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1. INTRODUCCIÓN

El concepto de Wavelet apareció a mediados de 1980 influenciado por
ideas de matemática pura (principalmente: Análisis Armónico y Análisis
Funcional) como aśı también de matemática aplicada (principalmente: Proce-
samiento de Señales, F́ısica-Matemática, etc.). Para ser más precisos, en ésta
breve discusión del tema, daremos una definición lo suficientemente general
de lo que es una wavelet y que para el propósito de éste trabajo alcanzará:

Definición 1. Una familia {ψλ}λ ⊂ L2(Rd) se dice que es una familia de
wavelets básicas si{

2
jd
2 ψλ(2jx− k)

}
j∈Z, k∈Zd, λ∈Λ

, ](Λ) = 2d − 1 (1)

es una base ortonormal de L2(Rd).

El primer ejemplo conocido de lo que hoy llamamos wavelet que se cono-
ció se debe a Alfred Haar (1910, para d = 1), aunque Haar lo estudiaba en
otro contexto. Como veremos mas adelante la base de Haar sigue propocio-
nando una buena fuente de ejemplos (y contraejemplos...).
Cuando hablamos de una base de un espacio de funciones, empiezan a surgir
varias preguntas:

i) Dada una función si la desarrollamos en dicha base (en nuestro caso la
expansión de f en serie de wavelets): hay convergencia puntual?

ii) Seguirá siendo una base (de Schauder) si cambiamos el espacio origi-
nal subyacente por otro: en nuestro caso, lo que nos interesa es encontrar
condiciones suficientes para las cuales si (1) es una base de L2(Rd) entonces
es una base de Lp(Rd), con p 6= 2.

iii) Si (1) es una base ortonormal entonces es trivialmente una base incondi-
cional, seguirá siendo cierto ésto en Lp(Rd) con p 6= 2?

En este trabajo trataremos de responder algunas de éstas preguntas. En
un principio la pregunta i) es mas o menos independiente de las otras dos
para una base arbitraria; de hecho, en 1923 Menchoff probó un resultado que
se suele utilizar en Teoŕıa Ergódica: existe una base ortonormal de L2[0, 1]
digamos {fn}n∈N, y una f0 ∈ L2[0, 1] tales que: La sucesión de proyecciones
{Pkf0}k , donde Pk es el operador de proyección sobre span{f1, ..., fk}, di-
verge en casi todo punto.
La pregunta ii) no es tan “antinatural”, pues es relativamente fácil verficar
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que el sistema de Haar es una base de Lp(R) con 1 < p < ∞ ([8] y [16]) y
por lo tanto cabe preguntarse si sigue valiendo en otro caso de wavelets mas
generales.

Este trabajo está organizado de la siguiente manera: en el caṕıtulo 2 se expo-
nen varios resultados de Análisis Armónico, Análisis Funcional y de la Teoŕıa
de Wavelets de ı́ndole general. En el caṕıtulo 3 se estudia el comportamiento
de las wavelets en Lp(Rd): convergencia de series en norma y puntualmente.
Finalmente, en el caṕıtulo 4 se estudian condiciones suficientes para que las
wavelets formen una base incondicional de Lp(Rd).
Los resultados generales de Análisis Armónico del caṕıtulo 2 siguen en gen-
eral los lineamientos de [3], [10] y [14], algunos resultados fueron adaptados
para el propósito de éste trabajo. En cuanto al tema de bases incondicioanles
en espacios de Banach arbitrarios, los resultados son de [8].
Los resultados del Caṕıtulo 3 fueron en gran parte extráıdos de [7], de los
cuales, algunos resultados sobre convergencia en norma de series de Wavelets
fueron corregidos.
Por último, el Caṕıtulo 4 sobre la convergencia incondicional de las expan-
siones Wavelet sigue las ideas de [15].
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NOTACION

Repasaremos algunos aspectos de notación:
El espacio en que trabajaremos es, en general, Rd, su norma euclidea la
representaremos por | . |. Si x ∈ Rd y r > 0, B(x, r) = {y ∈ Rd : |x− y| < r}
es la bola de centro x y radio r. La medida de Lebesgue en Rd es dx y
en la esfera dΩ. Si E ⊂ Rd, su medida de Lebesgue será |E| y su función
caracteŕıstica: 1E(x) = 1 si x ∈ E y 1E(x) = 0 si x pertenece al complemento
de E. La expresión En casi todo punto se abreviará “c.t.p.”.
La clausura de un conjunto la denotaremos A, y a su interior Ao. Dada una
función f : Rd −→ R su soporte es

Supp(f) = {x ∈ Rd : f(x) 6= 0} .

Sea (X,µ) (o (X,F , µ) si queremos explicitar la sigma álgebra considerada)
un espacio de medida, para 1 ≤ p < ∞ definimos los espacios de Banach
Lp(X,F , µ) como el espacio de funciones con dominio en X y valores en C
de potencia p integrable con la identificación usual. Si f ∈  Lp entonces su
norma es

‖f‖Lp =

∫
X

|f(x)|pdµ

1/p

.

Aśı también, podemos definir L∞(X,F , µ) como el espacio de Banach de
funciones f esencialmente acotadas de X en C, o sea tales que para algún
C > 0, µ{x ∈ X : |f(x)| > C} = 0 y su norma ‖f‖L∞ es el ı́nfimo de las
constantes que satisfacen dicha propiedad.
Por otra parte, en algunas ocasiones haremos uso de la Tranformada de
Fourier f̂ de una función f : Rd −→ R, f ∈ L1(Rd) ∩ L2(Rd), para la
cual tomaremos la siguiente definición:

f̂(ω) =
1

(2π)d/2

∫
Rd

f(x)eiω.xdx .

Las propiedades elementales de dicha transformada se darán por conocidas.
Aunque no serán muy usadas: AC denotará el conjunto de las funciones abso-
lutamentes continuas y V A el conjunto de las funciones de variación acotada.

Por último: una función f : Rd −→ R es radial si solo depende de |x| .
Es radial decreciente si f(x) ≤ f(y) siempre que |x| ≥ |y| . Una función f
pertenece a la clase RB si está absolutamente acotada por η ∈ L1(Rd) con η
radial decreciente (necesariamente acotada).



2. PRELIMINARES

En esta sección se describirán algunas herramientas necesarias para demostrar
ciertos resultados relacionados con la convergencia en c.t.p. y en norma de
sucesiones de operadores, como aśı también algunos resultados necesarios
sobre interpolación de operadores.

2.1. Algunos Resultados Generales

Más adelante nos será de utilidad el siguiente resultado:

Teorema 1. (Descomposición de Calderón-Zygmund) Sea f ∈ L1(Rd) y
λ > 0. entonces existe una familia de cubos {Qi}i que está formada por
cubos diádicos que satisfacen:
1) Qi

o ∩Qj
o = � si i 6= j.

2) λ < 1
|Qi|

∫
Qi
|f | ≤ 2dλ.

3) |f(x)| ≤ λ c.t.p. en (∪iQi)
c.

4) |∪iQi| ≤
‖f‖L1

λ
.

Demostración. Expondremos, como se construye tal familia de cubos. Evi-
dentemente se puede encontrar algún cubo Q diádico tal que∫

Q

|f | ≤
∫
Rd

|f | ≤ λ|Q| .

Ahora, a Q se lo puede dividir en 2d cubos diádicos, digamos Q′, tales que
|Q| = 2d|Q′|, para estos Q′ se dá alguna de las siguientes situaciones:

1

|Q′|

∫
Q′
|f | > λ o

1

|Q′|

∫
Q′
|f | ≤ λ

Si Q′ verifica la primera desigualdad entonces lo agregamos a la lista de los
cubos deseados, que en efecto, verifica la propiedad 2):

λ <
1

|Q′|

∫
Q′
|f | ≤ 1

|Q′|

∫
Q

|f | =
2d

|Q|

∫
Q

|f | ≤ 2dλ .

En caso, de darse la segunda desigualdad se repite el proceso, es decir se
subdivide a Q′ en 2d cubos diádicos y se vé cuales de estos cubos se agrega
a la lista. Por otra parte, notemos que los cubos que vamos descartando van
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formando una subsucesión decreciente (por inclusión) de cubos diádicos que
verifican la propiedad:

1

|Q′|

∫
Q′
|f | ≤ λ

Luego, por el teorema de diferenciación de Lebesgue, tenemos que |f(x)| ≤ λ
para casi todo x ∈ (∪iQi)

c ; de donde se sigue 3). 4) es inmediato, pues

|∪iQi| ≤
∑

i

|Qi| ≤
1

λ

∑
i

∫
Qi

|f | =
‖f‖L1

λ

Como veremos el teorema de descomposición de Calderón -Zygmund nos
permitirá, dada una función integrable, descomponerla en una función buena
para la cual será relativamente fácil probar los resultados deseados, y otra
mala, pero donde ésta función mala está soportada en un conjunto particular
y además tiene valor medio nulo.
Ahora, recordemos dos definiciones que nos serán de utilidad:

Definición 2. Dadas f y g ∈ L1(Rd) definimos la convolución de f y g
como:

f ∗ g(x) =

∫
Rd

f(x− y)g(y)dy .

Definición 3. Dada f ∈ L1
loc(Rd) se define la función Maximal de Hardy-

Littlewood:

Mf(x) = Sup
r>0

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(y)|dy .

También será de utilidad el siguiente resultado, que da una cota para
operadores de convolución:

Teorema 2. Sea ϕ no negativa, radial, decreciente como función de |x| en
[0,∞) y ϕ ∈ L1(Rd) entonces

Sup
t>0

|ϕt ∗ f (x)| ≤ ‖ϕ‖L1(Rd)Mf(x) (2)

donde ϕt(x) = 1
td
ϕ

(
x
t

)
.
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Demostración. El conjunto E =
{

(y, s), y ∈ Rd, s > 0 : ϕt(y) > s
}

es med-
ible y además ∫

Rd

1E(y, s)ds =

ϕt(y)∫
0

ds = ϕt(y) .

Luego

|ϕt ∗ f(x)| =

∣∣∣∣∣∣
∫
Rd

f(x− y)ϕt(y)dy

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫
Rd

|f(x− y)|
∞∫

0

1E(y, s)dsdy

∞∫
0

∫
Rd

|f(x− y)|1E(y, s)dyds =

∞∫
0

∫
{y:ϕt(y)>s}

|f(x− y)|dyds .

Sea Et = {y : ϕt(y) > s}, t > 0, la cual resulta ser una bola centrada en 0.
Por lo tanto,

|ϕt∗f(x)| ≤
∞∫

0

|Et|
1

|Et|

∫
Et

|f(x− y)|dyds ≤Mf(x)

∞∫
0

|Et|ds = Mf(x) ‖ϕ‖L1 .

Si (Ω,F , µ) es un espacio de medida arbitrario, se puede dar la siguiente
definición que usaremos posteriormente:

Definición 4. Sea T un operador definido de un espacio vectorial de fun-
ciones medibles en funciones medibles, se dice que T es sublineal si

|T (f1 + f2)(x)| ≤ |Tf1(x)|+ |Tf2(x)|

y
|T (λf)(x)| = |λ||Tf(x)|, ∀λ ∈ C .

Ahora, en adelante supondremos que todos los operadores involucrados
son sublineales.

Definición 5. Sean (X,F , µ), (Y,G, ν) dos espacios de medida y T un op-
erador definido sobre Lp(X,F , µ). se dice que T es (p, q)-débil (q <∞) si

ν {y ∈ Y : |Tf(y)| > λ} ≤
(
C ‖f‖p

λ

)q

,

y (p,∞)-débil si es acotado de Lp(X,F , µ) en L∞(Y,G, ν)
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Por ejemplo la función maximal de Hardy-Littlewood, visto como oper-
ador es sublineal, es más se tiene en siguiente resultado conocido de Análisis
Real:

Proposición 1. El operador maximal de Hardy-Littlewood es (1,1)-débil.

Por otra parte también tenemos la siguiente definición:

Definición 6. Sean (X,F , µ), (Y,G, ν) dos espacios de medida y T un oper-
ador definido sobre Lp(X,F , µ). se dice que T es (p, q)-fuerte, si existe una
constante Cpq > 0 independiente de f tal que:

‖Tf‖Lq(Y,ν) ≤ Cpq ‖f‖Lp(X,µ) ,

o sea T es un operador acotado en el sentido usual.

Ahora, (Ω,F , µ) será un espacio de medida arbitrario. El siguiente re-
sultado habla de operadores sublineales, definidos sobre Lp(Ω,F , µ): a veces,
vamos a querer establecer resultados sobre la acotabilidad de operadores que
actúan en Lp(X,F , µ) (Lp para simplificar), y para éste propósito nos será útil
el siguiente resultado de interpolación debido a Marcinkiewicz.

Teorema 3. Sea T un operador sublineal (p, p)-débil y (q, q)-débil 1 , 1 ≤ p <
q ≤ ∞, definido en Lp + Lq entonces T es (r, r)-fuerte para todo r ∈ (p, q).

Demostración. Sea f ∈ Lp entonces para cada λ > 0 descomponemos

f = f1{x:|f(x)|>cλ} + f1{x:|f(x)|≤cλ} = fp + fq

con c una constante que elegiremos después. Entonces fp ∈ Lp y fq ∈ Lq,
adems |Tf(x)| ≤ |Tfp(x)|+ |Tfq(x)| de modo que

µ {x : |Tf(x)| > λ} ≤ µ

{
x : |Tfp(x)| > λ

2

}
+ µ

{
x : |Tfq(x)| > λ

2

}
.

1En general basta probarlo para un denso pues: supongamos que tenemos un operador
sublineal T definido en un denso S ⊂ Lp y que se cumple que ∃C > 0 tal que µ{x :
|Tf(x)| > λ} ≤ C‖f‖p

p

λp ∀ f ∈ S, ahora dada f ∈ Lp arbitraria, existe una sucesión {fn}n ⊂
S tal que fn −→ f en Lp, cuando n −→∞ entonces {Tfn(x)}n es de Cauchy en medida y
por lo tanto existe una g medible tal que Tfn −→ g en medida, mas aún, ∃ {fnk

}k tal que
Tfnk

−→ g en c.t.p, podemos definir Tf = g y luego |Tf(x)| ≤ |T (f − fn)(x)|+ |Tfn(x)|,
de donde se obtiene µ{x : |Tf(x)| > λ} ≤ µ{x : |T (f − fn)(x)| > λ

2 } + µ{x : |Tfn(x)| >
λ
2 } −→

C2‖f‖Lp

λp cuando n −→∞.
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Caso q = ∞.
Tomemos c = 1

2A1
donde A1 es tal que ‖Tg‖∞ ≤ A1 ‖g‖∞, resulta que

µ
{
x : |Tfq(x)| > λ

2

}
= 0. Luego por la desigualdad (p, p)-débil

µ

{
x : |Tfp(x)| > λ

2

}
≤

(
2Ap

λ
‖fp‖p

)p

y por lo tanto

‖Tf‖r
r = r

∞∫
0

λr−1−p(2Ap)p

∫
{|f(x)|>cλ}

|f(x)|pdµdλ

= r(2Ap)p

∫
X

|f(x)|p
|f(x)|

c∫
0

λr−1−pdλdµ

=
r

r − p
(2Ap)p(2A1)

r−p ‖f‖p
p .

Caso q <∞.
Ahora, tenemos 2 desigualdades:

µ

{
x : |Tfp(x)| > λ

2

}
≤

(
2Ap

λ
‖fp‖p

)p

y

µ

{
x : |Tfq(x)| > λ

2

}
≤

(
2Aq

λ
‖fq‖q

)q

por lo que

‖Tf‖r
r = r

∞∫
0

λr−1−p(2Ap)p

∫
{|f(x)|>cλ}

|f(x)|pdµdλ + ...

+ r

∞∫
0

λr−1−q(2Aq)
q

∫
{|f(x)|≤cλ}

|f(x)|pdµdλ

=

(
r2p

r − p

Ap
p

cr−p
+

r2q

q − r

Aq
q

cq−r

)
‖f‖p

p .
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Cabe destacar que el resultado sigue valiendo para el caso no diagonal.
Veamos una primera aplicación de éste teorema:

Proposición 2. El operador maximal de Hardy-Littlewood es (1,1)-débil y
(p,p)-fuerte para p ∈ (1,∞).

Demostración. Es evidente que dada f ∈ L∞ entonces ‖Mf‖∞ ≤ ‖f‖∞.
Luego en resultado sigue de la proposición 1 y el teorema 3.

Con ésto podemos enunciar el siguiente resultado que se obtiene del teo-
rema 2 y la proposición 2:

Corolario 1. Si |ϕ| ≤ ψ donde ψ es radial, decreciente e integrable entonces
Sup
t>0

|ϕt ∗ f(x)| es de tipo (1,1)-débil y del tipo (p,p)-fuerte, 1 < p ≤ ∞.

Demostración.

|ϕt ∗ f (x)| ≤ |ϕt| ∗ |f |(x) ≤ ψt ∗ |f |(x)

y por lo tanto

Sup
t>0

|ϕt ∗ f(x)| ≤ Sup
t>0

ψt ∗ |f |(x) ≤Mf(x) ‖ϕ‖L1 .

y el resultado buscado sigue de aplicar la proposición 2.

Veamos una última aplicación del teorema 3, nuevamente sobre oper-
adores de convolución, que nos será de utilidad mas adelante:

Proposición 3. Sea H ∈ L1(Rd) fija. Para f medible definimos

Tf(x) = H ∗ f(x) ,

entonces T es de tipo (p, p)-fuerte para 1 ≤ p ≤ ∞.

Demostración. Primero: Sea f ∈ L∞, entonces:

|Tf(x)| = |H ∗ f(x)| ≤ ‖f‖∞ ‖H‖L1(Rd)

entonces ‖Tf‖∞ ≤ ‖f‖∞ ‖H‖L1(Rd) . Ahora, sea f ∈ L1(Rd):∫
Rd

|Tf(x)|dx =

∫
Rd

∣∣∣∣∣∣
∫
Rd

f(x− y)H(y)dy

∣∣∣∣∣∣ dx ≤
∫
Rd

∫
Rd

|f(x− y)g(y)|dydx

Por Fubini, esto último es igual a:∫
Rd

∫
Rd

|f(x− y)|dx|H(y)|dy = ‖f‖L1(Rd) ‖H‖L1(Rd) .

Luego T es de tipo (1, 1) -fuerte y (∞,∞)-débil, entonces el resultado buscado
sale de aplicar el teorema 3.
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La proposición 3 será usada profusamente, por lo tanto, a veces quedará claro
del contexto cuando se la está invocando. Una clase de operadores que nos
interesa es la de los operadores integrales, es decir operadores definidos sobre
espacios de funciones medibles (en nuestro caso funciones de Rd) mediante
formulas del tipo (siempre que tenga sentido):

Tf(x) =

∫
Rd

K(x, y)f(y)dy ,

donde la función K : R2d −→ R se la suele llamar el núcleo del operador
integral T . Un ejemplo de éstos operadores son los operadores de convolución
ya vistos antes, en este caso el núcleo del operador es la función K(x, y) =
H(x−y). También, utilizaremos aproximaciones de la identidad que de alguna
manera se relacionan con el teorema de diferenciación de Lebesgue, por eso,
recordemos la siguiente:

Definición 7. Sea f ∈ L1
loc(Rd) el conjunto de puntos de Lebesgue de f es

Leb(f) =

x ∈ Rd : lim
r−→0

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(y)− f(x)|dy = 0


O sea si x ∈ Leb(f) se dá la convergencia a f(x) del teorema de Lebesgue.

El siguiente resultado es una versión ligeramente mas general de un resultado
de [10], el cual usaremos mas adelante:

Teorema 4. Sea Kn(x, y) una familia de núcleos tales que:
∫
Kn(x, y)dy −→

C cuando n −→∞, donde C es una constante; |Kn(x, y)| ≤ cdnH(cn |x− y|)
, cn −→ ∞ cuando n −→ ∞, H(|x|) ∈ L1(Rd) y es una función decreciente
y acotada radialmente. Entonces, para toda f ∈ Lp(Rd) 1 ≤ p ≤ ∞:∫

Rd

Kn(x, y)f(y)dy −→ Cf(x)

cuando n −→ ∞ para todo x ∈ Leb(f) y por lo tanto c.t.p. Y además la
convergencia hacia f es en Lp(Rd) 1 ≤ p ≤ ∞.

Demostración. (conv. c.t.p.) Sin perdida de generalidad, supongamos C = 1,
entonces ∣∣∣∣∣∣

∫
Rd

Kn(x, y)f(y)dy − f(x)

∣∣∣∣∣∣
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≤
∫
Rd

|Kn(x, y)| |f(y)− f(x)|dy + |f(x)|

∣∣∣∣∣∣
∫
Rd

Kn(x, y)dy − 1

∣∣∣∣∣∣ = I1
n + I2

n.

Definamos

Φ(r) =

∫
B(0,r)

|f(x− y)− f(x)|dy

y veamos que ∃K < 0 tal que Φ(r) ≤ Krd ∀ r > 0, en efecto si 1
p

+ 1
q

= 1,

Φ(r) =

∫
B(0,r)

|f(x− y)− f(x)|dy ≤
∫

B(0,r)

|f(x− y)|dy + |f(x)| rd |Sd|

≤ |B(0, r)|
1
q ‖f‖Lp + |f(x)| |B(0, r)| = |Sd|

1
q r

d
q ‖f‖Lp + |f(x)| |Sd| rd ,

y por lo tanto

Φ(r)

rd
≤ |Sd|

1
q rd( 1

q
−1) ‖f‖Lp + |f(x)| |Sd| = |Sd|

1
q r−

d
p ‖f‖Lp + |f(x)| |Sd| .

Dado que si x ∈ Leb(f) entonces ∃R0 > 0 tal que Φ(r)
rd < 1 si r < R0 (que

x sea punto de Lebesgue implica que Φ(r)
rd −→ 0 cuando r −→ 0) y por otra

parte

Φ(r)

rd
≤ |Sd|

1
q R0

− d
p ‖f‖Lp + |f(x)| |Sd| = Kx ∀ r ≥ R0 ,

entonces
Φ(r)

rd
≤ Max {1, Kx} ∀ r ≥ 0 . (3)

Ahora, usando coordenadas esféricas,

I1
n ≤

∫
Rd

cdnH(cn| y |) |f(x− y)− f(x)| dy

=

∞∫
0

∫
Sd−1

cdnH(cnρ) |f(x− ρΩ)− f(x)|dΩρd−1 dρ = I1′
n ,

ahora, notemos que Φ(r) =
r∫
0

φ(ρ)dρ, donde

φ(ρ) =

∫
Sd−1

|f(x− ρΩ)− f(x)|dΩρd−1 ,
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por lo tanto,

I1′
n =

∞∫
0

cdnH(cnρ)φ(ρ) dρ =

∞∫
0

cdnH(cnρ)dΦ(ρ) = −
∞∫

0

cdnΦ(ρ) dH(cnρ) ,

Observamos que basta que exista alguna de las integrales de alguna de las
igualdades para que exista la otra (Zygmund), esto se debe a que H(r) ∈ V A
y que Φ(r) ∈ AC; y además vale la fórmula de integración por partes en su
forma para integrales de Riemmann-Stieltjes. La última integral la podemos
escribir como:

−
∞∫

0

Φ (ρ/cn )

(ρ/cn)d
ρd dH(ρ) ,

observemos que µ((a, b)) = −
b∫

a

ρddH(ρ) =
b∫

a

ρd−1H(ρ) dρ =
∫

{a≤|x|≤b}
H(x)dx ,

define una medida (finita) sobre toda la semirecta y que por (ec. 3) tenemos

que Φ(ρ/cn )

(ρ/cn)d ≤ K = ctte. ∈ L1(µ) para todo n. Luego por el teorema de

convergencia mayorada se tiene que:

I1
n ≤ I1′

n −→ 0 ,

si n −→ ∞ y como I2
n −→ 0 cuando n −→ ∞ queda demostrada la conver-

gencia c.t.p..
(conv. en Lp) sea Tnf(x) =

∫
Rd

Kn(x, y)f(y)dy, entonces

‖Tnf − f‖Lp

=

∫
Rd

∣∣∣∣∣∣
∫
Rd

Kn(x, y) (f(y)− f(x))dy + f(x)

 ∫
Rd

Kn(x, y)dy − 1

∣∣∣∣∣∣
p

dx


1
p

≤

∫
Rd

∣∣∣∣∣∣
∫
Rd

|Kn(x, y) (f(y)− f(x))|dy

∣∣∣∣∣∣
p

dx


1
p

+

∣∣∣∣∣∣
∫
Rd

Kn(x, y)dy − 1

∣∣∣∣∣∣ ‖f‖Lp .

El segundo término de la suma tiende a cero por hipótesis, por lo que bas-
tará estudiar el primer término, llamemoslo I1

n. Por otra parte∫
Rd

|Kn(x, y) (f(y)− f(x))|dy ≤
∫
Rd

cdnH(cn |x− y|) |f(y)− f(x)|dy
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=

∫
Rd

H(| y |) |f (x− y/cn)− f(x)|dy .

Luego

I1
n ≤

∫
Rd

∣∣∣∣∣∣
∫
Rd

H(| y |) |f (x− y/cn)− f(x)|dy

∣∣∣∣∣∣
p

dx


1
p

≤
∫
Rd

H(|y|) ‖f( .− y/cn)− f‖Lpdy = I2
n ,

dado que por continuidad en norma: ‖f( .− y/cn)− f‖Lp −→ 0 cuando
n −→ ∞ y que ‖f( .− y/cn)− f‖Lp ≤ 2 ‖f‖Lp ∀n. Usando como función
mayorante H(x)2 ‖f‖Lp , por el teorema de convergencia mayorada tenemos
I2
n −→ 0 cuando n −→ ∞ y por lo tanto I1

n −→ 0, de donde sigue el
resultado buscado.

2.2. El Principio de Banach y Convergencia en casi
todo punto (c.t.p.)

En ésta sección describiremos algunos resultados generales que se suelen
utilizar para establecer la convergencia en casi todo punto. En lo que sigue
(Ω,F , µ) será un espacio de medida arbitrario. Más precisamente: hablare-
mos de operadores lineales T , definidos sobre Lp(Ω,F , µ) tales que:
1) Para toda f ∈ Lp, |Tf(x)| <∞ c.t.p.
2) T es continuo en medida, es decir dadas, f, fn ∈ Lp y ‖f − fn‖Lp → 0
cuando n→∞, entonces, para todo ε > 0, µ{x : |Tnf(x)− Tf(x)| > ε} → 0
cuando n→∞.

Ahora, dada una sucesión de operadores {Tn}n, se define, para toda f ∈ Lp :

T ∗(f)(x) = sup
n≥1

|Tnf(x)|

Veremos como se relaciona T ∗f con la convergencia en c.t.p., el primer
resultado que damos sin demostración es consecuencia del teorema de Cate-
goria de Baire:

Teorema 5. (Principio de Banach) Sea {Tn}n una sucesión de operadores
sobre Lp(Ω,F , µ) que verifican T ∗f(x) <∞ c.t.p.-[µ] para toda f ∈ Lp(Ω,F , µ),
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entonces existe una función positiva y decreciente C(λ) definida para todo
λ > 0 y que tiende a 0 cuando λ −→ ∞ tal que, para toda f ∈ Lp(Ω,F , µ)
se tiene:

µ {x : T ∗f(x) > λ ‖f‖Lp} ≤ C(λ); ∀λ > 0 (4)

En muchos casos de interés es posible establecer con relativa facilidad la
convergencia c.t.p. para un conjunto denso en Lp(Ω,F , µ), y de éste hecho se
puede establecer la convergencia en c.t.p. para toda f ∈ Lp(Ω,F , µ) usando
el siguiente resultado:

Teorema 6. Cuando la sucesión {Tn}n satisface la desigualdad (4), entonces
el conjunto de las f ∈ Lp(Ω,F , µ) para las cuales Tnf(x) es convergente en
c.t.p. es cerrado en Lp(Ω,F , µ).

Demostración. Denotaremos éste conjunto de funciones como C. Probaremos
que dada una f ∈ Lp(Ω,F , µ) que verifica que ∀ ε > 0 se tiene una g ∈ C
tales que: ‖f − g‖Lp < ε entonces f ∈ C.
Para toda f ∈ Lp definamos la función:

R(x, f) = lim
n,m→∞

|Tnf(x)− Tmf(x)| .

Como R(x, f) ≤ 2T ∗(f)(x) c.t.p., tenemos:

µ {x : R(x, f) > λ ‖f‖Lp} ≤ C

(
λ

2

)
. (5)

Por otra parte, para toda f ∈ Lp y cualquier g ∈ C tenemos:

R(x, f) = R(x, f − g) c.t.p.

Por lo tanto, de 5 tenemos:

µ {x : R(x, f) > λ ‖f − g‖Lp} ≤ C

(
λ

2

)
.

tomando λ = 1/ε y ‖f − g‖Lp < ε2:

µ {x : R(x, f) > ε} ≤ C

(
1

2ε

)
.

Como ε era arbitrariamente chico se tiene que R(x, f) = 0 c.t.p. de donde se
deduce la convergencia en c.t.p. de Tnf(x).
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2.3. Bases Incondicionales

Una noción de la que haremos uso, es la de base incondicional. Antes
de estudiar bases incondicionales, se hará la presentación de un resultado
general sobre convergencia incondicional en un espacio de Banach [8]:

Teorema 7. Sea {xn}n∈N una sucesión de vectores en un espacio de Banach
X. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) La serie
∞∑

n=1

xπ(n) converge para cada permutación π de los enteros.

ii) La serie
∞∑

n=1

xni
converge para cada elección de enteros n1 < n2....

iii) La serie
∞∑

n=1

θnxn converge para cada elección de signos de θn = ∓1.

iv) Para todo ε > 0 existe un n ∈ N tal que

∥∥∥∥∑
i∈σ

xi

∥∥∥∥ < ε para todo subconjunto

de σ ⊂ N que verifica min {i ∈ σ} > n.

Una serie
∞∑

n=1

xn que verifica una, y por lo tanto todas las condiciones, se le

dice incondicionalmente convergente.

Demostración. La equivalencia de (ii) y (iii) es inmediata. Si (iv) es cierta
entonces las sumas parciales que aparecen en (i) y (ii) satisfacen la condición
de Cauchy y por lo tanto (iv)⇒(i) y (iv)⇒ (ii). Ahora, supongamos que (iv)
no se statisface. Entonces, existe un ε > 0 y una familia de conguntos finitos
de enteros {σn}n∈N tales que:

qn = max {i, i ∈ σn} < pn+1 = min {i, i ∈ σn+1}

y

∥∥∥∥∑
i∈σ

xi

∥∥∥∥ ≥ ε para todo n. Luego σ = ∪∞n=1σn es una subsucesión de enteros

para los cuales
∑
n=σ

xn no converge, y por lo tanto (ii)⇒(iv).

Ahora, si π es una permutación, tal que para todo n: π mapea el conjunto
{i , pn ≤ i ≤ qn} en śı mismo de manera que: π−1(σn) = {pn, pn +1, pn +kn},
donde kn = ]σn, entonces

∞∑
n=1

xπ(n) no converge, luego (i)⇒ (iv).

Ahora, estamos en condiciones de definir que es una base incondicional:

Definición 8. Una base {xn}n∈N (de Schauder) de X (un espacio de Banach)
se dice que es incondicional si para todo x ∈ X, su desarrollo en serie en

términos de dicha base x =
∞∑

n=1

anxn converge incondicionalmente.
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Más adelante nos será de utlilidad la siguiente proposición que es conse-
cuencia directa del teorema 7:

Proposición 4. Una sucesión básica {xn}n∈N es incondicional si y sólo si
cualquiera de las siguientes afirmaciones se cumple:
i) Para toda permutación π de los enteros la sucesión {xπn}n∈N es una suce-
sión básica (es base de span{xn}n∈N).

ii) Para cualquier subconjunto σ de enteros la convergencia de
∞∑

n=1

anxn im-

plica la convergencia de
∑
n∈σ

anxn.

iii) La convergencia de
∞∑

n=1

anxn implica la convergencia de
∞∑

n=1

bnxn, donde

|bn| ≤ |an|.
iv) La convergencia de

∞∑
n=1

anxn implica la convergencia de
∞∑

n=1

θnanxn donde

θn = ∓1 arbitrariamente.

2.4. Wavelets y Análisis Multirresolución

Recordemos que un análisis multirresolución (AMR) de L2(Rd) es una
descomposición de L2(Rd) en una sucesión de subespacios cerrados Vn de
manera que,

... V−2 ⊂ V−1 ⊂ V0 ⊂ V1 ...

con la propiedad de que si f(2x) ∈ Vj+1 ⇐⇒ f(x) ∈ Vj para todo j.
También se cumple que:

∩j∈ZVj = {0} (6)

∪j∈ZVj = L2(Rd) (7)

Se asume que existe una función φ ∈ L2(Rd) que verifica:

{φ(x− k)}k∈Zd

es una base ortonormal de V0. A esta función φ se la llama función de escala.
Se define Wj = Vj+1 	 Vj. De la existencia de φ se deduce que existe una
familia de wavelets básicas

{
ψλ(x)

}
λ

de manera que ψλ
j k(x) = ψλ(2jx−k) fijo

j es una base ortonormal de Wj, y una base para todo L2(Rd). Observamos
que λ es un ı́ndice en un conjunto de 2d − 1 elementos 2, o sea es finito.

2Que la cantidad de elementos sea 2d − 1 no es caprichoso, pues una de las maneras
de obtener bases de wavelets L2(Rd) es por medio del producto tensorial apropiado de
funciones de escala y wavelets de L2(R), en ésta construcción se consigue un conjunto de
wavelets básicas de 2d−1 elementos [16]. Otra manera de obtener bases de Wavelets es por
medio de matrices de dilatación, en el caso de utilizar la matriz 2.Id se llega a la misma
conclusión [16].
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Antes de seguir, enunciemos algunas propiedades conocidas de las funciones
de escala que nos serán de utilidad.

Proposición 5. El sistema {φ(x− k)}k∈Zd es ortonormal si y sólo si∑
k∈Zd

|φ̂(x+ 2πk)|2 =
1

(2π)d
c.t.p.

Ahora, con ésto, probemos un par de propiedades bástante útiles sobre
las funciones de escala:

Proposición 6. Sea φ una función de escala asociada a un AMR y supong-
amos que φ̂(ω) es continua en cero, entonces: |φ̂(0)| = 1

(2π)
d
2
, en particular,

si φ ∈ L1(Rd) entonces ∣∣∣∣∣∣
∫
Rd

φ(x)dx

∣∣∣∣∣∣ = 1

Demostración. Sea Pj = PVj
la proyección ortogonal sobre el subespacio Vj,

y sea g ∈ L2(Rd) tal que Supp(ĝ) ⊂ [−1, 1]d entonces,

‖Pjg‖2 =
∑
k∈Zd

| < g, φj k > |2 =
∑
k∈Zd

∣∣∣∣∣∣∣
∫

[−1,1]d

ĝφ̂(2−jω)ei2−jk2−
j
2dω

∣∣∣∣∣∣∣
2

,

ahora tomemos j ∈ Z de manera que 2jπ > 1, entonces por la identidad de
Parseval para series de Fourier, la última sumatoria es igual a:

(2π)d

∫
[−1,1]d

|ĝ(ω)φ̂(2−jω)|2dω −→ (2π)d|φ̂(0)|2 ‖g‖2

cuando j −→∞, pues |φ̂(2−jω)| −→ |φ̂(0)| uniformemente cuando j −→∞.
Pero por otra parte

‖Pjg‖2 −→ ‖g‖2

cuando j −→∞, de donde sigue el resultado buscado.

Proposición 7. Sea φ ∈ L1(Rd) ∩ L2(Rd) la función de escala de un AMR,
entonces:
1) |φ̂(0)| = 1

(2π)d/2 y φ̂(2πk) = 0 ∀ k ∈ Zd − {0}
2)

∑
k∈Zd

φ(x+ k) = 1 c.t.p.
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Demostración. Por la proposición 5 sabemos que
∑

k∈Zd

|φ̂(ω + 2πk)|2 = 1
(2π)d

en c.t.p., por otra parte, como φ̂ es continua, por la proposición 6 tenemos
que |φ̂(0)| = 1

(2π)d/2 y por lo tanto, como
∑

k∈Zd

|φ̂(2πk)|2 = 1
(2π)d tenemos que

φ̂(2πk) = 0 para todo k 6= 0, pero éstos son los coeficientes de Fourier de
1

(2π)d/2

∑
k∈Zd

φ(x+ k), de donde se obtiene la afirmación 2).
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3. WAVELETS COMO BASES DE Lp(Rd)

Las propiedades de las bases de wavelets en L2(Rd) son conocidas, y fueron
usadas con éxito en distintas aplicaciones. En este trabajo se estudia las
propiedades de convergencia de las expansiones de wavelets y de las expan-
siones de escala para funciones en Lp(Rd) con p no necesariamente igual a 2.
Dada f ∈ Lp(Rd), veremos que bajo ciertas condiciones de decaimiento las
expansiones wavelets y de escala convergen puntualmente y en norma a f .
La mayor parte de los resultados son de [7].

3.1. Algunas Definiciones e Introducción

Llamaremos Pj a la proyección ortogonal sobre Vj y Qj a la proyección
sobre Wj.
Para f ∈ L2(Rd) definimos:
i) Su aproximaci ón multirresoluci ón está dada por la sucesion {Pnf}n

ii) Su expansi ón wavelet es∑
j

∑
(k,λ)∈Zd×Λ

aλ
j kψ

λ
j k ∼ f 3

iii) Su expansi ón escala es∑
k

bkφk +
∑
j>0

∑
(k,λ)∈Zd×Λ

aλ
j kψ

λ
j k ∼ f

En un principio estas series convergen en la norma L2(Rd) por la teoŕıa
conocida de espacios de Hilbert, quisieramos saber si ésto sigue valiendo
para f ∈ Lp(Rd), mas aún: saber cuando hay convergencia en norma y en
c.t.p.
La idea utilizada es escribir a la proyecciones Pj (Qj) como operadores inte-
grales, siempre que sea posible, con núcleo

Pm(x, y) =
∑
j<m

∑
(k,λ)∈Zd×Λ

ψλ
j k(x)ψλ

j k(y) =
∑

k

φm k(x)φm k(y) ,

3En adelante, salvo que se indique lo contrario, en los ı́ndices de las sumatorias: j ∈ Z
y k ∈ Zd lo cual quedará claro del contexto, y recordemos que λ ∈ Λ donde ]λ = 2d − 1.
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extenderlos a Lp(Rd) y utilizar resultados sobre aproximación de la identidad.

Por lo visto anteriormente, es evidente que aunque la función (o familia de
funciones) que genera un AMR no puede ser cualquier función de L2(Rd) lo
mismo, en un principio no está sujeta a grandes restrcciones, más aún si sólo
se quiere generar una base de wavelets de L2(Rd) no necesariamente asociada
a un AMR, por lo tanto la dificultad de probar resultados sobre convergencia
dependerá en gran parte sobre las hipótesis adicionales que se hagan sobre
ψ (y/o φ). Una caracteŕıstica de ψ (φ) que puede llegar a ser determinante
en éste aspecto es su velocidad de decaimiento para valores grandes de |x|.
La contrapartida de éste punto de vista es imponer restricciones en el de-
caimiento de ψ̂ (φ̂), pero en este trabajo no analizaremos ese caso. En efecto,
cuanto más rápido sea el decaimiento, más fácil es de probar que hay con-
vergencia puntual. A manera de ejemplo y de introducción, probemos un
resultado para wavelets de soporte compacto, asociadas a un AMR: primero
probaremos que hay convergencia puntual para una f suficientemente buena
en un denso de Lp(Rd) y después probaremos que ciertas funciones maximales
asociadas a las proyecciones son (1, 1)-débil y (p, p)-fuerte para p ∈ (1,∞).
Luego el resultado buscado saldrá por aplicación del teorema 6.

Teorema 8. Sea f ∈ Lp(R) entonces, para casi todo x ∈ R:

lim
m→∞

∑
j<m, k∈Z

〈f, ψj k 〉ψj k(x) = f(x) .

Demostración. Primero: Sea f ∈ C(R) ∩ L2(R) planteamos la diferencia,

f(x)− Pm+1(x) = f(x)−
∑

k

〈f, φm+1 k 〉φm+1 k(x) =

= f(x)−
∫
R

f(y)2(m+1)
∑
k∈Z

φ(2m+1y − k)φ(2m+1x− k)dy .

Si definimos P (x, y) =
∑
k

φ(y − k)φ(x− k), y además notemos que por las

proposiciones 6 y 7:∫
R

P (x, y)dy =

∫
R

∑
k

φ(y − k)φ(x− k)dy =
∑

k

∫
R

φ(y − k)dyφ(x− k) = 1 .

y por lo tanto,

f(x)−
∫
R

f(y)2(m+1)P (2m+1x, 2m+1y)dy
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=

∫
R

(f(x)− f(y))2(m+1)P (2m+1x, 2m+1y)dy

=

∫
R

(f(x)− f(x+ 2−(m+1)t))P (2m+1x, 2m+1x+ t)dy

Veamos que pasa cuando m −→∞. Observemos que

|P (z, z + t)| ≤
∑

k

|φ(z − k)φ(z + t− k)|

Notemos que en la sumatoria sólo debemos considerar aquellos k para los
cuales |z − k| ≤ R para cierto R > 0 (El soporte de φ está contenido en una
bola) y |z + t − k| ≤ R. Por lo tanto t queda acotado para |t| ≤ 2R, luego
|P (z, z + t)| ≤ C1|t|≤2R. Luego la integral queda acotada por∫

R

|f(x)− f(x+ 2−(m+1)t)||P (2m+1x, 2m+1x+ t)|dy

≤ C

∫
R

|f(x)− f(x+ 2−(m+1)t)|1|t|≤2Rdy .

Pero, por la continuidad de f y por el teorema de convergencia mayorada
ésta integral tiende a cero cuando m −→∞.
Por otra parte, notemos que la cota sobre el núcleo P (x, y) la podemos ree-
scribir como: |P (x, y)| ≤ C1B(0,2R)(|x− y|). y por lo tanto,

|Pmf(x)| ≤ 2mC

∫
B(x,21−mR)

|f(y)|dy ≤ C ′Mf(x) ,

donde Mf(x) es la función maximal de de Hardy Littlewood, luego la función
maximal sup

m∈Z
|Pmf(x)| asociada a la sucesión de proyecciones Pmf(x) queda

acotada por
sup
m∈Z

|Pmf(x)| ≤ C ′Mf(x)

pero el operador M es (1, 1)-débil y (p, p) fuerte para p ∈ (1,∞). Luego el
resultado buscado sale de que el enunciado del resultado es cierto para un
denso y por aplicación del teorema 6.
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Es interesante ver la simpleza de éste resultado comparado con su análogo
para series de Fourier (R. Hunt y L. Carleson). Se podŕıa haber acortado aún
más la demostración, invocando el teorema 4. Aunque como veremos , si no
asumimos ésta hipótesis sobre el soporte de φ la situción se volverá mas
complicada.

Necesitaremos la siguiente definición, que es un poco mas débil que la no-
ción de continuidad para una función: Una función f es parcialmente continua
si existe un subconjunto A ⊂ Rd de medida positiva tal que lim

t→0
f(x+ ta) =

f(x) para todo a ∈ A. Sobre las funciones parcialmente continuas se puede
afirmar lo siguiente, que usaremos en varias ocasiones:

Proposición 8. Sean f y g parcialmente continuas, f(x) = g(x) c.t.p. en-
tonces f(x) = g(x) en todo punto.

Demostración. Sea x tal que f(x) > 0, f parcialmente continua en x, veamos
que ∃ δ A medible |A| > 0 tales que f(x + ta) > 0 ∀ a ∈ A y |t| < δ, en
efecto, supongamos que no, entonces para casi todo a ∈ Rd y para todo
δ > 0 ∃ |t| < δ tal que f(x + ta) ≤ 0, por lo tanto como ∃λ > 0 tal que
|f(x)| > λ > 0 luego |f(x+ ta)− f(x)| > λ entonces f no es parcialmente
continua, lo cual es un absurdo.
Como consecuencia de lo anterior: Si f(x) > 0 y f es parcialmente continua
en x entonces ∃ |B| > 0 tal que x ∈ B y f(y) > 0 ∀ y ∈ B: Definamos
B =

{
y ∈ Rd : y = x+ at, a ∈ A, |t| < δ

}
donde A es el conjunto anterior,

por lo tanto |B| > 0.
Ahora si existiera x tal que f(x) 6= g(x) entonces h(x) = |f(x)− g(x)| > 0
y como h es parcialmente continua debe existir A medible |A| > 0 tal que
|f(x)− g(x)| > 0: Absurdo.

3.2. Resultados Auxiliares

En esta sección daremos algunos resultados de ı́ndole técnica, necesarios
para establecer nuestro resultado buscado sobre convergencia puntual y en
norma de las expansiones Wavelet y Multirresolución.

Proposición 9. Sea {ψn} una sucesión de funciones parcialmente continuas
y An el conjunto de direcciones para ψn. Si A =

⋂
n

An tiene medida positiva y

si
∑
n

ψn = ψ uniformemente, entonces ψ es también parcialmente continua.

Demostración. sea y ∈ A =
⋂
n

An.Por la convergencia uniforme vale inter-

cambiar el limite con la sumatoria:
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lim
ε→0

ψ(x+ εy) = lim
ε→0

∑
n

ψn(x+ εy) =
∑

n

lim
ε→0

ψn(x+ εy) =
∑

n

ψn(x) .

Teorema 9. Sea f(x, y) definida sobre Rd+v, o sea x ∈ Rd, y ∈ Rv; entonces
si f(x, y) es parcialmente continua en x para casi todo y, y si ∀x ∈ Rd ∃ δ >
0 tal que: ∫

Rd

sup
|z−x|≤δ

|f(z, y)|dy < ∞ ,

entonces ∫
Rv

f(x, y)dy

es parcialmente continua.

Demostración. Sea a ∈ A |a| ≤ 1, donde A es el conjunto de direcciones de
f(x, y) en la variable x. Entonces,

lim
ε→0

∣∣∣∣∣∣
∫
Rv

(f(x+ εa, y)− f(x, y))dy

∣∣∣∣∣∣ ≤ lim
ε→0

∫
Rv

|f(x+ εa, y)− f(x, y)| dy = 0 ,

pues sabemos que lim
ε→0

f(x+εa, y) = f(x, y) por ser f parcialmente continua en

la variable x, además |f(x+ εa, y)− f(x, y)| ≤ sup
ε≤δ

|f(x+ εa, y)| ∈ L1(Rv)

pues por hipótesis; ∫
Rd

sup
|x+εa−x|≤δ

|f(x+ εa, y)|dy < ∞ ,

luego por convergencia mayorada y por la continuidad parcial de f :

lim
ε→0

∫
Rv

|f(x+ εa, y)− f(x, y)| dy =

∫
Rv

lim
ε→0

|f(x+ εa, y)− f(x, y)| dy = 0 .

De donde sigue el resultado buscado.

Teorema 10. Supongamos que el núcleo P0(x, y) del operador de proyec-
ción P0 verifica la cota de convolución: |P0(x, y)| ≤ H( |x− y| ) donde H ∈
RB ∩L1(Rd) (sin asumir la existencia de una función de escala), entonces:
i) Pm −→ Id fuertemente en Lp(Rd), para 1 ≤ p < ∞. Además para
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f ∈ Lp(Rd), la aproximación Pmf converge a f en Lp(Rd).
ii) Para f ∈ Lp(Rd) (1 ≤ p ≤ ∞), Pmf(x) −→

m→∞
f(x) c.t.p. .

iii) Pm(x, y) puede ser redefinido sobre un conjunto de Lebesgue de medida
cero de manera de que (ii) vale ∀x ∈ Leb(f) (1 ≤ p ≤ ∞).
iv) Si además Pm(x, y) es parcialmente continua en x, entonces la conver-
gencia en (ii) vale ∀x ∈ Leb(f)

Observación. La existencia de una función de escala simplificaŕıa bastante
parte de la demostración utilizando las proposiciones 6 y 7.

Demostración. i)y ii) La idea es usar el teorema 4, para eso probaremos que
lim

m→∞

∫
Rd

Pm(x, y)dy = 1 c.t.p. en x.

Por propiedades de escalas de los espacios Vm se tiene que Vm+1 = J1Vm

donde f ∈ Lp(Rd) y Jjf(x) = 2dj/2f(2jx) (La constante 2dj/2 hace que Jj :
L2(Rd) −→ L2(Rd) sea unitario).
Ahora veamos que Pm = J1Pm−1J

−1: Tomemos {gn}n una base ortonormal
de Vm−1, entonces dado que es inmediato que 〈f, J1g 〉= 〈J−1f, g 〉 , luego
{J1gn}n es una base ortonormal de Vm, con esto último tenemos que

J1Pm−1J−1 f = J1

∑
n

〈gn, J−1f〉gn =
∑

n

〈J1gn, f 〉J1gn = Pmf .

De donde se deduce que el núcleo se escribe como:

Pm(x, y) = 2dPm−1(2x, 2y) = 2mdP0(2
mx, 2my) , (8)

en efecto, si Pmf(x) =
∫
Rd

Pm(x, y)f(y)dy y por otra parte,

Pm−1J−1f(x) =

∫
Rd

Pm−1(x, y)J−1f(y)dy =

∫
Rd

Pm−1(x, y)2−d/2f(2−1y)dy

=

∫
Rd

Pm−1(x, 2y)2−d/22df(y)dy .

Entonces,

J1(Pm−1J−1)(f)(x) = 2d

∫
Rd

Pm−1(2x, 2y)f(y)dy

de donde se sigue 8.
En virtud del teorema 4 para demostrar i) y ii) bastará probar que:∫

Rd

P0(x, y)dy = 1 c.t.p. (9)
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Pues, en este caso, tendŕıamos que:

|P0(x, y)| ≤ H( |x− y| )

donde H( |x| ) es una función decreciente en L1(Rd) y por la igualdad 8 se
tiene que |Pm(x, y)| = 2md |P0(2

mx, 2my)| ≤ 2mdH(2m |x− y| ) y además:∫
Rd

Pm(x, y)dy = 1 c.t.p.

de donde se obtendŕıa el resultado buscado. Para probar 10, primero, observe-
mos que el núcleo P0 es invariante por traslaciones, o sea P0(x+ k, y + k) =
P0(x, y) . Si Tkf(x) = f(x− k), entonces

TkP0T
−1
k f(x) = TkP0f(x+ k)

= Tk {g ∈ V0 : min ‖f(x+ k)− g(x)‖2}

= Tk {g(.+ k) ∈ V0 : min ‖f(x+ k)− g(x+ k)‖2}

= Tk {g(.+ k) ∈ V0 : min ‖f(x)− g(x)‖2}

= {g ∈ V0 : min ‖f − g‖2} = P0f

Entonces TkP0T
−1
k f = P0f , para toda f ∈ L2(Rd).

Luego

TkP0T
−1
k f = Tk

∫
P0(x, y)f(y + k)dy = Tk

∫
P0(x, y − k)f(y)dy

P0f(x) =

∫
P0(x− k, y − k)f(y)dy

Luego P0(x− k, y − k) = P0(x, y).
Veamos ahora que ∫

Rd

P0(x, y)dy = 1 c.t.p.

Supongamos que es falso, o sea que existe E0 ⊂ Rd tal que |E0| > 0, y para

x ∈ E0:

∣∣∣∣∣∫Rd

P0(x, y)dy − 1

∣∣∣∣∣ > ε para algún ε > 0. O sea

E0 =

x : ∃ ε > 0 :

∣∣∣∣∣∣
∫
Rd

P0(x, y)dy − 1

∣∣∣∣∣∣ > ε
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Notemos que E0 es invariante por traslaciones enteras ya que P0 es invariante
por traslaciones enteras. Definiendo

Em =

x : ∃ ε > 0 :

∣∣∣∣∣∣
∫
Rd

Pm(x, y)dy − 1

∣∣∣∣∣∣ > ε


Veamos que por la invarianza de escalas de los núcleos Pm que los conjuntos

(módulo un conjunto de medida cero) se pueden escribir,

Em = RmE0 = {2−mx : x ∈ E0}

donde del lado derecho definimos el operador escala Rm.

En efecto, si x ∈ Em tenemos

∣∣∣∣∣∫Rd

Pm(x, y)dy − 1

∣∣∣∣∣ > ε para algún ε > 0, y

ésto es si y sólo si

∣∣∣∣∣∫Rd

2mdP0(2
mx, 2my)dy − 1

∣∣∣∣∣ > ε para algún ε > 0 ⇐⇒∣∣∣∣∣∫Rd

2md2−mdP0(2
mx, y)dy − 1

∣∣∣∣∣ > ε para algún ε > 0 ⇐⇒ x ∈ 2−mE0.

Como los conjuntos Em son invariantes bajo traslaciones por 2−mk ,k ∈ Zd

y cada Em es una reescala de E0, y E0 es invariante por traslaciones enteras
y es de medida positiva (entonces infinita) luego se sigue que para cualquier
Br = B(0, r): ∣∣∣Em ∩Br

∣∣∣−→
m→∞

Cr ,

donde Cr > 0. Ahora, consideremos la función caracteŕıstica 1Br(x) de Br,
entonces:∫

Rd

Pm(x, y)dy −
∫
Rd

Pm(x, y)1Br(y)dy =

∫
|y|>r

Pm(x, y)dy −→
m→∞

0

para x ∈ Br pues:∣∣∣∣∣∣∣
∫

|y|>r

Pm(x, y)dy

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ 2md

∫
|y|>r

|H(2m |x− y| )| dy

= 2md2−md

∫
|−y+2mx|>2mr

|H( |y| )| dy −→
m→∞

0 , (11)
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y el último miembro de la igualdad tiende a cero cuando m −→ ∞ pues
H ∈ L1(Rd).
Por otro lado, ∫

Rd

Pm(x, y)1Br(y)dy −→
m→∞

1Br

en L2(Rd) y también en medida (Tchevicheff), o sea dado ε > 0

|{x : |Pm1r(x)− 1Br(x)| > ε}| −→
m→∞

0 . (12)

De éste hecho, fijo ε > 0 si consideramos el conjunto de los x ∈ Br para los

cuales

∣∣∣∣∣∫Rd

Pm(x, y)1Br(y)dy − 1

∣∣∣∣∣ > ε, la medida de dicho conjunto tiende a

cero cuando m −→∞ por ec. 10 y que 1Br(x) = 1 si x ∈ Br. O sea∣∣∣∣∣∣
x ∈ Br :

∣∣∣∣∣∣
∫
Rd

Pm(x, y)1Br(y)dy − 1

∣∣∣∣∣∣ > ε


∣∣∣∣∣∣ −→m→∞

0 ,

ahora de ésto, del hecho de que |Br| < ∞ y de las ecuaciones 11 y 12 se
sigue que: ∣∣∣∣∣∣

x ∈ Br :

∣∣∣∣∣∣
∫
Rd

Pm(x, y)dy − 1

∣∣∣∣∣∣ > ε


∣∣∣∣∣∣ −→m→∞

0 ,

lo cual es un absurdo. Ahora por el teorema 4 tenemos que∫
Rd

Pm(x, y)f(y)dy −→
m→∞

f(x)

para todo punto de Lebesgue (por lo tanto c.t.p) y en Lp(Rd).
iii) La afirmación iii) valdŕıa por el teorema 4 si

∫
Rd

P0(x, y)dy = 1 para todo

x. Sabemos que dicha igualdad vale para casi todo x y por una redefinición
de Pm(x, y) sobre un conjunto de medida cero, entonces vale para todo x.

iv) En particular, Si Pm(x, y) es parcialmente continua, del teorema 9 ten-
emos que

∫
Rv

Pm(x, y)dy es parcialmente continua, en efecto,∫
Rv

máx
|z−x|<δ

|Pm(z, y)| dy ≤
∫
Rv

máx
|z−x| ≤δ

2mdH(2m |z − y| )dy
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si llamamos G(x) = 2mdH(2mx) tenemos,∫
Rv

máx
|z−x| ≤δ

G( |z − y| )dy =

∫
Rv

máx
|z+u| ≤δ

G( |z| )du ≤
∫
Rv

G( |u| − δ)du <∞ ,

entonces, por el teorema 9
∫
Rv

Pm(x, y)dy es parcialmente continua, como∫
Rv

P0(x, y)dy es parcialmente continua e igual a 1 en c.t.p. se sigue que la

igualdad vale en todo punto. Luego por el teorema 4 se sigue que:∫
Rd

Pm(x, y)f(y)dy −→
m→∞

f(x)

para todo punto de Lebesgue.

Proposición 10. Sobre Rd, sea f(x)ln(2 + |x| ) absolutamente acotada por
una función radial decreciente e integrable η( |x| ) , sea F un conjunto cerrado
que no contiene al 0 entonces

∞∑
j=0

∫
F

2jd
∣∣f(2jx)

∣∣ dx <∞ (13)

Demostración. Sin perdida de generalidad: F = Rd\B(ρ, 0) donde ρ > 0.
Además denotaremos las variables angulares como Ω y ωd =

∣∣{x ∈ Rd/ |x| 6 1
}∣∣

∞∑
j=0

∫
F

2jd
∣∣f(2jx)

∣∣ dx 6
∞∑

j=0

∫
dΩ

∞∫
ρ

rd−12jdη(2jr)/ln(2 + 2jr)dr

= ωd

∞∑
j=0

∞∫
ρ

rd−12jdη(2jr)/ ln(2 + 2jr)dr

= ωd

∞∑
j=0

∞∫
2jρ

rd−1η(r)/ ln(2 + 2jr)dr = ωd

∞∫
0

∞∑
j=0

1[2jρ,∞]r
d−1η(r)/ ln(2 + r)dr

6 C

∞∫
0

rd−1 ln(2 + r)η(r)/ ln(2 + r)dr <∞

La última cota sale de que
∞∑

j=0

1[2jρ,∞] = Max{j ∈ N0 : 2jρ < r}.
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Teorema 11. i) Si φ ∈ RB entonces el núcleo P0(x, y) =
∑

k∈Zd

φ(x− k)φ(y − k)

satisface
|P0(x, y)| ≤ H0( |x− y| ) (14)

dondee H0 es una función decreciente radialmente acotada en L1(Rd).
Ademas la convergencia de esta suma es uniforme sobre R2d.
ii) Si ψλ(x) ∈ RB entonces Q0(x, y) =

∑
k∈Zd λ

ψλ(x− k)ψλ(y − k) converge

uniformemente y absolutamente sobre R2d y está acotada. Ademas si ψλ(x) ln(2+

|x| ) ∈ RB entonces |Q0(x, y)| ≤ H1( |x−y| )
ln(2+ |x| ) Donde H1 es una función decre-

ciente, radial y acotada de L1(Rd). Esta suma Q0(x, y) es el núcleo de la
proyección ortogonal Q0 sobre W0.

Demostración. Como φ ∈ RB entonces φ está acotada absolutamente por
η ∈ L1(Rd) una función radial decreciente. Sea M = sup

x∈Rd

|φ(x)| , entonces,

podemos escribir,∣∣∣∣∣∑
k∈Zd

φ(x− k)φ(y − k)

∣∣∣∣∣ ≤ ∑
k∈Zd

|φ(x− k)φ(y − k)|

∑
k∈Zd

|φ(x− k)| sup
x∈Rd

|φ(y − k)| ≤M
∑
k∈Zd

|φ(x− k)|

≤M
∑
k∈Zd

|η(x− k)| ≤ CM

∫
Rd

η <∞ ,

pues η ∈ L1(Rd), y esta suma es uniforme en x e y .
para demostrar 14, se observa primero que P0(x, y) es invariante bajo trasla-
ciones enteras, entonces, podemos asumir que

x ∈ E0 = {x : 0 ≤ xi ≤ 1, 1 ≤ i ≤ d} .

Tomemos x ∈ E0 e y tal que |y|
4
> diamE0 = d1/2

|P0(x, y)| ≤
∑
k∈Zd

|φ(x− k)φ(y − k)| ≤
∑

|k| ≤ | y2 |
η( |x− k| )η( |y − k| )

+
∑

|k|> | y2 |
η( |x− k| )η( |y − k| ) = I
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Dado que η( |y − k| ) ≤ η(
∣∣y
2

∣∣ ) si |y − k| ≥
∣∣y
2

∣∣ lo cual se verifica facilmente;
y que η( |x− k| ) ≤ η(

∣∣y
2

∣∣ − diamE0) si |x− k| ≥
∣∣y
2

∣∣ − diamE0, entonces,

I ≤
∑

|k| ≤ | y2 |
η( |x− k| )η(

∣∣∣y
2

∣∣∣ ) +
∑

|k|> | y2 |
η(

∣∣∣y
2

∣∣∣ − diamE0)η( |y − k| )

≤
∑
k∈Zd

η( |x− k| )η(
∣∣∣y
2

∣∣∣ ) +
∑

|k|> | y2 |
η(

∣∣∣y
2

∣∣∣ − diamE0)η( |y − k| )

≤ η(
∣∣∣y
2

∣∣∣ )C

∫
Rd

η + C2η(
∣∣∣y
2

∣∣∣ − diamE0)

≤ C1η(
∣∣∣y
2

∣∣∣ ) + C2η(
∣∣∣y
2

∣∣∣ − d1/2) .

Ahora η(
∣∣y
4

∣∣ ) ≤ η(
∣∣y
2

∣∣ ) y η(
∣∣y
2

∣∣ − d1/2) ≤ η(
∣∣y
4

∣∣ ). Luego

≤ η(
∣∣∣y
2

∣∣∣ )C

∫
Rd

η + C2η(
∣∣∣y
2

∣∣∣ − diamE0) ≤ Cη(
∣∣∣y
4

∣∣∣ )

como
∣∣y−x

5

∣∣ ≤ ∣∣y
5

∣∣ +
∣∣x
5

∣∣ =
∣∣y
4

∣∣ − ∣∣ y
20

∣∣ +
∣∣x
5

∣∣ ≤ ∣∣y
4

∣∣ − ∣∣ y
20

∣∣ +
∣∣∣d1/2

5

∣∣∣ ≤ ∣∣y
4

∣∣ .

Entonces,

Cη(
∣∣∣y
4

∣∣∣ ) ≤ Cη(

∣∣∣∣y − x

5

∣∣∣∣ ) = H0( |y − x| ) .

Mostraremos que esta suma es efectivamente el núcleo asociado a la proyec-
ción P0. O sea que P0f(x) =

∫
Rd

P0(x, y)f(y)dy c.t.p..

Si definimos PM
0 (x, y) =

∑
|k| ≤M

φ(x− k)φ(y − k), se puede ver facilmente que

si PM
0 f(x) =

∫
Rd

PM
0 (x, y)f(y)dy, entonces PM

0 f −→ P0f en L2(Rd) cuando

M −→∞. Además sabemos que PM
0 (x, y) −→

M−→∞
P0(x, y) c.t.p. y que está bi-

en definido T : L2(Rd) −→ L2(Rd) dado por Tf(x) =
∫
P0(x, y)f(y)dy

puntualmente y en L2(Rd) (y es acotado pues |Tf(x)| ≤ H ∗ |f |(x)). De todo
esto bastará ver que PM

0 f −→ Tf en c.t.p y en L2(Rd):∣∣PM
0 f(x)− Tf(x)

∣∣ ≤ ∥∥PM
0 (x, .)− P0(x, .)

∥∥
L2(Rd)

‖f‖L2(Rd)

pero
∥∥PM

0 (x, .)− P0(x, .)
∥∥

L2(Rd)
−→ 0 cuando M −→ ∞ por el teorema

de convergencia mayorada, pues
∣∣PM

0 (x, y)− P0(x, y)
∣∣ ≤ 2H0( |x− y| ) ∈

L2(Rd) . Ahora,

|PM
0 f(x)− Tf(x)| ≤ 2H0 ∗ |f |(x) ∈ L2(Rd)
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y por lo tanto, ∥∥PM
0 f − Tf

∥∥
L2(Rd)

−→ 0

cuando M −→∞, nuevamente por convergencia Mayorada.

ii) Para demostrar la convegencia uniforme, se demuestra igual que en i). La
demostración de la cota es también idéntica salvo que se reemplaza η( |x| )
por η( |x| )/ ln(2 + |x| )

Teorema 12. Si ψλ(x) ln(2 + |x| ) ∈ RB para cada λ entonces: En todo
conjunto F ⊂ Rd × Rd con F ∩D = �, el núcleo de escala positiva

Mm(x, y) =
∑

0≤j<m

∑
(k,λ)∈Zd×Λ

ψλ
j k(x)ψλ

j k(y)

Satisface Mm(x, y) −→
m−→∞

M(x, y) donde M(x, y) está acotado absolutamente

por H2( |x− y| ), donde H2 es una función radial decreciente en L1(Rd)
(puede valer ∞ en 0). Además, la convergencia de Mm a M es uniforme y ab-
soluta si F está a una distancia positiva de la diagonal D = {(x, y) : x = y}
y si se cumple la siguiente cota:∑

0≤j<m

∑
(k,λ)∈Zd×Λ

∣∣ψλ
j k(x)ψλ

j k(y)
∣∣ ≤ H3( |x− y| )

donde H3 tiene las mismas propiedades que H2.

Demostración. Tenemos

Mm(x, y) =
∑

0≤j<m

∑
(k,λ)∈Zd×Λ

ψλ
j k(x)ψλ

j k(y) =
∑

0≤j<m

2jdQ0(2
jx, 2jy)

Por el teorema 11 se tiene que:

|Mm(x, y)| ≤
∑

0≤j≤∞

2jd H1(2
j |x− y| )

ln(2 + 2j |x− y| )
≡ H2( |x− y| )

Usando la proposición 10, veamos que H2( |x| ) |F∈ L1(Rd) si F tiene distan-
cia positiva del origen, pues:∫

F

|H2( |x| )| dx =

∫
F

∣∣∣∣∣ ∑
0≤j≤∞

2jd H1(2
j |x| )

ln(2 + 2j |x| )

∣∣∣∣∣ dx
≤

∫
F

∑
0≤j≤∞

2jd

∣∣∣∣ H1(2
j |x| )

ln(2 + 2j |x| )

∣∣∣∣ dx =
∑

0≤j≤∞

∫
F

2jd

∣∣∣∣ H1(2
j |x| )

ln(2 + 2j |x| )

∣∣∣∣ dx ,
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donde la última igualdad es por Fubini, considerando la medida producto. El
hecho de que la función sea radial y decreciente es claro por las propiedades
de la función H1( |x| )/ ln(2 + |x| ).
Veamos que existe lim

m→∞
Mm(x, y) = M(x, y) para todo x 6= y . Probemos

que M(x, y) converge absolutamente , en efecto:∫
F

|M(x, y)| dy =

∫
F

∣∣∣∣∣ ∑
0≤j<∞

2jdQ0(2
jx, 2jy)

∣∣∣∣∣ dy
≤

∫
F

∑
0≤j≤∞

2jd H1(2
j |x− y| )

ln(2 + 2j |x− y| )
dx

≤
∫
F

∑
0≤j≤∞

2jd

∣∣∣∣ H1(2
j |x− y| )

ln(2 + 2j |x− y| )

∣∣∣∣ dx <∞

por la proposición 10. Entonces, existe y es finita la suma (nuevamente Fu-
bini):

∑
0≤j<∞

2jdQ0(2
jx, 2jy) para casi todo y. Por último, la convergencia

uniforme de Mm se seguirá si podemos ver que la convergencia de∑
0≤j≤∞

2jd H1(2
j |x− y| )

ln(2 + 2j |x− y| )

es uniforme, y ésto se sigue de que la funciones 2jdH(2j |x| ) son decre-

cientes con |x| . Sea x 6= y, Sabemos que Mm(x, y) ≤
∑

0≤j≤∞
2jd H1(2j |x−y| )

ln(2+2j |x−y| )

=
∑

0≤j≤∞
Φj( |x− y| ) <∞, si z = x− y , entonces para cualquier |z1| ≥ |z|

tenemos Φj( |z1| ) ≤ Φj( |z| ) y además
∑

0≤j≤∞
Φj( |z| ) < ∞ entonces la con-

vergencia uniforme para |x| ≤ |x| se sigue por el test M de Weierstrass.
Que

∑
0≤j<m

∑
(k,λ)∈Zd×Λ

∣∣ψλ
j k(x)ψλ

j k(y)
∣∣ ≤ H3( |x− y| ) sale usando argumentos

idénticos a los de los teoremas: 11ii) y 12i).

Teorema 13. Bajo la suposición de que: ψλ(x) ∈ RB, la parte negativa
del núcleo N(x, y) =

∑
j<0

∑
(k,λ)∈Zd×Λ

ψλ
j k(x)ψλ

j k(y) converge uniformemente y

absolutamente sobre Rd × Rd y es un núcleo acotado. N(x, y) resulta ser el
núcleo de P0, la proyección sobre V0.

Demostración. Por un argumento usado anteriormente para acotar el núcleo
P0(x, y) tenemos: ∑

(k,λ)∈Zd×Λ

∣∣ψλ
j k(x)ψλ

j k(y)
∣∣ ≤ H1( |x− y| )
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donde H1 ∈ RB, además:∑
(k,λ)∈Zd×Λ

∣∣ψλ
j k(x)ψλ

j k(y)
∣∣ ≤ 2jdH0(2

j |x− y| )

ésto es consecuencia de la demostración del teorema 11i). Entonces∑
j<0

∑
(k,λ)∈Zd×Λ

∣∣ψλ
j k(x)ψλ

j k(y)
∣∣ ≤ ∑

j<0

2jdH0(2
j |x− y| ) ≤

∑
j<0

2jd ‖H‖∞ <∞

Entonces hay convergencia absoluta y uniforme por el test M de Weierstrass.
Veamos que N(x, y) es el núcleo de P0 la proyección sobre V0: Para eso se
usa que

∑
j<0

∑
(k,λ)∈Zd×Λ

ψλ
j k(x)ψλ

j k(y) =
∑
j<0

Qj(x, y) converge uniformemente a

su ĺımite N(x, y) que el operador repesentado por la suma parcial converge
fuertemente al operador P0 ∈ L(L2(Rd)) y un argumento similar al usado en
el teorema 11i) se sigue P0(x, y) = N(x, y) c.t.p.

Teorema 14. Asumamos que ψλ(x) ln(2+ |x| ) ∈ RB para todo λ. La suma:

P∞(x, y) =
∑

−∞<j<∞

Qj(x, y)

converge uniformemente y absolutamente sobre un conjunto F con distancia
positiva de la diagonal y es igual a cero en c.t.p. en F fuera de la diagonal.
Si el núcleo es parcialmente continuo, entonces P∞(x, y) = 0 en todo punto.

Demostración. Escribamos P∞(x, y) =
∑
j<0

Qj(x, y) +
∑
j≥0

Qj(x, y) = S1 + S2

donde S1 converge uniformemente por el teorema 13 y S2 por el teorema 12,
la convergencia absoluta y uniforme de P∞(x, y) se sigue de los teoremas 12
y 13: Definiendo

Mm(x, y) =
∑

0≤j<m

Qj(x, y) (15)

N−m(x, y) =
∑

m≤j<0

Qj(x, y) (16)

Sea B1, B2 ⊂ Rd dos bolas cerradas con B1 ∩ B2 = � y |B1 ∩B2 ∩ A| >
0, sean f1, f2 dos funciones medibles no negativas soportadas en B1 y B2

respectivamente.
Escribamos

Pm(x, y) = Mm(x, y) +N(x, y) (17)
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si denotamos Pm ∈ L(L2(Rd)) al operador con núcleo Pm(x, y), tenemos
Pmf2 −→

m−→∞
f2 en L2(Rd). Entonces,∫

Rd

∫
Rd

f1(x)f2(y)P∞(x, y)dydx =

∫
Rd

∫
Rd

f1(x)f2(y) lim
m→∞

Pm(x, y)dydx

= lim
m→∞

∫
Rd

∫
Rd

f1(x)f2(y)Pm(x, y)dydx

por el teorema 12 y convergencia mayorada, ésto a su vez es igual a

lim
m→∞

〈f1, Pmf2 〉= 〈f1, f2 〉= 0 ,

pues B1 ∩ B2 = � entonces P∞(x, y) = 0 c.t.p. (x, y) ∈ B1 × B2 entonces
vale P∞(x, y) = 0 para casi todo x 6= y, pues B1 y B2 son bolas cerradas y
vale para cualquiera; y además L2(Rd)⊗ L2(Rd) es denso en L(R2d).

ii) La suma P∞(x, y) es una suma uniformemente convergente de funciones
parcialmente continuas (en x) en un conjunto común A, entonces por la
proposición 9 es parcialmente continua fuera de D y como P∞(x, y) = 0
c.t.p fuera de la diagonal, luego es igual a cero para todo punto fuera de la
diagonal.

3.3. Resultado Principal

Ahora estamos en condiciones de enunciar y probar el resultado principal:

Teorema 15. i) Supongamos que la función de escala φ de un análisis mul-
tirresolución está en RB entonces, para cualquier f ∈ Lp(Rd) 1 ≤ p ≤ ∞ su
aproximación de multirresolución converge a f en casi todo punto.
ii) Si φ , ψλ ∈ RB para todo λ entonces la expansión escala y al expansión
wavelet de cualquier f ∈ Lp(Rd) converge a f en casi todo punto. Si además,
φ , ψλ son parcialmente continuas entonces ambas expansiones convergen a f
sobre su conjunto de Lebesgue.
iii) Si suponemos que ψλ(x) ln(2 + |x| ) ∈ RB para todo λ entonces la expan-
sión wavelet (1 ≤ p ≤ ∞) de cualquier f ∈ Lp(Rd) converge a f en casi todo
punto; si además ψλ son parcialmente continua entonces la expansión wavelet
y la aproximación de multirresolución converge a f sobre todo el conjunto de
Lebesgue de f .

También se puede dar el siguiente resultado con respecto a la convergencia
en Lp(Rd):
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Teorema 16. Bajo las mismas hipótesis de los casos i) , ii) y iii) del teorema
anterior, la expansión multirresolución de una f ∈ Lp(Rd) convergen a f en
la norma de Lp(Rd), (1 ≤ p ≤ ∞), y si f ∈ Lp(Rd) (1 < p ≤ ∞) su expansión
wavelet converge en la norma de Lp(Rd).

Observación 1. En [7] se dá una demostración que incluye el caso p = 1
para la expansión wavelet pero contiene un error. La cota p > 1 es “óptima”
en el siguiente sentido: Sea d = 1 y consideremos la base de Haar, veamos
brevemente que la expansión Wavelet de f = 1[0,1] no converge en la norma
de L1(R) [9]: Primero observemos que facilmente se verifica que 〈f, ψjk 〉= 0

para todo j ≥ 0 y k 6= 0 y además
〈
f, ψj0

〉
= 2

j
2 para los otros valores de j.

Analicemos que sucede cuando N −→∞ en∫
R

|
N∑

j=−N

2jψ(2jx)− f(x)|dx =

∫
R

|
−1∑

j=−N

2jψ(2jx)− f(x)|dx =

donde ψ = 1[0, 1
2
] − 1( 1

2
,1], ahora estas integrales son iguales a

2(−N+1) +
1

2
+

N∑
j=2

(3 2−(j+1) + 2−N−2)2j−1

= 2(−N+1) +
1

2
+ (N − 2) 3 2−2 + 2− 2−(N+1)

que es una sucesión divergente, luego obtenemos el resultado buscado, aunque
es importante observar que si consideramos la aproximación multirresolución
de f tenemos trivialmente que Pjf = f ∀j ≥ 0, luego Pjf −→ f en la norma
de L1 cuando j −→∞.
Observación 2. El teorema 15 a diferencia de otros resultados sobre con-
vergencia en c.t.p. (por ejemplo, el teorema 8) prueba que el conjunto so-
bre el que hay convergencia incluye el conjunto de puntos de Lebesgue de
f ∈ Lp(Rd).

Demostración. (Demostraremos simultaneamente los teoremas 15 y 16).
Sea φ ∈ RB. Sabemos que P0 = PV0 y V0 = span {φ(x− k)}k, luego:

P0f =
∑
k∈Zd

〈φ0 k, f 〉φ0 k

para toda f ∈ L2(Rd), la idea es, primero, extender P0 : L2(Rd) −→ L2(Rd) a
P0 : Lp(Rd) −→ Lp(Rd), lo cual se podrá hacer pues si P0f(x) =

∫
Rd

P0(x, y)f(y)dy
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donde P0(x, y) =
∑
k

φ0 k(x)φ0 k(y), por el teorema 11 la función definida por

P0(x, y) =
∑
k

φ0 k(x)φ0 k(y) es el núcleo integral del operador proyección P0 y

como además |P0(x, y)| ≤ H0( |x− y| ), donde H0 es una función decreciente
radialmente acotada en L1(Rd), luego del teorema 10 tenemos

Pmf −→
m→∞

f

para toda f ∈ Lp(Rd) en casi todo punto.
ii) Para expansiones escala: consideramos la expansión escala:

fm =
∑

k

bkφ0 k +
∑

0≤j<m

∑
(k,λ)∈Zd×Λ

aλ
j kψ

λ
j k (18)

Si φ, ψλ ∈ RB entonces los coeficientes bk =
∫
Rd

φ(x− k)f(x)dx están acota-

dos uniformememente, en efecto por Hölder: bk ≤ ‖φ‖Lq ‖f‖Lp si f ∈ Lp(Rd),
ademas φ ∈ L1(Rd) ∩ L∞(Rd). Usando esto, ahora veamos que la serie que
define fm converge uniformemente y absolutamente para toda f ∈ Lp(Rd).
La primera suma está acotada por una constante,∣∣∣∣∣∑

k

bkφ(x− k)

∣∣∣∣∣ ≤ ‖φ‖Lq ‖f‖Lp

∑
k

|φ(x− k)|

≤ ‖φ‖Lq ‖f‖Lp

∑
k

|η(x− k)| ≤ ‖φ‖Lq ‖f‖Lp C

∫
Rd

η <∞ ,

la segunda suma converge absolutamente, usando que aj k están acotados
para un conjunto finito de valores de j, en efecto,

aλ
j k ≤

∣∣∣∣∣∣
∫
Rd

2
jd
2 ψλ(2jx− k)f(x)dx

∣∣∣∣∣∣ ≤ 2
jd
2

∥∥ψλ(2j.)
∥∥

Lq ‖f‖Lp

≤ 2j0d 1
2
− 1

q

∥∥ψλ(2j.)
∥∥

Lq ‖f‖Lp

para algun j0 si los j son finitos, por lo tanto los aλ
j k están acotados uni-

formemente sobre un conjunto finito de valores de j. entonces∣∣∣∣∣∣
∑

0≤j≤m

∑
(k,λ)∈Zd×Λ

aλ
j kψ

λ
j k(x)

∣∣∣∣∣∣ ≤ k0

∥∥ψλ(2j.)
∥∥

Lq ‖f‖Lp

∑
0≤j≤m

∑
(k,λ)∈Zd×Λ

∣∣ψλ
j k(x)

∣∣
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= C
∥∥ψλ

∥∥
Lq ‖f‖Lp

∑
0≤j≤m

∑
(k,λ)∈Zd×Λ

∣∣∣2 jd
2 ψλ(2jx− k)

∣∣∣ ≤ C
∑

0≤j≤m

∑
k∈Zd

η(
∣∣2jx− k

∣∣ )

≤ C
∑

0≤j≤m

∑
k∈Zd

η(2j
∣∣x− k2−j

∣∣ ) ≤ C
∑

0≤j≤m

∑
k∈Zd

η(
∣∣x− k2−j

∣∣ ) <∞

donde la anteúltima desigualdad se debe a que 2j |x− k2−j| ≥ |x− k2−j| y
la ultima a que η es radial, decreciente, acotada e integrable. Notemos que
Pm tiene asociado un núcleo Pm(x, y) el cual está acotado por un núcleo
de convolución H( |x− y| ) en RB (por la parte i) de éste teorema), esto
permite ver que Pm es un operador (p,p)-fuerte para todo 1 ≤ p ≤ ∞: En
efecto, |Pmf(x)| ≤ H ∗ |f |(x) luego el resultado sale de aplicar la proposición
3.
Tambien es fácil ver que la representación

Pm(x, y) =
∑

k

φ0 k(x)φ0 k(y) +
∑

0≤j≤m

∑
(k,λ)∈Zd×Λ

ψλ
j k(x)ψλ

j k(y) (19)

converge absolutamente (teorema 11).
Afirmamos que para 1 ≤ p ≤ ∞ Pm(x, y) define un proyector; es decir con un
pequeño abuso de notación: Pm es un operador integral con núcleo P (x, y)
que verifica P 2

m = Pm. En efecto, de la demostración del teorema 11 se tiene:
Pmf(x) =

∫
Rd

Pm(x, y)f(y)dy, de ésto y de que sobre L2(Rd) es efectivamente

un proyector, usando que L2(Rd) ∩ Lp(Rd) es denso en Lp(Rd) se tiene el
resultado para 1 ≤ p < ∞, para p = ∞ se lo deduce de que es cierto para
L1(Rd) y que L1(Rd) ⊂ (L∞(Rd))∗.
Usando la ec. 19 que converge uniforme y absolutamente y el teorema de
convergencia mayorada se prueba que fm = Pmf c.t.p.: en efecto, sabemos
que Pmf(x) =

∫
Rd

Pm(x, y)f(y)dy, luego, es fácil ver que está bien definido

puntualmente:

|Pmf(x)| ≤
∫
Rd

|Pm(x, y)f(y)| dy

≤
∫
Rd

|Hm( |x− y| )f(y)| dy ≤ ‖H‖Lq ‖f‖Lp <∞

Por otra parte, sabemos que∑
k

bkφ0 k(x) +
∑

0≤j≤m

∑
(k,λ)∈Zd×Λ

aλ
j kψ

λ
j k(x)
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converge a fm(x) en casi todo punto. Ahora queremos ver que Pmf(x) =
fm(x) c.t.p. Si reescribimos esto

fm(x) =
∑

k

∫
Rd

f(y)φ0 k(y)dy φ0 k(x)+
∑

0≤j≤m

∑
(k,λ)∈Zd×Λ

∫
Rd

f(y)ψλ
j k(y)dy ψλ

j k(x)

bastará ver que podemos intercambiar la suma con la integral. Por el teorema
11: ∑

|k|<M

φ0 k(x)φ0 k(y) +
∑

0≤j≤m

∑
|k|<M

∑
λ

ψλ
j k(x)ψλ

j k(y)

converge absolutamente y

f(y)
∑
|k|<M

φ0 k(x)φ0 k(y) +
∑

0≤j≤m

∑
|k|<M

∑
λ

ψλ
j k(x)ψλ

j k(y) −→
M→∞

Pm(x, y)f(y)

puntualmente y esto está acotado por |Hm( |x− y| )f(y)| ∈ L1(Rd) , por
lo tanto el resultado sigue por una aplicación del teorema de convergencia
mayorada. O sea,

fm(x) = Pmf(x) .

Por la parte i) del teorema la suma parcial fm = Pmf −→
m→∞

f c.t.p. si f ∈
Lp(Rd), con lo que queda probada la primera parte del punto ii) del teorema
para expansiones escalas y la correspondiente asersión para la convergencia
Lp(Rd) en el teorema 16.
Si ψλ y φ son parcialmente continuas, entonces por el teorema 10 iv) y la
convergencia uniforme de la suma Pm(x, y), concluimos que Pm(x, y) es par-
cialmente continua en x pues: por el teorema 11 i)∑

k

φ(x− k)φ(y − k)) +
∑
0≤m

∑
(k,λ)∈Zd×Λ

ψλ
j k(x)ψλ

j k(y)

converge uniformemente, entonces está suma es parcialmente continua
entonces Pm(x, y)) es parcialmente continua entonces Pmf(x) −→

m−→∞
f(x) en

todo punto de Lebesgue.
Por el teorema 9

∫
Rd

Pm(x, y)f(y)dy es parcialmente continua como función

en x, en efecto Pm(x, y) está acotado por 2mdH(2m |x− y| ) , si m = 0:

max
|z−x| ≤δ

|P0(x, y)| ≤ max
|z−x| ≤δ

|H(x, y)| = H∗( |x− y| )

Ahora tenemos que H( |.| ) y H∗( |.| ) ∈ RB, además en este caso , fm es
también parcialmente continua, en el mismo conjunto de direcciones por ser
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limite uniforme de parcialmente continuas (ψ y φλ lo son), por otra parte
sabemos que Pmf(x) = f(x) c.t.p., luego en todo punto, por lo anterior y
por lo tanto

fm(x) = Pmf(x) −→
m−→∞

f(x))

en todo punto de Lebesgue.
ii)(expansión Wavelet) Veamos que con las hipótesis ii) la expansión wavelet
convege en casi todo punto si f ∈ Lp(Rd). Notemos que usando el teorema
13 se puede probar convergencia absoluta y uniforme de

fm ∼
∑
j<m

∑
(k,λ)∈Zd×Λ

aλ
j kψ

λ
j k(x) ,

y se puede concluir además por argumentos del teorema 13 de que

P0(x, y) =
∑
j<0

∑
(k,λ)∈Zd×Λ

ψλ
j k(x)ψλ

j k(y) =
∑
j<0

Qj(x, y)

es el núcleo de la proyección P0 sobre V0 en Lp(Rd).
Para f ∈ Lp(Rd) la suma parcial dada por:

fm =
∑
j<m

∑
(k,λ)∈Zd×Λ

aλ
j kψ

λ
j k(x)

converge uniformemente e independientemente del orden de la suma, para
un m finito fijo, en efecto, usando un argumento similar al usado en 11 ii),
con m = 0 por conveniencia, se vé que:∣∣aλ

j k

∣∣ =
∣∣〈fm, ψ

λ
j k 〉| ≤ 2jd/2

∥∥ψλ(2j.)
∥∥

Lq ‖f‖Lp

= 2
jd
2 2−jd(1− 1

p) ∥∥ψλ
∥∥

Lq ‖f‖Lp

y por lo tanto
∣∣aλ

j k

∣∣ ≤ C ‖f‖Lp 2jd( 1
p
− 1

2
) , ahora veamos que fm converge

uniformemente:

sup
x

∑
j<0

∑
(k,λ)∈Zd×Λ

∣∣aλ
j kψ

λ
j k(x)

∣∣ ≤ sup
x

∑
j<0

∑
(k,λ)∈Zd×Λ

∣∣∣C ‖f‖Lp 2jd( 1
p
− 1

2)ψλ
j k(x)

∣∣∣
sup

x

∑
j<0

∑
(k,λ)∈Zd×Λ

∣∣∣C ‖f‖Lp 2jd( 1
p
− 1

2)ψλ
0 k(2jx)

∣∣∣ ≤ c
∑
j<0

2jd/p
∑

λ

sup
x

∑
k

∣∣ψλ
0 k

∣∣
≤ C

∑
j<0

2dj/p
∑

λ

∫ ∣∣ψλ
∣∣ <∞
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Por lo tanto la serie converge absoluta y uniformemente y la suma parcial es
automáticamente indpendiente del orden con respecto a todos los ı́ndices de
sumación.
Veamos que fm = Pmf en c.t.p para toda f ∈ Lp(Rd), sabemos que P0(x, y)
es el núcleo asociado a la proyección P0 (ahora definida sobre Lp(Rd)) y
sabemos que P0(x, y) =

∑
j<0

Qj(x, y) donde Qj es la proyección (L2(Rd)) or-

togonal a Wj. La convergencia absoluta de la suma
∑
j<0

Qj(x, y) se sigue de

la convergencia absoluta de
∑
j<0

ψλ
j k(x)ψλ

j k(y) con la representación

Qj(x, y) =
∑

(k,λ)∈Zd×Λ

ψλ
j k(x)ψλ

j k(y)

ahora, tenemos que ∑
j<0

∣∣ψλ
j k(x)ψλ

j k(y)
∣∣ <∞

pues

∑
j<0

|Qj(x, y)| =
∑
j<0

∣∣∣∣∣∣
∑

(k,λ)∈Zd×Λ

ψλ
j k(x)ψλ

j k(y)

∣∣∣∣∣∣ ≤
∑
j<0

∑
(k,λ)∈Zd×Λ

∣∣ψλ
j k(x)ψλ

j k(y)
∣∣ <∞

por el teorema 13. Para mostrar que fm = Pmf es suficiente ver que f0 = P0f
escribimos:

f0(x)− P0f(x) = lim
M→∞

∑
−M<j<0

aλ
j kψ

λ
j k(x)−

∫
Rd

lim
M→∞

∑
−M<j<0

Qj(x, y)

Ahora veamos que para j <∞ y si f ∈ Lp(Rd):∑
(k,λ)∈Zd×Λ

aλ
j kψ

λ
j k(x) =

∫
Rd

Qj(x, y)f(y)dy

De hecho, fijo x, podemos hacer la siguiente cota, usando la representación
de Qj(x, y):

|Qj(x, y)f(y)| ≤
∑

(k,λ)∈Zd×Λ

∣∣ψλ
j k(x)ψλ

j k(y)
∣∣ |f(y)| ≤ H( |x− y| ) |f(y)|

donde H es acotada radialmente en L1(Rd) (también en L∞) entonces H ∈ Lq

para todo 1 ≤ q <∞, luego por Hölder:∫
Rd

H( |x− y| ) |f(y)| dy ≤ ‖H‖Lq ‖f‖Lp <∞
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por lo tanto H( |x− y| ) |f(y)| está en L1(Rd) en la variable y.
entonces podemos usar el teorema de convergencia mayorada :∫ ∑

(k,λ)∈Zd×Λ

ψλ
j k(x)ψλ

j k(y)f(y)dy =
∑

(k,λ)∈Zd×Λ

∫
ψλ

j k(y)f(y)dy ψλ
j k(x)

Este resultado se puede extender para sumas finitas:∑
−M<j<0

∑
(k,λ)∈Zd×Λ

aλ
jkψ

λ
jk(x) =

∫
Rd

∑
−M<j<0

Qj(x, y)f(y)dy

y por lo tanto∫ ∑
j<0

Qj(x, y)f(y)dy =

∫ ∑
j<−M

Qj(x, y)f(y)dy +

∫ ∑
−M<j<0

Qj(x, y)f(y)dy

=

∫ ∑
j<−M

Qj(x, y)f(y)dy +
∑

−M<j<0

∑
(k,λ)∈Zd×Λ

aλ
jkψ

λ
jk(x)

∥∥∥∥∥∥
∫ ∑

j<−M

Qj(x, y)f(y)dy

∥∥∥∥∥∥
Lp

=

∥∥∥∥∥∥
∫
P−M(x, y)f(y)dy

∥∥∥∥∥∥
Lp

pero ∫
PM(x, y)f(y)dy ≤

∫
Rd

2MdH(2M |x− y|) |f(y)| dy

≤
∥∥2MdH(2M .)

∥∥
Lq ‖f‖Lp

Con 1
p

+ 1
q

= 1. Ahora∥∥2MdH(2M .)
∥∥

Lq = 2
Md
p ‖H‖Lq −→ 0

si M −→ −∞. Por otra parte∫
Rd

2MdH(2M |x− y|) |f(y)| dy = HM ∗ |f |(x) ≤M |f |(x) ‖H‖L1

donde M |f | ∈ Lp(Rd), p > 1 es la función maximal de Hardy Littlewood
(por el teorema 2 y la proposición 2) luego como∫

P−M(x, y)f(y)dy → 0
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cuando M −→∞ por el teorema de convergencia mayorada de Lebesgue:∥∥∥∥∥∥
∫
P−M(x, y)f(y)dy

∥∥∥∥∥∥
Lp

→ 0

de donde sale la igualdad puntual y en norma:∫ ∑
j<0

Qj(x, y)f(y)dy =
∑
j<0

∑
(k,λ)∈Zd×Λ

aλ
jkψ

λ
jk(x)

entonces P0f = f0 y por lo tanto Pmf = fm. Para ver que fm tiende a f c.t.p
bastará ver que Pmf −→ f cuando m→∞, y esto vale por el teorema 10 y
el teorema 11 mas afirmaciones del item ii):

|P0(x, y)| ≤ H( |x− y| )

y por lo tanto Pmf −→ f .
Si ψλ y φ son parcialmente continuas se sigue que Pm(x, y) es parcialmente
continuo, se debe a que la suma

P0(x, y) =
∑
j<0

Qj(x, y)

converge uniformemente (teorema 13), por otra parte por el teorema 10
Pmf −→ f sobre su conjunto de Lebesgue. Se sabe que

∫
Pm(x, y)f(y)dy es

parcialmente continua en x por el teorema 9, como asi tambien la suma que
define fm y como estas coinciden en casi todo punto deben ser iguales en
todo punto entonces fm−→ f sobre su conjunto de Lebesgue.

iii) Supongamos que ψλ(x) ln(2 + |x| ) ∈ RB para todo λ, entonces como
en ii) el núcleo

Pm(x, y) =
∑
j<m

∑
(k,λ)∈Zd×Λ

ψλ
j k(x)ψλ

j k(y)

converge uniformemente param finito por el teorema 13, pues que ψλ(x) ln(2+
|x| ) ∈ RB y por lo tanto ψλ(x) ∈ RB como asi tambien la expansión parcial
fm =

∑
j<m

∑
(k,λ)∈Zd×Λ

aλ
j kψ

λ
j k(x) de una f ∈ Lp(Rd). Usando que ψλ(x) ∈ RB

no es dificil mostrar que para f ∈ Lp(Rd):

fm(x) =

∫
Rd

Pm(x, y)f(y)dy
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c.t.p. con Pm(x, y) =
∑

j<m

∑
(k,λ)∈Zd×Λ

ψλ
j k(x)ψλ

j k(y) Notar que de acuerdo con

el teorema 13 y las propiedades de escalas de sumas wavelets, tenemos para
m ≥ 0:

Pm(x, y) = N(x, y) +Mm(x, y)

entonces, Mm(x, y) =
∑

0≤j<m

∑
(k,λ)∈Zd×Λ

ψλ
j k(x)ψλ

j k(y) y

Pm(x, y) =
∑
j<0

∑
(k,λ)∈Zd×Λ

ψλ
j k(x)ψλ

j k(y) +
∑

0≤j<m

∑
(k,λ)∈Zd×Λ

ψλ
j k(x)ψλ

j k(y)

, ahora sabemos que Pm(x, y)−→ 0 (teorema 14) en culaquier conjunto F a
distancia positiva de la diagonal. Como Mm(x, y) −→

m→∞
M(x, y) por el teorema

13 se deduce que N(x, y) = −M(x, y) siempre que x 6= y y por el teorema 13
M(x, y) está acotado radialmente por un núcleo de convolucion H1, lo mismo
es cierto para N(x, y) fuera de la diagonal. Notar que H0(x, y) = 0 pues la
suma es vacia, entonces

|P0(x, y)| ≤ H1( |x− y| ) ,

luego por el teorema 9 se sigue que la aproximación de multirresolución de f
converge a f c.t.p y en Lp(Rd), tambien sabemos que Pm−→ f c.t.p. y que
Pmf = fm c.t.p entonces fm−→ f c.t.p.
Si las ψλ son parcialmente continuas fm (es una serie unif. convergente) y
Pmf (usando su expresion como integral) son parcialmente continuas luego,
nuevamente Pmf(x) = fm(x) en todo x y como Pm(x, y) es parcialmente
continuo fm(x) = Pmf −→ f(x) en todo punto de Lebesgue. La convergencia
en norma de ii) y iii) sale de que Pmf(x) = fm(x) c.t.p. y de que Pm−→ I
fuertemente en Lp(Rd).
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4. WAVELETS COMO BASES

INCONDICIONALES DE Lp(Rd)

En el caṕıtulo anterior vimos que las wavelets forman una base de Lp(Rd),
en éste caṕıtulo probaremos que bajo ciertas condiciones de decáımiento im-
puestas, similares a las del caṕıtulo anterior, sobre la wavelets básicas ψλ,
resulta que {ψλ

j k}j k λ es una base incondicional de Lp(Rd) con p > 1. Ob-

servemos, que el caso p = 1 no tiene sentido pues es sabido que L1(Rd) no
admite bases incondicionales [8]. La idea principal es usar la proposición 4,
o sea: si definimos el operador Uε de la siguiente manera

Uεf =
∑

(j,k,λ)∈Z×Zd×Λ

ελ
jk

〈
ψλ

jk, f
〉
ψλ

jk , f ∈ Lp(Rd) ,

donde ε es cualquier elemento de {1,−1}Z×Zd×Λ, bastaŕıa probar que Uε es
acotado de Lp(Rd) en Lp(Rd), luego el resultado buscado seŕıa consecuencia
inmediata de la proposición 4. La demostración se puede dividir en los sigu-
ientes pasos: primero, observemos que Uε es trivialmente acotado en L2(Rd),
luego si se pudiera probar que Uε es (1, 1)-débil, por el teorema 3, tendŕıamos
que Uε es (p, p)-fuerte para p ∈ (1, 2], y para p > 2, lo obtendŕıamos por du-
alidad. Con lo cual concluiŕıa la demostración. En [2] se dá una demostración
más corta siguiendo en lineas generales estos pasos, y usando propiedades de
los operadores de Calderón-Zygmund, pero éste resultado es más restrictivo;
por una parte se asume un decaimiento mayor de la wavelet y por otra se
asume que ésta está asociada a un AMR, en nuestro caso nunca se hará tal
suposición. En lineas generales se seguirá la demostración de [15] para el caso
d-dimensional.
En ésta primera sección daremos algunos resultados auxiliares, que nece-
sitaremos para probar la cota (1, 1)-débil para los Uε.

Observación. En Adelante se hará la siguiente suposición sobre las wavelets
básicas: ψλ(x) ∈ RB, mas aún, existe una función radial decreciente η(x) tal
que η(x)ln(2 + |x|) ∈ L1(Rd) y |ψλ(x)| ≤ η(x) para todo x ∈ Rd. Seguiremos
asumiendo que λ ∈ Λ, donde Λ es un conjunto tal que ](Λ) = 2d − 1.

4.1. Resultados Auxiliares

En ésta sección se enunciaran algunos resultados auxiliares.
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Proposición 11. Sea f ∈ L1(Rd) tal que Supp(f) ⊂ [0, 1]d, si |x|
4
>
√
d

entonces
|UεQ0f(x)| 6 C ‖f‖L1

∑
j>0

2jdη
(
2j−1 |x|

)
(20)

Demostración. Si UεQ0f(x) =
∑
j>0

∑
k∈Zd

∑
λ

ελ
jk

〈
f, ψλ

jk

〉
ψλ

jk(x) para un x ∈ Rd

fijo, podemos desarmar la sumatoria en dos partes:

UεQ0f(x) =
∑
j>0

∑
k∈Zd

∑
λ

ελ
jk

〈
f, ψλ

jk

〉
ψλ

jk(x) (21)

=
∑
j>0

∑
|k|<|x|2j−1

∑
λ

+
∑
j>0

∑
|k|>|x|2j−1

∑
λ

ελ
jk

〈
f, ψλ

jk

〉
ψλ

jk(x) =
∑

I

+
∑
II

(22)

Por otra parte, para cada j ∈ Z, λ ∈ Λ y x ∈ Rd tenemos lo siguiente:∑
k∈Zd

∣∣ψλ(2jx− k)
∣∣ 6

∑
k∈Zd

η(2jx− k) 6 K

∫
Rd

η(u)du 6 C <∞ (23)

Donde C es una constante independiente de x, de ésto se tiene∥∥∥∥∥∑
k∈Zd

ψλ
(
2jx− k

)∥∥∥∥∥
L∞(Rd)

6

∥∥∥∥∥∑
k∈Zd

η
(
2jx− k

)∥∥∥∥∥
L∞(Rd)

6 C (24)

y si |k| < |x| 2j−1 tenemos |2jx− k| > |2j |x| − |k|| > 2j−1 |x|, entonces:∣∣ψλ
(
2jx− k

)∣∣ 6 η(2jx− k) 6 η
(
2j−1 |x|

)
(25)

de todo lo anterior, se obtiene la siguiente cota:∣∣∣∣∣∑
I

∣∣∣∣∣ 6
∑
j>0

∑
|k|<|x|2j−1

∑
λ

2jd

∫
Rd

|f (y)|
∣∣ψλ

(
2jy − k

)∣∣ dy ∣∣ψλ
(
2jx− k

)∣∣
6

∑
j>0

∑
|k|<|x|2j−1

∑
λ

2jd

∫
Rd

|f (y)|
∣∣ψλ

(
2jy − k

)∣∣ dy η(2jx− k)

de ésto último y de (25) tenemos:

6
∑
j>0

∑
|k|<|x|2j−1

∑
λ

2jd

∫
Rd

|f (y)|
∣∣ψλ

(
2jy − k

)∣∣ dy η (
2j−1 |x|

)
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=
∑
j>0

∑
λ

2jdη
(
2j−1 |x|

) ∫
Rd

|f (y)|
∑

|k|<|x|2j−1

∣∣ψλ
(
2jy − k

)∣∣ dy
de (24) se deduce que

6
(
2d − 1

) ∥∥∥∥∥∑
k∈Zd

η(2jx− k)

∥∥∥∥∥
L∞(Rd)

‖f‖L1

∑
j>0

2jdη
(
2j−1 |x|

)
6 C ‖f‖L1

∑
j>0

2jdη
(
2j−1 |x|

)
(26)

El segundo término de la suma se puede acotar de la siguiente manera:∣∣∣∣∣∑
II

∣∣∣∣∣ 6
∑
j>0

∑
|k|>|x|2j−1

∑
λ

2jd

∫
[0,1]d

|f (y)|
∣∣ψλ

(
2jy − k

)∣∣ dy ∣∣ψλ
(
2jx− k

)∣∣
6

∑
j>0

∑
|k|>|x|2j−1

∑
λ

2jd

∫
[0,1]d

|f (y)| Sup
|y|6

√
d

η(2jy − k)dy
∣∣ψλ

(
2jx− k

)∣∣
6

(
2d − 1

) ∑
j>0

∑
|k|>|x|2j−1

2jd

∫
[0,1]d

|f (y)| Sup
|y|6

√
d

η(2jy − k)dy η(2jx− k)

pero |2jy − k| + |2jy| > |k| > |2j−1x| y |x|
4
>
√
d entonces |2jy − k| >

2j
(
|x|
2
− |y|

)
> 2j

(
|x|
2
−
√
d
)

, de ésto se obtiene:

6 C
∑
j>0

∑
|k|>|x|2j−1

2jd

∫
[0,1]d

|f (y)| η
(

2j

(
|x|
2
−
√
d

))
dy η(2jx− k)

= C ‖f‖L1

∑
j>0

∑
|k|>|x|2j−1

2jdη

(
2j

(
|x|
2
−
√
d

))
η(2jx− k)

6 C ‖f‖L1

∑
j>0

2jdη

(
2j

(
|x|
2
−
√
d

)) ∥∥∥∥∥∑
k∈Zd

η(2jx− k)

∥∥∥∥∥
L∞(Rd)

(27)

Ahora, como |x|
2
−
√
d > |x|

2
− |x|

4
= |x|

2
y de: (26) y (27), tenemos:∣∣∣∣∣∑

I

∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣∑
II

∣∣∣∣∣ 6 C ‖f‖L1

∑
j>0

2jdη
(
2j−1 |x|

)
(28)
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Proposición 12. En Rd, Sea f(x) absolutamente acotada por una función
radial decreciente η(|x|) tal que η(|x|)ln(2 + |x|) ∈ L1(Rd) . Si F es un
conjunto cerrado que no contiene al 0 entonces:

∞∑
j=0

∫
F

2jd
∣∣f(2jx)

∣∣ dx <∞

Demostración. Sin perdida de generalidad, sea F = Rd\B(ρ, 0) donde ρ > 0.
Denotemos con Ω a las variables angulares y sea ωd =

∣∣{x ∈ Rd/ |x| 6 1
}∣∣.

Entonces:

∞∑
j=0

∫
F

2jd
∣∣f(2jx)

∣∣ dx 6
∞∑

j=0

∫
dΩ

∞∫
ρ

rd−12jdη(2jr)dr = ωd

∞∑
j=0

∞∫
ρ

rd−12jdη(2jr)dr

= ωd

∞∑
j=0

∞∫
2jρ

rd−1η(r)dr = ωd

∞∫
0

∞∑
j=0

1[2jρ,∞]r
d−1η(r)dr

6 C

∞∫
0

rd−1 ln(2 + r)η(r)dr <∞

Observación. Dado un cubo diádico, lo indexamos, de la siguiente manera:
Ij k = Πd

r=1(2
−jkr, 2

−j(kr + 1)] con j ∈ Z y k = (k1, ..., kd) ∈ Zd.

Lema 1. Sea f ∈ L1(Rd) ∩ L2(Rd) tal que Supp(f) ⊂ Ij k (cubo d́ıadico)

entonces existe una función radial decreciente e integrable Φ1(|x|) para |x|
4
>√

d y una constante C independiente de f , j ∈ Z, k ∈ Zd y ε de manera que:

|UεQjf(x)| 6 C ‖f‖L1 2jdΦ1

(∣∣2jx− k
∣∣) ∀ x ∈ Rd :

∣∣2jx− k
∣∣ > 4

√
d (29)

Demostración. Es consecuencia del teorema 11 y la proposición 12 y un cam-
bio de variables siendo mas precisos por un argumento similar a uno utilizado
en el teorema 10:

Qj = JjQ0J−j (30)

Es fácil verificar que (Jj)
∗ = 2−jdJ−j . Por otra parte, sea f ∈ L2(Rd),

entonces
UεJif(x) =

∑
j∈Z

∑
k∈Zd

∑
λ

ελ
jk

〈
Jif, ψ

λ
jk

〉
ψλ

jk(x) (31)
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=
∑
j∈Z

∑
k∈Zd

∑
λ

ελ
jk2−id

〈
f, J−iψ

λ
jk

〉
ψλ

jk(x) (32)

Como J−iψ
λ
jk = 2

id
2 ψλ

j−ik entonces (32) es igual a∑
j∈Z

∑
k∈Zd

∑
λ

ελ
jk2−

id
2

〈
f, ψλ

j−ik

〉
ψλ

j−i+ik(x)

=
∑
j∈Z

∑
k∈Zd

∑
λ

ελ
jk

〈
f, ψλ

j−ik

〉
Jiψ

λ
j−ik(x)

=
∑
j∈Z

∑
k∈Zd

∑
λ

ελ
j+ik

〈
f, ψλ

jk

〉
Jiψ

λ
jk(x) = JiUε̃f (x) (33)

donde ε̃λ
jk = ελ

j+ik entonces UεJi = JiUeε, de éste hecho y de (30) tenemos

UεQj = UεJjQ0J−j = JjUeεQ0J−j

Ahora, sin perdida de generalidad, sea f ∈ L2(Rd) tal que Supp(f) ⊂ Ij 0

entonces f = Jjg con Supp(g) ⊂ I00, de ésto

JjUeεQ0J−jf = JjUeεQ0J−jJjg = JjUeεQ0g

entonces (29) se obtiene de aplicar la proposición 11 y una traslación.

Proposición 13. Existe Φ2 ∈ L1(Rd) decreciente, constante en cada con-

junto An =

{
x ∈ Rd : n < máx

16i6d
|xi| 6 n+ 1

}
∀n ∈ N0, de manera que

∀f ∈ L2
(
Rd

)
con Supp(f) ⊂ Ij k se verifica:

|Pjf(x)| 6 C ‖f‖L1 2jdΦ2

(
2jx− k

)
(34)

Demostración. Por medio de un cambio de variables, alcanza con verificar
(34) para j = 0 y k = 0. Primero, hagamos notar que para cada x ∈ Rd se
tiene:

|UεP0f(x)| 6
∑
j<0

∑
k∈Zd

∑
λ

2jd

∫
Rd

|f (y)|
∣∣ψλ

(
2jy − k

)∣∣ dy ∣∣ψλ
(
2jx− k

)∣∣ (35)

6 ‖η‖L∞(Rd) (2d − 1)
∑
j<0

2jd
∑
k∈Zd

∫
Rd

|f (y)| η(2jy − k)dy

6 C
∑
j<0

2jd

∫
Rd

|f (y)|
∑
k∈Zd

η(2jy − k)dy
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6 C

∥∥∥∥∥∑
k∈Zd

η(2jy − k)

∥∥∥∥∥
L∞(Rd)

‖f‖L1

∑
j<0

2jd 6 C ‖f‖L1 (36)

Por otro lado, de la proposición 12 es fácil verificar que existe una función ra-
dial decreciente e integrable Φ1(|x|) tal que |Q0f(x)| 6 C ‖f‖L1 Φ1 (|x|) ∀ x ∈
Rd : |x| > 4

√
d. Entonces podemos encontrar una constante apropiada K de

manera que podemos definir una nueva función radial decreciente:

Φ̃2(x) =

{
C ‖f‖L1 si |x|

4
6
√
d

KΦ1 (|x|) si |x|
4
>
√
d

(37)

Es claro que Φ̃2 ∈ L1(Rd) y como Supp(f) ⊂ I00 entonces |P0f(x)| = |Q0f(x)|
∀ |x|

4
>
√
d. con un poco de abuso de notación podemos asumir que Φ̃2 = G◦r

donde r = |x| y G : (0,∞) −→ R es una función en L∞ y decreciente. Ahora,
se puede definir :

Φ2(x) = G(n) si x ∈ An

Para probar que Φ2 ∈ L1 construimos la siguiente función auxiliar: Φ3(x) =

Φ̃2

(
x

10
√

d

)
Ahora, para cada x ∈ Rd existe un n ∈ N0 tal que x ∈ An.

Si x verifica máx
16i6d

|xi| ≤ n + 1 entonces |x| 6
√
d (n+ 1). De éste hecho:

|x|
10
√

d
6 (n+1)

10
6 n − 1 6 n si n ≥ 2, entonces, como G es decreciente,

Φ3(x) = G
(

|x|
10
√

d

)
≥ G(n) = Φ2(x). Entonces Φ3 ∈ L1 mayora Φ2.

El siguiente resultado, más adelante nos permitirá utilizar el clásico teore-
ma de descomposición de Calderón-Zygmund para probar que los operadores
Uε son de tipo (1, 1)-débil.

Teorema 17. Si los Ij k son cubos d́ıadicos y las fj k son funciones tales que
Supp(fj k) ⊂ Ij k para las cuales vale la siguiente desigualdad:

λ <
1

|Ijk|

∫
Ijk

|fjk| 6 2dλ

entonces ∥∥∥∥∥∥
∑

(j,k)∈Z×Zd

Pjfjk

∥∥∥∥∥∥
2

L2

6 Cλ
∑

(j,k)∈Z×Zd

‖fjk‖L1 (38)
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Demostración. Como los Pj son proyecciones ortogonales entonces son au-
toadjuntos:∥∥∥∥∥∥

∑
(j,k)∈Z×Zd

Pjfjk

∥∥∥∥∥∥
2

L2

=
∑

(j,k)∈Z×Zd

∑
(m,n)∈Z×Zd

〈Pjfjk, Pmfmn〉

=
∑

(j,k)∈Z×Zd

∑
(m,n)∈Z×Zd

〈PmPjfjk, fmn〉

=
∑

(j,k)∈Z×Zd

∑
(m,n)∈Z×Zd

〈
Pmı́n{m,j}fjk, fmn

〉
6 2

∑
(j,k)∈Z×Zd

∑
m>j n∈Zd

∣∣∣∣∣∣
∫
Rd

Pjfjkfmn

∣∣∣∣∣∣
De la ecuación (34) y por la proposición 13 tenemos:

2
∑

(j,k)∈Z×Zd

∑
m>j n∈Zd

∣∣∣∣∣∣
∫
Rd

Pjfjk(x)fmn(x)dx

∣∣∣∣∣∣
6 2

∑
(j,k)∈Z×Zd

∑
m>j n∈Zd

∫
Im n

‖fjk‖L1 2jdΦ2(2
jx− k) |fmn(x)| dx

= 2
∑

(j,k)∈Z×Zd

‖fjk‖L12
jd

∑
m>j n∈Zd

∫
Im n

Φ2(2
jx− k) |fmn(x)| dx = Π

Como Φ2(2
jx− k) es constante sobre cada cubo Im n entonces:∫

Imn

Φ2(2
jx− k) |fmn(x)| dx =

1

|Imn|

∫
Imn

|fmn(x)| dx
∫

Imn

Φ2(2
jx− k)dx

de ésto, tenemos:

Π 6 2
∑

(j,k)∈Z×Zd

‖fjk‖L12
jd

∑
m>j n∈Zd

2dλ

∫
Imn

Φ2(2
jx− k)dx

6 2d+1λ
∑

(j,k)∈Z×Zd

‖fjk‖L12
jd

∫
S

mn
Imn

Φ2(2
jx− k)dx 6 4λ ‖Φ2‖L1

∑
(j,k)∈Z×Zd

‖fjk‖L1
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4.2. Resultado Principal

Antes de probar el último teorema (sobre bases incondicionales), se nece-
sita el siguiente resultado, que es fundamental para su demostración:

Lema 2. Sea ψλ(x) ∈ RB, mas aún, existe una función radial decreciente
η(x) de manera que η(x)ln(2 + |x|) ∈ L1(Rd) y |ψλ(x)| ≤ η(x) para todo
x ∈ Rd entonces Los operadores Uε son del tipo (1, 1)-débil: ∃ C > 0 tal que
para toda f ∈ L1(Rd) ∩ L2(Rd), y cada λ > 0:∣∣{x ∈ Rd : |Uεf(x)| > λ

}∣∣ 6 C
‖f‖L1

λ

Uniformemente en ε.

Demostración. Por el teorema de descomposición de Calderón-Zygmund,
para cada λ > 0 existe una familia de ı́ndices F ⊂ Z×Zd tales que para cada
(j, k) ∈ F:

λ <
1

|Ijk|

∫
Ijk

|f | 6 2dλ (39)

y |f(x)| 6 λ para cada x ∈ Rd−
⋃

(j,k)∈F
Ijk y de la ecuación (39) se sigue que:

∣∣∣∣∣∣
⋃

(j,k)∈F

Ijk

∣∣∣∣∣∣ 6
‖f‖L1

λ
(40)

Como de costumbre Pj denota la proyección ortogonal sobre

Vj = Span
{
ψλ

ik

}
i<j,λ∈Λ,k∈Zd

aśı que podemos escribir Pj como Pj(.) =
∑
i<j

∑
k∈Zd

∑
λ

〈
., ψλ

ik

〉
ψλ

ik y la proyección

al complemento ortogonal como Qj = I − Pj. Ahora, descomopongamos a
f en una función buena y otra mala 4 mas precisamente, si fj k = f1Ij k

,
tenemos:

g(x) = f.10
B@Rd−

S
(j,k)∈F

Ijk

1
CA

(x) +
∑

(j,k)∈F

Pjfjk(x)

y

b(x) = (f − g) (x) =
∑

(j,k)∈F

(I − Pj) fjk(x) =
∑

(j,k)∈F

Qjfjk(x)

4Notemos que ésta descomposición es ligeramente diferente a la que se suele hacer, por
ejemplo, para probar que ciertos operadores integrales singulares son de tipo (1, 1)-débil
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Luego

‖g‖L2(Rd) ≤

∥∥∥∥∥∥∥∥∥f.1
0
B@Rd−

S
(j,k)∈F

Ij k

1
CA

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
L2(Rd)

+

∥∥∥∥∥∥
∑

(j,k)∈F

Pjfjk

∥∥∥∥∥∥
L2(Rd)

,

además∥∥∥∥∥∥∥∥∥f.1
0
B@Rd−

S
(j,k)∈F

Ij k

1
CA

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
2

L2(Rd)

=

∫
0
B@ S

(j,k)∈F
Ij k

1
CA

c

|f(x)|2dx ≤ λ

∫
0
B@ S

(j,k)∈F
Ij k

1
CA

c

|f(x)|dx

por otra parte de la ecuación (38):∥∥∥∥∥∥
∑

(j,k)∈F

Pjfjk

∥∥∥∥∥∥
2

L2(Rd)

≤ Cλ ‖f‖L1(Rd)

luego se obtiene ‖g‖L2 6 C
√
λ ‖f‖L1 . De ésto obtenemos:∣∣{x ∈ Rd : |Uεf(x)| > λ

}∣∣
6

∣∣∣∣{x ∈ Rd : |Uεg(x)| > λ

2

}∣∣∣∣ +

∣∣∣∣{x ∈ Rd : |Uεb(x)| > λ

2

}∣∣∣∣ ,
y de la desigualdad de Tchevicheff sale que:∣∣∣∣{x ∈ Rd : |Uεg(x)| > λ

2

}∣∣∣∣ 6
4

λ2
‖Uεg‖2

L2 6
4

λ2
‖g‖2

L2 6 C
‖f‖L1

λ
(41)

Ahora si K > 0 es una constante, que eventualmente depende de d de manera
que K Ijk contenga una esfera, para la cual valga la proposición 11, entonces
si Ω = K

⋃
(j,k)∈F

Ijk, de (40) tenemos:

|Ω| 6 K

λ
‖f‖L1 (42)

Si escribimos∫
Ωc

|Uεb| 6
∑

(j,k)∈F

∫
Ωc

|UεQjfjk| 6
∑

(j,k)∈F

∫
(KIjk)

c

|UεQjfjk|
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De (29) obtenemos:∫
Ωc

|Uεb| 6 C
∑

(j,k)∈F

‖fj k‖L1 6 C ‖f‖L1 (43)

y por Tchevicheff, la ec. (42) y la ec. (43):∣∣∣∣{x ∈ Rd : |Uεb(x)| > λ

2

}∣∣∣∣ 6 |Ω|+
∣∣∣∣{x ∈ Ωc : |Uεb(x)| > λ

2

}∣∣∣∣
6
K

λ
‖f‖L1 +

2C

λ
‖f‖L1

Teorema 18. Sea ψλ(x) ∈ RB, mas aún, existe una función radial decre-
ciente η(x) tal que η(x)ln(2 + |x|) ∈ L1(Rd) y |ψλ(x)| ≤ η(x) para cada
x ∈ Rd entonces el sistema

{
ψλ

ik

}
i<j,λ∈Λ,k∈Zd es una base incondicional en

Lp(Rd) con 1 < p <∞.

Demostración. Del lema 2, los Uε son acotados en L2(Rd), y por el teorema
de interpolación de Marcinkewiczs se tiene que los Uε son acotados (y por
lo tanto continuos) en Lp(Rd) con 1 < p ≤ 2, mas aún existe una constante
Cp > 0 independiente de ε tal que: ‖Uεf‖Lp 6 Cp ‖f‖Lp

(
∀f ∈ Lp(Rd)

)
, por

dualidad el mismo resultado vale para 2 ≤ p <∞: Dada f ∈ L2(Rd)∩Lp(Rd)
y g ∈ Lq(Rd) con 1

p
+ 1

q
= 1, entonces por la desigualdad de Hölder y que los

Uε son acotados para 1 < p < 2∫
Rd

U∗
ε f(x)g(x)dx =

∫
Rd

f(x)Uεg(x)dx

6 ‖f‖Lp ‖Uεg‖Lq 6 ‖f‖Lp C ‖g‖Lq

tomando supremo

‖Uεf‖Lp = Sup
‖g‖Lq 61

∫
Rd

Uεf(x)g(x)dx 6 ‖f‖Lp C

entonces los Uε son continuos en Lp(Rd), 1 < p < ∞, y sus normas son
uniformenente acotados.
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5. COMENTARIOS VARIOS

5.1. Sobre la Convergencia Puntual

Nada se dijo sobre la convergencia puntual considerando algún otro méto-
do de sumación en la expansión Wavelet, por ejemplo, se puede probar lo
siguiente [12]:

Teorema 19. Sea ψ acotada y rápidamente decreciente a cero tal que
∫
R
ψ =

0, si para f ∈ Lp(R), 1 < p <∞ definimos:

Tλf =
∑

|aj k|>λ

aj kψj k ,

entonces para casi todo x vale:

Tλf(x) −→ f(x)

cuando λ −→ 0.

Otros resultados de éste tipo se encuentran en [13]

5.2. Sobre la Convergencia Incondicional en otros Es-
pacios Funcionales

Existen resultados análogos a los expuestos para el caso de espacios Lp

pesados, por ejemplo en [1] se prueba que bajo ciertas condiciones sobre la
función de peso w y suponiendo que la función de escala φ ∈ RB entonces
las wavelets asociadas son una base incondicional de Lp(Rd, w(x)dx) con
1 < p <∞.
Otros resultados sobre wavelets en espacios de Hardy se pueden encontrar en
[16] y [5].
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