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0.1. Introduccién

Encontrar las soluciones de un sistema de ecuaciones polinomiales
es un problema clasico de la matematica. El caso particular en que
las ecuaciones son lineales se resuelve mediante eliminacion Gaussiana.
En el caso general de ecuaciones polinomiales, el método andlogo para
su resolucion es el algoritmo de Buchberger. Este algoritmo computa
una base de Grobner reducida del ideal generado por estos polinomios
(Definicién 1.2.6), es decir, un sistema de generadores apropiado para
calculos algoritmicos con el ideal. Ver [CLO] para un tratamiento de-
tallado del tema.

La base de Grobner reducida es tinica una vez que fijamos el orden
monomial. Si n > 2 se sabe que existen infinitos 6rdenes monomiales,
sin embargo, hay finitas bases de Grobner reducidas posibles. Qué orden
monomial estd en correspondencia con qué base de Grobner reducida es
parte del estudio hecho en este trabajo. Esta informacién se encuentra
implicita en el abanico de Grobner del ideal polinomial generado por
el sistema. Este objeto fue definido por Mora y Robbiano en el paper
[MR] en 1988.

El abanico de Grobner es un complejo poliedral en R"™, es decir,
una coleccién de poliedros de R™ con ciertas propiedades. Si todos
los poliedros son conos llamamos al complejo un abanico. Los conos
de dimension maxima del abanico de Grobner de un ideal I estdn en
biyeccién con las bases de Groébner reducidas de 1.

En la primera parte de este trabajo introduciremos el concepto de
abanico de Grobner de un ideal. Para esto recordamos definiciéon y
propiedades de los complejos poliedrales y bases de Grobner. También
demostraremos que el abanico de Grobner de un ideal es un abanico,
es decir, un complejo poliedral compuesto por conos.

No solo los conos de dimensiéon maxima seran de nuestro interés.
Cada uno de los conos del abanico de Grobner de un ideal [ tiene asocia-
do un objeto algebraico denominado ideal inicial de /. Para los conos
de dimensiéon méaxima el ideal inicial es el ideal monomial generado
por los términos iniciales de la base de Grobner asociada. En general,
los ideales iniciales no son ideales monomiales. Los conos cuyos ideales
iniciales no contienen monomios forman un conjunto de sumo interés en
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este trabajo denominado variedad tropical de I. Esto se formalizara en
el tercer capitulo.

Comenzaremos el segundo capitulo definiendo el semianillo tropical
(RU {0}, ®,®). Introduciremos también los conceptos de polinomio
tropical, raiz de un polinomio tropical y tropicalizacion de un poli-
nomio. Esto nos permitird definir el concepto de tropicalizacién de un
ideal (Definicién 2.6.1).

En este capitulo también veremos otra definicién posible para la
variedad tropical de un ideal I C K[z] si K es un cuerpo provisto de una
valuacién no trivial. Si consideramos la variedad V' que define I sobre la
clausura algebraica de K, la variedad tropical de I es igual a la clausura
de la imagen de V' por la funcién de valuacion. Este hecho se conoce con
el nombre de ”Teorema de Kapranov” [EKL]. Esta definicién serd til
para realizar demostraciones mientras que la anterior nos da una mejor
idea intuitiva del problema.

En el tercer capitulo daremos una nueva formulacion de la tropi-
calizaciéon de un ideal, introduciremos el concepto de base tropical y
demostraremos que todo ideal I C K|[z] tiene una siguiendo [BJSST],
[J] ¥ [J2]. Mostraremos también que si las bases tropicales estan com-
puestas por formas lineales estas pueden ser muy extensas ain para
ideales lineales. Por tltimo destacamos los métodos fundamentales para
el calculo efectivo de prevariedades tropicales y bases tropicales de va-
riedades algebraicas.

En el dltimo capitulo de este trabajo, mejorando los argumentos
presentados en [HT], demostraremos que si eliminamos la hipdtesis
de que la base esté compuesta por formas lineales podemos encontrar
bases tropicales con considerablemente menos elementos. Este hecho
es consecuencia de la técnica de proyecciones regulares introducida por
Bieri y Groves [BG]. Para terminar daremos una demostracion del
teorema de extension en su version tropical.
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CAP{TULO 1
El abanico de Grobner de un ideal

En este capitulo recordaremos los conceptos de complejo poliedral
(Definicién 1.1.4), cono normal de un poliedro (Definicién 1.1.6) y bases
de Grobner (Definicién 1.2.6). Esto nos posibilitara definir el abanico de
Grobner de un ideal (Definicién 1.3.8). Terminaremos el capitulo con
la demostracién del Teorema 1.4.12 el cual afirma que el abanico de
Grobner de un ideal es un complejo poliedral compuesto integramente
por conos, es decir, un abanico.

1.1. Complejos Poliedrales

Llamamos poliedro a una interseccion finita de semiespacios cerra-
dos en R™. Asi un poliedro P puede ser expresado como

P={xeR" : Az <b},
para alguna matriz A con n columnas.
Si b = 0 entonces existen vectores u, ..., u,, € R"™ tal que
P =pos({u, ...;tum}) = {A\us + ... + Al Ay ooy Ay € Ry}

donde R, representa el conjunto de los reales no negativos. A un
poliedro de esta forma se lo llama cono poliedral. Decimos que un
poliedro @) es un politopo si es acotado.

Si P es un poliedro en R" y w € R™ una cara de P respecto a w es el
subconjunto de P donde se minimiza la forma lineal (w,z) =, w;z;
sobre P. Usaremos la siguiente notacién

facey,(P) :={u € P: (w,u) <{w,v) Vv € P}.

Llamamos facetas a las caras de codimension 1.

Observacién 1.1.1. face,(P) puede ser vacia si P no es acotado.

Observaciéon 1.1.2. facey(P) = P para todo poliedro P C R™.
11



Ejemplo 1.1.3. Sea P = pos({(1,1);(1,0)}).

£

//

y

FicuraA 1.1. Poliedro del Ejemplo 1.1.3

Siw=0= face,(P)=P

Siw = (0,1) = face,(P) = pos{(1,0)}

siw = (1,—-1) = face,(P) = pos{(1,1)}

siw = A1(0,1) + A1, —1) con A, Ay € Rug = face,(P) =
{(0,0)}

» Para cualquier otro w € R™, face,(P) = 0.

Definicién 1.1.4. Un Complejo Poliedral A es una coleccion finita
de poliedros en R" tal que:

1. Si P Ay F es una cara de P entonces F € A.
2. Si P, P, € A entonces P N P, es una cara de P, y de Ps.

El soporte de un complejo A es |A| := (Jpca P- Un complejo A
constituido integramente por conos se denomina abanico. Un abanico
A se dice completo si |A| = R™. Un abanico se dice puro si todos sus
conos maximales tienen la misma dimension.

FiGura 1.2. Las tres colecciones de conos del Ejemplo 1.1.5
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Ejemplo 1.1.5. La Figura 1.2 muestra tres colecciones de conos
en el plano.

» La primera coleccion esta constituida por 1 cono de dimension
cero, 6 conos de dimension uno y 6 conos de dimension dos.
Este es un abanico puro y completo.

= La segunda coleccién esta constituida por 1 cono dimension
cero, 5 de dimensiéon uno y 2 de dimensiéon dos. Este es un
abanico no puro y no completo.

» La tercera coleccion esta constituida por un cono de dimension
cero, 3 de dimensién uno y 3 de dimensién dos uno de los cuales
es un semiespacio. Esta coleccién no es un abanico poliedral
ya que la interseccién del semiespacio con una de las otras
regiones no es una cara del semiespacio.

Una manera simple de construir un abanico es tomar el abanico
normal de un poliedro.

Definicién 1.1.6. Sea P C R” un poliedro. Para una cara F' de P
definimos su cono normal

Np(F) :={w € R": face,(P) = F}

con la clausura tomada con la topologia usual. El abanico normal de
P es el abanico constituido por todos los conos normales Np(F') con F
recorriendo todas las caras no vacias de P.

Toda cara F' de un poliedro P satisface la ecuacién
(1.1.7) dim(Np(F)) =n — dim(F)

en particular dim(Np(F')) = n < F es un vértice.

Si P es un politopo su abanico normal es completo y sus conos estan
en biyeccion con las caras de P.

Ejemplo 1.1.8. Supongamos que tenemos el Politopo
13



Para cada una de sus caras tenemos un cono normal:

Estos conos conforman el abanico normal de P.

FiGura 1.3. Serie de graficos para el Ejemplo 1.1.8

1.2. Bases de Grobner

En esta seccién haremos un recorrido rapido por los conceptos mas
importantes de la teoria de bases de Grobner asumiendo un conocimien-
to bésico del tema como ser el algoritmo de divisiéon para polinomios
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multivariados, la nociéon de S-polinomio y el algoritmo de Buchberger.
Si no son conocidos esto temas recomendamos [CLO]| para una com-
prension general de lo mismos.

Sea R = k[xy,...,2,)] el anillo de polinomios en n variables sobre el
cuerpo k y sea I C R un ideal. Dado o« € N™ usaremos la notacion

xOl

= ]"...2%" para un monomio en R.
Llamamos orden monomial en R a un orden total < sobre todos los

monomios en R tal que:

1. Para todo o € N"\{0} : 1 < z*.
2. Para o, 3,7 € N" : 2% < 27 = 2%27 < 2P27.

Dados un vector w € R%; y un orden monomial <, definimos un nuevo
orden monomial <,, como sigue:

1% <y 77 = (w,a) < (w,B) V ((w,a) = (w,B) A %< 27).

Observacion 1.2.1. <, define un orden monomial < w > 0. De
lo contrario existe un o € N"\{0} tal que z* <,, 1.

Definicién 1.2.2. Sean < un orden monomial y f = > _a,x €

a€cl
R con I' C N” finito, un polinomio no nulo.

(i) Llamamos a a, el coeficiente del monomio x®.
(ii) Si a, # 0, llamamos a a,z® un término de f.
(iii) El término inicial de f con respecto al orden monomial <,
denotado por in-(f), es el unico término maximal de f con
respecto a < .

Del mismo modo dado w € R™ definimos la forma inicial in,(f) como
la suma de todos los términos de f € R cuyos exponentes maximizan
la forma lineal (w, -).

Observacién 1.2.3. Para un polinomio no nulo f € R tenemos
que

inz, (f) = inz(ing(f)) -

Ejemplo 1.2.4. Sean f = Y . ., a;; 2"y = ag + aior + aqry +
anzy + axr?® + agy?, w = (1,1) y < el orden monomial lexicografico
con r < y. Entonces in,(f) = ayzy + axnr® + apy® v el in., (f) =
agay® = in<(iny(f)).
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El w-peso de un término cx® es (o, w) y el w-peso de un polinomio
no nulo f es el maximo w-peso de los términos de f. El ideal inicial de
un ideal I con respecto a un orden monomial < y a un peso w € R" se
definen como:

in<(I) = (in<(f) - f € IN{O}) vy inw(]) = (inw(f) : f € 1).

Un monomio en R\in.(I) (con coeficiente 1) se denomina monomio
standard de in4(I).

Es importante observar que in~(I) es un ideal monomial mientras
que in,,(I) puede no serlo.

Observacién 1.2.5. Si f = > . a,2® € R con I' C N" finito es
un polinomio no nulo y w € R™ entonces

max{(w,a) : a € '} = —min{(—w,a) : a € I'}.

Esto motiva otra definicién posible para in,(f) como la suma de todos
los términos de f cuyos exponentes minimizan la forma lineal (w,-).
Utilizaremos esta definicién en el Capitulo 3.

Definicién 1.2.6. Sea I C R” un ideal y < un orden monomial
sobre R. Un conjunto de generadores G = {gi, ..., gm } de I se denomina
una base de Grobner para I con respecto a < si

ins(I) = (in<(g1), -y in<(gm))-

La base de Grobner G se dice minimal si {in<(g1), ..., in<(gm)} s un
sistema minimo de generadores de in(I). Una base de Grobner mini-
mal se dice reducida si para todo g € G el término inicial tiene coefi-
ciente 1 y todos los otros monomios de g son monomios standard de
in<(I).

Dada una base de Grébner y f € R el algoritmo de divisién produce
el polinomio resto de f mddulo G. Dicho polinomio es independiente
del orden en el que hagamos la division y cumple que la diferencia entre
f v él es un elemento del ideal. Llamamos a este resto forma normal
de f médulo G y lo notaremos f9.

Para un orden monomial < y un ideal 7, el algoritmo de Buch-
berger garantiza la existencia de una tnica base de Grobner reducida.
Notaremos a esta base G ().
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1.3. EIl abanico de Grobner de un ideal. Definicién y
ejemplos

En esta secciéon definiremos el concepto de abanico de Grobner de
un ideal I C R. Para esto seguiremos [J] que clarifica el concepto del
abanico de Grébner para ideales no necesariamente homogéneos.

Dado un ideal I C R se induce una relacién de equivalencia natural
sobre R™ tomando ideales iniciales:

U~ v <= in,(l) =in,(I).

Introducimos la siguiente notacién para la clausura de las clases de
equivalencia:

Ci(I)={ueRr:in,(I)=1ins(I)}y

Co(I) = {u € R - ing(1) = iny (1)}

Observacién 1.3.1. En general las clases de equivalencia no son
convexas si permitimos tomar cualquier vector de R" y cualquier ideal.

Ejemplo 1.3.2. Sea I = (x — 1,y — 1). El ideal I tiene cinco
ideales iniciales posibles: (x — 1,y — 1), (z,y), (z,y — 1), (x — 1, y) y (1).
En particular, para v = (—1,3) y v = (3, —1) tenemos que in,(I) =
(1) = (1) pero ini o) (1) = (2,3)

Observacién 1.3.3. Es sabido que para un ideal fijo I hay sola-
mente finitos conjuntos C4(I) y por definicién cubren R%,, ver [MR]
Teorema 1.2. Por otra parte, todo ideal inicial in(I) es de la forma
ing, (1) para algin w € RZ, ver [S] Proposicién 1.11. Por lo tanto, toda

C<(I) es de la forma C,,(I).

La siguiente proposicion, que demostraremos en la proxima seccion,
es muy importante ya que describe clases de equivalencia en términos
de ecuaciones e inecuaciones.

Proposicién 1.3.4. Sea < un orden monomial y v € C<(I). Para
u e R

17



A partir de esta proposicién podemos concluir que para un orden
monomial fijo <y v € C<(I) tenemos que C,(I), la clausura de la
clase de equivalencia de v, es un cono poliedral ya que cada g € G(I)
genera la ecuacion in,(g) = in,(g), lo cual es equivalente a decir que u
tiene que satisfacer un conjunto de ecuaciones lineales e inecuaciones
lineales estrictas, ver Ejemplo 1.3.6. La clausura se obtiene tomando
las inecuaciones estrictas como no estrictas. Si asumimos la Proposicién
1.3.4 podemos escribir esto de la siguiente manera:

(1.3.5) u € Cy(l) <= Vg € Go(I), iny(in,(g)) = in,(g).

Ejemplo 1.3.6. Sea [ = (z +y + 2z, 2%z + z + y*) C Q[z,v, 2]
y sea < el orden monomial lexicografico con x < y < z. Entonces
G.(I) = {y* + = — 2% — 2', 2+ y + 2} donde hemos subrayado los
términos iniciales . Si v = (1,4, 5) entonces in,(I) = in(I) = (y?, 2)
y Cy(I) = C<(I). Por la Proposicién 1.3.4, in,(I) = in,(I) siy solo si
las siguientes ecuaciones se satisfacen:

ing(z+y+z) =2 (& u, >max{u,, u,}), y
in,(y* +x — 2%y — 2*) = y* (& 2u, > max{u,, 3u, + uy, 4u, })

Introduciendo desigualdades no estrictas obtenemos una descripcién de

C-(I).

Como vimos en el Ejemplo 1.3.2, las clases de equivalencia no son
necesariamente convexas. El siguiente Lema nos da condiciones para
poder asegurar que lo sean.

Lema 1.3.7. Para un w € R"™ arbitrario, si C,(I) contiene un
vector estrictamente positivo en cada una de sus coordenadas entonces
Cu(I) es un cono poliedral convezxo.

DEMOSTRACION. Notemos que si el cono

Cu(I) ={w e R" :in,(I) = in,(I)}

contiene un vector con cada una de sus coordenadas estrictamente po-
sitivas debe existir un vector p € R%, con in,(I) = in,(I) y, por Lema
1.4.7 que veremos més adelante, p € C (/) para todo orden monomial
<. Por lo tanto la clase de equivalencia de u es de la forma requerida

en la Proposicién 1.3.4; y por lo tanto convexa. 0
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Ficura 1.4. El abanico de Grobner del ideal del Ejem-
plo 1.3.6 tiene 7 conos de dimensién tres, 14 de dimension
dos y 8 de dimensién uno. La interseccién de los conos
de dimensiéon dos con el hiperplano z +y + z = 1 se
dibujaron como lineas. El triangulo gris indica el ortante
positivo.

Definicién 1.3.8. El abanico de Grobner de un ideal I C R es el
conjunto formado por las clausuras de todas las clases de equivalencia
que intersecan RY, junto con sus caras propias.

Esta no es la definicion mas usual en la literatura pero la misma
tiena una gran ventaja. Esta definicion hace que, tanto en el caso ho-
mogéneo como en el no homogéneo, todos los conos de este abanico son
clausuras de clases de equivalencia. No es claro a priori que el abanico
de Grobner sea un complejo poliedral. Veremos una demostracion de
esto en la préxima seccion en el Teorema 1.4.12.

Ejemplo 1.3.9. El abanico de Grébner del ideal principal (z# +
rty — 2%y + 2%y% + y) no es completo y estd compuesto por un cono de
dimension 0, tres conos de dimensién 1 y dos conos de dimensién 2.

1.4. El abanico de Grobner es un abanico

En esta seccion demostraremos que el abanico de Grobner es un
abanico, es decir, un complejo poliedral formado por conos. Notar que,
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FicuraA 1.5. El abanico de Grobner del ideal del Ejem-
plo 1.3.9

en general, el abanico de Grobner no es completo y su soporte contiene
n
a RY,.

El paso méas importante es demostrar la Proposicion 1.3.4 que nos
dice que la clausura de una clase de equivalencia es un cono poliedral.
Para demostrar esta Proposicién comenzaremos estudiando algunos re-
sultados previos.

Para los teoremas que siguen fijamos un ideal I C R.

Lema 1.4.1. Sea < un orden monomial. Para v € R",
iny(I) = in<(I) <= Vg € G<(I), iny(g) = inz(g).

DEMOSTRACION. =) Sea g € G(I). Como G.(I) es reducida, solo
un término de g, in<(g), puede estar en in(I) = in,(I). El ideal ini-
cial in,(I) es un ideal monomial, por lo tanto todos los términos de un
polinomio en este ideal deben también estar en in,(I). Luego la forma
inicial in,(g) € in,(I) debe ser igual a in~(g).
<) Debemos mostrar que in, (1) = in(I) donde in_ (1) = (in<(9))geo~(1)-
La contencién “ D7 es clara ya que in<(g) = in,(g) € in,(I) para todo
g€ G<(I).

Para demostrar la inclusiéon “ C 7, como in,(I) = (in,(f), f € I),
es suficiente mostrar que in,(f) € in<(I) para todo f € I. Tomemos
f € I y reduzcamoslo a cero usando el algoritmo de divisién con G- (1)
y <. Podemos escribir

(142) f = migi, + ...+ mygi,.,

donde m; es un monomio y g;; es un elemento de G- (7). El algoritmo
de division garantiza que in.(f) > mjin<(g;;) con respecto a < Vi =
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1,...,7, ya que los monomios son substituidos por monomios menores
que los originales con respecto a < en el proceso de division. Lo mismo
es cierto para v-pesos ya que vy < coinciden sobre G.(I). De esta
manera, cualquier monomio del lado derecho en (1.4.2) tiene v-peso
menor o igual que el v-peso del lado izquierdo. Por lo tanto,

iny(f) = mjin,(g;,)
jeJ
con j recorriendo un subconjunto tal que m;in,(g;;) tenga el mismo
v-peso que in,(f). Como in,(g) € in(I), la forma inicial in,(f) €
in<(l). O

Como in4(I) es de la forma in,(I) para algin v € RZ, (ver Ob-
servacién 1.3.3), el conjunto {u € R" : in,(I) = in<(I)} es no vacio y
abierto por el Lema 1.4.1; por lo tanto de dimensién méxima. De esta
manera hemos demostrado que la clase de equivalencia de cualquier
vector v tal que in,(I) = in<(I) es un cono poliedral abierto de dimen-

sién maxima.
Corolario 1.4.3. Sea < un orden monomial y v € R™. Entonces
v € CL(I) & Vg € G(I) :ins(iny(g)) = in<(g)-

DEMOSTRACION. El Lema 1.4.1 nos dice que v estd en el interior
de CL(I) si y solo si in,(g) = in<(g) para todo g € G(I). Tomando
las desigualdades estrictas obtenidas como no estrictas, obtenemos una
descripcién de C< (). Esta relajacion de las inecuaciones es precisa-
mente la dada por in<(in,(g)) = in<(g) para toda g € G- (I). O

Lema 1.4.4. Un polinomio f € in,(I) puede ser escrito de la forma
f = > ;in(c;) donde ¢; € I y todos los sumandos tengan distinto
v — peso.

DEMOSTRACION. El ideal inicial in,(I) estd generado por poli-
nomios v—homogéneos entonces todas las componentes v—homogéneas
de f estdn dentro de in,([). Sea h una componente de f de v—peso
maximal. Necesitamos mostrar que h es la forma inicial de un elemento
de I con respecto a v. Podemos escribir h = in,(a;) + ... +in,(as) para
algunos polinomios aq, ..., as en I. Como h es v—homogéneo podemos
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escribir A como la suma jesiny(a;) de formas que tengan el mismo
v—peso que h. Con lo cual podemos concluir que h = inv(zjej a;). O

Lema 1.4.5. Sea < un orden monomial. Si v € CL(I) entonces
in(in,(1)) = in(1)

DEMOSTRACION. Sea g € G-(I). Como v € CL(I), por el Corolario
1.4.3, tenemos la igualdad in~(g) = in<(in,(g)) y por lo tanto in-(I) =
(in<(9))geg-(r) © in<(ino(1)).

Ahora demostraremos que in(in,(I)) C in-(I). Notar que in~(in,(I))
estd generado por términos iniciales de elementos f € in,(I)\{0}
con respecto a <. Supongamos que f € in,(/)\{0}. Es suficiente
mostrar que in<(f) € in(I). Usando el Lema 1.4.4 podemos es-
cribir f = Y77 in,(¢;) donde ¢i,..,cs € I ¢ iny(cy),...,in,(cs) son
v—homogéneos, cada uno con distinto grado, con lo cual no ocurre
ninguna cancelacion. Consecuentemente in<(f) es igual a in-(in,(c;))
para algin j. Queremos probar que in<(in,(c;)) € in<(I). Usamos el
algoritmo de division con G.(I) y < para reescribir ¢,

C; = Mi1Gi, + ...+ mygi,,

donde my, ..., m, son monomios y g, ,...g;. pertenecen a G-(I). Sea M
el v—peso de ¢;. En el algoritmo de divisién reducimos ¢; a cero. En
cada paso, el v—peso de ¢; decrece o permanece igual ya que restamos
el producto de un monomio y un elemento de G- (I) donde el v—peso
del producto ya aparecia en ¢; por el Corolario 1.4.3. Equivalentemente,
el producto del monomio y el elemento de G (I) estdn “agregados” al
lado derecho de la ecuacion. Terminaremos cuando ¢; = 0 y o, equiva-
lentemente, el ¢; original quede escrito como como la suma anterior
con todos los términos de v—peso menor o igual que M. Por lo tanto
tenemos que
iny(c;) = Y iny(mjgi,)
j'es
para un J' adecuado. El algoritmo de divisién garantiza que los vec-
tores exponentes de in(msg;, ), ..., in<(m,g;,) son distintos. Como v €
C< (1), estos iniciales son iguales a in(in,(migs,)), ..., in<(in,(m,.g;,)),
respectivamente. El maximal de estos con respecto a < no puede can-
celarse en la suma. Luego in<(in,(c;)) = in<(myg;,) para algtn j' lo
cual implica que in4(in,(c;)) € in<(I) como necesitdbamos. O
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Un Corolario inmediato es un método para calcular bases de Grob-
ner para ideales iniciales respecto de un peso.

Corolario 1.4.6. Sea < un orden monomial. Siv € C(I) entonces
G<(iny (1)) = {inv(9) }geg-(1)-

DEMOSTRACION. Por el Corolario 1.4.3, (in<(in,(g)))geg () = in<(I).
Por el Lema 1.4.5, in-(I) es igual a in(in,(I)). Asi tenemos la igual-
dad de ideales in-(in,(I)) = (in<(iny(9)))geo~(n)- Esto demuestra que
{iny,(9)}geg~ (1) es una base de Grobner de in,(I) con respecto a <. Es
reducida ya que G(I) es minimal y reducida. O

Estamos ahora en condiciones de demostrar la Proposicion 1.3.4
que afirma que dados v € C<(I) y u € R",in,(I) = in,(]) <= Vg €
G<(I), inu(g) = iny(g).

DEMOSTRACION. (de la Proposicién 1.3.4) <) Como in,(g)
iny(g) para todo g € G-(I), tenemos que in<(in,(g)) = in<(in,(g
para todo g € G<(I). Como v € C<(I), por el Corolario 1.4.3, in(g)
in<(in,(g)) para todo g € G<(I) y por lo tanto in-(g) = in<(in.(g))
para todo g € G:(I) y u € C<(I) por el Corolario 1.4.3. La base
de Grobner G (I)(in, (1)) es entonces {in,(g)}g4eg- (1) por el Corolario

= |l
=

1.4.6. Obtenemos la misma bases de Grébner para in, (1) = in,(I).

=) Sea g € G.(I). Debemos mostrar que in,(g) = in,(g). Como la
base es reducida, solo un término de g, a saber in(g), esta en in-(1).
Comenzamos probando que el término in<(g) es un término en in-(g)
y un término en in,(g). Para in,(g) aplicamos el Corolario 1.4.3 el cual
dice que in-(g) = in<(in,(g)). Para in,(g) aplicamos el Lema 1.4.5
y obtenemos que in(in,(g)) € in<(in,(I)) = in<(iny,(I)) = in<(1).
Solo un término de g esté en in<(I), entonces in.(in,(g)) = in<(g).
Si la diferencia in,(g) — in,(g), perteneciente a in, (1) = in,(I), es no
nula inmediatamente obtenemos una contradicciéon ya que la diferencia
no contiene ningtin término de in(I) = in<(in,(I)). O

Ya hemos demostrado que cada clase de equivalencia de un vector
v € C<(I) es un cono poliedral abierto y convexo. Por la Definicion
1.3.8 y el argumento posterior a la Proposicion 1.3.4 en la seccion pre-
via, todos los conjuntos en el abanico de Grébner son conos convexos.
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Ahora demostraremos que el interior relativo de cada cono en el abanico
de Grobner es una clase de equivalencia.

Lema 1.4.7. Sea < un orden monomial. Si v € RY, entonces v €

C., ().

DEMOSTRACION. Se sigue del Corolario 1.4.3 ya que in, (in,(g)) =
in<,(g) para todo g € G- (I). O

Corolario 1.4.8. 5i < es un orden monomial y v € RY, entonces
in, (1) = in(in(I)).

DEMOSTRACION. Por el Lema 1.4.7 v € C< (I). Por el Lema 1.4.5,
ins, (I) =1inx,(in,(I)). Labase de Grobner G (in,(I)) es v—homogénea
y por lo tanto también una base de Grobner con respecto a < con los
mismos términos iniciales los cuales generan el ideal inicial in, (in,(I)) =

in(in,(1)). O

Proposicion 1.4.9. El interior relativo de un cono del abanico
de Grébner es una clase de equivalencia (con respecto a la relacion
ur~u s in,(I) =ing(I).)

DEMOSTRACION. Por definicién todo cono en el abanico es la cara
de la clausura de una clase de equivalencia para un vector positivo v €
RZ,. Sea <’ un orden monomial arbitrario y definimos < como <. De
acuerdo al Lema 1.4.7 el vector v pertenece a C<(I). Notar que por la
ecuacién 1.3.5, C,(I) C C<(I) ya que paratodou € C,(I)y g € G<(I),
la condicién in<(in,(g)) = in<(in,(in,(g))) = in<(in,(g)) = in<(g)
del Corolario 1.4.3 se satisface. Por 1.3.5 el conjunto cerrado C,(I)
estda definido por ecuaciones e inecuaciones no estrictas. El interior
relativo de cualquier cara de C,(I) puede ser construido a partir de este
sistema de inecuaciones cambiando un subconjunto de las inecuaciones
a estrictas y las restantes a ecuaciones. Por lo tanto sea u un vector
en el interior relativo de alguna cara de C,(I). El vector u estd en
Cy(I) € C<(I). Podemos utilizar la Proposicién 1.3.4 para concluir
que el vector u’ € R™ es equivalente a u si y solo si satisface el sistema
de inecuaciones mencionado anteriormente, es decir, si y solo si estd en
el interior relativo de la cara. U

24



Nos resta mostrar que la interseccion de dos conos en el abanico
de Grobner es una cara de ambos conos. Necesitamos previamente el
siguiente resultado.

Corolario 1.4.10. Sea C un cono en el abanico de Grobner. Si
v € C entonces para todo u € R,

ing(I) =1in,(I) = u e C.

DEMOSTRACION. El vector v estd en el interior relativo de alguna
cara de C. Esta cara estd también en el abanico de Grobner. Por la
Proposicién 1.4.9 u esta en el interior relativo de la misma cara y, por
lo tanto, también en C. O

Sabemos que existen finitos ideales iniciales posibles dados por
ordenes monomiales; por lo tanto solo existen finitas bases de Grobner
reducidas para I. Se sigue que solo puede existir una cantidad finita
de clases de equivalencia del tipo descriptas en la Proposicién 1.3.4 y
Proposicién 1.4.9.

Proposicion 1.4.11. Sean C; y Cy dos conos en el abanico de
Grobner de I. Entonces la interseccion C; N Cy es una cara de C.

DEMOSTRACION. La interseccién Cy; N Cy es un cono. Por el Coro-
lario 1.4.10, C; y C5 son uniones de clases de equivalencia. Mas atn,
si v € O] Ny, entonces otra vez por el Corolario 1.4.10, la clase de
equivalencia entera de v esta contenida tanto en C como en Cy por
lo tanto también en C; N Cy. Luego C N C5 es una unién de clases de
equivalencia.

Sea u un vector en una clase de equivalencia F contenida en C;NCs.
Entonces u esta en el interior relativo de una de las caras de C que es
un cono del abanico de Grobner. Por la Proposicién 1.4.9 el conjunto
de vectores en el interior relativo de esta cara es exactamente F. Luego
cada clase de equivalencia como esta es el interior relativo de una cara
de 1 y su clausura es la cara.

Consideremos al R—espacio vectorial generado por cada clase de
equivalencia contenida en C'; N Cs. Estos conjuntos deben ser diferen-
tes para cada cara de (7. Afirmamos que solo puede haber un cono
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de dimensién maximal. Si hubiera dos conos entonces su capsula con-
vexa estaria dentro de C7 N Oy y tendria dimensién como minimo uno
mas y asi no podria ser cubierta por una cantidad finita de clases de
equivalencia de menor dimension.

Sea F una clase de equivalencia de dimension maximal contenida en
C1 N Cy. Demostraremos que £ = C; N Cy. La inclusién £ C C;NCy es
clara pues C7 N Cy es cerrado. Para demostrar la otra inclusién supon-
gamos que w € C; N Cy\ E. Entonces conv(E,w)\E est contenido en
C1 N Cy y tiene como minimo igual dimension que E. Esto es una con-
tradiccién ya que conv(E, w)\ E no puede ser cubierto por una cantidad
finita de clases de equivalencia de menor dimensién. 0

Teorema 1.4.12. El abanico de Grobner es un complejo poliedral
compuesto integramente por conos y por lo tanto un abanico.

DEMOSTRACION. Ya demostramos, usando la Proposicién 1.3.4 y
el Lema 1.4.7 que el abanico de Grobner esta compuesto por conos
poliedrales. La primera condiciéon para ser un complejo poliedral se

satisface por definicién. La segunda condicién es la Proposicién 1.4.11.
O
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CAPITULO 2

Geometria Tropical

Comenzaremos este capitulo dando algunas definiciones béasicas y
propiedades del semianillo tropical (R U {oc},®,®). Introduciremos
luego los conceptos de raiz de un polinomio tropical (Definicién 2.3.2)
y tropicalizacién de un polinomio (Definicién 2.5.1). Esto nos permi-
tird definir la tropicalizacién de un ideal (Definicién 2.6.1). En este
capitulo también veremos otra definicién posible para la variedad tro-
pical de un ideal (Teorema 2.6.3). Para demostrar este hecho serd im-
portante el Teorema 2.5.6.

2.1. El semianillo tropical

El conjunto T := R U {oo} con las operaciones:
wy B we = min(wy, wsy) y w; O wy 1= wy + wsy

es el semianillo tropical. El término semianillo se debe a que T satisface
los axiomas:

1. (T,®) es un monoide conmutativo con elemento identidad
O = oc:
a) (adb)®c=ad (bdc)
b) Ora=a®0r=a
c)adb=>bDa
2. (T, ®) es un monoide con elemento identidad 17 = 0:
a) (a@b)©ec=a® (bOCc)
b) Ir®a=a® 1g
3. La multiplicacién se distribuye sobre la adicion:
a) a® (bdc)=(a®b) ®(a®c)
b) (a®b)Oc=(a®c)® (bOc)
4. OTQCL:CL@OT:OT
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Observamos también que T es idempotente porque w @ w = w para
cada w € T. Por esta razén las operaciones algebraicas se simplifican.
Por ejemplo consideramos la potencia de un binomio:

(wy ® w2)®n

donde la notacion exponencial indica el producto tropical n veces. Por
la idempotencia de T tenemos que (w; Bwy)®? = wGw; OwyGws?. El
minimo entre los tres nimeros: 2wy, wi+wsy, 2wy serd siempre o bien 2w,
o bien 2w,. Por lo tanto hemos probado que (w; © wy)®? = w? G w2

Para tener una mayor comodidad en la escritura de ahora en ade-
lante notaremos a®™ simplemente a”.

Proposicion 2.1.1. Para cualquier entero positivo n vale la igual-
dad:

(w1 B we)" = wi & wy

DEMOSTRACION. La demostracién es por induccién sobre n, siendo
el caso n = 1 trivial. Supongamos que la afirmacién es cierta en el caso
n — 1:

(w; ®wy)" = (0w ®wy) ® (wy O wy)""
= (W ®wy) (W wh™t)
= W Ow Ol Bw Owy D wy

. n n
= w; D w,

donde la ultima igualdad es debida al hecho que el minimo es asumido
en una de las dos potencias. O

2.2. Polinomios

En geometria algebraica solemos trabajar con polinomios y en geome-
tria toérica es natural trabajar con polinomios de Laurent, es decir,
polinomios con exponentes enteros . En geometria tropical, “tropicali-
zaremos” estos polinomios, lo cual los convertira en funciones lineales
a trozos.

28



Sean wy, ws, ..., w, variables que representan elementos en el semi-
anillo tropical (RU{oco}, ®, ®). Un monomio es un producto cualquiera
de estas variables, donde las repeticiones estan permitidas. Por la con-
mutatividad podemos ordenar el producto y escribir los monomios con
la notacion usual con las variables elevadas a exponentes:

2.3 9
W QW w3z O w; ©wy©wy® ws ® wy = W] WyW3Wy.

Un monomio representa una funcién de R™ en R. Cuando evaluamos
esta funcién en la aritmética clasica obtenemos una funcién lineal:

W + Wy + ws + Wy + Wy + Wo + Wz + Wy = 2wy + 3wy + 2ws + wy.

Los monomios tropicales son funciones lineales con coeficientes en-
teros. Un polinomio tropical es una combinacion lineal finita de monomios
tropicales:

_ i1, ,,42 i jl j2 j
p(wy, ..., w,) = a®witwg..w," & bEOwlw)..wr @ ...

donde los coeficientes a, b, ... son nimeros reales y los exponentes i1, ji, ...
son enteros. Todo polinomio tropical representa una funcion R” — R.
Cuando evaluamos estas funciones en la aritmética clasica, obtenemos
el minimo de una coleccion finita de funciones lineales:

p(wy, ..oy wy,) = min(a + iywy + ... + iyWp, b+ J1wy + ... + JpWn, ...

Esta funcién p : R” — R es continua y lineal a trozos.

Ejemplo 2.2.1. Consideremos un polinomio genérico de grado tres
en una variable w.

pw)=aouw® & bow & cOw & d
Para graficar esta funcién dibujamos cuatro lineas en el plano de co-
ordenadas (wy, ws) : we = 3wi+a, wy = 2w;+b, we = wy+cy lalinea
horizontal wy = d. El valor de p(w) es el minimo wsy tal que (wy, ws)
pertenece a alguna de estas lineas. Las cuatro lineas contribuyen si
b—a<c—-b<d-c
Estos tres valores de w son exactamente los puntos en los cuales el

grafico de p es singular. La Figura 2.1 ilustra esta situacion.
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Ficura 2.1. Gréfico de la funcién definida por el poli-
nomio tropical del Ejemplo 2.2.1.

Observacién 2.2.2. Polinomios distintos pueden representar la
misma funcién.

Ejemplo 2.2.3. : Sean los polinomios f(w) =w? & 170w & 2y
g(w) = w? ® 1Ow @ 2. Es claro que como objetos estos dos polinomios
son distintos sin embargo definen la misma funcién.

fw=we1Towd2 =1’ @ 10w ® 2=7w)

En general notaremos al polinomio tropical como f indistintamente
si estamos viéndolo como polinomio tropical o como la funcion lineal a
trozos que define siempre que esto mismo se entienda por su contexto.

2.3. Raices de un polinomio tropical

Dado un polinomio tropical f queremos definir sus raices.
Consideramos el polinomio en una variable:

flw):=a@w®db

y observamos que la ecuacion a © w & b = O no tiene solucion si
b # Or. Entonces tenemos que buscar otra definicion de los ceros de f.
La igualdad

aQWwdb=a0 (wd (b—a))
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sugiere definir, asi como en el caso clasico, el nimero b — a como cero

de f.

Ejemplo 2.3.1. Sea f := 2 ® w & 3, de acuerdo con la definicién
precedente, w = 1 es cero de f. El grafico de f(w) es singular para
este valor de w puesto que en ese punto el minimo entre 2 +w y 3 se
alcanza dos veces, Figura 2.2.

Ju[,a']

FicuraA 2.2. Gréfico de la funcién definida por el poli-
nomio tropical del Ejemplo 2.3.1.

Esto nos motiva a dar la siguiente definicién:

Definicién 2.3.2. Llamamos conjunto de ceros de un polinomio

tropical f = €@, ca © w* al conjunto Z(f) = Z(f) de todos los puntos
w € R™ donde el min,{c,+a1w; +... +a,w,} en f se alcanza al menos
dos veces.

Observacién 2.3.3. Notar que si f es un monomio tropical su
conjunto de ceros es vacio.

Observacién 2.3.4. Sean [y, ..., l,, g1, ...g, formas lineales en R" si
x € R"™ entonces

min{ly(z), ..., l,(x)} + min{g,(x), ..., g.(x)} =

min{l;(z) + gj(z) :i=1,.n;5=1,...,r}

Corolario 2.3.5. Sea p = @4 ta © w* entonces para todo poli-
nomio tropical § = @ gep byw” se cumple que Z(p) € Z(p©g).
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DEMOSTRACION. Sea w € Z(p). Por definicién sabemos que

poOglw) = @ o © by © w7’
acA, BeB

= min{a, +bs+ (a+[,w) : a € A, f € B}
= min{a, + (o, w) +bg+ (B,w) : a € A, § € B}.

Entonces por la observacién anterior podemos obtener que
5o (w) = min{a, b .
p O g(w) = minfae + (o, w)} + min{bs + (5, w)}

Como w € Z(p) sabemos que el mingea{a, + (o, w)} se alcanza al
menos dos veces con lo cual w € Z(p ® g). O

2.4. Valuaciones

Sea K un cuerpo. Denotaremos por K* al conjunto de elementos no
nulos de K. Una waluacion sobre K es una funcion val : K — R U oo
que satisface:

(1) val(a) = oo siysolosia=0
(2) val(ab) = val(a) + val(b)
(3) val(a + b) > min{val(a),val(b)} para todo a,b € K*

Observacién 2.4.1. Podemos asumir siempre que 1 € im(val) ya
que (Aval) : K — RUoo es una valuacién para cualquier valuacién val
y A € Ryq. Por lo cual esto no es una restriccién seria.

Lema 2.4.2. Sean a,b € K with val(a) # val(b). Entonces

val(a + b) = min(val(a),val(b)).

DEMOSTRACION. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que
val(b) > val(a). Como 1? = 1 tenemos que val(1) = 0. Por otra parte
como (—1)% = 1 tenemos que val(—1) = 0 también. As{ val(—b) =
val(b) entonces val(a) > min(val(a + b),val(=b)) = min(val(a +
b),val(b)), y por lo tanto val(a) > wval(a + b). Pero val(a + b) >
min(val(a),val(b)) = val(a) entonces val(a + b) = val(a) O
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Ejemplo 2.4.3. K = k(x), el anillo de funciones racionales. Podemos
escribir cualquier funcién f/g € K como una serie de Laurent h = ;2
donde h; = 0 para i < 0. Podemos definir val(f/g) = min{i : h; # 0}.

Si i es el menor exponente en f y j es el menor exponente en g, entonces

val(f/g) =i~ j.

Ejemplo 2.4.4. Si K = Q y val,(q) = j cuando ¢ = p’a/b donde
p no divide a a ni a b. Por ejemplo valy(12/5) = 2, mientras que
valy(1/10) = —1. Esta es la valuacién p-adica.

Ejemplo 2.4.5. Series Formales de Laurent:

K((z)) = {Z o aq =0 si @ < 0}

Sif#0,f € K((2),f =2 4sa tar® definimos val(f) = a si
Ay, 7 0, 0 sea

val(f) = min{a : a, # 0}.

Notemos que K(z) C K((z)) y la valuacion es la misma del ejemplo
anterior.

Ejemplo 2.4.6. Se conocen con el nombre de Series de Puiseux al

conjunto:
K{{z}} = [J K(/™)
neN

Notemos que existe una inyeccién natural de K((z'/™)) « K((z'/™™))
Vm € N. Luego dadas dos series f,g € K{{z}} podemos suponer que
f,g € K((z'/™)) para algtin n € N. Por lo tanto podemos definir f+g €
K((2'/™)) sumando témino a término y f.g € K((2'/™)) extendiendo la
definicion usual de multiplicacion de series de Laurent.

Estas dos operaciones definen una estructura de cuerpo para K{{z}}.
Este cuerpo admite la siguiente valuacién no trivial:
Sif#0,feK{x}} f=20sa aex®™ podemos definir val(f) =
o/ St Gy # 0.

Teorema 2.4.7. Sea K algebraicamente cerrado, car(K) = 0 en-
tonces K{{x}}es algebraicamente cerrado.
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La demostracién de este Teorema es constructiva y se sigue del
algoritmo de Newton-Puiseux [W].

Notaremos K al conjunto K{{t}}.

2.5. Tropicalizacion de un polinomio

Para un cuerpo K y una funcién de valuacién ord : K — R U {oo}
podemos extender la funcién de valuacién a su clausura algebraica K
(ver [EKL]) y a K™ definiendo

ord: K" - R™ . (ay,...,a,) + (ord(ay),...,ord(ay)).

Definicién 2.5.1. Para un polinomio f = ) a,z® € K[z1, ..., 2],
la tropicalizacion de f es el polinomio tropical definido por:
trop (f) = @ ord(as) © w* = min{ord(as) + aywy + ... + a,w,}

y la hipersuperficie tropical de f es el conjunto de ceros 7 (f) del poli-
nomio tropical trop(f), o sea:

T(f) ={w € R": el minimo de trop (f) se alcanza al menos dos veces en w}.

En adelante notaremos yt" := (1, ..., y,t*").

Lema 2.5.2. Sea f € Kz, ..., z,,] entonces Vw € Q" y paray € C"
geneérico, tenemos que

trop(f)(w) = ord(f(yt")).

DEMOSTRACION. Recordemos que segtin la Definicién 2.5.1 si
[ =3 cr aaz® entonces definimos trop (f)(w) = @, r ord(a.) Ow* =
minger{ord(ay) + cywy + ... + apwy }.

Con esta notacién tenemos que f(y*) = > aay“t™®. Por otra
parte ord (a, ) = ord (a) + (w, ). Si llamamos I" al conjunto
de todos los a € T' para los cuales trop (f)(w) = ord(as) + (w, )
entonces

f(yt?) = Z oyt 4 Ottt
aer
Entonces tomando v € C" genérico tal que ) a2t £ 0,
podemos asegurar que trop (f)(w) = ord (f(yt*)). O
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Corolario 2.5.3. Sean f,g € K[x1,...,x,], f,g# 0 entonces
trop (fg) ytrop(f) ®trop(g) definen la misma funcion es decir

trop (fg) = trop (f) © trop (g).

DEMOSTRACION. Por definicién de una funcién de valuacién sabe-
mos que

ord ((fg)(vt*)) = ord (f(vt*)g(yt")) = ord (f(1")) © ord (g(vt*)).

Por el Lema anterior tenemos que ord ((fg)(yt"*)) = trop(fg)(w),
ord (f(7t")) = trop (f)(w) y ord (g(+")) = trop (g)(w).

Luego, utilizando otra vez la Observacion 2.3.4, podemos concluir
que

trop (fg)(w) = trop (f)(w) © trop (g)(w) = (trop (f) © trop (g))(w).

4

Definicién 2.5.4. Sea f = ) .
1=11,...,10, y I' C Z"™ un conjunto finito.

a;x' € Klx] con & = zq, ..., Ty,

Notaremos ¢p (a;) = ¢; al coeficiente principal de a;, ord(a;) = v;,
es decir

a; = ¢;t" + términos de orden mayor que v;.
También notaremos f(w) = trop (f)(w) = miner{v; + iw}.
Siw = (wy, ..., w,) € Q" definimos
folx1, oy xy) = Zcixi € K|z]
i€l
donde I es el conjunto de todos los i € T tales que v;+ijw+...+iw, =

f(wy, ..., w,). Notar que si escribimos f(zt") en potencias de ¢ tenemos
que

f(xt®) = Z et @) 4 O W) = £, (2)tF @) 4 O )+
ier”
para algtin € > 0 donde O(t?(w)“) representa términos de orden mayor
o igual a f(w) + € en t.
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Observacién 2.5.5. Por su construccion, los monomios de f,, corres-
ponden con los indices i donde se alcanza f(w). Es inmediato entonces
que las siguientes condiciones son equivalentes:

eweT(f) (weQn).
e f, tiene al menos dos monomios.
e f, tiene una raiz en (K*)".

Este es un caso particular del Teorema 3.1.6 que veremos en la
préxima seccién.

Teorema 2.5.6. (Newton-Puiseuz en varias variables)
Sea w € T(f) N Q" y~v € (K*)™ tal que fu(y1,-.-,7) = 0. Entonces
2 = (21,..,2n) € Vi« (f) tal que z; = vt +O (") para algin e > 0.

DEMOSTRACION. Seguiremos la demostracién constructiva presen-
tada en [T].

Haremos la demostracion por induccion en n siendo verdadera para
el caso n = 1 por el Teorema de Newton-Puiseux clasico [W]. Notemos
primero que si f(yt*) = 0, ya tenemos una raiz. Por otra parte si
alguna variable x; no aparece en f,,, se puede sustituir la misma por
x; = ;"7 sin modificar las hip6tesis. Asi, sin pérdida de la generalidad,
podemos suponer que las variables que aparecen en f,, son exactamente
x1, ..., Tn. En esta situacién hay dos casos posibles:

e Si hay un j, con 1 < j <n, tal que f,(z1,...,7j, ..., T,) # 0 en-
tonces después de reordenar las variables si fuera necesario, podemos
suponer que j = 1. Escribimos w = (wy,w'), x = (z1,2'), v = (71,7).
Las condiciones necesarias para aplicar induccién sobre g(z') = f(y1t*, 2’)
son:

w' = (wy,..c,wn) €T(9) Y gu (Y2, s ) = 0.
Es posible que § # f(wy,x) (ver Ejemplo 2.5.7) pero como g(z') =
f(yt®r, 2’), trivialmente verificamos que

g(x'tw') — f(’Yltwl, £L'/tw/) _ fw (’717 x/)tf(w) + O(t?(w)-i-e)
donde, por hipétesis, f,(y1,2") # 0.

De la ecuacién anterior obtenemos que g,/ (') = fu(71,7") = 0 con
lo cual se cumple la segunda condicion. Por la Observacion 2.5.5, como
v € (K*)"! tenemos que (ws,...,w,) € T(g). Luego, por nuestra
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hipétesis inductiva, sabemos que 32" € Vi-(g) tal que z, = /" +
O(t¥+<) con lo cual z = (yt“1, 2') es raiz de f y cumple todo lo que
queriamos.

e Supongamos ahora que para 1 < i < n, fu,(T1,...; Vi, -, Tn) =
Para poder hacer el paso inductivo recordemos que f(xt?) = fo(x)t! (w)
O(tf)+¢). Escribamos

fu = (@1 =) (22 = 72)- (@0 — W) q(21, o0 ) 5 (71, 2") # 0.

Notar que como n > 2 existe al menos un término de la forma (z; — ;)
con i # 1.

Sustituir x; por ¥t como antes romperia con la estructura desea-
da para la induccién. Sustituiremos x; por (7, + t2r )t*! y aplicaremos
induccién sobre g(z') = f((y1+t2% )¢, 2'). Igual que en el caso anterior
debemos ver que

w' = (wy,..c,wn) €T(9) Y Gu (Y2, -y 7n) = 0.
Tenemos que
g(@t) = f((n + ) 1) = 9 [ (q + 177, 2) + O )F) =
5 (g — ). (@0 — ) (1 + £, 2, ., ) + O )F),
donde ¢ es un polinomio con coeficientes en K, por lo tanto
g(n +1%,2') = g(m, ') + O(t).
Entonces de la igualdad anterior obtenemos que
g t") = 1O (@ — 43)... (50 — ) q (1, Ty 1) + O(FT 550,

Los célculos anteriores muestran que g, = (£2—72)...(Tn—71)q(71, T2, .., Tp)
tiene al menos dos monomios y Gus,....w,)(V2s -, 7m) = 0 por lo tanto
(wa, ...,w,) € T(g). Con lo cual podemos continuar con el siguiente
paso inductivo.

O
Ejemplo 2.5.7. Consideremos el polinomio
f = =3t +3te — t?y + toy — 3xy* + (t* + °)y* + 2°,

f=min{2,1+2,24+y,1+x+y,3+x+4y,4+4y,0+ 5z} Tomemos
w = (1,0) € T(f), f(tx,y) = (=3 + 3z — y + ay)t* + O(t*) y por lo
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tanto f, = =3+ 3z —y+ 2y, fu(1,—3) = 0. Entonces, por el Teorema
2.5.6, existe una raiz en (K*)? cuyo término principal es (¢, —3).

Como f,(1,y) = fu(z,—3) = 0, estamos en el segundo caso del
teorema, luego hacemos la sustitucién o =t +t en f.

ft+t2y) = g(y) = 33 + 15 + 5t° + 10t7 + 105 + 57 + 10 + 3y,

g(y) = min{3,3 + y}. Notar que g(y) # f(1,y) = min{2,2 +y,4 + 4y}
pero, como se afirmé en el teorema, 0 € 7 (g). Ahora utilizando el
método de Newton-Puiseux para calcular una raiz de ¢(y) cuyo término
principal el —3 el punto es:

(z,y) ~ (t+ 1%, =3 —* — 5t> — 10t* — 10t° — 5% — ¢7).

2.6. Tropicalizacion de un ideal y teorema de Kapranov

Extendemos ahora la nocién de tropicalizacién de un polinomio al
caso de ideales.

Definicién 2.6.1. Para un ideal I < K|z, ..., z,] y un cuerpo K se
define la variedad tropical de I como

(1) =(T(f)

fel

Es decir que w € R" estd en la tropicalizacién 7 (I) si y solo si
el minimo de trop (f) se alcanza al menos dos veces en w para todo
polinomio no nulo f € [.

Lema 2.6.2. Para un ideal principal I = (f) C Klzy,...,z,] se
tiene que

DEMOSTRACION. La inclusién “ C 7 es clara por definicién. Para
la otra inclusién, si w € 7(f) entonces el minimo de trop (f) se al-
canza al menos dos veces en w. Sea h € (f) entonces h = gf para
algin g € K[y, ..., x,]. Por el Corolario 2.5.3 sabemos que trop (fg) =

trop (f) ® trop (g). Con lo cual el minimo en trop (fg)(w) se alcanza al
menos dos veces puesto que esto sucede en trop (f). O
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El siguiente teorema nos da otra definicion posible para la tropica-
lizacién de un ideal si es que K es un cuerpo algebraicamente cerrado
y de caracteristica cero.

Teorema 2.6.3. (Kapranov) Sea K un cuerpo algebraicamente cer-
rado con car(K) =0 e I C K|z, ..., z,] un ideal. Entonces

T(I) ={(ord(z1),...,ord(zy)) : z € Vk+(I)}.

DEMOSTRACION. Veremos C en el caso particular en el que I es un
ideal principal. Si I = (f) sabemos por el Lema 2.6.2 que 7 (I) = 7 (f).
Con lo cual si w € 7(f)NQ" la Observacion 2.5.5 nos dice que f,, tiene
una raiz en (K*)". Entonces por el Teorema 2.5.6 sabemos que existe
z = (z1,..,2n) € Vk«(f) tal que ord(z;) = w;. Por lo tanto 7 (I) N
Q" C ord(Vk«(I)). Con lo cual tenemos que 7(I) = 7T(I[)NQ" C
{(ord(z1),...,ord(z,)) : 2 € Vi« (I) }.

DO: Como 7 (1) es cerrado, basta ver que Vz € Vi«(I),w = ord(z) €
T(I).

Sea f € I,f # 0. Sabemos que f(z) = 0y que z € K* por
lo tanto f no puede ser un monomio. Si f = > ¢,z® tenemos que
Y caz® = 0 entonces ord() c,z%) = 0o0. Luego si existiera un tnico
a tal que ord(cyz,) sea minimo entonces no podria haber cancela-
ciones de término inicial. Como da oo, existe al menos otro (3 con
ord(caz,) = ord(cgzz). Por lo tanto existen al menos dos términos

para los cuales es minimo ord(c,z,) = ord(c,) + («, ord(z)). Es decir,
w=ord(z) € T(I). n

Comentario 2.6.4. Mas generalmente el Teorema 2.6.3 se aplica
a cualquier cuerpo K provisto de una funcién de valuacién no trivial.
En ese caso para un ideal I < K|z, ..., x,] se tiene que

T(I)=ord V(I) ={(ord(z),...,ord(z,)) : z€ V(I)} CR"

donde V(I) representa el conjunto de ceros de I en (K*)" siendo como
antes K la clausura algebraica de K [EKL].

Corolario 2.6.5. Sea I C K|xy,...,x,] y K un cuerpo algebraica-
mente cerrado.Entonces

T(I) =0 < existe un monomio x* € I < V(1) =10
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DEMOSTRACION. Primero veamos que existe un monomio z% €
I & Vig«(I) = 0. Esta es una consecuencia del Nullstellensatz de
Hilbert para K™:
=) Si @ = 0 entonces z® = 1 con lo cual V(I) = (.
Sino, % = z{'..x% con o; > 0 para algin 1 < i < mn. Si z € V(I),
2% = 0 entonces z; = 0 para algin 1 < i < n y por lo tanto I no tiene
ceros en (K*)".
<) Como Vi+(I) =0 el ideal J C K|[xy, ..., x,,y] definido por
J=1K|x1,...,x0,y| + {(x1...x,y — 1) cumple que Vi (J) = (). Entonces
por el teorema de los ceros de Hilbert (ver [CLO]| pagina 168) tenemos
que J = K|z, ...,x,,y]. Por lo tanto existen polinomios g, g1, ..., gs €

K|xy,...,x,,y] tales que

1= Zngz +g(x1..xpy — 1).
i=1

1

T1...Tn

Reemplazando y = tenemos que

- 1
1 :Zgz‘(%’--.,%, )fi(xl,...,xn).
i=1

T1...Tp

Sea N = méxi<;<s{deg,(g;)} entonces (x1...7,)Ng; € K[z1, ..., 2,] V1 <
i < s con lo cual (z1..2,)" =37 (x1..x)V i) f; € L.

Para demostrar la primera equivalencia, observemos que existe un
monomio en [ C K[z, ..., z,| < existe un monomio en I C K[zy, ..., 2,
con lo cual Vi« (I) = 0 < Vik«(I) = 0. Entonces por el Teorema 2.6.3
tenemos que

T(I) ={ord(z), z € Vis(n} =0 & Viee(n =0 & V(1) = 0.
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CAP{TULO 3
Variedades Tropicales

En este capitulo fijaremos el anillo ambiente como el anillo de poli-
nomios sobre los nimeros complejos, C[z] = Clzy, ..., z,] (que posee
la valuacién trivial ord(z) = 0 para todo z # 0). Para polinomios en
este anillo daremos en el Teorema 3.1.6 una formulacién equivalente a
la Definicion 3.1.7 de tropicalizacién de un ideal. Definiremos también
el concepto de base tropical (Definicién 3.2.2) y demostraremos que
todo ideal admite una (Teorema 3.2.9). Veremos que en ocasiones es-
tas bases pueden ser muy extensas (Teorema 3.2.10). En la Seccién 3.3
indicamos los métodos basicos para el calculo de bases tropicales.

3.1. Tropicalizacién de un ideal en C[z]

Comenzamos recordando la nocién de politopo de Newton de un
polinomio.

Definicién 3.1.1. Sea f € Clz]. El politopo de Newton de f, que
notaremos New(f), es la cdpsula convexa en R" de los vectores expo-
nentes que aparecen con los coeficientes no nulos de f.

Ejemplo 3.1.2. Sea f = 2?> + 2y + y + 1. Los exponentes que
aparecen con coeficiente no nulo son: (2,0);(1,1);(0,1) y (0,0). Por lo
tanto el politopo de Newton de f es la cdpsula convexa formada por
estos cuatro puntos (Figura 3.1).

En la primera parte de este capitulo consideraremos el inicial de
un polinomio f € Clz] respecto a w € R™ como la suma de todos los
términos de f que minimizan (w, -).

Observacién 3.1.3. Sea f = Y aqr® € Clz] y w € R". Recorde-
mos que segun las definiciones dadas en la seccién 1.1, face,,(New(f))
es el conjunto formado por todos los vectores & € New(f) que mini-
mizan el producto interno sobre todos los exponentes de los monomios
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L1)
(0.1) \

(0,0) (2.0)

FicuraA 3.1. Politopo de Newton del Ejemplo 3.1.2

presentes en f. Por lo tanto

ing(f) = Z Ao x”.

o€ facew, (New(f))ND

De esta observacion podemos concluir que
facew(New(f)) = {az} — an(f) = aaixai'

Segun la Definicién 1.1.6 el conjunto formado por los w € R™ para
los cuales face,(New(f)) = {«a;} forman el cono normal del vértice
a; de New(f). Como la dimensién del cono normal de una cara F' es
igual a n — dim(F) (ecuacién 1.1.7) podemos concluir que los vectores
w € R™ para los cuales el in,(f) es un monomio se corresponden con
los conos de dimensién maxima en el abanico normal de New(f). Por
lo tanto la hipersuperficie tropical 7 (f) es el esqueleto de dimensién
n — 1 del abanico normal del politopo New(f).

Ejemplo 3.1.4. Sea f = x®>+2y+y+1. La hipersuperficie tropical
T(f) es por definicién el conjunto de todos los w € R™ para los cuales
iny,(f) no es un monomio (Figura 3.2). Este conjunto coincide con el
esqueleto de dimensién 1 del abanico normal del politopo New(f).

Recordemos que dado un ideal [ y w € R™ el ideal inicial in, (1)
de I con respecto a w es el ideal generado por todos los polinomios
iniciales in,,(f) para todo f no nulo en I.

Lema 3.1.5. Sea I C Clz] y w € R™. Si para algin u € R™ se tiene
que z* € in,,(I) entonces % = in,(f) para algin polinomio f € I.
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ing () =x*+zy+v+1

ity (6 = 2 ¥

o Bl 2 s in, D=y ty

FiGUurA 3.2. Hipersuperficie tropical del Ejemplo 3.1.4

s

F
v

FicuraA 3.3. Esqueleto del abanico normal del politopo
de Newton del Ejemplo 3.1.4

DEMOSTRACION. Como z* € in,(I) tenemos que
= an iny(f;)
jed

donde J es un conjunto finito y f; € I Vj € J. Podemos suponer tam-
bién que los n; son monomios ya que de lo contrario podemos distribuir
iny(f;) en cada uno de sus términos. De esta manera tenemos que

2= mying(f;) = ine(nif;) = ine(Y_nif;)
jeJ jeJ jeJ’
donde J' = {j € J : w-peso(in,(n;f;)) = w-peso(z") = w.u}. Luego
tomando f = Zjej, n;f; € I tenemos que in,(f) = . O
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Segun la Definicién 2.6.1, si I es un ideal en C[zy, ..., x,] entonces
su variedad tropical 7 (I) es la interseccién se las hipersuperficies tro-
picales 7(f) donde f recorre todos los polinomios (no nulos) en I. El
siguiente teorema da una formulacién equivalente de 7 (7).

Teorema 3.1.6. Sea I C Clx] un ideal. Entonces

T(I) = {weR":in,(I) no contiene monomios}

= {weR": Vierya(iny (1)) # 0}.

DEMOSTRACION. Con respecto a la primera igualdad, la contencién
D es evidente; la contencién inversa C es una consecuencia del Lema 3.1.5.
La segunda igualdad es una reformulacién del Corolario 2.6.5 del capitu-
lo anterior. O

3.2. Bases tropicales

Definicién 3.2.1. Llamamos prevariedad tropical a una intersec-
cién finita de hipersuperficies tropicales.

Un problema bésico en geometria tropical es dado un conjunto fini-
to de polinomios fi, ..., f, € C[z] calcular la prevariedad 7 (f;) N ... N
T(f,) € R". La geometria de este problema se comprende mejor con-
siderando los politopos de Newton New(f;) N...N New(f.). En esta
secciéon demostraremos que toda variedad tropical es en realidad una
prevariedad, es decir, el ideal I tiene un conjunto finito de generadores

{f1, .-, fr} tal que
T =T(f)NT(f2)N..0T(f).

Definicién 3.2.2. Un conjunto de generadores F = {fi1,..., fr} de
I se denomina una base tropical de I si (\,_, T (f;) =7 (1).

Observacién 3.2.3. En todo lo que sigue, para adaptarnos a las
notaciones de los articulos [BJSST, HT], consideraremos el polinomio
inicial de un polinomio f € C|x] respecto a w € R" como la suma
de todos los términos de f cuyos exponentes mazimizan (w,-). Esto
corresponde simplemente a reemplazar w por —w, con lo cual todos
los resultados anteriores son véalidos (con los cambios obvios) con esta
nueva convencion.
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En principio no esta claro por qué todo ideal I tiene una base tropi-
cal finita. En [SS] se afirmé que cualquier base de Grébner universal
de I es una base tropical. Desafortunadamente esto no es cierto como
lo demuestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.2.4. Sea [ la interseccién de los tres ideales lineales (z+
y,2), (x+2,y), (y+z,x) en Czx,y, z]. Entonces I contiene el monomio
xyz, por lo tanto 7 (I) es vacia. Una base de Grobner universal de [ es

U={z+y+z 2%y +ay’ v’z +y2?, 2%z + 2%},

y la intersecciéon de las cuatro superficies tropicales correspondientes
en R? es la recta w; = wy = ws. Asi U no es una base tropical de I.

En el Teorema 3.2.9 demostraremos que todo ideal polinomial tiene
una base tropical. El siguiente Lema nos dice que es suficiente encontrar
algoritmos para calcular variedades tropicales de ideales homogéneos.
Sea "I C C[zg, 71, ..., 2] la homogeinizacién de un ideal I en C[z].

Lema 3.2.5. Sea I C Clz| y un vector w € R". El ideal ini-
cial iny,(I) contiene un monomio si y solo si in.)("I) contiene un
monomio.

DEMOSTRACION. Supongamos que z* € in, (). Entonces, por el
Lema 3.1.5, z* = in,(f) para algin f € I. El (0,w)—peso de un
término en "f es igual al w—peso del correspondiente término de f.
Por lo tanto ing. (" f) = x§z* € ingw)("I) donde a es un entero no
negativo.

Ahora supongamos que x* € in ) ("I) entonces z* = ing ., (f)
para algin f € "I. Sustituyendo zy = 1 en f obtenemos un polinomio
en I. El (0, w)—peso de cualquier término de f es igual al w—peso del
término correspondiente en f|,,—1. Como ing . (f) es un monomio,
solo un término de f tiene minimo (0, w)—peso. Este término no puede
cancelarse durante la sustitucién. Por lo tanto pertenece a in.,(I).

4

Sea in,(I) un ideal inicial de I. Si Cy,(I) € T (I) entonces in,, ()
contiene un monomio x™. Luego, por el Lema 3.1.5 debe existir un
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polinomio f € [ tal que ™ = in,(f). Llamamos a f un testigo para
Cy(I) si sucede lo siguiente:

int rel(C,(1))NT(f) =0.
El testigo muestra que Cy,(]) no esta en la variedad tropical.

Lema 3.2.6. Sean I C Clzy,...,x,], < un orden monomial y v €
R™ con v € C<(I). Sim € iny(I) es un polinomio v—homogeneo en-
tonces el polinomio f =m —m9=<"D € I y ademds in,(f) = m.

DEMOSTRACION. El polinomio m se reduce a 0 médulo G- (in,(I))
mediante el algoritmo de division. La base de Grébner G.(I) es la
misma que G- (in,(I)) por el Corolario 1.4.6 excepto que cada elemen-
to puede tener términos adicionales con menor v—peso. Aplicando el
algoritmo de divisién sobre m mddulo G- (I) podemos hacer la mis-
ma eleccion que para G- (in, (1)), reduciendo m a 0 mas términos adi-
cionales de menor v—peso. Como el resto es tinico, no importa el orden
en el que aplicamos el algoritmo, siempre obtenemos un tnico resto
m9=<U) de menor v—peso que el v—peso de m. Concluimos entonces
que in,(m —m9<) =m, O

Proposicién 3.2.7. Sea I C Clzxy, ..., z,,] un ideal homogeneo y w €
R™. Si in,(I) contiene un monomio entonces Cy,(I) tiene un testigo.

DEMOSTRACION. Sea ™ € in,(I) y < un orden monomial. Por el
Lema 3.2.6 y el Lema 1.4.7 el polinomio f := 2™ — (2)9%=« () satisface
f €1yin,(f)=a™. Para demostrar que f es un testigo simplemente
observamos que cualquier w’ en el int rel(C,(I)) nos hubiera dado la
misma f ya que in,(I) = in, (1) implica que in-,, (1) = in<(in, (1)) =
in(inus (1)) = in, (1) y G (1) = G, (] .

Observacion 3.2.8. Notar que el proceso realizado en la demos-
tracién anterior producira un testigo homogeneo.

Teorema 3.2.9. Todo ideal polinomial I C Clxy, ..., x,] tiene una
base tropical finita.

DEMOSTRACION. Comenzamos considerando el caso en el que [
es un ideal homogéneo. Para cada in, (/) que contenga un monomio
tomamos un testigo homogeneo. El conjunto finito formado por estos
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testigos junto con un conjunto finito de generadores homogéneos de [
forman una base tropical. Si I no es homogeneo podemos considerar su
homegeinizacién "I C Clxy, ..., z,] el cual tiene una base tropical ho-
mogenea B. Sustituyendo xg = 1 en la base ningtin término se cancela
y por el Lema 3.2.5 tenemos que

{0} x T(1) =T (") N ({0} xR") = () T(/) N ({0} x R") =

feB
(T (N0} xR) = ({0} X T(flag=1)) = {0} x [} T(flag=1)-
feB feB feB
Por lo tanto tenemos una base tropical. O

En [BJSST] se demostré que las bases tropicales pueden ser muy
extensas ain para ideales lineales. Sea I C Clz]| el ideal generado por
d formas lineales > 7 a;;z; donde i = 1,...,d y (a;;) es una matriz de
tamano d x n con coeficientes enteros y rango d. La variedad tropical
7 (I) depende solamente del matroide asociado a I. Este se conoce como
el abanico de Bergman del matroide. Los resultados sobre el abanico
de Bergman demostrados en [AK] y [S2] implican que los circuitos de
I forman una base tropical. Un circuito de I es un polinomio no nulo
f € I de minimo soporte.

Teorema 3.2.10. Para cada 1 < d < n existe un ideal I C

Clx1, ..., xn] generado por d formas lineales tal que cualquier base tro-

\ , . . 1
pical de formas lineales en I tiene como minimo —;— (d

) elementos.

DEMOSTRACION. Supongamos que todos lo menores de d x d son
distintos de cero. Equivalentemente, el matroide de I es d-uniforme.

Entonces hay ( circuitos en I, cada uno con soporte en un sub-

nedi1)
conjunto distino de (n — d + 1) elementos {zy,...,z,}. Como los cir-
cuitos de I forman una base tropical de I y cada circuito tiene soporte
de tamano n — d + 1, la variedad tropical 7 (I) estd compuesta por
todos los vectores w € R™ tales que susn —(n —d+1)+2 =d+1
menores componentes son iguales. Esta condicion es necesaria y sufi-
ciente para asegurar que ninguna variable x; sea el inicial de un circuito

con respecto a w. Consideremos un vector w € R™ que satisfaga

Wi, =W, = ... =w;, <min(w,; : j € {1,...,n}\{i1, ...ia}).
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Como w ¢ 7 (I) cualquier base tropical de I conformada por formas
lineales contiene un polinomio f tal que in,(f) € {xi,...,x;,}. Es-
to implica que f es uno de los d circuitos cuyo soporte contiene las
n — d variables x; con j ¢ {i1,...,i5}. El soporte de cada circuito
tiene tamano n — d + 1 con lo cual contiene (n — d + 1) distintos
(n — d)—subconjuntos. Hay (}) (n — d)—subconjuntos de {1, ..., 2,}

para cubrir. Luego cualquier base tropical formada por polinomios li-

nf; =1 (") elementos.

neales tiene como minimo i

O

3.3. Calculo de prevariedades tropicales y bases tropicales

En esta seccién resumimos y damos indicaciones bibliogréaficas so-
bre métodos efectivos para el caculo de bases tropicales de variedades
algebraicas.

Retomamos ahora el problema de calcular una prevariedad tropical
T(fi)Nn..NnT(f.) CR"

Definicién 3.3.1. Decimos que un conjunto S de poliedros en R"
representa al abanico F contenido en R™ si el conjunto de todas las
caras de los conos contenidos en S es exactamente F.

Para calcular una prevariedad tropical recordemos que para un
polinomio f la hipersuperficie tropical 7 (f) es la unién de los conos
normales de las aristas del politopo de Newton New(f) (ver Ejemplo
3.1.4). Luego si para cada vértice v de New(f) calculamos el conjunto
de todos las facetas del cono normal de v, la uniéon de estos conjuntos
es una representacion de un abanico poliedral cuyo soporte es 7 (f).

Un cono del abanico de Grébner C, () se puede representar por
el par (G<, (iny,(1)),G<, (1)) formado por bases de Grobner reducidas
marcadas donde < es un orden monomial. En una base de Grobner mar-
cada los términos iniciales aparecen resaltados. La ventaja de utilizar
bases de Grobner marcadas es que el peso w no necesita ser almacena-
do. Esto se debe a que, gracias a la ecuacién 1.3.5, para cualquier otro
vector w’ € R™ se tiene que

w' e Cu(I) <= Vf e g, (I):ing(ing(f)) =iny(f).
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Definicién 3.3.2. Si F; y F3 son abanicos poliedrales en R™ se
define su refinamiento comin como:

FiNFa = {C1 N Ca}ey,coyer x 7

Para calcular un refinamiento comin simplemente recorremos a
través de todos los pares de conos en las presentaciones de los abanicos
y calculamos su interseccién expresandolas luego en forma canénica. La
forma canénica hace mas facil la eliminaciéon de duplicados. Si necesi-
tamos calcular refinamientos de més de dos abanicos podemos aplicar
el procedimiento anterior repetidamente. Notar que la interseccién de
los soportes de los abanicos es el soporte del refinamiento comun de
los abanicos. Por lo tanto este procedimiento puede ser utilizado para
calcular intersecciones de hipersuperficies tropicales.

Calcular testigos es esencial para el problema de calcular bases tro-
picales. Recordemos que un testigo f € I para C,(I) es un polinomio
que verifica que 7 (f)N int rel(C,(I)) = (. El primer paso para calcular
un testigo es chequear si el ideal in,, (1) contiene monomios y si los tiene
calcular alguno de ellos.

La busqueda de monomios se puede realizar mediante la saturacién
del ideal con respecto al producto de las variables.

Definicién 3.3.3. Sea I C Klxy,...,x,] unidealy f € K[z1, ..., ;]
un polinomio. La saturacion de I con f es el ideal definido por

(I:f%°):={g9€ Klx1,...,x,]: gf™ € I para algiin m € N}.

Notemos que por Noetherianidad de Kz, ..., z,| tenemos que
(I:f°)=(:f™={:f™"=(:f™?) para algin m € N.

Observacién 3.3.4. I tiene un monomio <= (I : zy...2;°) = (1).

Combinando los procedimientos de chequeo de existencia de mono-
mios en un ideal y busqueda de testigos con métodos conocidos para
calcular el abanico de Grébner (ver [S], algoritmo 3.6) podemos ahora
calcular la variedad tropical 7 (I) y una base tropical para I. Simple-
mente para cada cono C del abanico de Grébner de I tomamos un
vector w en su interior relativo y verificamos si in, (/) contiene algun
monomio. Si no contiene monomios entonces C' C 7 (I). Si tiene algin
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monomio entonces buscamos un testigo f € I. Repitiendo este pro-
cedimiento con todos los conos obtenemos que la 7 (I) es la unién de
todos los conos C' del abanico para los cuales el w € int rel(C') cumple
que in, (1) no tiene monomios. Por 1ltimo, una base tropical de I es-
tard formado por un conjunto de generadores de I junto con todos los
testigos encontrados.

Este método puede no ser muy practico en general. La razon es que
la amplia mayoria de los conos del abanico de Grobner tipicamente no
pertenecen a la variedad tropical 7 (7).

Definicién 3.3.5. Sea F un complejo poliedral. Un camino a través
de caras de codimensién dos entre dos poliedros S,T" € F de la misma
dimension es una secuencia de poliedros en F

S=Py,..P,=T

de alguna longitud m + 1 tal que para cada i = 1, ..., m la interseccién
P,_1 N P; es una faceta de P;_; y de P,.

En [BJSST] se demostré el siguiente resultado.

Teorema 3.3.6. Sea I C Clzy,...,x,] un ideal primo. Entonces
T (I) estd conectado en codimensién uno, i.e., dos conos mazximales en
T(I) se conectan por un camino a través de caras de codimension dos

en T(I).

Bieri y Groves [BG]| demostraron que la variedad tropical de un
ideal primo de dimension d es un complejo poliedral puro de igual
dimensién. Por lo tanto para recorrer la variedad tropical solo necesi-
tamos atravesar sus conos maximales. El paso clave es poder pasar de
un cono maximal a otro. Por otra parte también necesitamos tener un
cono con el cual comenzar el recorrido.

Empleando el Teorema 3.3.6 y el método de caminata de Grobner
Speyer, Bogart, Jensen, Sturmfels y Thomas desarrollaron el primer
estudio detallado de algoritmos para calcular la variedad tropical de
un ideal primo. Para mayores detalles ver [BJSST].

Estos algoritmos fueron implementados por Anders Jensen en el
sofware gfan. El mismo se puede encontrar en la pagina

www.math.tu — berlin.de/ jensen/software/gfan/gfan.html.
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Referimos también a sus articulos [J] y [J2] para méas detalles.
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CAP{TULO 4
Variedades Tropicales por proyecciones regulares

En este capitulo, mejorando los argumentos presentados en [HT],
demostraremos que si eliminamos la hipétesis de que la base esté com-
puesta por formas lineales podemos encontrar bases tropicales con
considerablemente menos elementos (Teorema 4.1.1). Terminaremos el
capitulo demostrando el Teorema de extensién en su versién tropical
(Teorema 4.2.1).

4.1. Proyecciones y el teorema principal

Bogart, Jensen, Speyer, Sturmfels y Thomas iniciaron en [BJSST]
y [J] la investigacién para el cdlculo computacional de bases tropicales.
Como vimos en el capitulo anterior ellos demostraron que para 1 < d <

n existe un ideal lineal I C C|xy, ..., z,] tal que cualquier base tropical

n

1
m( d) elementos. Pero

de formas lineales en I tiene como minimo
Jhay bases tropicales con menos elementos?

En este capitulo veremos que si eliminamos la hipétesis de que la
base esté compuesta por formas lineales, podemos encontrar bases tro-
picales de I con considerablemente menos elementos. La demostracion

que seguiremos para esto es la presentada por Kerstin Hept y Thorsten
Theobald [HT].

Sea K un cuerpo dotado con una funciéon de valuacién no trivial
ord : K — T := R U oo. Hemos visto ya en la seccion 2.5 que esta
funcién puede extenderse a cualquier clausura algebraica K y a K™.
Recordemos que por la generalizacion del Teorema 2.6.3 la variedad
tropical 7 (I) de un ideal I < K[xy,...,x,] se puede definir como la
clausura del conjunto

ord V(I) = {(ord(z1), ...,ord(z,)) : z€ V(I)} CR"

donde V(I) representa el conjunto de ceros de I en (K*)".
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El siguiente Teorema es el resultado fundamental de este capitulo.

Teorema 4.1.1. Sea I < K|z1, ..., x,] un ideal primo generado por
los polinomios fi, ..., f;. Entonces existen polinomios go, ..., Gn—dim(1) €
I tales que

n—dim(I

)
(4.1.2) = (1 7T

Yy G :={fi,- [r,90, -, Gn—aim(r)} €5 una base tropical de I de cardinal
r 4 codim(I) + 1.

Observacion 4.1.3. En particular esto implica la cota de n + 1
polinomios en la representacién (4.1.2) independientemente de la di-
mension de [.

El Teorema es consecuencia de la técnica de proyecciones regulares
introducida por Bieri y Groves [BG]. El mismo puede verse como una
analogia tropical del Teorema de Eisenbud-Evans de la geometria alge-
braica clasica, el cual afirma que todo conjunto algebraico en el espacio
n—dimensional es la interseccién de n hipersuperficies [EE].

Sea I < Klzy,...,x,] un ideal primo de dimensién m. La idea
geométrica principal es considerar n — m + 1 diferentes proyecciones
racionales g, ..., Tp_m : R® — R™*! es decir m; es una aplicacién
suryectiva de la forma 7;(z) = Az con A € Q"> Veremos que si
se eligen estas proyecciones en forma adecuada se puede obtener que:

) = (=T =T (1)

y cada uno de los conjuntos 7; ' (m;(7 (I))) es una hipersuperficie tro-
pical.

Definicién 4.1.4. Sea I < K|[z1, ..., z,] un ideal. Consideramos la
imagen de la variedad tropical 7 (I) por una tnica proyeccién racional
7:R* — R™H
r — Azx

donde A es una matriz racional de rango maximo cuyas filas notaremos
como aW,...,a™) ¢ Q. Sea uV, ..., u € Z" con £ == n — (m +
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1) una base del complemento ortogonal del subespacio generado por

{aW,...,a™* D} es decir, del niicleo de 7.
Consideremos ¢ nuevas variables independientes Aq,...,\; y sea
R=Klxy,...,Tpn, A1, . .., \J. Para cualquier polinomio f € Klxy,...,z,],

2 . - : ¢ ,
sea f la composicién de f con la funcién definida por z; — x; Hj:1 A
es decir,

¢
N [€)) (J)
f(l'l,...,l'n,)\l,...,)\g):f(l'l||)\ju1 .Tnll)\u
j=1

Se define el ideal J, <« R como
—(feR:fel).

Lema 4.1.5. Sea I < K|[zy,...,x,] un ideal y 7 : R™ — R™ yna
proyeccion racional. Entonces

JﬂﬁK[ml,...,xn]gl.

DEMOSTRACION. Seap =Y, h; f; un polinomio en JNK [z, ..., 2]
con f; € I. Como p es independiente de A, ..., )\, tenemos que
p|)‘1 1A Zh‘)\l 1. A= lfl S —[
0

Lema 4.1.6. Para cualquier w € T(J, N K[xy,...,2,]) y u en el
subespacio (uM, ... u®) se tiene que w +u € T (J N K[z1,...,T,]).

DEMOSTRACION. Sea u = Z?:l psul? con py, ..., € Q. El caso
de p; € R se sigue tomando clausura.
Seaw € T(J.NK|zy,...,x,]). Como 7 (J,NK]|xy,...,x,]) es cerrado,
basta considerar el caso en que existe z € V(J, N K|xy,...,z,]) con
ord z = w.

Definimos y = (v/,y") € (K*)"** como
P, €)] P,
y = (v,y') = (th st smmd o .,t‘“‘*>

donde t € K tiene orden 1. Es facil ver que para cualquier f € I,
el punto y es un cero del polinomio f en el anillo R y por lo tanto
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y € V(J;). Luego, v € V(J, N K[z1,...,x,]). Més ain

¢ ¢ )
ord y/ = (wl_l_z :ujug])> s 7wn+z ujuff)) = w+z Iuju(j) = w+tu,
Jj=1 j=1

Jj=1

lo cual demuestra la afirmacién. O

Definicién 4.1.7. Llamamos a una proyeccién racional algebraica-
mente reqular para un ideal I si para cada i € {1,...,¢} el ideal de
eliminacién J, N K[zy,..., 2y, A1, ..., \;] tiene una base (finita) F;
con la siguiente propiedad:

en todo polinomio f € F;, los coeficientes h¥) de las potencias
de \;, cuando consideramos a f como un polinomio en \;,

d
(4.1.8) F=> N
=0
SON MONOMIOS €N X1, ..., Ty, A1y oy Nj—1-
Teorema 4.1.9. Sea [ < K[xy,...,x,] un ideal primo y 7 : R™ —

R™ ! una proyeccion algebraicamente regular. Entonces 1~ n(T (I)) es
una variedad tropical con

m7(T() = T(JNK[zy,...,7,]).

DEMOSTRACION. Sea w € 7 'w(7 (1)) o sea m(w) € w(7(I)). Co-
mo 7 (J, N Klxy,...,x,]) es cerrado, podemos asumir sin pérdida de
generalidad que existe 2/ € V(I) tal que m(w) = m(ord z’"). Entonces
existe u € (uV) ... u®) = ker(r) tal que ord 2’ = w + u.

Para cualquier f € I, el punto z := (2/,1) es un cero del polinomio
f € R, conlocual z € V(J,). Por lo tanto 2/ € V(J, N K[x1,. .., ,]).
Por el Lema 4.1.6 se tiene que w = ord z'+(—u) € T (J.NK[z1,...,z,])
también.

Sea ahora w € T (J, N K[xy,...,x,]). Otra vez podemos asumir
que existe un z € V(J; N K[zy,...,2,]) € (K*)" con w = ord(z).
Como la proyeccién es algebraicamente regular, los generadores del
ideal de eliminaciéon J, N K[xq,...,Zn, A1, ..., A;] tienen solo monomios
como coeficientes respecto a cualquier A;. Por lo tanto no se anulan en
ningin z € (K*)". Por el teorema de extensién (ver [CLO] ) podemos
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extender la raiz z inductivamente, a una raiz Z € V(J,) con la mismas
n primeras coordenadas (z1, ..., z,). La definicién de J, dice que

, e ) D O]

.— 1 1 n n
2= (221 B ZnBnt  Zs)

es una raiz de I con lo que ordz’ € 7T (I). Mas ain
¢
ord(z") = ord(z) + Z ord(Zps)u?
i=1

entonces w = ordz = ordz' + u con u € ker(m), lo cual significa que

ord(z) =w € m'n(T(I)). O

Siguiendo a Bieri y Groves [BG], identificaremos dos proyecciones
racionales m, 7' : R®" — R™! & kerm = kern’, ya que coinciden
salvo un isomorfismo lineal de R™*! (definido sobre Q). El conjunto de
todas las clases de equivalencia de proyecciones racionales 7 : R" —
R™*! est4 entonces en biyeccién con la Grassmaniana Gnm-1,(Q) de
subespacios lineales de dimensiéon n — m — 1 en Q" (o sea, todos los
ntcleos posibles, que es una variedad algebraica de dimensién (n—m —
1) x (m+1)).

El siguiente Lema muestra que el conjunto de las proyecciones alge-
braicamente regulares es denso en el conjunto de todas las proyecciones
reales 7 : R — R™+

Lema 4.1.10. El conjunto de las proyecciones racionales algebraica-
mente requlares ™ : R™ — R™H es un abierto denso de la Grassmania-

na Gn—m—l,n (@) .

DEMOSTRACION. Es suficiente mostrar que pueden elegirse gene-
radores M, ..., u® del ortogonal del subespacio generado por las filas
de A en el complemento de una unién finita de hiperplanos. Veamos
que para la eleccién de u®, solo tenemos que evitar una subvariedad

/-1

lineal de dimensién menor que n. Para ™, ...« podemos entonces

argumentar inductivamente.

A

Asumamos que I esta generado por fi, ..., f;. Entonces J, = (f;:
1 < j <'s). Para cualquier j, el polinomio fj es de la forma
. P P
fi= Z Cat®Ay T Ay T

OCE.AJ'
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con A; C Z" finito. Asi si miramos la expansién de f; como en 4.1.8
como un polinomio en Ay, todos los coeficientes son monomios si

S e £ 3 gl

para todo a, 8 € A; con a # 3. Por lo tanto tenemos que elegir u(®)
dentro del conjunto

ﬂ {u eR" : Zaiuy) =+ Zﬁiuy) para todo «a, 3 € A; con o # [} .
J

Luego el conjunto de las proyecciones algebraicas no regulares esta con-
tenido en un numero finito de hiperplanos. O

A continuacion consideraremos el conjunto de las proyecciones ge-
ométricamente regulares.

Definicién 4.1.11. Sea C' un complejo poliedral in R™. Una proyec-
cién 7 : R® — R™"! se denomina geométricamente reqular si cumple
las siguientes condiciones:

1. Para cada cara o de C' se tiene que dim(w(0)) = dim(o).
2. Si (o) C (1) entonces o C 7 para todo 0,7 € C.

Observacién 4.1.12. De manera similar a la demostracion del
Lema 4.1.10 se ve que las proyecciones geométricamente regulares son
densas en G,,_,—1,,(Q), més atn el conjunto de proyecciones racionales
algebraica y geométricamente regulares es denso.

Bieri y Groves demostraron que si [ < Klxy,...,x,] es un ideal
primo de dimensién m, entonces 7 (/) es un complejo poliedral de la
misma dimensién [BGJ. Mas ain, sus métodos demuestran que:

Teorema 4.1.13. (Bieri, Groves [BG|) Sea I < K|xy,...,z,| un
tdeal primo. Para cualquier conjunto denso D de proyecciones racionales
geométrica y algebraicamente requlares existen codim I +1 proyecciones
0, -, Teodim 1 € D tales que



Lema 4.1.14. Sea I < K|z1,...,x,) un ideal primo de dimension
m y 7 R* — R™ una proyeccion racional tal que

dimn(T(I)) =m

entonces 71w (T (I)) es una hipersuperficie tropical.

En particular si m es cualquier proyeccion racional geométricamente
reqular, 7= 1w(T(I)) es una hipersuperficie tropical.

DEMOSTRACION. dim7'w(7T (1)) = dimm(T(I)) + dimker 7 =
m+(n—(m+1)=n—-1
Por [BG]| sabemos que dim 7 (I) = dim I = m entonces si 7 es una

proyeccion geométricamente regular tenemos que

dimm(T(I)) =dimT(I) =m.

Estamos ahora en condiciones de demostrar el Teorema 4.1.1.

DEMOSTRACION. (del Teorema 4.1.1) Como el conjunto de las proyec-
ciones racionales algebraica y geométricamente regulares es denso en el
espacio de las proyecciones racionales, por el Teorema 4.1.13 tenemos
que existen codim I 4+ 1 proyecciones 7, ..., Teodim 1 tales que

codim I

T() = () = 'w(T().

Por el Teorema 4.1.9 sabemos que 7; '7;(7 (I)) es una variedad tro-
pical més aun por el Lema 4.1.14 sabemos que es una hipersuperficie
tropical. Luego por el 4.1.5 existe g; € I tal que 7, 'm;(7 (1)) = T (g;).
Obtenemos entonces que

n—dim

(I
T = () Tl
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4.2. El teorema de extensién tropical

Terminamos este capitulo con un importante resultado de la geometria
tropical.

Teorema 4.2.1. (Teorema de Extension, version tropical)
Sea I < K[xg,...,x,] un ideal y sea Iy = I N K[y, ..., z,) su primer
ideal de eliminacion. Para cada w = (wy, ..., w,) € T (1) existe wy € R
tal que w = (wg, wy, ..., wy,) € T(I).

DEMOSTRACION. Primeramente supongamos que w € ord (V(I)).
Entonces existe z € V(I;) con ord(z) = w. Sea G = {¢1,...,¢s} una
base de Grobner reducida de I con respecto al orden monomial lexi-
cografico con xg > x;, 1 < i < ny escribamos

deg,, 9i ;.
gi = hi(x1,...,2,)x, ° + términos de menor orden en .

Hay dos casos posibles a considerar:

Caso 1: z ¢ V(hy,...,hs). Entonces por el Teorema de Extensién

clasico existe una raiz Z de I que extiende z, por lo tanto ord(Z) =: w
extiende w.

Caso 2: 2 € V(hq,...,hs). Entonces w = ord(z) € T(H), donde
H = (hy,...,hs). Sea P = {p1,...,p;} una base tropical de I.

Si p; es uno cualquiera de estos polinomios entonces

degznp;j , .
pj = qj(z1,...,1,)3 """ + términos de menor orden en g .

Como G es una base de Grobner para el orden lexicografico, tenemos
que ¢;(z1,...,x,) = > kox®* € H. Por lo tanto el minimo

ming{ord(ky) + c1xy + -+ - + @z, }

se alcanza al menos dos veces en w ya que ¢; € Hy w e T(H).

(J

Podemos tomar wY € R negativo y con modulo suficientemente

grande para que todos los términos x7" --- a2y de p; con my <
deg,, p; tengan una valuacién mayor miw; + -+ + Mmuw, + mow(()j).
Asi el minimo de todas las valuaciones de todos los términos de p; se
alcanza al menos dos veces; este es

min{ord(k,) + a1 + -+ - + @, } + dega,p; - w(()j) .

(0%
Por lo tanto (w$”,wr, ..., w,) € 7 (pj)-
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Tomando wy = mmj{w(()j)} tenemos que w = (wy,...,w,) € T(I),
ya que P es una base tropical de I. De esta manera obtenemos la
extension deseada de w. Esto concluye con el caso 2.

Sea ahora w = lim;_ ., w® en la clausura de ord(V(I;)) y tomemos
un entorno compacto U, de w. Como 7 (I) es una unién de finitos
poliedros cerrados Fi,. .., Fy, existe R > 0 tal que para todo a € U,
se verifica que para todo j =1,..., N,

Fina o) #0 = F,na(a)n{aeR™/|ag| < R} £ 0

donde 7 : R" — R™ estd definida por m(xg, 21, ..., Tn) = (1, ..., Tn)-
Podemos suponer que w® € U, para todo ¢ y mds aun, como ya
vimos que existe una extensién w® € 7T (I), podemos suponer que
@@ = (W, D) con |w’| < R. Existe por lo tanto una subsucesién
que converge a un punto w € 7 (I). Por continuidad de la proyeccién
7 tenemos que 7(W) = w, como queriamos. O
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