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1. Introduccién

Consideremos el siguiente problema:

Un entero positivo n se dice congruente cuando es igual al area de un
tridngulo rectangulo de lados racionales. Por ejemplo el triangulo rectangulo
de lados 3, 4 y 5 tiene area 6 y por lo tanto n=6 es congruente. Los niimeros
congruentes fueron estudiados alrededor de 984 A.C. y luego por Fibonacci
en 1225 y por Fermat. Por ejemplo, Fermat probd que el 1, 2 y el 3 no

son congruentes. Fibonacci probd que el 5 lo es por el tridngulo de lados
(§ 20 41)

27376/
Un primer paso para estudiar el problema es la siguiente:

Proposicion 1 Sin € Z positivo es libre de cuadrados, entonces son equiv-
alentes:

(1) n es congruente: n = %b, donde (a,b,c) es una tripla Pitagorica.
(2) Existen tres cuadrados racionales en progresion aritmética con difer-
encia n.

(3) Eziste un punto racional en
Y2Z = X3 — n2X 2 (1)

distinto de (—n,0),(0,0),(n,0) yo=[0:1:0] (del plano proyectivo)

Demostracion: (1) = (2). Dados (a, b, ¢) sea x = <. Entonces (a=b)* b) —r—n
y —(azb)Q = x 4+ n por lo tanto x — n, x y x + n son cuadrados de numeros
racionales.

(2) = (1). Dados x tales que x —n, x y x +n son todos cuadrados, sean:

o - (o
b

C

Nl= D=

I
”'“+ +

Entonces a, b y ¢ son racionales y a? + b* = 2.

(2) = (3). Si x es el término medio de la progresion, entonces el producto
de los tres es 2 — n?z y es un cuadrado. Luego se satisface la ecuacién
(1) con el x (el término medio de la progresién). La progresién no puede
ser —2n,—n,0, —n,0,n, o 0,n,2n porque n es libre de cuadrados, luego
x # —n,0,n. Entonces se satisface (3).
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Mas adelante vamos a ver (3) = (2).

La ecuacién (1) que obtuvimos es lo que se llama una curva eliptica. Ya
veremos como extraer informacién de esta ecuacién, parte de la cual nos
orientard acerca de si un nimero es congruente o no.

2. Curvas Planas

Sea k un cuerpo. El plano afin sobre £ es k2. Un polinomio no constante
f € k[X, Y], sin factores repetidos en k[ X, Y], define una curva afin C sobre
k cuyos puntos sobre K, con K una extension de k son:

C(K) = {(z,y) € K*|(z,y) = 0}

La curva C se dice irreducible si [ lo es y geométricamente irreducible
si f es irreducible sobre k.
Un punto x = (z,y) € C: f(z,y) = 0 se dice singular si
Of(x) _0f(x) _

or Oy =0

En caso contrario, x se dice no singular. Decimos que C sobre k es no
singular si lo es en cada punto de C(k).
El plano proyectivo sobre k se define como

P2(k) = {[z: y: 2lx,y, 2 € k, (2,9, 2) # (0,0,0)
2y z]=[2" 1y 2] <= IN€k|(x,y,2) = (A, Ny, \2')}
Una linea o recta en el plano proyectivo se define como el conjunto
L(k)=A{[zx:y: z]|lar + by + cz = 0}

El plano afin k? tiene una inmersién natural en P?(k), la funcién que
manda (X,Y) en [X : Y : 1]. El conjunto que “se pierde” con Z = 0 es la
recta del infinito. Los puntos con Z = 0 se llaman puntos del infinito.

Decimos que un polinomio F' € k[X,Y, Z] es homogéneo de grado d si
cada monomio de F' tiene grado d. Esto sucede si y solo si:

FOOX,\Y,\Z) = NF(X,Y, Z)



El conjunto de los polinomios homogéneos de grado d en k se denota con
k[X,Y, Z],.

Sea F' € k[X,Y,Z]; polinomio homogéneo no constante. Identificamos
dos polinomios si son multiplos uno de otro. Aunque F' no se puede evaluar
en los puntos de P?(k) como una funcién, el conjunto:

C(k) ={lz 1y : 2] € P*(k)|F(z,y,z) = 0}

estda bien definido y se llama el conjunto de los k-puntos racionales de
la curva proyectiva C sobre el cuerpo k que queda determinada por el
polinomio F'.

Unpuntox =[z:y:z2] €C: F(x,y,2z) = 0 se dice singular si

OF(x) _ OF(x) _ OF(x)

ox dy 9z 0

En caso contrario, x se dice no singular. Decimos que C sobre k es no
singular si lo es en cada punto de C(k).

Queremos estudiar la curva C determinada por F(X,Y,Z) = 0 en un
punto [zo : Yo : 20].- Sea A una transformacién lineal inversible tal que
A(xo,%0,20) = (0,0,1). De este modo podemos trabajar en el plano afin
con

f(X,Y) = F(A™/(X,Y.1))

y para investigar como se comporta C cerca del punto [z : yo : 20|, bas-
tara estudiar como se comporta la ecuacién afin

f(X,)Y)=0
cerca del (0,0). Escribimos

donde cada f; es un polinomio homogéneo de grado j. La suma serd finita
porque f es un polinomio. Como f(0,0) = 0, fo = 0. Se ve que un punto es no
singular cuando f; # 0. En ese caso la ecuacion f1(X,Y) = 0 es la ecuacién
de la recta tangente a f en el (0,0). Si pensamos a f; como polinomio de tres
variables independiente de la tercera,

Lr=fioA



es la ecuacién de la recta tangente a C en el punto [z : yo : 2]

Mas general, si f; =0 Vj <[y ademds f; # 0, entonces decimos que
C(k) tiene multiplicidad [ en x y escribimos [ = mp(x).

Sea ahora C : F = 0, F' € k[X,Y,Z]; como antes, L : R = 0, R €
k[X,Y, Z]; una recta del plano proyectivo y x = [zg : yo : 20] € C(k) N L(k).
A es como antes y tenemos:

f(X,Y) = FAYX, Y1) = A(X.Y) 4 ...+ f4(X,Y)
r(X,Y) = R(AYX,Y,1))

Como 7(0,0) = 0, 7(X,Y) = bX — aY con a,b no ambos nulos. Entonces
¢(t) = (at,bt) parametriza a la recta. Luego,

f(o(t)) = filat,bt) + fo(at,bt) + ... + fa(at,bt)
= tfi(a,b) + t*fo(a,b) + ... + t*f4(a,b)

Hay dos posibilidades. Si fo¢ no es el polinomio identicamente cero, entonces
f(#(t)) tiene un cero de algin orden en t = 0 y este orden es

i(x,L,C)

la multiplicidad de interseccion de la recta £ y la curva C en el punto x. Si
f o ¢ es el polinomio nulo, diremos que i(x, £,C) = co. También definiremos
que i(x,L,C) = 0 en el caso en que x € C(k) N L(k). Se puede probar que
esta definicion no depende de la eleccién de la transformacién A.

En realidad la multiplicidad de interseccion se puede definir de un modo
méas general para dos curvas afines que no tengan una componente comun
que pase por X, y vale que

i(x,C, D) > me(x)mp(x)

pero a nosotros solo nos interesa trabajar el caso en que una de las curvas es
una recta, y entonces esta definicién es mucho mas manejable.

Supongamos ahora que X es un punto no singular de C y sigamos con la
notacion de antes. Tenemos,

i(x,L,C)=1 fi(a,b) #0

(a,b) & Lr(k)
Imagen(¢) € Lr(k)
L(k) Z Lr(k)

L no es la misma que L

I
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Entonces la recta tangente tiene multiplicidad de intersecciéon 2 o mas.
Cuando x es no singular con recta tangente con multiplicidad de intersecciéon
mayor que 2, se dice que es un punto de inflexion.

Se puede probar que

Proposiciéon 2 Supongamos que la caracteristica de k no es 2. Sea C una
curva plana definida sobre k por medio del polinomio homogéneo F' de grado
d>2yseax=[xg:Yo: 20 un punto no singular de la curva. Entonces x
es un punto de inflexion si y solo si det H(x) =0, donde

9%F 9*F 9%F
0X2 0X9Y 0X0Z
Pr OB BF

H(z0, Y0, 20) = oXoy 0y? 9Y0Z
0°F 0°F O2F
0X0Z 0OYoz 072 (z0,%0,20)

es la matriz Hessiana de F'.

Recordemos:

Teorema 3 (Bezout) Sea I € k[X,Y, Z], yG € k[X,Y, Z], que determinan
dos curvas planas C y D respectivamente. Entonces C(k) N D(k) es no vacio.
Mas atun, si suponemos que no tienen ninguna componente irreducible en
comin, entonces se intersectan sobre k en exactamente mn puntos, contados

con su multiplicidad de interseccion.

A efectos practicos, por lo que comentamos sobre la multiplicidad de
interseccion, lo que implica Bezout es que ambas curvas no pueden coincidir
en mas de mn puntos en el sentido siguiente:

Z me(x)mp(x) < mn

x€C(k)ND(E)

Entonces una ctibica no singular tiene al menos un punto de inflexion, pues
hay que considerar las intersecciones de

F(X,Y,Z) =0

det H(X,Y,Z) =0

Si la primera tiene grado d, la segunda tiene grado 3(d—2), y por el Teorema
de Bezout la interseccién es no vacia para d > 3.
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También por Bezout, cada recta intersecta a una cubica no singular en a
lo sumo tres puntos. Si tenemos que la cubica estd definida sobre Q y hay
una recta que pasa por dos puntos racionales de la cibica (contdndolos con
multiplicidad), entonces la recta corta a la curva en algin otro punto que
en principio esta definido en alguna extensién de QQ, pero resultard definido
sobre Q.

En efecto, si

FX,Y) =) a; XY € QX,Y]

y (x,y) es un cero de f definido en alguna extensiéon K de Q que podemos
suponer que es de Galois tomando la clausura normal, o € Gal (K/Q), vale
que

O=of(r,y) =0 <Z aijxiyj) = Z aij(ox) (oy) = flox,oy).

Entonces Gal (K/Q) actia sobre la curva C definida por f(X,Y’). Mas gen-
eral, si C; y Cy son dos curvas, entonces Gal (K/Q) estabiliza el conjunto
interseccion. En nuestro caso, la interseccion consta de tres puntos en algu-
na extension de Q. Hay tres casos. Puede ser que ninguno de los tres puntos
esté definido sobre Q. Puede ser que haya uno solo. O bien, puede ser que haya
dos. Sean x1,Xs y X3 los puntos en cuestién y supongamos que Xi,Xg estan
definidos sobre Q y x5 definido sobre una extensiéon K. Sea o € Gal (K/Q).
Si ox3 # X3, entonces por lo que acabamos de decir,

0X3 = X;

Para ¢ = 1 0 2. Pero x; estd definido sobre Q = ox3 definido sobre Q, = x3
definido sobre Q.

3. Numeros p-adicos
Una funciéon de un cuerpo k a valores reales se llama valor absoluto si
satisface:

(1) |r| > 0 con igualdad si y solo si r = 0.
(2) [rs| = [r[[s].
(3) [+ s[ < Jr[+]s|.



Por (2), |1.r] = |1||r] = |1] = 1 (tomando r # 0). Luego 1 = 1| =
(=1)(=1)] =|—1* = | — 1] = 1. De donde

rl=1|—-rl Vrek
Por (1), (3) y la propiedad anterior, (k,d) resulta un espacio métrico con
d(r,s) = |r — s|

El valor absoluto usual es un ejemplo de valor absoluto (general) en Q
pero hay otros.
Sea p un primo fijo. Cualquier racional r # 0 se puede escribir de la forma

rl,=p
y
0], =0
La definicién claramente satisface los puntos (1) y (2). Para ver (3), sea
0
s=p"—
z

conm € Z, w,z € Z, p fw, p fz. Entonces,

sl =p™"

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que m > n, o sea que |s|, < [r|,.
Luego,

LUz +p" T vw

r+s=p s

Vale p fvz. El numerador uz + p™ "ww es un entero que, al menos cuando
n = m, podria ser divisible por p, pero que no lo es cuando n # m. Entonces,

|7+ 3|p <p™"

con igualdad si n # m.
Es decir,



(3" |r+s|, <max{|r|,,|s|,} con igualdad cuando |r|, # |s|,.

Claramente (3') = (3), con lo cual |-|, es un valor absoluto. Se llama valor
absoluto p-adico. La desigualdad (3') se llama desigualdad ultramétrica.
Un valor absoluto que satisface una desigualdad ultramétrica se llama no
arquimedeano.

Diremos que una sucesién {a, } es fundamental o de Cauchy si dado € > 0,
dng = ny(e) tal que

| — anl, <, Vm,n > ng
La sucesién {a,} converge a b si
la, — b, <, Vn > ng(e)

El problema es que con esta métrica, Q no es completo. Por ejemplo con
p = 5, construyamos una sucesién {a,} que cumpla:

CL?L +1= 0mod5"

Ant1 = Gpmod sn
Digamos a; = 2. Supongamos que ya tenemos construido a,. Escribimos
(pi1 = Ay + ¢B" con ¢ € Z a determinar. Como

(an + C5n)2 +1= Omod5"+1

a2 +1+25"a,c+ 5"c* = 0pyq5nt1

de donde
2a,¢+ k = 0pmods

2
1 . .
donde k = agj € Z. Como 5 fa, se puede resolver la congruencia anterior

para algun c.
La sucesion que se obtuvo es fundamental con la métrica 5-adica pues
| —anls <57 Ym>n
Supongamos que a, tiende a un [ € Q. Entonces

a2 +1—12+1

Pero por construccion
az+1—0
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Entonces [ + 1 = 0 absurdo!

Vamos a completar a Q respecto de la métrica inducida por | - |,. Sea S
el conjunto de las sucesiones de Cauchy {a,} para |- |, con a, € Q. Entonces
S es un anillo con las operaciones:

{an} + {bn} = {an + bn} {ant{bn} = {anbn}

Una sucesién {a,} es nula si a, — 0. El conjunto N de las sucesiones
nulas es un ideal de S.

Sea {a,} € S pero {a,} € N. Se puede ver que hay al menos un N tal que
lay — anl, < |an|, para todo n > N. En efecto, supongamos que para todo
N existe un n > N tal que |ay|, < |ay — ap|,- Ahora bien, dado e € R > 0,
existe ng tal que Yn, m > ng, |a, — an|, < €. Con esto se sigue que YN > ng,
lan|, < €. Tomando € arbitrariamente pequeno sale que |ax|, — 0 lo cual es
absurdo pues {a,} € N.

Consideremos entonces N tal que
lay — anlp < lan|, Yn >N
entonces |a,|, < max{|ay|p, |an—an|p}. Pero como |ay|, > |a,—an/,, resulta
|anlp = lanl, VYR <N

Escribimos [{a,}|, = |an/|p-
Si a,, # 0 para todo n, es fcil ver que {a,'} € S. En efecto, |a, ' —a, !, =
fm=dn| Si ahora tomamos n,m > méax{NN,ng} donde N es como antes y
n“m
P
ng es tal que |a, — am|, < €lay |} para todos n,m > ng, entonces

-1
n

la,t —a ], = <€ VYn,m>mix{N,ng}

Veamos que N es un ideal maximal de 8. Si no lo fuera, estarfa contenido
en algun ideal maximal M. Existe un {a,} € M \ N. Entonces solo finitos
de los a, son cero y podemos reeplazarlos por algin racional no nulo (por
ejemplo por 1). Hacer esto es como sumarle un elemento de N, asi que
seguimos en las mismas condiciones que antes. Podemos suponer que a,, # 0
para todo n. Entonces {a,'} € S y por lo tanto {a,}{a,'} € M. Con lo
cual M = § absurdo!

Como N es maximal, S/N es un cuerpo.
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Consideramos

$»:Q—S/N
r—{r}

La funcién [{a,}|, en S induce una funcién en S/N que es claramente un
valor absoluto y coincide con |- |, en la imagen de Q. Finalmente, no es dificil
ver por el argunmento diagonal que S/N resulta completo.

Llamaremos Q, a S/N, el cuerpo que resulta de la completacion de Q
con respecto a la métrica | - |,

El conjunto de los a € Q, con |af, < 1 se llama el conjunto de los enteros
p-adicos Z,. Como la métrica es no arquimedeana, resulta un anillo:

|0‘|p7 |6|p <l= |O‘B|p <1 |aiﬁ|p <1

Un numero racional b estd en Z, cuando es de la forma b = ¥ con u,v €
Z, p Jv. Los nimeros € € Q, con |e|, = 1 son las unidades p-ddicas. Las
unidades son exactamente los elementos que verifican que €, ¢! € Z,. Todo
B # 0 en Q, es de la forma 3 = p"e con n € Z y € una unidad.

Lema 4 En Q, la serie Y, (3, converge siy solo si 3, — 0

Demostracion: Que la convergencia de la serie implica 3, — 0, es cierto como
en el andlisis real. Para el otro lado, notemos que

N M N
n=0 n=0 P n=M+1 men=

p

por una clara extensién de la desigualdad ultramétrica. Entonces {320 3.}
es fundamental y tiene un limite. ¢
Vamos a dar una descripcién mas precisa de Z,.

Proposicién 5 Los elementos de Z,, son las sumas

o0

> anp”

n=0

con
a, € S={0,1,...,p—1}
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Demostracion: Por el Lema anterior, la serie converge y su suma esta clara-
mente en 7Zj,.
Sea ahora a € Z,. Como Q es denso en Q,, existe un b € Q tal que

b—al, < 1.
Por otra parte hay un a¢ € S tal que
|CLO — b|p < 1.

En efecto, si [b|, < 1 basta tomar ag = 0. Si no, b = * con u, v coprimos con
p. Entonces se toma ag tal que ayv = Up0q,- Entonces,

a = agp + bag,
con |aql, <1, 0sea aq € Z. Y luego procedemos por induccién para obtener:
a=ay+ap+..+ayp” +ayptt

con ay € Zy. ©

Lo bueno que tienen los niimeros p-adicos es que muchas veces es mas facil
trabajar con ellos que con los racionales, por ejemplo si queremos encontrar
puntos en una curva, es mas facil ver si tiene puntos en los Q, que en Q.
La pregunta es que informacién nos aporta esto sobre las soluciones en Q.
Claramente si la curva tiene un punto en Q, entonces tendrd un punto en
cada Q,. Para la reciproca tenemos el siguiente

Teorema 6 (Hasse-Minkowski) Una condicion necesaria y suficiente para
la existencia de un punto racional en una curva de género 0 definida sobre
Q es que haya un punto definido sobre R y sobre Q, para todo primo p.

Ya aclararemos un poco mas que significa que la curva tenga género 0, por
ahora nos quedamos con la idea que son rectas y cénicas (mas precisamente
son las curvas birracionalmente equivalentes a rectas y conicas).

Una curva se dice que tiene soluciones en todos lados localmente cuando
tiene puntos definidos sobre R y sobre Q, para todo primo p. El Teorema se
llama principio local-global. Desgraciadamente, su validez no se extiende a
otras curvas, por ejemplo las curvas:

3X34+4Y2+523 =0

y
X417 =2Y?

Tienen soluciones en todos lados localmente pero no tienen soluciones racionales.
Esto sera relevante para nosotros mas adelante.
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4. Curvas Elipticas

Sea C una curva afin definida por un polinomio irreducible f(X,Y") sobre
un cuerpo k algebraicamente cerrado. Entonces si g(X,Y) € k[X, Y], define
una funcion

(z,y) = g(z,y) : C(k) — k
y estas son las funciones regulares en C. El anillo de las funciones regulares
sobre C es isomorfo a

k[l‘,y] = k[X’ Y]/(f(Xv Y))

Como (f(X,Y)) es irreducible, resulta un dominio integro. Se puede consid-
erar el cuerpo de fracciones k(z,y) y tenemos que

— 9(z.y) | ceros de h} —
(5.9 = DL€\ feeros de 1) — &

con f fh, es una funcién meromorfa.
Sea ahora C una curva proyectiva definida por un polinomio irreducible

homogéneo F(X,Y,Z) sobre k. Si G(X,Y,Z) y H(X,Y,Z) son polinomios
homogéneos del mismo grado y H no es multiplo de F', entonces

G(z,y,2)

H(z,y,2)

[x:y:z]—

es una funcién bien definida en C(k) \ {ceros de H}. Estas son funciones
meromorfas sobre C. Ademas, sea

klz,y, 2] = k[X,Y, Z]/(F(X,Y, Z)).

Se puede descomponer en sumandos de la forma k[z, y, z]4. Luego

k([L‘,y, Z)O = {% € k‘(l’,y,Z)Eld, tal que g7h € k[CC,y,Z]d}

es un subcuerpo de k(z,y, z) y sus elementos son las funciones meromorfas
sobre C.

Sea C una curva proyectiva plana sobre k un cuerpo perfecto (por ejemplo
de caracteristica cero o finito, que son los casos que nos interesan). Un divisor
D en la curva es una suma formal de puntos de la curva:

D:anx

xeC

14



donde x recorre todos los puntos de C y los enteros ny son cero salvo finitos.
Los divisores forman un grupo que se llama Div (C). La suma

S

xeC

es el grado de D.
Hay un orden parcial definido sobre los divisores. Decimos que

Z NyX > mex

xeC xeC

si
Ny > My

para todo x.
Sea f una funcién sobre C. Podemos asociarle un divisor,

(f) =D ordu(f)x

xeC

Donde ordy(f) = i(x, F,G) —i(x, F,H) si f = £ como antes.
Dichos divisores se llaman divisores principales. El conjunto de los
divisores principales se denota con Princ (C).

Enunciamos sin demostracion:
Proposiciéon 7 Cada divisor principal tiene grado 0

Denotamos el conjunto de los divisores de grado 0 con Div’(C).
El grupo
Pic (C) = Div (C)/Princ (C)

se llama grupo de clases de divisores. La clase de los divisores principales
esta incluida en lo que se llama la clase candnica, compuesta por los divisores
de los diferenciales holomorfos no nulos.

A cada divisor le asociamos el espacio lineal:

L(D) = {f funcién sobre C|(f) + D > 0}

Un divisor se dice definido sobre £ si queda fijo por la accion de I' =
Gal (k/k), o sea si nyx = ny, VX, 0.
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Finalmente, diremos que una curva C tiene género 1 si verifica:

0 si deg(D) <0
dimL(D) =< 1 si deg(D) =0
deg(D) sideg(D) >0

El género es un concepto complicado. Si la curva esta definida sobre un
subcuerpo de C y miramos sus puntos complejos, forman una variedad com-
pleja holomorfa de dimensién 1, lo que se llama una superficie de Riemann.
Esta resulta compacta y orientable y entonces es isomorfa a una suma de
toros. El género es entonces la cantidad de “agujeros” que aparecen, o sea la
cantidad de toros que estan sumados. El problema es si la curva esta definida
sobre un cuerpo finito, ahi no tiene sentido hablar de los agujeros. Entonces,
de modo mas general se define que el género es el nimero g tal que se cumple
el siguiente:

Teorema 8 (Riemann—Roch) Sea X una superficie de Riemann compacta,
D un divisor y W en la clase candnica de Pic (X), entonces existe un entero
g > 0 fijo que no depende de D y W que cumple:

dim L(D) = deg(D) + dim L(W —= D) — g+ 1

A efectos précticos, si X' estd dada por F(X,Y,Z) = 0 con F polinomio
homogéneo de grado n y no singular, entonces
(n—1)(n—2)
2

g:

y si F' es singular, el género sera menor que ese nimero.

La que dimos es la defincién abstracta de curva de género 1 que se deduce
del Teorema de Riemann—Roch.

Definimos curva eliptica sobre k como una curva de género 1 con un
punto distinguido, o, ambos objetos definidos sobre k.

Si C es una curva eliptica, hay una correspondencia entre el subgrupo de
las clases de divisores de grado 0,

Pic’(C) = Div’(C) /Princ (C)

y los puntos de C (todos definidos sobre k):
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Sea D un divisor de grado cero. Como la curva tiene género 1, se tiene
que dim L(D + o) = 1, entonces las funciones que cumplen que

(f)+D+0>0

son todas de la forma Afy, con A\ € ky fo fija. Como (fy) tiene grado cero,
hay un tnico punto x = x(D) tal que:

(fo)=x—-D-o

Mas atin, x(D;) = x(D3) si y solo si D; — Dy es un divisor principal. En
efecto, si L(Dy + 0) y L(Dy + o) estdn generados por las funciones f; y fo
respectivamente, y si x(D;) = x(Ds), entonces

(f2) = (f1) =x(D2) = x(D1) = D2 + Dy = Dy — Dy

y D1 — Dy resulta un divisor principal. Por otro lado, sea Dy — Dy un divisor
principal, digamos de una funcién fy. Asi como f; es un generador de L(D;+
0), fof1 lo es de L(Dy + 0). Se cumple

(fofr) = (fo) + (fi) =D1 —Dy+x(D;) —D; -0

y entonces x(Dy) = x(Dy).

Ademas todo punto x aparece de esa forma pues basta tomar D = x—o (y
eso da fy = 1). Como las clases de divisores de grado 0 tienen una estructura
de grupo, tenemos una estructura natural de grupo abeliano donde o es el
elemento nulo. Si escribimos

a+b=c

esto significara que el divisor a + b es equivalente al divisor ¢ + 0. Como o

esta definido sobre k, es claro que la ley de grupo también esta definida sobre
k.

Teorema 9 Supongamos que car(k) # 2,3. Entonces la curva eliptica (D, op)
es birracionalmente equivalente sobre k a una curva eliptica (C,0¢) de la for-
ma

Y2=X>+AX+B

Idea de la Demostracion: Por tener género 1, si miramos los divisores 20p y
3op, sus espacios lineales respectivos tienen dimensién 2 y 3. Las funciones
que tienen un polo de orden 3 en op y no tienen otros polos, son las que
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estan en L(30p) \ L(20p) (el segundo es subespacio del primero). Como los
espacios tienen distinta dimension, hay al menos una funciéon con un polo de
orden 3 en op y ningin otro polo, que la notamos como Y;. Analogamente,
hay una funcién X; con polo de orden 2 en op y ningtin otro polo. Si ahora
miramos las funciones:

17 lea X17 Y127 X127 Xfa levl

son siete funciones que tienen polos solamente en op y ademas el polo es de
orden a lo sumo 6. Como dim L(6op) = 6, estas funciones son linealmente
dependientes y entonces obtenemos una relacién de la forma:

cyle2 + Cpy Xq Y1 + Y1 = cmfo’ + cme 4+ X1 +c

Como Y y X3 son las tnicas funciones que tienen polo de orden exactamente
6 en la igualdad, se sigue que

Cyy = Caagx

Si fuera ¢y, = 0, nos queda una igualdad con una sola funcién con polo de
orden méaximo 5, X;Y; y por lo tanto ¢, = 0. Por el mismo razonamiento
se obtienen sucesivamente c,, = 0, luego ¢, = 0, ¢, = 0, ¢ = 0. Entonces
cyy 7 0y podemos suponer que es 1 dividiendo la ecuacién y obtenemos:

Yf + ClleYi + CL3Y1 = X:f + a2X12 + &4X1 + ag

Que se llama forma general de Weierstrass de la curva eliptica.
Si la caracteristica no es 2, se puede hacer el cambio de variables

(X0, Yo) = (X1,2Y1 + a1.X1 + as)
y queda una ecuacion de la forma:
Yi = 4X3 + by X7 + 204 X0 + bg
Si la caracteristica no es 3, se puede hacer el cambio de variables
(X,Y) = (36X + 3bg, 108Y))
y queda una ecuacién de la forma:

Y2 = X3 —27¢,X — bdcg
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La notacién de los coeficientes es standard. ¢
Llamaremos a la ecuacién de la forma:

Y2=X>+AX+B

forma candnica. A partir de ahora, salvo casos especiales trabajaremos con
esta ecuacion como ecuacion general de una curva eliptica definida sobre Q.

Convendria aclarar que punto del plano proyectivo corresponde a o en
este caso. Si lo pensamos en el plano afin por un momento, estamos diciendo
que la funcién f(X,7) = % tiene un polo alli, por lo tanto es un punto de
la recta del infinito. Al reemplazar por Z = 0 en la ecuacién proyectiva

Y?Z = X3+ AXZ%*+ BZ?

Obtenemos X = 0, luego no puede ser otro que el punto [0 : 1 : 0], al que
llamaremos también punto del infinito de la curva. Ademas, si construimos
el Hessiano de

F(X,Y,Z)=-Y?Z + X?> 4+ AXZ* + BZ?

nos da
6z + Az2 0 2Az2
H{(z0,%0, 20) = 0 =22 —2yo
2AZO —2y0 2A$0 + GBZO

(20,Y0,20)

Con lo cual el punto [0: 1 : 0] es punto de inflexién de la curva.

Proposicion 10 Sean dados tres puntos X1,Xs, X3 € C dada en forma canonica.
Entonces,
X1+ X9 +X3=0

si y solo si son colineales. En particular x = (x1,y1) = —x = (1, —¥1).

Demostracion: La funcion
IX+mY +n

Con I,m,n € k, m # 0, tiene un polo de orden 3 en o y ningtin otro polo. Si
Sus tres ceros son Xi, X, X3 entonces, segin la definicién:

X1+X2—|—X3:3O:0
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Sim =0, # 0, la funcién tiene un polo de orden 2 en o y los dos ceros seran
de la forma (z,y), (z, —y), que estan alineados con o, el punto del infinito.

Por otro lado, si se tiene que los tres puntos suman cero, consideramos
la recta que pasa por X; y Xy (si coinciden, consideramos la tangente a la
curva en ese punto). Esta intersecta a la curva en otro punto y, en virtud de
lo anterior:

X|+Xg+y=0
Pero entonces,
y = Xs.

o

A partir de esta proposicion, podemos describir la ley de grupo de la
siguiente manera. Si x,y € C, la recta que pasa por ambos intersecta a la
curva en un tercer punto que también estda definido sobre k y lo llamamos
xy. En los casos especiales interpretamos cada punto segin su multiplicidad,
por ejemplo si x =y, lo que tomamos es la recta tangente, etc. Entonces

X +y = o(xy)
En efecto, por la Proposicion,
xy = —(x+y)

y luego
o(xy) = —=(xy +0) = —(=(x+y) +0o) =x+y.

Esta interpretacion del grupo de la curva es muy importante porque se
entiende, es tangible. Podriamos haberlo definido asi desde un principio, pero
esto nos dificultaria algunas demostraciones que veremos mas tarde y ademas
la demostracion de que la operacién es asociativa es considerablemente com-
plicada en este caso, mientras que por el camino que seguimos es una conse-
cuencia trivial de la construccion.

4.1. Algunas Férmulas

Nos va a resultar 1til tener una férmula que nos diga como sumar puntos
en una curva del tipo

C:Y?Z =X+ AXZ*+ BZ?
Como ya observamos antes,

X| = (Ihyl) = —X; = ($1, —yl)
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4.1.1. Formula de Adicién

Sea x5 = (9, ¥y2) y queremos calcular x,y si:
x = (z,y), X = X1 + Xo

Si xo = —X1, tenemos x = 0. Si Xo = X es el caso de la férmula de
duplicacién que veremos mas adelante. Entonces podemos suponer

Xy # X1
La recta que los une es
Y=IX+m
donde
I Y1 — Y2 T1Y2 — T2l
= s m—= ——
xr1 — Ty xT1 — T2

Esta recta corta a la curva en x1,x2 y —(x1 + X2) = (z, —y).
Entonces las raices de

X+ AX+B—(IX +m)? = X* - 2X* 4+ (A - 2lm)X + (B — m?)
son 1,22 y x. Por lo tanto,
T4 x4+ x =10

y como
y=—lr—m

Concluimos,

1123 + 23wy — 2910 + A2y + 12) + 2B

€T =
(21 — 22)?
_ (Y2 — y1)T + 221 — T1Y2
4 1 — T2

4.1.2. Foérmula de Duplicacién

Ahora consideramos

(z,y) = x = 2% = 2(x1, 1)
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Si y; = 0, tenemos x = 0. Entonces podemos quedarnos con el caso:

y#0
Necesitamos la tangente
Y=IX+m
a la curva en x. Aca la pendiente [ debe coincidir con la direccién tangente
a la curva en el punto x. Para hallarla diferenciamos formalmente la curva:
2YY' = (3X* + A) X’
de donde
B 323+ A
2y
Entonces, por la férmula de adicion:

[

(322 + A)? — 81y}
4y3

x=10>—2xr, =

Para y necesitamos el valor de m:

2y — 323 — Azy —x3 + Az + 2B
m =y —lr, = =

2y, 2y,
Entonces
y=—lr—m
Concluimos,
rt —2Ax? — 8Bxy + A?
r =
4(z3 + Az, + B)
28 + 5Ax} + 20Bx? — 5A%x? — 4ABx; — A3 — 8B?
y =

(2y1)?

5. Resultantes
Sean

f(X) = a, X" +a, 1 X"+ ... +ag
g(X) = bp X" 4 by XM+ 4 by
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con a, # 0,b,, # 0, polinomios en A[X]| con A dominio de factorizacién
Unica.

Entonces
ag @1 -+ Qp—1 QA 0 0O --- 0
0 ag +++ Ap—2 QAp_1 (07% 0 cee 0
B o o0 --- 0 ag ar Q- Qy
[R(f,9)] = bo by - bpo b1 by 0 --- 0
0 bO e bm73 bm72 bmfl bm e 0
0 O bo b1 by b3 by,

se llama la matriz resultante y su determinante se nota R(f,g).

Proposicién 11 Sean f y g como antes, son equivalentes:

(1) f y g tienen un factor comin de grado > 0
af +bg = 0 para ciertos a,b € A[X] no nulos con deg(a) < m y

Demostracion: (1) = (2) Si u|f y u|g, f = bu, g = —au verifican.
(2) = (1) Factorizamos f y bg. Si (1) fuera falso, los factores de f de grado
positivo aparecerian en b y esto contradice el hecho que deg(b) < deg(f).
(2) & (3) Para a, b de la forma

CL(X) = Qo+ OélX + ...+ Oém_le_l
bX) = Bo+ X+ ..+ B X"
Tenemos
(O[Q...Oém_lﬂ()...ﬁn_1>[R(f, g)] = (Cocl...0n+m_1>
donde

a(X)f(X)+b(X)g(X)=c(X)=co+ 1 X + ... + Cppm X1

Existen a y b no triviales tal que ¢(X) = 0 si y solo si R(f,g) = 0. En
principio se obtienen a y b con coeficientes en el cuerpo de fracciones del
anillo pero se puede multiplicar por un niimero conveniente para eliminar los
denominadores.o
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Proposicién 12 Sean fy g como antes. Cuando R(f,g) # 0, existen a,b €
A[X] con deg(a) < m ydeg(b) < n tales que a(X) f(X)+b(X)g(X) = R(f,9)
(aca estamos pensando a R(f,g) como un polinomio de grado cero).

Demostracion: Como R(f,g) # 0, la férmula de los cofactores nos da:

[R(f,9)]' =R(f.9)"'[S(f,9)]

donde [S(f, g)] es una matriz con entradas en A.
Entonces, la primer fila de [S(f,g)] es:

(ao---amflﬁo---ﬁnfl) = (R(f7 g)? 07 70)[R(f7 g)]il

y definimos a(X) y b(X) como antes y funcionan. ¢
Si permitimos a,, = b,, = 0, claramente R(f,g) = 0. Si a, # 0y b,, =0,
tenemos
R(f7 g) = CLnR<f, g)
donde g = bm_leil + ...+ le + bo.
Si ahora consideramos

F = a, X"+ ...+ e, XY" ! 4+ aqY"
G = bp X"+ ...+ XY™ 4 py™

polinomios homogéneos, tendran un cero (X,Y’) # (0,0) en la clausura alge-
braica de A si y solo si R(F,G) = 0 (tomando la resultante respecto de la
variable X).

Proposicién 13 Si A = k[Xy,...X,] y si f y g son como antes con a; ho-
mogéneo de grado n — j y b; homogéneo de grado m — j, entonces R(f, g) es
homogéneo de grado nm.

Demostracion: Si a cada fila de la matriz [R(f, g)](tX1,...,tX,) la multipli-
camos por t™,t™1 ..t t" "1 .t en ese orden y luego a cada columna
le sacamos un factor "™ t"tm=1 _t en ese orden, obtenemos la matriz

[R(f, 9)](X1,..., X,) Entonces:
gt AR (f, g))(EX0, s 8X,) = IR g)] (X, 0, X))

Y entonces es homogéneo de orden

m+m)(n+m+1) nn+1) m(m+1)
5 —( 5 + 5 )znm
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Escribimos

FX) =an [T(X = ¢))

Q(X) :bmH<X_1/)k)

Si an, by, ¢4, Yy se toman como variables, R(f, g) es un polinomio en ellas
que se anula cuando algin ¢; es igual a algin . Luego

H (¢J - wk)‘R(fa g)(¢17 (RS ¢n7w17 777/}m)

Jk

pero como R(f, g) tiene que ser homogéneo de grado nm entonces es igual a
ese producto salvo una constante:

R(f.9) = 8] [ (65 =) =v]Lates) = S]] £(n)

Finalmente, si ponemos g = f', R(f, f’) se llama discriminante y se nota
A(f). El discriminante se anula si y solo si f y f’ tienen raices en comun que
es lo mismo que decir que f tiene alguna raiz multiple.

Por ejemplo, si f(X) = X3+ AX +B, A(f) = 4A3+27B%. f tendra todas
sus rafces simples sii 443 + 27B% # 0.

6. Teorema de Mordell

6.1. Descenso

Nuestro objetivo es probar el siguiente:

Teorema 14 (Mordell) El grupo F(Q) de una curva eliptica F' definida sobre
Q es finitamente generado.

Este Teorema también es conocido como el Teorema de la Base Finita o
el Teorema de Mordell-Weil.
La prueba se subdivide en dos partes:

25



(1) El “teorema de finitud débil”, que nos dice que el grupo
F(Q)/2F(Q)

es finito. La prueba se basa en la construcciéon de un monomorfismo de
F(Q)/2F(Q) en un grupo finito. La prueba es mas elemental si la curva
tiene un punto racional de orden dos, y por ello, solo estudiaremos este caso.
El caso general es analogo pero utiliza teoria algebraica de nimeros.

También debemos remarcar que la prueba no es constructiva en el sen-
tido que no nos proporciona quienes son exactamente los generadores de
F(Q)/2F(Q).

(2) El “descenso”. Si by, ..., b, son generadores de F(Q)/2F(Q) y a un
punto, entonces existe un by tal que

a—bs € 2F(Q),

o sea,

a = bs + 2c, ce F(Q) (2)

Nos fabricaremos una altura H que va a medir el “tamano” de un punto
a € F(Q). Lo que va a salir es que H(c) < H(a) si H(a) es mayor que alguna
constante K en la ecuacién (2). Y eso va a implicar que F'(Q) estard generado
por los bg y por una cantidad finita de a que cumplen H(a) < K.

Para entender esto mejor veamos la demostracién del Teorema de Fermat
para el caso n = 4:

Proposicién 15 (Fermat) La ecuacidn X* +Y* = Z* no tiene soluciones
enteras con X #0,Y # 0.

Demostracion: Es suficiente con ver que la ecuacién
X' 4vt=27

no tiene soluciones no triviales en los enteros. Supongamos que tenemos una
solucién no trivial, si la pensamos como

(iL‘Z)Q 4 (y2>2 — 22
asumiendo que (x;y) = 1 con x impar, y par, entonces existen enteros m y

n tales que

2 =m? —n?, y? = 2mn, (m;n) =1
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y como m? = z? + n? con x impar, obtenemos enteros p y ¢ tales que

m=p'+q¢*, w=p’—¢, n=2p (g =1

como ¥ es par, escribimos

(g)Q = — =pa0* + )
2 2

Como p, q v p*+¢* con coprimos dos a dos, cada uno de ellos es un cuadrado
y podemos escribir

Lo que hemos hecho es pasar de una solucién de z* + y* = 22 a una solucién
de r* + s* = 2. Veamos como estan relacionadas

Y 2
<§> =pa(p* +¢°) = r*s’(r" + s%)

entonces,

y = 2rsVrt + st

Si la nueva solucién fuera trivial, rs = 0 lo que implicaria que y = 0 y la
primer solucién seria trivial, absurdo. Entonces llegamos a una nueva solucion
no trivial que verifica r < y,s < y. O sea,

méx {|r|,|s|} < méx {|z|, |y|}

Este procedimiento no puede durar para siempre, pues solo tenemos finitos
nimeros enteros positivos para el valor de max {|r|,|s|} y llegamos a una
contradiccion. ¢

Analicemos el procedimiento de la demostracién. Si escribimos la ecuacion

original de la forma:
2\’ 2\*
a2 =1ty
Y )

Sean M = g, N = y% Escribiendo:
2
a = §N_uz
h = 4M
N—M?2
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N:b2+8a

4a?

Llegamos a b*> = a® — 4a. Haciendo la misma cuenta con r,s y t tenemos
d* = ¢ — 4.
Sea R = 7, luego,

Entonces,
N M z—x*  (m*+n®)—(m*—-n®) n 2%  2R?
oy 2mn T m riest R4
por lo tanto,
2 Ri+1 (52241 482 +16
a = = = =
N-M2T R =5 4% — 16¢

o sea que (a,b) = +2(c,d) en la curva F(X,Y, Z) = Y27 — (X3 — 4X7?).
Entonces el método del descenso en este caso pasa de un punto p € F(Q)
a un punto £4 € F(Q).

6.2. Teorema de la Base Finita Débil

Sean C y D dos curvas elipticas definidas sobre Q. Una isogenia es un
morfismo (funcién racional regular)

¢p:C+—D

definida sobre el cuerpo base que manda la identidad de C en la identidad de
D. Se puede probar que son suryectivas y homomorfismos.

Como ya dijimos, vamos a suponer que C tiene un punto racional de orden
2. Mediante un cambio admisible de coordenadas podemos suponer que

C:Y?Z - X(X*+aXZ+bZ% =F(X,Y,Z)

Siendo (0,0) el punto de orden 2. Para que sea no singular, el polinomio en
X no deberia tener raices dobles con lo que

b0, a®—4b#0
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Sea x = (x,y) un punto genérico de C o sea, z trascendente e y definido
por la relacion
y* = x(2® + ax + b)
El cuerpo Q(z,y) es el cuerpo de funciones de C sobre Q.
La transformacion
x—Xx=x+(0,0)

es un automorfismo de Q(z,y) de orden 2. Queremos encontrar el cuerpo fijo.
La recta por (0,0) y (z,y) es

X =tx, Y =ty

que intersecta a la curva C en los puntos (0,0), x y —x = (&, —7).
Reemplazando en la ecuacién original,

(ty)* = tx((tz)* +a(tz) +b)

2 = 2+ axt? + bat
(x,y) fijos. Sabemos que t = 0,1 verifican la ecuacién. Buscamos el tercer
valor de ¢.

b
ﬂﬁﬂ+&m¥—y%t+mg:x%@—1)G—Tﬁ)

Entonces,

T = —
x
by
=z

Los invariantes que podemos tomar son:

2 b 2
xr xr
p=y+y

Buscamos una relacién algebraica entre \ y




El segundo factor es igual a:

b 2
<x+5> —4b= (A —a)* —4b = \* — 2a\ + (a® — 4b)

por lo tanto
p? = AA* — 2a\ + (a® — 4b))

Podemos expresar x,y en funcién de A, p

)\%:géy:)\%x
x
b
A=z+a+—

x
Ho_y—g b
A2 g x

luego,
A+ H—a
xr = A2
2

Entonces la extensién Q(x,y)/Q(A, 1) es de grado 2, y por Teoria de
Gal ois, Q(\, ) es el cuerpo de invariantes. El punto (A, x) es un punto
genérico de la curva

D:Y?*Z - X(X?—2aXZ+ (a* —4b) 2% = G(X,Y, Z)
La funcién
¢p:C—D
dada por
X = (-Iay) == ()‘7ﬂ)

preserva la ley de grupo.

En efecto, sean a,b € C y sea f € Q(x,y) una funcién con polos simples
en ay b y ceros simples en o y a+ b. Sea f la funciéon que resulta de

conjugar f con la funcién x — %. Entonces ff € Q(\, 1) y claramente tiene
polos simples en ¢(a), ¢(b) y ceros simples en ¢p(a+b) y ¢(o) = o . Luego

¢(a+b) = ¢(a) + ¢(b)
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La ecuacién de D tiene la misma forma general que la de C. Repitiendo
el proceso con A y D, obtenemos p, o con

o = p(p* + dap + 16b);

y por lo tanto,

P o
5 - Z? n= E
es un punto genérico de C nuevamente.
Llamaremos
Y:Dr+—C

a la funcién dada por
A=A p)—E=(&n)

Los puntos que ¢ manda a (A, u) = (0,0) son exactamente los puntos
con y = 0 (que no son el (0,0), que va a parar a o) que son los de 2-torsién.
Entonces el kernel de (z,y) — (£, 1) es exactamente el conjunto de los puntos
de 2-torsion y el o. Con lo cual el morfismo debe ser la multiplicaciéon por
+2.

Ahora consideraremos el efecto de la isogenia
¢p:C—D
en los puntos racionales.

Lema 16 : Sea (u,v) € G(Q). Entonces (u,v) € ¢F(Q) si y solo si: o bien
u € (Q*)? o bienu =0, a® — 4b € (Q*)2

Demostracion: Si u # 0, se sigue de las observaciones anteriores especial-
izando A — u, u — v. El punto (0,0) viene de puntos de la forma («,0) con
a?+aac+b=0ya€Qsiysolosia®—4be (Q*)>20

Esto sugiere la funcion:

¢:G(Q) — Q/(Q)?

dada por
u(Q*)? siu#0
q((u,v)) = (a® —4b)(Q*)* siu=0
(Q)? si (u,v) =o0

31



Ademas,
v? = u(u? — 2au + a* — 4b) (3)

implica que
q((u,v)) = (u* = 2au + a® — 4b)(Q")* (4)

para (u,v) # o.

Lema 17 La funcion
¢:G(Q) — Q/(Q)?

es un homomorfismo de grupos.
Demostracion: Escribimos la ecuacion de D como:
V2 =UU?+ a,U + by)
Sea u; = (u;j,v;) ( =1,2,3) € G(Q) con
u; +uz +ug =0

Si los u; son iguales a o, no hay nada que probar.
Si solo uno de ellos es o, digamos u; = o, entonces ug = —ug y por la

definicién, g(ug) = g(us) y eso implica que g(u;)g(uz)g(us) = (Q*).
Si ninguno es o, estan en la intersecciéon de D con una recta de la forma
V=mU-+c
Si substituimos en la ecuacién de D, tenemos:
UU? + a1 U +b1) — (mU +¢)? = (U — uy) (U — uz) (U — us)
Mirando el término independiente,

Ui1U2U3 = 02

y eso implica que ¢(uy)q(uz)q(us) = (Q*)? a menos que alguno de ellos sea el
(0,0). En ese caso, digamos u; = (0,0), los otros no pueden ser (0,0) porque
sino uno de ellos seria o y ese caso ya lo consideramos. Como antes tenemos:

U(U? + ayU +by) — (mU + ¢)* = U(U — ug)(U — u3)
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Entonces U divide a (mU + ¢)* y = ¢ = 0. Luego:
U? + a U+ by —m?U = (U — uz) (U — us3)

Poniendo U = 0, nos da:

gz = by = a® — 4b.
o
Lema 18 La tmagen de

¢:G(Q) — Q/(Q)?

es finita.
Demostracion: Sin pérdida de generalidad,

a, € 7, b eZ

Un elemento de Q*/(Q*)? puede escribirse como r(Q*)? con r € Z libre
de cuadrados. Veremos que 7(Q*)? estd en la imagen de ¢ solo en caso que
T‘bl.

Supongamos que ¢((u,v)) = r(Q*)% Luego Js,t € Q tales que

W4 au+b = rs

u = rt?

por las ecuaciones (3) y (4). Si escribimos ¢t = L con {,m € Z, (l;m) =1
Reemplazando la segunda ecuacién en la primera,

Pt art’ +b = rs?
2+ ayrlPm? + bym* = rn?
donde n = m?s € Z.
Sea p primo tal que p|r, p fb;. Luego p|m y también p3|rn? pues p|n por
m|n y p|r. Entonces p3|r2l%, con lo cual p|l. Absurdo pues habiamos supuesto

(Ibm)=1.0
Juntando los lemas anteriores obtenemos:

Teorema 19 G(Q)/¢F(Q) es finito.
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Lema 20 Sean A, B grupos abelianos tales que
As B2 oA

con a, 3 homomorfismos de grupos tales que v = 3o a. Entonces se tiene la
sucesion exracta:

0 — B[B)/a(A[]) 2 B/aA D AJyA 2 A/BB — 0

donde Alyly B[] denotan los kernels de los morfismos «y y 3 respectivamente,
y ademds i1 e iy son inclusiones.

Demostracion: i; es inyectiva. En efecto, sea b € B[f3], con i;(b) = 0. Esto
ocurre si b € aA, y escribimos b = «(a). Pero 0 = §(b) = B(ala)) = v(a)
Entonces a € A[y],= b= a(a) € a(A[y]) = b =0 en B[f]/a(A[7]).

Imi; = Ker 3. Claramente 3(b) = 0 si b € B[3]/a(A[y]). Por otra parte
si b € Kerf, entonces 3(b) € vA. Escribimos 8(b) = v(a) = B(a(a)). Sea
c =b—ala). Luego B(c) = 0. b = c+ afa) = b = ¢ en B/aA. Pero
¢ € B[G]/a(A]y]), por lo tanto b € Im ;.

Im 3 = Keris. Es claro que si a € A verifica a € 3B, entonces a = [3(b)
para algin b € B y luego a € Im 3. Si a € I'm 3, se tiene que a = [3(b) para
algtin b € B y entonces @ = 0 en A/3B.

19 es suryectiva pues YA C BB. Y con esto hemos probado la exactitud
en todos los puntos de la sucesion. ¢

Corolario 21 F(Q)/2F(Q) es finito.

Demostracion: Consideramos el Lema anterior con

A=FQ), B=GQ), a=9 =1

Como G(Q)/oF(Q) v F(Q)/vG(Q) son ambos finitos por el Teorema
anterior, aplicamos el Lema y sale que F(Q)/2F(Q) es finito. ©

Ademéds hemos obtenido una forma de calcular F(Q)/2F(Q) a partir de
G(Q)/oF(Q)y F(Q)/v¥G(Q). En efecto por aplicacién del Lema nos queda:

F(Q)/2F(@Q) = (4(G(Q)/9F(Q)), F(Q)/vG(Q))

Si miramos con cuidado las ecuaciones de la demostracién del Lema an-
terior, podemos obtener mas informacién acerca de F/(Q)/2F(Q). En efecto,
probamos:
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Lema 22 El grupo G(Q)/¢F(Q) es isomorfo al grupo de los ¢(Q*)* € Q*/(Q*)?
tales que:

(1) ¢ € Z es libre de cuadrados y q|b;.

(2) La ecuacion

b
gl + a1 Pm? + (—1> mt = n?
q
tiene solucion con l,m,n € Z no todos nulos.
Mas ain, el punto (0,0) de G(Q) se corresponde con q = el producto de
los primos que dividen a by manteniendo el signo de b;.

Demostracion: En efecto, si tenemos [, m,n y ¢, podemos recuperar u como:

l?
U=

por las cuentas de los Lemas anteriores. Por el primer Lema acerca de ¢ y por
su construccion, ¢ resulta inyectiva sobre G(Q)/¢F (Q). Por lo tanto tenemos
un isomorfismo.

Si miramos el (0,0) su imagen es (a? — 4b)(Q*)? = b, (Q*)% ¢

Este Lema nos determina el grupo F(Q)/2F(Q). Desgraciadamente no
es tan util como podria suponerse pues al no tener un principio local-global
para las cuarticas, no tenemos un forma efectiva para decidir si tienen solu-
cién global o no. Entonces, aunque en algunos casos podemos determinar
F(Q)/2F(Q), en general tendremos un “error” generado por las cudrticas
que tienen solucién local en todos lados pero no tienen soluciéon global. Mas
adelante veremos esto en mas detalle.

Veamos algun ejemplo:

Consideremos la curva:

C:Y?’Z - X(X*+3XZ+52*) =F(X,Y,7)
Aplicando la funcién ¢ obtenemos la curva:
D:Y?Z - X(X*-6XZ-117*) =G(X,Y,2)

Para calcular G(Q)/¢F(Q): Buscamos los ¢| — 11. Sabemos que —11 le
corresponde al (0,0). ¢ = 1 es trivial. Si miramos ¢ = —1:

—I* —62m2 + 11m* = n?
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tiene solucion (I,m,n) = (1,1,2) y entonces

U=gog = —1, (u,v) = (-1,£2) € D

El caso ¢ = 11 no nos interesa si estamos buscando generadores, pues 11 =
(—=1)(—=11) y ya tenemos los puntos que corresponden con —1 y con —11. =

G(Q)/oF(Q) = ((0,0),(=1,2))

y son generadores “en serio”, ninguno de ellos estd en ¢F(Q).

Para calcular F(Q)/¢¥G(Q): Buscamos los ¢|5. Sabemos que 5 le corre-
sponde al (0,0). Como g = 1 es trivial, hay que ver que pasa con ¢ = =5y
q = —1. Si miramos ¢ = —1:

—P 4+ 3P%m? —5mt = n?
3 ,\7 11
— (l2 — §m2) — Zm4 = n?
y esto claramente no tiene solucién. Con ¢ = —5 tampoco va a haber solucion
pues si la hubiera como —1 = 5(—5)~! entonces habria solucién para ¢ = —1.
=
F(Q)/¥G(Q) = ((0,0))
Entonces,
F(Q)/2F(Q) = (¥((0,0)),¥((=1,2)), (0,0))
Calculemos:
¥((0,0)) =o
SN —6A-11 146-11 _4
p= A N -1 B
—11 11
c=ull-— BYa =2(1 T =24
p o
§=5=L n=g
=
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6.3. Alturas y Teorema de la Base Finita

Ahora vamos a pasar a ver la segunda parte de la demostracion del Teo-
rema de Mordell.
Seau = [ug : ... : u,| un punto del espacio proyectivo n-dimensional sobre
Q. Como las coordenadas son homogéneas podemos suponer sin pérdida de
generalidad que
uj € Z, (ug; ...;up) = 1.

La altura H(u) se define como

H(u) = mix {|u}

con la normalizacion anterior.
Si z € Q, escribimos

H{(x) = méx {|ug|, [ur[}

donde z = Z—‘l’ con Up, U; € Z coprimos.

Lema 23 (1) Sean D(Xo, X1), F(Xo, X1) € Q[Xo, Xi]n. Seau = [ug : uy] un
punto de la recta proyectiva racional, y supongamos que D(ug,u), E(ug, uy)
no se anulan. Entonces:

H(D(u), E(u)) < cH(u)"

con c independiente de u.

(2) Supongamos que la resultante de D y E es no nula. (Es lo mismo que
decir que no tienen ningin cero en comun en @) Entonces existe v > 0,
independiente de u tal que:

H(D(u), E(u)) = vH(u)"

Demostracion: Por homogeneidad, podemos suponer que
D(X07 Xl)7 E(X()) Xl) S Z[X07 Xl]
y que u = [ug : u1] estd normalizado. Tenemos:

[D(w)], [E(u)| < e(méx {|uol, [ua]})"
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para cierto c. Y entonces obtenemos (1).

Ahora supongamos que estamos en las hipétesis de (2) y sea R la re-
sultante. Entonces existen L;(Xo, X1), M;(Xo, X1) € Z[Xo, X1](7 = 0,1) ho-
mogéneos tales que:

L;D+ M;E = RX"'  (j=0,1)
Substituyendo por u en la ecuacion anterior, obtenemos:
Lo(ug, u1) D (ug, ur) + Mo(ug, ur) E(ug, u) = Rud™™!
L1 (ug, u1) D(ug, ur) + My (ug, uy) E(ug, uy) = Rui™™!
y deducimos que
(D(u); E(u))|(Rug"™"; Rui" ') = R

entonces cualquier divisor en comun estd uniformemente acotado independi-
entemente de u.
Ademas, como en la demostracién de (1), hay un ¢ tal que

|L;(w)], [M(u)] < ¢ (max {|uo|, |m )" (j=0,1)
Luego,
2¢/(max {|uol, |ur[})" ™" max {|D(uo, )], |E(uo, ur) |} = |Rlfuo*" =, | Rl ua[*"~

Por lo tanto,

I L. n
H(D(uo,w1), E(uo,u1)) 2 @maXﬂD(anul)’a | B(uo, ur)l} 2 55 méx {[uol, |ur[}
o
Sean ahora u = [ug : u1] y v = [vp : v1] dos puntos de la linea proyectiva.
Y sea
W = [ugvg : U1 + Ut : ugvq] = [wo : wy : wo

Lema 24
H(w)

N| =
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Demostracion: Supongamos que uy v ya estan normalizados. Es facil ver que
(wo; wy;we) = 1y entonces para la desigualdad de la izquierda es suficiente
probar que

. L .
max {[wol, [wal, Jwa[} 2 5 méx {Juol, [u |} méx {[vol, [v |}

Si los méximos de la derecha se alcanzan con el mismo subindice, ya esta. Si
no, podemos suponer sin pérdida de generalidad que estos son |ug| y |vi]. Si
2|upvg| > |ugv1| o bien 2|ujvy| > |ugwvy| listo, si eso no se cumple, entonces,

2|Uo| < |U1|, 2|U1| < |’U/0‘

=
|UO’U1| 2 4|U1U0|

Y lo que hay que probar es que
2|uguy 4 urvg| > |uguy |
Pero
2|upvy+uivg| > 2(Jupvy |—|urve|) = |uovr|+(Juovr |—=2|uive]) > |uovr|+2|uiv] > |ugvs|
La desigualdad de la derecha es inmediata pues:

lugve] < 2max {|ugl, |ur|} méx {|vo|, |v1]}

|ugvr + ugvol 2max {|ugl, |u1] } max {|vo|, |v1|}

<
<

juror| < 2miéx {|uol, |ua|} méx {|vol, [va[}

En el contexto de las curvas elipticas,
C:Y?’Z - (X +AXZ*+ BZ%) = F(X,Y,Z)

con A, B €7, 4A3+27B%+#£0,
Se define la altura de un punto x = (z,y) € C como la altura de la
coordenada X. O sea, si x = [z : y : 2], tenemos

H(x) = H(z,z2), (x # o)
H(o)=1
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Lema 25 Fristen constantes c1,7, > 0 que dependen solo de C tales que

=

(2x)
H(x)!

M < <c

Demostracion: Escribiendo x = (z,y), 2x = (x2,y2) tenemos

D(z)

To =

donde

D(X) = (3X%*+ A)? —-8X(X*+ AX + B)
E(X) = 4(X*+ AX + B)

La resultante entre 3X2+ Ay X3+ AX + B es 4A3+27B? # 0. La resultante
entre D(X) y E(X) es:

3
R(D.E) =6 ] D(r))
j=1
con § # 0 donde r; (j = 1,2, 3) son las raices de E(X).
Pero como 3X? 4+ A = (X3 + AX + B) = F(X),

R(D,E) = 5f[ (F'(r;))? = §(A(F))? = §(4A4° + 27B*)? # 0

Entonces se dan las condiciones del primer Lema con n = 4 si se lo aplica a
p—T0)
r=% 9

Lema 26 Sean x1,x2 € F(Q). Entonces
H(Xl + X2)H(X1 — Xz) S CQH(X1>2H(X2)2

donde co depende solo de la curva C.

Demostracion: Escribimos
X1 + X9 = X3

X1 — X2 = X4
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y X3 = (2, ;). Entonces
[1: 23+ 24 x3m4] = [W0 : W1 = w0
donde

wy = (952 - 951)2
w, = 2(1‘1372—’-14)(3?1 +ZE2) +4B
wy = 23735 — 2AT 39 — 4B(71 + T5) + A?

En efecto, por la férmula de adicion,

2
Y1 — Yo

3=\ —"— — X1 — T2
xT1 — T2

(yl+y2>2
Ty = | — — 1 — T2

1 — X9
de donde
T3+ x4 = (yliy% —2(x + 1)
(21 — 22)
2(x3 + 23) + 2A(xy + 22) + 4B — 2(w1 — 2)* (21 + 12)

(z1 — 22)?
(3 4+ 24) (w2 — 21)° = 2(25 + 23) + 2A(3y + 12) + 4B — 2(2% + 25 — z120(71 + 72))
= 2(.2311’2 +A)(£IZ’1 +x2) + 4B

Para ver ws:

2 2\ 2 2 2
_ i — Y 2 2(y1 +v3)
T3Ty = <(x1 — x2)2) + (21 4+ 22)° — (21 + 22) (01 = 1)?

2 2\ 2

— Y

R ) NG B RS U R
1 — 42

3 _ 43 1 Alr, — 2
(ml — $2)> + (2] = 23)? = 2(a1 + x9) (27 + 25 + A(z1 + 22) + 2B)
I1 — X9

= (24 2d) + 20+ A+ (27 — 222 — 22y + o) (28 + 23 + A2y + 22) +2B)

= (22422 + 2ix + A%+ 2A(22 + 22) + 24z 39 + 20119 (22 4+ 22) + (22 — 22)?
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—2(x1 + 22) (73 + 23) — 2A(21 + 32) — 4B (71 + 72)
= 2205 — 2Am w9 — AB(11 +x0) + A2+ (2] + 23)? + 27120 (23 + 23) + (22 — 23)?
—2(zy + m9) (25 + 23)
= 2725 — 2Am119 — 4B (2, + 19) + A?

Si se escriben z7 y x9 como cociente de ntimeros enteros, y se homogeniza,
se ve claramente que:

H(’wo, Wy, U)Q) S C3H(£C1)2H(.T2)2

Para algun c3. Por otro lado,
1
H(’wo, w1, U)Q) = H(]., Z3 -+ Ty, LL’3$4) Z 5H(I3)H($4)
por un Lema anterior. Y aca se deduce la afirmacion para ¢y = 2¢3. ©

Corolario 27
min {H(x; + x2), H(x1 — X2)} < ¢4 H (x1)H (x2)
donde ¢y = 02%.
Lema 28 Sea A\ dado. Existen solo finitos x € F(Q) tales que H(x) < A

Demostracion: Si x = (z,y) con H(x) = H(z) < A. Entonces z = {2 con
up, u1 € Z'y como |ugl, |ui| < A, entonces hay finitas posibilidades para elegir
a r = hay finitas posibilidades para x. ©

Ahora ya estamos en condiciones de probar el Teorema que queremos:

Demostracion (Teorema de Mordell): Por el Teorema Débil, F/(Q)/2F(Q) es
finito. Sean by, ...,bs € F(Q) representantes de las clases de F/(Q) médulo

2F(Q).
Sea a € F(Q). Existe un j tal que a+b; € 2F(Q) para ambas elecciones
del signo. Por el Corolario anterior, hay una eleccién de signo tal que

H(a+b;) < ¢,H(a)H(b;)
Como a =+ b; = 2¢, ¢ € F(Q),

H(a£b;) > 1 H(c)"

42



Por un Lema anterior. Juntando las desigualdades anteriores tenemos:

H(e)' < L H(a)H(b,) < nH()
1
donde o
k= —max {H(b;)}
M
Entonces o bien
H(e) < SH(a)

o bien )
H(a) < (16K)s = A

Se sigue que F'(Q) esta generado por los b, y los a que cumplen H(a) < A,
que son finitos por el Lema anterior. ¢

Hemos probado que F(Q) es un grupo abeliano finitamente generado
entonces podemos escribir:

FQ)~Z'aT

Donde T es un grupo abeliano finito, el subgrupo de torsién. El entero r se
llama rango de la curva.

6.4. Mas acerca de las Alturas

En analogia con un Lema anterior se puede probar que:
H(x1 + x2)H(x1 — X2) > 72 H (x1)*H (x2)°

Con v, > 0. Esto se debe a que los wg, ws, ws, pensados como polinomios en
x1, T, NO tienen ceros comunes en la clausura algebraica. En efecto wy = 0 =
r1 = Xy y entonces wy y wy se vuelven las funciones E y D respectivamente
de los Lemas anteriores que vimos que tienen resultante no nula. Por lo tanto
la desigualdad se obtiene como la segunda parte del primer Lema.

Podemos definir la altura logaritmica:

ho(x) = log H(x)
Ahora, por las observaciones anteriores,

|ho(x1 + X2) + ho(x1 — X2) — 2ho(x1) — 2ho(x2)| < ¢
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Para cierta constante c. En particular:
|ho(2x) — 4ho(x)| < ¢

Proposicién 29 Eziste una unica funcion h : F(Q) — R que satisface:
(1) h(x) — ho(x) estd acotada
(2) h(2x) = 4h(x)

Observacion 30 La funcion esta dada por

ho(27
h(x) = 1im 102X
n— oo 4n
Y se cumple h(x) > 0 con igualdad si y solo si x tiene orden finito. Ademds
{x|h(x) < A} es un conjunto finito para cada \.

Demostracion: Para la unicidad supongamos que tenemos la h que satisface
(1) y (2) con cota ¢ en (1). Entonces,

14" h(x) — ho(2"x)| = |h(2"x) — ho(2"x)| < ¢

Y luego

h 2n /
- 2422 <

Y entonces necesariamente h tiene que estar dada por la férmula de la Ob-
servacion anterior.
Habiamos dicho que

ho(2%) — 4ho(x)| < c (5)
Sin>m>0

h() (2”X) . h() (2mX>
4n 4m

n—1
|h0(2k+1X) — 4]’L0(2kX) ’
S Z 4k+1

e
3

3
—

C C
< g s 3,4

k=m

Entonces la sucesion es de Cauchy y existe el limite.
Ademés tomando limite en n, se tiene (1). El resultado (2) es claro de la
ecuacion b.
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También es claro que h(x) > 0 pues ho(x) > 0 ya que H(x) > 1.

Si x es de torsion entonces 2"x varfa en un conjunto finito. Luego hy(2"x)
estd acotado y h(x) = 0 al tomar el limite. Si x es de orden infinito, como el
conjunto {x|h(x) < 1} es finito, debemos tener h(2"x) > 1 para algin n y
entonces h(x) > 47" > 0.0

h se llama altura candnica.

Proposicion 31
h(X]_ -+ X2) -+ h(X]_ — X2) = Zh(Xl) + 2h<X2)

Demostracion: Es claro por la Proposiciéon anterior y por las observaciones
hechas antes de esta.o

Proposicién 32 Eziste una inica forma bilineal (x,y) e
que (x,X) = 2h(x). Esta forma desciende a F(Q)/T

positiva ahi.

en F(Q) que cumple
= 7" y es definida

Demostracion: Si la forma existe, tiene que estar definida por

(x,y) = h(x+y) — h(x) = h(y).

Esto nos da la unicidad. Para la existencia, la definimos asi. Claramente es
simétrica. Veamos aditividad en la primer variable. Usaremos varias veces la
Proposicion anterior.

(x,=y) = h(x =y) = h(x) = h(y) = =(h(x +y) = h(x) = h(y)) = = {x,¥)

Luego
(x+X,y)+{x —X,y) = h(x+x+y)+h(x—x+y)—h(x+x)—h(x—x)—h(y)—h(y)

=2h(x +y) + 2h(X) — 2h(x) — 2h(X) — 2h(y) = 2(x,y)
Intercambiando x con x obtenemos
(x+xy)—(x-%xy) = x+xy) +{&-xy) =2(Xy)

sumando,
(x+xy)=&xy) +&y)
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Entonces la forma es bilineal y positiva.
Luego cumple la desigualdad de Cauchy,

| {x,3) [* < 4h(x)h(y)

Si y es un punto de torsién, entonces h(y) = 0 y luego por lo anterior
(x,y) =0, por lo tanto,

0=(xy) =h(x+y) = h(x) = hy) = h(x+y) — h(x)

y entonces
h(x) =h(x+y)

Con lo cual h desciende a F(Q)/T. ¢

Sean Xy, ...,X, Z-base de Z" y sea ¢;; = (X;,X;). Lo que vimos es que la
matriz (¢;;) es semidefinida positiva.

Ahora queremos extender nuestra conclusion a que la matriz es estricta-
mente positiva.

Lema 33 (Minkowski) Si K es un conjunto compacto convexo de R" que
contiene al 0, es cerrado bajo los negativos y tiene volumen > 4", entonces
K contiene un miembro no nulo de Z".

Demostracion: Sea n un entero suficientemente grande como para que el
cubo C de centro 0 y lado 4n contenga a K. Supongamos que K no contiene
ningin elemento no nulo de Z".

Afirmamos que los conjuntos [ + %K con [ € Z" son disjuntos. En efecto,
sily + %kl =1y + %kz con [ # lo, entonces [} — Iy = %(kg — k1) € K por las
hipétesis, y esto es una contradiccion.

Si las coordenadas de [ son < n entonces [ -+ %K esta en C'. Por lo tanto,

(4n)" = vol(C) > Z@ vol (l + %K) > (2n)"vol (%K) = n"vol (K)

|coord(l)

y como vol(K) > 4" se llega a una contradiccién.o

Proposiciéon 34 Con la notacion de antes, (c;;) es definida positiva.
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Demostracion: Como es semidefinida positiva y simétrica podemos elegir una

base ortonormal de vectores
1 r

Ve,V
correspondientes a los autovalores
A > >2AN2>0

Supongamos que A, = 0. Identificaremos x = ) . m;x; con el vector (my, ..., m;)
Entonces,

<Z bkvk,Zblvl> ZbkblZv civh = ZAka
k l

Sea € el menor valor de h(x), para x ¢ T. Existe y es positivo pues
{x]h(x) < C} es finito. Sea K el conjunto compacto convexo de los vectores
columna:

e \?
{Zka max ]bk] < (T)\l)  br| < ]\/[}

donde M se toma lo suficientemente grande como para que vol(K) > 4".
Por el Lema anterior, K contiene un punto con coordenadas enteras no nulo

X = Zbkvk.
T r—1
- <Z bpo®, wal> =D b =) Mb
k l k=1 k=1

pues A\ =0

Y esto es una contradiccion. Luego A, > 0 y la matriz es definida positiva
estricta.o

La matriz (c¢;;) depende de la base elegida, pero no su determinante. Se
llama regulador eliptico de C al ntimero:

R = det((x;,x;))
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7. Los Puntos de Torsion

7.1. Reduccién de Curvas

La idea es, como ya dijimos, aproximar lo que pasa en Q con lo que pasa
en @, con la ayuda de la reduccion a los cuerpos finitos [F,,.

En general, la reduccién de un punto x = [z : y : z| del plano proyectivo
se hace de la siguiente manera: Se multiplica por un elemento de Q, a las
coordenadas para que

max {[2p, [ylp, |2]p} =1

Y entonces se reducen las nuevas coordenadas médulo p. Por la condicién
anterior, nos aseguramos de no obtener [0 : 0 : 0].

Para reducir una curva, se reducen los coeficientes haciendo antes el mis-
mo proceso que hicimos con los puntos (multiplicando por un elemento de
Q, de modo que el maximo valor absoluto de los coeficientes sea 1), pero esta
vez podria ser que la curva nos quede singular. Como las rectas también se
reducen de la misma manera, conservamos la ley de grupo en los puntos no
singulares de las ctbicas.

Ademas tenemos el siguiente

Lema 35 (Lema de Hensel) Sea f(Xi,...,X,) € Z[Xy,...,X,], y sea @ =
(aq,...,a,) € Z™ con la propiedad que para cierto m > 0,

f(a) = Omodp2m+r

conr > 1, y para cierto 1,

of \
(8X1> (CL) ?_é Omodperl-

Entonces existe un b € Z" tal que

= amod prn+7'

f(l;) = Omodp2m+r+1
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Demostracion: Consideremos la expansion de Taylor:

f(Xq,..., X,) = f(ay, ...,an)—I—Z < of ) (X; — a;)+ términos de mayor grado.
1 a

Sea b; = a; + hyp™*", h; € Z. Luego,

" /0
fby,....,b,) = flag, ..., an)—l—z (a)é‘)_hipm—i_r‘{’ términos divisibles por p?™?,

=1

Tenemos que elegir h; para que

g 8f m-+1r
flay,...;a,) + Zl <8Xi)ahip +

sea divisible por p?™* 1. Por las hipdtesis, sabemos que hay un k < m tal
k41

que p*| (%)7 para todo i, pero p"T* no los divide a todos. Serd suficiente

tomar los h; tal que satisfagan:

Omod pm+1—k:

n (2L
flay,...,ay) (axi>a

pk+m+r + Z pk h”
O

Teorema 36 Bajo las hipdtesis del Lema, existe un b € Zy tal que f (5) =0

Y b= Gppogpmt .

Demostracion: Aplicando el Lema, obtenemos, @10 € Z" tal que Qg0 =
Umodpr+1 Y [(@2m+2) = Omodpem+2. Aplicando de vuelta, obtenemos @oyp,t3 €
Z™ tal que Gz = @2t 2mod pmt2 Y f(@2m+3) = Opodpem+s. Continuando con
el proceso, llegamos a una sucesién

Ay A2m+2, A2m 43 -+

La sucesién es de Cauchy en Q, y sea b su limite. La funcién f : Z" — Z es
continua con la topologia p-adica y entonces

f(b) = f(h,gn a2m-§-7”) = H;H f(a2m+r) =0
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Sea
C:Y?’Z - X?—-AXZ? - BZ? = F(X,Y,Z)

una curva eliptica. Si p|A = 4A3 + 2782, la ecuacién es singular sobre F,,. Si
p fA, p # 2,3 se obtiene otra curva eliptica sobre F,,.

Podria suceder que p|A pero que sin embargo existe otra forma de Weier-
strass de C con reducciéon no singular. Por ejemplo,

X — pX, Y — p¥Y

manda la curva Y? = X3 + p*AX +p®B en Y? = X3 + AX + B, eliminando
una potencia p'? del discriminante.

Una ecuacién en forma de Weierstrass con coeficientes p-enteros se dice
minimal para el primo p si la potencia de p que divide a A no puede dis-
minuirse haciendo un cambio admisible de variables sobre QQ con la propiedad
que los nuevos coeficientes sean p-enteros. Es lo mismo que decir que no pode-
mos aumentar el valor de |A[,.

Una ecuacién se dice que esta en forma global - minimal de Weier-
strass si es minimal para todos los primos y los coeficientes son enteros. Pero
en este caso hay que considerar la ecuacion general con los a; por el caso de
p = 2y p = 3. Existe una forma de definir el discriminante para este tipo
de férmulas, que mediante cambios de variables coincide con el discriminante
usual salvo potencias (fijas) de 2 y de 3.

Veamos los distintos casos de reduccion. En una curva eliptica reducida
no hay mas de una singularidad, ya que si la caracteristica es distinta de 2,
se puede hacer un cambio para pasar la curva a la forma:

Y? =4X° 4+ 0y X + 204X + b = G(X)

las singularidades aparecen cuando el polinomio G tiene una raiz multiple,
y como es de grado 3, solo puede haber una raiz multiple. Para el caso de
caracteristica 2, lo deducimos mas adelante.

Sea (x,y) el punto singular. Trasladdndolo al origen se obtiene la curva:

Y24 XY +a3Y = X2+ aa X2 4+ ay X

(tomando en cuenta que ahora el (0,0) es un punto de la curva). Como las
derivadas respecto de X y de Y deben dar cero en el (0,0), se tiene que
as = a4 = 0.
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Nos queda
X} =Y 4 a1 XY — ap X?

Acé podemos mirar el caso de p = 2. Al derivar respecto de Y y de X e
igualando las derivadas a cero nos da ;X = 0y a;Y = X? y de acé sale que
el tnico punto que puede ser singular es el (0, 0).

Factorizando

X? = (Y —aX)(Y — pX)

donde o, 3 € k. En el caso en que a = (3, decimos que el (0,0) es una
cuspide. En caso contrario es un nodo, que pude ser partido si o, 0 € k o
no partido en caso contrario.
Podemos parametrizar nuestra curva haciendo pasar rectas por el punto
(0,0). En efecto, la recta
Y =IX

intersecta a la curva en (0,0) y en (I + ail — ao, > + a11> — asl). Entonces
obtenemos una parametrizacion:

Proposicién 37 Si C es una curva eliptica singular dada en forma
Y2+ a XY = X%+ a, X7

la funcion:
t— (£ 4 art — ag, t* + ait* — ayt)

manda k\{«a, B} uno a uno sobre F(k)\{(0,0),0}. Si estamos en un cuerpo
finito de q elementos, esto nos muestra que el cardinal de F(k)\ {(0,0)} en
cada caso es:

q caso cuspide
q—1 caso de nodo partido
g+ 1 caso de nodo no partido

Demostracion: X =0 daséloY =01y (0,0) es singular. Entonces cualquier
punto no singular distinto de o cumple Y = tX para un tnico t € k. Sub-
stituyendo en la curva nos da la parametrizaciéon. Para excluir X = 0 de la
imagen, tenemos que sacar las raices de 2 +a;t —as, que son ay 3. Si X =0
no esté en la imagen, la funcién es uno a uno pues t = % La tabla sale de
volcar toda esta informacion.o
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7.2. Curvas Elipticas sobre Q,

Sea
C: YQZ—(X3+AXZ2+BZ3) =F(X,Y,2), A, B € Q,, 4A3427TB* 40

Después de un cambio de variables se puede suponer que los coeficientes estan
en Z,. Se puede reducir la ecuacién médulo p, considerando los coeficientes
en IF,. Se obtiene una funcién de reduccion:

F(Qp) — F(Fp)

X — X

Sea
F°(Q,) = {x € F(Q,)[X es no singular}

Tenemos entonces la misma funcién pero restringida a F°(Q,).
—0
F(Qp) — F (F,)

Es un homomorfismo, pues si x; + X3 + X3 = 0, entonces hay una recta
que pasa por los tres puntos y reduciendo todo moédulo p, en el caso en que
sean no singulares tenemos definida la operaciéon de grupo y entonces vale
X1 + X2 + X3 = 0. Ademas el homomorfismo es suryectivo por el Lema de
Hensel. Sea F'(Q,) su kernel.

Definimos

x
Q) = {X < Fl(@p”; Ganp}
Teorema 38 La filtracion

F(Q,) D F(Q,) > F'(Q,) D ... D F*(Q,) D ...

tiene las siguientes propiedades:
(1) El cociente F(Q,)/F°(Q,) es finito.
(2) La funcién x — X define un isomorfismo F°(Q,)/F'(Q,) — FO(FP).
(3) Paran =1, F*(Q,) es subgrupo de F(Q,) y la funcion x — p™"3 es
un isomorfismo F™(Q,)/F"™(Q,) — F,.
(4) M, F"(Qp) = o.
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Demostracion: (1)Vamos a probar que F(Q,) tiene una topologia respecto
de la cual es compacto y F°(Q,) es un subgrupo abierto. Como F(Q,) es
unién de las coclases de F°(Q,), se seguird que tiene que haber una cantidad
finita de tales coclases.

Consideremos Q, x Q, x Q, con la topologia producto, @;’, \{(0,0,0)} con
la topologfa inducida como subespacio, y P?(Q,) con la topologia cociente

Q,\ {(0,0,0)} — P*(Q,)

Entonces P*(Q,) es la unién de las imdgenes de los conjuntos Ly X Ly X
Ly, Ly X Ly XLy, Ly X Ly x 7L, cada uno de los cuales es compacto y
abierto. Entonces P?(Q,) es compacto. El subconjunto F(Q,) es cerrado, por
ser los ceros de un polinomio. Con esta topologia dos puntos que estan cerca
tienen la misma reduccién médulo p. Entonces F°(Q,) es la interseccién de
F(Q,) con un subconjunto abierto de P?(Q,).

(2) Ya vimos que es suryectivo y aplicamos el Primer Teorema de Isomor-
fismos de grupos.

(3) Sea (z,y) € F'(Q,), entonces claramente y & Z,. Sean

r=p 'z, Yy=p “y1 con xy,y; € unidades de Z,.

Reemplazando en la ecuacion,

p Pyl =p 2} + Ap "1 + B

Tomando |- |, en ambos lados, —2s = —3r, y como son enteros, r = 2n, s =
3n. El n tiene que ser positivo pues en caso contrario, z,y € Z, y no podria
estar en el kernel. Llamaremos nivel de (z,y) al n. El nivel de o es oo.

Por todo lo anterior, si x = [z : y : 2] € F*(Q,) \ F""(Q,), podemos
expresar x = [p"x1 : Y1 : p*"21] con x1,y1, 21 € Zyp, y; unidad de Z,. Se tiene

Pyt = pat + Ap™aei 27 + Bp”'z)
Entonces el punto xo = [Z71 : 71 : Z1 estd en la curva:

Co:Y*Z - X?=Fy(X,Y,2)

Como y; # 0, X es no singular en Cy. Pensando en la ley de grupo en términos
de cuerdas y tangentes, la funcién

F*(Qp) — Fo(Qp)
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X — X

es un homomorfismo. Su kernel es F"*1(Q,), que entonces es un subgrupo,
y se sigue del Lema de Hensel que su imagen son los puntos no singulares de
FO(@p)a pero

Fo(Q,) \ {puntos singulares} — F,

T
X — —

Yy
es un isomorfismo. En efecto, si X1, Xo, X3 estan alineados en la curva, pasan
por la recta Z = [X + b y por lo tanto x, xo, x3 son las raices de

IX+b=X3

entonces, r1+zo+x3 = 0. Ademés, si x = [5 21 ﬂ, —X = [_7“3 1 _71] , en-
tonces x — £ es morfismo, y resulta suryectivo pues se deduce de la ecuacion

de la curva reducida que

(dado un valor en F, no nulo debemos tomar x tal que su inverso sea igual a
ese valor elevado al cuadrado, por otro lado si el valor es cero, debemos tomar
x = 0). De esta cuenta también sale que es inyectiva ya que la igualdad de
imédgenes implica la igualdad de los x y de ahi sale el y por una cuestion de
signos.

(4) Si x € N F*(Q,), entonces z = 0, y # 0 (por x € F*(Q,)). Por lo
tanto, o bien z = 0, o bien y* = Bz? pero como z tendria que ser divisible
por p e y no (para que [x : y : z] reduzca a o médulo p), se llega a una
contradiccion, = z = 0 y listo.o

Para x € F*(Q,), definimos

utx) = {

Notemos que |u(x)[, = p~" si x tiene nivel n.

six = (z,y) # 0
six=o0

Ow |8

Lema 39 Sean x1,xs € F'(Q,), entonces

Ju(xs +x2) — u(x1) — u(xo)], < méx {Ju(x)lp, [ux)lp}
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Demostracion: Podemos suponer que ninguno de X1, Xs, X1 + X3 €S 0 porque
esos casos son triviales. Sin pérdida de generalidad,

u(x1)lp > u(x2)lp

Sea n el nivel de x;. Vamos a trabajar con la curva Cy definida antes donde a
x = [p"xy : Y1 : pP"2z1], lo mandamos al xg = [71 : y; : 21]. Como ninguno de
los puntos x;, Xy va a parar al punto singular (0,0) de Cy, entonces la recta
que une Xig, Xag es de la forma

Z=IlX+mY
con |l|,,|m|, < 1. Escribimos que x;, Xz estdn en la recta:
p "7 =Ip "X +mY

0 sea,
7 = Ip*" X +mp*Y
Esta intersecta a C en
0 = =Y?(Ip™X +mp™Y) + X° + AX(Ip* X + mp™Y )* + B(Ip*" X + mp>Y)?
= X3+ XY + XY+ ¢Y?

cs = 1+ APp"™ + BPp™
o = 2Almp°" + 3BPmp™
Entonces,
lesly =1 lealp <p™™"
Las raices 2 de la ecuacién cibica anterior son —u(x; + X2), u(x1) y u(x2).

Como su suma es ;—‘f, se sigue el resultado. ¢

Corolario 40
[u(sx)]p = [8]plu(x)]p

para todo x € F1(Q,) y todo s € Z.

95



Demostracion: Por induccién, para s > 0 tenemos,
Ju(sx) — su(x)], < [u(x)[;

Si la igualdad no fuera cierta, el miembro de la izquierda es igual a max {|u(sx)|,, [su(x)|,}-
Entonces sale que

[slplu()], < [u(x)[-

Como |u(x)[, < 1, esto es absurdo a menos que p|s y en ese caso con s = p
también es absurdo. Luego |u(sx)|, = |su(x)|, para p /s y para s = p.
Entonces se aplica induccién para conseguirlo para las potencias de p, y
luego induccién en k para conseguirlo para el caso s = kp' con p fk. Para los
negativos es claro porque | - |, no se influye por el cambio de signos. ¢

Corolario 41 F'(Q,) es libre de torsidn.
Demostracion: En efecto, si x € F'(Q,) es de orden k, vale
0 = [u(o)], = [u(kx)|, = [k|p|u(x)],

Luego u(x) = 0 = x = 0 pero como x € F''(Q,), entonces z tendria que ser
0 y eso implica que X = 0. ¢

Corolario 42 Supongamos que p # 2, [4A® + 27B?|, = 1. Entonces el sub-
grupo de torsion de F(Q,) es isomorfo a un subgrupo de F(IF,).

Demostracion: Como F(Q,) = F(Q,),
F(F,) = F(Q,)/F'(Qy)

donde F'(Q,) es libre de torsién. o

7.3. Torsién Global
Teorema 43 (Lutz—-Nagell) Sea

Y:Z — (X} + AXZ* + BZ3%) = F(X,Y, 7)

una curva eliptica no singular y T' su grupo de torsion. Six =[z:y:1] €T
entonces x,y € Z y ademds, o bien y =0, o bien y*|A = 4A3 + 27B2.
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Demostracion: Sea (x,y) de torsién. Como F(Q) C F(Q,), tenemos que
x,Yy € Ly Vp

entonces
x,y € 2.

Sea ahora p primo distinto de 2, p JA. Por el Corolario anterior o por
el Teorema de Mordell, el grupo de torsiéon de F'(Q) es finito. Variando los
p podriamos restringir considerablemente el orden. Pero lo que hacemos es
buscar los puntos de torsién directamente. Si 2(z,y) = o, entonces y = 0. Si
no 2(z,y) = (z1,y1) también es de torsion y tiene sus coordenadas enteras.
Como

L322+ AN\ (32 + A)?
~ 4(z3 + Az + B)
y entonces y* = 23 + Ax + B divide a (3z% + A)2.
Pero, pensando en la resultante de F/,
(BX? +4A)(3X2+ A2 = 4A + 27B2 s axsn
y por lo tanto,
y*|(4A® + 27B%)

como queriamos. ¢

Debemos agregar que hay resultados mas fuertes sobre el grupo de torsién
de un curva eliptica. Por ejemplo, Mazur determiné que todas las posibili-
dades para el grupo de torsién son:

Z/nZ 1<n<10 o n=12

7]27 & Z/2nZ 1<n<4

y todas ellas aparecen.

8. Una Cota para el Rango

Sea C una curva eliptica con un punto de orden 2 racional, o sea de la

forma
Y?=X(X?+aX +0)
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Podemos suponer que a,b € Z. Entonces si las otras raices son a y g3, el
discriminante es

A = (a— B)%a*B? = (a* — 4b)b?

Sea T} el conjunto de los primos que dividen a a?> — 4b o a b pero no
a ambos y sea T, el conjunto de los primos que dividen a ambos nimeros.
Entonces T} son los primos para los cuales dos de las raices de

X(X —a)(X = 0)

coinciden en la reduccién ya que si p|b, entonces cero es raiz de X2 +aX + b,
y si p|(a? — 4b), este polinomio tiene una rafz doble. Ty son los primos para
los cuales las tres raices coinciden, pues p|b y también p|a?, con lo cual los
coeficientes son cero en la reduccién.

Asi, lo que queda es que T} son los primos para los cuales la reduccién
tiene una singularidad de nodo y T, para los cuales tiene una cispide.

Sean t; y ty la cantidad de elementos de T7 y T5.

Proposiciéon 44 Si o, € Q, el rango r de la curva anterior satisface
r <t + 2t2 —1

Demostracion: Recordando el método para calcular F'(Q)/2F(Q), lo que ten-
emos es que G(Q)/¢F(Q) es isomorfo a un subgrupo de Q*/(Q*)? que lo
podemos describir como subgrupo de

Z/22® Y Z/2L
plb1

El primer sumando corresponde al signo 4. Lo mismo sucede con F(Q) /v G(Q),
pero cambiando b; por b. Entonces nos queda que F(Q)/2F(Q) es isomorfo
a un subgrupo de

Z)22®Y L)2Z&L/2L® Y L/

plb1 plb

Y esto lo podemos escribir mejor como

ZI2L®L)228 Y L)2L® Y  (L/2L)

p€eT1 peT?
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Vamos a probar que en realidad hace falta poner un solo sumando para
el tema del signo. Para eso tenemos que ver que -1 no aparece en el grupo
isomorfo a G(Q)/¢F(Q) o en el isomorfo a F(Q)/1G(Q).

En el caso en que a < 0, ¢ = —1 aparece en el grupo isomorfo a

G(Q)/oF(Q) si la ecuacién

—1* + a1 Pm? — bym* = n?

tiene una solucién entera no trivial. Tomando en cuenta que «, [ son las
raices de X2 + aX + b, y como a; = —2a, by = a®> — 4b, entonces

a =2a+p6)  bh=(a-p)>
Luego nos queda,

—I*+2(a+ B)Pm? — (a— B)*m* = n?
—(I*+ (a = B)m?)? + 4al*m?® = n?

y se llega a un absurdo porque el término de la izquierda es menor o igual a
cero (y es cero solo en el caso trivial).

Si B < 0 también se puede hacer lo mismo. Si «, > 0, miramos el ¢ = —1
del grupo isomorfo a F'(Q)/¢¥G(Q). Hay que ver la ecuacion

—1* + al’m?® — bm* = n?

Comoa=—(a+ ) <0yb=af >0, todos los términos de la izquierda
son menores o iguales a cero y entonces no puede haber soluciéon no trivial.
Con todo esto, podemos decir que F(Q)/2F(Q) es isomorfo a un subgrupo

de
Z)22.8 Y /228 (Z/2L)

peT1 pET?

Entonces el orden de F(Q)/2F(Q) esté acotado por 2 elevado a la poten-
cia t; + 2ty + 1. Cada copia de Z de la parte libre aporta una copia de Z/27Z

en F(Q)/2F(Q).
Por otro lado el grupo de torsién de F(Q) contiene una copia de Z/27Z &

Z/27. En efecto, consideramos T 3 T. Como T es finito, el kernel y el
cokernel tienen la misma dimension y entonces

T/2T = 7./27. & 7.)27
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Luego hay al menos dos copias de Z/2Z que las aporta el subgrupo de torsién
y entonces el rango esta acotado por

T§t1—|—2t2—1

9. Numeros Congruentes

Como aplicacién a lo que vimos hasta ahora, vamos a volver a los niimeros
congruentes. Primero probemos lo que habia quedado pendiente:

Proposiciéon 45 Sea n un entero libre de cuadrados, y supongamos que ex-
iste un punto racional (x,y) en la curva

V= X% —n’X

que no es (—n,0), (0,0), (n,0) nio. Entonces existen tres cuadrados racionales
en progresion aritmética con diferencia n. Con lo cual n es congruente.

Demostracion: Sea x = (z,y) la solucién no trivial. Como y # 0, entonces
x no tiene orden 1 ni 2. Luego 2x # o. Escribimos 2x = (z1,;). Sea Y =
mX + b la recta tangente en X, que intersecta a la curva nuevamente en
—2x = (21, —y1). Entonces x y —2x satisfacen:

(mX +0)* = X(X —n)(X +n)
De hecho, x, x y x1 son las tres raices del polinomio anterior. Podemos escribir
X(X =n)(X +n)— (mX +b)*= (X —2)*(X — 1)

Poniendo X = 0,
—b? = 2%(—1)

y sale que x; es un cuadrado pues x # 0. Con X = —n,
—(=mn+b)* = (n—2)*(n — 1)
y sale que x; — n es un cuadrado. Andlogamente, 1 + n es un cuadrado. ¢

Corolario 46 (Fermat) n =2 no es un nimero congruente.
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Demostracion: Si 2 fuera congruente, el (1) = (3) de la Proposicién 1 dirfa
que
Y2 = X3 - 4X

tiene una solucién no trivial. Transformando con

A Y
X' = 2X
Yy — Y248X

- 4X2

(ver la parte de descenso de Fermat), se obtiene una ecuacién de la forma
X/4 11 = Y/2

que sabemos que no tiene solucion por lo visto mediante el descenso de Fer-
mat. ¢

Lema 47 Sin es libre de cuadrados, entonces la curva eliptica
V2= X% —n’X
tiene el subgrupo de torsion isomorfo a
Z)27 & 7]27

Demostracion: Consideremos la curva reducida a F,. Sip /A, p > Ty
D = 3moda entonces la curva tiene p + 1 puntos en [F),.

En efecto, si x # 0, consideramos el par z, —x. Si 2 — n2x es cero, cada
uno de los dos da lugar a una solucién. Si no es cero, como —1 no es cuadrado
médulo p, uno solo entre 3 — nzr y — (23 — n?z) es un cuadrado y da dos
soluciones. Luego los z no nulos dan p—1 soluciones. A esto hay que agregarle
(0,0) y o y se obtienen p + 1 soluciones.

Vimos que para primos suficientemente grandes el grupo de torsién 1" de
F(Q) es isomorfo a un subgrupo de F'(F,). Luego |T'| divide a p + 1 para p
grandes con p = 3,,044-

Vamos a usar el Teorema de Dirichlet que dice que hay infinitos primos
de la forma ak + b con a, b enteros fijos tal que (a;b) = 1 y k varia entre los
enteros positivos.

Veamos que 8 no divide a |T|. Por el Teorema de Dirichlet podemos elegir
un primo como dijimos antes que ademas cumpla que p = 3,,045. Si 8 divide
a |T'| entonces 8|p + 1, pero p = 3,045 implica que p + 1 = 4,45 absurdo.

2
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Veamos que 3 no divide a |T'|. Por el Teorema de Dirichlet podemos elegir
un primo como dijimos antes que ademas cumpla que p = T,0q12. Luego
P = 3mod4- S1 3 divide a |T'| entonces 3|p+ 1, pero p+ 1 = 8,412 implica que
p+1=8,,,q3 absurdo.

Veamos que ningtin primo impar ¢ mayor que 3 divide a |T|. Por el Teo-
rema de Dirichlet podemos elegir un primo como dijimos antes que ademas
cumpla que p = 3,,044q. Luego p = 3,,044. Si ¢ divide a |T'| entonces ¢|p + 1,
pero p 4+ 1 = 4,,,0444 implica que p + 1 = 4,,,,44 absurdo.

Por lo tanto |T'| divide a 4. Sabemos que hay tres puntos de orden 2 que

son (—n,0), (0,0), y (n,0). Entonces T tiene que ser necesariamente del tipo
Z]2Z B L)27. <

Proposicion 48 Un entero n libre de cuadrados es no congruente si y solo
st la curva eliptica
Y? = X3 —n?X

tiene rango cero.
Demostracion: Si la curva tiene rango cero, F(Q) = Z/27 & Z/27. Por
(1) = (3) de la Proposicién 1, n es no congruente. Por otro lado, si n es

no congruente, no puede tener otros puntos racionales aparte de los cuatro
triviales y entonces el rango es cero.¢

Corolario 49 (Fermat) n =1 no es un nimero congruente.

Demostracion: La curva eliptica Y2 = X3 — X es de la forma de las curvas de
la seccién anterior con a = 0,b = —1,b; = 4 y raices reales. Aplicando la cota
del rango que obtuvimos en la seccién anterior, el tinico primo a considerar
es p = 2 que es del tipo 717, luego r = 0 y n = 1 es no congruente.¢

Recordemos:

Teorema 50 (Ley de reciprocidad cuadrdtica) Para p, q primos impares

Y ademdas
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Ahora podemos pasar a la siguiente
Proposiciéon 51 Sea p un primo impar. Consideramos la curva
Y? = X3 —p’X

Entonces el rango r satisface:

r<2 stp=lyods

r=0 stp=3nods

r<l sip=50Tnos
En consecuencia cualquier p = 3,048 €S un numero no congruente.
Demostracion: Hacemos el descenso con la curva

C:Y?Z - X(X*-p*Z% =F(X,Y,2)

Pasando por la curva

D:Y?Z - X(X*+4p°7%) = G(X,Y, Z)

Para calcular G(Q)/¢F(Q): Buscamos los q|4p* que sean libres de cuadra-
dos. Sabemos que 1 le corresponde al (0,0) (y también al o). Hay que ver

que pasa con q = +1, 42, +p, +2p.

El caso ¢ = —1 da la ecuaciéon —I* — 4p?>m* = n? que claramente no tiene
soluciones no triviales. Lo mismo sucede con todos los casos de ¢ < 0.

El caso ¢ = 2 da la ecuacién:
204 4+ 2p*m* = n?

Mirando médulo p, 21* = n 4,

sario que 2 sea un cuadrado mddulo p, o sea que

pEl 0 _1mod8-

Entonces para que tenga solucién es nece-

Entonces en ese caso obtenemos a lo sumo un punto que llamaremos x;.

El caso ¢ = p da la ecuacion:

pl4 + 4pm4 = n?
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Entonces p|n y escribimos n = pn/. Nos queda [* + 4m* = pn'2. Mirando
médulo p, I* = —4mfmdp. Para que tenga solucién es necesario que -4 sea
una potencia cuarta modulo p. En principio como 4 es un cuadrado siempre,
entonces -1 deberia ser un cuadrado. Con lo cual es necesario que p = 1,,044-
Escribimos —1 = §* en F,,.

Hay dos posibilidades. Si 2 es un cuadrado moédulo p, es el caso cuan-
dop =10 — lyas (este dltimo no sirve porque dijimos que p = 1,,044),
entonces necesitamos que 9 sea un cuadrado. Sea x un generador del grupo
multiplicativo de F,, (que es ciclico). Consideramos

p—1

T 8
es un elemento de orden 8, luego si se lo eleva a la cuarta da -1 y entonces
en el caso p = 1,048 tanto 4 como -1 son potencias cuartas y puede llegar a
haber una solucién.

Si 2 no es un cuadrado médulo p, es el caso cuando p = 3 0 5,048, &
nosotros solo nos sirve el segundo que es el que es coherente con p = 1,,544-
Necesitamos que § no sea un cuadrado médulo p (para que 24§ si lo sea).
Supongamos que 6 = €* en F,. Entonces ¢! = —1. Por otro lado, por p =
Drmod8s p%l es impar. Haciendo

()5 = (1%
lo cual es absurdo porque se obtiene 1 = —1.
Entonces en el caso ¢ = p se obtiene a lo sumo un punto x5 si

p= 1mod4
El caso ¢ = 2p da la ecuacion:
2pl* + 2pm* = n?

Se deduce que 2p|n y escribimos n = 2pn’. Nos queda I* + m* = 2pn/2.
Mirando médulo p, I* = —m,, ;. Entonces —1 es cuadrado médulo p y esto
sucede cuando p = 1,,,q4 que esta dentro de los casos considerados antes.

Para calcular F(Q)/¢G(Q): Buscamos los ¢|—p?* que sean libre de cuadra-
dos. Sabemos que -1 le corresponde al (0,0) y como solo buscamos gener-
adores, solo tenemos que mirar ademés que pasa con ¢ = p. Obtenemos la
ecuacion:

plt — pm? = n?
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Esta ecuacién tiene solucion (I, m,n) = (1,1,0) y entonces
u=g—5=p (uv)=(p0)

Entonces obtenemos

F(Q)/2F(Q) = (¢(x1), ¥ (x2), (0,0), (p, 0))

Recordando que x; y X5 aparecen a lo sumo cuando p =10 — 1,048 ¥
P = Lmoaa respectivamente. Como los puntos (0,0) y (p,0) son generadores
del grupo de torsion, se obtiene lo que se queria considerando caso por caso
las congruencias moédulo 8. ¢

10. El Grupo de Tate—Shafarevich

10.1. Cohomologia de Galois

Sea I' un grupo finito que actia sobre un grupo abeliano A. Si ¢ € I'; un
cociclo es una funcién I' — A

0,
que satisface la identidad de los cociclos:
Ty = Qrg — Qr

donde o, 7 € I". Notemos que de aca se deduce que a; =0
Si b € A es facil ver que:

ae, =0b—0>

es un cociclo. Los cociclos de este tipo se llaman cobordes.
Los cociclos forman un grupo con la adicién punto a punto.

{ao} + {bs} = {ao + bs }

Los cobordes son un subgrupo. El grupo cociente es

HY T, A),
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el primer grupo de cohomologia.
A su vez, 7 € I' actia sobre el cociclo:

{as} 0+ a,
de la siguiente manera:
{as}: 7o = Tay = are — ar
escribiendo o en lugar de 7o
m{as}: 0= a5r — a;

es un cociclo y en realidad,

mH{as} —{as} 0 apr —a; —ay = 0a, —a,
es un coborde. Entonces
Lema 52 T actia trivialmente en H' (T, A).

Lema 53 Cada elemento de H' (T, A) es de orden finito dividiendo a |T|.

Demostracién: Sea {a,} € H'(T, A). Entonces, por lo que vimos, también
queda representado por el cociclo

m{a,} = {aor —a,}

Pero entonces

ZT{CLJ} = Z {aor} —{a,} = {0}
recordando que {a;} = {0} ¢

Lema 54 Sea m € Z,m > 1. Sea A,, C A el conjunto de los elementos de
orden dividiendo a m. Supongamos que todo elemento de A es divisible por
m en A.

Entonces todo elemento de H*(I', A) de orden m se puede representar
como un cociclo {d,} con d, € A,,.

66



Demostracidén: Sea {a,} € H' (T, A). Por hipétesis, m{a,} es un coborde, o
sea
may, = ob—>b

con b € A. Con las hipétesis, b = me, ¢ € A entonces,
ma, = moc — mc

o sea,
m(a, —oc+c¢) =0

Entonces el elemento {a,} € H'(T', A) es representado por
o> ay —oc+c e N,

como se queria.c
Notemos con A" al conjunto de elementos de a que quedan fijos por la
accion de I'.

Proposiciéon 55 Con la notacion y las hipotesis de antes,
A" /m A"
es candnicamente isomorfo a un subgrupo de H'(T',A,,)
Demostracién: Sea a € A'. Por hipétesis,
a=mb
con b € A. Aplicando o € T,
a =o0a=mob

y entonces,
mdy, = 0, dy =0b—">

Entonces{d,} es un cociclo con valores en A,,.

Para a dado, cualquier otra eleccién de b es de la forma b+ ¢ con ¢ €
A,,. Luego, el elemento de H'(T', A,,) dado por {d,} queda univocamente
determinado por a.

Si a € mA", podemos tomar b € A" y entonces d, = 0 para todo o y la
imagen en H'(T',A,,) es 0.
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Ahora supongamos que el cociclo construido mas arriba es un coborde,
dy =0c—c
Vo €T, ce A,,, entonces

ob—c)=b-c

b—ce A", m(b—c) = a.

Juntando lo anterior,

Teorema 56 Supongamos que m > 1 es un entero y que todo elemento de
A es divisible por m. Entonces la sucesion:

0 A" /mA" — HYT,A,,) — [HYT, A)] +— 0

es exacta, donde |...],, denota el grupo de elementos de orden dividiendo m,
y el tercer morfismo estd inducido por A, — A

Demostracion: Por los Lemas anteriores, solo tenemos que probar la exactitud
en H'(T', A,,), o sea que la imagen de

AY/mAY — HYT,A,)
es exactamente el kernel de
Hl(F, Ay) — [Hl(F,A)]m

Sea {d,} un elemento de la imagen. Por hipétesis, d, = cb—b, b€ Ay
entonces si consideramos a {d,} tomando valores en A, resulta un coborde.
Luego imagen C kernel.

Sea {d,} un elemento del kernel, o sea un coborde de A: d, = ocb— b para
cierto b € A. Entonces,

o(mb) —mb=md, =0, (Vo)

= mb € A'. Entonces kernel C imagen. ¢
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Sea k un cuerpo y sea k su clausura separable (que es igual a la clausura
algebraica en caracteristica 0). Sea

I = Gal (k/k)

Diremos que una accién a +— oa (o € I'ya € A) de I en el grupo abeliano
A es continua si:

Para todo a € A existe una extensiéon x de k de grado finito [ : k] < co
(dependiendo de a) tal que:

ca=a Vo€ Gal (k/k) C Gal (k/k)

Por ejemplo, k = Q, Clacurva Y?Z — (X3 + AXZ + BZ*) = F(X,Y, Z)
definida sobre Q, y A = F(Q).

Un cociclo continuo es una funcién
0 Qg

con o € I',a, € A para la cual
(1) se satisface la identidad del cociclo:

Ty = Ury — Qr, (o,7€T)

(2) es continua en el sentido que existe una extension normal /k de grado
[k : k] < oo tal que a, depende solo de la accién de o en k (k depende de

{as}).

En particular,

a, =0 V7€ Gal (k/k)

o sea, B
TQy = Qry — Qr = Gy — 0 V1 € Gal (k/k)

y entonces _
sy € K Vo € Gal (k/k)

Si {a,}, {bs} son cociclos continuos, entonces claramente {a, + b,} es
continuo.

Un coborde {oc—c}, ¢ € A es continuo por nuestra hipdtesis que I' actiia
continuamente sobre A.

HY(T, A) es el grupo de los cociclos continuos mddulo los cobordes.

Como en el caso I' finito, tenemos
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Teorema 57 H'(T', A) es de torsion

Teorema 58 Sea m > 1 un entero y supongamos que todo elemento de A
es divisible por m. Entonces la sucesion

0 A" /mA" — HY T, A,,) — [HYT, A)]pm — 0

es exacta donde (como antes):

(1) AY es el conjunto de los a € A fijos por la accién de T.

(2) A, es el conjunto de los elementos de A de orden dividiendo m.

(3) [HYT, A)],n es el conjunto de los elementos de H'(T', A) de orden
dividiendo m.

10.2. Jacobiana

Sean:
Cj:Y2Z:X3—|—AjXZ2+BjZ3 (1=1,2)

y sea

¢:CL—Cy

una correspondencia birracional. Si consideramos ¢(x) — ¢(01) en lugar de
¢(x), podemos suponer que

¢(01) = 02

La correspondencia debe mandar funciones con polos de orden dos en o; en
funciones con polo de orden dos en 04, por lo tanto

O(X)=aX +D
para algunos a, b fijos. Similarmente,
o(Y)=cY +dX +e

Mirando la forma de la ecuacién para Co, sale que d = e =0, b = 0, a® = 2,

y por lo tanto podemos escribir:
a=s", c=s
Para algun s. Entonces

AQ = SZJLAAl7 Bg = SGBl (6)
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. A{’ A2 . . . . .
En particular, z3 = 33 es invariante por correspondencias birracionales.
1

En general se trabaja con el invariante:

o 1728(4A43)
1=i0) = ope

de la curva:
C:Y?*Z=X>4+AXZ*>+ BZ?

La notacién es standard y el 1728 viene de un factor que aparece cuando se
quiere calcular el discriminante de la curva cuando esté en forma general de
Weierstrass.

Con estas observaciones queda clara la siguiente

Proposicion 59 Dos curvas elipticas en forma candnica que son birracional-
mente equivalentes se relacionan por la féormula (6) para algin s. En partic-
ular tienen el mismo j.

Corolario 60 Cualquier equivalencia birracional de la curva
C:Y?Z=X*+AXZ*+ BZ°
que mande o en o es de la forma:
Y — 5%, X — §°X
Si AB # 0 entonces s> =1. SiB=0,s*=1ys A=0, s5=1.

Demostracion: Es claro de la férmula (6) con C = C; = Cy.0

Sea D una curva de género 1 definida sobre Q. En general no tiene por
que tener un punto racional y si lo tiene, no siempre es facil encontrarlo.
Pero si es facil encontrar un punto definido sobre la clausura algebraica de
los racionales. Entonces existe una correspondencia birracional:

¢:D+—C

definida sobre Q, donde C esté en forma candnica pero definida sobre Q.
Sea o € Gal (Q/Q), puede actuar sobre la correspondencia birracional
para dar:
0¢:Dr— oC
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donde
oC:Y?*’Z =X3+0AXZ?+0BZ3

Entonces C y oC son birracionalmente equivalentes sobre Q por (c¢)¢~. Por
lo tanto,

0j(C) = j(oC) = j(C)
O sea j(C) € Q o equivalentemente g—z € Q. Luego, por medio de una
transformacion X — X, Y — #3Y (¢ € Q) podemos suponer sin pérdida

de generalidad que C esta definida sobre Q. En general ¢ esta definida sélo
sobre Q. Ahora,

0y = (U¢)¢_1
es un automorfismo de C.
7 € Gal (Q/Q) puede actuar sobre 6, dando:

70, = (t0¢)(T¢) ™ = [(T09)¢ ™ |[¢(T¢) '] = 0,40,

Entonces
87’0 = (7-80)97'

Con lo que satisfacen la identidad de los cociclos.
Supongamos primero que AB # 0. Por la Proposicién y el Corolario
anteriores, el automorfismo 6, de C debe ser

O, X — €,X+ a,

Para algtin punto a, definido sobre Q y ¢, = +1
Por la identidad de los cociclos y por ser €, € Q se debe cumplir,

€ro = €567
Queremos asegurar que €, = 1 Vo. Si no, dd € Q tal que
o(Vd) = e, V4d, Vo
La transformacion:
VX —>dX, Y —dJ/dy

nos da una nueva C’ definida sobre Q:
A B
V2 w3 2 3
C:YZ =X+ 5XZI+ 57
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Ahora, si ponemos:
¢ = Yo
Tenemos,

Oy = (0¢))¢'™" = (0vd)o~ ™" = (a)0,07"

y esta funcién claramente es de la forma x — x + a, en C'.
Si AB = 0 se puede llegar a la misma conclusion. Pero es mas complicado.
Para eso demostremos primero el Teorema:

Teorema 61 (Hilbert 90) Sea r/k una extension finita y de Galois. Para
o € Gal (k/k) sea 0, € k* dado que satisface la identidad de los cociclos:

970 = (7-90)97'

Entonces {0,} es un coborde, o sea

Yo para algin v € K*.

Demostracion: Como la extensién es separable y finita, es simple y podemos
escribir

k= k(B).

Como 1,3, ..., 3% ! es una base de  sobre k, son linealmente independi-
entes. A medida que 7 varia en el grupo de Galois, 73 recorre sus conjugados,
que son las potencias de 3. Entonces

p=> 0.(rB)#0

o= 00(0TA) = 0,0, (07A) = 0,1 0o (07A) = 0,1 0-(TA) =0,"p
Si ahora hacemos

nos queda

op="0"n = op =0t = oy=0
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y entonces,

<07)7_1 =0,
o
Supongamos que B = 0, entonces ¢ = 1. Definimos
X — €X
como

X — X, Y — &Y
Entonces Gal (Q/Q) actiia sobre € y
€ro = (T€, )€,
Por Hilbert 90 existe § € Q tal que
00 = €,0

Elevando a la cuarta,
o6t =4t
Para todo o, entonces 6* € Q. Entonces podemos cambiar C como antes para
que €, = 1 en la nueva C’:
v X — 61X, Y — 6%
A B
royv2g 3 2 3
C:YZ=X —i-ﬁXZ ~I—EZ
Como antes, ponemos,
¢ = Yo
y es la misma cuenta que en el caso anterior.
Similarmente para A = 0, en este caso, €5 = 1, definimos como antes,
X — €X
como
X — X, Y — Y
como antes, €;, = (T€,)er, v por Hilbert 90 obtenemos un § € Q tal que

00 = €,0. Pero ahora, al elevar a la sexta se obtiene

008 = §°
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entonces 6° € Q.
Como antes cambiamos a C':

v X — 69X, Y — 8%

A B
. 2r7 3 2 3
C:Y'Z=X +—512XZ —}-—5182

y es como los casos anteriores.
En definitiva probamos:

Teorema 62 Sea D una curva de género 1 definida sobre Q. FExiste una
curva eliptica C definida sobre Q y una equivalencia birracional

¢o:D+—C
definida sobre Q tal que para todo o € Gal (Q/Q) la funcion
0y = (0¢)p™ ' : Cr—C

es de la forma
O, : X — X+ a,

Para algin a, € F(Q).
Mas aun, C es unica salvo equivalencia birracional sobre Q.

La curva eliptica C se llama la jacobiana de D.

10.3. Espacios Principales Homogéneos

Consideremos la siguiente situacion:
Sean A y B dos curvas definidas sobre Q y sea

o: A— B

una equivalencia birracional definida sobre Q. Sea o € Gal (Q/Q). Como
antes consideramos:

0y = (0@)p™ ' : B— B

Por las mismas cuentas que antes, 6, verifica la identidad de los cociclos:

970 = (TQJ)GT
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Si tenemos otra equivalencia birracional definida sobre Q

¢ A— B
y se cumple:
¢ =uwo
para algin automorfismo
w:B+— B

Entonces,
0, = (0¢")(¢™") = owlow™

Si ¢ esta definida sobre Q,

0 = (ow)w™?
y resulta ser un coborde. Es el caso en que A y B son birracionalmente
equivalentes sobre QQ pero hicimos las cuentas con una equivalencia diferente.

Por otro lado, dados By los cociclos {6,} podemos reconstruir A salvo
una equivalencia birracional sobre Q.

Para ver como, supongamos que tenemos A y que (z,y) y (Z,7) son
puntos genéricos de B y A respectivamente. Por el momento supongamos
que tenemos las curvas definidas sobre un cuerpo k (perfecto, por ejemplo de
caracteristica 0 o finito, para usar teoria de Galois).

Si tenemos una funcién racional

v:A— B
definida sobre k£ es lo mismo que tener la inyeccién:
k(z,9) — k(z,y)

(@,9) — ¥((2,7))
En particular, ser equivalentes birracionalmente sobre &k es lo mismo que
tener un isomorfismo:

k(,y) = k(7,9)

Sea K una extension finita de k con base S = {vy,v9, ..., v, }, entonces, S
es también base de K(Z,7)/k(Z,y) si (Z,7) es un punto genérico sobre k. Si
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ademés la extensién es de Galois, cada o € Gal (K/k) define en forma tnica
un ¢ € Gal (K(z,9)/k(Z,7)) tal que:
oa=oaq, ace K
or =12 oy =1

Los ¢ forman un grupo I isomorfo al grupo I' = Gal (K/k) y que tiene a
k(Z,y) como cuerpo fijo.

En nuestro contexto, supongamos que A y B son birracionalmente equiv-
alentes sobre K por medio de la funcion . En ese caso K(Z,7) y K(z,y)
son isomorfos, pero el isomorfismo no es necesariamente la extensién de un
isomorfismo entre k(Z,7) v k(z,y) (pues eso implicaria equivalencia sobre

k). Vamos a tratar el isomorfismo entre K(z,7) y K(z,y) como una identi-

ficacién, escribimos:
K(z,y) = K(z,y)

Ahora consideramos los morfismos ¢ de antes y nos preguntamos por el valor
&(z,y).
o(z,y) = o(W((2,9))) = (6¢)(6(2,9)) = (0¥)(,§) = (eV) ™ ((z,y)) = bs((z,y))

Donde los cociclos se definen como antes. Entonces, si ahora pensamos en
K (z,y), que lo conocemos pues tenemos como dato la curva B y los cociclos,
y consideramos la accién :

oa=oaq, aece K

5(1’,y) = Qg(x,y)

De vuelta, el grupo T es isomorfo a I'. Consideramos el cuerpo fijo por
este grupo, y lo llamamos k.
Como (x,y) es trascendente sobre K, entonces

(K k] = [K(z,y) : k(z,y)] = [T

Pero |T| = |T| , =

(K : k| = [K(z,y) : k|

Claramente, k C k pues k queda fijo por la accion de I' y por lo tanto

también por la de f‘; Como el grupo I" es finito, k tiene grado de trascendencia
1 sobre k. Ademas k no puede tener elementos de K. Sea w; € k un elemento
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que no estd en k. Entonces es trascendente sobre k, pues si no lo fuera, al
estar en K (x,y) y no ser trascendente, tendria que ser elemento de K pero
entonces al quedar fijo por I' tendria que estar en k, absurdo. Luego, no puede
ser algebraico. Entonces k(w;) C k. La extension K (z, y)/k(w:) es finita pues
ambos cuerpos tienen grado de trascendencia 1 sobre k y la extensién K/k
es finita, ademas el cuerpo k estd “en el medio”,

k(wy)) CkC K(z,y).
Entonces k/k(w;) es finita y podemos escribir:
k= k(wy, we, ..., Wy,)

Ahora bien,
K(wl, cees wm) g K(.T, y)

Ademas
(K (wy, ooy wyy) = k(wy, ooy wi)] = [K K]

pues como antes, (wy, ..., w,,) es trascendente sobre K.
Entonces

[K (w1, ooy wiy) = k(wr, ooy wi)] = [K (2, y) @ k(ws, ..., wp)]
y por la inclusion K (wy, ..., w,,) € K(z,y), obtenemos que
K(wy,...,wy,) = K(x,y)

Pero entonces la curva correspondiente al cuerpo de funciones K (wy, ..., wy,)
es birracionalmente equivalente a B sobre K.

Falta ver que esta definida sobre k. Si f(W4, ..., W,,,) es un polinomio con
coeficientes en K tal que

flwy,...,wp) =0

Entonces, aplicando 7:
a(f(wy,...,wy)) =0

Pero cw; = w; por construccion de los w;, luego

(o f)(wy,...;wy) =0
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donde el morfismo esta actuando sobre los coeficientes del polinomio. Si

n

f(Wl, ceey Wm) = Z ngj(Wla Wm)

=1
donde los g; son polinomios con coeficientes en k. Entonces sale que

gj(wy, ..., wp,) =0

por lo tanto los (wy, ..., w,,) estdn definidos por ecuaciones con coeficientes
en k y eso implica que la curva estd definida sobre k.

Ahora nos gustarfa adaptar lo anterior al caso de k = Q y K = Q. El
problema es que acd la extension no es finita. Mas general, queremos el caso
con K = k. Pero si nuestros cociclos son continuos, no tendremos problemas,
porque dado el cociclo 6, solo necesitamos un extension finita de k para
definir la accién ¢ y entonces podemos aplicar todo lo anterior.

Sea D una curva de género 1 definida sobre Q. Vimos que existe una
curva eliptica C : Y2Z = X3 + AX Z? + BZ? definida sobre Q y que se llama
jacobiana y cumple una serie de cosas, entre otras que existe un morfismo

0, :C—C

0, :x—x+a,

Volviendo a la notacion de antes, los a, satisfacen la identidad de los
cociclos:
Ty = Urg — Oy

Como los a, estan en el grupo conmutativo F'(Q) y podemos utilizar toda la
Teoria de Cohomologia de Galois.
Reemplazando la funcion ¢ por ¢ donde

¢;C;_>C’ X—))(—f—b, bEF(Q)

Se reemplaza a, por

a, + (cb — b)

Entonces {a,} determina un elemento de
H'(T,F(Q))
donde I' = Gal (Q/Q).
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Ahora veamos que informacién nos da cada elemento de H'(T, F(Q))
acerca de D.

En primer lugar, podemos reconstruir D y la equivalencia birracional a
partir de a,. Sea (x,y) un punto genérico de C. Existe una accién & de
Gal (Q/Q) en Q(=,y) dada por

(1) & actiia como o en Q.

(2) oz, y) =0.(z,y) = (z,y) + ao.

Entonces por la discusion anterior, el cuerpo fijo es el cuerpo de funciones
de una curva D definida sobre Q y ¢, definida sobre Q, estd dada por la
identificacién de los dos cuerpos de funciones sobre Q.

Lema 63 La funcion ¢ le otorga a D la estructura de espacio principal ho-
mogéneo sobre C, o sea, existe un morfismo

w:DxCr—D

definida sobre Q tal que
(1) p(y,0) =y
(2) p(ply,x1),%2) = pu(y, %1 + X2)
(3) Para todos los y1,ys € D, existe un unico x € C tal que ju(y1,X) = yo
Ademds su inversa

v:DxD+—C
definida tal que
1y, x) = y2
es equivalente a
v(y2,y1) =X

resulta definida sobre Q.

Demostracion: En efecto, si yi,ys puntos genéricos independientes de D,
que los tomamos como fijos bajo la accién de Gal (Q/Q). Definimos:

v(y2,¥1) = 0(y2) — ¢(y1)

Entonces,

ov(ya, y1) = (6(y2) + as) = (¢(y1) + ao) = v(y2, 1)

O sea que v esta definida sobre Q. Asimismo,
p(y,x) = ¢~ (x + ¢(y))
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Verifica todas las condiciones. ¢

Llamaremos al par (D, v) espacio principal homogéneo de C definido
sobre Q.

Diremos que dos espacios homogéneos (Dy, 1), (Ds, vs), definidos sobre
Q son de la misma clase si existe una equivalencia birracional

A: Dy — Dy
definida sobre Q tal que el diagrama:

Dl x C E) Dl
LA LA
D2 x C g D2

es conmutativo.

La clase trivial de espacios principales homogéneos es la que incluye al
(C,—) donde “~” es la resta usual de la curva.

El cociclo {a,} o el correspondiente elemento de H'(T', F(Q)) determinan
el par (D,v). El cociclo {—a,} determina el par (D,—v). Entonces para
obtener una estructura de grupo tenemos que considerar no solo las curvas D
con jacobiana dada, sino los pares (D, v). Pero cada elemento de H'(T', F(Q))
determina D salvo una equivalencia racional definida sobre Q. Podria suceder
que (D,v) y (D, —v) fueran de la misma clase. Por ejemplo cuando C es su
propia jacobiana. Consideremos:

(bj:(,D:)C'—)Clv (j:172)
donde ¢1(x) = x y ¢2(x) = —x. En ambos casos el cociclo a, es cero pero
v1(X2,X1) = X2 — Xy

V2(X27X1) = X1 — X2

Para no tener estos problemas, trabajamos con las clases de espacios
principales homogéneos. Y cada elemento de H(T', F(Q)) nos determina una
clase.

Por otro lado, cada espacio principal homogéneo nos determina un ele-
mento de H'(T', F(Q)). Consideremos la funcién

¢o:D+—C
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Por la construccion de siempre, el cociclo es

s = (0¢)(§) — ¢(&)

donde £ es un punto genérico de D fijo por Galois. Sea ahora o un punto de
D definido sobre Q entonces,

o(¢(a)) = (0¢)(0a) = ¢(oa) + a,

Luego,
v(e, o) = ¢(a) — ¢(oa) = ¢(a) — o(¢(a)) + as

Por lo tanto {v(«, ca)}, es un cociclo y difiere de {a, }, por un coborde. En
definitiva:

Teorema 64 FExiste un isomorfismo canonico entre los espacios principales
homogéneos (D, v) (salvo equivalencia birracional en Q) y los elementos de
HY (T, F(Q)). El elemento correspondiente a (D, v) estd dado por el cociclo
{v(a,000) },, donde o es un punto algebraico de D.

Mas en general si (D, ) es un espacio principal homogéneo sobre C, pode-
mos definir una funcion:

Jac : Div'(D) — C

de la forma

Z NyX — Z nxV(x, b)

donde b es un punto fijo de D. La primera suma es la suma formal de los
divisores pero la segunda se hace en C.
La funcién no depende del b que se elija pues

v(y1,y2) = v(y1,y3) + v(ys, y2)

De hecho, con la notacion de la ¢, podemos escribir:
D nav(x,b) =) nn(d(x) = d(b)) = D> nxd(x)=6(b) > ny =D ny(x)

pues no debemos olvidarnos que partimos de un divisor de grado 0.
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Un divisor D = ) nyx estd en el kernel de Jac precisamente cuando
los ¢(x) con sus multiplicidades son los ceros y polos de una funcién en
C. Identificando D y C via ¢, esto es lo mismo que decir que D es divisor
principal de D.

Si D esté definido sobre k

oJac(D) =Y onya(p(x)) = Y _ onx(¢(0x) + a5) = Y onxd(ox) = Jac(oD)

En particular, si D estd definido sobre @, también lo estd Jac(D). En-
tonces tenemos un monomorfismo de grupos:

Div’(D)/Princ (D) +— C

donde los divisores de grado cero estan definidos sobre Q. Ademas, si x € C
resulta ser la imagen de la clase del divisor:

D=¢'(x)-o

luego el morfismo es un isomorfismo.

Ahora bien, si un divisor D de grado 0 estd definido sobre Q y es prin-
cipal, entonces es el divisor de una funcién en D definida sobre Q. Para
eso supongamos que f es una funcién con divisor D definida sobre Q. Sea
o € Gal (Q/Q). Luego D es también el divisor de o f y entonces,

af

. . r—~—
Se verifica que 0, = % esun cociclo con valores en Q . En efecto,

0,6 = o/ = (Ta_f) 7/ = (70,)0,

f )7
Entonces por Hilbert 90 es un coborde y cumple
of oA
A

para algin \ € Q" y Vo. Entonces
AHf
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queda fijo por la accion del grupo de Galois y por lo tanto esta definida sobre
Q y tiene divisor D que es lo que queriamos probar.

Todas estas observaciones tienen por objeto mostrar que la curva C que
construimos a partir de D es de hecho la jacobiana de la curva segun la
definicion usual mas general, que dice que la jacobiana de una curva de género
g > 1 es una variedad de dimensién g que resulta tener una estructura de

grupo isomorfa a
Div’(D) /Princ (D)

El caso de las curvas de género 1, resulta particular porque la variedad Jaco-
biana resulta ser una curva por tener dimensién 1. Para las curvas elipticas
(con un punto en el cuerpo base), podemos considerar el isomorfismo:

D — Jac(D)

XH——X—0

Y esto es coherente con el hecho que las curvas elipticas sean las que tienen
una estructura de grupo.

10.4. EIl Grupo de Tate-Shafarevich

Como antes, tenemos una curva
C:Y*Z - (X*+AX7Z?+ BZ*) = F(X,Y,Z)

Lo que vimos es que el primer grupo de cohomologias es canénicamente
isomorfo al grupo de clases de equivalencia de (D, v), donde D es una curva
de género 1 y v es su estructura de espacio principal homogéneo. A este grupo
se lo llama el grupo de Weil-Chatelet y se denota con WC = WC(C).

Sea m > 1 un entero. El grupo F(Q) es divisible por m pues para en-
contrar un b que satisfaga mb = a € F(Q) solo hay que resolver algunas
ecuaciones. Aplicando la Teoria de Cohomologia vista antes obtenemos la

sucesion exacta:
0+ F(Q)/mF(Q) — H'(T,A) = [H'(T, F(Q))]n — 0

Donde I' = Gal (Q/Q), A,, C F(Q) es el subgrupo de los elementos de orden
m y [...]m denota el subgrupo de elementos de orden dividiendo m.

Ahora estamos en una situacién similar a la que llegamos con el descenso
en la demostracion del Teorema de Mordell- Weil. Queremos encontrar los
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elementos de H*(T', A,,,) que son imégenes de F(Q)/mF(Q). Por la exactitud
de la sucesién, estos son precisamente el kernel de la funcién

HYT, A, — HY(D, F(Q)) = WC(C)

Estar en el kernel significa que la imagen es trivial como espacio principal
homogéneo.

Lema 65 Una condicion necesaria y suficiente para que un espacio principal

homogéneo (D, v) esté en la clase trivial es que haya un punto de D definido
sobre Q.

Demostracion: La necesidad es obvia. Supongamos que b € D definido sobre
Q. Entonces
A:x — p(b,x)

es una transformacion bilineal de C en D que funciona bien.o

Para m = 2 estamos de vuelta en la situacion de la demostracion del
Teorema de la Base Finita Débil. Como habiamos remarcado, no hay un al-
goritmo que decida si hay o no un punto racional en la curva D. Sin embargo,
no hay dificultad en decidir si hay un punto en D en todos lados localmente.
Como veremos, los elementos de W' para los cuales hay un punto en D en
todos lados localmente, forman un subgrupo. Se conoce como el grupo de
Tate—Shafarevich y se nota con la letra rusa III.

Para probar que III es un subgrupo, veamos un poco de localizacién. Para
cualquier primo p (incluyendo o0), el subindice p denota el objeto definido
sobre Q, (recordemos que Qo = R). Consideremos una inmersién fija:

)\:@%@p

Sean I' = Gal (Q/Q) y I', = Gal (Q,/Q,).

Entonces A\ induce un morfismo,

A:T, =T

Si A es un I-mddulo continuo, entonces es un I',-médulo continuo via A.
Sea {a,}, o € I' un cociclo continuo. Restringiendo a los ¢ € I';,, queda un
I",-cociclo continuo. Entonces tenemos el siguiente homomorfismo de grupos:

A HY(T, A) — HY(T), A)
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En principio Al depende de la inmersion A, pero veamos que no. Cualquier
inmersién A : Q — Q, es de la forma

A= Xu

con  un automorfismo de Q/Q. Luego y acttia trivialemente sobre H'(I, A),
y entonces AI = AI. Por lo tanto la funcion:

(T, A) s HY(T,, A)

es canodnica.
Hay una funcion:
Jp  WC — WC,

que manda la clase de equivalencia de los espacios principales homogéneos
(D, v) definidos sobre Q, en la misma clase definida sobre Q,.
Desde el punto de vista cohomoldgico, tenemos una funcion:

Jp HY(I, F(Q) — H'(T), F(Q,))

inducida por la inclusién F(Q) C F(Q,). Como dijimos, j, no depende de la
inclusién Q — @p.

Claramente I1I es la interseccién de los kernels de todas las funciones de
localizacion j, (incluyendo p = o0). Para m dado, sea S, el grupo de los
elementos de H'(T', A,,) cuya imagen estd en III ¢ H'(T, F(Q)). Se llama el
m-grupo de Selmer. Entonces tenemos la sucesién exacta:

0— F(Q)/mFQ)— S, — [, — 0

En el caso de m = 2, nos encontramos en la prueba del Teorema Débil de
la Base Finita, en donde probamos que S5 es finito y construible. Se puede
probar lo mismo para S, con m general.

Redondeando, el grupo de Selmer es calculable, mayoriza a F'(Q)/mF(Q)
y el error estd dado por I, que lo podemos considerar como la obstruccion
del principio local-global para curvas de género 1 con jacobiana dada C.

11. Curvas con 111 no trivial

Mas adelante veremos una familia de curvas cuyo III es no trivial. Para
construirla tenemos que buscar curvas donde falle el principio local-global.
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Proposiciéon 66 Sip primo, p = leas Yy 2 no es cuarta potencia modulo p,
entonces la curva
Y?2=2-—2pX*

no tiene puntos racionales, aungue tiene soluciones sobre Q, para todo p y
sobre R.

Demostracion: Supongamos que (z,y) es un punto racional de
Y?2=2-2pX*!
Sea x =%,y =" con (r;t) = (m;n) = 1 . Entonces
m*t* = n?(2t* — 2prt)

Si 2|(t4; 2t* — 2pr?), sea 2% la maxima potencia de 2 que divide a ¢, y como
(r;t) = 1, 2 Jfp se tiene que la méxima potencia de 2 que aporta 2t* — 2pr?
es 2. Con lo cual 2%*~1|n2. Entonces 2%%|n = 2|m?, lo cual es absurdo porque
(m;n) = 1.

Si p|(t*; 2t* — 2prt), se hace el mismo razonamiento. Claramente no puede
haber otros factores en comin pues (r;¢) = 1. Entonces

(t*;2t* — 2prt) = 1.

Como A .
o 2U% —2pr
T

sale que y = f—i para algtiin entero s. Obtenemos
252 =+ — prt

Sea ¢ un primo impar que divide a s. Entonces t* = pri . g ¥ luego <§> =1.

Por la ley de reciprocidad cuadratica, tomando en cuenta que p = 1,048,

esto implica que (%) = 1. Ademas también vale que (%) = 1 y entonces

todos los factores primos de s son cuadrados médulo p. Por lo tanto, s? es
una cuarta potencia médulo p. La ecuacion

2 _ 44
28 = tmodp
muestra que 2 es una cuarta potencia modulo p y llegamos a una contradic-
cién.
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Claramente la curva tiene puntos en R. Para ver que tiene puntos en Q,
usamos el Lema de Hensel.

Serd suficiente ver que la curva tiene un punto no singular en cada F,.
Cuando ¢ # 2,p, la curva tiene buena reduccion médulo g. En ese caso,
veremos mas adelante que si IV, es la cantidad de soluciones proyectivas de
la curva sobre [Fy, y la curva es no singular, entonces se cumple que

[Ng—1—ql <2Vq
Con lo cual N, > 1+ ¢ —2,/q > 0 y habra algin punto en F,.
Para el caso ¢ = 2, es suficiente mirar la curva
2Y? =1 —pXx*

pues (z,y) es un punto de esta curva si y solo si (z,2y) lo es de la curva
original.

Mirando médulo 32, y tomando en cuenta que p = 1,,0,48, tenemos las
siguientes soluciones:

P=mod32 T= Y=
1 1 4

9 3 2

17 3 4

25 1 2

Llamamos @ al punto solucién en cada caso. Entonces @ verifica

f(a) = Opod22.2+1
donde f(X,Y) =2Y? -1+ pX*. Pero

(5% ) (@ = 0X*(@ =4 Oy

se aplican las hipdtesis del Lema de Hensel con m = 2.
Para el caso ¢ = p, como 2 es cuadrado médulo p, sea a tal que o = 2,04,
Entonces el punto @ = (0,a™!) verifica que:

f (a) = 0,04 pO+1

Ademas,
0
(a—}{) (6) = 40(71 ?é Omodpo""l

y entonces se aplican las hipotesis del Lema.o
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12. Conjeturas de Birch—Swinnerton-Dyer

Hemos visto que hay dificultades para calcular el rango de una curva
eliptica, y que radican en la existencia del grupo I1I. Ahora vamos a enfocar
el problema desde otro punto de vista, relacionando el rango de la curva con
la cantidad de puntos que tienen las reducciones de la curva médulo p primo.

12.1. Funcién Zeta de una Curva Eliptica

Sea A el discriminante minimal de C curva eliptica. Si Fy» es el cuerpo
de p™ elementos, sea

Zep(T) = exp (Z %T”)

n=1

donde N,» es el nimero de soluciones proyectivas de C sobre [F,». Enunciamos
sin demostracién el siguiente

Teorema 67 Sea C una curva proyectiva no singular definida sobre un cuer-
po finito F,. Entonces
(1) Ze,(T') es una funcion racional con coeficientes en Z.
(2)
P(T)
(1-T)(1—pT)

con P(T) € Z[T] de grado 2g donde g es el género de la curva y P(T) es de
la forma

ZC,p(T) =

29

P(T) =[] (1 —aT)

con |l =p: j=1,2,..,2g.
(3) 1
ZC,p (ﬁ) = p§T€ZC7p(T>
cone=2—12g

Dicho Teorema se conoce como Conjeturas de Weil (a pesar que ha sido
demostrado) y tiene una versiéon mas general para variedades proyectivas.
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En nuestro caso, como g =1, P(T) es de grado 2,
P(T)=1—(ap+5,)T + Ofpﬁsz2
Llamamos a, = o, + 3, y por el Teorema,

|ap| < lap| +[Bp] < 2¢/p
v |apB,| = py como oy, tiene que ser entero, es igual a p o —p.
Ahora miramos la ecuacion funcional que tiene que satisfacer segun el
Teorema anterior:

(1—augr) (1= 0F) (0 —a,m) - D)

(- (-%)  0-D0—D

pT

puesg=1=e=0.
El término de la izquierda resulta ser igual a:

%(pT — o) (PT — Bp)

(1=T)(1—pT)
Al evaluar en T' = 0, el término de la derecha da 1 y este ultimo da apr” y
como tienen que dar lo mismo,
oy =p
Entonces . T T2
Zep(T) = L
D= na -
Mirando los coeficientes de T en las dos expresiones de Z¢ ,(1"), sale que
(1-a,T)1-8,T) T = Npn
log Ze.,(T) =1 = 14p" —a — M) — = 0y ol0
Og C,p( ) Og (1—T)<1—pT) nzz:l( +p Oép 517)” nz::l n

Igualando coeficientes,
Ny =1+p" —ay — 3,
En particular,
N,=14+p—a,
Entonces vale
[Ny =1 —p[<2yp
Ademads, como sabemos que a,3, = p, a, + B, = 1 + p — N,, entonces

con N, podemos despejar a, y 3, y con ellos nos quedan determinados los
valores de N,» para todo n.
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12.2. Conjeturas

Birch y Swinnerton-Dyer tuvieron la idea que si F(Q) era grande, en-
tonces también serfan grandes los N, y formularon la

Conjetura 68 Para una curva eliptica C definida sobre Q con rango r,

I1 Ny
1f p<Mp|/N p

Mlino0 (log M)’“ = constante

Aca N es el conductor de la curva, es producto de los primos para los cuales
la reduccién no es buena elevados a ciertas potencias (lo veremos mas ade-
lante). Esta conjetura no es muy buena para determinar el valor de r pues
el producto oscila demasiado con el aumento de M.

Sea )V una variedad proyectiva no singular sobre Q, es decir los ceros
de una coleccién de polinomios homogéneos en las variables Xy, Xy, ..., X,,.
Si reescalamos cada polinomio como para que los coeficientes estén en Z
pero que no tengan ningun factor comin y los reducimos moédulo p primo,
definirdn una variedad V), sobre IF,, que si es no singular decimos que hay
buena reduccién en p. Todos salvo finitos primos seran de buena reduccion.

Para cada primo bueno definimos la funcién zeta:

CVJJ(S) =Zyy (p_s)
donde

Zg(T) = eap (Z #v;mn%)

y definimos

(s) = vals)

Conjetura 69 (Hasse-Weil) Sea V una variedad proyectiva no singular so-
bre Q. Entonces (y(s) puede extenderse analiticamente a una funcién mero-
morfa en todo el plano satisfaciendo una ecuacion funcional que relaciona
Cy(s) con (y(d+1—s), siendo s la dimension de la variedad.

Para una curva eliptica, si S es el conjunto de los primos con mala reduc-
cion, nos queda

(I—p®)(1—p—*)  Ls(s)

Co(s) = H 1—ap s +p=% Cs(s)¢s(s — 1)

pgS
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donde (5(s) es la funcién zeta de Riemann exceptuando los factores corre-
spondientes a los primos de Sy

1 1 1
L C7 S) = —
S< ) H 1— app—s +p1—25 H 1— app—s 1— ﬁpp—s

pgS pgS
Ahora bien, el producto Hp $ converge para R(s) > 1, y entonces
11 _
s 1 - pip~
converge para R(s) > 3. Como |a,| = |8,| = p2, sale que Lg(C,s) converge

para R(s) > 3.

Queremos agregar factores a Lg(C,s) correspondientes a los primos de
mala reduccion.

En el caso de p|A se define también a, = 1 + p — N,, donde N, es la
cantidad de puntos de la curva sobre I, contando la singularidad una vez.
La singularidad que puede ser de diferentes tipos.

Considerando los casos, obtenemos:

0  caso cuspide
a, =4 1 caso de nodo partido
—1 caso de nodo no partido

Definimos la funcién:

1 1
L(C,s) =
( 78) H 1— app—s ]g 1— app—s +p1—2s

plA P

Notemos que al evaluar cada factor en s = 1 se obtiene:

l—apt+p?t p—a,+1 N,

r " _p

:1—app—1_p—ap N, -1

en ambos casos, el factor es
p

HE"s(Fp)
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donde F™* denota los puntos no singulares.
El conductor N¢/q de C se define como

NC/Q — H pfp

pmalo

donde

. fp =1 siC tiene un nodo en la reducciéon médulo p
P fp, =2 siC tiene una cispide en la reduccién médulo p y es igual a 2 si p # 2,3

Definamos .
A(C,s) = Ng o(2m) " T'(s)L(C, 5)

Tenemos una versién mas precisa de la conjetura de Hasse-Weil:

Conjetura 70 La funcion A(C,s) puede extenderse analiticamente a una
funcion meromorfa en todo el plano satisfaciendo la ecuacion funcional

A(C,s) =wA(C,2 — s), w =%l
Sea ahora C curva eliptica sobre QQ y sea
Y24+ a1 XY +a3Y = X34+ auX? + au X + ag

su ecuacién minimal sobre Q, y sea

dx
Ww=="—"—"-"
2y+a1x+a3

Recordemos que tenemos definida una forma bilineal sobre F'(Q):

(x,y) = h(x+y) — h(x) = h(y)

y si X1, ...,X, es una base de la parte libre de F'(Q), entonces el regulador

eliptico es
R = det((x;,%;))

que resulta independiente de la base elegida y positivo.
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Conjetura 71 (Birch-Swinnerton-Dyer) Sea C una curva eliptica definida
sobre Q y sea F(Q) el conjunto de los puntos racionales. Entonces

F(Q) es infinito si y solo si L(C,1) =0
Mas general, st
FQ=Tez7Z

entonces, r es el orden del cero en L(C,s) en s = 1.
St
L(C,s)=C(s—1)"+ ...
es el desarrollo de Taylor alrededor de s = 1, entonces,
C|Tp
onTr o = ]
QR Hp‘N Cp

Donde
Q= w cp = (F(Q, . FO° Q,
/F(R) |w (F(Qp) (Qp))

Todos los términos de la Conjetura se pueden calcular excepto |11, que
en principio ni siquiera se sabe que sea finito en general.
Si X1, ..., X, son elementos linealmente independientes de F(Q), entonces

det((x;,%;))
(F(Q) : >°Zx;)?

es independiente de la eleccién de los x; y es igual a

e
>

[
F(Qp)

tiene sentido y de hecho se puede probar que es igual a

(F(Qp) : FI(QP>> _ cp N

p p

cuando forman una base.
La integral
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13. Ejemplos

13.1. Una curva con rango no nulo

Consideremos el mismo ejemplo que habiamos visto para el caso del Teo-
rema de la Base Finita Débil. Habiamos trabajado con la curva:

C:Y?’Z - X(X?>+3XZ+52%)=F(X,Y,2)

Calculamos que
F(Q)/2F(Q) = ((1,3),(0,0))

y no aparecieron cudrticas “extranas”, o sea que [I1I] nos dio trivial.

Miremos la torsién. (0,0) es de torsién de orden 2, y ademds no es doble
de nadie pues si no, desapareceria al hacer F'(Q)/2F(Q). Con el mismo ra-
zonamiento, (1,3) tampoco es doble de nadie. Para buscar puntos de torsién
(z,y) mas en general, por Lutz—Nagell, o bien y = 0, o bien y*|A. El caso
y = 0 no nos da nuevas soluciones pues X? + 3X + 5 no tiene raices reales.
Para calcular A, hacemos el cambio

X' =X+1

Queda

V7 =X"+2X'72* -32°
= A = 4,23 + 27.(=3)? = 275. A partir de ahora trabajaremos con esta
curva. Los puntos de la curva original (0,0) y (1,3) pasaron a (1,0) y (2, 3).

Luego hay que mirar
2275 = 52,11

con lo cual (2,3) no es de torsiéon. Ademds se concluye que |y| =1 0 5.
En el primer caso,
1=2"+22" -3

Entonces 4 = 2/(2"* + 2), con lo cual 2|2’. Escribimos 2/ = 2/, queda 1 =
2y (22 + 1) y esto claramente no tiene solucién entera.
En el segundo caso,
25 =2 4+ 21’ =3

Entonces 28 = 2/(z? 4 2), como antes 2|2/, ' = 22/, queda 7 = 2} (227 + 1)
y esto no tiene solucién entera tomando en cuenta que 7 es primo.
Entonces no hay mas puntos de torsion.
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T ={(1,0)) 2 Z/27Z

El rango es 1, pues si hubiera mas de un generador, estos tendrian que
aparecer en F'(Q)/2F(Q), por no ser dobles de nadie. Entonces tenemos que
encontrar un generador. Buscamos un punto racional [z' : y : 1] tal que
H(z') sea lo mas chica posible. Claramente, 2’ = 1 nos da la solucién (1, 0).
Entonces, buscamos con H(z') = 2. Ahi el (2,3), funciona y entonces tiene
que ser un generador de la parte libre.

Ahora R = 2h((2,3)). Con Pari calculamos R = 2 % 0,394888973 =
0,789777946, N = 440, co = 2, ¢ = 2, cnn = 1. Luego [[ v = 4
|T|? = 4. También con Pari calculamos: C' = 1, 734674621, 2 = 2,196408028.

Entonces:

c|irF 1,734674621,4 .
QRLwe  2,196408028,0,789777946,4

Lo cual es coherente con el hecho de haber obtenido |[IL]5| = 1.

13.2. Un ejemplo con 111 no trivial

Busquemos una curva con 11 no trivial. Recordando el método para hallar
una base de F(Q)/2F(Q), lo que hacfamos era partir de la curva

C:Y’Z - X(X*+aXZ+b2%) = F(X,Y,Z)
y pasar por la curva
D:Y2Z-X(X*—2aX Z+(a®—4b) 2%) = Y2 Z-X (X’ +a1 X Z+0, 2%) = G(X,Y, Z)

Habia que buscar soluciones enteras no triviales de las cuarticas del tipo:
4 2,2 by 4 2
g*+al'm "+ —|m*=n
q

El problema surge cuando la cuartica

b
q+aX*+ (—1) Xt =y?
q

tiene solucion en todos lados localmente pero no tiene soluciones racionales.
Buscaremos la curva C para que aparezcan cuarticas de ese tipo.
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Vamos a partir de la cuértica
Y2 =2—-2pX*

con p = 1,048 ¥ 2 N0 es cuarta potencia médulo p, de la cual sabemos que
no cumple el principio de Hasse.
Entonces

q:27 &1:0, _:_2p

Deducimos que
by = —4p, a=0, b=p

Entonces, sea
C:Y’Z—-X(X*+pZ*) =F(X,Y,Z)
Aplicando la funcién ¢ obtenemos:
D:Y?*Z - X(X?—4pZ*) = G(X,Y, Z)

Para calcular G(Q)/¢F(Q): Buscamos los ¢| — 4p que sean libres de
cuadrados. Sabemos que —p le corresponde al (0, 0). Hay que ver £1, £2, +p, £2p.
Como (+1)(Fp) = —py (£2)(F2p) = —4p, que dan el (0,0), bastard con

ver que pasa con £2, +p. ¢ = —p ya lo sabemos.
El caso ¢ = 2 da la ecuacion:
204 — 2pm* = n?

que tiene soluciones en todos lados localmente pero no tiene soluciones en Q.
Esto nos da una pauta que [IL]; es no trivial.
El caso ¢ = —2 da la ecuacion:

—21* + 2pm* = n?
de donde sale que 2|n y podemos escribir n = 2n’ y queda
—I* + pm®* = 2n/?

Se prueba que esta curva tiene soluciones en todos lados localmente pero
no tiene soluciéon racional de modo andlogo a la primer curva que dimos.
Para probar que no tiene soluciones racionales hay que usar que -1 es cuarta
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potencia médulo p lo cual es cierto por ser p = 1,,0,45. Entonces con g = —2
obtenemos otro elemento de [I1I],.

El caso ¢ = p no hace falta analizarlo demasiado pues (—2)2 = —4, que
le corresponde a p, también dard un elemento de [IL],.

Por lo tanto,

G(Q)/oF(Q) = ((0,0))

Calculemos F(Q)/v¥G(Q): Buscamos los ¢|p. Sabemos que ¢ = p le cor-
responde al (0,0).
Como (£1)(£p) = p bastara con ver que pasa con —1. Este da la ecuacién:

1A pmt = n?

que claramente no tiene soluciones en R, pues el miembro de la izquierda es
siempre negativo y el de la derecha positivo, y ambos valen cero solo en el
caso trivial. Entonces

F(Q)/vG(Q) = ((0,0))

Por lo tanto

F(Q)/2F(Q) = <¢(070)> (070» = <(0>O)>

Ahora bien, (0,0) es un punto de torsiéon de orden 2, ademds no es doble
de nadie, pues si lo fuera, seria cero en F(Q)/2F(Q). Para ver si hay otros
puntos de torsiéon usamos el Teorema de Lutz—Nagell.

Como en nuestro caso, A = 4p3, hay que mirar los casos y = 0, y?|4p>.
Si p [Jy, entonces y? < 4 y por lo tanto, |z(z? + p)| < 4 y esto es imposible
pues el minimo p posible es 17 y entonces solo vale con x = 0 pero este caso
es el (0,0). Si p|y, entonces p?|z(x? + p), por lo tanto p|z o p|(z* + p). En
cualquier caso, p|z. Escribimos x = pzy, y = py;. Obtenemos:

yi = a1 (paf + 1)

Con |y;| = 1 0 2 (pues tiene que pasar y?|4p). Claramente
1= (p2? +1) 4 =z (pa? + 1)

No tienen solucién por lo mismo que en el primer caso.
Entonces, en nuestra curva:

T = {(0,0)) = Z/27Z
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Ademss el rango es cero pues si no lo fuera, el generador del grupo libre
deberfa sobrevivir en F(Q)/2F(Q).

Comprobemos la conjetura de Birch-Swinnerton-Dyer en este caso. Ten-
emos que |[T|? =4, R=1.

Para Hp| ~ Cp, hay que mirar los primos de mala reduccién. Estos son
a lo sumo 2 y p que son los que dividen a A. Como claramente [4p®, >
2712 |4p3|, > p~'2, la ecuacién estd en forma minimal.

ey = (F(Qy) : FQy)). Miremos primero que pasa médulo 2. En este
caso,

C:Y?Z —(X*+XZ%)=F(X,Y,Z)

Vale oF OF OF
— =3X*+ 77 — = — =
ax * Y 9z

El tdnico punto singular médulo 2 es entonces [1 : 0 : 1]. Buscamos los

puntos de F'(Q2) que reducen a este punto. Volviendo a la ecuacién original,

escribimos Y = 2Y) y obtenemos:

0 Y2

4727 — X (X2 +pZ*) =0
sobre Q;. Mirando médulo 4,
X(X*+pZ*) = Omoas
Como X es impar y p = 1,044, Sale que
X?= =22 a4

y esto es absurdo.
Entonces todas las soluciones son no singulares médulo 2 y

Cy = 1.
¢, = (F(Qyp) : F°(Q,)). Médulo p la ecuacién queda
C:Y’Z - X*=F(X,Y,2)

Vale OF OF OF
—=-3X? —==2YZ ==Y
ox - 0 oY BV
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Entonces las soluciones singulares son las que cumplen x = 0, y = 0,
médulo p (pues si pedimos z = 0 igualmente tenemos que pedir y = 0 y
llegamos a un absurdo).

Luego, tenemos el o que es no singular, y consideramos la siguiente fun-
cién:

o FO(Qp) — F(Qp) \ FO(Qp)
a(x) =x+(0,0)

Cuando hicimos la demostracién del Teorema de la Base Finita Débil

teniamos esta funciéon y habiamos calculado que

e = (22

a(o) = (0,0)

Claramente la funcién estd bien definida porque si partimos de un punto
(x,y) que es no singular en su reduccién médulo p, no puede ser que z = 0,
ya que eso corresponde al punto (0,0) que tiene reduccién singular. Es claro
que esa es la imagen, pues si x y x + (0,0) fueran puntos con reduccién no
singular médulo p, también lo seria (x+ (0,0)) —x = (0,0) absurdo. Ademés
la funcion es claramente inyectiva. Para ver que es suryectiva, miremos su
inversa, restar (0,0). Sea

B F(Qp)\ FO(QP) — FO(@p)
ﬁ(X) =X (070)

Entonces,
B(z,y) = B(px1,py1) = (xil’ _x—?)
$(0,0)=o

Y esta funcién es la inversa de . Entonces “la mitad” de las soluciones tienen
reduccién singular y “la mitad” no. Luego:

cp = 2.

Hcp:Q

p|N

Juntando todo,
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Para calcular L(C, 1) (como el rango es cero, esto es lo mismo que calcular
C) y Q, utilizaremos el programa Pari. Estos valores si dependen de p. Por
ejemplo

D 17 41 97 193
L(C,1) 3,652371821 2,930834192 2,363166275 1,989747127
Q 1,826185910 1,465417096 1,181583137 0,994873564
L(C,1)/Q 2 2 2 2

Abora L(C,1) |T)? 4

Q Hp\NCp_ 2

Entonces, si aceptamos la conjetura en este caso, |ILI| = 4, lo que es coherente
con el hecho de haber obtenido |[I1I]y| = 4.
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Notas

Secciones 2 y 4

Estas secciones tratan temas muy generales por lo que se encuentran
en muchos libros. Para generalidades acerca de curvas hay un muy buen
tratamiento en [Kn] y en [Mi]. También es interesante la parte introductoria
de [Sch]. Los resultados no demostrados de esa parte se pueden encontrar en
[Kn] y [Wal. La seccién de curvas elipticas estd mas basada en los desarrollos
de [Cal] y [Ca2]. Dos referencias siempre presentes para estos temas son [Sil]
y [Ta].

Seccién 3

Los ntumeros p-adicos también se pueden encontrar en muchas fuentes,
por ejemplo [QG] y también [Se|] aunque el desarrollo expuesto sigue a [Ca2].

Seccion 5

El tema de resultantes también es general. Puede encontrarse en [Kn],
[Ca2], [Mi] o [Wal.

Seccion 6

La demostracién del Teorema de Mordell es la que aparece en [Ca2]
donde se encuentra la versién completa (incluyendo el caso en que la cur-
va no tenga puntos de orden 2). Se pueden encontrar otras demostraciones
en [Call,[Kn], [Mi], [Sch] y [Sil]. El desarrollo acerca de las propiedades de
las alturas estd basado en el de [Kn].

Seccion 7

Los resultados sobre puntos de torsiéon de una curva eliptica son bastante
generales. En este caso se sigue a [Mi], pero también a [Ca2] y [Kn]. Para los
resultados acerca de reduccién de curvas, se puede consultar [Sil] y [Tal.
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Seccion 8

La cota del rango de una curva eliptica con tres puntos de orden dos
estd adaptada del resultado que aparece en [Kn].

Secciones 1 y 9

El contenido de los resultados sobre niimeros congruentes puede encon-
trarse basicamente en [Kn].

Seccion 10

Este desarrollo estd tomado principalmente de [Ca2]. Con diversos tratamien-
tos puede encontrarse en [Call, [Mi], [Sch], [Sil] y [Ta].

Seccion 11

El ejemplo estd desarrollado con mayor profundidad en [Sil] y se menciona
en [Mi].

Seccion 12

Un desarrollo general sobre funciones zeta y sus propiedades puede encon-
trarse en [RV]. Los detalles acerca de la Conjetura de Birch-Swinnerton-Dyer
se encuentran en [Mi], [Sil] y en [Ta].

103



Referencias

[Cal] Cassels, J.W.S., Diophantine equations with special reference to ellip-
tic curves, Journal London Math. Soc., 41 (1966), 193 - 291.

[Ca2] Cassels, J.W.S., Lectures on Elliptic Curves, London Math. Soc., Stu-
dent Texts 24, Cambridge University Press, Cambridge, 1991.

[Kn] Knapp, A.-W., Elliptic Curves, Princeton University Press, Princeton,
1992.

[Mi] Milne, J.S., Elliptic Curves, notes for Math 679, University of Michigan,
1996.

[QG] Quadros Gouveéa, F., Primeiros Passos p-adicos, 17 Coléquio Brasileiro
de Matematica, Instituto de Matematica Pura e Aplicada, Rio de
Janeiro, 1989.

[RV] Rodriguez-Villegas, F., Introduccion a las Funciones Zeta de Hasse—
Weil, Decimosegunda Escuela Venezolana de Matematicas, Caracas,
1999.

[Se] Serre, J.P.; A course in Arithmetic, Springer-Verlag, New York, 1973.

[Sch] Schaefer, E., Rational points on algebraic curves, Santa Clara Univer-
sity, 1999.

[Sil] Silverman, J.H., The Arithmetic of Elliptic Curves, Springer-Verlag,
New York, 1986.

[Ta] Tate, J.T., The arithmetic of elliptic curves, Invent. Math., 23 (1974),
179 - 206.

[Wa] Walker, R.J., Algebraic Curves, Dover Publications, Inc., New York,
1962.

104



