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Capitulo 1

Introduccion

El problema del sampling es el de recontruir una cierta senal continua
a partir de una muestra tomada solo en algunos instantes. Por supuesto, es
imposible inferir solamente de la muestra el valor completo de una senal ar-
bitraria: se requiere de alguna suposicion general que complemente los datos.

La suposicion tradicional y ampliamente estudiada es una restriccion so-
bre el posible espectro de la senal.

El resultado mas clasico, atribuido a veces a Shannon o Whittaker y otras
a Kotelnikov sostiene que una funcion f € L*(R) cuya transformada de Fouri-
er esta soportada en [—%, %} puede recuperarse a partir de sus muestras en los
enteros { f(k)},c,. Mas atn provee una férmula de recontruccion explicita

B sin(m(x — k))

keZ

Esta situacion puede querer generalizarse principalmente en tres posibles
sentidos. Una posible direcciéon es cambiar el tipo de suposicion general que
se hace sobre las senales a muestrear. Otra, es generalizar la distribucion
temporal de las muestras admitiendo configuraciones no regulares. La tercera
es mejorar la formula de reconstruccion desde el punto de vista numérico.

La suposicion de que la senal es de banda limitada, es decir que su trans-
formada de Fourier estd soportada en cierto intervalo, tiene amplia justifi-
cacion al modelar algunos fenémenos como las senales sonoras. Sin embargo,
para otros resulta inadecuada. Si bien a la hora de discretizar las senales y
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procesarlas mecanicamente el espectro se vuelte a fortiori finito, la formula
de reconstruccién depende de alguna restriccion sobre el espectro uniforme
sobre toda la familia de seniales. Asi, si bien una senal en términos practicos
puede suponerse de banda limitada, la correcta estimacion de su espectro y
en cosecuencia la necesaria frecuencia de muestreo no pueden fijarse a priori
(sin conocer del todo la senial).

Desde el punto de vista matematico, puede verse que toda funciéon de ban-
da limitada se extiende analiticamente al plano complejo; es decir, es entera.
Mas atn, un famoso teorema de Paley y Wiener [14, 15, 16], caracteriza las
funciones cuya transformada de Fourier esta soportada en el intervalo [—a, a]
como aquellas funciones enteras f que verifican |f(2)] < Ce®™) para al-
guna constante C' > 0. Esto permite, por lo menos en el caso de espectro
convexo, aplicar los inmensos recursos del analisis complejo.

Modernamente, se trata de llevar el modelo del sampling a espacios gen-
erados por algunas traslaciones de un cierto generador con propiedades de
decaimiento, pero bajo suposiciones de regularidad mucho menos restricti-
vas que la analiticidad. En el capitulo siguiente mostramos brevemente cémo
este modelo trata de retener algunas de las propiedades del espacio de Paley-
Wiener (el espacio de las funciones de L? cuya transformada de Fourier esta
soportada en cierto intervalo). Aqui, se reemplaza la condicion de concen-
tracion en la frecuencia por una condicion de estructura espacial. El ejemplo
prototipico es el espacio de los splines lineales. Este esta generado por las
traslaciones enteras de una funcién triangular.

Para ser estrictos, este modelo para el sampling no es una generalizacion
del de banda limitada. Si bien el espacio de Paley-Wiener est4 generado por
las traslaciones enteras de una funcion (el seno cardinal), ésta no tiene buen
decaimiento. De todos modos, teniendo a disposicién las herramientas del
analisis complejo, no se necesitan las desarrolladas para espacios generados
por traslaciones.

Respecto a la distribucion de los puntos, las técnicas de anélisis armoni-
co se aplican naturalmente a subgrupos de R?. De hecho, el teorema clasico
del sampling s6lo transforma la informacion de una funciéon f sobre un sub-
grupo discreto (reticulado) en informacion sobre la periodizacion de f sobre
el reticulado dual. A esto se le agrega la suposicion de que esta informacion
determina completamente f requiriendo que esté soportada en un sistema de
representantes del correspondiente cociente.
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En el caso de senales de banda limitada, la caracterizacion de Paley-
Wiener permite usar teoremas muy finos de interpolaciéon de funciones en-
teras y técnicas de variable compleja en general. Para esta clase de funciones
los conjuntos de instantes donde deben tomarse las muestras estan casi com-
pletamente caracterizados por su densidad de Beurling. La densidad inferior
de Beurling de un conjunto de puntos X C R se define como

D(X) o tim ing EENG+0.1])

700 zeR r

y la condicion D~ (X) > 1 es suficiente para que las funciones de espectro en
[—%, %} puedan ser reconstruidas robustamente a partir de sus valores en X
mientras que la condicion D~ (X) > 1 es necesaria [3] [12].

En el escenario general de los espacios generados por traslaciones no hay
un teorema equivalente. Para configuraciones regulares de puntos, las técnicas
de analisis armoénico todavia son aplicables; en el capitulo 5 damos unos

ejemplos sencillos.

Para configuraciones irregulares el panorama es mucho més arduo. Para
generadores particulares se buscan condiciones geométricas especificas que
permitan el muestreo. Por ejemplo en el caso de los splines generados por
las traslaciones enteras de la burbuja xo,1) * ... * X[0,1] (n veces) un conjunto
de puntos {xy},., es un conjunto de sampling [1] (i.e. las sefiales se pueden
reconstruir establemente por sus valores en él) si

0 <inf |z, — x| < sup |z, — zppa| < 1.
kA keZ

La demostraciéon de este resultado se basa en la estructura algebraica local
de las senales (polinomios a trozos).

Sin embargo hay un enfoque medianamente general para obtener conjun-
tos de sampling irregulares: estudiar perturbaciones de conjuntos regulares.
Esto permite cierto grado de irregularidad aunque esta lejos de atacar glob-
almente el problema.

Las técnicas de perturbacion son clasicas en el andlisis de senales. En el
caso de banda limitada, un resultado de Paley y Wiener [14, 15, 16] sobre
perturbaciones de bases de exponenciales se traduce facilmente en el siguiente
hecho.
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Teorema. Eriste p > 0 tal que si X = {21}, ., C R es tal que supy, |v), — k| <
p, el conjunto de puntos X resulta un conjunto de sampling para el espacio
de Paley-Wiener.

Mas adelante los resultados combinados de Kadek [11] y Levinson [13]
mostraron que el valor 6ptimo de p es }L.

El propésito de esta tesis es probar un resultado similar en el contexto
de los espacios generados por traslaciones. En el capitulo 3 introducimos for-
malmente este modelo para el sampling haciendo hincapié en como intenta
generalizar algunos fenémenos del caso de banda limitada e introducimos al-
gunas herramientas basicas. En el capitulo 4 probamos que, en este escenario,
todo conjunto de sampling admite perturbaciones pequenas pero arbitrarias
en la forma sin perder esta condicion. Luego, estimamos este radio de pertur-
bacion en funciéon de los parametros del problema. Finalmente probamos un
resultado de interés teoérico sobre la existencia de configuraciones 6ptimas.

Nuestras técnicas son totalmente elementales y se basan solamente en
las condiciones de decaimiento y estructura espacial de la clase de senales a
muestrear.

En el capitulo 5 analizamos algunos ejemplos sencillos calculando ex-
plicitamente el radio de perturbacion de algin conjunto de sampling y com-
parandolo con la estimacion dada en el capitulo 4. Cada ejemplo requiere
una técnica propia.

Este trabajo no trata explicitamente la tercer cuestion de la eficiencia
numérica de las férmulas de reconstruccion. Sin embargo, haciendo de necesi-
dad virtud, lo elemental de nuestro enfoque permite tener un control explicito
de las constantes involucradas en todas las estimaciones. Si se conocen ex-
plicitamente los parametros de un conjunto de sampling (v. gr. las constantes
de los operadores involucrados) un seguimiento detenido de los célculos del
capitulo 4 permite estimar los respectivos parametros de los conjuntos pertur-
bados. Este conocimiento es decisivo a la hora de la implementaciéon numeérica
va que los mejores algoritmos de reconstruccion iterativos dependen de es-
to no so6lo para estimar la velocidad de convergencia sino simplemente para
ejecutarse (cf. capitulo 3, apartado 3.5.1).



Capitulo 2

Preliminares y notacién

En este capitulo definimos algunos objetos e introducimos la notacion
pertinente. No se trataran en detalle los conceptos involucrados; sélo estable-
ceremos algunas convenciones para lo que sigue.

Definicién 2.0.1. Sea z € R. Definimos su techo [x| y piso |x| como,

[z] =Inf{ye Z:y>uz},
|z] ==sup{y e Z:y <x}.
Observacion 2.0.1. [z],|z| € Z y |z] <z < [x]

Definicion 2.0.2. Si A es un conjunto arbitrario, notamos con Ids a la
funcion identidad de A,

Idy: A— A, Ids(a) = a.

Definicién 2.0.3. Sea A, B C RY. Definimos la distancia euclidea entre A

y B como
d(A,B) =inf{|la—0b|,:ac A be B}.

Definicion 2.0.4. Si f : R? — C es una funcion y A C R?, notemos con
supy | f| al supremo de los valores absulutos de f sobre A.

supl f| := sup {|(z)| : 2 € A}
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Definicion 2.0.5. Si f € LY(RY) definimos su transformada de Fourier como
flw) = [ flx)e ™ d,
R4

Un resultado conocido afirma que esta transformacion preserva la norma

de L2.

Proposicién 2.0.1 (Identidad de Plancherel). Sea f € LY(R?) (N %(RY). En-
tonces f € L*(R?) y R
A1 e = [1£]]z2-

Esto permite extender por densidad la transformada de Fourier a un
isomorfismo isométrico sobre L*(R?).

Definiciéon 2.0.6. St V es un espacio vectorial topologico, y A C V', defini-
mos el subespacio cerrado generado por A como la interseccion de todos los
subespacios cerrados que contienen a A y lo notamos con span (A). Luego,
span (A) es el menor subespacio cerrado que contiene a A.

Definiciéon 2.0.7. Si L : B — F es un operador entre C-espacios de nor-
mados, definimos su espectro o(L) como,

o(L) :={\e€ C:L—\d no es inversible} .

Definicién 2.0.8. Si (B : [|-||) es un espacio de Banach y {x},cy € B,

decimos que la serie
>, (2.1)
keN

converge incondicionalmente si para toda funcion biyectiva 0 : N — N se
verifica que la serie
E Lo(k)s

keN

converge en B.

Cuando la serie (2.1) converge en B pero no incondicionalmente decimos
que converge condicionalmente.



Capitulo 3

El problema del sampling

En este capitulo introducimos la alternativa estandar al modelo de Paley-
Wiener para el problema del sampling. Las clases de seniales a muestrear seran
espacios generados por funciones concentradas en el tiempo en vez de serlo
en la frecuencia. El caso prototipico son los espacios Spline. Lo hacemos en
un contexto ligeramente mas general para servir mejor a los propositos del
capitulo siguiente.

Introduciremos formalmente el problema del sampling en este contexto y
el vocabulario estandar del analisis de senales.

No se daran demostraciones de ninguno de los hechos generales, refiriendo
al lector a la bilbiografia citada. En la seccion 3.6 se dan demostraciones de al-
gunas estimaciones que, aunque elementates, son escenciales para las técnicas
del capitulo siguiente. Por completitud, demostramos aquellas proposiciones
donde necesitamos un escenario un poco més general que el se encuentra en
la bibliografia.

3.1. Separaciéon de conjuntos de puntos

Definicioén 3.1.1. Sea X = {xx},., € R? un conjunto de puntos indezado,
donde el conjuntos de indices A es numerable. Definimos la separacion de X
como
sep (X) == inf |z — z;]
k#j

0o’
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y decimos que X es separado si sep (X) > 0.

Para cada o > 0, definimos también la separacion relativa de orden o de

X como
rely (X) :=sup# {k € A:ay € [—a,a]* + 1]},

beRd

y decimos que X es relativamente separado si para algin a > 0, rel, (X) <
00.

A continuacién hacemos algunas observaciones pertinentes, cuya demostracion
se encuentra en la secciéon 3.6.

Observaciéon 3.1.1.
(i) Sia<p
rel, (X) < relg (X) < [éwdrela (X).
o

Luego si X es relativamente separado, para todo o > 0 la cantidad de
elementos de X en cualquier cubo de lado 2a estd acotada por una con-
stante que depende de «.

(i1) Si X es separado, entonces es relativamente separado y

rely (X) < (LSG;?‘X)J + 1>d.

(i) Si X = {xp}cn es relativamente separado e Y = {yp},cp €5 una per-
turbacion uniforme de X (i.e. § := supycp |Tx — yxl, < 00), entonces
Y es también relativamente separado y

relo (Y) < relyys (X).

(iv) La separacion y la separacion relativa son conceptos invariantes por
traslaciones arbitrarias, i.e. para todo z € R?

sep (X) = sep (X + 2) y rel, (X) = rel, (X + 2).
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(v) X es relativamente separado si y solo si es una union finita de conjuntos
separados. Mds precisamente, X = {x}, ., es relativamente separado
sty solo si existen Ay, ..., A, tales que A = U?Zl A; y para cada 1 <
J<n, Xji={aiten, es separado.

3.2. Bases de Riesz y marcos

En esta seccion definimos las nociones de bases de Riesz y marco y damos
algunas de sus propiedades mas elementales. Durante esta secciéon ‘H denotara
un C-espacio de Hilbert separable. Notaremos con ||-|| a la norma inducida
por el producto interno. Casi todos los resultados de esta seccion pueden
verse en [5] o [18].

3.2.1. Bases de Riesz

Definiciéon 3.2.1. Una sucesion {zg}reny € H se dice una Base de Riesz de
H si existen L : H — H un operador lineal continuo e inversible y {eg }ren
una base ortonormal de H tales que L(ex) = xy, Vk € N.

Observacion 3.2.1. Como L es inversible, las bases de Riesz son acotadas
por arriba y abajo (i.e. 0 < infy ||zk]| < supy ||zx]| < 00).

Las bases de Riesz proveen expansiones tnicas de una manera robusta
va que la norma en H de cada vector es equivalente a la norma (2 de sus
coeficientes. Las bases ortonormales son el caso limite en el que se da la
igualdad de dichas normas.

Proposicion 3.2.1. Si {x}ren es una base de Riesz de H entonces para
todo v € H existen una unica (ax)ren € I*(N) tales que

v = E Qj T -
keN

Ademds la convergencia es incondicional (i.e. cualquier reordenamiento de
los términos da otra suma convergente a v) y eristen constantes A, B > 0
(independientes de v) tales que:

A D a2 <ol < B [Y lawl.
keN keN
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Observacion 3.2.2. Como la convergencia de las expansiones en una base de
Riesz {xy }ren es incondicional, podemos tomar cualquier indexacion {xy }rea
por un conjunto numerable A sin ambigiedades. Desde ahora escribiremos
{z1} sobreentendiendo alguna indexacion numerable.

Si L es el operador de la definiciéon 3.2.1, cada elemento v € 'H se desarrolla

v = Z (v, Yg) T

k

donde v, = (L*)"!(ex). {yx} se llama el sistema dual o biortogonal de {x},
ya que estd caracterizado por la propiedad: (zy,y;) = 0x,;. En el lenguaje
del analisis de senales se dice que v se analiza a través de {yx} v se sintetiza
mediante {zy}.

Como (L*)™! es un operador inversible, {y;} resulta también una base de
Riezs (con sistema biortogonal {xy}). Luego se tienen las dos expansiones

v = Z (v, yp) T = Z (v, Tk) Yg.-

Una vez mas las bases ortonormales se caracterizan como el caso limite
en el que x;, = yi. En efecto, como x;, = Lieg) e yp = (L*) Hew), T = i
solo dice que L = (L*)~!. Esto ocurre si y solo si L es una isometria y como
{ex} es ortonormal si y solo si {x)} lo es.

Hay varias caracterizaciones de las bases de Riesz. Una de las mas pro-
dundas, las caracteriza como cierto tipo de bases de Schauder.

Definicion 3.2.2. Una sucesion {xy}ren € H se dice una base de Schauder
de 'H si para todo v € H existe una tnica sucesion de escalares {ay} oy € C

tal que
r = Z Qp T
keN

Proposicion 3.2.2. Sea {xj}ren una base de Schauder en H. Entonces,
{k}ren es una Base de Riesz si y solo si es acotada (i.e. 0 < infy ||zg] <
supy ||zx]| < 00) e incondicional (i.e. las expansiones en esta base convergen
incondicionalmente).

Para nuestros fines s6lo necesitaremos alguna sencilla caracterizacion que
nos ahorre probar la existencia del operador involucrado.
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Proposicion 3.2.3. Sea {xy }reny € H una sucesion en H. Entonces {x }ren
es una base de Riesz siy solo si es completa (i.e. ({xx}ren)c = H) y existen
constantes A, B > 0 tales que

2
<B) el

keN

Ve = (Qk)keN c fz(N), A Z |Ck|2 <
keN

E Cr Tk

keN

3.2.2. Marcos

Ahora introducimos el concepto de marco de un espacio de Hilbert. Los
marcos son sistemas de generadores que proveen expansiones robustas pero
no unicas. En las secciones siguientes abordaremos problemas que por su na-
turaleza conducen a representaciones multiples de los elementos involucrados.
Los marcos serviran para encontrar entre todos estos posibles desarrollos, los
que son robustos, proveyendo convergencia incondicional y coeficientes en 2.

Definicion 3.2.3. Una sucesion {z}ren € H se dice un marco de 'H si
existen H' un espacio de Hilbert separable, {ex}ren una base ortonormal de
H' y un operador sobreyectivo L : H' — H tal que L(ey) = xy, Vk € N.

Luego un marco se diferencia de una base de Riesz en que no se requiere
que el opeador L sea inversible, s6lo sobreyectivo.

Observacion 3.2.3. Como L es acotado, los elementos de un marco estin
uniformemente acotados por arriba. Pero a diferencia de las bases de Riesz
pueden no estar acotados por abajo (porque no requerimos que L sea acotado
por abajo). Por ejemplo, si {ey}ren es la base candnica de ¢*(N), {% ek fren
resulta un marco de (*. Para ver esto basta considerar el operador diagonal

L:0?— 02 L(ex) = 1 ex.

Observacion 3.2.4. Como un reordenamiento de una base ortonormal, es
una base ortonormal, se sigue que cualquier reordenamiento de un marco es
todavia un marco.

Observaciéon 3.2.5.

» Sidim(H) < oo, todo sistema finito de generadores es un marco. En
efecto, dado un sistema de generadores xi...x, C H, consideramos
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L : C" — H, Lley) = z, extendido linealmente. Observemos que
n > dim(H).

w Sidim(H) = oo y {xx} es un marco de H, el espacio H' de la defini-
cion debe ser necesariamente de dimension infinita. Como todos los
Hilberts separables de dimension infinita son isométricamente isomor-
fos, se puede conseguir un operador sobreyectivo L : H — H que aplique
alguna base ortonormal en {x;}.

Supongamos que {x} es un marco de H y sean L : H' — H y {ex} como
en la definicion. Como L es sobreyectivo (y H es un espacio de Hilbert) L
es una retraccion. Esto quiere decir que existe un operador K : H — H’ tal
que L K = Idy. Por ejemplo, L' := Llker(L)* resulta un operador inversile
y podemos tomar K = L'~' : H — ker(L)* — H’. Cada eleccién de un tal
operador K provee una formula de expansion en {x;} de la siguiente manera.
Para cada v € 'H

K@) = Y (K().e) e

k

v=LK®) = Y (K(v),e) Lex) =Y (v, K*(ex)) xp.

k

Al igual que hicimos con bases de Riesz, ahora damos una caracterizacion de
la nocién de marco que nos ahorrara probar la existencia del operador de la
definicion.

Proposicion 3.2.4. Una sucesion {zytreny € H es un marco de H si y solo
st existen constantes A, B > 0 tales que se wverifica la siguiente identidad
pseudo-Parseval:

voeH, Alvl® <) [{v,z) P < B |of|” (3.1)
k

Nomenclatura 3.2.1. Si {x;} verifica (3.1) decimos que es un marco con
constantes A y B.

» U:H— [*(N), Ul) := (v, 7)) se llama operador de analisis.
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» U 2(N) = H, U(c) =Y, ck xx se llama operador de sintesis.

Definicion 3.2.4. Si {x)}ren es un marco, definimos el operador de marco
por:
T:H—H T)=UU) =Y (v,z) z (3.2)
k

Observacion 3.2.6. FEl operador T asi definido es autoadjunto y la ecuacion
(5.1) dice que Ald <T < BId (i.e. o(T) C [A, B])

Esta observacién nos permite dar una tercera caracterizacion de los mar-
COS.

Corolario 3.2.1. Una sucesion {xy}tren es un marco de H si y sdlo si el
operador T(v) =Y, (v, x;) x) estd bien definido y es inversible (i.e. acotado
con un inverso acotado).

Definicion 3.2.5. Sea {xp}ren € H un marco. Definimos su marco dual
canonico {yi }pey POT
Y = T_l(l'k)

donde T es el operador de marco de {xy}; -
Proposicion 3.2.5. Sea {zy}ren un marco de 'H con constantes A y B.

Sea {yx tren su marco dual candnico. Entonces {yi}ren €s efectivamente un
marco y tiene constantes B~ y A~L.

Ademds para cada v € H se tienen las siguientes erpansiones:
v= E (v, yp) T = E (v, Tk) Yr
k k
con convergencia incondicional en la norma de H.

Ademds, entre todas las posibles expansiones, ésta hace minima la norma
0? de los coeficientes.

Observacion 3.2.7. Como T (v) = >, (T 1), zk) ye = D_p (Vs Yk) Ui, €l
operador de marco de {yx} es T~' y luego su marco dual es {x}}.
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Comentario 3.2.1. Las expansiones en un marco pueden no ser unicas. Las
de la Proposicion 3.2.5 convergen incondicionalmente, pero otras expansiones
pueden converger solo condicionalmente.

En general, la convergencia incondicional estd garantizada cuando se uti-
lizan coeficientes en 1. Si queremos independizar el concepto de marco de la
indezacion, como hicimos con las bases de Riesz, debemos comprometernos
a sdlo usar expansiones con coeficientes en [°.

Finalmente, podemos caracterizar a las bases de Riesz como los marcos
sin redundancia.

Proposicion 3.2.6. Una sucesion {x;}ren € H es un base de Riesz de H si
y solo si es un marco que deja de ser completo al quitarle cualquier elemento.

3.2.3. Bases de Riesz y marcos en dimension finita

En esta secciéon damos algunas caracterizaciones tutiles en espacios de
dimension finita.

Sean H un espacio de Hilbert de dimension finita y {x1,...,2,} C H.

Definicién 3.2.6. La matriz gramiana de {z1,...,x,} es la matriz G €
C™™ definida por G, j; = (v, x;) .

Observemos que esta matriz es hermitiana y positiva. De hecho, si consid-
eramos los operadores de analisis y sintesis asociados a {z}, U : H — C",
Uw) == ((v,z1),....(0,2,)) y U : C" — H, U*(cy,....¢n) = D oy ChTk
resulta que G es la matriz en la base canoénica del operador UU™.

Mientras que el operador de marco U*U caracteriza la propiedad de ser
marco de H, el operador gramiano no contiene informaciéon sobre la com-
pletitud del sistema {zj}, sino sobre su estabilidad.

Proposicion 3.2.7. Sean {z1,...,x,} CH yV = span (z1,...,2,). En-
tonces,

(a) {z1,..., 2z} es una base de Riesz de V' con constantes A, B si y sdlo si
o(G) C [A, B].
En particular {x1,...,2,} es una base de Riesz de V si y sélo si G es

nversible.
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(b) {z1,...,z,} es un marco de V' con constantes A, B si y solo si 0(G) C

{0} UlA, B].

La demostracion se encuentra en la secciéon 3.6.

3.3. Espacios de amalgama

En esta seccion introducimos formalmente los llamados espacios de amal-
gama o espacios de Wiener y enumeramos algunas de sus propiedades bési-
cas. La técnica de amalgamar espacios puede desarrollarse muy en general
y es una herramienta provechosa para varias aplicaciones. Nos limitaremos
a los casos mas sencillos que son los relevantes para lo que sigue y les dare-
mos un tratamiento bastante parcial (a la luz de la teoria general). Para un
tratamiento general véase [9], para una introduccion a los casos mas sencillos
véase [6].

Definicién 3.3.1. Para 1 < p,q < 00 y f : R? — C medible definimos,

Y

1»(Z4)

1 amies = [ (1 o)

jezZ4

y llamamos W (LP, L9)(RY) a la clase de funciones con norma finita (identi-
ficando las que difieren sdlo en un conjuto de medida nula)

W(LP, L) (RY) := {f :R* — C medibles : 1f b (e pay < oo} / Zqe. -

Munidos con las respectivas normas, cada uno de estos espacios resulta
ser un espacio de Banach.

En W(LP, L*) distinguimos el subespacio (cerrado) de funciones contin-
uas W (LP,Cy),
W(LP,Cy) :={f € W(LP,L*>) : fes continua}
Decimos que LP es la componente global de W (LP, L) mientras que L7 es su
componente local.
En los espacios de amalgamas se verifican las siguientes inclusiones:
Sil<p<t<ooyl<qg<oo, W(LP,LY) CW(L' L%).
Sil<p<ooyl<g<s<oo W(LP,L*) CW(LP L7).
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En la teoria general, se construye una amalgama W (E, B) a partir de una
componente local B y una componente global E. La componente local es un
espacio de Banach continuamente inmerso en las distribuciones temperadas
(o méas generalmente en la distribuciones extremales sobre un grupo local-
mente compacto que tiene una base de entornos de la identidad invariantes
por los automorfismos interiores) y es invariante por traslaciones (en el senti-
do de la inmersion), ademés de algunas condiciones técnicas. La componente
global es un espacio de Banach de funciones invariante por traslaciones, con
algunos requerimientos técnicos como la solidez.

Para el analisis de senales puede usarse como componente local algin
espacio de funciones suaves y como componente global algin espacio LP. En
nuestro caso, utilizaremos el espacio W (L', Cp).

La amalgama W (B, F) pretende ser un espacio de distribuciones que se
comporta localmente como E y globalmente como B y se lo equipa con una
norma continua que da cuenta de esto. Un resultado importante es que cada
una de estas normas continuas es equivalente a una cierta norma discreta.
En el caso B = [P, E = LY la norma discreta es la recién definida mientras
que la continua es

[l (ze Loy = e = LFCRC = 2) | all o

donde la ventana k es una funcién suave de soporte compacto.

Luego, en nuestra definicién de las normas W (LP, L?) tomamos un atajo
respecto del caso general.

Esta equivalencia de normas permite probar que si se tiene un teorema
de convolucion entre componentes globales B x B’ — B” y otro entre las
componentes locales E x E' — E’, se consigue un teorema de convolucioén
entre las respectivas amalgamas

W(B,E)+W(B,E') — W(B", E"). (3.3)

En nuestro caso los espacios involucrados seran espacios de funciones o suce-
siones. El enfoque distribucional esta oculto en la manera de particularizar
la teoria general. Para eso hay que hacer convivir todos estos objetos en un
mismo espacio, donde las convoluciones discretas, semidiscretas y continuas
sean casos particulares de la misma operacion. Esto se logra facilmente con-
siderando como componente local el espacio R de las medidas de Radon con
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signo (medidas Borel-regulares donde los compactos miden finito) y como
componente global algiin espacio LP.

Una sucesion ¢ = (¢ € [P puede considerarse como una medida identi-
ficandola con el peine de deltas ), c,d,,. Si el conjunto de puntos {x;}, es
relativamente separado, este peine tiene comportamiento global LP y luego
define un elemento de la amalgama W (L?, R). Las funciones pueden verse
como medidas con signo absolutamente continuas.

Aunque en el caso B = LP, E = L? todo puede demostrarse por un cal-
culo directo, la teorfa general ayuda a conjeturar qué tipo de desigualdades
buscar. En el capitulo siguiente nuestro tratamiento serd absolutamente el-
emental, atin en detrimento de la claridad. La razéon principal para esto es
que se llevara la relacion 3.3 un poco maés lejos de su enunciado formal para
hacerla adecuada a un contexto irregular. En vez de enunciar una tal ex-
tension en general, simplemente reproduciremos los calculos que la justifican
reemplazando las igualdades que dependen de la estructura de grupo por
desigualdades.

3.4. Espacios generados por traslaciones

Dada una familia de funciones {f;},.; € LP(R?) y subconjuntos de R?
relativamente separados, {{xi } re A} consideramos el espacio generado por
jel

las respectivas traslaciones

S = S({fj}jel) = span ({fﬂ( B $i)}keA,jeI)

donde la clausura es en LP(RY) y los conjuntos de puntos estdn implicitos en
la notacion.

Cuando todos los conjuntos de puntos son un mismo reticulado, el es-
pacio § adquiere la propiedad adicional de ser invariante por un grupo de
traslaciones. Sin pérdida de generalidad puede suponerse que el reticulado
es Z%. El caso p = 2 puede tratarse mediante técnicas de fibracidn que se
vuelven especialmente utiles cuando la familia de funciones es finita. Las con-
secuencias mas importantes estan resumidas en el siguiente teorema (véase

[4], [17]).
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Teorema 3.4.1. Sea {f;};.; C L*(RY) una familia numerable. Entonces, la
Jamilia {f;(- — k)};c1 pega €5 una base de Riesz (resp. marco) con constantes
Ay B de S, el subespacio cerrado que genera si y sélo st para casi todo

z € [0,1)%, la familia {(fj(x—l— k))kezd} C (*(Z%) es una base de Riesz
jel
(resp. marco) con constantes A y B de S,, el subespacio cerrado que genera.

Ademads,
S = {f € L*(RY) : (f(x + k))pege € Sy para casi todo x € |0, 1]d} .

Corolario 3.4.2. Dada una familia finita F = {f;},,o,, C L*(RY), con-
sideramos la matriz gramiana asociada G(x) € C™" x € [0,1]¢, definida
por

G(lﬁ)i,j = <(fg(9€ + k))kezrh (fz(l’ + k))keZd> ) = [fj, fz}(l’)

lz(Z(i

Entonces (con la notacion del teorema) las traslaciones enteras de F son una
base de Riesz de S con constantes A y B si y solo si

Ald < G(z) < BId, para casi todo x € [0, 1]¢,
y son un marco de S si y solo si
AG(z) < G*(x) < BG(x), para casi todo x € [0, 1]°.
Ademds,

dim(8S,) = rango(G(z)), para casi todo x € [0,1]%.

En el caso de traslaciones generales, no hay un criterio tan sencillo para
. . oy (o .
determinar cuéndo la familia { f;( xk)}keAvjE[ resulta una base de Riesz
de S. Si este es el caso, cada f € S tiene una representacion tnica,

F=> aft—1) (3-4)

jel keA

con ¢ = (c})jerken € IP(I x A) y convergencia incondicional en LP.

La importancia de esta representacion es que es una version irregular de
una convolucion semidiscreta. Las normas amalgama estan disenadas para



CAPITULO 3. EL PROBLEMA DEL SAMPLING 21

el estudio de los mdédulos de convolucién o mas generalmente de las ternas
de Banach, es decir las ternas de espacios tales que la convolucién es una
oparacion bien definida y acotada de los dos primeros en el tercero.

Hay motivaciones intuitivas para asumir que la familia de funciones a
muestrear estd generada por traslaciones, pero ademas esta eleccion esta
motivada por el deseo de reproducir un fené6meno que ocurre en el caso de
banda limitada.

El muestreo en espacios de banda limitada puede encararse por varios
caminos, siendo el mas fructifero el analisis complejo. Sin embargo, con la es-
peranza de llevar las técnicas a clases de funciones no necesariamente analiti-
cas conviene ensayar otros caminos. Una observacion elemental es que el
proyector ortogonal de L? sobre el espacio de las funciones con espectro en
cierto intervalo (el espacio de Paley-Wiener) es un operador de convolucion
(con nicleo alguna modulacion del seno cardinal). Es decir, cada funcion f
de la familia se describe como f = f * k donde k es un nucleo suave (el seno
cardinal). Méas atn, antitransformando una funcion suave de soporte com-
pacto que vale 1 sobre el intervalo de frecuencias, obtenemos un ntcleo en la
clase de Schwarz que actua por convoluciéon sobre el espacio de Paley-Wiener
como la identidad. Esto implica propiedades de regularidad y decaimiento
uniforme sobre toda la familia.

En escenarios mas generales que el espacio de Paley-Wiener puede no con-
tarse con un operador de convoluciéon que actue como la Identidad. El motivo
para considerar espacios generados por traslaciones enteras es que las fun-
ciones a muestrear tengan, desde el esqueleto, apariencia de convolucién con-
tra cierto nicleo y luego extrapolar por técnicas elementales las propiedades
de regularidad y decaimiento de los generadores hacia toda la clase S.

A continuacion enunciamos el hecho basico bien conocido que justifica el
uso de los espacios generados por traslaciones como modelo para el sampling.
Si se tiene una sucesion de Riesz en LT generada por traslaciones enteras de
finitas funciones de la amalgama W (L', C), el subespacio cerrado que gen-
eran estas traslaciones también esta contenido en W (L', C). Méas atn, sobre
este espacio hay una equivalencia entre las normas LP y W (L?, Cy). Lo enun-
ciaremos en el contexto ligeramente méas general de traslaciones irregulares.
En este caso la expansion (3.4) es una convolucion solo en espiritu, pero
las técnicas de la version clasica se adaptan con los mismos argumentos que
usaremos en el capitulo siguiente.
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Sin embargo, la diferencia importante es que en el caso de traslaciones
regulares hay un criterio para decidir cuando los generadores son una base
de Riesz, incluso para p # 2 [1].

Teorema 3.4.3. Sean ¢1,..., ¢, € W(L', Co) y {xi}ren - {2} pen con-
juntos de puntos relativamente separados.

Supongamos que {goj(- — es una base de Riesz de S, el sube-

J
xk)}kEA,lgjgn
spacto cerrado que genera en Lp(Rd), con 1 < p < oco. Entonces existe una

constante C' tal que para toda f € S,

1Al e < W fllw e co) < C ANl

En particular, S C W(LP,Cy) y cada funcidn de S es continua.

La demostracion se encuentra en la seccion 3.6 pero se apreciara mejor
después de haber leido el capitulo 4. Para la version regular véase [1].

3.5. El problema del sampling

En esta seccion presentamos el problema del sampling y damos las defini-
ciones y propiedades pertinentes. Por sencillez, lo hacemos en el contexto de
un espacio principal (es decir, con un solo generador). Todo puede gener-
alizarse al caso de finitos generadores.

Sea X = {x},, un conjunto de puntos relativamente separado y ¢ €
W(L',Cy). Supongamos que ¢ genera por traslaciones en X una base de
Riesz de §. Segin el Teorema 3.4.3 la norma L? es equivalente sobre S a
la norma W (L', L?) y luego las evaluaciones f +— f(z), x € R? estan bien
definidas. Mas atn,

Lema 3.5.1. Sea Y = {yp}, ., C R? un conjunto de puntos relativamente
separado. El operador

S — (M)
I = (f(Yr) Jrea

efectivamente toma valores en IP(A) y es acotado.
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Definicion 3.5.1. Un conjunto Y = {yi},cp C R? se dice de sampling si
existen A, B > 0 tales que para toda f € S,

Al fllze < 10 (we)reallw < Bl Lo (3:5)

Observacion 3.5.1. Luego, Y es un conjunto de sampling si y solo si el
operador del lema 3.5.1 es también acotado por abajo.

En el caso p = 2, como cada evaluacion f — f(z) es un funcional continuo
sobre S, debe estar representado en el sentido del teorema de Riesz por algtn
(tinico) vector K, € S, llamado nicleo reproductor en . De la ecuacion (3.5)
observamos que Y = {yi},c, €s un conjunto de sampling si y solo si, la
familia de nicleos reproductores {K,, },_, es un marco de S.

Como la expansion en la base {p(- — )}, da un isomorfismo entre
S y el espacio de sucesiones I?, podemos considerar en vez del operador de
Lema 3.5.1 su composicion con el operador de sintesis de la base. Este resulta
acotado por abajo si y s6lo si Y es un conjunto de sampling.

Definicion 3.5.2. Sea Y = {yr},cn © R* un conjunto de puntos relati-
vamente separado. Definimos su operador de sampling S : [P(A) — [P(A)

| Sy =3 euply; — 1) (3.6)

keA

Cuando deseemos destacar la dependencia en'Y escribiremos S = Y(Y).

En resumen, tenemos la siguiente proposicion

Proposicion 3.5.1. Son equivalentes:

» Y = {yr},en €5 un conjunto de sampling.
» Fl operador de sampling de Y, Y(Y') es acotado por abajo.

» (si p=2) El conjunto de niicleos reproductores {K,, },_, es un marco
de S.
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3.5.1. La importancia numérica de conocer las cotas

Dado un conjunto de sampling Y = {y},.,, el operador f — (f(yx))rea
es acotado por abajo y luego cuando es correstringido a su rango tiene un in-
verso continuo. Entonces es posible, en teoria, recomponer f continuamente
a partir de sus muestras. Existen varios algoritmos para hacer esto efectiva-
mente [10].

Uno de ellos consiste en interpolar cualquier funcién a partir de las mues-
tras y luego proyectar el resultado sobre S. El resultado de esta operacion f;
es computable y también lo son las muestras del error f — f; en el conjunto
Y. El algoritmo consiste en iterar este proceso calculando la proyeccion so-
bre & de una cierta funcién que interpola al error del paso anterior. Una vez
calculadas suficientes aproximaciones, solo hay que sumarlas.

La convergencia de este algoritmo depende del método de interpolacion
usado. Construir el interporlante adecuado involucra el conocimiento explic-
ito de las cotas del operador de sampling de Y. En la préactica, muchas veces
se introduce un pardmetro de relajacion en el método de interpolacion y se
determina su valor empiricamente.

Cuando convergen, estos algoritmos lo hacen a ritmo geométrico y mas
velozmente cuanto mas grande sea la cota inferior del operador de sampling.
Luego, desde el punto de vista numérico, los conjuntos de sampling se apre-
cian por el tamano de su cota inferior.

Cuando p = 2 existe también una técnica general usando sélo la teoria de
marcos (en realidad en el caso en que X es un reticulado puede usarse para
p # 2[1]). Si Y es un conjunto de sampling, el conjunto de nicleos reproduc-

tores {Ky, },., es un marco de S. Si calculamos el marco dual {[N(yk} :
keA

tenemos una férmula de reconstruccion

f= Z f(yk)kyk

keA

Si T es el operador de marco, sabemos que K, = T(K, ). La manera
general de invertir 7" es mediante seires de Neumann. Esto simplemente con-
siste en desarrollar en series la funcién x~! alrededor de 1 y aplicarsela al
operador T'. Esta serie tiene radio de convergencia 1 y luego no siempre es
posible aplicarsela directamente a T'. Hace falta considerar alguna homotecia
conveniente que acerque 1" a la Identidad. Si A y B son las cotas de marco,
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inferior y superior respectivamente, la homotecia AJ%BT esté suficientemente
cerca de la Identidad y de hecho es la que provee la velocidad de convergencia
6ptima entre todas las posibles homotecias.

Por esto, el conocimiento de las cotas es crucial para ejecutar el algoritmo,
no so6lo para estimar su desempeno.

3.6. Algunas demostraciones

3.6.1. De la Observacion 3.1.1

Observacion.

(i) Sia<p
rely (X) < relg (X) < (g]drela (X)

Luego st X es relativamente separado, para todo o > 0 la cantidad de
elementos de X es cualquier cubo de lado 2a estd acotada por una con-
stante que depende de «.

(ii) Si X es separado, entonces es relativamente separado y

0 ()

(iii) Si X = {xp},c, es relativamente separado e Y = {yp},cp €5 una per-
turbacion uniforme de X (i.e. § := supyep |k — Yxl, < 00), entonces
Y es también relativamente separado y

rely (V) < relyys (X).
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(iv) La separacion y la separacion relativa son conceptos invariantes por
traslaciones arbitrarias, i.e. para todo z € R?

sep (X) = sep (X +2) y rely (X) = rel, (X + 2)

(v) X es relativamente separado si y sdlo si es una union finita de conjuntos
separados. Mds precisamente, X = {xy}, ., es relativamente separado
sty solo si existen Nqi,..., A\, tales que A = U?:1 A; y para cada 1 <
J<n, Xji={arten, es separado.

Demostracion.

(i) La primera desigualdad surge de considerar cada cubo de lado 2« den-
tro de algtin cubo de lado 23. Para la segunda, sea N := [g} Si @ es un
cubo de lado 273 arbitrario, dividimos cada uno de sus lados en N partes
iguales, obteniendo una subdivisién de @ es N? cubos mas pequeiios cada
uno de estos de lado % < 2a. En cada uno de ellos hay entonces a lo sumo
rel, (X) elementos de X (o més precisamente para a lo sumo rel, (X) indices,
el respectivo elemento pertenece al sub cubo en cuestion). Luego,

#{ke Nz, €Q} < Nrel, (X) = (ﬁwdrela (X),

«

v la desigualdad se sigue tomando supremos sobre todos los posibles ().

(ii) Sean N := Lsei?X)J + 1y @ un cubo arbitrario de lado 2a. Si como

recién, subdividimos cada lado de ) en N partes iguales, habremos descom-

puesto @ en N¢ subcubos de lado 2¢ < sep (X). Para cada uno de estos

subcubos, no hay mas que un indice k£ tal que x; pertenece a ese subcubo.
Luego,

#{keA:xkeQ}gNd:O#iX)JJrl) :

y la desigualdad se sigue también esta vez tomando supremos sobre todos los
posibles Q.

(iii) Dados @ > 0y @ un cubo de lado 2c, llamemos @ al cubo que resulta
de alargar simétricamente en 20 cada lado de ). Cada vez que yr € Q, se
tiene que x;, € Q°. Luego

#lheN:y e QY <#{keN:ap €Q} < reloys (X)
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Por lo tanto, rel, (V) < rely.s (X) < 0.
(iv) La traslacion en z de un cubo es otro cubo cuyo lado mide lo mismo.

(v) Sea I := [0,1]% Si partimos en dos el intervalo unitario [0,1] =
[0, 21UI[3, 1], habremos partido I en 2¢ subcubos

|
L h h
= Ij,confj._H[? 5 I.
Je{0,1}¢ h=1

Supongamos que X es relativamente separado y descompongamoslo en finitos
subconjuntos separados. Sea M := relé (X).

Sea J € {0, 1}d. Consideremos las subfamilias de indices,
{k:apel;+1}, (1eZ%.

Para cada valor de [ la respectiva subfamilia contiene a lo sumo M indices.
Ademas si k es un indice de una subfamilia y j es uno de otra distinta,
ok — x| > 3.

Construimos A{ un conjunto formado por un indice de cada una de estas
subfamilias que resulte no vacfa. En general construimos recursivamente Aj,
2 < h < M tomando un indice de cada una de las siguientes subfamilias que

resulte no vacia,
h—1
{k:apel,+13\ | JA], (1ez?).
t=1

Como

R'=Jr+1=J Y I'+1

lezd 1€24 je{0,1}*

Dado z), € A, existen [ € Z% y J € {0, 1}d tales que z € I’ + 1. Como la
familia {k’' : z)» € I; + 1} no contiene mas que M elementos, en el proceso

de seleccion de arriba, el inidice k fue elegido en algiin paso y luego, existe
h, 1< h <M tal que z; € Aj.

Luego, resulta que

A= | 61\;.

Je{o,1}¢ h=1
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Ademés para cada J € {0,1}% y 1 < h < M cada indice de A; proviene
de un miembro distinto de la siguiente coleccion de familias de indices,

{k:xkeb—l—l}, (lezd)a

y el respectivo conjunto

J _
X = {xk}(J,h)e{(],l}dx{l,...,h} )

. <. 1
es relativamente separado (y la separacion es por lo menos 3).

Veamos la otra implicacion. Supongamos que existen Ay, ..., A, tales que
A= U?:1 Ajyparacadal < j <n, X;:= {mk}ke/\j es separado. Veamos
que X es relativamente separado.

Cada X es separado y luego, por (ii) es relativamente separado. Sea
M = nméx;<j<p rels (X;). Sea @ un cubo de lado 1 arbitrario. Para cada j,
1 < j < n, existen a lo sumo relé (X;) indices de A; tales que el respectivo
elemento de X; pertenece a (). Luego, existen a lo sumo M indices de A tales
que el respectivo elemento de X pertenece a (). Por lo tanto, relé (X) <M<
ooy X es separado. O

3.6.2. De la Proposicién 3.2.7

Proposicion. Sean {x,...,z,} CH yV = span (z1,...,x,). Entonces,

(a) {z1,..., 2.} es una base de Riesz de V' con constantes A, B si y sdlo si
o(G) C A, B].
En particular {xy,...,x,} es una base de Riesz de V si y solo si G es
inversible.

(b) {z1,...,2,} es un marco de V' con constantes A, B si y solo si 0(G) C

{0} UlA, B].

Demostracion. (a) {xi,...,x,} es una base de Riesz de V' con constantes
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A, B si y s6lo si para todo A € C”

AP < U IIF < BIAIP
(AIAN),N) < (U0, U*(N) < (BId(A),\)
(AT, N < (GO, N < (BIAN), )

y como G es autoadjunto, esto ultimo ocurre si y solo si o(G) C [A, B].

(b) Observemos que rango(U*) = V, de modo que {z1,...,2,} es un
marco de V' con constantes A, B si y so6lo si para todo A € C"
AUV < lw@=e)I* < B|U*(V)|*
AU N, U (M) < UUN),UU(N)) < BU(N),U"(N)
A(G(A),A) < (G2(N), \) < B(G(A),A)
Veamos que esto ultimo ocurre si y sélo si o(G) C {0} [A4, B].
SiG<G?*<Gy)\eoa(G),existe x € C" de norma 1 tal que G(z) = \z.
Como (G(z),z) = Ay (G*(x),z) = A\? tenemos que AN < \? < B\ y luego,
A e {0} U[A, B].
Si o(G) C{0}[A, B], sea x € C" arbitrario, veamos que A (G(z),z) <
(G*(x),z) < B{G(x), ). Como G es hermitiana y positva existe {e,...,e,}
una base ortonormal de C™ y {\y,..., A\, } C {0} U[A, B] tales que G(ex) =

Arer. Si expandimos x en esta base tenemos,

n

r = Z (x,ex) ex,

k=1
G(z) = Z<x76k>/\k6ka
k=1
G*(r) = Z(x,eQ/\Zek.
k=1

Como cada A, € {0} [4, B], A\ < A\ < B); y luego,

Do HwenP AN < i Heed A2 <) [z e Boy

k=1 k=1

(AG(z),z) < (G*(x), z) < (BG(z),z)
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3.6.3. Del Teorema 3.4.3

Teorema. Sean ¢1,...,¢, € W(L',Co) y {x}}rens - {2} pen conjuntos
de puntos relativamente separados.

Supongamos que {npj(- — 1) es una base de Riesz de S, el sube-

k }keA,lgjgn
spacto cerrado que genera en Lp(Rd), con 1 < p < oco. Entonces existe una
constante C' tal que para toda f € S,

1o < 1Al coy < C NIl

En particular, S C W(LP,Cy) y cada funcidn de S es continua.

Para probar el teorema, requeriremos el siguiente lema.

Lema 3.6.1. Si f € W(L', Co)(RY) e Y = {yr}.cp €8 un conjunto de puntos
relativamente separado, entonces

Z sup |f| < 2d7“611 (V) 1wz co)

ken I
donde I := [0, 1]¢.
Demostracion.
Zsup|f|<z Z sup\f]<2rel1 sup‘|f|
ken THuk ez kiyelti ! sz I+1+j

< reh Z Z sup | f]

+
JELZL he (1N Z) J

greh Z Z sup |f|

i
he(1nz)t jezd T

=rels (Y )Qd HfHW(Ll,Co) :

£
2

Ahora probemos el Teorema 3.4.3
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Demostracion. Dada f € S, la expandimos con convergencia incondicional

en [P
f= Z Z Ck‘P - ZUk (3.7)

h=1 keA

con ¢ = () (kmyerx{1,..ny € IP.

Para cada j € Z% y € I + j, Observemos que para cada Ay C A finito,

Zchgo T — ) <ZZ|CZ| sup |g0h|<ZZ‘ck‘ sup ‘cph‘

h=1 k€Ag h=1 k€Ag h=1 keA ti—mk

La serie (3.7) converge en LP(I+j) y luego tiene una subsucesion que converge
en casi todo punto. Luego, también vale la estimacion,

S it - ) <ZZ!ch! sup [¢]

h=1 keA h=1 keA
para casi todo x € I + j.
. h
Llamemos M = mazi<p<p Hcp HW(Ll Co)’

Para j € Z? y 1 < h < n, usando el lema anterior con Y7 := {j — z},,

5 o 191 2ty 051 s
= 2drelz H‘PhHW(Ll,Co)

2erez§ (X).

y para para k € Ay 1 <h <n, usando el lema con Yy : {j — zy}; g4,

2 o 16 < 20rely () e

= 2" iz e

< 29\



CAPITULO 3. EL PROBLEMA DEL SAMPLING 32

Con esto, distinguiendo el caso p = 1 y usando la desigualdad de Holder,

I in oy = D supess|f()F

jeza 117
p
<>, (ZZ!%! sup [ l)
jezd \h=1 keA
<o Dol sup }soh})
jezd h=1 \keA i

P - X ’
:nyzz Z|CZ| sup |¢h| sup |g0h|p’>
h=1 jezd \keA o

P

b Y (Sl sup W\) (Z sup W)p/

h=1 jezd \keA keA ! TI=%k

IDIDIIA 5w |¢"]

h=1 jezd keA

PIICTE 2 sup |¢"

h=1 k€A eZd

r
I

2er611 )

e

S s

(
— ¥ (2'Mrely (X))’
¥ (

2 Mrel; (X )) 2 M |||
Por lo tanto,

d 1 1
Il < W llwzr poey < 2 rely (X)) M |cf], < Cte || f] o

Donde la ultima desigualdad de sigue de la equivalencia entre la norma LP
de una funcion de S y sus coeficientes. Luego, f € W(LP,L>) y se tiene
la equivalencia sobre S de las normas W (LP, L) y LP. Resta ver que f es
continua.

Considerando la equivalencia de normas recién probada, la expansion
(3.7) converge en W (LP, L*®) y luego en L7°. Como ¢ es continua, también
lo es f. m
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3.6.4. Del Lema 3.5.1

Lema. Sea Y = {yi},cp C R? un conjunto de puntos relativamente separa-
do. El operador

S — IP(A)
[ (f(yk))keA

efectivamente toma valores en IP(A) y es acotado.
Demostracion. Si I :=[0,1]¢,

1(f (Yk)reall, = Z [f(yw)l” < Z Z | f (i)l

keA JEZA yr€l+]
P
< Z relé (Y) (Sup |f|) = relé (Y) ||f||IPjV(LP’CO).
iezd I+j

Luego, por el Teorema 3.4.3

1
1S (rdreall, < el (V)7 [ fllyo.coy < Clellfll o



Capitulo 4

Perturbaciéon de conjuntos de
sampling

4.1. Introduccién e hipotesis generales

El objetivo de este capitulo es estudiar la posibilidad de perturbar arbi-
trariamente un conjunto de sampling.

Hipo6tesis general

A lo largo de este capitulo supondremos que

« o e W(LLC)RY) y 1<p< oo

» X = {2} € RY es un conjunto de puntos relativamente separado,
donde el conjunto de indices A es numerable.

= El conjunto {¢(- — xx)},, s una base de Riesz del subespacio cerrado
que genera, S := S(p).

Segiin los capitulos anteriores, cuando el conjunto de puntos X es un
reticulado, esta tltima condiciéon puede reformularse sencillamente en térmi-
nos de la periodizacion de su transformada de Fourier (cf. teorema 3.4.1 y
corolario 3.4.2).

34
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Consideraremos conjuntos de sampling Y = {yx},cx € R? y nos pregun-
tamos si es posible perturbarlos levemente sin perder esta propiedad.

Definicion 4.1.1. Si Y = {yi},cp €5 un conjunto de sampling para S
(relativamente separado), definimos su radio de perturbacion p(X) como
el supremo de los L > 0, tales que todo conjunto de puntos {z},c, con
SUPpen |2k — Ukly < L es un conjunto de sampling para S.

Observemos que el conjunto sobre el que se toma el supremo es un in-
tervalo que contiene al 0 (quizas es sélo 0). Si Z = {2z}, es tal que
SUPpen |2k — ykly, < p(Y) entre ambas cantidades existe un elemento L de
dicho conjunto y luego Z es también un conjunto de sampling para S.

En la seccion 4.2 probamos que el radio de perturbabilidad recién definido
es siempre positivo y luego, cualquier conjunto de sampling puede ser leve-
mente perturbado, en sentido uniforme sin perder esta propiedad.

En la seccion 4.3 estudiamos como depende p de los parametros del prob-
lema, obteniendo estimaciones, bajo condiciones més restrictivas sobre el
generador y los conjuntos involucrados.

En la secciéon 4.4 probamos que, dado un conjunto de sampling, entre
todas sus posibles perturbaciones hay alguna que es 6ptima en el sentido de la
cota inferior de su operador de sampling. Més alla del interés que pueda tener
en si mismo este resultado, esperamos extraer algunas otras consecuencias de
la técnica involucrada en la demostracion.

4.2. Resultados generales

En esta seccion probamos que el radio de perturbaciéon de un conjunto de
sampling es siempre positivo asumiendo sélo continuidad y decaimiento del
generador. La técnica central serd imitar la desigualdad de convolucion de
Young reemplazando las igualdades que dependen de la estructura de grupo
por estimaciones que aprovechen el decaimiento de los generadores. Para
eso probaremos que el generador posee una cierta propiedad de continuidad
uniforme que permitird estimar su variacion en términos de la separacion y
cercania de los conjuntos involucrados. La importancia de esto, es que estas
estimaciones son invariantes por traslaciones arbitrarias.
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Teorema 4.2.1. Supongamos que Y = {yp}icn C R? es un conjunto de
sampling para S (relativamente separado). Entonces, p(Y') > 0.

Luego, si Z = {2 }pen €5 tal que supyep |2 — yily < p(Y), Z resulta un
conjunto de sampling para S.

Para demostrar esto, estudiaremos la aplicacion que envia un conjunto de
puntos a su operador de sampling.

Definicion 4.2.1. Sea A el conjunto de todos los conjuntos indexados por
A que son relativamente separados (en RY).

A :={Z = (zi)ren : {2 tpen C R? un conjunto relativamente separado}

Definimos ademds para M > 0
A = {Z € Al (7) < M}

Es decir Ay es el conjunto de los Z € A tales que todo cubo de medida 1
contiene a lo sumo M de sus elementos (o para ser precisos para cualquier
cubo de medida 1 hay a lo sumo M indices tales que el respectivo elemento
de Z pertenece a dicho cubo).

Observemos que A = (. A

Consideramos en A la distancia uniforme

doo(Z,Z") :=sup |z, — 2|, con Z, 2" € A
keA
En rigor, d., no es una distancia para A ya que puede valer co. Para esquivar
este problema consideramos

d:(Z,Z") :==supmin{|zx — z;],,1} con Z, 7' € A
keA
Esta es una distancia para A y cuando 0 < § < 1, do(Z,Z") < § si y sblo si

d* . (Z,7") < 4. Luego, para las consideraciones locales podemos trabajar con
oo

Como cada Z € A es relativamente separado, sabemos que su operador de
sampling Y(Z) estd bien definido y es acotado. Esto nos permite considerar
la aplicacion

T:A — B(I’(A))
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que envia cada conjunto (indexado) de puntos Z a su operador de sampling,
segin la definicion (3.6). Aca, B(IP(A)) denota al conjunto de los operadores
acotados sobre [P(A). Aunque no se lo destaque en la notacion, la aplicacion
T depende de X y .

El Teorema 4.2.1 se seguira facilmente una vez probado que:

Teorema 4.2.2. La aplicacion
T:A— B(IP(A))

es continua si consideramos A con la distancia dy y B(IP(A)) con la norma
de operadoradores.

Proposicion 4.2.1. El Teorema 4.2.2 implica el Teorema 4.2.1.

Es decir, asumiendo que el Teorema 4.2.2 es verdadero, también es ver-
dadero el Teorema 4.2.1.

Demostracion. Supongamos que el Teorema 4.2.2 es verdadero.

Primero observemos que el teorema 4.2.1 simplemente afirma que el sub-
conjunto de los conjuntos de sampling (A indexados y relativamente sepa-
rados) es abierto en (A, d). En efecto, con la notacion del teorema, p es
el radio de una bola alrededor de Y. Esto es asi porque, segin la obser-
vacion 3.1.1, todo conjunto a distancia uniforme finita de uno relativamente
separado es necesariamente relativamente separado.

Dentro de B(I?) consideramos el subconjunto BB formado por los oper-
adores acotados por abajo. Este subconjunto es abierto en la topologia de
la norma, puesto que si 7" es un operador acotado por abajo, cualquier otro
operador que diste de T" en estrictamente menos que la cota de abajo de T
es también acotado por abajo.

Finalmente el conjunto de los conjuntos de sampling es la preimagen de
BB por la aplicacion T y luego es abierto. O

Una funcién f : R — C arbitraria induce por aplicacién puntual una
funcion sobre A que también notamos con f. Es decir,

fiA—=C F(2) = (F(2)ken-
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Para cada Z € A, su operador de sampling Y(Z) depende de lo que
vale el generador ¢ en las traslaciones de Z, {Z + x1},.,. Para estudiar el
comportamiento de T cerca de Z, deberemos considerar todas las traslaciones
(en X) de los conjuntos cercanos a Z. Cada conjunto cercano a Z tiene una
separacion relativa parecida y sus traslaciones arbitrarias también.

La importancia de la amalgama W (L', Cy) en nuestro estudio de la per-
turbabilidad es que las funciones que induce sobre A presentan un modulo
de continuidad uniforme que depende s6lo de la separacion relativa de los
puntos.

Lema 4.2.3. Dada f € W(L*(R?), Cy) la aplicacion inducida
frA—=T(A), f(Z) = (f(2r))ren

efectivamente toma valores en I1(A) y es continua. Mds ain, f es uniforme-

mente continua sobre cada A\yy.

Demostracion. Llamemos I := [0,1]¢ al cubo unitario e I’ := [ + [-1,1]¢ =
[—1,2], " =T+ [-1,1] = [-2, 3]

Veamos primero que la funcién inducida f estd bien definida. Si Z € A,

IF DM = D IFGEII< Y > [fz)

keA jezd zEl+]
< Zsup|f|#{k;€A:zk€I—|—j}
jezd I+

< relé (%) Hf||W(L1,Co) <0

y luego, f(Z) € I*(A).

Sea M > 0 arbitrario, veamos que f es uniformemente continua sobre
Ajr. Dado € > 0, buscamos § > 0 tal que para todos Z, Z" € Ay, tales que
dw(Z,7") < § se verifique que || f(Z) — f(Z')|, < e.

Como f € W(L, Cy), existe un cubo Q C R? de lado 21, [ > 0 tal que:
€
< —.
> sl < 2

kezig T

Como f es continua y Q + I” es compacto, existe §, 0 < § < 1, tal que
€

2([20 + 3])' M

si v,y € Q+I"y [v—y| <9, entonces |f(z) — f(y)] <
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Veamos que ¢ funciona. Sean Z, 7' € A,y tales que doo(Z, Z') < §, veamos

que || f(Z) = f(Z)]]; <e.
Sea Ag:={keA:z, €@+ 1"} Como Q + I’ tiene lado 2[ + 3, segtin la
Observaciéon 3.1.1

#No < reli, s () < ([20+3])" rels (Z) < ([20+3])" M.
Como do(Z,7') < 6 < 1,

SikeAOa Z]CJZ];EQ—i_I”?
sik &N, 2,2, Q4+ 1.

Ahora,
Do) = FE = D 1f (=) = )+ Y If(a) = ()]
keA keAo kEA\Ao
<H#A swp @) - fG Y G+ Y G
i) R FQ+T G EQ+
€
= D O DIV CA IR S W FICA]
jEZA zRel+\Q+1 JEZY z €I+\Q+1
€
D DD DRV ICI R D DR CAI
JEZANQ 2k E1+] JEZANQ z,€l+]
<ty Z relz Z)sup |f| + Z rels (Z')sup|f]
2 ; I+ ? I+
JEZNQ JELNQ
€
< - +2M Z sup | f|
2 ~ I+j
JELZNQ
cELE
2 2
=e.

Finalmente veamos que f es continua sobre todo A. Para eso bastara ver que
es continua sobre cada bola B = B(Z,r) con Z € Ay r > 0.

Para cada Z' € B, segin la Observacion 3.1.1
/ JE—
rel; (2) < relyy, (Z) = M

Luego B C A donde ya sabemos que f es (uniformemente) continua. [
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Ahora probemos el Teorema 4.2.2

Teorema. La aplicacion
T:A — B(I’(A))

es continua si consideramos A con la distancia do, y B(IP(A)) con la norma
de operadoradores.

Demostracion. Dados Y = (yg)ren € Ay € > 0, buscamos § > 0 tal que
para todo Z € A tal que do(Y, Z) < 0, se verifique que [|T(Y) — T(2)|| < e.
Sea M := max {reh (Y), rels (X)} Usando el lema 4.2.3 con el gener-

ador ¢, existe & > 0 tal que para todo Z,Z’ € Ay tal que doo(Z, Z') < 9, se
tiene que [|o(Z) — ¢(Z')|, < e. Podemos suponer que ¢ < 3.

Veamos que 0 funciona. Sea Z € A tal que d(Y, Z) < 9.
Segiin la Observacion 3.1.1

rel% (V)< <M

rels (Z) < reléM(Y) <rel; (V)< M
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Consideremos primero el caso p > 1. Para ¢ € IP(A),

p

> alply; — o) — (2 — )]

keA

I(T() =T(2)I" =)

JEA

<> (Z lewl lo(y; — k) — (2 — 2P @ ly; — 2r) — (25 — l‘k)|1/p/>

jeA \keA

yaque%-&-ﬁ:l

p/p
<Z<Z|Ck|p|90 =) — (2 — Tk > (ZW | — Zr) ‘P(Zj_ﬁk”)

/

JEAN \k€eA keA
por Holder
S Z (Z |Ck|p |‘;0(yj — :Ek) — QO(Z] — gjk)|> Ep/p/

JEA \keA
para cada j, rel; ((y; — mp)g) = rely ((zj —ap)p) =rel; (X) < M

Z 2z Z
Y doo (45 — )iy (25 — Tp)i) = |yj — 25| <&
<Y el Y lely; — o) = plz — o)
keA JEA
< sp/p/f«:z ||
keA

para cada k, rel; ((y; —zp);) =rely (Y) < My rely ((zj —ay);) =rely (Z) <M
2 2 2 2

ademds doo ((yj — k)4, (25 — #g);) = doo (Y, Z) < 8

= c|”.
Por lo tanto, | T(Y) = T(Z)|| <% —e.
La misma cuenta sirve para p = 1 si consideramos que 1% =0. ]

4.3. Dependencia de los parametros

El resultado anterior muestra que un conjunto de sampling puede ser per-
turbado en una pequena cantidad d sin perder esa propiedad. En esta seccion
estudiamos, bajo algunas suposiciones sobre el generador, el comportamiento
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de ¢ respecto de los parametros del problema. Las suposiciones sobre el gen-
erador permitiran estimar su modulo de continuidad uniforme en el sentido
del lema 4.2.3 y luego apreciar la dependencia de § en la cota inferior para
el operador de sampling y la separacion de los conjuntos involucrados.

Teorema 4.3.1. Supongamos que ¢ tiene una derivada débil, con ||V (p)]|, €
W (L', L®)(R?) y que X es separado.

Sea Y = {yr}en © R? un conjunto de sampling separado. Sean

A= anf X)),

flell=1
1+20 )‘W( 1+20 )d/p
L:=supsd>0:9 +1 +1 \Y 1 [0
p{ (Lt +) (g +1) 9@l
Entonces p(Y') > L, (donde i, =0sip=1).

Luego, si se tienen cotas superiores para sep (Y) y p(Y),
p(Y) > L~ Asep (V).
Comentario 4.3.1. A # 0 por la proposicion 3.5.1.

Comentario 4.3.2. En ejemplos especificos, se obtienen (buenas) cotas su-
periores para la posible separacion de un conjunto de sampling. Por ejemplo
si el generador tiene soporte compacto es facil acotar por arriba la separacion
méxima de cualquier conjunto de sampling en términos de la medida del so-
porte (véase por ejemplo [2]). Esto acota ademaés el radio de perturbacion de
cualquier conjunto de sampling ya que un radio de perturbaciéon muy grande
permitiria obtener conjuntos de sampling con mucha separacion maxima a
partir de un conjunto de sampling arbitrario.

Bajo condiciones méas débiles obtemenos una estimacion parecida.

Teorema 4.3.2. Supongamos que ¢ tiene una derivada débil, con ||V (p)]|, €
W(LY LY)(RY) y d < ¢ < oo y que X es separado. Entonces eziste una
constante C' que depende solo de d y q tal que 81 Y = {Yr}ren C R? es un
conjunto de sampling separado y

A= anf [T )()],

llell=1
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d
_d d »
L:= sup{d >0:08 " a(2[8] +2)at IV (@)l 21y (LiselpJ(rg()J + 1>P (Lselp—i(_gs/)J + 1>p

Entonces

e

<af

p(Y) > L.

Luego, si se tienen cotas superiores para sep (Y) y p(Y),

d
144

p(Y)> L~ (Asep (Y)d/p> a

Comentario 4.3.3. La constante C del teorema puede hallarse explicita-
mente.

Para probar los teoremas, necesitaremos algunos lemas.

Consideraremos el espacio de Sobolev W} (R?) de las funciones en L? con
una derivada débil en LP. Como muestra la demostracion del lema, cuando f
tiene una derivada acotada puede corregirse en un conjunto de medida nula
para que resulte continua. La hipotesis de continuidad sobre f solo afirma
que hemos elegido ese representante.

Lema 4.3.3. Sea f € WI'(R?) continua, con |V (f)|| € L>®(R?). Sean z,y €
R? y B la bola de didmetro |x — yl, centrada en el punto medio entre x e y.
Entonces,

[f(x) = fy)] < supess IVl [z = yl, -

Demostracion. Sea 1 un nucleo regularizador suave, positivo, soportado en
Bi(0) y de integral 1. Sean n. = &n(<) y f. = f * ..

Sean /.y’ € B° arbitrarios. Sea B’ C B° un bola cerrada que contiene a
2’ e /. Por el teorema del valor medio, existe ¢ € B’ tal que,

|f-(2") = () S IV, [2" =y,
Si 0 <e<d(B,B), tenemos que B.(c) C By podemos estimar,

IVl = V) *nele)ly <AV Iy *ne) (€)

supess V(DL lInelly < supess [V(£)l,

IN

Luego,
[foa') = L] < supess [V ()], |2 = ],
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Como f es continua, 2’ e 3y’ son puntos de Lebesgue de f y luego, haciendo
tender e — 0" tenemos que

1f() = f()] < supess |V (f)l; 2" =],

Haciendo tender ahora ' — z e 3y’ — y, se sigue el lema. O

Lema 4.3.4. Sea f € W(L', L*°)(R?) continua y con una derivada débil tal
que [[V(f)|l, € W(L*, L>)(R?). Sea Z = {z1},cn € R un conjunto separado
e Z' = {2 }rep SR tal que do(Z,2') < 0.

Entonces,

1+26
sep (Z)

Demostracion. Para cada k € A llamemos B;, a la bola de didmetro 6 cen-
trada en el punto medio entre zj e 2. Luego por el lema,

| (z) = f(2)] < supess [V (f)lly [z — 2l

k

1£(2) - (2], < 6(L )+ 1) IVl o -

Sea o : A — N una numeracion (biyectiva). Dado € > 0, existe ¢, € By, tal

que
€
sugess IV, < IV (e, + 90 (k)

Como |z, — 2|, < 0,

|f () = f(2)]

B Ck|2

(19 el + 57 ) o

<
< 4.

Observemos que
1 1
D 3em =Dyt
keA keN

Ademas por la Observaciéon 3.1.1,

d
oty (@) < ety (2) < (Lo 1)
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Ahora simplemente estimamos,

S = £ < S (VW@ + 5 ) 0
< Zuv<f><ck>u2+s>
<ol D IVl +e

JEZA e €[0,1]0 45

< 0D sup IV(H)lyrels ((ch)rea) + e

jGZd [071]d+]

d
< (L;;—fziwl) ||v<f>||W<L1,Lm>+a>-

Haciendo ¢ — 07 se sigue el lema. O]

Lema 4.3.5. Sea f € W(L', L*)(R%) continua y con una derivada débil tal
que |[V(f)ll, € WLLLY)RY) yd < ¢ < 0. Sea Z = {z}en © R un
conjunto separado e Z' = {z}, ., C R? tal que dos(Z,2") < 6.

Entonces,

146
ep (Z)

donde C es una constante que depende solo de q y d.

1£2) = 20 < 08 (L2 1) @01+ 25 19 e

Demostracion. Para cada k € A sea ¢, el punto medio entre z; e z, v sea By
la bola cerrada centrada en ¢; de didmetro 9.

La desigualdad de Morrey |8, pg. 143] ! garantiza la existencia de una
constante C' que depende so6lo de q y d tal que

£ (z) = FE] < O8NV (A s, -

Llamemos @ := [2,14+ 2|1 Q" :=Q+ [, =[0,14 4] y N :=[6] + 1.

1La referencia citada tiene un error en el enunciado de la desigualdad, sin embargo la
demostracion da la version correcta



CAPITULO 4. PERTURBACION DE CONJUNTOS DE SAMPLING

Observemos que doo((cx)r, Z) < & y luego segiin la observacion 3.1.1

1446 ¢
rels ((cu)r) < relyys (Z) < (Lsep(X)J+1) :
Ahora estimemos,

STIfa) — F)l < 8N IV g,

keA keA

1_,
< €8Ty > IV,
JEZA c€EQ+]
Q tesela RrR? por traslaciones enteras
1—4
< 0670 Yy el () IV () pagrag)

jeZ

como |cp — zgly < %, B, CQ +j

_d 1496
< 06 q(LS J+1) ZHV N za@rs) -

jezd

Como Q' C U Q +1,

le([-N,NINZ)4

IV Loragy < Yo IV @i

le([-N,NINZ)d

< (2N+1) e m]c\L[:]EﬂZ ||V( )”%P(QHH)’

y luego,

Qe

Hv(f)HLq(QUrj) < (2N +1) mazx Hv(f)HLQ(Q+l+j)

le([-N,NINZ)

> IV eories)

le([-N,NINZ)4

Qe

IN

(2N + 1)

46
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Combinando todas las estimaciones,

PVICOENIEA]

keA
< s (L L+9o j+1>d2(2]\7+1)

SH[-%

Z Hv(f)||Lq(Q+l+j)

sep (X) jezd le([-N,N]NZ)*

_d 1+0 ¢ d
= com (Lsep (X)J " 1) CN+DT Y D IV gy

le([-N,NINZ)4 jez

_d 146 d d
<o quf( N J+1> N + D5 V() e o)

Ahora probemos los Teoremas 4.3.1 y 4.3.2.

Demostracion. Para el Teorema 4.3.1, el lema 4.3.4 nos da las estimaciones
que necesitamos.

Supongamos que ¢ := do(Y,Z) < L. Veamos que Z es un conjunto de
sampling. Esto dird que p(Y) > L.
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Sip > 1, para c € [P(A),

p
1Y) = T2)EIP =D D erlely; — xx) — @z — 1)
JEN |keEA
p
gZ(me — 1) — (2 -—m)”W(.yj—xk)—so(zj—a:m”?)
JEN \k€e
yaque% i:
p/p’
<Z|Ck|p|90 = o) — (2 — T ) (le = o) — (2 xk)\)
]GA keA keA
por Holder
/v’
1426 d P
(Zrckw -~z - ol —xm) <5<L36(X)J +1) \\V(so)rrW(Ll,m)
]EA keA p

para cada j, {yJ — ack}k y {zj — (tk}k tienen la misma separacién que X y distan punto a punto en menos que §

1+ 26 d o
S<5<Lsep+(X)J+1> Hv<w|rww,m>> S Ik kol — ) — (25 — )

keA JEA

1426 ; o 1426 : )
< (6(L86P(X)J+1) ||v<so>||W(L1,Loo>> <5<L5€p(y)J+l> ||v<¢>||W<L1,Lm>>Z|ck\

keA

para cada k, {yj — Tk}J tiene la misma separaciéon que Y y dista de {Zj — rk}J punto a punto en menos que &

/ 1426 /v 19 4 95 d :
_ | st/p’+1) (| LT 29 LT 0 p/p'+1 P
(5 (Lsep (X)J + 1> (Lsep (Y)J + 1> IVt poey | llell”

y luego como 6 < L (a menos que ¢ = 0)

dfp’ d/p
W) - 1@l < o1 1) (L 1) IV s,

1 +2L W 142l v
(12 1) (12 1) 9@
A

Un cuenta similar a la anterior (més sencilla) muestra que esto también es
ciertosip=1le 1nterpretamos =0.Luegosi A=A —||T(Y)-"T(Z2)| >0,

para ¢ € [*(A),

IT(2) ()l = ITX)I=I(CF) =T(2) () = Allel[=[IT(Y) = Y(Z)[H|ell = A"|c]
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y Z = {2z} es un conjunto de sampling por la proposicion 3.5.1. Para el

Teorema 4.3.2, si § := d(Y,Z) < L, una cuenta muy similar a la anterior,
esta vez combinada con el lema 4.3.5 nos da,

s

P

I5 - 51 < 841+ IV @heanon (Ligy ) +1) (Lt +)

donde C es una constante que depende sélode dy ¢. Sid < L, |[T(Y) = T(2)| <
Ay Z es un conjunto de sampling. Esto muestra que p(Y) > L. O

4.4. Perturbaciones 6ptimas

En esta seccion probamos que dado un conjunto de sampling Y existen
perturbaciones locales 6ptimas. Mas precisamente en cualquier ¢ entorno de
Y existe una manera de perturbar Y moviendo cada punto en menos que ¢ de
manera que la cota inferior del respectivo operador de sampling es méaxima
entre las de las tales perturbaciones.

Teorema 4.4.1. Sea Y = {yr}, .o un conjunto de sampling (relativamente
separado) para S y 0, 0 < § < oo. Entonces existe un conjunto de puntos

Y = {gk},@ con supgen |ye — Y| < 0 tal que

C(Y) = sup {C(Z) : Z = {ak}pen tal que su/]\9|yk — Zply < 6}
ke
donde ((Z) denota a la cota inferior del repectivo operador de sampling Y(Z).

La herramienta clave para probar el Teorema 4.4.1 sera la aplicacion T de
las secciones pasadas, pero esta vez considerada con topologias mas gruesas
en el dominio y codominio.

Para B(IP(A)) consideraremos la topologia fuerte (SOT) que es la topologia
inicial de las evaluaciones, es decir la topologia de la convergencia puntual
(en norma p).

Definiremos en A una topologia débil que nos permita probar el Teorema
4.4.1 con argumentos de continuidad y compacidad.
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Definicién 4.4.1. Dados Y € A y r > 0, definimos E(Y,r) como bola
cerrada de centro Y y radio

E(Y,r):=Bs(Y)={Z € A:d(Z,Y) < 8}

y la consideramos como subespacio de [[,., B(yx, ), con la topologia pro-
ducto; con B(yg,d) C R? la bola cerrada de centro yy, y radio § en norma 2.
Es decir con la topologia de la convergencia puntual.

Observacion 4.4.1. Segin la observacion 3.1.1, E(Y,r) es el conjunto de
todos los conjuntos A-indexados que estdan a distancia uniforme de'Y menor
que 0 (ya que que éstos son necesariamente relativamente separados). Asi,

E(YJ‘) = erA B(ykv(s)'
Como el cojunto A es numerable, E(Y,r) es metrizable. Mds ain, por el

teorema de Tychonoff, E(Y,r) es compacto (aunque, por supuesto, ds, no €s
una métrica para esta topologia).

Definicion 4.4.2. Definimos la topologia débil de A como la topologia fi-
nal de la familia de inclusiones {ty, : E(Y,r) — A;Y € A,r > 0}. Es decir,
es la topologia mds fina que hace continua cada una de estas inclusiones.
Notaremos con (A, w) al conjunto A considerado con esta topologia.

La topologia débil de A estd caracterizada por la siguiente propiedad
universal: una funcion f : (A,w) — V, de A en un espacio topologico V' es
continua si y solo si, para todo Y € Ay r > 0, la funcion fy, := f oy, es
continua.

Ahora podemos enunciar el resultado principal,
Teorema 4.4.2. La aplicacion
T: (A w)— (B(IP(A)),SOT)

que envia un conjunto Z a Y(Z) su respectivo operador de sampling es con-
tinua.

Al igual que en la Seccién 4.2, comenzaremos por estudiar la continuidad
débil de las funciones inducidas por la amalgama W (L', Cp).

Lema 4.4.3. Sea f € W(L',Cy). Entonces la funcion inducida
fo(Aw) = 1A, f(Z) = (f(2)rea

es continua.
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Comentario 4.4.1. En el lema anterior al Teorema 4.2.3 vimos que esta
funcion en efecto toma valores en I*(A).

Demostracion. Segin la propiedad universal, basta verificar que dados Y €
Ay r>0lafuncion fy, = fou, : E(Y,r) = [*(A) es continua.

Como E(Y,r) es metrizable, bastara ver que si {Z"}, .y C E(Y,r) y
7 € E(Y,r) son tales que Z" —, Z, entonces fy,(Z") = f(Z") N
f(Z) = fv.(2).

Digamos, Z = {2t} eps ¥ = {Utpea ¥ 27 = {2 Fren-

Llamemos [ := [0,1]¢, I’ := I + [—-r,r]¢ y N := [r]. Observemos que

I'cIi+[-NN'c |J I+k
ke([-N,N]NZ)®

Ahora estimamos,

Zsuprf|<2 sup  |f|

GZd EZd I+j+[—N,N}d

<> ). sup lf]

jezd ke(-N,N]Nz)d TTItE

< Y Y swif

ke([-N,NINZ)¢ j jeza (HHE
= 2N+ Dl ) < 00

Luego, dado € > 0 existe un cubo @ tal que

S sl < 5
drels (Y)

!
rezig U

Como Y es relativamente separado, s6lo hay finitos de sus elementos en Q)+ 1.
Como 2} —, 2, para cada k, existe un ny € N tal que si n > ny,

> e - fa)l < 5

k:yreQ+I1
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Ahora si n > ny,

DED =)l = D0 @) = fEI+ D> 1@ — f(=)]

keA ki yp€Q+1 kryp€Q+1
8 n
< S > G - )
k:ydQ+1
8 n
S SEY X HE )
JEZ yre(I+)\Q+I
8 n
=5+t D> D> FE - =)
FEZNQ yr€(I+5)\Q+I
< = Z rels (V)2 sup|f]|
2 T 2 I'+j
JEZANQ
como Z,Z™ € E(Y,r),siy, €EI+j= 2,20 €'+
< € n g
S 5t5= €.
Luego, si n > n,, || f(Z) — f(Z")], <e. O

Ahora podemos probar el Teorema 4.4.2.

Teorema. La aplicacion
T: (A w)— (B(IP(A)),SOT)

que envia un conjunto Z a Y (Z) su respectivo operador de sampling es con-
tinua.

Demostracion. Como recién, basta verificar que dados Y € Ay r > 0 la
funcion fy, := fouy, : E(Y,r) — [*(A) es continua.

Usando la Observacién 3.1.1 para cada Z € E(Y,r),

rels (7) < rels ., (Y)

Como E(Y,r) es metrizable, veamos que si {Z"}, .y € E(Y,r)y Z €

E(Y,r) son tales que Z" —, Z, entonces Y(Z") =, 1(2).

[P

Dada ¢ = (cx)ren € [P(A) veamos que Y (Z")(c) —,, Y(Z)(c). Sea e > 0
arbitrario.
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Para W € A arbitrario,

D lplw) <> >

keA JEZ wpEl+]

< relé (W) ||90||W(L1,Co) :
Luego para W € E(Y,r) arbitrario y k € A,
(W =) llellw 0o
= Telé (W) ||<P||W(L1,Co)

< rels +r( ) ||90||W(L1,Co) ’

Del mismo modo, como X es relativamente separado, para [ € A,

Z |p(wr — k)| < 7’6% (w — X) ||90||W(L1,co)
keA

< rels (X) el o) -

Luego, si M := max{relzﬁr(Y),relé (X)} lllw(r1,c,) tenemos las sigu-
ientes acotaciones uniformes: para todo k € Ay n € N,

Z!gpz —xk| Z\gp —xp)| <M

JEA JEA

y para todo j € A yn €N,

Z!gpz —:L‘k| Z\gp —ap)| <M

keA keA

Supongamos por un momento que p > 1. Como ¢ € [P(A) existe Ay C A

finito tal que,
£
D el < —.
keA\Ao 2M>»
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Estimemos como hicimos otras veces,

IT(Z") () = C(Z2) )L =D 1D er (e(z] — za) = (2 — 1))
JEN [kEA
<> <Z ekl [o(z] — xx) — (25 — f%)}% (2] — zk) — @(zj — zp) 1’)
JEAN \keA
<Z<Z]ck\p|cpz — ) ‘Z‘(pz —x) — oz —:):k)}p’>
JEAN \keA keA
< M7 SN el |o(2h — an) — o(z — )]
jEA keA
< M7 e ST (2 — @) — o(z; — an)]
keA JEA

< M7 (Z x> (2] —an) —o(z —a)[+ D el |z} —2x) —

keAo jEA keA\Ao jeA

keAo JEA keA\Ao

< M7 Y el Y |e(f —an) — ol — )| + 5.

Mﬁ(zcwzno(z?mw(zjkaM > k)

k€A jEA
Para p = 1 una cuenta parecida (més facil) prueba lo mismo (en ese cado
w ., w
£ = 0). Como z" —, z para cada k € A también 2" — x;, —, 2z — xy.
P

Esto no es tan obvio, pero puede argumentarse asi: 2", Z € E(Y,r), luego
7" —ay, Z — a1, € BE(Y — 1y, 7). Como para cada j, 27 —, 2, resulta que

28 — T —n zj — g Luego 2" — xp —, Z — xp en E(Y — a2y, 7). Como la

inclusion E(Y — zy,r) — (A, w) es continua, Z" — xp —, Z — x en (A, w).
Luego, segtin el Lema 4.4.3, para k € A,
D Lol —zi) = plz — ax)| -0
jEA
Como Ay es finito, se sigue que existe ng € N tal que si n > ng
Z ‘Ck’pz ‘@(Z’}L — ) — (25 — xk)| 5
keAg JEA

y luego para n > ng, | T(Z")(c) = Y(Z) ()|} < e. O

DO ™

p(zj — xk))
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Lema 4.4.4. La aplicacion

¢: (BUP(A)),SOT) = R, ((T) = inf |T(c)l],-

llell,=1

es semicontinua superiormente (i.e. ("1((—oo,)) es abierto para cada o €

R)

Demostracion. Para a € R basta ver que el complemento de (~((—o0, a))
es cerrado en la topologia SOT. Para cada ¢ € [P llamemos ev, a la evaluacion
en ¢, i.e. ev.(T) = T(c).

La cota inferior de un operador es mayor o igual que « si y solo si envia
cada ¢ € [P de norma 1 afuera de la bola abierta de radio a. Es decir,

¢Hlavoo)) = () ev (17 B(0)).

lell,=1

Para cada ¢ € I” de norma 1, como ev, es continua con la topologia SOT, y
[P\ B2(0) es cerrado en [P, resulta que ev (1P \ B%(0)) es SOT-cerrado. La
interseccion arbitraria de cerrados es un cerrado. O

Ahora probemos el Teorema 4.4.1

Teorema. Sea Y = {yp},cp un conjunto de sampling (relativamente sep-
arado) para S y 6, 0 < & < oo. Entonces existe un conjunto de puntos

Y = {Ur}ren con suppen [y — | <90 tal que

C(Y) = sup {Q(Z) 1 Z = {ar}pen tal que su/]\9|yk — Zply < 5}
ke
donde ((Z) denota a la cota inferior del repectivo operador de sampling Y(Z).

Demostracion. Componiedo las aplicaciones de ambos lemas tenemos que la
aplicacion ¢ : A — R que envia cada conjunto de puntos a la cota inferior
de su respectivo operador de sampling es semicontinua superiormente. Si la
componemos ahora con la inclusion ty s : E(Y,0) — A resulta una aplicacion
E(Y,0) — R semicontinua superiormente y con dominio compacto que debe
por lo tanto alcanzar algiin maximo Y. O



Capitulo 5

Algunos ejemplos

5.1. Un ejemplo sencillo

Consideremos ¢(z) := (1 — 2|z — 3|)xpp.y(z) ¥ S := S(p) el subespacio
cerrado generado por las traslaciones enteras de ¢.

Observemos primero que las traslaciones enteras de ¢ son una base de
Riesz de S§. Para eso, calculamos la periodizacién de su transformada de
Fourier, valiéndonos de la formula de Poisson.

[o, el =) (0, 0(- = k) ™) = [|oo]3 # 0.

kEZ

Con lo cual, [p, ¢| esta acotada por arriba y abajo y segin el corolario 3.4.2
las traslaciones enteras de ¢ son una base de Riesz de S.

Sea X = {@p},cy, con xp == k + 1/2. Su operador de sampling S esta
dado por

S(e); =Y ewpla; — k) =c;.

kEZ
Luego, S = Id y X es un conjunto de sampling con cota inferior 1.
Veamos que su radio de perturbacion p(X) es 3.

Consideremos la perturbacion regular Y = {yi},., dada por y, = xj +
% = k + 1. El respectivo operador de sampling es el operador de convolucion
con nicleo (¢(yx))kez = 0, es decir 0. Luego Y no es un conjunto de sampling

y p(X) < 3

o6



CAPITULO 5. ALGUNOS EJEMPLOS 57

Ahora veamos que cualquier conjunto de puntos Z = {z},., tal que
0 1= Suppey |2 — k| < %, es un conjunto de sampling para S.

Cada zy, es el punto medio del intervalo [k, k+1] y z dista de él en menos

que % Luego cada zj, € [k, k + 1]. El operador de sampling de Z esta dado

entonces por

S'(e); =Y ewplz — k) = ciep(z; — ).

kEZ

Es decir, 5" es el operador diagonal que tiene ¢(z; — j) en la entrada (j, 7).
Ahora,

1

o) =1-2|5 - i) - 5 =120 w2 1-2

Con esto, (1 —2§) > 0 y luego,

[NIE
N|=

15"l = <Z|S’(C>j|2> =<Z|cjl2lso<zj—j)|2>

JEZ JEZ

1
2
2
> [1—26] (Z 1 ) = |1 —20]{lc], -

JEZ
Como 0 <6 < %, S’ es acotado por abajo.

Veamos cuanto es la estimacion del teorema 4.3.1 en este caso. Con esa
notacion: A =1,d=1,p =2, sep(X) = sep(Y) =1y ¢'|lyyp1 1oy = 2-
Luego,

p(X) 2> L = sup{6>0:25(|1+25] +1) < 1}:2

5.2. Splines lineales

Ahora estudiaremos el ejemplo de los splines lineales. Aunque a primera
vista parezca parecido, el caso es bastante distinto al anterior.

Consideremos ¢ : R — R definida por ¢(x) := (1 — |2|)x[-1,1]- Sea S :=
S(¢) el subespacio cerrado invariante por traslaciones enteras generador por

®.
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Afirmamos que {¢(- — &)}, es una base de Riesz de S. Para esto, segiin
el corolario 3.4.2 bastarad ver que la periodizacion de su transformada de
Fourier esta acotada por arriba y abajo. Segtn la féormula de suma de Poisson,
para x € [0, 1],

[307 90](3;) = Z <¢7 90( _ k)> e?wikx

= {0+ 1) ™ + {0, 0) L+ (0, 0(- — 1)) 7™

2 1
= 3 + 5005(27?;1:).

Luego, sobre [0,1], 3 < [, ¢] < 1.
El subespacio S consiste en todas las funciones continuas de L? lineales
entre enteros consecutivos. Por la eleccion del generador, Z es trivialmente

un conjunto de sampling para S. En efecto, obervemos que el generador ¢
verifica: p(j) = dp; para j € Z y luego,

©(j — k) =0k, para j € Z

Es decir que la base dual a {o(- — k)},., es el conjunto de los niicleos
reproductores {Kj},.,. Como este conjunto es una base de Riesz, Z no sélo
es un conjunto de sampling sino un conjunto de interpolacion. Dada cualquier
sucesion (ag)r € [?(Z), existe una tnica f € S tal que f(k) = a;, para todo
k € Z. Esta dada explicitamente por la formula,

f= Z%SO(’ — k).
k

Sea 1, el nicleo reproductor en 0. Por lo que vimos, 1 esta caracterizada
por la ecuacion,

(¢, (- — k)) = dox para k € Z.

El sistema {1 (- — k)},c, es la base dual a {¢(- — k)},., v luego el conjunto
de ntucleos reproductores en Z.

Calculemos explicitamente ¢). Una vez hecho esto, se tendra una formula
explicta para los nicleos reproductores.

Desarrollando 1 en la base {¢(- — k)}, ., obtenemos una sucesion (cx ) €
I*(Z) tal que

Y= ZCWD(‘ — k).

kEZ
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Ahora para cada j € 7Z,

Soj = (®0(- =) =D e lp(-— k), o(- = 7))

keZ

= Y aleel—(—k))

keZ

2
= 66_1 + 500 + 661.

Es decir,

1

1 = %671 + %Co + %Cl,
0 = g¢1+ %Cj + %Cj+1 para j # 0.

Para 7 > 0 la seguna ecuacion es recursiva lineal y tiene por soluciéon general
c; = aXy! + Xy,

con o, € C a precisar y X; = V3 -2y Xy = —/3 — 2 las raices de
tX? 42X 4 1. Sinotamos d; := c_; para j > 0, tenemos que se verifica otra
ecuacion de recursion lineal dando,

dj = o' Xy + 31Xy,

con o, 3 € C a precisar. Luego,

¢; = aXy +BX, sij >0
;g = X1 +3Xy77, sig <0
1 = %0_1 + %co + %01.

Segin las dos expresiones dadas para ¢y tenemos que a + 3 = o/ + /. Ob-
servemos que |X;| < 1 mientras que |X5| > 1. Como (¢;)jez € 12, resulta
que las sucesiones (¢;)j>0 ¥ (¢j)j<o son ambas de cuadrado sumable y esto
requiere que § = 3 =0y luego a = . Ahora,

c; = aXy/, sij>0
c; = aX; ™, sij] <0
1 = %c_l + %co + %cl.

Reemplazando en la tercera ecuacion los valores de c_; y ¢, obtenemos que

o = /3. Luego ¢ = \/3(\/5 — 2)|j| y
Y=Y V3(V3-2)llp(- k)

keZ
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Observemos que aunque al principio sélo sabiamos que la sucesion ¢ =
(¢j)jez € 1* resulto que ¢ € I'. De hecho, este es el caso cada vez que
p € W(L', L=) [1].

Finalmente, para z € R arbitrario, como sop(p) C [—1,1],

[z]

K, =) olx—ky(-—k) = > ole—k)p(—k),

kEZ k=|x]

y luego,
_ ol —a), siz€Z
fe = { pla—[z)v( = z]) + o(z = [z))y(- — [2]), siz¢Z

Ahora estudiemos las perturbaciones requlares de Z como conjunto de sam-
pling. Sean o € [0,1) y x;x := k + «. Veamos para qué valores de « el
conjunto {xy},., resulta un conjunto de sampling. La ventaja de trabajar
con una perturbacion regular, es que el operador de sampling es un oper-
ador de convolucion. Esto permite calcular exactamente sus cotas, en vez de
estimarlas. En efecto, para c € [*(Z),

0); =Y ewpla; —k) =D (i —k+a) = cx (p(wr)rez

Este operador resulta acotado por arriba cualquiera sea a. Queremos ver
cuando es acotado por abajo. Si conjugamos S con la transformada de Fouri-
er, obtenemos un operador de multiplicacion T : L2([0, 1]) — L*([0, 1]),

T(f)=pf, p=">_ play)e™*
keZ
Calculemos explicitamente su simbolo p. Para k € Z, como sop(y) C [—1, 1],
elx_) = a—1,

plwe) = 1—lal,
plzr) = 0, sih# 1,0

Luego para x € [0,1], p(z) = 1 —a+ae 2. S es acotado por abajo si y sélo
si T lo es. Esto ocurre exactamente cuando |p| es acotado por abajo y como
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el simbolo p es continuo, si y s6lo si p no tiene ceros en [0, 1]. Esto ocurre si
y solo si a0 # % Ademés como la transformada de Fourier es isométrica,

inf ISl = inf T = %{f pl = [1—=2a].

llellg=1 [l fllo=1

En el caso a = %, T no es acotado por abajo pero es inyectivo ya que su
simbolo p tiene solo un cero en [0, 1]. Esto dice que S es inyectivo y luego X =
{zr}, es un conjunto de unicidad. Esto quiere decir que los splines quedan
determinados por sus valores en X aunque no hay un operador continuo de
reconstruccion.

En resumen,

» Sia€[0,1)\ {4}, el conjunto {k — a},, es un conjunto de sampling
con cota inferior exactamente |1 — 2a/].

= El conjunto {k: —
junto de unicidad.

1 . . N .
§}kez no es un conjunto de sampling pero si un con-

Finalmente, calculemos exactamente el radio de perturbacion de Z como

conjunto de sampling de S y comparemoslo con la cota que da el teorema
4.3.1.

Segiin vimos, la perturbacion regular Z—l—% no es un conjunto de sampling,

de modo que p(Z) < % Veamos que es exactamente % Para eso sea X =
{z1}1cz C R un conjunto de puntos tal que L := supyey|oe — k| < 1y

2
veamos que es un conjunto de sampling para S.

Seguiremos los calculos del teorema 4.3.1 pero haciendo estimaciones mas
finas dado el conocimiento explicito del generador .

Llamemos S = Id al operador de sampling de Z y S’ al operador de
sampling de X.

Para j € Z arbitrario, como sop(p) C [-1,1] y |z; — j| < 3,

DLl = k) =G = k)| = lp(a; = + D+l — ) = Ul — 5 = 1.

Ahora acotamos,

p(z; —g) =1 =1 =lz; = jl =1 = [&; = 5[ < L.
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Sll'jzj,
1<aj—j+1<L+1
1<z —j—1<L-1<0,

Luego,

Si x; < j, una cuenta analoga muestra que
(P(xj _j_ 1) :Oa
plzj—j+1) <L
Por lo tanto, para cada j € Z,
> (e — k) — (i — k)| < 2L
keZ
Del mismo modo, para cada k € 7Z,
> (e — k) — (i — k)| < 2L
JEZ
Ahora para ¢ € [>(Z) estimamos,
2

S el — K) — (i — K))

kEZ

IS =SYl3 ="

JEZL

jeZ \kez

JjEZ \keZ keZ
<2L Y3 fel ol — k) — ol — k)]
JEZ keZ
=2LY el lo(e; — k) = ¢(j — k)]
keZ JEL

< (2L ) el = (L) |lell3 -

keZ

<y (Zm (It = k) = o = W) loles = k) = oG = B)|

[NIES

)

<> <Z lexl* (s — k) = (G = R D lla; — k) — o(j — k?)l)
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Luego, [|S — 5’|, < 2L < 1. Como S = Id, esto dice que S’ es inversible.
Segun el teorema 4.3.1, p(Z) > L, donde

1+26 2 1+26 2
= . ! 1 Joo <_ 1
L sup{(5>0 5(Lsep(Z)J+1) (Lsep(Z)J+1) HSOHW(L ,Lo®) }

=sup{d>0:20([1+25]+1) <1}
!
1
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