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Introduccion

El objetivo de este trabajo es presentar la teoria global de cuerpos de clases. A grandes ras-
gos, esta teoria relaciona la aritmética de un cuerpo de niimeros con sus extensiones de Galois.
Mas especificamente, la teoria provee una descripcidn de los grupos de Galois de extensiones
(abelianas) en términos del cuerpo de base, ademads de una clasificacién completa de tales exten-
siones, y una descripcién de la manera en que los primos de un cuerpo de niimeros se factorizan
en ellas. La historia de la teoria de cuerpos de clases es mas que interesante; recomendamos el
articulo de H. Hasse en [CaF67] o el libro de S. Lang [Lan94]. Los principales participes de su
inicio y desarrollo son L. Kronecker, H. Weber, D. Hilbert, T. Takagi, E. Artin, H. Hasse, C.
Chevalley, J. Tate y otros.

El anélisis aritmético de las ecuaciones algebraicas consiste en resolver las ecuaciones te-
niendo en cuenta el minimo cuerpo o anillo al cual pertenecen. Si el cuerpo de base es Q, el
cuerpo de los nimeros racionales, este andlisis lleva al estudio de sus extensiones finitas, que
son llamadas cuerpos de niimeros. Uno de los objetivos principales de la teoria de nimeros es
“entender” el grupo de Galois absoluto Gx = Gal(K®/K) de un cuerpo de nimeros K, por
ejemplo Q, donde K% es una clausura algebraica de K. La teorfa de cuerpos de clases nos
brinda una respuesta bastante satisfactoria con respecto a la abelianizacién g;gb.

El corazén de la teoria es la ley de reciprocidad de Artin, probada por él mismo en 1927.
Si K es un cuerpo de nimeros y L/K es una extension finita y abeliana, la ley de reciprocidad
establece un isomorfismo entre cierto grupo de clases de ideales generalizados y Gal(L/K). El
nombre se debe a que describe la manera en que un primo de K se factoriza en L, y generaliza
las leyes de reciprocidad conocidas hasta entonces, como la cuadrdtica o la cibica. La manera
de demostrar esta ley consiste, esencialmente, en probar que ambos grupos tienen el mismo
orden y que la aplicacién, llamada mapa de Artin, es suryectiva. Para ello, se prueban las dos
desigualdades correspondientes, y una de ellas se puede probar usando métodos analiticos, que
es como Artin lo hizo.

Asimismo, existe una teoria local de cuerpos de clases, en la cual K se reemplaza por un
cuerpo local. Histéricamente, la teoria local se dedujo de la teoria global; Hasse probé que
la teoria global se puede deducir de la local, y propuso desarrollar la teoria local de manera
independiente. Esto finalmente fue logrado, y el enfoque moderno de la teoria de cuerpos de
clases sigue esta linea: desarrollar la teoria local y deducir de ésta la global. Este punto de vista
es el que abordaremos en esta tesis.

En 1936, C. Chevalley introdujo el grupo de idéles de K, que se forma a partir de las
completaciones de K en las distintas valuaciones. Con ellos se puede formular la teoria de
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cuerpos de clases de manera més unificada, incluyendo a las extensiones infinitas y clarificando
la relacién entre la teoria global y la local. En 1940, Chevalley prueba, de manera puramente
algebraica, utilizando cohomologia de grupos, la desigualdad que en un principio habia sido
probada con métodos analiticos. Esta es la demostracién que expondremos aqui.

La teoria de cuerpos de clases sélo tiene en cuenta extensiones abelianas. Para las exten-
siones no abelianas, en su momento ni siquiera se sabia bien qué debia enunciarse, hasta que
hace unos 30 ailos, R. Langlands inicié un vasto programa que incluiria como casos particulares
las buscadas leyes de reciprocidad no abelianas. Hoy por hoy, hay muy pocas demostraciones
para el caso de cuerpos de nimeros, y las conjeturas abundan. Una manera de estudiar G,
seglin la filosofia “Tannakiana”, es a través sus representaciones de dimensién finita. Desde
este punto de vista, la teoria de cuerpos de clases resuelve el caso de las representaciones de
dimensién 1. En general, para entender las representaciones de cualquier dimension, se le aso-
cian ciertos invariantes (funciones L), y las conjeturas principales establecen relaciones entre
éstos y otros invariantes (“‘automorfos”) que tienen propiedades ya estudiadas y establecidas,
lo cual permite estudiar dichas representaciones. Esta idea fue originariamente de Artin, y fue
fundamental para el tratamiento analitico de la teorfa de cuerpos de clases. En éste, la teoria es
esencialmente equivalente a que esta correspondencia para dimension 1 es cierta; las funciones
L, en este caso, fueron estudiadas originariamente por Hecke y otros, hasta que Tate, en su tesis
de doctorado de 1950, dio un tratamiento innovador utilizando anélisis arménico en los grupos
de adeles e ideles. En esta tesis no estudiaremos la parte analitica de la teorfa. Para estudiar
estos enunciados y ver su equivalencia con la teorfa aqui expuesta, recomendamos el libro de L.
Goldstein ([Gol71]).

Organizacion El presente trabajo estd organizado de la siguiente manera.

En el primer capitulo, presentamos los resultados preliminares bésicos sobre los dos puntos
de vista que tiene la teoria de nimeros algebraica, vale decir, dominios de Dedekind (punto de
vista de ideales) y valuaciones.

En el segundo capitulo, investigamos los distintos tipos de valuaciones que tiene un cuerpo
de nimeros y qué sucede con ellas en las extensiones.

En el tercer capitulo, tratamos los adeles e ideles, definiéndolos, probando sus principales
propiedades y deduciendo teoremas clasicos de teoria de ntimeros a partir de ellas, como la
finitud del grupo de clases y el teorema de Dirichlet sobre las unidades.

El cuarto capitulo es el principal. En él enunciamos los teoremas centrales de la teoria global
de cuerpos de clases en términos de ideales, y formulamos una reinterpretacién de estos teore-
mas en términos de ideles, debida a Chevalley. Posponemos las demostraciones de estos teore-
mas hasta el séptimo capitulo. Incluimos también, como corolario de la teoria, una demostracién
del Teorema de Kronecker-Weber, que afirma que toda extension abeliana de los racionales es
una extension ciclotémica.

En el quinto capitulo, presentamos un desarrollo de la cohomologia de grupos, herramienta
necesaria para demostrar los teoremas del cuarto capitulo.

El sexto capitulo es un resumen que contiene los resultados principales de la teoria local de
cuerpos de clases. En general, no incluimos las demostraciones por una cuestién de extension.



III

En el séptimo capitulo, llevamos a cabo todas las demostraciones de los teoremas del capitu-
lo cuatro. Esencialmente todas se reducen a probar que ciertos grupos de cohomologia tienen
ciertas propiedades, que se deducen de las propiedades correspondientes de la teoria local. Es
importante la reduccion que se hace a las extensiones ciclotomicas, algo que ya estaba presente
en la demostracion original de Artin.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Dominios de Dedekind

En un curso bésico de teoria de nimeros algebraica se prueba que si K es un cuerpo de
ndmeros entonces Ok (el anillo de enteros algebraicos) es un dominio integro (que no es un
cuerpo) que cumple las siguientes tres propiedades:

(1) Ok es Noetheriano;
(2) Ok es integramente cerrado;
(3) todo ideal primo no nulo de Ok es maximal.

Un dominio integro A (no cuerpo) que cumpla esas tres propiedades se llama un dominio de
Dedekind. En esta seccion, resumiremos la teoria de dominios de Dedekind que necesitaremos.
Omitiremos la mayoria de las demostraciones, las cuales se pueden encontrar en [Lan94] o en
[Mar77].

Notemos que la propiedad (3) es equivalente a que no haya relacion de contencién entre
ideales primos no nulos distintos.

Todo dominio de ideales principales es un dominio de Dedekind; la reciproca no es cierta,
y es facil encontrar ejemplos de dominios de Dedekind que no son dominios de factorizacién
Unica, menos aun principales. Sin embargo, los dominios de Dedekind tienen una importante
propiedad (de hecho, se puede ver que esta propiedad los caracteriza), que nos dice que todo
ideal no nulo (y propio) se puede escribir, de manera tinica, como un producto de ideales primos
no nulos a ciertas potencias.

Dados dos ideales a, b de A, decimos que a|b (a divide a b) si existe un ideal c tal que

b =ac.

Sea A un dominio integro y K su cuerpo de fracciones. Un ideal fraccionario a de A es un
A-submédulo de K, tal que existe un d € K, d # 0 con da C A. Notemos que podemos tomar
d € A. Si A es Noetheriano, entonces da, y, por lo tanto, a, es finitamente generado.

Si a es un ideal de A entonces es un ideal fraccionario. A estos ideales fraccionarios los
llamaremos ideales enteros.
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La siguiente proposicion es de demostracion inmediata.
Proposicion 1.1.1. Sea A un dominio Noetheriano. Entonces, dado a C K, son equivalentes:
(1) a es un ideal fraccionario;
(11) aes un A-submédulo de K finitamente generado;
(111) a = xb para ciertos x € K* y b ideal entero.

Dado a € K, escribimos (a) para referirnos al ideal fraccionario generado por a, es decir,
al A-submédulo de K generado por a; efectivamente es un ideal fraccionario (consiste de todos
los elementos de la forma ax con x € A). Notemos que si a € A, esto coincide con el ideal
generado por a en A.

Sea I el conjunto de ideales fraccionarios no nulos de A (para ser rigurosos, deberiamos
notarlo con I 4; haremos el abuso de notacién refiriéndonos al dominio correspondiente en los
casos necesarios) . Al igual que en los ideales enteros, se pueden multiplicar naturalmente, y
el ideal fraccionario A es un elemento unidad. Se tiene una aplicacién natural id : K* — Ik,
a— (a).

Teorema 1.1.2. Sea A un dominio de Dedekind. Entonces todo ideal no nulo y propio de A se
factoriza, de manera tinica, como producto de ideales primos no nulos, e I es un grupo libre
sobre el conjunto de ideales primos no nulos.

Para medir cudn lejos estd un dominio de Dedekind de ser un dominio principal, lo que nat-
uralmente se hace es “dividir” por los ideales principales. Resulta que el conjunto de los ideales
enteros no nulos no es un grupo, y que debemos considerar [, el grupo de ideales fraccionarios
no nulos. Sea Py el subgrupo de Ik formado por los ideales fraccionarios principales no nulos,
es decir, los ideales de la forma (a), con a € K *. El grupo I/ Pk se llama el grupo de clases
de ideales de A,y se lo denota por Cl(A). Cuando A esté sobreentendido, lo notaremos por
CIl(K), y lo llamaremos el grupo de clases de ideales de K. En un primer curso de teoria al-
gebraica de niimeros, se demuestra (jen general utilizando métodos geométricos!) que Cl(Ok)
es finito. En el caso de cualquier dominio de Dedekind A, esto deja de ser cierto; definimos el
niimero de clases de ideales de A (o de K) como el cardinal del grupo de clases, en el caso en
que sea finito.

Veremos qué sucede cuando tenemos un dominio de Dedekind A y una extension de su
cuerpo de fracciones K.

Recordemos que, si A es un dominio integro contenido en un cuerpo L, el conjunto B
formado por los elementos enteros sobre A es un anillo, llamado la clausura entera de A en L.
Ademas, si K es el cuerpo de fracciones de A, L es una extension finita y separable de K y
 es entero sobre A entonces Ny /i (7) y Try /() también lo son (al ser productos y sumas
de conjugados de x, que son enteros sobre A). Se deduce de manera similar que el polinomio
minimal de x sobre K tiene coeficientes enteros sobre A. Ademads, si x es algebraico sobre K
entonces existe un a € A, a # 0, tal que ax es entero sobre A.

Sea A un dominio de Dedekind. Sea L/K una extension finita y separable, donde K es el
cuerpo de fracciones de A. Entonces la clausura entera de A en L es un A-mdédulo finitamente
generado. Esto permite probar el siguiente resultado.
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Teorema 1.1.3. Sea A un dominio de ideales principales, y L/ K una extension finita y separa-
ble de grado n, donde K es el cuerpo de fracciones de A. Entonces la clausura entera de A en
L es un A-mddulo libre de rango n.

Dem. Como A-mddulo, la clausura entera es sin torsion, y al ser finitamente generado, se sigue
que es un A-mdédulo libre. Es claro que su rango es n. O

Este teorema muestra, por ejemplo, que el anillo de enteros de un cuerpo de nimeros de
grado n es un grupo abeliano libre de rango n.

A partir de ahora, O serd un dominio de Dedekind y K su cuerpo de fracciones. Sea I3 un
anillo que contiene a Ok. Si p es un ideal primo de O y B un ideal primo de B, decimos que
B estd sobre p si PN Ok = p. En ese caso, escribimos P|p, y también decimos que P divide a
p. Si B es entero sobre O entonces pB # B,y existe un ideal primo 3 de B sobre p. Ademas,
B es maximal si y s6lo si p lo es.

Teorema 1.1.4. Sea L /K una extension finita y separable, y sea B la clausura entera de O
en L. Entonces B es un dominio de Dedekind.

Dem. Es claro que B es integramente cerrado. Si ‘P es un ideal primo no nulo de B, estd sobre
un ideal primo no nulo p de Ok, que es entonces maximal. Luego, ¥ lo es. Falta ver que
B es Noetheriano. Como Ok es Noetheriano e integramente cerrado, B es un Og-moddulo
finitamente generado. Luego, todo ideal de B es finitamente generado sobre O (al ser un
submédulo de un Og-modulo finitamente generado con O Noetheriano), y, mds atn, sobre
B. O

Observacion 1.1.5. El teorema es valido sin asumir que L/K sea separable. El caso general se
trata separando la extension en K C E C L, donde E/K es separable y L/E es puramente
inseparable (es decir, E es la clausura separable de K en L). Para una demostracion, ver [Jan96].

Veamos qué pasa ahora cuando consideramos extensiones de Galois de K. En lo sucesivo
L/K sera una extension finita y separable. Con 07, notaremos a la clausura entera de O
en L. Si p es un ideal primo de cualquiera de estos dos anillos, una letra mindscula con tal
subindice denotard al cuerpo residual correspondiente. Por ejemplo, si p es un ideal primo de
O, notaremos

En el caso en que L/ K sea de Galois, Gal(L/K) actia transitivamente sobre los primos de
Or, que estan sobre uno dado de Of; es decir, si p es un ideal primo de Ok y ‘B, Q son ideales
primos sobre p en Oy, entonces existe o € Gal(L/K) tal que o3 = Q. Ademds, existen s6lo
finitos ideales primos sobre p (aqui no es necesario que la extension sea de Galois).

Sea G = Gal(L/K). Dado o € G, es claro que 0O, = Op,. Sea p un ideal primo de Og
y sea P un ideal primo de Of, sobre p. Sabemos que o*P es otro ideal primo de Oy, también
sobre p. Dado 3 un ideal primo de O, definimos el grupo de descomposicion de 3 como

D(R) ={o € G:0(F) =P}
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Cada 0 € D(*B) induce un morfismo & : Iz — Iy, que deja fijo al subcuerpo k. Al ser
D(*B) un subgrupo de Gal(L/K), podemos considerar L” el cuerpo fijo por este subgrupo,
llamado el cuerpo de descomposicién de . Sea OP la clausura entera de O en L, que no
es otra cosa que Op N LP, ysea D = PN Of , que es un ideal primo de Of . El ideal primo
B estd sobre £, y, ademds, es el tnico con esta propiedad pues D(B) = Gal(L/LP) actia
transitivamente sobre los primos que estin sobre un mismo primo en L.

Proposicion 1.1.6. La extension LP /K es la subextensién de L/ K mads chica tal que 3 es el
tinico ideal primo sobre B N LY (que es un ideal primo de Oy, N LP).

Demostracion. Sea F' como dice la proposicién, y sea H = Gal(L/F). Sea q = P N F.
Sabemos que todos los primos de O, que estdn sobre q son conjugados por elementos de H.
Como hay sélo un primo, vemos que H deja i3 fijo, es decir, H C D(B). Asi, ' > LP. O

Con respecto a la extensién lgs/ky, se prueba que se trata de una extensién normal. Volvamos
por ahora al caso en que L/K no es necesariamente de Galois.

Proposicién 1.1.7. Sea B un primo de Oy, sobre p. La extension lsp/ ky es finita.
Dem. Es obvio al ser O, un O -mddulo finitamente generado. O

Si L/K es de Galois, llamaremos G () = Gal(lg/kyp). El niicleo del morfismo D(B) —
G(*B) se llama el grupo de inercia de 13, denotado por I(3). Es un subgrupo normal de D(*B)
y consiste en los automorfismos de L sobre K que inducen el automorfismo trivial en el cuerpo
residual, es decir, los o tales que oy = y(mod P) para todo y € Op. Su cuerpo fijo, L', se
llama el cuerpo de inercia de .

Uno de los problemas generales de la teoria de nimeros algebraica es caracterizar cémo se
factorizan los ideales primos de Ok en extensiones. Sea p un ideal primo de Ok, y sea

_ me1 €g
pOp = 1 g

la factorizacién de p en Op, con los 3; distintos (de manera que ‘3 estd sobre p si y sdlo
si aparece en este producto). Definimos el indice de ramificacion de *3; sobre p (o grado de
ramificacion) como e(B;|p) = e;. Decimos que p ramifica en Or, (0 en L) si alguno de los e;
es mayor que 1. En caso contrario decimos que p es no ramificado en Op,. Si B3 es un primo
de Oy, se define ez = e(P|p), donde p = P N Ok. También notaremos e(Plp) = 0 si P no
esta sobre p.

Dado ‘B sobre p, definimos también el indice o grado de inercia de 3, notado foz 0 f(*B|p),
como el grado de la extension lsz/k;, (sabemos que es finita por la Proposicién 1.1.7).

Se tiene la siguiente férmula:

T

=1

Decimos que p se parte completamente si » = [L : K. Por la dltima férmula, esto ocurre si
y s6lo si fqz = ey = 1 para todo Pp.
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La férmula se simplifica en el caso de extensiones de Galois: todos los e (para 3|p) son
iguales a un cierto niimero e, y los fq3 (para §3|p) son iguales a un cierto nimero f, de manera
que [L: K] =efr.

Los indices de ramificacién y de inercia se comportan bien respecto a torres de extensiones.

Proposicion 1.1.8. Sea K C L C M una torre de extensiones finitas y separables, y sea
Or C O, C Oy la torre correspondiente de clausuras enteras de O en L'y en M. Sea p un
ideal primo de O, debajo del ideal primo ‘B de Oy, que a su vez estd debajo del ideal primo
Q de Oy;. Entonces tenemos que

e(Qlp) = e(QIP)e(Flp);
fQlp) = F(QIP) S (Flp)-

Teorema 1.1.9. Sea p un ideal primo de Ok, debajo del ideal primo B de Or,. Sean B! =
PNL y PP =P LP. Supongamos que la extension de cuerpos residuales es separable.
Entonces tenemos que:

[L:LY=e [L':LP]=f; [LP:K]=r;

e(PIP) =e; e(PIP") =1 e(P"lp) =1

FEBIBH =1 fOBIBP)=F F(BPlp) =1.

El siguiente corolario motiva los nombres de “inercia” y “descomposicion”.

Corolario 1.1.10. Supongamos que D(*B) es normal en Gal(L/K). Entonces p se parte en
r primos distintos en LP (es decir, se parte completamente). Si, ademds, I1(3) es normal en
Gal(L/K), entonces cada uno permanece primo en L (es “inerte”). Por iltimo, cada uno es
una potencia e-ésima en L.

Como otro corolario, obtenemos que el orden de D(P3) es ef, el orden de I(3) es e y el
indice de D(P3) en Gal(L/K) es r. Ademads, es facil ver que los grupos de descomposicion e
inercia de primos distintos arriba de uno mismo, son conjugados en el grupo de Galois. De esta
manera, un primo es no ramificado si y sélo si I(J3) = 1 para algin, y, por lo tanto, para todo,
ideal primo 3 sobre p.

Sea p un ideal primo de Ok, debajo del ideal primo B de Or. Consideremos el morfismo
natural

D(B) — Gal(lp/kyp),

Este morfismo es suryectivo e induce un isomorfismo

D(B)/1(F) — Gal(lsp/ky).

En efecto, este dltimo morfismo es inyectivo y ambos grupos tienen orden f.

Supongamos ahora que los cuerpos residuales son finitos (esto pasa siempre en el caso en
que K sea un cuerpo de nimeros y Ok su anillo de enteros). Entonces lsz/kj, es una extension
finita de cuerpos finitos, y, por lo tanto, su grupo de Galois tiene un elemento distinguido que lo
genera, el morfismo de Frobenius, definido por x — 9, donde q es el orden de k. En el caso
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en que p sea no ramificado en L, obtenemos un unico elemento del grupo de Galois de L/K,
denotado por (P, L/K), que va a parar al morfismo de Frobenius por el isomorfismo anterior.
Es un elemento del grupo de Galois de L/ K caracterizado por

(B, L/K)(y) = y?(mod ) Vy € Of.

El morfismo (B, L/K) se llama el simbolo de Artin de 3. Las siguientes propiedades son
inmediatas.

Proposicion 1.1.11. Sea p un ideal primo no ramificado, y sea B3 un ideal primo en L sobre p.
Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

(1) sio € Gal(L/K),
(0P, L/K) = o(P, L/ K)o

(11) el orden de (B, L/ K) es el indice de inercia fg = f(B|p);
(111) p se parte completamente en L si 'y solo si (B, L/K) = 1.

La primera propiedad nos dice que los simbolos de Artin de dos primos sobre uno mismo
son conjugados en Gal(L/K). Esto permite asignarle a cada primo no ramificado p una clase
de conjugacién de Gal(L/K). En el caso particular en que L/K sea abeliana, se trata de un
solo elemento, llamado el simbolo de Artin de p, y denotado por

(b, L/ K).

Sea .S un conjunto finito de ideales primos de O . Definimos / IS( como el subgrupo libre de
I generado por los ideales primos que no estan en .S. Consideremos ahora cualquier .S tal que
contenga a los ideales primos que ramifican. Utilizando la factorizacion de ideales fraccionarios
en ideales primos, podemos definir el mapa de Artin:

Vr K I3 — Gal(L/K),

[I#% = [Tt L/E)™.

pgsS pgsS

Esta aplicacidn es el corazén de la teoria de cuerpos de clases, y la mayoria de los resultados
que queremos obtener son en realidad propiedades de ella.
Otras propiedades del simbolo de Artin son las siguientes.

Proposicion 1.1.12. Sea K C L C M una torre de extensiones finitas de Galois, 0 un ideal
primo de M, que estd sobre el ideal 3 de L, que a su vez estd sobre p; supongamos que p no
ramifica en M (y, por lo tanto, tampoco en L). Entonces tenemos que

(a) (Q,M/L) = (Q, M/K) ¥
(0) (Q,M/K) | = (B, L/K).
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Dem. Elitem (a) es trivial, como vemos considerando la torre de extensiones de cuerpos resid-
uales mg O lyg D kp; f(P|p) = [l : kp), y un elemento de Frobenius de la extension de arriba
es elevar a la f(P|p) un elemento de Frobenius de la extension total. El item (b) también es
trivial, ya que (Q, M/K) |1 cumple las propiedades que caracterizan a (3, L/ K). O

Ejemplo 1.1.13. Sea m € Ny Q((y) el cuerpo ciclotémico de las raices m-ésimas de la
unidad. Usaremos el siguiente resultado clédsico de teoria de nimeros algebraica bésica, cuya
demostracién puede encontrarse en [Mar77] (Capitulo 3, Teorema 26): sea p € Z un primo, y
escribamos m = p*n con p f n. Entonces el indice de ramificacién de p en Q({,) (que no de-
pende del primo arriba pues es una extensién de Galois) es igual a (p”), donde ¢ es la funcién
de Euler, y el indice de inercia f es el menor entero positivo tal que p/ = 1(modn) (el orden
multiplicativo de p médulo n). En particular, cualquier primo ramificado debe dividir a m. Si
4|m entonces los primos ramificados son exactamente los divisores de m, mientras que si 2|m
y 4 1 m entonces son todos menos el 2. En cualquier caso se tiene definido el mapa de Artin

m : Ig(m) — Gal(Q(n)/Q) ~ (Z/mZ)™.

Aqui, Ip(m) se puede identificar con el conjunto de los nimeros racionales a /b, con a, b > 0,
(a,b) = (a,m) = (b,m) = 1. Entonces

Um(a/b) = la][b]™" € (Z/mZ)*.

La verificacion es trivial, pues basta chequearlo para ¢(p) con p un primo que no divida a m, y
este caso sale por definicion del simbolo de Artin.

1.2. Valores absolutos

Sea K un cuerpo. Un valor absoluto sobre K es una funcién |.| : K — R tal que
(1) |z] >0 VzeKylz|=0&2=0;
2) lzyl = lzllyl Y,y e K;
(3) Existe una constante C' tal que |1 4 x| < C siempre que |z| < 1.

De esta manera, podemos ver a un valor absoluto como un morfismo de grupos |.| : K* — R,
(donde Ry = {z € R : z > 0}) tal que cumple (3), y que lo extendemos a K poniendo |0| = 0.

Dado un cuerpo K, siempre existe un valor absoluto sobre él, vale decir, el valor absoluto
trivial, definido por |z| = 1 para x # 0, |0] = 0 (C = 1 en (3)). De ahora en mds, supondremos
que todos los valores absolutos son no triviales.

Como R es sin torsion, todas las raices de la unidad en K van a parar a 1. En particular,
|1| = | — 1] = 1, y, por lo tanto, | — x| = |x| para todo = en K. Ademads, trivialmente, tenemos
la siguiente proposicion.

Proposicion 1.2.1. Sea K un cuerpo finito. Entonces todo valor absoluto sobre K es el valor
absoluto trivial.
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Definicién 1.2.2. Decimos que dos valores absolutos |.|; y |.|2 en un cuerpo K son equivalentes
si existe un ¢ € R tal que |.|]2 = |.[{.

Notemos que si |.|; es un valor absoluto, entonces |.|» = [.|{ también lo es. Claramente,
se tiene una relacién de equivalencia sobre los valores absolutos (sobre un mismo cuerpo K).
Ademais, es claro que el valor absoluto trivial es equivalente s6lo a si mismo. Una clase de
equivalencia de valores absolutos no triviales se llama un primo de K, o un divisor de K.
Generalmente usaremos la letra v para denotar un primo de K, y por |.|, a un valor absoluto que
lo represente.

No es dificil ver que todo valor absoluto es equivalente a uno cuya constante C' es igual a 2.
Para este tipo de valores absolutos, la siguiente proposicion nos da otra caracterizacion de (3).

Proposicion 1.2.3. Sea |.| : K — Rxq una funcion que satisface (1) y (2). Las siguientes
condiciones son equivalentes:

(1) |1+ z| < 2 siempre que |x| < 1 (esto es, vale (3) con C = 2);

() |z+y| <|z|+|y| Va,y€ K (A esta iltima propiedad la llamaremos (3') o desigual-
dad triangular).

Dem. (1)=(11): Sean =,y € K. Si alguno es 0, vale trivialmente la desigualdad; luego, supon-
dremos ambos no nulos. Si, por ejemplo, |x| < |y|, escribimos x = ay, con a € K, de manera
que |a| < 1. Luego, |z + y| = |y(1 + a)| = |y||1 + a|] < 2|y| por hipétesis, y esto dltimo es
igual a 2 méax{|z|, |y|}. Por induccién, probamos que si x1, ..., zor € K entonces

2’7‘
1>l < 27 max{lyl}.
j=1
De esta manera, sin € Ny 2"~! < n < 27, insertando 2" — n sumandos nulos, obtenemos que
n
I3l <27 mi{]a|} < 20 méx{ja;[}.
j=1

En particular,

n| < 2n|1| = 2n. Ahora,

3 ()1 = 2tk 1) ()l ) <

|z +y|"

< A(n+ 1) méx{ (j) 2Py} < 4n 4+ 1) (] + )™

Tomando raices n-ésimas y haciendo tender n a infinito, se sigue la desigualdad buscada.
(11)=-(1): es claro. ]
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Trabajar con valores absolutos equivalentes es lo mismo, con lo cual, podriamos haber hecho
la definicién con (3') directamente y suponer ya que todos tienen constante C' = 2.

Decimos que un valor absoluto |.| es no arquimedeano si uno puede tomar C' = 1 en (3).
Esto es lo mismo que decir que

|z +y| < max{|x], yl}.

Esto claramente implica (3'), con lo cual, un valor absoluto no arquimedeano cumple (3) tanto
con C' = 1 como con C = 2. Decimos que un valor absoluto es arquimedeano si no es no
arquimedeano (como era de esperarse).

No es dificil ver que la arquimedeanidad estd preservada por equivalencias. Por lo tanto,
podemos hablar de primos arquimedeanos y no arquimedeanos. En el primer caso, los llamare-
mos también primos infinitos, mientras que en el caso no arquimedeano, primos finitos.

Recordemos que, dado un cuerpo K, el anillo primo es la imagen de la aplicacién canénica
7 — K.

Lema 1.2.4. Sea |.| un valor absoluto. Entonces |.| es no arquimedeano si 'y sélo si |n| < 1 para
todo n en el anillo primo de K.

Dem. Es claro que un valor absoluto no arquimedeano estd acotado por 1 en el anillo primo
de K. Reciprocamente, sea |.| un valor absoluto que cumple eso. Sabemos que es equivalente
a un valor absoluto que cumple la desigualdad triangular, con lo cual, veamos que vale para el
caso en que |.| la cumpla. Probaremos ahora que se cumple (3) con C' = 1. Sea = € K tal que
|z| < 1. Por la desigualdad triangular,

n
|1+x|”:|(1+x)"§Z|<j>|\x|§1+1+...+1:n+1.
j

Tomando raiz n-ésima y haciendo tender n a infinito, obtenemos |1 + | < 1. Asi, |.| es no
arquimedeano. O

Corolario 1.2.5. Si car K = p # 0 entonces cualquier valor absoluto sobre K es no ar-
quimedeano

Dem. Esto es claro pues los elementos del anillo primo de K son raices de la unidad. 0

Ejemplo 1.2.6. En R, el valor absoluto usual es un valor absoluto arquimedeano. Lo mismo
sucede con C. De hecho, hay un teorema de Gelfand y Tornheim que afirma que un cuerpo K
con un valor absoluto arquimedeano es isomorfo a un subcuerpo de C y su valor absoluto es
equivalente al inducido por el valor absoluto usual de C. No necesitaremos este teorema. Para
una demostracion, ver E. Artin, “Theory of Algebraic Numbers” (Striker, Gottingen), pp. 45 y
67.

Ejemplo 1.2.7. Sea K un cuerpo de niimeros, y o : K — C una inmersion. Definimos |z|, =
|ox|, donde este dltimo es el valor absoluto usual de C. Entonces |z|, es un valor absoluto
arquimedeano en K. Més adelante, veremos que todo valor absoluto arquimedeano de un cuerpo
de niimeros es equivalente a uno de estos.
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Ejemplo 1.2.8. Sea K un cuerpo de nimeros de grado n. Sea 8 C Ok un ideal primo. Si
x € K*, sea ordgp(x) el exponente (entero) al cual aparece ‘B en la factorizacién del ideal
fraccionario (z) = xOk en ideales primos. Sea ¢ > 1 un nimero real. Definimos el siguiente
valor absoluto en K:

‘x|‘«)3 — cfordcp (x)

Usando las propiedades de ordsg es facil ver que |.|g es un valor absoluto no arquimedeano,
llamado ‘PB-adico (este procedimiento lo podriamos haber hecho con cualquier dominio de
Dedekind y su cuerpo de fracciones). A la clase de equivalencia definida por este valor ab-
soluto lo llamaremos vgs. Veremos luego que todos los valores absolutos no arquimedeanos de
un cuerpo de nimeros K son de esta forma. Es facil probar que ideales primos distintos dan
lugar a valores absolutos no equivalentes.

Tomemos, por ejemplo, el caso de K = Q. Sea p € Z un nimero primo. Dado z € Q*,

escribimos = p"u/v, con p { u, p { v, n,u,v € Z. Entonces |z|, = ¢~ ™. Se suele tomar
¢ = p (en el caso de cuerpos de niimeros, también hay una normalizacién correspondiente que
ya veremos), por razones que serdn claras mas adelante. A este valor absoluto lo llamamos
p-adico.
Ejemplo 1.2.9. Este ejemplo es parecido al anterior. Sea F un cuerpo y sea K = FE(t), donde
t es trascendente sobre E. Sea p = p(t) un polinomio irreducible en E[t]. Como EJt] es un
dominio de factorizacién tnica, todo elemento f de E(t) se escribe como f = p"u/v, con
n € Z,u,v € E[t], p{u, p{v. Dado un nimero real ¢ > 1, tomamos el valor absoluto no
arquimedeano

[flp=c"

(esto es un caso particular del ejemplo anterior, ya que Et] es un dominio de Dedekind).
Hay un valor absoluto adicional en E(t) (también eligiendo arbitrariamente un nimero real
¢ > 1), definido por
1% = BW-gt®),
v

Si s = t7!, entonces K = E(s) y vemos que este valor absoluto es del tipo |.|,, con p el
polinomio irreducible p(s) = s. Luego, es no arquimedeano (es decir, la analogia con Q no es
perfecta).

Las siguientes definiciones suponen que v es un primo no arquimedeano de K (y claramente
no dependen de la eleccidn del representante |.|,).

O,={zreK:|z|, <1};
U, ={z € K : |z|, = 1};
py ={ze€ K:|z|, <1}

Es claro que O, es un subanillo de K (llamado el anillo de enteros de K respecto de v), que K es
su cuerpo de fracciones y p,, es un ideal de O,,. Es inmediato que O;' = U,, y que, por lo tanto,
O, es un anillo local con ideal maximal p,,. Cuando el primo en cuestion esté sobreentendido,
notaremos también O, Ui y px a estos conjuntos.

El cuerpo k = O, /p, se llama el cuerpo residual de K (o de O,) respecto del primo v.
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Ejemplo 1.2.10. Consideremos un primo p € Z y el valor absoluto p-ddico en Q. Entonces el
anillo de enteros es Z;), la localizacién de Z en el ideal primo (p), y pZ,) su ideal maximal.
En consecuencia el cuerpo residual es Z,) /pZ ) = F.

Mas generalmente, si A es un dominio de Dedekind y 3 es un ideal primo de A, consideran-
do el valor absoluto ‘B-adico en K = Frac(A), vemos que el anillo de enteros As, y su ideal
maximal es B Ag. El cuerpo residual es entonces Agy/PAp = A/P.

Teorema 1.2.11 (Ostrowski). Sea |.| un valor absoluto no trivial en Q. Si es arquimedeano
entonces es equivalente al valor absoluto usual |.|. Si es no arquimedeano, es equivalente a
un tinico valor absoluto p-ddico |.|p.

Demostracion. Suponemos en principio que |.| satisface la desigualdad triangular. Sean m,n €
Z,conn > 1. Luego, m se puede escribir como

ag+ain+...+an"

r . logm

conlosa; € Z,0 < a; <n,n” < m(esdecir, r < Tog 1
desigualdad triangular, para cada 7 entre 0 y r tenemos que

, para cualquier base e > 1). Por la

la;| =1+ 14 ...+ 1| <ai|l] =a; <n.

Llamemos N = max{1, |n|}. Luego, también por la desigualdad triangular,

T T
ml < S Jaillnl' < 37 el N7
=0 1=0

Juntando las dos desigualdades, obtenemos que

logm

’m| < (1 + ’I”)nNT < (1 + )nNIOgm/logn.

ogn

Si en lugar de m utilizamos m*

raiz k-ésima) en

con k € Z, vemos que la desigualdad se transforma (tomando

im] < (14 T8y 1k, 17k plogm /g
o logn

Hacemos tender ahora £ — oo. Los términos con k tienden a 1, de manera que
|m‘ < Nlogm/ logn'

Consideraremos ahora dos casos posibles:
Caso (1): para todos los enteros n > 1, se tiene que |n| > 1. En este caso, N = |n
desigualdad obtenida obtenemos que

,ydela

|m’1/10gm < ’nll/logn'

Si intercambiamos n y m, y suponemos que m > 1, por simetria obtenemos la igualdad, luego,

existe un ¢ > 1 tal que

1/logm

¢ = |m[!/108™ = |1/ Tos"
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para todos los enteros m, n mayores a 1. De aqui que para todo entero n > 1, vale que
|n| — clogn — 6logclogn — nlogc'

Llamemos a = logc. Queda entonces |n| = |n|% para todo entero n > 1, donde |.|« es el

valor absoluto usual de Q. Como los valores absolutos son morfismos Q* — R,y estos dos

coinciden en un conjunto de generadores de Q* (el conjunto de los primos positivos y —1), se

sigue que coinciden en todo Q*. Luego, |.| es equivalente a |.|o.

Caso (11): existe un n > 1 tal que |n| < 1. En este caso, N = 1y la desigualdad implica
que |m| < 1 para todos los enteros m. Entonces el valor absoluto es no arquimedeano. Sea 3 el
ideal primo asociado. Luego, 38 N Z es un ideal primo de Z, distinto de 0 (si este ideal fuese 0,
el valor absoluto serfa el trivial). Asi, 8 N Z = (p) = pZ para algtin primo p. De esta manera,
si m € Z y no es divisible por p, vemos que m no esta en B, luego, |m| = 1, y, por lo tanto,
|np”| = |p|” si n es un ndmero racional tal que p no divide ni al numerador ni al denominador.
Si a es tal que |p| = (1/p)® entonces |z| = |z[} para todo = € Q. Es decir, |.| es equivalente a
- 0

1.3. Topologia definida por un valor absoluto

Dado un valor absoluto |.| sobre un cuerpo K, existe una topologia natural a considerar en
K, donde dado un a € K, una base de entornos en a son las “bolas abiertas” B¢(a) = {x € K :
|x —a| < d}. Si|.| satisface la desigualdad triangular, entonces esta topologia es la inducida por
la distancia d(z,y) = |z — y|. Un ejercicio facil es que con esta topologia K resulta un cuerpo
topoldgico Hausdorff.

La siguiente proposicién muestra que podemos hablar de la topologia dada por un primo (es
decir, que valores absolutos equivalentes dan la misma topologia).

Proposicién 1.3.1. Dados dos valores absolutos |.|1 y |.
equivalentes:

9, con |.|1 no trivial sobre K, son

(1) |.|1y|-]2 inducen la misma topologia en K;
(1) |z|1 < 1= |z|2 < 1paratodo x € K

(1) |.|1 y |.|2 son equivalentes.

Demostracion. (1)=-(11): es claro que el conjunto de los x tales que |z|; < 1 es exactamente el
conjunto de los z tales que z™ tiende a 0 cuando n — oo. Luego, es clara la implicacion.
(ID=-(111): Al ser |.|1 no trivial, existe un y € K tal que |y|; > 1. Sea a = log |y|2/ log|y|1,
de manera que log |y|2 = alog|y|1, o |y|2 = |y|{. Sea x € K*. Entonces existe un nimero
real b tal que |z|; = |y|%. Probaremos que |z|o = |y|5, y esto bastard, ya que entonces ||y =
ab __ a
yli” = [
Sea m/n, n > 0, un niimero racional mayor que b. Entonces |z|; = |y|} < |y]71n/n, de

manera que |z"/y™|; < 1. Entonces por hipétesis |z"/y™ |2 < 1, luego, |z|z < |y|72n/n Esto

vale para todos los racionales m /n mayores que b, luego, |z|2 < |y[3. Por un argumento similar,

tomando los racionales menores a b, vemos que |z|2 > |y[5, y queda asi probada la igualdad.
(11m)=-(1): Es claro. O
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Por lo tanto, cuando consideremos valores absolutos sobre un cuerpo, supondremos que
cumplen la desigualdad triangular, ya que las propiedades topoldgicas de K no cambiaran.
Es claro que si v es un primo no arquimedeano, O,, es un subanillo cerrado de K.

Definicion 1.3.2. Un cuerpo K con un valor absoluto |.| se dice completo si lo es como espacio
métrico.

Utilizando que todo espacio métrico se puede inyectar en uno completo de manera universal,
se prueba el siguiente teorema.

Teorema 1.3.3. Sea K un cuerpo y |.| un valor ‘absoluto sobre K. Entonces existe un cuerpo
K tal que K es (isomorfo a) un subcuerpo de K K posee un valor absoluto que extiende al
de K (que también llamaremos |.|), respecto del cual K es completo. Ademds, K es denso en
K, y K es tnico con estas propiedades (a menos de isomorfismo).

A:‘K

Proposicion 1.3.4. |.| es no arquimedeano en K si'y solo si lo es en K. En ese caso,
es decir, los conjuntos de valores son iguales.

>

Dem. La primera afirmacion es clara por el Lema 1.2.4. Para la segunda, sea z € K ,x # 0.
Por densidad, existe un y € K tal que |x — y| < |z|. De aqui se sigue que |z| = |y|. O

Sea v un primo de K. Al cuerpo K recién construido lo llamaremos K. Si v es no ar-
quimedeano y |.|, es un valor absoluto que lo representa, seguimos notando con v y |.|, a las
extensiones a K. Utilizaremos las siguientes notaciones:

O, ={zeK,: |z, <1};

Z{;:{xEKv:MU:l};

po={r€K,:|z], <1}
k=0, /p-

Como antes, a menudo los notaremos como O, Uk y p/;(
Es facil ver que O, = O, (clausura en K,) y que p, = p,. Més generalmente, p,"* = p7.

Ejemplo 1.3.5. Si p € 7Z es primo, denotamos la completacién de QQ con el valor absoluto p-
ddico por Q,. Notamos al anillo de enteros con Zj, y lo llamamos el anillo de enteros p-ddicos.

Mas generalmente, si A es un dominio de Dedekind y ‘B3 es un ideal primo de A, llamamos
Ky ala completacion (K = Frac(A)).

1.4. Valores absolutos discretos

Un valor absoluto |.| sobre K se dice discreto si el conjunto {log|z| : € K*} es un
subgrupo discreto de R con la suma (como siempre, supondremos que el valor absoluto es no
trivial). Notemos que no importa qué base tomemos para el logaritmo, pues multiplicar por
un ndmero real un subgrupo discreto de R nos da otro. Ademds, si dos valores absolutos son
equivalentes, sucede lo mismo, con lo cual, la definicién se puede aplicar a primos.
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Si |.|,, es un valor absoluto discreto, entonces el subgrupo recién mencionado debe ser libre
en un generador, de manera que existe un nimero real d > 0 tal que log, |K*|, = dZ, es decir,
“|K*], = e, Sitomamos ¢ = e~ < 1, se sigue que los valores de ||, para 2 # 0 son todos

de la forma ¢™ con m € Z. Llamaremos orden de x a m. Es decir, ord(z) = —logy |z|, donde
f = c ! > 1. Claramente, ord(xy) = ord(x) + ord(y).
Veamos qué sucede si tomamos un valor absoluto equivalente |.| = |.|¢ (a > 0). Entonces

log, | K*| = adZ, es decir, “| K *| = e2¥%”_ En este caso, ¢ = e~ < 1.Seaz € K*, entonces
|z, = ™y |z] = (¢*)™ = ™, de manera que el orden s6lo depende del primo y no del valor
absoluto. Notemos, ademas, que si v es no arquimedeano, O, es el conjunto de los elementos
de orden mayor o igual a 0, y p,, es el de los de orden mayor a 0.

Dado un primo discreto no arquimedeano v, llamaremos a w# € O, un pardmetro uni-
formizador local (uniformizador, para abreviar) si tiene orden 1. Dado un valor absoluto |.|,,
es lo mismo que decir que ||, = ¢, o que es un elemento de valor absoluto méximo entre los
menores a 1. Dos uniformizadores son asociados en O,,.

Proposicion 1.4.1. Sea v un primo no arquimedeano sobre K. Entonces es discreto si y sélo si
el ideal p,, es principal. En este caso, estd generado por cualquier uniformizador .

Dem. Supongamos que v es discreto. Sea 7 un uniformizador, y ¢ = |r|,. Claramente, al ser
¢ < 1, se tiene que (7) C p,. Sea x € p,. Luego, |z|, < ¢, de manera que |z/7|, < 1, es decir,
z/m € O,. De estamanera, x = 7% € ().

Supongamos ahora que p,, es principal, digamos, p,, = (7). Luego, para todo = € p,,, existe
un a € O, tal que x = amn. Asi, |z|, = |a|y|7]y < ||, < 1. De esta manera, 1 es un punto
aislado de | K *|,, con lo cual, v es discreto. O

Proposicion 1.4.2. Sea v un primo no arquimedeano discreto sobre K. Todo ideal no nulo de
O, es de la forma p]* para algiin m € N.

Dem. Sea m un uniformizador para v, con |7|, = c. Sea a un ideal no nulo de O,,. Definimos
ord(a) = inf{ord(z) : z € a,x # 0} € Ny. Sea ag € a tal que ord(ag) = ord(a),y pongamos
m = ord(ap). Tomando valores absolutos, se obtiene que |ag|, = ¢™ = |71™|,, con lo cual,
7™y ag son asociados. Luego, (7™) C a. Probemos ahora que a C (7). Si ord(z) > ord(a)
entonces z = 7%y, con y € O,. Ademds, a C {z € O, : ord(z) > ord(a)}, de manera
que a C (7o d(@)) = (7). O

De acuerdo con estos dos ultimos resultados, O, es un dominio de ideales principales, local,
cuyo unico ideal primo no nulo es p,,.

Proposicion 1.4.3. Sea v un primo discreto no arquimedeano. Entonces m es un uniformizador
siy solo siT € p, \ p2.

Dem. Sea m un uniformizador; luego, p, = (), con lo cual, es obvio que 7 & p2 ya que
Pu # P2 (p, es un ideal primo no nulo).

Reciprocamente, supongamos que 7 € p, \ p2. Al ser O, un dominio principal local con
tinico ideal primo no nulo p, = (p) = pO,, (para un uniformizador p), escribimos 7 = ap”, con
a € Oy \ py, es decir, a una unidad. De esta manera, por hipétesis, k& = 1. Asi, 7 es asociado a
un uniformizador, y, por lo tanto, es un uniformizador. O
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Sea v un primo no arquimedeano discreto sobre K. Sea |.|, un valor absoluto correspondi-
ente, y ¢ < 1 como en la discusién anterior. Entonces es claro que

Oy={zeK:|z|,<1}={zecK:|z|, <c '}y
pp={reK:|z|,<l}={re K :|z|, <c}

De esta manera, O, y p, son abiertos y cerrados. Ademads, todo ideal p]* se describe como
pr={reK:|z|, <"} ={r e K:|z|, <},

de manera que también es abierto y cerrado en O,. Los conjuntos p;* (m > 0) son un sistema
fundamental de entornos del 0: son subgrupos abiertos de K cuya interseccion es 0 (p2 = O,).
Como también son cerrados, K resulta totalmente disconexo.

Es claro que si v es un primo discreto no arquimedeano, entonces también es discreto el
primo correspondiente en K, (ya que el conjunto de valores es el mismo que el de K).

Supongamos que 7 es un uniformizador, de manera que p, = (1) = 7O, (y p)* = (7™)).
Entonces p, = (71) = 7r(7):, (esta igualdad es clara ya que v es un primo no arquimedeano
discreto de K, y 7 es un uniformizador para K, ). También tenemos que p,"" = (1) = ﬂm@\y.
Ademds, la aplicacion natural

Ov/pv - (/I)\v/ﬁ;

es un isomorfismo de grupos. Mds generalmente, se tiene el siguiente resultado.

Lema 1.4.4. Sea v un primo discreto no arquimedeano en K. Dado m € N, la aplicacion
natural

Ou /Py — Oy /Py
es un isomorfismo de grupos.

Dem. Veamos que es inyectiva. Sean x,y € O, talesque z —y € p, . Entonces © —y = an™,
cona € O,, es decir, al, < l;peroa = (z —y)/m™ € K, luego,a € Oy y x = yen O,/pl".

Para la suryectividad, sea y € (/9\1; Veamos que existe z € O, talque x —y € p, . Sea
e > 0 tal que ¢ < |7|"". Entonces por densidad existe un z € O, tal que |z — y|, < €. Sabemos
que |z — y|, = |7|¥ para algtn k. Para ver la suryectividad, bastar4 probar que k > m, y esto
es claro por la eleccién de e. 0

Si v es discreto no arquimedeano, como k-médulos (k = O, /py), pr/pi L y k son isomor-
fos via multiplicacién por 7" (r > 0).

Por el dltimo lema, se tiene que p,, / ]JAUTJrl es isomorfo a k (componiendo con el isomorfis-
mo de % con k).

Definimos, para cada ¢ > 1, el subconjunto U; = 1+ pfj, y llamamos Uy = U,,. Entonces U;
es un subgrupo de K *, ya que si z, y € p! entonces

(I+z)(l+y)=1l+z+y+ayel+p, (i>1)

Q-—z)t=14+z+2%+..
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es una serie convergente (ejercicio). El conjunto Uy es un abierto de O, (y, por lo tanto, un
abierto de K *, y también un cerrado), al ser el complemento del cerrado p,,. Los conjuntos Uj;
forman un sistema fundamental de entornos del 1 en K *. Como los p! son abiertos y cerrados,
también lo son los U;. De esta manera, K * es totalmente disconexo.

Si 7 es un uniformizador entonces es claro que K* es isomorfo (algebraica y topoldgica-
mente) al producto {7} x U, donde {7} es el grupo ciclico generado por 7.

Bajo la aplicacién natural

O, — k,

las unidades U, van a parar a elementos no nulos. Luego, se tiene inducido un morfismo
U, — k*.

El nicleo de este morfismo es exactamente Uj, de manera que U, /Uy ~ k*.
Mas atn, la aplicacién

)
pv — Uy,

x— (14+x)
induce un isomorfismo (para ¢ > 1)
pu/ptt = Ui/Uiga.

Como corolario, tenemos que para i > 1, U; /U; 41 es un grupo abeliano isomorfo a k.

Ejemplo 1.4.5. Dado p € Z primo, el cuerpo residual de Q, es Z,/m, donde m es el ideal
maximal de Z,,. Por lo visto recién, este cuerpo es isomorfo al cuerpo residual de Q con respecto
al valor absoluto p-ddico, y vimos anteriormente que este cuerpo es [F),.

Proposicion 1.4.6. Sea v un primo no arquimedeano discreto en K, sea S un conjunto de
representantes para O, /py, y sea T un uniformizador. Entonces la serie

a_pm "+ tat+tamT+..+am +..,a, €S

es una serie de Cauchy en K, y toda serie de Cauchy es equivalente a exactamente una de esta
forma. De esta manera, todo elemento de K, tiene un representante tinico de esta forma, cuyo
orden es —n.

1.5. Valuaciones

Una valuacién sobre un cuerpo K es un morfismo de grupos ord : K* — R tal que
ord(z + y) > min{ord(z),ord(y)}. La extenderemos a K via ord(0) = oo. Siempre existe
una valuacién en un cuerpo I, a saber, el morfismo nulo. Supondremos en general que las valu-
aciones son no nulas. La valuacién ord se llamara discreta si su imagen cae dentro de Z. Luego,
la imagen es de la forma mZ para algiin m € N. Una valuacién discreta se dice normalizada si
m = 1, es decir, si es suryectiva. Dos valuaciones ord; y ordsy se dicen equivalentes si existe
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un ¢ € R tal que ord; = c. ords (notar que esto tltimo es una valuacion si ord; lo es). Ademas,
si una valuacion es discreta, cualquier valuacién equivalente mediante un multiplo entero tam-
bién es discreta. Si ord es una valuacién discreta con imagen mZ, entonces m ™~ '. ord es una
valuacién discreta normalizada equivalente a ord.

Proposicion 1.5.1. Si ord es una valuacion tal que ord(K™) es un subgrupo discreto de R,
entonces es equivalente a una valuacion discreta.

Dem. Como ord(K*) es un subgrupo discreto, es un reticulo. Luego, ord(K*) = ¢Z para
algiin c. Ahora, ¢~ !. ord es una valuacién discreta equivalente a ord. 0

Ejemplo 1.5.2. Sea K un cuerpo de nimeros y 3 un ideal primo de K. Entonces, con la notacién
de antes, ords es una valuacion discreta. El valor absoluto ‘B-ddico definido anteriormente nos
dice que ordsq(z) = — log,. |z|gp. Esto nos motiva para la siguiente observacién.

Observacion 1.5.3. Sea |.| un valor absoluto no arquimedeano sobre K. Sea e > 1 un niimero
real. Entonces ord(z) = — log, |z| define una valuacién sobre K. Si tomamos otro valor ab-
soluto equivalente, las valuaciones correspondientes son equivalentes. De esta manera, tenemos
una aplicacién que a cada primo no arquimedeano de K le asigna una clase de valuaciones
equivalentes. Esta aplicacion es inyectiva, y también suryectiva: dada ord una valuacion, defin-
imos |z| = e~ °"4(®), Notemos, ademds, que la constante ¢ > 1 no es importante. Es decir, si
uno toma otra constante f > 1, las aplicaciones correspondientes son exactamente la misma.

Si |.| es discreto, entonces la proposicién anterior nos dice que ord es un miltiplo real
de una valuacién discreta ords, digamos, ord = a.ords. Luego, ords(z) = —log, |z|* es
la valuacién asociada de esta manera con un valor absoluto equivalente a |.|. Es decir, a los
primos no arquimedeanos discretos, la aplicacidn anterior los lleva a una clase de valuaciones
equivalentes entre las cuales se encuentra una valuacién discreta. Claramente, es exhaustiva, en
el sentido de que toda clase de valuaciones que contenga una discreta (es decir, toda clase de
valuaciones cuyas imdgenes sean subgrupos discretos de R) proviene de un primo discreto no
arquimedeano.

A menudo llamaremos también primos (no arquimedeanos) a las clases de valuaciones no
nulas equivalentes, y primos discretos (no arquimedeanos) a las clases que contengan una valu-
acion discreta. Cuando pueda haber lugar a confusién seremos mds especificos.

Sea ord una valuacién discreta en K y v un primo discreto no arquimedeano asociado, con
valor absoluto |z|, = e~ °"4(*); entonces |.|, se extiende a K. En K, tomamos ord(z) =
—log, |z|y, y vemos que entonces ord se extiende a una valuacion discreta en K, ya que
K| = |K,

Traduciendo los resultados sobre valores absolutos no arquimedeanos discretos a valua-
ciones discretas, obtenemos que si ord es una valuacion discreta normalizada sobre K asociada
a un primo v entonces (manteniendo la convencién ord(0) = oo)

O, ={z € K :ord(z) > 0};

Uy ={x € K : ord(z) = 0};
py = {z € K :ord(x) > 0}.
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Ademds, p,, es principal, generado por un uniformizador, es decir, un elemento 7 tal que ord(m)=1
(o més generalmente, si ord no es normalizada, por un 7 tal que ord(7) = m si ord(K*) =
mZ). Otra caracterizacion ya vista de un tal 7 es que 7 € p,, \ p2.

1.6. Anillos de valuacion discreta

Un anillo de valuacion discreta A es un dominio de ideales principales que cumple alguna
(y por tanto las tres) de las siguientes condiciones equivalentes:

(1) Aeslocal y no es un cuerpo;
(11) A tiene un dnico ideal primo no nulo;
(11) A tiene exactamente un elemento primo, a menos de asociados.

Dado un anillo de valuacién discreta A, cuyo ideal maximal m estd generado por m, al ser
A un dominio de factorizacion unica, todo elemento no nulo z del cuerpo de fracciones K
de A se escribe de manera Unica como x = 7'"u, con u una unidad y m € Z. Llamamos
ord(x) = m. Es inmediato que ord es una valuacion discreta normalizada sobre K, y que el
anillo de enteros asociado es exactamente A, con ideal maximal m. Reciprocamente, tenemos
el siguiente resultado.

Proposicion 1.6.1. Sea ord una valuacion discreta sobre un cuerpo K (correspondiente al
primo v). Entonces el anillo de enteros correspondiente O,, es un anillo de valuacion discreta
con ideal maximal p, generado por un uniformizador. Ademds, K es su cuerpo de fracciones
y la valuacion inducida en O, por la de K es igual a m veces la valuacion definida para un
anillo de valuacion discreta segiin su elemento primo.

Dem. Todo se sigue de los resultados de las Secciones 1.4 y 1.5. Al ser ord(K ) = mZ, uno
le asigna el valor absoluto |z| = e~ ord(z) para algin e > 1. Como vimos, para este valor
absoluto el ideal est4 generado por un elemento de valuacién m. Si z € A, escribimos z = 7*u,
con k£ > 0y u una unidad. Veamos que ord(z) = mk. Basta ver que ord(u) = 0, ya que
ord(m) = m. Esto es claro pues si |.| es un valor absoluto en K asociado a ord, |u| = 1. Luego,

la valuacién inducida ord es exactamente m veces la definida por 7. O

Sabemos también que si 7 es un uniformizador para el anillo de valuacién discreta A en-
tonces todo ideal no nulo de A es de la forma (7"™) para algin m € Nj.

1.7. Caso en que el cuerpo residual es finito

Analizaremos en esta seccion la siguiente situacién: K serd un cuerpo y v un primo no
arquimedeano y discreto sobre él; el cuerpo residual k serd finito, con ¢ = p/ elementos. Lla-
maremos O, al anillo de valuacién discreta correspondiente y p,, a su ideal maximal, generado
por 7. Por lo visto anteriormente, el cardinal de p? /pitt (i > 0)es q, y el de U, /Uy es g — 1.
También tenemos el siguiente resultado.
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Proposicion 1.7.1. El conjunto O, /p’ (i > 0) es finito. De hecho, su cardinal es q'.

Dem. Por induccidn, el caso ¢ = 1 es claro, mientras que por algiin teorema de isomorfismo,

. 10) i+1
0, /ph = 2%
po/po
El resultado se sigue de que el tltimo cociente es finito y su denominador también. La férmula
es clara a partir de esto. 0

Teorema 1.7.2. Si K es completo entonces O, es compacto (y, por lo tanto, también lo son los
conjuntos p)', 1 + p' y Uy, al ser cerrados de O,,).

Dem. Probaremos que O, es completo y totalmente acotado (es decir, para cada € > 0 existe
un cubrimiento finito de O, por conjuntos de didmetro menor o igual que €). Como O, es
cerrado, es completo, luego, basta probar que es totalmente acotado. Sea 7 un uniformizador
y |7|s = ¢ < 1. Afirmamos que el didgmetro del conjunto p’ es c’. Supongamos esto probado.
Entonces como O, /p! es finito, se sigue que O, esté cubierto por las finitas coclases de O, /pi,
y cada una de estas coclases tiene el mismo didmetro que p’, (al ser a — a+p}, una isometria), de
manera que si tomamos ¢ suficientemente grande, tienen didmetros menores que € y el teorema
queda probado.

Probemos ahora que el didmetro de p! es ¢'. Es claro que es menor o igual, ya que v es no
arquimedeano. Ademds, * y 0 estdn en p’, y distan en exactamente c'. O

Corolario 1.7.3. Si K es completo entonces es localmente compacto y totalmente disconexo, y
también lo es K*.

Dem. Se sigue de que los conjuntos que forman (en ambos casos) un sistema fundamental de
entornos de la unidad son compactos. 0

También vale el reciproco al corolario.

, localmente com-

Teorema 1.7.4. Sea K un cuerpo con un valor absoluto no arquimedeano
pacto. Entonces K es completo, el cuerpo residual es finito y |.| es discreto.

Dem. Sea c un entorno compacto de 0. Entonces 7O, C c¢ para n suficientemente grande;
como es un cerrado entonces es compacto, y, por lo tanto, O, lo es. Como estamos en un
espacio métrico, toda sucesion de O, tiene una subsucesion convergente, y es facil deducir de
esto que K es completo. Sea (a;);cs un sistema de representantes en O, de O, /p,. Entonces
Ui ={x € O, : |x — a;| < 1} es un cubrimiento por abiertos de O,; como éste es compacto,
se sigue que el cuerpo residual es finito. Por dltimo, p,, es compacto pues es cerrado en O,,. Sea
Sy, el conjunto de los o € K tales que |a| < 1 — 1/n. Entonces S,, (n € N) es un cubrimiento
por abiertos de p,, y, por lo tanto, p,, = S, para algin n. Dejamos como ejercicio ver que esto
implica que |.| es discreto. O

Definicion 1.7.5. K es un cuerpo local si es localmente compacto respecto a un valor absoluto
no trivial.
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Los tltimos resultados nos dicen que si K es un cuerpo con un primo discreto no ar-
quimedeano v, tal que el cuerpo residual es finito, entonces la completacién K, es un cuerpo
local.

Se conoce la estructura de todos los cuerpos locales:

1. Si la caracteristica de K es 0 entonces K es una extension finita de Q,, si el primo es no
arquimedeano, de grado n = ef, donde e es el indice de ramificacién v(p) y f el grado
de inercia [k : Fp]; si el primo es arquimedeano, K es isomorfo a R 0 a C con sus valores
absolutos usuales.

2. Si la caracteristica de K es p > 0 entonces K es isomorfo a un cuerpo k((7')) de series
de potencias formales, donde k es un cuerpo finito y 7" es un uniformizador.

El primer caso es el que ocurre en las completaciones de cuerpos de nimeros.
Definicion 1.7.6. K es un cuerpo global si
(a) es una extension finita de Q, o
(b) es una extension finita de IF,(¢) para un cierto ¢ y ¢ trascendente sobre F,.

Los cuerpos globales tienen la caracteristica de que todas sus completaciones K, son espa-
cios localmente compactos, y casi todos tienen un subanillo compacto y abierto.

Definicion 1.7.7. Sea K un cuerpo y v un primo no arquimedeano discreto de K, tal que el
cuerpo residual k es finito con ¢ = p/ elementos. Sea 7 un uniformizador. Decimos que un
valor absoluto |.|, estd normalizado si

17|y = ¢ L.
Observacion 1.7.8. Siempre hay un valor absoluto normalizado. Si 7 es un uniformizador y |.|
es un valor absoluto cualquiera correspondiente al primo v, sea ¢ = |r|. Si tomamos |.|, = |.|*
(donde a = —log, q), |.|, estd normalizado.
Dicho de otra manera, si ord es una valuacion discreta normalizada asociada a v, el valor
absoluto |z|, = ¢~ °*4(®) estd normalizado.

Ejemplo 1.7.9. Sea A un dominio de Dedekind y K = Frac(A). Dado un ideal primo 3 C A,
supongamos que A /B es finito, de cardinal ¢, y definimos como antes
|‘T|‘13 _ q—ordfp(m),

donde ordgy; es la valuacion discreta normalizada dada por la factorizacion en ideales primos.
Entonces |.|q es un valor absoluto normalizado.

En el caso en que A = Ok sea el anillo de enteros del cuerpo de nimeros K, tenemos que
q = NP = p/, donde NP denota la norma (usual) del ideal %3, es decir, el indice de 8 en
Ok El primo p es el tnico tal que PN Z = pZ, y f es el grado de la extension [Ok /P : F,
(grado de inercia de *3). De ahora en mas, si K es un cuerpo de niimeros y v un primo de K,
|.|» denotara el valor absoluto normalizado recién definido.



Capitulo 2

Primos y extensiones

En este capitulo tendremos como objetivo principal caracterizar los primos de un cuerpo de
nimeros. Para ello, debemos analizar como se comportan los primos en las extensiones.

2.1. Producto tensorial de cuerpos

Sea K un cuerpoy A, B cuerpos que contienen a K. Podemos formar la K-dlgebra AQ i B.
Sea {b1, ..., b, } una base de B como K-espacio vectorial, y supongamos que A es un cuerpo
topolégico. Entonces podemos considerar la biyeccién

A®KB—>AR,

n
Zai X bz — (ab "'>an)7
=1

que nos permite darle a A ® i B una topologia, llamada topologia del producto tensorial, que,
ademds, hace que la suma y la multiplicacién sean continuas.

Podemos considerar también el morfismo A — A ®x B, a — a ® 1, que es inyectivo por
ser A un cuerpo.

Lema 2.1.1. Supongamos que B es una extension separable de K de grado n. Entonces AQ i B
es isomorfo al producto directo de un niimero finito de cuerpos Kj, cada uno conteniendo una
copia isomorfa de Ay una copia isomorfa de B. Mds aiin, K; es una extension finita y separable
de A.

Dem. Escribamos B = K (), con § € K,y sea f el polinomio minimal de € sobre K; es un
polinomio separable irreducible de grado n. El conjunto {1,0, ..., 6"~} es una base de B como

K-espacio vectorial, y, por lo tanto, A @ x B = A[0] (viendo a A dentro de A ® ¢ B), donde

1,0, ...,@nil} son linealmente independientes sobre Ay f(6) = 0.
Si bien f es irreducible en K[X], no tiene por qué serlo en A[X]. Supongamos que la
factorizacion en irreducibles de A[X] es

J
f=119
j=1

21
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Al ser f separable, los g; deben ser distintos. Sea K; = A(6;), donde 6; es una raiz de g;.
Consideramos para cada j el morfismo de anillos

MjiA@KBHKj,

h(@) — h(6;) he AIX],

y tomamos el morfismo

J J
Hﬂj:A@)KB—’ HKJ
1 j=1

Afirmamos que es un isomorfismo. Sea h € A[X] tal que h(6) estd en el nicleo. Entonces h
es divisible por todos los g;, con lo cual, también es divisible por f y, por lo tanto, h(#) = 0.
Luego, el morfismo es inyectivo. Ademds, ambos tienen la misma dimensién como A-espacio
vectorial, y, por lo tanto, la aplicacién es un isomorfismo.

Basta ver que los morfismos de anillos

B—>A®KB—>Kj

son monomorfismos. Para ello basta ver que son no nulos, por ser B un cuerpo, y esto es trivial.
O

Corolario 2.1.2. Para o € B, se tiene que (viendo a B metido en K;)

J
NB/KOé = HNKj/Aa .
7j=1

J
TYB/KOé = ZT‘I‘K]./AOJ.
7=1

Dem. Sea {b1,...,b,} una base de B como K -espacio vectorial y {1 ® by, ...,1 ® b, } la cor-
respondiente base de A ® x B como A-espacio vectorial. La norma y la traza de « son el
determinante y la traza de la transformacion lineal z — ax (z € B), y es fécil ver usando
estas bases que son iguales al determinante y la traza de la transformacién lineal x — (1 ® )z
(r € A®k B). Vialaidentificacion anterior como suma directa de subespacios, la transforma-
cién lineal es multiplicar por (a, ..., ) (viendo aqui a & como y15(1® «v)), y los subespacios K
quedan invariantes bajo esta aplicacién. Luego, se siguen las férmulas. O

2.2. Extension de valores absolutos

Proposicion 2.2.1. Sea K un cuerpo con un valor absoluto |.|, respecto del cual es completo,
y sea V un K-espacio vectorial de dimension finita. Entonces todas las normas sobre V son
equivalentes. En particular, V' es completo.

Dem. [Lan93]. O



CAPITULO 2. PRIMOS Y EXTENSIONES 23

Sean K C L cuerpos, con |.|x, |.|;, valores absolutos. Decimos que |.|;, extiende a |.|k si
coinciden en K. Si v, w son primos sobre K y L, con valores absolutos |.|, y |.|., decimos que
w extiende a v (o estd sobre v) si ||, es equivalente a |.|,, sobre K.

Teorema 2.2.2. Sea K completo con respecto a un valor absoluto |.| y sea L/ K una extension
finita de grado n. Entonces existe exactamente un valor absoluto sobre L que extiende a
mds, viene dado por

;es

ylL = |Np ey

Dem. Unicidad. Si dos valores absolutos |.|1 y |.|2 extienden a |.| entonces son normas equiva-
lentes por la proposicién anterior, y, por lo tanto, definen la misma topologia en L. Luego, son
valores absolutos equivalentes, con lo cual, |.|; = |.|§ para algin a. Como coinciden en K, debe
sera = 1.

Existencia. Haremos la demostracion en el caso en que K sea localmente compacto; es el
unico caso que necesitaremos (los cuerpos completos que consideraremos en este trabajo seran
todos completaciones de cuerpos de ndmeros, que son localmente compactos).

Es claro que la férmula propuesta cumple las dos primeras propiedades de un valor absoluto,
y que extiende a |.|. La dificultad consiste en probar que existe C' tal que |1 + y|; < C para
|yl < 1. Sea ||.|| una norma en L, considerado como K -espacio vectorial (siempre existe; por
ejemplo, la norma infinito, definida a partir de una base). Luego, la férmula para |.|, define una
funcién no nula, continua en el conjunto compacto {||y|| = 1}. Sean A, § tales que A > |y| >
d > 0 para ||y|| = 1. Luego, obtenemos que

A2w26>0
[yl

para todo y # 0. Supongamos ahora que |y|;, < 1. Entonces ||y|| < 6!y, por lo tanto,
1 +yle < AL +yll < AL+ lyl) < AL +671) = C.
O

Observacion. Si bien en la demostraciéon probamos directamente que la férmula sirve, es util
notar que en verdad es consecuencia de la existencia y unicidad. En efecto, sea M la clausura
normal de L/K; luego, existe una tnica extension de |.| a M, que denotamos por |.|5s. Si o es
un automorfismo de M /K entonces

Ylo = loyla

también es una extension de |.| a M, de manera que |.|, = |.|ps. Ahora,
Ny =]]oy
g
paray € L, donde o recorre todos los automorfismos de M/ K. Luego,
INL/kyl = INL/Kk ylm = H loylar = [yl
g

donde n = [L : KJ.
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De la Proposicién 2.2.1 y el Teorema 2.2.2 obtenemos inmediatamente el siguiente resulta-
do.

Corolario 2.2.3. Sea K un cuerpo y v un primo respecto del cual K es completo, y sea L/ K
una extension finita y separable. Entonces existe un tinico primo w sobre v, y, ademds, L es
completo.

ta y separable de grado n. Entonces existen como mucho n extensiones de |.| a L, digamos
ll1, .-, |.|J- Sean K y L1, ..., Ly las distintas completaciones. Entonces se tiene un isomorfismo

algebraico y topologico
J

]’%@KL HL]‘,
j=1

-

donde el miembro de la derecha tiene la topologia producto. Ademds, los L; son extensiones

finitas y separables de K.

Dem. Sabemos que K ®x L es de esa forma, donde los L; son extensiones finitas y separables
de K. Como K es completo, por el teorema anterior tenemos que existe una tnica extension
|.|5 de |.] alos Lj, y estos resultan completos respecto de este valor absoluto. Mds atin, por la
demostracion del Lema 2.1.1, se tienen inyecciones

)\j:L—>I~(®KL—>Lj.
Luego, podemos definir una extension |.|; en L de |.| poniendo
lylj = [Al5-

Por otra parte, \;(L) es denso en L; respecto de |.|;, porque L = K ® L es denso en KokL y
la aplicacién K®kL — L es suryectiva y continua. Luego, L; es exactamente la completacion
de L respecto de |.|;. Ahora debemos probar que los |.|; son distintos y que son las tnicas
extensiones de |.| a L.

Sea ||.|| un valor absoluto (no trivial) en L que extiende a |.|. Entonces ||.|| se extiende por
continuidad a una funcién K @k L — R, también denotada ||.||. Por continuidad, se tiene que
siz,y € K @ Lentonces [z + y|| < méx( )y lzyll = [l llyll-

Consideremos ||.|| restringido a un cierto L; (via L; — K ®x L,z — (0,..,2,..,0)). Sien
algin z € Lj, ||z| # 0 entonces ||z| = ||y||||xy | para todo y # 0 en L;, de manera que la
restriccién es idénticamente nula o es un valor absoluto en L ;. En realidad, |.|| no puede inducir
un valor absoluto en dos L; distintos:

(21,0, ..., 0).(0, 23, ..., 0) = (0, ..., 0),

y, por lo tanto,
es idénticamente nulo.
Luego, ||.|| induce un valor absoluto en exactamente un L; y claramente extiende el valor

= 0sixy € L1, w2 € Lo. Ademds, hay algin L; tal que sobre €l no

absoluto |.| de K. Luego, ||.|| = |.|; para exactamente un j.
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Sélo resta probar que el isomorfismo enunciado es también topoldgico. Sea (z1, ..., ) €
J
[I;-1 Lj- Sea
(@1, oy ) || = méx(|as];).
Claramente, ||.|| es una norma en el K -espacio vectorial H;.le L; que induce la topologia pro-

ducto. Por otra parte, cualquier par de normas son equivalentes, al ser X completo; de esta
manera, ||.|| induce la topologia del producto tensorial en K ®x L, y esto prueba que la apli-
cacién es un homeomorfismo. O

De las demostraciones anteriores obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 2.2.5. Sea L = K(0) (separable) y sea f € K[X] el polinomio minimal de 6.
Supongamos que

J
f=119
j=1

es la factorizacion en irreducibles de f en K[X). Entonces Lj= K (0;), donde g;(6;) = 0.

2.3. Valores absolutos normalizados

Sea K un cuerpo con un valor absoluto |.|. Principalmente nos interesaran los siguientes
casos:

= |.| es discreto no arquimedeano, con cuerpo residual finito.
» Lacompletacién de K es R.
= La completacion de K es C.

Estos casos se pueden resumir en una sola condicion: que la completacion sea localmente
compacta (en el caso de caracteristica 0). La razén principal por la cual nos centramos en estos
casos es que, como veremos, son los tnicos valores absolutos posibles que se pueden definir
sobre un cuerpo de ndmeros.

En el primer caso, tenemos una nocién, segin la Definicién 1.7.7, de que |.| sea un valor
absoluto normalizado. En el segundo caso, decimos que |.| es normalizado si es igual al valor
absoluto usual de R, mientras que en el dltimo caso si es el cuadrado del valor absoluto usual
de C.

Queremos ver ahora cudl es la extensién normalizada de un valor absoluto normalizado. Sea
K completo respecto a un valor absoluto |.| discreto y no arquimedeano. Sea L/ K finita y sepa-
rable, O, Of los anillos de valuacién discreta correspondientes y p, I3 sus ideales maximales,
donde p = (m) y P = (II). Como Oy, es la clausura entera de Ok en L, podemos usar los re-
sultados del Capitulo 1 sobre dominios de Dedekind. Entonces se tiene que m = ulII® para algin
e (el indice de ramificacion), con u una unidad. Sea f el indice de inercia de I3 sobre p, y sean ¢
y @ los grados residuales, de manera que ¢ es el cardinal de Ok /p y Q el de Or, /. Como son
anillos de valuacidn discreta, hay un tnico primo en cada uno, de manera que ef = n. Ademas,

Q=4q".
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Teorema 2.3.1. Sea K completo respecto al valor absoluto normalizado |.| y sea L una exten-
sion finita y separable de K de grado n. Entonces el valor absoluto normalizado ||.|| que es
equivalente a la vinica extension de |.| a L estd dado por

Iyl = [Nr/kyl -

Dem. En el caso arquimedeano las dos posibilidades son triviales. Supongamos entonces que
K es no arquimedeano. Sea |.|7, la Gnica extension de |.| a L; luego, sabemos que ||.|| = |.|¢ para
algin c; queremos ver que ¢ = n. Probaremos que la férmula vale para un uniformizador, y eso
sera suficiente. Con la notacién de las tltimas observaciones,

Il = T = Q¢ = ¢~/ = |x|".

En el caso no completo, el resultado es el siguiente.

Teorema 2.3.2. Sea |.| un valor absoluto normalizado en un cuerpo K, y sea L/K finita y
separable de grado n. Entonces

J
IT 1wl =Nk wl,
j=1

donde ||.||j son los valores absolutos normalizados equivalentes a las extensiones de |.| a L.

Dem. Escribamos
J

K@K L = HL]‘,
j=1

donde K es la completacién de K, como en el Teorema 2.2.4. Entonces por el Corolario 2.1.2

se tiene que, paray € L,
J

Np/ky= HNLJ./;} Y.
1

j=

Como |.| es un valor absoluto normalizado en K, sea ||.||; la extension normalizada en L;. Por
el teorema anterior,

J J J J
[Tty =TTIN, zuli=TTIN, gyl =1TIN. &9l =INLxyl
j=1 j=1 j=1 j=1
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2.4. Extensiones locales inducidas

Sea K un cuerpo de nimeros y v definido por un cierto ideal primo p de Ok, y sea L/ K
una extension finita y separable. Tomemos la factorizacion

POL = P PEr

T

y elijamos w un primo en L definido por algin ®33; fijo, de manera que w esta sobre v.
Tenemos la siguiente situacion:

LHLw

]

K ——K,.

Ya vimos que la extension L.,/ K, es finita y separable. Ademas, es inmediato que el primo
w de L, esta sglzre el prirrlg v de K.

SeanC = O,y D = O,. Afirmamos que D es la clausura entera de C' en L,,. En efecto, es
claro que (/’)\U C (7);, de manera que la clausura entera de C' en L,, esta conte;rlida en (/9;, al ser
este dltimo integramente cerrado en L,,. Por otra parte, todo elemento de O,, es entero sobre
(/’)\U, y esto prueba lo que querfamos. De la misma manera, O,, = (Op ), es la clausura entera
de OU = (OK)gp en L.

Esto, en particular, implica que p,, es un ideal primo sobre p,,, al ser los tnicos primos de
dichos anillos de valuacion discreta.

El indice de ramificacién e = e(By|p,) cumple que ord,, (z) = e.ord,(z) para todo z €
K. En particular, para todo z € K. El e que cumple esto para z € K no es otro que el indice de
ramiﬁcacién/g(‘l?i\p). Con respecto al indice de inercia f = f(Puw|po), sucede que Oy /Py ~
Ow/mws y Ov/ﬁ; = Ov/pv- Luego, f = f(gﬂpwhjv) = [Ow/gpw : Ov/pv] = [OL/(‘BZ : OK/p]
(esta dltima igualdad se sigue de que O, = (O ), y su ideal maximal es el generado por p, y de
que el cuerpo residual de la localizacién en un maximal es el cuerpo residual global). Entonces
f es el grado de inercia de ‘3; sobre p.

Utilizando los resultados del capitulo I, se tiene que

(Lo : Ko = e(Buolpo) f (Bulfo)-

De esta manera, [L,, : K,] = e(Bilp) f (Bilp).

2.5. Los primos de un cuerpo de niimeros

Sea K un cuerpo de nimeros. Dado 8 C Ok un ideal primo no nulo, tenemos definido el
valor absoluto |.|s, y dos ideales primos distintos dan lugar a valores absolutos no equivalentes.
Ademds, para cada inmersién o : K < C, tenemos el valor absoluto arquimedeano |z|, =
|ox|. Consideramos o1, ..., o, las inmersiones reales, es decir, tales que la imagen estd contenida
en R. Sean 0,41, ..., 0r4 5 las inmersiones complejas (esto es, cuya imagen no estd contenida en
R), tales que ninguna es el conjugado de otra, de manera que r + 2s = n = [K : Q]. En ambos
casos, la completacion K, de K no es otra cosa que la clausura de o(K) en C. En el caso real,
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al ser Q C o(K) C R, se tiene que K, = R. En el caso complejo, K, C C contiene a R
propiamente, de manera que K, = C.
Es claro que un valor absoluto arquimedeano no es equivalente a uno no arquimedeano.

Teorema 2.5.1 (Ostrowski). Los valores absolutos recién definidos son todos no equivalentes
entre st, y cualquier valor absoluto sobre K es equivalente a uno de ellos.

Dem. El teorema ya lo probamos para K = Q en el capitulo 1. Por las observaciones recién
hechas, para la primer parte nos resta ver que si |.|,, es equivalente a |.|,, entonces i = j
(i, = 1,...,7 + s). Supongamos que son equivalentes. Entonces o o al._l 1 0i(K) — 0j(K)
es una funcién continua (respecto al valor absoluto usual de C) y se extiende, por lo tanto, a las
clausuras, es decir, a las completaciones. Si o; es real, entonces 0;(K) = Ry oj o0, Lesla
identidad, ya que hay una tnica inmersion de R en C. Luego, o; = o}, y, por lo tanto, 7 = j.

Si 0; es complejo entonces o; también lo es, y la extensién de o o o; * es la identidad
o la conjugacién compleja. Por la eleccién que hicimos de los o;, debe ser la identidad, y en
consecuencia ¢ = j.

Finalmente, sea |.| un valor absoluto sobre K. Entonces |.| es equivalente sobre Q a |.|,, para
un Unico p primo o p = oo. Recordemos que, por los resultados de las secciones anteriores, si
K = Q(0) y f es el polinomio minimal de # sobre Q entonces hay tantas extensiones de |.|,
(digamos que hay J) como factores irreducibles tenga f en Q,[X]. Supongamos que |.| es no
arquimedeano, de manera que p € Z, y escribamos pOg = 'fl ¢r. Entonces J = r; en
efecto, escribamos

J
Qp ®q K ~ HKﬁ
j=1

donde K son las completaciones. Como |.|y, extienden a |.|,, se tiene que r < .J, y supongamos
que las primeras r extensiones son las definidas por los 3;. Ahora bien, n = dimg(K) =
dimg, (Q, ®g K) = >’_, €;f;, donde f; son los indices de inercia. Ademds, afirmamos que
ejf; = gr(g;) para j = 1,..,7; esto es pues el grado de g; es el grado de la extension Ky, /Qp,
y esto es igual a e; f; por los resultados de la seccién anterior.

Por otra parte,

J J
dimg, (Qp ®g K) =) dimg, K; =Y _ ex(g))-
j=1 j=1

Luego, > 7%_, gr(g;) = Z}'le gr(g;) y, por lo tanto, » = J. Entonces se sigue que las tnicas
extensiones de |.|, a K son las dadas por los B;. En particular, como |.| es equivalente sobre Q
a |.|p, se sigue que |.| es equivalente a |.|g, para algiin i.

Supongamos que |.| es arquimedeano. Entonces es equivalente a una extension de |.|c.
La cantidad de extensiones .J es exactamente el nimero de factores irreducibles que tiene f
sobre R[X]. Cada factor de grado 1 da lugar a una inmersién en R (la que manda 6 en la raiz
de tal factor), y al ser las raices distintas (pues la extension es separable), deben ser todas las
inmersiones distintas. Luego, la cantidad de factores de grado 1 es menor o igual que r. De la
misma manera, cada factor de grado 2 nos da dos maneras de meter X en C (no en R), y una es
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la conjugada de la otra. Se sigue que la cantidad de factores de grado 2 es menor o igual que s,
y, por lo tanto, J < r 4 s. Como ya tengo r + s extensiones, se sigue que todas estdn inducidas
por las inmersiones en C (y son exactamente r + s). ]

Si L/K es una extension finita y separable y v es un primo infinito de K, entonces todo
primo w de L sobre v es infinito. Escribimos e(w|v) = 2 si v es real y w es complejo, y 1
en cualquier otro caso. Decimos que v es ramificado en L si es real en K y alguna de sus
extensiones a L es compleja. Escribimos f(w|v) = 1 siempre. Es facil ver entonces que sigue
valiendo la férmula [L,, : K,] = e(w|v) f(w|v).

Teorema 2.5.2. Sea L/K una extension finita de cuerpos de niimeros y v un primo de K.

Entonces
[L:K] =) [Luy: K]

wlv

El grado de la extension local es e f, donde e y f son los indices de ramificacion y de inercia de
los primos en cuestion.

Ademads, si v es no arquimedeano, correspondiente a un ideal primo p, los vinicos w que
estdn sobre v son los definidos por los ideales primos que dividen a p; si v es arquimedeano,
correspondiente a una inmersion o, los vinicos primos sobre v son los definidos por las exten-
siones de o a L.

Dem. La formula se sigue del Teorema 2.2.4. La observacion para los primos finitos se sigue de
la demostracién del teorema anterior. Para el caso infinito, sea v un primo de K correspondiente
a una inmersién ¢ : K — C, y w un primo de L sobre K. Entonces sabemos que w est rep-
resentado por un valor absoluto |.|,, con 7 : L — C. Sea ¢ = 7 | . Se sigue inmediatamente
que |.|, es equivalente a |.|,, y, por lo tanto, ¢ = 0 0 ¢ = 7. Como tanto 7 como 7 definen el
mismo primo w, se sigue que w se corresponde con una extensién de o a L. O

2.6. Accion del grupo de Galois y completaciones

Sea L/K una extension finita de Galois de cuerpos de nimeros, con G = Gal(L/K). Si
o € Gy wesun primo de L, sea ow el primo definido por | x|y, = |0~ x|, Es facil ver que en
el caso en que w esté definido por un ideal primo P C O, ow es el primo correspondiente al
ideal o*13, mientras que si w es arquimedeano, digamos inducido por una inmersién 6 : L — C,
entonces ow es el inducido por § o 1.

Una sucesién de Cauchy para w, actuada por o, nos da una sucesién de Cauchy para cw, y
viceversa; luego, ¢ induce por continuidad un isomorfismo o, : Ly, — Lgy. Si v es el primo
de K debajo de w entonces o, es un K,-isomorfismo.

Definimos ahora el grupo de descomposicién de w como
D(w) ={0c € G:ow=w}.

Es claro que si w es no arquimedeano, correspondiente a un ideal primo ‘P entonces D(w)
coincide con lo que en el capitulo 1 llamamos D(J3). La definicion extiende esta nocién para
primos infinitos.
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Notemos que
D(ow) = oD(w)o ™1,

con lo cual, el grupo de descomposiciéon de w esta determinado a menos de conjugacion por el
primo v.
Por lo dicho antes, se tiene una inyeccién i : D(w) — Gal(L,,/K,).

Proposicion 2.6.1. La extension L,/ K, es finita y Galois, y la inyeccion i es un isomorfismo.

Dem. El caso arquimedeano es trivial, mientras que en el caso finito, ya vimos que la extensién
es finita y separable. Entonces la proposicion es equivalente a probar que las desigualdades

(D(w) : 1) < (Gal(Ly/Ky) : 1) < [Ly : K

son igualdades. Ya vimos en el capitulo 1 que efectivamente (D(w) : 1) = e(w|v) f(w|v), y
esto es el grado de la extension L,/ K. O

Finalmente, en el primer capitulo vimos que dado un ideal primo p de K, G actua transiti-
vamente sobre los ideales primos de L que estan sobre p. El siguiente resultado afirma lo mismo
para los infinitos.

Proposicion 2.6.2. Sea L/ K de Galois 'y v un primo infinito de K. Entonces G actia transiti-
vamente sobre los primos de L sobre v.

Dem. Sea o : K — C una inmersién correspondiente a v. La teoria bésica de extensiones de
Galois dice que hay exactamente [L : K] extensiones de o a L, y todas son de la forma 7o~ !,
donde 7 es una extension fija cualquieray ¢ € Gal(L/K). Si wy y wa son primos infinitos de
L sobre v, correspondientes a extensiones 71, 72 de o, entonces existe ¢ € Gal(L/K) tal que

T3 = 11~ L. Entonces w; = @wsy, pues ||y = |Tox| = |7'1(,0_1:L’| = |gz>_1:1:|w1 = |T|pw,. O



Capitulo 3

Adeles e Ideles

3.1. Producto directo restringido

Dado un cuerpo de niimeros K (la teoria sigue siendo valida si tomamos mds en general un
cuerpo global, pero trabajaremos mayormente con cuerpos de nimeros), para hablar de proble-
mas del tipo “local-global”, es a veces conveniente considerar todos los cuerpos K, al mismo
tiempo, y pegar de alguna manera toda esta informacion local para obtener datos globales. Para
ello el lenguaje natural es el de adeles e ideles. Lo primero que uno trataria de hacer es formar
el producto de todos los K. Aqui estan todos los elementos que nos interesan, y es un anillo
topolégico, pero tiene varias desventajas: en principio, no es localmente compacto (y necesita-
mos compacidad local para hacer andlisis), y la mayoria de sus elementos estin completamente
lejos de estar en la imagen natural de K en el producto. Sabemos que un elemento x de K
estd en O, para casi todos los primos v. Esta dltima observacion nos da una pista de qué es lo
que debemos tomar; ademads, la topologia que debemos considerar es a fin de cuentas la tnica
que nos podria servir. Introduciremos ahora el tipo de objeto que buscamos de forma un poco
mds general.

Sea {G} una familia de grupos topoldgicos abelianos localmente compactos, donde v
recorre un cierto conjunto de indices. Sea Sy un conjunto finito de indices, y supongamos que
para cada v ¢ Sy tenemos un subgrupo H, C G, abierto y compacto. Formamos el conjunto
[1, Gy = {(aw) : @, € H, para todo v excepto para un conjunto finito S O Sp}. Esto es clara-
mente un subgrupo del producto directo de los G, y se llama el producto directo restringido de
los grupos G, respecto de los subgrupos H,,.

Para cada conjunto finito S O Sy, consideramos los conjuntos

I~ x ] He,

vES vgS

donde N, C G, es un entorno de 1 en G,,. Es facil ver que esta familia sirve como un sistema
fundamental de entornos del 1y, por lo tanto, H; G, es un grupo topoldgico. Ademads, en los

conjuntos
G = H G, X H H,
veS vgS

31



32 3.2. ADELES

(que son abiertos) la topologia producto es la misma que la heredadad del producto directo
restringido; de esta manera son localmente compactos, y, por lo tanto, también lo es el pro-
ducto directo restringido. Finalmente, notemos que si los GG, son anillos topolégicos, y los H,
son subanillos abiertos y compactos entonces el producto directo restringido resulta un anillo
topolégico localmente compacto (con las operaciones naturales).

3.2. Adeles

Consideremos un cuerpo de nimeros K. A partir de ahora, cada vez que pongamos |.|, nos
referiremos a un valor absoluto normalizado.

Como se ve en las demostraciones de que el grupo de clases de K es finito y del teorema
de las unidades de Dirichlet, es conveniente ver a K metido en un espacio euclideo R" (n =
[K : QJ), viendo este ultimo espacio como el producto de las completaciones de K en todos los
primos arquimedeanos. Veremos que es ttil considerar todos los primos de K. El lenguaje del
producto directo restringido nos serd muy ttil en este caso. Obtendremos resultados importantes
sobre la aritmética intrinseca de K a partir de argumentos topoldgicos sobre los adeles e ideles
(en particular, probaremos una version mas general de los teoremas recién mencionados).

Sean K, todas las completaciones de K, donde v recorre los primos de K. Son anillos
topoldgicos localmente compactos. Sea S el conjunto de los primos arquimedeanos, de man-
era que si v ¢ S, tenemos que K, tiene un subanillo abierto y compacto, vale decir, O,. A
partir de ahora, escribiremos simplemente O, para referirnos a este anillo, para no sobrecargar
la notacion. Llamaremos anillo de adéles A de K al producto directo restringido correspondi-
ente, que es un anillo localmente compacto.

Dado S D S finito, llamaremos a A}g{ el conjunto de S-adéles, es decir,

A3 :HovaKv.

veES veS

Existe una inyeccién natural X' — A dada por x — (z,z,...), dado que si x € K entonces
estd en K, para todo v y en O, para todos los primos no arquimedeanos excepto para un nimero
finito. Llamaremos a los elementos de esta imagen adeéles principales. Probaremos primero que
K es discreto con la topologia inducida de A, y luego un teorema fundamental que afirma que
Ak /K es compacto.

Los entornos de 0 en la topologfa de los adeles son los conjuntos [ [,c g Nu(€) X [T g5 Ovs
donde N,(¢) = {x € K, : |z], < €},cone >0y S D Sy finito.

El siguiente teorema es una generalizacidn del teorema chino del resto. La denominacién
“débil” es porque hay un teorema de aproximacién “fuerte”, que es mds complicado de probar
y no necesitaremos.

Teorema 3.2.1 (Teorema de aproximacién débil). Sean vy, ..., v, primosde K, z1,...,x, € K
y € > 0. Entonces existe x € K tal que |x — x;,, < e (1 <i<r).

Dem. Probaremos primero que existen y; € K (i = 1,...,n) tales que |y;|,, > 1y [yils; <1
k:

(j # 1). Enese caso, limy_, ﬁ-ﬁ =limy_, H#”“ = 1 con respecto a v;, y 0 con respecto a
% Y;
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v; para j # 4. Si tomamos

T
IR
Tr = 1 % xI;
=1 T
con k suficientemente grande, « cumple que |z’ — x;|,, < e parai =1,...,7.
Por simetria, basta encontrar y; tal que |yi|l,, > 1y |y1]y, < 1 parai = 2,...,n. Lo

hacemos por induccién en r.

r = 2: como v; y vz no son equivalentes, existen «, f € K tal que |a|y, < 1, |ay, > 1,
|8lv, > 1y |B|s, < 1. Tomamos entonces y; = Ba 1.

r > 3:porel casor — 1, existe z € K tal que |z|,, > 1, |2|,, <1 (G =2,...,r — 1),y por
el caso r = 2, existe w € K tal que |wl|,, > 1, |wl|,, < 1. Tomamos entonces

z st |z]y, < 1;
y ={ 2Fw si |2y, = 1;
k :
Trw si [zl >1
donde k£ € N es suficientemente grande. O

Observacion. El teorema de aproximacion sigue valiendo si en lugar de tomar x; € K tomamos
z; € Ky,: basta tomar fo € K cercade z; y x € K cerca de los x; El teorema dice entonces
que K es densoen [[;_, K,, (incluido de manera diagonal).

Teorema 3.2.2 (Férmula del producto). Sea K un cuerpo de mimeros y x € K*. Entonces
H ||, =1,
v

donde v recorre todos los primos de K y |.|,, son los valores absolutos normalizados.

Dem. Notemos que en el producto hay sélo finitos términos distintos de 1, ya que un elemento
no nulo de un cuerpo de niimeros es una unidad para casi todos los primos. Luego, el producto
estd efectivamente bien definido.

Probaremos primero la formula para K = Q. En este caso, si p, ¢ € N son ndmeros primos,
lglp =1siq#pylglqg =1/q. Ademds, |¢|oc = g, con lo cual, la férmula vale para primos, y
por multiplicatividad vale para todo = € Q*.

Ahora sea K cualquieray z € K *. Para cada p primo de Q (incluyendo 00), se tiene por el
Teorema 2.3.2 que

| Nrjglp = H |20,

vlp
y, por lo tanto,
H ||y = HH |z]y = H|NK/Q$’p = 1.
v P vlp p
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Proposicion 3.2.3. La inyeccion K — Ay manda K en un subanillo discreto.

Dem. Probemos que 0 es un punto aislado de A x. Decir que un elemento (v, ) estd cerca de 0 en
la topologia de los adeles es decir que ||, < 1 para todos los v salvo finitos de ellos, para los
cuales |a,| < € para cierto € > 0. Esto implica que (a,,) = 0 por la férmula del producto. [

Proposicion 3.2.4. Tenemos que Af{"" + K = Ag.

Dem. Seaa = (o) € Ag.SeaT = {v < 00 : o, & O,}. Utilizando la Proposicién 1.4.6 (y
el hecho de que O, /p, ~ @v /Pv), podemos escribir, para cada v € T, a, = ¥, + 3,, donde
By € Oy y 1y € K es un elemento tal que |ty ] < 1 para todo w # v finito. Para v ¢ T, finito,
tomemos 3, = a, y ¢, = 0. Como T es finito, tiene sentido considerar ¢ = __ 1), € K.
Afirmamos que o — ¢ € A}q(‘”. En efecto, si v es un primo finito,

(a_¢)v :av_¢v_z¢w:ﬁv_z¢w 661}-
wH#v w#v
Esto termina la demostracion, pues o = o — ¥ + 1. O

Teorema 3.2.5. El conjunto A /K es compacto.

Dem. Probaremos que existe D C A}q{" compacto tal que
D+ O = A%,
Entonces por la proposicién anterior,
D+K=D+0g+K=AM>+K=Ag,
y, por lo tanto, A /K, al ser la imagen de D bajo la aplicacion continua candnica
Ag — Ag /K,

resultard compacto.
Sea Roo = [],cs.. Kv,» un R-espacio vectorial de dimensién r + 25 = n = [K : Q].
Podemos meter K en R, via la aplicacién

1)

z— (M, z)

)

donde z +— x(® son las inmersiones de K en C. Sea {61, ..., 0, } una base entera de K afir-
mamos que las imdgenes de estos elementos forman una base de R, sobre R. En efecto, la
imagen de 6; es el vector

(r+1) _ g, (r+1)
. : : ) eR™.
¢ 2 ’ 21 ) €

) 67 g, g

Haciendo operaciones elementales de filas en una matriz, se ve que el determinante de esta
coleccion de n vectores es simplemente 2° det(Gz(J ) )i;. Esto no es otra cosa que 2° multiplicado
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por el discriminante de la base {61, ..., 0, }, que es distinto de 0. Luego, las imédgenes de los 6;
son linealmente independientes y, por lo tanto, forman una base de R".

Para simplificar la notacidn, identifiquemos O con su imagen en R.. Luego, todo elemen-
to a € R, se escribe de manera tinica como

a=b+c

conce Ogyb= Z?:l t;0;,0 <t; < 1. Sea R el conjunto de elementos de R, de la forma
Yoy s con 0 < s; < 1. Es claramente un compacto de R. Luego, tomamos el compacto
de A% definido por

D =Rk x [] O

v<oo

Como Rig + O = Rso, sevequeD—l—OK:Af(‘x’. O

3.3. Ideles

Los ideles tienen muchos usos importantes; por un lado, que permiten trabajar ficilmente
con extensiones infinitas. Por otra parte, clarifican mucho la relacién entre la teorfa local de
cuerpos de clases y la global. Esto lo veremos con mds claridad en los capitulos siguientes.

Los ideles son los elementos del grupo Ix = Aj.. Un adeéle (o) es inversible si y sélo si
cada componente lo es; es decir, [ i es el producto directo restringido de los K¢ (respecto de los
conjuntos U,, = O, para los primos finitos). Hay que tener cuidado, ya que las dos topologias
que tenemos en g, la del producto directo restringido y la inducida como subespacio de A,
no coinciden. Consideraremos a I con la topologia dada por el producto directo restringido.
Nuevamente, si S D S, es un conjunto finito, llamamos conjunto de S-ideles a ]If(.

Como antes, podemos inyectar K * — I, y sigue valiendo que K * es discreto. Sin embar-
€0, no es cierto que [ /K™ sea compacto; atn asi, es el producto de un grupo compacto con
R.4, y es un grupo de suma importancia; lo llamaremos grupo de clases de idéles de K,y lo
denotaremos por C.

Existe una aplicacion natural id : Ix — I dada por (o) — [] ordy (aw)

v ; la definicion

<00
es valida ya que para casi todo v, ord,(c,,) = 0. Su niicleo es exactamente ]If("".

Definimos el contenido o volumen |.| : I — Ry por |(ay)| = [], |ow|v (es un producto
finito), donde |.|, es un valor absoluto normalizado correspondiente a v. Es un epimorfismo de
grupos, cuyo niicleo se denota por Ik, llamado grupo de idéles de contenido 1. Tenemos, por lo

tanto, una sucesion exacta corta de grupos

1 I - I - Ry — 1.
Por la férmula del producto, K* C ]I}(.
Teorema 3.3.1. El grupo C}, = 1}, /K> es compacto.

Una vez probado este teorema, podremos describir C g como el producto de un grupo com-
pacto y R... En efecto, podemos tomar la aplicacién j : R — I dada por

G = (/" 1),
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donde las primeras son las coordenadas de los primos infinitos, y los unos corresponden a los
primos finitos. Sit € R, tenemos que |j(t)| = [¢"/?2"2/"| = ¢ (recordar que el valor absoluto
normalizado de un primo complejo es el cuadrado del valor absoluto usual). Luego, la sucesién
exacta corta se parte y tenemos que

I ~ Ik x R
Ademis, como K * C I}, obtenemos que
Ck ~ CL xR,.

Antes de probar el Teorema 3.3.1, necesitaremos repasar algunos hechos basicos sobre me-
didas de Haar.
Si G es un grupo localmente compacto, G posee una medida no nula p tal que

(a) Todas las funciones continuas con soporte compacto a valores complejos son p-integrables;

(b) p es invariante bajo traslaciones a izquierda, es decir,

/ F(9)du(g) = / f(zg)dulg) Ve,
G G

para toda f u-integrable.

Esta medida es tinica salvo un multiplo por una constante positiva. Tal medida se llama medida
de Haar a izquierda en G. Si u denota una medida de Haar a izquierda, para cualquier A C G
p-medible, x € G, vale que
1(A) = p(zA).

Todo conjunto boreliano de G es p-medible. Mds atdn, si A C G es un abierto no vacio, u(A) >
0, mientras que si A es compacto, u(A) < oco.

Sea o un isomorfismo algebraico y topoldgico de G. Si A C G es p-medible, 0 A también
lo es. Podemos definir una medida p’ en G via

W (A) = p(cA) ¥V A p-medible.

Es trivial ver que p’ es otra medida de Haar a izquierda de G, que, por lo tanto, difiere de x
en un factor constante positivo. A esta constante la llamamos modulo del automorfismo o,y es
denotada por modg (o) (o mod(c)). Luego, el médulo estad caracterizado por

¢ = mod (o).

Es claro que el médulo es independiente de la eleccion original de la medida de Haar a izquierda.
Si G es compacto entonces G es py-medible y oG = G para todo automorfismo o. Luego,
mod(o) = 1 para todo o. Si G es discreto entonces {e} es p-medible, y o(e) = e para todo o;
luego, mod(o) = 1.

Sea H C G un subgrupo normal y cerrado, y sea o un automorfismo de G tal que o(H) =
H. Entonces 01 = 0|y es un automorfismo de H. Ademads, o2, el morfismo inducido en G/H
por o, es un automorfismo de G/H.
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Proposicion 3.3.2. Con las notaciones de arriba, modg(c) = mody (o1) modg, g (02).
Dem. Se sigue inmediatamente del teorema de Fubini. O

Proposicion 3.3.3. Sea v un primo de K, v € K} y o, el automorfismo de K, definido por
y — xy. Entonces modg, (04) = |x,.

Dem. Lo probaremos en el caso v finito; cuando v es infinito es un resultado trivial. Sin pérdida
de generalidad, podemos suponer que |z|, < 1. En efecto, si lo probamos para este caso, y
|z|, > 1, como |z, < 1, vemos que (mod(c;))™! = mod(o; 1) = mod(o,-—1) = |71, =
[

Sea entonces |z|, < 1. Entonces

1(20,) = mod(a,)u(0,),  (+)

donde y es una medida de Haar de K. Ahora, zO,, = p?, donde s = ord,(z). En el capitulo
uno (Proposicién 1.7.1), probamos que O, /p es finito, de hecho, de cardinal ¢®, donde ¢ es el
cardinal de O, /p,, es decir, la norma del ideal primo de O correspondiente a v. Sea

Oy = Uiy (2 + p7)

una descomposicion en coclases, donde » = ¢°. Entonces

w(O) = 3 pulwi +93) = ra(el),
=1

por la invariancia de la medida de Haar. Luego,

u(ps) = r1u(0,) = ¢ @ (0,).

Esto, junto con que |z|, = ¢~ " (®)

y con la ecuacion (x), prueban lo que queriamos. U
Sea o € [. Entonces « define un automorfismo o, de A g via 0,(3) = af.
Proposicion 3.3.4. Para todo o € 1, vale que mod(o,) = |a|.

Dem. Sea S = Soo U {v < o0 : |ayly # 1}. Consideremos los S-adeles AS.: como es un
subgrupo abierto de A g, se tiene que A g/ A}% es discreto, luego, por la Proposicion 3.3.2 y una
observacion anterior, vemos que

mody, (0q) = modA% (0q) =

= ] modxk, (0alx,)-

veES

Tenemos o, |k, = 0a,- Luego, modg, (04|xk,) = |aw|v por la Proposicion 3.3.3. Entonces

mody, (04) = H ||y = H vy v

veES v
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Probaremos a continuacion una version moderna del teorema de Minkowski sobre la exis-
tencia de puntos de reticulos en regiones convexas del espacio euclideo.

Teorema 3.3.5 (Minkowski-Chevalley-Weil). Existe un § > 0 tal que sin € Ig y |n| > §
entonces existe v € K* con |xy|y < |nyl|y para todos los primos v.

Dem. Parav infinito, sea F\, = {z € Ky : |z], < 1}.Sea M = [[ 5. Fo X []ycoo Ov C Ag.
La afirmacion del teorema es equivalente a que || > § implica que existe z € K* tal que
xn~t € M; esto tltimo ocurre si y s6lo si M N K # {0}. Probaremos que si esta interseccién
es 0 entonces |n| < § para una cierta constante § que s6lo depende de K. Sea y/ una medida
de Haar en el grupo compacto Ay /K tal que p/(Ax/K) = 1. Sea 1/ una medida de Haar en
el grupo discreto K tal que cada fconjunto de un elemento tenga medida 1. Por el teorema de
Fubini, existe una medida de Haar i en A tal que

[ st = [ " ( [ fla+ an@)) i) =

- . (Z f(a+m)> ai ().

zeK

Sea 7 : Ag — Ak /K la proyeccién candnica. Entonces 7 es inyectiva en nM: si w(nm) = 0
entonces nm € K NnM = {0}, y, por lo tanto, m = 0.

Sea f la funcién caracteristica de M y f la funcién caracteristica de 7w(nM ). Para o € A,
existe como mucho un z € K tal que o + x € nM. Luego,

wM) = [ f(e)du(a) = /A L Fe(@) <

Ak

< 1/ (Ag/K) = 1.

Hemos probado que si nM N K = {0} entonces p(nM) < 1. Ahora bien, pu(nM) = |n|u(M),
por la Proposicién 3.3.4, de manera que || < 1/u(M). Luego, si |n| > 1/u(M) entonces
nM N K # {0} O

Demostracion del Teorema 3.3.1. Sean § > 0y M como en el Teorema 3.3.5 y sean € I tal
que || > . Observemos primero que n>M.M es compacto, pues es la imagen continua de un
compacto de Ax x Ax. Como K* es discreto en I e, KX Nn?>M.M es discreto y compacto,
y, por lo tanto, finito; supongamos que K* Nn2M.M = {y1, ..., Yg}. Sea v € ]I}{. Entonces
|an| > ¢. Por el Teorema 3.3.5, anM N K # {0}. Sea  # 0 en esta interseccién. Entonces
za M C n?M.M. Por la férmula del producto, |za~'n| > 4§, y de vuelta por el Teorema
3.3.5, existe y € K* N xza~'nM. Entonces y es alguno de los y;, digamos 3y = ;. Se tiene
entonces que ax ! € yflnM. Sea C' = Uleyi*lnM. Hemos probado que si a € I}, existe
x € K tal que az~! € C. Luego, C}< es la imagen continua de C' bajo la proyeccion candnica.
Como C' es compacto, el teorema queda probado. 0
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Usaremos ahora el Teorema 3.3.1 para recuperar los teoremas que mencionamos al principio
del capitulo.

Sea S' un conjunto finito de primos de K que contenga a los primos infinitos. Recordemos
que [ IS{ es el subgrupo libre de I generado por los ideales primos que no estdn en S. Notamos
con Py al conjunto de ideales fraccionarios no nulos de K&, y con P2 = P N [ [S(

Definicion 3.3.6. El orden del grupo 1 IS{ / P;E se llama el S-niimero de clases de K, y 1o notamos
con h}g{. Si S consiste de los primos infinitos, el S-ntimero de clases es llamado simplemente el
nimero de clases de K, denotado por h.

Teorema 3.3.7. El S-niimero de clases h}g( es finito. Mds aiin, h3, = hL paratodos S, T O Sw.

Recordemos que tenemos definido id : Ix — Ix. Podemos tomar mas en general idg :

g —1 Ib;, definido por
idg(a) = [ oo @),
vgS

Es claro que idg es un morfismo de grupos suryectivo, y su ntcleo es ]If(. Cuando S = S,
idg = id.

Dem. del Teorema 3.3.7. En vista de la observacion de arriba,
I /I3 ~ Iy
La preimagen de Py bajo este isomorfismo es (K *T3.)/I3.. Por lo tanto,
I3/ P = (L /T5) /(KI5 /M) = T/ (KT ).

Como ]If( es un abierto de I, K X]If( es abierto, y, por lo tanto, I /(K X]If() es discreto. Pro-
baremos a continuacién que es compacto, y, por lo tanto, finito.

Es claro que I = 1513 = IL K*I%., con lo cual, I /K*T3 ~ I} /(IL N K*I%.) por
alguno de los teoremas de isomorfismo. Ademas, ]I}( NnK XH% = K* (]I}< N ]If(), y se sigue
entonces que

Irc /KT = Lje /(K™ (I N I%)).

Consideremos la aplicacién natural
Tie = T/ (K (I NTk)).

Como K * estd contenido en el niicleo, Ik /(K (I3, N1%)) es la imagen continua de Ik /K *;
por el Teorema 3.3.1, esto es compacto, y, por lo tanto, I /K Xﬂ}q{ también lo es.

Hemos probado entonces que hf( es finito. Probaremos ahora que es igual a hx, que es
el nimeros de clases de K. En efecto, la aplicacion Ix(S)/Pr(S) — Ix/Pk es inyectiva.
Veamos que es suryectiva. Sea a un ideal fraccionario, a = bc™?!, con b, ¢ ideales enteros. Si
¢ € ¢ es un elemento no nulo entonces ¢|(c) y, por lo tanto, a(c) es un ideal entero. Esto prueba
en primer lugar que toda clase de ideales en CI(K') estd representada por un ideal entero a.
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Escribamos entonces a = [],c¢ p"®)b, con b € Ik (S). Paracadap € S, sea 7, € p \ p? un
uniformizador. Por el Teorema chino del resto, existe a € Ok tal que

o= WQ(P) (mod pn(p)—i-l)

para cada p € S. Estas congruencias implican que ord,(a) = n(p) para todo p € S'y, por lo
tanto, (a) = [[,eq p"®)p’, con b’ € I (S). Finalmente, o~ 'a € I (S) y representa la misma
clase que a en CI(K). La aplicacion I (S)/Px(S) — CI(K) es entonces biyectiva. O

Observacion 3.3.8. Segun el dltimo teorema, cada clase de ideales en Cl(K) estd representada
por un ideal en I (S). Afirmamos ain mds: cada clase se puede representar por un ideal entero
en Ik (S). En efecto, sea a € Ix(S), a = bc™?, con b, ¢ ideales enteros en I (S). Seac € ¢
distinto de cero, tal que ordy(c) = 0 para todo p € S (existe por el Teorema chino del resto). Se
tiene que ca es entero, y esto prueba nuestra afirmacioén.

Ahora estudiaremos la estructura de los grupos de unidades. Sea S un conjunto finito de
primos que contenga a los infinitos.

Definicion 3.3.9. Una S-unidad es un elemento x € K tal que ord,(x) = 0 paratodov & S.

En el caso S = S, las S-unidades son simplemente las unidades de O . Sea U (S) el
grupo de S-unidades de K. Sea Wi el grupo de todas las unidades de O de orden finito; esto
no es otra cosa que el grupo de todas las raices de la unidad en K, y es claro que Wi C Uk (.5)
para todo S. Sea Vi (S) = Uk (S)/Wk.

Teorema 3.3.10 (Dirichlet-Minkowski-Hasse-Chevalley). Supongamos que S tiene s elemen-
tos. Entonces:

(1) Wk es un grupo finito;
(1) Vi (S) es un grupo abeliano libre de rango s — 1;
(III) UK(S) ~ WK X VK(S).

Dem. Por las observaciones recién hechas, Wi es exactamente el subgrupo de U (.S) de ele-
mentos de orden finito. Si (1) y (II) son ciertos entonces U (.S) es un grupo abeliano finitamente
generado; (I1T) se sigue entonces del teorema de estructura para estos grupos. Probemos entonces

My (.

Definimos dos subgrupos de ]I}< de la siguiente manera:

G =13 NIk,

GO = HU’U;

donde v recorre todos los primos de K (esto tiene sentido incluso para los primos infinitos,
definiendo las unidades como los elementos de valor absoluto 1). Entonces

GNK* =Uk(9),
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GoNK* =Wkg.

Es claro que G es abierto en I} y G es compacto. Como K * es discreto, GoN K * es compacto
y discreto; por lo tanto, es finito, y entonces se sigue (I).

Ademds, Vg (S) ~ (GNK*)/(Go N K*). Observemos que G N K* es discreto, y, por lo
tanto, (G N K*)/(Go N K*) lo es. Como G es un subgrupo abierto de I}, también es cerrado
y, por lo tanto, GK* /K>, la imagen de G bajo la aplicacién natural I}, — I},/K*, es un
cerrado; por el Teorema 3.3.1, es un compacto. Entonces también es compacto GK* /Gy K *,
al ser la imagen continua de GK * /K *. Luego, como

GKX/G()KX :GG()KX/GQKX :G/(GﬂGoKX):

= G/Go(GNK*) = (G/Go)/(Go(GNK*)/Gy),

vemos que este Ultimo grupo es compacto.

Resumiendo, hemos probado que Go(G N K*)/Gy es un grupo discreto, y el cociente de
G /G por él es compacto.

Saquemos un primo fijo v de S, digamos un primo infinito, y sea S el conjunto obtenido de
S al sacarlo. Construimos la siguiente aplicacion:

log: G — R*L,

(zy) = (log |zy|v)ves; -

Notemos que no importa en verdad qué primo sacamos, ya que si (z,) € ]I}( entonces la suma
de los logaritmos de los valores absolutos da 0 y podemos obtener el restante en funcion de los
demds.

La imagen log(G) de G bajo esta aplicacion es R en cada primo infinito y un grupo cicli-
co infinito en los primos finitos de Si. Luego, R¥~!/log(G) es compacto, y el nicleo de la
aplicacion no es otra cosa que Go. De esta manera, G /Gy puede verse como un subgrupo de
R*~! con cociente compacto. Como probamos més arriba, Go(G N K*) /G es un subgrupo
de G/Gy con cociente compacto. Luego, Vi (S) ~ Go(G N K*)/Gy se puede ver como un
subgrupo discreto de R*~! con cociente compacto: si A O B O C es una sucesién de grupos
topoldgicos, B un cerrado de A, C un cerrado de B, A/B compacto, B/C' compacto, entonces
A/C es compacto. La demostracion entonces termina con el siguiente lema. O

Lema 3.3.11. Sea I un subgrupo discreto de R™ con cociente compacto. Entonces I' es un
grupo abeliano libre de rango m.

Dem. Sea E el R-espacio vectorial generado por I'. Tenemos una sucesion exacta de aplica-
ciones continuas:
R™/T— R™/E — 0,

con lo cual, R™/E es un compacto. Esto implica que £ = R™. Sea {z1,...,z,,} C I una
base de R™. Sea I'; el grupo abeliano libre generado por los ;. Es claro que I'y C I'. Ademas,
I'/T'; es un cerrado de R™ /T'1, con lo cual, es compacto. Como I'; es abierto en I' (pues I es
discreto), el cociente es discreto. Por lo tanto, I'/T"; es finito. Como I'/T'; y I'y son finitamente
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generados, también lo es I'. Por el teorema de estructura, I' es un grupo abeliano libre de rango
r,y debe ser r > m. Suponiendo que r > m, sea {eq, ..., e, } una Z-base de I". Entonces

T

€1 = E a;€;

=2

para ciertos a; € R no todos nulos.

Dado € > 0, existe un entero N no nulo tal que Nas, ..., Na,, distan de un entero en menos
de €. Entonces Ne;j es la suma de una combinacién Z-lineal de e, ..., e, y una combinacién
R-lineal de es, ..., e, con coeficientes de médulo méas chico que €. Haciendo € suficientemente
chico, como I es discreto, la dltima combinacion lineal deberia ser 0. Entonces

r
N€1 = E Miei,
=2

donde los M; € Z. Esto contradice la Z-independencia lineal de los e;. Finalmente queda
probado que I es libre de rango m.
O

Finalmente incluimos el siguiente resultado que usaremos mds adelante.

Lema 3.3.12. (a) Sea S un conjunto finito de primos de K y sealg s = {z € I : z, =
1 Vv € S}. Entonces K> s es denso en .

b) Existe S O Soo tal que Ig = K*I5..
( K

Dem. (a): Sea z € I . Consideremos un entorno arbitrario U (T, ¢) de x, donde U (T, ¢) =
[Toer No(€) X [1,grUo, siendo T D S finito y Ny(e) = {a € K : |a — 1], < €}
Si agrandamos 1" agregdndole finitos primos (tantos como queramos), achicamos el entorno.
Luego, podemos suponer que 7" contiene a S. Sea M = min{|z,|, : v € T}, ysea0 < § < Me.
Por el teorema de aproximacion débil (Teorema 3.2.1), existe « € K* tal que |z, — af, <
para todo v € T. Tomemos ' el idele definido por: z/, = 1 parav € T, z!, = z,/a parav & T.
Entonces 2’ € Ix r C Ik g. Luego, ax’ € K*Ig g. Afirmamos que ax’ € zU(T¢), esto es,
que ax’z~! € U(T,¢). En efecto, (ax’z™!), = 1siv € Ty a/x, siv € T. Entonces resta ver
que |a/zy,—1], < eparav € T.Esto se sigue de que |a/xy,—1|, = |a—xy|o/|T0]v < I/ M < €.

(b): Tomemos S D S tal que contenga a un conjunto de primos cuyas clases generen el
grupo de clases de ideales Cl(K). Esto significa que todo ideal fraccionario a se puede escribir
como

a=b(z),

con b en el subgrupo (S) de I generado por los primos de Sy z € K*. Seai : K* —
I /(S) la aplicacion natural. Entonces tenemos que (I /(S))/i(K*) = 0. Por otra parte, si
consideramos el epimorfismo id : Tx — Ix/{S) (cuyo ntcleo es I3.), tenemos que K *I3- =
id ™' (i(K*)), y, por lo tanto, I/ K *T3- = 0. O



Capitulo 4

Teoria global de cuerpos de clases

4.1. Notaciones y definiciones

En este capitulo K serd un cuerpo de nimeros. Un mddulo m de K es un producto formal
(finito) de primos, finitos o infinitos,

m= o™,

donde m(v) € Ny, m(v) =06 1sivesreal,y m(v) = 0si v es complejo. De esta manera, todo
moédulo se puede escribir como
m = meMeg,

donde mg es un ideal de Ok y m es un producto de primos reales distintos. Si todos los
exponentes son 0, escribimos m = 1. Decimos que un primo divide a m si aparece en m con
exponente positivo.

Dado o € K* y v un primo real, notamos con «,, la imagen de « en K,, y decimos que
a, > 0sio(a) > 0, donde o es una inmersion correspondiente a v. Decimos que o =*
1(modm) si ord,(a — 1) > m(v) para los primos finitos que dividen a m, y «,, > 0 en los
primos reales que dividen a m.

Dado S un conjunto finito de primos (finitos o infinitos) de K, sea / }S( el subgrupo libre de
I'x generado por los ideales primos que no estdn en S (esto generaliza la definicion del capitulo
I, donde S sélo consistia de primos finitos).

Definimos /g (m) como I}S;(m), donde S(m) consiste de todos los primos (finitos e infinitos)
que dividen a m. Es decir, I (m) es el subgrupo libre de I generado por los ideales primos
que no dividen a m. Sea Px(m) = {(a) : @ € K*,ord,(«) = 0 Vo finito, v|m}. Definimos
también Kyn1 = {o € K* : a =" I(modm)}. Siid : K* — Ik denota la aplicacion
usual o — () entonces llamamos Pk 1(m) = id(Km,1); es claro que Pk j(m) C Pg(m). El
grupo de clases radial médulo m se define como Cy, = I (m)/Pg 1(m), y un subgrupo de
congruencia modulo m es por definicién un subgrupo H < I (m) tal que Px 1(m) C H. Los
subgrupos de congruencia estan en correspondencia con los subgrupos de Cy, via H < H =
p(H), donde p : Ix(m) — Cy, es la proyeccion candnica.

43
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Ejemplo 4.1.1. Tomemos el médulo m = (m)oo de Q, donde m € Z y oo representa el tnico
primo infinito de Q. Escribamos m = p{*...p;*. Entonces Q1 consiste de los nimeros
racionales a/b, con a,b € Z, (a,m) = (bym) = 1, (a/b) > 0, tales que ab~* = 1 en
(Z/p;Z)* para todo i, esto es, tales que a = b(mod m).

4.2. El mapa de Artin

Sea L/ K una extension finita y abeliana de cuerpos de nimeros y .S el conjunto de primos
(finitos o infinitos) de K que ramifican en L. Recordemos que tenemos definido el mapa de
Artin:

Uryx : Iy — Gal(L/K),

L/K\*
I - 11 (2
pEs pEs
De esta manera, si m es un médulo tal que todos los primos ramificados dividen a m, tenemos

que I (m) C I3y podemos considerar Yk Ik (m) — Gal(L/K).

Teorema 4.2.1 (Reciprocidad). Existe un médulo m tal que S(m) = S, 1/ es suryectiva y el
niicleo ker(1r /) es un subgrupo de congruencia para w, es decir, Y, (P 1(m)) = 1 (mds
aiin, el niicleo es exactamente N, /(1 f/)PKJ (m), donde S’ es el conjunto de primos que estdn
sobre primos de S). Asi, esto induce un isomorfismo

IK(m)/NL/K(IE/)PK,l(m) — Gal(L/K).

En el siguiente teorema, “Unica” quiere decir Ginica contenida en una clausura algebraica fija
de K.

Teorema 4.2.2 (Existencia). Dado m un médulo de K y H un subgrupo de congruencia modulo
m, existe una unica extension L/ K finita abeliana, tal que los primos que ramifican dividen a
m, y tal que H = ker(Yr /i : Ix(m) — Gal(L/K)). De esta manera, Gal(L/K) es isomorfo
aCy/ H . donde Hesla imagen de H en C,.

La extension L/K dada por el teorema de existencia se llama cuerpo de clases de H. En
particular, tomando H = Py ;(m), tenemos para cada médulo m una extension finita abeliana
K, que llamaremos cuerpo de clases radial médulo m. El grupo Gal(Ky/K) es isomorfo a
C'y, via el mapa de Artin. La extensién Ky, donde m = 1, se llama cuerpo de clases de Hilbert
de K.

4.3. Reinterpretacion de Chevalley en términos de ideles

En esta seccion interpretaremos las nociones anteriores con ideles. Sea m un médulo de K.
Definimos

In=[]E: % [ 1+8™x [I R:|Nk

vtm v|mv<oo v|mvES
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y
Wa= [[ tox ] EXx J[ 1+5"”x J] RicIk
vim,v<oo VIMUESoo vjmu<oo v|MUE S
Observemos que viendo a K* C I, se tiene que [y N K = K.

Proposicion 4.3.1. (1) La aplicacion id : Iy, — I (m) induce un isomorfismo de grupos

Lo/ K1 Wy — 2> Ci.

(2) Lainlcusion Ly, — Ik induce un isomorfismo
Om
Hm/ K ml — CK .

Dem. (1) Es inmediato que id manda Ky, 1 Wy en Pk 1(m) y el morfismo inducido en los
cocientes es biyectivo.

(2) Elnicleode Iy, — I /K> es K* NIy, (interseccién dentro de I ), y esto es K 1. Luego,
tenemos definida una inyeccién

I/Km1 — Ix/K*™.

Queremos ver que es suryectiva. Sea = € Ix, y sea M = min{|z,|, : v/m}. Seae > 0
suficientemente chico, de tal manera que si a € I es tal que |a, —1|, < €¢/M paratodo v|m
entonces a € I,. Por el teorema de aproximacion, existe « € K* tal que |z, — af, < €
para todo v|m. Entonces |(a/z,) — 1], < €/|zy|y < €/M, conlo cual, y = a/x es un
elemento de I,,; también lo es, por lo tanto, 1/y y se sigue la suryectividad.

O

Esto permite ver a todos los grupos radiales C'y, como cocientes del grupo de clases de ideles
Ck.

Proposicion 4.3.2. Sea N un subgrupo de . Entonces N es abierto si y soélo si Wy, C N
para algiin médulo m.

Dem. Como Wy, es un subgrupo que es un entorno de 1, es claro que si Wy, C N entonces N
es abierto. Reciprocamente, sea [V abierto. Entonces como 1 € N, N contiene un entorno de
1 de la forma [],.g Ny X vas U,, donde S O S, es un conjunto finito y NV, es un entorno

de 1en K,. Si v € S es un primo finito, entonces N, > 1 + p,™") para ciertos m(v) € N.
Tomemos m como el producto de todos los v € S finitos, elevados a las potencias m(v), y todos
los v reales. Entonces

Wa= ] Q+5")x[Jthx ] Rex [] KI=HH,

vES, <o vgS v reales v complejos
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donde
Hy = H 1+, x Huv x 1
veES,v<oo vgS
y
Hy=1x [[ Rex [ K7
v reales v complejos

Entonces tenemos que f1; C N.La demostracidn estard terminada si podemos ver que Hy C N.
Es fécil probar que la topologia de Ho es la misma que la topologia producto, con lo cual, Hy
es un subgrupo conexo de [ que contiene a 1. Luego, esta contenido en la componente conexa
Dy de la identidad de [ . Como N es abierto y cerrado en [ (al ser un subgrupo abierto), se
tiene que D N N es un subgrupo abierto y cerrado de Dy, con lo cual, Dg = Dxg N N, es
decir, D C N. Finalmente, Ho C N. O

Proposicion 4.3.3. Sea N un subgrupo abierto de C. Entonces el indice (Cg : N) es finito.

Dem. Es claro que basta probar que (Ix : N) es finito para K* C N C I abierto. Por la
proposicion anterior, existe un médulo m tal que Wy, C N. Luego, K* Wy, C N vy, por lo tanto,
se tiene una aplicacién suryectiva

Veremos que el grupo de la izquierda es finito. Es claro que la aplicacién natural
Iy — I /KWy

induce un isomorfismo entre I,/ Ky 1 W ~ Ix /KWy El primero de estos grupos es iso-
morfo a lo que llamamos Cy, = Ix(m)/Pk 1(m); probaremos entonces que es finito. Basta
ver que I (m)/ P (m) y Pg(m)/Pg 1(m) lo son. El primero de estos grupos es finito por el
Teorema 3.3.7.

Veamos ahora que Pk (m)/ Py 1(m) también es finito. Sea Ko = {o € K* : ordy(a) =
0 Vp|mp}. Se tiene una aplicacion suryectiva

Km,O/Km,l - PK(m)/PK,l(m)

Probaremos que el grupo de la izquierda se mete inyectivamente en

IT 21 x (©Ox/mo)",

v|mreal

y como este grupo es finito, esto terminard la demostracion.

Sea a € Ky . Escribamos (o) = ab™!, con a, b ideales enteros de I (m). Entonces a y b
representan la misma clase C en C(K). Como vimos en la observacién 3.3.8, podemos tomar
9 un ideal entero de I (m) que represente la clase C~!. Luego, (o) = ad(bd)~! = (a)(b)~*
para ciertos a,b € O N K. Para cada p|mg, mandamos « a [a][b] ™! € (O /p™P))*, que
tiene sentido pues a y b son coprimos con ; esta aplicacién no depende de la elecciéon de a y b
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con esas propiedades. Si v es un primo real que divide a m, mandamos v a1sia, > 0ya—1
en caso contrario. Obtenemos entonces una aplicacion

Kmo— [] {£1} x [[(Ox/p™®)x.

v|mreal plmo

El nicleo es exactamente Ky, 1, y esto termina la demostracidn, pues

[T (O /p™®)* ~ (O /mg)

plmo

por el Teorema chino del resto. Aunque no lo necesitemos, observemos que en realidad tenemos
un isomorfismo (usar el teorema de aproximacion). ]

Sean S un conjunto finito de primos de K y G un grupo abeliano finito. Decimos que un
médulo m es admisible para un morfismo ¢ : I3 — G si S C S(m)y ¥(Px1(m)) = 1.
También decimos que ) admite un médulo.

Es muy facil ver que si S C Sy : [ IS< — (G admite un médulo entonces su restriccion a
I IS(/ también admite un médulo.

Sea [ i s el conjunto de ideles cuyas componentes en los primos de S son 1.

Proposicién 4.3.4. Sea 1) : Iy — Gy m un médulo admisible para ) (donde S es un conjunto
finito de primos de K y G es un grupo abeliano finito). Entonces existe un tinico morfismo
¢ : g — G tal que

(1) ¢ es continuo (al considerar en G la topologia discreta);
() o(K*) =1;
(1) ¢(x) = (id(x)) para todo x € I g(m)-

Reciprocamente, si ¢ : I — G es un morfismo continuo tal que ¢(K*) = 1 entonces proviene
de un ) : 13- — G que admite un médulo (para cierto S).

Dem. Sea m un mddulo admisible para ¢). Consideremos
CK - ]Im/Km,l - Hm/Km,lwm - Cm~

Las flechas de las puntas son isomorfismos (Proposicién 4.3.1) mientras que la del medio es un
epimorfismo. Como 1 se factoriza por C',, podemos considerarlo como un morfismo ¢ : Cy —
G. Via la cadena de morfismos, encontramos un morfismo ¢ : Ix — G tal que ¢(K*) = 1. Es
continuo pues al anularse en Wy, el niicleo es un abierto, y cumple que ¢(z) = ¥ (id(z)) para
x € I, en particular, para x € [ g(m)-

Para la unicidad, por el Lema 3.3.12, K™l g(m) €s un denso de I, y se sigue que ¢
estd univocamente determinada por las condiciones (1), (IT) y (III).

Sea ahora ¢ : [y — G continuo tal que ¢(K *) = 1. Entonces el nicleo de ¢ es un subgrupo
abierto de I . Por la Proposicién 4.3.2, existe un médulo m tal que ¢(Wy,) = 1. Utilizando la
cadena de morfismos de recién, tenemos primero un morfismo Cx — G, que convertimos
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mediante el primer isomorfismo en un morfismo I,/ K1 — G. Como ¢(Wy,) = 1, obtenemos
un morfismo I,/ K 1 Wi — G, que via el isomorfismo con Cy,, da lugar a un morfismo de Cy,
en G. Componiendo con la proyeccién natural, conseguimos un morfismo ¢ : Ix(m) — G que
se factoriza por Cy,, y este el ¢ que buscdbamos (con .S = S(m)). U

Definicién 4.3.5. Dada L/K finita y abeliana, decimos que la ley de reciprocidad se cumple
para L/ K siexiste ¢,/ : Ix — Gal(L/K) continuo, tal que ¢/ (K*) = 1y ¢/ () =
Y1k (id(z)) si z € Ik s, donde S consiste de los primos ramificados de L /K. En ese caso,
también llamaremos mapa de Artin a ¢y, /.

Se sigue entonces que el Teorema 4.2.1 implica la ley de reciprocidad. Por otra parte, en la
Seccién 4.6.1 probaremos que si valen los Teoremas 4.5.1-4.5.4 (que incluyen la ley de recipro-
cidad) entonces el Teorema 4.2.1 es cierto. Finalmente, en el dltimo capitulo construiremos el
mapa de Artin ¢,/ y probaremos todas las propiedades que debe tener.

4.4. Norma de ideles

Sea L/ K una extension finita de Galois con grupo de Galois G = Gal(L/K). Dado x € I,
queremos definir un idele Ny /x « € I, la norma de x. Queremos que sea compatible con la
norma usual Ny /- de L* en K*. Para ello, debe suceder que si x € L*, viendo a x como idele
principal de L, sea (N, ), = Np /g = [[, ¢ 02. Sabemos que G permuta transitivamente
los primos que estdn sobre v, y que se escribe como la unién disjunta de las coclases del grupo
de descomposicién de un primo fijo sobre v, tantas como primos distintos haya sobre él. Por

otra parte, el grupo de descomposicion de un primo w sobre v es isomorfo al grupo de Galois
local Gal(Ly,/Ky).

Definicion 4.4.1. Sea = € 1. Se define N, /KT E I como el idele

(Npyx 2)o = [[Nrw/x, 2o-

wlv
Por las observaciones recién hechas, el siguiente diagrama
L*——=1Ig

NL/Ki iNL/K
K* —1k

es conmutativo. Por lo tanto, N/ induce un morfismo (que llamamos de la misma manera)
Nz/k : CrL — Ck. Es claro que Ny /¢ es continua.

Sea L/ K una extension finita de Galois (no necesariamente abeliana), con G = Gal(L/K).
Entonces G actia en Ay, de la siguiente manera: si « = (o) € Ar, (00)5w = Tway, (donde
Ow : Ly — Lgy es el isomorfismo inducido por o); es claro que la accién deja fija a [, de
manera que G actia en [7,. Tenemos también una inclusién i : I — I, dada por i(z),, = x, si
wlv.
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Proposicién 4.4.2. Sea L/K finita de Galois. Entonces i(Np, k() = [l ecar/x) 0% para
todo x € 1.

Dem. Sea w un primo de L, sobre el primo v de K. Sean wy, ..., w, todos los primos de L
sobre v. Para cada i, tomemos o; € Gal(L/K) tal que o,w; = w. Entonces Gal(L/K) se
escribe como la unién disjunta de los conjuntos o; D (w; ). Entonces

H (0x)y = H Og—1yplo—ly =

o€Gal(L/K) o€Gal(L/K)
IT I ememrwtem—1w=1] TI (@)wmw(@w)=
=1 7€D(w;) 1=1 7€ D(w;)

T

= [1e0)u: Niy i, (@) HNLw 1 (@) = (N i (2)))us

=1 =1

(observar que (o) w, (N, /k, (Tw;)) = Ni,,, /K, (Tw;) yaque N, i, (2w;) € Ko). -

Recordemos que también tenemos definida la norma para ideales. Vale decir, si 9 es un
ideal primo de L, Ny /i Q = Bf, donde P = QN Ky f es el grado de inercia de £ sobre L.
Es féacil ver que el siguiente diagrama conmuta:

L>< L>IL

NL/K\L J/NL/K

id
K> —— Ik,

esto es, Nz /g ((x)) = (Np k(z)). De esta manera tenemos un morfismo inducido Ny /5 :
CIl(L) — CI(K). El siguiente lema relaciona este morfismo con la norma del grupo de clases
de ideles.

Lema 4.4.3. El siguiente diagrama conmuta

I, —4>1,

NL/K\L iNL/K
g —%> Ix.
Dem. Seax = (x,,) € I. Entonces si y = Ny /i = tenemos que y, = Hw‘v Ni. /K, Tw-. Por
una parte, id(z) = [, ., w4 @), con lo cual, Np/k(d(®)) = [Tpeoo NL/K(w)Ord“’(“’"w).
Siw es finito, Nz /i w = v/ (@) donde v es el primo de K debajo de w. Luego, tenemos que

NL/K ld H S (w|v) ordy ( zw)

w<oo
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Ahora debemos calcular id(y) = []
y

Uordv (yu)‘ Pero OI‘dU (yv) = Zw\v OI‘dU (NLw/Kv $w)’

v<o0

ordU(NLw/KU Ty) = ﬁ ordw(NLw/KU Tw)s

w|v

pues Ny /K, Tw € Ky. Asi, obtenemos que

1
ordy(Nz, /i, Tw) = (o) . 1(; . )ordw(aa:w).

Como ordy, (0zy) = ordy(xyw) y (Gal(Ly/Ky) 1 1) = [Ly : K] = e(w|v) f(w]v), se sigue
entonces que
ordy (N, /x, Tw) = f(w|v) ordy(2y).

Luego,
id(y) = H piwly fw)ordu (@w) _ H w! (@) ordw(xw)’
V<00 W< o0
y con esto se termina la demostracion. 0

Como corolario, tenemos que el siguiente diagrama es conmutativo:

C,——CI(L)

NL/K\L NL/Ki

Cx —— CIU(K).

Lema 4.4.4. Sean L/K y L'/ K' extensiones finitas y abelianas, con K C K', L. C L' finitas.
Sea S un conjunto de primos de K que contenga a los ramificados en L’ (y, por lo tanto, también
a los ramificados en L) y S’ el conjunto de primos de K’ sobre los de S (con lo cual, contiene
a los ramificados en L'). Entonces el siguiente diagrama es conmutativo:

, Vit gt
18, — 5 Gal(L'/K)
NK’/K\L \Lres
¥
13— 5 Gal(L/K),

donde res es la aplicacion natural.

Dem. Sea p’ un ideal de K’ sobre un ideal p de K que no estd en S. Entonces Ny, (p') =

p/(¥'IP) Debemos probar entonces que VK (p)7#'1P) = res Yk (9'). Esto se sigue inmedi-
atamente de la Proposicién 1.1.12. O

Corolario 4.4.5. Sea L/K finita y abeliana, y S el conjunto de primos ramificados. Entonces
wL/K(NL/K(Ifl) =1, donde S’ es el conjunto de primos de L sobre los de S.

Dem. Tomar K’ = L = L/ en el lema anterior. O
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Proposicion 4.4.6. Sean L/K y L'/ K’ extensiones finitas y abelianas, con K ¢ K', L C L'
finitas. Supongamos que se cumple la ley de reciprocidad para L/K y L'/K'. Entonces el
siguiente diagrama es conmutativo:

d)L//K/

I Gal(L'/K")
NK’/K\L lres
PL/K
I Gal(L/K),

donde res es la aplicacion natural.

Dem. Sea S un conjunto finito de primos de K suficientemente grande. Sea S’ el conjunto de
primos de K’ que estan sobre primos de S. Consideremos el siguiente dibujo:

é

L' /K!

!/
I7,

Igr s Gal(L'/K')
Ngr/x
Ny [IS; res
¢
Ik.s e Gal(L/K).

Por el Lema 4.4.3, el paralelogramo de la izquierda conmuta. El de la derecha también, por
el Lema 4.4.4. Ademas, el techo y el piso conmutan por las propiedades del mapa de Artin.
Luego, el rectingulo frontal conmuta, con lo cual, resog;, g coincide con ¢r /o Ny
en el conjunto I g/; como también coinciden en (K')*, son iguales en (K')*Iks g/. Por el
Lema 3.3.12 , este conjunto es denso en [g/. La proposicion queda probada pues las cuatro
aplicaciones son continuas. O

Corolario 4.4.7. Sean L/K finita abeliana 'y K' un cuerpo intermedio, K C K' C L, tales
que L/K 'y L/K' cumplen la ley de reciprocidad. Entonces ¢p,) (N /i Ircr) C Gal(L/K').

Dem. Tomar L = L’ en la proposicién anterior. O

Corolario 4.4.8. Sea L/K finita abeliana tal que cumple la ley de reciprocidad. Entonces
¢/ k(N ) = 1.

Dem. Tomar K’ = L' = L en la proposicion anterior. O

Como ¢/ (K*) = 1, el tltimo corolario dice que ¢,/ (K* Ny k1) = 1. En la sigu-
iente seccién veremos entre otras cosas que el nucleo es exactamente K™ Ny /I
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4.5. Teoremas principales

Reformularemos todos los teoremas hechos al principio de este capitulo en términos de
ideles.

Teorema 4.5.1. Toda extension abeliana finita L/ K cumple la ley de reciprocidad.

Teorema 4.5.2. El mapa de Artin ¢r, /i es suryectivo y ker(¢r ) = K* Ny 1. Por lo
tanto, ¢, induce un isomorfismo

OL/K

Si vemos a ¢,/ como un morfismo ¢, : Cx — Gal(L/K) entonces su niicleo es
N7,k CL, e induce un isomorfismo

¢
Ck /Npk CL s

Gal(L/K).

Teorema 4.5.3. Sea K C K' C L una torre de extensiones abelianas finitas. Entonces el
siguiente diagrama es conmutativo:

Ck /Ny Cp LK Gal(L)K)
\L resl
bt
Ck /Ngryx Crr — 5~ Gal(K'/K),

donde la flecha de la derecha es el morfismo natural (NL/K CL C Ngri Cgk/).

Observemos que dada L/K extension finita y abeliana, el subgrupo N, /kCr < Ck es
abierto y de indice finito. El siguiente teorema asegura la reciproca.

Teorema 4.5.4 (Existencia). Para todo N C Cg subgrupo abierto, existe una tinica extension
L/K finita abeliana (dentro de una clausura algebraica fija K*) tal que N = Ni/k CrL.

Los grupos que aparecen en el dltimo teorema se llaman grupos norma, y la extensiéon L/ K
correspondiente se llama cuerpo de clases de N. Notemos que todo subgrupo abierto de Cx
es de indice finito (Proposicién 4.3.3); en el caso de un cuerpo global cualquiera K esto no es
necesariamente cierto, y en el teorema hay que pedir subgrupos abiertos de indice finito. Si N
es un subgrupo abierto de I, el cuerpo de clases de IV se define como el cuerpo de clases de su
imagen en Cg. Notemos que su imagen coincide con la imagen de K * N.

A veces se suele denominar ley de reciprocidad a ambos resultados 4.5.1 y 4.5.2.

Observacion 4.5.5. Si suponemos validos los Teoremas 4.5.1 y 4.5.2, el Teorema 4.5.3 se sigue
entonces de la Proposicién 4.4.6.
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Sea K la clausura abeliana de I, la unién de todas las extensiones finitas y abelianas
dentro de una clausura algebraica fija K. Por el Teorema 4.5.3, podemos hacer el paso al limite
y obtener un morfismo ¢ : Cx — Gal(K%/K) (que es el limite de los grupos de Galois
de las extensiones finitas y abelianas L/K). Se puede ver que este morfismo es suryectivo,
continuo (al considerar en Gal(K?/K) la topologia profinita, es decir, la topologfa limite de
los Gal(L/K) considerados discretos) y cumple que para toda extension finita y abeliana L/ K,
define un isomorfismo

CK /NL/K CL - Gal(L/K)

El ndcleo de ¢ es la componente conexa de la identidad Dg en Cg, y se obtiene un isomor-
fismo canénico Cx /D ~ Gal(K?/K). Sin embargo, esta componente conexa puede llegar
a ser muy complicada.

El siguiente corolario es consecuencia inmediata de los tltimos teoremas.

Corolario 4.5.6. La aplicacion L «—— Ny i Cp, (respectivamente L «—— K* Np i 1) es-
tablece una biyeccion entre extensiones finitas abelianas de K y subgrupos abiertos de Cg
(respectivamente de 1 tales que contienen a K*). Si L se corresponde con N y L' con N’
entonces L C L' siy sélosi N D N'; LL' se corresponde con N N N', y LN L con NN'.

Dem. Solo falta probar las tltimas tres afirmaciones. Sean N, N' subgrupos abiertos de Cg
y L, L' sus cuerpos de clases. El niicleo del mapa de Artin Cx — Gal(LL'/K) es N N N’
debido a las propiedades de consistencia con torres de extensiones. Luego, el cuerpo de clases
de NN N'es LL'.

Supongamos que L C L’. Por la transitividad de la norma, se sigue que N D N'.Si N D N’
entonces N N N’ = N’. Por un lado, (Cg : N') = [L’ : K],y por otro, (Cg : N') = (Cg :
N'NN)=[LL : K|.Como K C L' C LL', se sigue que L' = LL', conlo cual, L C L'.

Ahora, consideremos el mapa de Artin Cx — Gal(LNL'/K). De vuelta por las propiedades
de consistencia, tanto N como N’ estdn contenidos en el niicleo, con lo cual, el producto tam-
bién. O

Observacion 4.5.7. Por la teorfa de Galois infinita, se tiene una correspondencia entre sub-
grupos abiertos de fndice finito de Gal(K“/K) y extensiones finitas y abelianas L/K, dada
por L/K + Gal(K%/L). Ademis, todo subgrupo abierto de Cx contiene a Dy (ver la de-
mostracién de la Proposicion 4.3.2), con lo cual, el mapa de Artin establece una corresponden-
cia biyectiva entre subgrupos abiertos de indice finito de Cx y de Gal(K?/K). Finalmente,
la teoria de cuerpos de clases nos hace corresponder tales subgrupos de Cx con extensiones
finitas y abelianas. Es inmediato ver que estas tres correspondencias son compatibles.

Corolario 4.5.8. Sea L/ K el cuerpo de clases de N C Cg, y sea N' O N. Entonces el cuerpo
de clases de N' es el cuerpo fijo de ¢/ (N') C Gal(L/K).

Dem. Sea L' el cuerpo fijo de ¢, /K (N "), que es una extension finita y abeliana. Por las propiedades
de consistencia del mapa de Artin, es facil ver que N’ es el niicleo de ¢, /i Cr — Gal(L'/K),
con lo cual, L' es el cuerpo de clases de N'. O
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Observacion 4.5.9. Hasta aqui no hemos hablado de cémo se relaciona la ley de reciprocidad
de Artin con las leyes de reciprocidad cldsicas. Es interesante hacer los ejercicios del final de
[CaF67], en donde se vislumbra esta relacion.

4.6. Relacion con los grupos de clases de ideales

Suponiendo los Teoremas 4.5.1-4.5.4 probaremos 4.2.1 y 4.2.2.

Lema 4.6.1. Sea L/K una extension finita de cuerpos locales no arquimedeanos, tal que
Ny k(L) tiene indice finito en K*. Entonces Ny, /i (L*) es abierto en K*.

Dem. Sabemos que Uz, = O} es compacto, con lo cual, Ny /i (Uz) es cerrado en K*. Como
Ny, x(UL) C Uk, y sblo las unidades tienen norma que son unidades, se tiene un morfismo
inyectivoUlr /N (UL) — K>/ N, (L*). Porlo tanto, Ny /i (U, ) es un cerrado de Uy de
indice finito, con lo cual, es abierto en U (y por ende en K™, al serlo Uk ). Luego, Ny, x(L™)
contiene un subgrupo abierto, y, por lo tanto, debe ser abierto. O

Proposicion 4.6.2. Sea L/K finita. Entonces N, /K 1L es un subgrupo abierto de 1k (y, por lo
tanto, también lo son K* Ny /i I, y suimagen Ny, i (Cp) en C).

Dem. Para cada primo v, sea w un primo de L sobre v. Sea S el conjunto de primos ramificados
en L/K.Siv ¢ S entonces U, = Np., /K, (Uy); esto se debe a 6.2.8. Si v es ramificado y finito,
como Ny, (L) es abierto en K (por 6.1.1 y el lema anterior), existe un r, € N tal que
Np,./k,(Ly) D1+ P, U. Si v es ramificado e infinito entonces es real y R, (visto dentro de
K}) es exactamente el grupo de normas de la extensién local L,,/K,, donde w es un primo
complejo sobre v. Tomando V' = [T cg,coo(l +P0'") X [yespes, R X [Tygg U, al ser
U, = K siv es infinito, se sigue que V esunentornode 1y N i I O V. Luego, Ny /i I,
es abierto al tratarse de subgrupos. O

Sea L/K una extension finita y abeliana. Sabemos que un subgrupo N C I es abierto
si s6lo si Wy, C N para algin médulo m. En ese caso, diremos que m es admisible para N.
Diremos que m es admisible para L/ K silo es para K* Ny, 1.

Notemos que si n|m entonces Wy, C Wy, y dados my n, W, Wy = Wy 1y (siendo (m, n)
el maximo comdun divisor de m y n con la definicién obvia). Dado N abierto, existe un médulo
f(N') minimal entre los admisibles para N, que lo llamaremos el conductor de N; es admisible y
divide a cualquier otro admisible para N. El conductor de L/ K es el conductor de K™ Ny, /g 1.

Proposicion 4.6.3. Sea L/K finita y abeliana. Entonces los primos ramificados son exacta-
mente los que dividen a f(L/K).

Demostracion. En la demostracién de la Proposicion 4.6.2, vimos que el grupo de normas con-
tiene a Wy, para un cierto médulo m, divisible exactamente por los primos ramificados. Luego,
es admisible y, por lo tanto, el conductor lo divide.

Para la reciproca, sea v un primo ramificado. Debemos ver que v|f(L/K). Supongamos
primero que v es finito. Entonces, al ser ramificado, por 6.2.8, se tiene que si w|v entonces



CAPITULO 4. TEORIA GLOBAL DE CUERPOS DE CLASES 55

U, # Nr,, /K, Uw- De aqui se sigue que debe dividir al conductor, ya que es fécil ver que si un
elemento es de la forma Hw‘v Ny /K, Yw entonces es una norma local en cada extension.
En el caso en que v sea infinito y w|v, debe ser v real y w complejo; por lo tanto,

Ny, K, Ly =Ry
y v|f(L/K). D

Corolario 4.6.4. Sea L/K finita y abeliana y m un médulo admisible para L] K. Entonces m
es divisible por todos los primos ramificados.

Proposicion 4.6.5. Sea L/ K finita y abeliana. Entonces m es admisible para L/ K si'y sélo si
S C S(m)yr k(Pka(m)) =1, donde S es el conjunto de primos ramificados.

Dem. Sea m admisible para L/ K. Por el corolario anterior, S C S(m); ademds, ¢r /g (W) =
1. Mirando la demostracién de la Proposicion 4.3.4, construimos ¢ : I (m) — Gal(L/K) tal
que (P 1(m)) = 1. Pero ¢y 91,/ deben coincidir en I (m), y esto prueba una implicacién.

Reciprocamente, sea m tal que S C S(m) y ¢ k(P 1(m)) = 1. Veremos que L C Ky,
(el cuerpo de clases radial), y por la Proposicién 4.6.7, f(L/K)|m, con lo cual, m serd admisi-
ble para L /K (ver las demostraciones de la dltima seccién de este capitulo). Sea ¢ = 1, /K
Ix(m) — Gal(L/K) y m = Vg, /i * Ix(m) — Gal(Kn/K). La imagen de ker(¢)) por ¢
nos da un subgrupo de Gal(K,/K), que debe ser de la forma Gal(Ky,/L) para una subexten-
siocn K C L C K. Afirmamos que L = L.

Tanto en L/K como en L /K los primos ramificados dividen a m (por hipétesis y por estar
L C Ky). Sea) = wZ/K . Ix(m) — Gal(L/K). Probaremos que ker(1)) = ker(¢)), y por la

unicidad del teorema de existencia, L = LCK m-

Sir denota larestriccion r : Gal(Kn/K) — Gal(L/K), entonces rotyy, = 1. Supongamos
que ¥(x) = 1. Entonces 1m(z) € ker(r) = Gal(Km/L) = ¥m(ker(¢))). Entonces © = yz,
cony € ker(¢m)y z € ker(¢0). Como ker(¢m) = Pg1(m)y ©(Pg 1(m)) = 1 por hipétesis,
se sigue que = € ker(1)).

Reciprocamente, si & € ker(1)), 1m(z) € Gal(Kp/L) y, por lo tanto, 1 (z) = rpm(z) = 1.
Esto prueba lo que queriamos.

O

Observemos que siempre existe un médulo admisible para L/ K, pues el grupo de normas es
abierto, pero esto no implica que podamos pasar por alto el resto de los teoremas de la seccién
anterior, ya que usamos fuertemente la existencia del mapa de Artin ¢,/

4.6.1. Laley de reciprocidad

A lo largo de esta seccion, L /K serd una extension finita y abeliana. El conjunto S con-
sistird de los primos ramificados (finitos o infinitos) de la extension, y S’ serd el conjunto de
primos de L que estdn sobre los de .S.

Por el Teorema 4.5.1, L/ K cumple la ley de reciprocidad, con lo cual, la Proposicion 4.3.4
implica que existe un médulo m con ¢ : Ix(m) — Gal(L/K) tal que ¢(Pg1(m)) = 1y
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br/k(r) = P(id(x)) si v € Ik gm). De hecho, si nos fijamos en el m que tomamos en la
demostracion de la Proposicion 4.3.4, podemos tomarlo como el conductor (pues ¢,/ se anula
en Wy, si m es admisible para L/K), de manera que S(m) = S. Por las propiedades de ¢;, /K>
se sigue que ¢ no es otra cosa que el mapa de Artin ¢y, /g

Consideremos id : I, — I (m). Es claramente un epimorfismo que se factoriza por K 1,
y que, por lo tanto, da lugar a un epimorfismo py, : Iy/Km1 — Ix(m). Sea wy = 0% (ver
Proposicién 4.3.1).

Proposicion 4.6.6. La aplicacion py, © wy, induce un isomorfismo
Ir/K> Ny I, — Iic(m) /Py (m) Ny (I7).
Dem. Consideremos id : I, — Ix(m), cuyo nicleo es Wy,; afirmamos primero que
id ™ (Pra(m) Ny (IF) = Kyt W Np e (I,50),

donde I, s/ son los ideles de L con coordenada 1 en los primos de S’. En efecto, sea = € Iy, tal
que id(z) = id(a) Ny /i (b),cona € Ky1yb € I7'. Tomamos y € T, definido de la siguiente
manera: vy, = 1 si w es infinito, w € S’ 6 w es finito y coprimo con b. Si w es finito, w & S" y
w]|b, sea t,, € Z — {0} el exponente al cual aparece en b; tomamos entonces ¥, = T.*, con T,
un uniformizador. De esta manera, id(y) = b, y, ademds, y € I, g/. Por la Proposicién 4.4.3,
id(x) = id(a N/ (y)), y se sigue entonces que x € K1 W Ny k(I s). Para probar la otra
inclusién, notemos que Wy, vaaparara 1, K1 a Pk 1(m) y Nz /g (Ip o) a NL/K(IEI).
Hemos obtenido entonces un isomorfismo

Lo/ K 1aWua N g (Iz,s1) =~ I (m)/ Pk 1(m) NL/KUEI)-

Probaremos ahora que wy' (Km1 W Ny k(I1,s)/Km1) = K*Np x(I1)/K*, y esto
terminard la demostracion. Para probarlo, basta demostrar que K1 Wn Ny, kIrs) =InN
K*Npg(IL).

Veamos la primera inclusién. En primer lugar, K1 C I N KXy Np /g (Ips) C I N
N/ (I1). Ademds, como m es admisible, se tiene que Wiy C Iin NNy /i (I1).

Para la otra inclusion, sea © € Iy N K Ny /g (Iy). Escribamos © = a Ny /k(y), con
ac K*, yelg.

Sea € > 0 suficientemente chico (a determinar) y tomemos M = min{|(Ny /x4~ !)olo :
v|m}. Sea ahora 0 > 0 tal que las siguientes condiciones

|y — bw|w < 0 YVw|v Yolm

(con ay, by, € L) impliquen que

TN, k@0 = ][ New/k, bulo < MeVolm

wlv wlv

(esto lo podemos hacer porque el producto de las normas locales Hw| » Loy — KS es continuo).
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Ahora bien, por el teorema de aproximacion, existe ¥ € L* tal que |y — v} < & para
todo w|v, para todo v|m. Entonces se tiene que

TINcw kv =TI Nw/k, (o) o < Me

w|v w|v
para todo v|m. Es decir, | Ny, /g v — (Nz/x vy~ 1)ylo < Me. Luego, se sigue que

|(NL/kvY)o — 1o <€

para todo v|m, con lo cual, Ny /i (vy) € Iy si tomamos e suficientemente chico. Luego, es-
cribiendo x = aNL/K(fy_l)NL/K(fyy), al estar x € I, obtenemos que OzNL/K(")/_l) €
I.NK* = m,1-

Ahora bien, descompongamos Ny, x(vy) = N /i (a) N x (), donde a € Iy s, y b tiene
componente 1 en todos los primos que no estdn en S’ y coordenada ~yy,, en los w € S’. Para
concluir la demostracion, debemos ver que Ny, Kk (b) € Wi, y esto es inmediato. O

Queremos ver que 91,/ es suryectiva y su nicleo es exactamente P (m)Ng, s f/. Con-
sideremos @L/K : Cm — Gal(L/K) y aL/K : Cx — Gal(L/K), los morfismos obtenidos de
pasar al cociente ©r,/k Y ¢,/ respectivamente. Tomemos el siguiente diagrama:

Wm

CK Hrn/l{ni,l — T ]Im/KmJWm I Cm

Brx
Gal(L/K),

donde 7 es la proyeccion al cociente. Afirmamos que es conmutativo. En efecto, el hecho de que
01 sea un isomorfismo dice que dado = € [, existe y € I, tal que T = y en Cg. La aplicacion
wm entonces manda T en [y] € Iy /Ky 1. El morfismo 7 lo manda en {y} € I/ K1 Wi Pero
podemos escribir y = pz, donde p, = y, parav € S, p, = 1l parav € S, z, = L parav € S'y
Zy = Yy parav € S, de manera que z € I gy p € Wy, Como {y} = {2} € L/ K1 W, se
tiene que {y} va a parar a (id(z)) € Cy via 7, y el recorrido final de T por uno de los caminos
del diagrama es ¥y, /i (1d(2)). Pero como z € Ik s, tenemos que ¥y, /x (id(2)) = ¢,k (2). Por
otra parte, By/xc(®) = b1/ (B) = b1/x(P)o1yK(2) = b1xc(2) (pues al ser m admisible,
é1/x(Wm) = 1), lo que querfamos demostrar.

Ahora bien, al ser el diagrama conmutativo y ¢; /K suryectivo, se sigue que s sk loes,y,
por lo tanto, también lo es 9y, /-

Tomemos ahora N = ker(¢r i : Ix(m) — Gal(L/K)). Sabemos que P 1(m) C N,y
por el Corolario 4.4.5, NL/K(IEI) C N. Queda probado entonces que Py 1(m) NL/K(IE') C
N.

Sabemos que

(Ix(m): N) = [L : K],
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mientras que, por otra parte,
(T (m) : Prca(m) Ny (I7)) = (I : KX Ny T) = [L: K]

(esto dltimo es debido a que ker(¢y /i) = K™ Ny, /i I1). Entonces N = Pk 1(m) NL/K(I‘E/),
y queda probado el Teorema 4.2.1.

Como resultado particular, resaltamos que el mapa de Artin induce tal isomorfismo para
cualquier médulo admisible m. En efecto, lo acabamos de ver para el caso en que S(m) = S.
Para el caso general, basta considerar el isomorfismo de la tltima proposicidn, en la cual sélo
se usa que m es admisible. Ademads, hemos probado que si el niicleo del mapa de Artin es un
subgrupo de congruencia, m debe ser admisible, y existe un § admisible (el conductor de la
extension) tal que es minimo con esa propiedad.

4.6.2. El teorema de existencia

Sea m un médulo de Ky H un subgrupo de congruencia para m. Via los isomorfismos
O V Nm de la Proposicién 4.3.1, se tiene un epimorfismo py, : Cx — Cy,. Considerando H,
la imagen de H en Cy,, conseguimos un subgrupo G C Cg definido por G = p;l(ﬁ ). Si
q : Ix — Cx es la proyeccién al cociente, se tiene que Wy, C ¢~ !(G), y como g es abierta,
resulta que G es abierto en Cy. Por el Teorema 4.5.4, existe una extension finita y abeliana

L/K tal que G = Ny /i (Cp). Ademds, por construccién, m es admisible para L /K. Luego,
los primos ramificados de esta extensi6n dividen a m y ker(¢, /x : Ii(m) — Gal(L/K)) =
Pra(m)Np (1 f(m)/ ). Probemos que H es igual a este dltimo grupo, con lo cual, se tendra que
H =ker(p i : I™ — Gal(L/K)).

Por definicién, Pk 1(m) C H; es facil ver que Ny /i (1 f(m)l) también. Ahora consideramos
indices: (Ig(m) : H) = (Cn : H) = (Ck : G) = [L : K]. Finalmente, se sigue que H debe
ser el nicleo de ¢,/ @ [k (m) — Gal(L/K).

Para la unicidad, sea L/K tal que los primos ramificados dividen amy H = ker(y7 K
I (m) — Gal(L/K). Debemos ver que esto implica que G = N7 /K C7; luego, por la unicidad

del Teorema 4.5.4, L = L. La demostracién no es mas que el tipo de cuentas que estuvimos
haciendo hasta ahora y la dejamos como ejercicio.

4.6.3. Cuerpos de clases radiales

Recordemos que, dado m, habiamos definido K, el cuerpo de clases radial médulo m, co-
mo el cuerpo de clases del subgrupo de congruencia Pk 1(m). Segin vimos en 4.6.2, debe ser
el cuerpo de clases de K*Wy, (o de Wh,). Se sigue inmediatamente que f( K *Wy,)|m, y esto
implica que los primos ramificados en Ky, dividen a m. El siguiente resultado dice que K, es
la maxima extension finita y abeliana cuyo conductor divide a m. En particular, H -, el cuerpo
de clases de Hilbert de K (K, con m = 1) es una extension finita, abeliana, no ramificada (en
ningln primo), maximal con esta propiedad. Ademads, el mapa de Artin establece un isomorfis-
mo entre Gal(Hy /K) y CI(K) e implica que un ideal primo se parte completamente en H i si
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y solo si es principal. Otra propiedad interesante del cuerpo de Hilbert es que fodo ideal de K
es principal en Hx. La demostracion de este resultado no es complicada. Artin la redujo a un
resultado sobre teoria de grupos. Se puede encontrar en [Mil97]. Este teorema no implica que
todo ideal de H i sea principal, pues no todo ideal proviene de K. Se puede entonces tomar el
cuerpo de Hilbert de Hx, y asi sucesivamente, obteniendo una torre de extensiones en la que
cada cuerpo es el cuerpo de Hilbert del anterior. Una pregunta interesante es si esta torre es
finita, en cuyo caso se tendria una extension finita de K con nimero de clases 1. La respuesta
es que no siempre es asi (ver el articulo de P. Roquette en [CaF67]).

Proposicion 4.6.7. Sea L/ K finita y abeliana y m un médulo de K. Entonces L C Ky, si'y solo
si f(L/K)|m.

Dem. Para una implicacién, observemos que en general vale que si K C L C M entonces
f(L/K)|f(M/K); esto se sigue inmediatamente de la transitividad de la norma. Para la otra
implicacién, sea m un moédulo divisible por el conductor, es decir, un médulo admisible. Se
tiene entonces que K *W,,, C K* NL/K I;. Por el Corolario 4.5.6, es obvioque L C K. U

Corolario 4.6.8. Toda extension finita y abeliana de K estd contenida en K, para algiin m, y
el conductor es el minimo tal m.

Analizaremos ahora el caso de K = Q, y veremos un contragjemplo de que el conductor
del cuerpo de clases radial no es siempre el médulo.

Proposicion 4.6.9. Sea m € Z y m = (m)oo. Entonces Qum = Q((p), el cuerpo ciclotémico
de las raices m-ésimas de la unidad.

Dem. Por el Ejemplo 1.1.13, Q((,,) es una extensién finita y abeliana de Q, cuyos primos
ramificados dividen a m. Ademds, el mapa de Artin

b : Ig(m) — Gal(Q(Gm)/Q) ~ (Z/mZ)*

estd dado por ¢(a/b) = [a][b]~!, donde (a/b) > 0y (a,b) = (a,m) = (b,m) = 1. Segiin
el ejemplo 4.1.1, se sigue que el nicleo del mapa de Artin es exactamente Pp;(m), y por la
unicidad del teorema de existencia, se sigue el resultado. O

Como consecuencia, si tomamos, por ejemplo, m = (2)oo, vemos que el cuerpo de clases
radial médulo m es Q(¢2) = Q. Luego, el conductor es 1, que es estrictamente mas chico que
m.

Corolario 4.6.10 (Teorema de Kronecker-Weber). Toda extension finita y abeliana de Q es
ciclotomica (esto es, estd contenida en Q((,) para algiin m).

Dem. Todo médulo de Q es de la forma m = (m)ooS, con m € Zy e = 0,1. Luego, el
conductor de cualquier extension finita y abeliana L de Q divide a (m)oo para algin m. De
aqui se sigue que L estd contenida en Q)00 = Q((im)- O

Observacion 4.6.11. El dltimo teorema se puede probar sin usar teoria de cuerpos de clases. Ver
[Mar77] para una guia de la demostracion.
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Ejercicio 4.6.12. Si m es el minimo nimero natural tal que K C Q((,,), entonces f(K/Q) es
(m)si K C Ry (m)oo sino.



Capitulo 5

Cohomologia de grupos

La cohomologia de grupos es una herramienta fundamental tanto en la teoria de cuerpos de
clases como en otros contextos. Omitiremos varias demostraciones, principalmente las que son
puramente formales; en el caso en que la demostracion ilustre ideas que nos sean utiles para
otras cosas, la haremos con mas detalle. Para un tratamiento completo, consultar el libro de
Cartan-Eilenberg [CaE56).

5.1. Definiciones

Sean GG un grupo, y A un grupo abeliano. Decimos que G actda (a izquierda) en A si se tiene
un morfismo de grupos G — Aut(A). Esto es equivalente a decir que se tiene una aplicacion

Gx A— A,
(9,a) — g.a

tal que (g¢’).a = g.(¢’.a) para g,¢' € Gya € A, ytal que g.(a + a') = g.a + g.a' para
g € Gya,d € A.Esto también es equivalente a darle a A una estructura de ZG-mddulo.
De ahora en mds, nos referiremos a un tal A como un G-médulo. Notemos que dado cualquier
grupo abeliano A, podemos considerarlo como un G-médulo via la accién trivial g.a = a para
g€ G,a€A.

Sea A un G-médulo. Notaremos con A% al subgrupo de A de los invariantes por la accién
de G. Es el subgrupo mds grande de A sobre el cual GG actia trivialmente, y depende funto-
rialmente de A. Si B es otro G-mdédulo, notaremos con Homg (A, B) al grupo de morfismos
de G-médulos entre A y B, y con Homy (A, B) al grupo de morfismos de grupos abelianos.
Observemos que a Homy (A, B) le podemos dar una estructura de G-médulo de la siguiente
manera: dado g € G'y ¢ € Homg(A, B), g. es la aplicacién a — g.¢(g'.a), a € A. Es facil
ver que

Homg (A, B) = (Homgz(A, B))C.

En particular, si vemos a Z como G-médulo trivial,
Homg(Z, A) = (Homgy(Z, A))¢ = A9,

61
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y esto define un isomorfismo natural entre los funtores Homg (Z, —) y (—)°.

Diremos que un G-médulo A es coinducido si es isomorfo a un G-médulo de la forma
Homyz(ZG, X),

donde X es cualquier grupo abeliano (con la accion trivial de GG), y que es relativamente inyec-
tivo si es un sumando directo de un coinducido.

La categoria de G-mddulos consiste entonces de los grupos abelianos en los cuales G actia,
es decir, las representaciones de GG (en grupos abelianos); se tienen como es usual las teorias de
cohomologia y de homologia. Dado A un G-médulo, definimos los grupos de cohomologia de
G con coeficientes en A via

HY(G, A) = Ext? ,(Z,A) ¥ q>0,

donde consideramos a Z con la accion trivial. Es decir, H?(G, —) son los funtores derivados

~

a derecha del funtor exacto a izquierda Homg(Z, —) = (—)%. No son s6lo una sucesién de
funtores; son un “d-funtor cohomoldgico™: para cada ¢ > 0 y para cada sucesion exacta corta
de G-médulos

0-A—-B—-C—0

hay un “morfismo de conexién”
§: HY(G,C) — HI (G, A),
con el cual se forma la sucesion exacta “larga”
. — HY(G,B) — HY(G,C) — H(G, A) — HIT(G,B) — ...

Ademds, estos morfismos de conexién dependen funtorialmente en la sucesion exacta corta.
Recordemos la definicién de funtor derivado y la forma en que se construyen estos grupos
de cohomologia: se toma una resolucion proyectiva de Z por G-moédulos

=P —-P—-7Z—0

y se le aplica Homg(—, A). La cohomologia en grado ¢ del complejo obtenido (la imagen
cocientada por el nicleo en el lugar ¢) es entonces H1(G, A).
Las siguientes propiedades caracterizan al §-funtor cohomolégico { H4(G, —),d}:

1. HY(G, A) = A%,
2. HY(G,A) = 0paraq > 1si A es un G-médulo inyectivo.

(estas son propiedades generales de los funtores derivados). La segunda propiedad se puede
reemplazar por la siguiente.

Proposicion 5.1.1. H4(G, A) = 0 para q > 1 si A es relativamente inyectivo.
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Dem. Por aditividad, s6lo debemos probar esto para el caso en que A sea coinducido, digamos
A = Homy(ZG, X). Pero si B es un G-médulo, Homg (B, A) & Homy (B ®z¢ 2G, X) =
Homy (B, X). Aplicando esto a una resolucion proyectiva como antes, se tiene que el g-ésimo
grupo de cohomologia del complejo obtenido no es otra cosa que Ext? (Z, X), que es 0 para
q > 1 por ser Z un Z-mdbdulo proyectivo. O

Como podemos tomar cualquier resolucion proyectiva de Z, construiremos una en partic-
ular, llamada “complejo estandar”. Tomamos P; como el Z-médulo libre con base G+, es
decir, con base los elementos (go, ..., g;), con gy, ...., g; € G. La accién de G es punto a punto:
5.(90y -y gi) = (890, ..., 5g;). El médulo P; es claramente libre como G-mddulo, y a fortiori
proyectivo. Observemos que Py = ZG.

Debemos definir las diferenciales. Para ¢ > 0, tomamos d;11 : P;+1 — P; dada por

i+1
di+1(g()a "'7gi+1) = Z(_l)j (907 ey Gj—15G5415 ooy gi+1)7
7=0

y € : Py — Z definido por €(g) = 1 paratodo g € G. Es decir, (3 e Agg) = > e Ag- Esun
ejercicio rutinario verificar que efectivamente tenemos una resolucion. Aplicando Homeg(—, A),
obtenemos Homg (P, A), que no es otra cosa que el conjunto de funciones f : G — A tales
que f(s90, ..., s9i) = s.f (9o, .-, g;) paratodos s, go, ..., gi € G (esto es porque Homg(FP;, A) =
(Homyz(P;, A))%). Pero una tal f est4 determinada por los valores que toma en elementos de la
forma (1, g1 g2, ..., g192...9: ) Es facil ver que se tiene entonces una biyeccién entre Home (P;, A)
y el conjunto de funciones de G* en A (no necesariamente G-lineales). Bajo esta identificacién,
la diferencial 9; : Homg(P;—1, A) — Homg(P;, A) queda (para i > 1):

i—1

(0:0) (91, -+ 96) = 91:0(92,--96) + D _ (=1 @(g1, -+, 9341, -+ 96) + (=1)'0(g1, - gim1)-
j=1

Andlogamente se pueden definir los grupos de homologia de G como los funtores derivados
a izquierda del funtor exacto a derecha Z ®g — (notamos con ®¢ al producto tensorial sobre
7Z.@3), es decir, si A es un grupo abeliano en el cual GG actia,

Hy(G, A) = Tor’(z, A).

Una observacion fécil es que el funtor Z ®¢ — es naturalmente isomorfo al funtor (—)¢, donde
por definicién, Ag = A/IgA, siendo I el ideal de aumentacién de G. Esto es, I es el nicleo
del morfismo candnico € : ZG — Z. Notemos que I estd generado por los elementos de la
forma g — 1 con g € G. La coleccién de funtores { H,(G,—), A} constituyen un “d-funtor
homoldgico”, con morfismo de conexién A, caracterizado por

1. Ho(G, A) = Ag;

2. Hy(G,A) =0parag > 1siAesun G-médulo proyectivo.
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Como antes, esta tltima condicién se puede reemplazar por la enunciada en la siguiente proposi-
cion. Si Ay B son dos G-médulos, se le puede dar a A ®7 B una estructura de G-médulo via
g.(a®b) = g.a® g.b. No es dificil ver que (A ®yz B)g ~ A®¢ B. Decimos que A es inducido
si es de la forma ZG ®yz X para un cierto grupo abeliano X (con la accién trivial de G7), y que
es relativamente proyectivo si es un factor directo de un inducido.

Proposicion 5.1.2. H,(G, A) = 0 para q > 1 si A es relativamente proyectivo.

Nos interesara una caracterizacion del primer grupo de homologia de Z viéndolo como G-
modulo trivial para cualquier GG. Consideremos la sucesion exacta corta

0—Ig—72ZG—7Z— 0.

Como ZG es un G-médulo inducido, H;(G,ZG) = 0. Luego, la sucesién exacta larga de
homologia da lugar a una sucesién exacta

0— H\(G,7) — Ig/13 — 7ZG)IgZG — 7 — 0.

La aplicacién del medio es la inducida por la inclusién I — ZG 'y, por lo tanto, es cero. Esto
implica que el morfismo de borde es un isomorfismo

H\(G,Z) ~ I/ I,

y, ademas, dice que (ZG)g = Z, es decir, Z es el cociente més grande de ZG en el cual G
actda trivialmente. Aqui, Ié es el subgrupo de ZG generado por los elementos de la forma
(g—1)(h—1)cong,h € G.

Lema 5.1.3. Sea G’ el conmutador de G, y G = G/G'. Entonces la aplicacién g — (g —
1) + I% induce un isomorfismo
G — Ig/Ié.

Dem. Consideremos la aplicacién g — (g — 1) + 1, % G — 1g/ I%. Es un morfismo de grupos
pues

gh—=1=(g=D)(h=1)+(g—1)+(h—1)=(g—1)+ (h—1)(mod [&).

Alser Ig/I (2; abeliano, este morfismo se factoriza por G.
El grupo I es libre, y una base consiste de los elementos de la forma g — 1 con g € G,
g # 1. Tomemos el morfismo I — G dado por mandar g — 1 a la clase de g. Como

(g-—1(h=1)=(gh—-1)=(g—-1) = (h—1),

vemos que (g — 1)(h — 1) va a parar a 1. Como estos elementos generan IZ, el morfismo se
factoriza por I /1, g; Es inmediato ver que las aplicaciones son mutuamente inversas. O

Corolario 5.1.4. El grupo H,(G,7Z) es candnicamente isomorfo a G.



CAPITULO 5. COHOMOLOGIA DE GRUPOS 65

Volviendo a la cohomologia, utilizaremos el complejo estandar para dar una descripcion
explicita del primer grupo de cohomologia H'(G, A). Por definicién, consiste en el grupo de
los 1-cociclos cocientado por los 1-cobordes Z'(G, A)/B(G, A). El grupo de 1-cociclos es
ZHG,A) = ker(ds) = {¢p : G — A : 63(p) = 0}, es decir, consiste de los morfismos
cruzados: funciones ¢ de G en A tales que ¢(g192) = g1.0(g92) + ¢(g1). Por otra parte, un
1-cociclo es un 1-coborde si y sélo si existe un a € A% tal que ¢(g) = g.a —aparatodo g € G.

Diremos ahora explicitamente quién es el morfismo de conexién § : H(G,C) — HY(G, A)
(para una sucesi6n exacta corta de G-médulos 0 — A — B — C — 0).Seac € H)(G,C) =
CC. Lo levantamos a b € B via el epimorfismo B — C — 0, y consideramos 01 (b), el 1-
coborde de B definido por 01 (b)(g) = g.b — b. Por el morfismo B — C, g.b — b vaaparara0
para todo g € (7, con lo cual, si vemos a A como un submédulo de B, se tiene que g.b — b € A
para todo g € G. De esta manera, 0;(b) se puede ver como un 1-cociclo de A. Se ve entonces
que &(c) es la clase 04 (b) de este cociclo en H!(G, A).

Lema 5.1.5. Sean M; (i € 1) G-médulos. Entonces
HYG, [[ M) ~ [[HUG, My).

Dem. Como HY(G, A) = Ext},(Z, A), para calcularlo podemos tomar resoluciones inyectivas
de A, y calcular la cohomologia del complejo obtenido de esta resolucién aplicando (—)G.
Sea M; — I; una resolucién inyectiva de M;. Como el producto de G-mdédulos inyectivos
es inyectivo, [[ M; — []I; es una resolucion inyectiva de [ [ M; (aqui debemos usar que el

producto de sucesiones exactas de (G-moddulos da una sucesion exacta). Por lo tanto,

HY(G, [ M) = H((J[ 109 = B«Q [(1:9) = [[ #4(1:©) = [ [ HY(G, Ms).

En la antedltima igualdad, usamos el hecho trivial de que la cohomologia de un producto de
complejos es el producto de las cohomologias. O

Lema 5.1.6. Sea I un conjunto dirigido, es decir, un conjunto parcialmente ordenado tal que
dados dos elementos cualquiera hay uno que es mayor que ambos. Sea M la union de ciertos
G-submdédulos M;, con M; C M; sii < j. Entonces

HY(G, M) = lim HY(G, M;).

Dem. Lo dejamos como ejercicio. Se sigue del hecho de que el limite directo de sucesiones
exactas es una sucesion exacta, y, por lo tanto, la formacion del limite directo conmuta con el
pasaje a la cohomologia en los complejos. O

5.2. Cambio de grupo

Sean G y G’ dos grupos. Sea f : G’ — G un morfismo de grupos y A un G-médulo. Le
podemos dar a A una estructura de G’-médulo, via ¢’.a = f(g’).a. Notaremos a este G'-médulo
por f*A. Es claro que A c (f*A)%’, con lo cual, se tiene definido un morfismo H(G, A) —
HY(G', f*A). Como H°(G,—) es un §-funtor cohomolégico universal y H(G’, f*—) es un
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d-funtor cohomolégico, este morfismo se extiende de manera tinica a un morfismo de d-funtores
cohomolégicos fy : HY(G,—) — HY(G', f*~).

Podemos hacer algo mds general. Sean A un G-mé6dulo y A’ un G’-médulo, y seay : A —
A’ un morfismo de grupos abelianos; decimos que y es compatible con f siy(f(s').a) = s'.v(a)
para todos s’ € G’ y a € A. Esto es lo mismo que decir que ~y es un morfismo de G’-médulos
f*A — A’. Induce, por lo tanto, un morfismo de d-funtores cohomolégicos H1(G', f*A) —
H(G', A”), que, componiéndolo con [, da lugar a un morfismo

(f,7)y: HI(G, A) — HI(G', A").
Ejemplos:

1. Sea H un subgrupode Gy f : H — G lainclusién. Se tiene entonces un morfismo para
todo ¢ > 0 llamado restriccion

Res: HY(G,A) — HI(H, A),

que en grado 0 coincide con la inclusién AY < A . En términos del complejo estandar,
la restriccion es efectivamente restringir cociclos de G a cociclos de H.

2. Sea H un subgrupo normal de Gy f = m : G — G/H la proyeccién candnica. Sea
v+ A — A lainclusién. Entonces v y f son compatibles y se tiene un morfismo para
q > 0, llamado inflacién,

Inf : HY(G/H, AT) — HY(G, A).

Todo lo que hicimos hasta aqui se puede hacer también para homologia. En particular, si H
es un subgrupo de G, se tiene un morfismo, llamado correstriccion,

Cor: Hy(H,A) — Hy(G, A).

Veremos ahora un resultado elemental que nos serd muy dtil. Sean H un subgrupode Gy B
un H-modulo. Definimos el G-médulo B* = Hompy (ZG, B), donde la accién de G estd dada
por (s.¢)(g) = ¢(gs). Sea 6§ : B* — B definida por 6(¢) = ¢(1). Luego, € y la inclusion
H — G son compatibles, y queda definido un morfismo

6,: HI(G,B*) — HY(H, B)
para todo g > 0.

Lema 5.2.1 (Shapiro). Los morfismos 0, son isomorfismos para todo q > 0.

Dem. Probaremos que 6y es un isomorfismo. Como la familia {6,} es un morfismo de J-
funtores cohomolégicos, y H(G, (—)*) es universal, se sigue que 6, es un isomorfismo para
todo ¢ > 0 por propiedades formales de los d-funtores cohomoldgicos.

Consideremos entonces 6 : (B*)¢ — B Tenemos que (B*)® = {¢ € Hompy(ZG, B) :
w(gs) = p(g)Vs,g € G}y Oo(p) = ¢(1) para tal ¢. Es un isomorfismo, pues ¢ estd deter-
minada por su valor en 1: ¢(s) = ¢(1s) = (1), y es claro que dado a € B, la funcién ¢
definida por ¢(s) = a para s € G estd en (B*)C. O
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Sea A un G-médulo y t € G. Consideramos el morfismo ¢; : G — G, @;(s) = tst™L
Notemos con A? a ¢} A, y consideremos los morfismos inducidos en la cohomologia

(p)y : HY(G, A) — HY(G, AY.

Por otra parte, § : A" — A, 6(a) = t~!.a da lugar a un isomorfismo de G-médulos, que induce
entonces isomorfismos en la cohomologia

HY0) : HY(G,A") — HY(G, A).
Proposicion 5.2.2. El morfismo (@) 0 H?(0) es la identidad para todo q > 0.

Dem. Lo probamos en grado 0, y por propiedades de d-funtores cohomoldgicos, vale para todo
grado. Es muy ficil ver que (A")¢ = t.A% y en grado cero las aplicaciones son:

1. t.

t.AG AG t.AG.

5.3. La sucesion Inflacion-Restriccion

Teorema 5.3.1. Sean A un G-mddulo y H un subgrupo normal de G. Entonces la sucesion

0 HY(G/H, A" gY(G, A) —RS > HY(H, A)

es exacta.

Dem. La demostracion consiste en una verificacidn con los cociclos del complejo estdndar.
Notemos que si f € HY(G/H,A"), con f : (G/H)? — A",y :G — G/H la proyeccién
canénica, entonces Inf(f) = fo, siendo f om : G¢ — A dada por f o w(g1,...,9q) =
f(m(g1), ..., m(gq))- Porotraparte, sig € H(G, A),cong : G? — A, entonces Res(g) = g|ma.
Probemos ahora la exactitud de la sucesion.

= ResoInf = 0: Sea f € H'(G/H, A). Entonces Inf(f) =
es el 1-cociclo dado por ¢(g) = f(n(g)). Luego, Res(Inf(f))
p(h) = f(m(h)) = f(r(1)) para todo h € H, pues w(h) = =
otra parte, al ser f un cociclo, f(7w(1)) = f(7(1)m(1)) = =(1)
f(m(1) + f(m(1)); luego, f(w(1)) = 0.

= Exactitud en H'(G/H, A): Debemos probar que Inf es un monomorfismo. Sea f :
G/H — AM un 1-cociclo tal que Inf(f) = 0. Esto significa que existe a € A tal que
f(m(g)) = ga—a paratodo g € G. Bastaver que a € AY, conlo cual, f serd un coborde.
Sabemos que si g1,92 € G estdn en la misma coclase de G/H entonces f(m(g1)) =
f(n(g2)). Luego, ga —a = gha — a paratodo g € Gy h € H. Tomando g = 1,
obtenemos que a € A,

@,donde p : G — A

@lu. Pero ¢l (h) =
1) alser1 € H. Por

(1)
f() + f(7(1)) =
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= Exactitud en H!(G, A): Sea f : G — A un 1-cociclo tal que Res(f) = 0. Esto significa
que existe a € A tal que f(h) = ha — a paratodo h € H. Sea s el 1-coborde definido
por s(g) = ga — a. Entonces 3 = 0, con lo cual, f = f — s. Esto nos permite suponer
que f|lg = 0.
Al ser f un cociclo, f(st) = f(s) + s.f(t). Si tomamos ¢ € H, obtenemos que f es
constante en las coclases de H en G, y si tomamos s € H, ¢ € (7, tenemos que la imagen
de f estd contenidaen A, Luego, f es lainflacién de la clase de un cociclo G/H — A,

O
Proposicion 5.3.2. Sean G un grupo y H un subgrupo normal de G. Sea q > 1 tal que
HY(H,A) = ...= Hi"Y(H, A) = 0. Entonces la sucesion
0 HY(G/H, AT 2~ H9(G, A) —2% > HI(H, A)

es exacta.

Demostracion. Lo hacemos por induccion (“aumento de dimension”). Para ¢ = 1, las hipdtesis
son vacuas y la afirmacion es el teorema anterior. Supongamos que vale para ¢ — 1, con ¢ > 1.
Consideramos el G-médulo A* = Homgz(ZG, A), con la inyecciéon A — A* dada por a +—
(g — ga).Sea A’ = A* /A, de manera que tenemos la siguiente sucesién exacta de G-médulos:

0—-A—A*— A —0.

Como, en particular, es una sucesion exacta corta de H-moddulos, obtenemos la sucesion exacta
larga de cohomologia:

0 AH (A*)H

(ANt

HY(H,A) — H'(H, A*) — H'(H, A') — -

= HV(H, A) — HOV(H, A*) — HO\(H, A') —

HI(H,A) — HI(H, A*) —= HI(H, A") — -

Al ser ZG un ZH-médulo libre, tenemos que A* es ZH-coinducido. Luego, H(H, A*) = 0
paratodo i > 1. De la sucesién exacta larga obtenemos entonces que H*(H, A') ~ H*t1(H, A)
para todo i > 1. Luego, por hipétesis, H'(H, A’) = 0 parai = 1,...,q — 2. Consideremos
entonces el siguiente diagrama (claramente conmutativo por ser Inf y Res morfismos de -
funtores cohomoldgicos):

0 HN(G/H, (A)T) —2 s H (G, A) — = HOY(H, A)
J\L éi 6l
0 HI(G/H, AH) — 1 HYG, A) —B= . ga(H, A).
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Por lo recién probado y por hipdtesis inductiva, sabemos que la fila de arriba es exacta. Probemos
que los ¢ son isomorfismos. Esto demostrara que la fila de abajo también lo es. El tercer § es un
isomorfismo pues es el que aparece en la sucesion exacta larga que tenemos escrita.

Notemos que todavia no usamos que H'(H, A) = 0. Esto nos dice que la sucesién de
G/ H-modulos

0— A7 — (A - (AHH -0

es exacta. Aplicando la sucesion exacta larga de cohomologia para G/H y observando que
(A" es Z|G ) H)-coinducido, tenemos que los morfismos de conexién 6 : H(G/H, (A")H) —
H(G/H, A") son isomorfismos para i > 1, con lo cual, el primer & del diagrama es un iso-
morfismo.

El segundo § : H7}(G,A’) — H9(G, A) es un isomorfismo pues H'(G, A*) = 0 para
todo ¢ > 1 al ser A* un G-médulo coinducido. O]

Recordemos que, si H es un subgrupo de (G, tenemos definidos morfismos
Res: HY(G,A) — HI(H,A) ¢q >0,
Cor: Hy(H,A) — Hy(G,A) ¢>0.

Definiremos a continuacion la restriccion en la homologia y la correstriccion en la cohomologia,
en el caso en que (G : H) sea finito.
Para definir Cor : HY(H, A) — H9(G, A), 1o hacemos primero en grado 0. Si a € A", sea

Ney(a) =) sa,

donde la suma se toma sobre un conjunto de representantes de G/ H . El resultado no depende de
la eleccion de estos representantes, pues a € A, y define un elemento de A®. Este morfismo
se extiende a todo grado por propiedades formales y da lugar a un morfismo de §-funtores coho-
moldgicos. La definicién concreta en grados mds altos no nos interesa; para esto, ver [CaES6].

Proposicion 5.3.3. El morfismo CoroRes : H1(G,A) — HY(G, A) consiste en multiplicar
por (G : H).

Dem. Basta chequearlo en grado 0, y esto es trivial por la definicién de la correstriccion recién
hecha. O

En la homologia, definimos Res : Hy(G,A) = Ag — Ho(H,A) = Ag de la siguiente

manera. Dado a € A, si s, s’ estdn en la misma coclase de G/ H entonces s~la=s"laen Ay,

y, por lo tanto, podemos definir
cyula) = Z s 'a,

S

donde la suma se toma sobre un conjunto de representantes de G/ H; es facil ver que no depende
de la clase de a en Ag. Como antes, este morfismo se extiende en todo grado y da lugar a un
morfismo de J-funtores homoldgicos. El siguiente resultado es analogo al caso anterior.

Proposicion 5.3.4. El morfismo CoroRes : Hy(G,A) — Hy(G, A) consiste en multiplicar
por (G : H).
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5.4. Cohomologia de Tate

Proposicion 5.4.1. Sea G un grupo finito. Entonces los G-mddulos coinducidos e inducidos son
los mismos.

Dem. Sean X un grupo abeliano y A = Homz(ZG, X), B = ZG ®yz X. Es fécil ver que los
morfismos de G-médulos A — B, o — Y 5@ ¢(s),y B = A, s @z — (3 jgg — is)
son inversos. g

Sea G un grupo finito, y N = >° _~s € ZG. Sea A un G-médulo. Consideramos el
endomorfismo Ny : A — A, “multiplicar por N”. Es facil ver que IcA C ker(Ny4) y que
Im(N4) C AY. Luego, N4 induce un morfismo N*% : Hy(G, A) — H°(G, A). Definimos

Ho(G, A) = ker(N*) = ker(N4) /I A,
H°(G, A) = coker(N%) = A%/ N4(A).

Proposicién 5.4.2. Si A es inducido (equivalentemente, coinducido) entonces H °(aG,A) =
Hy(G,A) =0.

Dem. Digamos que A = ZG ®7 X . Entonces todo elemento de A se escribe de manera tinica
como ) .~ 5 ® g, con s € X,y tal elemento queda fijo por la accion de G si'y s6lo si todos
los x5 son iguales a un cierto x. En este caso, el elemento es la norma de 1 ® x y, por lo tanto,
HO(G, A) = 0. La cuenta para Hy(G, A) es muy similar y la omitimos. O

Los grupos de cohomologia de Tate se definen para q € Z por:

1(G,A) = HYG,A) sig>1;
(G, A) = AS /N 4(A);
UG, A) = Ho(G, A);
H9G,A)=H, 1(G,A) sig>2.

g aapun)un)

El siguiente resultado afirma que se pueden “pegar” las sucesiones exactas largas de ho-
mologia y cohomologia. Su demostracién es puramente formal y puede encontrarse en [CaE56].

Teorema 5.4.3. Sea 0 — A — B — C — 0 una sucesion exacta corta de G-mddulos.
Entonces se tiene una sucesion exacta larga

.. — HY(G,A) — HY(G,B) — HY(G,C) — HI*Y (G, A) — ...

S6lo nos interesa el morfismo & : Ho(G,C) — H°(G, A). Por definicién, Hy(G,C) =
ker(N¢). Sea ¢ € ker(N§) C Ho(G,C), y seab € Hy(G,B) tal que va a parar a ¢ por el
morfismo inducido por B — C. Luego, N%;(b) va a parar a0 en H(G, B). Seaa € H°(G, A)
tal que va a parar a N;(b). Entonces se define 5(c) como la clase de a en HO(G, A).

Los grupos de cohomologia de Tate definen un “d-funtor cohomolégico en todas las dimen-
siones”, que se anula en los médulos relativamente proyectivos. De aqui se siguen las siguientes

propiedades:



CAPITULO 5. COHOMOLOGIA DE GRUPOS 71

(a) Tomando la sucesién exacta corta 0 — A — A* — A’ — 0, al ser A* coinducido,
obtenemos que
HY(G,A) = H G, A" VYqez,

y esto permite calcular los grupos de cohomologia de manera inductiva.

(b) Si consideramos ahora el G-médulo inducido A, = ZG ®z A (mirando aqui A como
grupo abeliano), con el epimorfismo de G-médulos A, — A, s ® z — s.x, tenemos que
A = A, /A es cociente de un inducido, y la sucesién exacta corta) — A" — A, — A — 0
nos dice que
HYG,A) = H*Y(G, A') VqeZ,

pudiéndose calcular asi los grupos de cohomologia inductivamente “para arriba”.

Definiremos ahora restriccion y correstriccion para los grupos de cohomologla de Tate. Sea
G un grupo finito y H un subgrupo. Para ¢ > 1, Res : Hq(G A) — Hq(H A) es el de antes;
para q>2,Res: H- 9(G,A) — H- 9(H,A)eseldela homologia. Consideremos el morfismo

o ¢+ Ac — Ap. Es ficil ver que manda Ho(G, A) en Hy(H, A), induciendo entonces un
morfismo en grado —1. En grado 0, la restriccién es el morfismo inducido por A® — AH.
Tenemos asi definido Res : ﬁq(G, A) — ﬁq(H, A) para todo ¢ € Z. Se puede ver que es un
morfismo de §-funtores cohomolégicos mediante un célculo explicito en los grados del medio.
Mas atin, es el tnico morfismo de §-funtores cohomolégicos tal que en grado 0 es el inducido
por AG — AH,

Para la correstriccion, ya tenemos definidos Cor : H UH,A) — H H(G, A) parag > 1,y
Cor : H9(H,A) — H™9(G, A) para ¢ > 2. En grado —1, Cor : Hy(H, A) — Hy(G, A)
consiste en mandar la clase de un elemento a en Hy(H, A) ala clase del mismo a en Hy(G, A);
es facil ver que esta aplicacion esta bien definida. En grado 0, consideramos el morfismo N/ :
AH —, AG_ que induce el morfismo deseado. Se puede ver que Cor : HY(H, A) — H9(G, A)
(g € Z) es el inico morfismo de §-funtores cohomoldgicos que en grado —1 coincide con el
inducido por ker(N%) < ker(NG) (siendo N§, N# los morfismos de multiplicacién definidos
al principio para G y H respectivamente).

Inmediatamente tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 5.4.4. El morfismo CoroRes : H1(G,A) — HY(G, A) consiste en multiplicar
por (G : H) para todo q € Z.

En particular, tomando H = 1 (de manera que H 9(H, A) = 0 para todo q), podemos probar
el siguiente resultado.

Proposicion 5.4.5. Si g = (G : 1) entonces gl‘tfq(G7 A) = 0 para todo q € 7.

Corolario 5.4.6. Si A es un G-mddulo, finitamente generado como Z-mddulo, entonces Ha (G, A)
es un grupo finito para todo q.

Dem. Por la definicién con ciclos y cociclos, es claro que H (G, A) es finitamente generado.
Al ser de torsién, debe ser un grupo finito. O
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Corolario 5.4.7. Sea S un p-subgrupo de Sylow de G. Entonces para todo g € Z, Res :
Hq(G A) — Hq(S A) es un monomorfismo en la componente p-primaria de Hq(G A).

Dem. Escribamos (G : 1) = p*mconp{m.Six € Hq(G, A) es tal que Res(z) = 0 entonces
Cor o Res(x) = mx = 0. Esto implica que x = 0. O

Corolario 5.4.8. Si Res(x) = 0 en flq(S, A) para todo subgrupo de Sylow S de G entonces
xz=0.

5.5. Productos ‘“cup”
Teorema 5.5.1. Sea G un grupo finito. Entonces existe una tinica familia de morfismos
H?(G, A) ®z H(G, B) — H"*4(G, A @z B)

(notados por (a @ b) — a.b), definidos para todos los enteros p, q y todos los G-mddulos A, B,
tal que:

(1) los morfismos son funtoriales en Ay en B;

(1) parap = q = 0, estdn inducidos por el producto natural
A¢ Rz B¢ — (A®z B)G;

() si0 - A — A" — A” — 0 es una sucesion exacta de G-mddulos, tal que 0 —
A®y B — A'®z B — A”®y B — 0 también es exacta, entonces para a” € HP(G, A”)
ybe HY(G, B) se tiene que

(6a").b = 6(a".b) € HP NG, A®y B);
(Iv) si 0 — B — B’ — B” — 0 es una sucesion exacta de G-mddulos, tal que 0 —

A®z B — A®y B'— A®z B" — 0 también es exacta, entonces para a € ﬁp(G, A)
ybV' € H1(G, B") se tiene que

a.(80") = (—1)P8(a.b") € HP (G, A®y B).

Dem. Ver cualquiera de las referencias citadas en este capitulo. O
Las siguientes propiedades se prueban facilmente de manera formal.
Proposicion 5.5.2. (1) (a.b).c = a.(b.c) (al identificar (A®z B)®zC con ARz (B®z(C));
(11) a.b = (—1)dm(a)-dim®)yp ¢ (4] identificar A ®7 B con B @7 A);
(111) Res(a.b) = Res(a). Res(b);
(1v) Cor(a.Res(b)) = Cor(a).b.
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5.6. Grupos ciclicos y cocientes de Herbrand

Sea GG es un grupo ciclico de orden n y s un generador de G. Sean N y D los elementos de
Z@G definidos por

n—1
N:Zt:ZSi,

te@ i=0
D=s—-1.
Consideramos el siguiente complejo de cocadenas: K = ZG (i € Z). La diferencial

d: K' — K" estd dada por multiplicacién por D (respectivamente por N) si i es par (re-
spectivamente impar). Dado A un G-médulo, sea K(A) = K ®zg A; entonces Ki(A) = A
para todo i, y la diferencial d : K'(A) — K**1(A) esta dada por multiplicacién por D si i es
par, y multiplicacién por N si ¢ es impar.

Una sucesion exacta corta ) — A — B — (' — 0 de G-modulos da lugar a una sucesion
exacta corta de complejos

0— K(A)— K(B)— K(C)—0,

y, por lo tanto, a una sucesién exacta larga de cohomologia; en particular, da lugar a un operador
de coborde 4.

Proposicién 5.6.1. El funtor cohomoldgico { H(K (—)), 8} es isomorfo al funtor { H1(G, —), 6}.

Dem. Es claro que H(G, A) = HO(K(A))y que H"Y(G,A) = HY(K(A)), y que los
operadores de coborde § que relacionan H° con H~! son los mismos. Luego, por la Proposicién
5.4.2, H1(K(A)) = 0 (¢ = 0,—1) cuando A es un G-mddulo relativamente proyectivo. Como
H1(K(A)) s6lo depende de la paridad de ¢, para tal A, H9(K(A)) = 0 para todo ¢ € Z. Se
sigue formalmente que los dos d-funtores cohomoldgicos son isomorfos. O

Corolario 5.6.2. El grupo H 1(G, A) depende solo de la paridad de q. Mds explicitamente,
HY(G, A) = ker(D)/Im(N) = A°/NA si ¢ = 0(mod?2);

HY(G, A) = ker(N)/Im(D) = ker(N)/IgA si ¢ = 1(mod2).

Observacion 5.6.3. Los isomorfismos de arriba dependen del generador s de G que estamos
tomando. Otra forma de ver esto es la siguiente. Dado s, tomamos un cardcter x* : G — Q/Z
tal que x°(s) = 1/n. La sucesion exacta corta 0 — Z — Q — Q/Z — 0 da lugar a un
morfismo de conexién que transforma x* en dx* € H?(G,Z). Entonces el isomorfismo que da
la periodicidad H?(G, A) — H9T2(G, A) estd dado por hacer producto “cup” con dx*. Una
demostracién de esto estd dada por la férmula para los productos “cup” dada en [CaE56], p.
252. En particular, en grado 0 es hacer a — a.0x?, que claramente depende de s.
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A partir de ahora, notaremos con H(A) = H(G, A) y H'(A) = H*(G, A). En virtud de
la periodicidad, una sucesion exacta corta de G-mddulos 0 — A — B — C — 0 da lugar a un
hexdgono exacto (obtenido luego de pegar la sucesion exacta larga):

H°(A) — H(B)

7 N

H(C) H(C)

™ 7

H'(B) <— H'(A)

Definimos hy(A) = (H?(A) : 1) (¢ = 0,1) cuando sea finito. Si ambos son finitos, defini-
mos el cociente de Herbrand de A como

h(A) = ho(A)/h1(A).

Proposicion 5.6.4. Sea 0 — A — B — C — 0 una sucesion exacta corta de G-mddulos (G
ciclico). Entonces si dos de los tres cocientes de Herbrand h(A), h(B), h(C) estdn definidos,
también lo estd el tercero y

Dem. Miremos el hexagono exacto de arriba. Supongamos, por ejemplo, que los grupos finitos
son H(A), H'(A), H(B) y H*(B). Sea M la imagen de H°(A) en H°(B), y asf sucesi-
vamente alrededor del hexdgono segun las agujas del reloj. Entonces la sucesiéon 0 — My —
H°(C) — M3 — 0 es exacta. Ademds, My y M3 son grupos finitos: M es la imagen de
H°(B) en H°(C) y Mj3 es un subgrupo de H'(A). Luego, H°(C) es finito, y de la misma
manera se ve que lo es H(C). Si m; = (M; : 1), los 6rdenes de los grupos H%(A), ..., H(C)
son respectivamente mgmy, mima, ..., Msmg, y, por lo tanto, h(B) = h(A).h(C). O

Proposicion 5.6.5. Si A es un G-mddulo finito entonces h(A) = 1.

Dem. Consideremos las siguientes sucesiones exactas:

0 AG A-2-4 Ag 0,

N*
00— H'(A) Ag —2> AG HO(A) —0.

De la primera se deduce que Ag y A son grupos finitos del mismo orden, y vemos a partir de
la segunda que lo mismo sucede con H(A)y H'(A). O

Corolario 5.6.6. Sean A, B G-mddulosy f : A — B un morfismo de G-mddulos con niicleo y
coniicleo finitos. Entonces si algunos de los dos cocientes de Herbrand h(A), h(B) estd definido,
también lo estd el otro y son iguales.
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Dem. Supongamos, por ejemplo, que h(A) estd definido. Consideremos las sucesiones exactas
0 — ker(f) - A—Im(f) — 0,

0 — Im(f) — B — coker(f) — 0.

De las dos proposiciones anteriores, h(Im(f)) estd definido y es igual a h(A), y, por lo tanto,
h(B) esta definido y es igual a h(A). O

Si E es un R-espacio vectorial, decimos que L C E es un reticulo maximal si es un subgrupo
de (E, +) generado por una R-base de E. Esto es equivalente a pedir que la aplicacién candnica

R®y L — F
sea un isomorfismo. La misma definicion se puede hacer cambiando R por Q.

Proposicion 5.6.7. Sea G — End(E) una representacion de G, donde E es un R-espacio
vectorial de dimension finita (esto es, E es un RG-mddulo). Sean L,L' C E dos reticulos
maximales de E invariantes por la accion de G. Entonces si alguno de los dos h(L),h(L")
estd definido, también lo estd el otro y son iguales.

Dem. Necesitaremos el siguiente resultado técnico.

Lema 5.6.8. Sea G un grupo finito y k un cuerpo infinito. Sean M, M’ dos kG-médulos de
dimension finita sobre k tales que M ®y, Q y M’ @y, Q2 son isomorfos como QG-mddulos, para
un cierto cuerpo ) D k. Entonces M y M’ son isomorfos como kG-médulos.

Dem. La aplicacion ¢ @ w — ¢ ® (.w) (donde (.w) : © — € es multiplicacién por w) induce
un isomorfismo de €2-espacios vectoriales

Homkg(M, M/) R Q ~ Homgg(M Qp €, M’ R Q)
Para probar esto, mostraremos primero que la aplicacién (definida de igual manera)
Homk(M, M/) R ) — HOI’HQ(M Ry €2, M’ R Q)

es un isomorfismo de 2-espacios vectoriales. Es facil ver que ambos tienen la misma dimensidn;
probemos, por lo tanto, que es inyectiva. Sean f : M — M’ k-lineal y w € ( tales que
f®(w): M, Q— M ®Q es el morfismo nulo. Entonces f(m) @ (wr) = 0en M’ @ Q
para todos m € M, 7 € Q. Si f no es el morfismo nulo, existe m € M tal que f(m) # 0.
Como en los espacios vectoriales el producto tensorial de dos elementos es 0 si y sélo si alguno
de ellos lo es, se sigue que wr = 0 para todo 7 € €. Por lo tanto, w = 0, y esto prueba que
la aplicacién es entonces un isomorfismo. Dejamos como ejercicio probar que los morfismos
G-lineales de cada lado se corresponden, es decir, que f es G-lineal siy sélo si f ® (.w) es
G-lineal para todo w € ().

Como M y M’ son isomorfos como kG-mddulos, tienen la misma dimension sobre k. De
esta manera, si elegimos bases de M y M’, tiene sentido hablar del determinante de un elemento
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de Homyi(M, M), o de Homoa(M @5 Q, M’ @y ), y que det(f) = det(f @ 1) si f €
Homyg(M, M").

Por el isomorfismo de recién, se sigue que si ¢; es una k-base para Homy (M, M'), también
lo son los elementos ¢; ® 1 de Homag(M ®j Q, M’ @ Q). Como M ®j Qy M’ @ Q son
QG-isomorfos, existen w; € €2 tales que ) . w;(yp; ® 1) es inversible. Luego, su determinante
es no nulo. De esta manera, el polinomio

F(t) =det(d> ti(pi ®1)) € kft1, ..., t]

no es idénticamente cero, ya que F'((w;)) # 0. Como k es infinito, existen b; € k tales que
F((b;)) # 0. Entonces >, bi; es un kG-isomorfismo entre M y M. O

Para demostrar la proposicion, sean M = L ®7 Qy M’ = L' @z Q. Entonces M ®¢g R
es isomorfo a M’ ®g R como RG-médulo. Luego, existe un QG-isomorfismo ¢ : L ®7 Q —
L’ ®7 Q, y L se aplica inyectivamente por ¢ en un reticulo contenido en (1/N)L' para algtin
N € N. Para ver esto ultimo, usamos que ¢(L’) y L son reticulos maximales del mismo Q-
espacio vectorial; escribimos los elementos de una base de ¢(L’) en términos de una base de L
y tomamos /N un denominador comun de los coeficientes.

Si tomamos entonces f = N.¢, se sigue que f aplica L inyectivamente en L’; como ambos
son grupos abelianos libres del mismo rango (finito), el conticleo de f es finito. El resultado que

queremos probar se sigue entonces del corolario 5.2.
O

5.7. Teorema de Tate

A lo largo de esta seccidn, todos los grupos de cohomologia serédn los de Tate y, por lo tanto,
escribiremos HY en lugar de H? para g € Z.

Teorema 5.7.1. Sean G un grupo finito y A un G-médulo. Si H'(H, A) = H*(H, A) = 0 para
todo subgrupo H de G entonces H1(G, A) = 0 para todo q € Z.

Dem. Si G es ciclico se sigue de la periodicidad de la cohomologia. Supongamos que G es
soluble; probaremos el teorema en esta situacion por induccién en el orden de G.

Al ser G soluble, contiene un subgrupo propio (a menos que G = 1) normal H tal que G/H
es ciclico. Como el orden de H es menor que el orden de (7, por hipétesis inductiva se tiene que
H9(H, A) = 0 para todo ¢ € Z. Por la Proposicion 5.3.2, tenemos una sucesion exacta

0 HY(G/H, AT 2~ H9(G, A) —2% > HI(H, A)

para cada ¢ > 1. Como H'(G, A) = H*(G, A) = 0, se tiene que
HYG/H,A") = H*(G/H, A =o.

Al ser G/H ciclico, obtenemos que H?(G/H,A") = 0 para todo ¢ > 1. Por lo tanto,
H9(G, A) = 0 paratodo ¢ > 1. Veamos que H°(G, A) = 0.Seaa € A%; como H(G/H, A7)
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= 0, existe b € A tal que Ng/m(b) = a, y como H(H,A) = 0, existe ¢ € A tal que
Ng(c) = b. Entonces N(c) = N/ (N (c)) = a, y, por lo tanto, H*(G, A) = 0.
Sean A* = Homy(ZG, A) y A’ = A/A*; tenemos la sucesion exacta corta

0—-A— A* > A —>0.

Como A* es ZH-coinducido para todo subgrupo H, tenemos que HY(H, A*) = 0 para todo
q € Zy para todo H (Proposiciones 5.4.1 y 5.4.2). Por lo tanto, HY(H, A) = HI"Y(H, A"
para todo ¢. Entonces A’ satisface las hipétesis del teorema, y luego, por lo probado recién,
HY(G,A") = 0 para todo ¢ > 0. Ademds, la sucesién exacta implica que H (G, A4) =
H°(G, A’) = 0. Repitiendo el argumento se sigue que H%(G, A) = 0 para todo q € Z.

Sea ahora GG un grupo finito arbitrario. Si G'y A satisfacen las hipétesis del teorema, también
las satisfacen G, y A para G/, un p-subgrupo de Sylow de GG. Como un p-grupo finito es soluble,
se tiene que H(G,, A) = 0 para todo ¢ € Z y para todo primo p. Por el Corolario 5.4.6, la
componente p-primaria de H4(G, A) es 0 para todo p y todo g, y, por lo tanto, H?(G, A) = 0
para todo q € Z. O

Teorema 5.7.2 (Tate). Sean G un grupo finito y A un G-mddulo. Supongamos que para todo
subgrupo H de G se cumple que

(a) H'(H,A)=0y
(b) H?(H,A) es ciclico de orden (H : 1).
Entonces para todo q existe un isomorfismo
HYG,7Z) — HT(G, A)
que depende sélo de la eleccion de un generador de H*(G, A).

Dem. Sea ~y un generador de H?(G, A). Como CoroRes : HI(G, A) — HI(H, A) es multi-
plicar por (G : H), Res(v) genera H?(H, A) para cualquier subgrupo H.

Sea ¢ : G x G — A un cociclo que represente a 7. Sea A(y) la suma directa de A con
el grupo abeliano libre con base dada por los simbolos x,, uno para cada ¢ € G, ¢ # 1.
Extendemos la accién de G en A a una accién en A(y) de la siguiente manera:

OTr = Tor — Ty + (0, T).

Utilizamos el simbolo x; para denotar (1, 1). Chequeemos que es efectivamente una accion.
Por un lado,
(p0)r = Tpor — Tpo + (0, T),
mientras que
plozs) = p(or — 2o + p(0,7)) =
= Tpor — Tp+ @(p,07) = (Tpo — o + (p,0)) + pp(o, 7).

Las dos expresiones coinciden pues, al ser (¢ un cociclo, se cumple que

pp(o,7) + ¢(p,07) = w(po,T) + ¢(p, o)
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(fijarse quién es el morfismo de borde). Notemos que ¢ es el coborde del 1-cociclo o +— z,, de
manera que « va a parar a 0 bajo la aplicaciéon H?(G, A) — H?(G, A(y)).

Probaremos a continuacién que las hipétesis del teorema implican que H'(H, A(yp)) =
H?(H, A(p)) = 0 para todo subgrupo H. Tomemos la sucesion exacta corta

0—Ig—2ZG—7Z— 0.

Aqui, I es el grupo abeliano libre con base los elementos ¢ — 1 con o € G, ¢ # 1. Como ZG
es un H-mdédulo inducido, HY(H,ZG) = 0 para todo g € Z. Por lo tanto,

HY'(H,Ig)=H(H,Z)=7/(H : 1)Z,

H*(H,Ig) = H'(H,Z) = 0.

En el tltimo paso usamos que H'(H,Z) = Hom(H,Z), y como H es un grupo de torsién, no
hay morfismos no nulos.
Sea o : A(p) — ZG el morfismo aditivo dado por a(a) = 0sia € Ay a(z,) =0 — 1.
Entonces
0 A Ap) == Ig 0

es una sucesién exacta de G-médulos. Como H'(H, A) = 0 = H?(H, I), la sucesion larga
de cohomologia da lugar a la sucesién exacta

0— H'(H,A(p)) — H'(H,Ig) — H*(H,A) — H*(H, A(p)) — 0.

El tiltimo morfismo es el morfismo nulo, pues H2(H, A) estd generado por Res(7), y el morfis-
mo lo manda a la restriccién de la imagen de v en H?(G, A(y)), que es 0. Luego, H2(H, A(p)) =
0, y, ademds, H'(H, I¢) — H?(H, A) es suryectiva; como ambos grupos tienen el mismo or-
den, esta aplicacién debe ser un isomorfismo. Por ser inyectiva, se tiene que H'(H, A(y)) = 0.
El teorema anterior implica entonces que H4(G, A(¢)) = 0 para todo ¢ € Z. Considerando las
dos sucesiones exactas cortas y el hecho de que HY(G, ZG) = 0 para todo ¢ € Z, se obtiene un
isomorfismo
HY(G,7) — HI(G, A).

O]

Observacion 5.7.3. Se puede ver que el isomorfismo construido consiste en hacer producto
“cup” contra el generador +.

5.8. Cohomologia de Galois

En esta seccién no haremos todas las demostraciones. Se pueden consultar en [Ser79] y en
el Capitulo III de [CaF67].

Sea L/ K una extension de Galois de cuerpos (no necesariamente finita). Su grupo de Galois
es un grupo topoldgico profinito, igual al limite inverso de los grupos Gal(K’/K), donde K’
recorre las subextensiones finitas de Galois de L/ K.
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Sea GG un grupo profinito. Dado M un G-médulo, decimos que M es un G-médulo topoldgi-
co sila aplicacion G x M — M es continua, donde M tiene la topologia discreta. En este caso,
definimos los grupos de cohomologia continuos via

HY(G,M) = lim HY(G/H, AT,

donde H recorre los subgrupos abiertos y normales de G. El limite directo se toma respecto de
los morfismos de inflacién. Las propiedades de H%(G, M) son similares a las de los grupos de
cohomologia usual (y no cambiaremos la notacién, aclarando en cada caso si es necesario): son
un funtor, y se pueden calcular de la misma manera usando el complejo estandar, pero utilizando
funciones continuas G¢ — M.

Sea ahora L/ K una extensién de Galois (finita o infinita), con grupo de Galois G. Escribi-
mos H9(L/K) en lugar de H4(G, L*). El grupo H?(L/K) se llama grupo de Brauer de L/ K,
denotado por Br(L/K).

Se puede ver que si L es isomorfo a L’ entonces H4(L/K) y HY(L'/K) son isomorfos
canonicamente. Esto se aplica en el caso particular en que . = K® es una clausura algebraica
separable de K. El grupo H?(K*/K) se llama grupo de Brauer de K,y lo denotamos por
Br(K). Por definicién de la topologia de Gal(K*®/K), es el limite directo de los H*(L/K),
donde L/K recorre las extensiones finitas de Galois contenidas en K®.

Proposicion 5.8.1. Sea K'/K una extension de Galois que contiene a la extension de Galois
L/K. Entonces hay una sucesion exacta

0 — Br(L/K) — Br(K'/K) — Br(K'/L).

En el caso de extensiones finitas, esta sucesién no es otra cosa que la de la Proposicién
5.3.2, con ¢ = 2 (inflacién-restriccién), mientras que el caso infinito se deduce pasando al
limite. Llamaremos Res también a la aplicacién Br(K’/K) — Br(K'/L). Tomando K’ como
una clausura separable de K que contenga a L, obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 5.8.2. Sea L/K una extension de Galois. Entonces hay una sucesion exacta
0 — Br(L/K) — Br(K) — Br(L).

A la aplicacién Br(K) — Br(L) la llamaremos Resg ;. Decimos que un elemento o €
Br(K) se parte por una extension finita de Galois L/K si estd en el nicleo de Res K/L- Por
el dltimo corolario, esto equivale a decir que « € Br(L/K), viendo a éste como subgrupo de
Br(K).

El siguiente resultado dice que el limite directo que forma el grupo de Brauer es, de hecho,
una union.

Proposicion 5.8.3. Para todo cuerpo K se tiene que Br(K) = |JBr(L/K), donde L/K
recorre las extensiones finitas de Galois contenidas en K°.

Finalmente, necesitaremos un resultado sobre la accién del grupo de Galois de una extension
en el cuerpo de arriba.
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Teorema 5.8.4. Sea L/K una extension finita de Galois, con grupo de Galois G. Entonces
HY(G,L*)=0.

Dem. Sea s — agsun 1-cociclo no nulo. Si ¢ € L, sea
b= Z ag.t(c).

Por el teorema de independencia de caracteres ([LL.an93], VI, §4), podemos elegir ¢ tal que b # 0.
Por otra parte,

s(b) = Zs(at).st(c) = Zas_last.st(c) = a; b,

t

y esto prueba que as es un coborde. O

Corolario 5.8.5 (Teorema 90 de Hilbert). Si G es ciclico, s es un generador y x € L* tiene
norma 1 entonces existe y € L™ tal que © = y/s(y).



Capitulo 6

Teoria local de cuerpos de clases

Enumeraremos aqui los resultados sobre la teoria local de cuerpos de clases que necesitare-
mos. Para una exposicién detallada sobre este tema, ver el articulo de J.-P. Serre en [CaF67], o
su libro [Ser79]. En cierto sentido, la teorfa local es més sencilla, pues en los cuerpos locales
hay un sélo primo a considerar.

Demostraremos los Teoremas 4.5.1-4.5.4 a partir de los resultados de este capitulo. M4s
especificamente, para probar la existencia del mapa de Artin ¢y, /i : I — Gal(L/K) (a partir
de ahora llamado mapa de Artin global), utilizaremos que ya existen los llamados mapas de
Artin locales.

Sea L/K una extension finita de Galois de cuerpos de ntimeros. Entonces las extensiones
locales L,,/K, también son finitas de Galois y son todas isomorfas entre si (sobre K,). De-
notaremos por LV a cualquiera de ellas, y por G* = Gal(L"/K,) al grupo de Galois local.
Recordemos que Gal(L,,/K,) se identifica con el grupo de descomposicién de w, con lo cual,
GV es alguno de estos grupos. En el caso en que la extension L/K sea abeliana, este grupo es
Unico, es decir, no depende del w elegido sobre v.

Supongamos que se cumple la ley de reciprocidad para L/K abeliana finita. Sea ¢, /K
Ix — G = Gal(L/K) el mapa de Artin global. Para cada primo v de K, tenemos definidos
dos morfismos i, : K0 — Iy j, : [x — K i, es lainclusion que manda z en el idele cuya
coordenada v es x y las otras coordenadas son 1y j, es la proyeccién en la componente v. Sea
Gv =/ 0iv : Kf — G.

Proposicion. Sea M una subextension de L' | K,,, K, C M C L". Entonces
bo(Npai/r, M™) C Gal(L"/M)
(viendo a este uiltimo como subgrupo de G). En particular, ¢,(K) C G'y
¢u(Npv/, (L)) = 1.

Dem. Sea M = L N M, que no es otra cosa que el cuerpo fijo en L/K del subgrupo de
Gal(L/K) que le corresponde a Gal(L"/M) via la identificacion del grupo de Galois local
con el grupo de descomposicion. Entonces Gal(L /M) se identifica con Gal(L"/M). Dejamos

81



82 6.1. MAPA DE RECIPROCIDAD

como ejercicio probar que M = M, para w un primo de M sobre v. Consideremos el siguiente
diagrama conmutativo:

M= M, Ty
NM/KUi lN]\/I/K

K,

Ik.

Por el Corolario 4.4.7 con M = K’, tenemos que ¢, (N/x, M) C ¢k (Npr/x ) C
Gal(L/M), que se identifica con Gal(L"/M). O

Al morfismo ¢,, lo llamamos mapa de Artin local. Sea x € 1. Entonces

=1 Ly (Zo)s
x %nHz(a:)

veS

donde el limite se toma sobre todos los conjuntos finitos de primos .S. Como ¢,/ es continuo,
tenemos que

Orx(2) =i ]| Gu(n).

vES

Pero hay sélo finitos v para los cuales ¢,(z,) # 1: si v no ramifica y z, es una v-unidad
entonces es una norma de LV /K, (6.2.8) y, por lo tanto, ¢, (x,) = 1 por la proposicién anterior.
Por lo tanto, podemos escribir

o1 (x) = [ dulan).

De esta manera, conocer el mapa de Artin global es equivalente a conocer todos los mapas
de Artin locales. Para construir entonces el mapa de Artin global, tomaremos los mapas lo-
cales ¢,, obtenidos en la teoria local de cuerpos de clases y probaremos que [ [, ¢, satisface las
propiedades que caracterizan a ¢,/ (es decir, es un morfismo continuo I — Gal(L/K) que
se anula en K* y tal que ¢,k (x) = ¢r/k(id(z)) si @ € Ik 5, donde S es el conjunto de
primos ramificados).

6.1. Mapa de reciprocidad

Sea L/K una extension finita de Galois de cuerpos locales no arquimedeanos, con grupo
de Galois G = Gal(L/K) de orden n. Entonces existe un morfismo ¢ /i : K* — G (el
abelianizado de G), llamado el mapa de reciprocidad local o norm residue symbol que define
un isomorfismo ¢/ : K*/Np g L* — G, Estaremos interesados principalmente en el
caso L/ K abeliana, con lo cual, G% = G. En el caso en que los cuerpos sean arquimedeanos,
también existe tal ¢,/ ; el tinico caso no triviales K = Ry L = C, en cuyo caso ¢¢/p : R* —
Gal(C/R) estadadoporz +— 1siz > 0y x — csix < 0(donde ces la conjugacién compleja).
Supondremos que los cuerpos siempre son no arquimedeanos, enunciando los resultados que
sean vdlidos para los arquimedeanos cuando sea necesario.
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Dado @ € KX, notamos con @ su clase en K* /Ny i L,y escribimos (a,L/K) =
/K (@). La razén del nombre norm residue symbol es que dice si a € K™ es una norma
de L* o0 no; es decir, (a, L/K) = 1 siy sélo si a es una norma de L*.

El morfismo («, L/K) satisface la siguiente propiedad de compatibilidad: si K C L' C
L es una torre de extensiones de Galois con G = Gal(L/K)y H = Gal(L/L'), entonces
(a, L/K) | = (a, L'/ K). Esto permite definir ¢ : KX — Gal(K%/K).

La otra condicién de compatibilidad que cumple es la siguiente: sea K’/K una extension
finita y separable. Se tiene un morfismo natural i : Gal(K'*/K’) — Gal(K®/K), y el sigu-
iente diagrama es conmutativo:

<Z> ! /
K< ——— Gal(K'®/K")
lNK’/K \Ll
K% —2 s Gal(K/ ).

Como consecuencia, si L/ K es una extension finita y abeliana, el siguiente diagrama conmuta:

PLK!/K!

K'* Gal(LK'/K")
\LNK’/K lz
K — L Gal(L/K).

Utilizando el isomorfismo del mapa de reciprocidad (y el hecho de que el resultado es trivial
para cuerpos locales arquimedeanos), podemos probar el siguiente resultado.

Proposicion 6.1.1. Sea L/ K una extension finita Galois de cuerpos locales. Entonces Ny, /g L™
tiene indice finito en K *.

6.2. Cohomologia

En esta seccién, un cuerpo local serd un cuerpo local no arquimedeano.
Teorema 6.2.1. Existe un isomorfismo invg : Br(K) — Q/Z.

Para no tener que distinguir cuando estemos en la teoria global, en el caso en que K sea
arquimedeano, hay dos posibilidades: si K = R, Br(R) es un grupo de orden 2 y se tiene
una aplicacién invg : Br(R) — Q/Z, cuya imagen es {0,1/2}, y en el caso en que K = C,
Br(C) = 0 e inv¢ es el morfismo nulo.

Proposicion 6.2.2. Sea L/K una extension finita de grado n. Entonces el siguiente diagrama
es conmutativo:

Resk/r,

00— Br(L/K) —— = Br(K) ——— Br(L)

ianJ/ inle

00— 17/z Q/Z ——Q/z,
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donde Resy, es la aplicacion del Corolario 5.8.2. Por lo tanto, se tiene un isomorfismo

invy g : Br(L/K) — %Z/Z.

El elemento uy ;€ Br(L/K) que se corresponda con % via invy - se llama la clase

fundamental de L/ K. Es un generador del grupo Br(L/K).

Corolario 6.2.3. Sea L/K una extension finita de grado n. Entonces Br(L/K) es ciclico de
orden n.

Proposicion 6.2.4. Sea I’ O L D K una torre de extensiones finitas de Galois. Entonces
ReS(“L//K) =up/r;

Inf(up k) = [L: Llup k.,

donde Res : Br(L'/K) — Br(L'/L) e Inf : Br(L/K) — Br(L'/K) son las aplicaciones de
la Proposicion 5.7.1. Por lo tanto,

invg g olnf =invy k.

Proposicion 6.2.5. Sea L/ K una extension de Galois de grado n de cuerpos locales, no rami-
ficada. Sean G = Gal(L/K) y Uy, el grupo de unidades de L. Entonces G actiia en Uy, y

HY(G,UL) =0 VYq.

Proposicion 6.2.6. Sea L /K una extension ciclica de cuerpos locales de orden n. Entonces

h(G,Ur) =1y h(G,L*) =n.

Corolario 6.2.7. Bajo las hipdtesis de la iiltima proposicion, (U : N,/ Ur) = e, donde e es
el indice de ramificacion.

Dem. Sea o un generador de GG. Notemos que el indice de Ny, /i Uy, en Uk es el numerador del
cociente de Herbrand. Probemos entonces que el denominador es e.

Necesitaremos el siguiente resultado técnico de teoria de grupos. Sea f un morfismo de un
grupo abeliano A en otro grupo; denotaremos con A/ su imagen y con A ¢ sunicleo. Sea B un
subgrupo de A. Entonces

(A:B)=(AT:B)(A;: By),

en el sentido de que si dos de los indices son finitos, el tercero también lo es y son iguales. En
efecto, consideremos la composicién de f con la proyeccién al cociente A — Af — Af/Bf.
El niicleo es B + Ay, con lo cual, se tiene un isomorfismo A/ /B/ ~ A/(B + Ay). Por otra
parte, (B+Af)/B~ Ay /(BNAy) = Ay/By.Como A D B+ Ay D B, se sigue el resultado.
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Consideremos ahora el morfismo (1 — o) : U, — Up, dado por z — z/o(z). El de-
nominador del cociente de Herbrand es el orden de Hy (G, Uy,), que es el indice de Z/{i*" en el
nicleo de Ny /i : Uy, — U, Por el Teorema 90 de Hilbert, este nicleo es (L*)1=9. Luego, el

denominador del cociente de Herbrand es
(L)'77 U= = (L) (KU 7) = (L KXUL) (L7, « (K Up)1-0)).

Ademis, (L™ : K*Ur) = e pues L™ /Uy, ~ (mrr) con my, un uniformizador, K *Ur, /U, ~
K* Uk ~ (rk) y Tk = un$ con una unidad u. Ademds, L;" , = K*, con lo cual, (L, :
(K*UL)1-») = 1. Luego, el denominador es exactamente e.

O

Corolario 6.2.8. Sea L/K una extension abeliana de cuerpos locales. Entonces L/K es no
ramificada si 'y sélo si toda unidad es la norma de una unidad.

Dem. Una direccion sale tomando ¢ = 0 en 6.2.5, pues la aplicacién N considerada en la
cohomologia de Tate no es otra cosa que la norma usual de la extensién. Reciprocamente, si
la extensién es ramificada entonces existe una subextension ciclica L D M D K con M/K
ramificada: por el teorema de estructura para grupos finitos abelianos y teorfa de Galois, toda
extension finita y abeliana es composicién de ciclicas, y si un primo no ramifica en dos exten-
siones, tampoco ramifica en el compuesto; para este dltimo resultado, ver el Teorema 31 del
Capitulo 4 de [Mar77]. Pero si toda unidad de K es la norma de una unidad de L, entonces toda
unidad es la norma de una unidad de M por transitividad, y por el corolario anterior esto no
puede suceder. O

Proposicion 6.2.9. Sea K un cuerpo local, |.| i un valor absoluto normalizado y n € N coprimo
con la caracteristica de K. Consideremos a Z/nZ actuando trivialmente en K*. Entonces

hE™) =n/[n|k y h(Ux) = 1/[n|xk-

Observacion 6.2.10. El resultado también es valido para el caso K = Ro K = C.

Daremos ahora una caracterizacioén de («, L/K). Recordemos que, dada L/K de Galois,
no ramificada, el grupo de Galois es candnicamente isomorfo al grupo de Galois de la extension
residual, con lo cual, tiene un elemento distinguido Froby, /i llamado morfismo de Frobenius.

Necesitaremos ahondar un poco més en las propiedades de las extensiones no ramificadas de
un cuerpo local no arquimedeano K. Sea K™" la unién de todas las extensiones no ramificadas
L/K contenidas en una cierta clausura separable de K; se denomina la extension no ramificada
maximal de K. Toda subextension finita de K™ es no ramificada sobre K, abeliana, y existe un
tinico elemento Frobx € Gal(K"™"/K) con la siguiente propiedad: si L/ K es una subextension
finita de K™ /K entonces Frobg |, = Froby, /K-

Teorema 6.2.11. Sea ¢x : K* — Gal(K®/K) el mapa de reciprocidad, donde K es una
clausura abeliana de K que contiene a K™". Sea mx un uniformizador. de K. Entonces

¢K(WK) |Km = FI‘ObK,
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y si L/ K es una extension finita de Galois no ramificada 'y a € K*, entonces

61/ (@) = Froby ik (®),

donde ord (a) € Z es la valuacién normalizada de a.

6.3. Extensiones ciclotomicas de Q,

Sea p un primo de Q. Estamos interesados en describir el mapa de reciprocidad ¢g, ¢/,
Q) — Gal(Q,(¢)/Qy), donde ¢ es una raiz m-ésima primitiva de la unidad.

Caso p = 0. En este caso, Q, = R, y R(¢) = C, a menos que m = 1,2, en cuyo caso el
mapa de reciprocidad es el trivial. Si m > 2, el mapa de reciprocidad ya lo describimos antes
y consiste de mandar los elementos positivos a la identidad y los negativos a la conjugacion
compleja.

Caso p < oo. Seax = up” € Q, donde u € U, = Z; y v € Z. Entonces qﬁQp(O/Qp(aﬁ)
(que esté determinado por su accién en ¢) manda ¢ en ¢?” si p no divide a m. Esto es inmediato
de ver pues Q,((m)/Q, es no ramificada y, por lo tanto, toda unidad es una norma y va a parar
a 1; por otra parte, p debe ir a parar al morfismo de Frobenius, que es efectivamente elevar a la
D.

Sim es una potencia de p, digamos m = p", entonces ¢g,(¢)/q, (Z)(C) = ¢v', donde v~
lo consideramos un entero via los isomorfismos

Lp|p"Lp = L) /D" L) ~= Z[p"Z

(ver Capitulo 1).
El caso de m cualquiera, m = p"n, con p { n, se describe usando los dos casos anteriores.



Capitulo 7

Demostraciones de los teoremas
principales

7.1. Cohomologia de Ideles

Sea L/K una extension finita de Galois de cuerpos de nimeros, con grupo de Galois G.
Recordemos que, para cada primo w de L, tenemos definida una aplicacién inyectiva

i 2 Ly — 1p.

Notemos que la imagen de L, en [ por esta aplicacion no queda fija por la accién de G
definida en 4.4. Si v es el primo de K debajo de w, el subgrupo mas chico con esta propiedad

: X X 4 X JA
que contiene a Ly, es [],,, Ly, De esta manera, G actdaen [ ], Ly, y también en [ ], , Usw.

Proposicion 7.1.1. Sea v un primo de K y wq un primo de L sobre v. Entonces

HYG, [[Lx) ~ H(D(wo), Ly,) Vg => 0.

wlv
Vale lo mismo reemplazando L. por Uy,,.

Dem. Probaremos primero que [, Ly, ~ Homp(y)(ZG, Ly;,) como G-médulos. Defini-
mos una aplicacién o — f,, donde fo(0) = 0,-14,(Qs-14,). Es inmediato ver que f, €
Hom p(yy)(ZG, Ly, ) y que a = f es un morfismo de G-médulos.

Dada f € Hompy,)(ZG, L)), tomamos ary definido por (cvf ) = 0w, (f(0™h)) siowy =
w. Es muy fécil ver que no depende del o elegido y que define una inversa para la aplicacion
anterior.

Luego, tenemos que H(G, [, Ls,) = HY(G, Homp ) (ZG, Ly;,)) = HY(D(wo), Lyy,)
por el lema de Shapiro (5.2.1). ]

Por la dltima proposicion, los grupos de cohomologia HY(D(w), L.) son todos isomorfos
entre si para w|v. Mds atn: son candnicamente isomorfos. En efecto, sean wg y w; dos pri-
mos sobre v. Entonces existe o € G tal que w; = owy, y se tienen isomorfismos compatibles
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D(wo) — D(w1), 7+ oro~ty LY — LY , @+ (07 1)y, x. Luego, se tiene un isomorfismo
HY(D(wn), Ly, ) — HY(D(wo), Ly, ) (ver Capitulo 5, Seccién 5.2). En principio este isomor-
fismo depende de . Pero si w; = ¢’wg entonces o/ = o7 con 7 € D(wy). Es facil ver que los
isomorfismos definidos por o y o’ difieren por el automorfismo de H7(D(wy), L;; ) definido
por T como en la Proposicion 5.2.2, que debe ser la identidad. Tiene sentido entonces usar la

notacion H9(G", (LV)*) para cualquier H?(D(w), L) si w|v, y lo mismo para H4(G",U").
Proposicion 7.1.2. Sea L/K finita de Galois, con grupo de Galois G. Entonces:

(1) I ~1¢;

() HY(G,IL) ~ D, HI(G", (L))

Dem. (1): En principio tenemos una inclusion I < I, definida por o — (3, donde (5, = ay,
si w|v. Un elemento 3 = (B,,) € I, estd fijo por G si y s6lo si cada subfamilia (3, )|, queda
fija por G. Pero esto dltimo ocurre si y sélo si los 3, con w|v son un mismo nimero de K*,
independiente de w (en virtud de que D(wg) ~ Gal(L,,/K,)). Entonces la imagen de [ en I,
es exactamente ¥

(11): Para cada conjunto finito S de primos de K que contenga a los primos ramificados y a

los infinitos, sea
17 =TT L) < TT( ] th)-

veS wlv vgS wlv

Sabemos que I}, es la unién directa de los I3, donde S recorre los conjuntos finitos de primos
de K que contienen a los que ramifican y a los infinitos. Como la cohomologia de grupos finitos
conmuta con productos (Proposicién 5.1.5) y con uniones directas (Proposicién 5.1.6), debemos
mirar la cohomologia de cada factor.

Por6.2.5, [[,¢5(I 1.}, Uw) tiene cohomologia trivial si S contiene a los primos ramificados.
En consecuencia, por la proposicioén anterior,

HY(G, 1) ~ [ HU(G (1)),
veS

Finalmente,
HI(G, 1) = lim HY(G,I5) = D) HI(G", (L°)).
S v

O]

Para mds adelante, necesitaremos una descripcién explicita del segundo isomorfismo en
términos de cociclos. Sea o : G — I un g-cociclo. Entonces la componente v-€sima en
P, HI(G", (L")*) estd representada por el cociclo § : (G")? — (L")*, definido de la sigu-
iente manera: sea w un primo fijo sobre v, LV = L,,. Entonces 3(o71,...,04) = a(01,...,0¢)w,
donde vemos a g; € GV dentro de G. Dejamos la verificacion como ejercicio.

Corolario 7.1.3. Sea L/K finita de Galois, con grupo de Galois G. Entonces H' (G, 1) = 0.

Dem. En virtud de la proposicion anterior, esto no es otra cosa que el Teorema 5.8.4. g
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7.2. Primera desigualdad

Consideremos la sucesion exacta 0 — L™ — I, — Cp — 0. La accién de G en [, induce
una accién en Cjy..

Proposicion 7.2.1. Sea L/K finita de Galois, con grupo de Galois G. Entonces Cp ~ Cg.
Dem. La sucesidn exacta corta de recién nos da una sucesion exacta larga de cohomologia
0— HYG, L") — HG,I;) — H*(G,CL) — H'(G,L).
Dado que H'(G, L*) = 0 por el Teorema 5.8.4, obtenemos que la sucesién
0— KX —>Ig—CY—0
es exacta. O

Notamos con h(G, A) al cociente de Herbrand de un G-mddulo A (si estd definido).
Teorema 7.2.2. Sea L/ K ciclica de grado n. Sea G = Gal(L/K). Entonces h(G,Cpr) = n.

Dem. Sea S un conjunto finito de primos de K suficientemente grande, de manera tal que

I; = LX]IE, donde
- T2 ~ LT

vES wlv vgS wlv

Mas precisamente, si T es un conjunto de primos de L que contiene a los infinitos, tal que
I; = Lxﬂg (Lema 3.3.12), sea S el conjunto de primos de K debajo de los de 7. Agrandando
T si fuese necesario, podemos suponer que .S contiene también a todos los primos ramificados.
Se tiene entonces que

Cp=1./L" ~T7 /(L* N13) =13 /UL(T),

donde UL(T) = L* NI7 consiste de las “T-unidades”, es decir, elementos de L* que son
unidades en L, si w &€ T'. Luego, tenemos que

WG, Cr) = h(G,17) /WG, UL(T)),

siempre que el lado de la derecha esté definido.
Calcularemos primero h(G, 17 ) Como S contiene a los primos ramificados, por la Proposi-
cién 6.2.5 vale que J[,oq(I ], Uw) tiene cohomologia trivial. Por lo tanto, como h(G, —)

conmuta con productos finitos,
WG, 17) = [ G T L3)-

veS wlv

wlv

Por la Proposicién 7.1.1, h(G, [],, L) = h(G",(L")*). Ademds, por el Teorema 5.8.4,
HY (G, (LY)*) = 0, y por el Corolario 6.2.3, H*(G", (LV
n, = [LY : K,]. Por lo tanto,

h(G, HS H Ty

veES

)*) es un grupo ciclico de orden
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Ahora determinaremos h(G, UL(T)). Si queremos probar que h(G,Cr) = n, debemos
probar que nh(G,UL(T)) = [],cg . La idea serd construir un R-espacio vectorial en el
cual GG actie, y dos reticulos maximales invariantes cuyos cocientes de Herbrand coincidan
respectivamente con nh(G,UL(T)) y [[,cg 7o-

Como espacio de la representacién tomamos el conjunto de las funciones de 7' en R, y lo
llamamos V. Es decir, V ~ RY, donde t = #7T. La accién de G estd dada por (o f)(w) =
f(o~1w); de esta manera, (o f)(ow) = f(w).

Sea N = {f € V :Im(f) C Z}. Entonces N es un reticulo maximal de V, ya que genera
V. Podemos pensar a N como isomorfo a [, s(I1,, Zw), donde Z,, ~ Z 'y la accién de G
es punto a punto en cada v € S'y por permutacion de los Z,, para todos los w sobre un v € S
fijo. Ademds, para cada v € S, [, Zw ~ Homew (ZG, Z) (para G* = D(wo), con wo|v fijo)
como GG-médulos, viendo a Z con la accién trivial de G*. Luego,

WG, N) =[] G []2Zw) = [ MG",2) = [[(G": 1) =[] no

veS wlv ves vES vES

por el lema de Shapiro. Hemos usado que h(G,Z) = (G : 1) si vemos a Z como G-médulo
trivial.

Para el siguiente reticulo, consideremos la aplicacién A : Ur(T') — V dada por a +— f,,
donde f,(w) = log|al,. Entonces \ es un morfismo de G-médulos. Sea M la imagen de .
Nos remitimos a la demostracion del teorema de las unidades (Teorema 3.3.10) para decir que
M? estd contenido en VO = {f € V : 3 1 f(w) = 0}, es un reticulo maximal de V°, y el
nticleo de A es finito. Entonces h(G,UL(T)) = h(G, M"), ya que h(G,UL(T)) esté definido
por ser Uy (T) finitamente generado y por el Corolario 5.4.6. Consideremos ahora la funcién e :
T — R dada por e(w) = 1 para todo w. Entonces e queda fija por G'y no estd en V. Tomamos
M = M?° + Ze. Entonces M es un reticulo maximal de V pues M @z R = V° + Re = V. Mis
atn, h(G, M) = h(G, Mh(G,Z) = h(G, M°)n = h(G,UL(T))n.

Obtenemos entonces que nh(G, UL (T)) = [],cg nv/n. como querfamos. O

Corolario 7.2.3 (Primera desigualdad). Si L/ K es ciclica de grado n entonces
(]IK : KX NL/K]IL) Z n.

Dem. La Proposicion 4.4.2 nos dice que la norma usual se corresponde con la norma definida
para la cohomologia de Tate via el isomorfismo Cx ~ C%, donde G es el grupo de Galois de
L/K. Por lo tanto,

(Ix : K*Np/klz) = (Cx /Npx Cr) = (H*(G,Cy) : 1) > h(G,Cr) = n.

Corolario 7.2.4. Sea L/K finita y abeliana, y D un subgrupo de Lk tal que
(a) D C Np/lk;

(b) K*D es denso en .
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Entonces L = K.

Dem. Podemos suponer que L/K es ciclica; si este no fuera el caso, tomamos L' tal que L D
L' D Ky L'/K sea ciclica. Tendremos entonces que D C Np/klIx C Nyl

Por la Proposicién 4.4.8, K* Ny, /i Iy, es un subgrupo abierto de I, con lo cual, es cerra-
do. También es denso, pues contiene al denso D. Entonces (Ix : K* Ny i Ixc) = 1. Por el
corolario anterior, debe ser [L : K] = 1. O

Corolario 7.2.5. Sea L/K finita y abeliana. Si L # K entonces existen infinitos primos de K
que no se parten completamente en L.

Dem. Supongamos que hay sélo finitos. Sea S un conjunto finito que los contenga. Sea D =
Igs={x €l :2,=1Vv € S} Siv ¢ Syw|ventonces L, : K,] = e(w|v) f(w]v) =1,
con lo cual, L,, = K,. Luego, D C NL/K I;. Por el Lema 3.3.12, K*D es denso en [.
Llegamos asi a una contradiccion. O

Corolario 7.2.6. Sea L/K finita y abeliana, y S un conjunto de primos de K que contenga a
los primos ramificados. Entonces Gal(L/K) estd generado por los elementos 1y i (p) para
p & S. Luego, el mapa de Artin es suryectivo.

Dem. Sea G' el subgrupo de Gal(L/K) generado por los ¢,/ (p) con p ¢ S (siempre p
finito). Sea L' el cuerpo fijo de G’. Para p ¢ S, se tiene que ¢/ /x(p) = Y1 i (P) [z, que es
la identidad. Luego, todos los primos p € S se parten completamente en L', y, por lo tanto,
L’ = K. Entonces G' = Gal(L/K). O

7.3. Teoria de Kummer

Para probar la segunda desigualdad, necesitaremos los principales resultados de la teoria de
Kummer. Para las demostraciones, nos remitimos a [Lan94] o [Mil97].

A lo largo de toda esta seccidn, K es un cuerpo que contiene una raiz n-ésima primitiva de
la unidad, ¢ (en particular, la caracteristica de K es 0 o no divide a n). Si a € K, por a'/" nos
referiremos a una raiz n-ésima de « (contenida en una clausura algebraica de K). Si 3 es una
tal raiz, 6 también lo es para cualquier raiz n-ésima de la unidad #. Como todas estan en K,
la notacién K (a'/™) tiene sentido y consiste de adjuntar a K todas las raices n-ésimas de a.
Si B C K es un conjunto, por K (B 1/ ) nos referiremos al compuesto de todas las extensiones
K(BY™) con 3 € B.

Decimos que un grupo abeliano G tiene exponente n si 0™ = 1 para todo ¢ € (; una
extension abeliana tiene exponente n si su grupo de Galois lo tiene. El resultado principal de
la teoria de Kummer establece una biyeccidn entre extensiones finitas y abelianas de K de
exponente n y ciertos subgrupos de K * que contienen a K *™, mas especificamente, subgrupos
K> > B D> K*™tales que (B : K*") es finito.

La biyeccioén hace corresponderle a B la extension Kp = K (Bl/ ™). Si B1,...,0m son
representantes de B en el cociente B/ K *" entonces Kp = K ( 11 Mmoo By ). Mis atn, se

cumple que (Kp : K) = (B : K*™).
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Ahora necesitaremos saber, en el caso en que K sea un cuerpo de nimeros (tal que contiene
una raiz ( como siempre), como se factorizan los primos de K en las extensiones K p; sélo nos
alcanzard con saber que ciertos primos son no ramificados.

Proposicion 7.3.1. Sea K un cuerpo de niimeros tal que contiene una raiz n-ésima primitiva
1 1 . . . .
de la unidad. Sea L = K ( /n, e m/n) Sea v un primo finito de K. Si n; es una unidad en

K, para todo i entonces v es no ramificado en L.

7.4. Segunda desigualdad

Probaremos ahora que [Ix : K* Ny, /K I7] < n, a partir de lo cual se deduce la igualdad.
Una manera de demostrar esta desigualdad es utilizando métodos analiticos; asi es como se
habia hecho en un principio, y nos remitimos a [Lan94], Capitulo VIII, para este enfoque. La
prueba que damos a continuacién se debe a Chevalley (1940), quien buscaba un tratamiento
puramente algebraico de la teoria de cuerpos de clases.

Probaremos algo mads fuerte que la desigualdad.

Teorema 7.4.1. Sea L/ K una extension de Galois de grado n, con grupo de Galois G. Entonces
(1) (HY(G,Cyp): 1)y (H%(G,CL) : 1) son finitos y dividen a n;
(2) HY(G,CyL) = 0.

La demostracién de este teorema la haremos en varios pasos.

Paso 1. Afirmamos que basta probar el teorema para el caso en que G es un p-grupo (es
decir, un grupo de orden una potencia de p), para p primo. En efecto, como los H (G, Cr)
son de torsidn para todo g (Proposicién 5.4.5), son suma directa de sus componentes primarias.
Sea p un primo arbitrario y sea H un p-subgrupo de Sylow de G. Por el Corolario 5.4.7, Res :
HY(G,CpL) — H(H,Cy) es un monomorfismo en la componente p-primaria de H4(G, Cp).
Como el teorema es valido para L/L, se sigue que la componente p-primaria de Ya,Cyp)
es 0. Ademds, siendo H'(H, Cp) (i = 0, 2) finito, se sigue que H'(G, Cp) (i = 0, 2) es finito.
Mas atin, la mayor potencia de p que divide a su orden es el orden de la componente p-primaria,
que es menor o igual que el orden de la componente p-primaria de Hi (H, Cp); esto es la mayor
potencia de p que divide a (PAI ‘(H,Cyp) : 1), que sabemos que es menor o igual que la que
divide a G por hipétesis. Haciendo esto para todo p, se sigue que el teorema es valido para el
caso general.

Paso 2. Podemos suponer que G es ciclico de orden p primo. En efecto, supongamos que
probamos el teorema para este caso. Para el caso general, podemos suponer de entrada que G
es un p-grupo. Vamos a probarlo por induccién en el orden de G. Como G es un p-grupo, existe
un subgrupo H normal en G de indice p. Por el Teorema 5.3.1 (y usando que (Cr)? = C u)
tenemos una sucesion exacta

Inf Res

0—— HY(G/H,Cg/) — H'(G,CL) —> H'(H,Cyp),
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donde K’ = L. Como K'/K es Galois con grupo de Galois G/H (ciclico de orden p), el
teorema vale para K'/K. Luego, H'(G/H,Cg) = 0; por induccién, H'(H,Cpr) = 0, y, por
lo tanto, H(G,Cp) = 0.

Como H'(H,Cp) = 0, tomando ¢ = 2 en la Proposicién 5.3.2, se ve que la sucesion

Inf Res

0— H*(G/H,Cg/) —— H?*(G,Cr) —> H?*(H,Cy)

es exacta. De vuelta por induccién e hipétesis, se sigue que el orden de H?(G, Cyp) divide a
(G:1).

Finalmente, al ser 1a norma transitiva, Ny ;- define una aplicacion suryectiva

Cr' /Npk(Cr) = Ngryg (Crr)/ Ny (Cr).

Como

(Ck :Np/g(CL)) = (Ck : Ngr/g(Ckr))(Ngr/x (Cgr) : Ny (Cr))

(NK’/K(CK’) : NL/K(CL))’(CK’ : NL/K’(CL)),

nuevamente por hiptesis e induccién se sigue que (H°(G,Cp) : 1) divide a [L : K.

Observacion. Si G es ciclico de 6rden n, HY(G,CL) ~ H%(G,Cyp) y por el Teorema 7.2.2
WG, CL) = (H(G,Cyp) : 1)/(H(G,CyL) : 1) = n; luego, basta probar que (H°(G, Cy) :
1) | n para deducir que (H!(G,Cp) : 1) = 1.

Paso 3. Podemos suponer que K contiene las raices p-ésimas de la unidad. En efecto, con-
sideremos K’ = K((), donde ( es una raiz p-ésima primitiva de la unidad contenida en una
clausura algebraica de K que contiene a L. Sea L' = LK’ = L((). Sim es el grado de K'/ K,
entonces m divide a p — 1, con lo cual, es coprimo con p = [L : K]|. Luego, K' N L = K,
Gal(L'/K) es isomorfo a Gal(L/K) x Gal(K’'/K) y se tiene el siguiente diagrama de exten-

/\
\/
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Consideremos el siguiente diagrama:

Nr/x
Cp

Ck
ir 1K
NL’/K’

CL/ %CK{

Npryp Ngr /i

Nr/x

CL CK)

donde i1, e ix son los morfismos inducidos por las inclusiones Iy, C Iy, y [ C Igv. Usando
la Proposicién 4.4.2 y el hecho de que Gal(L'/K') = Gal(L/K), es facil ver que el cuadrado
de arriba conmuta, mientras que la transitividad de la norma implica que el cuadrado de abajo
también; por lo tanto, se tiene el siguiente diagrama conmutativo con filas exactas:

Nr/x

C. Ck Ck /Np/kCr 0
ir ix
NL’/K’
CL/ CK’ CK’/NL’/K’ CL’ 0
Npr/p Ngr/x
Nr/x
C. Cxk Ck /Npk CL 0.

Las dos composiciones, N/, oir, y N/ oik, estan dadas por elevar a la m. Luego, la com-
posicién de la tercer columna también es elevar a la m. Ahora bien, elevar a la m es un iso-
morfismo de Cr /Ny i Cy, pues es un grupo de torsién en el que cada elemento no trivial
tiene orden p (toda potencia p-ésima es una norma) y (p, m) = 1. En particular, obtenemos una
aplicaci6n suryectiva C / Ny Cpr — Cr /N ¢ Cp. Luego, (Ck : N /i Cp) divide a
(Ck+ / Npy g+ Crr), que por hipétesis divide a p.

Paso 4. Hemos reducido todo a probar que H 0(G, Cp) es finito y su orden divide a p para
una extension L/K ciclica de grado p primo, con K tal que contiene las raices p-ésimas de la
unidad. Lo probaremos en un caso mas general.

Teorema 7.4.2. Sea L/K una extension abeliana de exponente p primo, con grupo de Ga-
lois G ~ (Z/pZ)", tal que K contiene a las raices p-ésimas de la unidad. Entonces (Ck :
Np/k Cpr) divide a [L : K] = p".

Observacion 7.4.3. Como vimos antes, basta probar este teorema para el caso r = 1 y el caso
general se deduce de éste. Sin embargo, la demostracién para el caso de r arbitrario no se
dificulta para nada, y aporta algunos resultados utiles para mds adelante.
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Dem. Por teoria de Kummer (ver la seccién anterior), sabemos que L = K (ai/ LU ,a,ln/ P )
para ciertos aq,...,a, € K. Sea S un conjunto finito de primos de K, suficientemente grande

tal que:
(1) S Socs
(11) S contenga a todos los primos de K sobre p;
(1) I = K19 (Lema 3.3.12);
(1IV) ai,...,a, € Ug(S), es decir, ord,(a;) = O paratodov ¢ S, i =1,...,7.

Sea M = K (Ux(S)'/P). Sabemos por el teorema de las unidades que U (S) es finitamente
generado y, por lo tanto, M /K es una extension finita. Ademds, por teoria de Kummer y por la
condicion (11), S contiene a los primos de K ramificados en M. Se tieneque M D L D Ky

Ui (S) = M*P N UK (S) > L*P NU(S) > K*P NU(S) = U (S)P.

Por teoria de Kummer, M /K es de exponente p y, por lo tanto, tiene orden una potencia de p,
digamos que [M : K| = p®. Sabemos que [L : K] = p", y seat tal que [M : L] = p', de
manera que s =t 4 r.

Por el teorema de las unidades, Ux (.S) es isomorfo a Z85—1 x W, donde W son las raices
de la unidad en K, que obviamente contienen a las raices p-ésimas de 1. Luego, Wi es un grupo
finito, ciclico, cuyo orden es divisible por p. De esta manera, se tiene que

Uk (S) /UK (S)? ~ (Z/pZ)*. (1)

Por otra parte, Uk (S) /Uk (S)P = Uk (S)/Uk(S) N K*P ~ K*PUk(S)/Uk(S), de manera
que K *PUK(S) es un subgrupo de K * que contiene a K *P con indice p*%; la extensién que la
teoria de Kummer le hace corresponder no es otra que M. Se tiene entonces que s = £S.
Como Uk (S)NL*P D Uk (S) N K*P, se tiene que Uk (S) /Ux (S) N L*P es finito, y, por lo
tanto, U (S)L*P contiene a L*P con indice finito, y la extensiéon de Kummer correspondiente
es M. Luego,
[M : L] =p' = Uk(S) : L NUK(S)). )

Finalmente, como s = t 4 r, se tiene que

p" = (L*PNUK(S) : Uk (S)P). (3)

Probaremos entonces que (Cg : N,/ Cp) divide a ese indice.

Si w es un primo de L sobre un primo v ¢ S de K entonces w no ramifica en M; luego,
tenemos definido el mapa de Artin 9/ (w). Por el Corolario 7.2.6, los ¥/1,(w) generan
Gal(M/L).Seanwy, . .., w; tales que 1571, (w) sean una base de Gal(M /L) (como FF),-espacio
vectorial); sean vy, . . ., vy los primos de K debajo de ellos. Sabemos que no ramifican en M, con
lo cual, tenemos definido ¥y (vi) € Gal(M/K). Afirmamos que ¥nr/x (vi) = Yoz (wi)
(¢ =1,...,t). Enefecto, sea w/ un primo de M sobre w;. Entonces ng /Ky, es no ramificada
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y, por lo tanto, ciclica; ademas, es de exponente p pues su grupo de Galois es isomorfo a un
subgrupo de Gal(M/K). Luego, es trivial o de orden p. Ademas, M, # L,,,: si asi lo fuese,
el grado de inercia de w] sobre w; seria 1,y ¢y, / (w;) no es trivial porz ser un elemento de una
base. Obtenemos entonces que L,,, = K,,; el grado de inercia de w; sobre v; es entonces 1y
por la Proposicion 1.1.12, 451, (wi) = a7k (i), como querfamos.

SeaT = {v1,...,v:}. Afirmamos que
LP AUk(S) = {a € Ux(S) : a € KXP Yo e T). &)

En efecto, sia € L*PNUK(S), a es una potencia p-ésima en L,, para todo w. En particular, lo es
para los w;; como L,,, = K,,, se sigue que a esta en el conjunto de la derecha. Reciprocamente,
si a estd en el miembro derecho entonces a'/? € M. Como a € K, P parav € T, a'/? € K,
para v € T'y, por lo tanto, queda fijo por todos los ¥/ i (v) = ¥r, /i (w); como estos generan
Gal(M/L), se tiene que a'/P € L y esto prueba la otra inclusion.

Sea

E=][x> <[] &S < [] th (5)

veS veT vg€SUT

Entonces £ C Hf{UT. Afirmamos que E' C Ny, I,. Basta probar que sia = (ay) € E entonces
a, es una norma local para todo v, esto es, a, € Ny /K, L, donde w es un primo sobre v.
Siv € S, sabemos que K,/ Ny, /x, Ly =~ Gal(Ly/K,) (para primos finitos, esto es 6.1, y
para primos infinitos es trivial ya que R* /R ~ Z/27); toda potencia p-ésima aqui es trivial
y, por lo tanto, todo elemento de K, " es una norma. Siv € T, L, = K, y el resultado es
trivial. Finalmente, si v no ramifica, todas las unidades son normas (6.2.8), y esto prueba lo que
queriamos.

Sabemos que (Ck : Ny x Cr) = (Ix : K* Ny k11), que, por lo recién probado, divide
a (Ig : K*E). Ahora, elegimos S tal que

]IK _ KX]IS — KXH%UT7

conlo cual, (Cg : Ny i Cp) divide a (K*I3PT : K*E).

Segtin un resultado de teoria de grupos, si A, B, C' son subgrupos de un grupo abeliano tales
que A D B entonces (AC : BC)(ANC : BNC) = (A : B),en el sentido de que si dos
de los indices son finitos entonces el tercero también lo es y vale la igualdad (para probar esto,
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considerar el diagrama conmutativo

0 0 0
0 BNC B BC/C —(
0 AncC A AC/C ——=

0—=ANC/BNC A/B AC/BC ——0

0 0 0

en el cual las dos filas de arriba y todas las columnas son exactas; probar que la tercera fila es
exacta es un ejercicio facil de “perseguir el diagrama”, y esto implica lo que queriamos).
Luego, para probar el teorema sera suficiente mostrar que

(57 : B)
F¥T'NK*: ENK*

=9 6
)p (6)

Observemos que 1377 N K> = Uk (SUT).

Primero calcularemos (]If(UT : ). Por definicién de ambos conjuntos, este indice es igual a
[T,es(KS + KiP). Consideremos a K¢ con la accién trivial del grupo Z/pZ; por la Proposi-
cién 6.2.9, se tiene que el cociente de Herbrand es h(K,‘) = p/|p|,, donde |.|, es un valor
absoluto normalizado; por otra parte, como las raices p-ésimas de la unidad estdn en K°, el
cociente de Herbrand es igual a (KX : K, ”)/p. De esta manera, se tiene que

(K K5P) = p?/Iplo.

Asi,
" E) =p* [ 1/Iplo = p** @)
veES
por la férmula del producto y el hecho de que |p|, = 1siv & S.
Notemos que por (7), para probar (6) bastard con ver que

U (SUT): ENK*) =p*>* " =p*tt. (8)

Como en (1), cambiando S por S U T, vemos que (U (SUT) : Ux (S UT)P) = p**t. Por lo
tanto, bastard ver que E N K* = Uk (S UT)P. Es claro que Ui (S UT)P € EN K*. Laotra
inclusién la deduciremos del siguiente resultado.

Lema. Sea K tal que contiene a las raices p-ésimas de la unidad. Sea S un conjunto finito de
primos que satisface las condiciones (1), (11) y (111). Sea T un conjunto de primos disjunto de
S, tal que la aplicacion Uk (S) — [],er U /UL es suryectiva. Entonces E N K* C K*P,
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Dem. del lema. Seab € FEN K> y consideremos K’ = K (b*/P). Bastar ver que K’ = K. Sea

D=]]E;x[Jurx []

veS veT vgSUT

Veremos que D C Ny /i Iy que K*D = I, y el Corolario 7.2.4 implicard entonces que
K' = K. Para ver que D estd contenido en el grupo de normas, sea v un primo de K. Entonces
la completacién de K’ respecto de un primo sobre v es Kv(bl/ P).Siv € S, esto es K, (pues
b e ENn K*), con lo cual, todo elemento de K, es una norma. Si v € T, la teoria local de
cuerpos de clases nos dice que el indice (K¢ : N K, (b/?)*) es igual al grado [K, (b'/?) : K,],
que divide a p. Luego, toda potencia p-ésima es una norma. Finalmente, siv ¢ SUT, K, (bl/ P)
es no ramificada sobre K, pues pb es una unidad en v; luego, toda unidad es una norma.
Veamos ahora que Iy = K*D. Es claro que I3,/D ~ [T,er Us/US, y, por hipétesis,
Uk (S) — TlyerUs/US es suryectiva. Por lo tanto, I: = DUk (S) e Ix = K*I3 =
K> DUk (S) = K* D, como querfamos probar. O

Debemos deducir la otra inclusién. Sélo necesitamos ver que la aplicacion Uk (S) —
[T,er Uy /UE es suryectiva. Sea H su niicleo. Basta ver que (Ux (S) : H) = [[,er(Uy - US).
Por la Proposicion 6.2.9, el cociente de Herbrand de U, es 1/|p|,, y como U, contiene a las raices
p-ésimas de 1, vale que [[, o (Uy : U) = [T, /IPlo» que es igual a p’ ya que [pl, = 1 si
v € T. Por otra parte, H = L*P? N UK (S), por (4), y entonces (Ux (S) : H) = p' por (2). O

Corolario 7.4.4. Sea L/ K finita y abeliana con grupo de Galois G. Supongamos que existe un
mapa de Artin ¢,/ como en la Definicion 4.3.5. Entonces induce un isomorfismo

CK/NL/K CL — G

Dem. El corolario 7.2.6 implica que ¢,/ debe ser suryectivo. Como su nicleo contiene a
K> Ny i 11, la segunda desigualdad implica que debe ser un isomorfismo. O

7.5. Grupo de Brauer e invariantes

Sea L /K una extension finita de Galois de cuerpos de nimeros, de grado n, con grupo de
Galois G. En la seccién anterior vimos que H'(G,Cy) = 0; luego, la sucesién exacta corta
0 — L* — I, — Cr, — 0 da lugar a una sucesioén exacta 0 — H?(G, LX) — H?*(G,I) —
H?(G,CyL). Pero

H*(G,L*) = Br(L/K)

2(G, 1) = @HQG” (LV) @Ber/K

(Proposicion 7.1.2). Luego, se tiene una aplicacion inyectiva Br(L/K) — @, Br(LV/K,). Si
a € Br(L/K), llamamos «,, a su componente v-ésima en esta suma, y definimos inv, () =
inv,(aw), donde inv, : Br(L"/K,) C Br(K,) — Q/Z es el isomorfismo del Teorema 6.2.1.
Tiene sentido considerar ) , inv,(c), pues sélo finitos av, son no nulos.
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Queremos extender esto ahora a cualquier @ € Br(K). Sabemos que o € Br(L/K) para
una extension L/ K finita de Galois. Debemos probar que inv, () no depende de tal extension.
Supongamos que o € Br(M/K), y sea L' = M L. Para cada v, sea w un primo de L sobre v, y
w’ un primo de L’ sobre w’. Se tiene un diagrama conmutativo:

Br(L/K) —2 ~ Br(L'/K)

@D, Br(Lw/Ky) D, Br(L,,/Ky)

Do Do

Br(Ly/K,) —™— Br(L,,/K,)
invy invy

Q/z id Q/Z.

Para ver que el cuadrado de arriba conmuta, hay que utilizar la expresion explicita en términos
de cociclos del isomorfismo de la Proposicién 7.1.2; el de abajo conmuta por 6.2.4. Luego,
inv, () (tomado con respecto a L/K) es igual a inv, (Inf(a)) (tomado con respecto a L'/ K).
Por simetria, vale lo mismo para M, y se sigue que inv, da lo mismo con L que con M. Se
tiene entonces una aplicacién

inv, : Br(K) — Q/Z.

Podemos hacer algo mas: si para cada extension L/K como recién, cambiamos Br(L/K)
por H2(Gal(L/K), 1), vale exactamente lo mismo, s6lo nos tenemos que olvidar de la apli-
cacién Br(K) — €@, Br(LV/K,). Luego, si definimos H?(G*, [ s) como el limite directo de
los H*(Gal(L/K),1), con L/K recorriendo las extensiones finitas de Galois, sigue valiendo
que el limite es una unién (probar como ejercicio los resultados sobre grupos de Brauer de la
Seccién 5.8 para estos grupos) y tenemos definido

inv, : H*(G*,1gs) — Q/Z,

que consiste en “pegar” las aplicaciones inv, : H*(Gal(L/K),I;) ~ @,Br(L'/K,) —
Q/Z.

7.6. Ley de reciprocidad

Completaremos aqui la demostracion de los Teoremas 4.5.1 y 4.5.2. Sea L/K finita y
abeliana, con grupo de Galois G. Por lo visto hasta aqui, s6lo necesitamos construir el mapa
de Artin ¢, /-

Sea v un primo (finito) de K. Si w y w’ son primos de L sobre v, sea o € Gal(L/K) tal
que w' = ow. Sean 2, ) clausuras abelianas de K, que contengan a L,, y a L, respecti-
vamente, y sean K"y K{,”"/ las extensiones maximales no ramificadas de K, en Q y en
respectivamente. El isomorfismo o, : L,, — L, se extiende a un isomorfismo ¢ : Q — Q'
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y da lugar a un isomorfismo 6 entre Gal(Q2/K,) y Gal(€)'/K,), dado por 7 — 575 L. Sean
oy K — Gal(Q/K,) y ¢, : K — Gal(Q'/K,) los mapas de reciprocidad locales de la
Seccién 6.1. Utilizando la caracterizacion dada en el Teorema 6.2.11, es facil ver que 0¢, = ¢,.
Luego, viendo a Gal(L,,/K,) y a Gal(L,,/K,) dentro de Gal(L/K) como el grupo de de-
scomposicion G, se deduce que ¢, : K, — GY es independiente del primo que tomemos
arriba de v. En el caso de v infinito la afirmacion es trivial.

Definimos ¢,/ : Ixx — G como el producto de todos los mapas de reciprocidad locales:

ok () = H Do(Tv).

Esta definicion es correcta, ya que para casi todo v, x, € U, y v es no ramificado, y por el
Corolario 6.2.8 se tiene que z,, es una norma y, por lo tanto, ¢, (x,) = 1.

Sea S el conjunto de primos ramificados de L /K. Si v es un primo infinito no ramificado
entonces el mapa de reciprocidad local ¢, es trivial; si v es finito no ramificado, sea v, €
G" el morfismo de Frobenius de L?/K,. Por la Proposicién 6.2.11, ¢,(x,) = Porde(@) gy
consecuencia,

br/K () = H Porde@) gz e T g.

Vg S, v<oo

Es muy fécil ver que ¢, = ¢, K (v), utilizando la caracterizacién de ambos. Se sigue entonces
que ¢k (z) = Y/ (id(z)) siz € Ik 5.

Por otra parte, es claro que ¢,/ es continuo pues su nucleo contiene a Ny /- I, que es un
abierto de [x. Luego, ¢, cumple dos de las propiedades que se necesitan para que valga la
ley de reciprocidad. El punto crucial es probar que se anula en K *.

Para terminar de probar el Teorema 4.5.1, enunciaremos dos resultados que relacionaremos
luego.

Teorema 7.6.1. (a) Para toda extension finita y abeliana L/K, la funcién definida arriba
b1k se anula en K*.

(b) >, invy(a) = 0 para todo o € Br(K).

Lo que necesitamos demostrar es la parte (a). La idea serd la siguiente:

Paso 1. Probar (a) para extensiones L/K finitas ciclotémicas (esto es, L C K (() para ¢
una raiz primitiva de la unidad).

Paso 2. Deducir (b) para a € Br(L/K), con L/K ciclotémica ciclica.

Paso 3. Deducir (b) para o € Br(K) arbitrario.

Paso 4. Deducir (a) para toda L/ K abeliana finita.

Necesitaremos algunos lemas técnicos para relacionar (a) con (b). Sea L/ K finita de Galois,
con grupo de Galois G. Consideremos el isomorfismo H4(G,1;) — @, H4(G", (L)) de la
Proposicién 7.1.2, y llamémoslo momentdneamente 7.
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Lema 7.6.2. El siguiente diagrama es conmutativo:

Hq(G>]IL) L @v Hq(va(Lv)X>

l Res lpv

HY(G?, 1) — = HYGY, (L¥)X),

donde p, es la proyeccion y a}, es la inducida por la proyeccion a,, : 1, — (LV)*.

Dem. La omitimos. Consiste en una verificacion directa con g-cociclos y la expresion explicita
de los cuatro morfismos en términos de ella. O

Sea L /K finita y abeliana. Dado xy € Hom(G,Q/Z) = H'(G,Z) un caricter de G, sea
§x € H?(G,Z) laimagen por el morfismo de conexién. Para cada primo v, sea x,, la restriccién
al grupo de descomposicién GU. Dado z € I, sea T su imagen en Ic / Ny /I, = fIO(G, Ir).
Entonces se tiene el producto “cup” z.6x € H?(G,1y).

Lema 7.6.3. Con las notaciones de recién, se tiene que

nv, (f(SX) = Xv (¢v (va))a

y, por lo tanto,

Zinvv(f.éx) = x(¢r/K (7))

(%

Dem. Usando las notaciones del dltimo lema, se tiene que inv,(Z.0x) = inv,(p,(n(Z.0x)))
por definicién de inv, : H?(G, 1) — Q/Z. Pero el lema implica que esto es igual a

inv,(as(Res(Z.0x)))-
Por la Proposicién 5.5.2, esto es
inv, (a; (Res(Z). Res(dx))).

Pero Res(dx)) = dxv, y como a;(Res(T)) = Ty (clase en K,/ Npv /i, (LV)*), las propiedades
funtoriales del producto “cup” implican que

v, (Z.0x) = invy (Ty.0x0) = Xo(Pow(zy)).

La ultima igualdad se sigue de la teoria local ([CaF67]). La otra afirmacion del lema se sigue
inmediatamente por definicion de ¢y, /- O

Paso 4. Aplicamos el Gltimo lema con z € K *; sea & su imagen en H (G, L ). Entonces
7.0y € H?(G,L*) C Br(K) para todo  caricter de G. Sea 7 la imagen de z en H°(G,1 ),
de manera que Z.0x € H?(G,11); por la funtorialidad del producto “cup”, Z.J es la imagen
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de 7.0 via la aplicacién H?(G, L*) — H?(G, 1) inducida por L* — I . Ademds, el lema
implica que
W(br/sc(@) = 3 invo (@),
v
con lo cual, si (b) vale para cualquier o € Br(k), se tiene que x(¢r/x)) = 0. Como esto vale
para todo X, se sigue que ¢,/ (z) = 1siz € K*.

Paso 2. Probaremos en realidad que si vale (a) para una extension finita ciclica entonces vale
(b) para € Br(L/K), con L/K ciclica. Sea s un generador de G y x* como en la Observacion
5.6.3. Entonces la aplicacién H (G, L*) — H*(G, L*) que consiste en tomar producto “cup”
con x* es un isomorfismo; esto implica que todo elemento de H?(G, L*) es de la forma 2.6 °.
Si vale (a) para L/ K entonces el lema implica que

S inv, (.6¢%) = x* (61 (@) = 0,

v
donde 7 es la imagen en H°(G,1). Esto implica (b).

Paso 1. Reduciremos todo al caso en que el cuerpo de base sea Q y la extensién sea

Q(Gm)/Q.
Lema 7.6.4. Si el Teorema 7.6.1(a) vale para L/K y K C K' C L entonces vale para K' /K.

Dem. Se sigue de que ¢/ /x es la composicion de ¢y, x con Gal(L/K) — Gal(K'/K), lo
cual se debe a que es cierto para los mapas de Artin locales. 0

El dltimo lema implica que podemos suponer que L = K (¢). Ahora lo reduciremos al caso
K =Q.Sea M = Q(¢) ysean G' = Gal(L/K) y G = Gal(M/Q). Entonces L = MK,y se
tiene una inyeccion natural G’ — G. El siguiente diagrama es conmutativo:

Ix bL/K o

NK/Q\L l
oY)

HQHG.

La conmutatividad se sigue de la definicion de la norma y de “pegar” los diagramas conmuta-
tivos del caso local. Dejamos los detalles como ejercicio.
Sea entonces x € K. Si vale el Teorema 7.6.1(a) para M/Q, entonces Ny /o(x) € Q™ y,
por lo tanto, ¢7/q Nk /g(x) = 1. Como G’ — G es inyectiva, se sigue que ¢/ (z) = 1.
Veamos que ¢gc,,.)/o(7) = 1si x € Q. Basta ver que ¢q(,,)/0(T) }Q(QT) = 1 para todo
primo / tal que ¢"|m y "1  m. Por lo tanto, podemos suponer que m = " # 2. Ademds, por
multiplicatividad basta ver que vale en los casos © = —1, z = £ y = ¢ un primo distinto de £.

Por definicion, ¢q(c,.)/q(%) =[], ¢p(z), donde

bp = D@, () /0y * Qp — Gal(Qp(Cin)/Qp)-
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Utilizamos la caracterizacion dada en la Seccién 6.3, y obtenemos que, haciendo la identifi-
cacion (Z/mZ)* ~ Gal(Q(¢y)/Q) dada por [n] «— (¢ — ().

oo Sl p AL
ép(—1) {[_1]7 b= Lo,

[1],  p=o0,p#q,l,o0;
o(@)=<1ld, pr=¢

En cualquier caso, [, ¢p(z) = 1.

Paso 3. Basta probar que todo a@ € Br(K) se parte por una extensién ciclotémica cicli-
ca. Sea L/K una extensién finita de Galois cualquiera. Entonces o« € Br(L/K) si y sélo
si estd en el nicleo de Resg,;, : Br(K) — Br(L). Pero un elemento 3 € Br(L) es 0 si
y s6lo si inv,,(8) = 0 para todo primo w de L (ya que Br(L) se inyecta en la suma di-
recta de los grupos de Brauer locales). Utilizando explicitamente con cociclos el isomorfis-
mo de la Proposicién 7.1.2, y reduciendo al caso local (Proposicién 6.2.2), es facil ver que
si w|v entonces inv, (Resg/r(a)) = [Ly @ Ky]inv,(a). Luego, a € Br(L/K) siy sélo
si [Ly @ Ky)invy(a) = 0 para todo primo w de L y todo primo v debajo. Notemos que
inv,(a) = 0 para casi todo v, con lo cual, son finitas condiciones. Luego, existe m tal que
minv,(a) = 0 (en Q/Z) para todo v. El siguiente lema termina entonces con la demostracion
del Paso 3.

Lema 7.6.5. Sea K un cuerpo de niimeros, S un conjunto finito de primos de K y m € N.
Entonces existe una extension L/ K ciclica, ciclotomica, tal que los grados locales son divisibles
por m en los primos finitos de S'y por 2 en los primos reales de S.

Dem. Dejamos como ejercicio facil ver que es suficiente considerar K = Q (para el caso gen-
eral, tomar m[K : QJ). Sea g un primo de Z y r arbitrario (grande). Consideremos la extension
L(q) = Q((), donde ( es una raiz ¢"-ésima primitiva de la unidad. El grupo de Galois de L(q)
sobre QQ es isomorfo a la suma directa de un grupo ciclico de orden ¢ — 1 y un grupo ciclico de
orden ¢"~! si ¢ es impar, mientras que Gal(L(2)/Q) es isomorfo a la suma directa de un grupo
ciclico de orden 2 y otro de orden 2"~2. Por lo tanto, existe una subextensién L'(q) ciclica
ciclotémica de grado ¢"~! si g es impar, de grado 2”2 si g = 2.

Consideremos Q) (¢), donde p es un primo finito de Q. Sabemos que el grado local [Q,(() :
Qp] es igual a e, f;,, donde ey, f, son el grado de ramificacién y de inercia de p en la extension
L(q)/Q. Utilizaremos los resultados enunciados en el Ejemplo 1.1.13. Sip = ¢, e, = ¢(¢") y
fp=1;8ip # q, e, = 1y fp es el orden multiplicativo de p médulo ¢". En cualquier caso, se
tiene que [Q,(¢) : Qp] — oo cuando r — oo.

Como [L(q) : L'(q)] = q — 1 sigesimpary [L(2) : L'(2)] = 2, localizando en cada primo
p < 00, se tiene que [L(q)? : L'(q)P] < g — 1y [L(2)P : L'(2)P] < 2. Obtenemos entonces que
[L'(q)? : Q] es una potencia de ¢ que tiende a co cuando r tiende a co.
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Supongamos que los factores primos de m son qi,...,q, (impares) y eventualmente 2.
Consideramos L el compuesto de las extensiones L'(q1), ..., L' (¢y) y eventualmente L'(2). Es
una extension de Q, ciclica ciclotémica, y los grados locales cumplen lo requerido si tomamos r
suficientemente grande (para el eventual primo del infinito, notar que L'(¢)/Q es una extensién
totalmente compleja para todo ¢, esto es, toda inmersién en C es no real). O

7.7. Clases fundamentales

Sea L/ K una extension finita de Galois de grado n, con grupo de Galois G. Nuestro objetivo
serd probar que H?(G, Cy) es ciclico de orden n.
Consideremos el siguiente diagrama:

H?(G,Cyp)

/

0 — Br(L/K) —— H*(G,1})

>
\@/Z.

La fila de arriba es la sucesion exacta larga de cohomologia; la dltima aplicacién no tiene que ser
necesariamente suryectiva. Notamos con H2(G,Cp)" a su imagen. La aplicacién Y consiste
en sumar los invariantes locales.

Como la imagen de inv, es el grupo ciclico n—le/ Z (n, = grado local), se sigue que la
imagen de ) es el grupo ciclico niOZ /Z, donde ng es el minimo comidn multiplo de los n,
(notemos que hay sélo finitos n, pues todos dividen a n). Observemos que n divide a ng, pero
no es cierto que siempre sean iguales.

En la seccién anterior, probamos que la fila de abajo del diagrama es un complejo, es decir,
la composicion de las dos aplicaciones es cero. Esto implica que podemos definir un morfismo
suryectivo

1
H*(G,Cr) — —1Z/]7.
no
Notando con H?(G*, Cgs)' al limite de los H?(G, Cr)’, obtenemos el diagrama

H2(G*, Cres)

/
0 — Br(K) —— H?(G*,Igs)
>
\Q/Z

y podemos definir un morfismo H2(G*, Cgs)" — Q/Z.
Supongamos que L/K cumple que ny = n. Entonces:



CAPITULO 7. DEMOSTRACIONES DE LOS TEOREMAS PRINCIPALES 105

(a) Laaplicacién H*(G,Cr)’ — LZ/Z es un isomorfismo (pues es suryectiva y
(H*(G,Cp) :1) < (H*(G,Cpr): 1) <n
por el Teorema 7.4.1).
(b) H?*(G,Cp) = H?*(G,Cp) y ambos tienen orden 7.
(c¢) La sucesion

b

0 — Br(L/K) —— H?*(G,1}) 1z/Z 0

€s exacta.

Lema 7.7.1. Si L/K es ciclica entonces n = ny.

Dem. Sea S D S un conjunto de primos que contenga a los ramificados. Sabemos que ¢y /¢ :
I3 — Gal(L/K) es suryectivo, y al ser Gal(L/K) ciclico existe v primo finito fuera de S tal
que v,/ (v) genera Gal(L/K); en particular, tiene orden n. Pero el orden de 7,k (v) es
fv = ny Y, por lo tanto, n,, = n. En consecuencia n < ng y, por lo tanto, deben ser iguales. [J

En particular, si L/ K es una extensién ciclotomica ciclica,

0—= Br(L/K) —= H*(G,Tp) —=—~ TR Z/Z—0

es exacta. Como para cada n existe una extension ciclotomica ciclica de grado al menos n (usar
el Lema 7.6.5 con un primo finito fijo) y Br(K) (respectivamente H?(G*, 1)) es el limite
directo (uni6n directa) de los Br(L/K) (respectivamente H2(G, 1)), donde L/K recorre tales
extensiones (ver el paso 3 de la seccidn anterior y notar que las observaciones anteriores al Lema
7.6.5 son vélidas para o € H?(G*,Tx-s)), se tiene la siguiente sucesion exacta:

2

0 —= Br(K) —— H?*(G*,Iks) Q/z 0.

Se la denomina sucesion exacta fundamental de la teoria global de cuerpos de clases.
Recordemos (Seccién 5.8) que la sucesiéon 0 — Br(L/K) — Br(K) — Br(L) se obtiene
pasando al limite las sucesiones 0 — Br(L/K) — Br(E/K) — Br(E/L), con E/K finita de

Galois que contiene a L. Razonando de la misma manera con los ideéles o con el grupo de clases
de ideles (usando que H'(G,1;) = HY(G,Cp) = 0), obtenemos el siguiente gran diagrama
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conmutativo tridimensional:

0 0 0
0
0 —Br(L/K) —— H*(G,1y) H*(G,CL) —0
|
1z/z
0—Br(K) —— H?(G*® Igs) — H*(G*,Cgs) —=0
|
Q/Z
0 — Br(L) — H*(G*,11s) — H?*(G*,Cps) —=0 n
Q/Z
0.

En efecto, lo dnico que nos resta probar es la conmutatividad del diagrama

H2(GS,HK5) —_— @/Z

o

H?(G3, 1) —Q/Z,

y para ello basta ver que si £ D L D K estal que E/L y E/K son finitas de Galois entonces

H2(Gal(E/K), 1) —=—> Q/Z

s l

H2(Gal(E/L),Iy) —=— Q/Z

lo es, pues el primer diagrama se obtiene de éste por paso al limite. Esto se hace reduciendo al
caso local y usando la Proposicion 6.2.2.

Afirmamos ahora que la aplicacién H?(G*, Cks)' — Q/Z es biyectiva. La suryectividad se
sigue inmediatamente de que H?(G*, I cs) — Q/Z 1o es. Por la misma razén, si un elemento va
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a parar a cero en Q/Z, proviene de un elemento de H?(G*, I ) que va a parar a cero, y, por lo
tanto, de un elemento de Br(K); luego, es cero. De la misma manera se ve que H2(G*,Cps) —
Q/Z también es biyectiva. Tenemos entonces el siguiente diagrama conmutativo de filas exactas:

0——17z/z Q/Z L Q/Z 0

| | |

0—— H%(G,CL) —— H*(G*Igs) — H?*(G*,11s).

Usando el hecho de que las flechas verticales del medio y de la derecha son isomorfismos,
es muy ficil ver que la de la izquierda es suryectiva. Pero H?(G, Cp)’ es un subgrupo de
H?(G, CyL), cuyo orden divide a n por el Teorema 7.4.1. Se sigue entonces que

H*(G,CL) = H*(G,CL) ~ -Z/Z,

1
n
y, por lo tanto, H?(G, Cp) es ciclico de orden n. Llamamos inv  al isomorfismo H?(G, Cp) ~
%Z/ Z,y al generador uy, ;¢ que provenga de % por esta aplicacion lo llamamos clase funda-
mental de L/ K.

Observemos que también hemos probado que en el diagrama tridimensional podemos suprim-
irlas’.

Observacion 7.7.2. Si L/K es una extension finita de Galois, estamos en las hipétesis del Teo-
rema de Tate (5.7.2), y se tienen isomorfismos

HY(G,Z) — HT?(G,Cy).
El caso ¢ = —2 nos da un isomorfismo
G® ~ Ck /Ny k Cy,

que no es otra cosa que la inversa del mapa de Artin. La razén de esto es que en el caso local
se utilizan las mismas herramientas (Teorema de Tate), una vez probado que el H? es ciclico,
y se definen los mapas de Artin locales de esta manera. Abstrayendo todas estas nociones en lo
que Artin y Tate llaman formaciones de clases, se obtiene un tratamiento totalmente abstracto y
cohomolégico de la teoria de cuerpos de clases, tanto local como global.

El siguiente teorema elimina cualquier esperanza de que los grupos norma sirvan para clasi-
ficar extensiones no abelianas.

Teorema 7.7.3. Sea E una extension finita de K (no necesariamente de Galois), y M la mdxima
subextension abeliana. Entonces

Ng/k Ce =Nuyyx Cur
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Dem. Sea L una extension finita de Galois de K que contenga a E, con G = Gal(L/K) y
H = Gal(L/FE). Utilizando los isomorfismos que mencionamos recién, se tiene un diagrama
conmutativo

H™*(H,7)—= H°(H,Cy)

lCor iCor

H2(G,7)— HY(G,Cy),

que se identifica con el diagrama

Heb ———Cp /Ny /g Cp
J/ \LNE/K
(;abggfia.Ch</IQL/K(jL,

Luego, el conticleo de H% — G es isomorfo a Cx /NE/K Cpg. Pero a su vez, como M es
la mdxima subextensi6n abeliana de L contenida en F, es el cuerpo fijo de G'H. Por lo tanto,
Gal(M/K) ~ Gal(L/K)/Gal(L/M) = G/G'H ~ (G/G")/(G'H)/G" ~ coker(H® —
G). De esta manera, Cr / N /K es isomorfo a Gal(M/K), que por la ley de reciprocidad es
isomorfo a CK/NM/K Cuy. Como Ny Cpr O N/ Cp, se sigue que ambos grupos son
iguales. 0

Corolario 7.7.4. Una extension finita E/K es abeliana si 'y solo si (Cx : Ng g Cp) = [E :

7.8. El teorema de existencia

Probaremos aqui el Teorema 4.5.4. Sea N C Cpg un subgrupo abierto de indice finito.
Diremos que NN es un grupo norma si existe L /K finita y abeliana tal que N = N /i Cy..

Si N es un grupo normay N’ O N entonces N’ es un grupo norma. Esto se sigue mirando
la demostracién del Corolario 4.5.8.

Proposicion 7.8.1. Sea K un cuerpo de niimeros tal que contiene una raiz p-ésima primitiva de
la unidad (p un primo). Sea S un conjunto finito de primos que cumpla las condiciones (1), (11)
y (111) enunciadas en la demostracion del Teorema 7.4.2. Sea M = K (Ug (S)'/?). Entonces

K* Ny Iy = K*E, donde E = [[ K% x [ tho-
veES vgS

Dem. Consideremos la demostracion del Teorema 7.4.2. Tomemos L. = M entonces 7T es
vacio,t = 0y s = r. Ademds, el E' que definimos alli es el mismo que definimos recién, y, por
lo tanto, E' C N/ Is; ademds, (I3 : K*E) = p* = [M : K]. Por otra parte, por la ley de
reciprocidad, (Ic : K Ny i In) = p°. Se sigue entonces el resultado. O
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Lema Clave. Sea p un primo y K un cuerpo de niimeros tal que contiene una raiz p-ésima
primitiva de 1. Entonces todo subgrupo abierto de Cy de indice p es un grupo norma.

Dem. Sea N un tal subgrupo; sea H su preimagen en [ . Entonces H es un subgrupo abierto
de I ; luego, existe un conjunto finito S O S, (que podemos agrandar tanto como queramos)
tal que H D [[,cq1 % vasuv' Ademds, como (Cx : N) = p, ]I?( C H, vy, por lo tanto,
H D e Ko? x [1,gsUs = E. Luego, N = H/K* > EK*/K*. Por la proposicién
anterior, N es un grupo norma. O

Lema 7.8.2. Sea K'/K una extension finitay N C Cy abierto. Si N' = N}}/K(N) C Cgr

es un grupo norma para K' entonces N es un grupo norma para K.

Dem. Sea L/K' finita y abeliana tal que N, ik CL = N ’. Sea M la maxima subextension
abeliana de L/ K. Por el Teorema 7.7.3,

NM/K Cy = NL/K Cr= NK’/K(N,) C N.

Luego, N es un grupo norma pues contiene a otro. O

Dem. del Teorema de Existencia. Lo hacemos por induccién en el indice de V. Si es 1 entonces
N=Ckg= NK/K Ck.

Sea p un primo que divide al indice de N. Sea K’ = K ((), donde ( es una raiz p-ésima
primitiva de la unidad, y sea N/ = N;(} / (V). Por el dltimo lema, basta ver que N’ es un
grupo norma. El indice de N’ en Cg- divide al de N en Cg, y podemos suponer que son
iguales, ya que, en otro caso, la hipétesis inductiva nos asegura que N’ es un grupo norma.
Tenemos entonces que p divide a (Cg : N'), y, por lo tanto, Cg+ /N’ tiene un subgrupo de
orden p. Luego, existe N subgrupo de Cg- tal que N{ D N’y (Cgs : N{) = p. El lema clave
anterior nos dice que N es un grupo norma, y, por lo tanto, existe L /K’ finita y abeliana tal
que N{ = N /g Cr. Sea N = NZ/IK, (N"). Consideremos entonces la aplicaciéon

NL/K’ : CL /N” - CK/ /]\f/7

que es un monomorfismo cuya imagen es N{/N’. Como este cociente estd contenido propia-
mente en Cgr /N’ (yaque (Cgr : Ni) = p > 1), se tiene que

(CL : N”) < (CK’ . N’) = (CK . N)
Por hipétesis inductiva, N” es un grupo norma, y el tltimo lema implica entonces que N’ lo

es. OJ

Debemos probar ahora la unicidad. Sean L, L’ dos extensiones finitas y abelianas contenidas
en una clausura algebraica fija K. Sea M el compuesto de L con L/, que es una extensién finita
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y abeliana de K. Utilizando el Teorema 4.5.3, se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

P/ K

Ck /Num/k Cu Gal(M/K)
Ck /NrkCL oL Gal(L/K).

Como las flechas horizontales son isomorfismos, el nicleo de res, que es Gal(M /L) es la ima-
gen isomorfa bajo ¢/ de Ny i Cr. / Ny Cpr. Luego, L, al ser el cuerpo fijo del nicleo de
res, estd determinado como subcuerpo de M por el grupo Ny, /i Cr. Cambiando L por L', seve
quesiNp /g Cr = Ny Cps entonces L = L’. Observemos que la unicidad salia directamente
de los Teoremas 4.5.1-4.5.3.
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