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Introducción

El objetivo de este trabajo es presentar la teorı́a global de cuerpos de clases. A grandes ras-
gos, esta teorı́a relaciona la aritmética de un cuerpo de números con sus extensiones de Galois.
Más especı́ficamente, la teorı́a provee una descripción de los grupos de Galois de extensiones
(abelianas) en términos del cuerpo de base, además de una clasificación completa de tales exten-
siones, y una descripción de la manera en que los primos de un cuerpo de números se factorizan
en ellas. La historia de la teorı́a de cuerpos de clases es más que interesante; recomendamos el
artı́culo de H. Hasse en [CaF67] o el libro de S. Lang [Lan94]. Los principales partı́cipes de su
inicio y desarrollo son L. Kronecker, H. Weber, D. Hilbert, T. Takagi, E. Artin, H. Hasse, C.
Chevalley, J. Tate y otros.

El análisis aritmético de las ecuaciones algebraicas consiste en resolver las ecuaciones te-
niendo en cuenta el mı́nimo cuerpo o anillo al cual pertenecen. Si el cuerpo de base es Q, el
cuerpo de los números racionales, este análisis lleva al estudio de sus extensiones finitas, que
son llamadas cuerpos de números. Uno de los objetivos principales de la teorı́a de números es
“entender” el grupo de Galois absoluto GK = Gal(Kal/K) de un cuerpo de números K, por
ejemplo Q, donde Kal es una clausura algebraica de K. La teorı́a de cuerpos de clases nos
brinda una respuesta bastante satisfactoria con respecto a la abelianización GabK .

El corazón de la teorı́a es la ley de reciprocidad de Artin, probada por él mismo en 1927.
Si K es un cuerpo de números y L/K es una extensión finita y abeliana, la ley de reciprocidad
establece un isomorfismo entre cierto grupo de clases de ideales generalizados y Gal(L/K). El
nombre se debe a que describe la manera en que un primo de K se factoriza en L, y generaliza
las leyes de reciprocidad conocidas hasta entonces, como la cuadrática o la cúbica. La manera
de demostrar esta ley consiste, esencialmente, en probar que ambos grupos tienen el mismo
orden y que la aplicación, llamada mapa de Artin, es suryectiva. Para ello, se prueban las dos
desigualdades correspondientes, y una de ellas se puede probar usando métodos analı́ticos, que
es como Artin lo hizo.

Asimismo, existe una teorı́a local de cuerpos de clases, en la cual K se reemplaza por un
cuerpo local. Históricamente, la teorı́a local se dedujo de la teorı́a global; Hasse probó que
la teorı́a global se puede deducir de la local, y propuso desarrollar la teorı́a local de manera
independiente. Esto finalmente fue logrado, y el enfoque moderno de la teorı́a de cuerpos de
clases sigue esta lı́nea: desarrollar la teorı́a local y deducir de ésta la global. Este punto de vista
es el que abordaremos en esta tesis.

En 1936, C. Chevalley introdujo el grupo de idèles de K, que se forma a partir de las
completaciones de K en las distintas valuaciones. Con ellos se puede formular la teorı́a de
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cuerpos de clases de manera más unificada, incluyendo a las extensiones infinitas y clarificando
la relación entre la teorı́a global y la local. En 1940, Chevalley prueba, de manera puramente
algebraica, utilizando cohomologı́a de grupos, la desigualdad que en un principio habı́a sido
probada con métodos analı́ticos. Ésta es la demostración que expondremos aquı́.

La teorı́a de cuerpos de clases sólo tiene en cuenta extensiones abelianas. Para las exten-
siones no abelianas, en su momento ni siquiera se sabı́a bien qué debı́a enunciarse, hasta que
hace unos 30 años, R. Langlands inició un vasto programa que incluirı́a como casos particulares
las buscadas leyes de reciprocidad no abelianas. Hoy por hoy, hay muy pocas demostraciones
para el caso de cuerpos de números, y las conjeturas abundan. Una manera de estudiar GK ,
según la filosofı́a “Tannakiana”, es a través sus representaciones de dimensión finita. Desde
este punto de vista, la teorı́a de cuerpos de clases resuelve el caso de las representaciones de
dimensión 1. En general, para entender las representaciones de cualquier dimensión, se le aso-
cian ciertos invariantes (funciones L), y las conjeturas principales establecen relaciones entre
éstos y otros invariantes (“automorfos”) que tienen propiedades ya estudiadas y establecidas,
lo cual permite estudiar dichas representaciones. Esta idea fue originariamente de Artin, y fue
fundamental para el tratamiento analı́tico de la teorı́a de cuerpos de clases. En éste, la teorı́a es
esencialmente equivalente a que esta correspondencia para dimensión 1 es cierta; las funciones
L, en este caso, fueron estudiadas originariamente por Hecke y otros, hasta que Tate, en su tesis
de doctorado de 1950, dio un tratamiento innovador utilizando análisis armónico en los grupos
de adèles e idèles. En esta tesis no estudiaremos la parte analı́tica de la teorı́a. Para estudiar
estos enunciados y ver su equivalencia con la teorı́a aquı́ expuesta, recomendamos el libro de L.
Goldstein ([Gol71]).

Organización El presente trabajo está organizado de la siguiente manera.
En el primer capı́tulo, presentamos los resultados preliminares básicos sobre los dos puntos

de vista que tiene la teorı́a de números algebraica, vale decir, dominios de Dedekind (punto de
vista de ideales) y valuaciones.

En el segundo capı́tulo, investigamos los distintos tipos de valuaciones que tiene un cuerpo
de números y qué sucede con ellas en las extensiones.

En el tercer capı́tulo, tratamos los adèles e idèles, definiéndolos, probando sus principales
propiedades y deduciendo teoremas clásicos de teorı́a de números a partir de ellas, como la
finitud del grupo de clases y el teorema de Dirichlet sobre las unidades.

El cuarto capı́tulo es el principal. En él enunciamos los teoremas centrales de la teorı́a global
de cuerpos de clases en términos de ideales, y formulamos una reinterpretación de estos teore-
mas en términos de idèles, debida a Chevalley. Posponemos las demostraciones de estos teore-
mas hasta el séptimo capı́tulo. Incluimos también, como corolario de la teorı́a, una demostración
del Teorema de Kronecker-Weber, que afirma que toda extensión abeliana de los racionales es
una extensión ciclotómica.

En el quinto capı́tulo, presentamos un desarrollo de la cohomologı́a de grupos, herramienta
necesaria para demostrar los teoremas del cuarto capı́tulo.

El sexto capı́tulo es un resumen que contiene los resultados principales de la teorı́a local de
cuerpos de clases. En general, no incluimos las demostraciones por una cuestión de extensión.
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En el séptimo capı́tulo, llevamos a cabo todas las demostraciones de los teoremas del capı́tu-
lo cuatro. Esencialmente todas se reducen a probar que ciertos grupos de cohomologı́a tienen
ciertas propiedades, que se deducen de las propiedades correspondientes de la teorı́a local. Es
importante la reducción que se hace a las extensiones ciclotómicas, algo que ya estaba presente
en la demostración original de Artin.
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Capı́tulo 1

Preliminares

1.1. Dominios de Dedekind

En un curso básico de teorı́a de números algebraica se prueba que si K es un cuerpo de
números entonces OK (el anillo de enteros algebraicos) es un dominio ı́ntegro (que no es un
cuerpo) que cumple las siguientes tres propiedades:

(1) OK es Noetheriano;

(2) OK es ı́ntegramente cerrado;

(3) todo ideal primo no nulo de OK es maximal.

Un dominio ı́ntegro A (no cuerpo) que cumpla esas tres propiedades se llama un dominio de
Dedekind. En esta sección, resumiremos la teorı́a de dominios de Dedekind que necesitaremos.
Omitiremos la mayorı́a de las demostraciones, las cuales se pueden encontrar en [Lan94] o en
[Mar77].

Notemos que la propiedad (3) es equivalente a que no haya relación de contención entre
ideales primos no nulos distintos.

Todo dominio de ideales principales es un dominio de Dedekind; la recı́proca no es cierta,
y es fácil encontrar ejemplos de dominios de Dedekind que no son dominios de factorización
única, menos aún principales. Sin embargo, los dominios de Dedekind tienen una importante
propiedad (de hecho, se puede ver que esta propiedad los caracteriza), que nos dice que todo
ideal no nulo (y propio) se puede escribir, de manera única, como un producto de ideales primos
no nulos a ciertas potencias.

Dados dos ideales a, b de A, decimos que a|b (a divide a b) si existe un ideal c tal que

b = ac.

Sea A un dominio ı́ntegro y K su cuerpo de fracciones. Un ideal fraccionario a de A es un
A-submódulo de K, tal que existe un d ∈ K, d 6= 0 con da ⊂ A. Notemos que podemos tomar
d ∈ A. Si A es Noetheriano, entonces da, y, por lo tanto, a, es finitamente generado.

Si a es un ideal de A entonces es un ideal fraccionario. A estos ideales fraccionarios los
llamaremos ideales enteros.

1



2 1.1. DOMINIOS DE DEDEKIND

La siguiente proposición es de demostración inmediata.

Proposición 1.1.1. Sea A un dominio Noetheriano. Entonces, dado a ⊂ K, son equivalentes:

(I) a es un ideal fraccionario;

(II) a es un A-submódulo de K finitamente generado;

(III) a = xb para ciertos x ∈ K× y b ideal entero.

Dado a ∈ K, escribimos (a) para referirnos al ideal fraccionario generado por a, es decir,
al A-submódulo de K generado por a; efectivamente es un ideal fraccionario (consiste de todos
los elementos de la forma ax con x ∈ A). Notemos que si a ∈ A, esto coincide con el ideal
generado por a en A.

Sea IK el conjunto de ideales fraccionarios no nulos de A (para ser rigurosos, deberı́amos
notarlo con IA; haremos el abuso de notación refiriéndonos al dominio correspondiente en los
casos necesarios) . Al igual que en los ideales enteros, se pueden multiplicar naturalmente, y
el ideal fraccionario A es un elemento unidad. Se tiene una aplicación natural id : K× → IK ,
a 7→ (a).

Teorema 1.1.2. Sea A un dominio de Dedekind. Entonces todo ideal no nulo y propio de A se
factoriza, de manera única, como producto de ideales primos no nulos, e IK es un grupo libre
sobre el conjunto de ideales primos no nulos.

Para medir cuán lejos está un dominio de Dedekind de ser un dominio principal, lo que nat-
uralmente se hace es “dividir” por los ideales principales. Resulta que el conjunto de los ideales
enteros no nulos no es un grupo, y que debemos considerar IK , el grupo de ideales fraccionarios
no nulos. Sea PK el subgrupo de IK formado por los ideales fraccionarios principales no nulos,
es decir, los ideales de la forma (a), con a ∈ K×. El grupo IK/PK se llama el grupo de clases
de ideales de A, y se lo denota por Cl(A). Cuando A esté sobreentendido, lo notaremos por
Cl(K), y lo llamaremos el grupo de clases de ideales de K. En un primer curso de teorı́a al-
gebraica de números, se demuestra (¡en general utilizando métodos geométricos!) que Cl(OK)
es finito. En el caso de cualquier dominio de Dedekind A, esto deja de ser cierto; definimos el
número de clases de ideales de A (o de K) como el cardinal del grupo de clases, en el caso en
que sea finito.

Veremos qué sucede cuando tenemos un dominio de Dedekind A y una extensión de su
cuerpo de fracciones K.

Recordemos que, si A es un dominio ı́ntegro contenido en un cuerpo L, el conjunto B
formado por los elementos enteros sobre A es un anillo, llamado la clausura entera de A en L.
Además, si K es el cuerpo de fracciones de A, L es una extensión finita y separable de K y
x es entero sobre A entonces NL/K(x) y TrL/K(x) también lo son (al ser productos y sumas
de conjugados de x, que son enteros sobre A). Se deduce de manera similar que el polinomio
minimal de x sobre K tiene coeficientes enteros sobre A. Además, si x es algebraico sobre K
entonces existe un a ∈ A, a 6= 0, tal que ax es entero sobre A.

Sea A un dominio de Dedekind. Sea L/K una extensión finita y separable, donde K es el
cuerpo de fracciones de A. Entonces la clausura entera de A en L es un A-módulo finitamente
generado. Esto permite probar el siguiente resultado.
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Teorema 1.1.3. Sea A un dominio de ideales principales, y L/K una extensión finita y separa-
ble de grado n, donde K es el cuerpo de fracciones de A. Entonces la clausura entera de A en
L es un A-módulo libre de rango n.

Dem. Como A-módulo, la clausura entera es sin torsión, y al ser finitamente generado, se sigue
que es un A-módulo libre. Es claro que su rango es n.

Este teorema muestra, por ejemplo, que el anillo de enteros de un cuerpo de números de
grado n es un grupo abeliano libre de rango n.

A partir de ahora,OK será un dominio de Dedekind y K su cuerpo de fracciones. Sea B un
anillo que contiene a OK . Si p es un ideal primo de OK y P un ideal primo de B, decimos que
P está sobre p si P∩OK = p. En ese caso, escribimos P|p, y también decimos que P divide a
p. SiB es entero sobreOK entonces pB 6= B, y existe un ideal primo P deB sobre p. Además,
P es maximal si y sólo si p lo es.

Teorema 1.1.4. Sea L/K una extensión finita y separable, y sea B la clausura entera de OK
en L. Entonces B es un dominio de Dedekind.

Dem. Es claro que B es ı́ntegramente cerrado. Si P es un ideal primo no nulo de B, está sobre
un ideal primo no nulo p de OK , que es entonces maximal. Luego, P lo es. Falta ver que
B es Noetheriano. Como OK es Noetheriano e ı́ntegramente cerrado, B es un OK-módulo
finitamente generado. Luego, todo ideal de B es finitamente generado sobre OK (al ser un
submódulo de un OK-módulo finitamente generado con OK Noetheriano), y, más aún, sobre
B.

Observación 1.1.5. El teorema es válido sin asumir que L/K sea separable. El caso general se
trata separando la extension en K ⊂ E ⊂ L, donde E/K es separable y L/E es puramente
inseparable (es decir,E es la clausura separable deK en L). Para una demostración, ver [Jan96].

Veamos qué pasa ahora cuando consideramos extensiones de Galois de K. En lo sucesivo
L/K sera una extensión finita y separable. Con OL notaremos a la clausura entera de OK
en L. Si p es un ideal primo de cualquiera de estos dos anillos, una letra minúscula con tal
subı́ndice denotará al cuerpo residual correspondiente. Por ejemplo, si p es un ideal primo de
OK , notaremos

kp = OK/p.

En el caso en que L/K sea de Galois, Gal(L/K) actúa transitivamente sobre los primos de
OL que están sobre uno dado de OK ; es decir, si p es un ideal primo de OK y P,Q son ideales
primos sobre p en OL entonces existe σ ∈ Gal(L/K) tal que σP = Q. Además, existen sólo
finitos ideales primos sobre p (aquı́ no es necesario que la extensión sea de Galois).

Sea G = Gal(L/K). Dado σ ∈ G, es claro que σOL = OL. Sea p un ideal primo de OK
y sea P un ideal primo de OL sobre p. Sabemos que σP es otro ideal primo de OL, también
sobre p. Dado P un ideal primo de OL, definimos el grupo de descomposición de P como

D(P) = {σ ∈ G : σ(P) = P}.



4 1.1. DOMINIOS DE DEDEKIND

Cada σ ∈ D(P) induce un morfismo σ : lP → lP, que deja fijo al subcuerpo kp. Al ser
D(P) un subgrupo de Gal(L/K), podemos considerar LD el cuerpo fijo por este subgrupo,
llamado el cuerpo de descomposición de P. Sea ODL la clausura entera de OK en LD, que no
es otra cosa que OL ∩ LD, y sea Q = P ∩ ODL , que es un ideal primo de ODL . El ideal primo
P está sobre Q, y, además, es el único con esta propiedad pues D(P) = Gal(L/LD) actúa
transitivamente sobre los primos que están sobre un mismo primo en LD.

Proposición 1.1.6. La extensión LD/K es la subextensión de L/K más chica tal que P es el
único ideal primo sobre P ∩ LD (que es un ideal primo de OL ∩ LD).

Demostración. Sea F como dice la proposición, y sea H = Gal(L/F ). Sea q = P ∩ F .
Sabemos que todos los primos de OL que están sobre q son conjugados por elementos de H .
Como hay sólo un primo, vemos que H deja P fijo, es decir, H ⊂ D(P). Ası́, F ⊃ LD.

Con respecto a la extensión lP/kp, se prueba que se trata de una extensión normal. Volvamos
por ahora al caso en que L/K no es necesariamente de Galois.

Proposición 1.1.7. Sea P un primo de OL sobre p. La extensión lP/kp es finita.

Dem. Es obvio al ser OL un OK-módulo finitamente generado.

Si L/K es de Galois, llamaremos G(P) = Gal(lP/kp). El núcleo del morfismo D(P) →
G(P) se llama el grupo de inercia de P, denotado por I(P). Es un subgrupo normal de D(P)
y consiste en los automorfismos de L sobre K que inducen el automorfismo trivial en el cuerpo
residual, es decir, los σ tales que σy ≡ y(modP) para todo y ∈ OL. Su cuerpo fijo, LI , se
llama el cuerpo de inercia de P.

Uno de los problemas generales de la teorı́a de números algebraica es caracterizar cómo se
factorizan los ideales primos de OK en extensiones. Sea p un ideal primo de OK , y sea

pOL = Pe1
1 ...P

eg
g

la factorización de p en OL, con los Pi distintos (de manera que P está sobre p si y sólo
si aparece en este producto). Definimos el ı́ndice de ramificación de Pi sobre p (o grado de
ramificación) como e(Pi|p) = ei. Decimos que p ramifica en OL (o en L) si alguno de los ei
es mayor que 1. En caso contrario decimos que p es no ramificado en OL. Si P es un primo
de OL, se define eP = e(P|p), donde p = P ∩ OK . También notaremos e(P|p) = 0 si P no
está sobre p.

Dado P sobre p, definimos también el ı́ndice o grado de inercia de P, notado fP o f(P|p),
como el grado de la extensión lP/kp (sabemos que es finita por la Proposición 1.1.7).

Se tiene la siguiente fórmula:

[L : K] =
r∑
i=1

eifi.

Decimos que p se parte completamente si r = [L : K]. Por la última fórmula, esto ocurre si
y sólo si fP = eP = 1 para todo P|p.
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La fórmula se simplifica en el caso de extensiones de Galois: todos los eP (para P|p) son
iguales a un cierto número e, y los fP (para P|p) son iguales a un cierto número f , de manera
que [L : K] = efr.

Los ı́ndices de ramificación y de inercia se comportan bien respecto a torres de extensiones.

Proposición 1.1.8. Sea K ⊂ L ⊂ M una torre de extensiones finitas y separables, y sea
OK ⊂ OL ⊂ OM la torre correspondiente de clausuras enteras de OK en L y en M . Sea p un
ideal primo de OK , debajo del ideal primo P de OL, que a su vez está debajo del ideal primo
Q de OM . Entonces tenemos que

e(Q|p) = e(Q|P)e(P|p);
f(Q|p) = f(Q|P)f(P|p).

Teorema 1.1.9. Sea p un ideal primo de OK , debajo del ideal primo P de OL. Sean PI =
P ∩ LI y PD = P ∩ LD. Supongamos que la extensión de cuerpos residuales es separable.
Entonces tenemos que:

[L : LI ] = e; [LI : LD] = f ; [LD : K] = r;
e(P|PI) = e; e(PI |PD) = 1; e(PD|p) = 1;
f(P|PI) = 1; f(PI |PD) = f ; f(PD|p) = 1.

El siguiente corolario motiva los nombres de “inercia” y “descomposición”.

Corolario 1.1.10. Supongamos que D(P) es normal en Gal(L/K). Entonces p se parte en
r primos distintos en LD (es decir, se parte completamente). Si, además, I(P) es normal en
Gal(L/K), entonces cada uno permanece primo en LI (es “inerte”). Por último, cada uno es
una potencia e-ésima en L.

Como otro corolario, obtenemos que el orden de D(P) es ef , el orden de I(P) es e y el
ı́ndice de D(P) en Gal(L/K) es r. Además, es fácil ver que los grupos de descomposición e
inercia de primos distintos arriba de uno mismo, son conjugados en el grupo de Galois. De esta
manera, un primo es no ramificado si y sólo si I(P) = 1 para algún, y, por lo tanto, para todo,
ideal primo P sobre p.

Sea p un ideal primo de OK , debajo del ideal primo P de OL. Consideremos el morfismo
natural

D(P)→ Gal(lP/kp),

σ 7→ σ.

Este morfismo es suryectivo e induce un isomorfismo

D(P)/I(P)→ Gal(lP/kp).

En efecto, este último morfismo es inyectivo y ambos grupos tienen orden f .
Supongamos ahora que los cuerpos residuales son finitos (esto pasa siempre en el caso en

que K sea un cuerpo de números y OK su anillo de enteros). Entonces lP/kp es una extensión
finita de cuerpos finitos, y, por lo tanto, su grupo de Galois tiene un elemento distinguido que lo
genera, el morfismo de Frobenius, definido por x 7→ xq, donde q es el orden de kp. En el caso
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en que p sea no ramificado en L, obtenemos un único elemento del grupo de Galois de L/K,
denotado por (P, L/K), que va a parar al morfismo de Frobenius por el isomorfismo anterior.
Es un elemento del grupo de Galois de L/K caracterizado por

(P, L/K)(y) ≡ yq(modP) ∀y ∈ OL.

El morfismo (P, L/K) se llama el sı́mbolo de Artin de P. Las siguientes propiedades son
inmediatas.

Proposición 1.1.11. Sea p un ideal primo no ramificado, y sea P un ideal primo en L sobre p.
Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

(I) si σ ∈ Gal(L/K),
(σP, L/K) = σ(P, L/K)σ−1;

(II) el orden de (P, L/K) es el ı́ndice de inercia fP = f(P|p);

(III) p se parte completamente en L si y sólo si (P, L/K) = 1.

La primera propiedad nos dice que los sı́mbolos de Artin de dos primos sobre uno mismo
son conjugados en Gal(L/K). Esto permite asignarle a cada primo no ramificado p una clase
de conjugación de Gal(L/K). En el caso particular en que L/K sea abeliana, se trata de un
solo elemento, llamado el sı́mbolo de Artin de p, y denotado por

(p, L/K).

Sea S un conjunto finito de ideales primos deOK . Definimos ISK como el subgrupo libre de
IK generado por los ideales primos que no están en S. Consideremos ahora cualquier S tal que
contenga a los ideales primos que ramifican. Utilizando la factorización de ideales fraccionarios
en ideales primos, podemos definir el mapa de Artin:

ψL/K : ISK → Gal(L/K),∏
p6∈S

pap 7→
∏
p6∈S

(p, L/K)ap .

Esta aplicación es el corazón de la teorı́a de cuerpos de clases, y la mayorı́a de los resultados
que queremos obtener son en realidad propiedades de ella.

Otras propiedades del sı́mbolo de Artin son las siguientes.

Proposición 1.1.12. Sea K ⊂ L ⊂ M una torre de extensiones finitas de Galois, Q un ideal
primo de M , que está sobre el ideal P de L, que a su vez está sobre p; supongamos que p no
ramifica en M (y, por lo tanto, tampoco en L). Entonces tenemos que

(a) (Q,M/L) = (Q,M/K)f(P|p);

(b) (Q,M/K) |L = (P, L/K).
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Dem. El ı́tem (a) es trivial, como vemos considerando la torre de extensiones de cuerpos resid-
uales mQ ⊃ lP ⊃ kp; f(P|p) = [lP : kp], y un elemento de Frobenius de la extensión de arriba
es elevar a la f(P|p) un elemento de Frobenius de la extensión total. El ı́tem (b) también es
trivial, ya que (Q,M/K) |L cumple las propiedades que caracterizan a (P, L/K).

Ejemplo 1.1.13. Sea m ∈ N y Q(ζm) el cuerpo ciclotómico de las raı́ces m-ésimas de la
unidad. Usaremos el siguiente resultado clásico de teorı́a de números algebraica básica, cuya
demostración puede encontrarse en [Mar77] (Capı́tulo 3, Teorema 26): sea p ∈ Z un primo, y
escribamos m = pkn con p - n. Entonces el ı́ndice de ramificación de p en Q(ζm) (que no de-
pende del primo arriba pues es una extensión de Galois) es igual a ϕ(pk), donde ϕ es la función
de Euler, y el ı́ndice de inercia f es el menor entero positivo tal que pf ≡ 1(modn) (el orden
multiplicativo de p módulo n). En particular, cualquier primo ramificado debe dividir a m. Si
4|m entonces los primos ramificados son exactamente los divisores de m, mientras que si 2|m
y 4 - m entonces son todos menos el 2. En cualquier caso se tiene definido el mapa de Artin

ψm : IQ(m)→ Gal(Q(ζm)/Q) ' (Z/mZ)×.

Aquı́, IQ(m) se puede identificar con el conjunto de los números racionales a/b, con a, b > 0,
(a, b) = (a,m) = (b,m) = 1. Entonces

ψm(a/b) = [a][b]−1 ∈ (Z/mZ)×.

La verificación es trivial, pues basta chequearlo para ψ(p) con p un primo que no divida a m, y
este caso sale por definición del sı́mbolo de Artin.

1.2. Valores absolutos

Sea K un cuerpo. Un valor absoluto sobre K es una función |.| : K → R tal que

(1) |x| ≥ 0 ∀ x ∈ K y |x| = 0⇔ x = 0;

(2) |xy| = |x||y| ∀ x, y ∈ K;

(3) Existe una constante C tal que |1 + x| ≤ C siempre que |x| ≤ 1.

De esta manera, podemos ver a un valor absoluto como un morfismo de grupos |.| : K× → R+

(donde R+ = {x ∈ R : x > 0}) tal que cumple (3), y que lo extendemos a K poniendo |0| = 0.
Dado un cuerpo K, siempre existe un valor absoluto sobre él, vale decir, el valor absoluto

trivial, definido por |x| = 1 para x 6= 0, |0| = 0 (C = 1 en (3)). De ahora en más, supondremos
que todos los valores absolutos son no triviales.

Como R+ es sin torsión, todas las raı́ces de la unidad en K van a parar a 1. En particular,
|1| = | − 1| = 1, y, por lo tanto, | − x| = |x| para todo x en K. Además, trivialmente, tenemos
la siguiente proposición.

Proposición 1.2.1. Sea K un cuerpo finito. Entonces todo valor absoluto sobre K es el valor
absoluto trivial.
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Definición 1.2.2. Decimos que dos valores absolutos |.|1 y |.|2 en un cuerpoK son equivalentes
si existe un c ∈ R+ tal que |.|2 = |.|c1.

Notemos que si |.|1 es un valor absoluto, entonces |.|2 = |.|c1 también lo es. Claramente,
se tiene una relación de equivalencia sobre los valores absolutos (sobre un mismo cuerpo K).
Además, es claro que el valor absoluto trivial es equivalente sólo a sı́ mismo. Una clase de
equivalencia de valores absolutos no triviales se llama un primo de K, o un divisor de K.
Generalmente usaremos la letra v para denotar un primo deK, y por |.|v a un valor absoluto que
lo represente.

No es difı́cil ver que todo valor absoluto es equivalente a uno cuya constante C es igual a 2.
Para este tipo de valores absolutos, la siguiente proposición nos da otra caracterización de (3).

Proposición 1.2.3. Sea |.| : K → R≥0 una función que satisface (1) y (2). Las siguientes
condiciones son equivalentes:

(I) |1 + x| ≤ 2 siempre que |x| ≤ 1 (esto es, vale (3) con C = 2);

(II) |x+ y| ≤ |x|+ |y| ∀ x, y ∈ K (A esta última propiedad la llamaremos (3′) o desigual-
dad triangular).

Dem. (I)⇒(II): Sean x, y ∈ K. Si alguno es 0, vale trivialmente la desigualdad; luego, supon-
dremos ambos no nulos. Si, por ejemplo, |x| ≤ |y|, escribimos x = ay, con a ∈ K, de manera
que |a| ≤ 1. Luego, |x + y| = |y(1 + a)| = |y||1 + a| ≤ 2|y| por hipótesis, y esto último es
igual a 2 máx{|x|, |y|}. Por inducción, probamos que si x1, ..., x2r ∈ K entonces

|
2r∑
j=1

xj | ≤ 2r máx{|xj |}.

De esta manera, si n ∈ N y 2r−1 < n ≤ 2r, insertando 2r − n sumandos nulos, obtenemos que

|
n∑
j=1

xj | ≤ 2r máx{|xj |} ≤ 2n máx{|xj |}.

En particular, |n| ≤ 2n|1| = 2n. Ahora,

|x+ y|n = |
∑
j

(
n

j

)
xjyn−j | ≤ 2(n+ 1) máx{|

(
n

j

)
||x|j |y|n−j} ≤

≤ 4(n+ 1) máx{
(
n

j

)
|x|j |y|n−j} ≤ 4(n+ 1)(|x|+ |y|)n.

Tomando raı́ces n-ésimas y haciendo tender n a infinito, se sigue la desigualdad buscada.
(II)⇒(I): es claro.
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Trabajar con valores absolutos equivalentes es lo mismo, con lo cual, podrı́amos haber hecho
la definición con (3′) directamente y suponer ya que todos tienen constante C = 2.

Decimos que un valor absoluto |.| es no arquimedeano si uno puede tomar C = 1 en (3).
Esto es lo mismo que decir que

|x+ y| ≤ máx{|x|, |y|}.

Esto claramente implica (3′), con lo cual, un valor absoluto no arquimedeano cumple (3) tanto
con C = 1 como con C = 2. Decimos que un valor absoluto es arquimedeano si no es no
arquimedeano (como era de esperarse).

No es difı́cil ver que la arquimedeanidad está preservada por equivalencias. Por lo tanto,
podemos hablar de primos arquimedeanos y no arquimedeanos. En el primer caso, los llamare-
mos también primos infinitos, mientras que en el caso no arquimedeano, primos finitos.

Recordemos que, dado un cuerpo K, el anillo primo es la imagen de la aplicación canónica
Z→ K.

Lema 1.2.4. Sea |.| un valor absoluto. Entonces |.| es no arquimedeano si y sólo si |n| ≤ 1 para
todo n en el anillo primo de K.

Dem. Es claro que un valor absoluto no arquimedeano está acotado por 1 en el anillo primo
de K. Recı́procamente, sea |.| un valor absoluto que cumple eso. Sabemos que es equivalente
a un valor absoluto que cumple la desigualdad triangular, con lo cual, veamos que vale para el
caso en que |.| la cumpla. Probaremos ahora que se cumple (3) con C = 1. Sea x ∈ K tal que
|x| ≤ 1. Por la desigualdad triangular,

|1 + x|n = |(1 + x)n| ≤
∑
j

|
(
n

j

)
||x| ≤ 1 + 1 + ...+ 1 = n+ 1.

Tomando raı́z n-ésima y haciendo tender n a infinito, obtenemos |1 + x| ≤ 1. Ası́, |.| es no
arquimedeano.

Corolario 1.2.5. Si car K = p 6= 0 entonces cualquier valor absoluto sobre K es no ar-
quimedeano

Dem. Esto es claro pues los elementos del anillo primo de K son raı́ces de la unidad.

Ejemplo 1.2.6. En R, el valor absoluto usual es un valor absoluto arquimedeano. Lo mismo
sucede con C. De hecho, hay un teorema de Gelfand y Tornheim que afirma que un cuerpo K
con un valor absoluto arquimedeano es isomorfo a un subcuerpo de C y su valor absoluto es
equivalente al inducido por el valor absoluto usual de C. No necesitaremos este teorema. Para
una demostración, ver E. Artin, “Theory of Algebraic Numbers” (Striker, Göttingen), pp. 45 y
67.

Ejemplo 1.2.7. Sea K un cuerpo de números, y σ : K ↪→ C una inmersión. Definimos |x|σ =
|σx|, donde este último es el valor absoluto usual de C. Entonces |x|σ es un valor absoluto
arquimedeano enK. Más adelante, veremos que todo valor absoluto arquimedeano de un cuerpo
de números es equivalente a uno de estos.
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Ejemplo 1.2.8. Sea K un cuerpo de números de grado n. Sea P ⊂ OK un ideal primo. Si
x ∈ K×, sea ordP(x) el exponente (entero) al cual aparece P en la factorización del ideal
fraccionario (x) = xOK en ideales primos. Sea c > 1 un número real. Definimos el siguiente
valor absoluto en K:

|x|P = c− ordP(x).

Usando las propiedades de ordP es fácil ver que |.|P es un valor absoluto no arquimedeano,
llamado P-ádico (este procedimiento lo podrı́amos haber hecho con cualquier dominio de
Dedekind y su cuerpo de fracciones). A la clase de equivalencia definida por este valor ab-
soluto lo llamaremos vP. Veremos luego que todos los valores absolutos no arquimedeanos de
un cuerpo de números K son de esta forma. Es fácil probar que ideales primos distintos dan
lugar a valores absolutos no equivalentes.

Tomemos, por ejemplo, el caso de K = Q. Sea p ∈ Z un número primo. Dado x ∈ Q×,
escribimos x = pnu/v, con p - u, p - v, n, u, v ∈ Z. Entonces |x|p = c−n. Se suele tomar
c = p (en el caso de cuerpos de números, también hay una normalización correspondiente que
ya veremos), por razones que serán claras más adelante. A este valor absoluto lo llamamos
p-ádico.

Ejemplo 1.2.9. Este ejemplo es parecido al anterior. Sea E un cuerpo y sea K = E(t), donde
t es trascendente sobre E. Sea p = p(t) un polinomio irreducible en E[t]. Como E[t] es un
dominio de factorización única, todo elemento f de E(t) se escribe como f = pnu/v, con
n ∈ Z, u, v ∈ E[t], p - u, p - v. Dado un número real c > 1, tomamos el valor absoluto no
arquimedeano

|f |p = c−n

(esto es un caso particular del ejemplo anterior, ya que E[t] es un dominio de Dedekind).
Hay un valor absoluto adicional en E(t) (también eligiendo arbitrariamente un número real

c > 1), definido por
|u
v
|∞ = cgr(u)−gr(v).

Si s = t−1, entonces K = E(s) y vemos que este valor absoluto es del tipo |.|p, con p el
polinomio irreducible p(s) = s. Luego, es no arquimedeano (es decir, la analogı́a con Q no es
perfecta).

Las siguientes definiciones suponen que v es un primo no arquimedeano deK (y claramente
no dependen de la elección del representante |.|v).

Ov = {x ∈ K : |x|v ≤ 1};
Uv = {x ∈ K : |x|v = 1};
pv = {x ∈ K : |x|v < 1}.

Es claro queOv es un subanillo deK (llamado el anillo de enteros deK respecto de v), queK es
su cuerpo de fracciones y pv es un ideal de Ov. Es inmediato que O×v = Uv, y que, por lo tanto,
Ov es un anillo local con ideal maximal pv. Cuando el primo en cuestión esté sobreentendido,
notaremos también OK , UK y pK a estos conjuntos.

El cuerpo k = Ov/pv se llama el cuerpo residual de K (o de Ov) respecto del primo v.
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Ejemplo 1.2.10. Consideremos un primo p ∈ Z y el valor absoluto p-ádico en Q. Entonces el
anillo de enteros es Z(p), la localización de Z en el ideal primo (p), y pZ(p) su ideal maximal.
En consecuencia el cuerpo residual es Z(p)/pZ(p) = Fp.

Más generalmente, siA es un dominio de Dedekind y P es un ideal primo deA, consideran-
do el valor absoluto P-ádico en K = Frac(A), vemos que el anillo de enteros AP, y su ideal
maximal es PAP. El cuerpo residual es entonces AP/PAP = A/P.

Teorema 1.2.11 (Ostrowski). Sea |.| un valor absoluto no trivial en Q. Si es arquimedeano
entonces es equivalente al valor absoluto usual |.|∞. Si es no arquimedeano, es equivalente a
un único valor absoluto p-ádico |.|p.

Demostración. Suponemos en principio que |.| satisface la desigualdad triangular. Sean m,n ∈
Z, con n > 1. Luego, m se puede escribir como

a0 + a1n+ ...+ arn
r

con los ai ∈ Z, 0 ≤ ai < n, nr ≤ m (es decir, r ≤ logm
logn , para cualquier base e > 1). Por la

desigualdad triangular, para cada i entre 0 y r tenemos que

|ai| = |1 + 1 + ...+ 1| ≤ ai|1| = ai < n.

Llamemos N = max{1, |n|}. Luego, también por la desigualdad triangular,

|m| ≤
r∑
i=0

|ai||n|i ≤
r∑
i=0

|ai|N r.

Juntando las dos desigualdades, obtenemos que

|m| ≤ (1 + r)nN r ≤ (1 +
logm
log n

)nN logm/ logn.

Si en lugar de m utilizamos mk con k ∈ Z, vemos que la desigualdad se transforma (tomando
raı́z k-ésima) en

|m| ≤ (1 +
k logm
log n

)1/kn1/kN logm/ logn.

Hacemos tender ahora k →∞. Los términos con k tienden a 1, de manera que

|m| ≤ N logm/ logn.

Consideraremos ahora dos casos posibles:
Caso (I): para todos los enteros n > 1, se tiene que |n| > 1. En este caso, N = |n|, y de la

desigualdad obtenida obtenemos que

|m|1/ logm ≤ |n|1/ logn.

Si intercambiamos n y m, y suponemos que m > 1, por simetrı́a obtenemos la igualdad, luego,
existe un c > 1 tal que

c = |m|1/ logm = |n|1/ logn
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para todos los enteros m,n mayores a 1. De aquı́ que para todo entero n > 1, vale que

|n| = clogn = elog c logn = nlog c.

Llamemos a = log c. Queda entonces |n| = |n|a∞ para todo entero n > 1, donde |.|∞ es el
valor absoluto usual de Q. Como los valores absolutos son morfismos Q× → R+, y estos dos
coinciden en un conjunto de generadores de Q× (el conjunto de los primos positivos y −1), se
sigue que coinciden en todo Q×. Luego, |.| es equivalente a |.|∞.

Caso (II): existe un n > 1 tal que |n| ≤ 1. En este caso, N = 1 y la desigualdad implica
que |m| ≤ 1 para todos los enteros m. Entonces el valor absoluto es no arquimedeano. Sea P el
ideal primo asociado. Luego, P ∩ Z es un ideal primo de Z, distinto de 0 (si este ideal fuese 0,
el valor absoluto serı́a el trivial). Ası́, P ∩ Z = (p) = pZ para algún primo p. De esta manera,
si m ∈ Z y no es divisible por p, vemos que m no esta en P, luego, |m| = 1, y, por lo tanto,
|npr| = |p|r si n es un número racional tal que p no divide ni al numerador ni al denominador.
Si a es tal que |p| = (1/p)a entonces |x| = |x|ap para todo x ∈ Q. Es decir, |.| es equivalente a
|.|p.

1.3. Topologı́a definida por un valor absoluto

Dado un valor absoluto |.| sobre un cuerpo K, existe una topologı́a natural a considerar en
K, donde dado un a ∈ K, una base de entornos en a son las “bolas abiertas”Bε(a) = {x ∈ K :
|x−a| < δ}. Si |.| satisface la desigualdad triangular, entonces esta topologı́a es la inducida por
la distancia d(x, y) = |x− y|. Un ejercicio fácil es que con esta topologı́a K resulta un cuerpo
topológico Hausdorff.

La siguiente proposición muestra que podemos hablar de la topologı́a dada por un primo (es
decir, que valores absolutos equivalentes dan la misma topologı́a).

Proposición 1.3.1. Dados dos valores absolutos |.|1 y |.|2, con |.|1 no trivial sobre K, son
equivalentes:

(I) |.|1 y |.|2 inducen la misma topologı́a en K;

(II) |x|1 < 1⇒ |x|2 < 1 para todo x ∈ K;

(III) |.|1 y |.|2 son equivalentes.

Demostración. (I)⇒(II): es claro que el conjunto de los x tales que |x|1 < 1 es exactamente el
conjunto de los x tales que xn tiende a 0 cuando n→∞. Luego, es clara la implicación.

(II)⇒(III): Al ser |.|1 no trivial, existe un y ∈ K tal que |y|1 > 1. Sea a = log |y|2/ log |y|1,
de manera que log |y|2 = a log |y|1, o |y|2 = |y|a1. Sea x ∈ K×. Entonces existe un número
real b tal que |x|1 = |y|b1. Probaremos que |x|2 = |y|b2, y esto bastará, ya que entonces |x|2 =
|y|ab1 = |x|a1.

Sea m/n, n > 0, un número racional mayor que b. Entonces |x|1 = |y|b1 < |y|m/n1 , de
manera que |xn/ym|1 < 1. Entonces por hipótesis |xn/ym|2 < 1, luego, |x|2 < |y|m/n2 . Esto
vale para todos los racionalesm/nmayores que b, luego, |x|2 ≤ |y|b2. Por un argumento similar,
tomando los racionales menores a b, vemos que |x|2 ≥ |y|b2, y queda ası́ probada la igualdad.

(III)⇒(I): Es claro.
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Por lo tanto, cuando consideremos valores absolutos sobre un cuerpo, supondremos que
cumplen la desigualdad triangular, ya que las propiedades topológicas de K no cambiarán.

Es claro que si v es un primo no arquimedeano, Ov es un subanillo cerrado de K.

Definición 1.3.2. Un cuerpo K con un valor absoluto |.| se dice completo si lo es como espacio
métrico.

Utilizando que todo espacio métrico se puede inyectar en uno completo de manera universal,
se prueba el siguiente teorema.

Teorema 1.3.3. Sea K un cuerpo y |.| un valor absoluto sobre K. Entonces existe un cuerpo
K̂, tal que K es (isomorfo a) un subcuerpo de K̂, K̂ posee un valor absoluto que extiende al
de K (que también llamaremos |.|), respecto del cual K̂ es completo. Además, K es denso en
K̂, y K̂ es único con estas propiedades (a menos de isomorfismo).

Proposición 1.3.4. |.| es no arquimedeano en K̂ si y sólo si lo es enK. En ese caso, |K̂| = |K|,
es decir, los conjuntos de valores son iguales.

Dem. La primera afirmación es clara por el Lema 1.2.4. Para la segunda, sea x ∈ K̂, x 6= 0.
Por densidad, existe un y ∈ K tal que |x− y| < |x|. De aquı́ se sigue que |x| = |y|.

Sea v un primo de K. Al cuerpo K̂ recién construido lo llamaremos Kv. Si v es no ar-
quimedeano y |.|v es un valor absoluto que lo representa, seguimos notando con v y |.|v a las
extensiones a Kv. Utilizaremos las siguientes notaciones:

Ôv = {x ∈ Kv : |x|v ≤ 1};

Ûv = {x ∈ Kv : |x|v = 1};
p̂v = {x ∈ Kv : |x|v < 1};

k̂ = Ôv/p̂v.

Como antes, a menudo los notaremos como ÔK , ÛK y p̂K .
Es fácil ver que Ôv = Ov (clausura en Kv) y que p̂v = pv. Más generalmente, p̂v

m = pmv .

Ejemplo 1.3.5. Si p ∈ Z es primo, denotamos la completación de Q con el valor absoluto p-
ádico por Qp. Notamos al anillo de enteros con Zp, y lo llamamos el anillo de enteros p-ádicos.

Más generalmente, si A es un dominio de Dedekind y P es un ideal primo de A, llamamos
KP a la completación (K = Frac(A)).

1.4. Valores absolutos discretos

Un valor absoluto |.| sobre K se dice discreto si el conjunto {log |x| : x ∈ K×} es un
subgrupo discreto de R con la suma (como siempre, supondremos que el valor absoluto es no
trivial). Notemos que no importa qué base tomemos para el logaritmo, pues multiplicar por
un número real un subgrupo discreto de R nos da otro. Además, si dos valores absolutos son
equivalentes, sucede lo mismo, con lo cual, la definición se puede aplicar a primos.
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Si |.|v es un valor absoluto discreto, entonces el subgrupo recién mencionado debe ser libre
en un generador, de manera que existe un número real d > 0 tal que loge |K×|v = dZ, es decir,
“|K×|v = edZ”. Si tomamos c = e−d < 1, se sigue que los valores de |x|v para x 6= 0 son todos
de la forma cm con m ∈ Z. Llamaremos orden de x a m. Es decir, ord(x) = − logf |x|, donde
f = c−1 > 1. Claramente, ord(xy) = ord(x) + ord(y).

Veamos qué sucede si tomamos un valor absoluto equivalente |.| = |.|av (a > 0). Entonces
loge |K×| = adZ, es decir, “|K×| = eadZ”. En este caso, c′ = e−ad < 1. Sea x ∈ K×, entonces
|x|v = cm y |x| = (ca)m = c′m, de manera que el orden sólo depende del primo y no del valor
absoluto. Notemos, además, que si v es no arquimedeano, Ov es el conjunto de los elementos
de orden mayor o igual a 0, y pv es el de los de orden mayor a 0.

Dado un primo discreto no arquimedeano v, llamaremos a π ∈ Ov un parámetro uni-
formizador local (uniformizador, para abreviar) si tiene orden 1. Dado un valor absoluto |.|v,
es lo mismo que decir que |π|v = c, o que es un elemento de valor absoluto máximo entre los
menores a 1. Dos uniformizadores son asociados en Ov.

Proposición 1.4.1. Sea v un primo no arquimedeano sobre K. Entonces es discreto si y sólo si
el ideal pv es principal. En este caso, está generado por cualquier uniformizador π.

Dem. Supongamos que v es discreto. Sea π un uniformizador, y c = |π|v. Claramente, al ser
c < 1, se tiene que (π) ⊂ pv. Sea x ∈ pv. Luego, |x|v ≤ c, de manera que |x/π|v ≤ 1, es decir,
x/π ∈ Ov. De esta manera, x = π xπ ∈ (π).

Supongamos ahora que pv es principal, digamos, pv = (π). Luego, para todo x ∈ pv, existe
un a ∈ Ov tal que x = aπ. Ası́, |x|v = |a|v|π|v ≤ |π|v < 1. De esta manera, 1 es un punto
aislado de |K×|v, con lo cual, v es discreto.

Proposición 1.4.2. Sea v un primo no arquimedeano discreto sobre K. Todo ideal no nulo de
Ov es de la forma pmv para algún m ∈ N0.

Dem. Sea π un uniformizador para v, con |π|v = c. Sea a un ideal no nulo de Ov. Definimos
ord(a) = ı́nf{ord(x) : x ∈ a, x 6= 0} ∈ N0. Sea a0 ∈ a tal que ord(a0) = ord(a),y pongamos
m = ord(a0). Tomando valores absolutos, se obtiene que |a0|v = cm = |πm|v, con lo cual,
πm y a0 son asociados. Luego, (πm) ⊂ a. Probemos ahora que a ⊂ (πm). Si ord(x) ≥ ord(a)
entonces x = πord(a)y, con y ∈ Ov. Además, a ⊂ {x ∈ Ov : ord(x) ≥ ord(a)}, de manera
que a ⊂ (πord(a)) = (πm).

De acuerdo con estos dos últimos resultados,Ov es un dominio de ideales principales, local,
cuyo único ideal primo no nulo es pv.

Proposición 1.4.3. Sea v un primo discreto no arquimedeano. Entonces π es un uniformizador
si y sólo si π ∈ pv \ p2

v.

Dem. Sea π un uniformizador; luego, pv = (π), con lo cual, es obvio que π 6∈ p2
v ya que

pv 6= p2
v (pv es un ideal primo no nulo).

Recı́procamente, supongamos que π ∈ pv \ p2
v. Al ser Ov un dominio principal local con

único ideal primo no nulo pv = (p) = pOv (para un uniformizador p), escribimos π = apk, con
a ∈ Ov \ pv, es decir, a una unidad. De esta manera, por hipótesis, k = 1. Ası́, π es asociado a
un uniformizador, y, por lo tanto, es un uniformizador.
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Sea v un primo no arquimedeano discreto sobre K. Sea |.|v un valor absoluto correspondi-
ente, y c < 1 como en la discusión anterior. Entonces es claro que

Ov = {x ∈ K : |x|v ≤ 1} = {x ∈ K : |x|v < c−1} y

pv = {x ∈ K : |x|v < 1} = {x ∈ K : |x|v ≤ c}

De esta manera, Ov y pv son abiertos y cerrados. Además, todo ideal pmv se describe como

pmv = {x ∈ K : |x|v ≤ cm} = {x ∈ K : |x|v < cm−1},

de manera que también es abierto y cerrado en Ov. Los conjuntos pmv (m ≥ 0) son un sistema
fundamental de entornos del 0: son subgrupos abiertos de K cuya intersección es 0 (p0

v = Ov).
Como también son cerrados, K resulta totalmente disconexo.

Es claro que si v es un primo discreto no arquimedeano, entonces también es discreto el
primo correspondiente en Kv (ya que el conjunto de valores es el mismo que el de K).

Supongamos que π es un uniformizador, de manera que pv = (π) = πOv (y pmv = (πm)).
Entonces p̂v = (π) = πÔv (esta igualdad es clara ya que v es un primo no arquimedeano
discreto deKv y π es un uniformizador paraKv). También tenemos que p̂v

m = (πm) = πmÔv.
Además, la aplicación natural

Ov/pv → Ôv/p̂v
es un isomorfismo de grupos. Más generalmente, se tiene el siguiente resultado.

Lema 1.4.4. Sea v un primo discreto no arquimedeano en K. Dado m ∈ N, la aplicación
natural

Ov/pmv → Ôv/p̂v
m

es un isomorfismo de grupos.

Dem. Veamos que es inyectiva. Sean x, y ∈ Ov tales que x−y ∈ p̂v
m. Entonces x−y = aπm,

con a ∈ Ôv, es decir, |a|v ≤ 1; pero a = (x− y)/πm ∈ K, luego, a ∈ Ov y x = y en Ov/pmv .
Para la suryectividad, sea y ∈ Ôv. Veamos que existe x ∈ Ov tal que x − y ∈ p̂v

m. Sea
ε > 0 tal que ε ≤ |π|mv . Entonces por densidad existe un x ∈ Ov tal que |x− y|v < ε. Sabemos
que |x − y|v = |π|kv para algún k. Para ver la suryectividad, bastará probar que k ≥ m, y esto
es claro por la elección de ε.

Si v es discreto no arquimedeano, como k-módulos (k = Ov/pv), prv/p
r+1
v y k son isomor-

fos vı́a multiplicación por πr (r ≥ 0).
Por el último lema, se tiene que p̂v

r
/p̂v

r+1 es isomorfo a k (componiendo con el isomorfis-
mo de k̂ con k).

Definimos, para cada i ≥ 1, el subconjunto Ui = 1+ piv, y llamamos U0 = Uv. Entonces Ui
es un subgrupo de K×, ya que si x, y ∈ piv entonces

(1 + x)(1 + y) = 1 + x+ y + xy ∈ 1 + piv (i ≥ 1)

y
(1− x)−1 = 1 + x+ x2 + ...
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es una serie convergente (ejercicio). El conjunto U0 es un abierto de Ov (y, por lo tanto, un
abierto de K×, y también un cerrado), al ser el complemento del cerrado pv. Los conjuntos Ui
forman un sistema fundamental de entornos del 1 en K×. Como los piv son abiertos y cerrados,
también lo son los Ui. De esta manera, K× es totalmente disconexo.

Si π es un uniformizador entonces es claro que K× es isomorfo (algebraica y topológica-
mente) al producto {π} × Uv, donde {π} es el grupo cı́clico generado por π.

Bajo la aplicación natural
Ov → k,

las unidades Uv van a parar a elementos no nulos. Luego, se tiene inducido un morfismo

Uv → k×.

El núcleo de este morfismo es exactamente U1, de manera que Uv/U1 ' k×.
Más aún, la aplicación

piv → Ui,

x 7→ (1 + x)

induce un isomorfismo (para i ≥ 1)

piv/p
i+1
v → Ui/Ui+1.

Como corolario, tenemos que para i ≥ 1, Ui/Ui+1 es un grupo abeliano isomorfo a k.

Ejemplo 1.4.5. Dado p ∈ Z primo, el cuerpo residual de Qp es Zp/m, donde m es el ideal
maximal de Zp. Por lo visto recién, este cuerpo es isomorfo al cuerpo residual de Q con respecto
al valor absoluto p-ádico, y vimos anteriormente que este cuerpo es Fp.

Proposición 1.4.6. Sea v un primo no arquimedeano discreto en K, sea S un conjunto de
representantes para Ov/pv, y sea π un uniformizador. Entonces la serie

a−nπ
−n + ...+ a0 + a1π + ...+ arπ

r + ..., ai ∈ S

es una serie de Cauchy en K, y toda serie de Cauchy es equivalente a exactamente una de esta
forma. De esta manera, todo elemento de Kv tiene un representante único de esta forma, cuyo
orden es −n.

1.5. Valuaciones

Una valuación sobre un cuerpo K es un morfismo de grupos ord : K× → R tal que
ord(x + y) ≥ mı́n{ord(x), ord(y)}. La extenderemos a K vı́a ord(0) = ∞. Siempre existe
una valuación en un cuerpoK, a saber, el morfismo nulo. Supondremos en general que las valu-
aciones son no nulas. La valuación ord se llamara discreta si su imagen cae dentro de Z. Luego,
la imagen es de la forma mZ para algún m ∈ N. Una valuación discreta se dice normalizada si
m = 1, es decir, si es suryectiva. Dos valuaciones ord1 y ord2 se dicen equivalentes si existe
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un c ∈ R tal que ord1 = c. ord2 (notar que esto último es una valuación si ord1 lo es). Además,
si una valuación es discreta, cualquier valuación equivalente mediante un múltiplo entero tam-
bién es discreta. Si ord es una valuación discreta con imagen mZ, entonces m−1. ord es una
valuación discreta normalizada equivalente a ord.

Proposición 1.5.1. Si ord es una valuación tal que ord(K×) es un subgrupo discreto de R,
entonces es equivalente a una valuación discreta.

Dem. Como ord(K×) es un subgrupo discreto, es un retı́culo. Luego, ord(K×) = cZ para
algún c. Ahora, c−1. ord es una valuación discreta equivalente a ord.

Ejemplo 1.5.2. SeaK un cuerpo de números y P un ideal primo deK. Entonces, con la notación
de antes, ordP es una valuación discreta. El valor absoluto P-ádico definido anteriormente nos
dice que ordP(x) = − logc |x|P. Esto nos motiva para la siguiente observación.

Observación 1.5.3. Sea |.| un valor absoluto no arquimedeano sobre K. Sea e > 1 un número
real. Entonces ord(x) = − loge |x| define una valuación sobre K. Si tomamos otro valor ab-
soluto equivalente, las valuaciones correspondientes son equivalentes. De esta manera, tenemos
una aplicación que a cada primo no arquimedeano de K le asigna una clase de valuaciones
equivalentes. Esta aplicación es inyectiva, y también suryectiva: dada ord una valuación, defin-
imos |x| = e− ord(x). Notemos, además, que la constante e > 1 no es importante. Es decir, si
uno toma otra constante f > 1, las aplicaciones correspondientes son exactamente la misma.

Si |.| es discreto, entonces la proposición anterior nos dice que ord es un múltiplo real
de una valuación discreta ord2, digamos, ord = a. ord2. Luego, ord2(x) = − loge |x|a es
la valuación asociada de esta manera con un valor absoluto equivalente a |.|. Es decir, a los
primos no arquimedeanos discretos, la aplicación anterior los lleva a una clase de valuaciones
equivalentes entre las cuales se encuentra una valuación discreta. Claramente, es exhaustiva, en
el sentido de que toda clase de valuaciones que contenga una discreta (es decir, toda clase de
valuaciones cuyas imágenes sean subgrupos discretos de R) proviene de un primo discreto no
arquimedeano.

A menudo llamaremos también primos (no arquimedeanos) a las clases de valuaciones no
nulas equivalentes, y primos discretos (no arquimedeanos) a las clases que contengan una valu-
ación discreta. Cuando pueda haber lugar a confusión seremos más especı́ficos.

Sea ord una valuación discreta en K y v un primo discreto no arquimedeano asociado, con
valor absoluto |x|v = e− ord(x); entonces |.|v se extiende a Kv. En Kv tomamos ord(x) =
− loge |x|v, y vemos que entonces ord se extiende a una valuación discreta en Kv, ya que
|K| = |Kv|.

Traduciendo los resultados sobre valores absolutos no arquimedeanos discretos a valua-
ciones discretas, obtenemos que si ord es una valuación discreta normalizada sobre K asociada
a un primo v entonces (manteniendo la convención ord(0) =∞)

Ov = {x ∈ K : ord(x) ≥ 0};
Uv = {x ∈ K : ord(x) = 0};
pv = {x ∈ K : ord(x) > 0}.
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Además, pv es principal, generado por un uniformizador, es decir, un elemento π tal que ord(π)=1
(o más generalmente, si ord no es normalizada, por un π tal que ord(π) = m si ord(K×) =
mZ). Otra caracterización ya vista de un tal π es que π ∈ pv \ p2

v.

1.6. Anillos de valuación discreta

Un anillo de valuación discreta A es un dominio de ideales principales que cumple alguna
(y por tanto las tres) de las siguientes condiciones equivalentes:

(I) A es local y no es un cuerpo;

(II) A tiene un único ideal primo no nulo;

(III) A tiene exactamente un elemento primo, a menos de asociados.

Dado un anillo de valuación discreta A, cuyo ideal maximal m está generado por π, al ser
A un dominio de factorización única, todo elemento no nulo x del cuerpo de fracciones K
de A se escribe de manera única como x = πmu, con u una unidad y m ∈ Z. Llamamos
ord(x) = m. Es inmediato que ord es una valuación discreta normalizada sobre K, y que el
anillo de enteros asociado es exactamente A, con ideal maximal m. Recı́procamente, tenemos
el siguiente resultado.

Proposición 1.6.1. Sea ord una valuación discreta sobre un cuerpo K (correspondiente al
primo v). Entonces el anillo de enteros correspondiente Ov es un anillo de valuación discreta
con ideal maximal pv generado por un uniformizador. Además, K es su cuerpo de fracciones
y la valuación inducida en Ov por la de K es igual a m veces la valuación definida para un
anillo de valuación discreta según su elemento primo.

Dem. Todo se sigue de los resultados de las Secciones 1.4 y 1.5. Al ser ord(K×) = mZ, uno
le asigna el valor absoluto |x| = e− ord(x) para algún e > 1. Como vimos, para este valor
absoluto el ideal está generado por un elemento de valuaciónm. Si x ∈ A, escribimos x = πku,
con k ≥ 0 y u una unidad. Veamos que ord(x) = mk. Basta ver que ord(u) = 0, ya que
ord(π) = m. Esto es claro pues si |.| es un valor absoluto en K asociado a ord, |u| = 1. Luego,
la valuación inducida ord es exactamente m veces la definida por π.

Sabemos también que si π es un uniformizador para el anillo de valuación discreta A en-
tonces todo ideal no nulo de A es de la forma (πm) para algún m ∈ N0.

1.7. Caso en que el cuerpo residual es finito

Analizaremos en esta sección la siguiente situación: K será un cuerpo y v un primo no
arquimedeano y discreto sobre él; el cuerpo residual k será finito, con q = pf elementos. Lla-
maremos Ov al anillo de valuación discreta correspondiente y pv a su ideal maximal, generado
por π. Por lo visto anteriormente, el cardinal de piv/p

i+1
v (i ≥ 0) es q, y el de Uv/U1 es q − 1.

También tenemos el siguiente resultado.
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Proposición 1.7.1. El conjunto Ov/piv (i ≥ 0) es finito. De hecho, su cardinal es qi.

Dem. Por inducción, el caso i = 1 es claro, mientras que por algún teorema de isomorfismo,

Ov/piv '
Ov/pi+1

v

piv/p
i+1
v

.

El resultado se sigue de que el último cociente es finito y su denominador también. La fórmula
es clara a partir de esto.

Teorema 1.7.2. Si K es completo entonces Ov es compacto (y, por lo tanto, también lo son los
conjuntos pmv , 1 + pmv y Uv, al ser cerrados de Ov).

Dem. Probaremos que Ov es completo y totalmente acotado (es decir, para cada ε > 0 existe
un cubrimiento finito de Ov por conjuntos de diámetro menor o igual que ε). Como Ov es
cerrado, es completo, luego, basta probar que es totalmente acotado. Sea π un uniformizador
y |π|v = c < 1. Afirmamos que el diámetro del conjunto piv es ci. Supongamos esto probado.
Entonces comoOv/piv es finito, se sigue queOv está cubierto por las finitas coclases deOv/piv,
y cada una de estas coclases tiene el mismo diámetro que piv (al ser a 7→ a+piv una isometrı́a), de
manera que si tomamos i suficientemente grande, tienen diámetros menores que ε y el teorema
queda probado.

Probemos ahora que el diámetro de piv es ci. Es claro que es menor o igual, ya que v es no
arquimedeano. Además, πi y 0 están en piv, y distan en exactamente ci.

Corolario 1.7.3. Si K es completo entonces es localmente compacto y totalmente disconexo, y
también lo es K×.

Dem. Se sigue de que los conjuntos que forman (en ambos casos) un sistema fundamental de
entornos de la unidad son compactos.

También vale el recı́proco al corolario.

Teorema 1.7.4. Sea K un cuerpo con un valor absoluto no arquimedeano |.|, localmente com-
pacto. Entonces K es completo, el cuerpo residual es finito y |.| es discreto.

Dem. Sea c un entorno compacto de 0. Entonces πnOv ⊂ c para n suficientemente grande;
como es un cerrado entonces es compacto, y, por lo tanto, Ov lo es. Como estamos en un
espacio métrico, toda sucesión de Ov tiene una subsucesión convergente, y es fácil deducir de
esto que K es completo. Sea (ai)i∈I un sistema de representantes en Ov de Ov/pv. Entonces
Ui = {x ∈ Ov : |x − ai| < 1} es un cubrimiento por abiertos de Ov; como éste es compacto,
se sigue que el cuerpo residual es finito. Por último, pv es compacto pues es cerrado en Ov. Sea
Sn el conjunto de los α ∈ K tales que |α| < 1− 1/n. Entonces Sn (n ∈ N) es un cubrimiento
por abiertos de pv, y, por lo tanto, pv = Sn para algún n. Dejamos como ejercicio ver que esto
implica que |.| es discreto.

Definición 1.7.5. K es un cuerpo local si es localmente compacto respecto a un valor absoluto
no trivial.
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Los últimos resultados nos dicen que si K es un cuerpo con un primo discreto no ar-
quimedeano v, tal que el cuerpo residual es finito, entonces la completación Kv es un cuerpo
local.

Se conoce la estructura de todos los cuerpos locales:

1. Si la caracterı́stica de K es 0 entonces K es una extensión finita de Qp si el primo es no
arquimedeano, de grado n = ef , donde e es el ı́ndice de ramificación v(p) y f el grado
de inercia [k : Fp]; si el primo es arquimedeano, K es isomorfo a R o a C con sus valores
absolutos usuales.

2. Si la caracterı́stica de K es p > 0 entonces K es isomorfo a un cuerpo k((T )) de series
de potencias formales, donde k es un cuerpo finito y T es un uniformizador.

El primer caso es el que ocurre en las completaciones de cuerpos de números.

Definición 1.7.6. K es un cuerpo global si

(a) es una extensión finita de Q, o

(b) es una extensión finita de Fq(t) para un cierto q y t trascendente sobre Fq.

Los cuerpos globales tienen la caracterı́stica de que todas sus completaciones Kv son espa-
cios localmente compactos, y casi todos tienen un subanillo compacto y abierto.

Definición 1.7.7. Sea K un cuerpo y v un primo no arquimedeano discreto de K, tal que el
cuerpo residual k es finito con q = pf elementos. Sea π un uniformizador. Decimos que un
valor absoluto |.|v está normalizado si

|π|v = q−1.

Observación 1.7.8. Siempre hay un valor absoluto normalizado. Si π es un uniformizador y |.|
es un valor absoluto cualquiera correspondiente al primo v, sea c = |π|. Si tomamos |.|v = |.|a
(donde a = − logc q), |.|v está normalizado.

Dicho de otra manera, si ord es una valuación discreta normalizada asociada a v, el valor
absoluto |x|v = q− ord(x) está normalizado.

Ejemplo 1.7.9. Sea A un dominio de Dedekind y K = Frac(A). Dado un ideal primo P ⊂ A,
supongamos que A/P es finito, de cardinal q, y definimos como antes

|x|P = q− ordP(x),

donde ordP es la valuación discreta normalizada dada por la factorización en ideales primos.
Entonces |.|P es un valor absoluto normalizado.

En el caso en que A = OK sea el anillo de enteros del cuerpo de números K, tenemos que
q = NP = pf , donde NP denota la norma (usual) del ideal P, es decir, el ı́ndice de P en
OK . El primo p es el único tal que P ∩ Z = pZ, y f es el grado de la extensión [OK/P : Fp]
(grado de inercia de P). De ahora en más, si K es un cuerpo de números y v un primo de K,
|.|v denotará el valor absoluto normalizado recién definido.



Capı́tulo 2

Primos y extensiones

En este capı́tulo tendremos como objetivo principal caracterizar los primos de un cuerpo de
números. Para ello, debemos analizar cómo se comportan los primos en las extensiones.

2.1. Producto tensorial de cuerpos

SeaK un cuerpo yA,B cuerpos que contienen aK. Podemos formar laK-álgebraA⊗KB.
Sea {b1, ..., bn} una base de B como K-espacio vectorial, y supongamos que A es un cuerpo
topológico. Entonces podemos considerar la biyección

A⊗K B → An,
n∑
i=1

ai ⊗ bi 7→ (a1, ..., an),

que nos permite darle a A⊗K B una topologı́a, llamada topologı́a del producto tensorial, que,
además, hace que la suma y la multiplicación sean continuas.

Podemos considerar también el morfismo A → A ⊗K B, a 7→ a ⊗ 1, que es inyectivo por
ser A un cuerpo.

Lema 2.1.1. Supongamos queB es una extensión separable deK de grado n. EntoncesA⊗KB
es isomorfo al producto directo de un número finito de cuerpos Kj , cada uno conteniendo una
copia isomorfa deA y una copia isomorfa deB. Más aún,Kj es una extensión finita y separable
de A.

Dem. Escribamos B = K(θ), con θ ∈ K, y sea f el polinomio minimal de θ sobre K; es un
polinomio separable irreducible de grado n. El conjunto {1, θ, ..., θn−1} es una base de B como
K-espacio vectorial, y, por lo tanto, A ⊗K B = A[θ] (viendo a A dentro de A ⊗K B), donde
{1, θ, ..., θn−1} son linealmente independientes sobre A y f(θ) = 0.

Si bien f es irreducible en K[X], no tiene por qué serlo en A[X]. Supongamos que la
factorización en irreducibles de A[X] es

f =
J∏
j=1

gj .

21
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Al ser f separable, los gj deben ser distintos. Sea Kj = A(θj), donde θj es una raı́z de gj .
Consideramos para cada j el morfismo de anillos

µj : A⊗K B → Kj ,

h(θ) 7→ h(θj) h ∈ A[X],

y tomamos el morfismo
J∏
j=1

µj : A⊗K B →
J∏
j=1

Kj .

Afirmamos que es un isomorfismo. Sea h ∈ A[X] tal que h(θ) está en el núcleo. Entonces h
es divisible por todos los gj , con lo cual, también es divisible por f y, por lo tanto, h(θ) = 0.
Luego, el morfismo es inyectivo. Además, ambos tienen la misma dimensión como A-espacio
vectorial, y, por lo tanto, la aplicación es un isomorfismo.

Basta ver que los morfismos de anillos

B → A⊗K B → Kj

son monomorfismos. Para ello basta ver que son no nulos, por ser B un cuerpo, y esto es trivial.

Corolario 2.1.2. Para α ∈ B, se tiene que (viendo a B metido en Kj)

NB/K α =
J∏
j=1

NKj/A α :

TrB/K α =
J∑
j=1

TrKj/A α.

Dem. Sea {b1, ..., bn} una base de B como K-espacio vectorial y {1 ⊗ b1, ..., 1 ⊗ bn} la cor-
respondiente base de A ⊗K B como A-espacio vectorial. La norma y la traza de α son el
determinante y la traza de la transformación lineal x 7→ αx (x ∈ B), y es fácil ver usando
estas bases que son iguales al determinante y la traza de la transformación lineal x 7→ (1⊗ α)x
(x ∈ A⊗K B). Vı́a la identificación anterior como suma directa de subespacios, la transforma-
ción lineal es multiplicar por (α, ..., α) (viendo aquı́ a α como µj(1⊗α)), y los subespacios Kj

quedan invariantes bajo esta aplicación. Luego, se siguen las fórmulas.

2.2. Extensión de valores absolutos

Proposición 2.2.1. Sea K un cuerpo con un valor absoluto |.|, respecto del cual es completo,
y sea V un K-espacio vectorial de dimension finita. Entonces todas las normas sobre V son
equivalentes. En particular, V es completo.

Dem. [Lan93].
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Sean K ⊂ L cuerpos, con |.|K , |.|L valores absolutos. Decimos que |.|L extiende a |.|K si
coinciden en K. Si v, w son primos sobre K y L, con valores absolutos |.|v y |.|w, decimos que
w extiende a v (o está sobre v) si |.|w es equivalente a |.|v sobre K.

Teorema 2.2.2. Sea K completo con respecto a un valor absoluto |.| y sea L/K una extensión
finita de grado n. Entonces existe exactamente un valor absoluto sobre L que extiende a |.|; es
más, viene dado por

|y|L = |NL/K y|1/n.

Dem. Unicidad. Si dos valores absolutos |.|1 y |.|2 extienden a |.| entonces son normas equiva-
lentes por la proposición anterior, y, por lo tanto, definen la misma topologı́a en L. Luego, son
valores absolutos equivalentes, con lo cual, |.|1 = |.|a2 para algún a. Como coinciden enK, debe
ser a = 1.

Existencia. Haremos la demostración en el caso en que K sea localmente compacto; es el
único caso que necesitaremos (los cuerpos completos que consideraremos en este trabajo serán
todos completaciones de cuerpos de números, que son localmente compactos).

Es claro que la fórmula propuesta cumple las dos primeras propiedades de un valor absoluto,
y que extiende a |.|. La dificultad consiste en probar que existe C tal que |1 + y|L ≤ C para
|y|L ≤ 1. Sea ‖.‖ una norma en L, considerado como K-espacio vectorial (siempre existe; por
ejemplo, la norma infinito, definida a partir de una base). Luego, la fórmula para |.|L define una
función no nula, continua en el conjunto compacto {‖y‖ = 1}. Sean ∆, δ tales que ∆ ≥ |y|L ≥
δ > 0 para ‖y‖ = 1. Luego, obtenemos que

∆ ≥ |y|L
‖y‖
≥ δ > 0

para todo y 6= 0. Supongamos ahora que |y|L ≤ 1. Entonces ‖y‖ ≤ δ−1 y, por lo tanto,

|1 + y|L ≤ ∆‖1 + y‖ ≤ ∆(‖1‖+ ‖y‖) ≤ ∆(‖1‖+ δ−1) = C.

Observación. Si bien en la demostración probamos directamente que la fórmula sirve, es útil
notar que en verdad es consecuencia de la existencia y unicidad. En efecto, sea M la clausura
normal de L/K; luego, existe una única extensión de |.| a M , que denotamos por |.|M . Si σ es
un automorfismo de M/K entonces

|y|σ = |σy|M

también es una extensión de |.| a M , de manera que |.|σ = |.|M . Ahora,

NL/K y =
∏
σ

σy

para y ∈ L, donde σ recorre todos los automorfismos de M/K. Luego,

|NL/K y| = |NL/K y|M =
∏
σ

|σy|M = |y|nM ,

donde n = [L : K].
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De la Proposición 2.2.1 y el Teorema 2.2.2 obtenemos inmediatamente el siguiente resulta-
do.

Corolario 2.2.3. Sea K un cuerpo y v un primo respecto del cual K es completo, y sea L/K
una extensión finita y separable. Entonces existe un único primo w sobre v, y, además, L es
completo.

Teorema 2.2.4. Sea K un cuerpo con un valor absoluto |.|, y sea L/K una extensión fini-
ta y separable de grado n. Entonces existen como mucho n extensiones de |.| a L, digamos
|.|1, ..., |.|J . Sean K̃ y L1, ..., LJ las distintas completaciones. Entonces se tiene un isomorfismo
algebraico y topológico

K̃ ⊗K L '
J∏
j=1

Lj ,

donde el miembro de la derecha tiene la topologı́a producto. Además, los Lj son extensiones
finitas y separables de K̃.

Dem. Sabemos que K̃ ⊗K L es de esa forma, donde los Lj son extensiones finitas y separables
de K̃. Como K̃ es completo, por el teorema anterior tenemos que existe una única extensión
|.|∗j de |.| a los Lj , y estos resultan completos respecto de este valor absoluto. Más aún, por la
demostración del Lema 2.1.1, se tienen inyecciones

λj : L→ K̃ ⊗K L→ Lj .

Luego, podemos definir una extensión |.|j en L de |.| poniendo

|y|j = |λjy|∗j .

Por otra parte, λj(L) es denso en Lj respecto de |.|j , porque L = K⊗KL es denso en K̃⊗KL y
la aplicación K̃⊗KL→ Lj es suryectiva y continua. Luego, Lj es exactamente la completación
de L respecto de |.|j . Ahora debemos probar que los |.|j son distintos y que son las únicas
extensiones de |.| a L.

Sea ‖.‖ un valor absoluto (no trivial) en L que extiende a |.|. Entonces ‖.‖ se extiende por
continuidad a una función K̃ ⊗K L → R, también denotada ‖.‖. Por continuidad, se tiene que
si x, y ∈ K̃ ⊗K L entonces ‖x+ y‖ ≤ máx(‖x‖, ‖y‖) y ‖xy‖ = ‖x‖‖y‖.

Consideremos ‖.‖ restringido a un cierto Lj (vı́a Lj → K̃ ⊗K L, x 7→ (0, .., x, .., 0)). Si en
algún x ∈ Lj , ‖x‖ 6= 0 entonces ‖x‖ = ‖y‖‖xy−1‖ para todo y 6= 0 en Lj , de manera que la
restricción es idénticamente nula o es un valor absoluto en Lj . En realidad, ‖.‖ no puede inducir
un valor absoluto en dos Lj distintos:

(x1, 0, ..., 0).(0, x2, ..., 0) = (0, ..., 0),

y, por lo tanto, ‖x1‖‖x2‖ = 0 si x1 ∈ L1, x2 ∈ L2. Además, hay algún Lj tal que sobre él no
es idénticamente nulo.

Luego, ‖.‖ induce un valor absoluto en exactamente un Lj y claramente extiende el valor
absoluto |.| de K̃. Luego, ‖.‖ = |.|j para exactamente un j.
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Sólo resta probar que el isomorfismo enunciado es también topológico. Sea (x1, ..., xn) ∈∏J
j=1 Lj . Sea

‖(x1, ..., xn)‖ = máx(|xj |j).

Claramente, ‖.‖ es una norma en el K̃-espacio vectorial
∏J
j=1 Lj que induce la topologı́a pro-

ducto. Por otra parte, cualquier par de normas son equivalentes, al ser K̃ completo; de esta
manera, ‖.‖ induce la topologı́a del producto tensorial en K̃ ⊗K L, y esto prueba que la apli-
cación es un homeomorfismo.

De las demostraciones anteriores obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 2.2.5. Sea L = K(θ) (separable) y sea f ∈ K[X] el polinomio minimal de θ.
Supongamos que

f =
J∏
j=1

gj

es la factorización en irreducibles de f en K̃[X]. Entonces Lj = K̃(θj), donde gj(θj) = 0.

2.3. Valores absolutos normalizados

Sea K un cuerpo con un valor absoluto |.|. Principalmente nos interesarán los siguientes
casos:

|.| es discreto no arquimedeano, con cuerpo residual finito.

La completación de K es R.

La completación de K es C.

Estos casos se pueden resumir en una sola condición: que la completación sea localmente
compacta (en el caso de caracterı́stica 0). La razón principal por la cual nos centramos en estos
casos es que, como veremos, son los únicos valores absolutos posibles que se pueden definir
sobre un cuerpo de números.

En el primer caso, tenemos una noción, según la Definición 1.7.7, de que |.| sea un valor
absoluto normalizado. En el segundo caso, decimos que |.| es normalizado si es igual al valor
absoluto usual de R, mientras que en el último caso si es el cuadrado del valor absoluto usual
de C.

Queremos ver ahora cuál es la extensión normalizada de un valor absoluto normalizado. Sea
K completo respecto a un valor absoluto |.| discreto y no arquimedeano. Sea L/K finita y sepa-
rable, OK , OL los anillos de valuación discreta correspondientes y p, P sus ideales maximales,
donde p = (π) y P = (Π). Como OL es la clausura entera de OK en L, podemos usar los re-
sultados del Capı́tulo 1 sobre dominios de Dedekind. Entonces se tiene que π = uΠe para algún
e (el ı́ndice de ramificación), con u una unidad. Sea f el ı́ndice de inercia de P sobre p, y sean q
y Q los grados residuales, de manera que q es el cardinal de OK/p y Q el de OL/P. Como son
anillos de valuación discreta, hay un único primo en cada uno, de manera que ef = n. Además,
Q = qf .
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Teorema 2.3.1. Sea K completo respecto al valor absoluto normalizado |.| y sea L una exten-
sión finita y separable de K de grado n. Entonces el valor absoluto normalizado ‖.‖ que es
equivalente a la única extensión de |.| a L está dado por

‖y‖ = |NL/K y| .

Dem. En el caso arquimedeano las dos posibilidades son triviales. Supongamos entonces que
K es no arquimedeano. Sea |.|L la única extensión de |.| a L; luego, sabemos que ‖.‖ = |.|c para
algún c; queremos ver que c = n. Probaremos que la fórmula vale para un uniformizador, y eso
será suficiente. Con la notación de las últimas observaciones,

‖π‖ = ‖Π‖e = Q−e = q−ef = |π|n.

En el caso no completo, el resultado es el siguiente.

Teorema 2.3.2. Sea |.| un valor absoluto normalizado en un cuerpo K, y sea L/K finita y
separable de grado n. Entonces

J∏
j=1

‖y‖j = |NL/K y|,

donde ‖.‖j son los valores absolutos normalizados equivalentes a las extensiones de |.| a L.

Dem. Escribamos

K̃ ⊗K L =
J∏
j=1

Lj ,

donde K̃ es la completación de K, como en el Teorema 2.2.4. Entonces por el Corolario 2.1.2
se tiene que, para y ∈ L,

NL/K y =
J∏
j=1

N
Lj/ eK y.

Como |.| es un valor absoluto normalizado en K̃, sea ‖.‖j la extensión normalizada en Lj . Por
el teorema anterior,

J∏
j=1

‖y‖j =
J∏
j=1

|N
Lj/ eK y|j =

J∏
j=1

|N
Lj/ eK y| = |

J∏
j=1

N
Lj/ eK y| = |NL/K y|.
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2.4. Extensiones locales inducidas

Sea K un cuerpo de números y v definido por un cierto ideal primo p de OK , y sea L/K
una extensión finita y separable. Tomemos la factorización

pOL = Pe1
1 ...P

er
r ,

y elijamos w un primo en L definido por algún Pi fijo, de manera que w está sobre v.
Tenemos la siguiente situación:

L // Lw

K //

OO

Kv.

OO

Ya vimos que la extensión Lw/Kv es finita y separable. Además, es inmediato que el primo
w de Lw está sobre el primo v de Kv.

Sean C = Ôv y D = Ôw. Afirmamos que D es la clausura entera de C en Lw. En efecto, es
claro que Ôv ⊂ Ôw, de manera que la clausura entera de C en Lw está contenida en Ôw, al ser
este último ı́ntegramente cerrado en Lw. Por otra parte, todo elemento de Ôw es entero sobre
Ôv, y esto prueba lo que querı́amos. De la misma manera, Ow = (OL)Pi es la clausura entera
de Ov = (OK)P en L.

Esto, en particular, implica que p̂w es un ideal primo sobre p̂v, al ser los únicos primos de
dichos anillos de valuación discreta.

El ı́ndice de ramificación e = e(P̂w|p̂v) cumple que ordw(x) = e. ordv(x) para todo x ∈
Kv. En particular, para todo x ∈ K. El e que cumple esto para x ∈ K no es otro que el ı́ndice de
ramificación e(Pi|p). Con respecto al ı́ndice de inercia f = f(P̂w|p̂v), sucede que Ôw/P̂w '
Ow/Pw, y Ôv/p̂v ' Ov/pv. Luego, f = f(Pw|pv) = [Ow/Pw : Ov/pv] = [OL/Pi : OK/p]
(esta última igualdad se sigue de queOv = (OK)p y su ideal maximal es el generado por p, y de
que el cuerpo residual de la localización en un maximal es el cuerpo residual global). Entonces
f es el grado de inercia de Pi sobre p.

Utilizando los resultados del capı́tulo I, se tiene que

[Lw : Kv] = e(P̂w|p̂v)f(P̂w|p̂v).

De esta manera, [Lw : Kv] = e(Pi|p)f(Pi|p).

2.5. Los primos de un cuerpo de números

Sea K un cuerpo de números. Dado P ⊂ OK un ideal primo no nulo, tenemos definido el
valor absoluto |.|P, y dos ideales primos distintos dan lugar a valores absolutos no equivalentes.
Además, para cada inmersión σ : K ↪→ C, tenemos el valor absoluto arquimedeano |x|σ =
|σx|. Consideramos σ1, ..., σr las inmersiones reales, es decir, tales que la imagen está contenida
en R. Sean σr+1, ..., σr+s las inmersiones complejas (esto es, cuya imagen no está contenida en
R), tales que ninguna es el conjugado de otra, de manera que r + 2s = n = [K : Q]. En ambos
casos, la completación Kσ de K no es otra cosa que la clausura de σ(K) en C. En el caso real,
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al ser Q ⊂ σ(K) ⊂ R, se tiene que Kσ = R. En el caso complejo, Kσ ⊂ C contiene a R
propiamente, de manera que Kσ = C.

Es claro que un valor absoluto arquimedeano no es equivalente a uno no arquimedeano.

Teorema 2.5.1 (Ostrowski). Los valores absolutos recién definidos son todos no equivalentes
entre sı́, y cualquier valor absoluto sobre K es equivalente a uno de ellos.

Dem. El teorema ya lo probamos para K = Q en el capı́tulo I. Por las observaciones recién
hechas, para la primer parte nos resta ver que si |.|σi es equivalente a |.|σj entonces i = j

(i, j = 1, ..., r + s). Supongamos que son equivalentes. Entonces σj ◦ σ−1
i : σi(K) → σj(K)

es una función continua (respecto al valor absoluto usual de C) y se extiende, por lo tanto, a las
clausuras, es decir, a las completaciones. Si σi es real, entonces σi(K) = R y σj ◦ σ−1

i es la
identidad, ya que hay una única inmersión de R en C. Luego, σi = σj , y, por lo tanto, i = j.

Si σi es complejo entonces σj también lo es, y la extensión de σj ◦ σ−1
i es la identidad

o la conjugación compleja. Por la elección que hicimos de los σi, debe ser la identidad, y en
consecuencia i = j.

Finalmente, sea |.| un valor absoluto sobre K. Entonces |.| es equivalente sobre Q a |.|p para
un único p primo o p = ∞. Recordemos que, por los resultados de las secciones anteriores, si
K = Q(θ) y f es el polinomio minimal de θ sobre Q entonces hay tantas extensiones de |.|p
(digamos que hay J) como factores irreducibles tenga f en Qp[X]. Supongamos que |.| es no
arquimedeano, de manera que p ∈ Z, y escribamos pOK = Pe1

1 ...P
er
r . Entonces J = r; en

efecto, escribamos

Qp ⊗Q K '
J∏
j=1

Kj ,

dondeKj son las completaciones. Como |.|Pi extienden a |.|p, se tiene que r ≤ J , y supongamos
que las primeras r extensiones son las definidas por los Pi. Ahora bien, n = dimQ(K) =
dimQp(Qp ⊗Q K) =

∑r
j=1 ejfj , donde fj son los ı́ndices de inercia. Además, afirmamos que

ejfj = gr(gj) para j = 1, .., r; esto es pues el grado de gj es el grado de la extensión KPj/Qp,
y esto es igual a ejfj por los resultados de la sección anterior.

Por otra parte,

dimQp(Qp ⊗Q K) =
J∑
j=1

dimQp Kj =
J∑
j=1

gr(gj).

Luego,
∑r

j=1 gr(gj) =
∑J

j=1 gr(gj) y, por lo tanto, r = J . Entonces se sigue que las únicas
extensiones de |.|p a K son las dadas por los Pi. En particular, como |.| es equivalente sobre Q
a |.|p, se sigue que |.| es equivalente a |.|Pi para algún i.

Supongamos que |.| es arquimedeano. Entonces es equivalente a una extensión de |.|∞.
La cantidad de extensiones J es exactamente el número de factores irreducibles que tiene f
sobre R[X]. Cada factor de grado 1 da lugar a una inmersión en R (la que manda θ en la raı́z
de tal factor), y al ser las raı́ces distintas (pues la extensión es separable), deben ser todas las
inmersiones distintas. Luego, la cantidad de factores de grado 1 es menor o igual que r. De la
misma manera, cada factor de grado 2 nos da dos maneras de meter K en C (no en R), y una es
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la conjugada de la otra. Se sigue que la cantidad de factores de grado 2 es menor o igual que s,
y, por lo tanto, J ≤ r+ s. Como ya tengo r+ s extensiones, se sigue que todas están inducidas
por las inmersiones en C (y son exactamente r + s).

Si L/K es una extensión finita y separable y v es un primo infinito de K, entonces todo
primo w de L sobre v es infinito. Escribimos e(w|v) = 2 si v es real y w es complejo, y 1
en cualquier otro caso. Decimos que v es ramificado en L si es real en K y alguna de sus
extensiones a L es compleja. Escribimos f(w|v) = 1 siempre. Es fácil ver entonces que sigue
valiendo la fórmula [Lw : Kv] = e(w|v)f(w|v).

Teorema 2.5.2. Sea L/K una extensión finita de cuerpos de números y v un primo de K.
Entonces

[L : K] =
∑
w|v

[Lw : Kv].

El grado de la extensión local es ef , donde e y f son los ı́ndices de ramificación y de inercia de
los primos en cuestión.

Además, si v es no arquimedeano, correspondiente a un ideal primo p, los únicos w que
están sobre v son los definidos por los ideales primos que dividen a p; si v es arquimedeano,
correspondiente a una inmersión σ, los únicos primos sobre v son los definidos por las exten-
siones de σ a L.

Dem. La fórmula se sigue del Teorema 2.2.4. La observación para los primos finitos se sigue de
la demostración del teorema anterior. Para el caso infinito, sea v un primo deK correspondiente
a una inmersión σ : K → C, y w un primo de L sobre K. Entonces sabemos que w está rep-
resentado por un valor absoluto |.|τ , con τ : L → C. Sea ϕ = τ |K . Se sigue inmediatamente
que |.|ϕ es equivalente a |.|σ, y, por lo tanto, ϕ = σ o ϕ = σ. Como tanto τ como τ definen el
mismo primo w, se sigue que w se corresponde con una extensión de σ a L.

2.6. Acción del grupo de Galois y completaciones

Sea L/K una extensión finita de Galois de cuerpos de números, con G = Gal(L/K). Si
σ ∈ G y w es un primo de L, sea σw el primo definido por |x|σw = |σ−1x|w. Es fácil ver que en
el caso en que w esté definido por un ideal primo P ⊂ OL, σw es el primo correspondiente al
ideal σP, mientras que si w es arquimedeano, digamos inducido por una inmersión θ : L ↪→ C,
entonces σw es el inducido por θ ◦ σ−1.

Una sucesión de Cauchy para w, actuada por σ, nos da una sucesión de Cauchy para σw, y
viceversa; luego, σ induce por continuidad un isomorfismo σw : Lw → Lσw. Si v es el primo
de K debajo de w entonces σw es un Kv-isomorfismo.

Definimos ahora el grupo de descomposición de w como

D(w) = {σ ∈ G : σw = w}.

Es claro que si w es no arquimedeano, correspondiente a un ideal primo P entonces D(w)
coincide con lo que en el capı́tulo 1 llamamos D(P). La definición extiende esta noción para
primos infinitos.
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Notemos que
D(σw) = σD(w)σ−1,

con lo cual, el grupo de descomposición de w está determinado a menos de conjugación por el
primo v.

Por lo dicho antes, se tiene una inyección i : D(w)→ Gal(Lw/Kv).

Proposición 2.6.1. La extensión Lw/Kv es finita y Galois, y la inyección i es un isomorfismo.

Dem. El caso arquimedeano es trivial, mientras que en el caso finito, ya vimos que la extensión
es finita y separable. Entonces la proposición es equivalente a probar que las desigualdades

(D(w) : 1) ≤ (Gal(Lw/Kv) : 1) ≤ [Lw : Kv]

son igualdades. Ya vimos en el capı́tulo 1 que efectivamente (D(w) : 1) = e(w|v)f(w|v), y
esto es el grado de la extensión Lw/Kv.

Finalmente, en el primer capı́tulo vimos que dado un ideal primo p de K, G actúa transiti-
vamente sobre los ideales primos de L que están sobre p. El siguiente resultado afirma lo mismo
para los infinitos.

Proposición 2.6.2. Sea L/K de Galois y v un primo infinito de K. Entonces G actúa transiti-
vamente sobre los primos de L sobre v.

Dem. Sea σ : K → C una inmersión correspondiente a v. La teorı́a básica de extensiones de
Galois dice que hay exactamente [L : K] extensiones de σ a L, y todas son de la forma τϕ−1,
donde τ es una extensión fija cualquiera y ϕ ∈ Gal(L/K). Si w1 y w2 son primos infinitos de
L sobre v, correspondientes a extensiones τ1, τ2 de σ, entonces existe ϕ ∈ Gal(L/K) tal que
τ2 = τ1ϕ

−1. Entonces w1 = ϕw2, pues |x|w2 = |τ2x| = |τ1ϕ−1x| = |ϕ−1x|w1 = |x|ϕw1 .



Capı́tulo 3

Adèles e Idèles

3.1. Producto directo restringido

Dado un cuerpo de números K (la teorı́a sigue siendo válida si tomamos más en general un
cuerpo global, pero trabajaremos mayormente con cuerpos de números), para hablar de proble-
mas del tipo “local-global”, es a veces conveniente considerar todos los cuerpos Kv al mismo
tiempo, y pegar de alguna manera toda esta información local para obtener datos globales. Para
ello el lenguaje natural es el de adèles e idèles. Lo primero que uno tratarı́a de hacer es formar
el producto de todos los Kv. Aquı́ están todos los elementos que nos interesan, y es un anillo
topológico, pero tiene varias desventajas: en principio, no es localmente compacto (y necesita-
mos compacidad local para hacer análisis), y la mayorı́a de sus elementos están completamente
lejos de estar en la imagen natural de K en el producto. Sabemos que un elemento x de K
está en Ov para casi todos los primos v. Esta última observación nos da una pista de qué es lo
que debemos tomar; además, la topologı́a que debemos considerar es a fin de cuentas la única
que nos podrı́a servir. Introduciremos ahora el tipo de objeto que buscamos de forma un poco
más general.

Sea {Gv} una familia de grupos topológicos abelianos localmente compactos, donde v
recorre un cierto conjunto de ı́ndices. Sea S0 un conjunto finito de ı́ndices, y supongamos que
para cada v 6∈ S0 tenemos un subgrupo Hv ⊂ Gv abierto y compacto. Formamos el conjunto∏′
v Gv = {(αv) : αv ∈ Hv para todo v excepto para un conjunto finito S ⊃ S0}. Esto es clara-

mente un subgrupo del producto directo de los Gv, y se llama el producto directo restringido de
los grupos Gv respecto de los subgrupos Hv.

Para cada conjunto finito S ⊃ S0, consideramos los conjuntos∏
v∈S

Nv ×
∏
v 6∈S

Hv,

donde Nv ⊂ Gv es un entorno de 1 en Gv. Es fácil ver que esta familia sirve como un sistema
fundamental de entornos del 1 y, por lo tanto,

∏′
v Gv es un grupo topológico. Además, en los

conjuntos
GS =

∏
v∈S

Gv ×
∏
v 6∈S

Hv

31
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(que son abiertos) la topologı́a producto es la misma que la heredadad del producto directo
restringido; de esta manera son localmente compactos, y, por lo tanto, también lo es el pro-
ducto directo restringido. Finalmente, notemos que si los Gv son anillos topológicos, y los Hv

son subanillos abiertos y compactos entonces el producto directo restringido resulta un anillo
topológico localmente compacto (con las operaciones naturales).

3.2. Adèles

Consideremos un cuerpo de números K. A partir de ahora, cada vez que pongamos |.|v nos
referiremos a un valor absoluto normalizado.

Como se ve en las demostraciones de que el grupo de clases de K es finito y del teorema
de las unidades de Dirichlet, es conveniente ver a K metido en un espacio euclı́deo Rn (n =
[K : Q]), viendo este ultimo espacio como el producto de las completaciones de K en todos los
primos arquimedeanos. Veremos que es útil considerar todos los primos de K. El lenguaje del
producto directo restringido nos será muy útil en este caso. Obtendremos resultados importantes
sobre la aritmética intrı́nseca de K a partir de argumentos topológicos sobre los adèles e idèles
(en particular, probaremos una versión más general de los teoremas recién mencionados).

Sean Kv todas las completaciones de K, donde v recorre los primos de K. Son anillos
topológicos localmente compactos. Sea S∞ el conjunto de los primos arquimedeanos, de man-
era que si v 6∈ S∞, tenemos que Kv tiene un subanillo abierto y compacto, vale decir, Ôv. A
partir de ahora, escribiremos simplemente Ov para referirnos a este anillo, para no sobrecargar
la notación. Llamaremos anillo de adèles AK de K al producto directo restringido correspondi-
ente, que es un anillo localmente compacto.

Dado S ⊃ S∞ finito, llamaremos a AS
K el conjunto de S-adèles, es decir,

AS
K =

∏
v 6∈S
Ov ×

∏
v∈S

Kv.

Existe una inyección naturalK → AK dada por x 7→ (x, x, ...), dado que si x ∈ K entonces
está enKv para todo v y enOv para todos los primos no arquimedeanos excepto para un número
finito. Llamaremos a los elementos de esta imagen adèles principales. Probaremos primero que
K es discreto con la topologı́a inducida de AK , y luego un teorema fundamental que afirma que
AK/K es compacto.

Los entornos de 0 en la topologı́a de los adèles son los conjuntos
∏
v∈S Nv(ε)×

∏
v 6∈S Ov,

donde Nv(ε) = {x ∈ Kv : |x|v < ε}, con ε > 0 y S ⊃ S∞ finito.
El siguiente teorema es una generalización del teorema chino del resto. La denominación

“débil” es porque hay un teorema de aproximación “fuerte”, que es más complicado de probar
y no necesitaremos.

Teorema 3.2.1 (Teorema de aproximación débil). Sean v1, ..., vr primos de K, x1, . . . , xr ∈ K
y ε > 0. Entonces existe x ∈ K tal que |x− xi|vi < ε (1 ≤ i ≤ r).

Dem. Probaremos primero que existen yi ∈ K (i = 1, . . . , n) tales que |yi|vi > 1 y |yi|vj < 1

(j 6= i). En ese caso, ĺımk→∞
yk

i

1+yk
i

= ĺımk→∞
1

1+y−k
i

= 1 con respecto a vi, y 0 con respecto a
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vj para j 6= i. Si tomamos

x =
r∑
i=1

yki
1 + yki

xi

con k suficientemente grande, x cumple que |x′ − xi|vi < ε para i = 1, . . . , r.

Por simetrı́a, basta encontrar y1 tal que |y1|v1 > 1 y |y1|vi < 1 para i = 2, . . . , n. Lo
hacemos por inducción en r.

r = 2: como v1 y v2 no son equivalentes, existen α, β ∈ K tal que |α|v1 < 1, |α|v2 ≥ 1,
|β|v1 ≥ 1 y |β|v2 < 1. Tomamos entonces y1 = βα−1.

r ≥ 3: por el caso r − 1, existe z ∈ K tal que |z|v1 > 1, |z|vi < 1 (i = 2, . . . , r − 1), y por
el caso r = 2, existe w ∈ K tal que |w|v1 > 1, |w|vr < 1. Tomamos entonces

y1 =


z si |z|vr < 1;
zkw si |z|vr = 1;
zk

1+zkw si |z|vr > 1

donde k ∈ N es suficientemente grande.

Observación. El teorema de aproximación sigue valiendo si en lugar de tomar xi ∈ K tomamos
xi ∈ Kvi : basta tomar x′i ∈ K cerca de xi y x ∈ K cerca de los x′i. El teorema dice entonces
que K es denso en

∏r
i=1Kvi (incluido de manera diagonal).

Teorema 3.2.2 (Fórmula del producto). Sea K un cuerpo de números y x ∈ K×. Entonces∏
v

|x|v = 1,

donde v recorre todos los primos de K y |.|v son los valores absolutos normalizados.

Dem. Notemos que en el producto hay sólo finitos términos distintos de 1, ya que un elemento
no nulo de un cuerpo de números es una unidad para casi todos los primos. Luego, el producto
está efectivamente bien definido.

Probaremos primero la fórmula para K = Q. En este caso, si p, q ∈ N son números primos,
|q|p = 1 si q 6= p y |q|q = 1/q. Además, |q|∞ = q, con lo cual, la fórmula vale para primos, y
por multiplicatividad vale para todo x ∈ Q×.

Ahora sea K cualquiera y x ∈ K×. Para cada p primo de Q (incluyendo∞), se tiene por el
Teorema 2.3.2 que

|NK/Q x|p =
∏
v|p

|x|v,

y, por lo tanto, ∏
v

|x|v =
∏
p

∏
v|p

|x|v =
∏
p

|NK/Q x|p = 1.
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Proposición 3.2.3. La inyección K ↪→ AK manda K en un subanillo discreto.

Dem. Probemos que 0 es un punto aislado de AK . Decir que un elemento (αv) está cerca de 0 en
la topologı́a de los adèles es decir que |αv|v ≤ 1 para todos los v salvo finitos de ellos, para los
cuales |αv| < ε para cierto ε > 0. Esto implica que (αv) = 0 por la fórmula del producto.

Proposición 3.2.4. Tenemos que AS∞
K +K = AK .

Dem. Sea α = (αv) ∈ AK . Sea T = {v < ∞ : αv 6∈ Ôv}. Utilizando la Proposición 1.4.6 (y
el hecho de que Ov/pv ' Ôv/p̂v), podemos escribir, para cada v ∈ T , αv = ψv + βv, donde
βv ∈ Ôv y ψv ∈ K es un elemento tal que |ψv|w ≤ 1 para todo w 6= v finito. Para v 6∈ T , finito,
tomemos βv = αv y ψv = 0. Como T es finito, tiene sentido considerar ψ =

∑
v<∞ ψv ∈ K.

Afirmamos que α− ψ ∈ AS∞
K . En efecto, si v es un primo finito,

(α− ψ)v = αv − ψv −
∑
w 6=v

ψw = βv −
∑
w 6=v

ψw ∈ Ôv.

Esto termina la demostración, pues α = α− ψ + ψ.

Teorema 3.2.5. El conjunto AK/K es compacto.

Dem. Probaremos que existe D ⊂ AS∞
K compacto tal que

D +OK = AS∞
K .

Entonces por la proposición anterior,

D +K = D +OK +K = AS∞
K +K = AK ,

y, por lo tanto, AK/K, al ser la imagen de D bajo la aplicación continua canónica

AK → AK/K,

resultará compacto.
Sea R∞ =

∏
v∈S∞ Kv, un R-espacio vectorial de dimensión r + 2s = n = [K : Q].

Podemos meter K en R∞ vı́a la aplicación

x 7→ (x(1), ..., x(r+s)),

donde x 7→ x(i) son las inmersiones de K en C. Sea {θ1, ..., θn} una base entera de K; afir-
mamos que las imágenes de estos elementos forman una base de R∞ sobre R. En efecto, la
imagen de θi es el vector

(θ(1)
i , ..., θ

(r)
i ,

θ
(r+1)
i + θi

(r+1)

2
,
θ
(r+1)
i − θi(r+1)

2i
, ...) ∈ Rn.

Haciendo operaciones elementales de filas en una matriz, se ve que el determinante de esta
colección de n vectores es simplemente 2s det(θ(j)

i )ij . Esto no es otra cosa que 2s multiplicado
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por el discriminante de la base {θ1, ..., θn}, que es distinto de 0. Luego, las imágenes de los θi
son linealmente independientes y, por lo tanto, forman una base de Rn.

Para simplificar la notación, identifiquemosOK con su imagen en R∞. Luego, todo elemen-
to a ∈ R∞ se escribe de manera única como

a = b+ c

con c ∈ OK y b =
∑n

i=1 tiθi, 0 ≤ ti < 1. Sea RK el conjunto de elementos de R∞ de la forma∑n
i=1 siθi con 0 ≤ si ≤ 1. Es claramente un compacto de R∞. Luego, tomamos el compacto

de AS∞
K definido por

D = RK ×
∏
v<∞
Ov.

Como RK +OK = R∞, se ve que D +OK = AS∞
K .

3.3. Idèles

Los idèles tienen muchos usos importantes; por un lado, que permiten trabajar fácilmente
con extensiones infinitas. Por otra parte, clarifican mucho la relación entre la teorı́a local de
cuerpos de clases y la global. Esto lo veremos con más claridad en los capı́tulos siguientes.

Los idèles son los elementos del grupo IK = A×K . Un adèle (αv) es inversible si y sólo si
cada componente lo es; es decir, IK es el producto directo restringido de losK×

v (respecto de los
conjuntos Uv = O×v para los primos finitos). Hay que tener cuidado, ya que las dos topologı́as
que tenemos en IK , la del producto directo restringido y la inducida como subespacio de AK ,
no coinciden. Consideraremos a IK con la topologı́a dada por el producto directo restringido.
Nuevamente, si S ⊃ S∞ es un conjunto finito, llamamos conjunto de S-idèles a ISK .

Como antes, podemos inyectar K× → IK , y sigue valiendo que K× es discreto. Sin embar-
go, no es cierto que IK/K× sea compacto; aún ası́, es el producto de un grupo compacto con
R+, y es un grupo de suma importancia; lo llamaremos grupo de clases de idèles de K, y lo
denotaremos por CK .

Existe una aplicación natural id : IK → IK dada por (αv) 7→
∏
v<∞ vordv(αv); la definición

es válida ya que para casi todo v, ordv(αv) = 0. Su núcleo es exactamente IS∞K .
Definimos el contenido o volumen |.| : IK → R+ por |(αv)| =

∏
v |αv|v (es un producto

finito), donde |.|v es un valor absoluto normalizado correspondiente a v. Es un epimorfismo de
grupos, cuyo núcleo se denota por I1K , llamado grupo de idèles de contenido 1. Tenemos, por lo
tanto, una sucesión exacta corta de grupos

1→ I1K → IK → R+ → 1.

Por la fórmula del producto, K× ⊂ I1K .

Teorema 3.3.1. El grupo C1
K = I1K/K× es compacto.

Una vez probado este teorema, podremos describir CK como el producto de un grupo com-
pacto y R+. En efecto, podemos tomar la aplicación j : R+ → IK dada por

j(t) = (t1/n, ..., t1/n, 1, 1, ...),
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donde las primeras son las coordenadas de los primos infinitos, y los unos corresponden a los
primos finitos. Si t ∈ R+, tenemos que |j(t)| = |tr1/n+2r2/n| = t (recordar que el valor absoluto
normalizado de un primo complejo es el cuadrado del valor absoluto usual). Luego, la sucesión
exacta corta se parte y tenemos que

IK ' I1K × R+.

Además, como K× ⊂ I1K , obtenemos que

CK ' C1
K ×R+.

Antes de probar el Teorema 3.3.1, necesitaremos repasar algunos hechos básicos sobre me-
didas de Haar.

Si G es un grupo localmente compacto, G posee una medida no nula µ tal que

(a) Todas las funciones continuas con soporte compacto a valores complejos son µ-integrables;

(b) µ es invariante bajo traslaciones a izquierda, es decir,∫
G
f(g)dµ(g) =

∫
G
f(xg)dµ(g) ∀ x ∈ G,

para toda f µ-integrable.

Esta medida es única salvo un múltiplo por una constante positiva. Tal medida se llama medida
de Haar a izquierda en G. Si µ denota una medida de Haar a izquierda, para cualquier A ⊂ G
µ-medible, x ∈ G, vale que

µ(A) = µ(xA).

Todo conjunto boreliano de G es µ-medible. Más aún, si A ⊂ G es un abierto no vacı́o, µ(A) >
0, mientras que si A es compacto, µ(A) <∞.

Sea σ un isomorfismo algebraico y topológico de G. Si A ⊂ G es µ-medible, σA también
lo es. Podemos definir una medida µ′ en G vı́a

µ′(A) = µ(σA) ∀ A µ-medible.

Es trivial ver que µ′ es otra medida de Haar a izquierda de G, que, por lo tanto, difiere de µ
en un factor constante positivo. A esta constante la llamamos módulo del automorfismo σ, y es
denotada por modG(σ) (o mod(σ)). Luego, el módulo está caracterizado por

µ′ = mod(σ)µ.

Es claro que el módulo es independiente de la elección original de la medida de Haar a izquierda.
Si G es compacto entonces G es µ-medible y σG = G para todo automorfismo σ. Luego,
mod(σ) = 1 para todo σ. Si G es discreto entonces {e} es µ-medible, y σ(e) = e para todo σ;
luego, mod(σ) = 1.

Sea H ⊂ G un subgrupo normal y cerrado, y sea σ un automorfismo de G tal que σ(H) =
H . Entonces σ1 = σ|H es un automorfismo de H . Además, σ2, el morfismo inducido en G/H
por σ, es un automorfismo de G/H .
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Proposición 3.3.2. Con las notaciones de arriba, modG(σ) = modH(σ1) modG/H(σ2).

Dem. Se sigue inmediatamente del teorema de Fubini.

Proposición 3.3.3. Sea v un primo de K, x ∈ K×
v y σx el automorfismo de Kv definido por

y 7→ xy. Entonces modKv(σx) = |x|v.

Dem. Lo probaremos en el caso v finito; cuando v es infinito es un resultado trivial. Sin pérdida
de generalidad, podemos suponer que |x|v ≤ 1. En efecto, si lo probamos para este caso, y
|x|v > 1, como |x−1|v ≤ 1, vemos que (mod(σx))−1 = mod(σ−1

x ) = mod(σx−1) = |x−1|v =
|x|−1

v .
Sea entonces |x|v ≤ 1. Entonces

µ(xOv) = mod(σx)µ(Ov), (∗)

donde µ es una medida de Haar de Kv. Ahora, xOv = psv, donde s = ordv(x). En el capı́tulo
uno (Proposición 1.7.1), probamos que Ov/psv es finito, de hecho, de cardinal qs, donde q es el
cardinal de Ov/pv, es decir, la norma del ideal primo de OK correspondiente a v. Sea

Ov = ∪ri=1(xi + psv)

una descomposición en coclases, donde r = qs. Entonces

µ(Ov) =
r∑
i=1

µ(xi + psv) = rµ(psv),

por la invariancia de la medida de Haar. Luego,

µ(psv) = r−1µ(Ov) = q− ordv(x)µ(Ov).

Esto, junto con que |x|v = q− ordv(x) y con la ecuación (∗), prueban lo que querı́amos.

Sea α ∈ IK . Entonces α define un automorfismo σα de AK vı́a σα(β) = αβ.

Proposición 3.3.4. Para todo α ∈ IK , vale que mod(σα) = |α|.

Dem. Sea S = S∞ ∪ {v < ∞ : |αv|v 6= 1}. Consideremos los S-adèles AS
K ; como es un

subgrupo abierto de AK , se tiene que AK/AS
K es discreto, luego, por la Proposición 3.3.2 y una

observación anterior, vemos que

modAK
(σα) = modAS

K
(σα) =

=
∏
v∈S

modKv(σα|Kv).

Tenemos σα|Kv = σαv . Luego, modKv(σα|Kv) = |αv|v por la Proposición 3.3.3. Entonces

modAK
(σα) =

∏
v∈S
|αv|v =

∏
v

|αv|v.
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Probaremos a continuación una versión moderna del teorema de Minkowski sobre la exis-
tencia de puntos de retı́culos en regiones convexas del espacio euclı́deo.

Teorema 3.3.5 (Minkowski-Chevalley-Weil). Existe un δ > 0 tal que si η ∈ IK y |η| > δ
entonces existe x ∈ K× con |xv|v ≤ |ηv|v para todos los primos v.

Dem. Para v infinito, sea Fv = {x ∈ Kv : |x|v ≤ 1}. SeaM =
∏
v∈S∞ Fv×

∏
v<∞Ov ⊂ AK .

La afirmación del teorema es equivalente a que |η| > δ implica que existe x ∈ K× tal que
xη−1 ∈M ; esto último ocurre si y sólo si ηM ∩K 6= {0}. Probaremos que si esta intersección
es 0 entonces |η| ≤ δ para una cierta constante δ que sólo depende de K. Sea µ′ una medida
de Haar en el grupo compacto AK/K tal que µ′(AK/K) = 1. Sea µ′′ una medida de Haar en
el grupo discreto K tal que cada fconjunto de un elemento tenga medida 1. Por el teorema de
Fubini, existe una medida de Haar µ en AK tal que∫

AK

f(x)dµ(x) =
∫

AK/K

(∫
K
f(α+ x)dµ′′(x)

)
dµ′(α) =

=
∫

AK/K

(∑
x∈K

f(α+ x)

)
dµ′(α).

Sea π : AK → AK/K la proyección canónica. Entonces π es inyectiva en ηM : si π(ηm) = 0
entonces ηm ∈ K ∩ ηM = {0}, y, por lo tanto, m = 0.

Sea f la función caracterı́stica de ηM y f la función caracterı́stica de π(ηM). Para α ∈ AK ,
existe como mucho un x ∈ K tal que α+ x ∈ ηM . Luego,

µ(ηM) =
∫

AK

f(α)dµ(α) =
∫

AK/K
f(α)dµ′(α) ≤

≤ µ′(AK/K) = 1.

Hemos probado que si ηM ∩K = {0} entonces µ(ηM) ≤ 1. Ahora bien, µ(ηM) = |η|µ(M),
por la Proposición 3.3.4, de manera que |η| ≤ 1/µ(M). Luego, si |η| > 1/µ(M) entonces
ηM ∩K 6= {0}.

Demostración del Teorema 3.3.1. Sean δ > 0 y M como en el Teorema 3.3.5 y sea η ∈ IK tal
que |η| > δ. Observemos primero que η2M.M es compacto, pues es la imagen continua de un
compacto de AK × AK . Como K× es discreto en IK , K× ∩ η2M.M es discreto y compacto,
y, por lo tanto, finito; supongamos que K× ∩ η2M.M = {y1, ..., yg}. Sea α ∈ I1K . Entonces
|αη| > δ. Por el Teorema 3.3.5, αηM ∩ K 6= {0}. Sea x 6= 0 en esta intersección. Entonces
xα−1ηM ⊂ η2M.M . Por la fórmula del producto, |xα−1η| > δ, y de vuelta por el Teorema
3.3.5, existe y ∈ K× ∩ xα−1ηM . Entonces y es alguno de los yi, digamos y = y1. Se tiene
entonces que αx−1 ∈ y−1

1 ηM . Sea C = ∪gi=1y
−1
i ηM . Hemos probado que si α ∈ I1K , existe

x ∈ K tal que αx−1 ∈ C. Luego, C1
K es la imagen continua de C bajo la proyección canónica.

Como C es compacto, el teorema queda probado.
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Usaremos ahora el Teorema 3.3.1 para recuperar los teoremas que mencionamos al principio
del capı́tulo.

Sea S un conjunto finito de primos de K que contenga a los primos infinitos. Recordemos
que ISK es el subgrupo libre de IK generado por los ideales primos que no están en S. Notamos
con PK al conjunto de ideales fraccionarios no nulos de K, y con PSK = PK ∩ ISK .

Definición 3.3.6. El orden del grupo ISK/P
S
K se llama el S-número de clases deK, y lo notamos

con hSK . Si S consiste de los primos infinitos, el S-número de clases es llamado simplemente el
número de clases de K, denotado por hK .

Teorema 3.3.7. El S-número de clases hSK es finito. Más aún, hSK = hTK para todos S, T ⊃ S∞.

Recordemos que tenemos definido id : IK → IK . Podemos tomar más en general idS :
IK → ISK , definido por

idS(α) =
∏
v 6∈S

vordv(αv).

Es claro que idS es un morfismo de grupos suryectivo, y su núcleo es ISK . Cuando S = S∞,
idS = id.

Dem. del Teorema 3.3.7. En vista de la observación de arriba,

IK/ISK ' ISK .

La preimagen de PSK bajo este isomorfismo es (K×ISK)/ISK . Por lo tanto,

ISK/P
S
K ' (IK/ISK)/((K×ISK)/ISK) ' IK/(K×ISK).

Como ISK es un abierto de IK , K×ISK es abierto, y, por lo tanto, IK/(K×ISK) es discreto. Pro-
baremos a continuación que es compacto, y, por lo tanto, finito.

Es claro que IK = I1KISK = I1KK×ISK , con lo cual, IK/K×ISK ' I1K/(I1K ∩ K×ISK) por
alguno de los teoremas de isomorfismo. Además, I1K ∩ K×ISK = K×(I1K ∩ ISK), y se sigue
entonces que

IK/K×ISK ' I1K/(K×(I1K ∩ ISK)).

Consideremos la aplicación natural

I1K → I1K/(K×(ISK ∩ I1K)).

Como K× está contenido en el núcleo, I1K/(K×(ISK ∩ I1K)) es la imagen continua de I1K/K×;
por el Teorema 3.3.1, esto es compacto, y, por lo tanto, IK/K×ISK también lo es.

Hemos probado entonces que hSK es finito. Probaremos ahora que es igual a hK , que es
el números de clases de K. En efecto, la aplicación IK(S)/PK(S) → IK/PK es inyectiva.
Veamos que es suryectiva. Sea a un ideal fraccionario, a = bc−1, con b, c ideales enteros. Si
c ∈ c es un elemento no nulo entonces c|(c) y, por lo tanto, a(c) es un ideal entero. Esto prueba
en primer lugar que toda clase de ideales en Cl(K) está representada por un ideal entero a.
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Escribamos entonces a =
∏

p∈S pn(p)b, con b ∈ IK(S). Para cada p ∈ S, sea πp ∈ p \ p2 un
uniformizador. Por el Teorema chino del resto, existe a ∈ OK tal que

a ≡ πn(p)
p (mod pn(p)+1)

para cada p ∈ S. Estas congruencias implican que ordp(a) = n(p) para todo p ∈ S y, por lo
tanto, (a) =

∏
p∈S pn(p)b′, con b′ ∈ IK(S). Finalmente, a−1a ∈ IK(S) y representa la misma

clase que a en Cl(K). La aplicación IK(S)/PK(S)→ Cl(K) es entonces biyectiva.

Observación 3.3.8. Según el último teorema, cada clase de ideales en Cl(K) está representada
por un ideal en IK(S). Afirmamos aún más: cada clase se puede representar por un ideal entero
en IK(S). En efecto, sea a ∈ IK(S), a = bc−1, con b, c ideales enteros en IK(S). Sea c ∈ c

distinto de cero, tal que ordp(c) = 0 para todo p ∈ S (existe por el Teorema chino del resto). Se
tiene que ca es entero, y esto prueba nuestra afirmación.

Ahora estudiaremos la estructura de los grupos de unidades. Sea S un conjunto finito de
primos que contenga a los infinitos.

Definición 3.3.9. Una S-unidad es un elemento x ∈ K tal que ordv(x) = 0 para todo v 6∈ S.

En el caso S = S∞, las S-unidades son simplemente las unidades de OK . Sea UK(S) el
grupo de S-unidades de K. Sea WK el grupo de todas las unidades de OK de orden finito; esto
no es otra cosa que el grupo de todas las raı́ces de la unidad en K, y es claro que WK ⊂ UK(S)
para todo S. Sea VK(S) = UK(S)/WK .

Teorema 3.3.10 (Dirichlet-Minkowski-Hasse-Chevalley). Supongamos que S tiene s elemen-
tos. Entonces:

(I) WK es un grupo finito;

(II) VK(S) es un grupo abeliano libre de rango s− 1;

(III) UK(S) 'WK × VK(S).

Dem. Por las observaciones recién hechas, WK es exactamente el subgrupo de UK(S) de ele-
mentos de orden finito. Si (I) y (II) son ciertos entonces UK(S) es un grupo abeliano finitamente
generado; (III) se sigue entonces del teorema de estructura para estos grupos. Probemos entonces
(I) y (II).

Definimos dos subgrupos de I1K de la siguiente manera:

G = ISK ∩ I1K ,

G0 =
∏
v

Uv,

donde v recorre todos los primos de K (esto tiene sentido incluso para los primos infinitos,
definiendo las unidades como los elementos de valor absoluto 1). Entonces

G ∩K× = UK(S),
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G0 ∩K× = WK .

Es claro queG es abierto en I1K yG0 es compacto. ComoK× es discreto,G0∩K× es compacto
y discreto; por lo tanto, es finito, y entonces se sigue (I).

Además, VK(S) ' (G ∩K×)/(G0 ∩K×). Observemos que G ∩K× es discreto, y, por lo
tanto, (G ∩K×)/(G0 ∩K×) lo es. Como G es un subgrupo abierto de I1K , también es cerrado
y, por lo tanto, GK×/K×, la imagen de G bajo la aplicación natural I1K → I1K/K×, es un
cerrado; por el Teorema 3.3.1, es un compacto. Entonces también es compacto GK×/G0K

×,
al ser la imagen continua de GK×/K×. Luego, como

GK×/G0K
× = GG0K

×/G0K
× = G/(G ∩G0K

×) =

= G/G0(G ∩K×) = (G/G0)/(G0(G ∩K×)/G0),

vemos que este último grupo es compacto.
Resumiendo, hemos probado que G0(G ∩ K×)/G0 es un grupo discreto, y el cociente de

G/G0 por él es compacto.
Saquemos un primo fijo v de S, digamos un primo infinito, y sea S1 el conjunto obtenido de

S al sacarlo. Construimos la siguiente aplicación:

log : G→ Rs−1,

(xv) 7→ (log |xv|v)v∈S1 .

Notemos que no importa en verdad qué primo sacamos, ya que si (xv) ∈ I1K entonces la suma
de los logaritmos de los valores absolutos da 0 y podemos obtener el restante en función de los
demás.

La imagen log(G) de G bajo esta aplicación es R en cada primo infinito y un grupo cı́cli-
co infinito en los primos finitos de S1. Luego, Rs−1/ log(G) es compacto, y el núcleo de la
aplicación no es otra cosa que G0. De esta manera, G/G0 puede verse como un subgrupo de
Rs−1 con cociente compacto. Como probamos más arriba, G0(G ∩ K×)/G0 es un subgrupo
de G/G0 con cociente compacto. Luego, VK(S) ' G0(G ∩ K×)/G0 se puede ver como un
subgrupo discreto de Rs−1 con cociente compacto: si A ⊃ B ⊃ C es una sucesión de grupos
topológicos, B un cerrado de A, C un cerrado de B, A/B compacto, B/C compacto, entonces
A/C es compacto. La demostración entonces termina con el siguiente lema.

Lema 3.3.11. Sea Γ un subgrupo discreto de Rm con cociente compacto. Entonces Γ es un
grupo abeliano libre de rango m.

Dem. Sea E el R-espacio vectorial generado por Γ. Tenemos una sucesión exacta de aplica-
ciones continuas:

Rm/Γ→ Rm/E → 0,

con lo cual, Rm/E es un compacto. Esto implica que E = Rm. Sea {x1, ..., xm} ⊂ Γ una
base de Rm. Sea Γ1 el grupo abeliano libre generado por los xi. Es claro que Γ1 ⊂ Γ. Además,
Γ/Γ1 es un cerrado de Rm/Γ1, con lo cual, es compacto. Como Γ1 es abierto en Γ (pues Γ es
discreto), el cociente es discreto. Por lo tanto, Γ/Γ1 es finito. Como Γ/Γ1 y Γ1 son finitamente
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generados, también lo es Γ. Por el teorema de estructura, Γ es un grupo abeliano libre de rango
r, y debe ser r ≥ m. Suponiendo que r > m, sea {e1, ..., er} una Z-base de Γ. Entonces

e1 =
r∑
i=2

aiei

para ciertos ai ∈ R no todos nulos.
Dado ε > 0, existe un entero N no nulo tal que Na2, ..., Nan distan de un entero en menos

de ε. Entonces Ne1 es la suma de una combinación Z-lineal de e2, ..., er y una combinación
R-lineal de e2, ..., en con coeficientes de módulo más chico que ε. Haciendo ε suficientemente
chico, como Γ es discreto, la última combinación lineal deberı́a ser 0. Entonces

Ne1 =
r∑
i=2

Miei,

donde los Mi ∈ Z. Esto contradice la Z-independencia lineal de los ei. Finalmente queda
probado que Γ es libre de rango m.

Finalmente incluimos el siguiente resultado que usaremos más adelante.

Lema 3.3.12. (a) Sea S un conjunto finito de primos de K y sea IK,S = {x ∈ IK : xv =
1 ∀v ∈ S}. Entonces K×IK,S es denso en IK .

(b) Existe S ⊃ S∞ tal que IK = K×ISK .

Dem. (a): Sea x ∈ IK . Consideremos un entorno arbitrario xU(T, ε) de x, donde U(T, ε) =∏
v∈T Nv(ε) ×

∏
v 6∈T Uv, siendo T ⊃ S∞ finito y Nv(ε) = {a ∈ K×

v : |a − 1|v < ε}.
Si agrandamos T agregándole finitos primos (tantos como queramos), achicamos el entorno.
Luego, podemos suponer que T contiene a S. SeaM = mı́n{|xv|v : v ∈ T}, y sea 0 < δ < Mε.
Por el teorema de aproximación débil (Teorema 3.2.1), existe α ∈ K× tal que |xv − α|v < δ
para todo v ∈ T . Tomemos x′ el idèle definido por: x′v = 1 para v ∈ T , x′v = xv/α para v 6∈ T .
Entonces x′ ∈ IK,T ⊂ IK,S . Luego, αx′ ∈ K×IK,S . Afirmamos que αx′ ∈ xU(T, ε), esto es,
que αx′x−1 ∈ U(T, ε). En efecto, (αx′x−1)v = 1 si v 6∈ T y α/xv si v ∈ T . Entonces resta ver
que |α/xv−1|v < ε para v ∈ T . Esto se sigue de que |α/xv−1|v = |α−xv|v/|xv|v < δ/M < ε.

(b): Tomemos S ⊃ S∞ tal que contenga a un conjunto de primos cuyas clases generen el
grupo de clases de ideales Cl(K). Esto significa que todo ideal fraccionario a se puede escribir
como

a = b(x),

con b en el subgrupo 〈S〉 de IK generado por los primos de S y x ∈ K×. Sea i : K× →
IK/〈S〉 la aplicación natural. Entonces tenemos que (IK/〈S〉)/i(K×) = 0. Por otra parte, si
consideramos el epimorfismo id : IK → IK/〈S〉 (cuyo núcleo es ISK), tenemos que K×ISK =
id−1(i(K×)), y, por lo tanto, IK/K×ISK = 0.



Capı́tulo 4

Teorı́a global de cuerpos de clases

4.1. Notaciones y definiciones

En este capı́tulo K será un cuerpo de números. Un módulo m de K es un producto formal
(finito) de primos, finitos o infinitos,

m =
∏
v

vm(v),

donde m(v) ∈ N0, m(v) = 0 ó 1 si v es real, y m(v) = 0 si v es complejo. De esta manera, todo
módulo se puede escribir como

m = m0m∞,

donde m0 es un ideal de OK y m∞ es un producto de primos reales distintos. Si todos los
exponentes son 0, escribimos m = 1. Decimos que un primo divide a m si aparece en m con
exponente positivo.

Dado α ∈ K× y v un primo real, notamos con αv la imagen de α en Kv, y decimos que
αv > 0 si σ(α) > 0, donde σ es una inmersión correspondiente a v. Decimos que α ≡∗
1(modm) si ordv(α − 1) ≥ m(v) para los primos finitos que dividen a m, y αv > 0 en los
primos reales que dividen a m.

Dado S un conjunto finito de primos (finitos o infinitos) de K, sea ISK el subgrupo libre de
IK generado por los ideales primos que no están en S (esto generaliza la definición del capı́tulo
I, donde S sólo consistı́a de primos finitos).

Definimos IK(m) como IS(m)
K , donde S(m) consiste de todos los primos (finitos e infinitos)

que dividen a m. Es decir, IK(m) es el subgrupo libre de IK generado por los ideales primos
que no dividen a m. Sea PK(m) = {(α) : α ∈ K×, ordv(α) = 0 ∀v finito, v|m}. Definimos
también Km,1 = {α ∈ K× : α ≡∗ 1(modm)}. Si id : K× → IK denota la aplicación
usual α 7→ (α) entonces llamamos PK,1(m) = id(Km,1); es claro que PK,1(m) ⊂ PK(m). El
grupo de clases radial módulo m se define como Cm = IK(m)/PK,1(m), y un subgrupo de
congruencia modulo m es por definición un subgrupo H ≤ IK(m) tal que PK,1(m) ⊂ H . Los
subgrupos de congruencia están en correspondencia con los subgrupos de Cm vı́a H ↔ H̃ =
p(H), donde p : IK(m)→ Cm es la proyección canónica.

43
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Ejemplo 4.1.1. Tomemos el módulo m = (m)∞ de Q, donde m ∈ Z y∞ representa el único
primo infinito de Q. Escribamos m = pe11 . . . pek

k . Entonces Qm,1 consiste de los números
racionales a/b, con a, b ∈ Z, (a,m) = (b,m) = 1, (a/b) > 0, tales que ab−1 = 1 en
(Z/pei

i Z)× para todo i, esto es, tales que a ≡ b(modm).

4.2. El mapa de Artin

Sea L/K una extensión finita y abeliana de cuerpos de números y S el conjunto de primos
(finitos o infinitos) de K que ramifican en L. Recordemos que tenemos definido el mapa de
Artin:

ψL/K : ISK → Gal(L/K),∏
p6∈S

pep 7→
∏
p6∈S

(
L/K

p

)ep

.

De esta manera, si m es un módulo tal que todos los primos ramificados dividen a m, tenemos
que IK(m) ⊂ ISK y podemos considerar ψL/K : IK(m)→ Gal(L/K).

Teorema 4.2.1 (Reciprocidad). Existe un módulo m tal que S(m) = S, ψL/K es suryectiva y el
núcleo ker(ψL/K) es un subgrupo de congruencia para m, es decir, ψL/K(PK,1(m)) = 1 (más
aún, el núcleo es exactamente NL/K(IS

′
L )PK,1(m), donde S′ es el conjunto de primos que están

sobre primos de S). Ası́, esto induce un isomorfismo

IK(m)/NL/K(IS
′

L )PK,1(m)→ Gal(L/K).

En el siguiente teorema, “única” quiere decir única contenida en una clausura algebraica fija
de K.

Teorema 4.2.2 (Existencia). Dado m un módulo deK yH un subgrupo de congruencia módulo
m, existe una única extensión L/K finita abeliana, tal que los primos que ramifican dividen a
m, y tal que H = ker(ψL/K : IK(m)→ Gal(L/K)). De esta manera, Gal(L/K) es isomorfo
a Cm/H̃ , donde H̃ es la imagen de H en Cm.

La extensión L/K dada por el teorema de existencia se llama cuerpo de clases de H . En
particular, tomando H = PK,1(m), tenemos para cada módulo m una extensión finita abeliana
Km, que llamaremos cuerpo de clases radial módulo m. El grupo Gal(Km/K) es isomorfo a
Cm, vı́a el mapa de Artin. La extensión Km, donde m = 1, se llama cuerpo de clases de Hilbert
de K.

4.3. Reinterpretación de Chevalley en términos de idèles

En esta sección interpretaremos las nociones anteriores con idèles. Sea m un módulo de K.
Definimos

Im =

∏
v-m

K×
v ×

∏
v|m,v<∞

1 + p̂v
m(v) ×

∏
v|m,v∈S∞

R+

⋂ IK
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y
Wm =

∏
v-m,v<∞

Uv ×
∏

v-m,v∈S∞

K×
v ×

∏
v|m,v<∞

1 + p̂v
m(v) ×

∏
v|m,v∈S∞

R+ ⊂ IK .

Observemos que viendo a K× ⊂ IK , se tiene que Im ∩K× = Km,1.

Proposición 4.3.1. (1) La aplicación id : Im → IK(m) induce un isomorfismo de grupos

Im/Km,1Wm
ηm // Cm.

(2) La inlcusión Im ↪→ IK induce un isomorfismo

Im/Km,1
θm // CK .

Dem. (1) Es inmediato que id manda Km,1Wm en PK,1(m) y el morfismo inducido en los
cocientes es biyectivo.

(2) El núcleo de Im → IK/K× es K×∩ Im (intersección dentro de IK), y esto es Km,1. Luego,
tenemos definida una inyección

Im/Km,1 ↪→ IK/K×.

Queremos ver que es suryectiva. Sea x ∈ IK , y sea M = mı́n{|xv|v : v|m}. Sea ε > 0
suficientemente chico, de tal manera que si a ∈ IK es tal que |av−1|v < ε/M para todo v|m
entonces a ∈ Im. Por el teorema de aproximación, existe α ∈ K× tal que |xv − α|v < ε
para todo v|m. Entonces |(α/xv) − 1|v < ε/|xv|v ≤ ε/M , con lo cual, y = α/x es un
elemento de Im; también lo es, por lo tanto, 1/y y se sigue la suryectividad.

Esto permite ver a todos los grupos radialesCm como cocientes del grupo de clases de idèles
CK .

Proposición 4.3.2. Sea N un subgrupo de IK . Entonces N es abierto si y sólo si Wm ⊂ N
para algún módulo m.

Dem. Como Wm es un subgrupo que es un entorno de 1, es claro que si Wm ⊂ N entonces N
es abierto. Recı́procamente, sea N abierto. Entonces como 1 ∈ N , N contiene un entorno de
1 de la forma

∏
v∈S Nv ×

∏
v 6∈S Uv, donde S ⊃ S∞ es un conjunto finito y Nv es un entorno

de 1 en Kv. Si v ∈ S es un primo finito, entonces Nv ⊃ 1 + p̂v
m(v) para ciertos m(v) ∈ N.

Tomemos m como el producto de todos los v ∈ S finitos, elevados a las potencias m(v), y todos
los v reales. Entonces

Wm =
∏

v∈S,v<∞
(1 + p̂v

m(v))×
∏
v 6∈S
Uv ×

∏
v reales

R+ ×
∏

v complejos

K×
v = H1H2,
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donde
H1 =

∏
v∈S,v<∞

(1 + p̂v
m(v))×

∏
v 6∈S
Uv × 1

y
H2 = 1×

∏
v reales

R+ ×
∏

v complejos

K×
v .

Entonces tenemos queH1 ⊂ N . La demostración estará terminada si podemos ver queH2 ⊂ N .
Es fácil probar que la topologı́a de H2 es la misma que la topologı́a producto, con lo cual, H2

es un subgrupo conexo de IK que contiene a 1. Luego, está contenido en la componente conexa
DK de la identidad de IK . Como N es abierto y cerrado en IK (al ser un subgrupo abierto), se
tiene que DK ∩ N es un subgrupo abierto y cerrado de DK , con lo cual, DK = DK ∩ N , es
decir, DK ⊂ N . Finalmente, H2 ⊂ N .

Proposición 4.3.3. Sea N un subgrupo abierto de CK . Entonces el ı́ndice (CK : N) es finito.

Dem. Es claro que basta probar que (IK : N) es finito para K× ⊂ N ⊂ IK abierto. Por la
proposición anterior, existe un módulo m tal queWm ⊂ N . Luego,K×Wm ⊂ N y, por lo tanto,
se tiene una aplicación suryectiva

IK/K×Wm → IK/N.

Veremos que el grupo de la izquierda es finito. Es claro que la aplicación natural

Im → IK/K×Wm

induce un isomorfismo entre Im/Km,1Wm ' IK/K×Wm. El primero de estos grupos es iso-
morfo a lo que llamamos Cm = IK(m)/PK,1(m); probaremos entonces que es finito. Basta
ver que IK(m)/PK(m) y PK(m)/PK,1(m) lo son. El primero de estos grupos es finito por el
Teorema 3.3.7.

Veamos ahora que PK(m)/PK,1(m) también es finito. Sea Km,0 = {α ∈ K× : ordp(α) =
0 ∀p|m0}. Se tiene una aplicación suryectiva

Km,0/Km,1 → PK(m)/PK,1(m).

Probaremos que el grupo de la izquierda se mete inyectivamente en∏
v|m real

{±1} × (OK/m0)×,

y como este grupo es finito, esto terminará la demostración.
Sea α ∈ Km,0. Escribamos (α) = ab−1, con a, b ideales enteros de IK(m). Entonces a y b

representan la misma clase C en Cl(K). Como vimos en la observación 3.3.8, podemos tomar
d un ideal entero de IK(m) que represente la clase C−1. Luego, (α) = ad(bd)−1 = (a)(b)−1

para ciertos a, b ∈ OK ∩Km,0. Para cada p|m0, mandamos α a [a][b]−1 ∈ (OK/pm(p))×, que
tiene sentido pues a y b son coprimos con p; esta aplicación no depende de la elección de a y b
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con esas propiedades. Si v es un primo real que divide a m, mandamos α a 1 si αv > 0 y a −1
en caso contrario. Obtenemos entonces una aplicación

Km,0 →
∏

v|m real

{±1} ×
∏
p|m0

(OK/pm(p))×.

El núcleo es exactamente Km,1, y esto termina la demostración, pues∏
p|m0

(OK/pm(p))× ' (OK/m0)×

por el Teorema chino del resto. Aunque no lo necesitemos, observemos que en realidad tenemos
un isomorfismo (usar el teorema de aproximación).

Sean S un conjunto finito de primos de K y G un grupo abeliano finito. Decimos que un
módulo m es admisible para un morfismo ψ : ISK → G si S ⊂ S(m) y ψ(PK,1(m)) = 1.
También decimos que ψ admite un módulo.

Es muy fácil ver que si S ⊂ S′ y ψ : ISK → G admite un módulo entonces su restricción a
IS

′
K también admite un módulo.

Sea IK,S el conjunto de idèles cuyas componentes en los primos de S son 1.

Proposición 4.3.4. Sea ψ : ISK → G y m un módulo admisible para ψ (donde S es un conjunto
finito de primos de K y G es un grupo abeliano finito). Entonces existe un único morfismo
φ : IK → G tal que

(I) φ es continuo (al considerar en G la topologı́a discreta);

(II) φ(K×) = 1;

(III) φ(x) = ψ(id(x)) para todo x ∈ IK,S(m).

Recı́procamente, si φ : IK → G es un morfismo continuo tal que φ(K×) = 1 entonces proviene
de un ψ : ISK → G que admite un módulo (para cierto S).

Dem. Sea m un módulo admisible para ψ. Consideremos

CK → Im/Km,1 → Im/Km,1Wm → Cm.

Las flechas de las puntas son isomorfismos (Proposición 4.3.1) mientras que la del medio es un
epimorfismo. Como ψ se factoriza por Cm, podemos considerarlo como un morfismo ψ : Cm →
G. Vı́a la cadena de morfismos, encontramos un morfismo φ : IK → G tal que φ(K×) = 1. Es
continuo pues al anularse en Wm, el núcleo es un abierto, y cumple que φ(x) = ψ(id(x)) para
x ∈ Im, en particular, para x ∈ IK,S(m).

Para la unicidad, por el Lema 3.3.12, K×IK,S(m) es un denso de IK , y se sigue que φ
está unı́vocamente determinada por las condiciones (I), (II) y (III).

Sea ahora φ : IK → G continuo tal que φ(K×) = 1. Entonces el núcleo de φ es un subgrupo
abierto de IK . Por la Proposición 4.3.2, existe un módulo m tal que φ(Wm) = 1. Utilizando la
cadena de morfismos de recién, tenemos primero un morfismo CK → G, que convertimos
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mediante el primer isomorfismo en un morfismo Im/Km,1 → G. Como φ(Wm) = 1, obtenemos
un morfismo Im/Km,1Wm → G, que vı́a el isomorfismo con Cm, da lugar a un morfismo de Cm

en G. Componiendo con la proyección natural, conseguimos un morfismo ψ : IK(m)→ G que
se factoriza por Cm, y este el ψ que buscábamos (con S = S(m)).

Definición 4.3.5. Dada L/K finita y abeliana, decimos que la ley de reciprocidad se cumple
para L/K si existe φL/K : IK → Gal(L/K) continuo, tal que φL/K(K×) = 1 y φL/K(x) =
ψL/K(id(x)) si x ∈ IK,S , donde S consiste de los primos ramificados de L/K. En ese caso,
también llamaremos mapa de Artin a φL/K .

Se sigue entonces que el Teorema 4.2.1 implica la ley de reciprocidad. Por otra parte, en la
Sección 4.6.1 probaremos que si valen los Teoremas 4.5.1-4.5.4 (que incluyen la ley de recipro-
cidad) entonces el Teorema 4.2.1 es cierto. Finalmente, en el último capı́tulo construiremos el
mapa de Artin φL/K y probaremos todas las propiedades que debe tener.

4.4. Norma de idèles

Sea L/K una extensión finita de Galois con grupo de GaloisG = Gal(L/K). Dado x ∈ IL,
queremos definir un idèle NL/K x ∈ IK , la norma de x. Queremos que sea compatible con la
norma usual NL/K de L× en K×. Para ello, debe suceder que si x ∈ L×, viendo a x como idèle
principal deL, sea (NL/K x)v = NL/K x =

∏
σ∈G σx. Sabemos queG permuta transitivamente

los primos que están sobre v, y que se escribe como la unión disjunta de las coclases del grupo
de descomposición de un primo fijo sobre v, tantas como primos distintos haya sobre él. Por
otra parte, el grupo de descomposición de un primo w sobre v es isomorfo al grupo de Galois
local Gal(Lw/Kv).

Definición 4.4.1. Sea x ∈ IL. Se define NL/K x ∈ IK como el idèle

(NL/K x)v =
∏
w|v

NLw/Kv
xv.

Por las observaciones recién hechas, el siguiente diagrama

L× //

NL/K

��

IL
NL/K

��
K× // IK

es conmutativo. Por lo tanto, NL/K induce un morfismo (que llamamos de la misma manera)
NL/K : CL → CK . Es claro que NL/K es continua.

Sea L/K una extensión finita de Galois (no necesariamente abeliana), conG = Gal(L/K).
Entonces G actúa en AL de la siguiente manera: si α = (αw) ∈ AL, (σα)σw = σwαw (donde
σw : Lw → Lσw es el isomorfismo inducido por σ); es claro que la acción deja fija a IL, de
manera que G actúa en IL. Tenemos también una inclusión i : IK → IL dada por i(x)w = xv si
w|v.
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Proposición 4.4.2. Sea L/K finita de Galois. Entonces i(NL/K(x)) =
∏
σ∈Gal(L/K) σx para

todo x ∈ IL.

Dem. Sea w un primo de L, sobre el primo v de K. Sean w1, . . . , wr todos los primos de L
sobre v. Para cada i, tomemos σi ∈ Gal(L/K) tal que σiwi = w. Entonces Gal(L/K) se
escribe como la unión disjunta de los conjuntos σiD(wi). Entonces∏

σ∈Gal(L/K)

(σx)w =
∏

σ∈Gal(L/K)

σσ−1wxσ−1w =

r∏
i=1

∏
τ∈D(wi)

(σiτ)(σiτ)−1wx(σiτ)−1w =
r∏
i=1

∏
τ∈D(wi)

(σi)wiτwi(xwi) =

=
r∏
i=1

(σi)wi NLwi/Kv
(xwi) =

r∏
i=1

NLwi/Kv
(xwi) = (i(NL/K(x)))w

(observar que (σi)wi(NLwi/Kv
(xwi)) = NLwi/Kv

(xwi) ya que NLwi/Kv
(xwi) ∈ Kv).

Recordemos que también tenemos definida la norma para ideales. Vale decir, si Q es un
ideal primo de L, NL/K Q = Pf , donde P = Q ∩K y f es el grado de inercia de Q sobre P.
Es fácil ver que el siguiente diagrama conmuta:

L×
id //

NL/K

��

IL

NL/K

��
K× id // IK ,

esto es, NL/K((x)) = (NL/K(x)). De esta manera tenemos un morfismo inducido NL/K :
Cl(L) → Cl(K). El siguiente lema relaciona este morfismo con la norma del grupo de clases
de idèles.

Lema 4.4.3. El siguiente diagrama conmuta

IL
id //

NL/K

��

IL

NL/K

��
IK

id // IK .

Dem. Sea x = (xw) ∈ IL. Entonces si y = NL/K x tenemos que yv =
∏
w|v NLw/Kv

xw. Por
una parte, id(x) =

∏
w<∞wordw(xw), con lo cual, NL/K(id(x)) =

∏
w<∞NL/K(w)ordw(xw).

Si w es finito, NL/K w = vf(w|v), donde v es el primo de K debajo de w. Luego, tenemos que

NL/K(id(x)) =
∏
w<∞

vf(w|v) ordw(xw).
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Ahora debemos calcular id(y) =
∏
v<∞ vordv(yv). Pero ordv(yv) =

∑
w|v ordv(NLw/Kv

xw),
y

ordv(NLw/Kv
xw) =

1
e(w|v)

ordw(NLw/Kv
xw),

pues NLw/Kv
xw ∈ Kv. Ası́, obtenemos que

ordv(NLw/Kv
xw) =

1
e(w|v)

∑
σ∈Gal(Lw/Kv)

ordw(σxw).

Como ordw(σxw) = ordw(xw) y (Gal(Lw/Kv) : 1) = [Lw : Kv] = e(w|v)f(w|v), se sigue
entonces que

ordv(NLw/Kv
xw) = f(w|v) ordw(xw).

Luego,
id(y) =

∏
v<∞

v
P

w|v f(w|v) ordw(xw) =
∏
w<∞

wf(w|v) ordw(xw),

y con esto se termina la demostración.

Como corolario, tenemos que el siguiente diagrama es conmutativo:

CL
//

NL/K

��

Cl(L)

NL/K

��
CK

// Cl(K).

Lema 4.4.4. Sean L/K y L′/K ′ extensiones finitas y abelianas, con K ⊂ K ′, L ⊂ L′ finitas.
Sea S un conjunto de primos deK que contenga a los ramificados enL′ (y, por lo tanto, también
a los ramificados en L) y S′ el conjunto de primos de K ′ sobre los de S (con lo cual, contiene
a los ramificados en L′). Entonces el siguiente diagrama es conmutativo:

IS
′

K′

ψL′/K′ //

NK′/K

��

Gal(L′/K ′)

res

��
ISK

ψL/K // Gal(L/K),

donde res es la aplicación natural.

Dem. Sea p′ un ideal de K ′ sobre un ideal p de K que no está en S. Entonces NK′/K(p′) =
pf(p′|p). Debemos probar entonces que ψL/K(p)f(p′|p) = resψL′/K′(p′). Esto se sigue inmedi-
atamente de la Proposición 1.1.12.

Corolario 4.4.5. Sea L/K finita y abeliana, y S el conjunto de primos ramificados. Entonces
ψL/K(NL/K(IS

′
L ) = 1, donde S′ es el conjunto de primos de L sobre los de S.

Dem. Tomar K ′ = L = L′ en el lema anterior.
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Proposición 4.4.6. Sean L/K y L′/K ′ extensiones finitas y abelianas, con K ⊂ K ′, L ⊂ L′

finitas. Supongamos que se cumple la ley de reciprocidad para L/K y L′/K ′. Entonces el
siguiente diagrama es conmutativo:

IK′
φL′/K′ //

NK′/K

��

Gal(L′/K ′)

res

��
IK

φL/K // Gal(L/K),

donde res es la aplicación natural.

Dem. Sea S un conjunto finito de primos de K suficientemente grande. Sea S′ el conjunto de
primos de K ′ que están sobre primos de S. Consideremos el siguiente dibujo:

IS
′

K′
ψL′/K′

((RRRRRRRRRRRRRRRR

NK′/K

��

IK′,S′

id

77oooooooooooooo φL′/K′ //

NK′/K

��

Gal(L′/K ′)

res

��

ISK
ψL/K

((RRRRRRRRRRRRRRRR

IK,S

id

77nnnnnnnnnnnnnnn φL/K // Gal(L/K).

Por el Lema 4.4.3, el paralelogramo de la izquierda conmuta. El de la derecha también, por
el Lema 4.4.4. Además, el techo y el piso conmutan por las propiedades del mapa de Artin.
Luego, el rectángulo frontal conmuta, con lo cual, res ◦φL′/K′ coincide con φL/K ◦ NK′/K

en el conjunto IK′,S′ ; como también coinciden en (K ′)×, son iguales en (K ′)×IK′,S′ . Por el
Lema 3.3.12 , este conjunto es denso en IK′ . La proposición queda probada pues las cuatro
aplicaciones son continuas.

Corolario 4.4.7. Sean L/K finita abeliana y K ′ un cuerpo intermedio, K ⊂ K ′ ⊂ L, tales
que L/K y L/K ′ cumplen la ley de reciprocidad. Entonces φL/K(NK′/K IK′) ⊂ Gal(L/K ′).

Dem. Tomar L = L′ en la proposición anterior.

Corolario 4.4.8. Sea L/K finita abeliana tal que cumple la ley de reciprocidad. Entonces
φL/K(NL/K IL) = 1.

Dem. Tomar K ′ = L′ = L en la proposición anterior.

Como φL/K(K×) = 1, el último corolario dice que φL/K(K×NL/K IL) = 1. En la sigu-
iente sección veremos entre otras cosas que el núcleo es exactamente K×NL/K IL.
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4.5. Teoremas principales

Reformularemos todos los teoremas hechos al principio de este capı́tulo en términos de
idèles.

Teorema 4.5.1. Toda extensión abeliana finita L/K cumple la ley de reciprocidad.

Teorema 4.5.2. El mapa de Artin φL/K es suryectivo y ker(φL/K) = K×NL/K IL. Por lo
tanto, φL/K induce un isomorfismo

IK/K×NL/K IL
φL/K // Gal(L/K).

Si vemos a φL/K como un morfismo φL/K : CK → Gal(L/K) entonces su núcleo es
NL/K CL, e induce un isomorfismo

CK /NL/K CL
φL/K // Gal(L/K).

Teorema 4.5.3. Sea K ⊂ K ′ ⊂ L una torre de extensiones abelianas finitas. Entonces el
siguiente diagrama es conmutativo:

CK /NL/K CL
φL/K //

��

Gal(L/K)

res

��
CK /NK′/K CK′

φK′/K // Gal(K ′/K),

donde la flecha de la derecha es el morfismo natural (NL/K CL ⊂ NK′/K CK′).

Observemos que dada L/K extensión finita y abeliana, el subgrupo NL/K CL ≤ CK es
abierto y de ı́ndice finito. El siguiente teorema asegura la recı́proca.

Teorema 4.5.4 (Existencia). Para todo N ⊂ CK subgrupo abierto, existe una única extension
L/K finita abeliana (dentro de una clausura algebraica fija Kal) tal que N = NL/K CL.

Los grupos que aparecen en el último teorema se llaman grupos norma, y la extensión L/K
correspondiente se llama cuerpo de clases de N . Notemos que todo subgrupo abierto de CK

es de ı́ndice finito (Proposición 4.3.3); en el caso de un cuerpo global cualquiera K esto no es
necesariamente cierto, y en el teorema hay que pedir subgrupos abiertos de ı́ndice finito. Si N
es un subgrupo abierto de IK , el cuerpo de clases de N se define como el cuerpo de clases de su
imagen en CK . Notemos que su imagen coincide con la imagen de K×N .

A veces se suele denominar ley de reciprocidad a ambos resultados 4.5.1 y 4.5.2.

Observación 4.5.5. Si suponemos válidos los Teoremas 4.5.1 y 4.5.2, el Teorema 4.5.3 se sigue
entonces de la Proposición 4.4.6.
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Sea Kab la clausura abeliana de K, la unión de todas las extensiones finitas y abelianas
dentro de una clausura algebraica fijaKal. Por el Teorema 4.5.3, podemos hacer el paso al lı́mite
y obtener un morfismo φK : CK → Gal(Kab/K) (que es el lı́mite de los grupos de Galois
de las extensiones finitas y abelianas L/K). Se puede ver que este morfismo es suryectivo,
continuo (al considerar en Gal(Kab/K) la topologı́a profinita, es decir, la topologı́a limite de
los Gal(L/K) considerados discretos) y cumple que para toda extensión finita y abeliana L/K,
define un isomorfismo

CK /NL/K CL → Gal(L/K).

El núcleo de φK es la componente conexa de la identidad DK en CK , y se obtiene un isomor-
fismo canónico CK /DK ' Gal(Kab/K). Sin embargo, esta componente conexa puede llegar
a ser muy complicada.

El siguiente corolario es consecuencia inmediata de los últimos teoremas.

Corolario 4.5.6. La aplicación L ←→ NL/K CL (respectivamente L ←→ K×NL/K IL) es-
tablece una biyección entre extensiones finitas abelianas de K y subgrupos abiertos de CK

(respectivamente de IK tales que contienen a K×). Si L se corresponde con N y L′ con N ′

entonces L ⊂ L′ si y sólo si N ⊃ N ′; LL′ se corresponde con N ∩N ′, y L ∩ L′ con NN ′.

Dem. Sólo falta probar las últimas tres afirmaciones. Sean N,N ′ subgrupos abiertos de CK

y L,L′ sus cuerpos de clases. El núcleo del mapa de Artin CK → Gal(LL′/K) es N ∩ N ′

debido a las propiedades de consistencia con torres de extensiones. Luego, el cuerpo de clases
de N ∩N ′ es LL′.

Supongamos queL ⊂ L′. Por la transitividad de la norma, se sigue queN ⊃ N ′. SiN ⊃ N ′

entonces N ∩ N ′ = N ′. Por un lado, (CK : N ′) = [L′ : K], y por otro, (CK : N ′) = (CK :
N ′ ∩N) = [LL′ : K]. Como K ⊂ L′ ⊂ LL′, se sigue que L′ = LL′, con lo cual, L ⊂ L′.

Ahora, consideremos el mapa de Artin CK → Gal(L∩L′/K). De vuelta por las propiedades
de consistencia, tanto N como N ′ están contenidos en el núcleo, con lo cual, el producto tam-
bién.

Observación 4.5.7. Por la teorı́a de Galois infinita, se tiene una correspondencia entre sub-
grupos abiertos de ı́ndice finito de Gal(Kab/K) y extensiones finitas y abelianas L/K, dada
por L/K 7→ Gal(Kab/L). Además, todo subgrupo abierto de CK contiene a DK (ver la de-
mostración de la Proposición 4.3.2), con lo cual, el mapa de Artin establece una corresponden-
cia biyectiva entre subgrupos abiertos de ı́ndice finito de CK y de Gal(Kab/K). Finalmente,
la teorı́a de cuerpos de clases nos hace corresponder tales subgrupos de CK con extensiones
finitas y abelianas. Es inmediato ver que estas tres correspondencias son compatibles.

Corolario 4.5.8. Sea L/K el cuerpo de clases de N ⊂ CK , y sea N ′ ⊃ N . Entonces el cuerpo
de clases de N ′ es el cuerpo fijo de φL/K(N ′) ⊂ Gal(L/K).

Dem. SeaL′ el cuerpo fijo de φL/K(N ′), que es una extensión finita y abeliana. Por las propiedades
de consistencia del mapa de Artin, es fácil ver queN ′ es el núcleo de φL′/K : CK → Gal(L′/K),
con lo cual, L′ es el cuerpo de clases de N ′.
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Observación 4.5.9. Hasta aquı́ no hemos hablado de cómo se relaciona la ley de reciprocidad
de Artin con las leyes de reciprocidad clásicas. Es interesante hacer los ejercicios del final de
[CaF67], en donde se vislumbra esta relación.

4.6. Relación con los grupos de clases de ideales

Suponiendo los Teoremas 4.5.1-4.5.4 probaremos 4.2.1 y 4.2.2.

Lema 4.6.1. Sea L/K una extensión finita de cuerpos locales no arquimedeanos, tal que
NL/K(L×) tiene ı́ndice finito en K×. Entonces NL/K(L×) es abierto en K×.

Dem. Sabemos que UL = O×L es compacto, con lo cual, NL/K(UL) es cerrado en K×. Como
NL/K(UL) ⊂ UK , y sólo las unidades tienen norma que son unidades, se tiene un morfismo
inyectivo UK/NL/K(UL) ↪→ K×/NL/K(L×). Por lo tanto, NL/K(UL) es un cerrado de UK de
ı́ndice finito, con lo cual, es abierto en UK (y por ende en K×, al serlo UK). Luego, NL/K(L×)
contiene un subgrupo abierto, y, por lo tanto, debe ser abierto.

Proposición 4.6.2. Sea L/K finita. Entonces NL/K IL es un subgrupo abierto de IK (y, por lo
tanto, también lo son K×NL/K IL y su imagen NL/K(CL) en CK).

Dem. Para cada primo v, sea w un primo de L sobre v. Sea S el conjunto de primos ramificados
en L/K. Si v 6∈ S entonces Uv = NLw/Kv

(Uw); esto se debe a 6.2.8. Si v es ramificado y finito,
como NLw/Kv

(L×w) es abierto en K×
v (por 6.1.1 y el lema anterior), existe un rv ∈ N tal que

NLw/Kv
(L×w) ⊃ 1 + p̂v

rv . Si v es ramificado e infinito entonces es real y R+ (visto dentro de
K×
v ) es exactamente el grupo de normas de la extensión local Lw/Kv, donde w es un primo

complejo sobre v. Tomando V =
∏
v∈S,v<∞(1 + p̂v

rv) ×
∏
v∈S,v∈S∞ R+ ×

∏
v 6∈S Uv, al ser

Uv = K×
v si v es infinito, se sigue que V es un entorno de 1 y NL/K IK ⊃ V . Luego, NL/K IL

es abierto al tratarse de subgrupos.

Sea L/K una extensión finita y abeliana. Sabemos que un subgrupo N ⊂ IK es abierto
si sólo si Wm ⊂ N para algún módulo m. En ese caso, diremos que m es admisible para N .
Diremos que m es admisible para L/K si lo es para K×NL/K IL.

Notemos que si n|m entonces Wm ⊂ Wn, y dados m y n, WmWn = W(m,n) (siendo (m, n)
el máximo común divisor de m y n con la definición obvia). Dado N abierto, existe un módulo
f(N) minimal entre los admisibles paraN , que lo llamaremos el conductor deN ; es admisible y
divide a cualquier otro admisible paraN . El conductor de L/K es el conductor deK×NL/K IL.

Proposición 4.6.3. Sea L/K finita y abeliana. Entonces los primos ramificados son exacta-
mente los que dividen a f(L/K).

Demostración. En la demostración de la Proposición 4.6.2, vimos que el grupo de normas con-
tiene a Wm para un cierto módulo m, divisible exactamente por los primos ramificados. Luego,
es admisible y, por lo tanto, el conductor lo divide.

Para la recı́proca, sea v un primo ramificado. Debemos ver que v|f(L/K). Supongamos
primero que v es finito. Entonces, al ser ramificado, por 6.2.8, se tiene que si w|v entonces
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Uv 6= NLw/Kv
Uw. De aquı́ se sigue que debe dividir al conductor, ya que es fácil ver que si un

elemento es de la forma
∏
w|v NLw/Kv

yw entonces es una norma local en cada extensión.
En el caso en que v sea infinito y w|v, debe ser v real y w complejo; por lo tanto,

NLw/Kv
L×w = R+

y v|f(L/K).

Corolario 4.6.4. Sea L/K finita y abeliana y m un módulo admisible para L/K. Entonces m

es divisible por todos los primos ramificados.

Proposición 4.6.5. Sea L/K finita y abeliana. Entonces m es admisible para L/K si y sólo si
S ⊂ S(m) y ψL/K(PK,1(m)) = 1, donde S es el conjunto de primos ramificados.

Dem. Sea m admisible para L/K. Por el corolario anterior, S ⊂ S(m); además, φL/K(Wm) =
1. Mirando la demostración de la Proposición 4.3.4, construimos ψ : IK(m) → Gal(L/K) tal
que ψ(PK,1(m)) = 1. Pero ψ y ψL/K deben coincidir en IK(m), y esto prueba una implicación.

Recı́procamente, sea m tal que S ⊂ S(m) y ψL/K(PK,1(m)) = 1. Veremos que L ⊂ Km

(el cuerpo de clases radial), y por la Proposición 4.6.7, f(L/K)|m, con lo cual, m será admisi-
ble para L/K (ver las demostraciones de la última sección de este capı́tulo). Sea ψ = ψL/K :
IK(m)→ Gal(L/K) y ψm = ψKm/K : IK(m)→ Gal(Km/K). La imagen de ker(ψ) por ψm

nos da un subgrupo de Gal(Km/K), que debe ser de la forma Gal(Km/L̃) para una subexten-
sión K ⊂ L̃ ⊂ Km. Afirmamos que L = L̃.

Tanto en L/K como en L̃/K los primos ramificados dividen a m (por hipótesis y por estar
L̃ ⊂ Km). Sea ψ̃ = ψeL/K : IK(m) → Gal(L̃/K). Probaremos que ker(ψ) = ker(ψ̃), y por la

unicidad del teorema de existencia, L = L̃ ⊂ Km.
Si r denota la restricción r : Gal(Km/K)→ Gal(L̃/K), entonces r◦ψm = ψ̃. Supongamos

que ψ̃(x) = 1. Entonces ψm(x) ∈ ker(r) = Gal(Km/L̃) = ψm(ker(ψ)). Entonces x = yz,
con y ∈ ker(ψm) y z ∈ ker(ψ). Como ker(ψm) = PK,1(m) y ψ(PK,1(m)) = 1 por hipótesis,
se sigue que x ∈ ker(ψ).

Recı́procamente, si x ∈ ker(ψ), ψm(x) ∈ Gal(Km/L̃) y, por lo tanto, ψ̃(x) = rψm(x) = 1.
Esto prueba lo que querı́amos.

Observemos que siempre existe un módulo admisible para L/K, pues el grupo de normas es
abierto, pero esto no implica que podamos pasar por alto el resto de los teoremas de la sección
anterior, ya que usamos fuertemente la existencia del mapa de Artin φL/K .

4.6.1. La ley de reciprocidad

A lo largo de esta sección, L/K será una extensión finita y abeliana. El conjunto S con-
sistirá de los primos ramificados (finitos o infinitos) de la extensión, y S′ será el conjunto de
primos de L que están sobre los de S.

Por el Teorema 4.5.1, L/K cumple la ley de reciprocidad, con lo cual, la Proposición 4.3.4
implica que existe un módulo m con ψ : IK(m) → Gal(L/K) tal que ψ(PK,1(m)) = 1 y
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φL/K(x) = ψ(id(x)) si x ∈ IK,S(m). De hecho, si nos fijamos en el m que tomamos en la
demostración de la Proposición 4.3.4, podemos tomarlo como el conductor (pues φL/K se anula
en Wm si m es admisible para L/K), de manera que S(m) = S. Por las propiedades de φL/K ,
se sigue que ψ no es otra cosa que el mapa de Artin ψL/K .

Consideremos id : Im → IK(m). Es claramente un epimorfismo que se factoriza por Km,1,
y que, por lo tanto, da lugar a un epimorfismo pm : Im/Km,1 → IK(m). Sea ωm = θ−1

m (ver
Proposición 4.3.1).

Proposición 4.6.6. La aplicación pm ◦ ωm induce un isomorfismo

IK/K×NL/K IL → IK(m)/PK,1(m) NL/K(IS
′

L ).

Dem. Consideremos id : Im → IK(m), cuyo núcleo es Wm; afirmamos primero que

id−1(PK,1(m) NL/K(IS
′

L )) = Km,1Wm NL/K(IL,S′),

donde IL,S′ son los idèles de L con coordenada 1 en los primos de S′. En efecto, sea x ∈ Im tal
que id(x) = id(a) NL/K(b), con a ∈ Km,1 y b ∈ IS′L . Tomamos y ∈ IL definido de la siguiente
manera: yw = 1 si w es infinito, w ∈ S′ ó w es finito y coprimo con b. Si w es finito, w 6∈ S′ y
w|b, sea tw ∈ Z− {0} el exponente al cual aparece en b; tomamos entonces yw = πtww , con πw
un uniformizador. De esta manera, id(y) = b, y, además, y ∈ IL,S′ . Por la Proposición 4.4.3,
id(x) = id(aNL/K(y)), y se sigue entonces que x ∈ Km,1Wm NL/K(IL,S′). Para probar la otra
inclusión, notemos que Wm va a parar a 1, Km,1 a PK,1(m) y NL/K(IL,S′) a NL/K(IS

′
L ).

Hemos obtenido entonces un isomorfismo

Im/Km,1Wm NL/K(IL,S′) ' IK(m)/PK,1(m) NL/K(IS
′

L ).

Probaremos ahora que ω−1
m (Km,1Wm NL/K(IL,S′)/Km,1) = K×NL/K(IL)/K×, y esto

terminará la demostración. Para probarlo, basta demostrar que Km,1Wm NL/K(IL,S′) = Im ∩
K×NL/K(IL).

Veamos la primera inclusión. En primer lugar, Km,1 ⊂ Im ∩ K× y NL/K(IL,S′) ⊂ Im ∩
NL/K(IL). Además, como m es admisible, se tiene que Wm ⊂ Im ∩NL/K(IL).

Para la otra inclusión, sea x ∈ Im ∩ K×NL/K(IL). Escribamos x = αNL/K(y), con
α ∈ K×, y ∈ IL.

Sea ε > 0 suficientemente chico (a determinar) y tomemos M = mı́n{|(NL/K y
−1)v|v :

v|m}. Sea ahora δ > 0 tal que las siguientes condiciones

|aw − bw|w < δ ∀w|v ∀v|m

(con aw, bw ∈ L×w) impliquen que

|
∏
w|v

NLw/Kv
aw −

∏
w|v

NLw/Kv
bw|v < Mε ∀v|m

(esto lo podemos hacer porque el producto de las normas locales
∏
w|v L

×
w → K×

v es continuo).
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Ahora bien, por el teorema de aproximación, existe γ ∈ L× tal que |γ − y−1
w |w < δ para

todo w|v, para todo v|m. Entonces se tiene que

|
∏
w|v

NLw/Kv
γ −

∏
w|v

NLw/Kv
(yw)−1|v < Mε

para todo v|m. Es decir, |NL/K γ − (NL/K y
−1)v|v < Mε. Luego, se sigue que

|(NL/K γy)v − 1|v < ε

para todo v|m, con lo cual, NL/K(γy) ∈ Im si tomamos ε suficientemente chico. Luego, es-
cribiendo x = αNL/K(γ−1) NL/K(γy), al estar x ∈ Im, obtenemos que αNL/K(γ−1) ∈
Im ∩K× = Km,1.

Ahora bien, descompongamos NL/K(γy) = NL/K(a) NL/K(b), donde a ∈ IL,S′ , y b tiene
componente 1 en todos los primos que no están en S′ y coordenada γyw en los w ∈ S′. Para
concluir la demostración, debemos ver que NL/K(b) ∈Wm, y esto es inmediato.

Queremos ver que ψL/K es suryectiva y su núcleo es exactamente PK,1(m)NL/KI
S′
L . Con-

sideremos ψL/K : Cm → Gal(L/K) y φL/K : CK → Gal(L/K), los morfismos obtenidos de
pasar al cociente ψL/K y φL/K respectivamente. Tomemos el siguiente diagrama:

CK
ωm //

φL/K

,,XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX Im/Km,1
π // Im/Km,1Wm

ηm // Cm

ψL/K

��
Gal(L/K),

donde π es la proyección al cociente. Afirmamos que es conmutativo. En efecto, el hecho de que
θm sea un isomorfismo dice que dado x ∈ IK , existe y ∈ Im tal que x = y en CK . La aplicación
ωm entonces manda x en [y] ∈ Im/Km,1. El morfismo π lo manda en {y} ∈ Im/Km,1Wm. Pero
podemos escribir y = pz, donde pv = yv para v ∈ S, pv = 1 para v 6∈ S, zv = 1 para v ∈ S y
zv = yv para v 6∈ S, de manera que z ∈ IK,S y p ∈ Wm. Como {y} = {z} ∈ Im/Km,1Wm, se
tiene que {y} va a parar a 〈id(z)〉 ∈ Cm vı́a ηm, y el recorrido final de x por uno de los caminos
del diagrama es ψL/K(id(z)). Pero como z ∈ IK,S , tenemos que ψL/K(id(z)) = φL/K(z). Por
otra parte, φL/K(x) = φL/K(y) = φL/K(p)φL/K(z) = φL/K(z) (pues al ser m admisible,
φL/K(Wm) = 1), lo que querı́amos demostrar.

Ahora bien, al ser el diagrama conmutativo y φL/K suryectivo, se sigue que ψL/K lo es, y,
por lo tanto, también lo es ψL/K .

Tomemos ahora N = ker(ψL/K : IK(m) → Gal(L/K)). Sabemos que PK,1(m) ⊂ N , y
por el Corolario 4.4.5, NL/K(IS

′
L ) ⊂ N . Queda probado entonces que PK,1(m) NL/K(IS

′
L ) ⊂

N .
Sabemos que

(IK(m) : N) = [L : K],
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mientras que, por otra parte,

(IK(m) : PK,1(m) NL/K(IS
′

L )) = (IK : K×NL/K IL) = [L : K]

(esto último es debido a que ker(φL/K) = K×NL/K IL). Entonces N = PK,1(m) NL/K(IS
′

L ),
y queda probado el Teorema 4.2.1.

Como resultado particular, resaltamos que el mapa de Artin induce tal isomorfismo para
cualquier módulo admisible m. En efecto, lo acabamos de ver para el caso en que S(m) = S.
Para el caso general, basta considerar el isomorfismo de la última proposición, en la cual sólo
se usa que m es admisible. Además, hemos probado que si el núcleo del mapa de Artin es un
subgrupo de congruencia, m debe ser admisible, y existe un f admisible (el conductor de la
extensión) tal que es mı́nimo con esa propiedad.

4.6.2. El teorema de existencia

Sea m un módulo de K y H un subgrupo de congruencia para m. Vı́a los isomorfismos
θm y ηm de la Proposición 4.3.1, se tiene un epimorfismo pm : CK → Cm. Considerando H̃ ,
la imagen de H en Cm, conseguimos un subgrupo G ⊂ CK definido por G = p−1

m (H̃). Si
q : IK → CK es la proyección al cociente, se tiene que Wm ⊂ q−1(G), y como q es abierta,
resulta que G es abierto en CK . Por el Teorema 4.5.4, existe una extensión finita y abeliana
L/K tal que G = NL/K(CL). Además, por construcción, m es admisible para L/K. Luego,

los primos ramificados de esta extensión dividen a m y ker(ψL/K : IS(m)
K → Gal(L/K)) =

PK,1(m) NL/K(IS(m)′

L ). Probemos queH es igual a este último grupo, con lo cual, se tendrá que

H = ker(ψL/K : IS(m)
K → Gal(L/K)).

Por definición, PK,1(m) ⊂ H; es fácil ver que NL/K(IS(m)′

L ) también. Ahora consideramos
ı́ndices: (IK(m) : H) = (Cm : H̃) = (CK : G) = [L : K]. Finalmente, se sigue que H debe
ser el núcleo de ψL/K : IK(m)→ Gal(L/K).

Para la unicidad, sea L̃/K tal que los primos ramificados dividen a m y H = ker(ψeL/K :

IK(m)→ Gal(L̃/K). Debemos ver que esto implica queG = NeL/K CeL; luego, por la unicidad

del Teorema 4.5.4, L = L̃. La demostración no es más que el tipo de cuentas que estuvimos
haciendo hasta ahora y la dejamos como ejercicio.

4.6.3. Cuerpos de clases radiales

Recordemos que, dado m, habı́amos definido Km, el cuerpo de clases radial módulo m, co-
mo el cuerpo de clases del subgrupo de congruencia PK,1(m). Según vimos en 4.6.2, debe ser
el cuerpo de clases de K×Wm (o de Wm). Se sigue inmediatamente que f(K×Wm)|m, y esto
implica que los primos ramificados en Km dividen a m. El siguiente resultado dice que Km es
la máxima extensión finita y abeliana cuyo conductor divide a m. En particular, HK , el cuerpo
de clases de Hilbert de K (Km con m = 1) es una extensión finita, abeliana, no ramificada (en
ningún primo), maximal con esta propiedad. Además, el mapa de Artin establece un isomorfis-
mo entre Gal(HK/K) y Cl(K) e implica que un ideal primo se parte completamente enHK si
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y sólo si es principal. Otra propiedad interesante del cuerpo de Hilbert es que todo ideal de K
es principal en HK . La demostración de este resultado no es complicada. Artin la redujo a un
resultado sobre teorı́a de grupos. Se puede encontrar en [Mil97]. Este teorema no implica que
todo ideal de HK sea principal, pues no todo ideal proviene de K. Se puede entonces tomar el
cuerpo de Hilbert de HK , y ası́ sucesivamente, obteniendo una torre de extensiones en la que
cada cuerpo es el cuerpo de Hilbert del anterior. Una pregunta interesante es si esta torre es
finita, en cuyo caso se tendrı́a una extensión finita de K con número de clases 1. La respuesta
es que no siempre es ası́ (ver el artı́culo de P. Roquette en [CaF67]).

Proposición 4.6.7. Sea L/K finita y abeliana y m un módulo deK. Entonces L ⊂ Km si y sólo
si f(L/K)|m.

Dem. Para una implicación, observemos que en general vale que si K ⊂ L ⊂ M entonces
f(L/K)|f(M/K); esto se sigue inmediatamente de la transitividad de la norma. Para la otra
implicación, sea m un módulo divisible por el conductor, es decir, un módulo admisible. Se
tiene entonces que K×Wm ⊂ K×NL/K IL. Por el Corolario 4.5.6, es obvio que L ⊂ Km.

Corolario 4.6.8. Toda extensión finita y abeliana de K está contenida en Km para algún m, y
el conductor es el mı́nimo tal m.

Analizaremos ahora el caso de K = Q, y veremos un contraejemplo de que el conductor
del cuerpo de clases radial no es siempre el módulo.

Proposición 4.6.9. Sea m ∈ Z y m = (m)∞. Entonces Qm = Q(ζm), el cuerpo ciclotómico
de las raı́ces m-ésimas de la unidad.

Dem. Por el Ejemplo 1.1.13, Q(ζm) es una extensión finita y abeliana de Q, cuyos primos
ramificados dividen a m. Además, el mapa de Artin

ψ : IQ(m)→ Gal(Q(ζm)/Q) ' (Z/mZ)×

está dado por ψ(a/b) = [a][b]−1, donde (a/b) > 0 y (a, b) = (a,m) = (b,m) = 1. Según
el ejemplo 4.1.1, se sigue que el núcleo del mapa de Artin es exactamente PQ,1(m), y por la
unicidad del teorema de existencia, se sigue el resultado.

Como consecuencia, si tomamos, por ejemplo, m = (2)∞, vemos que el cuerpo de clases
radial módulo m es Q(ζ2) = Q. Luego, el conductor es 1, que es estrictamente más chico que
m.

Corolario 4.6.10 (Teorema de Kronecker-Weber). Toda extensión finita y abeliana de Q es
ciclotómica (esto es, está contenida en Q(ζm) para algún m).

Dem. Todo módulo de Q es de la forma m = (m)∞ε, con m ∈ Z y ε = 0, 1. Luego, el
conductor de cualquier extensión finita y abeliana L de Q divide a (m)∞ para algún m. De
aquı́ se sigue que L está contenida en Q(m)∞ = Q(ζm).

Observación 4.6.11. El último teorema se puede probar sin usar teorı́a de cuerpos de clases. Ver
[Mar77] para una guı́a de la demostración.
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Ejercicio 4.6.12. Si m es el mı́nimo número natural tal que K ⊂ Q(ζm), entonces f(K/Q) es
(m) si K ⊂ R y (m)∞ si no.



Capı́tulo 5

Cohomologı́a de grupos

La cohomologı́a de grupos es una herramienta fundamental tanto en la teorı́a de cuerpos de
clases como en otros contextos. Omitiremos varias demostraciones, principalmente las que son
puramente formales; en el caso en que la demostracion ilustre ideas que nos sean útiles para
otras cosas, la haremos con mas detalle. Para un tratamiento completo, consultar el libro de
Cartan-Eilenberg [CaE56].

5.1. Definiciones

SeanG un grupo, yA un grupo abeliano. Decimos queG actúa (a izquierda) enA si se tiene
un morfismo de grupos G→ Aut(A). Esto es equivalente a decir que se tiene una aplicación

G×A→ A,

(g, a) 7→ g.a

tal que (gg′).a = g.(g′.a) para g, g′ ∈ G y a ∈ A, y tal que g.(a + a′) = g.a + g.a′ para
g ∈ G y a, a′ ∈ A. Esto también es equivalente a darle a A una estructura de ZG-módulo.
De ahora en más, nos referiremos a un tal A como un G-módulo. Notemos que dado cualquier
grupo abeliano A, podemos considerarlo como un G-módulo vı́a la acción trivial g.a = a para
g ∈ G, a ∈ A.

Sea A un G-módulo. Notaremos con AG al subgrupo de A de los invariantes por la acción
de G. Es el subgrupo más grande de A sobre el cual G actúa trivialmente, y depende funto-
rialmente de A. Si B es otro G-módulo, notaremos con HomG(A,B) al grupo de morfismos
de G-módulos entre A y B, y con HomZ(A,B) al grupo de morfismos de grupos abelianos.
Observemos que a HomZ(A,B) le podemos dar una estructura de G-módulo de la siguiente
manera: dado g ∈ G y ϕ ∈ HomZ(A,B), g.ϕ es la aplicación a 7→ g.ϕ(g−1.a), a ∈ A. Es fácil
ver que

HomG(A,B) = (HomZ(A,B))G.

En particular, si vemos a Z como G-módulo trivial,

HomG(Z, A) = (HomZ(Z, A))G ∼= AG,
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y esto define un isomorfismo natural entre los funtores HomG(Z,−) y (−)G.
Diremos que un G-módulo A es coinducido si es isomorfo a un G-módulo de la forma

HomZ(ZG,X),

donde X es cualquier grupo abeliano (con la acción trivial de G), y que es relativamente inyec-
tivo si es un sumando directo de un coinducido.

La categorı́a de G-módulos consiste entonces de los grupos abelianos en los cuales G actúa,
es decir, las representaciones de G (en grupos abelianos); se tienen como es usual las teorı́as de
cohomologı́a y de homologı́a. Dado A un G-módulo, definimos los grupos de cohomologı́a de
G con coeficientes en A vı́a

Hq(G,A) = ExtqZG(Z, A) ∀ q ≥ 0,

donde consideramos a Z con la acción trivial. Es decir, Hq(G,−) son los funtores derivados
a derecha del funtor exacto a izquierda HomG(Z,−) ∼= (−)G. No son sólo una sucesión de
funtores; son un “δ-funtor cohomológico”: para cada q ≥ 0 y para cada sucesión exacta corta
de G-módulos

0→ A→ B → C → 0

hay un “morfismo de conexión”

δ : Hq(G,C)→ Hq+1(G,A),

con el cual se forma la sucesión exacta “larga”

...→ Hq(G,B)→ Hq(G,C)→ Hq+1(G,A)→ Hq+1(G,B)→ ...

Además, estos morfismos de conexión dependen funtorialmente en la sucesión exacta corta.
Recordemos la definición de funtor derivado y la forma en que se construyen estos grupos

de cohomologı́a: se toma una resolución proyectiva de Z por G-módulos

...→ P1 → P0 → Z→ 0

y se le aplica HomG(−, A). La cohomologı́a en grado q del complejo obtenido (la imagen
cocientada por el núcleo en el lugar q) es entonces Hq(G,A).

Las siguientes propiedades caracterizan al δ-funtor cohomológico {Hq(G,−), δ}:

1. H0(G,A) = AG;

2. Hq(G,A) = 0 para q ≥ 1 si A es un G-módulo inyectivo.

(estas son propiedades generales de los funtores derivados). La segunda propiedad se puede
reemplazar por la siguiente.

Proposición 5.1.1. Hq(G,A) = 0 para q ≥ 1 si A es relativamente inyectivo.
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Dem. Por aditividad, sólo debemos probar esto para el caso en que A sea coinducido, digamos
A = HomZ(ZG,X). Pero si B es un G-módulo, HomG(B,A) ∼= HomZ(B ⊗ZG ZG,X) ∼=
HomZ(B,X). Aplicando esto a una resolución proyectiva como antes, se tiene que el q-ésimo
grupo de cohomologı́a del complejo obtenido no es otra cosa que ExtqZ(Z, X), que es 0 para
q ≥ 1 por ser Z un Z-módulo proyectivo.

Como podemos tomar cualquier resolución proyectiva de Z, construiremos una en partic-
ular, llamada “complejo estándar”. Tomamos Pi como el Z-módulo libre con base Gi+1, es
decir, con base los elementos (g0, ..., gi), con g0, ...., gi ∈ G. La acción de G es punto a punto:
s.(g0, ..., gi) = (sg0, ..., sgi). El módulo Pi es claramente libre como G-módulo, y a fortiori
proyectivo. Observemos que P0 = ZG.

Debemos definir las diferenciales. Para i ≥ 0, tomamos di+1 : Pi+1 → Pi dada por

di+1(g0, ..., gi+1) =
i+1∑
j=0

(−1)j(g0, ..., gj−1, gj+1, ..., gi+1),

y ε : P0 → Z definido por ε(g) = 1 para todo g ∈ G. Es decir, ε(
∑

g∈G λgg) =
∑

g∈G λg. Es un
ejercicio rutinario verificar que efectivamente tenemos una resolución. Aplicando HomG(−, A),
obtenemos HomG(Pi, A), que no es otra cosa que el conjunto de funciones f : Gi+1 → A tales
que f(sg0, ..., sgi) = s.f(g0, ..., gi) para todos s, g0, ..., gi ∈ G (esto es porque HomG(Pi, A) =
(HomZ(Pi, A))G). Pero una tal f está determinada por los valores que toma en elementos de la
forma (1, g1g2, ..., g1g2...gi). Es fácil ver que se tiene entonces una biyección entre HomG(Pi, A)
y el conjunto de funciones de Gi en A (no necesariamente G-lineales). Bajo esta identificación,
la diferencial ∂i : HomG(Pi−1, A)→ HomG(Pi, A) queda (para i ≥ 1):

(∂iϕ)(g1, ..., gi) = g1.ϕ(g2, ..., gi) +
i−1∑
j=1

(−1)jϕ(g1, ..., gjgj+1, ..., gi) + (−1)iϕ(g1, ..., gi−1).

Análogamente se pueden definir los grupos de homologı́a de G como los funtores derivados
a izquierda del funtor exacto a derecha Z ⊗G − (notamos con ⊗G al producto tensorial sobre
ZG), es decir, si A es un grupo abeliano en el cual G actúa,

Hq(G,A) = TorZG
q (Z, A).

Una observación fácil es que el funtor Z⊗G − es naturalmente isomorfo al funtor (−)G, donde
por definición, AG = A/IGA, siendo IG el ideal de aumentación de G. Esto es, IG es el núcleo
del morfismo canónico ε : ZG → Z. Notemos que IG está generado por los elementos de la
forma g − 1 con g ∈ G. La colección de funtores {Hq(G,−),∆} constituyen un “δ-funtor
homológico”, con morfismo de conexión ∆, caracterizado por

1. H0(G,A) = AG;

2. Hq(G,A) = 0 para q ≥ 1 si A es un G-módulo proyectivo.
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Como antes, esta última condición se puede reemplazar por la enunciada en la siguiente proposi-
ción. Si A y B son dos G-módulos, se le puede dar a A ⊗Z B una estructura de G-módulo vı́a
g.(a⊗ b) = g.a⊗ g.b. No es difı́cil ver que (A⊗ZB)G ' A⊗GB. Decimos que A es inducido
si es de la forma ZG⊗Z X para un cierto grupo abeliano X (con la acción trivial de G), y que
es relativamente proyectivo si es un factor directo de un inducido.

Proposición 5.1.2. Hq(G,A) = 0 para q ≥ 1 si A es relativamente proyectivo.

Nos interesará una caracterización del primer grupo de homologı́a de Z viéndolo como G-
módulo trivial para cualquier G. Consideremos la sucesión exacta corta

0→ IG → ZG→ Z→ 0.

Como ZG es un G-módulo inducido, H1(G,ZG) = 0. Luego, la sucesión exacta larga de
homologı́a da lugar a una sucesión exacta

0→ H1(G,Z)→ IG/I
2
G → ZG/IGZG→ Z→ 0.

La aplicación del medio es la inducida por la inclusión IG ↪→ ZG y, por lo tanto, es cero. Esto
implica que el morfismo de borde es un isomorfismo

H1(G,Z) ' IG/I2
G,

y, además, dice que (ZG)G = Z, es decir, Z es el cociente más grande de ZG en el cual G
actúa trivialmente. Aquı́, I2

G es el subgrupo de ZG generado por los elementos de la forma
(g − 1)(h− 1) con g, h ∈ G.

Lema 5.1.3. Sea G′ el conmutador de G, y Gab = G/G′. Entonces la aplicación g 7→ (g −
1) + I2

G induce un isomorfismo
Gab → IG/I

2
G.

Dem. Consideremos la aplicación g 7→ (g − 1) + I2
G : G→ IG/I

2
G. Es un morfismo de grupos

pues

gh− 1 = (g − 1)(h− 1) + (g − 1) + (h− 1) ≡ (g − 1) + (h− 1)(mod I2
G).

Al ser IG/I2
G abeliano, este morfismo se factoriza por Gab.

El grupo IG es libre, y una base consiste de los elementos de la forma g − 1 con g ∈ G,
g 6= 1. Tomemos el morfismo IG → Gab dado por mandar g − 1 a la clase de g. Como

(g − 1)(h− 1) = (gh− 1)− (g − 1)− (h− 1),

vemos que (g − 1)(h − 1) va a parar a 1. Como estos elementos generan I2
G, el morfismo se

factoriza por IG/I2
G. Es inmediato ver que las aplicaciones son mutuamente inversas.

Corolario 5.1.4. El grupo H1(G,Z) es canónicamente isomorfo a Gab.
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Volviendo a la cohomologı́a, utilizaremos el complejo estándar para dar una descripción
explı́cita del primer grupo de cohomologı́a H1(G,A). Por definición, consiste en el grupo de
los 1-cociclos cocientado por los 1-cobordes Z1(G,A)/B1(G,A). El grupo de 1-cociclos es
Z1(G,A) = ker(∂2) = {ϕ : G → A : δ2(ϕ) = 0}, es decir, consiste de los morfismos
cruzados: funciones ϕ de G en A tales que ϕ(g1g2) = g1.ϕ(g2) + ϕ(g1). Por otra parte, un
1-cociclo es un 1-coborde si y sólo si existe un a ∈ AG tal que ϕ(g) = g.a−a para todo g ∈ G.

Diremos ahora explı́citamente quién es el morfismo de conexión δ : H0(G,C)→ H1(G,A)
(para una sucesión exacta corta de G-módulos 0 → A → B → C → 0). Sea c ∈ H0(G,C) =
CG. Lo levantamos a b ∈ B vı́a el epimorfismo B → C → 0, y consideramos ∂1(b), el 1-
coborde de B definido por ∂1(b)(g) = g.b− b. Por el morfismo B → C, g.b− b va a parar a 0
para todo g ∈ G, con lo cual, si vemos a A como un submódulo de B, se tiene que g.b− b ∈ A
para todo g ∈ G. De esta manera, ∂1(b) se puede ver como un 1-cociclo de A. Se ve entonces
que δ(c) es la clase ∂1(b) de este cociclo en H1(G,A).

Lema 5.1.5. Sean Mi (i ∈ I) G-módulos. Entonces

Hq(G,
∏

Mi) '
∏

Hq(G,Mi).

Dem. ComoHq(G,A) = ExtqZG(Z, A), para calcularlo podemos tomar resoluciones inyectivas
de A, y calcular la cohomologı́a del complejo obtenido de esta resolución aplicando (−)G.
Sea Mi → I .i una resolución inyectiva de Mi. Como el producto de G-módulos inyectivos
es inyectivo,

∏
Mi →

∏
I .i es una resolución inyectiva de

∏
Mi (aquı́ debemos usar que el

producto de sucesiones exactas de G-módulos da una sucesión exacta). Por lo tanto,

Hq(G,
∏

Mi) = Hq((
∏

I .i)
G) = Hq(

∏
(I .Gi )) =

∏
Hq(I .Gi ) =

∏
Hq(G,Mi).

En la anteúltima igualdad, usamos el hecho trivial de que la cohomologı́a de un producto de
complejos es el producto de las cohomologı́as.

Lema 5.1.6. Sea I un conjunto dirigido, es decir, un conjunto parcialmente ordenado tal que
dados dos elementos cualquiera hay uno que es mayor que ambos. Sea M la unión de ciertos
G-submódulos Mi, con Mi ⊂Mj si i ≤ j. Entonces

Hq(G,M) = ĺım
−→

Hq(G,Mi).

Dem. Lo dejamos como ejercicio. Se sigue del hecho de que el lı́mite directo de sucesiones
exactas es una sucesión exacta, y, por lo tanto, la formación del lı́mite directo conmuta con el
pasaje a la cohomologı́a en los complejos.

5.2. Cambio de grupo

Sean G y G′ dos grupos. Sea f : G′ → G un morfismo de grupos y A un G-módulo. Le
podemos dar aA una estructura deG′-módulo, vı́a g′.a = f(g′).a. Notaremos a esteG′-módulo
por f∗A. Es claro que AG ⊂ (f∗A)G

′
, con lo cual, se tiene definido un morfismo H0(G,A)→

H0(G′, f∗A). Como H0(G,−) es un δ-funtor cohomológico universal y H0(G′, f∗−) es un
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δ-funtor cohomológico, este morfismo se extiende de manera única a un morfismo de δ-funtores
cohomológicos f∗q : Hq(G,−)→ Hq(G′, f∗−).

Podemos hacer algo más general. Sean A un G-módulo y A′ un G′-módulo, y sea γ : A→
A′ un morfismo de grupos abelianos; decimos que γ es compatible con f si γ(f(s′).a) = s′.γ(a)
para todos s′ ∈ G′ y a ∈ A. Esto es lo mismo que decir que γ es un morfismo de G′-módulos
f∗A → A′. Induce, por lo tanto, un morfismo de δ-funtores cohomológicos Hq(G′, f∗A) →
Hq(G′, A′), que, componiéndolo con f∗q , da lugar a un morfismo

(f, γ)∗q : Hq(G,A)→ Hq(G′, A′).

Ejemplos:

1. Sea H un subgrupo de G y f : H ↪→ G la inclusión. Se tiene entonces un morfismo para
todo q ≥ 0 llamado restricción

Res : Hq(G,A)→ Hq(H,A),

que en grado 0 coincide con la inclusión AG ↪→ AH . En términos del complejo estándar,
la restricción es efectivamente restringir cociclos de G a cociclos de H .

2. Sea H un subgrupo normal de G y f = π : G → G/H la proyección canónica. Sea
γ : AH → A la inclusión. Entonces γ y f son compatibles y se tiene un morfismo para
q ≥ 0, llamado inflación,

Inf : Hq(G/H,AH)→ Hq(G,A).

Todo lo que hicimos hasta aquı́ se puede hacer también para homologı́a. En particular, si H
es un subgrupo de G, se tiene un morfismo, llamado correstricción,

Cor : Hq(H,A)→ Hq(G,A).

Veremos ahora un resultado elemental que nos será muy útil. SeanH un subgrupo deG yB
un H-módulo. Definimos el G-módulo B∗ = HomH(ZG,B), donde la acción de G está dada
por (s.ϕ)(g) = ϕ(gs). Sea θ : B∗ → B definida por θ(ϕ) = ϕ(1). Luego, θ y la inclusión
H ↪→ G son compatibles, y queda definido un morfismo

θq : Hq(G,B∗)→ Hq(H,B)

para todo q ≥ 0.

Lema 5.2.1 (Shapiro). Los morfismos θq son isomorfismos para todo q ≥ 0.

Dem. Probaremos que θ0 es un isomorfismo. Como la familia {θq} es un morfismo de δ-
funtores cohomológicos, y Hq(G, (−)∗) es universal, se sigue que θq es un isomorfismo para
todo q ≥ 0 por propiedades formales de los δ-funtores cohomológicos.

Consideremos entonces θ0 : (B∗)G → BH . Tenemos que (B∗)G = {ϕ ∈ HomH(ZG,B) :
ϕ(gs) = ϕ(g)∀s, g ∈ G} y θ0(ϕ) = ϕ(1) para tal ϕ. Es un isomorfismo, pues ϕ está deter-
minada por su valor en 1: ϕ(s) = ϕ(1s) = ϕ(1), y es claro que dado a ∈ BH , la función ϕ
definida por ϕ(s) = a para s ∈ G está en (B∗)G.
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Sea A un G-módulo y t ∈ G. Consideramos el morfismo ϕt : G → G, ϕt(s) = tst−1.
Notemos con At a ϕ∗tA, y consideremos los morfismos inducidos en la cohomologı́a

(ϕt)∗q : Hq(G,A)→ Hq(G,At).

Por otra parte, θ : At → A, θ(a) = t−1.a da lugar a un isomorfismo de G-módulos, que induce
entonces isomorfismos en la cohomologı́a

Hq(θ) : Hq(G,At)→ Hq(G,A).

Proposición 5.2.2. El morfismo (ϕt)∗q ◦Hq(θ) es la identidad para todo q ≥ 0.

Dem. Lo probamos en grado 0, y por propiedades de δ-funtores cohomológicos, vale para todo
grado. Es muy fácil ver que (At)G = t.AG y en grado cero las aplicaciones son:

t.AG
t−1. // AG

t. // t.AG.

5.3. La sucesión Inflación-Restricción

Teorema 5.3.1. Sean A un G-módulo y H un subgrupo normal de G. Entonces la sucesión

0 // H1(G/H,AH) Inf // H1(G,A) Res // H1(H,A)

es exacta.

Dem. La demostración consiste en una verificación con los cociclos del complejo estándar.
Notemos que si f ∈ Hq(G/H,AH), con f : (G/H)q → AH , y π : G → G/H la proyección
canónica, entonces Inf(f) = f ◦ π, siendo f ◦ π : Gq → A dada por f ◦ π(g1, ..., gq) =
f(π(g1), ..., π(gq)). Por otra parte, si g ∈ Hq(G,A), con g : Gq → A, entonces Res(g) = g|Hq .
Probemos ahora la exactitud de la sucesión.

Res ◦ Inf = 0: Sea f ∈ H1(G/H,AH). Entonces Inf(f) = ϕ, donde ϕ : G → A
es el 1-cociclo dado por ϕ(g) = f(π(g)). Luego, Res(Inf(f)) = ϕ|H . Pero ϕ|H(h) =
ϕ(h) = f(π(h)) = f(π(1)) para todo h ∈ H , pues π(h) = π(1) al ser 1 ∈ H . Por
otra parte, al ser f un cociclo, f(π(1)) = f(π(1)π(1)) = π(1)f(π(1)) + f(π(1)) =
f(π(1)) + f(π(1)); luego, f(π(1)) = 0.

Exactitud en H1(G/H,AH): Debemos probar que Inf es un monomorfismo. Sea f :
G/H → AH un 1-cociclo tal que Inf(f) = 0. Esto significa que existe a ∈ A tal que
f(π(g)) = ga−a para todo g ∈ G. Basta ver que a ∈ AH , con lo cual, f será un coborde.
Sabemos que si g1, g2 ∈ G están en la misma coclase de G/H entonces f(π(g1)) =
f(π(g2)). Luego, ga − a = gha − a para todo g ∈ G y h ∈ H . Tomando g = 1,
obtenemos que a ∈ AH .
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Exactitud en H1(G,A): Sea f : G → A un 1-cociclo tal que Res(f) = 0. Esto significa
que existe a ∈ A tal que f(h) = ha − a para todo h ∈ H . Sea s el 1-coborde definido
por s(g) = ga − a. Entonces s = 0, con lo cual, f = f − s. Esto nos permite suponer
que f |H = 0.

Al ser f un cociclo, f(st) = f(s) + s.f(t). Si tomamos t ∈ H , obtenemos que f es
constante en las coclases de H en G, y si tomamos s ∈ H, t ∈ G, tenemos que la imagen
de f está contenida enAH . Luego, f es la inflación de la clase de un cocicloG/H → AH .

Proposición 5.3.2. Sean G un grupo y H un subgrupo normal de G. Sea q ≥ 1 tal que
H1(H,A) = ... = Hq−1(H,A) = 0. Entonces la sucesión

0 // Hq(G/H,AH) Inf // Hq(G,A) Res // Hq(H,A)

es exacta.

Demostración. Lo hacemos por inducción (“aumento de dimensión”). Para q = 1, las hipótesis
son vacuas y la afirmación es el teorema anterior. Supongamos que vale para q − 1, con q > 1.
Consideramos el G-módulo A∗ = HomZ(ZG,A), con la inyección A ↪→ A∗ dada por a 7→
(g 7→ ga). Sea A′ = A∗/A, de manera que tenemos la siguiente sucesión exacta de G-módulos:

0→ A→ A∗ → A′ → 0.

Como, en particular, es una sucesión exacta corta de H-módulos, obtenemos la sucesión exacta
larga de cohomologı́a:

0 // AH // (A∗)H // (A′)H //

H1(H,A) // H1(H,A∗) // H1(H,A′) // ...

... // Hq−1(H,A) // Hq−1(H,A∗) // Hq−1(H,A′) //

Hq(H,A) // Hq(H,A∗) // Hq(H,A′) // ...

Al ser ZG un ZH-módulo libre, tenemos que A∗ es ZH-coinducido. Luego, H i(H,A∗) = 0
para todo i ≥ 1. De la sucesión exacta larga obtenemos entonces queH i(H,A′) ' H i+1(H,A)
para todo i ≥ 1. Luego, por hipótesis, H i(H,A′) = 0 para i = 1, ..., q − 2. Consideremos
entonces el siguiente diagrama (claramente conmutativo por ser Inf y Res morfismos de δ-
funtores cohomológicos):

0 // Hq−1(G/H, (A′)H) Inf //

δ
��

Hq−1(G,A′) Res //

δ
��

Hq−1(H,A′)

δ
��

0 // Hq(G/H,AH) Inf // Hq(G,A) Res // Hq(H,A).
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Por lo recién probado y por hipótesis inductiva, sabemos que la fila de arriba es exacta. Probemos
que los δ son isomorfismos. Esto demostrará que la fila de abajo también lo es. El tercer δ es un
isomorfismo pues es el que aparece en la sucesión exacta larga que tenemos escrita.

Notemos que todavı́a no usamos que H1(H,A) = 0. Esto nos dice que la sucesión de
G/H-módulos

0→ AH → (A∗)H → (A′)H → 0

es exacta. Aplicando la sucesión exacta larga de cohomologı́a para G/H y observando que
(A∗)H es Z[G/H]-coinducido, tenemos que los morfismos de conexión δ : H i(G/H, (A′)H)→
H i(G/H,AH) son isomorfismos para i ≥ 1, con lo cual, el primer δ del diagrama es un iso-
morfismo.

El segundo δ : Hq−1(G,A′) → Hq(G,A) es un isomorfismo pues H i(G,A∗) = 0 para
todo i ≥ 1 al ser A∗ un G-módulo coinducido.

Recordemos que, si H es un subgrupo de G, tenemos definidos morfismos

Res : Hq(G,A)→ Hq(H,A) q ≥ 0,
Cor : Hq(H,A)→ Hq(G,A) q ≥ 0.

Definiremos a continuación la restricción en la homologı́a y la correstricción en la cohomologı́a,
en el caso en que (G : H) sea finito.

Para definir Cor : Hq(H,A)→ Hq(G,A), lo hacemos primero en grado 0. Si a ∈ AH , sea

NG/H(a) =
∑
s

sa,

donde la suma se toma sobre un conjunto de representantes deG/H . El resultado no depende de
la elección de estos representantes, pues a ∈ AH , y define un elemento de AG. Este morfismo
se extiende a todo grado por propiedades formales y da lugar a un morfismo de δ-funtores coho-
mológicos. La definición concreta en grados más altos no nos interesa; para esto, ver [CaE56].

Proposición 5.3.3. El morfismo Cor ◦Res : Hq(G,A) → Hq(G,A) consiste en multiplicar
por (G : H).

Dem. Basta chequearlo en grado 0, y esto es trivial por la definición de la correstricción recién
hecha.

En la homologı́a, definimos Res : H0(G,A) = AG → H0(H,A) = AH de la siguiente
manera. Dado a ∈ A, si s, s′ están en la misma coclase de G/H entonces s−1a = s′−1a en AH ,
y, por lo tanto, podemos definir

N′G/H(a) =
∑
s

s−1a,

donde la suma se toma sobre un conjunto de representantes deG/H; es fácil ver que no depende
de la clase de a en AG. Como antes, este morfismo se extiende en todo grado y da lugar a un
morfismo de δ-funtores homológicos. El siguiente resultado es análogo al caso anterior.

Proposición 5.3.4. El morfismo Cor ◦Res : Hq(G,A) → Hq(G,A) consiste en multiplicar
por (G : H).
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5.4. Cohomologı́a de Tate

Proposición 5.4.1. SeaG un grupo finito. Entonces losG-módulos coinducidos e inducidos son
los mismos.

Dem. Sean X un grupo abeliano y A = HomZ(ZG,X), B = ZG ⊗Z X . Es fácil ver que los
morfismos de G-módulos A→ B, ϕ 7→

∑
s∈G s⊗ ϕ(s), y B → A, s⊗ x 7→ (

∑
µgg 7→ µsx)

son inversos.

Sea G un grupo finito, y N =
∑

s∈G s ∈ ZG. Sea A un G-módulo. Consideramos el
endomorfismo NA : A → A, “multiplicar por N”. Es fácil ver que IGA ⊂ ker(NA) y que
Im(NA) ⊂ AG. Luego, NA induce un morfismo N∗A : H0(G,A)→ H0(G,A). Definimos

Ĥ0(G,A) = ker(N∗A) = ker(NA)/IGA,

Ĥ0(G,A) = coker(N∗A) = AG/NA(A).

Proposición 5.4.2. Si A es inducido (equivalentemente, coinducido) entonces Ĥ0(G,A) =
Ĥ0(G,A) = 0.

Dem. Digamos que A = ZG ⊗Z X . Entonces todo elemento de A se escribe de manera única
como

∑
s∈G s⊗ xs, con xs ∈ X , y tal elemento queda fijo por la acción de G si y sólo si todos

los xs son iguales a un cierto x. En este caso, el elemento es la norma de 1 ⊗ x y, por lo tanto,
Ĥ0(G,A) = 0. La cuenta para Ĥ0(G,A) es muy similar y la omitimos.

Los grupos de cohomologı́a de Tate se definen para q ∈ Z por:

Ĥq(G,A) = Hq(G,A) si q ≥ 1;
Ĥ0(G,A) = AG/NA(A);
Ĥ−1(G,A) = Ĥ0(G,A);
Ĥ−q(G,A) = Hq−1(G,A) si q ≥ 2.

El siguiente resultado afirma que se pueden “pegar” las sucesiones exactas largas de ho-
mologı́a y cohomologı́a. Su demostración es puramente formal y puede encontrarse en [CaE56].

Teorema 5.4.3. Sea 0 → A → B → C → 0 una sucesión exacta corta de G-módulos.
Entonces se tiene una sucesión exacta larga

...→ Ĥq(G,A)→ Ĥq(G,B)→ Ĥq(G,C)→ Ĥq+1(G,A)→ ...

Sólo nos interesa el morfismo δ̂ : Ĥ0(G,C) → Ĥ0(G,A). Por definición, Ĥ0(G,C) =
ker(N∗C). Sea c ∈ ker(N∗C) ⊂ H0(G,C), y sea b ∈ H0(G,B) tal que va a parar a c por el
morfismo inducido por B → C. Luego, N∗B(b) va a parar a 0 en H0(G,B). Sea a ∈ H0(G,A)
tal que va a parar a N∗B(b). Entonces se define δ̂(c) como la clase de a en Ĥ0(G,A).

Los grupos de cohomologı́a de Tate definen un “δ-funtor cohomológico en todas las dimen-
siones”, que se anula en los módulos relativamente proyectivos. De aquı́ se siguen las siguientes
propiedades:
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(a) Tomando la sucesión exacta corta 0 → A → A∗ → A′ → 0, al ser A∗ coinducido,
obtenemos que

Ĥq(G,A) = Ĥq−1(G,A′) ∀q ∈ Z,

y esto permite calcular los grupos de cohomologı́a de manera inductiva.

(b) Si consideramos ahora el G-módulo inducido A∗ = ZG ⊗Z A (mirando aquı́ A como
grupo abeliano), con el epimorfismo de G-módulos A∗ → A, s ⊗ x 7→ s.x, tenemos que
A = A∗/A

′ es cociente de un inducido, y la sucesión exacta corta 0→ A′ → A∗ → A→ 0
nos dice que

Ĥq(G,A) = Ĥq+1(G,A′) ∀q ∈ Z,

pudiéndose calcular ası́ los grupos de cohomologı́a inductivamente “para arriba”.

Definiremos ahora restricción y correstricción para los grupos de cohomologı́a de Tate. Sea
G un grupo finito y H un subgrupo. Para q ≥ 1, Res : Ĥq(G,A) → Ĥq(H,A) es el de antes;
para q ≥ 2, Res : Ĥ−q(G,A)→ Ĥ−q(H,A) es el de la homologı́a. Consideremos el morfismo
N′G/H : AG → AH . Es fácil ver que manda Ĥ0(G,A) en Ĥ0(H,A), induciendo entonces un
morfismo en grado −1. En grado 0, la restricción es el morfismo inducido por AG ↪→ AH .
Tenemos ası́ definido Res : Ĥq(G,A) → Ĥq(H,A) para todo q ∈ Z. Se puede ver que es un
morfismo de δ-funtores cohomológicos mediante un cálculo explı́cito en los grados del medio.
Más aún, es el único morfismo de δ-funtores cohomológicos tal que en grado 0 es el inducido
por AG ↪→ AH .

Para la correstricción, ya tenemos definidos Cor : Ĥq(H,A) → Ĥq(G,A) para q ≥ 1, y
Cor : Ĥ−q(H,A) → Ĥ−q(G,A) para q ≥ 2. En grado −1, Cor : Ĥ0(H,A) → Ĥ0(G,A)
consiste en mandar la clase de un elemento a en H0(H,A) a la clase del mismo a en H0(G,A);
es fácil ver que esta aplicación está bien definida. En grado 0, consideramos el morfismo NG/H :
AH → AG, que induce el morfismo deseado. Se puede ver que Cor : Ĥq(H,A) → Ĥq(G,A)
(q ∈ Z) es el único morfismo de δ-funtores cohomológicos que en grado −1 coincide con el
inducido por ker(NH

A ) ↪→ ker(NG
A) (siendo NG

A,N
H
A los morfismos de multiplicación definidos

al principio para G y H respectivamente).
Inmediatamente tenemos el siguiente resultado.

Proposición 5.4.4. El morfismo Cor ◦Res : Ĥq(G,A) → Ĥq(G,A) consiste en multiplicar
por (G : H) para todo q ∈ Z.

En particular, tomandoH = 1 (de manera que Ĥq(H,A) = 0 para todo q), podemos probar
el siguiente resultado.

Proposición 5.4.5. Si g = (G : 1) entonces gĤq(G,A) = 0 para todo q ∈ Z.

Corolario 5.4.6. SiA es unG-módulo, finitamente generado como Z-módulo, entonces Ĥq(G,A)
es un grupo finito para todo q.

Dem. Por la definición con ciclos y cociclos, es claro que Ĥq(G,A) es finitamente generado.
Al ser de torsión, debe ser un grupo finito.
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Corolario 5.4.7. Sea S un p-subgrupo de Sylow de G. Entonces para todo q ∈ Z, Res :
Ĥq(G,A)→ Ĥq(S,A) es un monomorfismo en la componente p-primaria de Ĥq(G,A).

Dem. Escribamos (G : 1) = pam con p - m. Si x ∈ Ĥq(G,A) es tal que Res(x) = 0 entonces
Cor ◦Res(x) = mx = 0. Esto implica que x = 0.

Corolario 5.4.8. Si Res(x) = 0 en Ĥq(S,A) para todo subgrupo de Sylow S de G entonces
x = 0.

5.5. Productos “cup”

Teorema 5.5.1. Sea G un grupo finito. Entonces existe una única familia de morfismos

Ĥp(G,A)⊗Z Ĥ
q(G,B)→ Ĥp+q(G,A⊗Z B)

(notados por (a⊗ b) 7→ a.b), definidos para todos los enteros p, q y todos los G-módulos A, B,
tal que:

(I) los morfismos son funtoriales en A y en B;

(II) para p = q = 0, están inducidos por el producto natural

AG ⊗Z B
G → (A⊗Z B)G;

(III) si 0 → A → A′ → A′′ → 0 es una sucesión exacta de G-módulos, tal que 0 →
A⊗ZB → A′⊗ZB → A′′⊗ZB → 0 también es exacta, entonces para a′′ ∈ Ĥp(G,A′′)
y b ∈ Ĥq(G,B) se tiene que

(δa′′).b = δ(a′′.b) ∈ Ĥp+q+1(G,A⊗Z B);

(IV) si 0 → B → B′ → B′′ → 0 es una sucesión exacta de G-módulos, tal que 0 →
A⊗Z B → A⊗Z B

′ → A⊗Z B
′′ → 0 también es exacta, entonces para a ∈ Ĥp(G,A)

y b′′ ∈ Ĥq(G,B′′) se tiene que

a.(δb′′) = (−1)pδ(a.b′′) ∈ Ĥp+q+1(G,A⊗Z B).

Dem. Ver cualquiera de las referencias citadas en este capı́tulo.

Las siguientes propiedades se prueban fácilmente de manera formal.

Proposición 5.5.2. (I) (a.b).c = a.(b.c) (al identificar (A⊗ZB)⊗ZC conA⊗Z (B⊗ZC));

(II) a.b = (−1)dim(a). dim(b)b.a (al identificar A⊗Z B con B ⊗Z A);

(III) Res(a.b) = Res(a).Res(b);

(IV) Cor(a.Res(b)) = Cor(a).b.
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5.6. Grupos cı́clicos y cocientes de Herbrand

Sea G es un grupo cı́clico de orden n y s un generador de G. Sean N y D los elementos de
ZG definidos por

N =
∑
t∈G

t =
n−1∑
i=0

si,

D = s− 1.

Consideramos el siguiente complejo de cocadenas: Ki = ZG (i ∈ Z). La diferencial
d : Ki → Ki+1 está dada por multiplicación por D (respectivamente por N) si i es par (re-
spectivamente impar). Dado A un G-módulo, sea K(A) = K ⊗ZG A; entonces Ki(A) = A
para todo i, y la diferencial d : Ki(A) → Ki+1(A) está dada por multiplicación por D si i es
par, y multiplicación por N si i es impar.

Una sucesión exacta corta 0 → A → B → C → 0 de G-módulos da lugar a una sucesión
exacta corta de complejos

0→ K(A)→ K(B)→ K(C)→ 0,

y, por lo tanto, a una sucesión exacta larga de cohomologı́a; en particular, da lugar a un operador
de coborde δ.

Proposición 5.6.1. El funtor cohomológico {Hq(K(−)), δ} es isomorfo al funtor {Ĥq(G,−), δ}.

Dem. Es claro que Ĥ0(G,A) = H0(K(A)) y que Ĥ−1(G,A) = H−1(K(A)), y que los
operadores de coborde δ que relacionanH0 conH−1 son los mismos. Luego, por la Proposición
5.4.2, Hq(K(A)) = 0 (q = 0,−1) cuando A es un G-módulo relativamente proyectivo. Como
Hq(K(A)) sólo depende de la paridad de q, para tal A, Hq(K(A)) = 0 para todo q ∈ Z. Se
sigue formalmente que los dos δ-funtores cohomológicos son isomorfos.

Corolario 5.6.2. El grupo Ĥq(G,A) depende sólo de la paridad de q. Más explı́citamente,

Ĥq(G,A) = ker(D)/ Im(N) = AG/NA si q ≡ 0(mod 2);

Ĥq(G,A) = ker(N)/ Im(D) = ker(N)/IGA si q ≡ 1(mod 2).

Observación 5.6.3. Los isomorfismos de arriba dependen del generador s de G que estamos
tomando. Otra forma de ver esto es la siguiente. Dado s, tomamos un carácter χs : G → Q/Z
tal que χs(s) = 1/n. La sucesión exacta corta 0 → Z → Q → Q/Z → 0 da lugar a un
morfismo de conexión que transforma χs en δχs ∈ H2(G,Z). Entonces el isomorfismo que da
la periodicidad Ĥq(G,A) → Ĥq+2(G,A) está dado por hacer producto “cup” con δχs. Una
demostración de esto está dada por la fórmula para los productos “cup” dada en [CaE56], p.
252. En particular, en grado 0 es hacer a 7→ a.δχs, que claramente depende de s.
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A partir de ahora, notaremos con H0(A) = Ĥ0(G,A) y H1(A) = Ĥ1(G,A). En virtud de
la periodicidad, una sucesión exacta corta de G-módulos 0→ A→ B → C → 0 da lugar a un
hexágono exacto (obtenido luego de pegar la sucesión exacta larga):

H0(A) // H0(B)

%%KKKKKKK

H1(C)

99ttttttt
H0(C)

yyttttttt

H1(B)

eeKKKKKKK

H1(A)oo

Definimos hq(A) = (Hq(A) : 1) (q = 0, 1) cuando sea finito. Si ambos son finitos, defini-
mos el cociente de Herbrand de A como

h(A) = h0(A)/h1(A).

Proposición 5.6.4. Sea 0 → A → B → C → 0 una sucesión exacta corta de G-módulos (G
cı́clico). Entonces si dos de los tres cocientes de Herbrand h(A), h(B), h(C) están definidos,
también lo está el tercero y

h(B) = h(A).h(C).

Dem. Miremos el hexágono exacto de arriba. Supongamos, por ejemplo, que los grupos finitos
son H0(A), H1(A), H0(B) y H1(B). Sea M1 la imagen de H0(A) en H0(B), y ası́ sucesi-
vamente alrededor del hexágono según las agujas del reloj. Entonces la sucesión 0 → M2 →
H0(C) → M3 → 0 es exacta. Además, M2 y M3 son grupos finitos: M2 es la imagen de
H0(B) en H0(C) y M3 es un subgrupo de H1(A). Luego, H0(C) es finito, y de la misma
manera se ve que lo es H1(C). Si mi = (Mi : 1), los órdenes de los grupos H0(A), ...,H1(C)
son respectivamente m6m1,m1m2, ...,m5m6, y, por lo tanto, h(B) = h(A).h(C).

Proposición 5.6.5. Si A es un G-módulo finito entonces h(A) = 1.

Dem. Consideremos las siguientes sucesiones exactas:

0 // AG // A
D // A // AG // 0,

0 // H1(A) // AG
N∗A // AG // H0(A) // 0.

De la primera se deduce que AG y AG son grupos finitos del mismo orden, y vemos a partir de
la segunda que lo mismo sucede con H0(A) y H1(A).

Corolario 5.6.6. Sean A,B G-módulos y f : A→ B un morfismo de G-módulos con núcleo y
conúcleo finitos. Entonces si algunos de los dos cocientes de Herbrand h(A), h(B) está definido,
también lo está el otro y son iguales.
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Dem. Supongamos, por ejemplo, que h(A) está definido. Consideremos las sucesiones exactas

0→ ker(f)→ A→ Im(f)→ 0,

0→ Im(f)→ B → coker(f)→ 0.

De las dos proposiciones anteriores, h(Im(f)) está definido y es igual a h(A), y, por lo tanto,
h(B) está definido y es igual a h(A).

SiE es un R-espacio vectorial, decimos queL ⊂ E es un retı́culo maximal si es un subgrupo
de (E,+) generado por una R-base de E. Esto es equivalente a pedir que la aplicación canónica

R⊗Z L→ E

sea un isomorfismo. La misma definición se puede hacer cambiando R por Q.

Proposición 5.6.7. Sea G → End(E) una representación de G, donde E es un R-espacio
vectorial de dimensión finita (esto es, E es un RG-módulo). Sean L,L′ ⊂ E dos retı́culos
maximales de E invariantes por la acción de G. Entonces si alguno de los dos h(L), h(L′)
está definido, también lo está el otro y son iguales.

Dem. Necesitaremos el siguiente resultado técnico.

Lema 5.6.8. Sea G un grupo finito y k un cuerpo infinito. Sean M,M ′ dos kG-módulos de
dimensión finita sobre k tales que M ⊗k Ω y M ′ ⊗k Ω son isomorfos como ΩG-módulos, para
un cierto cuerpo Ω ⊃ k. Entonces M y M ′ son isomorfos como kG-módulos.

Dem. La aplicación ϕ ⊗ ω 7→ ϕ ⊗ (.ω) (donde (.ω) : Ω → Ω es multiplicación por ω) induce
un isomorfismo de Ω-espacios vectoriales

HomkG(M,M ′)⊗k Ω ' HomΩG(M ⊗k Ω,M ′ ⊗k Ω).

Para probar esto, mostraremos primero que la aplicación (definida de igual manera)

Homk(M,M ′)⊗k Ω→ HomΩ(M ⊗k Ω,M ′ ⊗k Ω)

es un isomorfismo de Ω-espacios vectoriales. Es fácil ver que ambos tienen la misma dimensión;
probemos, por lo tanto, que es inyectiva. Sean f : M → M ′ k-lineal y ω ∈ Ω tales que
f ⊗ (.ω) : M ⊗k Ω→M ′ ⊗k Ω es el morfismo nulo. Entonces f(m)⊗ (ωτ) = 0 en M ′ ⊗k Ω
para todos m ∈ M , τ ∈ Ω. Si f no es el morfismo nulo, existe m ∈ M tal que f(m) 6= 0.
Como en los espacios vectoriales el producto tensorial de dos elementos es 0 si y sólo si alguno
de ellos lo es, se sigue que ωτ = 0 para todo τ ∈ Ω. Por lo tanto, ω = 0, y esto prueba que
la aplicación es entonces un isomorfismo. Dejamos como ejercicio probar que los morfismos
G-lineales de cada lado se corresponden, es decir, que f es G-lineal si y sólo si f ⊗ (.ω) es
G-lineal para todo ω ∈ Ω.

Como M y M ′ son isomorfos como kG-módulos, tienen la misma dimensión sobre k. De
esta manera, si elegimos bases deM yM ′, tiene sentido hablar del determinante de un elemento
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de HomkG(M,M ′), o de HomΩG(M ⊗k Ω,M ′ ⊗k Ω), y que det(f) = det(f ⊗ 1) si f ∈
HomkG(M,M ′).

Por el isomorfismo de recién, se sigue que siϕi es una k-base para HomkG(M,M ′), también
lo son los elementos ϕi ⊗ 1 de HomΩG(M ⊗k Ω,M ′ ⊗k Ω). Como M ⊗k Ω y M ′ ⊗k Ω son
ΩG-isomorfos, existen ωi ∈ Ω tales que

∑
i ωi(ϕi ⊗ 1) es inversible. Luego, su determinante

es no nulo. De esta manera, el polinomio

F (t) = det(
∑
i

ti(ϕi ⊗ 1)) ∈ k[t1, ..., tm]

no es idénticamente cero, ya que F ((ωi)) 6= 0. Como k es infinito, existen bi ∈ k tales que
F ((bi)) 6= 0. Entonces

∑
i biϕi es un kG-isomorfismo entre M y M ′.

Para demostrar la proposición, sean M = L ⊗Z Q y M ′ = L′ ⊗Z Q. Entonces M ⊗Q R
es isomorfo a M ′ ⊗Q R como RG-módulo. Luego, existe un QG-isomorfismo ϕ : L ⊗Z Q →
L′ ⊗Z Q, y L se aplica inyectivamente por ϕ en un retı́culo contenido en (1/N)L′ para algún
N ∈ N. Para ver esto último, usamos que ϕ(L′) y L son retı́culos maximales del mismo Q-
espacio vectorial; escribimos los elementos de una base de ϕ(L′) en términos de una base de L
y tomamos N un denominador común de los coeficientes.

Si tomamos entonces f = N.ϕ, se sigue que f aplica L inyectivamente en L′; como ambos
son grupos abelianos libres del mismo rango (finito), el conúcleo de f es finito. El resultado que
queremos probar se sigue entonces del corolario 5.2.

5.7. Teorema de Tate

A lo largo de esta sección, todos los grupos de cohomologı́a serán los de Tate y, por lo tanto,
escribiremos Hq en lugar de Ĥq para q ∈ Z.

Teorema 5.7.1. Sean G un grupo finito y A un G-módulo. Si H1(H,A) = H2(H,A) = 0 para
todo subgrupo H de G entonces Hq(G,A) = 0 para todo q ∈ Z.

Dem. Si G es cı́clico se sigue de la periodicidad de la cohomologı́a. Supongamos que G es
soluble; probaremos el teorema en esta situación por inducción en el orden de G.

Al serG soluble, contiene un subgrupo propio (a menos queG = 1) normalH tal queG/H
es cı́clico. Como el orden de H es menor que el orden de G, por hipótesis inductiva se tiene que
Hq(H,A) = 0 para todo q ∈ Z. Por la Proposición 5.3.2, tenemos una sucesión exacta

0 // Hq(G/H,AH) Inf // Hq(G,A) Res // Hq(H,A)

para cada q ≥ 1. Como H1(G,A) = H2(G,A) = 0, se tiene que

H1(G/H,AH) = H2(G/H,AH) = 0.

Al ser G/H cı́clico, obtenemos que Hq(G/H,AH) = 0 para todo q ≥ 1. Por lo tanto,
Hq(G,A) = 0 para todo q ≥ 1. Veamos queH0(G,A) = 0. Sea a ∈ AG; comoH0(G/H,AH)
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= 0, existe b ∈ AH tal que NG/H(b) = a, y como H0(H,A) = 0, existe c ∈ A tal que
NH(c) = b. Entonces NG(c) = NG/H(NH(c)) = a, y, por lo tanto, H0(G,A) = 0.

Sean A∗ = HomZ(ZG,A) y A′ = A/A∗; tenemos la sucesión exacta corta

0→ A→ A∗ → A′ → 0.

Como A∗ es ZH-coinducido para todo subgrupo H , tenemos que Hq(H,A∗) = 0 para todo
q ∈ Z y para todo H (Proposiciones 5.4.1 y 5.4.2). Por lo tanto, Hq(H,A) = Hq−1(H,A′)
para todo q. Entonces A′ satisface las hipótesis del teorema, y luego, por lo probado recién,
Hq(G,A′) = 0 para todo q ≥ 0. Además, la sucesión exacta implica que H−1(G,A) =
H0(G,A′) = 0. Repitiendo el argumento se sigue que Hq(G,A) = 0 para todo q ∈ Z.

Sea ahoraG un grupo finito arbitrario. SiG yA satisfacen las hipótesis del teorema, también
las satisfacenGp yA paraGp un p-subgrupo de Sylow deG. Como un p-grupo finito es soluble,
se tiene que Hq(Gp, A) = 0 para todo q ∈ Z y para todo primo p. Por el Corolario 5.4.6, la
componente p-primaria de Hq(G,A) es 0 para todo p y todo q, y, por lo tanto, Hq(G,A) = 0
para todo q ∈ Z.

Teorema 5.7.2 (Tate). Sean G un grupo finito y A un G-módulo. Supongamos que para todo
subgrupo H de G se cumple que

(a) H1(H,A) = 0 y

(b) H2(H,A) es cı́clico de orden (H : 1).

Entonces para todo q existe un isomorfismo

Hq(G,Z)→ Hq+2(G,A)

que depende sólo de la elección de un generador de H2(G,A).

Dem. Sea γ un generador de H2(G,A). Como Cor ◦Res : Hq(G,A) → Hq(H,A) es multi-
plicar por (G : H), Res(γ) genera H2(H,A) para cualquier subgrupo H .

Sea ϕ : G × G → A un cociclo que represente a γ. Sea A(ϕ) la suma directa de A con
el grupo abeliano libre con base dada por los sı́mbolos xσ, uno para cada σ ∈ G, σ 6= 1.
Extendemos la acción de G en A a una acción en A(ϕ) de la siguiente manera:

σxτ = xστ − xσ + ϕ(σ, τ).

Utilizamos el sı́mbolo x1 para denotar ϕ(1, 1). Chequeemos que es efectivamente una acción.
Por un lado,

(ρσ)xτ = xρστ − xρσ + ϕ(ρσ, τ),

mientras que
ρ(σxτ ) = ρ(xστ − xσ + ϕ(σ, τ)) =

= xρστ − xρ + ϕ(ρ, στ)− (xρσ − xρ + ϕ(ρ, σ)) + ρϕ(σ, τ).

Las dos expresiones coinciden pues, al ser ϕ un cociclo, se cumple que

ρϕ(σ, τ) + ϕ(ρ, στ) = ϕ(ρσ, τ) + ϕ(ρ, σ)
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(fijarse quién es el morfismo de borde). Notemos que ϕ es el coborde del 1-cociclo σ 7→ xσ, de
manera que γ va a parar a 0 bajo la aplicación H2(G,A)→ H2(G,A(ϕ)).

Probaremos a continuación que las hipótesis del teorema implican que H1(H,A(ϕ)) =
H2(H,A(ϕ)) = 0 para todo subgrupo H . Tomemos la sucesión exacta corta

0→ IG → ZG→ Z→ 0.

Aquı́, IG es el grupo abeliano libre con base los elementos σ − 1 con σ ∈ G, σ 6= 1. Como ZG
es un H-módulo inducido, Hq(H,ZG) = 0 para todo q ∈ Z. Por lo tanto,

H1(H, IG) = H0(H,Z) = Z/(H : 1)Z,

H2(H, IG) = H1(H,Z) = 0.

En el último paso usamos que H1(H,Z) = Hom(H,Z), y como H es un grupo de torsión, no
hay morfismos no nulos.

Sea α : A(ϕ) → ZG el morfismo aditivo dado por α(a) = 0 si a ∈ A y α(xσ) = σ − 1.
Entonces

0 // A // A(ϕ) α // IG // 0

es una sucesión exacta de G-módulos. Como H1(H,A) = 0 = H2(H, IG), la sucesión larga
de cohomologı́a da lugar a la sucesión exacta

0→ H1(H,A(ϕ))→ H1(H, IG)→ H2(H,A)→ H2(H,A(ϕ))→ 0.

El último morfismo es el morfismo nulo, pues H2(H,A) está generado por Res(γ), y el morfis-
mo lo manda a la restricción de la imagen de γ enH2(G,A(ϕ)), que es 0. Luego,H2(H,A(ϕ)) =
0, y, además, H1(H, IG) → H2(H,A) es suryectiva; como ambos grupos tienen el mismo or-
den, esta aplicación debe ser un isomorfismo. Por ser inyectiva, se tiene que H1(H,A(ϕ)) = 0.
El teorema anterior implica entonces que Hq(G,A(ϕ)) = 0 para todo q ∈ Z. Considerando las
dos sucesiones exactas cortas y el hecho de que Hq(G,ZG) = 0 para todo q ∈ Z, se obtiene un
isomorfismo

Hq(G,Z)→ Hq+2(G,A).

Observación 5.7.3. Se puede ver que el isomorfismo construido consiste en hacer producto
“cup” contra el generador γ.

5.8. Cohomologı́a de Galois

En esta sección no haremos todas las demostraciones. Se pueden consultar en [Ser79] y en
el Capı́tulo III de [CaF67].

Sea L/K una extensión de Galois de cuerpos (no necesariamente finita). Su grupo de Galois
es un grupo topológico profinito, igual al lı́mite inverso de los grupos Gal(K ′/K), donde K ′

recorre las subextensiones finitas de Galois de L/K.



CAPÍTULO 5. COHOMOLOGÍA DE GRUPOS 79

SeaG un grupo profinito. DadoM unG-módulo, decimos queM es unG-módulo topológi-
co si la aplicación G×M →M es continua, donde M tiene la topologı́a discreta. En este caso,
definimos los grupos de cohomologı́a continuos vı́a

Hq(G,M) = ĺım
−→

Hq(G/H,AH),

donde H recorre los subgrupos abiertos y normales de G. El lı́mite directo se toma respecto de
los morfismos de inflación. Las propiedades de Hq(G,M) son similares a las de los grupos de
cohomologı́a usual (y no cambiaremos la notación, aclarando en cada caso si es necesario): son
un funtor, y se pueden calcular de la misma manera usando el complejo estándar, pero utilizando
funciones continuas Gq →M .

Sea ahora L/K una extensión de Galois (finita o infinita), con grupo de Galois G. Escribi-
mosHq(L/K) en lugar deHq(G,L×). El grupoH2(L/K) se llama grupo de Brauer de L/K,
denotado por Br(L/K).

Se puede ver que si L es isomorfo a L′ entonces Hq(L/K) y Hq(L′/K) son isomorfos
canónicamente. Esto se aplica en el caso particular en que L = Ks es una clausura algebraica
separable de K. El grupo H2(Ks/K) se llama grupo de Brauer de K, y lo denotamos por
Br(K). Por definición de la topologı́a de Gal(Ks/K), es el lı́mite directo de los H2(L/K),
donde L/K recorre las extensiones finitas de Galois contenidas en Ks.

Proposición 5.8.1. Sea K ′/K una extensión de Galois que contiene a la extensión de Galois
L/K. Entonces hay una sucesión exacta

0→ Br(L/K)→ Br(K ′/K)→ Br(K ′/L).

En el caso de extensiones finitas, esta sucesión no es otra cosa que la de la Proposición
5.3.2, con q = 2 (inflación-restricción), mientras que el caso infinito se deduce pasando al
lı́mite. Llamaremos Res también a la aplicación Br(K ′/K) → Br(K ′/L). Tomando K ′ como
una clausura separable de K que contenga a L, obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 5.8.2. Sea L/K una extensión de Galois. Entonces hay una sucesión exacta

0→ Br(L/K)→ Br(K)→ Br(L).

A la aplicación Br(K) → Br(L) la llamaremos ResK/L. Decimos que un elemento α ∈
Br(K) se parte por una extensión finita de Galois L/K si está en el núcleo de ResK/L. Por
el último corolario, esto equivale a decir que α ∈ Br(L/K), viendo a éste como subgrupo de
Br(K).

El siguiente resultado dice que el lı́mite directo que forma el grupo de Brauer es, de hecho,
una unión.

Proposición 5.8.3. Para todo cuerpo K se tiene que Br(K) =
⋃

Br(L/K), donde L/K
recorre las extensiones finitas de Galois contenidas en Ks.

Finalmente, necesitaremos un resultado sobre la acción del grupo de Galois de una extensión
en el cuerpo de arriba.
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Teorema 5.8.4. Sea L/K una extensión finita de Galois, con grupo de Galois G. Entonces
H1(G,L×) = 0.

Dem. Sea s 7→ as un 1-cociclo no nulo. Si c ∈ L, sea

b =
∑
t∈G

at.t(c).

Por el teorema de independencia de caracteres ([Lan93], VI, §4), podemos elegir c tal que b 6= 0.
Por otra parte,

s(b) =
∑
t

s(at).st(c) =
∑
t

a−1
s ast.st(c) = a−1

s b,

y esto prueba que as es un coborde.

Corolario 5.8.5 (Teorema 90 de Hilbert). Si G es cı́clico, s es un generador y x ∈ L× tiene
norma 1 entonces existe y ∈ L× tal que x = y/s(y).



Capı́tulo 6

Teorı́a local de cuerpos de clases

Enumeraremos aquı́ los resultados sobre la teorı́a local de cuerpos de clases que necesitare-
mos. Para una exposición detallada sobre este tema, ver el articulo de J.-P. Serre en [CaF67], o
su libro [Ser79]. En cierto sentido, la teorı́a local es más sencilla, pues en los cuerpos locales
hay un sólo primo a considerar.

Demostraremos los Teoremas 4.5.1-4.5.4 a partir de los resultados de este capı́tulo. Más
especı́ficamente, para probar la existencia del mapa de Artin φL/K : IK → Gal(L/K) (a partir
de ahora llamado mapa de Artin global), utilizaremos que ya existen los llamados mapas de
Artin locales.

Sea L/K una extensión finita de Galois de cuerpos de números. Entonces las extensiones
locales Lw/Kv también son finitas de Galois y son todas isomorfas entre sı́ (sobre Kv). De-
notaremos por Lv a cualquiera de ellas, y por Gv = Gal(Lv/Kv) al grupo de Galois local.
Recordemos que Gal(Lw/Kv) se identifica con el grupo de descomposición de w, con lo cual,
Gv es alguno de estos grupos. En el caso en que la extensión L/K sea abeliana, este grupo es
único, es decir, no depende del w elegido sobre v.

Supongamos que se cumple la ley de reciprocidad para L/K abeliana finita. Sea φL/K :
IK → G = Gal(L/K) el mapa de Artin global. Para cada primo v de K, tenemos definidos
dos morfismos iv : K×

v → IK y jv : IK → K×
v ; iv es la inclusión que manda x en el idèle cuya

coordenada v es x y las otras coordenadas son 1 y jv es la proyección en la componente v. Sea
φv = φL/K ◦ iv : K×

v → G.

Proposición. SeaM una subextensión de Lv/Kv, Kv ⊂M ⊂ Lv. Entonces

φv(NM/Kv
M×) ⊂ Gal(Lv/M)

(viendo a este último como subgrupo de G). En particular, φv(K×
v ) ⊂ Gv y

φv(NLv/Kv
(Lv)×) = 1.

Dem. Sea M = L ∩ M, que no es otra cosa que el cuerpo fijo en L/K del subgrupo de
Gal(L/K) que le corresponde a Gal(Lv/M) vı́a la identificación del grupo de Galois local
con el grupo de descomposición. Entonces Gal(L/M) se identifica con Gal(Lv/M). Dejamos
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como ejercicio probar queM = Mw para w un primo deM sobre v. Consideremos el siguiente
diagrama conmutativo:

M = Mw
iw //

NM/Kv

��

IM
NM/K

��
Kv

iv // IK .

Por el Corolario 4.4.7 con M = K ′, tenemos que φv(NM/Kv
M×) ⊂ φL/K(NM/K IM ) ⊂

Gal(L/M), que se identifica con Gal(Lv/M).

Al morfismo φv lo llamamos mapa de Artin local. Sea x ∈ IK . Entonces

x = ĺım
S

∏
v∈S

iv(xv),

donde el lı́mite se toma sobre todos los conjuntos finitos de primos S. Como φL/K es continuo,
tenemos que

φL/K(x) = ĺım
S

∏
v∈S

φv(xv).

Pero hay sólo finitos v para los cuales φv(xv) 6= 1: si v no ramifica y xv es una v-unidad
entonces es una norma de Lv/Kv (6.2.8) y, por lo tanto, φv(xv) = 1 por la proposición anterior.
Por lo tanto, podemos escribir

φL/K(x) =
∏
v

φv(xv).

De esta manera, conocer el mapa de Artin global es equivalente a conocer todos los mapas
de Artin locales. Para construir entonces el mapa de Artin global, tomaremos los mapas lo-
cales φv obtenidos en la teorı́a local de cuerpos de clases y probaremos que

∏
v φv satisface las

propiedades que caracterizan a φL/K (es decir, es un morfismo continuo IK → Gal(L/K) que
se anula en K× y tal que φL/K(x) = ψL/K(id(x)) si x ∈ IK,S , donde S es el conjunto de
primos ramificados).

6.1. Mapa de reciprocidad

Sea L/K una extensión finita de Galois de cuerpos locales no arquimedeanos, con grupo
de Galois G = Gal(L/K) de orden n. Entonces existe un morfismo φL/K : K× → Gab (el
abelianizado de G), llamado el mapa de reciprocidad local o norm residue symbol que define
un isomorfismo φL/K : K×/NL/K L

× → Gab. Estaremos interesados principalmente en el
caso L/K abeliana, con lo cual, Gab = G. En el caso en que los cuerpos sean arquimedeanos,
también existe tal φL/K ; el único caso no trivial esK = R y L = C, en cuyo caso φC/R : R× →
Gal(C/R) está dado por x 7→ 1 si x > 0 y x 7→ c si x < 0 (donde c es la conjugación compleja).
Supondremos que los cuerpos siempre son no arquimedeanos, enunciando los resultados que
sean válidos para los arquimedeanos cuando sea necesario.
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Dado a ∈ K×, notamos con a su clase en K×/NL/K L
×, y escribimos (a, L/K) =

φL/K(a). La razón del nombre norm residue symbol es que dice si a ∈ K× es una norma
de L× o no; es decir, (a, L/K) = 1 si y sólo si a es una norma de L×.

El morfismo (α,L/K) satisface la siguiente propiedad de compatibilidad: si K ⊂ L′ ⊂
L es una torre de extensiones de Galois con G = Gal(L/K) y H = Gal(L/L′), entonces
(α,L/K) |L′ = (α,L′/K). Esto permite definir φK : K× → Gal(Kab/K).

La otra condición de compatibilidad que cumple es la siguiente: sea K ′/K una extensión
finita y separable. Se tiene un morfismo natural i : Gal(K

′ab/K ′) → Gal(Kab/K), y el sigu-
iente diagrama es conmutativo:

K ′×
φK′ //

NK′/K

��

Gal(K
′ab/K ′)

i
��

K× φK // Gal(Kab/K).

Como consecuencia, si L/K es una extensión finita y abeliana, el siguiente diagrama conmuta:

K ′×
φLK′/K′ //

NK′/K

��

Gal(LK ′/K ′)

i
��

K×
φL/K // Gal(L/K).

Utilizando el isomorfismo del mapa de reciprocidad (y el hecho de que el resultado es trivial
para cuerpos locales arquimedeanos), podemos probar el siguiente resultado.

Proposición 6.1.1. SeaL/K una extensión finita Galois de cuerpos locales. Entonces NL/K L
×

tiene ı́ndice finito en K×.

6.2. Cohomologı́a

En esta sección, un cuerpo local será un cuerpo local no arquimedeano.

Teorema 6.2.1. Existe un isomorfismo invK : Br(K)→ Q/Z.

Para no tener que distinguir cuando estemos en la teorı́a global, en el caso en que K sea
arquimedeano, hay dos posibilidades: si K = R, Br(R) es un grupo de orden 2 y se tiene
una aplicación invR : Br(R) → Q/Z, cuya imagen es {0, 1/2}, y en el caso en que K = C,
Br(C) = 0 e invC es el morfismo nulo.

Proposición 6.2.2. Sea L/K una extensión finita de grado n. Entonces el siguiente diagrama
es conmutativo:

0 // Br(L/K) // Br(K)
ResK/L //

invK

��

Br(L)

invL

��
0 // 1

nZ/Z // Q/Z .n // Q/Z,
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donde ResK/L es la aplicación del Corolario 5.8.2. Por lo tanto, se tiene un isomorfismo

invL/K : Br(L/K)→ 1
n

Z/Z.

El elemento uL/K ∈ Br(L/K) que se corresponda con 1
n vı́a invL/K se llama la clase

fundamental de L/K. Es un generador del grupo Br(L/K).

Corolario 6.2.3. Sea L/K una extensión finita de grado n. Entonces Br(L/K) es cı́clico de
orden n.

Proposición 6.2.4. Sea L′ ⊃ L ⊃ K una torre de extensiones finitas de Galois. Entonces

Res(uL′/K) = uL′/L;

Inf(uL/K) = [L′ : L]uL′/K ,

donde Res : Br(L′/K) → Br(L′/L) e Inf : Br(L/K) → Br(L′/K) son las aplicaciones de
la Proposición 5.7.1. Por lo tanto,

invE/K ◦ Inf = invL/K .

Proposición 6.2.5. Sea L/K una extensión de Galois de grado n de cuerpos locales, no rami-
ficada. Sean G = Gal(L/K) y UL el grupo de unidades de L. Entonces G actúa en UL y

Ĥq(G,UL) = 0 ∀q.

Proposición 6.2.6. Sea L/K una extensión cı́clica de cuerpos locales de orden n. Entonces
h(G,UL) = 1 y h(G,L×) = n.

Corolario 6.2.7. Bajo las hipótesis de la última proposición, (UK : NL/K UL) = e, donde e es
el ı́ndice de ramificación.

Dem. Sea σ un generador de G. Notemos que el ı́ndice de NL/K UL en UK es el numerador del
cociente de Herbrand. Probemos entonces que el denominador es e.

Necesitaremos el siguiente resultado técnico de teorı́a de grupos. Sea f un morfismo de un
grupo abeliano A en otro grupo; denotaremos con Af su imagen y con Af su núcleo. Sea B un
subgrupo de A. Entonces

(A : B) = (Af : Bf )(Af : Bf ),

en el sentido de que si dos de los ı́ndices son finitos, el tercero también lo es y son iguales. En
efecto, consideremos la composición de f con la proyección al cociente A → Af → Af/Bf .
El núcleo es B + Af , con lo cual, se tiene un isomorfismo Af/Bf ' A/(B + Af ). Por otra
parte, (B+Af )/B ' Af/(B∩Af ) = Af/Bf . Como A ⊃ B+Af ⊃ B, se sigue el resultado.
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Consideremos ahora el morfismo (1 − σ) : UL → UL, dado por x 7→ x/σ(x). El de-
nominador del cociente de Herbrand es el orden de Ĥ0(G,UL), que es el ı́ndice de U1−σ

L en el
núcleo de NL/K : UL → UL. Por el Teorema 90 de Hilbert, este núcleo es (L×)1−σ. Luego, el
denominador del cociente de Herbrand es

((L×)1−σ : U1−σ
L ) = ((L×)1−σ : (K×UL)1−σ) = (L× : K×UL)/(L×1−σ : (K×UL)1−σ)).

Además, (L× : K×UL) = e pues L×/UL ' 〈πL〉 con πL un uniformizador, K×UL/UL '
K×/UK ' 〈πK〉 y πK = uπeL con una unidad u. Además, L×1−σ = K×, con lo cual, (L×1−σ :
(K×UL)1−σ) = 1. Luego, el denominador es exactamente e.

Corolario 6.2.8. Sea L/K una extensión abeliana de cuerpos locales. Entonces L/K es no
ramificada si y sólo si toda unidad es la norma de una unidad.

Dem. Una dirección sale tomando q = 0 en 6.2.5, pues la aplicación N considerada en la
cohomologı́a de Tate no es otra cosa que la norma usual de la extensión. Recı́procamente, si
la extensión es ramificada entonces existe una subextensión cı́clica L ⊃ M ⊃ K con M/K
ramificada: por el teorema de estructura para grupos finitos abelianos y teorı́a de Galois, toda
extensión finita y abeliana es composición de cı́clicas, y si un primo no ramifica en dos exten-
siones, tampoco ramifica en el compuesto; para este último resultado, ver el Teorema 31 del
Capı́tulo 4 de [Mar77]. Pero si toda unidad de K es la norma de una unidad de L, entonces toda
unidad es la norma de una unidad de M por transitividad, y por el corolario anterior esto no
puede suceder.

Proposición 6.2.9. SeaK un cuerpo local, |.|K un valor absoluto normalizado y n ∈ N coprimo
con la caracterı́stica de K. Consideremos a Z/nZ actuando trivialmente en K×. Entonces
h(K×) = n/|n|K y h(UK) = 1/|n|K .

Observación 6.2.10. El resultado también es válido para el caso K = R o K = C.

Daremos ahora una caracterización de (α,L/K). Recordemos que, dada L/K de Galois,
no ramificada, el grupo de Galois es canónicamente isomorfo al grupo de Galois de la extensión
residual, con lo cual, tiene un elemento distinguido FrobL/K llamado morfismo de Frobenius.

Necesitaremos ahondar un poco más en las propiedades de las extensiones no ramificadas de
un cuerpo local no arquimedeano K. Sea Knr la unión de todas las extensiones no ramificadas
L/K contenidas en una cierta clausura separable de K; se denomina la extension no ramificada
maximal de K. Toda subextensión finita de Knr es no ramificada sobre K, abeliana, y existe un
único elemento FrobK ∈ Gal(Knr/K) con la siguiente propiedad: si L/K es una subextensión
finita de Knr/K entonces FrobK |L = FrobL/K .

Teorema 6.2.11. Sea φK : K× → Gal(Kab/K) el mapa de reciprocidad, donde Kab es una
clausura abeliana de K que contiene a Knr. Sea πK un uniformizador. de K. Entonces

φK(πK) |Knr = FrobK ,
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y si L/K es una extensión finita de Galois no ramificada y a ∈ K×, entonces

φL/K(a) = FrobordK(a)
L/K ,

donde ordK(a) ∈ Z es la valuación normalizada de a.

6.3. Extensiones ciclotómicas de Qp

Sea p un primo de Q. Estamos interesados en describir el mapa de reciprocidad φQp(ζ)/Qp
:

Q×
p → Gal(Qp(ζ)/Qp), donde ζ es una raı́z m-ésima primitiva de la unidad.

Caso p = ∞. En este caso, Qp = R, y R(ζ) = C, a menos que m = 1, 2, en cuyo caso el
mapa de reciprocidad es el trivial. Si m > 2, el mapa de reciprocidad ya lo describimos antes
y consiste de mandar los elementos positivos a la identidad y los negativos a la conjugación
compleja.

Caso p < ∞. Sea x = upν ∈ Q×
p , donde u ∈ Up = Z×p y ν ∈ Z. Entonces φQp(ζ)/Qp

(x)
(que está determinado por su acción en ζ) manda ζ en ζp

ν
si p no divide a m. Esto es inmediato

de ver pues Qp(ζm)/Qp es no ramificada y, por lo tanto, toda unidad es una norma y va a parar
a 1; por otra parte, p debe ir a parar al morfismo de Frobenius, que es efectivamente elevar a la
p.

Si m es una potencia de p, digamos m = pr, entonces φQp(ζ)/Qp
(x)(ζ) = ζu

−1
, donde u−1

lo consideramos un entero vı́a los isomorfismos

Zp/prZp ' Z(p)/p
rZ(p) ' Z/prZ

(ver Capı́tulo 1).
El caso de m cualquiera, m = prn, con p - n, se describe usando los dos casos anteriores.



Capı́tulo 7

Demostraciones de los teoremas
principales

7.1. Cohomologı́a de Idèles

Sea L/K una extensión finita de Galois de cuerpos de números, con grupo de Galois G.
Recordemos que, para cada primo w de L, tenemos definida una aplicación inyectiva

iw : L×w → IL.

Notemos que la imagen de L×w en IL por esta aplicación no queda fija por la acción de G
definida en 4.4. Si v es el primo de K debajo de w, el subgrupo más chico con esta propiedad
que contiene a L×w es

∏
w|v L

×
w . De esta manera, G actúa en

∏
w|v L

×
w , y también en

∏
w|v Uw.

Proposición 7.1.1. Sea v un primo de K y w0 un primo de L sobre v. Entonces

Hq(G,
∏
w|v

L×w) ' Hq(D(w0), L×w0
) ∀q ≥ 0.

Vale lo mismo reemplazando L×w por Uw.

Dem. Probaremos primero que
∏
w|v L

×
w ' HomD(w0)(ZG,L×w0

) como G-módulos. Defini-
mos una aplicación α 7→ fα, donde fα(σ) = σσ−1w0

(ασ−1w0
). Es inmediato ver que fα ∈

HomD(w0)(ZG,L×w0
) y que α 7→ fα es un morfismo de G-módulos.

Dada f ∈ HomD(w0)(ZG,L×w0
), tomamos αf definido por (αf )w = σw0(f(σ−1)) si σw0 =

w. Es muy fácil ver que no depende del σ elegido y que define una inversa para la aplicación
anterior.

Luego, tenemos queHq(G,
∏
w|v L

×
w) ' Hq(G,HomD(w0)(ZG,L×w0

)) ' Hq(D(w0), L×w0
)

por el lema de Shapiro (5.2.1).

Por la última proposición, los grupos de cohomologı́a Hq(D(w), L×w) son todos isomorfos
entre sı́ para w|v. Más aún: son canónicamente isomorfos. En efecto, sean w0 y w1 dos pri-
mos sobre v. Entonces existe σ ∈ G tal que w1 = σw0, y se tienen isomorfismos compatibles
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D(w0)→ D(w1), τ 7→ στσ−1 y L×w1
→ L×w0

, x 7→ (σ−1)w1x. Luego, se tiene un isomorfismo
Hq(D(w1), L×w1

)→ Hq(D(w0), L×w0
) (ver Capı́tulo 5, Sección 5.2). En principio este isomor-

fismo depende de σ. Pero si w1 = σ′w0 entonces σ′ = στ con τ ∈ D(w0). Es fácil ver que los
isomorfismos definidos por σ y σ′ difieren por el automorfismo de Hq(D(w0), L×w0

) definido
por τ como en la Proposición 5.2.2, que debe ser la identidad. Tiene sentido entonces usar la
notación Hq(Gv, (Lv)×) para cualquier Hq(D(w), L×w) si w|v, y lo mismo para Hq(Gv,Uv).

Proposición 7.1.2. Sea L/K finita de Galois, con grupo de Galois G. Entonces:

(I) IK ' IGL ;

(II) Hq(G, IL) '
⊕

vH
q(Gv, (Lv)×).

Dem. (I): En principio tenemos una inclusión IK ↪→ IL, definida por α 7→ β, donde βw = αv
si w|v. Un elemento β = (βw) ∈ IL está fijo por G si y sólo si cada subfamilia (βw)w|v queda
fija por G. Pero esto último ocurre si y sólo si los βw con w|v son un mismo número de K×

v ,
independiente de w (en virtud de que D(w0) ' Gal(Lw/Kv)). Entonces la imagen de IK en IL
es exactamente IGL .

(II): Para cada conjunto finito S de primos de K que contenga a los primos ramificados y a
los infinitos, sea

ISL =
∏
v∈S

(
∏
w|v

L×w)×
∏
v 6∈S

(
∏
w|v

Uw).

Sabemos que IL es la unión directa de los ISL, donde S recorre los conjuntos finitos de primos
de K que contienen a los que ramifican y a los infinitos. Como la cohomologı́a de grupos finitos
conmuta con productos (Proposición 5.1.5) y con uniones directas (Proposición 5.1.6), debemos
mirar la cohomologı́a de cada factor.

Por 6.2.5,
∏
v 6∈S(

∏
w|v Uw) tiene cohomologı́a trivial si S contiene a los primos ramificados.

En consecuencia, por la proposición anterior,

Hq(G, ISL) '
∏
v∈S

Hq(Gv, (Lv)×).

Finalmente,
Hq(G, IL) ' ĺım

−→
S

Hq(G, ISL) =
⊕
v

Hq(Gv, (Lv)×).

Para más adelante, necesitaremos una descripción explı́cita del segundo isomorfismo en
términos de cociclos. Sea α : Gq → IL un q-cociclo. Entonces la componente v-ésima en⊕

vH
q(Gv, (Lv)×) está representada por el cociclo β : (Gv)q → (Lv)×, definido de la sigu-

iente manera: seaw un primo fijo sobre v,Lv = Lw. Entonces β(σ1, . . . , σq) = α(σ1, . . . , σq)w,
donde vemos a σi ∈ Gv dentro de G. Dejamos la verificación como ejercicio.

Corolario 7.1.3. Sea L/K finita de Galois, con grupo de Galois G. Entonces H1(G, IL) = 0.

Dem. En virtud de la proposición anterior, esto no es otra cosa que el Teorema 5.8.4.
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7.2. Primera desigualdad

Consideremos la sucesión exacta 0→ L× → IL → CL → 0. La acción de G en IL induce
una acción en CL.

Proposición 7.2.1. Sea L/K finita de Galois, con grupo de Galois G. Entonces CK ' CG
L .

Dem. La sucesión exacta corta de recién nos da una sucesión exacta larga de cohomologı́a

0→ H0(G,L×)→ H0(G, IL)→ H0(G,CL)→ H1(G,L×).

Dado que H1(G,L×) = 0 por el Teorema 5.8.4, obtenemos que la sucesión

0→ K× → IK → CG
L → 0

es exacta.

Notamos con h(G,A) al cociente de Herbrand de un G-módulo A (si está definido).

Teorema 7.2.2. Sea L/K cı́clica de grado n. Sea G = Gal(L/K). Entonces h(G,CL) = n.

Dem. Sea S un conjunto finito de primos de K suficientemente grande, de manera tal que
IL = L×ISL, donde

ISL =
∏
v∈S

(
∏
w|v

L×w)×
∏
v 6∈S

(
∏
w|v

Uw).

Más precisamente, si T es un conjunto de primos de L que contiene a los infinitos, tal que
IL = L×ITL (Lema 3.3.12), sea S el conjunto de primos de K debajo de los de T . Agrandando
T si fuese necesario, podemos suponer que S contiene también a todos los primos ramificados.
Se tiene entonces que

CL = IL/L× ' ISL/(L× ∩ ISL) = ISL/UL(T ),

donde UL(T ) = L× ∩ ISL consiste de las “T -unidades”, es decir, elementos de L× que son
unidades en Lw si w 6∈ T . Luego, tenemos que

h(G,CL) = h(G, ISL)/h(G,UL(T )),

siempre que el lado de la derecha esté definido.
Calcularemos primero h(G, ISL). Como S contiene a los primos ramificados, por la Proposi-

ción 6.2.5 vale que
∏
v 6∈S(

∏
w|v Uw) tiene cohomologı́a trivial. Por lo tanto, como h(G,−)

conmuta con productos finitos,

h(G, ISL) =
∏
v∈S

h(G,
∏
w|v

L×w).

Por la Proposición 7.1.1, h(G,
∏
w|v L

×
w) = h(Gv, (Lv)×). Además, por el Teorema 5.8.4,

H1(Gv, (Lv)×) = 0, y por el Corolario 6.2.3, H2(Gv, (Lv)×) es un grupo cı́clico de orden
nv = [Lv : Kv]. Por lo tanto,

h(G, ISL) =
∏
v∈S

nv.
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Ahora determinaremos h(G,UL(T )). Si queremos probar que h(G,CL) = n, debemos
probar que nh(G,UL(T )) =

∏
v∈S nv. La idea será construir un R-espacio vectorial en el

cual G actúe, y dos retı́culos maximales invariantes cuyos cocientes de Herbrand coincidan
respectivamente con nh(G,UL(T )) y

∏
v∈S nv.

Como espacio de la representación tomamos el conjunto de las funciones de T en R, y lo
llamamos V . Es decir, V ' Rt, donde t = #T . La acción de G está dada por (σf)(w) =
f(σ−1w); de esta manera, (σf)(σw) = f(w).

Sea N = {f ∈ V : Im(f) ⊂ Z}. Entonces N es un retı́culo maximal de V , ya que genera
V . Podemos pensar a N como isomorfo a

∏
v∈S(

∏
w|v Zw), donde Zw ' Z y la acción de G

es punto a punto en cada v ∈ S y por permutación de los Zw para todos los w sobre un v ∈ S
fijo. Además, para cada v ∈ S,

∏
w|v Zw ' HomGv(ZG,Z) (para Gv = D(w0), con w0|v fijo)

como G-módulos, viendo a Z con la acción trivial de Gv. Luego,

h(G,N) =
∏
v∈S

h(G,
∏
w|v

Zw) =
∏
v∈S

h(Gv,Z) =
∏
v∈S

(Gv : 1) =
∏
v∈S

nv

por el lema de Shapiro. Hemos usado que h(G,Z) = (G : 1) si vemos a Z como G-módulo
trivial.

Para el siguiente retı́culo, consideremos la aplicación λ : UL(T ) → V dada por a 7→ fa,
donde fa(w) = log |a|w. Entonces λ es un morfismo de G-módulos. Sea M0 la imagen de λ.
Nos remitimos a la demostración del teorema de las unidades (Teorema 3.3.10) para decir que
M0 está contenido en V 0 = {f ∈ V :

∑
w∈T f(w) = 0}, es un retı́culo maximal de V 0, y el

núcleo de λ es finito. Entonces h(G,UL(T )) = h(G,M0), ya que h(G,UL(T )) está definido
por ser UL(T ) finitamente generado y por el Corolario 5.4.6. Consideremos ahora la función e :
T → R dada por e(w) = 1 para todo w. Entonces e queda fija por G y no está en V 0. Tomamos
M = M0 +Ze. Entonces M es un retı́culo maximal de V pues M ⊗Z R = V 0 +Re = V . Más
aún, h(G,M) = h(G,M0)h(G,Z) = h(G,M0)n = h(G,UL(T ))n.

Obtenemos entonces que nh(G,UL(T )) =
∏
v∈S nv/n, como querı́amos.

Corolario 7.2.3 (Primera desigualdad). Si L/K es cı́clica de grado n entonces

(IK : K×NL/K IL) ≥ n.

Dem. La Proposición 4.4.2 nos dice que la norma usual se corresponde con la norma definida
para la cohomologı́a de Tate vı́a el isomorfismo CK ' CG

L , donde G es el grupo de Galois de
L/K. Por lo tanto,

(IK : K×NL/K IL) = (CK /NL/K CL) = (Ĥ0(G,CL) : 1) ≥ h(G,CL) = n.

Corolario 7.2.4. Sea L/K finita y abeliana, y D un subgrupo de IK tal que

(a) D ⊂ NL/K IK ;

(b) K×D es denso en IK .
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Entonces L = K.

Dem. Podemos suponer que L/K es cı́clica; si este no fuera el caso, tomamos L′ tal que L ⊃
L′ ⊃ K y L′/K sea cı́clica. Tendremos entonces que D ⊂ NL/K IK ⊂ NL′/K IL′ .

Por la Proposición 4.4.8, K×NL/K IL es un subgrupo abierto de IK , con lo cual, es cerra-
do. También es denso, pues contiene al denso D. Entonces (IK : K×NL/K IK) = 1. Por el
corolario anterior, debe ser [L : K] = 1.

Corolario 7.2.5. Sea L/K finita y abeliana. Si L 6= K entonces existen infinitos primos de K
que no se parten completamente en L.

Dem. Supongamos que hay sólo finitos. Sea S un conjunto finito que los contenga. Sea D =
IK,S = {x ∈ IK : xv = 1 ∀v ∈ S}. Si v 6∈ S y w|v entonces [Lw : Kv] = e(w|v)f(w|v) = 1,
con lo cual, Lw = Kv. Luego, D ⊂ NL/K IL. Por el Lema 3.3.12, K×D es denso en IK .
Llegamos ası́ a una contradicción.

Corolario 7.2.6. Sea L/K finita y abeliana, y S un conjunto de primos de K que contenga a
los primos ramificados. Entonces Gal(L/K) está generado por los elementos ψL/K(p) para
p 6∈ S. Luego, el mapa de Artin es suryectivo.

Dem. Sea G′ el subgrupo de Gal(L/K) generado por los ψL/K(p) con p 6∈ S (siempre p

finito). Sea L′ el cuerpo fijo de G′. Para p 6∈ S, se tiene que ψL′/K(p) = ψL/K(p) |L′ , que es
la identidad. Luego, todos los primos p 6∈ S se parten completamente en L′, y, por lo tanto,
L′ = K. Entonces G′ = Gal(L/K).

7.3. Teorı́a de Kummer

Para probar la segunda desigualdad, necesitaremos los principales resultados de la teorı́a de
Kummer. Para las demostraciones, nos remitimos a [Lan94] o [Mil97].

A lo largo de toda esta sección, K es un cuerpo que contiene una raı́z n-ésima primitiva de
la unidad, ζ (en particular, la caracterı́stica de K es 0 o no divide a n). Si α ∈ K, por α1/n nos
referiremos a una raı́z n-ésima de α (contenida en una clausura algebraica de K). Si β es una
tal raı́z, θβ también lo es para cualquier raı́z n-ésima de la unidad θ. Como todas están en K,
la notación K(α1/n) tiene sentido y consiste de adjuntar a K todas las raı́ces n-ésimas de α.
Si B ⊂ K es un conjunto, por K(B1/n) nos referiremos al compuesto de todas las extensiones
K(β1/n) con β ∈ B.

Decimos que un grupo abeliano G tiene exponente n si σn = 1 para todo σ ∈ G; una
extensión abeliana tiene exponente n si su grupo de Galois lo tiene. El resultado principal de
la teorı́a de Kummer establece una biyección entre extensiones finitas y abelianas de K de
exponente n y ciertos subgrupos de K× que contienen a K×n, más especı́ficamente, subgrupos
K× ⊃ B ⊃ K×n tales que (B : K×n) es finito.

La biyección hace corresponderle a B la extensión KB = K(B1/n). Si β1, . . . , βm son
representantes de B en el cociente B/K×n entonces KB = K(β1/n

1 , . . . , β
1/n
m ). Más aún, se

cumple que (KB : K) = (B : K×n).
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Ahora necesitaremos saber, en el caso en que K sea un cuerpo de números (tal que contiene
una raı́z ζ como siempre), cómo se factorizan los primos de K en las extensiones KB; sólo nos
alcanzará con saber que ciertos primos son no ramificados.

Proposición 7.3.1. Sea K un cuerpo de números tal que contiene una raı́z n-ésima primitiva
de la unidad. Sea L = K(β1/n

1 , . . . , β
1/n
m ). Sea v un primo finito de K. Si nβi es una unidad en

Kv para todo i entonces v es no ramificado en L.

7.4. Segunda desigualdad

Probaremos ahora que [IK : K×NL/K IL] ≤ n, a partir de lo cual se deduce la igualdad.
Una manera de demostrar esta desigualdad es utilizando métodos analı́ticos; ası́ es como se
habı́a hecho en un principio, y nos remitimos a [Lan94], Capı́tulo VIII, para este enfoque. La
prueba que damos a continuación se debe a Chevalley (1940), quien buscaba un tratamiento
puramente algebraico de la teorı́a de cuerpos de clases.

Probaremos algo más fuerte que la desigualdad.

Teorema 7.4.1. SeaL/K una extensión de Galois de grado n, con grupo de GaloisG. Entonces

(1) (Ĥ0(G,CL) : 1) y (Ĥ2(G,CL) : 1) son finitos y dividen a n;

(2) Ĥ1(G,CL) = 0.

La demostración de este teorema la haremos en varios pasos.

Paso 1. Afirmamos que basta probar el teorema para el caso en que G es un p-grupo (es
decir, un grupo de orden una potencia de p), para p primo. En efecto, como los Ĥq(G,CL)
son de torsión para todo q (Proposición 5.4.5), son suma directa de sus componentes primarias.
Sea p un primo arbitrario y sea H un p-subgrupo de Sylow de G. Por el Corolario 5.4.7, Res :
Ĥq(G,CL)→ Ĥq(H,CL) es un monomorfismo en la componente p-primaria de Ĥq(G,CL).
Como el teorema es válido para L/LH , se sigue que la componente p-primaria de H1(G,CL)
es 0. Además, siendo Ĥ i(H,CL) (i = 0, 2) finito, se sigue que Ĥ i(G,CL) (i = 0, 2) es finito.
Más aún, la mayor potencia de p que divide a su orden es el orden de la componente p-primaria,
que es menor o igual que el orden de la componente p-primaria de Ĥ i(H,CL); esto es la mayor
potencia de p que divide a (Ĥ i(H,CL) : 1), que sabemos que es menor o igual que la que
divide a G por hipótesis. Haciendo esto para todo p, se sigue que el teorema es válido para el
caso general.

Paso 2. Podemos suponer que G es cı́clico de orden p primo. En efecto, supongamos que
probamos el teorema para este caso. Para el caso general, podemos suponer de entrada que G
es un p-grupo. Vamos a probarlo por inducción en el orden de G. Como G es un p-grupo, existe
un subgrupo H normal en G de ı́ndice p. Por el Teorema 5.3.1 (y usando que (CL)H = CLH )
tenemos una sucesión exacta

0 // H1(G/H,CK′)
Inf // H1(G,CL) Res // H1(H,CL),
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donde K ′ = LH . Como K ′/K es Galois con grupo de Galois G/H (cı́clico de orden p), el
teorema vale para K ′/K. Luego, H1(G/H,CK′) = 0; por inducción, H1(H,CL) = 0, y, por
lo tanto, H1(G,CL) = 0.

Como H1(H,CL) = 0, tomando q = 2 en la Proposición 5.3.2, se ve que la sucesión

0 // H2(G/H,CK′)
Inf // H2(G,CL) Res // H2(H,CL)

es exacta. De vuelta por inducción e hipótesis, se sigue que el orden de H2(G,CL) divide a
(G : 1).

Finalmente, al ser la norma transitiva, NK′/K define una aplicación suryectiva

CK′ /NL/K′(CL)→ NK′/K(CK′)/NL/K(CL).

Como

(CK : NL/K(CL)) = (CK : NK′/K(CK′))(NK′/K(CK′) : NL/K(CL))

y

(NK′/K(CK′) : NL/K(CL))|(CK′ : NL/K′(CL)),

nuevamente por hipótesis e inducción se sigue que (Ĥ0(G,CL) : 1) divide a [L : K].

Observación. Si G es cı́clico de órden n, Ĥ0(G,CL) ' H2(G,CL) y por el Teorema 7.2.2
h(G,CL) = (Ĥ0(G,CL) : 1)/(H1(G,CL) : 1) = n; luego, basta probar que (Ĥ0(G,CL) :
1) | n para deducir que (H1(G,CL) : 1) = 1.

Paso 3. Podemos suponer que K contiene las raı́ces p-ésimas de la unidad. En efecto, con-
sideremos K ′ = K(ζ), donde ζ es una raı́z p-ésima primitiva de la unidad contenida en una
clausura algebraica de K que contiene a L. Sea L′ = LK ′ = L(ζ). Si m es el grado de K ′/K,
entonces m divide a p − 1, con lo cual, es coprimo con p = [L : K]. Luego, K ′ ∩ L = K,
Gal(L′/K) es isomorfo a Gal(L/K)×Gal(K ′/K) y se tiene el siguiente diagrama de exten-
siones:

L′

p

}}
}}

}}
}} m

??
??

??
??

K ′

m BB
BB

BB
BB

L

p
~~

~~
~~

~~

K
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Consideremos el siguiente diagrama:

CL

NL/K //

iL

��

CK

iK

��
CL′

NL′/K′ //

NL′/L

��

CK′

NK′/K

��
CL

NL/K // CK ,

donde iL e iK son los morfismos inducidos por las inclusiones IL ⊂ IL′ y IK ⊂ IK′ . Usando
la Proposición 4.4.2 y el hecho de que Gal(L′/K ′) = Gal(L/K), es fácil ver que el cuadrado
de arriba conmuta, mientras que la transitividad de la norma implica que el cuadrado de abajo
también; por lo tanto, se tiene el siguiente diagrama conmutativo con filas exactas:

CL

NL/K //

iL

��

CK

iK

��

// CK /NL/K CL //

��

0

CL′
NL′/K′ //

NL′/L

��

CK′

NK′/K

��

// CK′ /NL′/K′ CL′ //

��

0

CL

NL/K // CK
// CK /NL/K CL // 0.

Las dos composiciones, NL′/L ◦iL y NK′/K ◦iK , están dadas por elevar a la m. Luego, la com-
posición de la tercer columna también es elevar a la m. Ahora bien, elevar a la m es un iso-
morfismo de CK /NL/K CL, pues es un grupo de torsión en el que cada elemento no trivial
tiene orden p (toda potencia p-ésima es una norma) y (p,m) = 1. En particular, obtenemos una
aplicación suryectiva CK′ /NL′/K′ CL′ → CK /NL/K CL. Luego, (CK : NL/K CL) divide a
(CK′ /NL′/K′ CL′), que por hipótesis divide a p.

Paso 4. Hemos reducido todo a probar que Ĥ0(G,CL) es finito y su orden divide a p para
una extensión L/K cı́clica de grado p primo, con K tal que contiene las raı́ces p-ésimas de la
unidad. Lo probaremos en un caso más general.

Teorema 7.4.2. Sea L/K una extensión abeliana de exponente p primo, con grupo de Ga-
lois G ' (Z/pZ)r, tal que K contiene a las raı́ces p-ésimas de la unidad. Entonces (CK :
NL/K CL) divide a [L : K] = pr.

Observación 7.4.3. Como vimos antes, basta probar este teorema para el caso r = 1 y el caso
general se deduce de éste. Sin embargo, la demostración para el caso de r arbitrario no se
dificulta para nada, y aporta algunos resultados útiles para más adelante.
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Dem. Por teorı́a de Kummer (ver la sección anterior), sabemos que L = K(a1/p
1 , . . . , a

1/p
r )

para ciertos a1, . . . , ar ∈ K. Sea S un conjunto finito de primos de K, suficientemente grande
tal que:

(I) S ⊃ S∞;

(II) S contenga a todos los primos de K sobre p;

(III) IK = K×ISK (Lema 3.3.12);

(IV) a1, . . . , ar ∈ UK(S), es decir, ordv(ai) = 0 para todo v 6∈ S, i = 1, . . . , r.

Sea M = K(UK(S)1/p). Sabemos por el teorema de las unidades que UK(S) es finitamente
generado y, por lo tanto, M/K es una extensión finita. Además, por teorı́a de Kummer y por la
condición (II), S contiene a los primos de K ramificados en M . Se tiene que M ⊃ L ⊃ K y

UK(S) = M×p ∩ UK(S) ⊃ L×p ∩ UK(S) ⊃ K×p ∩ UK(S) = UK(S)p.

Por teorı́a de Kummer, M/K es de exponente p y, por lo tanto, tiene orden una potencia de p,
digamos que [M : K] = ps. Sabemos que [L : K] = pr, y sea t tal que [M : L] = pt, de
manera que s = t+ r.

Por el teorema de las unidades, UK(S) es isomorfo a Z]S−1×WK , dondeWK son las raı́ces
de la unidad enK, que obviamente contienen a las raı́ces p-ésimas de 1. Luego,WK es un grupo
finito, cı́clico, cuyo orden es divisible por p. De esta manera, se tiene que

UK(S)/UK(S)p ' (Z/pZ)]S . (1)

Por otra parte, UK(S)/UK(S)p = UK(S)/UK(S) ∩ K×p ' K×pUK(S)/UK(S), de manera
que K×pUK(S) es un subgrupo de K× que contiene a K×p con ı́ndice p]S ; la extensión que la
teorı́a de Kummer le hace corresponder no es otra que M . Se tiene entonces que s = ]S.

Como UK(S)∩L×p ⊃ UK(S)∩K×p, se tiene que UK(S)/UK(S)∩L×p es finito, y, por lo
tanto, UK(S)L×p contiene a L×p con ı́ndice finito, y la extensión de Kummer correspondiente
es M . Luego,

[M : L] = pt = (UK(S) : L×p ∩ UK(S)). (2)

Finalmente, como s = t+ r, se tiene que

pr = (L×p ∩ UK(S) : UK(S)p). (3)

Probaremos entonces que (CK : NL/K CL) divide a ese ı́ndice.

Si w es un primo de L sobre un primo v 6∈ S de K entonces w no ramifica en M ; luego,
tenemos definido el mapa de Artin ψM/L(w). Por el Corolario 7.2.6, los ψM/L(w) generan
Gal(M/L). Seanw1, . . . , wt tales queψM/L(w) sean una base de Gal(M/L) (como Fp-espacio
vectorial); sean v1, . . . , vt los primos deK debajo de ellos. Sabemos que no ramifican enM , con
lo cual, tenemos definido ψM/K(vi) ∈ Gal(M/K). Afirmamos que ψM/K(vi) = ψM/L(wi)
(i = 1, . . . , t). En efecto, sea w′i un primo de M sobre wi. Entonces Mw′i

/Kvi es no ramificada
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y, por lo tanto, cı́clica; además, es de exponente p pues su grupo de Galois es isomorfo a un
subgrupo de Gal(M/K). Luego, es trivial o de orden p. Además, Mw′i

6= Lwi : si ası́ lo fuese,
el grado de inercia de w′i sobre wi serı́a 1, y ψM/L(wi) no es trivial por ser un elemento de una
base. Obtenemos entonces que Lwi = Kvi ; el grado de inercia de wi sobre vi es entonces 1 y
por la Proposición 1.1.12, ψM/L(wi) = ψM/K(vi), como querı́amos.

Sea T = {v1, . . . , vt}. Afirmamos que

L×p ∩ UK(S) = {a ∈ UK(S) : a ∈ K×p
v ∀v ∈ T}. (4)

En efecto, si a ∈ L×p∩UK(S), a es una potencia p-ésima enLw para todow. En particular, lo es
para los wi; como Lwi = Kvi , se sigue que a está en el conjunto de la derecha. Recı́procamente,
si a está en el miembro derecho entonces a1/p ∈ M . Como a ∈ K×p

v para v ∈ T , a1/p ∈ Kv

para v ∈ T y, por lo tanto, queda fijo por todos los ψM/K(v) = ψL/K(w); como estos generan
Gal(M/L), se tiene que a1/p ∈ L y esto prueba la otra inclusión.

Sea

E =
∏
v∈S

K×p
v ×

∏
v∈T

K×
v ×

∏
v 6∈S∪T

Uv. (5)

EntoncesE ⊂ IS∪TK . Afirmamos queE ⊂ NL/K IL. Basta probar que si a = (av) ∈ E entonces
av es una norma local para todo v, esto es, av ∈ NLw/Kv

L×w , donde w es un primo sobre v.
Si v ∈ S, sabemos que K×

v /NLw/Kv
L×w ' Gal(Lw/Kv) (para primos finitos, esto es 6.1, y

para primos infinitos es trivial ya que R×/R×+ ' Z/2Z); toda potencia p-ésima aquı́ es trivial
y, por lo tanto, todo elemento de K×p

v es una norma. Si v ∈ T , Lw = Kv y el resultado es
trivial. Finalmente, si v no ramifica, todas las unidades son normas (6.2.8), y esto prueba lo que
querı́amos.

Sabemos que (CK : NL/K CL) = (IK : K×NL/K IL), que, por lo recién probado, divide
a (IK : K×E). Ahora, elegimos S tal que

IK = K×ISK = K×IS∪TK ,

con lo cual, (CK : NL/K CL) divide a (K×IS∪TK : K×E).

Según un resultado de teorı́a de grupos, siA,B,C son subgrupos de un grupo abeliano tales
que A ⊃ B entonces (AC : BC)(A ∩ C : B ∩ C) = (A : B), en el sentido de que si dos
de los ı́ndices son finitos entonces el tercero también lo es y vale la igualdad (para probar esto,
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considerar el diagrama conmutativo

0

��

0

��

0

��
0 // B ∩ C //

��

B //

��

BC/C //

��

0

0 // A ∩ C //

��

A //

��

AC/C //

��

0

0 // A ∩ C/B ∩ C //

��

A/B //

��

AC/BC //

��

0

0 0 0

en el cual las dos filas de arriba y todas las columnas son exactas; probar que la tercera fila es
exacta es un ejercicio fácil de “perseguir el diagrama”, y esto implica lo que querı́amos).

Luego, para probar el teorema será suficiente mostrar que

(IS∪TK : E)
(IS∪TK ∩K× : E ∩K×)

= pr. (6)

Observemos que IS∪TK ∩K× = UK(S ∪ T ).
Primero calcularemos (IS∪TK : E). Por definición de ambos conjuntos, este ı́ndice es igual a∏

v∈S(K×
v : K×p

v ). Consideremos a K×
v con la acción trivial del grupo Z/pZ; por la Proposi-

ción 6.2.9, se tiene que el cociente de Herbrand es h(K×
v ) = p/|p|v, donde |.|v es un valor

absoluto normalizado; por otra parte, como las raı́ces p-ésimas de la unidad están en K×
v , el

cociente de Herbrand es igual a (K×
v : K×p

v )/p. De esta manera, se tiene que

(K×
v : K×p

v ) = p2/|p|v.

Ası́,
(IS∪TK : E) = p2s

∏
v∈S

1/|p|v = p2s (7)

por la fórmula del producto y el hecho de que |p|v = 1 si v 6∈ S.
Notemos que por (7), para probar (6) bastará con ver que

(UK(S ∪ T ) : E ∩K×) = p2s−r = ps+t. (8)

Como en (1), cambiando S por S ∪ T , vemos que (UK(S ∪ T ) : UK(S ∪ T )p) = ps+t. Por lo
tanto, bastará ver que E ∩K× = UK(S ∪ T )p. Es claro que UK(S ∪ T )p ⊂ E ∩K×. La otra
inclusión la deduciremos del siguiente resultado.

Lema. Sea K tal que contiene a las raı́ces p-ésimas de la unidad. Sea S un conjunto finito de
primos que satisface las condiciones (I), (II) y (III). Sea T un conjunto de primos disjunto de
S, tal que la aplicación UK(S)→

∏
v∈T Uv/U

p
v es suryectiva. Entonces E ∩K× ⊂ K×p.
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Dem. del lema. Sea b ∈ E ∩K× y consideremos K ′ = K(b1/p). Bastará ver que K ′ = K. Sea

D =
∏
v∈S

K×
v ×

∏
v∈T
Upv ×

∏
v 6∈S∪T

Uv.

Veremos que D ⊂ NK′/K IK′ y que K×D = IK , y el Corolario 7.2.4 implicará entonces que
K ′ = K. Para ver que D está contenido en el grupo de normas, sea v un primo de K. Entonces
la completación de K ′ respecto de un primo sobre v es Kv(b1/p). Si v ∈ S, esto es Kv (pues
b ∈ E ∩ K×), con lo cual, todo elemento de Kv es una norma. Si v ∈ T , la teorı́a local de
cuerpos de clases nos dice que el ı́ndice (K×

v : NKv(b1/p)×) es igual al grado [Kv(b1/p) : Kv],
que divide a p. Luego, toda potencia p-ésima es una norma. Finalmente, si v 6∈ S ∪T , Kv(b1/p)
es no ramificada sobre Kv pues pb es una unidad en v; luego, toda unidad es una norma.

Veamos ahora que IK = K×D. Es claro que ISK/D '
∏
v∈T Uv/U

p
v , y, por hipótesis,

UK(S) →
∏
v∈T Uv/U

p
v es suryectiva. Por lo tanto, ISK = DUK(S) e IK = K×ISK =

K×DUK(S) = K×D, como querı́amos probar.

Debemos deducir la otra inclusión. Sólo necesitamos ver que la aplicación UK(S) →∏
v∈T Uv/U

p
v es suryectiva. Sea H su núcleo. Basta ver que (UK(S) : H) =

∏
v∈T (Uv : Upv ).

Por la Proposición 6.2.9, el cociente de Herbrand de Uv es 1/|p|v, y como Uv contiene a las raı́ces
p-ésimas de 1, vale que

∏
v∈T (Uv : Upv ) =

∏
v∈T p/|p|v, que es igual a pt ya que |p|v = 1 si

v ∈ T . Por otra parte, H = L×p ∩ UK(S), por (4), y entonces (UK(S) : H) = pt por (2).

Corolario 7.4.4. Sea L/K finita y abeliana con grupo de Galois G. Supongamos que existe un
mapa de Artin φL/K como en la Definición 4.3.5. Entonces induce un isomorfismo

CK /NL/K CL → G.

Dem. El corolario 7.2.6 implica que φL/K debe ser suryectivo. Como su núcleo contiene a
K×NL/K IL, la segunda desigualdad implica que debe ser un isomorfismo.

7.5. Grupo de Brauer e invariantes

Sea L/K una extensión finita de Galois de cuerpos de números, de grado n, con grupo de
Galois G. En la sección anterior vimos que H1(G,CL) = 0; luego, la sucesión exacta corta
0 → L× → IL → CL → 0 da lugar a una sucesión exacta 0 → H2(G,L×) → H2(G, IL) →
H2(G,CL). Pero

H2(G,L×) = Br(L/K)

y
H2(G, IL) =

⊕
v

H2(Gv, (Lv)×) =
⊕
v

Br(Lv/Kv)

(Proposición 7.1.2). Luego, se tiene una aplicación inyectiva Br(L/K) →
⊕

v Br(Lv/Kv). Si
α ∈ Br(L/K), llamamos αv a su componente v-ésima en esta suma, y definimos invv(α) =
invv(αv), donde invv : Br(Lv/Kv) ⊂ Br(Kv) → Q/Z es el isomorfismo del Teorema 6.2.1.
Tiene sentido considerar

∑
v invv(α), pues sólo finitos αv son no nulos.
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Queremos extender esto ahora a cualquier α ∈ Br(K). Sabemos que α ∈ Br(L/K) para
una extensión L/K finita de Galois. Debemos probar que invv(α) no depende de tal extensión.
Supongamos que α ∈ Br(M/K), y sea L′ = ML. Para cada v, sea w un primo de L sobre v, y
w′ un primo de L′ sobre w′. Se tiene un diagrama conmutativo:

Br(L/K)

��

Inf // Br(L′/K)

��⊕
v Br(Lw/Kv)

pv

��

⊕
v Br(L′w′/Kv)

pv

��
Br(Lw/Kv)

Inf //

invv

��

Br(L′w′/Kv)

invv

��
Q/Z id // Q/Z.

Para ver que el cuadrado de arriba conmuta, hay que utilizar la expresión explı́cita en términos
de cociclos del isomorfismo de la Proposición 7.1.2; el de abajo conmuta por 6.2.4. Luego,
invv(α) (tomado con respecto a L/K) es igual a invv(Inf(α)) (tomado con respecto a L′/K).
Por simetrı́a, vale lo mismo para M , y se sigue que invv da lo mismo con L que con M . Se
tiene entonces una aplicación

invv : Br(K)→ Q/Z.

Podemos hacer algo más: si para cada extensión L/K como recién, cambiamos Br(L/K)
por H2(Gal(L/K), IL), vale exactamente lo mismo, sólo nos tenemos que olvidar de la apli-
cación Br(K)→

⊕
v Br(Lv/Kv). Luego, si definimos H2(Gs, IKs) como el lı́mite directo de

los H2(Gal(L/K), IL), con L/K recorriendo las extensiones finitas de Galois, sigue valiendo
que el lı́mite es una unión (probar como ejercicio los resultados sobre grupos de Brauer de la
Sección 5.8 para estos grupos) y tenemos definido

invv : H2(Gs, IKs)→ Q/Z,

que consiste en “pegar” las aplicaciones invv : H2(Gal(L/K), IL) '
⊕

v Br(Lv/Kv) →
Q/Z.

7.6. Ley de reciprocidad

Completaremos aquı́ la demostración de los Teoremas 4.5.1 y 4.5.2. Sea L/K finita y
abeliana, con grupo de Galois G. Por lo visto hasta aquı́, sólo necesitamos construir el mapa
de Artin φL/K .

Sea v un primo (finito) de K. Si w y w′ son primos de L sobre v, sea σ ∈ Gal(L/K) tal
que w′ = σw. Sean Ω,Ω′ clausuras abelianas de Kv que contengan a Lw y a Lw′ respecti-
vamente, y sean Knr

v y Knr′
v las extensiones maximales no ramificadas de Kv en Ω y en Ω′

respectivamente. El isomorfismo σw : Lw → Lw′ se extiende a un isomorfismo σ̃ : Ω → Ω′
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y da lugar a un isomorfismo θ entre Gal(Ω/Kv) y Gal(Ω′/Kv), dado por τ 7→ σ̃τ σ̃−1. Sean
φv : K×

v → Gal(Ω/Kv) y φ′v : K×
v → Gal(Ω′/Kv) los mapas de reciprocidad locales de la

Sección 6.1. Utilizando la caracterización dada en el Teorema 6.2.11, es fácil ver que θφv = φ′v.
Luego, viendo a Gal(Lw/Kv) y a Gal(Lw′/Kv) dentro de Gal(L/K) como el grupo de de-
scomposición Gv, se deduce que φv : K×

v → Gv es independiente del primo que tomemos
arriba de v. En el caso de v infinito la afirmación es trivial.

Definimos φL/K : IK → G como el producto de todos los mapas de reciprocidad locales:

φL/K(x) =
∏
v

φv(xv).

Esta definición es correcta, ya que para casi todo v, xv ∈ Uv y v es no ramificado, y por el
Corolario 6.2.8 se tiene que xv es una norma y, por lo tanto, φv(xv) = 1.

Sea S el conjunto de primos ramificados de L/K. Si v es un primo infinito no ramificado
entonces el mapa de reciprocidad local φv es trivial; si v es finito no ramificado, sea ψv ∈
Gv el morfismo de Frobenius de Lv/Kv. Por la Proposición 6.2.11, φv(xv) = ψ

ordv(xv)
v . En

consecuencia,
φL/K(x) =

∏
v 6∈S,v<∞

ψordv(xv)
v si x ∈ IK,S .

Es muy fácil ver que ψv = ψL/K(v), utilizando la caracterización de ambos. Se sigue entonces
que φL/K(x) = ψL/K(id(x)) si x ∈ IK,S .

Por otra parte, es claro que φL/K es continuo pues su núcleo contiene a NL/K IL, que es un
abierto de IK . Luego, φL/K cumple dos de las propiedades que se necesitan para que valga la
ley de reciprocidad. El punto crucial es probar que se anula en K×.

Para terminar de probar el Teorema 4.5.1, enunciaremos dos resultados que relacionaremos
luego.

Teorema 7.6.1. (a) Para toda extensión finita y abeliana L/K, la función definida arriba
φL/K se anula en K×.

(b)
∑

v invv(α) = 0 para todo α ∈ Br(K).

Lo que necesitamos demostrar es la parte (a). La idea será la siguiente:

Paso 1. Probar (a) para extensiones L/K finitas ciclotómicas (esto es, L ⊂ K(ζ) para ζ
una raı́z primitiva de la unidad).

Paso 2. Deducir (b) para α ∈ Br(L/K), con L/K ciclotómica cı́clica.
Paso 3. Deducir (b) para α ∈ Br(K) arbitrario.
Paso 4. Deducir (a) para toda L/K abeliana finita.

Necesitaremos algunos lemas técnicos para relacionar (a) con (b). Sea L/K finita de Galois,
con grupo de Galois G. Consideremos el isomorfismo Hq(G, IL)→

⊕
vH

q(Gv, (Lv)×) de la
Proposición 7.1.2, y llamémoslo momentáneamente η.
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Lema 7.6.2. El siguiente diagrama es conmutativo:

Hq(G, IL)
η //

Res
��

⊕
vH

q(Gv, (Lv)×)

pv

��
Hq(Gv, IL)

a∗v // Hq(Gv, (Lv)×),

donde pv es la proyección y a∗v es la inducida por la proyección av : IL → (Lv)×.

Dem. La omitimos. Consiste en una verificación directa con q-cociclos y la expresión explı́cita
de los cuatro morfismos en términos de ella.

Sea L/K finita y abeliana. Dado χ ∈ Hom(G,Q/Z) = H1(G,Z) un carácter de G, sea
δχ ∈ H2(G,Z) la imagen por el morfismo de conexión. Para cada primo v, sea χv la restricción
al grupo de descomposición Gv. Dado x ∈ IK , sea x su imagen en IK/NL/K IL = Ĥ0(G, IL).
Entonces se tiene el producto “cup” x.δχ ∈ H2(G, IL).

Lema 7.6.3. Con las notaciones de recién, se tiene que

invv(x.δχ) = χv(φv(xv)),

y, por lo tanto, ∑
v

invv(x.δχ) = χ(φL/K(x)).

Dem. Usando las notaciones del último lema, se tiene que invv(x.δχ) = invv(pv(η(x.δχ)))
por definición de invv : H2(G, IL)→ Q/Z. Pero el lema implica que esto es igual a

invv(a∗v(Res(x.δχ))).

Por la Proposición 5.5.2, esto es

invv(a∗v(Res(x).Res(δχ))).

Pero Res(δχ)) = δχv, y como a∗v(Res(x)) = xv (clase enKv/NLv/Kv
(Lv)×), las propiedades

funtoriales del producto “cup” implican que

invv(x.δχ) = invv(xv.δχv) = χv(φv(xv)).

La última igualdad se sigue de la teorı́a local ([CaF67]). La otra afirmación del lema se sigue
inmediatamente por definición de φL/K .

Paso 4. Aplicamos el último lema con x ∈ K×; sea x̃ su imagen en Ĥ0(G,L×). Entonces
x̃.δχ ∈ H2(G,L×) ⊂ Br(K) para todo χ carácter de G. Sea x la imagen de x en Ĥ0(G, IL),
de manera que x.δχ ∈ H2(G, IL); por la funtorialidad del producto “cup”, x.δχ es la imagen
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de x̃.δχ via la aplicación H2(G,L×) → H2(G, IL) inducida por L× ↪→ IL. Además, el lema
implica que

χ(φL/K(x)) =
∑
v

invv(x.δχ),

con lo cual, si (b) vale para cualquier α ∈ Br(K), se tiene que χ(φL/K)) = 0. Como esto vale
para todo χ, se sigue que φL/K(x) = 1 si x ∈ K×.

Paso 2. Probaremos en realidad que si vale (a) para una extensión finita cı́clica entonces vale
(b) para α ∈ Br(L/K), con L/K cı́clica. Sea s un generador deG y χs como en la Observación
5.6.3. Entonces la aplicación Ĥ0(G,L×)→ H2(G,L×) que consiste en tomar producto “cup”
con χs es un isomorfismo; esto implica que todo elemento de H2(G,L×) es de la forma x̃.δχs.
Si vale (a) para L/K entonces el lema implica que∑

v

invv(x.δχs) = χs(φL/K(x)) = 0,

donde x es la imagen en Ĥ0(G, IL). Esto implica (b).

Paso 1. Reduciremos todo al caso en que el cuerpo de base sea Q y la extensión sea
Q(ζm)/Q.

Lema 7.6.4. Si el Teorema 7.6.1(a) vale para L/K y K ⊂ K ′ ⊂ L entonces vale para K ′/K.

Dem. Se sigue de que φK′/K es la composición de φL/K con Gal(L/K) → Gal(K ′/K), lo
cual se debe a que es cierto para los mapas de Artin locales.

El último lema implica que podemos suponer que L = K(ζ). Ahora lo reduciremos al caso
K = Q. Sea M = Q(ζ) y sean G′ = Gal(L/K) y G = Gal(M/Q). Entonces L = MK, y se
tiene una inyección natural G′ ↪→ G. El siguiente diagrama es conmutativo:

IK
φL/K //

NK/Q
��

G′

��
IQ

φM/Q // G.

La conmutatividad se sigue de la definición de la norma y de “pegar” los diagramas conmuta-
tivos del caso local. Dejamos los detalles como ejercicio.

Sea entonces x ∈ K×. Si vale el Teorema 7.6.1(a) para M/Q, entonces NK/Q(x) ∈ Q× y,
por lo tanto, φM/Q NK/Q(x) = 1. Como G′ → G es inyectiva, se sigue que φL/K(x) = 1.

Veamos que φQ(ζm)/Q(x) = 1 si x ∈ Q×. Basta ver que φQ(ζm)/Q(x)
∣∣Q(ζ`r ) = 1 para todo

primo ` tal que `r|m y `r+1 - m. Por lo tanto, podemos suponer que m = `r 6= 2. Además, por
multiplicatividad basta ver que vale en los casos x = −1, x = ` y x = q un primo distinto de `.

Por definición, φQ(ζm)/Q(x) =
∏
p φp(x), donde

φp = φQp(ζm)/Qp
: Q×

p → Gal(Qp(ζm)/Qp).
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Utilizamos la caracterización dada en la Sección 6.3, y obtenemos que, haciendo la identifi-
cación (Z/mZ)× ' Gal(Q(ζm)/Q) dada por [n]←→ (ζm 7→ ζnm),

φp(−1) =

{
[1], p 6= l,∞;
[−1], p = l,∞.

φp(q) =


[1], p =∞, p 6= q, l,∞;
[q], p = q;
[q−1], p = l.

φp(l) = [1] ∀p.

En cualquier caso,
∏
p φp(x) = 1.

Paso 3. Basta probar que todo α ∈ Br(K) se parte por una extensión ciclotómica cı́cli-
ca. Sea L/K una extensión finita de Galois cualquiera. Entonces α ∈ Br(L/K) si y sólo
si está en el núcleo de ResK/L : Br(K) → Br(L). Pero un elemento β ∈ Br(L) es 0 si
y sólo si invw(β) = 0 para todo primo w de L (ya que Br(L) se inyecta en la suma di-
recta de los grupos de Brauer locales). Utilizando explı́citamente con cociclos el isomorfis-
mo de la Proposición 7.1.2, y reduciendo al caso local (Proposición 6.2.2), es fácil ver que
si w|v entonces invw(ResK/L(α)) = [Lw : Kv] invv(α). Luego, α ∈ Br(L/K) si y sólo
si [Lw : Kv] invv(α) = 0 para todo primo w de L y todo primo v debajo. Notemos que
invv(α) = 0 para casi todo v, con lo cual, son finitas condiciones. Luego, existe m tal que
m invv(α) = 0 (en Q/Z) para todo v. El siguiente lema termina entonces con la demostración
del Paso 3.

Lema 7.6.5. Sea K un cuerpo de números, S un conjunto finito de primos de K y m ∈ N.
Entonces existe una extensiónL/K cı́clica, ciclotómica, tal que los grados locales son divisibles
por m en los primos finitos de S y por 2 en los primos reales de S.

Dem. Dejamos como ejercicio fácil ver que es suficiente considerar K = Q (para el caso gen-
eral, tomar m[K : Q]). Sea q un primo de Z y r arbitrario (grande). Consideremos la extensión
L(q) = Q(ζ), donde ζ es una raı́z qr-ésima primitiva de la unidad. El grupo de Galois de L(q)
sobre Q es isomorfo a la suma directa de un grupo cı́clico de orden q − 1 y un grupo cı́clico de
orden qr−1 si q es impar, mientras que Gal(L(2)/Q) es isomorfo a la suma directa de un grupo
cı́clico de orden 2 y otro de orden 2r−2. Por lo tanto, existe una subextensión L′(q) cı́clica
ciclotómica de grado qr−1 si q es impar, de grado 2r−2 si q = 2.

Consideremos Qp(ζ), donde p es un primo finito de Q. Sabemos que el grado local [Qp(ζ) :
Qp] es igual a epfp, donde ep, fp son el grado de ramificación y de inercia de p en la extensión
L(q)/Q. Utilizaremos los resultados enunciados en el Ejemplo 1.1.13. Si p = q, ep = ϕ(qr) y
fp = 1; si p 6= q, ep = 1 y fp es el orden multiplicativo de p módulo qr. En cualquier caso, se
tiene que [Qp(ζ) : Qp]→∞ cuando r →∞.

Como [L(q) : L′(q)] = q − 1 si q es impar y [L(2) : L′(2)] = 2, localizando en cada primo
p <∞, se tiene que [L(q)p : L′(q)p] ≤ q − 1 y [L(2)p : L′(2)p] ≤ 2. Obtenemos entonces que
[L′(q)p : Qp] es una potencia de q que tiende a∞ cuando r tiende a∞.
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Supongamos que los factores primos de m son q1, . . . , qn (impares) y eventualmente 2.
Consideramos L el compuesto de las extensiones L′(q1), . . . , L′(qn) y eventualmente L′(2). Es
una extensión de Q, cı́clica ciclotómica, y los grados locales cumplen lo requerido si tomamos r
suficientemente grande (para el eventual primo del infinito, notar que L′(q)/Q es una extensión
totalmente compleja para todo q, esto es, toda inmersión en C es no real).

7.7. Clases fundamentales

SeaL/K una extensión finita de Galois de grado n, con grupo de GaloisG. Nuestro objetivo
será probar que H2(G,CL) es cı́clico de orden n.

Consideremos el siguiente diagrama:

H2(G,CL)

0 // Br(L/K) // H2(G, IL)

77ppppppppppp

P
''NNNNNNNNNNN

Q/Z.

La fila de arriba es la sucesión exacta larga de cohomologı́a; la última aplicación no tiene que ser
necesariamente suryectiva. Notamos con H2(G,CL)′ a su imagen. La aplicación

∑
consiste

en sumar los invariantes locales.
Como la imagen de invv es el grupo cı́clico 1

nv
Z/Z (nv = grado local), se sigue que la

imagen de
∑

es el grupo cı́clico 1
n0

Z/Z, donde n0 es el mı́nimo común múltiplo de los nv
(notemos que hay sólo finitos nv pues todos dividen a n). Observemos que n divide a n0, pero
no es cierto que siempre sean iguales.

En la sección anterior, probamos que la fila de abajo del diagrama es un complejo, es decir,
la composición de las dos aplicaciones es cero. Esto implica que podemos definir un morfismo
suryectivo

H2(G,CL)′ → 1
n0

Z/Z.

Notando con H2(Gs,CKs)′ al lı́mite de los H2(G,CL)′, obtenemos el diagrama

H2(Gs,CKs)

0 // Br(K) // H2(Gs, IKs)

66nnnnnnnnnnnn

P
((PPPPPPPPPPPPP

Q/Z

y podemos definir un morfismo H2(Gs,CKs)′ → Q/Z.
Supongamos que L/K cumple que n0 = n. Entonces:
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(a) La aplicación H2(G,CL)′ → 1
nZ/Z es un isomorfismo (pues es suryectiva y

(H2(G,CL)′ : 1) ≤ (H2(G,CL) : 1) ≤ n

por el Teorema 7.4.1).

(b) H2(G,CL)′ = H2(G,CL) y ambos tienen orden n.

(c) La sucesión

0 // Br(L/K) // H2(G, IL)
P

// 1
nZ/Z // 0

es exacta.

Lema 7.7.1. Si L/K es cı́clica entonces n = n0.

Dem. Sea S ⊃ S∞ un conjunto de primos que contenga a los ramificados. Sabemos que ψL/K :
ISK → Gal(L/K) es suryectivo, y al ser Gal(L/K) cı́clico existe v primo finito fuera de S tal
que ψL/K(v) genera Gal(L/K); en particular, tiene orden n. Pero el orden de ψL/K(v) es
fv = nv y, por lo tanto, nv = n. En consecuencia n ≤ n0 y, por lo tanto, deben ser iguales.

En particular, si L/K es una extensión ciclotómica cı́clica,

0 // Br(L/K) // H2(G, IL)
P

// 1
[L:K]Z/Z // 0

es exacta. Como para cada n existe una extensión ciclotómica cı́clica de grado al menos n (usar
el Lema 7.6.5 con un primo finito fijo) y Br(K) (respectivamente H2(Gs, IKs)) es el lı́mite
directo (unión directa) de los Br(L/K) (respectivamente H2(G, IL)), donde L/K recorre tales
extensiones (ver el paso 3 de la sección anterior y notar que las observaciones anteriores al Lema
7.6.5 son válidas para α ∈ H2(Gs, IKs)), se tiene la siguiente sucesión exacta:

0 // Br(K) // H2(Gs, IKs)
P

// Q/Z // 0.

Se la denomina sucesión exacta fundamental de la teorı́a global de cuerpos de clases.
Recordemos (Sección 5.8) que la sucesión 0 → Br(L/K) → Br(K) → Br(L) se obtiene

pasando al lı́mite las sucesiones 0→ Br(L/K)→ Br(E/K)→ Br(E/L), con E/K finita de
Galois que contiene a L. Razonando de la misma manera con los idèles o con el grupo de clases
de idèles (usando que H1(G, IL) = H1(G,CL) = 0), obtenemos el siguiente gran diagrama
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conmutativo tridimensional:

0

��

0

��

0

��

0

��

0 // Br(L/K)

��

// H2(G, IL)

��

//

,,YYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYY H2(G,CL)′

��

//

**UUUUUUUUUUUUUUU
0

1
nZ/Z

��

0 // Br(K)

��

// H2(Gs, IKs) //

��

,,YYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYY H2(Gs,CKs)′ //

��

**UUUUUUUUUUUUUUU
0

Q/Z

.n

��

0 // Br(L) // H2(Gs, ILs) //

,,YYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYY H2(Gs,CLs)′ //

**UUUUUUUUUUUUUUU
0

Q/Z

��
0.

En efecto, lo único que nos resta probar es la conmutatividad del diagrama

H2(Gs, IKs) //

��

Q/Z

.n

��
H2(Gs, ILs) // Q/Z,

y para ello basta ver que si E ⊃ L ⊃ K es tal que E/L y E/K son finitas de Galois entonces

H2(Gal(E/K), IE)
P

//

Res
��

Q/Z

.n

��
H2(Gal(E/L), IE)

P
// Q/Z

lo es, pues el primer diagrama se obtiene de éste por paso al lı́mite. Esto se hace reduciendo al
caso local y usando la Proposición 6.2.2.

Afirmamos ahora que la aplicaciónH2(Gs,CKs)′ → Q/Z es biyectiva. La suryectividad se
sigue inmediatamente de queH2(Gs, IKs)→ Q/Z lo es. Por la misma razón, si un elemento va
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a parar a cero en Q/Z, proviene de un elemento de H2(Gs, IKs) que va a parar a cero, y, por lo
tanto, de un elemento de Br(K); luego, es cero. De la misma manera se ve queH2(Gs,CLs)→
Q/Z también es biyectiva. Tenemos entonces el siguiente diagrama conmutativo de filas exactas:

0 // 1
nZ/Z // Q/Z .n // Q/Z //

��

0

0 // H2(G,CL)′ //

OO

H2(Gs, IKs) //

OO

H2(Gs, ILs).

Usando el hecho de que las flechas verticales del medio y de la derecha son isomorfismos,
es muy fácil ver que la de la izquierda es suryectiva. Pero H2(G,CL)′ es un subgrupo de
H2(G,CL), cuyo orden divide a n por el Teorema 7.4.1. Se sigue entonces que

H2(G,CL)′ = H2(G,CL) ' 1
n

Z/Z,

y, por lo tanto,H2(G,CL) es cı́clico de orden n. Llamamos invK al isomorfismoH2(G,CL) '
1
nZ/Z, y al generador uL/K que provenga de 1

n por esta aplicación lo llamamos clase funda-
mental de L/K.

Observemos que también hemos probado que en el diagrama tridimensional podemos suprim-
ir las ′.

Observación 7.7.2. Si L/K es una extensión finita de Galois, estamos en las hipótesis del Teo-
rema de Tate (5.7.2), y se tienen isomorfismos

Ĥq(G,Z)→ Ĥq+2(G,CL).

El caso q = −2 nos da un isomorfismo

Gab ' CK /NL/K CL,

que no es otra cosa que la inversa del mapa de Artin. La razón de esto es que en el caso local
se utilizan las mismas herramientas (Teorema de Tate), una vez probado que el H2 es cı́clico,
y se definen los mapas de Artin locales de esta manera. Abstrayendo todas estas nociones en lo
que Artin y Tate llaman formaciones de clases, se obtiene un tratamiento totalmente abstracto y
cohomológico de la teorı́a de cuerpos de clases, tanto local como global.

El siguiente teorema elimina cualquier esperanza de que los grupos norma sirvan para clasi-
ficar extensiones no abelianas.

Teorema 7.7.3. SeaE una extensión finita deK (no necesariamente de Galois), yM la máxima
subextensión abeliana. Entonces

NE/K CE = NM/K CM .
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Dem. Sea L una extensión finita de Galois de K que contenga a E, con G = Gal(L/K) y
H = Gal(L/E). Utilizando los isomorfismos que mencionamos recién, se tiene un diagrama
conmutativo

Ĥ−2(H,Z)
' //

Cor
��

Ĥ0(H,CL)

Cor
��

Ĥ−2(G,Z)
' // Ĥ0(G,CL),

que se identifica con el diagrama

Hab ' //

��

CE /NL/E CL

NE/K

��

Gab
' // CK /NL/K CL .

Luego, el conúcleo de Hab → Gab es isomorfo a CK /NE/K CE . Pero a su vez, como M es
la máxima subextensión abeliana de L contenida en E, es el cuerpo fijo de G′H . Por lo tanto,
Gal(M/K) ' Gal(L/K)/Gal(L/M) = G/G′H ' (G/G′)/(G′H)/G′ ' coker(Hab →
Gab). De esta manera, CK /NE/K es isomorfo a Gal(M/K), que por la ley de reciprocidad es
isomorfo a CK /NM/K CM . Como NM/K CM ⊃ NE/K CE , se sigue que ambos grupos son
iguales.

Corolario 7.7.4. Una extensión finita E/K es abeliana si y sólo si (CK : NE/K CE) = [E :
K].

7.8. El teorema de existencia

Probaremos aquı́ el Teorema 4.5.4. Sea N ⊂ CK un subgrupo abierto de ı́ndice finito.
Diremos que N es un grupo norma si existe L/K finita y abeliana tal que N = NL/K CL.

Si N es un grupo norma y N ′ ⊃ N entonces N ′ es un grupo norma. Esto se sigue mirando
la demostración del Corolario 4.5.8.

Proposición 7.8.1. Sea K un cuerpo de números tal que contiene una raı́z p-ésima primitiva de
la unidad (p un primo). Sea S un conjunto finito de primos que cumpla las condiciones (I), (II)
y (III) enunciadas en la demostración del Teorema 7.4.2. Sea M = K(UK(S)1/p). Entonces

K×NM/K IM = K×E, donde E =
∏
v∈S

K×p
v ×

∏
v 6∈S
Uv.

Dem. Consideremos la demostración del Teorema 7.4.2. Tomemos L = M ; entonces T es
vacı́o, t = 0 y s = r. Además, el E que definimos allı́ es el mismo que definimos recién, y, por
lo tanto, E ⊂ NM/K IM ; además, (ISK : K×E) = ps = [M : K]. Por otra parte, por la ley de
reciprocidad, (IK : K×NM/K IM ) = ps. Se sigue entonces el resultado.
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Lema Clave. Sea p un primo y K un cuerpo de números tal que contiene una raı́z p-ésima
primitiva de 1. Entonces todo subgrupo abierto de CK de ı́ndice p es un grupo norma.

Dem. Sea N un tal subgrupo; sea H su preimagen en IK . Entonces H es un subgrupo abierto
de IK ; luego, existe un conjunto finito S ⊃ S∞ (que podemos agrandar tanto como queramos)
tal que H ⊃

∏
v∈S 1 ×

∏
v 6∈S Uv. Además, como (CK : N) = p, IpK ⊂ H , y, por lo tanto,

H ⊃
∏
v∈SK

×p
v ×

∏
v 6∈S Uv = E. Luego, N = H/K× ⊃ EK×/K×. Por la proposición

anterior, N es un grupo norma.

Lema 7.8.2. Sea K ′/K una extensión finita y N ⊂ CK abierto. Si N ′ = N−1
K′/K(N) ⊂ CK′

es un grupo norma para K ′ entonces N es un grupo norma para K.

Dem. Sea L/K ′ finita y abeliana tal que NL/K′ CL = N ′. Sea M la máxima subextensión
abeliana de L/K. Por el Teorema 7.7.3,

NM/K CM = NL/K CL = NK′/K(N ′) ⊂ N.

Luego, N es un grupo norma pues contiene a otro.

Dem. del Teorema de Existencia. Lo hacemos por inducción en el ı́ndice deN . Si es 1 entonces
N = CK = NK/K CK .

Sea p un primo que divide al ı́ndice de N . Sea K ′ = K(ζ), donde ζ es una raı́z p-ésima
primitiva de la unidad, y sea N ′ = N−1

K′/K(N). Por el último lema, basta ver que N ′ es un
grupo norma. El ı́ndice de N ′ en CK′ divide al de N en CK , y podemos suponer que son
iguales, ya que, en otro caso, la hipótesis inductiva nos asegura que N ′ es un grupo norma.
Tenemos entonces que p divide a (CK′ : N ′), y, por lo tanto, CK′ /N

′ tiene un subgrupo de
orden p. Luego, existe N ′

1 subgrupo de CK′ tal que N ′
1 ⊃ N ′ y (CK′ : N ′

1) = p. El lema clave
anterior nos dice que N ′

1 es un grupo norma, y, por lo tanto, existe L/K ′ finita y abeliana tal
que N ′

1 = NL/K′ CL. Sea N ′′ = N−1
L/K′(N

′). Consideremos entonces la aplicación

NL/K′ : CL /N
′′ → CK′ /N

′,

que es un monomorfismo cuya imagen es N ′
1/N

′. Como este cociente está contenido propia-
mente en CK′ /N

′ (ya que (CK′ : N ′
1) = p > 1), se tiene que

(CL : N ′′) < (CK′ : N ′) = (CK : N).

Por hipótesis inductiva, N ′′ es un grupo norma, y el último lema implica entonces que N ′ lo
es.

Debemos probar ahora la unicidad. Sean L,L′ dos extensiones finitas y abelianas contenidas
en una clausura algebraica fijaKal. SeaM el compuesto deL conL′, que es una extensión finita
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y abeliana de K. Utilizando el Teorema 4.5.3, se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

CK /NM/K CM
φM/K //

��

Gal(M/K)

res

��
CK /NL/K CL

φL/K // Gal(L/K).

Como las flechas horizontales son isomorfismos, el núcleo de res, que es Gal(M/L) es la ima-
gen isomorfa bajo φM/K de NL/K CL /NM/K CM . Luego, L, al ser el cuerpo fijo del núcleo de
res, está determinado como subcuerpo deM por el grupo NL/K CL. Cambiando L por L′, se ve
que si NL/K CL = NL/K CL′ entonces L = L′. Observemos que la unicidad salı́a directamente
de los Teoremas 4.5.1-4.5.3.
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