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Resumen

El tema principal de esta tesina es la interpolacion polinomial multivariada consi-
derada desde el punto de vista algoritmico.

En la primera mitad del trabajo se estudia el problema de la interpolaciéon poli-
nomial multivariada cuando el conjunto de nodos es una Q—variedad algebraica afin
O—dimensional V' de C", que se supone dada en forma implicita por un sistema de
ecuaciones polinomiales F; = 0,...,F,, = 0 con coeficientes en Q. A partir de estos
polinomios se construye un subespacio de interpolantes II, de “bajo grado”. Final-
mente se considera una version algoritmica de este problema, basada en el modelo de
computacién de los straight—line programs.

En la segunda mitad del trabajo se obtienen cotas inferiores de complejidad para
ciertos problemas de interpolacion. Para tal fin se fija un modelo para procesos de
interpolacion, que permite modelizar ademaés de los problemas de interpolacién clésicos,
otros problemas de interpolacién que presentan “singularidades”. Ademas, se conside-
ran fenémenos de coalescencia, a través de la nocién de robustez para algoritmos que
resuelven problemas de interpolacién. En este contexto, basicamente obtenemos cotas
inferiores en términos del nimero de nodos involucrados, y cotas inferiores en términos
del costo de la “longitud” de la representacion de los interpolantes.
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Capitulo 1

Introduccion

En esta tesina estudiamos el aspecto algoritmico de la interpolacién polinomial
multivariada. Fijese n € N y denotemos con IT := C[X7, ..., X,,] al anillo de polinomios
en las indeterminadas X, ..., X, con coeficientes en C. En la Parte I partimos de la
consideraciéon del siguiente problema de interpolacién de Lagrange:

Problema 1 FElproblema de interpolacién de Lagrange (lineal y genérico) en los nodos
M . 2@® € C" definido en un subespacio @ C II, consiste en hallar para cada
conjunto ordenado de valores yi, . ..,ys € C un polinomio P (un interpolante) “simple”
en O, que verifique las condiciones de interpolacién P(xW) =y; (1 < j <9).

Al contrario que en el caso univariado, donde el subespacio de interpolantes canénico
O es el conjunto de polinomios de grado a lo sumo § — 1, en el caso multivariado la
eleccion del subespacio O, depende fuertemente de las propiedades impuestas a los
interpolantes [9, Introduction]. La nocién de simplicidad del interpolante P se precisa
segun el contexto, pero en términos generales significa que P posee buenas propiedades
con respecto a posibles aplicaciones. Por ejemplo, para que la interpolacion polinomial
sea util como método de aproximacioén es necesario evitar que el interpolante tenga
grandes oscilaciones. Siendo el grado del polinomio lo que causa dichas oscilaciones, un
requerimiento generalmente adoptado es que P tenga grado “bajo” (]9, Introduction],
[16, 3.2, 3.1].) asi pues, vamos a preocuparnos de controlar el grado del interpolante.

Usualmente los nodos y los valores que definen el problema de interpolacién son
dados explicitamente. Por otra parte ya en 1865 Kronecker [26] investigd la interpo-
lacién cuando el conjunto de nodos es el conjunto de ceros de un sistema de ecuaciones
polinomiales y de hecho empleé dichas ecuaciones para construir el polinomio inter-
polante, aunque todavia suponiendo el conocimiento de los nodos. Inspirados en la idea
de Kronecker nosotros consideramos un problema de interpolacién implicita, en donde
unicamente se supone el conocimiento de las ecuaciones que definen los nodos. Mas
precisamente, vamos a considerar la siguiente reformulacién del Problema 1:



Problema 2 Sean dados polinomios Fy, ..., F, en Q[Xq,..., X,] tales que el conjunto
de ceros del sistema de ecuaciones Fy(z) = 0,..., F,(xz) = 0 es el conjunto de nodos V' =
{2M . 20} c C". Asimismo supongamos dado un polinomio F € Q[X1,...,X,]. El
problema de la interpolacién de Lagrange (implicita) consiste en hallar un polinomio
PeQ[Xy,...,X,] “simple” tal que P(x™) = F(z%) para 1 <i < 4.

Ahora los datos de entrada, esto es, los polinomios Fi, ..., F, y F, se pueden repre-
sentar a partir de pardmetros racionales de los cuales obtenemos el polinomio interpo-
lante P de F' mediante un ntmero finito de operaciones racionales. En efecto, a partir

de estos polinomios construimos una base (G1, ..., Gs) de polinomios en Q[ X7, ..., X,]
de grados a lo sumo n(d — 1), donde d es una cota a priori para los grados de los
polinomios Fi, ..., F,, y tales que generan un subespacio de interpolantes O := Il

para el problema en consideracién. Luego se calculan las coordenadas del interpolante
P € IlIy en dicha base, por medio de un algoritmo probabilistico cuyo costo depende
linealmente del costo de evaluar los polinomios de entrada y cuadraticamente de un
invariante geométrico asociado al sistema de entrada, que denominamos el grado del
sistema (Teorema 5.18). Este grado esta siempre acotado por el nimero de Bézout del
sistema de entrada (el producto de los grados de los polinomios Fi, ..., F,) y en ciertos
casos de interés practico resulta considerablemente menor que éste. En este sentido,
nuestro algoritmo mejora significativamente el costo de los algoritmos que utilizan bases
de Grobner.

En la Parte II estudiamos la complejidad de resolver familias de problemas de inter-
polacién. Para tal fin fijamos un modelo para los procesos de interpolacion. En éste, la
familia de problemas de interpolacién esta codificada por un subconjunto construible
D de un cierto espacio ambiente afin. Aqui, las coordenadas de un cédigo d € D se
interpretan como la lista de nodos/valores que definen un problema de interpolacién
particular. Un algoritmo de interpolacién que resuelve la familia de problemas esté dado
por una codificacién del espacio de interpolantes, mediante un constructible D* y por
una aplicacién racional ¥ de D en la estructura de datos D*. La complejidad del algo-
ritmo ¥ se define entonces como la dimension del espacio ambiente donde estd incluida
la estructura de datos D* que codifica las salidas del algoritmo. Asi pues, nuestro obje-
tivo es obtener cotas inferiores de complejidad para la representacién de las salidas (es
decir, los interpolantes) de algoritmos de interpolacién que resuelven (genéricamente)
familias de problemas de interpolacién.

Considérese, por ejemplo, la clasica familia de problemas de interpolacion de La-
grange con N nodos. Esta familia de problemas esta representada por la estructura de
datos D = {(&1,y1,...,én,y1) € CFUN - ¢ e C" y; € Cparal < i < N, & #
¢,para 1l <i<j< N} CPIN de modo que cada punto d := ((&1,41,---,En, 1) €
D determina un problema de interpolacién de Lagrange que consiste en hallar un poli-
nomio interpolante P € C[Xy,...,X,] que verifique P(§;) = y; para 1 < i < N.
Obsérvese que en este caso la estructura de datos D es un subconjunto denso Zaris-



ki del espacio afin C**t)N . Esta es la situacién tipica de muchas otras familias de
problemas de interpolacién clasicas.

Ahora bien, es un hecho que, fijando una complejidad de representacién para el
aproximante de una funcién dada, los espacios no lineales proveen aproximantes con
mejores calidades aproximativas que las obtenidas con aproximantes tomados de espa-
cios lineales (véase [38, 5.8 y 5.9]). Por otra parte, la interpolacién polinomial constituye
uno de los métodos mas simples de aproximacion. Por tales motivos, nosotros consi-
deramos, mas generalmente, familias de problemas de interpolacion cuyas estructuras
de datos son subconjuntos construibles D de dimension estrictamente menor que la
dimension del espacio afin donde estéan incluidos, y aun con presencia de puntos sin-
gulares, pues tipicamente las familias de problemas de interpolacién no lineales estan
representadas por estructuras de datos de este tipo (Ejemplo 6.2.4).

El primer resultado que obtenemos demuestra que toda familia de problemas de
interpolacion de Lagrange con un numero fijo de nodos codificada por un conjunto
abierto Zariski tiene esencialmente la complejidad del método usual de interpolacion
lineal univariado, es decir, el nimero de nodos (Teorema 8.1).

Con el fin de obtener cotas inferiores de complejidad para las familias de problemas
de interpolacién no lineales introducidas en los Ejemplos 8.1.2 y 6.2.4, suponemos que
los algoritmos de interpolacion son robustos. Esencialmente ¥ es un algoritmo robusto
de interpolacién, si admite una tnica extension a toda instancia de la familia de proble-
mas donde ¥ no esta definida. Nosotros formalizamos la nocién de robustez mediante la
teoria de places de la geometria algebraica y el algebra conmutativa. El resultado mas
importante que obtenemos en este contexto es la cota inferior para la familia de proble-
mas del Ejemplo 6.2.4. En este ejemplo el espacio de interpolantes es el conjunto O,, 1,
de polinomios n-variados que se pueden evaluar mediante un straight-line program de
longitud no escalar a lo sumo L. Consideramos la familia de problemas de interpolacién
que consiste en reconstruir un polinomio f € O, a partir de sus valores en suficientes
nodos (un sucesién de identificacién). En este caso obtenemos una cota inferior que
depende exponencialmente del nimero de nodos (Teorema 8.3).






Capitulo 2

Preliminares

2.1. Geometria algebraica

Uno de los aspectos del método de interpolaciéon que desarrollamos en la Parte
I de este trabajo es el uso de las propiedades geométricas del conjunto de nodos en
consideracion. Por esta razén, comenzamos repasando algunas nociones basicas de la
geometria algebraica.

2.1.1. Variedades algebraicas

Sea k := Q o C. Un subconjunto V' C C" se llama una k—variedad (algebraica) afin
de C™ (brevemente una k—variedad) si existen polinomios Fi, ..., Fs en k[Xq,... , X,]
tales que

V={zeC": F(zx)=0,...,Fy(x) =0}.

Denotamos esto brevemente con V = V(F, ..., Fy). Una k-variedad V := V(F') defini-
da por un solo polinomio F' no constante se llama una hipersuperficie.

Las k—variedades afines de C™ son los conjuntos cerrados de la topologia de C”
llamada la topologia de Zariski sobre k. Cada k—variedad V' C C” se considera equipada
con la topologia inducida por la topologia de Zariski de C". Una k—variedad V C C" se
dice irreducible si es un espacio topologico irreducible con esta topologia. Es decir, V' es
irreducible si no se puede expresar como una descomposicién irredundante V' = V3 U V5,
donde V3, V5 son k—variedades. Toda k—variedad tiene una tinica (salvo reordenamientos)
descomposicion irredundante como unién finita de k—variedades irreducibles V' = C7 U
-+ - U}, Las k—variedades C', ... , C} se denominan las componentes irreducibles de V.

Dada una k-variedad V' C C", su ideal asociado I(V') es el ideal de k[X1,... , X,
formado por todos los polinomios que se anulan idénticamente sobre V. El anillo de
coordenadas k[V] de V se define como el anillo cociente k[ X7, ..., X,]/I(V). Se tiene
que V es irreducible si y solo si k[V] es integro. En tal caso el cuerpo de fracciones k(V)
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de k[V] se denomina el cuerpo de funciones racionales de V. Si V' es una k—variedad
irreducible, la dimension de V se define como el maximo m > 0 tal que existe una
cadena Vy C ... C V,, = V donde V; es una k—variedad irreducible para todo 0 <17 < m.
Equivalentemente, la dimension de V' puede definirse como el grado de trascendencia de
la extension de cuerpos k — k(V'). La dimensién de una k—variedad arbitraria V' C C”
se define como el maximo de las dimensiones de sus componentes irreducibles. Una k-
variedad se dice equidimensional si todas sus componentes irreducibles tienen la misma
dimensiéon. En particular una, k—variedad V es de dimension cero, o 0—dimensional, si
y solo si V' es un conjunto finito. Los conjuntos de nodos que vamos a considerar para
los problemas de interpolacion en la Parte I son Q—variedades O—dimensionales.

Si V es irreducible, definimos su grado gr (V') como el maximo nimero de puntos
en la intersecciéon de V' con un subespacio lineal afin L de A™ de codimensién dim V/,
para el cual se verifica #(V N L) < oo. Mas generalmente, si V = C; U---U Cy es
la descomposicion de una variedad afin arbitraria V' en componentes irreducibles sobre
C, definimos el grado de V como gr (V) := S~ ar (C;) (véase [22]). En lo que sigue
usaremos la siguiente desigualdad de Bézout ([22]; véase también [15], [37]):si V y W
son subvariedades de A", entonces vale la siguiente desigualdad:

gr (VW) <gr(V)gr(W). (2.1)

2.1.2. Conjuntos y aplicaciones construibles

Una k-variedad algebraica afin V' C C" también se llama una variedad k—definible
o k—construible. Mas generalmente, un subconjunto X C C" es k—construible si es una
combinacién Booleana (finita) de k—variedades algebraicas afines de C". Equivalente-
mente, X es una unién disjunta V; U --- UV}, donde V; es de la forma V; = V! \ V"
siendo V!, V" k—variedades de C" con V" C V.

Asimismo, una aplicacion ¢ : X — Y entre conjuntos construibles se dice k—
construible si su grafico es un subconjunto k—construible de C* x C™.

2.1.3. Morfismos

Sean V C C" y W C C™ dos k—variedades. Una aplicacién f : V — W se llama
un morfismo reqular (k—definible) si existen m polinomios fi, ..., f, en k[X1,..., X,]
tales que f(z) = (fi(z),..., fm(z)) para todo x € V. Un morfismo regular f : V — W
es un isomorfismo si tiene inversa, es decir, si existe un morfismo regular g : W — V
tal que fog=1Idy y go f = Idy.

Ahora sea V' C C" una k—variedad irreducible, y sea f € k(1) una funcién racional.
Se dice que f estd definida en un punto x € V si existe una representacién f = h/g,
con h,g en k[V], tal que g(z) # 0. El conjunto de todos los puntos x € V tales
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que f estd definida en x se denomina el dominio de definicion de f y es un abierto
denso de V. Un morfismo racional f : V --+ C™ esta definido por una sucesion de
funciones racionales fi,..., f,, en k(V). El dominio de definicién de f se define como
la interseccion de los dominios de definicién de todas las f;, se nota domf y es un
abierto denso de V. Asi, el morfismo f es una aplicacion parcialmente definida tal que
f(z) == (fi(x),..., fm(z)) para todo x en el dominio de definicién de f. Un morfismo
racional f :V --» C™ se llama regular si domf = V. La imagen de f se define como el
conjunto de los valores f(z) con x en el dominio de definicién de f y se nota im f.

Sean V. C C* y W C C™ dos k—variedades irreducibles. Un morfismo racional
f:V -=» W es un morfismo racional f : V — C™ tal que f(z) € W para todo = en el
dominio de definicién de f.

Sean f : V --» W un morfismo racional. Supéngase que f estd dada por funciones
racionales fi,..., fm € k(V). Entonces f induce un homomorfismo de anillos

fr kW] — E(V)

definido por f*(F) := F(fi,..., fm) (obsérvese que f* estd bien definida pues imf C
W). Puesto que im f es la imagen del conjunto irreducible dom f, se sigue que la
clausura im f es un subconjunto cerrado irreducible de . En consecuencia el ideal 3
de k[W] asociado a im f es un ideal primo. Por otra parte es claro que el niicleo de f*
es precisamente el ideal B. Sea k[IW]y el anillo local asociado al ideal B. Entonces f*
admite una tnica extension

£ KWy — k(V),

Sea g : W --» C! otro morfismo racionale tal que im f Ndom g # (). Sean g1,..., g €
k(W) las funciones racionales que definen a g. La hipdtesis im fNdom g # () es quivalente
a g; € k|W]gp para todo i. Las funciones racionales f*(¢g1),..., f*(q) € k(V) definen
entonces un morfismo racional go f : V --» C! que se llama la composicion de f
con g. Obsérvese que por construccién f~'(domg) C dom (g o f) y que para todo
z € f~!(domg) vale (g o f)(z) = g(f(z)).

En particular, si la imagen de f es un subconjunto denso de W, la aplicacion racional
f:V ——s W se llama dominante, y f se puede componer con toda otra aplicacion
racional g : W --» C!. Un morfismo racional dominante f : V — W se denomina un
morfismo biracional si es inversible, esto es, si existe un morfismo racional dominante
g : W — V tal que se verifican las identidades go f = Idy, y f o g = Idy, en abiertos
Zariski Uy de V v Uy de W respectivamente.



2.2. Resolucion geométrica de una variedad de di-
mension 0

En esta seccién, sea k := Q el cuerpo base de la topologia Zariski. Nuestro prin-
cipal objetivo en esta seccién es mostrar que toda Q-variedad O—dimensional V' de un
espacio afin C" para n arbitrario se puede parametrizar por los ceros de un polinomio
univariado con coeficientes racionales. Es sabido que toda Q—variedad equidimensional
de dimensién r es biracionalmente equivalente a una Q-hipersuperficie [35, Chapter I,
§ 3, Theorem 6] de C"*'. Mds aun, una Q-variedad 0-dimensional es isomorfa a una
Q- hipersuperficie de C!, es decir, el conjunto de ceros de un polinomio con coeficien-
tes racionales, hecho que demostraremos a continuaciéon. En estos términos, tenemos la
siguiente definiciéon preliminar:

Definicién 2.1 Resolver geométricamente una Q-variedad O—dimensional V' significa
hallar un polinomio en Q[T| que define una hipersuperficie de C' birracionalmente
equivalente a V' y los polinomios que determinan el isomorfismo entre V' y el conjunto
de ceros de ese polinomio.

El concepto central aqui es el de elemento primitivo, que es una herramienta comun-
mente usada en el ambito del Calculo formal para la resolucién simbdlica de sistemas
de ecuaciones polinomiales 0-dimensionales, pues reduce la resolucién de los mismos a
computos en una sola variable.

Sea entonces V' C C" una Q-variedad afin de dimensién cero e I := I(V) su
ideal asociado. De ahora en adelante, sea B el anillo de coordenadas de V', es decir,
la Q-élgebra Q[X7, ..., X,]/I. Es sabido que cuando la variedad V' es O—dimensional,
B resulta un Q-espacio vectorial de dimensién finita [7, Theorem 2.10]. Més aun, la
dimensién dimgB coincide con la cardinalidad ¢ de la variedad V.

Un polinomio G € Q[Xj,...,X,] se dice separante de un conjunto finito V' :=
{xM . 20} C C", o que separa los puntos de V, si se verifica G(2®) # G(zV)) para
todo par de puntos 2 y 2U) distintos de V. En el siguiente lema se afirma que siempre
existe una forma lineal separante de cualquier conjunto finito.

Lema 2.2 SeaV := {az(l), e ,:E(é)} C C™ un congunto finito de puntos. Entonces existe
una forma lineal U = M X1 + -+ + A\ X, € Q[Xq, ..., X,] separante de V.

Demostracion: Sean Uy, ... U, nuevas indeterminadas sobre C y sea f € Q[U, . ..,U,,
Xi,...,X,] el polinomio f:=U; X;+---+U,X,. Para cada 1 < i < § consideramos la
forma lineal f; := legi) ot Uzl € C[Uy,...,U,| en las variables Uy, ..., U,, que se
obtiene al especializar las variables X, ..., X,, del polinomio f en las coordenadas del
punto () = (x@, . ,IS)) de V. Para todo i # j es 20 # 21 con lo cual f;— f; es una
forma lineal no nula en C[Uy, ..., Uy]. Luego A := [],_;(fi— f;) es un polinomio no nulo
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en C[Uy,...,U,]. Ahora bien, siendo Q un subconjunto infinito de C, existe una n-tupla
(A, .., ) € Q" tal que A(Aq,...,\,) # 0. Sea U € Q[X,...,X,] la forma lineal
U:=MX1+ -+ AX,. Se concluye que A(Ay,..., \,) = H¢<j(U($(i)) —U(xW)) #0,
o equivalentemente, U (z") # U(xV)) para todo i # j. "

Cabe mencionar que la construccién de una forma lineal separante se puede hacer en
forma efectiva mediante un algoritmo probabilistico conocido como el test de Schwartz—
Zippel. Mas precisamente, dada una probabilidad admisible u, existe un subconjunto
finito de C", tal que la probabilidad de que un elemento seleccionado al azar de ese
conjunto con distribucién uniforme, sea la n—tupla de coeficientes de una forma lineal
separante, es mayor que u (para mas detalles ver [34], [40], [38, Lemma 6.44]).

En consecuencia, podemos dar la siguiente definicién:

Definicién 2.3 Sea V C C" una Q-variedad 0-dimensional. Un elemento primitivo de
V' es la imagen u en B de una forma lineal U = M Xy + -+ A\ X, € Q[X4,..., X,)]
separante de V.

Sea ahora Endg(B) el conjunto de endomorfismos Q-lineales de B dotado con la es-
tructura de Q—algebra mediante las operaciones usuales de multiplicacion por escalares,
suma y composicién de funciones. A cada elemento g € B asociamos la homotecia
ny : B — B definida por la multiplicacién por g, es decir, n,(f) := gf para todo f € B.
Asi pues, 1), es un elemento de Endg(B), y como B es de dimensién finita d, esta definido
el polinomio minimal de 1, en Q[T], notado g,, mdnico y con grado gr(g,) < J. Lla-
mamos a ¢, simplemente el polinomio minimal de g. De este modo, se tiene definida
una aplicaciéon  : B — Endg(B), g — 7,, que claramente es un morfismo inyectivo
de Q-dlgebras. De aqui deducimos que el polinomio minimal g, de g es el polinomio
monico g € Q[T] de menor grado que anula a g en B, es decir, tal que ¢(g) = 0 en B.
De este modo obtenemos la siguiente caracterizacién del polinomio minimal:

Lema 2.4 Sea V C C" una Q-variedad 0—-dimensional. Entonces el polinomio min-
imal q, € Q[T] de un elemento primitivo u de V inducido por una forma lineal
U € Q[Xy,...,X,] tiene grado 6 = #(V) y tiene todas sus raices simples. En for-
ma explicita se tiene:

)

0(T) = [(T - U@D)).

j=1

Demostracion: Sabemos que ¢,(u) = 0 en B, con lo cual se verifica q,(U(z%)) =0
para todo punto () € V. Es decir que el conjunto {U(z)) : 1) € V'} est4 incluido en
el conjunto de raices de g,. Por otro lado, como U separa los puntos de V', obtenemos
la igualdad de cardinales:

#{U (D) : 20 e VY = #V = 6.
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Por lo tanto, como en principio gr(q,) < d, el conjunto de raices de g, debe ser
exactamente {U(x)) : 2) € V} y la conclusién del lema es inmediata. u

Consideremos ahora el subconjunto algebraico H,, de C determinado por el conjunto
de ceros del polinomio minimal de u, es decir, H, := {£ € C : ¢,(§) = 0}. Siendo g,
libre de cuadrados, el anillo de coordenadas de H,, es el anillo cociente A, := Q[T]/(qu)-
Ahora bien A, es una Q-algebra mondgena generada por la imagen ¢ en A, de la inde-
terminada T, 1o que denotamos escribiendo A, = Q[t]. Se tiene el siguiente corolario:

Corolario 2.5 Los anillos de coordenadas B y A, son Q—dlgebras isomorfas por medio
de un isomorfismo que aplica u en t.

Demostracion: Afirmamos que B es una Q-dlgebra mondgena con generador u. En
efecto, como gr(q,) =, el conjunto {1,u,...,u’~'} es linealmente independiente sobre
Q y por lo tanto una Q-base de B. Asi pues, B = Q[u] y A, = Q[t] son Q-dlgebras
mondgenas cuyos generadores respectivos, v y ¢, poseen el mismo polinomio minimal
qu € Q[T]. Esto implica el enunciado del corolario. l

El Corolario 2.5 admite una interpretacién geométrica en los siguientes términos.
Tomemos una forma Q-lineal U = A\; X1+ - -+, X,, cuya imagen u en B es un elemento
primitivo de V. Como {1,¢,...,°"} es una base del Q-espacio vectorial A,, entonces
para todo ¢ con 1 < ¢ < n existe un tinico polinomio v;(T) € Q[T] de grado a lo sumo
§ — 1 tal que el elemento v;(t) de A, se aplica en el elemento X; de B (donde X; denota
la clase residual de la indeterminada X;), o equivalentemente, tal que X; — v;(U) se
halla en el ideal I. Entonces U induce el morfismo regular

u:c" — C,
(1, ) — Mz + -+ Agp),
que define un isomorfismo entre V' y H,. Es claro que el morfismo inverso de U viene
dado por U™Y(T) = (v1(T), . ..,v,(T)). En tal caso se dice que los polinomios vy, . .., v,
parametrizan la variedad V', por los ceros de H,,.

Ahora estamos en condiciones de definir en forma precisa la nocién de resolucion
geométrica de una variedad O—dimensional (Compérese con [20], [31], [18], [19]).

Definicién 2.6 Sea V C C" una Q-variedad O—dimensional e I su ideal asociado. Los
siguientes items definen una resolucion geométrica de la variedad V :

» Una forma Q-lineal U = \ X1+ - -+, X, cuya imagenw en B := Q[X1,... , X,|/I
es un elemento primitivo de V.

s El polinomio minimal mdnico q, € Q[T] de w.

» La parametrizacion de V' dada por polinomios vy, ..., v, en Q[T] tales que X; —
v;j(U) €I ygr(v;) < gr(q.) para todo 1 < j < n.
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Parte 1

Interpolacién implicita
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Capitulo 3

Bezoutianos e interpolacion
multivariada

Nuestro algoritmo se deriva esencialmente de un método de interpolaciéon multiva-
riada expuesto por Kronecker en [26] (véase también [17]), que explicaremos a conti-
nuacion.

Como es sabido, el método de Lagrange consiste en construir para un conjunto dado
de nodos tV), ... t® € C una “base de Lagrange”

s
_ Hk:1,k¢j(T — )

Pi(T) = =5 ) 5
szl,k;éj(t(]) — k)

1<j <4,

del espacio de polinomios II5_;. Estos polinomios verifican P;(t¥)) = 0 si j # k y
Pj(t(k)) = 1si j = k, de modo que el polinomio P que interpola los valores f(t()), ...,
f(®)) € C se escribe P = ijl f9P;.

El método de interpolacion de Kronecker generaliza esta construccién al caso mul-
tivariado de modo que para cada conjunto de nodos zM,... 2 € C" se hallan
polinomios Py, ..., Ps en C[Xy,...,X,] que forman una base de un espacio de inter-
polantes tal que, como en el caso univariado, el polinomio que interpola los valores
F(zW), ..., F(2¥) se escribe ijl F(xW)P;.

Por otro lado, a diferencia del método de Lagrange, que se aplica a un conjunto
arbitrario de nodos, el método de Kronecker asume que el conjunto de nodos V' C C”
viene representado por un conjunto de polinomios Fi,..., F, en C[Xy,...,X,] tales
que V =V(Fy, ..., F,), y de hecho hace referencia a las ecuaciones F; =0,...,F, =0
para construir la antedicha base de polinomios.

Antes de explicar este método vamos a establecer las siguientes hipdtesis que seran
asumidas de ahora en adelante: Supondremos que la Q—variedad O-dimensional V' =
{2M . 2@} C C" viene dada por n polinomios Fy,...,F, en Q[Xi,...,X,] que
verifican la siguiente condicion:

13



» Elideal (Fi,..., F;) es radical para 1 < i < n.

= Los polinomios Fi,...,F, forman una sucesiéon regular, es decir, la variedad
V(Fy,...,F;) es de dimensién n — i para 1 <i < n.

Observamos que la condicién de que (Fy, ..., F},) sea un ideal radical 0-dimensional, que
fuera también requerida por Kronecker en [26], es esencial para el método. Por otro lado,
la condicién de radicalidad y (n—1i)—dimensionalidad para 1 < i < n—1 no es realmente
restrictiva, ya que es posible recuperar esta situacién mediante una combinacién lineal
genérica de las ecuaciones originales, como se demuestra por ejemplo en [14] y [25].

3.1. Foérmula de interpolacién de Kronecker

El método de Kronecker se puede describir en los siguientes términos:

Sea J := J(F},..., F,) el jacobiano de la sucesién de polinomios Fi, ..., F,, es decir,
J es el polinomio en Q[X7, ..., X,| definido mediante el determinante
oF;
J(Fy, ..., F,) = det J 3.1
(FiveooF) = ot (52 ) .1
Recordemos que el ideal 0-dimensional (F}, ..., F},) es radical si y solo si todo punto

2@ de la variedad V es no singular (véase por ejemplo [7, Corollary 2.6]). Por el criterio
del jacobiano ([27, VI, Theorem 1.15], [11, Theorem 16.19]), esto a su vez equivale a
que J(z®) # 0 para todo punto ¥ de V, o también, a que la clase residual .J de J es
una unidad en el anillo cociente Q[ X1, ..., X,]/(F1,..., F,) .

Para cada i con 1 <i <4, sea M; C C[Xj,...,X,] el ideal de los polinomios que se
anulan en (. Como C es un cuerpo algebraicamente cerrado, M; es el ideal maximal
de C[X7, ..., X,] generado por los polinomios X; —xgi), X, — 2. Ciertamente todo
polinomio Fj (1 < j < n) esta en el ideal M;. Por lo tanto para cada par de indices
i,jcon1<1i<9,1<j<n existen n polinomios, no tinicos, fy](l,l(X) (1<k<n)en
C[Xy, ..., X, que satisfacen las identidades

Fi(X) =Y A 0X) (x5 — o). (3.2)
k=1

Fijemos arbitrariamente una elecciéon de los polinomios *y](l,i. Para cada ¢ con 1 <

i < ¢ se define el polinomio D; € C[Xy,...,X,] como el determinante de la matriz
(7](.2)19,%”, cuya entrada de la fila j y la columna k es el polinomio 7](2,33. En el lema
siguiente se enuncia una importante propiedad que satisfacen los polinomios D;.
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Lema 3.1 Para todo par de indices i,h con 1 < i,h < ¢ vale Di(:c(h)) =0sii#hy
Di(z9) = J(z®) #0 sii = h.

Demostracion: Sean i, h un par de indices distintos con 1 < i, h <. Especializando
X = 2™ en la identidad (3.2) para 1 < j < n se obtiene un sistema homogéneo de
ecuaciones lineales con matriz de coeficientes (7](.2(x(h)))1§j7k§n € C™, que posee la
solucién no trivial (" — 20 € C". Por lo tanto el determinante del sistema debe ser
cero, es decir, D;(z")) = det(fyj(.fll(a:(h))) = 0.

Sea ahora i = h. Derivando ambos miembros de la identidad (3.2) respecto de la

variable X}, resulta

OF(X) " n(X) ;
P 000 + 30 T (- af)
h=1

Especializando X en 2 se obtiene vj(lli(x(l)) = OF;(2™)/0Xj,. Por lo tanto

Di(2) = det(7\) (z?)) = det (5(Tk)) = J(zD),

lo que concluye la demostracion. ]

En vista de la analogia con la base de Lagrange establecida en el Lema 3.1, nos

referimos a la sucesion de polinomios Dy, ..., Ds como a una base de Kronecker asociada
al conjunto de nodos =™, ... (%),
Sea ahora un polinomio arbitrario F' en Q[X1, ..., X,]. Como consecuencia inmedi-

ata del Lema 3.1 se obtiene el siguiente corolario:

Corolario 3.2 FEl polinomio en C|Xy,...,X,] expresado por la formula
i F(z) D;(X) (3.3)
e T(z@)’

interpola a F en los puntos V... 2 de V.

Llamamos a la expresion (3.3) la formula de interpolacion de Kronecker.

Por ltimo observamos que para calcular el interpolante mediante la férmula (3.3) es
necesario conocer tanto los nodos ™, ..., 2 como las ecuaciones F; =0, ..., F, =0
que los definen. Por otra parte el método descripto no es completamente constructivo
pues solo se afirma la existencia de los polinomios yj(l,l
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3.1.1. Férmula de interpolacién de Kronecker en una variable

Como mencionamos al comienzo de esta seccion la férmula de interpolacién de Kro-
necker (3.3) es una generalizacién de la férmula de Lagrange en una variable. De hecho,
sin=1y q(T)= (T —tW)--. (T —t©) es un polinomio en Q[T] libre de cuadrados y
de grado ¢, el jacobiano de ¢ es simplemente la derivada primera de ¢, que notamos ¢'.
En este caso los polinomios D; estan univocamente determinados por las identidades
D;(T) = Hi:l,k;ﬁj(T — t®)) para todo 1 < j < §, de modo que con Dy(T), ..., Ds(T)
recuperamos la base de Lagrange. Por consiguiente obtenemos el siguiente corolario:

Corolario 3.3 Sea f € Q[T] un polinomio arbitrario. Con las notaciones anteriores
el polinomio interpolante de Lagrange de f en los nodos tV, ... t©) se expresa en la
forma

) Di(T)
G
E f(tY) 00y (3.4)
En adelante nos referiremos a (3.4) como a la férmula de interpolacion de Lagrange.

3.2. Bezoutianos y trazas en algebras
O-dimensionales

Nuestro objetivo es expresar el polinomio interpolante del Corolario 3.3 sin hacer
referencia explicita a los nodos (Y, ..., (9 ni alos valores F(z(V), ..., F(2(®), sino solo
a los polinomios Fi, ..., F, y F. Esto sera llevado a cabo en el Capitulo 4. Como primer
paso en esta direccién vamos a introducir en esta seccién la nocion de bezoutiano de la
sucesion Fi, ..., F, (véase [14], [25], [32], [12]). Este concepto nos permitird encontrar
un procedimiento constructivo y eficiente para obtener los polinomios Dy, ..., Ds de
una base de Kronecker, cuyos grados estén ademads convenientemente acotados.

3.2.1. Bezoutianos

Introduzcamos un nuevo conjunto de variables Y7,...,Y,. La idea del bezoutiano
surge naturalmente al realizar la misma contruccion hecha en la Seccién 3.1 con los
puntos concretos ¥ de V', pero ahora con el punto “genérico” YV := (Y1,...,Y,). Para
cada 1 < j < n sea Fj(Y) = F;(Y1,....,Y,) el polinomio de Q[Y3,...,Y,] que se obtiene
substituyendo en F; las variables X;,..., X,, por Y;,...,Y,. En el siguiente lema se
establece una identidad andloga a (3.2):
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Lema 3.4 Sea d una cota para los grados de los polinomios Fy, ..., F,. Existen n?
polinomios v;x(X,Y) (1 < 5,k <n) en Q[Xy,...,X,, Y1,...,Y,] de grados totales en

las variables Xy, ..., X,,Y1,...,Y, acotados por d — 1 tales que se verifica la relacion:
Fy—F)7 =37 (X, Y) (X = Ya). (3.5)
k=1

Al igual que antes, los polinomios v;, no estdn univocamente determinados por la
sucesion Fy, ..., F,.

Demostracion: Sea 1 < j < n fijo. Para cada 0 < k < n sea Fj(k) el polinomio en

Q[X, Y] que resulta de reemplazar en F; las variables (Xi,...,Xj) por (Y1,...Y%), en

particular F' j(o) = [}. Para cada 1 < k < n escribimos a Fj(k como un polinomio en

la variable Xj:
k ) ZAS{ZUXZ?,

donde los Agkn: Y son polinomios en Q[X, Y] que no contienen la variable Xj. Se observa

k)

que el grado total de Agkn: U est4 acotado por d — m. Ahora, como Fj( se obtiene de

ol substituyendo la variable X por Y}, de la expresién anterior se deduce:

J
ZA(kl

Paral <m <dy 1l <k <mn,sea B} el polinomio B} := m’l XlYm—l—l, que
satisface la identidad B]*(Xy — Yi) = X" — Y,™. Entonces restando F ) de F; (=)
obtiene

d
F*Y —F (ZA’“) )Xk—Yk) (1<k<n).

(Obsérvese que el término A%fl) se cancela).

Por ultimo definimos v, = anzl Agkn; 1)B}C“. Por construccion es claro que los
grados de los polinomios 7, estan acotados por d — 1 y verifican

Y) _ ZFj(k:—l) _ Fj(k:) _ Z'Vj,k(Xk )
k=1

k=1
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Esto concluye la demostracion. ]

Por supuesto, es posible demostrar el lema anterior considerando el desarrollo de
Taylor de los polinomios F}, sin embargo se opté por la demostraciéon dada ya que se
usa en la construccion efectiva en el Lema 5.11.

El lema 3.4 nos permite dar la siguiente definicién:

Definiciéon 3.5 Para una eleccion arbitraria de polinomios vy; que verifiquen las iden-
tidades (3.5), sea D el polinomio en Q[Xq,...,X,,Y1,...,Y,] definido como el deter-
minante de la matriz (Vjr)i<jr<n cuya entrada de la fila j y la columna k es el poli-
nomio v, x(X,Y). El polinomio D se llama un bezoutiano de la sucesion de polinomios
Fi,...,F,.

De la demostracion del Lema 3.4 dedujimos que es posible construir a partir de los
polinomios F7,..., F, un bezoutiano D cuyo grado total en las variables X;,..., X,
Y1,..., Y, sea alosumo n(d—1). Por otro lado es claro que los polinomios ’yj(l,i definidos

en la forma WJ(Z,Z(X ) = v x(X, @) verifican las identidades (3.2). Por lo tanto los poli-
nomios D; de la férmula de Kronecker (3.3) pueden tomarse como D; := D(X,z®)
para un tal bezoutiano D. Este hecho, junto con los resultados sobre trazas en algebras
0-dimensionales de la proxima seccion, permitiran en el Capitulo 4 eliminar completa-

mente los puntos z(? y los valores F(z(?) de la expresién del polinomio interpolante.

3.2.2. Trazas en algebras O-dimensionales

Sea nuevamente B = Q[Xy,..., X,]/(F1,..., F,) el anillo de coordenadas de la
variedad V' := V(F,..., F,) vy sea B* := Homg(B, Q) el espacio dual del Q-espacio
vectorial B. Existe un elemento relevante de B* que se denota con 7'r y se llama la
traza estdndar de B. Se define de la siguiente manera: dado f € B, sea 7y la homotecia
de multiplicacién por f, como fue definida en la Seccién 2.2. La imagen T'r(f) por Tr
se define como la traza ordinaria del endomorfismo 7. En el Capitulo 4 hallaremos una
base de un espacio de interpolacion para el conjunto de nodos V', de tal modo que las
coordenadas del polinomio interpolante en dicha base se pueden expresar en términos
de la traza. En la presente seccion estudiamos las propiedades de la traza necesarias a
tal efecto.

Mediante el empleo del elemento primitivo podemos reducir el estudio de la traza
estandar al caso univariado. Sea entonces u € B un elemento primitivo de V', ¢, € Q[T]
su polinomio minimal y A, la Q-algebra A, := Q[T]/(¢.). En forma andloga al caso
multivariado consideramos el espacio dual A} = Homg(A,,Q) y la correspondiente-
mente traza estandar de A,, que notamos con tr. En vista del proximo lema, hacemos
las siguientes observaciones. En primer lugar, como sabemos por el Corolario 2.5 exis-
te un isomorfismo de Q-dlgebras 6 : B — A,, tal que 6(u) = t (donde ¢ denota la
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clase residual de la indeterminada 7). Luego es claro que Tr = tr o §. Considérese
ahora una forma lineal U € Q[X3,..., X,] que induce el elemento primitivo u de V.
Como vimos en la Seccién 2.2, la forma lineal U determina una biyeccién entre V' y el
conjunto de raices de g,. Luego si para cada punto z¥) € V definimos t*) € C como
th) .= U(x™), se tiene que q,(T) = (T —tW) .. (T — ). Sea F un polinomio arbi-
trario en Q[X1,...,X,] y f su imagen en B. Sea ademds P € Q[T un representante
del elemento de A, definido por p := 6(f). Entonces de la identidad f = P(U) en
B se sigue que para todo 1 < k < § vale F(z®)) = P(U(z®)) = P(t™®). Con estas
observaciones y notaciones en mente enunciamos el siguiente lema:

Lema 3.6 Sea Tr la traza estandar de B. Entonces para todo f € B wale Tr(f) =
S ke F(a).

Demostracion: Como antes sea f € B arbitrario y p := 6(f) € A,. Sea M, la matriz
de la homotecia 7; en la base A := {1,¢,...,t°"'} de A,. Puesto que g, es un polinomio
anulador de 7, M, es la matriz companera de ¢,. Ademas, como ¢, es libre de cuadrados
(Lema 2.4) la matriz M, es diagonalizable. Es decir, si q,(T) = (T —tM) .. (T — t®),
entonces se tiene la siguiente semejanza de matrices en C°*?:

+@)

Mt ~
+©)

Como antes, sea f € B arbitrario y p := 6(f) € A,. Luego, si M, es la matriz de la
homotecia 7,, también en la base A, entonces se tiene que

P(tW)
M, = P (M,) ~
P(t®)

Finalmente puesto que la traza es invariante por semejanza de matrices, se obtiene

0 0
Tr(f) =tr(p) =) PEt") =) Fa®).

Esto completa la demostracion. ]

Ahora dotamos a B* con la estructura de B—moddulo definida a partir del homo-
morfismo B x B* — B* que asocia a cada par (f,0) en B x B* el morfismo Q-lineal
fo : B — Q definido por (fo)(g) = o(fg) para cada elemento g € B. En particular
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A} resulta un A,—modulo. Ademés de la traza estdndar es conveniente introducir un
segundo elemento 3y de B* que se define de la siguiente manera: recordando que la clase
residual J del Jacobiano J es una unidad de B, definimos 3, := J'T'r. El elemento oy
de A’ que corresponde a (3 es g := (g,) "' tr y es conocido como la traza de Tate. El
siguiente lema es importante para la evaluacion efectiva de la traza estandar.

Lema 3.7 Sea oy en A} la traza de Tate. Supongase que un elemento p de A, se
escribe en la forma p = bs_1t°"1 + - + by en la base {1,t,...,t°71} de A,. Entonces
vale oo(p) = bs_1.

Demostracion: Sea P = bs_T° ' + --- + by € Q[T] el representante de p con
deg(P) < 4. Sean Dy, ..., D5y los polinomios en C[T] definidos por Dy := [[,,(T" —
tU), ..., Ds:= H#J(T—t(j)). Entonces segtin la férmula de Lagrange (3.4), P se puede
escribir en la forma P = Zj.:l P(tW)D;/q. (t¥). Como los polinomios D; son ménicos
y de grado § — 1, el coeficiente bs_; de P debe ser bs_; = ijl P(t9)/q., (t9). Luego
aplicando el Lema 3.6 para B = A, resulta bs_1 = tr(q, 'p) = (¢, 'tr)(p) = oo(p). =
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Capitulo 4

Construccién del espacio de
interpolantes

En este capitulo abordamos el problema de hallar un espacio de interpolantes 11,
para el conjunto de nodos definido por la Q-variedad V' C C™. Ahora bien, si queremos
reducir el grado de los interpolantes lo mejor que se puede esperar del espacio Il es
que sea un espacio de interpolantes de grado minimal. Esto significa que para todo
F € Q[Xi,...,X,] el interpolante P & IIy, definido por las condiciones P(z®) =
F(z™), 1 <i <6 — 1, satisface gr(P) < gr(F). En un contexto diferente al nuestro,
a saber, cuando el conjunto de nodos estda dado en forma explicita, han habido dos
construcciones sistematicas de espacios de interpolantes con esa propiedad: los “least
maps” de de Boor y Ron ([9], [10]) y los espacios obtenidos apartir de las H-bases (]29],
[33]).

Notemos con II} el subespacio de Q[Xj,...,X,] formado por los polinomios de
grado total a lo sumo k. Sea m la cota éptima para los grados de los polinomios en
Iy, es decir, m := min{k : k € Ny, IIy, C II}}. Por comodidad llamamos a m el grado
del espacio IIy. El hecho de que Il sea un espacio de grado minimal implica que no
existe ningun subespacio de II"! _; que sea un espacio de interpolantes para V. Para ver
esto, elijase una base Py, ..., Py de IIy. Entonces uno de estos polinomios, digamos P,
debe tener grado m. Sin embargo, del supuesto de que existe un subespacio de II7,
que permite interpolar, se deduce la existencia de un polinomio @) € II!_; que satisface
Q(z™) = P (2%) para 1 <14 < §. Luego el interpolante con respecto a @ en Il es P;.
Pero gr(Py) > gr(Q), lo que contradice que Ily es de grado minimal.

Consideremos ahora el caso univariado (n = 1). Sea qo € Q[T libre de cuadrados y
de grado § y sea V = {t(1) ... #®1 C C el conjunto de ceros de qo. Veamos que II}_,
es un espacio de interpolantes de grado minimal para V. En efecto, sea f € Q[T] un
polinomio arbitrario. Mediante el algoritmo de divisién obtenemos polinomios h € Q[T’]
y r € II}_| tales que f = qoh + r. Pero entonces f(t®) = r(t?)) para 1 < i < 4§, con
lo cual 7 es el tnico interpolante en IT} , con respecto a f. Es claro ademds que r = 0
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o gr(f) > gr(r). Se concluye que en el caso univariado el grado del interpolante debe
ser en general del mismo orden que la cardinalidad del conjunto de nodos. Sin embargo
en el caso multivariado existen espacios de interpolantes IIy, de grado esencialmente
menor a la cardinalidad de V. Primeramente observamos que si U es una forma lineal
en Q[X,...,X,] separante de V podemos obtener un espacio de interpolantes P de la
siguiente forma obvia: P :=< 1,U, ..., U’ >q.

Por otra parte, en nuestro caso, la variedad V' esta dada por n polinomios Fi, ..., F,
en Q[X,...,X,], que forman una sucesién regular reducida y que generan un ideal
radical (F1, ..., F,). En esta situacién la desigualdad de Bézout ([22], [15], [37]) afirma
que si d := méax{gr(F1),...,gr(F,)}, entonces 6 = #V < d" y esta es una cota éptima
para la cardinalidad 6. No obstante, en el teorema siguiente se demuestra la existencia
de un espacio de interpolantes Il para V', que, aunque no es de grado minimal, tiene
grado a lo sumo n(d — 1). De modo que en el peor caso el grado de P es d", mientras
que para el grado de Il se tiene una cota esencialmente menor.

Teorema 4.1 Sean Fi,. .., F, polinomios en Q[ X1, ..., X,] de grados a lo sumo d que
definen una sucesion reqular reducida y que generan el ideal radical (Fy,. .., F,). Sea
V = V(F,...,F,) la Q-variedad 0-dimensional de cardinalidad § definida por estos
polinomios y B su anillo de coordenadas. Sea U una forma lineal en Q[ X7, ..., X,] cuya
imagen u en B es un elemento primitivo de V' y sea T'r la traza estandar de B. Entonces
existen § polinomios Gy, ...,Gs_1 en Q[X1,...,X,] de grados a lo sumo n(d — 1) tales
que sus imagenes go, ..., gs—1 en B forman una base del Q-espacio vectorial B y todo
f € B se escribe en la forma:

f= Z Tr(J ' fu')g (4.1)
En particular 1y :=< Gy, ...,Gs_1 >qg es un espacio de interpolantes para V.
Demostracion: Sea q, en Q[T el polinomio minimal de u. Sean también vy, ..., v,

los polinomios en Q[T'] de grados acotados por § — 1 que determinan la parametrizacién
de la variedad V' con respecto a u. Se verifican por lo tanto las congruencias:

Vi = w(U®)) mod (Fi(Y),...,F(Y)) (1<k<n), (4.2)
wUY)) = 0 mod (Fi(Y),...,F.(Y)).

Sea D(X,Y)en Q[Xq,...,X,,Y1,...,Y,] un bezoutiano de la sucesién de polinomios
Fy, ..., F,, de grado total en las variables X,..., X,,Y),...,Y, acotado por n(d — 1)
segiin se construy6 en la Subseccién 3.2.1. Sea Dy := D(X7, ..., X, v1(T),...,v,(T)) el
polinomio en Q[ X1, ..., X, T| que se obtiene al substituir en D las variables Y3, ... Y,
por los polinomios univariados vy(T),...,v,(T) respectivamente. Consideramos a D;
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como un polinomio en la variable T' con coeficientes en el anillo Q[ X7, ..., X,]. Puesto
que ¢, es monico, podemos realizar la divisién con resto de D; por ¢, en el anillo de

polinomios Q[X1, ..., X, ][T]. El resto r de D; se escribe por lo tanto en la forma:
5-1
r=> Gj(Xi,.... X,)T’,
=0

para ciertos polinomios G; en Q[ X7, ..., X,,] (1 <j <n), yaque Q[X,T]/(q.(T)) es un
Q[X]-médulo libre con base {1, T, ..., T°~1}. Como D; es de grado a lo sumo n(d—1) en
las variables X, ..., X, y ¢, no depende de las variables X}, los polinomios G; también
tienen sus grados acotados por n(d — 1). Ahora la congruencia D; =r mod (g,) en el
anillo Q[X7, ..., X,,][T] junto con las ecuaciones (4.2) implican la congruencia:

>

-1
D(X,Y) = Gi(Xy,..., X,)UY)  mod (Fy(Y),...,E.(Y)), (4.3)
J
en el anillo Q[Y7,...,Y,].
Tomemos un polinomio arbitrario F en Q[Xq,...,X,] y sea f su imagen en B.
Segun la férmula de interpolaciéon de Kronecker (3.3), el polinomio

Il
o

5
D(X, zR)
Pi=) Pt ——TW—
=1
interpola a F en los puntos (), ..., 2 de V. En principio no es claro que este poli-

nomio tenga coeficientes racionales. No obstante, especializando en la congruencia (4.3)
la variable Y en el punto z*) de V para 1 < k < §, se obtienen las identidades

D(X,2®) =Y "Gy(Xy,.... X,)U@E®) 1<k <)

9 :L'(k) -1 '
P(X) = ZF((gc(k))) (ZGAXl,...,Xn)U(x(“)’)

Luego aplicando el Lema 3.6 obtenemos la identidad

ZTT’ ) Gi(X).
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En particular P es un polinomio en Q[Xj,...,X,] que interpola a F' sobre los
puntos de V. Puesto que el ideal (Fi,...,F,) es radical, se deduce la identidad de
clases residuales P = f en B. En consecuencia, tomando clases residuales en ambos
miembros de la tltima expresiéon de P obtenemos la férmula (4.1).

En particular, puesto que dimg B = §, deducimos que B = {go,...,gs—1} es una
base del Q-espacio vectorial B. ]

Como hecho interesante cabe mencionar que la férmula (4.1) implica, com veremos
a continuacion, que B* es un B-mddulo libre de rango 1. Cada elemento o de B* que
genera a B* como B-moddulo se dice una traza de B. En estos términos, tenemos el
siguiente corolario:

Corolario 4.2 El elemento y := J ' Tr de B* es una traza de B. En particular, la
traza de Tate og es un traza de A,.

Demostracion: Sien (4.1) substituimos f por g; deducimos que (u'5)(g;) = d;; para
todo 0 < 4,7 <6 — 1. Es decir, {8, uf, ...,u’ 15} es la base dual de B. Entonces es
inmediato que [y genera a B* como B-mddulo. Pues entonces todo 3 en B* se escribe

en la forma 3 = Zé 1()\ u’) By para ciertos A\; en Q. Por lo tanto § = <Zj;é )\juj> Bo

con ijo Aju? en B. Por tltimo [, es libre de torsién, dado que si para algin f es
fBo =0, entonces 0 = (fBy)(v') = Bo(u f) para todo 0 < j < § — 1, y por lo tanto de
(4.1) se sigue f = 0. n

Conclusion A partir del Teorema 4.1 podemos concluir que para un polinomio F &€
Q[Xy, ..., X,] de grado arbitrario, el polinomio

P = ZTT J VU G(X), (4.4)

interpola a F' sobre el conjunto de nodos V' y ademés gr(P) < n(d—1). Segin se vi6 en
la demostracién de este teorema, P no es otra cosa que una reescritura del polinomio
interpolante de Kronecker (3.3).
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Capitulo 5

Calculo del polinomio interpolante

En este capitulo vamos exhibir un procedimiento algoritmico para calcular la expre-
sién del polinomio interpolante dada en (4.4). Comenzamos precisando las estructuras
de datos que se utilizan.

5.1. Estructuras de datos

Los objetos matematicos que manipulamos tanto en la entrada y salida como en los
pasos intermedios del algoritmo son polinomios con coeficientes racionales. A lo largo de
esta seccion todos los polinomios univariados y formas lineales se suponen representados
en forma densa, i.e, por un vector de coeficientes. Asi por ejemplo la forma lineal
U € Q[Xy,...,X,], el polinomio minimal ¢, € Q[T y los polinomios v1(T),...,v,(T) €
Q[T'] que definen la parametrizacién de la resolucién geométrica de una Q-variedad 0-
dimensional se suponen dados en forma densa y nos referiremos a los coeficientes de
dichos polinomios simplemente como los coeficientes de la resolucion geométrica. Por
otra parte, como principio general es necesario evitar la representacién densa de los
polinomios multivariados ya que esto podria implicar un crecimiento exponencial de la
complejidad debido a la cantidad de monomios distintos de grado d en n variables. Por
esta razon, todos los polinomios multivariados seran siempre representados mediante
straight-line programs, cuya definicion damos a continuacion.

Sea R un anillo arbitrario. Denotamos con R[Xj,...,X,] al anillo de polinomios
en las indeterminadas X, ..., X,, con coeficientes en R. Sean F}, ..., F, polinomios en
R[X1,..., X,

Definicién 5.1 Un straight-line program (libre de divisiones) en R[X1,...,X,] que

calcula o evalia el conjunto de polinomios { F1, . .., Fs} es una sucesion = (Q1,...,Q,)
de polinomios en R[X7,..., X,] con las siguientes propiedades:

1. {Fla"'7Fs}g{Q17”'aQT}'
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2. Para cada 1 < p < r, el polinomio @), pertenece a RU {X;,...,X,} o existen
1 < p1,p2 < p y una operacion aritmética op, en {+,—,-} tales que vale Q, =

@, 0PpQ ps -

Los polinomios )1, ..., @, se llaman los resultados intermedios del straight-line pro-
gram (3 y los polinomios F}, ..., F son los resultados finales o salidas de 3. Entre los
resultados intermedios, las variables X, ..., X,, se clasifican como las entradas y los el-
ementos de R como los pardmetros de 3. Llamamos longitud de 3 al nimero de “pasos
de computacion” @), = Q,,0p,Q,, del item 2 de la Definicién 5.1. También definimos
la longitud no escalar de  como el nimero de pasos de computacién correspondientes
a multiplicaciones “esenciales”, es decir, pasos de computacion @, = Q,,0p,Q,, tales
que Q,, ¢ R parai=1,2,y op, es la operacién de multiplicacion.

Alternativamente utilizamos también la representacion mixta de un polinomio multi-
variado dado con respecto a una variable distinguida. Sea F' un polinomio en R[ X7, ..., X,]
de grado total a lo sumo d. Sea 1 < k < n y sea X una variable distinguida. Inter-
pretamos a F' como un polinomio multivariado en la variable X con coeficientes en
R[X1,..., Xk-1, Xks1, ..., X,]. Entonces F tiene la forma F' = Zogjgd F]X,i donde los
coeficientes F); son polinomios en las variables X1, ..., Xp_1, Xi11,..., X, con coeficien-
tes en R. Una representacion mixta del polinomio F' con respecto a la variable X es
un straight-line program libre de divisiones con entradas Xi,..., Xx_1, Xpi1,..., Xy,
parametros en R y con d + 1 salidas que representan los polinomios Fy, ..., Fy.

5.2. Algunos resultados basicos de complejidad

5.2.1. Operaciones aritméticas con polinomios univariados

En esta subseccién vamos a presentar algunos resultados estandar sobre la comple-
jidad de las operaciones aritméticas con polinomios univariados. (Para méas detalles ver
[4], [2], [38].) Més precisamente si R es un anillo conmutativo con unidad y R[T] es el
anillo de polinomios sobre R en la indeterminada 7', vamos a discutir el costo de realizar
las operaciones aritméticas de adicién, substraccién, multiplicacion y divisién con resto
en R[T] medido en términos del niimero de operaciones en el anillo de base R (adicién,
substraccién, multiplicacién y divisién por unidades de R), suponiendo que tanto los
polinomios de entrada como los de salida de la operacion aritmética en consideracion
se representan en forma densa.

Antes de pasar a los enunciados vamos a precisar el tipo de algoritmo que con-
sideramos para el calculo de tales operaciones. Primeramente observamos que si los
polinomios estan codificados en forma densa, entonces cualquiera de las operaciones
mencionadas (con un divisor ménico en el caso de la divisién) son funciones polinomia-
les de los datos de entrada. Mas generalmente sea a : R™ — R" una funcién polinomial
arbitraria. Diremos que « se puede calcular usando a lo sumo L operaciones en R si
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se da la siguiente situacién: Sean Xj, ..., X,, nuevas indeterminadas (que conmutan)
sobre R y sea R* el conjunto de unidades de R. Existe un straight-line program libre
de divisiones f en R[X7, ..., X,,] con entradas X = {Xy,...,X,,} y de longitud L, que
satisface la siguiente propiedad:

Notemos con S C R* el conjunto de pardmetros, con V = {P,,..., P.} el conjunto
de resultados intermedios y con {Fy,..., F,.} C V las salidas de 3. Entonces para toda
interpretacién J : SUX — R de 3 (donde se supone que J(s) = s para s € S), su exten-
sién consistente J : SUX UV — R verifica (J(Fy),...,JJ(F.)) = a(J(X1),...,J(Xn)).

Con esta terminologia en mente, procedemos a los enunciados. Dados dos polinomios
en R[T] de grados menores que J, es claro que su suma o su resta se pueden obtener
con a lo sumo ¢ adiciones o substracciones en R. Para la multiplicacién se tiene el
siguiente resultado, que surge como consecuencia del algoritmo de multiplicacién rapida
de Schonhage-Strassen ([2], [4], [38]).

Teorema 5.2 La multiplicacion de dos polinomios de grados menores que d en el anillo
R[T] se puede efectuar usando O(d1og(0) log(log(d))) operaciones en R.

Es usual que en cuestiones de complejidad en algebra computacional se suela consid-
erar la complejidad de la multiplicacién de polinomios univariados como un invariante.
En tal sentido, vamos a utilizar frecuentemente la notacién M (J) := ¢ log(d) log(log(d)).

El siguiente resultado, la complejidad del calculo de la division con resto por un
polinomio mdnico de R[T], es consecuencia del conocido algoritmo de Sieveking-Kung

([21, [38])-

Teorema 5.3 Sean polinomios P,Q en R[T| arbitrarios tales que Q) es mdnico con
gr(Q) =9, gr(P) < d+k y o > k. Entonces el cociente y el resto de la division de
P por Q se pueden calcular usando 4M(6) + M (k) + O(6) = O(M(0)) operaciones

aritméticas en R.

Sea ) en R[T] ménico de grado §. Los resultados anteriores permiten estimar el costo
de la multiplicacién en el anillo cociente R[T]/(Q), asumiendo que una clase residual P
se representa por la forma densa de su representante P de grado menor que . Tenemos
entonces el siguiente corolario:

Corolario 5.4 Una multiplicacion en el anillo cociente R[T]/(Q) se puede calcular
usando O(M(J)) operaciones aritméticas en R.

Maximo comun divisor

Por tltimo consideramos el costo del calculo del maximo comun divisor de dos
polinomios univariados. Sea K[T'] el anillo de polinomios en la indeterminada 7" con
coeficientes en un cuerpo arbitrario K. Como consecuencia del Algoritmo Extendido de
Euclides (véase [2], [38]), tenemos el siguiente resultado:
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Lema 5.5 Sean F,G polinomios en K[T] de grados a lo sumo §. Entonces los siquientes
items se pueden calcular con O(M(0)log(d)) operaciones en K :

» El mdzimo comin divisor H en K[T| de F y G.

» Polinomios R,S en K|[T| de grados a lo sumo § —1 con RF + SG = H.

5.2.2. Calculo del determinante

Consideramos ahora el costo del calculo del determinante de una matriz con coefi-
cientes en R de tamano n X n en términos de operaciones aritméticas en R. A partir
del algoritmo de Samuelson para el célculo del polinomio caracteristico, tenemos el
siguiente resultado:

Teorema 5.6 [13] El cdlculo del determinante de una matriz arbitraria A en R™™ se
puede realizar usando O(nt) operaciones en R.

5.2.3. La complejidad del calculo de la resolucién geométrica
de una Q-variedad 0-dimensional

En el siguiente resultado expresamos la complejidad del célculo de un elemento
primitivo y de la resoluciéon geométrica asociada, medida en términos del nimero de
operaciones en el cuerpo de base Q. (Ver [21], [23], [5].)

Teorema 5.7 Sean Fi,..., F, polinomios en Q[ X1, ..., X,] de grados a lo sumo d que
definen una sucesion reqular reducida, codificados por un straight-line program de lon-
gitud L. Sea V- C C" la variedad algebraica 0-dimensional definida por estos polinomios
y 0 := #(V). Entonces existe un algoritmo probabilistico que calcula la resolucion ge-
ométrica de V con O(n(nL + n*)(M(db))?) operaciones aritméticas en Q.

5.3. Calculo de la base del espacio de interpolantes

Sean nuevamente F, ..., F, polinomios de Q[Xj, ..., X,| que forman una sucesién
regular reducida y definen la variedad 0-dimensional V' C C". De ahora en adelante
vamos a suponer que tal sucesién viene dada por un straight-line program libre de

divisiones (8 con entradas Xi,..., X, y con n salidas que representan los polinomios
Fy, ..., F,. En la Seccion 4 se demostrd la existencia de polinomios Gy, ...,Gs_1 en
Q[X, ..., X,] de grados a lo sumo n(d — 1) que generan un espacio de interpolantes

para el conjunto de nodos V. En esta secciéon vamos a describir un procedimiento
algoritmico para calcular estos polinomios. Como siempre, es necesario evitar el cdlculo
de la representacién densa de los polinomios Gy, ..., Gs_1 para evitar un crecimiento
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exponencial de la complejidad de los correspondientes algoritmos. Por eso los polinomios
G, ...,Gs_1 se van a representar mediante un straight-line program.

Comenzamos con las siguientes consideraciones de caracter general. Sean n,s y N
nimeros naturales v Xy,...,X,,Y7,..., Y, un conjunto de n + s indeterminadas so-
bre Q. Sea F' un polinomio en Q[Xy,...,X,,Y1,...,Y;] de grado total en las varia-
bles Xi,...,X,,Y1,...,Ys alo sumo N. Supéngase ademdas que F' estd representado
por un straight-line program libre de divisiones [ con entradas Xy,..., X,,,Y;,...,Y,.
Introduzcamos ahora otra indeterminada 7" sobre QQ y supéngase que son dados poli-
nomios vy, ...,vs de grados a lo sumo 0 — 1 y un polinomio ¢ ménico y de grado ¢
en Q[T (estos polinomios no necesariamente representan la parametrizacién y el poli-
nomio minimal de una resolucién geométrica de V). A continuacién consideramos el
anillo cociente Q[X7, ..., X,,T]/(q), que es un Q[Xq,..., X,]-médulo libre con base
B = {1,T,...,7°'}. Definimos a G como el polinomio en Q[X,...,X,,T] que se
obtiene de F' al substituir la variable Y; por el polinomio v; para todo 1 < j < s, es
decir:

G(X1, .., X0, T) = F(X1,. ... X, 00(T), ..., v(T)). (5.1)

Notemos con G a la imagen de G en el cociente Q[ X1, ..., X,,,T]/(q). Sean G; (0 <
j < 6 —1) los (unicos) polinomios en Q[X1,..., X,] que representan los coordenadas
de G en la base B. Estos polinomios G; (0 < j < d—1) se pueden obtener del siguiente
modo: Interpretamos a G como un polinomio univariado en la variable T con coeficientes
en Q[X1,...,X,]. Puesto que g es ménico podemos realizar la divisién con resto de G
por g en Q[X7, ..., X, ][T]. Luego el resto R de esta divisién es de la forma

R= > GiX)T, (5.2)

0<j<é-1

donde los polinomios G; (0 < j < § — 1) en Q[Xy,...,X,] son precisamente las co-
ordenadas de G en la base B. Obsérvese que como G tiene grado a lo sumo N en las
variables Xi,..., X, y ¢ no depende de las variables X}, los polinomios G; también
tienen sus grados menores o iguales a V. En el siguiente teorema se plantea el problema
de hallar un straight-line program que evalte los polinomios Gy, ..., Gs_1, es decir, una
representacion mixta del polinomio R con respecto a la variable T

Teorema 5.8 Sea F' un polinomio en Q[ X1, ..., X, Y1,...,Y] de grado acotado por N
en las variables X1, ..., X,,Y1,...,Ys. Supongase entonces que son dados los siquientes
items como entrada:

s Un straight-line program (3 libre de divisiones, de longitud L con entradas X1, ...,
X, Y1,....Y, que evalia el polinomio F.

= Un polinomio ¢ mdnico de grado 6 y s polinomios vy, ...,vs de grados a lo sumo

d—1 en Q[T].
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Entonces existe un straight-line program libre de divisiones 3" de longitud O(LM (9))
que representa los polinomios G; (0 < j < — 1) arriba definidos.

Demostracion: Recordemos (Definicién 5.1) que el straight-line program [ es una
sucesion = (Q1,...,Q,) de polinomios en Q[X1,..., X, Y1, ..., Y] que verifica:

1. Q, =F.

2. Para cada p con 1 < p <, el polinomio @), pertenece a QU {Xy,..., X,,
Y1,..., Y} o existen indices py, ps con 1 < p1, ps < p y una operacién aritmética
op, € {+, —, -} tales que:

Qp = Qp10PpCQp,- (5.3)

Para cada indice p con 1 < p <r sea P, el polinomio en Q[Xj, ..., X,,T] definido
como

P, = Q) X1,..., Xy, vi(T),...,vs(T)),

y sea R, el resto de la divisién de P, por ¢. En particular, segin (5.1) y (5.2) es
P. = Gy R, = R. A continuacién calculamos en forma sucesiva los coeficientes de
todos los polinomios R, (1 < p < r), considerados como polinomios en la variable T’
con coeficientes en Q[ X1, ..., X,]. Procedemos por induccién en el subindice p.

Si p =1 se presentan tres posibilidades:

1. @, es un pardmetro de 3 en Q y en tal caso R, = @Q,.
2. @, es alguna entrada X; de 3, con lo cual R, = P, = X.
3. @, es alguna entrada Y; de (3, con lo cual R, = P, = v;(T).

En cualquier caso, R, es dato.

Supongamos ahora que 1 < p y que ya han sido calculados los coeficientes de los
polinomios R, para todos los indices 1 < p < p. De la identidad (5.3) deducimos la
siguiente congruencia en el anillo Q[ X7, ..., X,][T]:

R, = R, 0p,R,, mod(q).

Por hipdtesis inductiva conocemos los coeficientes de R, y R,,. Como estos poli-
nomios tienen grado menor que ¢ en la variable T sabemos por el Corolario 5.4 que
los coeficientes de R, se pueden calcular a partir de los coeficientes de R, , R,, y de
q usando O(M(J)) operaciones aritméticas en Q[X1,...,X,] (aplicamos el corolario
cuando el anillo de coeficientes es R := Q[Xj,...,X,]). Continuando de este modo
vemos que es posible calcular los coeficientes de todos los polinomios R, (1 < p <)
y en particular los polinomios G; (0 < j < ¢§ — 1). Por otro lado, puesto que en 3
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tenemos L operaciones aritméticas se deduce que los calculos anteriores requieren a lo
sumo O(LM(J)) operaciones aritméticas en Q[X7, ..., X,]. En otras palabras, hemos
descripto un straight-line program libre de divisiones (3 con entradas Xi,..., X, de
longitud O(LM (§)), que es una representacién mixta del polinomio R con respecto a
la variable T'. Con esto queda demostrado el teorema. ]

Sea nuevamente B la Q-dlgebra B = Q[X1,..., X, ]/(Fi,..., F,). Sea U cualquier

forma lineal en Q[X7,...,X,] cuya imagen u en B es un elemento primitivo de V.
Como sabemos, B = {1,u,...,u°"'} es una base de B. Sea dado un polinomio F' en
Q[Xy, ..., X,] y notemos con f a su imagen en B. Consideramos ahora el problema de

hallar los coeficientes de f en la base B o equivalentemente el polinomio P en Q[T] de
grado a lo sumo § — 1 que verifica P(u) = f. La solucién de este problema es un caso
especial del Teorema 5.8 que enunciamos separadamente:

Corolario 5.9 Sea F un polinomio arbitrario en Q[Xq,...,X,] y f su imagen en B.
Supongase que son dados los siguientes items:

» Un straight-line program libre de divisiones 3 de longitud L con entradas X1, ..., X,
que evalua el polinomio F.

= FEl polinomio minimal q, y la parametrizacion dada por los polinomios vy, ..., v,
de la resolucion geométrica de V' asociada al elemento primitivo u.

Entonces el polinomio P en Q[T de grado a lo sumo § — 1 tal que P(u) = f se
puede calcular con O(LM(0)) operaciones en Q.

Una segunda aplicaciéon del Teorema 5.8 es la siguiente: Sea F' un polinomio en
Q[X1, ..., X,] de grado total acotado por d representado mediante un straigh-line pro-
gram libre de divisiones 3 con entradas X, ..., X, de longitud L. Sea 1 < k < n fijo.
Ahora el problema es hallar una representacion mixta de F' con respecto a la variable
distinguida Xj.

Corolario 5.10 Bajo las hipdtesis anteriores existe una representacion mixta del poli-
nomio F con respecto a una variable cualquiera de longitud O(LM (d)).

Demostracién: Supongamos en efecto que X, es la variable distiguida de F' y tomem-
os el monomio ¢(X,,) := X4, Segiin el Teorema 5.8 existe un straight-line program (3’
de longitud O(LM (d)) que evalia d+ 1 polinomios Fy, ..., Fyen Q[Xq,..., X, 1] tales
que se verifica la siguiente congruencia en el anillo Q[ X1, ..., X,]:

d
F(Xy,..., X)) =) Fu(Xy,...,Xp 1) XF mod(XH).

k=0
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Como grx, (F') < d, se deduce la igualdad

d
F=> Fu(X1,...,X00)XE,

k=0

de modo que [’ es la representacién mixta de F' anunciada en el corolario. ]

Sean nuevamente F7, ..., F, polinomios en Q[Xj, ..., X,] cuyos grados estan aco-
tados por d y supdéngase que vienen representados mediante un straight-line program
libre de divisiones  con entradas Xi,..., X, de longitud L. Tomemos el Bezoutiano
D(X,Y) en Q[X,Y] asociado a la sucesién Fy,..., F, conforme fue construido en la
Seccion 3.2.1.

En el siguiente lema se afirma que es posible transformar el straight-line program (3
en un straight-line program que evalia el Bezoutiano D.

Lema 5.11 Sean Fi, ..., F, polinomios en Q[X1, ..., X,] de grados acotados por d da-
dos mediante un straight-line program libre de divisiones (3 con entradas X, ..., X,
de longitud L. Entonces existe un straight-line program libre de divisiones de longi-
tud O(Ln*M (d) + n?(d* + n?)) con entradas Xy, ..., X,,Y1,...,Y, que evalia un Be-
zoutiano D(X,Y') para la sucesion Fi, ..., F, tal que el grado total de D en las variables
Xq,.., X0, Y1,..., Y, es alo sumo n(d —1).

Demostracion: Sean Fj(k) (1<j<n,0<k<n),B(1<m<d1<k<n), Agky)n
0<k<n—-1,1<j<n0<m<d)y~r (1 <jk<n) los polinomios definidos en
la demostracion del Lema 3.4 de la Seccién 3.2.1.

Primeramente vamos calcular los polinomios 7; . Procedemos como sigue: Para cada
Jykeonl < j<ny0<k<n-—1, substituimos en el straight-line program ( las

variables (X7,..., X) por (Yi,...,Y%), obteniendo un straight-line program ﬁj(-k) que
evalua el polinomio Fj(k) con longitud L. Por lo tanto cada polinomio Fj(k) se evaltia con L
operaciones aritméticas en Q[ X, Y] y tiene grado menor o igual a d. Por el Corolario 5.10
existe una representacion mixta de Fj(k) con respecto a la variable Xy, cuyas salidas

representan los polinomios A% e A% , con longitud O(LM(d)). En conclusién, como

se tienen n? pares (j,k) con 1 < j <n, 0 <k <n —1, el conjunto de polinomios ij)n

(0<k<n-—1,1<j7<n,1<m<d),se puede evaluar con O(Ln*M(d)) operaciones

aritméticas en Q[X,Y]. Por otra parte es claro que los polinomios B} (1 <m <d,1 <

k < n), se evalian con O(nd?) operaciones. A continuacién, para obtener los polinomios
m=1

lo tanto el conjunto de polinomios 7, (1 < j, k < n) se puede evaluar por un straight-

line program de longitud O(Ln?M (d)+n?d?). Finalmente recordemos que el Bezoutiano

D(X,Y) esté definido como el determinante D := det(7,). Luego aplicando el Lema

ik = S A;k,; YBm (1 < j,k < n), se requieren O(n2d) operaciones adicionales. Por
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5.6 sobre el calculo del determinante, concluimos que existe un straight-line program
B de longitud O(Ln*M(d) + n?(d* + n*)) que evalia el Bezoutiano D. -

Ahora estamos en condiciones de calcular los polinomios Gy, ...,Gs_1 que forman
una base de un espacio de interpolacién tal como se describen en el Teorema 4.1.

Teorema 5.12 Sean Fi,..., F, polinomios en Q[Xy,...,X,]| de grados a lo sumo d
que definen una sucesion regular reducida y que generan el ideal radical (Fy, ..., F,).
Sea V = V(Fy,...,F,) la Q-variedad 0-dimensional de cardinalidad 6 definida por
estos polinomios y B su anillo de coordenadas. Supongase que como entrada son dados
los siguientes items

s Un straight-line program libre de divisiones (3 con entradas X1, ..., X, de longitud
L que evalia los polinomios Fy, ..., F,.
= FEl polinomio minimal q, y la parametrizacion dada por los polinomios vy, ..., v,

de la resolucion geométrica de V' asociada a un elemento primitivo u.

Entonces existe un straight-line program libre de divisiones 3’ con entradas X, ..., X,
de longitud O(n(nL+n*) M (d?8)) y con § salidas que representan polinomios Gy, . .., Gs_,
en Q[X1,...,X,] de grados a lo sumo n(d—1) que verifican la siguiente propiedad: De-
notemos con qo, ..., gs—1 las imdgenes en B de los polinomios Gy, ...,Gs_1. Entonces
para todo elemento f en B wvale la férmula de la traza:

5—1
f= Z Tr(J " fuF)gp. (5.4)
k=0
En particular {go, . ..,gs—1} €s una base de B y los polinomios Gy, ...,Gs_1 generan

un espacio de interpolacion para el conjunto de nodos V.

Demostracion: Por hipdtesis tenemos un straight-line program libre de divisiones 3
de longitud a lo sumo L que evalta el conjunto de polinomios Fi, ..., F},. Por el Lema
5.11 se puede transformar a [ en un straight-line program libre de divisiones (3; de
longitud a lo sumo O(Ln?M (d) + n?(d* + n?)) con entradas X1,..., X,,Y1,...,Y, que
evalia un Bezoutiano D de la sucesién Fi, ..., F, de grado acotado por n(d — 1). Sea
D el polinomio en Q[X7,...,X,,T| que se obtiene al substituir en D las variables
Y1,...,Y, por los polinomios univariados vy (7), ..., v,(T") respectivamente, es decir

Dl = D<X17 s 7XH7U1(T)7 ce ,Un(T))

Como sabemos el anillo cociente Q[X1, ..., X,, T]/(qu) es un Q[Xy,..., X, ]-médu-
lo libre con base B = {1,T,...,T°"'}. Denotemos con D; a la imagen de D; en
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el cociente Q[X,T1/(q.). Sean Gy,...,Gs_1 los polinomios en Q[X7,...,X,] que re-
presentan las coordenadas de D; en la base B. Segtin la demostracién del Teorema
4.1, los polinomios Gy, ..., Gs_1 verifican todas las propiedades del enunciado del pre-
sente teorema. Ahora bien, de acuerdo con el Teorema 5.9 es posible obtener a par-
tir de (4 y de la resolucién geométrica de V' un straight-line program (' de longitud
O((Ln*M(d) + n?*(d* +n?))M(0)) = O(n(nL + n*)M(d*))) que evaliia los polinomios
G, (1 <j <6 —1),lo que concluye la demostracién. n

5.4. Calculo de los coeficientes

En la seccion anterior hemos calculado polinomios Gy,...,Gs_1 que forman una
base para un espacio de interpolacion. Ademas esta base posee la propiedad que dado
un polinomio arbitrario F' en Q[X7, ..., X,,] su interpolante en dicho espacio se escribe
en la forma Y75 Tr(J ™" fu?)G;. En esta seccién nos ocupamos del cdlculo de los
coeficientes Tr(J 1 fu?) (0 < j < §— 1), suponiendo que los polinomios F, ..., F, y F
vienen dados por un straight-line program de longitud L.

5.4.1. Calculo del jacobiano

En primer término consideramos el problema de calcular las derivadas parciales
primeras 0F/0X,...,0F/0X, de un polinomio F' en Q[X1,..., X,] arbitrario. Tene-
mos el siguiente lema:

Lema 5.13 Sea F' un polinomio en Q[X1, ..., X,]| dado mediante un straight-line pro-
gram (3 de longitud L. Entonces, existe un straight-line program [3' que evaliia el conjunto
de polinomios {0F/0X1,...,0F/0X,} con longitud O(nL).

Demostracion: La idea es calcular “paso a paso” cada derivada primera de F' siguien-
do el esquema de computacion (8 que calcula F. Procedemos de la siguiente manera:
Por cada paso de computacion p de [ se calculan las n derivadas primeras de la funcién
calculada en p. A fin de calcular esas derivadas basta tener en cuenta que en pasos
de computacion anteriores se tienen calculadas las derivadas primeras de los resultados
intermedios predecesores de p, por lo que el esquema de célculo de las derivadas de
la funcién calulada en p es una consecuencia directa de las reglas de derivacién para
funciones de tipo Pop @ con op € {+, —,-}. "

Combinando el Lema 5.13 con el Teorema 5.6 sobre el calculo del determinante, se
obtiene el corolario:

Corolario 5.14 Sean Fi, ..., F, polinomios en Q[ X1, ..., X,| dados mediante un straight-

line program (3 de longitud L. Entonces existe un straight-line program (3 que evalia el
Jacobiano J(Fy, ..., F,) con longitud O(nL + n*).
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5.4.2. Inversion del jacobiano

Sea .J la imagen en B del polinomio jacobiano J(F1,..., F,). Consideramos ahora
el problema de calcular su inverso J~! en B. Sea u el elemento primitivo previamente
fijado en B. Para nuestro proposito es suficiente hallar el polinomio H en Q[77] de grado
a lo sumo 0 — 1 que verifica H(u) = J~!. Tenemos el siguiente resultado:

Teorema 5.15 Sean Fi, ..., F, polinomios en Q[X1, ..., X,] que definen una sucesion
reqular reducida y que generan un ideal radical (Fy, ..., F,). Sea V. =V (Fy,..., F,) la
Q-variedad 0-dimensional de cardinalidad 6 definida por estos polinomios y B su anillo
de coordenadas. Supdongase que los siquientes items son dados como entrada:

» Un straight-line program (3 de longitud L que evalia los polinomios Fy, ... | F,.
= Una resolucion geométrica de V.

Entonces el polinomio H en Q[T de grado a lo sumo § — 1 que verifica la identidad
H(u) = J~ " en B se puede calcular con O((nL + n*)M(8)log(d)) operaciones en Q.

Demostracién: Por el Corolario 5.14 existe un straight-line program ' que evalia el
jacobiano J con longitud O(nL+n?). Luego, por el Corolario 5.9 el polinomio G en Q[T]
de grado a lo sumo § — 1 tal que G(u) = J se puede calcular usando O((nL + n*)M(J))
operaciones en Q. Sea ahora H el polinomio en Q[7'] de grado gr(H) < § — 1 tal que
HG = 1 mod(q,). Es claro que H verifica la identidad H(u) = J~!. Aplicando el
Lema 5.5 (célculo del méaximo comun divisor) el polinomio H se puede calcular a partir
de g, y G con O(M(6)log(d)) operaciones en Q. En conclusién es necesario realizar
O((nL +n*)M(8)log(d)) operaciones en Q. L

5.4.3. Calculo de las trazas

Dado un elemento primitivo v en B consideramos nuevamente la Q-algebra A, =
Q[T']/(gu) de clases residuales en Q[I'] mddulo el polinomio minimal g, de u. En el
siguiente lema se establece el costo de evaluar la traza estandar tr de A,,.

Lema 5.16 Sea p una clase residual dada en A,. Supongase que son dados los siguien-
tes items:

» El representante P en Q[T de grado a lo sumo 6 — 1 de la clase residual p.
s Fl polinomio minimal q,.

Entonces la traza estindar tr(p) de p se puede calcular con O(M(J)) operaciones
aritméticas en Q.
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Demostracion: Sea ¢, la derivada de ¢,. Por el Lema 3.7 sabemos que si R =
bs_1 T2~ 14+ - -+bg es el resto de la divisién del producto ¢, P por g, entonces t7(p) = bs_;.
A fin de demostrar el enunciado basta observar que por el Corolario 5.4 podemos calcular
R a partir de Py ¢/, con O(M(6§)) operaciones aritméticas en Q. n

En consecuencia, podemos determinar el costo de calcular las trazas que necesitamos
a fin de calcular un polinomio interpolante.

Teorema 5.17 Sean Fi, ..., F, polinomios en Q[ X1, ..., X,]| de grados acotados por d

que definen una sucesion reqular reducida y que generan un ideal radical (Fy, ..., Fy,).
Sea V. =V(F,...,F,) la Q-variedad 0-dimensional de cardinalidad 6 definida por estos
polinomios y B su anillo de coordenadas. Sea ademds F' un polinomio en Q[ X, ..., X,]

de grado arbitrario, y dendtese con f su imagen en B . Supdngase que los siguientes
items son dados como entrada:

» Un straight-line program libre de divisiones (8 de longitud L que evalia los poli-
nomios Fy, ..., F, y F.

» Una resolucion geométrica de V.

Entonces todas las trazas Tr(J 1 fu?) (0 < j < 6—1) se pueden calcular a partir de
los coeficientes de la resolucion geométrica y de los pardmetros de  usando O((nL +
n*)M(6)?) operaciones en Q.

Demostracion: Sea u el elemento primitivo de la resolucién geométrica dada. Sean
Py H los polinomios en Q[T de grados a lo sumo 6 — 1 tales que valen las igualdades
P(u) = f y H(u) = J! en B. Por el Teorema 5.15 y el Corolario 5.9 los polinomios
P yv H se pueden calcular a partir de los coeficientes de la resolucion geométrica y de
los pardmetros de 3 con O((nL + n*)M(§)log(d)) operaciones en Q. A continuacién
hallamos para todo 0 < j < § — 1 el polinomio K; en Q[T de grado a lo sumo § — 1
representante de la clase residual K; = HPTY del cociente A, = Q[T]/(q.). Este célculo
requiere O(9) multiplicaciones en A, y por lo tanto, segin el Corolario 5.4, el célculo
de la representacién densa de las clases Ky, ..., Ks_; requiere O(§M(J)) operaciones
aritméticas en Q. En virtud del isomorfismo de Q-algebras 6 : B — A, dado por
O(u) = T tenemos que Tr = tr o . Por lo tanto Tr(J~!fu?) = tr(K;) para todo

0 <j <d§—1. Por el Lema 5.16 una traza estandar ¢r([;) se puede calcular a partir de
los polinomios ¢, y K; con O(M(J)) operaciones en Q. En consecuencia el costo total

es de O((nL + n*)M(8)log(d) + M () = O((nL + n*)M(8)?). n
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5.5. Estimacién de complejidad del algoritmo com-
pleto

En conclusion podemos decir que la eficiencia del método de interpolacion expuesto
en las paginas precedentes reside en el calculo del interpolante, es decir, de las trazas,
junto con el costo del célculo de los polinomios Gy, ...,Gs_1 de la base del espacio de
interpolantes.

Finalmente resumimos los resultados anteriores en el siguiente teorema:

Teorema 5.18 Sean Fi, ..., F, polinomios en Q[X1,...,X,]| de grados acotados por d

que definen una sucesion regular reducida y que generan un ideal radical (Fy, ..., Fy,).
Sea V=V (F,...,F,) la Q-variedad 0-dimensional de cardinalidad 0 definida por estos
polinomios y B su anillo de coordenadas. Sea ademds F un polinomio en Q[ X, ..., X,]

de grado arbitrario, y dendtese con f a su imagen en B. Supongase que es dado como
entrada un straight-line program libre de divisiones (3 de longitud L que evalia los
polinomios Fi, ..., F, y F'. Entonces:

» Probabilisticamente puede construirse un straight-line program libre de divisiones
B de longitud O(n(nL + n*)M(db)?) que evalia & polinomios Gy,...,Gs_1 en
Q[X, ..., X,] cuyos grados estin acotados por n(d — 1) y tales que sus imdagenes
B=1{g0,---,95-1} forman una Q-base de B.

» Las coordenadas (v, . .., as—1) en la base B del elemento f de B se pueden calcular
a partir de los pardmetros de 3 con O((nL +n*)M(5))?) operaciones aritméticas

en Q.

En particular, el polinomio P := Zj;é a;G; es un interpolante de F' en los puntos
de la variedad V', tiene grado acotado por n(d—1) y se evalia mediante un straight-line
program de longitud O(n(nL + n*)M (dé)?).

Demostracion: Dado que el clculo de la resolucion geométrica de V' requiere O(n(nL+
n*)M(d6)?) operaciones aritméticas en @, y segun el Teorema 5.12 los polinomios

G, ..., Gs_1 se evalian a partir de § y de la resolucién geométrica de V' con O(n(nL+
nt)M(d?5)) operaciones aritméticas en Q[X7,...,X,], ficilmente se deduce la esti-
macién de complejidad del enunciado. ]
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Parte 11

Cotas inferiores
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Capitulo 6

Un modelo para procesos de
interpolacion

6.1. Algoritmos para familias de problemas de in-
terpolacion

En lo que sigue vamos a ocuparnos de familias de problemas de interpolacion. Una
familia de problemas de interpolacion esta representada por una estructura de datos, que
es un subconjunto construible D de un espacio ambiente afin C¥ dado. Cada instancia
admisible d € D, o cddigo de entrada, determina o codifica un problema de interpolacion,
interpretando las coordenadas de d como la lista de nodos y valores que definen el pro-
blema. Asi, por ejemplo, cada punto (z(V), yy,..., 20 ys) € C**VE donde 2 € C",
y; € C para todo 1 < i < §y 2@ # 20) para i # j, determina de forma natural
un problema de interpolacién de Lagrange con nodos (M, ..., 2 y valores v, .. ., ys.
En forma andloga se puede representar una amplia variedad de familias de problemas
de interpolacion, como quedard claro en los ejemplos que se daran en la Seccién 6.2.
Recalcamos que para toda familia de problemas interpolacion considerada aqui, existen
n, D € N, tales que todas las instancias de la familia tienen una solucién (no necesari-
amente unica) en el espacio IIp de los polinomios n—variados con coeficientes en C de
grado a lo sumo D. En otras palabras, tenemos una aplicacion ® : D — Il tal que para
cada d € D el polinomio ®(d) resuelve el problema de interpolacién determinado por
d. Mas aun, vamos a restringirnos a los casos en que esta aplicacién ¢ es un morfismo
racional regular sobre un subconjunto abierto Zariski de D y ademads es continua (en la
topologia fuerte) en todo su dominio D.

En suma, una familia de problemas de interpolacion de grado D consiste de:

» un subconjunto construible D de un espacio afin CV, donde cada d € D codifica
un problema de interpolacién con una solucién en el espacio I1p.
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= un morfismo racional ® : D — IIp que se extiende con continuidad (en la topologia
fuerte) a todo D y tal que ®(d) resuelve el problema de interpolacién definido por
d para todo d € D.

Definimos ahora la nocién de algoritmo que resuelve (genéricamente) una familia
dada de problemas de interpolacion.

Definicién 6.1 Un algoritmo de interpolacién para la familia de problemas de inter-
polacion D, ® : D — Ilp estd dado por un conjunto construible D* C CM, llamado la
estructura de datos de salida, junto con una aplicacion (polinomial) w* : D* — Ilp, y
una aplicacion racional ¥ : D --+» D*, tal que ¥ (d) resuelve el problema de interpolacion
codificado por cada d € D donde V estd definida. En otras palabras V(d) representa el
cddigo del interpolante ®(d) € Ilp. En suma, el siguiente diagrama conmuta:

D-———- ~D* (6.1)

Denotamos con D la clausura Zariski de D en su espacio ambiente CV. En adelante,
vamos a suponer que D es un conjunto algebraico irreducible.

Como V¥ se supone una aplicaciéon racional, existe un conjunto denso y abierto
Zariski U C D, tal que ¥ es una funcién regular en U, ie, ¥ es una M-tupla de
funciones racionales U; € C(D), 1 < j < M, bien definidas en U.

6.2. 'Tres ejemplos criticos

El propdsito de esta seccion es ilustrar las nociones de la seccion anterior, las cuales
se discuten en tres significativas familias de problemas de interpolacién. Estas famil-
ias de problemas de interpolacion constituyen nuestros ejemplos prototipicos, y seran
retomados en las Secciones 7.3 y 8.

La primera familia que consideramos es la interpolacién de Lagrange univariada
clasica, que estd parametrizada por una estructura de datos suave. Luego consideramos
un caso de interpolacion de Lagrange multivariada sobre una curva singular. Nuestro
ultimo ejemplo es el de una familia no lineal de problemas de interpolacion, esto es, el
conjunto de interpolantes no es un subespacio lineal, sino un conjunto construible del
correspondiente espacio ambiente afin.
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6.2.1. Interpolacion de Lagrange univariada

Fijese N € Ny~ := (71,...,7v) € CV con v; # ~; para i # j. El problema de
interpolacién de Lagrange univariado (genérico) en nodos fijos =4, ...,y consiste en
hallar, para cada d := (dy,...,dy) € CV, el tinico polinomio pg € Iy_; que satisface
pa(7;) = dj paral < j <d.

Con el fin de representar estos problemas de interpolacion en nuestros términos sea
D :=N —1,D :=C" y la aplicacién ® : D — IIy_; definida por ®(d) := py. Ahora
bien, como para todo d := (di,...,dy) € D, la representacion densa de pg € TIy_
estd dada por el vector V='d, donde V := (v/ ")i<ijcn € CVN s la matriz de
Vandermonde asociada a 7, ...,vy, es claro que ® es un morfismo regular y continuo
en todo D. Luego, la familia de problemas de interpolacion de Lagrange univariados
en nodos fijos vi,...,vn estd representada por todo el espacio afin D := CV, y la
aplicacion @ : D — IIy_; en el sentido de la Seccion 6.1.

Sea D* := CN y w* : D* — IIy_; la codificacién de los elementos de IIy_; deter-
minada por su representacion densa, i.e, w*(ag,...,a,_1) = Z;V:_Ol a;X7. Por lo tanto,
la aplicacién regular ¥ : D — D* definida por ¥(d) := V~!(d) es un algoritmo de
interpolacion en el sentido de arriba que esta definido en todo D.

Esta construccién se puede modificar facilmente para modelar también la clasica
interpolaciéon de Lagrange univariada con nodos genéricos: sea U C C¥ el conjunto
abierto U :={ (v1,..., W) | Vi # v, 1<i<j<N}yseaD:=UxCN cCN xCV,

Cada (v, d) € D define un problema de interpolacién de Lagrange como antes mu-
tatis mutandis en los nodos 7i,...,7vny con valores di,...,dy. Luego el problema de
interpolacion de Lagrange genérico esta representado por la estructura de datos D y el
morfismo ® : D — IIy_; que aplica cada d € D en el tinico p(,,q) € lIy_1 que satisface
P(y,a)(7i) = d;i para 1 < i < N. Puesto que la representacién densa de p(,,q) estd dada
por el vector V(y)~ld, vemos que para D* := C¥, la aplicacién w* : D* — Ily_4,
w*(poy .-, PN_1) = Z?{;Olijj, y el morfismo ¥ : D — D* U(y,d) := V(y) d,
constituyen un algoritmo que resuelve esta familia de problemas de interpolacion.

6.2.2. Interpolacion univariada de Lagrange-Hermite de un
polinomio fijo

Fijese N € N y un polinomio univariado f € II := C[X] con gr(f) > N, y sea
D := CV. Para cada d € C" consideramos el problema de interpolacién de Lagrange-
Hermite que consiste en hallar el iinico polinomio pg € IIxy_1 que satisface

Dipy(z) = D7 f(2) para 0 <j < u,, (6.2)

donde u, :=#{j e {l,...,N} : 2 =d;}, z € C.
Sea D* := CV y w* : D* — Ily_; la codificacién densa de los elementos de Ily_;. El
conocido método de interpolacién de Newton o de diferencias divididas permite expresar
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el tnico polinomio de IIy_; que satisface las condiciones de interpolacién (6.2) en la
forma:

N
D fldi, . d)(X = dy). (X —dy), (6.3)
j=1
donde f[dy,...,d;] denota la j-ésima diferencia dividida. Afirmamos que las diferencias
divididas f[ds,...,d;] son polinomiales en d. En efecto, sean nuevas indeterminadas

X, ..., Xn y definamos los polinomios P; € C[Xy,...,X;], 1 < j < N, inductivamente
como:

P1 = f(Xl),
Pi(Xa, ..., X;) = Pioy(X1,..., X, 1) ,
P, = - o J S 2 <43 <N.
J XJ _Xl ) 7>

Sabemos que para todo d := (dy,...,dy) € CV con d; # d; para i # j, valen las
identidades:

Pi(dy,....d;) = fldy,....d;], 1<j<N. (6.4)

Puesto que ademés las diferencias divididas f[dy, ..., d;] son funciones continuas de d
en la topologia fuerte de CV (véase [8]), concluimos que la identidad (6.4) vale para
todo d € CV, lo que demuestra nuestra afirmacion.

Ahora, definimos ¥ : D — D* como la aplicacién tal que los valores Wy (d), ..., ¥ y(d)
son los coeficientes del polinomio de (6.3) considerado como un polinomio en C[d][X]
para cada d € D. En consecuencia con w* : D* — IIy_y y ¥ : D — D* asi definidas,
obtenemos un algoritmo de interpolacién regular, esto es, definido en todo D, para la
familia de problemas de interpolacién de Lagrange-Hermite definida por D.

Por otra parte, es claro que el subconjunto Dy = {(d,...,dy) € CN : d; #
d;, para i # j} de D se puede interpretar como una estructura de datos que codi-
fica la subfamilia de problemas de interpolacién de Lagrange del polinomio fijo f en
nodos genéricos.

Si V(d) :== (&2 ") 1<ij<n € CN*N representa la matriz de Vandermonde asociada a
di,...,dy, la representacién densa del unico interpolante py; € IIy_; para el problema
de interpolacién de Lagrange definido por d estd dado por V(d)~! f(d), donde f(d) :=
(f(dy),. .., f(dy)). Por lo tanto el morfismo racional ¢ : Dy — CV definido por ¥(d) :=
V(d)~'f(d) es un algoritmo de interpolacién para la familia de problemas de Lagrange
Do.

A primera vista podria pensarse que este algoritmo v es una aplicacién racional
bien definida sobre Dy, que no se extiende a Dy \ Dy = CV \ Dy. Sin embargo como ¥
y ¥ son idénticas sobre el conjunto denso Dy, se deduce que » = ¥ y por lo tanto ¥ es
polinomial.
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6.2.3. Interpolacion de Lagrange-Hermite bivariada sobre la
curva X° —Y? =0

Sea D := C\{(—1,+i)}, donde C C C? es la curva algebraica definida por la ecuacién
X3 —Y? = 0. Para cada (u,v) € D distinto de (0,0) consideramos la interpolacién de
una funcién polinomial dada f : C* — C en los puntos (u,v) y (0,0).

Maés precisamente, cada (u,v) € D \ {(0,0)}, define un problema de interpolacién
de Lagrange en los nodos (0,0) y (u,v) con valores asociados f(0,0) y f(u,v) respecti-
vamente. Por otro lado, para el punto (0,0) consideramos el problema de interpolacién
de Hermite en el nodo (0,0) con valores f(0,0) y g—)f((0,0), donde este tltimo repre-
senta la evaluacién en (0,0) de la derivada parcial con respecto a la variable X, y
que consiste en hallar un polinomio I(gg) € II; tal que verifique I(0)(0,0) = f(0,0),
72 (0,0) = £(0,0).

Es fécil ver que para cada (u,v) € D\{(0,0)} existe un 4nico polinomio interpolante
I(u,v) que se halla en el espacio lineal C®C-(uX+vY") C II; (este espacio de interpolantes
corresponde al “least solution space” introducido en [10], véase también [9]):

+ (f(uav) 2_ f(027 0))UX + (f(uvv> 2_ f((;a 0))UY
U+ v us + v

[(u,v) = f(O, 0)

Para (u,v) = (0,0), tomamos

I(O,O) = f(O, 0) + g_).];a), O)X,
que de hecho es el unico interpolante que se halla en el espacio lineal C® C - X C II;
para el problema de interpolacién definido por el punto (0, 0).

La aplicacién @ : D — II; definida por ®(u,v) := I(,,), es claramante un morfismo
racional sobre el abierto D \ {(0,0)} y es facil ver que también es continua (en la
topologia fuerte) en el punto (0,0). Por lo tanto tenemos una familia de problemas de
interpolacién de grado 1 codificada por Dy ® : D — II; en el sentido de la Seccién 6.1.

Ahora, definiendo D* := C* y w* : D* — II; como w*(a,b,c) := a + bX + cY
(la representacién candnica densa de los polinomios bivariados de grado a lo sumo 1),
tenemos que la aplicacion racional W : D --» D* definida como:

(f(uv U) — f(07 O))u (f(u7 U) — f(o’ 0))0)’

u? + v? ’ u? + v?

U (u,v) := (f(0,0), (6.5)

junto con w* constituyen un algoritmo que resuelve la familia de problemas de interpo-
lacién D, ¢ : D — II; sobre el conjunto abierto Zariski D \ {(0,0)}.
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6.2.4. Un ejemplo no lineal: sucesiones de identificacion e in-
terpolacion

Sean n, L € N que satisfacen 2 > n, y sea Op,, C Il := C[X{, ..., X,] el conjunto
de los polinomios que se pueden evaluar mediante un straight-line program de longitud
no escalar a lo sumo L. Observamos que todo polinomio f € Oy, tiene grado acotado

por 2& (véase [4, Exercise 9.18] o [24, Theorem 3.2]). En consecuencia Op,,, C [Tz puede
considerarse como un subconjunto construible de CVz, donde N, := (QL:").

Denotemos con 5L,n a la clausura Zariski de Oy, en su espacio ambiente CNe. Se
tiene que O, es una variedad absolutamente irreducible. Los elementos de este con-
junto algebraico se corresponden con los polinomios n-variados que tienen complejidad

aprozimativa acotada por L (véase [1, Lemma 2 y Satz 4]).

Sea ny := 4(L + n + 1)*> + 2. De acuerdo con [6, Corollary 2] existen vectores
M-y, € C" tales que para f,g € (’)Ln las igualdades f(v;) = g(v;) para i =
1,...,ng implican f = g. Tal conjunto de vectores {y1,...,7,,} se denomina una

sucesio’n de identificacion para la clase de polinomios Oy, ,,.

Sea = : 5,;7” — C" la aplicacién polinomial (lineal) definida por

[1]

(f) = (f('YI)a ce 7f<’ynL))

Sea Dr, := Z(0r,,) C C™. Entonces [6, Theorem 2] muestra que Dy, es un cono
irreducible affn de C** y Z: Oy, n = D Ln €s un morfismo bijectivo, birracional, finito de
variedades algebraicas y un homeomorfismo en la topologia fuerte. Vamos a considerar
a D, como una estructura de datos que representa en forma natural una familia de
problemas de interpolacion.

Més precisamente, obsérvese que la eleccién 74, . .., 7,, como una sucesién de iden-
tificacién implica que para cada d € Dp,, existe un unico elemento f € Or, que
satisface f(v;) = d; para 1 < j < np, a saber, el elemento f = Z71(d). As{ pues, si
definimos ® : Dy, — Iy como ®(d) = =7!(d) obtenemos una familia de problemas de
interpolacién parametrizada por Dy, en el sentido de la Seccién 6.1. Obsérvese ademés
que esta familia de problemas de interpolacion es no lineal en el sentido que el espacio
de interpolantes Oy, es no lineal (no es cerrado para la adicién).

La Seccion 8.2 sera dedicada al estudio de la complejidad algoritmica de resolver
esta familia particular de problemas de interpolacion, o equivalentemente, la comple-
jidad de reconstruir los polinomios de Oy ,, a partir de sus valores en una sucesién de
identificacién.
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6.3. Complejidad de una familia de problemas de
interpolacion

Sea una familia de problemas de interpolacién de grado D dada por una estruc-
tura de datos D y una aplicacion ¢ : D — IIp. Para todo algoritmo de interpolacion
w* : DY — Ilp, ¥ : D --» D* la dimensién del espacio ambiente de D* se llama
la complejidad del algoritmo de interpolacion (w*, V). Asimismo, la La complejidad de
una familia dada de problemas de interpolacion se define como la complejidad mini-
ma de todos los algoritmos de interpolacion que resuelven la familia de problemas de
interpolacion D, ® : D — Ilp.

Por ejemplo, la complejidad de la interpolacién de Lagrange univariada (genérica)
en N nodos fijos (Ejemplo 6.2.1) es a lo sumo .

Recalcamos que esta nociéon de complejidad es una generalizacion adecuada de tres
medidas usuales de complejidad en teoria de eliminacion efectiva: el tamano de la repre-
sentacién densa o rala y la longitud (no escalar) de la representacién por straight—line
programs. En efecto, es claro que el tamano minimo de la representaciéon densa o rala
(el nimero total de monomios o de monomios no nulos en consideracién) de una familia
“continua” dada F := {Q;;j € J} C C[X},...,X,] de polinomios de grado acotado es
una cota inferior para la complejidad de calcular un miembro genérico de F. En otras
palabras, podemos estimar inferiormente tal complejidad mediante la dimension del
menor espacio ambiente A que contiene F. Por otro lado, para un polinomio dado F' €
C[Xy, ..., X, podemos considerar la longitud no escalar minima L(F") de un straight—
line program que evalia F'. Sea L € Ny definase W, := {F € C[Xy,...,X,]; L(F) <
L}. De [4, Exercise 9.18] (véase también [24, Theorem 3.2]) deducimos que W, es un
subconjunto construible de ALAn+1)? y por lo tanto la dimensién (L + n + 1)? del
espacio ambiente de W, refleja la longitud (no escalar) del straight-line program de un
polinomio genérico F' € Wry.
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Capitulo 7

Algoritmos robustos de
interpolacion

Con el fin de incluir fenémenos de coalescencia en nuestro modelo (véase, e.g., [3],
[10], [30]), vamos a considerar resoluciones de problemas de interpolacién limites medi-
ante la nocion de algoritmo robusto.

7.1. Hechos basicos de la teoria de places

Comenzamos recordando algunos hechos bésicos de la teoria de places en el algebra
conmutativa y la geometria algebraica que necesitaremos después (seguimos los libros
clasicos [39] y [28]) con el fin de dar un marco teérico adecuado a nuestra nocién de
robustez.

Un place (o un place A-valuado) de un cuerpo K es un homomorfismo de anillos
¥ : Ry — A donde A es otro cuerpo y Ry C K es un subanillo que verifica que si
x € K\ Ry entonces 1/x € Ry y ¥(1/x) = 0. Para © ¢ Ry escribimos J(z) = oco. El
anillo Ry se llama el anillo de valuacion asociado a 1. Si el cuerpo K es una k—algebra
para otro cuerpo k y ¢ es un morfismo de k—espacios vectoriales, decimos que 9 es un
k—place.

Recordamos los siguientes resultados basicos y bien conocidos:

Teorema I (Extensién de places) ([39, Theorem 5’, Ch.VI, §4] y [28, Ch.
VII, §3, Corollary 3.3]) Sea A un dominio integro contenido en un cuerpo K y sea
€ : A — L una especializacion (i.e., un homomorfismo de anillos) de A sobre otro anillo
L. Entonces € se puede extender a un place ¥ de K. Si L es algebraicamente cerrado,
el place v puede elegirse L—valuado.

Obsérvese que si K, L y A son k-algebras para cierto cuerpo k y € es un k—
homomorfismo, el place ¥ resulta un k—place.
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Teorema II (Places y clausura entera) ([39, Theorem 6, Ch.VII, §5]) Sea A
un dominio integro contenido en un cuerpo K. Entonces la interseccion [y Ry, donde
Y recorre todos los places de K tales que A C Ry, es la clausura entera de A en K.

Si A es la localizacion de una C—dlgebra finitamente generada, la clausura entera de
A en su cuerpo de fracciones es la interseccion de los anillos de valuacion asociados a
los C—places C—valuados que contienen A.

7.2. La nocion de robustez

Ahora procedemos a introducir la nociéon de robustez para algoritmos de interpo-
lacion.

Con la terminologia de la Seccién 6.1, sea w* : D* — Ilp, ¥ : D --» D* C CM un
algoritmo que resuelve un familia dada D, ® : D — IIp de problemas de interpolacién.
En lo que sigue, denotamos con 91, al ideal maximal asociado a un punto dado d € D
en el anillo de coordenadas C[D].

Informalmente hablando, un algoritmo robusto de interpolacién para una familia
dada de problemas de interpolacion es un algoritmo que admite una tnica extension a
los problemas limites bien definidos, esto es, los problemas correspondientes a puntos
de D donde ¥ no esta definido, y que los resuelve. Formalizamos esta idea mediante la
teoria de places.

Definicién 7.1 Con las notaciones anteriores, decimos que el algoritmo w* : D* —
I[Ip, ¥ : D --» D* es robusto si y solo si la siquiente condicion se satisface en todo
punto d_€ D: para todo C-place ¥ : C(D) — C U {oo} que es finito sobre el anillo

local C[Dloy,, el valor ¥(¥;) es finito y depende solo del punto d y del indice j, pero no
depende del place ). Denotaremos este valor con V;(d), aun si V; no estd definida en

d.

En la préxima seccién exhibiremos algoritmos robustos que resuelven las familias
de problemas de las Subsecciones 6.2.1 y 6.2.3 con el objeto de ilustrar esta nocion.

Ahora establecemos algunos comentarios y consecuencias concernientes a esta defini-
cién que necesitaremos mas tarde.

Sea d € D y sea ¥ un place C-valuado del cuerpo C(D) cuyo anillo de valuacién

asociado Ry contiene el anillo local C[D]gy,. El place ¥ induce por restriccién un C-

homomorfismo € : C[D]oy, — C, que es necesariamente la evaluacién en el punto d.
Si la funcién racional W, estd definida en d (i.e., ¥; € C[D]gy, para 1 < j < M), el
valor ¥(V;) no depende del place 9 y coincide con ¥,;(d). Por lo tanto, la condicién de
robustez se satisface trivialmente en todo punto del dominio de ¥ y tenemos la siguiente

observacion:
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Observaciéon 7.2 Un algoritmo definido por una aplicacion reqular W : D — D* es
necesariamente robusto.

Sin embargo, la condicién de la Definicién 7.1 tiene un sentido no trivial (en el
espiritu de la regla de L’Hopital) si d anula tanto el numerador como el denominador
de ¥;. Esta analogia sugiere nuestra notacién extendida ¥(d) para puntos d de D donde
U no esta definida.

Del Teorema II inferimos que si ¥ es robusto, el morfismo natural C[D]gy,
< C[D]on,[¥1,..., V)] es una extensién entera para todo punto d € D, i.e., las fun-
ciones racionales W; son enteras sobre C[D]on .- En particular, si d es un punto suave
de D esto implica que la aplicacién ¥ puede ser realmente evaluada en d, puesto que

el anillo local C[D]gy, es integralmente cerrado y entonces contiene a las funciones ¥;.
Esto justifica la siguiente observacién:

Observacion 7.3 Si el conjunto construible D es suave y el algoritmo es robusto, la
aplicacion racional ¥ : D — D* estd definida en todas partes, i.e, es una aplicacion
reqular sobre todo el espacio D.

Este es el caso para la cldsica interpolacién univariada de Lagrange-Hermite (véase
las Secciones 6.2.1 y 6.2.2). Para la robustez en puntos singulares, véase el ejemplo
considerado en las Subsecciones 6.2.3 y 7.3.2.

Nuestra definicién de robustez afirma que la aplicacién ¥ se puede extender a todo el
conjunto D, produciendo puntos bien definidos en C¥. Las imégenes correspondientes
a puntos limites, esto es, a puntos de D donde ¥ no esté definida, no necesariamente
pertenecen al conjunto construible D*, sino a su clausura Zariski en CM . En efecto, para
todo polinomio g que se anula sobre D*, la composiciéon go ¥ es una funcién racional en
C(D) que se anula en un conjunto U C D (a saber, la interseccién de D con el dominio
de W) denso en D y por lo tanto, es la funcién racional cero. En consecuencia, para todo
place ¥ de C(D) tenemos 0 = (g o ¥) = g(¥(¥)), lo que prueba nuestra afirmacién.

Las imagenes por la extension de ¥ de los puntos limites representan de hecho el
codigo de polinomios en Ilp, que son recuperados mediante la aplicaciéon polinomial
w*. Por otro lado, el algoritmo W resuelve el problema de interpolacion definido por
cada punto de su dominio. En consecuencia es natural preguntarse si la extension de
U a los puntos limites por medio de los places produce cédigos en D* correspondientes
a polinomios que resuelven los respectivos problemas de interpolacién particulares. En
otras palabras, nos preguntamos si la identidad ®(d) = w*(¥(d)) es valida aun para
puntos fuera del dominio de W. No intentaremos establecer las condiciones necesarias
y suficientes en las que esto se verifica en general, pero podremos constatarlo en los
ejemplos particulares de la Seccion 7.3.
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7.2.1. Robustez bajo restriccion

Como dijimos antes, la condicién de robustez asegura que el algoritmo ¥ se puede
especializar en todo punto (cerrado) de D. De hecho podemos mostrar algo mas fuerte
y muy natural: aun si las funciones racionales ¥, no estan definidas en todo punto de
D, para toda subvariedad cerrada Z C D tal que D N Z es un subconjunto denso en
Z, las funciones ¥, inducen “funciones restriccién” ; que son racionales sobre Z. Maés
precisamente:

Proposicién 7.4 Sea w* : D* — IIp, ¥ : D --» D* C CM un algoritmo robusto que
resuelve una familia de problemas de interpolacion D, ¥ : D — Ilp, y sea Z C D
un cerrado irreducible Zariski tal que D N Z es un subconjunto Zariski denso en Z.
Entonces, existen funciones racionales 1y, ...,y € C(Z2) tales que para todo punto
d € DNZ y para todo par de C-places ¥, V' de los cuerpos C(D) y C(Z) respectivamente,

que son finitos sobre los anillos locales C[Dlon, y C[Z]om,, la identidad 9(V;) = 9'(¢;)
vale para todo j =1,..., M.

Demostracion: Considérese el morfismo surjectivo canénico 7 : C[D] — C[Z] in-
ducido por la inclusién Z C D. Por la propiedad de extensién de places (Teorema I)
se sigue que existe un C-place p de C(D) que extiende 7. Denotamos con ) el cuerpo
residual asociado. En consecuencia, tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

C

—

D] —C[Z]

Ry

(0
donde el anillo local R, C C(D) asociado a p contiene C[D] y o es un monomorfismo.

Sea dy € DN Z. Por la condicién de robustez, la funcién racional ¥; pertenece a
la clausura entera del anillo C[D]gy 4, ¥ por lo tanto existe un polinomio P := T N 4
ay TNt 4o+ q € (C[l_)]gmdo [T] que anula a ¥;. Sea ¥V C D un conjunto abierto
Zariski, que contiene a dy, donde todos los coeficientes a; estan bien definidos. Por lo
tanto P = 0 también es una ecuacion de dependencia entera para W; sobre el anillo
local de todo punto que se halla en DN V. Como dy € VN Z, concluimos que V N Z
también es un subconjunto abierto Zariski denso de Z.

Puesto que el morfismo 7 también esta bien definido en el anillo local del punto d,
por el Teorema II se sigue que el anillo R,, contiene al anillo C[D]oy 4, ¥ al elemento
entero V;. En consecuencia, el elemento £ := p(¥;) se halla en el cuerpo Q y es entero
sobre C[Z]ay, . En particular, { es algebraico sobre C(Z) y m(P) = 0 es una ecuacién
de dependencia algebraica (no necesariamente minimal) para & sobre C(Z). Para evitar
notaciones innecesarias consideramos C(Z) como un subcuerpo de 2.
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Sea mg € C(Z)[T] el polinomio unitario minimal de £ sobre C(Z). Tenemos que
me es libre de cuadrados y su discriminante A es no nulo. En consecuencia, existe
un conjunto abierto Zariski no vacio V' C Z tal que, para todo d € V', el polinomio
me(d, T) esta bien definido y resulta A(d) # 0, en otras palabras, el polinomio m¢(d, T')
es libre de cuadrados para todo d en este subconjunto abierto de Z. Sin pérdida de
generalidad podemos suponer V' C VN Z y dy € V' (recuérdese que D N Z se supone
denso en Z).

Sea I C C[D]an,, [T el ideal generado por los polinomios univariados que se anulan
en V; (en particular, P € I). Tenemos un isomorfismo natural

C[Dlon,, [¥;] ~ C[Dlo,, [11/1.

Por otro lado, el morfismo 7 induce una aplicacién ¢ : C[D]gy 1o L1 — C[Z]on, [T]/me,
cuyo nicleo contiene al ideal I: si Q(V;) = 0, aplicando el place p tenemos 7(Q)(§) = 0,
por lo tanto (@) es divisible por el polinomio minimal m¢ in C(Z)[T]; puesto que 7(Q))
y mg pertenecen a C[Z]oy, [T'] y me es unitario, la divisién ocurre en este anillo, y por
lo tanto 7(Q) es un miltiplo de mg¢ en C[Z]an, [T]. Resumiendo, tenemos el siguiente
diagrama:

C [D] My, C [Z] My,

| |

C[D]on,, [¥;] —5—= ClZ]om,, [T]/me

Sea ahora w € C una raiz de me(dy, T'). Tenemos que

conmuta, donde ev,, es la aplicacion obtenida mediante la evaluaciéon de toda funcién

racional de C[Z]gy o N doy T en w. Siguiendo el Teorema I, la aplicacion ev, o ¢ :

C[D)om 1o [V;] — C se puede extender a un C-place 9, del cuerpo de fracciones C(D)
con valores en CU {oo}. Este place también extiende la evaluacién in dy, su anillo local
asociado Ry, contiene C[D]gy 5, ¥ verifica 9, (V) = w.

Por la hipétesis de robustez, el valor ¥,,(V;) no depende del place ¥, lo que en
particular implica que es independiente de la eleccion de la raiz w. Por lo tanto el
polinomio me(dy, T) es de grado uno y por ende lo es mg. En consecuencia el elemento
¢ es una funcién racional de C(Z2).

Escribamos ¢; := £. Afirmamos que con esta definicion, las funciones racionales 1);

para 1 < 7 < M verifican el enunciado de la proposicion.
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Seade DNZysead :C(Z) — CU{oo} un C—place que es finito sobre el anillo
local C[Z]gy,. En particular, ¥ extiende la evaluacién evy : C[Z]gy, — C. Claramente
V' (1;) es finito pues v; es entero sobre C[Z]gy,. Si Ry C C(Z) C Q denota su anillo de
valuacion asociado, existe un place 6 :  — C U {oo} que extiende ¥ : Ry — C y, en
particular, es finito sobre C[Z]on, C Ry.

Finalmente, considérese el homomorfismo 6 o o : C[D]gn,[¥;] — C. Este morfismo
se puede extender a un C-place ¥ : C(D) — C U {oo} finito sobre C[D]gy,, y por lo
tanto vale ¥'(¢;) = 0(¢;) = 6 o p(¥;) = ¥(¥,). Esto concluye la demostracion de la
proposicion. ]

7.3. Ejemplos de algoritmos robustos

En esta seccion analizamos si los algoritmos que resuelven las familias de problemas
de interpolacién introducidas en la Seccién 6.2 son robustos.

7.3.1. Interpolacion de Lagrange y de Lagrange—Hermite uni-
variada clasica: ejemplos 6.2.1 y 6.2.2

Los algoritmos que resuelven las familias de problemas de interpolaciéon univariados
de Lagrange y de Lagrange-Hermite de las Subsecciones 6.2.1 y 6.2.2 respectivamente,
son ambos regulares, y por lo tanto, de acuerdo a la Observacion 7.2, son trivialmente
robustos. Mas interesante es el caso de la familia de problemas de interpolacion de
Lagrange bivariada de la Subseccién 6.2.3 que discutimos a continuacién.

7.3.2. Robustez en puntos singulares: ejemplo 6.2.3

Ahora analizamos el algoritmo para la familia de problemas de interpolacién dis-
cutida en la Subseccién 6.2.3: la interpolacion de Lagrange bivariado de una funcion
polinomial arbitraria f : C* — C en los nodos (0,0) y (u,v), donde (u,v) recorre la
curva abierta D := {X? — Y2 = 0} \ {(—1,4i)}. Este ejemplo difiere de los anteri-
ores en que la estructura de datos D de la familia de problemas de interpolacién en
consideracién no es suave en el punto (0,0).

Procedemos a mostrar la robustez en (0,0) del algoritmo w* : D* — II;, ¥ : D --»
D* definido en la Subseccién 6.2.3, donde D* := C3, la codificacién w* : D* — II;
corresponde a la representacion densa, y ¥ esta definida por:

(f (u,v) = f(0,0)u (f(u,v) - f(0>0))v)'

u? + v? ’ u2 + v?

\I/(U,U) = (f(Ov())’
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Puesto que X2+ Y? = X?(1+ X) sobre la curva, tenemos las siguientes expresiones
equivalentes para las funciones racionales ¥y, U3 € C(D):

f(X,Y) = f(0,0)) (f(X,Y) = f(0,0)X
X(1+X) Y(1+X) '

Uy(X,Y) = ( , U3(X)Y) =

Primeramente analizamos si es posible definir el valor de W5 en (0,0) en el sentido
de la Definicién 7.1. Claramente, el elemento 1/1 + X es una unidad en el anillo local

C[Dlone, v ¥(1/1 + X) = 1 para todo C-place ¢ cuyo anillo de valuacién contiene

C[Dlony,- Ademds, tenemos la siguiente identidad en C(D):

f(X,Y)—f(0,0)_ af Y af
e _a—X(O,O)Jr} 6—Y(0,0)+XQ1(X,Y)+

YQ
~ Q2(X,Y)+Y Q3(X,Y)

para polinomios @)1, Q)2 v ()3 adecuados. De la igualdad

1% y?2 X3
S - X=0%-Y=35-X= 1
(X) X2 X2 0 (7.1)

en C(D), concluimos que Y/X pertenece a la clausura entera de C[ﬁ]m(o’o) y por lo

tanto, para todo C-place ¥ finito sobre C[Dlon,,,, tenemos ¥(Y/X) # oco. Ademds, de
(7.1) concluimos que (Y/X)? pertenece a Mo, Ry y por lo tanto Y/ X pertenece al ideal
maximal de Ry. En consecuencia, tenemos J(Y/X) = 0, lo que implica que J(¥5) =
%(O, 0). Esto muestra que el valor W5(0,0) puede definirse como W4(0,0) := %(O, 0).

Con un anélisis similar se infiere que ¥(¥3) = 0 para todo C—place ¥ finito sobre
C[@]m(o,o) y por lo tanto, podemos definir WU3(0,0) := 0. Se sigue que el algoritmo
w* : D* — I, ¥ : D --» D* de la Subseccién 6.2.3 es robusto en (0,0) y que vale
¥(0,0) = (£(0,0), 5£(0,0),0).

Cabe mencionar que mediante las mismas relaciones entre las variables XY es-
tablecidas en la discusion anterior es posible deducir que el algoritmo V¥ se extiende con
continuidad (en la topologia fuerte) al punto (0,0), y que el valor limite en este sentido
coincide con el hallado mediante places.

7.3.3. Robustez de algoritmos para interpolar polinomios co-
dificados por sus valores: ejemplo 6.2.4

Retomamos aqui el andlisis de la familia de problemas de interpolacién de la Sub-
seccion 6.2.4: la reconstruccion de los polinomios n—variados con coeficientes complejos
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que se evalian por un straight-line program de longitud no escalar a lo sumo L, a par-
tir de sus valores en una sucesién de identificacion. Siguiendo las notaciones de aquella
subseccion, esta familia de problemas estd representada por la estructura de datos Dy,
y la aplicacion ® : D ,, — O, C Iy, que es la inversa de la aplicacién polinomial
=:0r, — D, dada por la evaluacién en una sucesiéon de identificacién del conjunto
Op -

Considérese un algoritmo robusto w* : D* — Or,, ¥ : D, --» D* para esta familia
de problemas de interpolacién. Como se mencion6 en los comentarios a la Definicién
7.1, de la hipdtesis de robustez se sigue que para cada d € Dy, tenemos un vector
bien definido ¥(d) de la clausura D". En el siguiente lema se confirma que este vec-
tor U(d) resulta un cédigo de la solucién ®(d) € Oy, del problema de interpolacién
correspondiente al punto d.

Lema 7.5 Sea w* : D* — Or,, ¥V : Dp, --» D* un algoritmo robusto que resuelve
la familia de problemas de interpolacion Dy, ® : Dr,, — Or,. Entonces se verifica
w*(U(d)) = ®(d) para todo d € Dy, ,.

Demostracion: Sea U el abierto Zariski de la clausura TDL,n donde estd definida
la aplicacién racional W y sea V := Dr, NU. De la Definicién 6.1 de algoritmo de
interpolacion, es inmediato que w*(V(d)) = ®(d) para todo d € V. Equivalentemente,
la aplicacion racional = o w* o ¥ coincide con la identidad en el conjunto V. Puesto que
V es un subconjunto denso de 5L,n deducimos que = o w* o ¥ es la aplicacion racional
identidad. Por lo tanto, recordando que = y w* son polinomiales, tenemos que para todo
d € Dy, y todo C—place ¥ : C(Dy,,,) — C U {oco} finito sobre el anillo local C[Dy, o,
vale la igualdad (Zow*)(J(¥)) = d. En otras palabras, w*(¢#(¥)) = ®(d) como se queria
demostrar. ]
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Capitulo 8

Cotas inferiores de complejidad
para algoritmos robustos

En esta seccion obtenemos los resultados principales de la Parte II, a saber, cotas
inferiores de complejidad (en el sentido de la Seccién 6.3) de ciertas familias de pro-
blemas de interpolacién. Nuestros resultados pueden clasificarse en dos grupos: cotas
inferiores en términos del niimero de nodos involucrados, que se presentan en la Seccién
8.1, y cotas inferiores en términos del costo de la “longitud” de la representacién de los
interpolantes, que son consideradas en la Seccién 8.2.

8.1. Problemas de interpolacién de Lagrange

En esta seccion exhibimos cotas inferiores de complejidad de problemas de interpo-
lacién de Lagrange. Primeramente, en la Seccién 8.1.1 mostramos que la complejidad
de una familia de problemas de interpolaciéon de Lagrange con N mnodos, codificada
por un subconjunto abierto Zariski no vacio de todo el espacio afin CV, es lineal en el
nimero N de nodos, mostrando por lo tanto que los conocidos métodos de interpolacion
son esencialmente éptimos. Reforzamos significativamente esta conclusion en la Seccién
8.1.2 para algoritmos robustos, demostrando que la conclusién anterior también vale
para una familia de problemas de interpolacion con N nodos que tienen interpolantes
“faciles” de evaluar.

8.1.1. Familias codificadas por un abierto de Zariski no vacio
en el espacio afin

Sea D C C™*DN yn conjunto abierto Zariski no vacio que codifica una familia de
problemas de interpolacion de Lagrange n—variados de grado D con N nodos. Mas
precisamente, supéngase que para cada d = (&1,91,...,&n,yn) € D con & € C* y
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y; € C, se tiene el problema de interpolacién, que consiste en hallar un polinomio n—
variado p de grado a lo sumo D tal que p(&;) = y;, 1 <i < N. Supdngase ademds que
el problema esta bien definido para todo d € D, esto es, que para cada d € D, existe
el correspondiente interpolante de manera que existe una aplicacién ® : D — IIp que
asocia cada d € D con un interpolante.

Tenemos el siguiente resultado:

Teorema 8.1 Sea D* C CM un conjunto construible para el cual existe un algoritmo
w*: D" = Ilp, ¥ : D --+ D* que resuelve la familia de problemas de interpolacion de
Lagrange D, ® : D — Ilp. Entonces M > N.

En otras palabras, todo algoritmo que resuelve toda familia de problemas de inter-
polacion de Lagrange codificada por un conjunto abierto Zariski con un nimero fijo de
nodos N tiene complejidad al menos lineal en N.

Demostracion: Sea U un subconjunto abierto Zariski no vacio de D ¢ C™+DN donde
la funcién racional ¥ es regular. Fijese un elemento a := (ay,...,ay) € C™" tal que el
conjunto

A= {(y,-..,yv) € C¥(ar, 1, an,yv) € U}

contenga un conjunto abierto Zariski no vacio en CV. Un tal elemento a € C"" debe
existir ya que U es un subconjunto abierto Zariski no vacio de C®+VN y la projeccién
es una aplicacién abierta.

Considérese la aplicaciéon de A a CV definida por la siguiente regla:

y = (®(a,y)(ar), ..., ®(a,y)(an)),

donde a = (ay,...,an), vy = (y1,-.-,yn) v (a,y) = (a1,y1,...,an,yn). De esta
definicion se sigue que esta aplicacion es simplemente la aplicacién identidad sobre el
conjunto A. Por otro lado, por la definicién de un algoritmo de interpolaciéon tenemos
la identidad ® = w* o ¥ en U. Por lo tanto, la aplicacién identidad sobre U también
se puede escribir como la composicién idy, = s 0 1, donde p; : U — D* esta definida
por y — U(a,y) vy ps : D* — C por d* — (w*(d*)(ay),...,w*(d*)(ay)). Obviamente
las aplicaciones ¢ y @9 son ambas regulares sobre sus dominios.

Puesto que la dimensién nunca aumenta bajo aplicaciones regulares y dimif = N,
concluimos que M > dim D* > dimim(p;) > dimim(ps 0 ¢1) = dimU = N. n

8.1.2. Una familia codificada por el grafico de una aplicacién
polinomial

Sea N € N, sean T, X dos indeterminadas sobre C y sea

N-1
F(X,T):=(T" -1)) T'X",
=0
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Considérese el conjunto construible D C C?V definido como:

D :={(z1,y1,--.,zn,yn)| It € C tal que y; = F(x;,t) parai =1,..., N
yz; #x;paral <i<j <N}

SeaUd := {(x1,...,an) € CN|z; #x; paral <i<j< N}yseaoc:U xC— C*»
la siguiente aplicacion polinomial:

o(x1,...,xN,t) = (21, F(x1,1),..., 2N, F(xpN,1)).

Claramente D = Im(c), lo que en particular implica que la clausura Zariski D es
irreducible. Para todo z := (21,91, ..., 2N, yn) € D, la fibra =1 es un conjunto finito y
por lo tanto, por el Teorema de la dimensién de las fibras [36], concluimos que dim D =
dimIm(o) = N+1. [§1.6.3, Theorem] El conjunto D codifica una familia de problemas de
interpolacion de Lagrange univariados con N nodos, donde el morfismo ® : D — Ily_;
asigna a cada z := (z1,41,...,2n,yn) € D el tnico polinomio de la forma F(X,t)
(t € C) que satisface las condiciones de interpolacién definidas por z.

Obsérvese que en este caso la estructura de datos D que codifica la familia de
problemas de interpolaciéon de Lagrange D, & : D — IIy_; no es un subconjunto
denso Zariski del espacio de nodos/valores C?V, como en la subseccién anterior, sino
un subconjunto de dimensién N + 1 en un espacio ambiente 2N—-dimensional.

Proposicion 8.2 Con las notaciones de arriba, supongase que existe un conjunto con-
struible D* C CM para el cual existe un algoritmo robusto w* : D* — Hy_1, U : D --»
D* que resuelve la familia de problemas de interpolacion D, ® : D — Ily_1. Entonces
M > N.

Demostracion: De la definicién de algoritmo de interpolacién (Definicién 6.1), tene-
mos que para cada z := (21, y1, ..., 2N, yn) en el dominio de ¥, el polinomio (w*o¥)(z)
es un polinomio univariado asume el valor y; en cada x; para ¢« = 1,...,N. Sea
U un subconjunto abierto de D incluido en el dominio de W, y fijese un elemento
(a1,b1,...,an,by) € U. Escribase a := (aq,...,ay).

Considérese la aplicacién polinomial € : C — D definida por:

e(t) := (a1, Fay,t),...,an, Flay,t)).

Entonces 1 := ¥ o ¢ es una aplicacién racional sobre la recta C. Escribase 1 :=
(1,...,¢nm), con ¢; € C(T), para j = 1,..., M. Afirmamos que cada v; es regular
en un entorno de T' = 7 para cada elemento n € Gy, donde Gy C C es el conjunto de
todas las raices N—ésimas de la unidad.

Para probar esta afirmacion, obsérvese que la hipdtesis de robustez implica que ¥; es

entera sobre el anillo local C[D]gy, donde 90t denota el ideal maximal asociado al punto
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(a1,0,...,an,0). Por lo tanto existe s € N y polinomios P, Q; € C[X1,Y1,..., Xy, Y]
con @Q;(aq,0,...,ay,0) # 0 para 1 < i < s tales que

Psfl - PO
! stl / QO
en C(D).
Si escribimos p; == Pioecy q; := Q;0¢ para 1 < i < s, de la identidad anterior
obtenemos la siguiente identidad en C(7T'):
w;_‘_pS*l\Ijj—l_'___._i_@:O’
qs—1 q0

y ahora las funciones racionales 2 pertenecen al anillo local C[T]sn donde M C C[T]
es el ideal principal generado por 7' — 7. Puesto que el anillo C[T]y es integralmente
cerrado en su cuerpo de fracciones, tenemos que 1; € C[T |y para todo j = 1,..., M.
Esto muestra que la aplicacion v; es regular en un entorno de n para todo n € Gy y
concluye la demostracion de nuestra afirmacion.

Ahora considérese la aplicacién polinomial ¢ : D* — C¥ definida por

p(u) = (W' (u)(ar), ..., w"(u)(an)).
La composicién 6 := g o Woe : C — C¥ est4 definida simplemente por
0(t) = (F(a,t),..., F(an,t)),

y por lo tanto es regular en un entorno de todon € Gy. Si Gy := {n1,...,nn}, aplicando
la Regla de la cadena para cada n; € Gy, tenemos:

N-1 4 4
Zi:o ;a1

Yoo niag
Nnjv_l : = DO(n;)

N-1 4 4
Zi:O n;an

= Do((Yoe)(n;)) D(Voe)(n;)

= Dp(¥(a1,0,...,an,0)) D(Voe)(n)). (8.1)
Sea v; 1= #Dﬁ(m) € CV para cada j = 1,..., N. La relacién (8.1) implica que to-
dos los vectores v; pertenecen a la imagen de la matriz Jacobiana Dy (¥ (a1, 0, ..., an,0)).

Afirmamos que estos vectores son linealmente independientes. Para probar esta afir-
macién, dendtese por M la matriz N x N que tiene los vectores v; como sus columnas.
Tenemos la siguiente descomposicion:

M - V(nh e ,nN)tV(al, e ,CLN>,
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donde V(ny,...,nn) := (77271)19-7@]\; es la matriz de Vandermonde asociada al conjunto
Gn de todas las raices N-ésimas de la unidad, V(ay, ..., ay) := (a{fl)lgi,iSN es la matriz
de Vandermonde asociada a los nimeros complejos ay,...,ayx (que son distintos de a
pares) y ' denota la trasposicién. Puesto que ambas matrices del miembro derecho de
la dltima expresién son no singulares, también lo es M.

Como consecuencia de nuestra afirmacién, el rango de la matriz
Do(¥(ay,0,...,ayx,0)) € CV*M es al menos N y por lo tanto M > N. Esto concluye
la demostracién de la proposicion. ]

8.2. Polinomios codificados por sus valores: la re-
construccioén es dificil

Con las nociones y notaciones de la Subseccién 6.2.4, aqui mostramos que la comple-
jidad de todo algoritmo robusto de interpolacién que reconstruye todos los polinomios
multivariados de una complejidad dada mediante una sucesién de identificacion es in-
trinsecamente exponencial.

Teorema 8.3 Sea D* C CM un conjunto construible para el cual existe un algoritmo
robusto w* : D* — Or,, ¥ : D, --» D* que resuelve la familia de problemas de
interpolacion Dr,,, ® : Dr,, — O, de la Subseccion 6.2.4. Entonces se verifica la
siquiente desiqualdad:

L5+1) _
- n

Demostracion: Sea ( := L% + 1] y sea Y el siguiente subconjunto de IT,z:

21
y = {t Z()\le "‘ tt + )\an)Z7 (tv )\17 ct )\n) € Cn+1}'

1=0

Teniendo en cuenta que la longitud no escalar de cualquier g € ) estd acotada por
2(¢ — 1), concluimos que Y C Op,. Denotemos con Y su clausura Zariski en CNz.
Vemos que ) es una subvariedad irreducible de EL,H, pues es la clausura Zariski de la
imagen bajo un morfismo regular de la variedad irreducible C**!.

Sea Z la subvariedad irreducible afin de Dy, ,, definida por Z := Z())) (nétese que Z
es cerrado Zariski pues = : @L,n — ﬁLyn es una aplicacién polinomial finita). Obsérvese
que el punto 0 pertenece a Z.

SeaUd C D, un conjunto abierto Zariski no vacio donde las funciones racionales ¥;
de la aplicacion racional ¥ estan definidas. Si bien algunas de estas funciones pueden
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no estar definidas en Z, la Proposicion 7.4 asegura la existencia de funciones racionales
1; € C(2) que juegan el rol de restricciones de las ¥; a la subvariedad Z.

No asumimos que el punto 0 se halla en el abierto Y. Sin embargo, la hipdtesis de
robustez implica que estas funciones racionales 1; verifican ecuaciones de dependencia
entera sobre el anillo local C[Z]gy, donde 9 denota el ideal maximal asociado al punto
0.

Sean T, Uy, ..., U, nuevas indeterminadas, U := (Uy,...,U,) y sea

2t—1

gT,U(X) = T Z(Ule + -+ Uan)Z
=0

Los polinomios f; := gru(vi) € C[T,U], 1 <i < ny, inducen las funciones coorde-
nadas de una aplicacién polinomial dominante f : C"™! — Z C C". Sea f*: C(Z) —
C(T,U) el homomorfismo de cuerpos de funciones racionales inducido por f y para cada
indice j sea @Zj la funcién racional en C(7T,U) definida como % = f*(¢;) (es decir, %
es la composicién ;o f : C"T1 --» C).

Ahora bien, mediante el morfismo f* podemos identificar:

» el anillo de coordenadas C[Z] con Clfi,..., fu, ]
» el ideal maximal 9t asociado al punto 0 con el ideal (fi,..., fa,),
= ¢l cuerpo de fracciones C(Z) con C(f1,..., fn,),

= el anillo local C[Z]gy con el anillo ST'C[f1, ..., fn,], donde S es el subconjunto
multiplicativo de C|[fi, ..., f,,] definido por

S:={P(f1,..., fa)|P €C[Y,...,Y,,],P(0,...,0) # 0} C C[T,U].

De esta manera, podemos considerar a C[Z]on como un subanillo de S™'C[T,U] y
C(Z) como un subcuerpo de C(T,U).

En consecuencia, como en particular las funciones racionales ; (1 < j < M) son en-
teras sobre C[Z]gn, deducimos que las funciones racionales 1;]- pertenecen a ST'C[T, U],
que es un anillo integralmente cerrado.

Para cada u € C denotemos con Mg, al ideal maximal asociado al punto (0,u) €
C"*! en el anillo C[T, U]. De la identidad f;(0,U) = goy(7;) = 0 paral <k < np y de
la definicién del conjunto S, deducimos que S™'C[T, U] es un subanillo del anillo local
C[T,U }gm(o’u) para todo u € C. En particular las funciones racionales @j pertenecen al
anillo local C[T, U]g.n(oyu) para todo u € C. En otras palabras el punto (0, u) pertenece

al dominio de definicién de la funcién racional @Zj para todo u € C.
Sea una ecuacién de dependencia entera de 1); sobre ST!C[f1, ..., fo,]:

()" + (@) -+ 2 =0,
4m—1 do
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donde p;, ¢ € C[f1,..., fu, ]y @& € S. Especializando T' = 0 los polinomios p;, ¢; resultan
nimeros complejos p; y ¢; con ¢; # 0. En consecuencia, de la anterior ecuacién de
dependencia entera deducimos que la funcién racional (0, U) satisface una ecuacién
monica cuyos coeficientes son nimeros complejos, y por lo tanto

;(0,U) € C para 1 <j <M, (8.2)

en otras palabras, las funciones racionales %(0, U) no dependen de las variables U.
Sea X = {a = (aq,...,a,) € NI |a| :== a5 + -+ + a,, < 2L} Obsérvese que ¥
consiste de Ny, := (QL:") elementos. Puesto que todo polinomio de Oy, tiene grado
acotado por 2% para cada o € ¥ consideraremos la funcién coordenada 6, de C[Op,,]
que, aplicada a f € Oy ,, da el a-ésimo coeficiente de f.
En particular, para cada g, € ) tenemos

il
Giu = 1 E E —ufta L un
: arlas! ..y,
0

|| =4
jal!
=t E (T N Thesi et
| | 11 1 -~ %n %n >
N 100 ... 0y,
0< ol <2f -1
tla!
y por lo tanto, 0,(g:.,) = %ua para todo a € X.

Para p € C fijo definimos la aplicacién 3, : C — C"! como

Y4 20 (n—1)¢
6,0(1:) = (tapap27p2 7"'ap2 )

De los argumentos anteriores se infiere que las QZj son regulares en un entorno de [3,(0)
y por lo tanto la aplicacion

0, =W 00 f,

donde {/; = (@Zl, e ,JM), estd bien definida y es regular en un entorno de ¢t = 0 (re-
cuérdese que w* se supone siempre una funcién polinomial definida en todo el espacio).

Mads aun, podemos dar una descripcion explicita de o, en un entorno de ¢ = 0
como sigue: sea A, un disco en torno de ¢ = 0 tal que todas las zzj son regulares en

B,(t). Para cada t € A,, el punto f(5,(t)) = (9ep(1),---,Gtp(Iny)), siendo g, =

g Y, n-1e, se halla en Dy, N Z. Combinando la hipdtesis de robustez con el
tvP,P2 7p2 "'7.02 ’ ’

Lema 7.5: tenemos la identidad:
w" o W(f(5,(1)) = ®ow(f(B(t))) (8.3)
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Ahora, para cada C-place ¢ : C(T,U) — CU{oo} finito sobre el anillo local C[T', Ulan,
la composiciéon ¥ := @ o f*: C(Z) — CU{oo} es un C—place finito sobre el anillo local
ClZ]om; 4, o)) - Como ¥ estd definida en [,(t) deducimos que

9 (W) = o(f*(85)) = () = ¥y (B,(1))- (8.4)

Por la Proposicién 7.4, para cada j el valor W;(f(3,(t))) es igual a ¥(¢;), con lo cual
a partir de (8.3) y (8.4) deducimos la identidad:

0p(t) = P ow(f(5,(2))), (8.5)

y esta tltima expresion es exactamente la tupla de coeficientes de g ,. En suma, tene-
mos:

_ ! tanatr,
O'p(t) = (tmp e € Y.

Luego, podemos calcular explicitamente la diferencial:

al! n—
do,(0) = (a'|—’&'pm+-~+%2< Ve z) e CNe,
1 n-

Nétese que todos los exponentes de p en las coordenadas de do,(0) son nimeros nat-
urales distintos pues las coordenadas a; que aparecen en la expresién de arriba son
menores o iguales que 2 — 1. Por otro lado, aplicando la regla de la cadena en el punto
t = 0, obtenemos:

Do, (0) = Dw* (¢ 0 3,(0))D(¥ 0 3,)(0).

De (8.2) tenemos que {/; o 3,(0) es un vector complejo independiente de p. Por lo tanto
conclufmos que la matriz €' := Dw*(¢) o B,(0)) es una matriz constante (i.e., indepen-
diente de p) en CVe*M . Por lo tanto, puesto que Do, (0) = CD( o 5,(0))(0) vale para
todo p € C, concluimos que el vector Do,(0) pertenece al rango de C' para todo p € C.

Por el Lema 8.4 siguiente, deducimos que, para valores py, ..., py, € C adecuados,
los vectores Do, (0) son linealmente independientes y pertenecen al rango de C, lo

o _ L+l C
que implica M > N = (22 nH”) = (2 2+n 1+") . Esto concluye la demostracién del

teorema. -

Lema 8.4 Sean m € N, ny < ng < -+ < n,, € Ng y sean aq,...,a,, € C elemen-
tos no nulos. Sean Zi,...,Z,, indeterminadas sobre C y sea M = (M;;)1<ij<m €
ClZ1, ..., Zn)™™ la matriz definida por M; j := a;Z,”. Entonces det(M) # 0.

En particular, existen elementos pi,...,pm € C de norma arbitrariamente pequena
para los cuales la matriz (a;p,”)i<ij<m €s no singular.
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Demostracion: Argumentamos por induccién en m. Puesto que el enunciado es obvio
param = 1, suponemos m > 1. Desarrollando el determinante por la tltima columna de
M, vemos que det M = a,, Z{™ det Q1+ - -+a,, Z'™ det Q),,,, donde todas las matrices );
tienen determinante no nulo, y por su forma particular concluimos que grz, (Q;) < 1,1
para 1 <1i,5 < m. En particular, a,, det Q)1 es el coeficiente de la mayor potencia de Z;
que aparece en det M y es no nulo. Por lo tanto det M es no nulo. ]
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