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Resumen

El teorema de muestreo uniforme de Shannon nos dice cémo recupe-
rar una funciéon de banda limitada a partir de los valores que toma en un
reticulado uniforme. Mas precisamente, el subespacio formado por las funcio-
nes de banda limitada posee una base ortonormal formada por traslaciones
de una tnica funcién, conocida como seno cardinal. Para cada funcién de
banda limitada, los coeficientes de la expansion en esta base corresponden a
los valores que toma en el reticulado.

En este trabajo estudiamos condiciones necesarias y/o suficientes para
obtener resultados similares al teorema de Shannon en espacios invariantes
por traslaciones (EIT) via la transformada de Zak. Se muestran resultados
conocidos para EIT principales y se extienden algunos de estos al caso de
EIT finitamente generados abarcando también de manera unificada el so-
bremuestreo uniforme. Se dan condiciones suficientes para que haya sobre-
muestro en EIT finitamente generados y también se tocan algunos temas
relacionados, como el error de reconstrucciéon y propiedades de las funciones
que pertenecen a espacios de muestreo.

Palabras Clave: banda limitada, muestreo uniforme, teorema de Shannon,
transformada de Zak, espacios invariantes por traslaciones, marco, base ortonor-
mal.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Presentacion

El muestreo o sampling de una funcion (senal o imagen) consiste en el
resultado obtenido al evaluar a la misma en un subconjunto X de su dominio,
generalmente discreto. A este subconjunto lo llamamos conjunto de muestreo.
Para que este procedimiento tenga sentido se suele trabajar en espacios de
funciones con propiedades determinadas (por ejemplo, continuidad de las
funciones). Esquematicamente, si f € F, f +— {f(2)}sex.

Para el almacenamiento y procesamiento digital de funciones, imagenes
o senales se utilizan versiones discretas de las mismas que en general se
asume que son el resultado de un muestreo o sampling. Lo que se busca
es poder reconstruir la funcién original a partir de su muestreo. Con este
objetivo, la primer tarea es establecer un contexto teérico de trabajo, que
se traduce en suposiciones sobre la funcién y sobre el subconjunto X, para
que evaluar sea un proceso estable y donde se pueda expresar con claridad
qué entendemos por reconstruir la funcion a partir de su muestreo. Algunas
preguntas que surgen naturalmente en este contexto son las siguientes. Por un
lado, si se pueden caracterizar los conjuntos que, via el muestreo, determinan
univocamente cualquier funcién del espacio F. También nos interesa saber
cuando una funcién puede ser reconstruida de una manera estable a partir
de su muestreo en un conjunto.

En esta direccion, el teorema de Shannon sobre muestreo regular para
funciones de banda limitada da una respuesta a estas cuestiones.

Teorema 1.1.1 Sea PW, :={f € L*(R) : sopf C [-%,%]}.

Entonces {senc(o - —k)}rez es una base ortonormal de PW,

sen ()

donde senc(r) = =22,

T



Mas aiun, para toda f € PW, se tiene que
< f,senc(o-—k)>=of (£) y

fl@)=> of (g) senc(ox — k),

keZ

con convergencia en L*(R) y uniforme sobre R.

A este tipo de expansiones se las suele llamar series cardinales.

Al espacio PW; se lo denota simplemente PW y se lo llama espacio de
Paley-Wiener.

Este resultado, ampliamente difundido en muchas ramas de la ingenieria,
de la fisica e incluso de la meteorologia y de la oceanografia, es muy utilizado
hoy en dia. También ha servido sin lugar a duda como guia e inspiraciéon
en toda el area de la Teoria del Muestreo (Sampling Theory), lo que se vera
reflejado en este escrito. Es por esto que existe una gran cantidad de articulos
y libros donde se comentan la historia y las muchisimas generalizaciones que
se han podido obtener de este teorema, por ejemplo, el articulo de Higgins o
el de Jerri (|Hig85, Jer77]) y el libro de Zayed (|Zai93]).

Un hecho que resulta curioso es que lleva el nombre de Shannon porque
éste fue el que lo hizo popular en la teoria de comunicaciones con su articulo
[Shad9|, aunque no fue el primero en probarlo. De hecho, versiones similares
al resultado aparecen de manera implicita en el trabajo de una gran cantidad
de mateméticos como Borel o Poisson a principios del siglo XX. Pero es E. T.
Whittaker por el aio 1915 el que primero da una prueba de dicho teorema
(en una version mas general), y en un trabajo de su segundo hijo, J. M.
Whittaker, que data de 1935, a la serie se la llama serie cardinal por primera
vez de manera explicita . Paralelamente, en Rusia es Kotel’'nikov por el ano
1933 el que lo introduce en la teoria de comunicaciones y es por eso que en
ese pais al teorema se lo conoce con este nombre.

Algunas de las generalizaciones del teorema tratan, por ejemplo, sobre
series cardinales para funciones de banda limitada que incluyen también el
muestreo de derivadas de distintos 6rdenes de la funciéon; versiones para cuan-
do la funcion ademas de ser de banda limitada no posee frecuencias bajas
(i.e. sopf C [a,b] U [c,d] con a < b < 0 < ¢ < d); extensiones a funciones
de varias variables; perturbaciones del conjunto de muestreo (via el teorema
de Kadec-1/4); generalizaciones para funciones cuyo dominio es un grupo
abeliano topolégico localmente compacto arbitrario en lugar de (R, +), con
un analogo para la propiedad de banda limitada; etc. Este tltimo resulta-
do, muy general y aplicable en contextos de lo mas variados, es debido a
Kluvanek (1965).



El teorema de Shannon y la gran mayoria de sus distintas generalizaciones
se aplican a funciones de banda limitada. En la préctica, cuando se trabaja
con una funcién que no posee esta propiedad, lo que se suele hacer es trans-
formar Fourier, truncar la transformada, antitransformar y trabajar con esta
nueva funciéon de banda limitada. A este procedimiento se lo llama prefiltrado
de la funcién. Pero esto presenta un problema cuando las frecuencias altas
de la funcién no son despreciables. Imaginemos por ejemplo una funcién in-
finitamente diferenciable y de soporte compacto, como su transformada no
es de soporte compacto, con el prefiltrado estariamos perdiendo informacion
valiosa sobre la funciéon. Pero como la funciéon goza de propiedades espe-
ciales, es de esperar que via algiin muestreo uniforme podamos reconstruirla
de manera exacta, al menos desde un punto de vista teorico.

Por otro lado, la suposiciéon de banda limitada no es realista en muchas
aplicaciones y el lento decaimiento del senocardinal dificulta la implementacion
numérica de este resultado, por ejemplo, cuando se quiere evaluar puntual-
mente una funciéon reconstruida con este procedimiento. Todo esto hace nece-
saria la busqueda de resultados similares pero con funciones interpolantes con
caracteristicas especiales (soporte compacto, suavidad, etc).

El espacio de Paley-Wiener, donde se aplica el teorema de Shannon, re-
sulta ser un espacio invariante por traslaciones enteras (i.e. si f € PW'y
k € Z, entonces f(- — k) € PW). Ademés se obtiene la siguiente manera de
describir al subespacio PW:

V(senc) :={> oz axsenc(- — k) : {ck} € (*(Z)} = PW.

Maés aun, se puede ver que es el espacio inicial V) de un Anaélisis de
Multiresoluciéon que da origen a una base de wavelets conocida como wavelets
de Shannon (por su relaciéon con el teorema) donde el seno cardinal no es otra
cosa que la funcién de escala.

Es por esto que resulta natural buscar resultados similares al teorema
de Shannon en espacios iniciales de Analisis de Multirresolucién, y méas en
general en espacios invariantes por traslaciones enteras.

En el segundo capitulo de este escrito exponemos resultados conocidos
sobre este tema. Se dan condiciones necesarias y suficientes para obtener un
resultado similar al teorema de Shannon en espacios invariantes por trasla-
ciones enteras principales (Teorema 2.2.2) (a los espacios que cumplen estas
condiciones los llamamos espacios de muestreo uniforme). También se mues-
tran algunos resultados relacionados. Por ejemplo, propiedades de las funcio-
nes pertenecientes a espacios de muestreo y también el estudio de lo que mas
adelante llamaremos error de reconstruccion.

El tercer capitulo, que es la parte original de este trabajo, esté separado
en dos secciones. La primera seccion consiste en la generalizacion del resulta-
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do mas importante del segundo capitulo, (i.e. el Teorema 2.2.2) al contexto
de espacios invariantes por traslaciones enteras finitamente generados (Teo-
rema 3.1.1). Esta extension tiene la ventaja de que abarca lo que llamaremos
sobremuestreo uniforme, incluso para el caso principal. En la segunda secciéon
se explota el Teorema 3.1.1, dando condiciones suficientes de facil verificacion
para su aplicacion.

1.2. Definiciones y algunos resultados generales

Aqui se incluyen definiciones y resultados propios del area para facilitar
la lectura del texto. En general solo seran demostrados aquellos que no se
encuentren de manera explicita en la literatura, o algunos cuya demostracion
contribuya de manera fundamental al entendimiento del tema tratado. Usa-
remos a lo largo de este texto més que nada herramientas del Analisis Real
y Funcional. Recomendamos antes repasar la lista de notaciones.

La transformada de Fourier de una funcion f € L*(R?) es la usual y sera
denotada por f. Para f € L*(RY) viene dada por

~

fw)= [ flz)e ™=z,

Como aparecera bastante en este escrito, hacemos explicita la siguiente
observacion.

Observacion 1.2.1 Sea f € L*(R?), y sea F(x) := Y pa |f(x + E)[>. En-
tonces I es periodica y F € L*([—1/2,1/2]%), por lo tanto es finita en casi
todo x.

Demostracion.
Basta hacer un cambio de variables y aplicar convergencia monétona de
la siguiente manera,

JRCEEDS

kezd

/ [f(o)da =
[—1/2,1/2)4k

Z /[—1/2,1/2}‘1 flo+klde = / Z [fle+ k)l da.

kezd [_1/271/2](1 keZd



1.2.1. Marcos y Bases de Riesz

Los marcos, bases de Riesz y bases de Schauder son fundamentales en
el analisis y en muchas ramas de la matemaética. Para mas informaciéon de
la aqui expuesta referimos al lector a la excelente introduccién sobre estos
temas [Heil87], donde ademas se hace un estudio general de las bases con
convergencia incondicional en espacios de Banach.

Una sucesion {hy} en un espacio de Hilbert separable H se dice que es
una sucesion de Riesz si existen 0 < A < B tales que para todo {c} € ¢* de
soporte finito se tiene que

A el < 1D ahil? < BY el (1.1)
k k k

Donde el conjunto de indices es un conjunto numerable que varia segtun el
contexto. Y se dice que una sucesion es base de Riesz si ademéas de ser de
Riesz es completa en H.

El siguiente teorema es una caracterizacion de las bases de Riesz y nos
muestra distintas formas en que pueden ser consideradas.

Teorema 1.2.2 Sea {hi} una sucesion en un espacio de Hilbert H. Son
equivalentes:

(a) {hr} es una base de Riesz.

() {hx} es wuna base de Schauder acotada (i.e. 0 < infi{||hell} ¥
supi{||hk]|} < 00) con convergencia incondicional de las expansiones
en dicha base.

(¢) {hx} es una base de Schauder de H y ademds para toda sucesion de
escalares:
chhk converge <= {c;} € (2.
k

(d) Ewxiste un operador acotado e inversible T € B(H) y una base ortonormal
{er} de H tal que Tej, = hy,.

Una sucesion {hy}, en un espacio de Hilbert separable H se dice que es
una sucesion marco si existen 0 < A < B tales que para toda f € gen{hy}
se tiene que

AFIP < D KF )P < BIFIP. (1.2)



Y decimos que la sucesion es de Bessel si solo se cumple la desigualdad
derecha de (1.2). Ademas, se dice que una sucesion es un marco de H si
ademaés de ser sucesion marco es completa. Es decir, si gen{hy } es un conjunto
denso en H, o lo que es lo mismo, que las desigualdades (1.2) valen para toda
feH.

Un marco se dice exacto si deja de ser un marco al quitarle cualquier
elemento y se dice ajustado si A = B. Veamos algunas caracterizaciones y
propiedades de los marcos.

Proposicion 1.2.3 Sea {hy} una sucesion en un espacio de Hilbert H. Son
equivalentes:

(a) {hx} es un marco de H con constantes 0 < A < B.

(b) El operador S : H — H dado por Sz = ), (x, hy)hy es autoadjunto,
positivo, acotado y satisface

Allz||? < (Sz,2) < Bljz||* para todo x € H.

Proposicion 1.2.4 Sea {hy} un marco de H con constantes 0 < A < B.
Vale lo siguiente:

(a) El operador S € B(H) es un isomorfismo de espacios de Banach y
{87 hi.} es un marco con constantes 0 < B~' < A™%.

(b) Para cada x € H se tiene

xr = Z(SE, Silhk>hk = Z(x,hQS*lhk,

k k

con convergencia incondicional de las series.

(¢) Si el marco es acotado por abajo (i.e. infy{||hi||} > 0),

chhk converge en H <= {c;} € (*
k

(d) Si el marco es ajustado, entonces S es un mailtiplo de la identidad.

Definiciéon 1.2.5 A {S~'h;} se lo suele llamar marco dual candnico de {hy}
y se lo nota hy, == S~ 'hy,.
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Lema 1.2.6 Sea {hy} una sucesion de Bessel en H con constante B en-
tonces, para todo {c} € (2,

1D enhul® < BY el
k k

Por los resultados anteriores, se puede pensar a los marcos como una
generalizacion de las bases de Riesz. Tenemos la siguiente proposicion que
los relaciona.

Proposicion 1.2.7 Sea {hy} una sucesion en H. Entonces {hy} es un mar-
co exacto si y solo si es una base de Riesz.

Usando esta tltima proposicion y la identidad de Parseval se deduce la
siguiente observacion .

Observacion 1.2.8 Una base de Riesz {hy} con constantes A = B =1 es
una base ortonormal.

Por ltimo, demostramos un lema simple que serda usado mas adelante.

Lema 1.2.9 Sea {hy}r un marco de H yV un subespacio cerrado de H. Si
Py es la proyeccion ortogonal de H sobre V', entonces { Pyhy}r es un marco

de V.

Demostracion.
Sean A, B las constantes de marco de la sucesion y sea f € V, como la
proyeccion es un operador autodajunto tenemos que

Z|fPth: Z|Pvfhk Z|fhk

Luego, A[lf|* < 32, I(f, Pvhe)* < B f||* para toda f € V. m

Una pregunta puede surgir al leer lo anterior. ;Para qué considerar mar-
cos si todo subespacio cerrado de un Hilbert es un Hilbert en si mismo y por
lo tanto posee una base ortonormal? Se pueden dar varias respuestas a esta
pregunta. Una es que las expansiones con marcos son muy utiles en las apli-
caciones cuando hay pérdida de datos debido a la redudancia de las mismas.
Otra respuesta, mas relacionada con los temas tratados aqui, es la siguiente.
En los espacios invariantes por traslaciones se buscan bases ortonormales,
o de Riesz, o marcos que vengan dados por traslaciones enteras de una o
varias funciones fijas porque esto simplifica las expansiones, de hecho es uno
de los motivos por los que se trabaja en dichos espacios. Resulta que es facil
construir ejemplos de estos espacios que no poseen ni bases ortonormales ni
de Riesz de tales caracteristicas, pero que si poseen marcos de ese tipo.
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1.2.2. Espacios invariantes por traslaciones enteras

En nuestro contexto, un espacio invariante por traslaciones enteras (EIT)
es un subespacio V' C L?(R%), que usualmente consideramos cerrado, que
cumple lo siguiente: para toda f € V y todo k € Z? se tiene que T f € V,
donde T}, es el operador de traslacion (7). f(z) = f(x — k)).

Dado un conjunto indexado {p;};c;, € L?(R?) el EIT generado por dicho
conjunto es

SHeihier) == gen({@i(- = k) hepwezt)-

Dado un EIT V| sea K C Ny dado por K := {n € N : existen fi,...f,
tales que V.= S(f1,... fu)}

Definimos la longitud de V como long(V) = minK si K # 0y
long(V) = oo si K = ().

Se dice que un EIT V es principal (EITP) si long(V) = 1 y se dice que
es finitamente generado (EITFG) si long(V) < oc.

Estos espacios han sido objeto de gran estudio y ademés de en la teoria
de Muestreo, tienen un gran protagonismo en otras ramas de la matemaética.
Por ejemplo, en la teoria de wavelets y en la teorfa de aproximacion.

En [Bow00| se da un teorema de estructura para estos espacios.

Dado F = (f1,..., fr) con f; € L*(RY) y S(F) := S(f1,..., fr) el EITFG
correspondiente, veremos méas adelante que existe ® = (¢1,..., L) tal que
S(F)=8(®) y {vi(- — k) }1<i<r reza constituye un marco ajustado de S(®).
Por este motivo, a partir de ahora supondremos que todo EITFG viene dado
de la forma (con la notacion usual):

V(CD) = Z Clkgpl(' — k) . {Clk}l,k S EZ(Zd X {1, RPN L})

1<I<L,kezd

Y ademés, {@1(- — k) } )< p peza € un marco de V/(®).

Notar que si long(V') = n entonces no puede haber un marco del espacio
que esté generado por traslaciones de menos de n funciones.

El siguiente lema sera usado mas adelante.

Lema 1.2.10 Sea V C L*(R?%) un EIT y Py la proyeccion ortogonal sobre
ese subespacio. Entonces los operadores de traslaciones enteras conmutan

con la proyeccion, es decir, para toda f € L*(RY) y todo k € Z¢ se tiene que
PTf =TPvf.

Demostracion.

12



Sea f € L*(RY), entonces usando que V es invariante por traslaciones y
que la traslacion es un operador unitario tenemos que

| Py Ty f=Tf|| = min |g=Ty fI| = min ||g—f|| = [|Pvf—f|| = |TuPv f=Tif||.
gev gev

Y como esta propiedad caracteriza a la proyeccion, entonces Py 1Ty f = T Py f.
|

Analisis de Multirresoluciéon y Wavelets

Para mas informacién sobre este tema referimos al lector al ameno libro
introductorio [ABH98|. Los EIT estan intimamente ligados a las wavelets
como se ve a continuacion.

Llamemos A, al operador de dilatacion A, f(z) := a2 f(x/a).

Supongamos que {¢(- — k)},., es una base ortonormal de V; := V(¢) C
L?(R) (se puede ver que es lo mismo suponer que es una base de Riesz, pues
con la base de Riesz se puede construir otra funcién que genere una base
ortonormal).

Sea V; = {Ay-i f : f € Wy} para j € Z. Decimos que {V; : j € Z} es un
Andlisis de Multirresolucion de L*(R) (AMR) si se satisfacen las siguientes
condiciones.

(1) -~ VocVicVyCcViC V-
(2) UjezV; = L*(R)
() NjezV; =0

Supongamos que tenemos un AMR.

Es facil ver que {¢(- — k)},;, es una base ortonormal de V; si y solo si
{202p(27 - —k:)}kez es una base ortonormal de V.

Como Vy C Vj entonces ¢ € Vj, por lo tanto existe {hy}r € £? tal que
o(z) = V23, hep(2z — k). A esta ecuacion se la suele llamar ecuacion de
escala y a ¢ la funcion de escala del AMR. El estudio de las propiedades
de los coeficientes {h;}r v de su transformada discreta de Fourier es una
herramienta fundamental en la teoria de wavelets.

Llamemos W; = V;.; © V;. En estas condiciones la teoria de wavelets
asegura la existencia de una funcion ¢ € Wy tal que {¢(- — k)},o, €s una
base ortonormal de W,.

Ademas se cumple lo siguiente:

(a) eV = L*(R).

13



(b) W, = Agms (W)

(c) Sillamamos v, 4(z) = 2//%¢)(27x — k), {14}, resulta una base ortonor-
mal de L?(R).

(d) ¥(z) =3 (=) Fhi_rp1x(2), donde ¢y 1(z) = v2p(22 — k).

1.2.3. El Gramiano y el Gramiano dual

Dada una funcién f € L*(R?) sabemos que f € L2(R%). Entonces por la
Observacion 1.2.1, para casi todo w € R?, la sucesion {f(w + k) } i pertenece
al espacio £2(Z%). Esto nos dice que est4 bien definido, para casi todo w € R,
T f(w) € 2(Z4) de la siguiente manera, (7 f(w)), = f(w + k).

Supongamos que tenemos un EITFG, V(®) con ® = (¢4, ...,¢r). Dada
f € V(®) tenemos la expansion de marco f =}, cxpi(- — k). Aplique-
mos 7 en esta igualdad y evaluamos en w, recordando que la transformada
de Fourier transforma traslaciones en modulaciones. Nos queda 7 f(w) =
S0, e ) T o (w). Esto nos dice que para casi todo w fijo, 7 f(w)
estd generado por el conjunto {¢;(w)}; (como sucesion de £2). Notar que lo
que antes era un conjunto de generadores infinito ( {¢;(- —k)}ix), via la apli-
cacion .7, pasa a ser un conjunto de generadores finito ({7 ¢;(w)};), pero
con w como parametro.

El siguiente teorema fundamental debido a Bownik (|[Bow00|) ayuda a
entender a los EITFG y nos da la pauta de la utilidad del operador .7 .

Teorema 1.2.11 Sea ® = (¢1,...,pL) con ¢ € L*>(R?). Entonces,

(a) {pi(- = k) }1cicppeza €8 un marco de S(®) con constantes A, B si y sdlo

si, para casi todo w € RY, { T py(w)}; es un marco de J(w) con cons-
tantes A, B.

(0) {oi(- = k) }cicppeza €s una base de Riesz de S(®) con constantes A, B
si y sdlo si, para casi todo w, { T (W)} es una base de Riesz de J(w)
con constantes A, B.

Donde J(w) ={T f(w): f € V(®)} C *(Z?).

(Notar que en el teorema A y B no dependen de w).

En el mismo articulo se demuestra que para casi todo w, J(w) es un
subespacio cerrado de £2(Z%). Y en cualquiera de los dos casos anteriores,
J(w) =gen({T@i1(w)}1)e2-

Este teorema es una herramienta muy poderosa para trabajar con los
EITFG como se detalla a continuaciéon. Si queremos verificar alguna propiedad
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en V(®), la técnica consiste en aplicar .7, ver como se traduce dicha propiedad
en J(w), y tratar de verificar esta nueva propiedad en J(w) para casi todo w.

Introducimos ahora una herramienta fundamental que nos va a acom-
panar a lo largo de este escrito, y aunque a esta altura resulte un tanto
criptica, estéd intimamente relacionada con el Teorema 1.2.11 y es necesaria
desde el comienzo para estudiar a los espacios invariantes por traslaciones.

Dado L € N y un vector de funciones ® := (p1,...,¢r) tal que
€ LQ(Rd) para todo 1 < [ < L se definen el Gramiano y el Gramiano
dual respectivamente como las funciones matriciales (en el caso del Gramiano
dual la matriz es infinita):

Go : R — C"" tal que (Go(w)) = Z O1(w + k)@i(w + k)
kezd

= (Tow), Te(w))e

L
Go R — C*% tal que (Go(w))in = Y _ Ailw + k)i(w + h).

=1

Notar que G¢ y G estan bien definidas en casi todo w pues las ©'s estan
en L% lo que implica que para todo I, {@;(w — k)}peze € (?(Z%) para casi
todo w.

Observar que para todo w para el que estén bien definidas, ambas matrices
son autoadjuntas y ademaés se pueden pensar como operadores actuando en
CL y en (*(Z%) respectivamente.

Si definimos (@, () := (T p1(w))k = Pi(w + k) queda
Oy (w) € ((2(Z4))E ¢ CU-L2 para casi todo w.

También definimos ®,(w) = (P, (w))! (h de horizontal’ y v de *vertical’).

Algunas relaciones que se obtienen son:

—~

En la literatura, a veces, se suele llamar Gramiano a la matriz que se
obtiene conjugando componente a componente a la matriz que aqui llamamos
matriz Gramiana. Es decir, a veces se suele tomar como Gramiano a la matriz
&> P,. Esta forma alternativa de definir al Gramiano es en cierto sentido més
natural (como se puede notar en la demostracion del Teorema 1.2.18, mas
adelante). Hemos elegido la otra definiciéon porque con ella los enunciados de
algunos resultados se expresan de una manera més clara. De todas formas, la
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ambigiiedad que esto representa en general no trae problemas, porque la gran
mayoria de los resultados que involucran al Gramiano pueden ser expresados
con cualquiera de las dos definiciones. Notar que para el caso de un EIT
principal las dos definiciones coinciden.

Observacion 1.2.12 Para el caso de un EIT principal el Gramiano es una
funcion escalar Gy(w) = > c 54 |P(w +k)|? y dim(J(w))=0 ¢ 1 dependiendo
de si el Gramiano se anula o no.

Para casi todo w el Gramiano es una matriz autoadjunta no negativa. En-
tonces, fijado w, existen dos matrices, U(w) unitariay D(w) =diag(Ay, ..., L)
diagonal, tales que Gg¢(w) = U(w)D(w)U*(w). Asi, los elementos de la dia-
gonal {\;(w),...,A\r(w)} de D(w) resultan los autovalores no negativos de
G@ (w)

En [RS97] se demuestra que esta descomposicion se puede realizar de ma-
nera medible. Es decir, existe una descomposicion de ese estilo del Gramiano
para casi todo w de manera que las funciones componentes de cada una de
las matrices involucradas resultan medibles como funciones de w y son finitas
para casi todo w. Ademas, en esta descomposicion medible en w, los autova-
lores no negativos del Gramiano, que son los elementos de la matriz diagonal
D estan ordenados de mayor a menor para casi todo w.

Dado o € R, sea D la siguiente matriz

A(w) sit=1y Nw)#0
(D@ ={ 0  sit=lyN\w) =0
0 sit#l.
Usando esto se definen G((I)_l), la pseudoinversa de G, y la matriz ng_l/ 2)
como

G((D_l)(w) _ U(w)D(_l)(W)U*(w) y G£I>_1/2) (w> _ U(w)D(_l/Q) (w)U*(W)‘

Notar que para los w donde el Gramiano es inversible la pseudoinversa coin-
cide con la inversa.

Definiciéon 1.2.13 Para el caso de un EIT principal definimos el conjunto
E, dado por
E, = {weR": G,(w) #0}.
Notar que en este caso GE;” = G;lew.

Ahora, que ya hemos repasado un poco los conceptos de marco, base de
Riesz, Gramiano, EIT, etc. veremos algunos resultados que los relacionan.
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Relaciones

En [RS97] se demuestran los siguientes teoremas.

Teorema 1.2.14 Supongamos que tenemos S(F') := S(f1,..., fr) con fi €
L*(RY), entonces el vector de funciones ® = (p1,...,p1) definido via su
transformada de Fourier por

O(w) = G P (W)F(w),

cumple lo siguiente: cada componente de ®(w) estd en L2(R7),
{oi(- = k) }cicppeza €8 un marco ajustado con constantes A = B = 1 de
V(®) y S(F) = V(®) (por lo tanto el marco dual candnico coincide con el
marco).

En particular, este teorema es una de las formas de ver que todo EIT
finitamente generado posee un marco.
El siguiente es un corolario para el caso en que el EIT sea principal.

Corolario 1.2.15 Siy, 19 € L*(RY) y S(¢01) = S(1)2), entonces Ey, = Ey,
(salvo un conjunto de medida nula). En particular si {¢(- — k)}peza €s un
marco de V(p) entonces Ey = E,,

Demostracién. (Del corolario).

Sean ; y s tales que o7 = szglmwl y g = G(jmng. Por el Teorema
1.2.14 las traslaciones de estas funciones forman un marco de V := S(¢) =
S(12), y ademas se ve facil que G, = GSZ_Q) para i = 1,2. Luego, E,, = Ey,
salvo medida nula, 7 = 1,2. Por lo que alcanza probar que E, = FE,, salvo
un conjunto de medida nula.

Como {1 (- — k) }xeze €s un marco de V existe {cx} € £2 tal que py(x) =
>k ckp1(z — k) y calculando el Gramiano queda

§ Ck€727m(k,w>
k

Lo que implica que E,, C E,, salvo un conjunto de medida nula. La otra
inclusion se obtiene cambiando los roles de 1 ¥ s en el razonamiento ante-
rior.

]

Gy (w) = G ().

Teorema 1.2.16 Supongamos que {pi(- — k) }oi<p pega €8 un marco de V(®),
entonces su marco dual canonico también viene dado por traslaciones de L
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funciones. Es decir, existe ® = (3y,...,31) tal que {@(- — E)}cicr peza €5
el marco dual candnico. Mds ain, tenemos la siguiente formula que expresa
a ® en funcion del Gramiano y de P,

~

o =G\VD  donde D(w) = (F1(w),...,PLw)).

Observacion 1.2.17 FEn las condiciones del teorema anterior se tiene que:

Gy =G4V,

Demostracién. (De la observacion).

~

Como por el teorema anterior P = GED_I)CT), entonces por periodicidad del

gramiano, P, = Gf{l)&;h. Entonces, por las relaciones (1.3),

Gy = GyV8,8;,65 " =Gy GGy Y = UDVU UDU UD YUY
_ _ * — * —1
= UD"YDDIUT =UuDIUr =G5,

En [RS97| se estudian de una manera profunda las relaciones entre el
Gramiano, Gramiano dual, los EIT, etc., y los siguientes teoremas aparecen

de manera implicita. Versiones mas generales de los mismos son demostradas
en [Bow00].

Teorema 1.2.18 Sea ® = (¢1,..., 1) con ¢, € L*(R?). Entonces,

(@) {@i(- = k) }<j<ppeza €8 un marco de S(®) con constantes 0 < A < B si
y sdlo si, para casi todo w € RY,

A{Gy(w)z, ) < (G2 (w)z, 2)cr < B(Gg(w)x, x) para todo x € C.

(0) {oi(- — k) cicppeza €8 una base de Riesz de S(®) con constantes
0 < A< B siy solo si, para casi todo w,

Allz|]* < (Ge(w)z, z)cr < Bljz||* para todo x € C.
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Demostracion.

Solo para ilustrar, veamos como (b) se deduce directamente del Teorema
1.2.11 (b). Por dicho teorema tenemos que {¢i(- — k)},<jcp peza €5 una base
de Riesz de S(®) con constantes 0 < A < B si y s6lo si, para casi todo w,
All|® < 132, 2.7 o1(w)lI7 < Bll=[|* para todo x € C*.

Y la demostracién se termina observando que ||z||* = ||Z]|* y que

Zyclﬂcpl(w)

2

= Z le@(w + k)P (w + k)z,

02 kUt

- Z (Z oi(w + k)W) 1Ty

It k
= (Go(W)T,T)ce.

Esto implica que para casi todo w, A||z|]? < (Ge(w)z,z) < Bl|z|* para todo
reCt m

Otro resultado similar con el Gramiano dual.

Teorema 1.2.19 Sea ® = (¢4, ...,0r) con ¢ € L*(R?). Entonces,
{oi(- = k) }ci<ppeze €5 un marco de S(®) con constantes 0 < A < B si
y solo si, para cast todo w,

Alle])? < (Go(w)e, )@y < Bllc||® para todo ¢ € J(w).

Demostracion.

Este teorema también se deduce de manera analoga al anterior (del Teore-
ma 1.2.11), pero del item (a). Por dicho teorema tenemos que
{oi(- = k) }<icppeze s un marco de S(®) con constantes 0 < A < B si
y s6lo si, para casi todo w, Al|c|? < 3, [{c, Twi(w))e|* < Blc||? para todo
ce J(w).

Como antes, basta notar lo siguiente.

Sl Za)l = 3 |S adle b
= Z Z a@i(w + k)en@i(w + h)
I kh

= Z(Z (w+h) gplw+k)> cLh

I
= (Goc, ).
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Para estudiar EIT finitamente generados en general en la literatura se
suele usar el Gramiano como herramienta de trabajo (via el Teorema 1.2.18).
Esta preferencia se debe a que el Gramiano es una matriz finita, a diferencia
del Gramiano dual. Pero como lo muestran las demostraciones de los teoremas
anteriores, para estudiar el caso marco la herramienta natural a utilizar es el
Gramiano dual, y esto sera lo que haremos para poder extender el resultado
fundamental del segundo capitulo (Teorema 2.2.2) a espacios invariantes por
traslaciones finitamente generados (Teorema 3.1.1).

1.2.4. La transformada de Zak y la féormula de Poisson

Otra herramienta fundamental que usaremos frecuentemente es la Trans-
formada de Zak.

Dada f € L?(R?), por la Observacion 1.2.1, >, | f(z+k)|? < oo para casi
todo z € R%, entonces estara bien definida para casi todo € R? la siguiente
funcion de w en sentido de L?([—1/2,1/2]%):

Zi(r,w) = Z f(x + k)e 2tk

kezd

que llamamos transformada de Zak de f. La transformada de Zak satisface
la siguiente propiedad de casi-periodicidad, para h, k € Z<,

Zf($ + k,w + h) = €2m<k’w>Zf(l’,w),

por lo que Z; : R? x R* — C esta univocamente determinada por los valores
que toma en [—1/2,1/2]% x [—1/2,1/2], y pensamos en este conjunto como
su dominio fundamental.

La férmula de Poisson esta tan intimamente relacionada con la transfor-
mada de Zak que puede ser expresada en términos de esta dltima. Veamos
algunos casos.

Lema 1.2.20 Sea f € S(RY), la clase de Schwartz, entonces

6_2”<I’“>Zf(x,w) = Zf(w, —x), para todo x,w € R?.

Demostracion.
Por la hipétesis sobre f, e~ 27w 7 #(x,w) converge absoluta y uniforme-
mente sobre compactos en x a una funciéon C'*°. Calculemos sus coeficientes
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de Fourier (como funcion de z),

I DL S
—-1/2,1 k

Z / f(x)e—Qﬂi(x,w)e—27ri<k’,x—k>dx _
e J[=1/2,1/2]19+k

/ f<x>6727ri(x,w+k’)dx _ f((ﬂ + k/)
Rd

Lema 1.2.21 Sean f € LQ(Rd) yr € [_1/2’1/2]d tales que J/C\ c I y
{f(z +k)}p € C32(Z%), entonces

672m<m"">Zf(az,w) = Zf(w, —1) para casi todo w € R?,

Demostracion.

Es similar a la del lema anterior, pero se debe ser mas cuidadoso. Probamos
el caso x = 0, el caso general se prueba de manera aniloga. Como f € L',
entonces f es continua y la evaluacién puntual en k tiene sentido.

Alcanza ver que la igualdad se da en el sentido de L?([—1/2,1/2]).

Ya sabemos que Z;(0,w) € Lj([—l/Q, 1/2]%) pero de Zf(wA,O) solo sabe-
mos que esta en L' porque >, |f(w + k)| € L' debido a que f € L'(R?).

Gracias también a esto podemos aplicar convergencia mayorada en el
siguiente célculo, dado k € Z4,

/ Z]?-(u}, 0)e2wi<k,w>dw — Z/ J/['\(w + n)e2ﬂi(k,w>dw
[-1/2,1/2]¢ — J[-1/2,1/2)4
= [ et = fix),
Rd

donde usamos la periodicidad de las exponenciales y la formula de inversion
para la transformada de Fourier (f € L').

Esto nos dice que j‘[_l/271/2]d(Zf(0, w) — Zj(w, 0))e? k«) = ( para todo k,
y como los polinomios trigonométricos son densos en (C'([—1/2,1/2]%), || |ls0),
por un argumento estandar de paso al limite en la integral, tenemos que

/[1/2 1/2]d<Zf(va) — Zi(w, 0)p(w)dw =0 Vo € C([—1/2,1/2]").
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Luego, usando una aproximacion de la identidad, queda Z;(0,w) = Z j;(w, 0)
para casi todo w.
|

De manera analoga se prueba lo siguiente.

Lema 1.2.22 Sean | € L*(R) N LYRY) y w € [-1/2,1/2)" tales que
{f(w+ k)}p € 2(Z9), entonces

e T 7 (1, w) = Zj(w, —x) para casi todo x € R?,

Otras versiones mucho mas generales, en el sentido de debilitar las hipote-
sis sobre f, se pueden encontrar en [BZ97].

1.2.5. Espacios de Hilbert nticleo reproductivos

Hablando en general un espacio de Hilbert nicleo reproductivo (EHNR)
es un K—espacio de Hilbert H cuyos elementos son funciones a valores en
K (K = R o C) y tal que la evaluaciéon en x es un funcional continuo
para todo x del dominio de las funciones de H. Si es el caso, por el teo-
rema de representacion de Riesz existird una tnica funciéon N, € H tal que
f(x) = (f, N,) para toda f € H. A la funciéon N, la llamamos ntcleo repro-
ductivo en z.

Supongamos por el momento que {¢(- — k) }reze es un marco de V(p) y
que V() es un EHNR. Notemos primero que en este caso, por ser el operador
de traslacion una isometria, (f, No(- — k)) = (f(- + k), No) = f(k) = {f, Ny),
para toda f € V() y k € Z%. Es decir, No(-—k) = N. Supongamos también
que {No(-—k) }reza es un marco con marco dual {S(-—k)}. Por la Proposicion
1.2.4 (b) nos queda:

fl@) = (f No(- = k)S(@ —k) = Y f(R)S(x— k).  (14)
k k
Que es justamente el tipo de resultado que estamos buscando, aunque que-
remos que la convergencia sea también uniforme ademas de en L2.
Espacios amalgama de Wiener

Para lidiar con el muestreo en general se debe poder, antes que nada,
evaluar las funciones que se estan muestreando. La suposicion usual es pedir
que la funcién sea continua. También es importante cierto decaimiento del
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muestreo para tener buena convergencia de la serie que reconstruya a la
funcion. En [AGO1], donde se trata el problema del muestreo no uniforme,
esto se logra trabajando en los espacios amalgama de Wiener. Decimos que
una funcién medible f pertenece a W (LP(R?)), 1 < p < oo, si satisface:

||f||€V(Lp) = Z SUPeSxe[—1/2,1/2}d‘f($ + k)P < oo.
kezd

Las suposiciones para lidiar con el muestreo no uniforme son que la @, cuyas
trasladadas forman un marco de V(y), sea continua y que p € W(L'(R?)).
En nuestro caso particular de muestreo uniforme resulta que para obtener
las propiedades requeridas (e.g. V() C C(R), V(p) sea nicleo reproductivo,
etc) basta con condiciones mucho més débiles que veremos mas adelante.

Conclusiéon

Si {o(- — k) }reza es un marco de V (), lo que estamos buscando entonces
son propiedades de la ¢ que garanticen lo siguiente.

(a) Toda funciéon de V(i) es continua.
() V(¢) es un EHNR.

(¢) {No(-—k)}reza es un marco de V() y la convergencia en (1.4) es también
uniforme.

23



Capitulo 2

Muestreo uniforme en EIT
principales

Algunos de los resultados de este capitulo aparecen enunciados en la bi-
bliografia para funciones de una variable. Pero como se vera aqui, muchas de
las demostraciones siguen siendo vélidas para el caso de funciones de varias
variables.

2.1. Condiciones basicas

En esta seccion demostramos algunos lemas que seréan utilizados mas
adelante.

En [SZ99] se demuestra el siguiente lema que, como se ve en ese trabajo
y se notard mas adelante, ofrece una condiciéon sobre ¢ muy apropiada para
obtener lo que estamos buscando (téngase en mente la conclusion que aparece
al final de la introduccion).

Lema 2.1.1 Sea ¢ € L?(R%). Son equivalentes:

(2) Para cada {cv} € CH(Z), Y ey cup(- — k) converge uniformemente a
una funcion continua en R,
k

(%) ¥ es continua y SUP,e(_1 /21994 D peza |P(x — K)|F < 00,

Demostracion.

(i1) = (i). Por la desigualdad de Cauchy-Schwartz ), cyp(x — k) es
uniformemente convergente en R? y por lo tanto continua pues ¢ es continua.
Notar que esta es la implicacién que se obtiene de manera méas natural y que
hace que (i7) sea considerado.
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(i) = (4i). Tomando ¢, = 1 resulta ¢ continua por (i) (por lo tanto la
evaluacion puntual tiene sentido).

Por la Observacion 1.2.1 sabemos que Y, 54 [¢(x — k)[* < oo para casi
todo z € R%. Veamos que esto pasa para todo .

Fijado z € RY, consideramos los funcionales U,, € (*(Z%)* definidos por
Un({ck}) = X2 kjj<n crp(x — k). Notar que por el teorema de representacion
de Riesz ||Un||?2(zd)* = D kj<n lP(@ — k)|? y ademas por (i) sabemos que,
para cada {cx}, {U,({ck})}nen es una sucesion convergente y por lo tanto
acotada. Luego, por el teorema de acotacion uniforme,

Y el —k)F=sup( Y |o(z —k)P) = ilelg(HUnIIQ) < 0.

kezd neNk<n

Con esto queda bien definido A,({cx}) = Y, cwp(z — k), A, € >y
[Aall® = >k [0z — ).

Fijemos ahora {c;} € (* y definamos f(z) = A,({cx}), por hipotesis f es
continua en [—1/2,1/2]? y por lo tanto acotada en dicho intervalo. Es decir,

sup |A({ar})l = sup [f(z)| < oo.
ze[—1/2,1/2]d ze[—1/2,1/2]¢

Nuevamente, por el teorema de acotacién uniforme, sup,¢(_/2,1/9 [|Az|| < o0,
e, SUDLel 172,120 Dopeza l9(z — k)P < oo,
Notar que por periodicidad queda sup,cga Y czq [9(z — F)
n

> < oo.

La condicion (4i) es muy similar a pedir que la funcién ¢ pertenezca al
espacio W (L%(R?)), pero es mas débil. Por esto, damos la siguiente definicion.

Definicion 2.1.2 Decimos que ¢ es casi amalgama o de periodizada acotada
con constante M > 0 si cumple que SUD,c( 12190 2 pega l9(x = K)* < M.

A continuaciéon vemos que esta condicion mas la continuidad alcanza para
que V(®) sea un espacio de Hilbert nucleo reproductivo (EHNR).

Lema 2.1.3 Sean {¢;}1<i<r € L*(R?) tales que {oi(- — k) }i<i<ppeza €s un
marco de V :=V(p1,...,p1) con marco dual {@;(- — k) }ip C V. Si cada ¢,
es continua y de periodizada acotada entonces V(p1,...,0r) es un EHNR.

Demostracion.
Observar primero que por el Lema 2.1.1 toda funcién de V(®) es continua.
Sean A, B las constantes de marco de las ¢'s, M, las constantes de perio-
dizada acotada de las ¢; y M = Zle M;.
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Sea f € V, entonces f(z) = >, < f,o(- — k) > ¢i(x — k), con con-
vergencia también uniforme y por lo tanto puntual, y es continua por lema
previo. Aplicando la desigualdad de C-S,

)P <Y UL G =YY ez — k)P < MY (@ — k)
Lk Lk 1k

Recordando ahora que las constantes del marco dual son 1/B y 1/A queda:

M
<Ly,

que nos dice que la evaluacion es continua. Ademas esta desigualdad también
demuestra que V(®) C L™, mas aun, la inclusion de V(P) < L es continua.
|

Por el teorema de representacion de Riesz sabemos que en las condiciones
anteriores existen los ntucleos reproductivos. En lo que sigue encontraremos
una expresion explicita para los mismos.

Notar que si N, es el nicleo reproductivo entonces (N, (- — k)) =
<<:Dl( - k)a Nx) = (Pl(l‘ - k)

Luego, como N, € V(®) y el marco dual canoénico {@;(- — k) }1<i<p pezd
es un marco de V(®) en si mismo, nos queda,

ZZ Ne,oi(- = k)Yyo(y — k) Zztﬂlx— oy — k).

=1 kezd =1 kczd

Observacion 2.1.4 Por un simple cambio de indices de suma queda

L

M) =D ale+R)@ly + k).

=1 kez?

El siguiente remarcable lema aparece en [Sun05| (esta es una version
apenas modificada).

Lema 2.1.5 Sean T,L € N y sea {¢i(- — k) }1<i<p keze un marco de V. =
V(p1,...,05) con cada p; continua y de periodizada acotada. Supongamos
que {Si(- — k) }1<i<rreza s una sucesion de Bessel de V. Entonces para cada
t, Sy es continua y de periodizada acotada.

Demostracion.
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Usando lo visto en el lema anterior (ie., |f(z)]* < | f||* para toda
f € V(®)) y recordando la Proposicion 1.2.6 (i.e. la cota de Bessel también
sirve como ’cota superior de sucesion de Riesz’):

S ISz — k)P = sup | > ewSi(x — k)P <
N Ik

||c||£2:1

MB

M M
7 5w 1D St =Rl < B sup llellbq, pyan = =5

A= 5 lell=1

Una consecuencia importante de los lemas anteriores es que si las funcio-
nes ®, generadoras del marco del EIT V(®), son continuas y de periodizada
acotada, todo marco generado por traslaciones de finitas funciones cumple lo
siguiente: las funciones son de periodizada acotada y se tiene convergencia
uniforme en las expansines. Esto nos dice que estas propiedades son inde-
pendiente del marco del espacio que elijamos, (generado por traslaciones de
finitas funciones). Ademaés, todas las funciones del espacio son continuas y
V(@) es un EHNR. Es decir, solo con esta condicion sobre las ¢’s expues-
ta en [SZ99, Sun05|, obtenemos bastante de lo que estdbamos buscando y
nos resta tinicamente concentrarnos en el problema de cuando los niicleos
reproductivos forman un marco.

Por otro lado, supongamos que tenemos un EIT con una funcién de mues-
treo S continua cuyas traslaciones constituyen una base de Riesz del espacio,
con convergencia uniforme de las expansiones. Entonces, por los lemas pre-
vios S es de periodizada acotada, lo que implica que toda ¢ que genere un
marco del espacio serd continua y de periodizada acotada y el EIT sera un
EHNR. En otras palabras, la condicién encontrada es la condicién justa, no
se puede pedir menos.

Usando el siguiente lema en [SZ99, Sun05| se demuestra una importante
relacion entre el conjunto F, y la transformada de Zak para el caso de un
EIT principal.

Definicion 2.1.6 Dada {z;} € (*(Z?) se define su transformada de Fourier
discreta como la funcion @ : [—1/2,1/2] — C tal que T(w) = >, wpe 2T <kw>,

Lema 2.1.7 Sean z,y € (*(Z%) y 7,7 las transformadas discretas de dichas
sucesiones respectivamente. Entonces

Z | Zxkyn—k|2 :/[ 1Z(w)P(w) Pdw.

—-1/2,1/2)¢
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Ademds, cuando uno de los miembros de esta igualdad es finita la transfor-
mada discreta de x xy(n) == >, Tpyn—i €s el producto de las transformadas,
es decir, T * y(w) = 2(w)y(w).

Demostracion.

Llamemos SF(Z%) a las sucesiones de soporte finito. Via la transformada
discreta hay una biyeccion entre SF(Z?) y los polinomios trigonométricos (a
estos los llamamos P). Usando un resultado clasico de convolucién sabemos
que si © = {xx} € *y {ag} € ' entonces (x * ), = Y, Tpy,_j cumple
que {(z * a),} € (2. Mas aun, usando la férmula del producto de series de
Cauchy tenemos que en este caso 7 * a(w) = T(w)a(w) para casi todo w.

Sea {a"N }nen C SF(Z) tal que o — y en (2. Por la desigualdad de C-S
se tiene que, para todo k € Z%, (z * o), — (2 * y)x cuando N — oo.

Luego,

Z(Q} x o™ )5p — Z(:r; *y)r5x cuando N — oo, para toda s € SF(Z%).
K k

Por lo dicho antes y usando que la transformada discreta es una isometria,
N - X /\/\ N = ~ = A~
(xxa, 8)pe = (xx alN,8) 2 = (XalN,8) 2 = (N, 28) 12 — (U, T8) 2 = (TY, S) 2

pues oV — 7.

Es decir,
(xx1y,8)p = (T7,5)2 para toda s € SF(Z?). (2.1)
Por lo tanto,
17717 = sup [@Gp)P =  sup | (wryhs =) @yl
lpll=1,pEP Isl=1,sesF(zd) “F s

pues es facil ver que tanto la primera como la tltima igualdad valen incluso
en los casos en que [|ZY]|7. = 00 0 >, [(z * y)i|* = oo

Veamos la segunda parte del lema. Si ||Zy]|7. = ||z * y||% < oo, usando
que la transformada discreta es una isometria en (2.1), obtenemos que

(T*y—2y,p)r2 =0 para todo p polinomio trigonométrico,

lo que termina la demostracion pues los polinomios trigonométricos son den-
sos en L?([—1/2,1/2]%). =

Lema 2.1.8 Sea ¢ € L*(R?) continua y de periodizada acotada, entonces
para todo x € R? se tiene que Zy(x,w) =0, para casi todo w € R?\ E,.
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Demostracion.
Sea C(w) 1= 1—x,,_ . Como E, es el soporte (sin clausurar) del Gramiano,
que es periodico, entonces Xg, €S periodica. Por lo tanto C(w) es periddica

y se puede escribir como su serie de Fourier C'(w) = >, cpe™2mtk),
Como $ se anula en R?\ E, tenemos que C(w)@(w) = 0 para casi todo
w. Antitransformando,

Z crp(x — k) = 0 para casi todo x € R?, (2.2)
K

pero como ¢ era continua y de periodizada acotada y {cx} € £2, la serie
converge uniformemente a una funciéon continua. Entonces la igualdad (2.2)
es en todo x € R%. Usando el Lema 2.1.7 se sigue que

g, Voo = [ (ORIt )P

[-1/2,1/2]
N /[—1/2,1/2]d

- ¥

n

2 2

Z oz + k)e 2 k@) gy
k

E cke—Qﬂ'z(k,w)

k

2
=0.

Zcmp(x%—n — k)

2.2. Muestreo

El teorema de Shannon en su version méas rudimentaria es anterior a la
segunda mitad del siglo XX. Décadas después, cuando la teoria de wavelets
ya habia alcanzado bastante popularidad, el espacio PW y la funcién seno
cardinal pudieron ser considerados en este contexto. Es decir, el espacio PW
puede ser pensado como un espacio inicial que genera un Anélisis de Mul-
tirresolucion, con el que construir una wavelet, cuya funcion de escala es el
seno cardinal. Debido a la gran utilidad del Teorema de Shannon surge una
pregunta muy interesante. ; Habra més espacios iniciales de Analisis de Mul-
tirresolucion donde se pueda obtener un resultado similar al de Shannon? En
1992, G. Walter da una respuesta a esta pregunta con el siguiente teorema

[Wal92].
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Teorema 2.2.1 Sea ¢ una funcion de escala real continua tal que
(i) p(x) = O(|z|717°) cuando v — oo con x € R,

(i) Z,(0,w) # 0 para todo w € R, y ademds {¢(- — k)}rez es una base
ortonormal de Vi := V().

Entonces S(w) = 0/Z,(0,w) es tal que S € Vo, {S(- — k) }rez es una
base de Riesz de Vi y ademds para toda f € Vj

f(x) =) f(k)S(z k)

keZ

con convergencia uniforme y en L*(R).

Este teorema seré una consecuencia de versiones més generales que veremos
méas adelante. En el mismo trabajo Walter también considera el error de
reconstruccion para f ¢ Vj.

Como ya se comento, el siguiente problema a tratar es si vale algo similar
al teorema anterior pero para el caso en que {¢(- — k) }rez sea solo un marco
de V(¢) y que este espacio no esté asociado a ningtn Analisis de Multirre-
solucion. En [SZ99] se demuestra un teorema que contesta esto y en [Sun05]
se generaliza a funciones de varias variables. El teorema es el siguiente.

Teorema 2.2.2 Sea {¢(- — k) }peze un marco de V(p) C L*(R?) con ¢ con-
tinua y de periodizada acotada (en particular V(p) C C(R?)) y sea a €
[—1/2,1/2]¢. Son equivalentes:

(i) Existe un marco {Sa(- — k) }reza de V() tal que, para cada f € V(p),
se tiene que:

f(x) =) fla+k)Sz — k),

kezd

con convergencia en L?(R%) y uniforme.

(ii) Existen constantes 0 < Cy < Cy tales que

Cixe,(w) < |Zy(a,w)| < Coxp,(w) pct.we R

En cualquiera de los casos anteriores se tiene que

Sv\a(w) _ { @(w)/%p(a,w) ;Z:j;g:
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La demostracion de este teorema utiliza como técnica clave el estudio del
Gramiano de las distintas funciones involucradas. En la préoxima seccién obte-
nemos una generalizacion no trivial de este teorema estudiando el
Gramiano dual de los ntucleos reproductivos, por lo que serd demostrado
luego.

Notar que en el teorema anterior el muestreo no se hace en los enteros,
sino en una traslacion por a de los mismos. Es Janssen en [Jan93| el que
advierte que esto puede ayudar a obtener teoremas de muestreo incluso en
espacios donde la condicion (i) del Teorema 2.2.2 falla en a = 0. Mas adelante
se estudiard la relevancia de este hecho a la hora de estudiar el error de
reconstruccion.

Aqui tenemos algunos ejemplos de aplicacion.

Ejemplo 2.2.3 Teorema de Shannon.

Primero notemos que senc es claramente de periodizada acotada y senc(w) =
X[=1/2,1/2)(w). Luego Gsenc(w) = Y4 |X[=1/2,1/2 (w — k)|* = 1 para todo w. De
esto y del Teorema 1.2.18 méas la Observacion 1.2.8 se sigue que {senc(-—k)}
es una base ortonormal de V (senc)= PWV.

Podemos usar la formula de Poisson para obtener que para todo w

Zsenc<oaw) == ZSEHC(W, O) =1.

Por lo tanto se cumplen las hipotesis y el item (i) del teorema anterior.
Ademaés Sp(w) = senc(w)/Zsenc(0,w) = senc(w) por lo que la funcion de
muestreo es Sy =senc, y recuperamos asi el teorema de Shannon.

Ejemplo 2.2.4 Wavelet de Franklin.

La funciéon de escala ¢ asociada a la wavelet de Franklin es de soporte
compacto y tiene como transformada de fourier

Plw) = sin’(m) (1 — gsinQ(ﬂw)) _1/2_

w202

Por lo tanto ¢ es de periodizada acotada, y ademas, como @ € L'(R)
pues el segundo factor es una funcién acotada, podemos aplicar la férmula
de Poisson para obtener que, para w ¢ Z,

Z,0,0) = Zs(w,0)= 3w+ k)
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Usando ahora el conocido resultado de Analisis Complejo que dice que
>k ™ ik)2 = Sinér(irw) para w ¢ Z, nos queda

9 ~1/2
Z,(0,w) = (1 ~3 sin2(7rw)) # 0,

que también vale para w € Z. Podemos aplicar el Teorema 2.2.1 y obtener

Sw) = 3/7,(0,w) = 22T

m2w?

cuya inversa de Fourier es la "funciéon sombrero", S(x) = (1 — |z])x[-1,1(2).
Ejemplo 2.2.5 Wauvelets de Meyer.

La funcion de escala ¢ de Meyer es tal que @ € C*, y por lo tanto es continua
y de periodizada acotada; p(w) = 1 en [—1/3,1/3]; su soporte esta contenido
en [—2/3,2/3] y entre estos valores cumple [p(1/2 —w)]*+ [p(1/2+w)]*> = 1.
Notar que también vale la formula de Poisson. Luego,

Zo(0,w) = Zp(w,0) = > Glw+k) > 1,

Por lo que el Teorema 2.2.1 se aplica.

2.3. Funciones en espacios de muestreo

En vista de los teoremas antes expuestos damos la siguiente definicion.

Definicion 2.3.1 Sea V un subespacio cerrado de L*(R?) ya € [—1/2,1/2]%.
Decimos que V' es un a-espacio de muestreo si existe una funcion S, € V
que satisface las siguientes condiciones.

(1) Sa es continua y de periodizada acotada.

(11) {Su(- — k) }reza €s un marco de 'V tal que para toda f € V la expansion
en este marco (con el marco dual candnico) es

flo)=>" fla+k)Si(x — k)

kezd

con convergencia en L?(R%) y uniforme sobre RY.
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Si a = 0 decimos simplemente que es un espacio de muestreo.

A la funcion S se la suele llamar funcion de muestreo.

Se puede observar una sutil diferencia entre el item (7) del Teorema 2.2.2
y esta definicién. En esta ultima se pide ademés que el muestreo de f sean
los coeficientes de la expansion con el marco dual candnico. En el préoximo
capitulo se demuestra que para el caso de EIT principales, son equivalentes.
En particular, por definicién, si f pertenece a algin espacio de muestreo,
entonces {f(k)}r € (*(Z9).

En las aplicaciones, dada una funcién (o senal) arbitraria uno quisiera
saber si pertenece a algin espacio de muestreo explicito para muestrearla y
poder manejar una version discreta de la misma. En esta seccion nos vamos
a ocupar de este problema y otros relacionados. Vale aclarar que todos los
resultados aqui expuestos valen para a-espacios de muestreo y las demostra-
ciones son analogas al caso a = 0 considerando Z,(a,w) en lugar de Z,(0,w).
Los siguientes resultados relacionados con este tema pertenecen a [BCHO5].

Lema 2.3.2 Sea V() un espacio de muestreo y S su funcion de muestreo.
Entonces la funcion de muestreo satisface Zg(0,w) = xgys(w) para casi todo
w € R4,

Demostracion. R

Como S(z) = >, S(k)S(x — k) transformando obtenemos S(w + k) =
ZS(O,w)S\(w + k) para casi todo w. Lo que implica que Zg(0,w) = 1 para
casi todo w € Fg. Ademas, por el Lema 2.1.8 Z5(0,w) = 0 para casi todo
w ¢ ES- |

Teorema 2.3.3 Sea V(p) un espacio de muestreo con funcion de muestreo
Sy feLl*RY. SifeV(p) entonces S(f) es un espacio de muestreo con
funcion de muestreo Sy = P(S), donde P(S) es la proyeccion ortogonal de

S sobre S(f). En este caso, Sy = Sxg,.

Demostracion.

Por el Lema 1.2.9 la proyeccion de un marco es un marco y por el
Lema 1.2.10 la proyeccion conmuta con la traslacion, luego {PTpS}, =
{TP(S)}r = {Ss(- — k) }r es un marco de S(f).

Ademas, dada g € S(f) C V(yp),

g=Plg)=P(Y_g(k)S(- k) = > g(k)Ss(- = k).

Veamos que Sy es de periodizada acotada. Por el Lema 2.1.5 y la hipotesis
basta probar que {S¢(- — k)}x es una sucesion de Bessel en V(). Sea B la
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cota superior de marco del marco generado por la funcién de muestreo de
V(e) v sea g € V(p), volviendo a usar que la proyecciéon conmuta con la
traslacion tenemos

Zlgﬁf — k) Z|P9> = k)" < B||Pg|I* < Bllg|l*.

Todo esto nos dice que S(f) es un espacio de muestreo y la demostracion
concluye si probamos la féormula para S;.

Como Sy € V() tenemos la expansion Sy = >, Sp(k)S(- — k), transfor-
mando

§f = Zsf(O,w)g.

Pero por el lema anterior y por el Corolario 1.2.15 tenemos que Zg, (0,w) =
XBs, (w) = x&,(w) para casi todo w, pues f genera S(f) por definicion. m

Una consecuencia inmediata del Teorema 2.2.2, del Corolario 1.2.15 y del
Teorema 1.2.14 es lo siguiente.

Teorema 2.3.4 Sea f € L*(R?). Entonces f pertenece a un espacio de
muestreo si y solo si la funcion ¢ definida por @ = f/G}/2 en Ef yp=0en
RY\ E; satisface:

(a) ¢ es continua y de periodizada acotada.

(b) Existen 0 < A < B tales que

Axg, (W) <1Z,(0,w)| < Bxg,(w) para casi todo w.

Un lema interesante en si mismo es el siguiente.

Lema 2.3.5 Sea V(¢) un espacio de muestreo y S su funcion de muestreo.
Se satisfacen.

(i) Para toda f € V(p) se tiene que Ef = {w € R : Z;(0,w) # 0} (salvo
un conjunto de medida nula).

(#2) La funcion de muestreo S es unica, salvo un conjunto de medida nula, y

satisface g(w) = Z¢(((L)UL) XE,(w) para toda ¢ cuyas traslaciones formen

un marco de V(p).
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Demostracion.

(i) Sea f € V(®), por el teorema anterior S(f) es un espacio de muestreo
con funciéon de muestreo Sy y Eg, = Ey. Como f(z) = >, f(k)Ss(x — k)
transformando y tomando Gramiano’ en ambos lados de la igualdad obte-

nemos
Gyr(w) = |Z(0, w)\2G5f( ) para casi todo w,

lo que implica que E; C {w € R?: Z;(0,w) # 0} salvo medida nula.

Usando la misma exprewara f pero 'tomando trasformada de Zak’
nos queda Z;(0,w) = {f(k)} * {S;(k)}(w), y como f pertenece a un espacio
de muestreo {f(k)} € ¢ lo que implica que Z;(0,w) € L* como funcién de
w. Aplicando ahora el Lema 2.1.7 y el Lema 2.3.2 nos queda que

Zi(0,w) = Z;(0,w)Zs,(0,w) = Z;(0,w)xE,(w) para casi todo w,

lo que implica la inclusiéon inversa.

(74) Escribiendo a 1 con el marco generado por la funcion de muestreo y
transformando obtenemos ’Q/ZJ\(W) = Zw(O,w)S’\ (w). Podemos pasar dividiendo
Zy(0,w) aplicando el item anterior a 1. La unicidad de S se sigue de la
formula anterior. m

El siguiente resultado de Sun y Zhou ([SZ04]) da condiciones suficientes
para que una funcién pertenezca a un espacio de muestreo. En [BCHO05| se
dan condiciones necesarias y suficientes.

Teorema 2.3.6 Supongamos que f € L*(R?). Si existen A, B > 0 tales que
para casi todo w € E,

(Z\fwrk) ZfW—i-k

entonces f pertenece a un espacio de muestreo. Mds ain, S(f) es un espacio
de muestreo con funcion de muestreo S tal que S(w) = Z;(0,w) ™' f(w) en E;

<BZ|fw+k: (2.3)

Yy §(w) =0 en otro caso.

Demostracion.
Observar que la desigualdad de arriba se puede escribir como

A (Z 1Flw+ k)]) < |Z3(w,0)]> < BGy(w) p. c. t. w,

de lo que se deduce que 37, | f(w+Fk)| € L*([-1/2, 1/2)%) c LY([—1/2,1/2]%),
y por lo tanto f € L'(R?). Por los teoremas previos alcanza con ver que
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S(f) es un espacio de muestreo. Veamos primero que @ = ch_l/ Q)fe LY (RY)
(recordar que esta funcion genera un marco de S(f)). Por convergencia mono-
tona y por (2.3),

1B(w)|duw / C12(0) 37 Flw + )| dw
Rd (~1/2,1/2)d k

-/ ¥, |fw+ k)
172172008, (3 | flw + k)[2)1/?

/ B/ Adw < \/BJA.
[~1/2,1/24NE;

IN

En particular ¢ es continua.

Veamos que ¢ es de periodizada acotada. Fijemos un z. Como f c Lt
y se satisface (2.3), tenemos que la sucesion de funciones de w, H,(z,w) :=
ch_l/2) (@) 22k <m Flw+ k)emie+ka) cumple lo siguiente. H,,(z,w) converge
puntualmente para casi todo w a una funcion H(x,w), y ademas |H,,(z,w)| <
/B/A. Por esto y lo anterior podemos usar la formula de inversion de la
transformada de Fourier y el teorema de convergencia mayorada para obtener
que

olx+n) = /@(w)e%i(“’”mdw
R4

— 1/2) 2m (w+k,x) eQm’(n,w)dw
/[ 1/2,1/2)¢ Z

k

= / H(x,w)e?™ ™) dy).
[-1/2,1/2]¢

Y como H(z,w) € L*([—1/2,1/2]%) como funcién de w por ser una funcién
acotada, entonces {¢(x + k)}, son los coeficientes de Fourier de H(z,w).
Calculando,

S e+ k)P = / \H(z,0)Pdw < BJA,
3 —1/2,1/2]¢

que es una cota uniforme en x, lo que implica que ¢ es de periodizada acotada.
Para terminar, tenemos que ver que se satisface (b) del Teorema 2.3.4.
Como ¢ € L'(R?) y {¢(k)}r € ¢* podemos aplicar la formula de Poisson a
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la funcién ¢,
Z,(0,w) = Z (w+ k)
= GV waw GV (w) Z5(w, 0).
k

Luego, |Z,(0,w)? =0siw ¢ E,,y A <|Z,(0,w)|* < B siw € E,, para casi
todo w. Esto implica que S(f) es un espacio de muestreo.

Por lo tanto {f(k)}x € ¢*, y como f € L' podemos aplicar la formula de
Poisson a f (Lema 1.2.21), en la igualdad anterior y obtener que Z,(0,w) =
G;_I/Q)(w)Zf(w, 0)= G;_I/Q)(w)Zf(P,w).

Veamos ahora la formula para S. Por el Lema 2.3.5 nos queda que

~ (—1/2) Y N
S - 8@ _ G fw

- Z(0,w) (0 Zp0,w)  Zr(0w)

Veamos algunos ejemplos.
Ejemplo 2.3.7 sopf C [-1/2,1/2]¢.

El caso d = 1 se deduce facilmente del teorema de Shannon y del Teorema
2.3.3.

En este caso las series en (2.3) son iguales para todo w (es a lo sumo no
nulo solo el primer término de las mismas) y por lo tanto las desigualdades
se cumplen para A = B = 1. Ademas, Z;(0,w) = Z3(w,0) = J/”;) la extension

periddica de f Luego, la funcién de muestreo de S(f) viene dada por S =

o~ o~

Iy 'f= XE;n[-1/2,1/2]4 Pues SOpf + Z% = E;. Por lo tanto,

S(x):/ Ae2”<w’”‘“>dw.
sopf

Ejemplo 2.3.8 En L?(R) el EIT de Splines generado por fon,_1 = X[=1/2,1/2]*
“k X[-1/2,1/2] (2n veces), n € N.

El caso n = 1 ya fue estudiado anteriormante como wavelet de Franklin. Para
n cualquiera tenemos f,, = (%)2”, el primer término de las desigualdades
(2.3) coincide con el segundo y todos los términos de dichas desigualdades son
funciones continuas, periodicas y positivas en [—1/2,1/2] que no se anulan.
Luego cada uno alcanza un maximo y un minimo en dicho intervalo y por lo

tanto (2.3) se satisface para A =1y algiun B.
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Ejemplo 2.3.9 f € S(RY), la clase de Schwartz, tal que Z;(0,w) # 0 para
todo w.

Notar primero que por la hipotesis y la version maés fuerte de la féormula de
Poisson se deduce que E, = R Y como f € S(RY) su gramiano es una
funcién continua por lo que alcanza un maximo y un minimo en [—1/2,1/2]¢
y por lo tanto f genera un marco de V(f). Ademas todos los términos que
aparecen en (2.3) son funciones continuas periédicas que no se anulan, por
lo tanto alcanzan méaximos y minimos y esto asegura la existencia de A, B.

2.4. FError de reconstruccion

En esta seccion las funciones se suponen de una variable. Es importante
recordar que lo visto en la seccién anterior vale también en a-espacios de
muestreo, es decir cuando el muestreo es {f(a + k) }rez.

En sus inicios y debido a la aplicacion del teorema de Shannon a la inge-
nieria eléctrica surgio el siguiente problema, ;qué pasa si se aplica el esquema
de reconstruccion con el senocardinal a una sefial cuya banda de frecuencias
es de mayor longitud que el intervalo [—1/2,1/2], o si ni siquiera es de banda
limitada? Puesto que infinitas funciones continuas de L*(R?) pueden coincidir
en los enteros, este problema es imposible de resolver sin ninguna hipoétesis
a priori sobre la funcién. Pero para el caso en que se sepa que la funcién es
de banda limitada, pero el soporte de su transformada excede al intervalo
[—1/2,1/2] mucho se puede decir.

Repasemos méas detenidamente el caso del teorema de Shannon (una bue-
na referencia para esto es el libro [Zai93)|).

La funcién ¢ :=senc cumple la ecuacion de escala

ola) = 3 gt - 1)
keZ

y si tomamos V; = PW obtenemos un analisis de multiresolucion donde ¢ es
la funcion de escala. La wavelet asociada viene dada por ¢(z) = w
Como una contracciéon del lado del tiempo se corresponde a una dilatacion
del lado de la frecuencia resulta que f/\l esta formado por las funciones cuyo
soporte esta contenido en el intervalo [—1, 1]. Entonces, del lado de la fre-
cuencia, V3 & Vy = {f : sop fC [—1,—1/2] U [1/2,1]}. Por esto, no deberia
sorprender que la transformada de Fourier de 1 sea 7:/1\ = X[-1,—-1/2] + X[1/2,1]-
Curiosamente ) resulta una funcién de muestreo para el espacio Wy = V1614,

Supongamos que tenemos una funcion f tal que sopf C [a, b]. Para algin

j € N se tendra [a,b] C [—27,27], es decir, f € V; = {f : sop fc [—27,27]}.
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El problema planteado se traduce en este contexto a saber cual es la dife-
rencia entre f € V; y fo = >, f(k)senc(- — k). A esta diferencia la vamos
a llamar error de reconstruccion (se la conoce como Aliasing Error, nombre
que proviene de la ingenieria eléctrica). En la literatura generalmente se tra-
ta este problema para el caso particular de que f € V; y es lo que vamos a
hacer.

Por lo tanto, en toda esta seccion supondremos que V() es un a-espacio
de muestreo y que ¢ genera por traslaciones una base ortonormal de Vj :=
V(p). Ademas supondremos que V) genera un anélisis de multiresolucion con
su respectiva wavelet 1) que genera por traslaciones una base ortonormal de
Wo=V1 6 Vo y ¢ es la funcidon de escala.

Lema 2.4.1 Sea g € Vi. Si {g(- — k)}r es una sucesion Bessel de Vi, en-
tonces g es de periodizada acotada. En particular, 1 es de periodizada acotada
(recordar que una base o.n. de un subespacio es Bessel en todo el espacio).

Demostracion.

Se deduce de manera anéloga al Lema 2.1.5, usando que {v/2¢(2-—k)}; es
una base ortonormal de V;, y por lo tanto un marco, y que sup,cp >, |v/2¢(2-
—k)|* < oo debido a que ¢ es de periodizada acotada. m

Del lema anterior se sigue que tanto V; como W, son también EHNR's.

Gracias a que estamos trabajando con un AMR, como {S,(- — k)}x es
una base de Riesz de Vj se deduce que {v/25,(2- —k)}, es una base de Riesz
de V; con base dual {v2N,(2 - —k)}s.

Dada f € V] es facil ver que (f,vV2N,(2 - —k)) = f(L\/g/Q), luego existen
A, B > 0tales que A|| f||> < >, | f(a+k/2)|* < B| f||?, como era de esperarse
por la analogia con el Teorema de Shannon. Es decir, en términos de lo que
veremos en el proximo capitulo, V; es un espacio de sobremuestreo. Esto
permite definir un operador acotado, el operador de reconstruccion R : Vi —
Vo, R(f) = fo y justamente los problemas aparecen porque este operador,
aunque es la identidad sobre Vj, no es la proyeccion ortogonal.

Definiciéon 2.4.2 El error de reconstruccion (aliasing error) para f € V; es
la diferencia

era(r) = f(x) — Zf(a + k)Sa(x — n) para todo x € R.
k

Notar que por lo dicho antes el error de reconstruccion esta bien definido y
es una funcién de V.

La siguiente proposicion se puede encontrar en [Wal92|, pero con la hipote-
sis adicional de que ¢(z) = O(]z|~179).
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Proposicion 2.4.3 Si{¢(-—k)}x es la base wavelet de Wy, entonces existe
C > 0 tal que para toda f € V7,

lera(@)* < ClbllE.
donde b son los coeficientes wavelet de f al nivel 0 (i.e., by = (f, V(- —k))).

Demostracion.

Escribimos f = f1 + fo con fo € Vo y fi € Wy, entonces e(x) = fi(z) —
> p fila+ k)S(x — n) pues fy coincide puntualmente con su desarrollo con
la funciéon de muestreo. Sean My, M; las constantes de periodizada acotada
de S y de 1 respectivamente, entonces

@) =1 bl = k)P < [Ibl*M,
k

y

1> fila+k)Su(z —n)* <Y |fila+k/2)P My < MoB| fi* = MoB|b*
k k

Luego,

lera(OF < 20f1(@)]* +21 ) fila+k)Sa(@ —n)]* < C|lb|*
k

Esta proposicion nos dice que cuanto més cerca esté f a una funcion de
Vb menor sera el error que se comete al considerar la reconstrucciéon con la
funcién de muestreo y nos da una estimacion de dicho error en funcién de los
coeficientes wavelet de la funcién.

Las siguientes son otras estimaciones interesantes que se pueden encon-
trar en [Jan93|, pero alli se demuestran con la hipotesis adicional de que

sup, . Il + k)] < oo.

Proposicion 2.4.4 En las condiciones en que estamos trabajando,

Zy(a,w)
sup  |lesall* =1+ supes, Yy
JEWo | fll2=1 Zp(a,w)
2 Zd,(@,&)) ’
inf  Jlesql|” =1+ infes, | 7——=
FEWo,|Ifll2=1 »(a,w)
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Demostracion.
Sea f € Wy tal que ||f||2 = 1, por ortogonalidad de f y Vi y por el Lema
2.3.5 tenemos que

lerall® = AP+ 1) fla+E)Sa(- = n)l* = 1+ [|Z4(a, SEHOI
k
Zs(a,w)3(w) Gow) |

2
14 / do =1+ / Golw)
R Zw(a,w) [—1/2,1/2] Zso(aaw)

Recordemos ahora que una base ortonormal es una base de Riesz con cons-
tantes A = B =1, luego G, = 1 y el complemento de E,, tiene medida nula.
Ademés, como f € Wy, se puede escribir f(z) =, dit)(xz — k) con conver-
gencia también uniforme y 1 = ||f|| = ||d||,2. Por un razonamiento idéntico
al que aparece en la demostracion del Lema 2.3.5 (i), lo anterior implica que
Zi(a,w) = c/l\(w)Z¢(a,w), donde c/l\(w) es la transformada discreta de d y por

Zs(a,w) dw.

XE, (w)

lo tanto Hcﬂ\Lz([_l/zl/QD = 1. En resumen, nos queda:
~ Zy(a,w 2
lesall? =1+ [ i) |20
-1/2,1/2] Zy(a,w)
Es claro entonces que
7 2
1 + infes,, v(a,w) < inf lesal?
Zy(a,w) FEWD,|[fll2=1
Zy(a,w) 2
<  sup |legall* €1+ supes, |
FEWD.|fl2=1 Zy(a,w)

La demostracion se termina observando que el conjunto de todas las funciones
|d(w)|? tales que ||d||;z = 1 es denso en el conjunto de todas las funciones no
negativas de L' ([—1/2,1/2]) de norma uno, por lo que usando aproximaciones

de la identidad no negativas se obtiene el resultado. m

A continuacién veamos un corolario interesante.
Corolario 2.4.5 Z,(a,w) estd esencialmente acotado como funcion de w.

Demostracion.
Como el operador error e., : V3 — V] es acotado (pues es la identidad
menos un operador acotado) su restriccion a Wy también. De esto y de la

2
Zy (a,w
zw( )" < 0. Pero como Vo es
Lp(avw)

un espacio de muestreo Z,(a,w) esta acotado por arriba y por abajo, luego
supes,| Zy(a,w)| < oco. m

proposiciéon anterior se sigue que supes,,
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Proposicion 2.4.6 En las condiciones en que estamos trabajando,

Zy(a,w) 2

Zd,(x,w)—mZ@(x,w) dw y
p\d,

sup fera(o)” = [
fewo,|lfl2=1 [-1/2,1/2]

y 2
rewihjpm [Gra(@I =0
Demostracion.

Sean M, M; las constantes de periodizada acotada de S y de 1) respecti-
vamente.

Sea f € Wy, entonces existe d € ¢* tal que f(x) = >, dpp(z — k) y
|d|| = || f]|. Por lo tanto, aplicando la expansion con la funciéon de muestreo
a Y(z —k) (es decir, aplicando el el operador acotado de reconstruccion), nos
queda

R(f)z) = > di (Zw(aw)&(x—k—n))
= > dy (Zw(a+n—k)5a(a:—n)>.

Con igualdad puntual ademas de en L2
Por lo tanto, por la desigualdad de C-S, el Lema 2.1.7 y el Lema 2.3.5
(i), tenemos que

2

lera()l”

> dy [wx — k)= dla+n—k)Si(x - n)]

ldl*y
k

= AP /[ 2600 = Zula )7, 0

2

IN

Y@ —k) =Y dla+n—k)S,(x —n)

) 2
= ||f 2/ Zy(r,w) — —Z (x,w)] dw.
H H [_1/271/2}’ 111( ) Z@(a, ) <P( )‘

Por el corolario anterior sabemos que gzgz:g Zy(z,w) € L*[-1/2,1/2], por

lo tanto la integral anterior es finita y por el Lema 2.1.7 la sucesion definida
por dy = Y(x—k)=>_, Y(a+n—k)S,(x—n) esta en ¢%. Entonces para obtener
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la igualdad en la desigualdad de arriba basta tomar f =, dpt)(- — k) para
este d € (2.

Notar también que para x = a+k la integral siempre se anula (por la casi-
periodicidad con respecto a x de las transformadas de Zak), esto corresponde
al hecho de que la funcién reconstruida coincide con la original en dichos
puntos.

Por ultimo, para ver que infrewy, f.=1|€fq(®)|* = 0 basta tomar algin
u € ¢? de norma uno ortogonal a d y construir una funcién como en el caso
anterior con esta u. W

| 2

Lo visto en esta secciéon deben ser usado para elegir convenientemente

Zy(a,w) 2
Z&P (avw)

globalmente un menor error en norma de L2. Si se es importante no tener
mucho error al evaluar en un determinado zy se debe buscar el a que haga
minima a la integral de la proposiciéon anterior. Este a 6ptimo puede ser
hallado de manera numérica. En [Jan93| se dan varios ejemplos.

Veamos un ejemplo donde la eleccion del a es importante.

se obtendra

el a. Si se encuentra el a que hace minimo a supes,

Ejemplo 2.4.7 ¢(x) = e ™ (1 — 2w2?) € L*(R) la wavelet sombrero mexi-
cano (salvo constante multiplicativa).

Si se 'traduce’ la Proposicion 2.3 al caso a cualquiera, queda la condicion

(Z|fw+k) ‘Z w—a‘ <BZ|fw+k:)| p. C. t. w.

Como en este caso ¢ € S(R), por el Ejemplo 2.3.9, basta ver que Z,,(a,w) #
0 para todo w. Ademas vale la version mas fuerte de la formula de Poisson.
Salvo una constante multiplicativa ¢ es la segunda derivada de la funcion

Gaussiana g(z) = e~™". Por esto, es facil ver que f(w) = 2rw?e ™. Luego

Zw(ovw) = Z@(W,O) =27 Z(w + k)Qefﬂ'(er]g)? > 0.

Esto nos dice que S(g) es un 0-espacio de muestreo, més aun, por el Lema
o~ w2677rw2
2.3.5 queda S(w) = W.

Probemos con a = 1/2 y veamos que esta eleccion de a no es conveniente
Por lo dicho antes y teniendo en cuenta que Z, es una funcién continua,
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basta ver que para algin w, Z,(1/2,w) = 0. Pero para w = 1/2 tenemos que
Z,(1/2,1/2) = Zz(1/2,-1/2) =21 (1/2+ k)% ™0/ (1)
k

= 27 Z(l/Q + ]{)2677"(1/2+k)2<_1)k
£>0
+27TZ(1/2 —(k+ 1))26*“(1/27(%1))2(_1>—(k+1) —0.

k>0

Por otro lado, es facil ver que {¢(- — k)}, es una base de Riesz de S(yp)
calculando el Gramiano. Todo esto dice que S(¢) = V(g) no es un 1/2-
espacio de muestreo.

De hecho, si la transformada de Zak resulta una funcién continua podemos
hacer la siguiente observacion.

Observacién 2.4.8 Sea ¢ € L*(R) una funcion a valores reales y suponga-
mos que su transformada de Zak, Z,, resulta una funcion continua. Entonces
eziste a € [—1/2,1/2] tal que Z,(a,1/2) = 0.

Demostracion.

Por un lado la funcion Z,(z,1/2) = >, o(z + k)(—1)* es real. Ademas,
por la casi-periodicidad tenemos que Z,(—1/2,1/2) = —Z,(1/2,1/2). Apli-
cando la hipotesis de continuidad y el teorema de Bolzano se termina la
demostracion.

|
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Capitulo 3

Sobremuestreo en EIT
finitamente generados

Llamamos sobremuestreo uniforme, o simplemente sobremuestreo, al
muestreo realizado en 'varias copias de los enteros’. Es decir, dada una senal
fyai,...,ar € RY el sobremuetreo de f es el conjunto {f(a;—k)}1<i<rpez-

Y como en el muestreo uniforme, lo que se busca son expansiones de la
forma f(x) = 31, S pepa far+k)Si(x — k), donde Sy, . .., Sy son llamadas
funciones de sobremuestreo.

Antes de seguir, advertimos que la definiciéon de sobremuestreo aqui ex-
puesta puede diferir de la que aparece en la literatura, en otros contextos de
la teoria de muestreo.

Supongamos que se desea obtener versiones discretas de una familia finita
pero muy numerosa de senales F, para manejarlas con mayor facilidad. Su-
pongamos que se sabe que esta familia de senales posee ciertas propiedades
especiales (soporte compacto, suavidad, etc). Para modelar este problema
lo que se puede hacer es buscar un EIT finitamente generado por & =
(p1,-..,%L), con L no muy grande, y suponer que F C S(p1,...,pr), tratan-
do de que las funciones ¢, ..., @ posean las propiedades de la familia F.

Hay otros contextos donde aparecen los EITFG. Por ejemplo, cuando se
trabaja con un AMR en uno de los espacios V; (para una resolucion muy
alta). O también cuando se trabaja con multi-wavelets de L*(R?) con d > 1.

Por lo anterior, resulta interesante tratar de obtener un resultado similar
al teorema de Shannon pero para un EITFG, V := S(¢1,...,¢r). Un primer
intento podria ser tratar de conseguir una funciéon de muestreo en V. Encon-
trar tal funcion de muestreo, cuyas traslaciones formen un marco, implicaria
que la longitud del espacio es uno, y si las senales ¢, ..., ¢, no se relacionan
entre si, hay pocas chances de que esto ocurra.
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Por este motivo debemos encontrar algiin método alternativo para lidiar
con este problema.

Otro problema que puede aparecer es que en un EIT principal no se logre
encontrar un a que verifique las condicion (i7) del Teorema 2.2.2.

En este capitulo mostramos céomo el sobremuestreo es adecuado para
manejar estos problemas y extendemos algunos de los resultados de EIT prin-
cipales a EIT finitamente generados. Ademés se dan condiciones suficientes
para que haya sobremuestreo en un EITFG. Estas condiciones generalizan
algunas de las obtenidas por Hogan y Lakey en [HL0O|. En ese trabajo se
obtienen teoremas de sobremuestreo en casos en los que no se logra aplicar
los resultados vistos en el capitulo anterior, o cuando se desea tener un mayor
control del error de reconstruccion. Dichos teoremas se aplican a EITP, con
{¢(- — k)} una base ortonormal de V().

La transformada de Zak generalizada

Asi como el Gramiano, que cuando se pasa de estudiar EIT principales a
EIT finitamente generados pasa de ser una funcién escalar a ser una funciéon
matricial, es natural suponer que la herramienta adecuada para tratar el
sobremuestreo en EITFG sea una versiéon matricial de la transformada de
Zak de una variable. Encontramos que una definiciéon adecuada es, para ¢ :=
(¢1,-..,01) tal que ¢, € L*(R?), @ € (RHT y w € RY,

(Zo(@,w))y = Zy (as, w).

Notar que esta matriz en general va a ser rectangular pues 7" no tiene por qué
coincidir con L. Ademés, el dominio de esta transformada de Zak generalizada
depende de T'. Esta ambigiiedad no traera dificultades.

3.1. Sobremuestreo

Teorema 3.1.1 Sean L, T € N. Sea {1(-—Fk) }1<i<p keza un marco de V(®) C
L*(RY) con ¢, continua y de periodizada acotada para cada . Sea @ =
(ar,...,ar) € R™T tal que a; € [—1/2,1/2]% son todos distintos y N; el
nicleo de la evaluacion en a;. Son equivalentes:

(¢) {N:(- = k) h<t<rpezd €s un marco de V(®) . Mds ain, para cada f €
V(®) se tiene que:

T

Fl@) =YY" flac+k)Si(x — k),

t=1 kezd
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donde {Sy(- — k) }1<i<rrezd €s el marco dual candnico, con convergencia
en L?(R%) y uniforme.

(#2) FEzisten constantes 0 < Cy < Cy tales que para casi todo w

Cillull < 1 Z5(@ wull < Collull - para todo u € Rg(Go(w)).

Demostracion.

Antes de empezar una aclaracion importante. Vamos a hacer operaciones
con matrices infinitas por lo que se podria dudar de que sigan siendo validas
muchas propiedades que valen para matrices finitas. Por ejemplo la asocia-
tividad del producto, que se expresa como conmutatividad de sumas de series.
Todos estos detalles han sido debidamente chequeados y son de facil verifi-
cacion, por lo que su justificacion no sera incluida en la demostracion, pues
atentaria contra la claridad expositiva.

Notar que por el Lema 2.1.3 tiene sentido hablar de los nucleos reproduc-
tivos.

(1) = (i).

Sean 0 < A < B las constantes de marco para las ¢’'sy 0 < A’ < B’
las constantes de marco para las N;’s. Llamemos N := (Ny,..., N7). El
lema 2.1.3 nos da la forma explicita de los niuicleos reproductivos, Ny(y) =
Zlel Y weza @ilar + k)@i(y + k). Transformando Fourier esta identidad nos
queda

ZZSOI (a; + k)e™ 27”“”“ ngl Zy (ay,w ),

Es decir, N=3a. Zo. Y como la transformada de Zak es periddica en w

se sigue que ./\71, = &% T,
Por lo que, por la relacion (1.3),

~%

Gy =N, N* = b, Zo 7% 7% - O,

Por el Teorema 1.2.19 que {Nt( _k)}lgth,keZd Yy que {6[('_k>}1§l§L,kEZd
sean marcos de V(®) viene caracterizado por la propiedad de que, para casi

todo w € R,
A'lle|)? < (Gur(w)e, ¢) < B'||¢||? para todo ¢ € J(w), (3.1)

y también (recordemos que las constantes de marco de las ¢’s son 0 < 1/B <
1/4),

1 ~ 1
§||c||2 <(Gz(w)c,¢) < ZHCH2 para todo ¢ € J(w). (3.2)
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Supongamos que w € RY satisface lo siguiente. Las desigualdades (3.1) y

(3.2), para cada I y t, >, [Pi(w + k)? < oo, Yok loi(w + k)? < oy

Z,, (ay,w) # oo. Por el Teorema 1.2.19 y la Observacion 1.2.1 esto pasa para

casi todo w. A partir de ahora obviamos la evaluacion en w en la notacion.
De (3.1) y (3.2) se deduce que para este w,

AA'(@EDC, ¢) < (Gue,c) < BB’(é&)c, c) para todo ¢ € J(w). (3.3)

Por un lado tenemos que

(Gue,e) = (D - Za - Zy - Dyese) = || Zg - Ducll* = 1 Z3 - Dy,

donde todas las conmutaciones de sumas se justifican por como fue elegido
w.

Por otro lado tenemos que (G, ¢) = (D, - B¢, c) = || ¢l = ||®,cl|.
Entonces (3.3) se transforma en

AA|® el < ||Z5 - D ,c|]> < BB'|®,c||* paratodo ¢ € J(w).  (3.4)

Por lo tanto, si llamamos C; = VAA' y Cy = vV BB’, esta parte de la

demostracion se termina si vemos que
R = {ZIV)UC i€ J(w)} = Gg(CH).

Como {@i(- — k) }1<i< keze también es un marco de V(@®), por la obser-

vacion posterior al Teorema 1.2.11 tenemos que J(w) = gen(columnas de ®,) =
®,(CL). Luego,

R= {iéﬁvd vd e CL} = {Eﬁhiha; de CL} = {Gzd:deCl} =Gy(Ch).

Pero por la Observacion 1.2.17 sabemos que G = Gf{l), lo que implica que
para todo d € CF, Gzd = GeG3Gzd y God = G3GeGed. Por lo tanto
Go(CF) = G4(C*F), que era lo que faltaba probar.

(i) = (7).

Si las N, forman un marco como el requerido, por el Lema 2.1.5 son
continuas y de periodizada acotada, lo que implica la convergencia uniforme
por el Lema 2.1.1. Es decir que alcanza probar que forman un marco, y
haremos esto volviendo para atrés en la demostraciéon anterior. Por lo dicho
arriba sabemos que alcanza probar que existen 0 < A" < B’ tales que (3.1)
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se satisface para casi todo w. Supongamos que w satisface: la condicion (1)
del teorema, la desigualdad (3.2), y para cada I y t, 3, [Pi(w + k) < oo,

>k |§/5\l(w + k)|? < 00y Z,,(ar,w) # oo. Notar que esto vale para casi todo
w.

Ya vimos que {God : d € CL} = &, J(w) = {Gzd : d € C*} por lo que
(71) es quivalente a

CB,cl2 < 12 - Bcll? < CE|Pyell® para todo ¢ € J(w).
O sea que,

C’f(éic, ¢) < (Gue,c) < C’%(é&)c, ¢) para todo ¢ € J(w),
lo que finalmente, por (3.2), da

Clye < C3\ 1o
||c|| (G’N( )c, c) < —||c|| para todo ¢ € J(w).

Basta tomar A’ = B y B = y la demostracion concluye.
[

De manera analoga al caso del muestreo damos la siguiente definicion.

Definicion 3.1.2 Sea {¢i(- — k)}i<i<preze un marco de V(@) C L*(R?)
ya = (ar,...,ar) € R>T tal que a; € [—1/2,1/2]% son todos distintos.
Decimos que V(®) es un d-espacio de sobremuestreo si p; es continua y de
periodizada acotada para cada l y ademds se cumple el item (i) del teorema
antertor.

Si existe algin @ tal que V(®) es un d-espacio de sobremuestreo, decimos
simplemente que el espacio es un espacio de sobremuestreo.

Vale la pena recalcar que para un EITFG la propiedad de ser un d-espacio
de sobremuestreo no depende de la eleccion de las funciones ¢’s que generen
por traslaciones un marco de dicho espacio. Esto es porque la continuidad, la
propiedad de ser de periodizada acotada, y el item (i) del teorema anterior
no dependen de esta eleccion.

En la demostracion del teorema esta implicita la siguiente observacion.

Observacion 3.1.3 Si V(®) es un d-espacio de sobremuestreo entonces las
constantes de marco A, B" de {Ny(- — k) }1<i<r reze vienen dadas respectiva-
mente por

Z Flar+ k)] _ infes, (minyu)—1.uerg(Gaw) |1 Z6(@ w)ul?)
t

Il £ll= 1 fev B
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~ supes, (MAXuj=1,ueRg(Ga () [| 26 (@ w)ul)?)

sup )(%j [fla+R)[P) = ¥

IflI=1,reV (e
donde A y B son las constantes de marco de las p’s.

Esto generaliza un resultado obtenido por Janssen en [Jan93| y debe ser
utilizado si se quiere obtener un sobremuestreo con constantes de marco
Optimas.

Obtenemos el siguiente corolario para el caso en que {¢;(- — k) }1<i<f kezd
sea una base de Riesz de V().

Corolario 3.1.4 Sea L € N. Sea {yi(- — k) }1<i<pkeze una base de Riesz
V(®) C L3(RY) con ¢; continua y de periodizada acotada para cada l. Sea
a=(ay,...,ar) € R™E tal que a; € [—1/2,1/2]% son todos distintos y Ny el
nicleo de la evaluacion en a;. Son equivalentes:

(2) {Ni(- — k) }1<i<preza es una base de Riesz de V(D).
Mas ain, para cada f € V(P) se tiene que:

F@)=>">" flar+k)Si(x — k),

=1 keczd

donde {S;(- — k) }1<i<p reza €s la base dual, con convergencia en L*(R?)
y uniforme.

(43) Ewxisten constantes 0 < Cy < Cy tales que para casi todo w

Cillul| < ||1Z5(@, w)ul|| < Cyljul|  para todo u € C*.

Ademds tenemos una forma explicita para la base dual S = (Sy,...,SL):

~

S(w) = Zz"(a@,w)d(w)

Por qué se considera L = T'?7 Si esperamos que lo ntucleos reproduc-
tivos formen una base Riesz tenemos que tomarlo asi. Esto se debe a que si
{i(- — k) }1<i<p keza €s una base de Riesz de V entonces dim(J(w)) = L para
casi todo w luego dos bases de Riesz de este tipo, del mismo espacio, deben
estar generadas por la misma cantidad de funciones (lo que por otro lado da
una buena razén para buscar teoremas de sobremuestreo).

Demostracion.
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(i) = (4). Como ® genera una base de Riesz entonces, por el Teorema
1.2.18 (i), Go(w) es inversible para casi todo w. Luego Rg(Gg(w)) = CF
para casi todo w. (it) se deduce entonces del teorema anterior.

Por el teorema anterior ya sabemos que {N;(- — k) }1<<f, reza €s un marco
de V(®). Veamos que es una base de Riesz. Por el Teorema 1.2.18 alcanza ver
que G es inversible para casi todo w. Por el mismo teorema y las hipotesis,
G3(w) es inversible para casi todo w.

~
o~ ~

Por lo ya visto en la demostracion del teorema anterior, N, = ®,, - Zg.
Luego, N, = (N,)t = Zy - Oy
Por lo tanto, por la relacion (1.3), tenemos que

A~k

Gy =Ny N =24 @8, - Zo = 23 - Gy - Za,

que es un producto de tres matrices inversibles para casi todo w (Zg(d,w) es
inversible por la hipétesis (7). Por lo tanto, G es inversible para casi todo
w, que es lo que faltaba probar.

Para ver el ademas, escribimos a las propias ¢’s usando la expansion de
muestreo,

L
ov(x) = Z Z ov(ay + k)Si(z — k).

=1 kezd
S)(w), o escrito de otra

Transformando obtenemos, @y(w) = >, Z,, (a;, w)Si(
a,

manera, ®(w) = Z¢(6,w)§(w) y ya sabemos que Zg(
casi todo w.

Maés atun, como las constantes C7,Cy no dependen de w, esta matriz es
‘establemente’ inversible (por serlo su adjunta) lo que implica que tanto sus
componentes como los de su matriz inversa son funciones de L™, y por lo
tanto las funciones de S estan en L?.

[ |

w) es inversible para

Veamos ahora como el Teorema 2.2.1 se desprende de lo anterior. Basta
ver que las condiciones del Teorema 2.2.1 implican () del dltimo corolario
(para el caso EIT principal). ¢ es continua por hipdtesis. Como ¢(x) =
O(|x|~17¢) es claro que ¢ es de periodizada acotada y ademas {¢o(k) }rez € 7,
por lo que Z,(0, w) es continua y no se anula en cualquier intervalo de medida
finita, luego esta acotada por arriba y por abajo en un periodo, por lo que
resulta acotada por arriba y por abajo en la recta real.

Demostremos el Teorema 2.2.2. Antes queremos recalcar que ese teorema
no es simplemente considerar el caso L = 1 y T' = 1 del Teorema 3.1.1.
Existen sutiles pero no triviales diferencias que detallamos a continuacion.
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En dicho teorema el item (7) es mas débil que el analogo del Teorema 3.1.1 y
el (ii) es mas fuerte. En el item (i) del Teorema 2.2.2 nada se dice sobre que
el muestreo de cada funcion del espacio coincida con los coeficientes de marco
de la expansion de f con el marco {S,(- — k) }reza, 0 dicho de otra manera,
podria ser el caso de que los niicleos reproductivos no fueran el marco dual
de {S.(- — k) }xeza, incluso aunque se tuviera el tipo de expansion buscada (a
continuacion demostramos que esto no puede ser). En el Teorema 3.1.1 este
hecho se deja explicito.

Corolario 3.1.5 Para el caso de un EIT principal (i.e.,L =1y T =1), (i),
(i1) del Teorema 2.2.2 y (i), (ii) del Teorema 3.1.1 son todos equivalentes.

Demostracion.

Para no mezclar, llamemos (i’), (i1”) respectivamente a los items corres-
pondientes al Teorema 3.1.1.

(i) = (i1”)

Sea u € Gg(w)(C), entonces u = Gg(w)c.

Usando (1),

|Zo(a, w)u| = |Zy(a,w)[|Ga(w)e| < Coxp, (W)|Ga(w)e| = ColGa(w)e| = Colul

La cota por abajo se ve de manera analoga.

(75’) = (i1) Se sigue de lo explicado para el caso anterior y usando el
Lema 2.1.8 que dice que la tranformada de Zak se anula si w ¢ E, (de este
Lema no tenemos version para EITFG pues no hay un anélogo exacto de
E,).

Lo hecho hasta ahora muestra que pedir que la transformada de Zak,
Z(a,-), se anule para w ¢ E, es una condicion superflua a la hora de ver si
un espacio es o no de muestreo. En realidad, basta recordar que el Lema 2.1.8
solo usa la propiedad de periodizada acotada de las funciones generadoras.

(") = (i’) Fue probado en el teorema.

(") = (i) Es directo.

(i) = (i") Siw ¢ E, no hay nada que probar, se deduce del Lema 2.1.8.

Supongamos w € E,. Recordemos que E, = Eg para casi todo w por el
Lema 1.2.15. Como () = >, .51 @(a+k)S,(x — k) entonces transformando
tenemos p(w) = Z,(a, w)ga(w), lo que implica que G, (w) = |Z,(a,w)[*Gs, (w).
El resultado se sigue ahora de que G,(w) y Gg, (w) estan acotados por arriba
y por abajo en E, porque tanto las translaciones de ¢ como de S, generan
un marco de V().

Ademés es claro que §a(w) =p(w)/Zy(a,w) en E,=FEg. m

52



3.2. Aplicando el teorema de sobremuestreo

Para ir terminando vamos a mostrar como se puede aplicar el teorema
de la seccion anterior. Lo que queremos es encontrar condiciones sobre las
funciones generadoras {p;}1<;<r que aseguren que V() sea un espacio de
sobremuestreo y, cuando se pueda, dar una estimacién de qué sobremuestreo
tomar.

Para simplificar vamos a considerar d = 1, pero muchos de estos resulta-
dos pueden ser extendidos para L*(R?) con d > 1.

Antes algunos preliminares.

Lema 3.2.1 Sea G € C'*F qutoadjunta. Supongamos que existen A, B > 0
tales que AG < G? < B@, entonces AG? < G3 < BG?.

Demostracion.
Las hipotesis implican ademés que G > 0 y con esto el resultado se sigue
facil. m

Corolario 3.2.2 Sea {¢)(- — k) h<i<prez un marco de V(®) C L*(R) con
constantes A, B. Entonces para casi todo w se tiene que

Allul|? < (Go(w)u, u) < Bl|lu||* para todo u € Rg(Ge(w)).

Demostracion.
Se sigue del Teorema 1.2.18 y del lema anterior. m

Observar que la condiciéon que manejamos en la secciéon anterior para
tener sobremuestreo era acotar por arriba y por abajo a || Z;(d@, w)ul|.

Ahora, si dp := (—1/2 + %, =12+ %, 1/2) nos queda que para un
w fijo,

T
1. 1 7
23l = 3 31 2 Zu(-1/2+ g whul

Pero el miembro de la derecha no es otra cosa que una suma de Riemman
de la integral [, |22, Z, (2, w)w|?dz. Silas ¢s son lo suficientemente
buenas, para 1" grande la integral se parecera a sus sumas de Riemman.
Mas atin, si las ¢’s son todavia mejores, podemos pensar que las sumas de
Riemman pueden aproximar a la integral de una manera uniforme en w (y
en u). En este caso, el trabajo se reducird a tomar 7' grande y tratar de
acotar la integral por arriba y por abajo. Resulta ser que justamente, para
¢’s todavia mas agradables, esta integral coincide con (Ggu,u), que por el
Corolario 3.2.2 esta acotado por arriba y por abajo. Esta idea motiva la
siguiente proposicion.
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Teorema 3.2.3 Supongamos que tenemos la sucesion de particiones de
[—1/2,1/2], {@r}ren, dadas por dr = (af,...,a}) donde af = 5+ + % para
todot, 1 <t<T.

Sea L € N y sea {¢i(- — k) h<i<rkez un marco de V(®) C L*(R) con @
que cumple las siguientes condiciones.

(a) ¢ es continua para cada l.

(b)

1 % /= T—o0 N
1 Zar, w)ul? =3 > Z o w)ufde
[-1/2,1/2]

de manera uniforme en w € [—1/2,1/2] y en u € CL, |Ju| = 1.

(¢) Para casi todo w se tiene que:

Z ) (1,w) = Z5,(w, —2)e*™ ™) para casi todo x € [—1/2,1/2].

Entonces existe Ty € N y constantes 0 < Cy < Cy tales que, para casi todo
w,
Cillul] < || Zg(@rn,, w)ul| < Collull  para todo u € Rg(Ge(w)).

Demostracion.
Normalizando, lo que queremos ver es equivalente a que para algin Ty
existan constantes 0 < C7 < (5 tales que para casi todo w

Cy < || Z3(dp,w)u|| < Cy  para todo u € Rg(Ge(w)) tal que ||ul| =1
Usando (¢) realizamos este interesante calculo, para casi todo w,

[ Y Zamoubd= [ 3 Tl e s
(-1/2,1/2]

1 (-1/2,1/2]

S S A s = 3 S A
(—1/2,1/2] k !

k l

=3 Grw+k)a(w + kutr = (Go(w)u, u).

koL
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Donde usamos que la norma en L?*([—1/2,1/2]) de una funcién coincide con
la norma ¢? de sus coeficientes de Fourier, y la conmutatividad de las sumas
se debe a que una de las dos es finita.

Como ® genera un marco con constantes A, B entonces, normalizando el
resultado del Corolario 3.2.2, tenemos equivalentemente que, para casi todo
w,

A < (Gop(w)u,u) < B Vuée Rg(Ge(w)), |lul| =1.

Sea 0 < € < A arbitrario. Entonces juntando todo lo anterior (e ’interse-
cando’ todos los 'para casi todo w’, que son finitos) por (b) existe Ty tal que,
para casi todo w € [—1/2,1/2] y para todo u € Rg(Gg(w)) tal que ||ul| =1,

(Golwhn u) — & < |1 Zg iy w)ul? < (Galw)u,u) + ¢
0

Esto implica que, para casi todo w € [—1/2,1/2] y para todo u € Rg(Ge(w))
tal que ||lul| =1,

0 < To(A—e) < || Z(ar,w)ul|* < To(B +¢),

que es lo que queriamos ver. m

Notar que las cotas para la transformada de Zak generalizada dependen
de T, sensiblemente (aumentandolas). Esto era de esperarse pues cuanto
mayor es 17" mayor es la redundancia del marco formado por los ntucleos
reproductivos.

Lo que queremos conseguir ahora son ¢’s que cumplan (a), (b) y (¢). El
siguiente lema técnico sirve para manejar la condicion (b) del teorema. Recor-
dar que para una funcién continua a valores complejos su integral significa
la integral de la parte real mas ¢ por la integral de la parte imaginaria.

Lema 3.2.4 Sean F;: [-1/2,1/2]* — C, 1 <[ < L, funciones continuas y
{dr}r como en el teorema anterior, entonces

(a)
SIS el / 1> A, w)ul’de
T z [

p— ~1/2,1/2] 5

de manera uniforme en w € [—1/2,1/2] y en u € CL, |Ju| = 1.

(b) Ademds, si para cada l, F} es Hélder continua (C,a) con respecto a la
variable x (i.e. para cada w vale que |F(z1,w)— F(x2,w)| < Clz) —x9|*
para todo par xi,x9 € [—1/2,1/2]), entonces dado € > 0, tomando
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1/a
Ty > (2({.&01];;) se tiene que para todo w y para todo v € C* tal que

Jull =1,

To
1
15 E(atTO,w)ul|2—/ 1S B, w)u2dz| < e,
TO; Z [-1/2.1/2] ;

donde M := max; || Fi|| Lo ((—1/2,1/22) -

Demostracion.

(a) Fijemos 1 < [,I' < L. La funcién Flfl’ es uniformemente continua en
[—1/2,1/2]* y ademés, por esto mismo, también es uniformemente continua
cuando la restringimos al segmento [—1/2,1/2] x {w}, por lo que es integrable
Riemman sobre cada segmento (como funcién a valores complejos).

Dicho esto, sea ¢ > 0 arbitrario.

Para 375 tomamos un d > 0 que sirva para las continuidades uniformes
de todas las funciones {Flfl’}lgu/g 1 simultaneamente (como de costumbre,
tomamos el méas chico de los que sirven para cada una individualmente).

Por compacidad, sean wy,...,wg C [—1/2,1/2] tales que [—1/2,1/2] C
U (wy — g,wr + g)

Y por dltimo, elegimos un 7y tal que

T A )Rl - [ Rww) il eds| < oo,
~1/2,1/2] 3L

Para cada eleccion de [, I’ y r (simultaneamente, elegimos el mayor de los
L?R candidatos a Tp). Notar que esto se puede hacer debido a las aclaraciones
hechas al principio. En lo que sigue no escribimos el Tj en a.°.

Sean u € CL tal que |lul| = 1 y w € [~1/2,1/2] cualesquiera. Entonces
existe 19, 1 <19 < R tal que |w — w,,| < 0. Ademaés, como ||u|| = 1 entonces
luyuj| < 1 para todo par [, 1. Acotemos.

2

/[1/2,1/2}

{1 -
wuy | = Fiag, w)Fy(a;,w) —
Z ! (T(); l( ) l( ) /[

LU —1/2,1/2]

2

TLZ dr| =

01<i<my

S Flanwu

1<I<L

-Fl(xa w)ul

1<I<L

<

F(z,w)Fy(x, w)d:v)
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>

L

1 -
Tozt:ﬂ(at,w)ﬂ/(at,w) —/ Fy(x,w)Fy(x,w)dz| ==

(-1/2,1/2]
y resulta, Ull’ S ‘/1”/ + ‘/2ll’ -+ ‘/3”/7 donde

> Un

ING

1

Vi = | = 3 | Flan @) Foa,) = s ) Folae, ory)|
0 t

< €
- 3L

Vour =

1 - -
3 Filewwn) Folanan) = [ Filewn e o] < 57
t

5
3L%’

[-1/2,1/2]
9
< R

‘/Iill’ == ’/ [E(l’,u)m)ﬂ/(l’,wm) —E(l’,W)E/(I,CU)] dr 2°
[-1/2,1/2] 3L

En el primer y ultimo caso estamos usando la continuidad uniforme y en el
del medio la eleccion de Tj.

Luego ), Uy < €. Esto termina la demostracion de la primera parte

(b) Notemos lo siguiente, dados [,’, usando la desigualdad triangular

(B Fy)(21,w) — (B Fy)(z2,w)] < |F(z1,w)||[Fr(z1,w) — Fp(z,w)]
+  [Fy(ze, w)||Fi(21,w) — Fi(22,w)]
S 2MO|ZL’1 — J]Qla.

Esto nos dice que para casi todo w la funcion (FjFy)(-,w) es Hélder

continua (2M C, ) con respecto a la variable x. Ahora, con la misma cuenta
que antes tenemos que, dado T' € N,

1 t=T
7213 Rl = [
t=1 1 [

| Zﬂ(x,w)ul|2dx < Z Uy,

~1/2,1/2] I
pero acotamos los Uy de la siguiente manera. Recordemos que a! = —% + %
(que no depende de w).

R R _

Ull’ S Z/ |(HFZI)(——+—,W)—(EFZ/)({L‘,W”d(L'
— J_141 2 T
t=1 2T
t=Top _l_;’_i @

27T 1 t 1 2MC
<2MC —— 4 = — dr = 2MCT = )
save3 [ (5 pme) oM e -

T
2MCL?
Entonces », , Uy < (at)Te -
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1/a
. 2MCL? 2MCL?
Luego, si queremos que (a7 <€ basta tomar T > ( (a+1)€) .

Veamos una condicion suficiente para poder aplicar la parte (a) del lema
anterior.

Proposicion 3.2.5 Sea L € N. Sea {¢;(-—k) }1<i<r kez un marco de V(@) C
L%(R) con @, continuas y tales que F},(x) = > k< lpr(x+ k)| converge uni-
formemente en [—1/2,1/2] a una funcion F', para cada l. Entonces {¢;}1<i<r
cumple las condiciones del Teorema 3.2.35.

Demostracion.

(b) Para cada w llamemos ey (w) := e~2™*«) Entonces por la hipotesis
7 (z,w) = > kj<ar P1(x + k)ex(w) converge uniformemente en [—1/2, 1/2]2
a Z, y como ; es continua, Z,, resulta continua. Aplicamos el Lema 3.2.4
y listo.

(¢) w1 € L' pues sup, Y, [o1(z + k)| = sup,e_1 /919 F'(x) < 0o debido
a que F' es continua. Ademas, Y, |@i(w + k)|? < oo para casi todo w pues
0, € L2 Se aplica el Lema 1.2.22 y listo. =

—275(

Por ejemplo, las funciones amalgama continuas Wy(L'(R)) (i.e. f con-
tinua tal que ), ., supes,co | f(z + k)| < 00) cumplen las hipétesis de la
proposiciéon anterior, y ademas son de periodizada acotada. Esto, sumado a
los teoremas 3.2.3 y 3.1.1, implica que si ® esta formado por funciones amal-
gama continuas y sus traslaciones forman un marco de V(®), entonces existe
un 7j tal que V() es un ar,-espacio de sobremuestreo.

A continuacién damos una condicion facil de chequear que alcanza para
obtener lo anterior. Este resultado es una generalizaciéon del obtenido por
Hogan y Lakey en [HLOO| (alli se prueba lo mismo pero para EITP tales
que {¢(- — k)} es una base ortonormal de V(p) y ¢ es Holder continua de
soporte compacto, y para este caso tan general no se dan estimaciones sobre
qué sobremuestreo tomar).

Proposicion 3.2.6 Sea L € N. Sea {¢;(-—k) }1<i<p kez un marco de V(®) C
L3(R) con ¢, continuas y tales que existe una constante C > 0 y otra 3 > 1
tal que |(1+ |2]?)pi(z)| < C para cada | y cada x € R. Entonces V(®) es un
espacio de sobremuestreo.

Demostracion.
Que ; resulta de periodizada acotada se sigue de que ﬁ es de perio-
dizada acotada y ademas

> C ’
; [pr(x + k)" < ; (m) :

58



Por otro lado, debido a la siguiente acotacion, vale la hipotesis de la
proposicion anterior (Proposicion 3.2.5).

C —00 :
| Z ekgpl(l‘ + k>| S Z l—i—‘l'——i-k'w M—> 0 uniformemente en z.
|k|>M |k|>M

Hemos probado que {¢;(- — k) }1<i<r kez cumple las condiciones del Teorema
3.2.3. Esto sumado al Teorema 3.1.1 implica que que V(®) es un espacio de
sobremuestreo. m

A modo de ilustraciéon recordamos que, por ejemplo, las funciones con-
tinuas de soporte compacto y las funciones de la clase de Schwartz S(R)
cumplen lo anterior.

Hasta el momento solo dimos condiciones suficientes para que un EITFG
dado sea un espacio de sobremuestreo, en términos de la existencia del Ty’
de la Proposicion 3.2.3.

Pero es importante saber, ademas de la existencia, alguna estimacion
sobre un Tj que sirva. Con la parte (b) de la Proposicion 3.2.3 mostraremos
que esto se puede hacer bajo ciertas hipotesis sobre las funciones generadoras.

Proposicion 3.2.7 Sea L € N y sea {¢i(- — k) h<i<pkez un marco de
V(®) C L*(R) con constantes A, B. Si para cada l la funcion o, es Holder
continua (C,a) y de soporte compacto, con diam(soppr)< D, entonces V(P)

es un ag,-espacio de sobremuestreo con Ty cualquiera que cumpla
1/a
8MD2CL? s
T() > (W) (donde M = max; ||90l||oo)

Demostracion.

Como p; tiene soporte compacto es de periodizada acotada y Z,, es con-
tinua pues localmente es una suma finita de funciones continuas. Veamos que
Z,, es Holder continua (2DC, «) con respecto a .

| Z (21, w) = Zy (22, w)] < Z lpi(z1 + k) — @u(za + k)| < 2DCzy — 32"
k

Ademés, para cada [,

| Zo (@, @) <Yl + k)| < Dllorl|oe.
k

Por lo anterior el Lema 3.2.4 parte (b) se aplica y obtenemos, dado ¢ > 0,

1/
Ty > (%) . 'Y para terminar recordemos que en la demostracion del
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Teorema 3.2.3 alcanzaba con tomar cualquier € < A, si elegimos € = A/2 nos

ueda Ty > <M>l/a ]
q 0 (a+1)A )

Vale la pena decir que si las funciones generadoras de soporte compacto
son Lipschitz o C*(R) entonces son Hélder continuas (y si las constantes
(Cy, ay) son distintas para cada [ basta con tomar C' = méx; C; y & = min; oy).

Por ultimo, también tenemos la siguiente aplicacion.

Proposicion 3.2.8 Sea L € N y sea {¢i(- — k) h<i<pkez un marco de
V(®) C L*(R) con constantes A, B. Supongamos que para cada | la fun-
cion ¢, es derivable y py, p; € Wo(L'(R)). Entonces V(®) es un dr,-espacio
de sobremuestreo con Ty cualquiera que cumpla

2maxg [|llwzny méx; || llw ) L?

Ti
0> A

Demostracion.

Como ¢, € Wy(L'(R)) tenemos que || Z,(z,w)|| < ||¢1llw L1y, para cada
[. Ademas también se puede aplicar la Proposicion 3.2.5. Por otro lado, debido
al teorema del valor medio de Lagrange, para —1/2 < z7 < 25 < 1/2, existen

&k € [x1 + k, zo + K| tales que

| Zy (w2, 0) = Zpy (21,0)| < o — 21| Y ¢ (€0)] < |z — 2l i llwnn-
keZ

De manera similar a la Proposicién anterior obtenemos la cota para 7. =

En particular, si las funciones que generan un marco de V(®) pertenecen
a la clase de Schwartz, se cumple lo anterior.
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Conclusion final

Muchos de los resultados obtenidos en el segundo capitulo sobre EITP y
espacios de muestreo pueden ser extendidos sin dificultad al contexto EITFG
y espacios de sobremuestreo. Para citar un ejemplo, el Teorema 2.3.3. Este
teorema dice que un EITP, que sea subespacio de un espacio de muestreo, es
en sf mismo un espacio de muestreo. Con una demostracion analoga se puede
ver que un EITFG, que sea subespacio de un espacio de sobremuestreo, es
en si mismo un espacio de sobremuestreo.

Otros resultados no son de tan facil generalizacién, como por ejemplo
el Teorema 2.3.6. Este teorema nos da condiciones suficientes para que una
funciéon pertenezca a algin espacio de muestreo. Es de esperar que se pueda
obtener un resultado similar para espacios de sobremuestreo.

Dado un EIT que sea un EHNR, decimos que X C R es un conjunto
de muestreo estable si los nicleos reproductivos { N, }.cx forman un marco
de dicho espacio y a las funciones del marco dual candnico las llamamos
funciones de muestreo o interpolantes.

Los resultados vistos en la seccién anterior nos dicen en esencia que, para
un EITFG, alcanza que las funciones que generan un marco por traslaciones
cumplan algunas condiciones bastante generales, para que el espacio sea un
espacio de sobremuestreo. Estos resultados son en espiritu cualitativos, pues
la estimacién para la densidad del sobremuestreo necesario no es del todo
satisfactoria. De todas formas estos resultados nos garantizan la existencia
de conjuntos de muestreo estable en dichos espacios. Y se tiene la ventaja
adicional de que, para este tipo en particular de conjuntos de muestreo,
alcanza con hallar una cantidad finita de funciones de muestreo (pues su
totalidad se obtiene a través de traslaciones).
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infes y supes
sop(f)
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Algunas notaciones utilizadas

Espacio Euclideo d-dimensional

El dual del espacio de Banach X

El espacio formado por las combinaciones lineales
finitas de elementos de F

Clausura topologica de S

Conjugacion compleja componente a componente
Para D C X donde (X,d) es un espacio métrico
diam(D)=sup, yep d(z,y)

Delta de Kronecker

Rango o imagen de un operador lineal

Funciones infinitamente diferenciables

Funciones cuyo moédulo es de cuadrado integrable
Sucesion indexada. Por abuso de notacién el conjunto
de indices se entiende segiin el contexto

Sucesiones escalares {x;} tales que Y, |zx|* < 00
Infimo esencial y supremo esencial

Soporte de f

Para f funciéon y d sucesion, la Transformada de Fourier de f
y la trasformada discreta de d respectivamente

La funcioén tal que f(a- —k)(z) = f(ax — k)

Si Vj C Vs, es el complemento ortogonal de V; en V5
Para G y H matrices autoadjuntas, quiere decir que
(H— G)x,x) > 0 para todo z.

La convoluciéon de f con g

La demostracion ha terminado
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