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Introducción

Esta tesis se desarrolla en torno al estudio de los espacios clasificantes de categoŕıas
pequeñas, basándose en los distintos trabajos que se han realizado en el tema. Se ex-
ponen aqúı varios de los resultados más conocidos, muchos de ellos con demostraciones
más detalladas y alternativas a las originales. Se analizan las herramientas comúnmente
utilizadas y también se exponen resultados nuevos y originales.

En la década del 50, J. Milnor introduce la noción de espacio clasificante BG de un
grupo topológico G, para “clasificar” los G-fibrados principales [Mil]. Es sabido que, si G
es un grupo discreto, entonces BG resulta ser un espacio de Eilenberg-MacLane del tipo
(G,1).

A fines de los años 60 y principios de los 70, G. Segal generaliza la construcción de
Milnor e introduce el concepto de espacio clasificante de una categoŕıa C, que se obtiene
tomando la realización geométrica del nervio de C [Se1].

Esta construcción, que es usada comúnmente en topoloǵıa algebraica, fue utilizada por
D. Quillen para caracterizar los grupos de K-teoŕıa algebraica de orden superior de ciertas
categoŕıas pequeñas como grupos de homotoṕıa de sus espacios clasificantes [Q]. También
es usada por Thomason, entre otros autores, para relacionar las teoŕıas homotópicas de
categoŕıas pequeñas, conjuntos simpliciales y espacios topológicos [Min], [T].

Veremos varias aplicaciones de esta construcción. Entre ellas, un resultado conocido
de Quillen, que permite calcular el grupo fundamental del espacio clasificante BC de una
categoŕıa en forma puramente algebraica, a partir de C, sin necesidad de pasar por la
topoloǵıa de BC (pág. 34).

Otra de las aplicaciones que veremos es el llamado Teorema A de Quillen, que describe
condiciones suficientes para que una función continua entre espacios clasificantes sea una
equivalencia homotópica (pág. 40). Utilizamos el Teorema A para probar varios resultados
y también lo relacionaremos con las fibraciones y pre-fibraciones de Grothendieck.

Remarcamos que todo CW-complejo es equivalente homotópico al espacio clasificante
de alguna categoŕıa (pág. 27), por lo tanto estos resultados son de vasta utilidad .

También utilizaremos estos resultados para relacionar los distintos complejos simpli-
ciales (y los poliedros correspondientes) que se le pueden asignar a un cubrimiento de
un espacio topológico (pág. 47), siguiendo las ideas que Abels y Holz desarrollan en un
trabajo de los años 90 ([A-H]).

A fines de los 90, A. Bak introdujo el concepto de acción global para describir y
analizar en forma puramente algebraica los grupos de K-teoŕıa de un anillo R, sin necesidad
de toda la maquinaria topológica que se usa comúnmente. Unos años después, Bak,
Brown, Minian y Porter generalizaron la idea original de Bak e introdujeron los atlas de
grupoides. La teoŕıa de homotoṕıa para atlas de grupoides tiene aplicaciones a la teoŕıa
de homotoṕıa clásica, a los complejos simpliciales, a la K-teoŕıa e incluso, en los últimos
tiempos, comenzó a ser utilizada para modelar problemas provenientes de la computación.
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Mostraremos en esta tesis cómo se relacionan los espacios clasificantes con los atlas de
grupoides y los nervios de los cubrimientos de espacios topológicos. Introducimos aqúı la
idea de nervios y espacios clasificantes de atlas (pág. 59). Estas ideas son utilizadas en
un trabajo en preparación sobre complejos simpliciales, atlas y homoloǵıa [dH-M].

La tesis está organizada de la siguiente forma.

La primera sección es introductoria y sirve más que nada para fijar las notaciones que
utilizaremos a lo largo del trabajo.

La sección 2 trata sobre conjuntos simpliciales. Estudiamos aqúı las nociones, ejem-
plos y resultados más conocidos sobre este tema, y damos algunas demostraciones más
detalladas y otras alternativas de las que se se encuentran habitualmente en la bibliograf́ıa
(pág. 20 y 21). Al final de esta sección estudiamos los espacios de Kelley para probar la
relación entre la realización geométrica de conjuntos simpliciales y el producto (pág. 23).

La sección 3 es, quizás, la más importante de esta tesis. Estudiamos la noción de
espacios clasificantes y probaremos dos de los teoremas más importantes al respecto: el
primero de éstos relaciona el grupo fundamental del espacio clasificante de una categoŕıa
con el grupo de automorfismos del grupoide que se obtiene invirtiendo formalmente todas
las flechas de la categoŕıa. Este resultado se encuentra originalmente en el paper [Q].
La demostración que ah́ı se expone tiene algunos puntos un tanto oscuros, y varias de
las excelentes ideas que se proponen en ese paper no están del todo desarrolladas. La
demostración que damos aqúı intenta llenar todos los huecos que deja la demostración
original, utilizando para esto varios resultados de Gabriel y Zisman [G-Z]. El otro resultado
importante que probamos en detalle en esta sección es el famoso Teorema A de Quillen.
Veremos algunas aplicaciones de este teorema y mostraremos al final cómo se relaciona
este resultado con las fibraciones de Grothendieck.

En la sección 4 analizaremos los poliedros asociados a un cubrimiento de un espacio.
Nos basamos principalemente en un paper de Abels y Holz [A-H] pero las demostraciones
que aqúı exponemos son distintas y en algunos casos más generales que las que se encuen-
tran en ese trabajo.

En la última sección trabajaremos con las acciones globales y los atlas de grupoides
introducidos por Bak, Brown, Minian y Porter. Veremos cómo poder definir el grupo
fundamental de un atlas y su relación con los complejos simpliciales. Al final de esta sección
introducimos las nociones de nervios y espacios clasificantes de atlas. Las construcciones y
resultados que introducimos aqúı se utilizarán para calcular la homoloǵıa de estos objetos
y compararla con las teoŕıa clásica de homoloǵıa simplicial [dH-M].
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1 Preliminares

En esta sección haré una revisión de conceptos básicos sobre teoŕıa de categoŕıas que
utilizaré durante el trabajo, con el doble propósito de fijar notación y como referencia
para las próximas secciones si fuera necesario.

Recordemos que una categoŕıa C consiste en una clase de objetos Obj C y para cada par
de objetos X,Y un conjunto de flechas o morfismos [X,Y ] (también denotado Hom(X, Y )),
junto con una regla de composición [X, Y ] × [Y,Z] ◦−→ [X, Z] que es asociativa y tiene
elemento neutro idX ∈ [X, X] para todo X en C.

Otra forma de pensar o definir una categoŕıa es considerando Obj C y Fl C como
conjuntos o tipos de variables dotados de una operacion binaria parcial ◦ : Fl × Fl → Fl
y operaciones unarias ∂0, ∂1 : Fl → Obj (codominio y dominio), id : Obj → Fl que
satisfacen las relaciones esperadas.

Fl×̃Fl
◦ //Fl

∂1 //
∂0

//Obj

id

bb

La composición ◦ está definida sobre el pull-back Fl×̃Fl entre ∂0 y ∂1, como se ve en la
demostración de la proposición 1.3.

Observemos que toda la información de C esta contenida en el diagrama anterior.

Algunas de las categoŕıas con las que trabajaré son

(Set) la categoŕıa de conjuntos y funciones,

(T op) la de espacios topológicos y funciones continuas,

(PoSet) la de conjuntos parcialmente ordenados y morfismos de orden,

(Gr) grupos y morfismos de grupos,

(Ab) la categoŕıa de grupos abelianos,

(Cat) la categoŕıa de categoŕıas pequeñas (aquellas cuyos objetos forman un conjunto) y
funtores, y

(SSet) la de conjuntos simpliciales y morfismos simpliciales, que definiré en la próxima
sección.

Dado (I, 6) conjunto parcialmente ordenado, podemos pensar a I como una categoŕıa

cuyos objetos son los elementos de I, y dados x, y ∈ I definimos [x, y] =

{
∗ si x 6 y

∅ si x 
 y
.

Las identidades y las composiciones existen y funcionan por las propiedades reflexiva y
transitiva de 6.

Notamos con Cop la categoŕıa opuesta a C, que tiene los mismos objetos y las flechas
en sentido inverso.
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Dadas C y D categoŕıas, recordemos que un funtor F : C → D es una asignación
que a cada objeto X en C le hace corresponder un objeto F (X) en D, y a cada flecha
f : X → Y otra F (f) : F (X) → F (Y ) respetando las identidades y las composiciones.
Si F manda morfismos f : X → Y a morfismos F (f) : F (Y ) → F (X) el funtor se dice
contravariante. Observemos que F : C → D contravariante se puede ver como un funtor
(covariante) F : Cop → D.

Una transformación natural es un “morfismo entre funtores”. Dados F, G : C → D
funtores, una transformación natural η : F ⇒ G da una flecha F (X)

ηX−−→ G(X) para cada

X en C de forma tal que si f ∈ Fl C, X
f−→ Y , el siguiente cuadrado conmuta:

F (X)

ηX

²²

F (f) // F (Y )

ηY

²²
G(X)

G(f) // G(Y )

Las transformaciones naturales se componen de forma canónica. Si F,G, H : C → D,
η : F ⇒ G y ε : G ⇒ H, entonces ε ◦ η : F ⇒ H donde (ε ◦ η)X := εX ◦ ηX . Además,
id : F ⇒ F es una transformación natural. Luego se tiene una nueva categoŕıa cuyos
objetos son los funtores F : C → D y cuyas flechas son las transformaciones naturales. A
esta categoŕıa la notaremos DC.

1.1 Observación. Según nuestra definición de categoŕıa, el hecho de que DC sea una ca-
tegoŕıa queda sujeto a la condición de que para cada par de funtores F, G : C → D, las
transformaciones naturales η : F ⇒ G formen un conjunto. Esto sucede, por ejemplo, si
C es una categoŕıa pequeña. En esta tesis siempre trabajaremos bajo estas condiciones.

Los casos en los que estas transformaciones naturales formen una clase (y no un con-
junto) deben ser tratados con más detalle.

Ĺımites y Coĺımites

Los ĺımites y coĺımites son construcciones universales dentro de una categoŕıa, con las
cuales se trabaja comunmente. Por ejemplo, la topoloǵıa producto es un ĺımite; los co-
cientes, la unión disjunta de conjuntos o la suma directa de módulos sobre un anillo son
coĺımites. Para fijar notación, formalizar la idea e identificar los conceptos es que reveemos
la siguiente

Definición. Un sistema es la imagen de un funtor Γ → C, donde Γ es la categoŕıa de
ı́ndices del sistema.

Un cono del sistema Γ → C, α 7→ Xα es un objeto Y ∈ C y flechas
fα : X(α) = Xα → Y (α ∈ Γ) tal que ∀ α

ϕ−→ β ∈ Γ, fβ ◦Xϕ = fα.

Xα

Xϕ

²²

fα // Y

Xβ

fβ

>>~~~~~~~~
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Un cono es un objeto coherente con el sistema.
El coĺımite del sistema Γ → C es un cono ({λα}, X) con la siguiente propiedad

universal.
Para todo ({fα}, Y ) cono, ∃! f : X → Y tal que fα = f ◦ λα.

Xα

fα !!B
BB

BB
BB

B
λα // X

f

²²
Y

Llamamos colim
Γ

Xα a X.

El coĺımite es el objeto inicial de la categoŕıa de conos. Observemos que el coĺımite de
un sistema dado puede no existir.

Observación importante: En Set todos los coĺımites existen, y se calculan como un
cociente de la unión disjunta de los conjuntos del sistema.

En el sigiente cuadro se pueden ver qué categoŕıa de ı́ndices corresponden a los coĺımites
usuales

coproducto ∗ ∗
objeto inicial ∅

push out

∗

²²

// ∗

∗
coegalizador ∗ ⇒ ∗

Las definiciones para ĺımites son todas análogas: Dado un sistema Γ X−→ C, consi-
deramos ahora los conos ({gα}, Y ) con gα : Y → Xα. El ĺımite ({πα}, X) es el cono que
satisface
Para todo ({gα}, Y ) cono, ∃! g : Y → X tal que gα = πα ◦ g.

Observación importante dual: En Set todos los ĺımites existen, y se calculan como
un subconjunto del producto cartesiano de los objetos del sistema.

Coĺımites Filtrantes

Dado I ∈ PoSet, se dice que I es dirigido si ∀ α, β ∈ I ∃ γ ∈ I / α 6 γ, β 6 γ. La noción
de categoŕıa filtrante en algún modo generaliza este concepto:

Definición. Una categoŕıa I es filtrante si

(a) Para todo par de objetos α, β ∈ I existen γ ∈ I, ϕ : α → γ, ψ : β → γ.

(b) Dados ϕ,ψ, α
ϕ //
ψ

//β , existen γ ∈ I, τ : β → γ tales que τ ◦ ϕ = τ ◦ ψ

7



Un coĺımite se dirá filtrante si su categoŕıa de ı́ndices lo es.
Una propiedad interesante que tienen los coĺımites filtrantes (pero no en general los arbi-
trarios) es que preservan las estructuras algebraicas de los objetos del sistema. El motivo es
que un coĺımite filtrante de conjuntos X = colim

Γ
Xα, está caracterizado por las siguientes

propiedades.

i) Todo elemento de X está representado en algún Xα pues, como dijimos antes, un
coĺımite en Set cumple que X =

∐
Xα / ∼.

ii) Dos elementos son iguales en el coĺımite sólo si ya lo eran en algún Xγ . Notando
con (f, α) un elemento cualquiera de Xα,

(f, α) ∼ (g, β) ⇒ ∃ γ, α
ϕ−→ γ, β

ψ−→ γ tales que (Xϕ(f), γ) = (Xψ(g), γ)

Quizás el ejemplo de coĺımite filtrante más significativo sea el de los gérmenes de
funciones continuas en un punto. Dado X espacio topológico, p un punto en X, los
entornos abiertos de p con el orden inverso al que da la inclusión forman un conjunto
dirigido (por lo tanto inducen una categoŕıa filtrante). Para cada U entorno abierto de p
consideramos el conjunto C(U,R) = {f : U → R / f es continua}. El funtor U 7→ C(U,R)
es un sistema filtrante. El coĺımite Fp = colim

U
C(U,R) es el germen de funciones

continuas en p.
Como es bien sabido, Fp hereda estructura de anillo de los C(U,R), que son anillos

con la suma y producto de funciones punto a punto. Para sumar o multiplicar dos clases
(f, α), (g, β) basta con tomar un γ ”mayor” que α y β y operar en C(Uγ ,R).

Observemos que al agrandar el ı́ndice γ lo que se está haciendo en realidad es probar
que el coĺımite filtrante conmuta con productos. Aśı, la suma y el producto de los anillos
C(Uα,R), que tienen dominio en C(Uα,R)× C(Uα,R), inducen operaciones

Fp ×Fp = colim
U

C(U,R)× colim
U

C(U,R) → Fp

Agrandando el ı́ndice γ en forma similar se prueba la siguiente proposición.

1.2 Proposición. En Set, los coĺımites filtrantes conmutan con los ĺımites finitos.

La siguiente proposición no sólo nos garantiza la existencia de coĺımites filtrantes en
Cat. En su demostración construiremos el coĺımite de un sistema dado, obteniendo una
caracterización que nos será de utilidad en las próximas secciones

1.3 Proposición. Sea Γ → Cat sistema filtrante. Entonces existe el coĺımite colim
Γ

Cα.

Demostración. Dado Γ → Cat, α 7→ Cα sistema filtrante, construyamos la categoŕıa
coĺımite C definiendo cuáles son sus objetos, flechas y composición.

Sea Obj C = colim
Γ

Obj Cα y Fl C = colim
Γ

Fl Cα (existen por ser coĺımites en Set).

Sean λα las inclusiones Obj Cα → Obj C. Por propiedad universal quedan definidas
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Fl C
∂1 //
∂0

//Obj C como las funciones que factorizan los conos ({λα ◦ (∂0)α}, Obj C) y

({λα ◦ (∂1)α}, Obj C).
Análogamente se tiene id : Obj C → Fl C.
La composición tiene dominio en el producto fibrado

Fl×̃Fl

PULL

π1 //

π2

²²

Fl

∂0

²²
Fl

∂1

// Obj

pues dos flechas se componen sólo si la primera termina donde empieza la segunda.
Luego, por la proposición 1.2 el pull-back Fl C×̃Fl C es el coĺımite de los Fl Cα×̃Fl Cα,

y las composiciones {◦α}α inducen entonces una composición ◦ en C compatible con ∂0,
∂1 e id.

Adjunción

Dados F , G funtores entre C y D, C
F //D
G

oo , notaré F a G si F es adjunto a izquierda

de G, es decir, cuando se tenga una biyección natural

[F (X), Y ]D
ϕY

X−−→ [X,G(Y )]C

para cada X ∈ C, Y ∈ D. En este caso G será adjunto a derecha de F .
Recordemos que F a G equivale a que existan η : idC ⇒ GF , ε : FG ⇒ idD tales que

εFX ◦ F (ηX) = idFX , G(εY ) ◦ ηGY = idGY

pues las biyecciones ϕY
X , al ser naturales en las dos variables, quedan definidas por el valor

que toma ϕFX
X en idFX .

1.4 Ejemplo. Como ejemplo particular podemos nombrar la adjunción

(−)× [0, 1] a (−)[0,1]

que existe entre el funtor “cilindro” y el funtor “espacio de caminos” en T op, o más en
general, cambiando el espacio [0, 1] por otro localmente compacto y Hausdorff (condiciones
suficientes para que la topoloǵıa compacto-abierta satisfaga la ley exponencial).

Si bien los funtores adjuntos no brindan una equivalencia entre las categoŕıas, preservan
mucha de la información. El siguiente es un resultado conocido, que se puede leer en [ML],
del cual no daré demostración.

1.5 Teorema. Sean C
F //D
G

oo , con F a G. Entonces F preserva coĺımites y G preserva

ĺımites.
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Lema de Yoneda

Hom : Cop × C → Set es un bifuntor, es decir, un funtor de dos variables. Fijando la
segunda coordenada se puede relacionar a cada objeto X de C con el funtor

[−, X] : Cop → Set

Y 7→ [Y, X]
f 7→ f∗

donde f∗(g) = g ◦ f .
El funtor [−, X] es el funtor representado por X. Se dice que un funtor F : Cop → Set

es representable si existe X ∈ C tal que F = [−, X].

Si la categoŕıa C tiene coproductos, dado X en C, para cada conjunto B llamamos∐
B X al coproducto de tantas copias de X como elementos tenga B. Esta construcción es

funtorial en B: a la función de conjuntos B
ϕ−→ B′ le corresponde el morfismo

∐
b∈B incϕ(b)

que incluye la copia b-ésima de X en el lugar ϕ(b). Llamemos
∐

(−) X a este funtor.

1.6 Proposición. Si C tiene coproductos, los funtores representables transforman coĺımites
en ĺımites.

Demostración. Que
∐

(−) X a [X,−] vale pues dado B ∈ Set, Y ∈ C, una función f
en [B, [X,Y ]C ]Set es lo mismo que elegir un elemento f(b) de [X, Y ]C por cada elemento
b ∈ B. Esto a su vez equivale a tener un morfismo

∐
b∈B f(b) ∈ [

∐
B X,Y ]C por la

propiedad universal del coproducto.
Luego, por el teorema 1.5, [X,−] preserva ĺımites y, como [−, X]C = [X,−]Cop , los

funtores representables transforman coĺımites (i.e. ĺımites de Cop) en ĺımites.

Asignando a cada X su representable se tiene un funtor

C → SetC
op

X 7→ [−, X]
g 7→ g∗

donde g∗(h) = g ◦ h.
El Lema de Yoneda en su versión débil nos dice que dado F : Cop → Set y X en

C, existe una biyección natural entre las transformaciones naturales de [−, X] a F y el
conjunto F (X).

η : [−, X] ⇒ F puede asociarse con x = ηX(idX) ∈ FX. Aśı, a cada x ∈ FX le
corresponde la transformación natural ηx : [−, X] ⇒ F definida por la fórmula
ηx

Y (g) = F (g)(x) para cada Y ∈ C, g ∈ [Y, X].

[−, X]
η−→ F ! x ∈ FX

Ver que estas aplicaciones son mutuamente inversas no requiere más que una simple veri-
ficación.
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1.7 Definición. Se define ΓF el diagrama de F como la categoŕıa de pares (X,x) con
X ∈ C y x ∈ FX, donde las flechas estan dadas por

HomΓF
((X,x), (Y, y)) = {g / g ∈ HomC(X, Y ), F (g)(y) = x}

Enunciemos entonces el lema de Yoneda.

1.8 Teorema. F = colim
ΓF

[−, X]

Demostración. Para su demostración basta con observar que F es el cono universal. Esto
sucede porque ΓF ya contiene todos los datos de F . Definir un cono ({η(X,x)}(X,x)∈ΓF

, G)
del sistema equivale tautológicamente a tomar y ∈ G(X) para cada (X, x) ∈ ΓF , por
lo que se tiene η : F → G transformación natural definida de forma única para que el
diagrama conmute (η manda x ∈ FX a y = y(X, x) ∈ GX).

En algún sentido el lema de Yoneda nos dice que C es denso en SetC
op

, pues cualquier
objeto de esta categoŕıa se puede obtener como coĺımite de representables. Se puede pensar
a SetC

op
como una completación de C: tiene todos los ĺımites y coĺımites (se calculan lugar

a lugar).
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2 Conjuntos Simpliciales

En esta sección desarrollaremos un estudio detallado sobre las propiedades básicas de los
conjuntos simpliciales. Además, explicaremos las construcciones para el nervio de un grupo
y de una categoŕıa, y comentaremos la realización geométrica de un conjunto simplicial
en general. Con el fin de complementar este estudio, también repasaremos brevemente las
definiciones y principales caracteŕısticas de los complejos simpliciales, los CW-complejos
y los espacios de Kelley.

Los conjuntos simpliciales modelan ciertos espacios topológicos que se pueden formar
pegando śımplices de distintas dimensiones. El n-śımplex topológico ∆n es el subespacio
de Rn+1 definido por

∆n = {x ∈ Rn+1/ xi ≥ 0 ∀ i,
∑

xi = 1}

�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������

el 2−símplex en R3

Estos śımplices se relacionan por las siguientes inclusiones en las caras y proyecciones
sobre ellas.

∂i : ∆n → ∆n+1 ∂i(x0, . . . , xn) = (x0, . . . , 0
i
, . . . , xn)

σj : ∆n → ∆n−1 σj(x0, . . . , xn) = (x0, . . . , xj + xj+1, . . . , xn)

Todo ésto motiva la siguiente definición.

2.1 Definición. Un conjunto simplicial es una familia de conjuntos {Kn}n>0 y aplica-
ciones

di : Kn → Kn−1 (caras)
sj : Kn → Kn+1 (degeneraciones)

para todo 0 6 i, j 6 n, que satisfacen las siguientes identidades simpliciales (duales a las
que satisfacen las ∂i y las σj):





didj = dj−1di si i < j

disj = sj−1di si i < j

disj = id si i = j, j + 1
disj = sjdi−1 si i > j + 1
sisj = sj+1si si i 6 j

12



Esquemáticamente, K lo vemos aśı

· · · K2

di //////

sj

iiii
ii K1

di // //

sj

iiii
K0

sj

ii

Los elementos de Kn se llaman n-śımplices. Un śımplex se dice degenerado si está
en la imagen de algún sj . Si K, L son dos conjuntos simpliciales, un morfismo simplicial
f : K → L es una familia de funciones {fn}n>0 tales que fn : Kn → Ln y conmutan con
los di y con los sj . Es decir

fn ◦ di = di ◦ fn+1

fn ◦ sj = sj ◦ fn−1

LLamaremos SSet a la categoŕıa de conjuntos simpliciales y morfismos simpliciales.

2.2 Ejemplo. Dado un espacio topológico X, se define el conjunto simplicial S(X) de la
siguiente forma:

Sn(X) = { ∆n f−→ X / f continua}
Luego se definen di = ∂∗i y sj = σ∗j .
Es fácil ver que se satisfacen las identidades simpliciales. (S(X), di, sj) es el conjunto
simplicial singular de X.

Otro ejemplo importante de SSet es el inducido por un complejo simplicial. Repasemos
primero algunos aspectos básicos al respecto. Un estudio bien detallado de los complejos
simpliciales y poliedros se puede leer en [Sp].

Recordemos que un complejo simplicial K consta de un conjunto de vértices VK , y
de SK una colección de subconjuntos finitos de VK , cuyos elementos se llaman śımplices,
tales que

(a) Si x ∈ VK , {x} ∈ SK .

(b) Si σ ∈ SK y τ ⊂ σ entonces τ ∈ SK .

Una función f : VK → VL es un morfismo simplicial entre K y L si f(σ) es un
śımplex en L para todo śımplex σ ∈ K.

Cada complejo simplicial K tiene asociado un espacio topológico |K|, llamado rea-
lización geométrica de K.

|K| es el conjunto de funciones α : VK → [0, 1] tales que {v | α(v) 6= 0} es un śımplex
de K y

∑
v∈VK

α(v) = 1. Observemos que, en particular, el soporte de α es finito.
Si s es un śımplex de K, definimos el conjunto |s| ⊂ |K| como

|s| = {α ∈ |K|, α(v) = 0 ∀ v /∈ s}.

13



Se le da a |s| la topoloǵıa inducida por la métrica d(α, β) =
√∑

v(α(v)− β(v))2, con lo
cual |s| queda homeomorfo a ∆n. Y a |K| se le da la topoloǵıa coherente (final) respecto
a todos sus śımplices. Expĺıcitamente,

A ⊂ |K| es abierto (resp. cerrado) ⇔ A ∩ |s| es abierto (resp. cerrado) en |s| ∀ s ∈ K.

Una triangulación de un espacio X es un par (K, f) con K complejo simplicial y
f : |K| → X un homeomorfismo. Un poliedro es un espacio X que admite alguna
triangulación. Observar que un poliedro puede admitir varias triangulaciones diferentes.

Las esferas, los discos, el toro, Rn y los espacios proyectivos son ejemplos de poliedros.

Pasemos entonces al ejemplo antes mencionado.

2.3 Ejemplo. Dado un complejo simplicial K, sea 6 un orden total entre los vértices
de K. Definimos

K̃n = {(x0, . . . , xn)/ xi vértice de K, xi 6 xj si i 6 j y {x0, . . . , xn} śımplex en K}

y

di : K̃n → K̃n−1 di(x0, . . . , xn) = (x0, . . . , x̂i, . . . , xn)

sj : K̃n → K̃n+1 sj(x0, . . . , xn) = (x0, . . . , xj , xj , . . . , xn)

K̃ = ({K̃n}, di, sj) es un conjunto simplicial con exactamente un n-śımplex no dege-
nerado por cada n-śımplex de K.

Observemos que para la construcción de K̃ no es necesario un orden total entre los
vértices de K: alcanza con tener un orden total 6σ entre los vértices de σ para cada
śımplex σ, de forma coherente (i.e. si σ ⊂ τ entonces 6τ |σ =6σ).

2.4 Observación. Las dos construcciones anteriores son funtoriales.

Nervio de una categoŕıa

Dada una categoŕıa C, definimos NC, el nervio de C, como el conjunto simplicial cuyos
śımplices son

NCn = {X0
f1−→ . . .

fn−→ Xn = (f1, . . . , fn) cadenas de n flechas componibles en C}

y donde las caras y degeneraciones están definidas como sigue:

di(f1, . . . , fn) =





(f2, . . . , fn) si i = 0
(f1, . . . , fi+1 ◦ fi, . . . , fn) si 0 < i < n

(f1, . . . , fn−1) si i = n

sj(f1, . . . , fn) = (f1, . . . , idXi , . . . , fn)

La cara di quita el objeto Xi (componiendo fi+1 ◦ fi) y la degeneración sj repite el Xj .
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Se tiene Obj C = NC0 y Fl C = NC1.
Además, la identidad, la composición y las funciones de dominio y codominio aparecen
entre los morfismos di y sj de NC. Luego se puede reconstruir C a partir de su nervio,
pues éste contiene todos los datos de la categoŕıa.

2.5 Observación. NCn = HomCat(n, C) donde n es la categoŕıa asociada al conjunto
totalmente ordenado de n elementos, es decir,

n = {0 → 1 → 2 → . . . → n}

Nervio de un grupo

Dado un grupo G, vemos a G como una categoŕıa (grupoide) con un único objeto ∗ y con
Hom(∗, ∗) = G. Al nervio de esta categoŕıa se lo llama NG y haremos referencia a él como
el nervio del grupo G. Más adelante veremos se tiene una asignación funtorial K → |K|
que a cada conjunto simplicial le da su realización geométrica (∈ T op). NG será entonces
un espacio de Eilenberg - Mac Lane del tipo (G, 1), es decir, un K(G, 1).

A partir de la observación 2.5 sigue otra forma de definir conjuntos simpliciales, de
mucha utilidad en la práctica:

2.6 Definición Equivalente. Se define ∆ como la categoŕıa de los ordinales finitos y
morfismos de orden.

Obj ∆ = { n = {0 < · · · < n}, n > 0}
Fl ∆ = { m

f−→ n / i 6 j ⇒ fi 6 fj}
Un conjunto simplicial es un funtor K : ∆op → Set.

Notar que esto equivale a tomar un conjunto para cada n y funciones que vienen
inducidas por los morfismos en ∆.

No es dif́ıcil ver que todo morfismo de ∆ se puede obtener como composición de los
siguientes dos tipos de morfismos [Ma1]:

(a) ∂i : n− 1 → n saltea el i ∈ n.
Ejemplo: n = 4, i = 1

0

²²

1

ÁÁ>
>>

>>
>>

2

ÁÁ>
>>

>>
>>

3

ÁÁ>
>>

>>
>>

0 1 2 3 4

(b) σj : n + 1 → n repite el j ∈ n.
Ejemplo: n = 2, j = 2

0

²²

1

²²

2

²²

3

¡¡¡¡
¡¡

¡¡
¡

0 1 2
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Por lo tanto para definir un funtor ∆op K−→ Set basta con definir Kn = K(n),
di = K(∂i) y sj = K(σj), donde di y sj satisfacen propiedades duales a las de ∂i y σj (i.e.
satisfacen las identidades simpliciales).

Bajo esta definición, un morfismo simplicial entre K y L equivale a una transformación
natural η : K ⇒ L. Luego, SSet = Set∆

op
.

Esta nueva definición permite generalizar la noción de conjunto simplicial a la de un
objeto simplicial cualquiera, donde cambiamos Set por otra categoŕıa.

2.7 Ejemplo/Definición. Un espacio simplicial es un funtor ∆op → T op.

Dado un conjunto simplicial K uno puede construir un grupo abeliano simplicial ZK
donde ZKn es el grupo abeliano libre generado por Kn. ZK tiene asociado un complejo
de cadenas, llamado complejo de Moore y también notado ZK, donde el morfismo de
borde ∂ viene dado por ∂ =

∑n
i=0(−1)idi.

· · · ∂−→ ZK2
∂−→ ZK1

∂−→ ZK0

Notar que los grupos de homoloǵıa singular H∗(X,Z) de un espacio topológico X están
definidos como los grupos de homoloǵıa del complejo de cadenas ZS(X), donde S(X) es
el complejo simplicial singular del espacio X.

A continuación presentaré algunas construcciones básicas en SSet:

2.8 Definición.

1) El n-śımplex estándar ∆[n] en SSet es el funtor representable

∆op [−,n]−−−→ Set

El lema de Yoneda dice que tener un morfismo simplicial entre ∆[n] y K es lo mismo
que elegir un n-śımplex de K, i. e. existe una biyección natural

HomSSet(∆[n],K) ∼= Kn

Visto de otro modo, ∆[n] es el conjunto simplicial generado por un único n-śımplex
no degenerado, x = idn. El diagrama muestra algunos śımpices de ∆[n] ordenados
según la dimensión.

. . . sj x x di x didk x . . .
disj x

2) ∂∆[n] (o borde de ∆[n]) es el menor subconjunto simplicial de ∆[n] que contiene las
caras di(x), i = 0, . . . , n, donde x es el generador, x = idn. Aśı,

∂∆[n]j =





∆[n]j si 0 6 j 6 n− 1
degeneraciones iteradas de

elementos de ∆[n]n−1 si j > n

Por convención, ∂∆[0] = ∅.
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3) El k-ésimo cuerno Λn
k ⊂ ∆[n] (n 6 1) es el subconjunto de ∆[n] generado por todas

las caras de x = idn excepto la k-ésima.
Ejemplo:

Λ2
1 =

0

¡¡¡¡
¡¡

¡¡
¡

1 // 2

⊂
0

¡¡¡¡
¡¡

¡¡
¡

ÁÁ>
>>

>>
>>

1 // 2

= ∆[2]

2.9 Definición. Un conjunto simplicial K es un complejo de Kan si satisface la
condición de extensión
“Para toda colección de n + 1 n-śımplices x0, x1, . . . , xk−1, xk+1, . . . , xn+1 que satisfacen
la condición de compatibilidad di(xj) = dj−1(xi), i < j, i 6= k, j 6= k, existe un (n + 1)-
śımplex x tal que di(x) = xi, i 6= k”.

Por el lema de Yoneda, ésto es equivalente a que para toda f : Λn
k → K exista

g : ∆[n] → K con gi = f .

Λn
k

∀f //

i
²²

K

²²
∆[n] //

∃g
=={

{
{

{
∗

Observemos que la g no es necesariamente única.

2.10 Lema. Dado X espacio topológico, SX es complejo de Kan.

Demostración. La demostración de este lema sigue del hecho de que la unión de n caras
del n-śımplex topológico ∆n es un retracto de ∆n.

En general, si C es una categoŕıa cualquiera, el nervio NC no es un complejo de Kan.
Por ejemplo, si n = 1 y k = 0, la condión de Kan equivale a que para cada par de flechas
X

f−→ Y y X
g−→ Y ′, exista (h1, h2) 2-śımplex en NC tal que d1(h1, h2) = h2 ◦ h1 = f y

d2(h1, h2) = h2 = g. O sea, f se debe factorizar como g ◦ h1. Del caso particular en que
Y = X y f = idX , sigue que si NC es un complejo de Kan, entonces toda flecha g admite
inversa a derecha.
Razonando de la misma forma cuando n = 1 y k = 2 se llega a que también deben tener
inversa a izquierda, por lo tanto toda flecha es inversible y C es un grupoide. Es fácil ver
que esta condición, además de necesaria, es suficiente, pues conociendo sólo las caras i y j
de un n-śımplex (f0, . . . , fn) ya se tienen todas las fk, salvo quizá fj (si j = i + 1), que se
puede escribir como (fj ◦ fj−1) ◦ (fj−1)−1. Las condiciones de compatibilidad siguen fácil,
teniéndose el siguiente resultado.

2.11 Proposición. Dada C ∈ Cat, su nervio NC es un complejo de Kan si y sólo si C
es un grupoide.

Es interesante notar que, realizando un razonamiento como en el párrafo anterior para
n = 1 y k = 1, la condición se satisface trivialmente: basta tomar como 2-śımplex al par
(f, g). En general, aunque C no sea un grupoide, la condición de extensión es válida para
n > 4 y k cualquiera, y para n = 2, 3 y k distinto de 0 y de n.
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El siguiente teorema será usado repetidas veces en lo sucesivo.

2.12 Teorema. Todo X ∈ SSet es el coĺımite de sus n-śımplices

X = colim
ΓX

∆[n]

donde ΓX es el diagrama del funtor X (ver 1.7).

Demostración. Es el lema de Yoneda. Recordemos que X : ∆op → Set y que los
n-śımplices ∆[n] : ∆op → Set son los funtores representables [−,n].

Realización Geométrica

Dado K conjunto simplicial, asociamos a él un espacio topológico |K|. Lo llamaremos
realización geométrica de K y lo definimos de la siguiente manera:

|K| =
∐

n>0

Kn ×∆n / ∼

donde tomamos Kn como espacio topológico discreto, y donde ∼ es la relación de equiva-
lencia generada por:

(dikn, un−1) ∼ (kn, ∂iun−1) kn ∈ Kn, un−1 ∈ ∆n−1

(sjkn, un+1) ∼ (kn, σjun+1) kn ∈ Kn, un+1 ∈ ∆n+1

Notamos la clase del elemento (kn, un) como |kn, un|.
2.13 Observación. Por definición resulta |K| = colim

ΓK

∆n.

2.14 Observación. Esta asignación es funtorial. Dada f : K → L en SSet, |f | : |K| → |L|
está dada por

|f |(|kn, un|) = |f(kn), un|
2.15 Observación/Resultado. Volvamos a la construcción hecha en 2.3.
Dado un complejo simplicial K, |K̃| es el poliedro inducido por K. Ésto sigue de las
definiciones: |K̃| = ∐

n>0 K̃n×∆n / ∼ tiene la topoloǵıa final respecto de las inclusiones de
sus śımplices {kn}×∆n pues es un cociente de la unión disjunta, y composición de familias
finales es final. Luego, sólo resta por observar que si s = {x0, . . . , xn} y kn = (x0, . . . , xn),
los homeomorfismos

|s| → {kn} ×∆n

se pegan bien en las intersecciones, por lo que determinan un homeomorfismo |K| → |K̃|.

|K| es el espacio que se obtiene de pegar n-śımplices, tantos como indiquen los Kn, de
acuerdo a como lo indiquen las di y las sj . Pensado de esta forma, un conjunto simplicial
no es más que un “modelo para armar” de un espacio topológico, más flexible que los
complejos simpliciales.

Veremos que |K| no es cualquier espacio topológico, sino que es un CW-complejo.
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Recordemos que un CW-complejo X es un espacio con estructura celular, que sa-
tisface la propiedad de clausura finita de sus celdas, y tiene la topoloǵıa débil respecto de
ellas (ver [Sw]).
Su n-esqueleto Xn se obtiene a partir de Xn−1 adjuntándole n-celdas. Es decir, se tiene
un push-out de espacios topológicos

∐
Sn−1

PUSH

∐
fα //

Ä _

²²

Xn−1

²²∐
Dn ∐

gα

// Xn

Empezando con X−1 = ∅, X es la unión X =
⋃

n>0 Xn y tiene la topoloǵıa final respecto
de las inclusiones Xn ↪→ X.

Para cada α, eα = gα(Dn) es una n-celda de X. El interior de eα es e◦α = gα((Dn)◦),
fα es la función de adjunción de la celda, y gα es su función caracteŕıstica, que brinda un
homeomorfismo entre el interior de la celda y (Dn)◦.
Un CW-complejo X puede tener ninguna, finitas o infinitas n-celdas para cada n > 0.

Como ejemplos de CW-complejos mencionemos los siguientes.

2.16 Ejemplos.

(a) Sn es un CW-complejo. Dos estructuras comúnmente usadas son:

1. Una 0-celda e0 y una n-celda con función de adjunción constante e igual a e0.

2. Constrúımos inductivamente Sk+1 ∀ 0 6 k 6 n− 1. Primero vemos a Sk como
el ecuador de Sk+1 y luego adjuntamos dos k-celdas: los hemisferios norte y
sur. Como funciones de adjunción para estas celdas podemos elegir la identidad
de Sk. Con esta estructura, Sn tiene dos m-celdas por cada m ≤ n.

e1

e0

e1−

e0+e0−

e1+

las dos estructuras en la circunferencia

(b) Dn es un CW-complejo, tomando como (n − 1)-esqueleto Sn−1 y adjuntando una
n-celda via la identidad.

(c) Al toro podemos darle estructura de CW-complejo con una 0-celda (punto), adjun-
tando luego dos 1-celdas (obteniendo S1 ∨S1) y finalmente pegando una 2-celda del
mismo modo en que comúnmente se construye un toro con una hoja de papel.
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e1
e0

e1’

e2

estructura celular para el toro

(d) En general, todo poliedro es un CW-complejo, con una n-celda por cada n-śımplex.

Hemos definido S : T op → SSet y | · | : SSet → T op. Vale la siguiente proposición.

2.17 Proposición. | · | a S, es decir, dado X ∈ SSet e Y ∈ T op, existe una biyección
natural

HomT op(|X|, Y ) ∼= HomSSet(X, SY )

Demostración. Por definición, |X| = colim
ΓX

∆n.

En virtud de 1.6 sigue que HomT op(|X|, Y ) = lim
ΓX

HomT op(∆n, Y ).

Como una función ∆n → Y en T op es por definición un elemento de SYn,

HomT op(∆n, Y ) = SYn = HomSSet(∆[n], SY )

Volviendo a aplicar 1.6 y por el teorema 2.12 (lema de Yoneda),

lim
ΓX

HomSSet(∆[n], SY ) ∼= HomSSet(colim
ΓX

∆[n], SY ) = HomSSet(X, SY )

Luego de una sencilla verificación queda probado que esta biyección es natural. El iso-
morfismo HomT op(|X|, Y )

ϕ−→ HomSSet(X, SY ) está dado por la fórmula

ϕ(g)(kn)(un) = g|kn, un| ∀ kn ∈ Xn, un ∈ ∆n

Definamos el n-esqueleto sknK de K como el subconjunto simplicial generado por
los śımplices de grado 6 n. Por ejemplo, el (n−1)-esqueleto de ∆[n] es ∂∆[n]. Se dice que
K tiene dimensión d si tiene al menos un d-śımplex no degenerado y todos sus n-śımplices
son degenerados para n > d. Aśı,

dim(K) 6 d ⇔ K = skdK.

Resulta K =
⋃

n>0 sknK. Luego veremos que las realizaciones geométricas de los
n-esqueletos son cerrados en |K|, y que generan su topoloǵıa. Antes, enunciemos el sigu-
iente lema, consecuencia de que en SetC

op
los coĺımites se calculan lugar a lugar.
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2.18 Lema. El siguiente diagrama es un push-out en SSet:
∐

x∈Kn
x no deg.

∂∆[n]

PUSH

//
Ä _

²²

skn−1KÄ _

²²∐
x∈Kn

x no deg.
∆[n] // sknK

donde las flechas horizontales son los morfismos que inducen los śımplices x (lema de
Yoneda) y las verticales las inclusiones.

En general, los coĺımites en SSet se calculan grado a grado. El lema vale porque,
para cada n, el diagrama en grado n es un push-out. A partir de ésto es fácil verificar la
propiedad universal.

Veamos finalmente cómo es posible dar a |K| estructura de CW-complejo.

2.19 Proposición. |K| es un CW-complejo para todo conjunto simplicial K.

Demostración. Calculemos los valores que toma | · | en el n-śımplex ∆[n] y en su borde
∂∆[n].

(i) |∆[n]| = ∆n ∼= Dn.

Cada clase que determina la relación de equivalencia ∼ definida sobre
∐
j>0

∆[n]j×∆j

tiene un único elemento (x, un) con x = idn el n-śımplex generador de ∆[n].
Dado (km, um) ∈ ∐

j>0 ∆[n]j × ∆j , tenemos que km : m → n ∈ SSet. Luego
(km, um) = (km ◦ idn, um) ∼ (idn, k∗m(um)). Al identificar los śımplices, todos colap-
san en idn ×∆n.

Otra forma de verlo es recordando que |∆[n]| = colim
Γ∆[n]

∆n, y observando que el

diagrama Γ∆[n] tiene objeto final (n, idn). En un sistema Γ X−→ C, si Γ tiene objeto
final α, entonces colim

Γ
Xi = Xα.

(ii) |∂∆[n]| = ∂∆n ∼= Sn−1.

El funtor | · | preserva coĺımites, en particular coegalizadores.

El diagrama

∐
06i<j6n ∆[n− 2]ij

f //
g

//
∐

06k6n ∆[n− 1]k h //∂∆[n]

es un coegalizador, donde ∆[n − 1]k es la copia k-ésima, ∆[n − 2]ij es la copia
(ij)-ésima y

. f =
∐

(∂i)∗ con (∂i)∗ : ∆[n− 2]ij → ∆[n− 1]j , ∂i definida en 2.6.

. g =
∐

(∂j−1)∗ con (∂j−1)∗ : ∆[n− 2]ij → ∆[n− 1]i.

. h =
∐

(∂k)∗ con (∂k)∗ : ∆[n− 1]k → ∆[n].
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Que h ◦ f = h ◦ g vale pues ∂j ◦ ∂i = ∂j−1 ◦ ∂i si i < j. Ver que (h, ∂∆[n]) es el
coegalizador sigue por propiedad universal.

Por lo tanto se tiene que el siguiente diagrama es un coegalizador de espacios
topológicos

∐
06i<j6n |∆[n− 2]ij |

f //
g

//
∐

06k6n |∆[n− 1]k| h // |∂∆[n]|

En otras palabras, |∂∆[n]| = ∂∆n se obtiene pegando las caras del n-śımplex
topológico por sus bordes.

Por el lema anterior, como | · | preserva coĺımites y teniendo en cuenta que |∂∆[n]| = Sn−1

y |∆[n]| = Dn, se tiene un nuevo push-out, ahora de espacios topológicos.

∐
x∈Kn

x no deg.
Sn−1

PUSH

//
Ä _

²²

|skn−1K|Ä _

²²∐
x∈Kn

x no deg.
Dn // |sknK|

El par (|sknK|, |skn−1K|) es, por lo tanto, una adjunción de n-celdas ∀ n. Como
K = colim

n∈N
sknK, se tiene |K| = colim

n∈N
|sknK| de donde |K| tiene la topoloǵıa que inducen

las inclusiones |sknK| ↪→ |K|. Queda aśı probado que |K| es un CW-complejo con una
n-celda por cada n-śımplex no degenerado de K.

2.20 Nota importante. La definición de realización geométrica se puede extender a los
espacios simpliciales definidos en 2.7.

Si K es un espacio simplicial, se construye |K| como el espacio

|K| =
∐

n>0

Kn ×∆n / ∼

con ∼ definida de igual forma que antes, teniendo en cuenta que Kn ×∆n es el producto
de espacios topológicos.

Es muy importante tener en cuenta que si K es un espacio simplicial, |K| no necesaria-
mente es un CW-complejo, ni aún cuando Kn se CW-complejo ∀ n. El producto Kn×∆n

ya no es una unión disjunta de śımplices.
En el apéndice A de [Se2], Graeme Segal introduce una nueva noción de realización

geométrica de espacios simpliciales, || · ||, que satisface las siguientes dos proposiciones:

(1) Si Kn es CW-complejo ∀ n, entonces ||K|| es equivalente homotópico a un
CW-complejo.

(2) Si f : K → K ′ es un morfismo de espacios simpliciales tal que fn : Kn → K ′
n

es equivalencia homotópica ∀ n, entonces ||f || : ||K|| → ||K ′|| es equivalencia ho-
motópica.
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Cuando K es un espacio simplicial “bueno” (en la terminoloǵıa de Segal), ambas
realizaciones coinciden. Utilizaremos este resultado para la demostración del teorema A
de Quillen (teorema 3.26).

Compatibilidad de | · | con ×
En esta sección, con el propósito de estudiar bajo qué condiciones la realización geométrica
de conjuntos simpliciales respeta los productos, repasaré brevemente resultados básicos
sobre los espacios de Kelley.

Un espacio de Kelley es un espacio topológico Hausdorff X tal que un subconjunto
F de X es cerrado cuando la intersección con cada subespacio compacto de X es cerrada.
Dicho de otro modo, X es de Kelley sii tiene la topoloǵıa que inducen las inclusiones de
sus subespacios compactos.

X esp. de Kelley ⇔ {K ↪→ X}K⊂X
K compacto

flia. final

Sigue de la definición que unión disjunta de espacios de Kelley es un espacio de Kelley;
ı́dem para subespacios cerrados y cocientes Hausdorff de un espacio de Kelley. Es claro
que todo espacio compacto y Hausdorff es de Kelley.

La siguiente proposición nos brinda toda una familia de ejemplos.

2.21 Proposición. Un espacio localmente compacto y Hausdorff es un espacio de Kelley.

Demostración. Sea X localmente compacto, F ⊂ X tal que F ∩K es cerrado para todo
compacto K ⊂ X, sea x ∈ X \ F . Como X es localmente compacto ∃ Kx ⊂ X entorno
compacto de x. Sea U abierto, x ∈ U ⊂ Kx. Como F ∩Kx es cerrado, U \ (F ∩Kx) es un
abierto, que contiene a x y no interseca a F . Luego F es cerrado.

Los śımplices topológicos ∆n son compactos, luego son espacios de Kelley. Dado K
conjunto simplicial, |K| es un cociente Hausdorff de una unión disjunta de śımplices, y
por lo observado anteriormente, es un espacio de Kelley.

Veamos otro ejemplo.

2.22 Ejemplo. Llamemos R∞ al espacio de las sucesiones reales que son finalmente cero,
es decir,

R∞ = {(xn)n>1 / xn ∈ R, xn = 0 salvo para finitos n}
Se tienen inclusiones in : Rn ↪→ R∞, (x1, . . . , xn) 7→ (x1, . . . , xn, 0, 0, . . . ). Dotamos a R∞

con la topoloǵıa final respecto de la familia {Rn in−→ R∞}n>1. Dado U ⊂ R∞, U es abierto
si Un = i−1

n (U) ⊂ Rn lo es ∀ n.
Consideremos la esfera infinita S∞ = {(xn)n>1 ∈ R∞ /

∑
n>1 x2

n = 1}. Restringiendo

las inclusiones in a Sn, tenemos {Sn in−→ S∞}n>1 flia. final, donde cada Sn es un compacto
de S∞. Por lo tanto, S∞ es un espacio de Kelley, pues su topoloǵıa está generada por
algunos (luego por todos) de sus compactos.
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En la próxima sección veremos que S∞ es la realización geométrica de un conjunto
simplicial, lo que da otra forma de probar que es un espacio de Kelley.

Llamamos Ke a la categoŕıa de espacios de Kelley y funciones continuas.
Dado un espacio Hausdorff X, la topoloǵıa inducida por las inclusiones de sus sub-

espacios compactos es más fina que la de X. Notamos al espacio que resulta de asignarle
esta topoloǵıa al conjunto subyacente a X con XKe. Con estas notaciones, X es de Kelley
sii X = XKe.

XKe siempre es un espacio de Kelley pues, como antes, su topoloǵıa es menos fina que
la que inducen sus compactos y, al mismo tiempo, la que inducen sus compactos es menos
fina que la que inducen los compactos de X (pues X y XKe tienen los mismo compactos).

Es fácil ver que esta asignación es funtorial y satisface que toda función continua
f : Y → X, con Y espacio de Kelley, se factoriza por XKe. Luego, si i : XKe → X es
la identidad, i∗ es una biyección (natural) entre [Y, XKe] y [Y, X], por lo que se tiene la
siguiente

2.23 Proposición. El funtor X 7→ XKe es adjunto a derecha de la inclusión canónica
i : Ke ↪→ T op.

Ésto nos asegura, por la proposición 1.5, que i preserva coĺımites, o sea que dado un
sistema Γ → Ke, si su coĺımite en T op es Hausdorff entonces el coĺımite en Ke existe y
coincide con éste.

Sin embargo, no es cierto que un ĺımite de espacios de Kelley coincida con el mismo
ĺımite en T op. De la adjunción anterior se deduce que dado un sistema Γ X−→ Ke, el ĺımite
existe y es igual a (lim

α∈Γ
Xα)Ke, donde el ĺımite lim

α∈Γ
Xα se calcula en T op, donde es sabido

que existen los ĺımites. De todo esto conclúımos que si lim
α∈Γ

Xα es un espacio de Kelley,

entonces śı coinciden ambos ĺımites.

Como dijimos antes, la realización geométrica de un conjunto simplicial es un espacio
de Kelley. Por lo tanto, el funtor | · | toma valores en la categoŕıa Ke. Vale el siguiente

2.24 Teorema. El funtor realización geométrica | · | : SSet → Ke conmuta con ĺımites
finitos. En particular, preserva productos.

Una demostración de este teorema se puede leer en [G-Z], III, 3.1.
Conclúımos, pues, que dados X e Y conjuntos simpliciales,

|X × Y | = |X| ×Ke |Y | = (|X| × |Y |)Ke

En particular, si |X| × |Y | es de Kelley, entonces tendremos |X × Y | = |X| × |Y |.
Veamos que esto pasa si |X| o |Y | son localmente compactos.

2.25 Proposición. Sea X un espacio de Kelley e Y localmente compacto y Hausdorff.
Entonces X × Y es un espacio de Kelley.

Demostración. ([H],A.15) Una función f : X × Y → Z es continua sii f̃ : X → ZY lo
es, pues Y es localmente compacto y Hausdorff. Como X es de Kelley, f̃ es continua sii
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f̃ : K → ZY es continua ∀ K ⊂ X compacto, y volviendo a aplicar la ley exponencial,
esto pasa sii f : K × Y → Z es continua ∀ K ⊂ X compacto.

Dado K ⊂ X compacto, como X es Hausdorff resulta K localmente compacto, y
K × Y → Z continua sii Y → ZK lo es. Como Y también es de Kelley (ver 2.21), ésto
equivale a que K ′ → ZK sea continua ∀ K ′ ⊂ Y compacto.

Por lo tanto, f : X ×Y → Z es continua sii f : K×K ′ → Z lo es ∀ K ⊂ X, ∀ K ′ ⊂ Y
compactos.

Ahora bien: la topoloǵıa de (X × Y )Ke es más fina que la de X × Y . Si probamos que
id : X × Y → (X × Y )Ke es continua tendremos que ambas topoloǵıas coinciden, y X × Y
resultará espacio de Kelley.

Pero, por lo visto antes, basta con probar que, dados K ⊂ X, K ′ ⊂ Y compactos,
f : K ×K ′ → (X × Y )Ke es continua. Lo cual es evidente, pues K ×K ′ es un compacto
de X × Y y la topoloǵıa en (X × Y )Ke es la más fina que hace a las inclusiones de sus
compactos continuas.

2.26 Corolario. Dados X e Y conjuntos simpliciales. Si |X| ó |Y | es localmente com-
pacto, entonces |X| × |Y | = |X × Y |.
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3 Espacios Clasificantes

La topoloǵıa algebraica se ocupa en sus inicios de asignar a un espacio distintas estructuras
algebraicas como invariantes que permitan su clasificación. Se podŕıa decir que en las
próximas páginas recorreremos el camino inverso. Entenderemos al nervio de una categoŕıa
C como una forma de codificar su información, que nos permitirá construir un espacio con
propiedades topológicas afines a las propiedades algebraicas de C.
No sólo nos servirá como invariante: dado un espacio X, eligiendo convenientemente C
tendremos X ∼= BC y podremos, por lo tanto, estudiar X a partir de esta categoŕıa.

3.1 Definición. Dada una categoŕıa C, definimos el espacio clasificante BC como la
realización geométrica del nervio de C.

BC = |NC|

BC es un CW-complejo. Sus 0-celdas están en biyección con los objetos de C, y sus
n-celdas (n > 1) están en biyección con las tiras de n flechas componibles (donde ninguna
es una identidad).

Como ejemplos de espacios clasificantes de categoŕıas chicas, podemos nombrar los
siguientes:

(a) C = ∗ &&88∗ Ã BC = S1.

(b) C = n Ã BC = ∆n.

(c) C = ∗
α

&&∗
α−1

ff Ã BC = S∞.

(b) se comprueba fácilmente. En (a) y en (c), NC sólo tiene dos 0-śımplices y dos
1-śımplices no degenerados, pues no hay otros objetos o flechas. Se tiene |sk1NC| = S1

en ambos casos. En (a) no hay tiras de flechas componibles (que no contengan a la iden-
tidad) de largo 2 o más, de donde NC no tiene śımplices no degenerados de dimensión 2
o más, y sigue que BC = S1. En (c), en cambio, tenemos 2 n-śımplices no degenerados
por cada dimensión: (α, α−1, α, . . . ) y (α−1, α, α−1, . . . ). Por la forma en que las celdas
correspondientes se pegan tenemos |sknNC| = Sn y BC = S∞.

A continuación veamos un ejemplo más general:

3.2 Ejemplo/Resultados. Sea I conjunto parcialmente ordenado. Definimos KI com-
plejo simplicial de la siguiente manera:

vértices: I.

śımplices: {i0, . . . , in} / i0 < · · · < in, n > 0.
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Considerando a I como una categoŕıa construimos BI. BI es el poliedro inducido por
KI , pues por definición el nervio NI coinicide con K̃I (ver ejemplo 2.3 y observación 2.15).

Dado K complejo simplicial, recordemos que la subdivisión baricéntrica sd(K) es el
complejo cuyos vértices son los baricentros b(s) de los śımplices s de K, y cuyos śımplices
son todos los conjuntos ordenados finitos {b(so), . . . , b(sn)} con si cara propia de si+1. Es
bien sabido que |sd(K)| = |K|.

Luego, si IK es el conjunto de śımplices de K ordenado parcialmente por la inclusión,
como acabamos de ver vale NIK = K̃IK

. Además, KIK
= sd(K) y como |sd(K)| = |K|,

resulta que BIK es el poliedro inducido por K.

BIK = |K|

Sigamos estas construcciones en un ejemplo concreto. Consideremos como complejo
simplicial K el 2-śımplex (VK = {0, 1, 2}, SK = {subconjuntos no vacios de VK}).

K

0

2 1

IK es el conjunto de los 7 śımplices de K ordenados por la inclusión. El nervio NIK

en grado n consiste en las cadenas totalmente ordenadas de n + 1 elementos de IK , y los
n śımplices no degenerados son las cadenas donde todas las inclusiones son estrictas.

Aśı, tenemos un punto por cada śımplex de K (7 en total), un segmento o 1-śımplex
por cada inclusión estricta, etcétera. El espacio clasificante BIK resulta entonces

012

12
1

01

2

02

0

sd(K)

con siete 0-celdas, doce 1-celdas y seis 2-celdas. Como probamos antes coincide con
|KIK

|, que es a su vez es la realización geométrica de la subdivisión baricéntrica de K,
pues comparando las definiciones se tiene sd(K) = KIK

.

De estas observaciones sigue que el tipo homotópico de cualquier complejo simplicial
se puede obtener como el espacio clasificante de un I ∈ PoSet. Esto, sumado al hecho de
que todo CW-complejo es equivalente homotópico a un complejo simplicial, implica que

Dado X un CW-complejo, siempre existe una categoŕıa C tal que BC ∼= X.
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3.3 Observación. Dada una categoŕıa C, entre los espacios BC y BCop existe un isomor-
fismo celular evidente, que resulta de mandar la celda asociada al n-śımplex (f0, . . . , fn)
en NCn con la correspondiente al n-śımplex (fn, . . . , f0) ∈ NCop

n . Este isomorfismo en
general no proviene de un funtor C → Cop.

Cálculo algebraico de π1(C,X)

Dada C una categoŕıa, un objeto X de C es un 0-śımplex en NC y una 0-celda en BC.
Luego tiene sentido hablar del n-ésimo grupo de homotoṕıa de BC con punto base X. Lo
notaremos directamente πn(C, X).

Veremos cómo es posible calcular π1(C, X) sin necesidad de pasar por los espacios
topológicos. Esto, a su vez, permitirá calcular en forma fácil el grupo fundamental de
espacios que provienen de categoŕıas.

Daremos una demostración más detallada de las ideas expuestas por Quillen en [Q]
usando resultados que aparecen en el libro [G-Z] de Peter Gabriel y Michel Zisman.

Introduzcamos entonces algunas de las notaciones y definiciones que utilizaremos.

Recordemos que un revestimiento de espacios topológicos es una función continua
p : E → B para la cual todo punto b ∈ B admite un entorno abierto U = U(b) parejamente
cubierto. Es decir, p−1(U) =

∐
α Vα y p : Vα → U es homeomorfismo ∀α.

3.4 Definición. Dado B espacio topológico se define la categoŕıa de revestimientos sobre
B, donde los objetos son los pares (E, p) tales que E

p−→ B es revestimiento, y donde una
flecha (E, p) → (E′, p′) es una función continua ϕ : E′ → E tal que p ◦ ϕ = p′. Llamamos
a esta categoŕıa Revest B.

Un hecho importante en la teoŕıa de revestimientos es la propiedad que satisfacen de
levantar funciones continuas bajo ciertas condiciones. Si p : E → B es un revestimiento y
f : X → B una función continua, decimos que f̃ es un levantamiento de f si p ◦ f̃ = f .

Dada f : X → B continua, tomando x ∈ X y U = U(f(x)) entorno de f(x) pareja-
mente cubierto por p, tenemos levantamientos locales f̃x,α de f , definidos en un entorno de
x, que resultan de componer f con las secciones locales p−1

α : U → Vα. Si es posible elegir
para cada x un α de forma tal que los levantamientos locales se peguen bien (i.e. coincidan
en las intersecciones de los dominios) entonces tendremos una función f̃ : X → E tal que
p ◦ f̃ = f .

E

p

²²
X

f̃
>>}

}
}

} f // B

En este sentido, el siguiente resultado nos da una condición necesaria y suficiente para
la existencia de f̃ ([Mu], § 79 y [Sp]).

3.5 Proposición. Sea p : E → B revestimiento con E y B arcoconexos y localmente
arcoconexos. Sean e ∈ E y b ∈ B. Sea X un espacio arcoconexo y localmente arcoconexo,
f : X → B continua, x ∈ X, f(x) = b. Entonces,

∃f̃ : X → E continua tal que p ◦ f̃ = f y f̃(x) = e ⇔ f∗(π1(X,x)) ⊂ p∗(π1(E, e))
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Más aún, si f̃ existe, es único.

La noción de revestimiento es trasladada al lenguaje de los SSet de la siguiente forma.

3.6 Definición. Sea i : ∆[0] → ∆[n] la inclusión canónica.
Un morfismo E

p−→ X ∈ SSet es un revestimiento si para toda u : ∆[0] → E,
v : ∆[n] → X tales que p ◦ u = v ◦ i, existe una única flecha s : ∆[n] → E satisfaciendo
s ◦ i = u, p ◦ s = v.

∆[0] ∀u //

i
²²

E

p

²²
∆[n] ∀v //

∃!s
==|

|
|

|
X

Recordemos que una función continua p : E → X entre espacios topológicos es trivial
con fibra F si existe un homeomorfismo X × F

∼−→ E tal que el diagrama

X × F
∼ //

proj. ##GG
GG

GG
GG

G E

p
~~~~

~~
~~

~~

X

conmuta.
Decimos que p es localmente trivial con fibra F si cada punto x de X tiene un

entorno abierto U tal que la restricción p|p−1(U) es trivial con fibra F .

3.7 Observación. p : E → B ∈ T op es revestimiento si y sólo si es localmente trivial con
fibra discreta.

Definiciones equivalentes se tienen para morfismos triviales y localmente triviales en
Ke, reemplazando los espacios y los productos topológicos por espacios y productos de
Kelley.

3.8 Observación. Dados X e Y espacios de Kelley, X ×Ke Y no necesariamente coincide
con X×Y . Luego, una función continua puede ser localmente trivial vista como morfismo
en T op y no serlo en Ke, y viceversa. Sin embargo, basta con que la fibra F sea localmente
compacta para que ambas definiciones coincidan (ver 2.25).

Veamos por último los conceptos equivalentes en SSet.

3.9 Definición. Un morfismo f : E → X en SSet es trivial si existe F ∈ SSet y un
isomorfismo X ×F

α−→ E tal que f ◦α coincide con la proyección X ×F → X. Llamamos
a F la fibra de f .

Decimos que f : E → X en SSet es localmente trivial con fibra F si, para cada
simplex σ : ∆[n] → X, la proyección del pull-back ∆[n] ×σ,f E sobre ∆[n] es trivial con
fibra F .

∆[n]× F

PULL

//

²²

E

f

²²
∆[n] σ

// X
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A partir de las definiciones 3.6 y 3.9 no es dif́ıcil ver que, al igual que en T op, un
morfismo p : E → X ∈ SSet es revestimiento sii es localmente trivial con fibra discreta.

Usaré el siguiente teorema, del cual se puede leer una demostración en ([G-Z], III, 4).

3.10 Teorema. El funtor | · | : SSet → Ke transforma morfismos localmente triviales con
fibra F en morfismos localmente triviales con fibra |F |.

En lo que sigue, C denota una categoŕıa pequeña. Probaremos que la categoŕıa de
revestimientos sobre BC es equivalente a la de funtores C → Set que invierten morfismos.
Luego concluiremos que π1(C,X) coincide con el grupo de automorfismos del objeto X en
el grupoide que se obtiene al invertir todas las flechas de C.

3.11 Definición. Sean C y D categoŕıas, F : C → D funtor. Decimos que F invierte
morfismos si F (ϕ) es isomorfismo para toda flecha ϕ ∈ C. Denotamos DC

i.m. a la subca-
tegoŕıa plena de DC formada por los funtores que invierten morfismos.

Sea E
p−→ BC un revestimiento del espacio clasificante de C. Viendo cada objeto

X como punto de BC, podemos asignarle el conjunto FE(X) = p−1(X). Toda flecha
ϕ : X → Y en C es un 1-śımplex en NC y por lo tanto da un camino X

ωϕ−−→ Y en BC.
Por las propiedades de levantamiento de caminos que tienen los revestimientos, ωϕ induce
una biyección FE(ϕ) entre las fibras p−1(X) y p−1(Y ) (tiene como inversa la función
inducida por el camino ωϕ(t) = ωϕ(1 − t)). FE definido de esta forma resulta un funtor
C → Set que invierte morfismos.

Rećıprocamente, dado F : C → Set funtor que invierte morfismos, consideremos la
categoŕıa CF de pares (X, x) con X ∈ C y x ∈ F (X), donde una flecha ϕ̃ : (X,x) → (Y, y)
es un morfismo ϕ : X → Y ∈ C tal que F (ϕ)(x) = y. Notar que CF es el diagrama de
F op : Cop → Set (ver 1.7).

Sea pr : CF → C la proyección (X, x) 7→ X.

3.12 Proposición. Npr : NCF → NC es un revestimiento de conjuntos simpliciales.

Demostración. Consideremos el diagrama conmutativo

∆[0] u //

i
²²

NCF

Npr

²²
∆[n] v // NC

Por Yoneda v es un n-śımplex de NC, es decir, v = (X0
f1−→ X1

f2−→ . . .
fn−→ Xn). Como

el diagrama conmuta, u = (Xi, xi) para algún xi. Para cada j, como F (fj) es biyectiva
existe xj ∈ F (Xj) tal que F (fj)(xj−1) = xj ó (F (fj))−1(xj−1) = xj . El elemento xi está
asociado entonces a una tira de xj ’s.
Definamos ṽ : ∆[n] → NCF como el morfismo inducido por el n-śımplex

(X0, x0)
f̃1−→ (X1, x1)

f̃2−→ . . .
f̃n−→ (Xn, xn)
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perteneciente a (NCF )n. ṽ es un levantado de v pues al satisfacer ṽ ◦ i = u, Npr ◦ ṽ = v
hace conmutar el diagrama

∆[0] u //

i
²²

NCF

Npr

²²
∆[n]

ṽ
;;x

x
x

x
x

v // NC

La unicidad ṽ sigue de la unicidad en la construcción de los xj .

NCF
Npr−−→ NC es un revestimiento de conjuntos simpliales, o lo que es lo mismo, un

morfismo localmente trivial con fibra discreta F . Por el teorema 3.10, BCF
Bpr−−→ BC

también es localmente trivial con fibra discreta |F | visto como morfismo en Ke. Como
|F | es un espacio discreto, es localmente compacto y, por lo observado en 3.8 tenemos que
BCF → BC es un revestimiento en T op.

Notemos con E a un revestimiento sobre BC y con F un funtor de C a Set que
invierte morfismos. Hemos descrito asignaciones E 7→ FE y F 7→ BCF . Probemos que
estas asignaciones son funtoriales:

Dado p : E → BC, p′ : E′ → BC en Revest BC, recordemos que un morfismo ϕ es
una función continua B → B′ tal que p′ ◦ϕ = p. La función ϕ induce una transformación
natural entre FE y FE′ . Dado X ∈ C,

ϕX : FE(X) → FE′(X)

p−1(X) → p′−1(X)
x 7→ ϕ(x)

la naturalidad sigue fácil.
Por otro lado, dada η : F → F ′ una transformación natural en SetCi.m., se tiene

CF
η̃−→ CF ′

(X, x) 7→ (X, ηX(x))

donde x ∈ F (X) y ηX(x) ∈ F ′(X). η̃ definido aśı es un funtor, luego induce un mor-
fismo entre los nervios que conmuta con pr, y por lo tanto induce un morfismo entre los
revestimientos BCF y BCF ′ .

Estos dos funtores, E 7→ FE y F 7→ BCF , son mutuamente inversos y dan una equi-
valencia entre las categoŕıas Revest BC y SetCi.m..

Que F → BCF → FBCF
= F se chequea fácilmente. Con la información algebraica de

F se construye un revestimiento del cual no es d́ıficil volver a extraer los datos de F .

Dado E
p−→ BC revestimiento, construimos BCFE

. Veamos ahora que E = BCFE
.

Sin perder generalidad, trabajando en cada componente de BC por separado, podemos
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suponer que BC es conexo. Siendo BC conexo y localmente arcoconexo, también resulta
arcoconexo. Tenemos

BCFE

p′

²²

E

p

²²
BC

id
BC

Para ver que los revestimientos coinciden, veamos que en el diagrama anterior la identidad
de BC se levanta para dar funciones continuas α : BCFE

→ E, β : E → BCFE
mutuamente

inversas. Para hallar α y β, por la proposición 3.5, no hay más que probar que dados X ∈ C
y x ∈ p−1(X), p∗(π1(E, x)) = p′∗(π1(BCFE

, (X, x))).
Sea X ∈ C, [ω] ∈ π1(C,X). Demostraré que [ω] está en la imagen de p∗ si y sólo si

está en la imagen de p′∗. Para ello, demostremos primero un resultado que nos permitirá
trabajar con lazos de π1(C, X) en una representación práctica.

3.13 Proposición. Sea X un CW-complejo, x0 una 0-celda en X y ω un lazo en x0.
Entonces existen eα1 , . . . , eαN 1-celdas tales que ω es homotópico como lazo a eα1∗· · ·∗eαN ,
donde consideramos cada 1-celda como un camino a partir de su función caracteŕıstica y
∗ es la concatenación usual de caminos.

Demostración. Tenemos ω : I = [0, 1] → X continua, ω(0) = ω(1) = x0. Notamos con [ω]
su clase homotópica en π1(X, x0). Es sabido que la inclusión del 1-esqueleto i : X1 ↪→ X
induce un epimorfismo de grupos i∗ : π1(X1, x) → π1(X, x) (ver [Sw], teorema 6.11).
Por lo tanto, existe ω′ lazo sobre x0 tal que su imagen está inclúıda en X1 y [ω] = [ω′].
Podemos trabajar entonces con X1 en lugar de X.

Sean {eα}α∈Λ las 1-celdas de X1 y {xj}j∈J las 0-celdas. Dada eα una 1-celda, eα es la
imagen de la función caracteŕıstica gα : D1 = [−1, 1] → X1. Definamos 0α = gα(0) ∈ eα.

Sabemos que X0 es discreto, pues es la unión disjunta de varias copias de D0. Con-
sideremos A = X1 \⋃

α{0α}. El subespacio A tiene una componente conexa Cxj por cada
0-celda xj de X1.

0_a

x

Cx0_d

0_b

0_c

Cada Cxj es un abierto en X1. Luego, {Cxj}j∪{e◦α}α es un cubrimiento por abiertos de
X1, y como ω′ es continua, {ω′−1(Cxj )}j ∪ {ω′−1(e◦α)}α es un cubrimiento por abiertos de
I. Al ser I compacto, por el lema del número de Lebesgue existe n ∈ N tal que ω′([ i−1

n , i
n ])

está inclúıdo en algún Cxj o en algún e◦α, i = 1, . . . , n. Llamemos ω′i al camino que define
ω′ en [ i−1

n , i
n ]. Claramente [ω′] = [ω′1] ∗ · · · ∗ [ω′n].

Para cada j, Cxj es contráctil (se contrae a xj). Además e◦α es homeomorfo al intervalo
real (−1, 1). Por lo tanto estos abiertos son simplemente conexos y el camino ω′i resulta
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homotópico a cualquier otro camino del abierto ω′′i con los mismos puntos inicial y final.
Elegimos ω′′i como un segmento o como un par de segmentos según el caso, y llamamos
ω′′ = ω′′1 ∗ · · · ∗ ω′′n. Tenemos que [ω′] = [ω′′] y por construcción resulta ω′′(t) una 0-celda
sólo para finitos valores de t ∈ [0, 1]. Sean 0 = t0, t1, . . . , tm−1, tm = 1 estos valores. Sea
ω′′i el camino que induce ω′′ en el intervalo [ti−1, ti]. Si ω′′(ti−1) = ω′′(ti) entonces ese
camino se puede suprimir. Si ω′′(ti−1) y ω′′(ti) son distintos, existe α tal que ω′′(t) ∈ e◦α
∀ t ∈ (ti−1, ti). ω′′i puede ser reemplazado por el camino gα o por su inverso.

En nuestro caso recordemos que ω es un lazo en el espacio clasificante BC sobre la
0-celda que induce el objeto X ∈ C. En virtud de lo probado en la proposición anterior,
ω se puede descomponer como producto de caminos de BC que provienen de morfismos
en C. Sea [ω] = [ω1 ∗ω2 ∗ · · · ∗ωn] donde ωi es una parametrización del 1-śımplex asociado
a fi ∈ Fl C.

Los morfismos fi no necesariamente son componibles, pero śı determinan una tira
X = X0, X1, X2, . . . , Xn = X de objetos de C, donde Xj y Xj+1 son en algún orden el
dominio y el codominio de fj .

Ejemplo. En el siguiente diagrama, los morfismos f1, f2, f3 y f4 inducen un lazo topológico
aunque no se pueden componer.

X3

f4

§§±±
±±
±±
±±
±±
±±
±±
± f3

((QQQQQQQQQQQQQQQ

X2

X X1
f1oo

f2

==||||||||

Consideremos a (X, x) como 0-celda de BCFE
. El camino ωj se levanta en forma única

y, por lo tanto, su levantado ω̃j es el camino que proviene del morfismo f̃j (recordar cómo
están definidas las flechas en CF ).

Pueden suceder dos cosas: Xj−1
fj−→ Xj ó Xj

fj−→ Xj−1.
En cualquier caso, como FE invierte morfismos f̃j da una biyección p−1(Xj−1) →

p−1(Xj), y notaremos directamente f̃j(xj−1) = xj .

el levantado de ω en BCFE
es un lazo ⇔ f̃n ◦ f̃n−1 ◦ · · · ◦ f̃1(x) = x (1)

Pero xj ∈ p−1(Xj) = FE(Xj) y f̃j(xj−1) = FE(fj)(xj−1). Como FE(fj) es la biyección
inducida por el levantado de ωj en E → BC,

f̃n ◦ f̃n−1 ◦ · · · ◦ f̃1(x) = x ⇔ fn ∗ fn−1 ∗ · · · ∗ f1 se levanta a un lazo en E (2)

De (1) y (2) concluimos que [ω] está en la imagen de p∗ si y sólo si está en la imagen
de p′∗. Luego p∗(π1(E, x)) = p′∗(π1(BCFE

, (X,x))) y por lo tanto existen α : BCFE
→ E

y β : E → BCFE
tales que p ◦ α = p′ y p′ ◦ β = p.

Por la unicidad de levantamiento en la proposición 3.5 tenemos que β ◦ α = idBCFE
y

que α ◦ β = idE .
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Hemos probado entonces que

Revest BC ∼= SetCi.m. .

Usaremos este resultado para describir π1(C, X) algebraicamente.

Sea G el grupoide que resulta de adjuntar a C todas las inversas formales de sus flechas
(con las notaciones de [G-Z], G = C[(Fl C)−1]). La inclusión canónica C ↪→ G induce
una equivalencia entre las categoŕıas

SetG ∼= SetCi.m.

Por último, notemos que dado X ∈ C ⊂ G, si llamamos GX al grupoide con un solo
objeto X y cuyos automorfismos son HomG(X,X), se tiene una equivalencia GX ↪→ G y
por lo tanto otra

SetG ∼= SetGX = GX − espacios

Componiendo todas las equivalencias que ya probamos, obtenemos que la categoŕıa de
revestimientos Revest BC del espacio clasificante de C es equivalente a la categoŕıa de
conjuntos dotados con una acción de GX (y morfismos de acciones). Esta equivalencia
asocia al revestimiento E

p−→ BC el subconjunto FE(X) = p−1(X) de E, junto con la acción
de GX , que resulta de escribir cada automorfismo de X en G como una yuxtaposición de
morfismos de C (no necesariamente componibles) y levantar los caminos que parametrizan
los 1-śımplex para obtener una biyección en la fibra.

Finalmente se tiene un isomorfismo canónico

π1(C, X) = GX

que resulta de observar un revestimiento universal. Todos los lazos dan, en ese caso, una
biyección distinta.

3.14 Observación. De la equivalencia de categoŕıas GX ↪→ G sigue que BGX y BG tienen
el mismo tipo homotópico. O sea, dado, G un grupoide conexo, su espacio clasificante es
un K(GX , 1), donde GX es el grupo de automorfismos de X en G.

Veamos algunos ejemplos de cómo calcular el grupo fundamental del espacio clasificante
de una categoŕıa usando este isomorfismo.

3.15 Ejemplos. Volvamos a los ejemplos (a), (b) y (c) que comentamos al iniciar esta
sección.

En el ejemplo (a), C es la categoŕıa que tiene dos objetos {a, b} y dos flechas {f, g} de
a a b.

a
f

&&

g

88b
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El espacio clasificante BC es, como ya vimos, S1. Adjuntamos las inversas formales
de f y de g obteniendo el grupoide G. El grupo de automorfismos de a en G es el grupo
generado por los morfismos g−1 ◦ f y f−1 ◦ g. Como éstos son mutuamente inversos,
concluimos que AutG(a) =< g−1 ◦ f > ∼= Z. Como era esperado, obtenemos
π1(C, a) = π1(S1, a) = Z.

En (b), C = n es la categoŕıa de n objetos totalmente ordenados. Si G es el grupoide
obtenido al invertir las flechas {(i − 1) → i}, i = 1, . . . , n, es claro que en G no hay
automorfismos no triviales. De aqúı se deduce que BC = ∆n es simplemente conexo mas
al ser ∆n un convexo en Rn+1, la simple conexión es evidente a priori.

Hasta ahora hemos corroborado la validez de la fórmula π1(C,X) = GX en dos casos
en los que conoćıamos π1(C, X) a priori. En cambio con el ejemplo (c), tenemos una
forma sencilla de calcular el grupo fundamental de S∞, sin recurrir a la teoŕıa homotópica
de CW-complejos (por ej. aproximación celular de funciones continuas).

a
f

&&b
f−1

ff

Como C es un grupoide, π1(C, a) = AutC(a) = {ida}. Aśı probamos que S∞ es
simplemente conexo. Más adelante veremos incluso que S∞ es contráctil.

El funtor C 7→ BC

Sabemos que el funtor espacio clasificante Cat
B−→ T op coincide con la composición | · | ◦N .

El funtor N preserva ĺımites porque admite adjunto a izquierda (ver [T], p. 306, ver
también [Min], [F-L]). Y en virtud de lo visto en 2.26, | · | preserva el producto X × Y
siempre que |X| ó |Y | sean localmente compactos. Por lo tanto, vale la siguiente

3.16 Proposición. Si BC o BD son localmente compactos, entonces

B(C ×D) = BC ×BD

Diremos que una categoŕıa C es contráctil si su espacio clasificante BC lo es. Diremos
que un funtor F : C → D es equivalencia homotópica si la función continua BF lo es.

Recordemos que 1 = {0 → 1}. su espacio clasificante es B1 = ∆1 = [0, 1], que es
localmente compacto y aśı, dada C categoŕıa pequeña,

B(C × 1) = BC × [0, 1]

Tener funtores F,G : C → D, y η : F ⇒ G transformación natural, equivale a tener
un funtor H = (F, G, η) : C × 1 → D tal que H ◦ i0 = F, H ◦ i1 = G con

i0 : C → C × 1 es la inclusión a altura 0 y

i1 : C → C × 1 es la inclusión a altura 1.
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En los objetos, H se define como H(X, 0) = F (X), H(X, 1) = G(X).
En las flechas, H(ϕ, id0) = F (ϕ), H(ψ, id1) = G(ψ) y H(idX , 0 → 1) = ηX .

Concluimos pues que BH : BC × [0, 1] → BD es una homotoṕıa entre BF y BG. Se
tiene entonces el siguiente

3.17 Corolario. B manda transformaciones naturales en homotoṕıas.

Si bien las homotoṕıas determinan una relación de equivalencia y son fácilmente
inversibles, las transformaciones naturales son dirigidas. La correspondencia funciona
porque a nivel geométrico se pierden las direcciones.

Veamos una consecuencia inmediata de este hecho:

3.18 Proposición. Sean C
F //D
G

oo , con F a G. Entonces F y G son equivalencias

homotópicas mutuamente inversas.

Demostración. Basta con observar que la adjunción viene dada por transformaciones
naturales η : idC ⇒ GF , ε : FG ⇒ idD que inducen homotoṕıas idBC ' BG ◦ BF ,
BF ◦BG ' idBD.

3.19 Corolario. Si C tiene objeto inicial o final, entonces C es contráctil.

Demostración. Siendo 0 la categoŕıa con un solo objeto ∗ y una sola flecha id∗, si C tiene
objeto inicial X0 entonces el funtor canónico C → 0 admite adjunto a izquierda

0 i−→ C

∗ 7→ X0

luego, BC tiene el mismo tipo homotópico que B0 = ∆0 = singleton ∈ T op.
Si en cambio C tiene objeto final, C → 0 admite adjunto a derecha.

La categoŕıa a &&bff tiene objeto final a, por lo tanto queda probado que S∞ contráctil,
como prometimos en 3.15. No obstante, la utilidad de este corolario va mucho más allá
de esta aplicación, como veremos en las secciones posteriores.

En la proposición 1.3 se probó que dado I → Cat sistema filtrante, siempre existe
C = colim

I
Ci. De su construcción resulta Obj C = colim

I
Obj Ci, Fl C = colim

I
Fl Ci y

más en general NC = colim
I

NCi.

Consideremos {Xi}i∈I una familia tal que Xi es un objeto de Ci, y si i
φ−→ j en I,

Fφ(Xi) = Xj con Fφ el funtor inducido por φ, Ci
Fφ−−→ Cj . Se tiene un nuevo sistema

filtrante {πn(Ci, Xi)}i∈I , en Gr para n = 1 y en Ab para n > 1.

3.20 Proposición. Si X es la imagen común de los Xi en C, entonces

colim
I

πn(Ci, Xi) = πn(C,X)
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Demostración. Sea Ci
λi−→ C la inclusión en el coĺımite. Un elemento de πn(Ci, Xi) es la

clase homotópica [σ] de una función σ : Sn → BCi. Vemos a [σ] en πn(C,X) mediante
(Bλi)∗.
Aśı mismo, si [τ ] ∈ πn(C,X), τ : Sn → BC, τ(Sn) es un compacto en el CW-complejo
BC, por lo tanto interseca sólo finitas celdas. Luego τ(Sn) está incluido en la realización
geométrica del subconjunto simplicial de NC generado por los śımplices {α1, . . . , αN}
correspondientes a las celdas que intersecan a τ(Sn).

Como NC = colim
I

NCi, cada αk está en algún Cik . Como I es filtrante, podemos

tomar un mismo ı́ndice j = ik para todo k. Luego {α1, . . . , αN} ∈ NCj y τ se levanta a
una función Sn → BCj para dar un elemento de πn(Cj , Xj).

Como las homotoṕıas se levantan de igual modo (Sn × [0, 1] también es compacto!),
conclúımos que dos levantados de [τ ] se igualan en algún j′ suficientemente grande.

A partir de estas observaciones es fácil ver que ({(λi)∗}, πn(C, X)) es cono universal.
Dado ({fi}, G) otro cono del sistema, f : πn(C, X) → G se define en [τ ] como fi([̃τ ]),
donde [̃τ ] es un levantado de [τ ] en πn(Ci, Xi). La buena definición, el hecho de que f sea
morfismo de grupos factorizando los fi y la unicidad de f siguen de lo anterior.

Como aplicación de la proposición anterior Quillen menciona en [Q] el siguiente coro-
lario.

3.21 Corolario. Si I
F−→ Cat satisface además que ∀ i

φ−→ j, Ci
Fφ−−→ Cj es equivalencia

homotópica, entonces Ci
λi−→ C es equivalencia homotópica para todo i.

Demostración. Como Ci
Fφ−−→ Cj es una equivalencia homotópica, el morfismo inducido

πn(Ci, Xi) → πn(Cj , Xj) es un isomorfismo de grupos si n = 1 o de grupos abelianos si

n > 2. Luego πn(Ci, Xi)
(λi)∗−−−→ πn(C, X) también lo es y al valer ésto para todo n, se tiene

que λi es una equivalencia débil entre CW-complejos.
Por el Teorema de Whitehead (ver, por ejemplo, [Sw]) λi resulta equivalencia homotópica.

Vale la pena advertir que dado I
F−→ Cat un sistema filtrante en Cat, no necesariamente

podremos elegir una familia {Xi}i∈I con Xi objeto de Ci, de forma coherente con los

morfismos del sistema (i.e. si i
φ−→ j en I, Fφ(Xi) = Xj). La existencia de una familia tal

es, por lo tanto, una hipótesis significativa.

Para lo que sigue, necesitamos la siguiente definición.

3.22 Definición. Dado un funtor F : C → D, Y ∈ Obj D, se define Y/F como la
categoŕıa cuyos objetos son los pares (X, v) con X ∈ Obj C y Y

v−→ F (X).
Un morfismo (X, v) u−→ (X ′, v′) en Y/F es una flecha X

u−→ X ′ ∈ C tal que F (u) ◦ v = v′.

Y
v

||yyyyyyyy
v′

""EE
EE

EE
EE

E

F (X)
F (u)

// F (X ′)
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De forma análoga se define F/Y con objetos (X, v) donde ahora v : F (X) → Y y con
morfismos (X, v) u−→ (X ′, v′) con u : X ′ → X tal que v ◦ F (u) = v′

Para F = idC : C → C notamos Y/C en lugar de Y/F . Observemos que Y/C tiene
objeto inicial (Y, idY ).

Si I es una categoŕıa filtrante, consideremos el sistema

I → Cat

i 7→ I/i

f 7→ f∗

No es dif́ıcil ver que I = colim
I

I/i. Porque I/i tiene objeto final es contráctil, y en virtud

de 3.21 obtenemos el siguiente resultado.

3.23 Proposición. Toda categoŕıa filtrante es contráctil.

Teorema A de Quillen

A continuación enunciaré y daré una demostración del Teorema A de Quillen, que brinda
condiciones suficientes para que un funtor sea equivalencia homotópica. Para su de-
mostración haré uso de los siguientes hechos elementales sobre conjuntos bisimpliciales.

3.24 Definición. Un conjunto bisimplicial es un funtor T ,

∆op ×∆op T−→ Set

(m,n) 7→ Tm×n

Observemos que si T es un conjunto bisimplicial, para cada m se tiene el conjunto
simplicial Tm×− : ∆op → Set que asigna a cada n el conjunto Tm×n.

∆op
m×id //

Tm×− %%LLLLLLLLLL ∆op ×∆op

T
²²

Set

Ahora bien, si m
f−→ n en ∆, f induce un morfismo simplicial Tn×−

f̃−→ Tm×− de forma
canónica: dado k ∈ ∆, x ∈ Tn×−(k) = Tn×k, se define

f̃(x) = T (f × idk)(x) ∈ Tm×k = Tm×−(k)

por lo tanto esta asignacion ∆op → SSet, n 7→ Tn×− es funtorial. Componiendo con la
realización geométrica, tenemos el espacio simplicial

∆op → T op, n 7→ |Tn×−|
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Al momento de asignarle un espacio a T , bien se podŕıa pensar en |n 7→ |Tn×−||.
Pero esta construcción puede hacerse en orden inverso, teniendo que reparar entonces en
|n 7→ |T−×n||. A partir de T se tiene además el conjunto simplicial diagonal T ◦ diag,

∆op diag−−→ ∆op ×∆op T−→ Set

Tenemos entonces un tercer espacio asociado a T , |T ◦ diag| = |n 7→ Tn×n|.
No obstante, la siguiente proposición nos asegura que estas tres construcciones son

equivalentes.

3.25 Proposición. Dado T conjunto bisimplicial, se tienen isomorfismos naturales

|n 7→ Tn×n| = |n 7→ |Tn×−|| = |n 7→ |T−×n||

Demostración. Observemos en principio que las tres construcciones preservan coĺımites.
Este hecho sigue de que | · | tiene adjunto a derecha, ya sea visto como funtor desde Set∆

op

o desde T op∆op
.

Tenemos T ∈ Set∆
op×∆op

= Set(∆×∆)op
. Por Yoneda, llamando hrs al funtor represen-

tado por el objeto (r, s) ∈ ∆ ×∆, resulta T = colim
ΓT

hrs. Por lo tanto, si probamos que

|n 7→ hrs
n×n| = |n 7→ |hrs

n×−|| = |n 7→ |hrs−×n|| la proposición queda demostrada para todo
T .

Observemos que

hrs(n,k) = Hom∆×∆((n,k), (r, s)) = [n, r]× [k, s]

En SSet tenemos las siguientes igualdades de conjuntos simpliciales:

1) {n 7→ hrs
n×n} = {n 7→ [n, r]× [n, s]} = ∆[r]×∆[s].

2) hrs
n×− = {k 7→ [n, r]× [k, s]} = {k 7→ [n, r]} ×∆[s].

Como los śımplices topológicos son localmente compactos, estos productos son respeta-
dos por el funtor realización geométrica y se tiene entonces

1) |n 7→ hrs
n×n| = |∆[r]| × |∆[s]| = ∆r ×∆s, y

2) |hrs
n×−| = |{k 7→ [n, r]}| × |∆[s]| = [n, r]×∆s, con [n, r] espacio discreto.

Luego, a partir de 2) sigue que

|n 7→ |hrs
n×−|| = |n 7→ [n, r]×∆s| =

∐
n

([n, r]×∆s)×∆n / ∼ = ∆r ×∆s

Procediendo similarmente para la doble realización en el otro orden queda demostrada la
proposición para los conjuntos bisimpliciales representables T = hrs. Como mencionamos
antes, ésto alcanza para que la igualdad se mantenga válida para todo T .

Pasemos entonces al teorema antes mencionado:
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3.26 Teorema A de Quillen. Sean dadas categoŕıas C y D y un funtor F : C → D.
Si Y/F es contráctil para todo objeto Y ∈ D entonces F es una equivalencia homotópica.

Este teorema admite una versión dual en virtud de 3.3:

Si F/Y es contráctil ∀ Y ∈ D entonces F es eqivalencia homotópica.

La equivalencia entre ambos enunciados resulta de observar que F : C → D y
F op : Cop → Dop inducen en los espacios clasificantes la misma funcion celular (v́ıa la
identificacion 3.3).

3.27 Observación importante. Veamos que consecuencias tiene este teorema en el
contexto de los complejos simpliciales.

Un morfismo entre complejos f : K → L induce una función continua entre los
poliedros |f | : |K| → |L|. Sabemos que |f | = |sd(f)| = Bf̃ donde f̃ : IK → IL ∈ PoSet,
es la función entre los śımplices de K y L ordenados por la inclusión ⊂.

Por el Teorema A, el morfismo Bf̃ es equivalencia homotópica si f̃/σ es contráctil para
todo σ ∈ IL.

f̃/σ = {(α, φ) / α ∈ IK , f̃α
φ−→ σ ∈ IL}

Como las únicas flechas en IL son las inclusiones,

f̃/σ = {α / α es simplex de K, f(α) ⊂ σ}
= If−1(σ)

De donde B(f̃/σ) = B(If−1(σ)) es la subdivisión del subcomplejo pleno de K sobre el
conjunto f−1(σ). Por lo tanto, el teorema A nos dice que f es equivalencia homotópica si
la preimagen de cada śımplex de |L| es contráctil.

Es interesante notar como, a partir de la información de las fibras, se obtiene infor-
mación global.

Con las propiedades antes mencionadas sobre conjuntos bisimpliciales paso a demostrar
el teorema A:

Demostración de 3.26. Sea F : C → D tal que Y/F es contráctil para todo Y ∈ D.
Consideremos T : ∆op ×∆op → Set donde un elemento de Tm×n es un par de diagramas

(Ym → · · · → Y1 → Y0 → FX0, X0 → X1 → · · · → Xn)

y donde las caras y degeneraciones consisten en quitar o repetir el objeto indicado.

Sea S(F ) la categoŕıa definida por:

Obj = {(X, Y, v) / X ∈ C, Y ∈ D y Y
v−→ FX},

Fl = {(X, Y, v)
(φ,ψ)−−−→ (X ′, Y ′, v′) / Y ′ φ−→ Y, X

ψ−→ X ′ y Fψ ◦ v ◦ φ = v′}.
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Las proyecciones desde S(F ) en la primera y segunda coordenada son funtoriales. Se
tiene aśı C

p1←− S(F )
p2−→ Dop.

Observemos que el nervio NS(F ) coincide con {n 7→ Tn×n}, el conjunto simplicial
diagonal de T , bajo la identificación

Y0

²²

Y1

²²

. . . Yn

²²
FX0 FX1 . . . FXn

(φ1,ψ1)// (φ2,ψ2) // (φn,ψn)// =
Y0

v0

²²

Y1
φ1oo . . .φ2oo Yn

φnoo

FX0
Fψ1 // FX1

Fψ2 // . . . Fψn // FXn

por lo tanto |T | = |n 7→ Tn×n| = BS(F ).
De aqúı que Bp1 sea la realización geométrica del morfismo T

π2−→ NC.

Se puede ver T
π2−→ NC como morfismo entre conjuntos bisimpliciales, tomando

NCm×n = NCn para cada m, y considerando las caras y degeneraciones en la dirección m
iguales a la identidad. Este morfismo, al realizar respecto a la primer coordenada, induce
otro de espacios simpliciales {n 7→ |T−×n|} λ−→ {n 7→ NCn}.

Como
|T−×n| =

∐

X0→···→Xn

B(D/FX0)op

y como cada B(D/FX0)op tiene objeto final y por lo tanto es contráctil, concluimos que
∐

X0→···→Xn

B(D/FX0)op λn−→
∐

X0→···→Xn

singleton = NCn

es una equivalencia homotópica para cada n.
Sigue de un resultado de May y Tornehave ([Ma2]. Ver también [Se2], ap. A y nuestra

nota 2.20) que |λ| es equivalencia homotópica, y por lo tanto p1 lo es.
Notemos que p1 siempre resulta equivalencia homotópica. Usando la hipótesis de que

Y/F es contráctil para todo objeto Y ∈ D, probaremos que p2 también es equivalencia
homotópica.

De forma similar a lo hecho con p1, se tiene un morfismo de espacios bisimpliciales
T

π1−→ NDop dejando constante NDop respecto a la coordenada n, cuya realización es
Bp2. Realizando respecto de la segunda coordenada, obtenemos el morfismo de espacios
simpliciales

∐

Y0←···←Ym

B(Y0/F ) λm−−→
∐

Y0←···←Ym

singleton = (NDop)m

que es una equivalencia homotópica para cada m, pues las categoŕıas Y/F son contráctiles
por hipótesis. Sigue que p2 es equivalencia homotópica.

Las flechas horizontales del siguiente diagrama conmutativo son equivalencias ho-
motópicas

Dop S(F )
p2oo p1 //

F ′
²²

C

F

²²
Dop S(idD)

p′2oo
p′1 // D
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donde F ′(X, Y, v) = (FX, Y, v). Que p1, p2 y p′1 lo son ya lo hemos probado. El funtor
p′2 también es equivalencia homotópica pues, como obsevamos en 3.22, Y/idD = Y/D tiene
objeto inicial (Y, idY ) y por lo tanto es contráctil y seguimos en las condiciones del análisis
anterior.

Como p2 = F ′ ◦ p′2, BF ′ también tiene inversa homotópica y F ′ es equivalencia. Por
último, basta notar que p′1 ◦ F ′ = F ◦ p1 y del mismo modo resulta F equivalencia, lo que
termina la demostración.

Fibraciones y el teorema A

En el SGA 1, Alexander Grothendieck da una definición para fibraciones y cofibraciones
entre categoŕıas. Una pre-fibración F : C → D satisface que, dado Y ∈ D, la inclusión
F−1(Y ) ↪→ Y/F admite un adjunto a derecha. Dualmente, si F : C → D es un pre-
cofibración entonces los funtores F−1(Y ) ↪→ F/Y tienen adjunto a izquierda. La existencia
de funtores adjuntos entre categoŕıas da una equivalencia homotópica entre los espacios
clasificantes (3.18). En estos casos es, por lo tanto, mayor el alcance del teorema A de
Quillen, pues la hipótesis F−1(Y ) contráctil ∀ Y ∈ D ya asegura que F sea una equivalencia
homotópica.

Pasemos entonces a definir estos conceptos. Sea C
F−→ D un funtor. Dado S ∈ D,

notamos con F−1(S) la fibra sobre S, i.e., la categoŕıa formada por los objetos cuya
imagen común es S y las flechas cuya imagen es idS .

3.28 Definición. Decimos que X
f−→ Y es cartesiana si X ∈ F−1(S), Y ∈ F−1(T ),

F (f) = φ : S → T y cumple que, para todo X ′ ∈ F−1(S), X ′ g−→ Y tal que F (g) = φ,

existe una única g̃ ∈ F−1(S), X ′ g̃−→ X tal que f ◦ g̃ = g.

X ′
g

ÃÃA
AA

AA
AA

A

∃! g̃

²²Â
Â
Â

X
f // Y

S
φ // T

En general, una composición de flechas cartesianas no tiene por qué serlo. En tal
sentido, se tiene la siguiente definición.

3.29 Definición. El funtor C
F−→ D es una fibración si cumple estas condiciones.

i) Dada una flecha S
φ−→ T y un objeto Y ∈ F−1(T ), existen X ∈ F−1(S) y X

f−→ Y
tal que F (f) = φ y f es cartesiana.

ii) Morfismos cartesianos componen.
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Si F satisface sólo i) recibe el nombre de pre-fibración.

3.30 Ejemplo. Sea D una categoŕıa con pull-backs. Sea C la categoŕıa cuyos objetos

son las flechas de D, y donde un morfismo (X
g−→ Y ) → (X ′ g′−→ Y ′) es un par (η1, η2) de

flechas de D tal que η2 ◦ g = g′ ◦ η1. Sea F : C → D el funtor que a cada flecha le da su
codominio. Entonces F es una fibración, donde la flecha cartesiana sobre φ con codominio
g está dada por el pull-back entre φ y g.

P

PULL

//

²²

X

g

²²
S

φ // T

Consideremos una pre-fibración F : C → D y S un objeto de D. Si Y es un objeto
de C y φ : S → T = F (Y ) una flecha en D, la existencia de un morfismo cartesiano
f : X → Y sobre cada flecha S → T de D nos permite relacionar al par (Y, φ) ∈ S/F con
el objeto X ∈ F−1(S). Notaremos X = X(Y, φ) y f = f(Y, φ).

La elección de f (y por lo tanto la de X) es arbitraria para cada Y . No obstante, vale
lo siguiente.

3.31 Proposición. Elijamos para cada Y una f como antes. La asignación (Y, φ) 7→ X
no sólo resulta funtorial, si no que, además, el funtor inducido es adjunto a derecha de la
inclusión X ∈ F−1(S) 7→ (X, idS) ∈ S/F .

Demostración. Sean (Y, φ), (Y ′, φ′) objetos de S/F y sean X = X(Y, φ) y X ′ = X(Y ′, φ′)
sus imágenes. Una flecha h : (Y, φ) → (Y ′, φ′) ∈ S/F es un morfismo h : Y → Y ′ de C
tal que F (h) ◦ φ = φ′. Debemos asociar a h otra flecha g : X → X ′ ∈ F−1(S) respetando
composiciones e identidades.

Si f = f(Y, φ) y f ′ = f(Y ′, φ′), se tiene el siguiente diagrama.

X
f //

∃! g
²²Â
Â
Â Y

h

ÃÃA
AA

AA
AA

X ′ f ′ // Y ′

S
φ //

φ′

66T
F (h) // T ′

Como f ′ es cartesiana, existe una única g = h̃ ◦ f : X → X ′ en F−1(S) tal que f ′◦g = h◦f .

(i) Si Y = Y ′ y h = idY , entonces idX hace conmutar el diagrama anterior y, por
unicidad de g, resulta g = idy. Luego se respetan las identidades.

(ii) Si h1 : (Y, φ) → (Y ′, φ′) y h2 : (Y ′, φ′) → (Y ′′, φ′′) son flechas en S/F , tenemos el
diagrama
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X
f //

∃! g1

²²Â
Â
Â Y

h1

ÃÃA
AA

AA
AA

X ′ f ′ //

∃! g2

²²Â
Â
Â Y ′

h2

!!B
BB

BB
BB

B

X ′′ f ′′ // Y ′′

S
φ //

φ′
33

φ′′

44T
F (h1) // T ′

F (h2) // T ′′

Como f ′′ es cartesiana y f ′′◦(g2◦g1) = h2◦h1◦f , concluimos que nuestra asignación
también respeta composiciones y por lo tanto es funtorial.

Resta probar que {X 7→ (X, idS)} a {(Y, φ) 7→ X(Y, φ)}. Pero esto es inmediato: la
función natural

HomF−1(S)(X, X(Y, φ))
f∗−→ HomS/F ((X, idS), (Y, φ))

u 7→ f ◦ u

es una biyección por propiedad universal del morfismo cartesiano f = f(Y, φ).

Denotando con φ∗(Y ) a X(Y, φ), tenemos para cada morfismo φ : S → T un funtor
φ∗ : F−1(T ) → F−1(S), determinado salvo isomorfismos canónicos, y llamado cambio de
base respecto a φ. Es inmediato que F es una fibración si y sólo si para cada par de
flechas componibles φ, φ′ en D,

φ∗ ◦ φ′∗ → (φ′ ◦ φ)∗

es un isomorfismo de funtores.

Definiciones duales se tienen para cofibraciones y pre-cofibraciones, obteniéndose un
adjunto ahora para la inclusión F−1(S) ↪→ F/S.

En virtud de lo probado anteriormente, tenemos la siguiente extensión del teorema A
de Quillen.

3.32 Teorema. Sea F : C → D una pre-fibración o una pre-cofibración. Si F−1(S) es
contráctil para todo objeto S de D, entonces F es una equivalencia homotópica.

Demostración. Sea F una pre-fibración. Según lo comentado al iniciar la sección, basta con
observar que la adjunción probada antes implica que B(S/F ) es equivalente homotópico
a B(F−1(S)), y aplicar el teorema A.

Si F una pre-cofibración, la demostración es análoga.
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Como ejemplo, Quillen propone en [Q] el siguiente.

3.33 Ejemplo. Sea S(C) la categoŕıa cuyos objetos son las flechas de C y los morfismos
están dados por

HomS(C)(X
u−→ Y,X ′ u′−→ Y ′) = {(v, w) / v : X ′ → X, w : Y → Y ′ y u′ = wuv}.

Tomar dominio y codominio induce funtores ∂1 : S(C) → Cop, ∂0 : S(C) → C res-
pectivamente. Es fácil ver que ambos son cofibraciones. Las categoŕıas ∂−1

1 (X) = X/C y
∂−1

0 (Y ) = (C/Y )op tienen objeto inicial, luego son contráctiles (ver 3.19) y por lo tanto ∂0

y ∂1 son equivalencias homotópicas entre las categoŕıas. Componiendo estas equivalencias
se obtiene una representación via funtores de la equivalencia homotópica entre C y Cop,
mencionada en 3.3.

Esta extensión del teorema A de Quillen se ve favorecida por la abundante existencia
de fibraciones.

Como mencionamos antes, dada una pre-fibración F : C → D, cada flecha S → T

induce el funtor de cambio de base entre las fibras F−1(T )
φ∗−→ F−1(S). Además, si F es

fibración, componer dos cambios de base es el cambio de base de la composición, por lo
que

F : Dop → Cat

S 7→ F−1(S)
φ 7→ φ∗

es un funtor contravariante entre D y Cat.

Y viceversa: Dado un funtor F : Dop → Cat, construimos una categoŕıa C y una
fibración F : C → D. Definamos

Obj C = {(S, X) / S ∈ Obj D, X ∈ Obj F−1(S)}, y

Fl C = {(S, X)
(φ,g)−−−→ (T, Y ) / φ : S → T y g : X → F(φ)(Y )}.

Sea F : C → D dado por F (S,X) = S y F (φ, g) = φ. Cada flecha

(S,F(φ)(Y ))
(φ,id)−−−→ (T, Y )

es cartesiana pues, si (φ, g) es otra flecha sobre φ, (idS , g) es el único morfismo en la fibra
de S que hace conmutar el diagrama.

(S,X)
(φ,g)

&&NNNNNNNNNNN

(idS ,g)
²²Â
Â
Â

(S,F(φ)(Y ))
(φ,id)

// (T, Y )

S
φ // T
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Luego F es una pre-fibración. Como además los cambios de base componen trivial-
mente, F es fibración.

Estas construcciones son mutuamente inversas, dando lugar al siguiente resultado.

3.34 Proposición. Dada D ∈ Cat, existe una correspondencia natural entre fibraciones
F : C → D y funtores F : Dop → Cat.

En el caso particular en que F : Dop → Set, se puede ver F(S) como una categoŕıa
discreta para cada S ∈ D. Esta construcción da entonces el diagrama ΓF del funtor
F , introducido en 1.7. La proyección en la primera coordenada ΓF → D recibe recibe
entonces el nombre de fibración discreta de F .

Observemos que en el ejemplo 3.33, Quillen está considerando la fibración discreta
sobre el funtor Hom : (C × Cop)op → Set.
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4 Espacios asociados a un cubrimiento

4.1 Definición. Dado un conjunto X y una colección U = {Ui}i∈I de subconjuntos de X
que satisfacen

⋃
i∈I Ui = X, se definen los siguientes complejos simpliciales.

• NU es el nervio del cubrimiento U . Sus vértices son los subconjuntos Ui, es decir,
VNU = U . Los śımplices se definen como sigue.

{Ui1 , . . . , Uin} es n-śımplex ⇔
n⋂

j=1

Uij 6= ∅, i.e. ∃ x ∈ X / x ∈
n⋂

j=1

Uij

Por ejemplo, si X = S1 y U está dado como en el dibujo, NU = ∂∆[2] que “casual-
mente” tiene el mismo tipo homotópico.
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• V U es el complejo de Vietoris asociado a U . El conjunto de vértices de V U
coincide con X, y dado {x1, . . . , xn} ⊂ X,

{x1, . . . , xn} es n-śımplex ⇔ ∃ U ∈ U / {x1, . . . , xn} ⊂ U

• A FU lo llamaré complejo de banderas de U . Tiene como vértices los elementos
de U y sus n-śımplices {U0 ⊂ · · · ⊂ Un} son los subconjuntos totalmente ordenados
(o banderas) de longitud n + 1 inclúıdas en (U ,⊂).

A partir de estas definiciones podemos asignarle al par (X,U) tres espacios topológicos,
tomando la realización geométrica de alguno de los complejos anteriores. Sin embargo,
como veremos a continuación, los espacios |NU| y |V U| siempre tienen el mismo tipo
homotópico, y bajo ciertas condiciones |FU| será homotópico a cualquiera de los dos ante-
riores. Con todo, las propiedades topológicas de estos espacios nos dan información sobre
la estructura del cubrimiento U . En esta sección estudiaré las propiedades elementales
de estos complejos, basándome en lo publicado por Herbert Abels y Stephan Holz en
([A-H],I), y exponiendo demostraciones alternativas a las que alĺı aparecen.

Pasemos entonces a enunciar el primero de estos resultados. Para su demostración
usaré el Teorema A de Quillen (3.26) tratado en la sección anterior.
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4.2 Teorema. Dado X un conjunto y U un cubrimiento, si U satisface que

∀ U, V ∈ U , U ∩ V 6= ∅ ⇒ U ∩ V ∈ U

entonces existe una equivalencia homotópica natural |NU| ∼= |FU|.
Observemos que en general |NU| no es homotópico a |FU|. Por ejemplo, consideremos

el caso en que U = {U, V } con X = U ∪ V y U ∩ V distinto de U , de V y de ∅. La
realización geométrica del nervio es el 1-śımplex, pero en cambio |FU| consta de 2 puntos
aislados al no haber en U banderas no triviales.

u

v

{u,v}

u

v

FUNU

Demostración. Sea INU el poset de los śımplices de NU ordenados por la inclusión. La
función f : INU → U definida por f(τ) = Uτ =

⋂
i∈τ Ui invierte el orden pues, cuanto más

grande es τ , más subconjuntos de X intersecamos al aplicar f . Podemos ver entonces a f
como un funtor INU → Uop.

Dado U ∈ Uop, f/U = {τ ∈ NU / Uτ ⊃ U} es un conjunto dirigido. Por lo tanto
induce una categoŕıa filtrante y resulta contráctil por 3.23. Luego, por el teorema A,

Bf : BINU → B(Uop,⊂)

es una equivalencia homotópica. Como BINU ∼= |NU| y N(Uop,⊂) = F̃U ( ver 3.2), queda
probado el teorema.

Compararemos ahora el complejo de Vietoris con el nervio de un cubrimiento. En este
sentido, es válido el siguiente teorema.

4.3 Teorema. Dado X un conjunto y U un cubrimiento, existe una equivalencia ho-
motópica

|NU| ∼= |V U|
Este teorema es consecuencia de un enunciado más general, que se aplica a partir de

la dualidad que existe entre ambas construcciones: mientras NU tiene como śımplices
aquellos conjuntos {U1, . . . , Un} para los que existe x ∈ X con x ∈ Ui ∀ i, los śımplices de
V U son del tipo {x1, . . . , xn} tal que xi ∈ U ∀ i para un U ∈ U .

En general, dados X e Y dos conjuntos y R una relación entre ellos (R ⊂ X × Y ),
escribamos xRy si el par (x, y) está en R.

4.4 Definición. Definimos dos complejos simpliciales asociados a R como sigue.
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(a) K = KR tiene por vértices al conjunto X, y {x0, . . . , xp} ⊂ X es p-śımplex sii
∃ y ∈ Y / xiRy ∀ i.

(b) L = LR tiene por vértices al conjunto Y , y {y0, . . . , yq} ⊂ Y es q-śımplex sii
∃ x ∈ X / xRyi ∀ i.

4.5 Teorema. Existe una equivalencia homotópica natural |K| ∼= |L|.
En particular, cuando Y = U y (xRU ⇔ x ∈ U), resulta K = V U , L = NU . Este

resultado se prueba en [B-B-M-P] usando la noción de morfismos simpliciales contiguos.
Propongo aqúı otra demostración.

Demostración. Llamemos T al conjunto

T = {(α, β) / α ⊂ X, β ⊂ Y, α, β finitos y xRy ∀ x ∈ α, y ∈ β}

Definamos en T el orden (α, β) 6 (α′, β′) si α ⊂ α′ y β ⊂ β′. Siendo IK e IL los
śımplices de K y L respectivamente ordenados por la inclusión, las proyecciones T

p1−→ IK ,
T

p2−→ IL preservan el orden.
Pensamos p1 y p2 como funtores entre las categoŕıas inducidas por estos posets. Si ve-

mos que son equivalencias homotópicas, resultarán BIK y BIL del mismo tipo homotópico
y por 3.2 quedaŕıa probado el teorema.

Para ver que p1 es una equivalencia homotópica usemos el teorema A. Dado σ ∈ IK ,
σ es un śımplex de K y

σ/p1 = {(α, β) / σ ⊂ α}
Para ver que esta categoŕıa es contráctil usamos de nuevo el teorema A, esta vez con
p2 : σ/p1 → {β / (σ, β) ∈ T}. Dado τ ∈ {β / (σ, β) ∈ T},

τ/p2 = {(α, β) ∈ T / σ ⊂ α, τ ⊂ β}
= {(α, β) ∈ T / (σ, τ) 6 (α, β)}

Vale que τ/p2 es contráctil pues tiene objeto inicial (σ, τ), por lo que σ/p1 es equivalente
homotópico a {β / (σ, β) ∈ T}.

Dados (σ, β), (σ, β′) en T , por definición resulta xRy ∀x ∈ σ, y ∈ β y xRy ∀x ∈ σ,
y ∈ β′. Por lo tanto (σ, β ∪ β′) ∈ T y {β / (σ, β) ∈ T} es dirigido, luego contráctil.

Finalmente, σ/p1 también es contráctil para todo σ ∈ IK y por el teorema A p1 es
equivalencia homotópica.

De la misma forma se prueba que p2 es equivalencia homotópica y se concluye que

|K| = BIK
∼= BT ∼= BIL = |L|

Sean dados X un conjunto, U un cubrimiento y B un refinamiento de éste.
Si U = {Ui | i ∈ I} y B = {Vj | j ∈ J}, existe una función ρ : J → I tal que Vj ⊂ Uρ(j).

49



Construimos TU como en la demostración de 4.5. Las equivalencias homotópicas
TU → NU y TU → V U son naturales respecto a ρ.

Se tienen una inclusión canónica V B ↪→ V U y un morfismo entre complejos simpliciales
inducido por ρ, NB φ−→ NU , dado por φ(Vj) = Uρ(j).

Del diagrama

V BÄ _

²²

TBp2oo p1 // NB
φ

²²
V U TUp′2oo

p′1 // NU
sigue que φ no depende de ρ salvo equivalencias homotópicas.

Cada vez que tenemos un conjunto X y un cubrimiento U , podemos cerrar U por
intersecciones finitas no vaćıas, obteniendo un nuevo cubrimiento Ũ . Según lo anterior. la
inclusión V Ũ ↪→ V U es en este caso una igualdad, Ũ es un refinamiento de U y la función
ρ se puede elegir de forma tal que sea una retracción para la inclusión U ⊂ Ũ
(basta tomar ρ′ cualquiera y definir ρ(V ) =

{
ρ′(V ) si V /∈ U
V si V ∈ U ).

Por lo tanto NU es un retracto de N Ũ y la inclusión

NU ↪→ N Ũ
es una equivalencia homotópica ya que φ : N Ũ → NU lo es. Si recordamos que
|F Ũ | ∼= |N Ũ |, tenemos

4.6 Proposición. El nervio de un cubrimiento U es equivalente homotópico al complejo
de banderas de su cerramiento Ũ .

En [A-H] se definen también algunos conjuntos simpliciales asociados a un cubrimiento
U de X, de forma similar a lo hecho con los complejos NU , V U y FU .

4.7 Definición.

• N simpU es el conjunto simplicial cuyos k-śımplices son las tiras (U0, . . . , Uk) de ele-
mentos de U tales que U0 ∩ · · · ∩ Uk 6= ∅ con las caras y degeneraciones usuales (di

quita el elemento i y sj repite el j).

• V simpU es el conjunto simplicial cuyos k-śımplices son las tiras (x0, . . . , xk) de ele-
mentos de X tales que existe U ∈ U con xj ∈ U ∀ j.

• El conjunto simplicial F simpU tiene como k-śımplices los subconjuntos totalmente
ordenados (o banderas) de longitud k inclúıdas en (U ,⊂). O sea, F simpU = NIFU .

Que |F simpU| = |FU| es claro pues |F simpU| = BIFU y por lo visto en 3.2. También
se tienen equivalencias homotópicas naturales

|V simpU| → |V U|
|N simpU| → |NU|
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como probaremos a continuación.
La forma en que se obtienen los conjuntos simpliciales V simpU y N simpU a partir de

V U y NU pueden ser comprendidas como una misma forma de construir un conjunto
simplicial a partir de un complejo K, distinta a la asignación K 7→ K̃ descrita en 2.3.

4.8 Definición. Dado K complejo simplicial, definimos K̂ conjunto simplicial de la
siguiente forma.

K̂n = {(x0, . . . , xn)/ xi vértice de K, {x0, . . . , xn} śımplex en K}
di(x0, . . . , xn) = (x0, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn) quita xi

sj(x0, . . . , xn) = (x0, . . . , xj , xj , . . . , xn)

4.9 Observación. La asignación K 7→ K̂ es funtorial.

El siguiente teorema garantiza entonces las igualdades anteriores, además de resultar
de interés por śı mismo.

4.10 Teorema. Sea K un complejo simplicial. Se tienen K̃ y K̂ construidos como antes.
Existe una equivalencia homotópica natural |K̂| = |K̃|.
Demostración. Dado Y conjunto simplicial, recordemos que Y es un funtor ∆op → Set.
Sea ΓY el diagrama de este funtor y NΓY su nervio. De acuerdo a las notaciones usadas
en [Se2] y [A-H], se tiene simp(Y ) = ΓY .

Construyamos a continuación un morfismo simplicial f : NΓY → Y . A partir de los
isomorfismos naturales

NΓY
∼= colim

ΓY

NΓ∆[n]

y
Y ∼= colim

ΓY

∆[n]

(ver [W]) el morfismo queda uńıvocamente determinado por los valores que toma en los
śımplices ∆[n].

Un m-śımplex s de NΓ∆[n] es un par (n0
a0−→ n1

a1−→ . . .
am−1−−−→ nm, y). Como y es un

elemento de ∆[n](nm) = Hom∆(nm,n), notamos am = y y asociamos a s el m-śımplex
bs : m → n ∈ ∆[n] dado por los últimos vértices de cada śımplex ni, es decir,

bs(i) = amam−1 . . . ai(ni).

NΓ∆[n] es contráctil pues Γ∆[n] tiene objeto final. Luego el morfismo NΓ∆[n] → Γ∆[n]

es una equivalencia homotópica. En virtud del ”lema de pegado” ([Se2], ap. A) resulta
en general f : NΓY → Y equivalencia homotópica. Sea entonces f : NΓ

K̂
→ K̂ esta

equivalencia.

Tenemos por otro lado el funtor

g : NΓ
K̂
→ IK

(n, (x0, . . . , xn)) 7→ {x0, . . . , xn}
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Dado σ ∈ IK , g/σ es el diagrama del nervio de la categoŕıa C, cuyos objetos son los
elementos de σ y donde hay un único morfismo de x a x′ para cada par de elementos
x, x′ de σ. El espacio clasificante B(g/σ) tiene el mismo tipo homotópico que BC por la
equivalencia anterior, y resulta contráctil pues cualquier objeto de C es un objeto final.
Por teorema A, g es una equivalencia homotópica.

Finalmente, componiendo las equivalencias dadas por f y por g resulta

|K̂| ∼=
f

BΓ
K̂
∼=
g

BIK = |K| = |K̃|

Esta nueva construcción K 7→ K̂ presenta la ventaja sobre la anterior K 7→ K̃ de no
necesitar de un orden entre los vértices del complejo simplicial K.

Para cerrar esta sección mencionaré algunos resultados clásicos que relacionan el nervio
de un cubrimiento U de X con el mismo X, en el caso en que éste ya sea un espacio
topológico y que los elementos de U satisfagan ciertas condiciones.

El siguiente teorema es presentado por T. tom Dieck. Ver como referencias [tD] y [V].

4.11 Teorema (tom Dieck). Sean {Ui}i∈J y {Vi}i∈J cubrimientos abiertos numerables
(i.e. admiten partición de la unidad localmente finita subordinada al cubrimiento) de X
e Y respectivamente. Para cada subconjunto finito a de J notamos Ua =

⋂
i∈a Ui. Idem

con Va. Si f : X → Y es una función continua que manda cada Ua en Va, y tal que la
restricción f : Ua → Va es equivalencia homotópica para cada a, entonces f es equivalencia
homotópica.

Para el caso Y = |NU| y Vi = st(Ui), a partir de este teorema se pueden obtener
condiciones suficientes para que X y |NU| sean equivalentes homotópicos. Donde

st(Ui) = {α ∈ |NU|, α(Ui) 6= 0}

(ver página 13).
Otros resultados que involucran el nervio de un cubrimiento, particiones de la unidad

y cohomoloǵıa de Cech se pueden encontrar en [D] y [B-T].
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5 Atlas de Grupoides

Acciones globales

Las acciones globales fueron introducidas por A. Bak en [B], con la motivación de proveer
un soporte algebraico que permita realizar las operaciones homotópicas necesarias en
K-teoŕıa algebraica sin pasar por la topoloǵıa.

5.1 Definición. Una acción global A consiste en un conjunto XA y una colección de
subconjuntos de él sobre los cuales actúan grupos locales. Estas acciones, a su vez, se rela-
cionan mediante ciertos morfismos que “pegan” en forma coherente las distintas acciones.

Más exactamente, A = (XA,ΦA, {Xα}α, {Gα}α) donde

(a) XA es un conjunto,

(b) ΦA = (ΦA, 6) es un conjunto de ı́ndices con una relación reflexiva,

(c) para cada α ∈ Φ, Xα es un subconjunto de XA sobre el cual actúa un grupo Gα, y

(d) si α 6 β, existe ϕβ
α : Gα → Gβ morfismo de grupos tal que g.x = ϕβ

α(g).x para todo
X ∈ Xα ∩Xβ, g ∈ Gα.

Además, ϕα
α = idGα y donde tengan sentido las composiciones, ϕβ

γ ◦ ϕγ
α = ϕβ

α.

Sigue de la definición que Gα(Xα ∩ Xβ) ⊂ Xα ∩ Xβ, es decir, las α-órbitas de los
elementos de la intersección están incluidas en la intersección.

Cuando estemos en las condiciones XA = Xα para todo α, diremos que la acción tiene
dominio simple.

Veamos los principales ejemplos, mencionados en [B-B-M-P].

5.2 Ejemplos.

(1) El principal ejemplo es GL(n, R), la acción global general lineal de orden n a
coeficientes en el anillo R.

Un subconjunto de Λ = {(i, j) / i 6= j, 1 6 i, j 6 n} es cerrado por transitividad
(o simplemente cerrado) si cada vez que contiene los pares (i, j) y (j, k), también
contiene el par (i, k). Consideremos Φ ordenado parcialmente por la inclusión

Φ = {α ∈ Λ / α cerrado, (i, i) /∈ α ∀ i}.

Sea Gα = GL(n,R)α el subgrupo de GL(n, R) generado por las matrices

{Eij(r)|r ∈ R, (i, j) ∈ α},

donde Eij(r) es la matriz con 1 en la diagonal, r en el lugar (ij) y 0 en el resto.

No es dif́ıcil ver que una matriz A ∈ GL(n,R)α si y sólo si Aij = 1 si i = j y Aij = 0
si (i, j) /∈ α.
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Demostración. Las matrices que cumplen estas condiciones son claramente cerradas
por multiplicación y, como nuestros generadores las satisfacen, se tiene una inclusión.
Por otro lado, si Aij = 1 para i = j y Aij = 0 para (i, j) /∈ α, al transformar
esta matriz en la identidad mediante operaciones de fila, siempre multiplicamos a
izquierda por matrices elementales Eij(r), con (i, j) ∈ α. Luego A−1 está en el
subgrupo GL(n,R)α, y por lo tanto también lo está A.

Si α ⊂ β, tenemos un morfismo de grupos GL(n,R)α ↪→ GL(n,R)β, llamemos ϕβ
α a

esta inclusión.

Definamos Xα = GL(n,R). GL(n,R)α actúa sobre GL(n,R) por multiplicación a
izquierda.

(2) Dado G un grupo, H = {Hα}α∈Φ una familia de subgrupos de G, Φ discreto.

Llamamos A(G,H) a la acción global indexada por Φ donde XA = Xα = G para
todo α ∈ Φ, y donde cada Hα actúa por multiplicación a izquierda sobre G.

(3) En el siguiente ejemplo XA tiene sólo seis elementos. Sea A = A(D3,H) donde
Φ = {a, b}, Ha =< r > y Hb =< s >.

La acción de cada Gα divide a G en órbitas. Estas órbitas determinan un cubrimiento
de XA.

s*rs

1 r r^2

s*r^2

Si llamamos U a este cubrimiento, su nervio NU (construido en 4.1) es

Ha

zz
zz

zz
zz

GG
GG

GG
GG

G

Hb Hb.r Hb.r
2

Ha.s

DDDDDDDD

wwwwwwwww

Se tiene, como veremos más adelante, una definición para el grupo fundamental de
una acción lineal. Como podemos conjeturar, π1(A) resultará en este caso isomorfo
a Z ∗ Z.
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Observemos que el elemento 1 ∈ D3, al ser multiplicado alternadamente por elemen-
tos de Ha y de Hb, recorre el circuito

1 s×−−→ s
r×−−→ rs

s×−−→ srs
r×−−→ rsrs = 1

Si bien no necesariamente los subconjuntos {Xα}α∈Φ determinan un cubrimiento, esto
vale en la mayoŕıa de los ejemplos con los que trabajaremos. De todas formas, cuando
esto no suceda podremos agregar un nuevo ı́ndice 0, con 0 6 α para todo α ∈ Φ, X0 = XA

y G0 = {0} actuando trivialmente.

Como pudimos ver, las acciones de los grupos Gα interactúan en las intersecciones de
los conjuntos locales Xα, generando una dinámica global en A. Un elemento de XA va,
por lo tanto, recorriendo este conjunto por la acción sucesiva de distintos grupos locales.

Esta idea sugiere definiciones para caminos y lazos en A. Éstas, a su vez, nos brindan
una noción de arcoconexión y simple conexión.

5.3 Definiciones.
Dada A una acción global, una α-tira es un subconjunto finito {x0, . . . , xn} ⊂ XA tal

que existe para cada i un gi ∈ Gα tal que gi.xi−1 = xi.

Un camino débil en A es una sucesión (x0, . . . , xn) de finitos elementos de XA tales
que para cada i, 1 6 i 6 n, existe un α ∈ Φ y g ∈ Gα tal que {xi−1, xi} ∈ Xα y g.xi−1 = xi,
es decir, {xi−1, xi} es una α-tira.

Una acción global A es arcoconexa si dados x e y dos elementos de XA, siempre
existe un camino débil (x0, . . . , xn) con x0 = x y x1 = y.

Más en general, diremos que x, y ∈ XA están en la misma componente arcoconexa
si existe (x0, . . . , xn) camino débil entre x e y. Luego, A es arcoconexo sii tiene una sola
componente. Llamamos π0(A) al conjunto de componentes de A.

Calculemos π0(A) en los ejemplos presentados en 5.2.

(i) Si A = GL(n,R) y (x = x0, x1, . . . , xn = y) es un camino entre x e y, para cada i
existen α ∈ Φ y Ei ∈ GL(n, R)α una matriz tal que Ei.xi−1 = xi. Esta Ei no tiene
por qué ser única. De todos modos, notemos con Ei a alguna de ellas. Tenemos
entonces

EnEn−1 . . . E1x = y.

Si En(R) es el subgrupo de matrices elementales de GLn(R), éste es el subgrupo
generado por todos los GLn(R)α y por lo tanto, si x e y están en la misma com-
ponente, y ∈ En(R)x, es decir, x e y están en la misma co-clase determinada por
En(R).

Rećıprocamente, si y ∈ En(R)x existe E ∈ En(R) tal que y = Ex. La matriz E
puede ser escrita como producto de matrices elementales

E = EnEn−1 . . . E1
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con Ei en algún GLn(R)αi . Definiendo xk = EkEk−1 . . . E1x, tenemos que (x0, x1, . . . , xn)
es un camino entre x e y.

Por lo tanto,
π0(GLn(R)) = GLn(R)/En(R) .

Este es, si R es un anillo conmutativo, el K-grupo algebraico K1(n,R).

(ii) Si A = A(G,H), un argumento similar al de antes nos permite mostrar que si
x, y ∈ XA = G, entonces están en la misma componente arcoconexa si y sólo si
existen hαi ∈ Hαi tales que

hαn . . . hα1x = y

para algún n. Notando < H >=< Hi / i ∈ Φ > para el subgrupo de G generado
por todos los Hi, tenemos

π0(A(G,H)) = G/H .

En general, dadas acciones globales A y B, un morfismo débil f : A → B entre
acciones globales es una función de conjuntos f : XA → XB tal que si {x0, . . . , xn} es una
α-tira, entonces existe β ∈ ΦB tal que {f(x0), . . . , f(xn)} es una β-tira. Notar que no
necesariamente se tiene una asignación α 7→ β: el ı́ndice β pude variar cuando se toman
distintas α-tiras para un mismo α.

Si llamamos L a la acción global con XA = Z, Φ = Z, Xn = {n, n + 1} y Gn = Z2

actuando transitivamente,

una curva débil en A es un morfismo débil L → A, i. e. una sucesión infinita
(. . . , x−1, x0, x1, x2, . . . ) de elementos de A tal que para cada n ∈ Z existe αn de forma
que {xn, xn+1} es una αn-tira. Según nuestra definición, un camino resulta una curva que
se estabiliza en ambas direcciones.

Se le da a L × L estructura de acción global de la forma evidente. Luego, podemos
definir una homotoṕıa entre dos caminos ω y ω′ como una función H : L × L → A que
se estabiliza en todas direcciones, y que cumple que existen N0, N1 ∈ Z, N0 < N1 tal que
H(−, N0) = ω y H(−, N1) = ω′.
Es fácil ver que “ser homotópico a” es una relación de equivalencia.

Un lazo débil es un camino con el mismo punto inicial y final. En [B-B-M-P] se
presentan tres formas de definir el π1(A, a),

(a) Como el conjunto de lazos sobre a, módulo las homotoṕıas definidas anteriormente,

(b) Construyendo la acción global ΩA de lazos sobre A, y calculando sus componentes
π0(ΩA, a) = π1(A, a), y

(c) Dando una noción de revestimientos para acciones globales y tomando un reves-
timiento universal o simplemente conexo para hallar un grupo que clasifique los
revestimientos conexos.
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Los morfismos débiles sólo respetan la información de las órbitas locales. A este nivel,
la acción global equivale a un conjunto con un cubrimiento.

Sea A una acción global, X = XA el conjunto subyacente y U el cubrimiento determi-
nado por los conjuntos unipuntuales y las órbitas locales (si agregamos 0 a Φ como antes,
entonces basta con tomar las órbitas locales).

U = {{x}| x ∈ X} ∪ {{Gα.x}| α ∈ Φ, x ∈ X}
Llamemos V (A) al complejo de Vietoris asociado al cubrimiento U , y N(A) su nervio.

Fácilmente se prueban las siguientes igualdades.

π0(A) = π0(|V A|) = π0(|NA|)

π1(A) = π1(|V A|) = π1(|NA|)
Donde el π1(A) lo tomamos como en la primera de las tres definiciones anteriores.

Basta con observar que una función es una función débil (en particular una curva o una
homotoṕıa) entre acciones globales si preserva α-tiras, y que una α-tira es exactamente un
śımplex en V A. De aqúı que la asignación A 7→ V A entre la categoŕıa débil de acciones
globales y la categoŕıa de complejos simpliciales no sólo es funtorial, si no que es una
equivalencia entre ambas categoŕıas.

En todo lo que hicimos hasta ahora, hemos tenido en cuenta sólo la estructura débil de
una acción global A, es decir, hemos reparado en la forma en que se relacionan las órbitas
locales, pero sin detenernos en las acciones en śı, ni en las relaciones entre estas acciones.
Se tienen versiones fuertes para las definiciones anteriores, que preservan también esta
información.

5.4 Definición. Un morfismo fuerte f = (fΦ, fG, fX) : A → B es una terna que
satisface

(a) fΦ : ΦA → ΦB preseva 6: si α 6 β entonces fΦ(α) 6 fΦ(β),

(b) fG(α) : Gα → GfΦ(α) es un morfismo de grupos tal que si α 6 β, el diagrama

Gα
//

²²

GfΦ(α)

²²
Gβ // GfΦ(β)

conmuta,

(c) fX : XA → XB es una función tal que fX(Xα) ⊂ XfΦ(α) y

(d) para cada α ∈ ΦA,

(fG, fX) : Gα y Xα → GfΦ(α) y XfΦ(α)

es morfismo de acciones, i. e. fG(g).fX(x) = fX(g.x) ∀ g ∈ Gα, x ∈ Xα.
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Esta definición nos permite trabajar con curvas, caminos, lazos y homotoṕıas en sentido
fuerte. De todas formas, la necesidad de tener un morfismo de grupos Gα → GfΦ(α) para
cada α vuelve muy ŕıgidos a este tipo de morfismos.

5.5 Ejemplo. Sea XB = {0, 1, 2}, G3 = {1, b, b2} el grupo ćıclico de orden 3, cuya acción
sobre XB está dada por b.0 = 1, b.1 = 2. Sea XA = {0, 1} y G2 = {1, a} el grupo ćıclico
de orden 2 actuando sobre XA por a.0 = 1.

Consideremos estas dos acciones como acciones globales B y A, tomando ΦA y ΦB con
un solo elemento.

Cualquier función f : {0, 1} → {0, 1, 2} es un morfismo débil, pues la única tira local
no trivial es {0, 1}, y debe ser mapeada dentro de la G3-órbita local {0, 1, 2}. Por otro
lado, un morfismo fuerte f : A → B debe contar con un morfismo de grupos G2 → G3

que, por su puesto, tiene que ser trivial. Por lo tanto los únicos morfismos fuertes de A a
B resultan de mandar todo XA a un punto de XB. Hay 9 morfismos débiles de A a B,
pero sólo 3 morfismos fuertes.

Atlas de grupoides

Dado un grupo G actuando sobre un conjunto X, a la acción G y X podemos asociarle
un grupoide G = GnX, cuyos objetos son los elementos de X y donde (g, x) es una flecha
de x a y sii g ∈ G y g.x = y. La inversa de una flecha (g, x) es (g−1, g.x).

Esta asignación (Gy X) 7→ G aplicada a las acciones locales de una acción global nos
sugiere el concepto de atlas de grupoide, presentado en [B-B-M-P] y definido como sigue.

5.6 Definición. Un atlas de grupoides A = (XA, ΦA, {Gα}α∈Φ) consta de un conjunto
XA, un conjunto de ı́ndices ΦA dotado con una relación reflexiva y, para cada α ∈ Φ, un
grupoide Gα tales que

∗ Xα = Obj Gα ⊂ XA,

∗ si α 6 β en ΦA, Xα ∩Xβ es unión de componentes conexas de Gα y

∗ es dado ϕβ
α : Gα|Xα∩Xβ

→ Gβ|Xα∩Xβ
funtor que es la identidad en los objetos.

Como mencionamos antes, toda acción global induce un atlas de grupoides. Sin em-
bargo, no todo atlas de grupoides proviene de una acción global, como se puede comprobar
fácilmente.

Un morfismo débil f : A → B entre atlas de grupoides es, al igual que antes, una
función f : XA → XB que preserva tiras locales, donde una α-tira es ahora un subconjunto
{x0, . . . , xn} de XA inclúıdo en una componente conexa del grupoide Gα.

La categoŕıa resultante, con atlas de grupoides como objetos y morfismos débiles como
flechas, resulta por lo tanto equivalente a las estudiadas en la subsección anterior.

Tenemos la siguiente definición para morfismos que también preservan la información
de las flechas.
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5.7 Definición. Un morfismo (o morfismo fuerte) entre atlas de grupoides f : A → B
es un par (fΦ, fG) satisfaciendo

- fΦ : ΦA → ΦB es una función que preserva la relación.

- fG : GA → GB es una transformación natural (generalizada) de diagramas de grupoides
sobre la función fΦ. Es decir, se tiene un funtor fG : Gα → GfΦ(α) para cada α, de
forma tal que si α 6 β, el diagrama

Gα
//

²²

GfΦ(α)

²²
Gβ // GfΦ(β)

conmuta.

Observemos que existen funtores no triviales entre dos grupoides G y G′ a pesar de que
éstos tengan cantidades coprimas de objetos. Ésto no sucede con los morfismos de grupos,
y por lo tanto tampoco con los morfismos de acciones, siendo en tal sentido (y en muchos
más!) los atlas de grupoides una construcción más flexible que la de acciones globales.

5.8 Ejemplo. Retomemos el ejemplo 5.5. Al considerar A y B como atlas de grupoides,
un morfismo f : A → B quedará determinado por la imagen de la flecha

(a, 0) ∈ G2 nXA, (a, 0) : 0 → 1,

pues su dominio 0, su codominio 1 y su inversa (a, 1) deberán ir, respectivamente, al
dominio, el codominio y la inversa de fG(a, 0). Además, cualquier elección de fG(a, 0)
termina por determinar un morfismo, y por lo tanto conclúımos que el hecho de que A use
una acción de G2 y B una de G3 no inhibe la existencia de morfismos de A a B.

Hasta aqúı fueron presentadas una breve introducción a los atlas de grupoides y a al-
gunos conceptos relacionados que utilizaré en la próxima sección. Un estudio más completo
y detallado sobre los atlas de grupoides puede leerse en [B-B-M-P].

Definiciones para el nervio de un atlas de grupoides

Llamemos GrAtl a la categoŕıa de atlas de grupoides y morfismos (fuertes). En lo que
sigue propongo dos costrucciones funtoriales GrAtl → SSet para el nervio de un atlas de
grupoides A. La primera, Nd(A), responde a la información de las “órbitas locales” de
A, o sea, las componentes conexas de cada Gα. La segunda, NA, más compleja pero más
interesante, también respeta la estructura de los grupoides locales.
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5.9 Definición. Sea Nd(A) el conjunto simplicial definido de la siguiente manera.

(NdA)k = {(x0, . . . , xk)/ existe α tal que {x0, . . . , xk} es una α-tira}
di(x0, . . . , xk) = (x0, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xk) quita xi

sj(x0, . . . , xk) = (x0, . . . , xj , xj , . . . , xn)

Dado f : A → B morfismo débil entre atlas de grupoides, Ndf está bien definido pues
f preserva α-tiras.

Identifiquemos a n = {0 → 1 → 2 → . . . → n}, el conjunto totalmente ordenado de
n + 1 elementos, con la categoŕıa inducida, el grupoide asociado n[(Fl n)−1] y el atlas de
grupoide con Φ = ∗ y G∗ = n.

Un morfismo débil n
f−→ A debe preservar tiras locales. Como {0, . . . , n} es una ∗-tira,

f(0), . . . , f(n) deben estar en la misma órbita local, y por lo tanto (f(0), . . . , f(n)) ∈ NdA.
Aśı se tiene

(NdA)n = Homdébil(n, A) .

Si consideramos el complejo de Vietoris V A, tenemos que

NdA = V̂ A

según lo visto en 4.8, y se tiene una equivalencia homotópica

BdA → |V A|

por el teorema 4.10, llamando BdA a la realización geométrica de NdA.

Pasemos ahora a la definición de NA.

5.10 Definición. Con intenciones de preservar la información de las flechas, propongo la
siguiente construcción:

(NA)k =
∐

α∈Φ

{x0
g1−→ x1

g2−→ . . .
gk−→ xk / g1, . . . , gk ∈ Gα}/ ∼

donde identificamos (g1, . . . , gk) con (ϕβ
α(g1), . . . , ϕ

β
α(gk)), su imagen a través de los mor-

fismos de estructura ϕβ
α . Con ∼ notamos a la relación de equivalencia generada por estas

identificaciones. Las mismas caras y degeneraciones di y sj definidas para NdA respetan
el cociente ∼, pues ϕβ

α son funtores, por lo que preservan identidades y composiciones.

Observemos que si cada Gα es conexo, los morfismos ϕβ
α quedan definidos en todo Gα

y por lo tanto
(NA)k = colim

Φ
(NGα)k

donde los nervios NGα se toman como en la sección 2.
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Ahora bien: queremos identificar los objetos de cada Gα, o sea, considerar como
0-śımplices los elementos de XA sin repeticiones. Para ello, sea G0 el grupoide discreto
cuyos objetos son los elementos de XA y definamos 0 6 α para todo α ∈ Φ.

Resulta aśı NA0 = XA. La inclusión de G0 no sólo hace colapsar a un mismo elemento
de XA visto como 0-śımplex en varios Gα en un mismo 0-śımplex v́ıa ∼, si no que además
permite considerar como śımplices aquellos elementos de XA que no estaban inclúıdos en
ninguna órbita local.

Si f : A → B es un morfismo entre atlas de grupoides, f induce un morfismo entre los
nervios de manera obvia.

En cierto sentido, el nervio NA es un coĺımite de los nervios locales NGα. Con intención
de formalizar esta idea, procedamos como sigue.

Cada vez que α � β ∈ Φ, consideremos el grupoide auxiliar

Gαβ = Gα|Xα∩Xβ
,

cuyos objetos y flechas son aquellos de Gα incluidos en la intersección Xα ∩Xβ.
Sea Φ̃ es conjunto de ı́ndices aumentado Φ̃ = Φ ∪ {(α, β) / α 6 β ∈ Φ} donde ya

consideramos 0 ∈ Φ. En Φ̃, x < y sii x = (α, β) e y = α ó x = (α, β) e y = β.
Los morfismos de estructura ϕβ

α los reemplazamos por los siguientes dos: la inclusión
ϕ̃α

(α,β) y la composición ϕ̃β
(α,β) = (ϕβ

α ◦ inc).
Los nuevos morfismos de estructura ϕ̃y

x quedan definidos en todo el grupoide dominio,
y por lo tanto la asignación x 7→ Gx es funtorial. Notar que en Φ̃ no hay composiciones no
triviales.

Con estas notaciones resulta NAk = colim
Φ̃

(NGx)k, y como las di y sj pueden ser

vistas como las flechas universales por propiedad del coĺımite, tenemos

NA = colim
Φ̃

NGx

Finalmente, como la realización geométrica | · | : SSet → T op preserva coĺımites, tenemos

BA =
def

|NA| = colim
Φ̃

BGx =
∐

Φ

BGα / ∼

5.11 Ejemplos.

(1) XA = ∗, Φ = ∗, G∗ = G un grupo. Luego NA = NG en el sentido clásico, y BA es
un K(G, 1).

(2) Más en general, si Φ = ∗,

NA = NG∗
∐

x∈XA\G∗
∆[0]

y BA es el espacio que se obtiene de adjuntar a BG puntos aislados.
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(3) Si Φ es discreto, NA es la unión disjunta de los nervios NGα, identificando sus
0-śımplices con los elementos de XA.

(4) Dado G grupo y H una familia de subgrupos, A(G,H) pensado con Φ discreto es
un ejemplo de lo anterior. Dado H ∈ H, el grupoide asociado a H es igual a RH ,
el grupoide dado por la relación de equivalencia/partición de G en H-coclases. Su
tipo homotópico es

BRH
∼=

∐

G/H

∗

Se puede pensar, salvo homotoṕıas, a BA como un CW-complejo de dimensión 1.

Sea H la clausura de H bajo intersecciones finitas, con el neutro de G en H. Si
A = A(G,H), es fácil ver que

NA = NdA = NdA.

Veamos por último una relación entre estas dos construcciones.

5.12 Observación. Dado A un atlas de grupoides, se tiene una proyección canónica

p : NA → NdA

(x0
g1−→ x1 → . . .

gn−→ xn) 7→ (x0, . . . , xn)

Todo śımplex de NdA está en la imagen de p, de donde p es sobreyectiva. Sin embargo,
p puede no aceptar ninguna sección.

5.13 Ejemplo. Sea XA = {a, b, c, d}, Φ = {1, 2} discreto. Sean G1 y G2 los grupoides con
una sola flecha entre dos objetos, con objetos {a, b, c} y {a, b, d} respectivamente.

b

X_A

a

c

d

X_1

X_2

Tenemos (a, b) ∈ (NdA)2. Supongamos que exista i : NdA → NA sección para p.
Luego p(i(a, b)) = (a, b), y i(a, b) = a

1−→ b ó a
2−→ b.

Como i(a, b, c) = a
1−→ b

1−→ c, i(a, b, d) = a
2−→ b

2−→ d y como i conmuta con las caras,
resulta

a
1−→ b = d2 ◦ i(a, b, c) = i ◦ d2(a, b, c) = i(a, b) = i ◦ d2(a, b, d) = d2 ◦ i(a, b, d) = a

2−→ b
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con lo que llegamos a un absurdo, proveniente de suponer que exist́ıa i.

En el siguiente gráfico se observan BdA y BA:

BdABA

Mientras BA advierte la existencia del lazo algebraico no trivial a
1−→ b

2−→ a, BdA es
simplemente conexo.

El estudio de los atlas de grupoides y su teoŕıa de homotoṕıa será retomado en [dH-M],
donde veremos cómo definir los grupos de homoloǵıa de un atlas A.
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