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Introduccién

Esta tesis se desarrolla en torno al estudio de los espacios clasificantes de categorias
pequenas, basandose en los distintos trabajos que se han realizado en el tema. Se ex-
ponen aqui varios de los resultados maés conocidos, muchos de ellos con demostraciones
mas detalladas y alternativas a las originales. Se analizan las herramientas cominmente
utilizadas y también se exponen resultados nuevos y originales.

En la década del 50, J. Milnor introduce la nocién de espacio clasificante BG de un
grupo topoldgico G, para “clasificar” los G-fibrados principales [Mil]. Es sabido que, si G
es un grupo discreto, entonces BG resulta ser un espacio de Eilenberg-MacLane del tipo

(G,1).

A fines de los anos 60 y principios de los 70, G. Segal generaliza la construccién de
Milnor e introduce el concepto de espacio clasificante de una categoria C, que se obtiene
tomando la realizacién geométrica del nervio de C' [Sel].

Esta construccién, que es usada comunmente en topologia algebraica, fue utilizada por
D. Quillen para caracterizar los grupos de K-teoria algebraica de orden superior de ciertas
categorias pequenas como grupos de homotopia de sus espacios clasificantes [Q]. También
es usada por Thomason, entre otros autores, para relacionar las teorias homotdpicas de
categorias pequenas, conjuntos simpliciales y espacios topolégicos [Min], [T].

Veremos varias aplicaciones de esta construccion. Entre ellas, un resultado conocido
de Quillen, que permite calcular el grupo fundamental del espacio clasificante BC' de una
categoria en forma puramente algebraica, a partir de C, sin necesidad de pasar por la
topologia de BC' (pag. 34).

Otra de las aplicaciones que veremos es el llamado Teorema A de Quillen, que describe
condiciones suficientes para que una funcién continua entre espacios clasificantes sea una
equivalencia homotépica (pag. 40). Utilizamos el Teorema A para probar varios resultados
y también lo relacionaremos con las fibraciones y pre-fibraciones de Grothendieck.

Remarcamos que todo CW-complejo es equivalente homotdpico al espacio clasificante
de alguna categoria (pag. 27), por lo tanto estos resultados son de vasta utilidad .

También utilizaremos estos resultados para relacionar los distintos complejos simpli-
ciales (y los poliedros correspondientes) que se le pueden asignar a un cubrimiento de
un espacio topoldgico (pag. 47), siguiendo las ideas que Abels y Holz desarrollan en un
trabajo de los anos 90 ([A-H]).

A fines de los 90, A. Bak introdujo el concepto de accién global para describir y
analizar en forma puramente algebraica los grupos de K-teoria de un anillo R, sin necesidad
de toda la maquinaria topolégica que se usa comunmente. Unos anos después, Bak,
Brown, Minian y Porter generalizaron la idea original de Bak e introdujeron los atlas de
grupoides. La teoria de homotopia para atlas de grupoides tiene aplicaciones a la teoria
de homotopia clasica, a los complejos simpliciales, a la K-teoria e incluso, en los ultimos
tiempos, comenzo a ser utilizada para modelar problemas provenientes de la computacion.



Mostraremos en esta tesis como se relacionan los espacios clasificantes con los atlas de
grupoides y los nervios de los cubrimientos de espacios topolégicos. Introducimos aqui la
idea de nervios y espacios clasificantes de atlas (pag. 59). Estas ideas son utilizadas en
un trabajo en preparacién sobre complejos simpliciales, atlas y homologia [dH-M].

La tesis esta organizada de la siguiente forma.

La primera seccién es introductoria y sirve mas que nada para fijar las notaciones que
utilizaremos a lo largo del trabajo.

La seccion 2 trata sobre conjuntos simpliciales. Estudiamos aqui las nociones, ejem-
plos y resultados mas conocidos sobre este tema, y damos algunas demostraciones més
detalladas y otras alternativas de las que se se encuentran habitualmente en la bibliografia
(pdg. 20 y 21). Al final de esta seccién estudiamos los espacios de Kelley para probar la
relacion entre la realizacién geométrica de conjuntos simpliciales y el producto (pag. 23).

La seccién 3 es, quizds, la mds importante de esta tesis. Estudiamos la nocién de
espacios clasificantes y probaremos dos de los teoremas méas importantes al respecto: el
primero de éstos relaciona el grupo fundamental del espacio clasificante de una categoria
con el grupo de automorfismos del grupoide que se obtiene invirtiendo formalmente todas
las flechas de la categoria. Este resultado se encuentra originalmente en el paper [Q].
La demostracion que ahi se expone tiene algunos puntos un tanto oscuros, y varias de
las excelentes ideas que se proponen en ese paper no estan del todo desarrolladas. La
demostracién que damos aqui intenta llenar todos los huecos que deja la demostracién
original, utilizando para esto varios resultados de Gabriel y Zisman [G-Z]. El otro resultado
importante que probamos en detalle en esta seccion es el famoso Teorema A de Quillen.
Veremos algunas aplicaciones de este teorema y mostraremos al final como se relaciona
este resultado con las fibraciones de Grothendieck.

En la seccién 4 analizaremos los poliedros asociados a un cubrimiento de un espacio.
Nos basamos principalemente en un paper de Abels y Holz [A-H] pero las demostraciones
que aqui exponemos son distintas y en algunos casos més generales que las que se encuen-
tran en ese trabajo.

En la dltima seccién trabajaremos con las acciones globales y los atlas de grupoides
introducidos por Bak, Brown, Minian y Porter. Veremos cémo poder definir el grupo
fundamental de un atlas y su relacién con los complejos simpliciales. Al final de esta seccién
introducimos las nociones de nervios y espacios clasificantes de atlas. Las construcciones y
resultados que introducimos aqui se utilizaran para calcular la homologia de estos objetos
y compararla con las teoria clasica de homologia simplicial [dH-M].
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1 Preliminares

En esta secciéon haré una revision de conceptos bésicos sobre teoria de categorias que
utilizaré durante el trabajo, con el doble propédsito de fijar notacién y como referencia
para las préximas secciones si fuera necesario.

Recordemos que una categoria C consiste en una clase de objetos Obj C'y para cada par
de objetos X, Y un conjunto de flechas o morfismos [ X, Y] (también denotado Hom(X,Y)),
junto con una regla de composicién [X,Y] x [V, Z] = [X,Z] que es asociativa y tiene
elemento neutro idx € [X, X| para todo X en C.

Otra forma de pensar o definir una categoria es considerando Obj C' y FI C' como
conjuntos o tipos de variables dotados de una operacion binaria parcial o : FI x FI — Fl
y operaciones unarias dy, 01 : Fl — Obj (codominio y dominio), id : Obj — Fl que
satisfacen las relaciones esperadas.

~ o 9 .
FIX Fl—2>FI—=%0bj
.90~
id

La composicién o estd definida sobre el pull-back FIxFI entre dy y 01, como se ve en la
demostraciéon de la proposicion 1.3.
Observemos que toda la informacién de C esta contenida en el diagrama anterior.

Algunas de las categorias con las que trabajaré son
(Set) la categoria de conjuntos y funciones,
(T op) la de espacios topoldgicos y funciones continuas,

(PoSet) la de conjuntos parcialmente ordenados y morfismos de orden,

(Gr

) grupos y morfismos de grupos,
(Ab) la categoria de grupos abelianos,
)

(Cat

la categoria de categorias pequenas (aquellas cuyos objetos forman un conjunto) y
funtores, y

(SSet) la de conjuntos simpliciales y morfismos simpliciales, que definiré en la préxima
seccion.

Dado (I, <) conjunto parcialmente ordenado, podemos pensar a I como una categoria
* siz<y

0 sizgy
Las identidades y las composiciones existen y funcionan por las propiedades reflexiva y
transitiva de <.

cuyos objetos son los elementos de I, y dados z,y € I definimos [z,y] =

Notamos con CP la categoria opuesta a C', que tiene los mismos objetos y las flechas
en sentido inverso.



Dadas C' y D categorias, recordemos que un funtor F' : C — D es una asignacion
que a cada objeto X en C' le hace corresponder un objeto F(X) en D, y a cada flecha
f:X — Y otra F(f) : F(X) — F(Y) respetando las identidades y las composiciones.
Si F' manda morfismos f : X — Y a morfismos F(f) : F(Y) — F(X) el funtor se dice
contravariante. Observemos que F': C' — D contravariante se puede ver como un funtor
(covariante) F': C? — D.

na i6 es un “morfismo entre funtores”. Dados :C —
Una transformacion natural “morfi tre funt 7. Dados F,G: C — D

funtores, una transformacién natural n : F = G da una flecha F(X) 25 G(X) para cada

X en C de forma tal quesi fe FI C, X EN Y, el siguiente cuadrado conmuta:

F(x) 2L Py

G(l; L4 G(l;:

Las transformaciones naturales se componen de forma canénica. Si F,G,H : C' — D,
n:F = Gye:G= H, entonces eon : FF = H donde (eon)x := ex onyx. Ademss,
id : F = F es una transformacién natural. Luego se tiene una nueva categoria cuyos
objetos son los funtores F' : C' — D y cuyas flechas son las transformaciones naturales. A
esta categoria la notaremos DC.

1.1 Observacidn. Segun nuestra definicién de categoria, el hecho de que D¢ sea una ca-
tegoria queda sujeto a la condicion de que para cada par de funtores F,G : C — D, las
transformaciones naturales n : F' = G formen un conjunto. Esto sucede, por ejemplo, si
C' es una categoria pequena. En esta tesis siempre trabajaremos bajo estas condiciones.

Los casos en los que estas transformaciones naturales formen una clase (y no un con-
junto) deben ser tratados con mas detalle.

Limites y Colimites

Los limites y colimites son construcciones universales dentro de una categoria, con las
cuales se trabaja comunmente. Por ejemplo, la topologia producto es un limite; los co-
cientes, la unién disjunta de conjuntos o la suma directa de moédulos sobre un anillo son
colimites. Para fijar notacion, formalizar la idea e identificar los conceptos es que reveemos
la siguiente

Definicion. Un sistema es la imagen de un funtor I' — C', donde I' es la categoria de
indices del sistema.

Un cono del sistema I' — C, a — X, es un objeto ¥ € (' y flechas
fa:X(@)=Xs—Y (ael)tal queVa->g3el, fao Xy, = fa.

Xaf—a>Y



Un cono es un objeto coherente con el sistema.

El colimite del sistema I' — C es un cono ({\,}, X) con la siguiente propiedad
universal.
Para todo ({fo},Y) cono, 3! f: X — Y tal que f, = f o \,.

Aa
Xog—X

N

Y

Llamamos collz;m XoaX.
El colimite es el objeto inicial de la categoria de conos. Observemos que el colimite de
un sistema dado puede no existir.

Observacién importante: En Set todos los colimites existen, y se calculan como un
cociente de la unién disjunta de los conjuntos del sistema.

En el sigiente cuadro se pueden ver qué categoria de indices corresponden a los colimites
usuales

coproducto * %
objeto inicial 0
* —

push out i

*
coegalizador * = %

Las definiciones para limites son todas andlogas: Dado un sistema I’ X, C, consi-
deramos ahora los conos ({go},Y) con g, : Y — X,. El limite ({m,}, X) es el cono que
satisface
Para todo ({ga},Y) cono, 3 ¢g: Y — X tal que g4 = 74 0 g.

Observacién importante dual: En Set todos los limites existen, y se calculan como
un subconjunto del producto cartesiano de los objetos del sistema.

Colimites Filtrantes

Dado I € PoSet, se dice que I es dirigidosiVa,f €I 3vel / a <7, <+. Lanocién
de categoria filtrante en algin modo generaliza este concepto:

Definicion. Una categoria I es filtrante si

(a) Para todo par de objetos o, € I existeny € I, p: v — v,¢: 3 — 7.

@
(b) Dados ¢, v, a—=3, existen y € I, 7: 3 — 7 talesque Top =10
Y



Un colimite se dird filtrante si su categoria de indices lo es.
Una propiedad interesante que tienen los colimites filtrantes (pero no en general los arbi-
trarios) es que preservan las estructuras algebraicas de los objetos del sistema. El motivo es
que un colimite filtrante de conjuntos X = collgm X, esta caracterizado por las siguientes

propiedades.

i) Todo elemento de X estd representado en algin X, pues, como dijimos antes, un
colimite en Set cumple que X =[[ X, / ~.

ii) Dos elementos son iguales en el colimite sélo si ya lo eran en algin X,. Notando
con (f,a) un elemento cualquiera de X,

(fra) ~ (9:8) =37, a 5,85 5 tales que (Xo(f),7) = (Xu(9),7)

Quizés el ejemplo de colimite filtrante mas significativo sea el de los gérmenes de
funciones continuas en un punto. Dado X espacio topoldgico, p un punto en X, los
entornos abiertos de p con el orden inverso al que da la inclusién forman un conjunto
dirigido (por lo tanto inducen una categoria filtrante). Para cada U entorno abierto de p
consideramos el conjunto C'(U,R) = {f : U — R / f es continua}. El funtor U — C(U,R)
es un sistema filtrante. El colimite F, = colgm C(U,R) es el germen de funciones

continuas en p.

Como es bien sabido, F;, hereda estructura de anillo de los C'(U,R), que son anillos
con la suma y producto de funciones punto a punto. Para sumar o multiplicar dos clases
(f, @), (g, ) basta con tomar un v "mayor” que oy [y operar en C(U,,R).

Observemos que al agrandar el indice v lo que se estd haciendo en realidad es probar
que el colimite filtrante conmuta con productos. Asi, la suma y el producto de los anillos
C(Uq, R), que tienen dominio en C(Uy,R) x C(Uy, R), inducen operaciones

Fpx Fp= col(z}m C(U,R) x col(z}m C(U,R) — F,

Agrandando el indice v en forma similar se prueba la siguiente proposicién.

1.2 Proposicion. En Set, los colimites filtrantes conmutan con los limites finitos.

La siguiente proposiciéon no sélo nos garantiza la existencia de colimites filtrantes en
Cat. En su demostracién construiremos el colimite de un sistema dado, obteniendo una
caracterizacién que nos serd de utilidad en las préximas secciones

1.3 Proposicion. Sea I' — Cat sistema filtrante. Entonces existe el colimite collz;m Cq-

Demostracion. Dado I' — Cat, a — C, sistema filtrante, construyamos la categoria
colimite C' definiendo cuéles son sus objetos, flechas y composicion.
Sea Obj C = collz;m Obj C,y FIC = collz;m Fl C, (existen por ser colimites en Set).

Sean A, las inclusiones Obj C, — Obj C. Por propiedad universal quedan definidas



19}
Fi C?Obj C' como las funciones que factorizan los conos ({Aq © (0p)at, Obj C) v

0

({Aa 0 (01)a},0bs C).
Anilogamente se tiene id : Obj C — Fl C.
La composicién tiene dominio en el producto fibrado

FIXFl = Fl
2 l PULL l Ao
Fl—5— Obj

pues dos flechas se componen sélo si la primera termina donde empieza la segunda.
Luego, por la proposicién 1.2 el pull-back FI Cx F'l C' es el colimite de los F'l Co, X Fl C,,

y las composiciones {o,}, inducen entonces una composicién o en C' compatible con 0y,

(91 e id. O

Adjuncion

F
Dados F', G funtores entre C'y D, C?D, notaré F 4 G si F' es adjunto a izquierda

de G, es decir, cuando se tenga una biyeccién natural

F(X),Y]p 25 X6V

para cada X € C, Y € D. En este caso G serd adjunto a derecha de F.
Recordemos que F' 4 G equivale a que existan n : idc = GF, € : FG = idp tales que

erx o F(nx) =idrx, G(ey) ongy = idgy

pues las biyecciones go}/(, al ser naturales en las dos variables, quedan definidas por el valor
que toma goﬁ'}X en idpx.

1.4 Ejemplo. Como ejemplo particular podemos nombrar la adjuncién
(=) x [0,1] = (-)

que existe entre el funtor “cilindro” y el funtor “espacio de caminos” en 7 op, 0 més en
general, cambiando el espacio [0, 1] por otro localmente compacto y Hausdorff (condiciones
suficientes para que la topologia compacto-abierta satisfaga la ley exponencial).

Si bien los funtores adjuntos no brindan una equivalencia entre las categorias, preservan
mucha de la informacién. El siguiente es un resultado conocido, que se puede leer en [ML],
del cual no daré demostracién.

F
1.5 Teorema. Sean C?D, con F' 4 G. Entonces F' preserva colimites y G preserva

limites.



Lema de Yoneda

Hom : C°P? x C' — Set es un bifuntor, es decir, un funtor de dos variables. Fijando la
segunda coordenada se puede relacionar a cada objeto X de C con el funtor

[—, X]: C? — Set
Y o [Y, X]
fef

donde f*(g) =go f.
El funtor [—, X] es el funtor representado por X. Se dice que un funtor F' : C? — Set
es representable si existe X € C tal que F = [—, X].

Si la categoria C' tiene coproductos, dado X en C, para cada conjunto B llamamos
[Iz X al coproducto de tantas copias de X como elementos tenga B. Esta construccién es

funtorial en B: a la funcién de conjuntos B 2> B’ le corresponde el morfismo [yep inco)
que incluye la copia b-ésima de X en el lugar ¢(b). Llamemos ]_[(_) X a este funtor.

1.6 Proposicion. Si C tiene coproductos, los funtores representables transforman colimites
en limites.

Demostracién. Que H(_)X 4 [X, —] vale pues dado B € Set, Y € C, una funcién f
en [B, [X,Y]c]set es lo mismo que elegir un elemento f(b) de [X,Y]¢c por cada elemento
b € B. Esto a su vez equivale a tener un morfismo [[,c5 f(b) € [[[5X,Y]c por la
propiedad universal del coproducto.

Luego, por el teorema 1.5, [X, —] preserva limites y, como [—, X|c = [X, —]cor, los
funtores representables transforman colimites (i.e. limites de C°P) en limites. O]

Asignando a cada X su representable se tiene un funtor
C — Set®”
X — [—, X]
g = g«

donde g.(h) = g o h.
El Lema de Yoneda en su version débil nos dice que dado F : C? — Set y X en

C, existe una biyeccién natural entre las transformaciones naturales de [—, X] a F' y el
conjunto F'(X).

n : [—,X] = F puede asociarse con x = nx(idy) € FX. Asi, acadaz € FX le
corresponde la transformacién natural n* : [—, X] = F' definida por la férmula

Ny (g) = F(g)(z) para cada Y € C, g € [V, X].

[, X] L FewazeFX

Ver que estas aplicaciones son mutuamente inversas no requiere mas que una simple veri-
ficacién.

10



1.7 Definicién. Se define I'r el diagrama de F' como la categoria de pares (X, z) con
X € Cyx e FX, donde las flechas estan dadas por

Homr,((X,z),(Y,y)) ={g / g € Homc(X,Y), F(g)(y) =z}
Enunciemos entonces el lema de Yoneda.

1.8 Teorema. F = coléim [—, X]

F
Demostracion. Para su demostracién basta con observar que F' es el cono universal. Esto
sucede porque 'z ya contiene todos los datos de F'. Definir un cono ({n(x2)}(xz)erys G)
del sistema equivale tautolégicamente a tomar y € G(X) para cada (X,z) € I'p, por
lo que se tiene n : F' — G transformacion natural definida de forma tnica para que el
diagrama conmute (n manda z € FX ay = y(X,z) € GX). O

En algiin sentido el lema de Yoneda nos dice que C' es denso en Set®”’, pues cualquier
objeto de esta categoria se puede obtener como colimite de representables. Se puede pensar
a Set®” como una completacion de C: tiene todos los limites y colimites (se calculan lugar
a lugar).

11



2 Conjuntos Simpliciales

En esta seccién desarrollaremos un estudio detallado sobre las propiedades basicas de los
conjuntos simpliciales. Ademads, explicaremos las construcciones para el nervio de un grupo
y de una categoria, y comentaremos la realizacién geométrica de un conjunto simplicial
en general. Con el fin de complementar este estudio, también repasaremos brevemente las
definiciones y principales caracteristicas de los complejos simpliciales, los CW-complejos
v los espacios de Kelley.

Los conjuntos simpliciales modelan ciertos espacios topologicos que se pueden formar
pegando simplices de distintas dimensiones. El n-simplex topolégico A" es el subespacio
de R™*! definido por

A" ={z e R"/ 2; >0V i, inzl}

el 2-simplex en R3

Estos simplices se relacionan por las siguientes inclusiones en las caras y proyecciones
sobre ellas.

9; : A" — A"t 0i(z0, ..., xn) = (o, ...,0,...,2,)

(2

. n n—1 _
oj: A" — A (2o, Tn) = (20, ..., Tj + Tj41,...,Tn)
Todo ésto motiva la siguiente definicién.

2.1 Definicién. Un conjunto simplicial es una familia de conjuntos { K, },>0 y aplica-
ciones

di : K, —» K, 1 (caras)
sj: Ky — Kpq1 (degeneraciones)

para todo 0 < 7,5 < n, que satisfacen las siguientes identidades simpliciales (duales a las
que satisfacen las 0; y las 0;):

didj = dj_ldi si ¢ <j

diSj = ijldi sit <]

dis; = id sii=j,j+1
diSj = dei—l sit>j+1

SiSj = Sj+182‘ si g <]

12



Esquematicamente, K lo vemos asi

d;

1
S
.. _—
wKQ\K?Kl@KO
s s 5
J f

Los elementos de K, se llaman n-simplices. Un simplex se dice degenerado si esta
en la imagen de algtn s;. Si K, L son dos conjuntos simpliciales, un morfismo simplicial
[+ K — L es una familia de funciones { f,},>0 tales que f,, : K, — L, y conmutan con
los d; y con los s;. Es decir

frnod; =d;o fns1
fnosj =550 fn1

LLamaremos SSet a la categoria de conjuntos simpliciales y morfismos simpliciales.

2.2 Ejemplo. Dado un espacio topoldgico X, se define el conjunto simplicial S(X) de la
siguiente forma:

Su(X) = { A" L X / f continua)

Luego se definen d; = 9] y s; = 0.
Es facil ver que se satisfacen las identidades simpliciales. (S(X),d;,s;) es el conjunto
simplicial singular de X.

Otro ejemplo importante de SSet es el inducido por un complejo simplicial. Repasemos
primero algunos aspectos béasicos al respecto. Un estudio bien detallado de los complejos
simpliciales y poliedros se puede leer en [Sp].

Recordemos que un complejo simplicial K consta de un conjunto de vértices Vi, y
de Sk una coleccion de subconjuntos finitos de Vi, cuyos elementos se llaman simplices,
tales que

(a) Siz € Vg, {z} € Sk.
(b) Sio € Sk y T C o entonces T € Sk.

Una funcién f : Vg — Vi es un morfismo simplicial entre K y L si f(o) es un
simplex en L para todo simplex o € K.

Cada complejo simplicial K tiene asociado un espacio topoldgico |K|, llamado rea-
lizacién geométrica de K.

|K| es el conjunto de funciones o : Vix — [0, 1] tales que {v | a(v) # 0} es un simplex
de Ky >, ey, @(v) = 1. Observemos que, en particular, el soporte de « es finito.
Si s es un simplex de K, definimos el conjunto |s| C |K| como

|s| = {a € |K|, a(v) =0V v ¢ s}.
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Se le da a |s| la topologfa inducida por la métrica d(a, ) = />, (a(v) — B(v))?, con lo
cual |s| queda homeomorfo a A™. Y a |K| se le da la topologia coherente (final) respecto
a todos sus simplices. Explicitamente,

A C |K]| es abierto (resp. cerrado) < AN |s| es abierto (resp. cerrado) en |s| V s € K.

Una triangulacién de un espacio X es un par (K, f) con K complejo simplicial y
f + |K| — X un homeomorfismo. Un poliedro es un espacio X que admite alguna
triangulaciéon. Observar que un poliedro puede admitir varias triangulaciones diferentes.

Las esferas, los discos, el toro, R™ y los espacios proyectivos son ejemplos de poliedros.

Pasemos entonces al ejemplo antes mencionado.

2.3 Ejemplo. Dado un complejo simplicial K, sea < un orden total entre los vértices
de K. Definimos

K, ={(zo,...,zn)/ x; vértice de K, z; < xjsii < jy {xo,...,2,} simplex en K}
y
di:j%n_)knfl di(.fl?(),...,l’n):(.IO,...,@,...,l'n)
sj Ky — Ky sj(xo, .., Tn) = (20, ..., Tj, Tj, ..., Tp)

K = ({f(n},di, s;) es un conjunto simplicial con exactamente un n-simplex no dege-
nerado por cada n-simplex de K. N

Observemos que para la construccion de K no es necesario un orden total entre los
vértices de K: alcanza con tener un orden total <, entre los vértices de o para cada
simplex o, de forma coherente (i.e. si ¢ C 7 entonces <, |, =<s).

2.4 Observacion. Las dos construcciones anteriores son funtoriales.

Nervio de una categoria

Dada una categoria C, definimos NC, el nervio de C, como el conjunto simplicial cuyos
simplices son

NC, ={Xo ELN LR n=(f1,..., fn) cadenas de n flechas componibles en C'}

y donde las caras y degeneraciones estan definidas como sigue:

(f2,--- 5 fn) sii=0
di(fl,..~,fn): (fl""7fi+1ofi;-”;fn) si0<i<n
(fl)'”?fn—l) sit=n

Sj(fl,...,fn) = (fl,...,idXi,...,fn)

La cara d; quita el objeto X; (componiendo f;11 o f;) y la degeneracion s; repite el X;.
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Se tiene Obj C = NCyy FI C = NC4.
Ademsds, la identidad, la composicién y las funciones de dominio y codominio aparecen
entre los morfismos d; y s; de NC. Luego se puede reconstruir C' a partir de su nervio,
pues éste contiene todos los datos de la categoria.

2.5 Observacion. NC,, = Homgeq(n,C) donde n es la categoria asociada al conjunto
totalmente ordenado de n elementos, es decir,

n={0—1-2—... >n}

Nervio de un grupo

Dado un grupo G, vemos a G como una categoria (grupoide) con un tnico objeto * y con
Hom(%, %) = G. Al nervio de esta categoria se lo llama NG y haremos referencia a él como
el nervio del grupo G. Més adelante veremos se tiene una asignacién funtorial K — | K|
que a cada conjunto simplicial le da su realizacién geométrica (€ Top). NG serd entonces
un espacio de Eilenberg - Mac Lane del tipo (G, 1), es decir, un K(G,1).

A partir de la observacién 2.5 sigue otra forma de definir conjuntos simpliciales, de
mucha utilidad en la préactica:

2.6 Definicién Equivalente. Se define A como la categoria de los ordinales finitos y
morfismos de orden.

Obj A={n={0<---<n}, n>0}
FiIA={m%Ln/i<j= fi<[j}
Un conjunto simplicial es un funtor K : A — Set.

Notar que esto equivale a tomar un conjunto para cada n y funciones que vienen
inducidas por los morfismos en A.

No es dificil ver que todo morfismo de A se puede obtener como composicién de los
siguientes dos tipos de morfismos [Mal]:

(a) 0; :n—1— nsalteael i € n.

Ejemplo: n=4,i=1
0 1 2 3
0 1 2 3 4

(b) 0j:n+1 — nrepite el j € n.
Ejemplo: n=2,5 =2

s
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Por lo tanto para definir un funtor A £, Set basta con definir K, = K (n),
di = K(0;) y sj = K(0j), donde d; y s; satisfacen propiedades duales a las de 0; y o; (i.e.
satisfacen las identidades simpliciales).

Bajo esta definicién, un morfismo simplicial entre K y L equivale a una transformacién
natural 7 : K = L. Luego, SSet = Set®”.

Esta nueva definicién permite generalizar la nocién de conjunto simplicial a la de un
objeto simplicial cualquiera, donde cambiamos Set por otra categoria.

2.7 Ejemplo/Definicién. Un espacio simplicial es un funtor A°? — T op.

Dado un conjunto simplicial K uno puede construir un grupo abeliano simplicial ZK
donde ZK,, es el grupo abeliano libre generado por K,,. ZK tiene asociado un complejo
de cadenas, llamado complejo de Moore y también notado ZK, donde el morfismo de
borde O viene dado por d = Y 1 (—1)'d,.

2ozk, L2k, L 7K,

Notar que los grupos de homologia singular H,(X,Z) de un espacio topolégico X estén
definidos como los grupos de homologia del complejo de cadenas ZS(X), donde S(X) es
el complejo simplicial singular del espacio X.

A continuacién presentaré algunas construcciones bésicas en SSet:

2.8 Definicién.

1) El n-simplex estandar A[n] en SSet es el funtor representable
A 22 gy

El lema de Yoneda dice que tener un morfismo simplicial entre A[n| y K es lo mismo
que elegir un n-simplex de K, i. e. existe una biyeccién natural

HomSSet(A[n]y K) =K,

Visto de otro modo, A[n] es el conjunto simplicial generado por un tinico n-simplex
no degenerado, x = idy. El diagrama muestra algunos simpices de A[n] ordenados
segun la dimensién.
5; T T d; x d;dy x
dﬁj X

2) 0A[n] (o borde de A[n]) es el menor subconjunto simplicial de A[n] que contiene las

caras di(z), i =0,...,n, donde z es el generador, = idy. Asi,
Aln]; sio<j<n—1
0A[n]; = < degeneraciones iteradas de
elementos de Aln]p—1 sij>n

Por convencién, A[0] = 0.
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3) El k-ésimo cuerno A} C A[n] (n < 1) es el subconjunto de A[n] generado por todas
las caras de x = idy excepto la k-ésima.
Ejemplo:
0 0

M- c N -an
l———>2

l———2

2.9 Definicién. Un conjunto simplicial K es un complejo de Kan si satisface la
condicion de extension
“Para toda coleccién de n + 1 n-simplices xg, 1, ..., Tk—1, Tka1, - - -, Tnt1 que satisfacen
la condicién de compatibilidad d;(x;) = dj—1(x;), @ < j, i # k,j # k, existe un (n + 1)-
simplex z tal que d;(x) = z;, i # k”.

Por el lema de Yoneda, ésto es equivalente a que para toda f : A} — K exista
g:Aln] — K con gi = f.

n Vf

k= K

Observemos que la g no es necesariamente Unica.
2.10 Lema. Dado X espacio topoldgico, SX es complejo de Kan.

Demostracion. La demostracién de este lema sigue del hecho de que la unién de n caras
del n-simplex topoldgico A™ es un retracto de A™. O

En general, si C' es una categoria cualquiera, el nervio NC no es un complejo de Kan.

Por ejemplo, sin =1y k =0, la condién de Kan equivale a que para cada par de flechas
XL yyx %y exista (hi, ha) 2-simplex en NC tal que dy(h1,ha) = hsohy = f y
da(hi,he) = he = g. O sea, f se debe factorizar como g o hy. Del caso particular en que
Y =Xy f =1idx, sigue que si NC' es un complejo de Kan, entonces toda flecha g admite
inversa a derecha.
Razonando de la misma forma cuando n =1y k = 2 se llega a que también deben tener
inversa a izquierda, por lo tanto toda flecha es inversible y C' es un grupoide. Es facil ver
que esta condicién, ademés de necesaria, es suficiente, pues conociendo sélo las caras iy j
de un n-simplex (fo, ..., fn) ya se tienen todas las fj, salvo quiza f; (si j =i+ 1), que se
puede escribir como (f; o fj—1) o (fj—1)"'. Las condiciones de compatibilidad siguen facil,
teniéndose el siguiente resultado.

2.11 Proposicion. Dada C € Cat, su nervio NC' es un complejo de Kan si y solo si C
es un grupoide.

Es interesante notar que, realizando un razonamiento como en el parrafo anterior para
n =1y k =1, la condicién se satisface trivialmente: basta tomar como 2-simplex al par
(f,9). En general, aunque C no sea un grupoide, la condicién de extensién es valida para
n 2 4 y k cualquiera, y para n = 2,3 y k distinto de 0 y de n.
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El siguiente teorema serd usado repetidas veces en lo sucesivo.

2.12 Teorema. Todo X € SSet es el colimite de sus n-simplices

X = colim Aln]
I'x

donde I'x es el diagrama del funtor X (ver 1.7).

Demostracion. Es el lema de Yoneda. Recordemos que X : A’ — Set y que los
n-simplices A[n] : A°? — Set son los funtores representables [—, n]. O

Realizacion Geométrica

Dado K conjunto simplicial, asociamos a él un espacio topolégico |K|. Lo llamaremos
realizacién geométrica de K y lo definimos de la siguiente manera:

K| =] Knx A"/ ~

n=0

donde tomamos K, como espacio topolégico discreto, y donde ~ es la relacion de equiva-
lencia generada por:

(diknaun—l) ~ (knaaiun—l) kn € Kn, up_1 € A"
(sjkn,un+1) ~ (kn,ajun+1) kn S Kn, Unpt1 € An+1

Notamos la clase del elemento (ky,, u,) como |ky, ty].

2.18 Observacidon. Por definicién resulta |K| = colljm A",
K

2.14 Observacidn. Esta asignacion es funtorial. Dada f: K — L en SSet, |f|: |K| — |L]
esta dada por

11k, unl) = [ (kn), unl

2.15 Observacién/Resultado. Volvamos a la construccién hecha en 2.3.

Dado un complejo simplicial K, ]IN( | es el poliedro inducido por K. Esto sigue de las
definiciones: |K| = [T>0 Kpx A" / ~ tiene la topologia final respecto de las inclusiones de
sus simplices {k;, } x A™ pues es un cociente de la unién disjunta, y composicién de familias
finales es final. Luego, s6lo resta por observar que si s = {xg,...,zp} y kn = (20,...,2n),
los homeomorfismos

|s] = {kn} x A"

se pegan bien en las intersecciones, por lo que determinan un homeomorfismo |K| — |K]|.

| K| es el espacio que se obtiene de pegar n-simplices, tantos como indiquen los K, de
acuerdo a como lo indiquen las d; y las s;. Pensado de esta forma, un conjunto simplicial
no es mas que un “modelo para armar” de un espacio topoldgico, mas flexible que los
complejos simpliciales.

Veremos que | K| no es cualquier espacio topoldgico, sino que es un CW-complejo.
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Recordemos que un CW-complejo X es un espacio con estructura celular, que sa-
tisface la propiedad de clausura finita de sus celdas, y tiene la topologia débil respecto de
ellas (ver [Sw]).

Su n-esqueleto X™ se obtiene a partir de X”~! adjuntandole n-celdas. Es decir, se tiene
un push-out de espacios topoldgicos

IIASN—JVLLIE>.)(H—1

[ o |

D" n
H 1 9a X

Empezando con X! =0, X es la unién X = Unso X™ v tiene la topologia final respecto
de las inclusiones X" — X.

Para cada «, e, = go(D") es una n-celda de X. El interior de e, es €2, = g ((D™)°),
fa es la funcion de adjuncién de la celda, y g, es su funcion caracteristica, que brinda un
homeomorfismo entre el interior de la celda y (D™)°.

Un CW-complejo X puede tener ninguna, finitas o infinitas n-celdas para cada n > 0.

Como ejemplos de CW-complejos mencionemos los siguientes.

2.16 Ejemplos.

(a) S™ es un CW-complejo. Dos estructuras comunmente usadas son:

1. Una 0-celda ey y una n-celda con funcién de adjuncién constante e igual a eq.

2. Construimos inductivamente S¥*1V 0 < k < n — 1. Primero vemos a S* como
el ecuador de S¥*t1 y luego adjuntamos dos k-celdas: los hemisferios norte y
sur. Como funciones de adjuncién para estas celdas podemos elegir la identidad
de S*. Con esta estructura, S™ tiene dos m-celdas por cada m < n.

el+

el- el
las dos estructuras en la circunferencia

(b) D™ es un CW-complejo, tomando como (n — 1)-esqueleto S~ ! y adjuntando una
n-celda via la identidad.

(¢) Al toro podemos darle estructura de CW-complejo con una 0-celda (punto), adjun-
tando luego dos 1-celdas (obteniendo S' Vv S') y finalmente pegando una 2-celda del
mismo modo en que comunmente se construye un toro con una hoja de papel.
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()

estructura celular para el toro

(d) En general, todo poliedro es un CW-complejo, con una n-celda por cada n-simplex.

Hemos definido S : Top — SSet y |- | : SSet — Top. Vale la siguiente proposicién.

2.17 Proposicién. |- | 4 S, es decir, dado X € SSet e Y € Top, existe una biyeccion

natural
Homrzop(|X|,Y) =2 Homsset(X, SY)

Demostracion. Por definicién, |X| = colzm A"

En virtud de 1.6 sigue que HomTop(|X| Y) = lzm Homzop(A™,Y).

Como una funcién A™ — Y en 7 op es por deﬁnlclon un elemento de SY,,,
Homgop(A",Y) = SY,, = Homsset(A[n], SY)
Volviendo a aplicar 1.6 y por el teorema 2.12 (lema de Yoneda),

lzl;m Homgsset(Aln], SY) = Homsget(coléim Alnl], SY) = Homsset (X, SY)
X X

Luego de una sencilla verificacién queda probado que esta biyeccién es natural. El iso-
morfismo Homzq,(|X],Y) 2, Homsser (X, SY) esté dado por la férmula

©(9)(kn)(un) = glkn,un| ¥ kn € Xy, u, € A"

O

Definamos el n-esqueleto sk, de K como el subconjunto simplicial generado por
los simplices de grado < n. Por ejemplo, el (n—1)-esqueleto de A[n] es OA[n]. Se dice que
K tiene dimensién d si tiene al menos un d-simplex no degenerado y todos sus n-simplices
son degenerados para n > d. Asi,

dim(K) <d & K = skqgK.

Resulta K = |J -, sk, K. Luego veremos que las realizaciones geométricas de los
n>0
n-esqueletos son cerrados en | K|, y que generan su topologia. Antes, enunciemos el sigu-
. . op ’ .
iente lema, consecuencia de que en Set®” los colimites se calculan lugar a lugar.
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2.18 Lema. FEl siguiente diagrama es un push-out en SSet:

I aex, OA[n] skn_1K
f PUSH
I wcx, Aln) K
x no deg.

donde las flechas horizontales son los morfismos que inducen los simplices x (lema de
Yoneda) y las verticales las inclusiones.

En general, los colimites en SSet se calculan grado a grado. El lema vale porque,
para cada n, el diagrama en grado n es un push-out. A partir de ésto es facil verificar la
propiedad universal.

Veamos finalmente cémo es posible dar a | K| estructura de CW-complejo.

2.19 Proposicién. |K| es un CW-complejo para todo conjunto simplicial K.

Demostracion. Calculemos los valores que toma | - | en el n-simplex A[n] y en su borde

OA[n].

(i)

|A[n]| = A™ = D",

Cada clase que determina la relacién de equivalencia ~ definida sobre J[ A[n]; x AJ
320

tiene un tnico elemento (z,u,) con & = id, el n-simplex generador de A[n].

Dado (km,unm) € Hj>0 Aln]; x A7, tenemos que k,, : m — n € SSet. Luego

(ks um) = (km 0idn, Um) ~ (idn, kY, (um)). Al identificar los simplices, todos colap-

san en idy x A”.

Otra forma de verlo es recordando que |A[n]| = chlz'm A", y observando que el
Aln]

diagrama I'z[, tiene objeto final (n,idy). En un sistema I' X, C, si I tiene objeto
final o, entonces collz;m X; = X,..

DA [n]| = A" = §n—1,

El funtor | - | preserva colimites, en particular coegalizadores.

El diagrama

o f
H0<i<j<n Aln — 2]”? Hogkgn Aln — 1]kL>8A[n]
es un coegalizador, donde A[n — 1]* es la copia k-ésima, A[n — 2] es la copia
(ij)-ésima y
. [ =11« con (8;)s : Aln — 2] — A[n —1}7, 9; definida en 2.6.
. g=11(9j-1)« con (8j—1)« : Aln — 2] — Aln — 1]%.
. h=11(0k)s con (Op)« : Aln — 1]F — Aln)].
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Que ho f = hog vale pues 0j 00; = 0j_100; sii < j. Ver que (h,0A[n]) es el
coegalizador sigue por propiedad universal.

Por lo tanto se tiene que el siguiente diagrama es un coegalizador de espacios
topologicos

oo h
Ho<i<j<n |Aln — 2] J|T> Hogkgn |Aln — l]k\ﬁ\aA[””

En otras palabras, |[0A[n]| = OA™ se obtiene pegando las caras del n-simplex
topoldgico por sus bordes.

Por el lema anterior, como |- | preserva colimites y teniendo en cuenta que |0A[n]| = S7~1
y |Aln]| = D™, se tiene un nuevo push-out, ahora de espacios topoldgicos.
-1
I zex, S” |sky_1 K|
z no deg. n—l
PUSH
Dn
s, sk K]

El par (|sknK]|,|skn—1K]) es, por lo tanto, una adjuncién de n-celdas V n. Como
K = colim sk, K, se tiene | K| = colim |sk, K| de donde |K| tiene la topologia que inducen

neN neN
las inclusiones |sk, K| — |K|. Queda asi probado que |K| es un CW-complejo con una
n-celda por cada n-simplex no degenerado de K. O

2.20 Nota importante. La definicién de realizacién geométrica se puede extender a los
espacios simpliciales definidos en 2.7.
Si K es un espacio simplicial, se construye |K| como el espacio

K| =[] KnxA™/ ~

n=0

con ~ definida de igual forma que antes, teniendo en cuenta que K,, x A™ es el producto
de espacios topolégicos.

Es muy importante tener en cuenta que si K es un espacio simplicial, | K| no necesaria-
mente es un CW-complejo, ni ain cuando K,, se CW-complejo V n. El producto K, x A"
ya no es una unién disjunta de simplices.

En el apéndice A de [Se2], Graeme Segal introduce una nueva nocién de realizacién
geométrica de espacios simpliciales, || - ||, que satisface las siguientes dos proposiciones:

(1) Si K,, es CW-complejo V n, entonces || K]|| es equivalente homotépico a un
CW-complejo.

(2) Si f: K — K’ es un morfismo de espacios simpliciales tal que f, : K, — K},
es equivalencia homotdépica V n, entonces ||f]| : [|K|| — ||K’'|| es equivalencia ho-
motopica.
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Cuando K es un espacio simplicial “bueno” (en la terminologia de Segal), ambas
realizaciones coinciden. Utilizaremos este resultado para la demostracion del teorema A
de Quillen (teorema 3.26).

Compatibilidad de |- | con X

En esta seccion, con el propésito de estudiar bajo qué condiciones la realizaciéon geométrica
de conjuntos simpliciales respeta los productos, repasaré brevemente resultados bésicos
sobre los espacios de Kelley.

Un espacio de Kelley es un espacio topologico Hausdorff X tal que un subconjunto
F' de X es cerrado cuando la interseccién con cada subespacio compacto de X es cerrada.
Dicho de otro modo, X es de Kelley sii tiene la topologia que inducen las inclusiones de
sus subespacios compactos.

X esp. de Kelley & {K — X}xcx flia. final
K compacto
Sigue de la definicién que unién disjunta de espacios de Kelley es un espacio de Kelley;
idem para subespacios cerrados y cocientes Hausdorff de un espacio de Kelley. Es claro
que todo espacio compacto y Hausdorff es de Kelley.
La siguiente proposiciéon nos brinda toda una familia de ejemplos.

2.21 Proposicion. Un espacio localmente compacto y Hausdorff es un espacio de Kelley.

Demostracion. Sea X localmente compacto, F' C X tal que F' N K es cerrado para todo
compacto K C X, sea x € X \ F. Como X es localmente compacto 3 K, C X entorno
compacto de z. Sea U abierto, z € U C K,. Como F N K, es cerrado, U \ (F'NK,) es un
abierto, que contiene a x y no interseca a F. Luego F' es cerrado. O

Los simplices topolégicos A™ son compactos, luego son espacios de Kelley. Dado K
conjunto simplicial, |K| es un cociente Hausdorff de una unién disjunta de simplices, y
por lo observado anteriormente, es un espacio de Kelley.

Veamos otro ejemplo.

2.22 Ejemplo. Llamemos R al espacio de las sucesiones reales que son finalmente cero,
es decir,
R = {(zn)n>1 / zn € R, x,, = 0 salvo para finitos n}

Se tienen inclusiones iy, : R™ < R, (z1,...,2,) — (21,...,2,,0,0,...). Dotamos a R*>
con la topologfa final respecto de la familia {R™ 2% R> tn>1. Dado U C R, U es abierto
siU, =i, (U) CR" loes V n.

Consideremos la esfera infinita 5 = {(zp)n>1 € R> / > 5, x2 = 1}. Restringiendo

las inclusiones 4,, a S™, tenemos {S" in, S>}p>1 flia. final, donde cada S™ es un compacto
de S*°. Por lo tanto, S°° es un espacio de Kelley, pues su topologia estd generada por
algunos (luego por todos) de sus compactos.
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En la proxima seccién veremos que S es la realizacion geométrica de un conjunto
simplicial, lo que da otra forma de probar que es un espacio de Kelley.

Llamamos Ke a la categoria de espacios de Kelley y funciones continuas.

Dado un espacio Hausdorff X, la topologia inducida por las inclusiones de sus sub-
espacios compactos es mas fina que la de X. Notamos al espacio que resulta de asignarle
esta topologia al conjunto subyacente a X con Xg.. Con estas notaciones, X es de Kelley
sii X = Xxe.

Xjce siempre es un espacio de Kelley pues, como antes, su topologia es menos fina que
la que inducen sus compactos y, al mismo tiempo, la que inducen sus compactos es menos
fina que la que inducen los compactos de X (pues X y Xy tienen los mismo compactos).

Es facil ver que esta asignacién es funtorial y satisface que toda funcién continua
f:Y — X, con Y espacio de Kelley, se factoriza por Xy.. Luego, si i : Xxe — X es
la identidad, i, es una biyeccién (natural) entre [Y, Xi.| v [Y, X], por lo que se tiene la
siguiente

2.23 Proposicién. FEl funtor X — Xx. es adjunto a derecha de la inclusidn candnica
i:Ke — Top.

Esto nos asegura, por la proposicion 1.5, que ¢ preserva colimites, o sea que dado un
sistema I' — Ke, si su colimite en 7 op es Hausdorff entonces el colimite en Ke existe y
coincide con éste.

Sin embargo, no es cierto que un limite de espacios de Kelley coincida con el mismo
limite en 7 op. De la adjuncién anterior se deduce que dado un sistema I X, Ke, el limite
existe y es igual a (lczyrenF Xa)ke, donde el limite lgenF X, se calcula en 7 op, donde es sabido

que existen los limites. De todo esto concluimos que si li'n% X, es un espacio de Kelley,
ae

entonces si coinciden ambos limites.

Como dijimos antes, la realizacién geométrica de un conjunto simplicial es un espacio
de Kelley. Por lo tanto, el funtor |- | toma valores en la categoria Ke. Vale el siguiente

2.24 Teorema. El funtor realizacion geométrica |- | : SSet — Ke conmuta con limites
finitos. En particular, preserva productos.

Una demostracion de este teorema se puede leer en [G-Z], III, 3.1.
Concluimos, pues, que dados X e Y conjuntos simpliciales,

(X X Y| = [X] xpe [Y] = (1X] ¥ [Y])re

En particular, si |X| x |Y] es de Kelley, entonces tendremos | X x Y| = | X| x [Y].
Veamos que esto pasa si | X| o |Y| son localmente compactos.

2.25 Proposicién. Sea X un espacio de Kelley e Y localmente compacto y Hausdorff.
Entonces X XY es un espacio de Kelley.

Demostracion. ([H],A.15) Una funcién f : X x Y — Z es continua sii z: X —ZV 1o
es, pues Y es localmente compacto y Hausdorff. Como X es de Kelley, f es continua sii

24



f: K — ZY es continua V K C X compacto, y volviendo a aplicar la ley exponencial,
esto pasa sii f: K x Y — Z es continua V K C X compacto.

Dado K C X compacto, como X es Hausdorff resulta K localmente compacto, y
K xY — Z continua sii Y — Z¥ 1o es. Como Y también es de Kelley (ver 2.21), ésto
equivale a que K’ — Z¥ sea continua V K’ C Y compacto.

Por lo tanto, f : X XY — Z es continuasii f: K xK' — ZloesVKCX,VK' CY
compactos.

Ahora bien: la topologia de (X x Y)x. es més fina que la de X x Y. Si probamos que
id: X XY — (X x Y)ke es continua tendremos que ambas topologias coinciden, y X x Y
resultara espacio de Kelley.

Pero, por lo visto antes, basta con probar que, dados K ¢ X, K’ C Y compactos,
f: K x K — (X xY)ke es continua. Lo cual es evidente, pues K x K’ es un compacto
de X x Y y la topologia en (X x Y)k. es la més fina que hace a las inclusiones de sus
compactos continuas. ]

2.26 Corolario. Dados X e Y conjuntos simpliciales. Si |X| ¢ |Y| es localmente com-
pacto, entonces | X| x Y] =|X x Y.
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3 Espacios Clasificantes

La topologia algebraica se ocupa en sus inicios de asignar a un espacio distintas estructuras
algebraicas como invariantes que permitan su clasificacién. Se podria decir que en las
préximas paginas recorreremos el camino inverso. Entenderemos al nervio de una categoria
C como una forma de codificar su informacién, que nos permitird construir un espacio con
propiedades topoldgicas afines a las propiedades algebraicas de C.

No sélo nos servird como invariante: dado un espacio X, eligiendo convenientemente C
tendremos X = BC'y podremos, por lo tanto, estudiar X a partir de esta categoria.

3.1 Definicién. Dada una categoria C', definimos el espacio clasificante BC' como la
realizacion geométrica del nervio de C.

BC = |NC|

BC' es un CW-complejo. Sus 0-celdas estan en biyeccién con los objetos de C, y sus
n-celdas (n > 1) estdn en biyeccién con las tiras de n flechas componibles (donde ninguna
es una identidad).

Como ejemplos de espacios clasificantes de categorias chicas, podemos nombrar los
siguientes:

(a) C =% _* ~ BC =5

(b) C=n~ BC =A".

(c) C =% "x ~» BC =8>,

a1

(b) se comprueba facilmente. En (a) y en (c¢), NC sélo tiene dos O-simplices y dos
I-simplices no degenerados, pues no hay otros objetos o flechas. Se tiene |sk; NC| = S*
en ambos casos. En (a) no hay tiras de flechas componibles (que no contengan a la iden-
tidad) de largo 2 o més, de donde NC' no tiene simplices no degenerados de dimensién 2
o més, y sigue que BC = S'. En (c), en cambio, tenemos 2 n-simplices no degenerados
por cada dimensién: (a,a ! a,...) y (o=t a,a™t,...). Por la forma en que las celdas

correspondientes se pegan tenemos sk, NC| = S™y BC = S*.

A continuacién veamos un ejemplo més general:

3.2 Ejemplo/Resultados. Sea I conjunto parcialmente ordenado. Definimos K com-
plejo simplicial de la siguiente manera:

vértices: 1.

stmplices: {ig, ... ,in} [ 10 < -+ <ip, n = 0.
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Considerando a I como una categorfa construimos BI. Bl es el poliedro inducido por
K7, pues por definicién el nervio NI coinicide con K7 (ver ejemplo 2.3 y observacion 2.15).

Dado K complejo simplicial, recordemos que la subdivisién baricéntrica sd(K) es el
complejo cuyos vértices son los baricentros b(s) de los simplices s de K, y cuyos simplices
son todos los conjuntos ordenados finitos {b(s,),...,b(s,)} con s; cara propia de s;11. Es
bien sabido que |sd(K)| = |K]|.

Luego, si Ik es el conjunto de simplices de K ordenado parcialmente por la inclusion,
como acabamos de ver vale NIg = Kr,. Ademéds, Kj, = sd(K) y como |sd(K)| = |K]|,
resulta que Bk es el poliedro inducido por K.

Sigamos estas construcciones en un ejemplo concreto. Consideremos como complejo
simplicial K el 2-simplex (Vi = {0, 1,2}, Sk = {subconjuntos no vacios de Vi }).

VAN

I es el conjunto de los 7 simplices de K ordenados por la inclusién. El nervio NIk
en grado n consiste en las cadenas totalmente ordenadas de n + 1 elementos de Ig, y los
n simplices no degenerados son las cadenas donde todas las inclusiones son estrictas.

Asi, tenemos un punto por cada simplex de K (7 en total), un segmento o 1-simplex
por cada inclusién estricta, etcétera. El espacio clasificante Blg resulta entonces

0
sd(K)
A
1
2 12

con siete 0-celdas, doce 1-celdas y seis 2-celdas. Como probamos antes coincide con
|K1,|, que es a su vez es la realizacién geométrica de la subdivisién baricéntrica de K,
pues comparando las definiciones se tiene sd(K) = K, .

De estas observaciones sigue que el tipo homotépico de cualquier complejo simplicial
se puede obtener como el espacio clasificante de un I € PoSet. Esto, sumado al hecho de
que todo CW-complejo es equivalente homotdpico a un complejo simplicial, implica que

Dado X un CW-complejo, siempre existe una categoria C tal que BC = X.




3.8 Observacion. Dada una categoria C, entre los espacios BC'y BCP existe un isomor-
fismo celular evidente, que resulta de mandar la celda asociada al n-simplex (fo, ..., fn)
en NC,, con la correspondiente al n-simplex (f,,...,fo) € NC¥. Este isomorfismo en
general no proviene de un funtor C' — C°P.

Cilculo algebraico de m(C, X)

Dada C una categoria, un objeto X de C es un 0-simplex en NC y una 0-celda en BC.
Luego tiene sentido hablar del n-ésimo grupo de homotopia de BC con punto base X. Lo
notaremos directamente 7, (C, X).

Veremos cémo es posible calcular m1(C, X) sin necesidad de pasar por los espacios
topoldgicos. Esto, a su vez, permitird calcular en forma facil el grupo fundamental de
espacios que provienen de categorias.

Daremos una demostraciéon mas detallada de las ideas expuestas por Quillen en [Q]
usando resultados que aparecen en el libro [G-Z] de Peter Gabriel y Michel Zisman.

Introduzcamos entonces algunas de las notaciones y definiciones que utilizaremos.

Recordemos que un revestimiento de espacios topoldgicos es una funcién continua
p: E — B para la cual todo punto b € B admite un entorno abierto U = U (b) parejamente
cubierto. Es decir, p~1(U) =[], Va ¥y P : Va — U es homeomorfismo Va.

3.4 Definiciéon. Dado B espacio topolégico se define la categoria de revestimientos sobre
B, donde los objetos son los pares (F,p) tales que E L, B es revestimiento, y donde una
flecha (F,p) — (E',p’) es una funcién continua ¢ : B/ — FE tal que po ¢ = p/. Llamamos
a esta categoria Revest B.

Un hecho importante en la teoria de revestimientos es la propiedad que satisfacen de
levantar funciones continuas bajo ciertas condiciones. Si p : F — B es un revestimiento y
f: X — B una funcién continua, decimos que fes un levantamiento de f si po f: f.

Dada f : X — B continua, tomando z € X y U = U(f(x)) entorno de f(x) pareja-
mente cubierto por p, tenemos levantamientos locales f;,a de f, definidos en un entorno de
x, que resultan de componer f con las secciones locales p;! : U — V,,. Si es posible elegir
para cada x un « de forma tal que los levantamientos locales se peguen bien (i.e. coincidan
en las intersecciones de los dominios) entonces tendremos una funcién f: X — FE tal que
pof=1Ff.

~ 7 E
Lol
7 f
X—8B

En este sentido, el siguiente resultado nos da una condicién necesaria y suficiente para

la existencia de f ([Mu], § 79 y [Sp]).

3.5 Proposicién. Sea p : E — B revestimiento con E y B arcoconexos y localmente
arcoconexos. Sean e € E yb € B. Sea X un espacio arcoconezxo y localmente arcoconezo,
f: X — B continua, x € X, f(x) =0b. Entonces,

3f : X — E continua tal que po f = f y f(z) = e < fu(m (X, ) C pu(m(E,e))
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Mds aiun, si f existe, es unico.

La nocion de revestimiento es trasladada al lenguaje de los SSet de la siguiente forma.

3.6 Definicién. Sea i : A[0] — A[n] la inclusién canénica.
Un morfismo E 2 X € SSet es un revestimiento si para toda u : A[0] — E,
v : A[n] — X tales que pou = v o, existe una tnica flecha s : A[n] — E satisfaciendo
sSot=u, pos=u.
AJ0] 2~

E
7
o 3ls o
zi , p
4 l

Aln] 22>

Recordemos que una funcién continua p : E — X entre espacios topolégicos es trivial
con fibra F si existe un homeomorfismo X x F = E tal que el diagrama

~

X x F

X

E

conmuta.
Decimos que p es localmente trivial con fibra F' si cada punto = de X tiene un
entorno abierto U tal que la restriccién p’p—l(U) es trivial con fibra F'.

3.7 Observacion. p : E — B € Top es revestimiento si y sélo si es localmente trivial con
fibra discreta.

Definiciones equivalentes se tienen para morfismos triviales y localmente triviales en
Ke, reemplazando los espacios y los productos topolégicos por espacios y productos de
Kelley.

3.8 Observacion. Dados X e Y espacios de Kelley, X Xy, Y no necesariamente coincide
con X x Y. Luego, una funcién continua puede ser localmente trivial vista como morfismo
en 7 op y no serlo en Ke, y viceversa. Sin embargo, basta con que la fibra F' sea localmente
compacta para que ambas definiciones coincidan (ver 2.25).

Veamos por iltimo los conceptos equivalentes en SSet.

3.9 Definiciéon. Un morfismo f : £ — X en SSet es trivial si existe F' € SSet y un
isomorfismo X x F' = F tal que f o a coincide con la proyeccién X x F' — X. Llamamos
a F' la fibra de f.

Decimos que f : F — X en SSet es localmente trivial con fibra F si, para cada
simplex o : Aln] — X, la proyeccién del pull-back A[n] x, s E sobre A[n] es trivial con
fibra F.

An|x F——=FE

J/ PULL Lf

Aln] X

g
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A partir de las definiciones 3.6 y 3.9 no es dificil ver que, al igual que en 7 op, un
morfismo p: F — X € SSet es revestimiento sii es localmente trivial con fibra discreta.
Usaré el siguiente teorema, del cual se puede leer una demostracién en ([G-Z], III, 4).

3.10 Teorema. FEl funtor |-|: SSet — Ke transforma morfismos localmente triviales con
fibra F' en morfismos localmente triviales con fibra |F|.

En lo que sigue, C' denota una categoria pequena. Probaremos que la categoria de
revestimientos sobre BC' es equivalente a la de funtores C' — Set que invierten morfismos.
Luego concluiremos que 71 (C, X) coincide con el grupo de automorfismos del objeto X en
el grupoide que se obtiene al invertir todas las flechas de C.

3.11 Definicion. Sean C'y D categorias, ' : C' — D funtor. Decimos que F' invierte
morfismos si F(¢) es isomorfismo para toda flecha ¢ € C. Denotamos DS a la subca-
tegoria plena de D formada por los funtores que invierten morfismos.

Sea E £ BC un revestimiento del espacio clasificante de C'. Viendo cada objeto
X como punto de BC, podemos asignarle el conjunto Fg(X) = p~1(X). Toda flecha
@w:X — Y en C es un l-simplex en NC' y por lo tanto da un camino X 2, Y en BC.
Por las propiedades de levantamiento de caminos que tienen los revestimientos, w, induce
una biyeccién Fg(p) entre las fibras p~1(X) y p~1(Y) (tiene como inversa la funcién
inducida por el camino W (t) = wy(1 —t)). Fg definido de esta forma resulta un funtor
C — Set que invierte morfismos.

Reciprocamente, dado F' : C — Set funtor que invierte morfismos, consideremos la
categoria Cr de pares (X,z) con X € C'y x € F(X), donde una flecha ¢ : (X, z) — (Y,y)
es un morfismo ¢ : X — Y € C tal que F(¢)(x) = y. Notar que CF es el diagrama de
FoP . CP? — Set (ver 1.7).

Sea pr : Cp — C' la proyeccién (X, z) — X.

3.12 Proposicion. Npr: NCr — NC es un revestimiento de conjuntos simpliciales.

Demostracion. Consideremos el diagrama conmutativo

AJ0] —= NCFp

Aln] ——= NC

Por Yoneda v es un n-simplex de NC| es decir, v = (X I, X1 EEN In, n). Como
el diagrama conmuta, u = (X, x;) para algin x;. Para cada j, como F(f;) es biyectiva
existe z; € F(X;) tal que F(f;j)(xj—1) = x; 6 (F(f;)) *(xj—1) = x;. El elemento x; estd
asociado entonces a una tira de x;’s.

Definamos v : A[n] — NCr como el morfismo inducido por el n-simplex

(Xo,z0) 25 (X1, 21) 2o % (X0, 2)
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perteneciente a (NCF),. ¥ es un levantado de v pues al satisfacer voi =u, Nprov=v
hace conmutar el diagrama

A[0] —= NCp

~ /1
. v
Z\L // ler
s

Aln] ——= NC
La unicidad v sigue de la unicidad en la construccién de los ;. O
N . . . .
NCp =25 NC es un revestimiento de conjuntos simpliales, o lo que es lo mismo, un

morfismo localmente trivial con fibra discreta F'. Por el teorema 3.10, BCrg B ge

también es localmente trivial con fibra discreta |F| visto como morfismo en Ke. Como
|F'| es un espacio discreto, es localmente compacto y, por lo observado en 3.8 tenemos que
BCr — BC' es un revestimiento en 7 op.

Notemos con F a un revestimiento sobre BC' y con F un funtor de C' a Set que
invierte morfismos. Hemos descrito asignaciones F — Fgr y F — BCp. Probemos que
estas asignaciones son funtoriales:

Dado p: E — BC, p' : E' — BC en Revest BC, recordemos que un morfismo ¢ es
una funcién continua B — B’ tal que p’ o ¢ = p. La funcién ¢ induce una transformacién
natural entre Fg y Fg. Dado X € C,

Yx FE(X) — FE/(X)
p~HX) = P THX)
z — o(z)

la naturalidad sigue facil.
Por otro lado, dada 1 : F — F’ una transformacién natural en Setfm_, se tiene

Cr 2 Cp
(X, 2) = (X, nx(2))
donde z € F(X) y nx(z) € F'(X). 7 definido asi es un funtor, luego induce un mor-

fismo entre los nervios que conmuta con pr, y por lo tanto induce un morfismo entre los
revestimientos BCr y BCpr.

Estos dos funtores, £ — Fr y F' — BCF, son mutuamente inversos y dan una equi-
valencia entre las categorias Revest BC'y Setfm'.

Que F' — BCr — Fpc, = F se chequea ficilmente. Con la informacién algebraica de
F' se construye un revestimiento del cual no es dificil volver a extraer los datos de F'.

Dado E % BC revestimiento, construimos BCp,. Veamos ahora que E = BCp,.
Sin perder generalidad, trabajando en cada componente de BC' por separado, podemos
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suponer que BC es conexo. Siendo BC' conexo y localmente arcoconexo, también resulta
arcoconexo. Tenemos

BCry, E

|
BC —2— BC

Para ver que los revestimientos coinciden, veamos que en el diagrama anterior la identidad
de BC se levanta para dar funciones continuas « : BCp, — E, 3 : ' — BCFp, mutuamente
inversas. Para hallar a y 3, por la proposicién 3.5, no hay mas que probar que dados X € C
v @ € p~L(X), pu(m(E,)) = pl(m1(BCry, (X, ).

Sea X € C, [w] € m(C, X). Demostraré que [w] estd en la imagen de p, si y sélo si
estd en la imagen de p,. Para ello, demostremos primero un resultado que nos permitira
trabajar con lazos de m1(C, X) en una representacién practica.

i

3.13 Proposicion. Sea X un CW-complejo, xg una 0-celda en X y w un lazo en xg.
Entonces existen eq,, . .., €qy 1-celdas tales que w es homotdpico como lazo a eq, *- - -*€qy,
donde consideramos cada 1-celda como un camino a partir de su funcion caracteristica y
* es la concatenacion usual de caminos.

Demostracion. Tenemos w : I = [0,1] — X continua, w(0) = w(1) = zp. Notamos con [w]
su clase homotépica en (X, zo). Es sabido que la inclusién del 1-esqueleto i : X' < X
induce un epimorfismo de grupos i, : m (X', 2) — 7 (X,z) (ver [Sw], teorema 6.11).
Por lo tanto, existe w’ lazo sobre xg tal que su imagen estd incluida en X! y [w] = [/].
Podemos trabajar entonces con X! en lugar de X.

Sean {eq }aca las 1-celdas de X!y {z;};es las O-celdas. Dada e, una l-celda, e, es la
imagen de la funcién caracteristica g, : D! = [~1,1] — X'. Definamos 0, = go(0) € eq.

Sabemos que XY es discreto, pues es la unién disjunta de varias copias de DY. Con-
sideremos A = X1\ |J,{0a}. El subespacio A tiene una componente conexa C,; por cada
0-celda z; de X'.

Cada Cj, es un abierto en X'. Luego, {Cy,};U{€ } s un cubrimiento por abiertos de
X',y como w' es continua, {w' ™1 (Cy;)}; U{w' " (€5)}a €s un cubrimiento por abiertos de

1. Al ser I compacto, por el lema del nimero de Lebesgue existe n € N tal que w/([i%, %])
estd incluido en algin C;; o en algin ey, i = 1,...,n. Llamemos w; al camino que define
w’ en [=1, L], Claramente [w'] = [wf] * - - * [w]].

Para cada j, Cy, es contrictil (se contrae a x;). Ademds ef, es homeomorfo al intervalo
real (—1,1). Por lo tanto estos abiertos son simplemente conexos y el camino w; resulta
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homotépico a cualquier otro camino del abierto w!’ con los mismos puntos inicial y final.
Elegimos w/ como un segmento o como un par de segmentos segin el caso, y llamamos

W' =W * - xw!. Tenemos que [w'] = [w"] y por construccién resulta w”(t) una 0-celda
s6lo para finitos valores de t € [0,1]. Sean 0 = to,t1,...,tm—1,tm = 1 estos valores. Sea

w; el camino que induce w” en el intervalo [t;_1,%;]. Si w”(ti—1) = w”(t;) entonces ese
camino se puede suprimir. Si w”(t;—1) y w”(t;) son distintos, existe a tal que w”(t) € €2,
vVt e (ti-1,t;). w) puede ser reemplazado por el camino g, o por su inverso. O

En nuestro caso recordemos que w es un lazo en el espacio clasificante BC sobre la
0-celda que induce el objeto X € C. En virtud de lo probado en la proposicién anterior,
w se puede descomponer como producto de caminos de BC que provienen de morfismos
en C. Sea [w] = [w) *wg *- - - xwy,| donde w; es una parametrizacién del 1-simplex asociado
af,e FlC.

Los morfismos f; no necesariamente son componibles, pero si determinan una tira
X = Xo,X4,Xo,...,X, = X de objetos de C, donde X; y X1 son en algtin orden el
dominio y el codominio de f;.

Ejemplo. En el siguiente diagrama, los morfismos fi, f2, f3 v f1 inducen un lazo topolégico
aunque no se pueden componer.

Consideremos a (X, z) como 0-celda de BCFr,,. El camino w; se levanta en forma tnica
y, por lo tanto, su levantado w; es el camino que proviene del morfismo f; (recordar cémo
estdn definidas las flechas en CFp).

Pueden suceder dos cosas: X;_1 ELN X; 6 X; ER J—1-

En cualquier caso, como Fg invierte morfismos f; da una biyeccién p~1(X;_1) —
p~1(X;), y notaremos directamente f;(z;_1) = z;.

el levantado de w en BCF,, es un lazo & fnofa_i0---0 filz) =z (1)

Pero z; € p Y (X;) = Fp(X;) y fj(xj_1) = Fu(f;)(z;j_1). Como Fg(f;) es la biyeccion
inducida por el levantado de w; en £ — BC,

};of,:lou-ofl(a;):x@fn*fn_l*-u*fl se levanta a un lazo en F (2)

De (1) y (2) concluimos que [w] estd en la imagen de p, si y sé6lo si estd en la imagen
de pl,. Luego p.(mi(E,z)) = pl(m(BCF,, (X,z))) y por lo tanto existen « : BCp, — F
y B:E — BCp, tales que poa=p' yp of=np.

Por la unicidad de levantamiento en la proposicién 3.5 tenemos que o o = idBCFE y
que ao B =idg.
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Hemos probado entonces que

Revest BC = Set®, |.

Usaremos este resultado para describir 71 (C, X) algebraicamente.

Sea G el grupoide que resulta de adjuntar a C' todas las inversas formales de sus flechas
(con las notaciones de [G-Z], G = C[(Fl C)~!]). La inclusién canénica C — G induce
una equivalencia entre las categorias

Set® = Set§

Por 1ltimo, notemos que dado X € C C G, si llamamos Gx al grupoide con un solo
objeto X y cuyos automorfismos son Homg(X, X), se tiene una equivalencia Gx — G y
por lo tanto otra

Set® = Settx = Gx — espacios

Componiendo todas las equivalencias que ya probamos, obtenemos que la categoria de
revestimientos Revest BC del espacio clasificante de C' es equivalente a la categoria de
conjuntos dotados con una accién de Gx (y morfismos de acciones). Esta equivalencia
asocia al revestimiento E 2 BC' el subconjunto F(X) = p~(X) de E, junto con la accién
de Gx, que resulta de escribir cada automorfismo de X en G como una yuxtaposicién de
morfismos de C' (no necesariamente componibles) y levantar los caminos que parametrizan
los 1-simplex para obtener una biyeccién en la fibra.

Finalmente se tiene un isomorfismo candnico

|m(C, X) = Gx]|

que resulta de observar un revestimiento universal. Todos los lazos dan, en ese caso, una
biyeccién distinta.

3.1/ Observacion. De la equivalencia de categorias Gx — G sigue que BGx y BG tienen
el mismo tipo homotépico. O sea, dado, G un grupoide conexo, su espacio clasificante es
un K(Gx, 1), donde Gx es el grupo de automorfismos de X en G.

Veamos algunos ejemplos de cémo calcular el grupo fundamental del espacio clasificante
de una categoria usando este isomorfismo.

3.15 Ejemplos. Volvamos a los ejemplos (a), (b) y (c) que comentamos al iniciar esta
seccion.

En el ejemplo (a), C' es la categoria que tiene dos objetos {a, b} y dos flechas {f, g} de
aab.
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El espacio clasificante BC' es, como ya vimos, S'. Adjuntamos las inversas formales
de f y de g obteniendo el grupoide G. El grupo de automorfismos de a en G es el grupo
generado por los morfismos g~' o f v f~! o g. Como éstos son mutuamente inversos,
concluimos que Autg(a) =< g~ o f > = Z. Como era esperado, obtenemos
m1(C,a) = 7 (S, a) = Z.

En (b), C' = n es la categoria de n objetos totalmente ordenados. Si G es el grupoide
obtenido al invertir las flechas {(: — 1) — i}, i = 1,...,n, es claro que en G no hay
automorfismos no triviales. De aqui se deduce que BC' = A" es simplemente conexo mas
al ser A" un convexo en R"*! la simple conexién es evidente a priori.

Hasta ahora hemos corroborado la validez de la férmula 71 (C, X) = Gx en dos casos
en los que conociamos 71(C, X) a priori. En cambio con el ejemplo (c), tenemos una
forma sencilla de calcular el grupo fundamental de S°°, sin recurrir a la teoria homotdpica
de CW-complejos (por ej. aproximacién celular de funciones continuas).

f
/_\b
D S

f71

a

Como C es un grupoide, 71(C,a) = Autc(a) = {id,}. Asi probamos que S es
simplemente conexo. Més adelante veremos incluso que S es contractil.

El funtor C — BC

Sabemos que el funtor espacio clasificante Cat BT op coincide con la composicién |-|o N.
El funtor N preserva limites porque admite adjunto a izquierda (ver [T], p. 306, ver
también [Min], [F-L]). Y en virtud de lo visto en 2.26, | - | preserva el producto X x Y
siempre que |X| 6 |Y| sean localmente compactos. Por lo tanto, vale la siguiente

3.16 Proposicién. Si BC o BD son localmente compactos, entonces

B(C x D)= BC x BD

Diremos que una categoria C es contractil si su espacio clasificante BC' lo es. Diremos
que un funtor F': C' — D es equivalencia homotépica si la funcién continua BF lo es.

Recordemos que 1 = {0 — 1}. su espacio clasificante es B1 = A! = [0, 1], que es
localmente compacto y asi, dada C' categoria pequena,

B(C x1)=BC x [0,1]

Tener funtores F,G : C — D,y n: F = G transformacién natural, equivale a tener
un funtor H = (F,G,n): C x1 — D tal que Hoig=F, Hoi; =G con

19 : C — C x 1 es la inclusion a altura 0 y

i1 : C — (' x 1 es la inclusién a altura 1.
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En los objetos, H se define como H(X,0) = F(X), H(X,1) = G(X).
En las ﬂeCha‘S7 H(@vde) - F(Sp)v H(wa Zdl) - G(’l/}) y H(ZdX7O - 1) =T7x-

Concluimos pues que BH : BC x [0,1] — BD es una homotopia entre BF' y BG. Se
tiene entonces el siguiente

3.17 Corolario. B manda transformaciones naturales en homotopias.

Si bien las homotopias determinan una relacién de equivalencia y son facilmente
inversibles, las transformaciones naturales son dirigidas. La correspondencia funciona
porque a nivel geométrico se pierden las direcciones.

Veamos una consecuencia inmediata de este hecho:

F
3.18 Proposicién. Sean C<7*G>D, con F' 4 G. Entonces F' y G son equivalencias
homotopicas mutuamente inversas.
Demostracion. Basta con observar que la adjunciéon viene dada por transformaciones

naturales 1 : idg = GF, ¢ : FG = idp que inducen homotopias idgc ~ BG o BF,
BF o BG ~ idgp. ]

3.19 Corolario. Si C tiene objeto inicial o final, entonces C' es contractil.

Demostracion. Siendo 0 la categoria con un solo objeto * y una sola flecha id,, si C tiene
objeto inicial X entonces el funtor canénico C' — 0 admite adjunto a izquierda

0oL C
>l<l—>X0

luego, BC' tiene el mismo tipo homotépico que BO = A® = singleton € Top.
Si en cambio C tiene objeto final, C' — 0 admite adjunto a derecha. O

La categoria aCb tiene objeto final a, por lo tanto queda probado que S contractil,

como prometimos en 3.15. No obstante, la utilidad de este corolario va mucho mas alla
de esta aplicacién, como veremos en las secciones posteriores.

En la proposicion 1.3 se probdé que dado I — Cat sistema filtrante, siempre existe
C= col%m C;. De su construccion resulta Obj C' = col%m Obj C;, FI C = col%'m FICy

mas en general NC = col}'m NC;.

Consideremos {X;};er una familia tal que X; es un objeto de Cj, y si i 2, jen I,

F¢(X;) = Xj con F¢ el funtor inducido por ¢, C; LN C;. Se tiene un nuevo sistema
filtrante {m,(C;, X;) }ier, en Gr paran =1y en Ab para n > 1.

3.20 Proposicion. Si X es la imagen comun de los X; en C, entonces

col}jm T (Ci, X;) = mn(C, X)
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Demostracion. Sea C; 2, C la inclusién en el colimite. Un elemento de T (Ci, X;) es la
clase homotépica [o] de una funcién o : S — BC;. Vemos a [o] en m,(C, X) mediante
(BA)+-
Asi mismo, si [7] € m,(C, X), 7 : 8" — BC, 7(S™) es un compacto en el CW-complejo
BC, por lo tanto interseca sélo finitas celdas. Luego 7(S™) estd incluido en la realizacién
geométrica del subconjunto simplicial de NC' generado por los simplices {aq,...,an}
correspondientes a las celdas que intersecan a 7(S™).

Como NC = col%m NC;, cada ay, estd en algun Cj,. Como I es filtrante, podemos

tomar un mismo indice j = iy para todo k. Luego {ou,...,an} € NCj y 7 se levanta a
una funcién S™ — BCj; para dar un elemento de m,(Cj, X;).

Como las homotopias se levantan de igual modo (S™ x [0,1] también es compacto!),
concluimos que dos levantados de [7] se igualan en algin j’ suficientemente grande.

A partir de estas observaciones es facil ver que ({(A\;)«}, ™ (C, X)) es cono universal.
Dado ({fi},G) otro cono del sistema, f : 7m,(C,X) — G se define en [r] como fl([;]),

donde [7] es un levantado de [7] en 7, (Cj, X;). La buena definicidn, el hecho de que f sea
morfismo de grupos factorizando los f; y la unicidad de f siguen de lo anterior. O

Como aplicacion de la proposicién anterior Quillen menciona en [Q] el siguiente coro-
lario.

. . . , . . F . .
3.21 Corolario. i I % Cat satisface ademas que ¥V i 2, i, C; 9, C; es equivalencia

-~ Ai . . .. .
homotdpica, entonces C; = C' es equivalencia homotdpica para todo i.

C . F¢ . . , . .
Demostracién. Como C; — Cjj es una equivalencia homotépica, el morfismo inducido
mn(Ci, Xi) — m,(Cj, X;) es un isomorfismo de grupos si n = 1 o de grupos abelianos si

>\i * .z 7 .
n > 2. Luego m,(C;, X;) N 7 (C, X) también lo es y al valer ésto para todo n, se tiene

que A; es una equivalencia débil entre CW-complejos.
Por el Teorema de Whitehead (ver, por ejemplo, [Sw]) A; resulta equivalencia homotépica.
L]

Vale la pena advertir que dado [ L, Cat un sistema filtrante en Cat, no necesariamente
podremos elegir una familia {X;};c; con X; objeto de C;, de forma coherente con los

morfismos del sistema (i.e. si i 2, jen I, F¢(X;) = X;). La existencia de una familia tal
es, por lo tanto, una hipdtesis significativa.

Para lo que sigue, necesitamos la siguiente definicion.

3.22 Definicién. Dado un funtor F' : C — D, Y € Obj D, se define Y/F como la
categorfa cuyos objetos son los pares (X,v) con X € Obj C'y Y % F(X).
Un morfismo (X,v) % (X’,v') en Y/F es una flecha X % X’ € C tal que F(u)ov = v'.

Y \
F(X'
) (X7)
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De forma andloga se define F'/Y con objetos (X,v) donde ahora v : F(X) — Y y con
morfismos (X, v) % (X', v') con u: X’ — X tal que vo F(u) = '

Para F' = id¢ : C — C notamos Y/C en lugar de Y/F. Observemos que Y/C' tiene
objeto inicial (Y, idy).

Si I es una categoria filtrante, consideremos el sistema

I — Cat
i—1/i
[ fs

No es dificil ver que I = col}m I/i. Porque I/i tiene objeto final es contractil, y en virtud

de 3.21 obtenemos el siguiente resultado.

3.23 Proposicién. Toda categoria filtrante es contrdctil.

Teorema A de Quillen

A continuacion enunciaré y daré una demostracién del Teorema A de Quillen, que brinda
condiciones suficientes para que un funtor sea equivalencia homotdpica. Para su de-
mostracién haré uso de los siguientes hechos elementales sobre conjuntos bisimpliciales.

3.24 Definicién. Un conjunto bisimplicial es un funtor 7',

AP 5 AP L, Set

(m, Q) = dmxn

Observemos que si T' es un conjunto bisimplicial, para cada m se tiene el conjunto
simplicial T« : A°? — Set que asigna a cada n el conjunto Th,xn.

mxid
Aor 2L Aop x AP

)

Ahora bien, si m L n en A, f induce un morfismo simplicial T, L mx— de forma
canonica: dado k € A, z € T),x_ (k) = T}, xk, se define

f@) = T(f x idi)(x) € Tnxr = Trux— (k)

por lo tanto esta asignacion A°? — SSet, n — T,«_ es funtorial. Componiendo con la
realizacién geométrica, tenemos el espacio simplicial

A — Top, 1 [T |
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Al momento de asignarle un espacio a T, bien se podria pensar en |n +— |T,«_]||.
Pero esta construcciéon puede hacerse en orden inverso, teniendo que reparar entonces en
In — |T_«n,||- A partir de T se tiene ademas el conjunto simplicial diagonal T" o diag,

dia T
AP 299 NP AP 2, Set

Tenemos entonces un tercer espacio asociado a T, |T o diag| = |n — Thxn).
No obstante, la siguiente proposicién nos asegura que estas tres construcciones son
equivalentes.

3.25 Proposicién. Dado T conjunto bisimplicial, se tienen isomorfismos naturales
= Toxn| == [Thx—|| = 10— [T x4

Demostracion. Observemos en principio que las tres construcciones preservan colimites.
. . . . op
Este hecho sigue de que |-| tiene adjunto a derecha, ya sea visto como funtor desde & et™
op
o desde Top®™.

Tenemos T € SetA™ A% = Set(AxA)?  Por Yoneda, llamando A" al funtor represen-

tado por el objeto (r,s) € A x A, resulta T' = colLim h"S. Por lo tanto, si probamos que
T

" In — A5 || = |n — |h",|| la proposicién queda demostrada para todo

‘Q = hnxn =

T.

Observemos que
h™(n,k) = Homaxa((n,k), (r,s)) = [n,r] x [k, 5]

En SSet tenemos las siguientes igualdades de conjuntos simpliciales:

1) {n— hp5,t ={n— [nr] x[n,s]} = Alr] x Afs].
2) hp%— ={k~ [n,r] x [k s|} = {k— [n,r]} x Als].

Como los simplices topoldgicos son localmente compactos, estos productos son respeta-
dos por el funtor realizacion geométrica y se tiene entonces

D) 0= bl = [A[F]] x |Als]] = A" x A%,y

nxn

2) |hrs._| = {k — [n,x]}| x |Als]| = [m,r] x A%, con [n,r] espacio discreto.

Luego, a partir de 2) sigue que
I (A5l = n— [o,r] x A% = [J(ln,x] x A%) x A" / ~ = A" x A®

Procediendo similarmente para la doble realizacién en el otro orden queda demostrada la
proposicion para los conjuntos bisimpliciales representables T' = h". Como mencionamos
antes, ésto alcanza para que la igualdad se mantenga vélida para todo T'. ]

Pasemos entonces al teorema antes mencionado:
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3.26 Teorema A de Quillen. Sean dadas categorias C y D y un funtor F': C — D.
SiY/F es contractil para todo objeto Y € D entonces F' es una equivalencia homotdpica.

Este teorema admite una versién dual en virtud de 3.3:
Si F/Y es contrdactil Y'Y € D entonces F es eqivalencia homotdpica.

La equivalencia entre ambos enunciados resulta de observar que F : C — Dy
Fop . C° — D° inducen en los espacios clasificantes la misma funcion celular (via la
identificacion 3.3).

3.27 Observacion importante. Veamos que consecuencias tiene este teorema en el
contexto de los complejos simpliciales.

Un morfismo entre complejos f : K — L induce una funcién continua entre los
poliedros |f| : |[K| — |L|. Sabemos que |f| = |sd(f)| = Bf donde f : Ix — I, € PoSet,
es la funcién entre los simplices de K y L ordenados por la inclusién C.

Por el Teorema A, el morfismo B f es equivalencia homotépica si f / o es contractil para
todo o € I,.

flo={(@9) | a€Ix, fa L ocIp)
Como las tinicas flechas en Iy, son las inclusiones,
flo={a / a essimplex de K, f(a)C o}
=Ir-1(0)

De donde B(f/o) = B(I F-1(s)) es la subdivisién del subcomplejo pleno de K sobre el
conjunto f~!(c). Por lo tanto, el teorema A nos dice que f es equivalencia homotépica si
la preimagen de cada simplex de |L| es contractil.

Es interesante notar como, a partir de la informacién de las fibras, se obtiene infor-
macién global.

Con las propiedades antes mencionadas sobre conjuntos bisimpliciales paso a demostrar
el teorema A:

Demostracion de 3.26. Sea F : C'— D tal que Y/F es contréctil para todo Y € D.
Consideremos T : AP x A°? — Set donde un elemento de T, ., €s un par de diagramas

(Y — = Y1 =Yy — FXo, Xo— X1 — - — Xp)
y donde las caras y degeneraciones consisten en quitar o repetir el objeto indicado.

Sea S(F') la categoria definida por:
Obj={(X,Y,v) /] XeC,YeDyY 5 FX},

Fl={(X,Y,0) Y2 (X' V') /Y 2V, X5 X'y Fovod =o'},
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Las proyecciones desde S(F') en la primera y segunda coordenada son funtoriales. Se
tiene asi C' £~ S(F) 22 Do,

Observemos que el nervio NS(F') coincide con {n — T, x,}, el conjunto simplicial
diagonal de T', bajo la identificacién

Yy, Y; Y, Y, $1 v 2 ¢n Y,
i (61,91) l (¢2,:82)  (Pnstn) l

E— _— _— =
FXo  FXi oo FXoo px e X e Ty,

por lo tanto |T'| = |n +— Tpxn| = BS(F).
De aqui que Bp; sea la realizacién geométrica del morfismo T = NC.

Se puede ver T =2 NC' como morfismo entre conjuntos bisimpliciales, tomando
NCpxn = NC, para cada m, y considerando las caras y degeneraciones en la direcciéon m
iguales a la identidad. Este morfismo, al realizar respecto a la primer coordenada, induce
otro de espacios simpliciales {n — |T_x,|} 2, {n— NC,}.

Como

Tnl= J[ B(D/FXo)*?
Xo——Xn
y como cada B(D/FX()° tiene objeto final y por lo tanto es contréctil, concluimos que

H B(D/FXy)* 2n, H singleton = NC,
Xo——Xp Xo——Xp

es una equivalencia homotdpica para cada n.

Sigue de un resultado de May y Tornehave ([Ma2]. Ver también [Se2], ap. A y nuestra
nota 2.20) que |A| es equivalencia homotdpica, y por lo tanto p; lo es.

Notemos que p; siempre resulta equivalencia homotépica. Usando la hipdtesis de que
Y/F es contractil para todo objeto Y € D, probaremos que py también es equivalencia
homotopica.

De forma similar a lo hecho con pi, se tiene un morfismo de espacios bisimpliciales
T % ND dejando constante ND respecto a la coordenada n, cuya realizacién es
Bpo. Realizando respecto de la segunda coordenada, obtenemos el morfismo de espacios
simpliciales

H B(Yu/F) 2m, singleton = (N DP),,
L, T,
que es una equivalencia homotdpica para cada m, pues las categorias Y/ F' son contréctiles
por hipétesis. Sigue que py es equivalencia homotépica.
Las flechas horizontales del siguiente diagrama conmutativo son equivalencias ho-
motopicas
D2 p1
D <——S(F)——=(C
-l
b | D

Dor <—2 S(idp) LI
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donde F'(X,Y,v) = (FX,Y,v). Que p1, p2 y p lo son ya lo hemos probado. El funtor
pl, también es equivalencia homotépica pues, como obsevamos en 3.22, Y/idp = Y/ D tiene
objeto inicial (Y, idy) y por lo tanto es contréctil y seguimos en las condiciones del andlisis
anterior.

Como ps = F' o pl,, BF’ también tiene inversa homotdpica y F’ es equivalencia. Por
ultimo, basta notar que pj o F' = F o p; y del mismo modo resulta F' equivalencia, lo que
termina la demostracién. O

Fibraciones y el teorema A

En el SGA 1, Alexander Grothendieck da una definicién para fibraciones y cofibraciones
entre categorias. Una pre-fibraciéon F' : C' — D satisface que, dado Y € D, la inclusién
F~YY) < Y/F admite un adjunto a derecha. Dualmente, si F' : C' — D es un pre-
cofibracién entonces los funtores F~1(Y) < F/Y tienen adjunto a izquierda. La existencia
de funtores adjuntos entre categorias da una equivalencia homotépica entre los espacios
clasificantes (3.18). En estos casos es, por lo tanto, mayor el alcance del teorema A de
Quillen, pues la hipétesis F~1(Y") contractil VY € D ya asegura que F sea una equivalencia
homotdpica.

Pasemos entonces a definir estos conceptos. Sea C X, D un funtor. Dado S € D,
notamos con F~!(S) la fibra sobre S, i.e., la categoria formada por los objetos cuya
imagen comun es S y las flechas cuya imagen es idg.

3.28 Definicién. Decimos que X 1. Y es cartesiana si X € F7Y9), Y € F YD),
F(f) =¢: S — T y cumple que, para todo X’ € F71(S), X' % Y tal que F(g) = ¢,
existe una tinica § € F~(5), X’ % X tal que fog=g.

En general, una composicién de flechas cartesianas no tiene por qué serlo. En tal
sentido, se tiene la siguiente definicion.

3.29 Definicién. El funtor C' 2 D es una fibracién si cumple estas condiciones.

i) Dada una flecha S 27 y un objeto Y € F~YT), existen X € F71(S) y X Ly

tal que F/(f) = ¢y f es cartesiana.

ii) Morfismos cartesianos componen.
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Si F' satisface sé6lo i) recibe el nombre de pre-fibracion.

3.30 Ejemplo. Sea D una categoria con pull-backs. Sea C' la categoria cuyos objetos

son las flechas de D, y donde un morfismo (X % V) — (X’ L Y”') es un par (n1,72) de
flechas de D tal que n0g = g’ omny. Sea F : C — D el funtor que a cada flecha le da su
codominio. Entonces F es una fibracién, donde la flecha cartesiana sobre ¢ con codominio
g esta dada por el pull-back entre ¢ y g.

P—X
iPULL g
¢
S——T

Consideremos una pre-fibracion F' : C' — D y S un objeto de D. Si Y es un objeto
de Cy¢:S — T = F(Y) una flecha en D, la existencia de un morfismo cartesiano
f: X — Y sobre cada flecha S — T de D nos permite relacionar al par (Y, ¢) € S/F con
el objeto X € F~1(S). Notaremos X = X(Y,¢) vy f = f(Y, ¢).

La eleccién de f (y por lo tanto la de X) es arbitraria para cada Y. No obstante, vale
lo siguiente.

3.31 Proposicién. FElijamos para cada Y una f como antes. La asignacion (Y, ¢) — X
no solo resulta funtorial, si no que, ademds, el funtor inducido es adjunto a derecha de la
inclusion X € F71(8) — (X,ids) € S/F.

Demostracion. Sean (Y, ¢), (Y, ¢') objetos de S/F y sean X = X(Y,¢) y X' = X(Y', ¢)
sus imégenes. Una flecha h : (Y,¢) — (Y',¢) € S/F es un morfismo h: Y — Y’ de C
tal que F(h) o ¢ = ¢/. Debemos asociar a h otra flecha g : X — X’ € F~1(S) respetando

composiciones e identidades.
Si f=f(Y,9)y f = f(Y' @), se tiene el siguiente diagrama.

X*f>Y

\
3 gl \\h
Y f/

X/

Como f’ es cartesiana, existe una tinicag = ho f : X — X’ en F~1(S) tal que f'og = hof.

(i) SiY =Y’y h = idy, entonces idx hace conmutar el diagrama anterior y, por
unicidad de g, resulta g = id,. Luego se respetan las identidades.

(i) Si by : (Y,9) = (Y, ¢') y ha: (Y, ¢') — (Y, ¢") son flechas en S/F, tenemos el
diagrama
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X—Y
[ \%
3 g1l
[
3 g2l Y
Xv// fN Y//

Como f” es cartesiana 'y f”o(ge0g1) = haohjo f, concluimos que nuestra asignacién
también respeta composiciones y por lo tanto es funtorial.

Resta probar que {X — (X,ids)} - {(Y,¢) — X(Y,¢)}. Pero esto es inmediato: la
funcién natural

Homp-1.5)(X, X (Y, 8)) L5 Homg, p((X, ids), (Y, $))

ur fou

es una biyeccién por propiedad universal del morfismo cartesiano f = f(Y, ¢).
O

Denotando con ¢*(Y) a X (Y, ¢), tenemos para cada morfismo ¢ : S — T un funtor
¢* : F~YT) — F~Y(S), determinado salvo isomorfismos canénicos, y llamado cambio de
base respecto a ¢. Es inmediato que F' es una fibracién si y sélo si para cada par de
flechas componibles ¢, ¢’ en D,

¢ o™ — (¢ 0 p)*
es un isomorfismo de funtores.

Definiciones duales se tienen para cofibraciones y pre-cofibraciones, obteniéndose un
adjunto ahora para la inclusién F~1(S) — F/S.

En virtud de lo probado anteriormente, tenemos la siguiente extensién del teorema A
de Quillen.

3.32 Teorema. Sea F : C — D una pre-fibracion o una pre-cofibracion. Si F~(S) es
contractil para todo objeto S de D, entonces F' es una equivalencia homotdpica.

Demostracion. Sea F' una pre-fibracién. Segin lo comentado al iniciar la seccién, basta con
observar que la adjuncién probada antes implica que B(S/F’) es equivalente homotépico
a B(F~1(9)), y aplicar el teorema A.

Si F' una pre-cofibracién, la demostracién es andloga. O
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Como ejemplo, Quillen propone en [Q] el siguiente.

3.33 Ejemplo. Sea S(C) la categoria cuyos objetos son las flechas de C'y los morfismos
estan dados por

Homgcy (X Ly, X' E/—>Y/) ={(v,w) /v: X' =X, w:Y =Y yu =wuv}.

Tomar dominio y codominio induce funtores 9y : S(C) — C, 9y : S(C) — C res-
pectivamente. Es ficil ver que ambos son cofibraciones. Las categorfas 9; ' (X) = X/C'y
951 (Y) = (C/Y)°P tienen objeto inicial, luego son contractiles (ver 3.19) y por lo tanto dy
y 01 son equivalencias homotépicas entre las categorias. Componiendo estas equivalencias
se obtiene una representacion via funtores de la equivalencia homotépica entre C'y CP,
mencionada en 3.3.

Esta extensién del teorema A de Quillen se ve favorecida por la abundante existencia
de fibraciones.
Como mencionamos antes, dada una pre-fibracion F' : C' — D, cada flecha § — T

induce el funtor de cambio de base entre las fibras F'~1(T) 2 F ~1(8). Ademés, si F es
fibracién, componer dos cambios de base es el cambio de base de la composicién, por lo
que

F :D? — Cat
S — F7H9)
¢ @

es un funtor contravariante entre D y Cat.

Y viceversa: Dado un funtor F : D — Cat, construimos una categoria C' y una
fibraciéon F : C — D. Definamos
Obj C ={(8,X)/ S€0Obj D,X € Obj F1(9)}, vy

FIC={SX) Y2 (TY) ) ¢:5=Tyg: X — F@) ).

Sea F': C — D dado por F(S,X) =Sy F(¢,9) = ¢. Cada flecha

(S, F(8)(v)) 22 (1, y)

es cartesiana pues, si (¢, g) es otra flecha sobre ¢, (idg, g) es el tinico morfismo en la fibra
de S que hace conmutar el diagrama.

(S, X)
|
(ids.g) | (¢,9)
y
Y)——(T.Y
(8, F@)V) o (1Y)
S ¢ T
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Luego F' es una pre-fibracién. Como ademads los cambios de base componen trivial-
mente, F' es fibracidn.

Estas construcciones son mutuamente inversas, dando lugar al siguiente resultado.

3.34 Proposicion. Dada D € Cat, existe una correspondencia natural entre fibraciones
F:C — D y funtores F : D’ — Cat.

En el caso particular en que F : D? — Set, se puede ver F(S) como una categoria
discreta para cada S € D. Esta construccién da entonces el diagrama I'x del funtor
F, introducido en 1.7. La proyecciéon en la primera coordenada I'r — D recibe recibe
entonces el nombre de fibraciéon discreta de F.

Observemos que en el ejemplo 3.33, Quillen estd considerando la fibracién discreta
sobre el funtor Hom : (C' x CP)°P — Set.
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4 Espacios asociados a un cubrimiento

4.1 Definicién. Dado un conjunto X y una coleccion U = {U,};c; de subconjuntos de X
que satisfacen  J;c; U; = X, se definen los siguientes complejos simpliciales.

e NU es el nervio del cubrimiento /. Sus vértices son los subconjuntos Uj;, es decir,
Vnu = U. Los simplices se definen como sigue.

{Uiy,...,U;,} es n-simplex < ﬂ Ui, # 0, ie.3xeX /xeE ﬂ Ui,
j=1 7j=1

Por ejemplo, si X = S' y U estd dado como en el dibujo, N = OA[2] que “casual-
mente” tiene el mismo tipo homotépico.

C

e VU es el complejo de Vietoris asociado a U. El conjunto de vértices de VU
coincide con X, y dado {z1,...,2,} C X,

{z1,...,2n} esn-simplex & 3U el [/ {x1,...,zo} CU

e A FU lo llamaré complejo de banderas de Y. Tiene como vértices los elementos
de U y sus n-simplices {Uy C --- C U,} son los subconjuntos totalmente ordenados
(o banderas) de longitud n + 1 incluidas en (U, C).

A partir de estas definiciones podemos asignarle al par (X, U) tres espacios topoldgicos,
tomando la realizaciéon geométrica de alguno de los complejos anteriores. Sin embargo,
como veremos a continuacién, los espacios |NU| y |VU| siempre tienen el mismo tipo
homotdépico, y bajo ciertas condiciones | FU| serd homotépico a cualquiera de los dos ante-
riores. Con todo, las propiedades topoldgicas de estos espacios nos dan informacién sobre
la estructura del cubrimiento /. En esta seccién estudiaré las propiedades elementales
de estos complejos, basdndome en lo publicado por Herbert Abels y Stephan Holz en
([A-H],I), y exponiendo demostraciones alternativas a las que alli aparecen.

Pasemos entonces a enunciar el primero de estos resultados. Para su demostracién
usaré el Teorema A de Quillen (3.26) tratado en la seccién anterior.
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4.2 Teorema. Dado X un conjunto y U un cubrimiento, si U satisface que
VUVeU, UNVADI=UNVel

entonces existe una equivalencia homotdpica natural [NU| = |FU|.

Observemos que en general | NU| no es homot6pico a |FU|. Por ejemplo, consideremos
el caso en que Y = {U,V} con X = UUV y UNYV distinto de U, de V y de 0. La
realizacién geométrica del nervio es el 1-simplex, pero en cambio |FU| consta de 2 puntos
aislados al no haber en U/ banderas no triviales.

Vv

{uv}

NU FU

Demostracion. Sea Iny el poset de los simplices de NU ordenados por la inclusiéon. La
funcién f : Iny — U definida por f(7) = U = ()¢, U; invierte el orden pues, cuanto més
grande es 7, mas subconjuntos de X intersecamos al aplicar f. Podemos ver entonces a f
como un funtor Inzy — U°P.

Dado U € U?, f/U = {r € NU / U; D U} es un conjunto dirigido. Por lo tanto
induce una categoria filtrante y resulta contractil por 3.23. Luego, por el teorema A,

Bf:Blny — B(qu, C)

es una equivalencia homotépica. Como Blny = |[NU|y N(UP,C) = FU ( ver 3.2), queda
probado el teorema.
[

Compararemos ahora el complejo de Vietoris con el nervio de un cubrimiento. En este
sentido, es valido el siguiente teorema.

4.3 Teorema. Dado X un conjunto y U un cubrimiento, existe una equivalencia ho-
motopica

[NU| = [VU|

Este teorema es consecuencia de un enunciado més general, que se aplica a partir de
la dualidad que existe entre ambas construcciones: mientras NU tiene como simplices
aquellos conjuntos {Uy,...,U,} para los que existe z € X con z € U; V i, los simplices de
VU son del tipo {z1,...,z,} tal que z; € U V ¢ paraun U € U.

En general, dados X e Y dos conjuntos y R una relacién entre ellos (R C X x Y),
escribamos xRy si el par (z,y) estd en R.

4.4 Definicion. Definimos dos complejos simpliciales asociados a R como sigue.
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(a) K = Kp tiene por vértices al conjunto X, y {xo,...,2p} C X es p-simplex sii
JyeY /xRy Vi

(b) L = Lp tiene por vértices al conjunto Y, y {yo,...,yq} C Y es g-simplex sii
Jdze X /xRy Vi.

4.5 Teorema. Ezxiste una equivalencia homotdpica natural |K| = |L].

En particular, cuando Y = U y (zRU < x € U), resulta K = VU, L = NU. Este
resultado se prueba en [B-B-M-P] usando la nocién de morfismos simpliciales contiguos.
Propongo aqui otra demostracion.

Demostracion. Llamemos T' al conjunto
T={(a,8) JaC X, BCY, «a,( finitos y xRy V = € a, y € (3}

Definamos en 7' el orden (o, 3) < (¢/,3') sia C & y 8 C (. Siendo Ik e I, los
simplices de K y L respectivamente ordenados por la inclusion, las proyecciones T’ LNy K
T2 7 preservan el orden.

Pensamos p; y p2 como funtores entre las categorias inducidas por estos posets. Si ve-
mos que son equivalencias homotodpicas, resultaran Blx y Bl del mismo tipo homotépico
y por 3.2 quedaria probado el teorema.

Para ver que p; es una equivalencia homotépica usemos el teorema A. Dado o € Ik,
o es un simplex de K y

o/pr={(e,B) / o Ca}

Para ver que esta categoria es contractil usamos de nuevo el teorema A, esta vez con

pe:o/pp— {8/ (0,8) €T}. DadoT € {5/ (0,8) € T},

T/pQZ{(O‘)ﬁ)ET/O—CO‘? TCﬁ}
={(a,8) €T/ (0,7) < (., 8)}
Vale que 7/p3 es contréctil pues tiene objeto inicial (o, 7), por lo que o/p; es equivalente
homotépico a {5 / (0, 5) € T'}.
Dados (o, ), (o,3") en T, por definicién resulta xRy Vx € o, y € By xRy Vz € o,
y € 3. Por lo tanto (o,8UpB") € Ty {8 / (0,8) € T} es dirigido, luego contractil.

Finalmente, o/p; también es contrictil para todo o € Ik y por el teorema A p; es
equivalencia homotépica.

De la misma forma se prueba que po es equivalencia homotodpica y se concluye que

|K| = BIx = BT = BI, = ||

Sean dados X un conjunto, & un cubrimiento y B un refinamiento de éste.
SiU={U; |iel}yB={V;|je€ J}, existe una funcién p : J — I tal que V; C Uy ).
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Construimos TU como en la demostraciéon de 4.5. Las equivalencias homotdpicas
TU — NU y TU — VU son naturales respecto a p.

Se tienen una inclusién canénica VB — VU y un morfismo entre complejos simpliciales
inducido por p, NB 2, NU, dado por ¢(Vj) = Upj).-

Del diagrama

VB<2—TB-—2> NB

i‘b
VU <2 Tu 2~ Nu

sigue que ¢ no depende de p salvo equivalencias homotépicas.

Cada vez que tenemos un conjunto X y un cubrimiento U, podemos cerrar U por
intersecciones finitas no vacias, obteniendo un nuevo cubrimiento . Segun lo anterior. la
inclusién VU — VU es en este caso una igualdad, U es un refinamiento de ¢ y la funciéon
p se puede elegir de forma tal que sea una retraccién para la inclusion U C U

14 iVeu
(basta tomar p’ cualquiera y definir p(V') = {,0 (V) siVé ).

\% siVelu
Por lo tanto NU es un retracto de NU y la inclusién
NUY — NU

es una equivalencia homotdpica ya que ¢ : NU — NU lo es. Si recordamos que
|FU| = |[NU|, tenemos

4.6 Proposicion. El nervio de un cubrimiento U es equivalente homotdpico al complejo
de banderas de su cerramiento U.

En [A-H] se definen también algunos conjuntos simpliciales asociados a un cubrimiento
U de X, de forma similar a lo hecho con los complejos NU, VU v FU.

4.7 Definicién.

e N*MPY es el conjunto simplicial cuyos k-simplices son las tiras (Up, ..., Ux) de ele-
mentos de U tales que Uy N --- N Uy # B con las caras y degeneraciones usuales (d;
quita el elemento i y s; repite el j).

e V5P es el conjunto simplicial cuyos k-simplices son las tiras (zo,...,z) de ele-
mentos de X tales que existe U € U con z; € U V j.

e El conjunto simplicial F*"Pl{ tiene como k-simplices los subconjuntos totalmente
ordenados (o banderas) de longitud k incluidas en (U, C). O sea, F*""PUY = NIpy.

Que |F*™PYf| = |FU| es claro pues |F*"PU| = Blpy y por lo visto en 3.2. También
se tienen equivalencias homotdpicas naturales

|Vsmey| — |VU|
|N*"PY| — | NU|
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como probaremos a continuacion.

La forma en que se obtienen los conjuntos simpliciales VS™PYf y NPl a partir de
VU y NU pueden ser comprendidas como una misma forma de construir un conjunto
simplicial a partir de un complejo K, distinta a la asignacién K +— K descrita en 2.3.

4.8 Definicién. Dado K complejo simplicial, definimos K conjunto simplicial de la
siguiente forma.

K, = {(zo,...,xn)/ x; vértice de K, {xq,...,z,} simplex en K}
(o, .oy Tn) = (Toy e ooy Tim1, Tig1, - - -, Tp) qQuita z;

5j(20s .-, Tn) = (X0y -, Tj, Tj, .o, Tp)

4.9 Observacion. La asignacion K +— K es funtorial.

El siguiente teorema garantiza entonces las igualdades anteriores, ademas de resultar
de interés por si mismo.

4.10 Teorema. Sea K un complejo simplicial. Se tienen K Y K construidos como antes.
Eziste una equivalencia homotdpica natural |K| = |K]|.

Demostracion. Dado Y conjunto simplicial, recordemos que Y es un funtor A’ — Set.
Sea I'y el diagrama de este funtor y NI'y su nervio. De acuerdo a las notaciones usadas
en [Se2] y [A-H], se tiene simp(Y') =Ty.
Construyamos a continuacién un morfismo simplicial f : NT'y — Y. A partir de los
isomorfismos naturales
NFY 2 colim NFA[n]
Ty

Y = colim A[n]
'y
(ver [W]) el morfismo queda univocamente determinado por los valores que toma en los
simplices A[n].
Un m-simplex s de NI'z[,) es un par (n, Ln, 2 aml, n,,y). Como y es un
elemento de A[n](n,,) = Homa(n,,,n), notamos a,, = y y asociamos a s el m-simplex
bs : m — n € A[n] dado por los tltimos vértices de cada simplex n;, es decir,

bS(Z) = aAmam—-1 - - - CLZ(TLZ)

NT app es contréctil pues I'ap, tiene objeto final. Luego el morfismo NT ) — Lapy
es una equivalencia homotépica. En virtud del "lema de pegado” ([Se2], ap. A) resulta
en general f : NT'y — Y equivalencia homotépica. Sea entonces f : NI'p — K esta
equivalencia.

Tenemos por otro lado el funtor

gNFR.—>IK

(n, (o, ..., zpn)) — {0, .., Tn}
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Dado o € Ik, g/o es el diagrama del nervio de la categoria C, cuyos objetos son los
elementos de o y donde hay un tinico morfismo de x a 2’ para cada par de elementos
x,2' de 0. El espacio clasificante B(g/o) tiene el mismo tipo homotdpico que BC' por la
equivalencia anterior, y resulta contractil pues cualquier objeto de C' es un objeto final.
Por teorema A, g es una equivalencia homotdpica.

Finalmente, componiendo las equivalencias dadas por f y por g resulta

K| ? Brp % Blg = |K| = |K]|

O]

Esta nueva construccién K — K presenta la ventaja sobre la anterior K +— K de no
necesitar de un orden entre los vértices del complejo simplicial K.

Para cerrar esta seccion mencionaré algunos resultados clasicos que relacionan el nervio
de un cubrimiento &/ de X con el mismo X, en el caso en que éste ya sea un espacio
topolégico y que los elementos de U satisfagan ciertas condiciones.

El siguiente teorema es presentado por T. tom Dieck. Ver como referencias [tD] y [V].

4.11 Teorema (tom Dieck). Sean {U;}ics y {Vi}ics cubrimientos abiertos numerables
(i.e. admiten particion de la unidad localmente finita subordinada al cubrimiento) de X
e Y respectivamente. Para cada subconjunto finito a de J notamos Uy = (\;c, Us. Idem
con Vg. Si f: X — Y es una funcion continua que manda cada U, en Vg, y tal que la
restriccion f : Uy, — Vg es equivalencia homotopica para cada a, entonces f es equivalencia
homotdpica.

Para el caso Y = |NU| y V; = st(U;), a partir de este teorema se pueden obtener
condiciones suficientes para que X y |NU| sean equivalentes homotdpicos. Donde

St(Ui) = {Oé € ‘NU’,O&(Ul) 75 0}
(ver pagina 13).

Otros resultados que involucran el nervio de un cubrimiento, particiones de la unidad
y cohomologia de Cech se pueden encontrar en [D] y [B-T].
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5 Atlas de Grupoides

Acciones globales

Las acciones globales fueron introducidas por A. Bak en [B], con la motivacién de proveer
un soporte algebraico que permita realizar las operaciones homotépicas necesarias en
K-teoria algebraica sin pasar por la topologia.

5.1 Definicién. Una accién global A consiste en un conjunto X 4 y una coleccién de

subconjuntos de él sobre los cuales actiian grupos locales. Estas acciones, a su vez, se rela-

cionan mediante ciertos morfismos que “pegan” en forma coherente las distintas acciones.
M4s exactamente, A = (X4, P4, {Xa}a, {Ga}a) donde

X A es un conjunto,

(a
(
(c) para cada a € ®, X, es un subconjunto de X 4 sobre el cual actia un grupo G, y
15

(d) si a < f, existe gog : Go — Gg morfismo de grupos tal que g.x = ¢q(g).z para todo
X EXaﬂXg, g € Gg.

)

b) &4 = (P4,<) es un conjunto de indices con una relacién reflexiva,
)
)

Ademss, & = idg, y donde tengan sentido las composiciones, gog ol = gpg.

Sigue de la definicién que G (X, N Xg) C X, N X3, es decir, las a-6rbitas de los
elementos de la interseccién estan incluidas en la interseccion.

Cuando estemos en las condiciones X 4 = X,, para todo «, diremos que la accién tiene
dominio simple.

Veamos los principales ejemplos, mencionados en [B-B-M-P].
5.2 Ejemplos.

(1) El principal ejemplo es GL(n, R), la accién global general lineal de orden n a
coeficientes en el anillo R.

Un subconjunto de A = {(i,5) / i # j, 1 < i,7 < n} es cerrado por transitividad
(o simplemente cerrado) si cada vez que contiene los pares (i,5) v (4, k), también
contiene el par (i, k). Consideremos ® ordenado parcialmente por la inclusién

& ={aecA/acerrado, (i,i) ¢ a ¥V i}.
Sea G, = GL(n, R), el subgrupo de GL(n, R) generado por las matrices
{E;j(r)|r € R, (i,]) € a},
donde Ejj(r) es la matriz con 1 en la diagonal, r en el lugar (ij) y 0 en el resto.
No es dificil ver que una matriz A € GL(n, R), siy sélosi A;; =1sii=jy A;; =0

si (i, ) ¢ a.
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Demostracion. Las matrices que cumplen estas condiciones son claramente cerradas
por multiplicacién y, como nuestros generadores las satisfacen, se tiene una inclusién.
Por otro lado, si A;; = 1 para i = j y Aj; = 0 para (,j) ¢ «, al transformar
esta matriz en la identidad mediante operaciones de fila, siempre multiplicamos a
izquierda por matrices elementales E;;(r), con (i,j) € a. Luego A™! estd en el
subgrupo GL(n, R),, y por lo tanto también lo estd A. O

Si a C 3, tenemos un morfismo de grupos GL(n, R)o — GL(n, R)g, llamemos gpg a
esta inclusion.

Definamos X, = GL(n, R). GL(n,R), actia sobre GL(n, R) por multiplicacién a
izquierda.

(2) Dado G un grupo, H = {H, }ace una familia de subgrupos de G, ® discreto.

Llamamos A(G,H) a la accién global indexada por ® donde X4 = X, = G para
todo a € ®, y donde cada H, actia por multiplicacién a izquierda sobre G.

(3) En el siguiente ejemplo X4 tiene sélo seis elementos. Sea A = A(D3,H) donde
O ={a,b}, H,=<r >y Hy,=<s>.

La accién de cada G, divide a GG en érbitas. Estas érbitas determinan un cubrimiento
de X 4.

Si llamamos U a este cubrimiento, su nervio NU (construido en 4.1) es

PN

Hb Hb.T Hb.’l“2

NY

H,.s

H,

Se tiene, como veremos maés adelante, una definicién para el grupo fundamental de
una accién lineal. Como podemos conjeturar, 71 (A) resultard en este caso isomorfo

alZx*Z.
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Observemos que el elemento 1 € D3, al ser multiplicado alternadamente por elemen-
tos de H, y de Hy, recorre el circuito

SsX X SX rX
1—>s—rs—srs—rsrs=1

Si bien no necesariamente los subconjuntos { X, }aee determinan un cubrimiento, esto
vale en la mayoria de los ejemplos con los que trabajaremos. De todas formas, cuando
esto no suceda podremos agregar un nuevo indice 0, con 0 < « para todo o € ®, X = X4
y Go = {0} actuando trivialmente.

Como pudimos ver, las acciones de los grupos G, interactiian en las intersecciones de
los conjuntos locales X, generando una dindmica global en A. Un elemento de X4 va,
por lo tanto, recorriendo este conjunto por la accién sucesiva de distintos grupos locales.

Esta idea sugiere definiciones para caminos y lazos en A. Estas, a su vez, nos brindan
una nocién de arcoconexién y simple conexion.

5.3 Definiciones.
Dada A una accién global, una a-tira es un subconjunto finito {zo,...,z,} C X4 tal
que existe para cada i un g; € G, tal que g;.x;_1 = ;.

Un camino débil en A es una sucesién (xg, ..., x,) de finitos elementos de X 4 tales
que para cadai, 1 <i < n,existeuna € Pyg € G, tal que {z;_1,2;} € Xoy g.2i-1 = i,
es decir, {z;_1,2;} es una a-tira.

Una accién global A es arcoconexa si dados = e y dos elementos de X 4, siempre
existe un camino débil (zg,...,zy) con xg =2y 1 = y.

Maés en general, diremos que x,y € X4 estan en la misma componente arcoconexa
si existe (xg,...,2,) camino débil entre x e y. Luego, A es arcoconexo sii tiene una sola
componente. Llamamos mp(A) al conjunto de componentes de A.

Calculemos m(A) en los ejemplos presentados en 5.2.

(i) Si A= GL(n,R) y (¢ = zg,21,...,T, = y) €s un camino entre z e y, para cada i
existen o € ® y E; € GL(n, R), una matriz tal que F;.x;_; = x;. Esta E; no tiene
por qué ser unica. De todos modos, notemos con E; a alguna de ellas. Tenemos
entonces

E,En ... iz =y.

Si E,(R) es el subgrupo de matrices elementales de GL,(R), éste es el subgrupo
generado por todos los GL,(R), y por lo tanto, si e y estdn en la misma com-
ponente, y € E,(R)z, es decir, x e y estdn en la misma co-clase determinada por
E,.(R).

Reciprocamente, si y € E,(R)x existe £ € E,(R) tal que y = Fz. La matriz E
puede ser escrita como producto de matrices elementales

E=FE,E, ...E
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con E; en algin GL,,(R),,. Definiendo xy, = ExE)—1 . .. Eyz, tenemos que (g, 1, . . ., Tp)
es un camino entre x e v.

Por lo tanto,

[ M0(GLn(R)) = GLa(R)/En(R) |

Este es, si R es un anillo conmutativo, el K-grupo algebraico Ki(n, R).

(ii) Si A = A(G,H), un argumento similar al de antes nos permite mostrar que si
x,y € X4 = G, entonces estan en la misma componente arcoconexa si y sélo si
existen h,, € H,,; tales que

hay -« hayx =1y

para algin n. Notando < H >=< H; /i € ® > para el subgrupo de G generado
por todos los H;, tenemos

(mo(A(G,H)) = G/H|

En general, dadas acciones globales A y B, un morfismo débil f : A — B entre
acciones globales es una funcién de conjuntos f : X4 — Xp tal que si {zg,...,z,} es una
a-tira, entonces existe § € ®p tal que {f(xo),..., f(x,)} es una [-tira. Notar que no
necesariamente se tiene una asignacién « — (: el indice 8 pude variar cuando se toman
distintas a-tiras para un mismo .

Si llamamos L a la accién global con X4 =Z, ® =Z, X,, = {n,n+ 1} y G, = Zo
actuando transitivamente,

una curva débil en A es un morfismo débil L — A, i. e. una sucesion infinita
(...,z_1,%0,21,22,...) de elementos de A tal que para cada n € Z existe a,, de forma
que {Tp, Tpy1} €S una ay-tira. Segin nuestra definicién, un camino resulta una curva que
se estabiliza en ambas direcciones.

Se le da a L x L estructura de acciéon global de la forma evidente. Luego, podemos
definir una homotopia entre dos caminos w y w’ como una funcién H : L x L — A que
se estabiliza en todas direcciones, y que cumple que existen Ny, N1 € Z, Ny < Nj tal que
H(—,Ng) =wy H(—,Nl) =u.

Es facil ver que “ser homotdpico a” es una relacién de equivalencia.

Un lazo débil es un camino con el mismo punto inicial y final. En [B-B-M-P] se
presentan tres formas de definir el 71 (A, a),

(a) Como el conjunto de lazos sobre a, médulo las homotopias definidas anteriormente,

(b) Construyendo la accién global QA de lazos sobre A, y calculando sus componentes
7I'0(§2147 a’) =T (A7 CL), y

(¢c) Dando una nocién de revestimientos para acciones globales y tomando un reves-
timiento universal o simplemente conexo para hallar un grupo que clasifique los
revestimientos conexos.
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Los morfismos débiles sélo respetan la informacién de las érbitas locales. A este nivel,
la accion global equivale a un conjunto con un cubrimiento.

Sea A una accién global, X = X 4 el conjunto subyacente y U/ el cubrimiento determi-
nado por los conjuntos unipuntuales y las érbitas locales (si agregamos 0 a & como antes,
entonces basta con tomar las érbitas locales).

U={{z}| 2 X}U{{Gyx}| a € P, x € X}

Llamemos V' (A) al complejo de Vietoris asociado al cubrimiento U, y N(A) su nervio.
Facilmente se prueban las siguientes igualdades.

mo(A) = mo(|V Al) = mo(INAJ)

mi(A) = m(|[VA]) = m(|NA])

Donde el 71(A) lo tomamos como en la primera de las tres definiciones anteriores.
Basta con observar que una funcién es una funcién débil (en particular una curva o una
homotopia) entre acciones globales si preserva a-tiras, y que una a-tira es exactamente un
simplex en V A. De aqui que la asignacién A — V A entre la categoria débil de acciones
globales y la categoria de complejos simpliciales no sélo es funtorial, si no que es una
equivalencia entre ambas categorias.

En todo lo que hicimos hasta ahora, hemos tenido en cuenta sélo la estructura débil de
una accion global A, es decir, hemos reparado en la forma en que se relacionan las dérbitas
locales, pero sin detenernos en las acciones en si, ni en las relaciones entre estas acciones.
Se tienen versiones fuertes para las definiciones anteriores, que preservan también esta
informacién.

5.4 Definicién. Un morfismo fuerte f = (fo, fo,fx) : A — B es una terna que
satisface

(a) fo :Pa — Pp preseva <: si a < 3 entonces fo(a) < fo(f5),

(b) fa(a): Ga — Gyy(a) s un morfismo de grupos tal que si a < 3, el diagrama

Go— Gry(a)

L

G ——>Gra(8)
conmuta,
(c) fx:Xa— Xp es una funcién tal que fx(Xa) C Xpy(a) ¥
(d) para cada a € ¥4,
(fo: fx) 1 Ga ™ Xa = Gry(a) ™ Xy (a)

es morfismo de acciones, i. e. fa(g).fx(x) = fx(g.2) V g € Go, = € X,.
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Esta definiciéon nos permite trabajar con curvas, caminos, lazos y homotopias en sentido
fuerte. De todas formas, la necesidad de tener un morfismo de grupos Go — G, (o) Para
cada a vuelve muy rigidos a este tipo de morfismos.

5.5 Ejemplo. Sea Xp = {0,1,2}, G3 = {1,b,b%} el grupo ciclico de orden 3, cuya accién
sobre Xp estd dada por .0 =1, b.1 = 2. Sea X4 = {0,1} y G2 = {1,a} el grupo ciclico
de orden 2 actuando sobre X4 por a.0 = 1.

Consideremos estas dos acciones como acciones globales By A, tomando ®4 y ®p con
un solo elemento.

Cualquier funcién f : {0,1} — {0,1,2} es un morfismo débil, pues la tnica tira local
no trivial es {0,1}, y debe ser mapeada dentro de la Gs-érbita local {0,1,2}. Por otro
lado, un morfismo fuerte f : A — B debe contar con un morfismo de grupos Go — G3
que, por su puesto, tiene que ser trivial. Por lo tanto los tinicos morfismos fuertes de A a
B resultan de mandar todo X4 a un punto de Xp. Hay 9 morfismos débiles de A a B,
pero sélo 3 morfismos fuertes.

Atlas de grupoides

Dado un grupo G actuando sobre un conjunto X, a la accién G ~ X podemos asociarle
un grupoide G = G x X, cuyos objetos son los elementos de X y donde (g, z) es una flecha
de z aysii g € Gy g.x =y. La inversa de una flecha (g, ) es (g7!, g.2).

Esta asignacién (G ~ X) — G aplicada a las acciones locales de una accién global nos
sugiere el concepto de atlas de grupoide, presentado en [B-B-M-P] y definido como sigue.

5.6 Definicién. Un atlas de grupoides A = (X4, P4, {Ga}acs) consta de un conjunto
X4, un conjunto de indices ® 4 dotado con una relacién reflexiva y, para cada « € ¢, un
grupoide G, tales que

x Xo = 0bj G, C Xy,
* sia < fBen ®y, XoNXg es unién de componentes conexas de G, y

* es dado gog : Galxanxs; — Gplx.nx, funtor que es la identidad en los objetos.

Como mencionamos antes, toda accién global induce un atlas de grupoides. Sin em-
bargo, no todo atlas de grupoides proviene de una accion global, como se puede comprobar
facilmente.

Un morfismo débil f : A — B entre atlas de grupoides es, al igual que antes, una
funcién f : X4 — Xp que preserva tiras locales, donde una a-tira es ahora un subconjunto
{zo,...,x,} de X4 incluido en una componente conexa del grupoide G,,.

La categoria resultante, con atlas de grupoides como objetos y morfismos débiles como
flechas, resulta por lo tanto equivalente a las estudiadas en la subseccién anterior.

Tenemos la siguiente definicién para morfismos que también preservan la informacion
de las flechas.
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5.7 Definicién. Un morfismo (o morfismo fuerte) entre atlas de grupoides f : A — B
es un par (fg, fg) satisfaciendo

- fp : P4 — Pp es una funcién que preserva la relacion.

- fg : Go — Gp es una transformacién natural (generalizada) de diagramas de grupoides
sobre la funcién fg. Es decir, se tiene un funtor fg : Go — Gy, () Para cada a, de
forma tal que si a < 3, el diagrama

Go — Yfs(a)

L

G — Y91 (p)
conmuta.

Observemos que existen funtores no triviales entre dos grupoides G y G’ a pesar de que
éstos tengan cantidades coprimas de objetos. Esto no sucede con los morfismos de grupos,
y por lo tanto tampoco con los morfismos de acciones, siendo en tal sentido (y en muchos
més!) los atlas de grupoides una construccién mas flexible que la de acciones globales.

5.8 Ejemplo. Retomemos el ejemplo 5.5. Al considerar A y B como atlas de grupoides,
un morfismo f: A — B quedard determinado por la imagen de la flecha

(a,0) € Gy x X4, (a,0):0—1,

pues su dominio 0, su codominio 1 y su inversa (a,1) deberdn ir, respectivamente, al
dominio, el codominio y la inversa de fg(a,0). Ademds, cualquier eleccién de fg(a,O0)
termina por determinar un morfismo, y por lo tanto concluimos que el hecho de que A use
una accién de Go y B una de (G3 no inhibe la existencia de morfismos de A a B.

Hasta aqui fueron presentadas una breve introduccién a los atlas de grupoides y a al-
gunos conceptos relacionados que utilizaré en la proxima seccién. Un estudio més completo
y detallado sobre los atlas de grupoides puede leerse en [B-B-M-P].

Definiciones para el nervio de un atlas de grupoides

Llamemos Gr.Atl a la categoria de atlas de grupoides y morfismos (fuertes). En lo que
sigue propongo dos costrucciones funtoriales Gr.Atl — SSet para el nervio de un atlas de
grupoides A. La primera, Ny(A), responde a la informacién de las “6rbitas locales” de
A, o sea, las componentes conexas de cada G,. La segunda, N A, mas compleja pero mas
interesante, también respeta la estructura de los grupoides locales.
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5.9 Definicién. Sea Ng(A) el conjunto simplicial definido de la siguiente manera.

(NgA)k = {(z0,...,x)/ existe a tal que {zp,...,x} es una a-tira}
di(:I;Oa s 7$k) = (:E()v sy Ti—1, Tt 1,y - - 'axk’) qUita T
si(xo,...,x) = (20, .., Tj, Tj, ..., Tn)

Dado f: A — B morfismo débil entre atlas de grupoides, Ny f esté bien definido pues
f preserva a-tiras.

Identifiquemos an = {0 — 1 — 2 — ... — n}, el conjunto totalmente ordenado de
n + 1 elementos, con la categoria inducida, el grupoide asociado n[(FI n)~!] y el atlas de
grupoide con ® = x y G, = n.

Un morfismo débil n L. A debe preservar tiras locales. Como {0,...,n} es una *-tira,
f(0),..., f(n) deben estar en la misma 6rbita local, y por lo tanto (f(0),..., f(n)) € NgA.
Asfi se tiene

’ (NaA)n = Homaepil(n, A) ‘

Si consideramos el complejo de Vietoris V A, tenemos que
NA=VA

seguin lo visto en 4.8, y se tiene una equivalencia homotdpica
BsA — |V A

por el teorema 4.10, llamando BgA a la realizacién geométrica de NyA.

Pasemos ahora a la definicién de N A.

5.10 Definicion. Con intenciones de preservar la informacién de las flechas, propongo la
siguiente construccion:

(NA)k: H{$09_1>$1g_2>---g_k>xk/glv"'7.gkega}/'\“
acd

donde identificamos (g1, ..., gx) con (gpg(gl), el ng (gx)), su imagen a través de los mor-

fismos de estructura gog . Con ~ notamos a la relaciéon de equivalencia generada por estas
identificaciones. Las mismas caras y degeneraciones d; y s; definidas para NgA respetan

el cociente ~, pues cpg son funtores, por lo que preservan identidades y composiciones.

Observemos que si cada G, es conexo, los morfismos gog quedan definidos en todo G,

y por lo tanto
(NA) = colg)m (NGo)k

donde los nervios NG, se toman como en la seccion 2.
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Ahora bien: queremos identificar los objetos de cada G, o sea, considerar como
0-simplices los elementos de X4 sin repeticiones. Para ello, sea Gy el grupoide discreto
cuyos objetos son los elementos de X 4 y definamos 0 < « para todo a € P.

Resulta asi NAg = X 4. La inclusién de Gy no sélo hace colapsar a un mismo elemento
de X 4 visto como 0-simplex en varios G, en un mismo 0-simplex via ~, si no que ademas
permite considerar como simplices aquellos elementos de X 4 que no estaban incluidos en
ninguna érbita local.

Si f: A— B es un morfismo entre atlas de grupoides, f induce un morfismo entre los
nervios de manera obvia.

En cierto sentido, el nervio N A es un colimite de los nervios locales NG,. Con intencién
de formalizar esta idea, procedamos como sigue.
Cada vez que a < 8 € ®, consideremos el grupoide auxiliar

Gap = Galxanxs

cuyos objetos y flechas son aquellos de G, incluidos en la interseccién X, N Xg.

Sea ® es conjunto de ndices aumentado ® = ® U {(a,3) / o < 3 € ®} donde ya
consideramos 0 € ®. En ®, z < y sii z = (,f)ey=adz=(a,0) ey=0.

Los morfismos de estructura gog los reemplazamos por los siguientes dos: la inclusion
(ﬁ?‘aﬁ) y la composicién gZ(ﬁaﬁ) = ( 5o inc).

Los nuevos morfismos de estructura @4 quedan definidos en todo el grupoide dominio,
y por lo tanto la asignaciéon x — G, es funtorial. Notar que en ® no hay composiciones no
triviales.

Con estas notaciones resulta NAy = colim (NG;), y como las d; y s; pueden ser

o
vistas como las flechas universales por propiedad del colimite, tenemos

NA = colim NG,
3

Finalmente, como la realizacién geométrica |- | : SSet — T op preserva colimites, tenemos

BA = |NA| = colim BG, = BG, / ~
def‘ ’ P IEI /

5.11 Ejemplos.

(1) X4 =%, ® =%, G, =G un grupo. Luego NA = NG en el sentido clasico, y BA es
un K(G,1).

(2) Més en general, si ® = *,

NA=NG. [[ A

y BA es el espacio que se obtiene de adjuntar a BG puntos aislados.
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(3) Si ® es discreto, NA es la unién disjunta de los nervios NG,, identificando sus
0-simplices con los elementos de X 4.

(4) Dado G grupo y ‘H una familia de subgrupos, A(G,H) pensado con ® discreto es
un ejemplo de lo anterior. Dado H € H, el grupoide asociado a H es igual a Ry,
el grupoide dado por la relacién de equivalencia/particiéon de G en H-coclases. Su
tipo homotoépico es

BRy = H *
G/H

Se puede pensar, salvo homotopias, a BA como un CW-complejo de dimensién 1.

Sea H la clausura de H bajo intersecciones finitas, con el neutro de G en H. Si

A= A(G,H), es facil ver que

NA = NjA = N,A.

Veamos por iltimo una relacién entre estas dos construcciones.

5.12 Observacion. Dado A un atlas de grupoides, se tiene una proyeccién canénica

p:NA—>NdA
91 gn
(xop = 21— ... > xp) — (20, ..., Tp)

Todo simplex de NyA estéd en la imagen de p, de donde p es sobreyectiva. Sin embargo,
p puede no aceptar ninguna seccion.

5.13 Ejemplo. Sea X4 = {a,b,c,d}, ® = {1,2} discreto. Sean G; y G los grupoides con
una sola flecha entre dos objetos, con objetos {a,b,c} y {a,b,d} respectivamente.

XA x4

X 2

Tenemos (a,b) € (NgA). Supongamos que exista i : NgA — NA seccién para p.
Luego p(i(a,b)) = (a,b), y i(a,b) = a Lbsan
Como i(a,b,c) = a Lyh ¢, i(a,b,d) = a 2,54 y como ¢ conmuta con las caras,

resulta

a5 b=dyoi(a,b,c)=1iody(a,b,c)=i(ab)=iody(a,bd) =dsoi(abd) =a-=>b
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con lo que llegamos a un absurdo, proveniente de suponer que existia .

En el siguiente grafico se observan BgA y BA:

BA BdA

Mientras BA advierte la existencia del lazo algebraico no trivial a L2 a, BgA es
simplemente conexo.

El estudio de los atlas de grupoides y su teoria de homotopia serd retomado en [dH-M],
donde veremos céomo definir los grupos de homologia de un atlas A.
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