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Introducciéon

Con mucha frecuencia ocurre que el estudio de fenémenos de distintas areas del conocimiento, desde
fenémenos naturales hasta econémicos o sociales, conduce a la formulacién de leyes dindmicas, muchas
de las cuales pueden modelizarse mediante ecuaciones diferenciales no lineales.

La no linealidad de dichas ecuaciones hace que , en general, encontrar soluciones explicitas sea una
tarea casi imposible. Por eso se han desarrollado técnicas numéricas que permiten obtener soluciones
aproximadas a un problema de valores iniciales y métodos analiticos a partir de los cuales se pueden
inferir propiedades cualitativas de las soluciones.

Un concepto de fundamental importancia en la teoria cualitativa de los sistemas de ecuaciones
diferenciales ordinarias es el concepto de estabilidad de soluciones. La forma més sencilla de estudiar
la estabilidad de las soluciones seria el andlisis directo una vez obtenidas las soluciones, pero como
mencionamos antes, son muy pocos los casos en que puede obtenerse una solucién explicita de un
problema de valores iniciales. Por eso a lo largo de los anos se han ido desarrollando formas alterna-
tivas para estudiar la estabilidad de soluciones de ecuaciones diferenciales sin necesidad de obtener
explicitamente las soluciones.

Pero, jqué entendemos por una solucion estable? Ciertamente, todos coincidiremos en que se refiere
a algo que no cambia o que ofrece resistencia al cambio, que se mantiene en estado estacionario o
permanente.

El tema de la estabilidad ha desvelado a filosofos y cientificos desde épocas muy remotas. En
particular les preocupaba la estabilidad del sistema solar. A través del aporte de distintos cientificos
el concepto de estabilidad ha ido tomando forma y rigurosidad. Y desde, por lo menos 120 afios atras,
gracias al aporte del matemético ruso A. M. Lyapunov, contamos con dos métodos para el estudio
de la estabilidad, uno llamado método directo, basado en aproximaciones lineales de las ecuaciones
diferenciales no lineales, y otro conocido como segundo método, que permite estudiar la estabilidad
de las soluciones de los sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias a partir de las propiedades de
cierta funcion llamada funcion de Lyapunov, en honor a su creador.

Para entender el concepto de estabilidad, consideremos una solucion de una ecuacion diferencial
que representa un fenomeno fisico o la evolucion de algin sistema. Siempre existen dos fuentes de
incertidumbre en las condiciones iniciales. De hecho, cuando uno intenta repetir un experimento dado,
la reproduccion de las condiciones iniciales nunca es completamente confiable: por ejemplo, un satélite
solo puede ser puesto en orbita desde un punto y con cierta velocidad que depende de distintas circun-
stancias relacionadas con el lanzamiento de cohetes espaciales. Es, por lo tanto, fundamental poder
reconocer bajo qué circunstancias, pequenas variaciones en las condiciones iniciales, produciran solo
pequenas variaciones en lo que sigue del fenomeno.

Este ejemplo describe claramente la idea de estabilidad, pero para el tipo de estudio que queremos
hacer necesitamos introducir un marco matematico mas estricto.

La estabilidad puede ser descripta como la propiedad de las soluciones de ecuaciones diferenciales
por la cual, dada una solucion de referencia x* (¢, t§, zj) de

@ = f(t, ), (1)
wh = (i th,2y) s tERstl; i€ Rsg

cualquier otra solucion x(t, to, o) que comience cerca de z* (¢, 5, z) , es decir, tal que t§ = tg y
x$~ x0, se mantiene cerca de xf = x(t, t§, ©j) para tiempos posteriores.

A simple vista podria parecer que la propiedad de continuidad de soluciones con respecto a las
condiciones iniciales, y por lo tanto las condiciones suficientes para que esto suceda, podrian dar una
respuesta al problema de la estabilidad. Sin embargo, el teorema acerca de la continuidad de soluciones
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con respecto a las condiciones iniciales, establece condiciones suficientes para que una solucién per-
turbada se mantenga cerca de una solucién no perturbada en un intervalo de tiempo finito. Mientras
que, si hablamos de estabilidad, lo que se pretende es tener informacion acerca del comportamiento a
largo término de estas soluciones perturbadas. Nos interesa saber si permanecera cerca de la solucion
xy = x(th, 5, x3), en todo momento, toda solucion de (1) que esté cerca de ) en el instante ¢, o si
existen soluciones que terminan por alejarse de z* (¢, t§, x3) no importa lo cercanas que alguna ocasion
estuvieron de xj.

En el Capitulo 1 de este trabajo se intenta hacer un breve repaso del desarrollo histérico del concepto
de estabilidad hasta la formulacion definitiva que manejamos hoy en dia.

En el Capitulo 2 se presentan en forma resumida las definiciones y teoremas acerca del concep-
to de estabilidad y de otros temas como la formulacion Hamiltoniana para sistemas dindmicos, las
propiedades del grupo simpléctico y la Teoria de grado, que serdn de utilidad para comprender los
resultados sobre estabilidad que se presentan en los capitulos siguientes.

En el Capitulo 3 se mostraran cotas para la derivada de la fuerza de restauracion de una ecuacion
diferencial de segundo orden peridédica, con periodo T' > 0, y amortiguacion lineal, que garantizarin
la existencia y unicidad de una soluciéon T'—periodica asintoticamente estable.

Por ultimo, en el Capitulo 4 estudiaremos la estabilidad de la posicién de equilibrio # = 0 para
la ecuacién del péndulo de longitud variable. Veremos que en la mayoria de los casos el equilibrio se
comporta de igual manera para la ecuaciéon linearizada que para la ecuacién original, pero existen
excepciones. Por otro lado, mostraremos que el estudio de la estabilidad a partir de la aproximaciéon
de tercer orden permite arribar a las conclusiones correctas, es decir que, # = 0 sera estable para la
ecuacion del péndulo de longitud variable si y sélo si es estable para la aproximacion de tercer orden.
Para ello utilizaremos como herramienta la Teoria de Grado. En particular, nos interesard el calculo
de ciertos indices de la ecuacién del péndulo que nos permitiran distinguir casos de inestabilidad.

Cabe mencionar que gran parte del andlisis hecho en este capitulo se basa en el conocimiento de la
estructura algebraica del grupo simpléctico Sp (RQ).

Los resultados de estos dos ultimos capitulos pretenden ilustrar algunos de los métodos de anélisis
que se utilizan para el estudio de la estabilidad de soluciones periodicas de ecuaciones diferenciales de
segundo orden.



Capitulo 1

Un poco de Historia

1.1. El estudio del cosmos como motor de la ciencia

Atn cuando hay indicios de que desde hace muchos siglos se ha estudiado una serie de problemas
donde ya se halla inmersa una idea intuitiva de la nocion de estabilidad, la formalizacion matematica
del concepto es relativamente reciente.

Podemos citar como ejemplo de esta preocupaciéon temprana por la estabilidad al filésofo griego
Aristoteles (384-322), quien counsider6 la balanza en equilibrio, y estudio las fuerzas que podian alterar
dicho estado y los diferentes movimientos que podian resultar.

En 1687 se publica la obra cumbre de la dindmica clasica y obra maestra de Isaac Newton (1642-
1727), Philosophiae Naturalis Principia Mathemdtica. Aqui Newton rompe la barreras aristotélicas que
separan los cielos de la tierra, pues logré probar que todos, absolutamente todos, los movimientos de
los cuerpos celestes, obedecen a una tnica ley: La Ley de gravitacion universal, que dice: cualesquiera
dos cuerpos de masas my y mo se atraen con una fuerza cuya magnitud es directamente proporcional
al producto de las masas e inversamente proporcional al cuadrado de la distancia que las separa.

Para la formulacion de sus leyes de movimiento, Newton tuvo que introducir una matematica
adecuada. Asi, teniendo como motivacion la descripcion del movimiento de los cuerpos, inventa el
Calculo Diferencial e Integral, y es precisamente en sus términos que expresa sus leyes de movimiento.
Con los Principia no soélo se realiza la primera sintesis de la ciencia, sino que abre la posibilidad de
hacer realidad uno de los mas viejos suenos de la humanidad: entender el movimiento de los cuerpos
celestes.

El estudio del movimiento de los cuerpos celestes dio lugar a preguntas como las siguientes:

1. En el futuro, durante miles de millones de afnos, ;los planetas seguirdn las mismas trayectorias o
en algin momento algunos de ellos chocaran entre si 0 quizas alguno escapara del sistema solar?

2. Los efectos de las interacciones mutuas de todos los cuerpos del sistema solar, ;jno modificaran de
manera significativa las trayectorias actuales de los planetas y demds cuerpos de dichos sistemas
o0, por el contrario, las transformaran de forma radical e irreversible?

En resumidas cuentas, la pregunta a la que intentaban dar respuesta era: ;El sistema solar es estable?
Hasta aqui no habia una definicioén precisa del concepto de estabilidad, por lo que la pregunta resultaba
un poco vaga.

Antes de los Principia de Newton era practicamente imposible dar respuesta a este interrogante.
Es en los Principia donde, por primera vez, se plantea el problema del movimiento en términos de
ecuaciones diferenciales no lineales asociadas a la posicién de masas puntuales que se atraen con una
fuerza cuya magnitud estd dada por la Ley de gravitacion universal.

6
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1.2. Analisis de las perturbaciones

De la Ley de gravitacion universal se deduce que si cualquier cuerpo del sistema solar fuese atraido
unicamente por el sol, entonces dicho cuerpo se moveria alrededor de él exactamente como establecié
Johannes Kepler (1571-1630) en las leyes que enuncio:

1. La orbita de un planeta alrededor del sol es una elipse, con el sol colocado en uno de sus focos.
2. El vector de posicion entre el sol y el planeta barre dreas iguales en tiempos iguales.

3. Para cualquier planeta, el cuadrado de su periodo orbital (tiempo que tarda en dar una vuelta
alrededor del Sol) es directamente proporcional al cubo de la distancia media con el Sol

P2
PSR

donde, P es el periodo orbital, r la distancia media del planeta con el Sol y K la constante de
proporcionalidad.

La ley de las areas es equivalente a la constancia del momento angular, es decir, cuando el planeta esta
maés alejado del Sol (afelio) su velocidad es menor que cuando estd méas cercano al Sol (perihelio). En
el afelio y en el perihelio, el momento angular L es el producto de la masa del planeta, por su velocidad
y por su distancia al centro del Sol.

L = m.vi.r1 = m.vg.rg

A este tipo de movimiento se lo llama movimiento no perturbado. Pero todos los cuerpos del sistema
solar sufren atracciones mutuas, por esta razén ninguno de ellos se mueve siguiendo exactamente una
trayectoria eliptica.

A las desviaciones de los movimientos respecto de las Leyes de Kepler se las llama perturbaciones,
y en consecuencia, al movimiento real de los cuerpos se lo llama movimiento perturbado. Las pertur-
baciones pueden ser de dos clases:

1. Movimientos oscilatorios con periodos relativamente cortos, del orden de unos cuantos anos.

2. Pequenos cambios en los parametros de la elipse, que pueden ser oscilatorios con periodos muy
largos, de decenas de miles de millones de anos, o pueden ser no oscilatorios.

A las de la primera clase se las llama desigualdades periédicas, y pueden pensarse como la respuesta
de un cuerpo a las fuerzas peridédicas ejercidas sobre él por sus vecinos al describir sus érbitas. Las de
la segunda clase se conocen como desigualdades seculares, y lo importante es determinar si, al cabo de
miles de anos, estas perturbaciones conduciran a la destruccion del sistema solar.

Muchos matematicos y astronomos del siglo XVIII dedicaron sus investigaciones a demostrar que
estas perturbaciones de las trayectorias del los cuerpos del sistema solar, estaban en concordancia con
la Ley de gravitacién.

1.3. El problema de los n-cuerpos

Durante los siglos XVIII y XIX, la mayoria de los matematicos dedicdé parte de su actividad
cientifica al estudio de la estabilidad del sistema solar. Abstrayéndonos de este problema en particular,
el problema consistia en estudiar el comportamiento de nm-particulas que se mueven en el espacio
tridimensional si la ley que rige el movimiento es la Ley de gravitaciéon universal. Este es el conocido
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problema de los n-cuerpos que no ha dejado de generar investigaciones desde 1750 hasta la fecha y
consiste en encontrar, dadas las posiciones iniciales, masas y velocidades de n cuerpos, sus posiciones
para cualquier instante.

Si consideramos n-particulas de masa m; > 0 moviéndose bajo la accién gravitatoria de Newton en
el espacio R? con n > 1, las ecuaciones de movimiento de las n particulas son n ecuaciones diferenciales
ordinarias de segundo orden definidas en un abierto de R?, es decir, un sistema de 6n ecuaciones
diferenciales de primer orden. Si la i—ésima particula tiene masa m; > 0 y posiciéon z; € R? | aplicando
la segunda ley de Newton se obtienen las ecuaciones de movimiento

n

mid; = @%%%giizL ..... n (1.1)
i=1,ij
donde G es la constante de gravitacion y |.|| es la morma euclideana de R3,

Los elementos del conjunto A;; = {x € R®", x; = ; para i # j }corresponden a la colision de dos
0 mas cuerpos.
Las ecuaciones de movimiento (1.1) se pueden escribir

=M1y (1.2)
y=VU (x)
donde z = (z1,......z,) € R3", es el vector de posicion, y=(yi,....... yn) € R3" es el vector de
momentos, esto es y; = m;@;, M = diag(my,mi, mq,...... s M, My, M) es la matriz de masas y
VU () es el vector gradiente del potencial
Gmym,
U(x)=U (1, ,Tp) = Z HIT—:Z-]H
1<i<j<n

El dominio de definicién del sistema (1.3), o espacio de fase es Q@ = {(z,y) € (R¥\ A) x R3"}.
Luego dim = 6n. El espacio de configuracion o espacio de posiciones es V = {CE eR3™\ A}

Las integrales primeras, para ecuaciones diferenciales ordinarias, son funciones que se mantienen
constantes a lo largo de cualquier solucién del sistema. La constante depende en cada caso de la
solucién. En otras palabras, las integrales establecen relaciones entre las variables del sistema, de forma
que, normalmente, cada integral escalar permitird reducir en una unidad la dimensién del sistema.
Por supuesto, esta reduccion serd posible solo si la integral es una funciéon algebraica, no demasiado
complicada, con respecto a sus variables. (Ver [2] pag. 67 y 68)

El problema de los n-cuerpos tiene 10 integrales algebraicamente independientes:

= 3 de los centros de masa: .
at +b= Zmixi conbeR?
i=1
= 3 de los momentos lineales:

n
a:E y; conaeR?
i=1

= 3 de los momentos angulares:
J=xzxy conJeR?
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= 1 de la energia:

n
, , mim;
H(z,%) = E my || — E #7 rij = |xi — x;
k=1

1<i<j<n Y

N =

(H recibe el nombre de funcion Hamiltoniana)

Esto permite una reduccion de las variables a 6n — 10. La pregunta que surgia era si habria otras
integrales aparte de estas 10. La respuesta llegé en 1887 de la mano de H. Bruns [7], que enunci6 y
demostro el siguiente teorema:

Teorema 1.3.1 (Integrales primeras del problema de los n-cuerpos): Las tnicas integrales
linealmente independientes, que son algebraicas con respecto a q, p y t son las 10 que mencionamos
antes.

En el teorema anterior, ¢ = (g1, ....... s Gn) YD = (P1yeeene , Pn) representan las coordenadas generalizadas
y los momentos generalizados del sistema. Informalmente, se denominan coordenadas generalizadas
a un conjunto cualquiera de parametros numeéricos que sirven para determinar de manera univoca la
configuracion de un sistema mecanico con un namero finito de grados de libertad. Méas formalmente,
las coordenadas generalizadas se definen como un sistema de coordenadas curvilineas sobre la variedad
de configuracion de un sistema fisico como por ejemplo el espacio de configuracion o el espacio de fases
de la mecénica clasica. Los momentos generalizados dependen de las coordenadas generalizadas: si la
coordenada generalizada es la posicién lineal, el momento correspondiente serd el momento lineal o can-
tidad de movimiento, si la coordenada generalizada es la posicién angular, el momento correspondiente
seréd el momento angular.

Mientras que el problema de los dos cuerpos esta resuelto, es decir que hay un conjunto de férmulas
que permiten realizar el calculo para determinar la posicion de los dos cuerpos para cualquier instante
de tiempo (el movimiento de un cuerpo con respecto a otro es siempre un circulo, una elipse, una
parabola, una hipérbola o una linea recta), no se puede afirmar lo mismo acerca del problema de los
tres cuerpos ( y el de los n-cuerpos con n > 3). Cabe aclarar que esto no significa que sea imposible
resolver el problema de los n-cuerpos como suele afirmarse. La afirmacion de que el problema de los
n- cuerpos no tiene solucion, hace referencia a que no puede resolverse mediente el método de las
integrales primeras.

En 1912, el finlandés Karl Sundman [37] present6 una solucion general para el problema de los
3-cuerpos en forma de series de potencias de una variable de regularizacion que, sin embargo, debido a
la lentitud de la convergencia de estas series, resulté no ser operativa, esto es, no permitian ni calcular
las posiciones de los cuerpos en el espacio ni obtener conclusiones sobre el caracter de los movimientos.
Finalmente el resultado de Sundman fue generalizado para el caso de n > 3 por Q.Wang en 1990 [39].

Pero antes de llegar a estos resultados generales varios cientificos realizaron aportes importantes
para algunos casos particulares:

En 1767 Leonhard Euler (1707-1783), publicé un estudio del problema de los tres cuerpos. En él
obtuvo una clase completa de soluciones periddicas. Prob6 que si tres particulas de masas arbitrarias
inicialmente estan colocadas sobre una linea recta en los puntos A,B y C respectivamente, si se cumple

que BO tiene un valor dado, y se le asignan velocidades adecuadas a cada una de las particulas,

entonces éstas se mueven en oOrbitas elipticas, manteniendo todo el tiempo su configuracion colineal.

Pierre Simon Laplace (1749-1827), en su "Memoria sobre la Estabilidad”, publicada en 1773
enuncié y demostro6 el siguiente teorema:

Teorema 1.3.2 En la primera aprovimacion de las series de potencias de las excentricidades, los ejes
mayores de los planetas no tienen términos seculares.
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Los términos seculares dependen de la variable tiempo. Si los términos seculares no aparecian, era claro,
que por no aparecer el tiempo, los ejes mayores de las érbitas de los planetas permanecian acotados,
es decir, son funciones acotadas del tiempo.

Con este trabajo basado en el método de aproximacion por series de potencias, Laplace inici6 lo
que se conoce como teoria de perturbacion. A grandes rasgos ésta consiste en lo siguiente: para resolver
un problema, se toma una solucién conocida para un problema semejante méas simple, y sucesivamente
se modifica para aproximar mejor la solucion correcta, que no se puede calcular exactamente. Asi,
en el caso del movimiento de un planeta alrededor del Sol, se puede considerar que se trata de un
problema de dos cuerpos (su movimiento es una elipse) y tratar la accion de los deméas cuerpos como
perturbaciones a esa elipse encontrada, que causaran variaciones de la excentricidad, oscilaciones del
plano de la 6rbita que haran variar la posicién del nodo, o el giro del eje mayor de la 6rbita que haré
variar el perihelio (punto de la érbita de un planeta alrededor del Sol donde el planeta tiene la minima
distancia con el Sol).

Para aplicar este método se requiere un parametro en términos del cual hacer la expansion en series
de potencias. Laplace us6 como este parametro la excentricidad de la 6rbita de los planetas que expresa
el grado de desviacién con respecto a una orbita circular.

Laplace publico los resultados de estos trabajos en 1799 en su obra Mécanique Celeste [22].

En 1772 Joseph Louis Lagrange (1736-1813), encontré otra clase importante de orbitas en el
problema de los tres cuerpos. Mostrd que, si en el momento inicial las tres particulas se colocan en los
vértices de un tridngulo equilatero, y tienen velocidades adecuadas, entonces se moveran periédicamente
sobre elipses, preservando su configuracion equilatera a pesar de que el tamano del tridngulo y la
orientacion de las orbitas se modifican.

Entre 1774 y 1776, Lagrange extendi6 el resultado sobre la estabilidad del sistema solar al probar
que para todos los érdenes de aproximacion del seno del dngulo de las inclinaciones mutuas, y para las
perturbaciones de primer orden con respecto a las masas, los términos seculares no aparecen.

En 1778 publico su obra maestra Mécanique Analytique[21] donde introduce por primera vez la idea
de que la mecéanica es la geometria de cuatro dimensiones: tres coordenadas espaciales y una temporal

En 1809, Simeoén Poisson (1781-1840), obtuvo una aproximacién mejor que la de Lagrange,
al probar que los ejes mayores de las orbitas de los planetas no tienen términos seculares en las
perturbaciones de segundo orden respecto a las masas.

Ademas, él introdujo una definicion en la que precisa lo que entiende por estabilidad de un sistema
de particulas. Esta es:

Definicién 1.3.3 "EIl movimiento de un sistema de particulas es estable, si su configuracién regresa
a una posicion cercana a la posicién inicial una y otra vez"

Los diferentes intentos que se hicieron por mejorar la aproximacién de Poisson no tuvieron éxito durante
mucho tiempo. Recién en 1878 se abrieron nuevas perspectivas al problema, cuando el matemaético
rumano Spiru Haretu (1851-1912) demostr6 que en la tercera aproximacion de las series de potencias
con respecto a las masas, aparecen términos seculares en el valor de los ejes mayores de las orbitas
de los planetas. Con este resultado se daba la posibilidad de que las o6rbitas de los planetas no so6lo
cambiaran de tamano, sino también de forma, lo cual no necesariamente implica la inestabilidad del
sistema solar, porque las variaciones en el tamano de los ejes no son necesariamente muy grandes. Pero
esto, al menos ponia en duda la estabilidad del sistema solar.

Para un anélisis mas detallado del problema de los n—cuerpos se recomienda el libro de Birkhoff
Capitulo 9 [4].
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1.4. Poincaré, el gran precursor

Henri Poincaré (1854-1912) fue un prestigioso matematico, cientifico teorico y filosofo de la ciencia
capaz de entender y contribuir en todos los &mbitos de la disciplina matematica y fisica. En particular,
dentro de la Teoria Cualitativa de los Sistemas Dindamicos, que es de nuestro especial interés, establecio
que:

Una ecuacion diferencial ordinaria (ODE) define una familia de curvas:

Si f : R"— R™ es una funcién suave (un campo vectorial) y consideramos la ecuacién diferencial
% (t) = f (z (t)) entonces, para cualquier xy € R, existe una solucién x (t,xo) tal que (0, xz0) = xo, en
un intervalo maximal (—ou,, Bz, )que contiene al cero.

Cada xo € R", tiene asociada una curva 7y (xo) = {z (t,20) , t € (—Qzy, Bxy)}

La familia de curvas EO = {~ (x¢) : o € R} es denominada la "estructura orbital" de la ODE.

Y determind que los problemas béasicos que debia resolver la Teoria Cualitativa de Ecuaciones
Diferenciales eran:

= Comprender la estructura orbital para un campo de vectores dados
» Analizar los cambios provocados en la estructura orbital por perturbaciones en el campo vectorial

» Caracterizar los campos vectoriales para los cuales la estructura orbital no cambia bajo pertur-
baciones

» Estudiar los campos vectoriales cuya estructura orbital cambia bajo perturbaciones

Acerca de este tema Poincaré publica su Memoria sobre las curvas definidas por una ecuacién diferencial
[34], que consta de cuatro partes repartidas entre 1881 y 1886. En las dos ultimas partes de su memoria
Poincaré estudia campos vectoriales sobre el toro, donde se encuentra con problemas de pequenos
denominadores, asociados a ntimeros de rotacion irracionales. El ntimero de rotacion, W () de una
"(0)—0
aplicacion f () con valor inicial 6 se define como: W (6) = lim f16) =0
n

n—oo

promedio en el angulo 6 por unidad de tiempo (frecuencia promedio).

Trabajando con campos vectoriales multidimensionales, Poincaré se da cuenta que puede utilizar las
aplicaciones de Poincaré, las cuales definiremos y utilizaremos en el Capitulo 4, de manera que el estudio
del comportamiento alrededor de una o6rbita periddica se reduce al de las iteraciones de una aplicacion
en un entorno de un punto fijo. Ademaés introduce los exponentes caracteristicos (que definimos en el
apartado 2.3) asociados a una érbita periodica, los cuales le proporcionan, en primer orden informacion
sobre su estabilidad, asi como los invariantes integrales, que seran de gran importancia para los sistemas
Hamiltonianos donde el volumen es una invariante integral (Ver Seccién 2.5)

Ademaés, como era de esperarse, también se intereso en el problema de los n-cuerpos. En 1889, y
como parte de los festejos conmemorativos por su sexagésimo cumpleafos, el rey de Suecia Oscar II
instituy6 una competencia matemaética cuyo objetivo era determinar la estabilidad del Sistema Solar,
una variacion del problema de los tres cuerpos.

y representa el incremento

El enunciado del problema a resolver era el siguiente: "Dado un sistema formado por un nimero
arbitario de masas puntuales que se atraen mutuamente de acuerdo con las Leyes de Newton, tratar
de encontrar, bajo la suposicion de que dos masas puntuales cualesquiera nunca colisionan, una rep-
resentacion de las coodenadas de cada punto como una serie en una variable que es cierta funcion
conocida del tiempo y que para todos cuyos valores la serie converge uniformemente”.
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Poincaré senal6 entonces que el problema no habia sido planteado correctamente, y que de esa forma
nadie lograria obtener una solucién completa para el mismo. Su trabajo fue tan notable, que el jurado
decidi6 otorgarle el premio en dinero previsto para el ganador de la competencia. La conclusion principal
de Poincaré establecia que la evolucién de un sistema como el ejemplificado era extremadamente
cadtica, en el sentido que una pequena perturbacion en el estado inicial (como por ejemplo una minima
variacion en la posicion inicial de un cuerpo) podia llevar eventualmente a un estado radicalmente
diferente. Por lo tanto, si con los instrumentos de mediciéon disponibles no se puede detectar esa
minima variacién, seria imposible predecir el estado final del sistema.

En el llamado problema restringido de los tres cuerpos, donde se considera que el movimineto es
en un plano y una de las masas se considera més pequena con respecto a la de las otras dos, mostro
que podian aparecer Orbitas doblemente asintéticas, es decir, asintéticas a la 6rbita periddica para
t — Fo00, que lamoé orbitas homoclinicas. Usando como modelo ilustrativo de un sistema, conservativo
con dos grados de libertad, un péndulo no amortiguado, pero con la caracteristica de que el peso esta
unido por medio de una barra rigida al pivote, en el cual se imprimen impulsos periodicos (de manera
semejante a como un nino se impulsa con sus piernas en una hamaca), se percaté de la existencia de,
no solo drbitas homoclinicas, sino de "madejas” homoclinicas.

En relacion con este extrano comportamiento, en su obra Les Méthodes Nouvelles de la Mécanique
Celeste, Poincaré escribe: " Cuando uno quiere representar la figura formada por las dos curvas, y sus
infinitas intersecciones, cada una de las cuales corresponde a una solucion doblemente asintdtica, estas
intersecciones forman una suerte de enrejado, de tejido, de red com mallas infinitamente apretadas;cada
una de las dos curvas nunca debe autointersecarse, sino que debe doblarse hacia atrds sobre ella misma
de una forma muy compleja a fin de intersectar a todas las mallas de la red una infinidad de veces.
Es tal la complejidad de esta figura, que no he intentado trazarla. Nada es mds adecuado para ilustrar
la naturaleza mailtiple del problema de tres cuerpos y en general de todos los problemas de la dinamica
que no tienen una integral uniforme y que las series de Bohlin son divergentes"[33]

En la actualidad, con las computadoras, es relativamente sencillo trazar dicha figura , pero no
se puede dejar de reconocer el genio de Poincaré, que logré imaginarsela sin dibujarla y consiguio
demostrar que en los intersticios de sus innumerables intersecciones hay infinitas nuevas orbitas per-
i6dicas inestables, que a su vez crean nuevas intersecciones, y asi sucesivamente sin limite. Ver figura
1.1

Para Poincaré los sistemas venian determinados por un conjunto de condiciones iniciales, sin em-
bargo éstas nunca se podrian conocer con precisiéon absoluta y en consecuencia poco a poco se iria
perdiendo el recuerdo de las mismas y los sistemas se harian impredecibles. Las leyes deterministas se
cumplian pero era imposible la solucion exacta de las ecuaciones que implicaban, asi por ejemplo, los
sistemas planetarios parecen evolucionar segin las leyes de Kepler, que pueden deducirse por aplicacion
de las de Newton y la ley de gravitacién, sin embargo estas leyes s6lo son rigurosamente vélidas si no
se consideran interacciones entre los diferentes planetas. No obstante, éstas ocurren y producen per-
turbaciones infinitesimales en el movimiento de los planetas. ;Quién asegura que estas perturbaciones
no acabaran a lo largo del tiempo por desequilibrar el conjunto y éste se volvera "caotico"?

Curiosamente las perturbaciones a que se hace referencia no son producto del azar, son consecuencia
de las propias leyes de Newton.

Si bien Poincaré se da cuenta de que los comportamientos regulares y caoéticos de las soluciones
del problema de los tres cuerpos, estin intimamente relacionados, se resiste a aceptar la idea del
caos. Quizés por sentirse incapaz de convencer al mundo cientifico de que los métodos cuantitativos
se encuentran con obstaculos insuperables y que el determinismo no implica prediccién aproximada.
Por eso, las ideas de Poincaré quedaron algo olvidadas, hasta que como ocurre tantas veces en ciencia,
nuevos avances hicieron que estas ideas fueran rescatadas.
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Figura 1.1: Madeja homoclinica

El trabajo de Poincaré fue completado en los anos 60, por Kolmogorov, Arnold y Moser cuyos
estudios condujeron a lo que se denomina la teoria KAM en su honor. La teoria KAM que trata con
sistemas Hamiltonianos generales (sistemas que describen procesos de movimiento no amortiguados),
demuestra que, dependiendo de las condiciones iniciales el movimiento puede ser cuasi-periédico y, en
la practica, predecible como en el caso integrable (es decir para sistemas Hamiltonianos que tengan
una integral primera no degenerada), pero que para otras condiciones iniciales arbitrariamente cercanas
pueden aparecer zonas de inestabilidad (o zonas cadticas) donde el movimiento no es predecible.

Al hablar de un movimientos cuasi-periédico estamos haciendo referencia al tipo de evolucion
temporal que presenta un fenémeno fisico que, sin ser periodico, repite una y otra vez condiciones
arbitariamente cercanas a una posiciéon previa del sistema. Una combinacién de dos movimientos
periodicos puros tal que el cociente de periodos entre ambos no sea un nimero racional es de hecho
un movimiento cuasi-periédico.

Una propiedad interesante de los movimientos cuasi-peridédicos es que la trayectoria es un conjunto
denso en una hipersuperficie topolégicamente equivalente a un n-toro ,T" = S x ....... x St

No profundizaremos aqui acerca de la Teoria de KAM, pero puede leerse acerca de este tema en
[14], [15], [16] y [17].

1.5. Formalizacién del concepto de Estabilidad

Los grandes esfuerzos encaminados a determinar la estabilidad del sistema solar, que se llevaron a
cabo durante méas de dos siglos arrojaron muchos resultados en torno al problema, aunque se desarrol-
laron sin disponer de una definicién precisa y acabada del concepto matemaético de estabilidad.

No obstante, en el caso particular del problema de los n-cuerpos, algunos mateméticos definieron lo
que debia entenderse por estabilidad de ese sistema; entre ellos Poisson y Poincaré, el cual establecio
su propia definiciéon que dice:
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Definiciéon 1.5.1 [33] Para que haya estabilidad completa en el problema de los tres cuerpos, son
necesarias las tres condiciones siguientes:

1. ninguno de los cuerpos puede alejarse indefinidamente,

2. dos de los cuerpos no pueden chocar uno con el otro, y la distancia de estos dos cuerpos no puede
decrecer mds bajo de cierto limite,

3. el sistema regresa un numero infinito de veces tan cerca como se quiera de la posicion inicial.

Si s6lo la tercera condiciéon se cumple y, no sabemos si las otras dos se satisfacen, diremos que el sistema
es estable en el sentido de Poisson (Ver Definicion 1.3.3).

Lagrange fue probablemente el primero en dar una definicion formal y hacer afirmaciones precisas
acerca de la estabilidad del movimiento de sistemas dinamicos, esto es, sistemas de ecuaciones difer-
enciales ordinarias, mas precisamente de segundo orden. Lagrange afirma que el minimo de la enegia
potencial de un sistema mecénico corresponde a un punto de equilibrio estable mientras que la funcién
de energia potencial tiene un maximo en un punto correspondiente a un equilibrio inestable.

" ....si esta funcion 11 (energia potencial) es un minimo, el equilibrio tendrd estabilidad, esto es, si

el sistema se supone inicialmente en un estado de equilibrio, y luego es desplazado, no importa cuan
poco, de tal estado, tenderd a volver a tal posicion mientras realiza oscilaciones infinitamente pequenas;
por el contario, en el caso que esa misma funcion sea un mdzximo, el equilibrio no tendrd estabilidad,
y una vez perturbado, el sistema serd capaz de realizar oscilaciones que no serdn muy pequenas, y que
lo llevardn cada vez mds lejos de su estado inicial”

Esta es la forma en la que Lagrange habla acerca de estabilidad; en términos modernos la estabili-
dad, como originalmente fue definida por Lagrange, puede ser interpretada como sigue:

Definicién 1.5.2 (Definicion original de estabilidad de Lagrange) Consideremos un sistema
mecdnico descripto por una ecuacion diferencial § = [ (t,q,q) con estado [q,q]. Decimos que el punto
q =0 es estable si para cada 6 > 0 (infinitamente pequeno) y to> 0

lg(to)] <6 = |q(t)]—0

El concepto de estabilidad de Lagrange establece que el sistema va a tender a volver a la posiciéon de
equilibrio, por lo tanto puede ser visto mas como una nocién de convergencia que de estabilidad.
Otra interpretacion matematica de lo expresado por Lagrange es la siguiente:

Definiciéon 1.5.3 (estabilidad "interpretada” de Lagrange) Consideremos un sistema mecdnico
con estado [q, q]. Decimos que el punto ¢ = 0 es estable si para cada 6 > 0 (infinitamente pequeno) y
to> 0 existe € > 0 tal que

lg(to)l <0 = a@®)<e Vit=to

Lagrange afirma que el minimo de la energia potencial corresponde a un punto estable. La prueba de
esta afirmacion se basa en la expansion en serie de la funcion II y, segtn las palabras de Dirichlet,
"hace un uso abusivo de la afirmacion de que los términos de orden mayor son insignificantes”. También
segtn Dirichlet, Poisson parece haber sido el primero en senalar esta inexactitud y tratar de corregirla
suponiendo que los términos de segundo orden dominan largamente sobre los términos de orden superior
a dos. Fue Dirichlet quien dio la primera prueba rigurosa de la afirmacion de Lagrange y reformul6 la
propiedad de estabilidad haciéndola més cercana a la de la Definicion 1.5.5.

Una caracteristica interesante de la estabilidad de Dirichlet es que agrega a su definicién, con
respecto a la de Lagrange, la condicién de que las velocidades iniciales sean pequenas de modo que
produzcan pequenos desplazamientos.
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Definiciéon 1.5.4 (estabilidad de Dirichlet) Sea x = [q, q|. Decimos que el punto ¢ = 0 es estable
si para cada 6 > 0 (infinitamente pequeno) y to> 0 existe € > 0 (infinitamente pequernio) tal que

) <5 = le)<e Wty

Lagrange y Dirichlet definieron estabilidad en sus propias palabras, en un lenguaje que, hoy en dia,
puede ser calificado como carente de rigor. Esto ciertamente condujo a diferentes interpretaciones.
La terminologia "estabilidad en el sentido de Lagrange” le es atribuida por Hahn, a La Salle [23]; en
éste ultimo se lee: " La acotacion de todas las soluciones para t > 0 es también una clase de estabilidad,
llamada estabilidad de Lagrange”.
En otros términos, consideremos un sistema

&= F(tx) (1.3)
donde F' es continua, y F (¢,-) es localmente Lipschitz, uniformemente en ¢t y F (¢,0) = 0.

Definiciéon 1.5.5 (estabilidad de Lagrange) El sistema (1.3) se dice estable segin Lagrange si para
cada § >0 ytg >0 existe ¢ > 0 tal que

[Z(t)| <6 = |z(t)[<e VE>t>0

A finales del siglo XIX, el matemético ruso Aleksandr Mijailovich Lyapunov en su tesis doctoral "El
Problema General de la Estabilidad del Movimiento” presentada en 1892, ofreci6 el primer intento de
una teoria matematica de la estabilidad, donde lo primero que hace es dar una definicién rigurosa de
estabilidad de movimiento.

Definicién 1.5.6 (estabilidad de Lyapunov) El origen es un equilibrio estable de la ecuacion
(1.3) si, para cada par de nimeros € >0 y tog > 0, existe 6 = (to,e) tal que

lz(to)] <6 = |z(t)<e YVt >t >0

Comparando las Definiciones 1.5.5 y 1.5.6, podemos ver que el concepto de estabilidad establecido por
Lagrange y por Lyapunov es distinto, especificamente, ninguno implica el otro. Esto significa que un
sistema puede tener soluciones no acotadas y sin embargo tener un equilibrio estable y por otra parte,
el sistema puede ser inestable segin Lyapunov pero esto no implica que las soluciones perturbadas
sean no acotadas.

Los siguientes ejemplos sencillos ilustran estas diferencias:

Ejemplo 1.5.7 Consideremos el oscilador de van der Pol
x'l = T2 (14)
x.g = -1 + (1 - I%) i) (15)
su grafico de fase estd representado en lafigura siguiente, para dos soluciones particulares: empezan-
do desde tg = 0, x1 (to) = 0,3, 2 (tg) =0 y to = 0, 23 (to) = 0, x5 (to) = 4. Todas las soluciones que
comienzan dentro del disco de radio €, excepto en el origen, tienden al atractor A, esto significa, que
para este €, no importa cuan pequenas sean las condiciones iniciales, las soluciones no permanecerdan
en el entorno de radio € del origen. Por la tanto, el sistema de van der Pol no es estable segin Lya-

punov en el origen. Sin embargo, es estable segin Lagrange en el sentido de la Definicion 1.5.5 porque
las soluciones estdn acotadas.
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-3 . I . \ . I . I .
-3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 1.2: Oscilador de van der Pol

Ejemplo 1.5.8 Consideremos la ecuacion del péndulo
I+ mglsin(q) =0

con masa m, longitud desde su centro de masa hasta el eje de rotacion l e inercia I. El grafico de fase
del péndulo con I =1, m =1 yl = lestd representada en la Figura 1.3.Uno puede verificar a partir de
esta figura que el origen es Lyapunov estable; en realidad lo son todos los puntos de equilibrio ¢ = 2n,
G =0 con neZ. Sin embargo, para velocidades iniciales suficientemente grandes en valor absoluto, las
trayectorias q (t)crecen de manera no acotada en valor absoluto, por lo tanto no es Lagrange estable
segun la Definicion 1.5.5. Vale la pena mencionar que los puntos de equilibrio ¢ = 2nmw, ¢ = 0 con
n € Z también son estables en el sentido de Dirichlet (Definicion 1.5.4).

-6 -4 -2 0 2 4 6 g8 10

Figura 1.3: Plano de fase del péndulo
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La formulacion de estabilidad de Lyapunov del problema de estabilidad del movimiento fue en dos
direcciones.

1. Por un lado, segtun el método de la primera aprozimacion, que es aplicable cuando la estabilidad
puede determinarse a partir de las ecuaciones linealizadas. En este sentido obtuvo la solucion
completa para los llamados movimientos "estacionarios”, en los que las ecuaciones del movimien-
to perturbado no dependen explicitamente del tiempo; también presentd soluciones para una
gran cantidad de movimientos "no estacionarios”, asi como un detallado estudio de movimientos
"periddicos”.

2. Por otro lado esta el llamado segundo método directo de Lyapunov , que permite estudiar la
estabilidad sin ningin conocimiento de las soluciones de las ecuaciones diferenciales. Basta con
que el sistema en estudio tenga una funcioén con caracteristicas apropiadas, la cual, actualmente
se conoce como funcion de Lyapunov.

La funcién que se menciona, detecta si el flujo cruza una pequena esfera alrededor del punto de
equilibrio, de adentro hacia afuera o de afuera hacia adentro. En el primer caso, tenemos inestabilidad,
mientras que en el segundo, el equilibrio es estable. Desafortunadamente, esta idea geométrica tan
sencilla no es tan facil de realizar, ya que no existe un procedimiento general para encontrar dichas
funciones de Lyapunov.

Es intuitivamnete claro que si cerca de un estado de equilibrio de un sistema fisico, la energia
del sistema es siempre decreciente, entonces el equilibrio es estable. Las funciones de Lyapunov son
una simple extensiéon del concepto de energia. Los teoremas del método directo de Lyapunov, son una
generalizacion de la idea fisica de equilibrio estable e inestable.

Lyapunov fue el primero en preguntarse acerca de la invertibilidad del teorema de Lagrange que
afirmaba que "una posicion donde la energia potencial es un minimo aislado, es un equilibrio es-
table”. ;Podria uno establecer que si la energia potencial no tiene un minimo, entonces el equilibrio es
inestable?

Para dar respuesta a este cuestionamiento establecié dos teoremas:

Teorema 1.5.9 Si en una posicion de equilibrio aislada la energia potencial no tiene minimo y,
olvidindose de los términos de orden superior, ésta puede ser expresada como un polinomio de se-
gundo orden, entonces el equilibrio es inestable.

Teorema 1.5.10 Si en una posicion de equilibrio aislada la energia potencial del sistema tiene un
mdzimo con respecto a las variables de orden mds pequeno que aparecen en la expansion de esta
funcion, entonces el equilibrio es inestable.

La tesis doctoral de Lyapunov se convirtio en el punto de partida de la actual teoria de estabilidad. El
estudio de la estabilidad fue separado del problema especifico de la estabilidad del sistema solar, y paso
a formar parte de la teoria de ecuaciones diferenciales, completamente independiente de su origen.

Al trabajo realizado por Lyapunov le siguié una etapa de modificaciones, extensiones, reformu-
laciones y generalizaciones de sus teoremas de estabilidad e inestabilidad. También se realizaron in-
vestigaciones sobre los correspondientes teoremas inversos y las cuestiones relativas a la obtencién de
funciones de Lyapunov, en donde matematicos de todo el mundo como: N.A.Cetaev [8], V.I.Zubov,
A Barbashin [3], N.N.Krasovskii [18] [19], W.Hahn [11] [12], L.S. Pontriaguin, G.D. Birkhoff [4] y
R. Bellman entre otros, han hecho pequenos o grandes aportes a esta teoria de la que Lyapunov es
considerado el iniciador.

Un estudio detallado de la formalizacion del concepto de estabilidad puede encontrarse en el trabajo
Stability, Told by Its Developers de Loria y Panteley [13].



Capitulo 2

Preliminares

2.1. Existencia y unicidad de soluciones
Definicién 2.1.1 Consideremos la ecuacion diferencial
X =F(t,X (1) (2.1)

en donde X denota la derivada respecto del tiempo de la funcion vectorial X (t) = (21 (£) , ........ , T (1)),
(a,b) denota un intervalo abierto de Ry F : (a,b) x R" — R”™ es una funcién continua localmente
Lipschitz.

Un sistema de esta clase define un campo vectorial dependiente del tiempo en una region del espacio
de dimension n .

Dados tg € (a,b) y Xo € R™. Una solucion del problema de valores iniciales

X=FEX0); X ()= Xo (2.2)

es una funcion diferenciable X : (a,b) — R™ que describe el camino o trayectoria de una particula que
se mueve en R” bajo la influencia de este campo dado que la particula estaba en X cuando ¢ = t.

En general puede ocurrir que la solucién del problema de valores iniciales solo exista en un entorno
de to. Por eso se define el intervalo mazimal de existencia para (2.2) como el mayor intervalo abierto
I = (t.,t*) tal que tg € I en el que hay definida una solucion de (2.2), o lo que es lo mismo como la
unién de todos los intervalos abiertos que contienen a ¢y en los que hay definida una solucion.

Una solucién del problema de valores iniciales que esta definida en el intervalo maximal de existencia
recibe el nombre de solucion mazimal.

Teorema 2.1.2 El problema (2.2) posee exactamente una solucion mazimal.

2.2. Sistemas auténomos y equilibrio

Vamos a concentrarnos en esta secciéon en aquellos campos vectoriales que son estacionarios, o
independientes del tiempo, en cuyo caso el sistema se dice autdnomo y asume la forma

X =F(X) (2.3)

Los puntos de R™ en que F' se anula son de especial importancia ya que son los puntos en los que
cualquier proceso fisico descrito por ese sistema esta en equilibrio. Por ejemplo, si (2.3) representa

18
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el campo de velocidades de un fluido que fluye en el espacio tridimensional y si Xy es un punto de
R3 en el que F (Xo) = 0, entonces el campo vectorial se anula en Xy, y una particula en reposo en
X permanecerd en reposo en tal punto. Luego la funcién constante X (t) = X serd una solucion de
(2.3) y su trayectoria asociada se reducird a un punto. Estas observaciones nos llevan a la siguiente
definicion:

Definicién 2.2.1 Un vector Xo en R" se llama un punto critico o de equilibrio para el sistema
auténomo X = F (X) si F(Xo) = 0.

El primer problema de la teoria de la estabilidad es determinar las condiciones bajo las cuales aquellas
soluciones de (2.3) que se originan cerca de un punto de equilibrio de ese sistema permanecen cerca de
ese punto, en cuyo caso decimos que es un punto de equilibrio estable, y las condiciones bajo las cuales
€s0 no ocurre, en cuyo caso decimos que el punto es de equilibrio inestable.

Ejemplo 2.2.2 Un ejemplo excelente de un sistema fisico que involucra ambos tipos de equilibrio y
que nos serd de utilidad para el estudio que llevaremos a cabo en el Capitulo 4, es el péndulo simple
constituido por un hilo inextensible y de masa despreciable de longitud 1, sostenido en su extremo
superior de un punto fijo, con una masa puntual m en su extremo inferior que oscila libremente en el
vacio. Consideraremos el caso en el que el movimiento de la masa se mantiene en un plano (péndulo
plano) y al apartar la masa de su punto de equilibrio, oscila a ambos lados de dicha posicion, realizando
un movimiento armonico simple. En la posicion de uno de los extremos, se produce un equilibrio de
fuerzas. Para hallar las ecuaciones de movimiento del péndulo vamos a suponer que el rozamiento del
aire es despreciable. La wnica fuerza que actua sobre la masa es la fuerza de gravedad que puede ser
descompuesta en sus componentes paralelos y perpendiculares al movimiento instantdneo de la masa.

Mg seng

! mecosg

Figura 2.1: Diagramas de fuerzas que actuan en un péndulo simple
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Segun la sequnda ley de Newton F = m.a donde F' es la fuerza actuando sobre la masa m, haciendo
que acelere a metros por sequndo cuadrado. Ya que la masa estd obligada a moverse en un trazo circular,
no hay necesidad de considerar ninguna otra fuerza que la responsable de aceleracion instantdnea
paralelo al movimiento instantaneo de la masa,

F, =mg.sinf = ma
La fuerza perpendicular, que mantiene la masa en estado de equilibrio con la tension del hilo es
F, = mg.cosf

La aceleracion lineal estd relacionada con el cambio en el dngulo 6 por la formula para encontrar
la longitud de arco:
s=1.0

De donde se deduce que la velocidad y la aceleracion vienen dadas por:

yods 0
dt dt
RN
dt? dt?

La ecuacion de movimiento teniendo en cuenta que la aceleracion a tiene que llevar un signo
negativo viene dada por:
. d?*f g
0 =—5 =—=sinf 24
dt? l (24)
y st llamamos w = 9, podemos escribir a la ecuacion (2.4) como un sistema autdnomo plano de la
forma .
W= —% sin 0
Es intuitivamente claro que el péndulo estd en equilibrio siempre que llegue al reposo en cualquiea
de las posiciones § = nm con n e Z. Ademds, estas posiciones son estables o inestables segin n sea
par o impar, respectivamente; es decir, sequn si el péndulo estd suspendido verticalmente hacia abajo
o0 balanceado verticalmente hacia arriba sobre su punto de rotacion.
Confirmemos matemdticamente estas conclusiones resolviendo el sistema (2.5). En efecto, cada uno
de los puntos (nm;0) con n € Z pertenecientes al plano 0w es un punto de equilibrio para este sistemna
en el sentido de la Definicion 2.2.1 y son los unicos puntos de equilibrio. Como

dw _dwdd _ dw
dt  dodt “ae

la sequnda ecuacion en (2.5) puede volverse a escribir como

dw g . 0
w=w— =—%=sin
db l
Separando variables, encontramos que
w? =2 % cosf + ¢
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donde ¢ > —2 % es una constante y representando varias de las curvas o trayectorias dadas por esta

ecuacion podemos obtener el diagrama o plano de fase del sistema que vimos en la Figura 1.3 del
Ejemplo 1.5.8.

Analizando esta figura vemos que alrededor de cada punto de equilibrio de la forma (2nm;0) hay
una region con la propiedad de que una trayectoria que se origina dentro de dicha region nunca puede
escapar de ella. Fstos son puntos de equilibrio estable para el péndulo. Por el contrario, no existen
regiones de este tipo alrededor de ninguno de los restantes puntos de equilibrio. Cuando n es impar,
toda region alrededor de (nm;0) contendrd trayectorias que terminan por apartarse tan lejos como
se quiera de ese punto. Estas trayectorias errantes son correspondientes al movimiento circular del
péndulo y corresponden a puntos de equilibrio inestables.

Si ahora tomamos en cuenta las fuerzas de amortiguacion debidas a la friccion y a la resistencia
del aire, la ecuacion del péndulo amortiguado resulta

i— 9 sng_F4
l m

donde k es el coeficiente de friccion. El péndulo tiene las mismas posiciones de equilibrio y éstas
son, como antes estables o inestables. Sin embargo, el comportamiento de las trayectorias alrededor de
un punto de equilibrio estable es algo distinto. Las fuerzas de amortiguacion hacen que las oscilaciones
desaparezcan con el transcurso del tiempo, y las trayectorias correspondientes en el plano 6w formen
una espiral hacia adentro que se dirige hacia el punto de equilibrio como muestra la Figura 2.2. Decimos
que estos puntos son asintoticamente estables.

Luego de estas observaciones demos las definiciones formales de la clasificacion de los puntos de equi-
librio para un sistema auténomo como (2.3), que tiene solucién Unica en una region Q del espacio
una vez definidas las condiciones iniciales. Denotaremos la solucién de este sistema que satisface la
condicion inicial X (0) = Yy como X (t,Yp).

Definicién 2.2.3 Sea X un punto de equilibrio para (2.3). Entonces se dice que X es

1. estable si, dado cualquier £ > 0, existe un ¢ > 0 tal que siempre que Yp esté en Q y ||Yy — Xo|| <
J, entonces || X (¢,Yy) — Xo|| < € para todo t > 0.

2. asintoticamente estable si, ademas de ser estable, existe un 6 > 0 tal que siempre que Yy esté
en Q con [|Yy — Xo|| < d, entonces th’m [IX (¢,Yo) — Xo|| = 0.
—00

3. inestable en cualquier otro caso.

Figura 2.3: Punto asintéticamente estable
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Figura 2.2: Clasificacion de puntos de equilibrio

2.2.1. Estabilidad de Sistemas Lineales con coeficientes constantes

Consideremos el siguiente sistema auténomo de ecuaciones lineales con coeficientes constantes
X =AX (2.6)

donde A es una matriz real de n x n. El origen de R™ es un punto de equilibrio para tal sistema, y
cuando cero no es un valor propio para A, es decir, cuando A es no singular, es el unico.

Sabemos que las soluciones de (2.6) pueden describirse en términos de los autovalores de A y por
lo tanto de ellos dependera la estabilidad del origen como afirma el siguiente teorema:

Teorema 2.2.4 Si X = AX es un sistema lineal autonomo de n X n cuya matriz de coeficientes es
no singular, entonces el origen de R™ es

1. asintdticamente estable si las partes reales de todos los autovalores de A son negativas

2. estable, pero no asintoticamente estable, si A tiene al menos un par de autovalores imaginarios
puros de multiplicidad uno, ningun par de autovalores imaginarios de multiplicidad mayor que
uno, y ningun autovalor con partes reales positivas

3. inestable en cualquier otro caso.

2.2.2. Estabilidad de sistemas no lineales. Funciones de Lyapunov

Volvamos al caso general del sistema auténomo
X =F(X) (2.7)

definido en una regién €2 de R™ con un punto de equilibrio Xy en 2. Supongamos que F' sea de clase
C' en Q lo que nos asegura que los problemas de valores iniciales para este sistema tienen solucién
unica en todos los puntos de 2. Podemos suponer, mediante el cambio de variables X* = X — Xy, que
el punto de equilibrio Xy esta en el origen.

La técnica para determinar el comportamiento de las trayectorias de este sistema alrededor del
origen cuando F' (0) = 0 fue disenada por Lyapunov y se basa en el hecho de que un sistema fisico
pierde energia potencial en las cercanias de un punto de equilibrio estable. Por lo tanto, buscamos
una funcion de valor real (funcion de energia) E (X) = E (21, ....... ,Ty) de clase C en Q, o en alguna
subregion de Q que contenga al origen, tal que E (X) >0,y F(X)=0siy solosi X =0.



CAPITULO 2. PRELIMINARES 23

Si X = X (t,Xp) es la solucion de .
X =F(X)
X (0) = X,

con Xy en €, la velocidad de cambio de la energia, , a lo largo de la trayectoria definida por esta

ot

solucion es

VE.X=VE.F=Z(§7EE
=1 Ot

Si esta expresion es negativa en (), una particula que se mueve a lo largo de cualquiera de las
trayectorias definidas por el sistema X = F (X) estara disipando energia cuando interseca la superficie
E (X) = c. Por consiguiente una particula que entra en la region rodeada por dicha superficie nunca
puede reunir la energia para escapar, y su trayectoria debe permanecer en esa regiéon. Esto implica que
el origen serd estable, o incluso asintdticamente estable.

A partir de estas observaciones definamos:

Definicién 2.2.5 Sea Q una region de R™ que contiene al origen, y sea E = E (X) una funcion de
valor real de clase C' en Q. Entonces E se dice que estd positivamente definida si
(i) E(X) >0 para todo X en ), y
(i) E(X)=0 siysdlosiX=0
Si, ademds,
oE

(i) VE.F =""_ | . Fi<0

3
en todos los puntos de (), entonces se dice que E es una funcién de Lyapunov para el sistema
auténomo X = F (X).

Se mencionan a continuacién los teoremas principales del método directo de Lyapunov, se pueden
encontrar sus demostraciones en Cap. 10 de [20], Cap. 8 de [36] o Cap. 5 de [38].

Teorema 2.2.6 El origen es un punto de equilibrio estable para X = F (X), F (0) = 0, si existe
una funcion de Lyapunov E para el sistema.

Si E decreciera a lo largo de toda trayectoria de X = F (X) en un entorno del origen, éstas trayectorias
tendrian que dirigirse hacia el origen como requeria la estabilidad asintotica. Eso es lo que afirma el
siguiente teorema.

Teorema 2.2.7 Si E es una funcion de Lyapunov para X=F (X)) con la propiedad de que —VE.F
estd positivamente definida en §2, entonces el origen es asintdticamente estable.

Por 1ltimo, el siguiente teorema afirma que estos resultados son, en cierto sentido los mejores posibles.

Teorema 2.2.8 (Teorema de Cetaev) Sea E una funcion de valor real de clase Cten Q, y supong-
amos que

(i) E(0)=0

(ii)) VE. F es positiva definida en 0 , y

(iii) para cada € > 0 existe un Xo en Q con || Xo|| < e y E(Xo) > 0 (es decir, E toma valores
positivos en todo entorno del origen)

Entonces el origen es inestable para el sistema X = F (X), F (0) = 0.

Estos teoremas permiten determinar la estabilidad o inestabilidad de los puntos de equilibrio para un
sistema autonomo sin realmente resolver el sistema. Asi, en casos donde las soluciones son imposibles
de obtener de forma cerrada o dificiles de analizar, podemos obtener informacién valiosa sobre su
estabilidad con la condicién de que podamos construir su funcién de Lyapunov. Lamentablemente no
hay ningin método general para construir estas funciones.
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2.3. Ecuaciones Lineales no auténomas

Los conceptos y resultados que seran presentados en esta secciéon seran de gran utilidad para la
comprension de los Capitulos 3 y 4 en los cuales se estudiara la estabilidad de ciertos sistemas de
ecuaciones periodicas.

2.3.1. Matrices Fundamentales

Consideraremos a continuacion una ecuacién lineal no auténoma
r=A{t)x (2.8)
donde A : (a,b) C R — £ (R"™) denota una funciéon continua.

Definicién 2.3.1 Una solucion matricial de (2.8) es una funcion diferenciable ® : (a,b) — L (R™)
tal que ' (t) = A(t) o @ (¢).

Observacion 2.3.2 a) Si @ (t) es solucion matricial de (2.8) y o € R™, entonces ® (t) o es solucion
de (2.8).
> 1

b) Si A es constante entonces e = — A" A" es solucion matricial de (2.8).
n=0"M:

Lema 2.3.3 Sea @ : (a,b) — L (R™) una funcion tal que cada una de las funciones ®; : (a,b) — R"™;
D, (t) = D (t) e;; es diferenciable. Entonces ® es diferenciable y ' (t)e; = D (¢).

Corolario 2.3.4 Dados ty € (a,b) y C € L(R™), existe una nica solucion matricial ® de (2.8) tal
que ® (ty) = C.

Demostracién: Para cada i = 1,....,n , sea u; (t) la solucion de (2.8) tal que u; (tp) = Ce;. Sea ahora
® (t) € L(R") determinada por @ (t) e; = u; (t), entonces P (tg) e; = Ce;, de donde D (tg) = C.
Por otra parte, el Lema 2.3.3 dice que ® (¢) es diferenciable y que @' (¢) e; = u} (t). Asi, @' (t)e; =
A(t)u; (t) = A(t) @ (t) e;, y en consecuencia, &’ (t) = A (t)o® (¢), es decir que es una soluciéon matricial.
Sean ahora @1, 2 soluciones matriciales de (2.8) tales que @4 (t9) = P2 (to). Dado x € R™ se tiene
que @ (t)x y P2 (t) x son soluciones de (2.8), y como P4 (tg) x = P2 (tp) x, concluimos del Teorema
2.1.2 que @4 (t) x = 5 (t) z, para cualquier valor de ¢t € (a,b). Es decir, ®; = . O

Dada T' € £ (R™), definimos el determinante de T, como el determinante de la matriz de n x n,
cuyos vectores columna son Teq, ...... Te,; en ese orden. En realidad puede definirse a partir de cualquier
base, ya que el determinante es independiente de la base elegida.

Veamos a continuacion el siguiente Lema que serd de utilidad para la demostraciéon del Teorema
de Liouville

i=1
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Demostracion: Dada A € £ (R"™) existe una tnica matriz M = (a;;) € M, (R) tal que

n
Aei: E aji€4
j=1

Se define Tr (A) = Tr (M)

Supongamos primero que u, ....... , U, son linealmente dependientes, entonces det (u, ....... Jun) =0
y sin pérdida de generalidad podemos suponer que u; = Agua+....... +Anuy, para ciertos Ao, ...... s An € R.

Para ¢ > 2 se tiene

det (Ul, Up—1, Aui, ui+1....,un) = /\Zdet (’U,i, U,y ... Uj—1, Aui,qu....,un) (210)

porque los términos correspondientes a A\ju; con j # ¢ son nulos, ya que el determinante es una
funcién alternada y en los argumentos apareceran Aju; y u; .
Por otra parte,

=2

De aqui y de (2.10) se obtiene:

n
Z det (ul, ...ui,l,Aui,qu....,un) =0

i=1
Ahora supongamos que uq, ....... , Un son linealmente independientes, entonces podemos escribir
n
Aui = ijiu]‘ (211)
j=1

para alguna matriz B = (b;;)
Reemplazando Au; por esta sumatoria en (2.9) y recordando que el determinante es una funcion
lineal alternada concluimos que

Zdet (ul,...ui,l,Aui,qu....,un) = <Z b”> det (ul, ....... ,un)
i=1 3
Escribamos

n n
U; = Zdjiej Aei = Zajiej (2.12)
j=1 j=1

y sean D = (di;), M = (ai;)
Reemplazando el valor de u; en (2.11) queda:

Auizz dejbji CL
k J
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y de (2.12)
Au; = ZdjiAej = Z Z akjdji €k
j=1 k J

Es decir, M -D =D -B. Osea, B=D"'-M-D.
De aqui y del hecho conocido de que dadas dos matrices cualesquiera P,Q € M, (R), se verifica
que Tr(P-Q)=Tr(Q - P),

zn:bn' =Tr(B)=Tr(D""(M-D)) =Tr(M-D-D~') =Tr(M)="Tr(A)

Teorema 2.3.6 (Liouville) Si ® es una solucion matricial de (2.8) entonces,
ta
det® (t2) = det® (t1) exp </ Tr(A(s)) ds>
(31
cualesquiera sean t1, to € (a,b). Aqui Tr (A(s)) denota la traza de la matriz A (s).

Demostracion: Pongamos u; (t) = @ (t)e; y ¢ (t) = det @ (t). Utilizando la regla de derivacion del
determinante y el Lema 2.3.5, tenemos,

y en consecuencia

cualesquiera sean t, to € (a,b). O

tA

Observacion 2.3.7 Supongamos que A es constante, entonces ® (t) := e'* es solucion matricial de

(2.8) y por el Teorema de Liouville,

det (etA) _ efof Tr(A)ds _ tTr(A)
De aqui, det (eA) =T En particular, det (eA) >0si AeL(R").
Definicién 2.3.8 Una solucion matricial ® (t) de (2.8) es una matriz fundamental de (2.8) si
D (to) es inversible para algin to € (a,b).

Y como consecuencia del Teorema de Liouville tenemos que @ (¢) es una matriz fundamental si y sélo
si @ (t) es inversible V¢ € (a,b)
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Observacion 2.3.9 Sea ® (t) una matriz fundamental de (2.8) y sea u una solucidn de ese sis-
tema. Entonces u(t) = ®(t)xo para algin xo € R™. En efecto, fijemos to € (a,b) y definamos
20 = @ (to) " u(to); entonces u(t) y ® (t)zo son ambas soluciones de (2.2) y el resultado se sigue
del Teorema 2.1.2. Por lo tanto, u es solucion de (2.8) si y sélo si u(t) = © (¢t)x para algin v € R™.

Teorema 2.3.10 Sean ®1, Py soluciones matriciales de (2.8) . Si @1 es fundamental entonces, existe
C € L(R™) tal que Do (t) = @1 () C para t € (a,b).

Demostracion: Fijemos ty € (a,b) y definamos C' = ®; (o) " ®, (to), entonces By (t) y &1 (t) C son

soluciones matriciales de (2.8) que coinciden en tg y el resultado se sigue del Corolario 2.3.4. O

2.3.2. Sistemas Periddicos

Estudiemos ahora el sistema,
¥=At)x (2.13)

donde A : R — L (R™) es continua y T-periodica para algan T' > 0. Es decir, A (t +T) = A (t), para
cada t € R.
Se deducen inmediatamente los dos siguientes resultados

Proposicion 2.3.11 Siu (t) es una solucion de (2.13) entonces, u (t +T') también lo es.
Proposicion 2.3.12 Siu es una solucion de (2.13) y u (0) = u (T) entonces, u es T- periddica.

Demostracién: Por la Proposicion anterior se tiene que v (t) := u (t + T') es solucion de (2.13), pero
por hipotesis, v (0) = u (0) y por el Teorema 2.1.2, v = v. Es decir, u(t) = u(t+7T) y u resulta
T—periodica. 0

En lo que sigue, ® (¢t) va a denotar la matriz fundamental de (2.13) tal que ® (0) = I. Por la
Proposicion anterior sabemos que la solucion @ () z; con x € R™ de (2.13) es T-periodicasii @ (T) x =
O (0)x ==

Corolario 2.3.13 El sistema (2.13) posee una solucion T-periddica no trivial si y sélo si 1 es un
autovalor de @ (T).

El siguiente teorema establece una relacion entre las soluciones del sistema homogéneo y no homogéneo.
Teorema 2.3.14 Si la inica solucion T-periddica de (2.13) es la trivial entonces, la ecuacion
¥=At)x+p(t) (2.14)
posee una unica solucion T-periddica para cada funcion T-periddica continua p: R— R™,

Demostracion: La unicidad se sigue del Teorema 2.1.2. Para probar la existencia, recordemos que,
por la Formula de la Variacion de las Constantes, cada solucion w de (2.14) es de la forma

w(t) =@ (1) [330 + /Ot@(S)lp(S) dS]

para algun xy € R™. Ahora, de los argumentos de las Proposiciones 2.3.11 y 2.3.12, se tiene que w
es T'—periddica si y s6lo si w (0) = w (T'). Pero w (0) = xg, de modo que w es T—periddica si y solo si

T
xo =P (T)x +<I>(T)/0 ®(s) "p(s)ds
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lo cual equivale a
T
I —®(T)ag= (T)/ ®(s) ' p(s)ds (2.15)
0
I — @ (T) es inversible, y en consecuencia, existe un tnico xo € R™ que satisface (2.15). O

Proposicion 2.3.15 Si (2.14) posee una solucion acotada entonces posee también una solucion T-
periodica.

La pueba de este resultado puede verse en [38] en el Corolario 5.7

2.3.3. Multiplicadores de Floquet

En la seccién anterior se mencion6 la relacion existente entre los autovalores de la matriz corre-
spondiente a un sistema lineal auténomo con coeficientes constantes y la estabilidad de los puntos
de equilibrio. Lo que haremos ahora es asociarle a (2.13) un sistema de coeficientes constantes que
determine el comportamiento asintotico de las soluciones de (2.13).

Utilizaremos el siguiente Lema para cuya demostracion puede verse el libro [38] Lema 5.8

Lema 2.3.16 Dada B € L (C"™) inversible, existe A € L(C™) tal que exp (A) = B.

Nota 2.3.17 El resultado anterior no es, en general, vdlido en el caso real. En efecto, si A, B € L (R™)
y B = exp (A) entonces det (B) = exp (T'r (A)) > 0.

Lema 2.3.18 Sea B € L (R") inversible, eviste A € L (R") tal que e = B2,

Teorema 2.3.19 (Descomposiciéon de Floquet-Caso complejo) Sea ® (t) la matriz fundamental
de (2.13) con ® (0) = I. Entonces eziste B € L(C") y una funcion T-periddica P : R — L(C") tal
que ® (t) = P (t)exp (tB).

Demostracién: Igual que en la demostracion de la Proposicion 2.3.12; tenemos que ® (¢t +T') es
una matriz fundamental de (2.13), de modo que por el Teorema 2.3.10, existe C' € L (C") tal que
O(t+T)=®(t)C. Parat = 0 queda C = ®(T), dando lugar a la relacion ® (t+T) = ® (¢t) D (7).
Por el Lema anterior, existe B € £ (C") tal que exp (T'B) = ® (T') y definiendo P (t) = @ (t) exp (—tB)
tenemos,

P(t+T)=®(t+T)exp(—TB —tB)

=& (t)D(T)exp (—TB)exp (—tB) = P (t)
puesto que ® (T)exp (—TB) =1I. O

Observacion 2.3.20 Si bien en la descomposicion de Floquet la matriz B no es inica, a los efectos
del andlisis de la estabilidad, que es nuestro tema de interés, es suficiente encontrar una posible B.

Nota 2.3.21 Supongamos que estamos trabajando en C y ® (t), P (t) y B son como en el Teorema
precedente. Si u es una solucion de (2.13) podemos escribir u (t) = ® (t) zo para algin xo € C" y asi,
u(t) =P (t)v(t), donde v (t) = exp (tB) zo es una solucion del sistema a coeficientes constantes

2’ = Bz (2.16)

Reciprocamente, si v es una solucion de (2.16), entonces u (t) :== P (t)v (t) es solucion de (2.13).
En efecto, recordemos que P (t) = ® (t) exp (—tB), donde ® (t) es una solucién fundamental de (2.13)
y por lo tanto verifica que ®' (t) = A (t) @ (¢).
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Calculemos P’ (),
P (t)=® (t)exp(—tB) — ® (t)exp(—tB)B = A(t)® (t)exp (—tB) — ® (t)exp (—tB) B

Entonces,
u(t) =P ([t)v(t)+P ) ()=
=A()®(t)exp(—tB)v(t) — @ (t)exp(—tB)Bw (t) + @ (t)exp (—tB) Bw (t) = A(t) u (t).
Asi, la correspondencia v — Puv establece un isomorfismo entre el espacio de soluciones de (2.16)

y el espacio de soluciones de (2.13). Esta correspondencia permite conocer el comportamiento de las
soluciones de este tltimo sistema a través del comportamiento de las soluciones de (2.16).

Nota 2.3.22 En el caso real, se tiene una descomposicion de Floquet ® (t) = P (t)e'? para algu-
na funcion 2T —periddica P (t) de clase C* y alguna matriz constante B. En efecto, de la relacion
S(t+T)=®(t)o®(T) concluimos que ® (t +2T) = ® (t) o ® (T)° y del Lema 2.3.18, ® (T)* = 2B
para alguna matriz B. Definimos entonces P (t) = ® (t) e 715,

Definicién 2.3.23 Sea ® (t) la matriz fundamental de (2.13) con ® (0) = I. Los autovalores de ® (T')
son llamados los multiplicadores de Floquet de ese sistema.

Proposicion 2.3.24 X\ € C es un multiplicador de (2.13) si y sdlo si ese sistema posee una solucion
no trivial u tal que u (t +T) = A u(t) Vi € R.

Demostracién: Sea A € C un autovalor de @ (T') y fijemos 2o # 0 en C", tal que @ (T') 29 = Azg. Si
definimos u (t) = ® (t) xo tenemos,

ut+T)=2+T)xo=2 @)D (T)x0 =D (t) Axo = AP (t) z0 = Mu (1) .
Reciprocamente, si v es una solucion no trivial de (2.13), que satisface u (t +T')

entonces, de la relacion u (t) = ® (t) g, con 2o = u (0) # 0, se tiene ® (T)zg = u (T) .
Por lo tanto A es un multiplicador de Floquet de (2.13). O

Definicion 2.3.25 Los autovalores de la matriz B, dada por el Teorema de Floquet, son llamados los
exponentes caracteristicos de (2.13).

Nota 2.3.26 Ya que ® (T) = eTB, X\ € C es un multiplicador de (2.13) si y sdlo si X = e*T para algin
veo(B).

Teorema 2.3.27 Dado el sistema
T=A(t)x (2.17)

donde A : R — L(R™) es continua y T-periddica para algin T > 0, el origen serd asintoticamente
estable, si todos los exponentes caracteristicos tienen parte real negativa .

Por la observacion hecha en 2.3.26 esto equivalente a decir que el origen serd asintdéticamente
estable, si los multiplicadores de Floquet del sistema tienen mddulo menor que 1.

T=A(t)x

2 (0) = xo
donde ||zo|| < d. Entonces, de lo visto anteriormente, serd x (t) = ® () xo donde ® (¢) es una solucion
fundamental del sistema. Ademés por el Teorema 2.3.19

Demostracion: Sea z (¢) una solucion de

z(t) = (t)zg =P (t)e'Puxg
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donde B es una matriz constante y P (t) es periodica de clase C* y por lo tanto es acotada.
Sio(B)={\,....., A\n}, sabemos por hipotesis que Re (A\;) <pu <0, V1<i<n
Entonces ||z (t)|| < ||P (¢)] . |[e"B]| . llzo|l < C.e™#*. |20 — 0 cuando ¢ — 4-o0. O

El analisis de sistemas no auténomos a través de las matrices fundamentales y los multiplicadores
de Floquet puede profundizarse en [9], [38] y en [35].
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2.4. Grupo Simpléctico

Se presentan aqui algunas definiciones y propiedades que es necesario tener presente para el analisis
del equilibrio del péndulo de longitud variable que se hara en el Capitulo 4. Aunque alli solo traba-
jaremos en R? daremos las definiciones en forma general.

2.4.1. Matrices Simplécticas

Una matriz simpléctica es una matriz de 2n x 2n, M (cuyos coeficientes estan en general en R o
C) que satisface la condicion MTQM = Q, donde M7 denota la transpuesta de M y €2 es una matriz

inversible antisimétrica fija. En general (2 se elige como la matriz de bloques 2 = _(} Ig donde

I, es la matriz identidad de n x n. Notar que {2 tiene determinante +1 y su inversa estd dada por
Q1 =-Q.
Veamos que propiedades tienen esta clase de matrices:

» Toda matriz simpléctica es inversible con inversa dada por M~' = Q=1 MTQ.

= El producto de dos matrices simplécticas es una matriz simpléctica.

Esto le da al conjunto de todas las matrices simplécticas una estructura de grupo. Existe una estructura
natural de variedad sobre este grupo que lo convierte en un grupo de Lie ( real o complejo), llamado
Grupo Simpléctico. Este grupo tiene dimension n. (2n + 1) y se sigue facilmente de la definicion que
el determinante de cualquier matriz simplética es 1.

El grupo simpléctico sobre R se denota por Sp (2n, R) y en el caso particular donde n = 1, representa
al grupo de las matrices de 2 x 2 con determinante igual a 1.

2.4.2. Transformaciones Simplécticas

En la formulacion abstracta del dlgebra lineal, las matrices son reemplazadas por transformaciones
lineales de espacios vectoriales de dimensién finita. La analogia abstracta de una matriz simpléctica
es una transformacion simpléctica de un espacio de vectores simplécticos. En restimen, un espacio
de vectores simpléctico es un espacio vectorial V de dimension 2n equipado con una forma bilineal
antisimétrica no degenerada w. Una transformacion simpléctica es entonces una transformacion lineal
L : V — V que preserva w, es decir w(Lu; Lv) = w (u; v). Fijada una base para V, w puede ser
escrita como una matriz 2 y L como una matriz M. La condicién para que L sea una transformacion
simpléctica es precisamente la condicién de que M sea una matriz simpléctica.

Vimos que las matrices simplécticas se definen a partir de una matriz fija € inversible y anti-
simétrica. Dicha §2 puede ser pensada coma la representacion en coordenadas de una forma bilineal no
degenerada antisimétrica y sabemos que dos de tales matrices difieren s6lo por un cambio de bases.

En el libro de Arnold [2] se presenta una formulacion de la mecanica hamiltoniana utilizando el
formalismo de la geometria simpléctica.
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2.5. Sistemas Hamiltonianos

Sean qq, ....... , @n, coordenadas cualquiera en la configuracién espacial de un sistema de n puntos masa
(q1yeeeee ,qn reciben el nombre de coordenadas generalizadas) y p1, ....... , Pn. los momentos generalizados
(pi = m.vy).

Una funcién de Hamilton o Hamiltoniano H (¢, ...... Gry D1y --eeeee D, t) es una funcion escalar de

clase C? a partir de la cual pueden obtenerse las ecuaciones de movimiento de un sistema. En un
sistema auténomo, es decir, independiente del tiempo, representa la energia mecénica total del sistema:
H =T+ U, donde T es la energia cinética y U la energia potencial.

Un sistema hamiltoniano es un sistema simétrico de 2n ecuaciones de primer orden que verifican

. OH
bp=—7—
dq
. OH
q = ap
. s . . d OH ) .
Proposicion 2.5.1 (Ley de Conservacion de la Energia) o En particular, para un sistema
OH
cuyo hamiltoniano no depende ezplicitamente del tiempo (W = O), se verifica la Ley de Conservacion

de la Energia de la funcion hamiltoniana: H (p (t),q(t)) =k, con k constante.

Demostraciéon: Consideramos la variacion de H a lo largo de la trayectoria H (p (t), ¢ (t) ,t), entonces
por las ecuaciones hamiltonianas

dH _OH dp  OH dg  OH di _
dt  Op dt Oq dt Ot dt
_ OH OH . OH

= 8_pp+ a—q.q-i— W,l =
O (LY on (omy  on
Op Oq dq \ Op ot
y por lo tanto la energia se mantiene constante. 0

Esto dice que el hamiltoniano es una integral de movimiento o constante de movimiento, es
decir, es una funcién de la posicion y las velocidades que es constante a lo largo de una trayectoria del
sistema a lo largo de las fases.

En general el conocimiento de una integral de movimiento permite reducir la dimensiéon de un
sistema de las ecuaciones diferenciales que describen el movimiento de un sistema mecénico. Analoga-
mente permiten reducir un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias a otro sistema equivalente
mas pequeno.

Los sistemas hamiltonianos tienen, ademadas, otra propiedad muy importante. Consideremos una
region en el espacio de fases que evoluciona con el tiempo al despalzarse sobre su trayectoria cada uno
de sus puntos, se transformara al cabo del tiempo en una region diferente, ubicada ademas en otra
parte del espacio de fases. Veremos que a pesar de la traslacion y el cambio de forma, el volumen total
de dicha region permanecerd invariante. Ademas, debido a la continuidad de la evolucién temporal, si
la region es conexa inicialmente seguira siendo conexa todo el tiempo.

Veamos en primer lugar un resultado que nos permitira calcular el flujo de un sistema hamiltoniano.
Consideremos un sistema de ecuaciones diferenciales X (t) = f (¢, X (¢)), donde f : RxR"™ — R" es
una funciéon C' Lipschitz y X : R — R" y supongamos que las soluciones estan definidas globalmente.
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Podemos definir entonces el flujo @4, 4, (+) asociado a este sistema desde el instante ¢ al instante
t1 del siguiente modo: tomemos Xy € R™ , entonces se define ®;, ;, (Xo) como @4, 4, (Xo) = X (1)
donde X (¢) es la tnica soluciéon del problema de valores iniciales

{X ()= f(t, X (t))

X (to) = Xo (2.18)

De la definicién del flujo y la unicidad de la solucién, se deduce que el flujo posee las siguientes
propiedades:
Dyt = 1d
@tlth o (I)toﬂfl = (I)toytz

En el caso particular en que f no depende del tiempo (sistema auténomo), se puede demostrar en
virtud de la unicidad que:
@tlth = (I)Oﬂfz—tl

(0 sea que el flujo @y, +, sélo depende de la longitud del intervalo de tiempo 2 —¢1). Entonces, para
simplificar la notacién escribimos ®; = g ;
El flujo de un sistema autéonomo verifica las siguientes propiedades:

by =1d

(I)tz o (I)tl = (I)t1+t2
-1 _
S

Nos interesa calcular el diferencial del flujo D®y, ; (Xo), que consiste en derivar la solucion respecto
de la condicion inicial. Para ello utilizaremos el siguiente teorema (ver [35] Teorema 11 de la Seccion
5.2)

Teorema 2.5.2 Sea D un abierto conexo de R™ y f: R x D — R™ una funcion continua tal que sus

dervadas parciales ——, 1 <1i < n, también son continuas. Entonces la solucion X (t) = X (t,to, Xo)

ox

de (2.18) es de clase C* en la variable X,. Ademas, si ®;, ; (Xo) representa el flujo en X,

D®, 4 (Xo) =M (1)

donde M : R — R™*"™ es la solucion del problema de valores iniciales

(2.19)

M (t) = Df (94,4 (Xo)) .M (t)
M(to) =T

En la seccién anterior definimos una matriz simpléctica como una matriz M que verifica M7 QM —Q

0o I,
donde = [ I 0 ]

Definicién 2.5.3 Diremos que f : R x R" — R" es un difeomorfismo simpléctico si es un
difeomorfismo y D f, (t,x) es una matriz simpléctica en cada x € R™.

Probaremos el siguiente teorema
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Teorema 2.5.4 El flujo de un sistema Hamiltoniano define un grupo uniparamétrico de difeomorfis-
mos simplécticos.

Demostracion: Para simplificar la notacién lo demostraremos en el caso de un sistema auténomo
X =f(X)
X (0) =Xy

es decir que tg = 0.

Se dice que {®;} es un grupo local a un parametro, y cuando las soluciones estan definidas glob-
almente, como estamos suponiendo nosotros, las ®; forman un grupo con respecto a la operacion
composicion de funciones. Ademas, la aplicacion t — &, es un morfismo de grupos con el grupo aditivo
de los reales como dominio.

Lo que tendriamos que ver es que D®; (Xy) es una matriz simpléctica. Por el Teorema 2.5.2 esto
es equivalente a probar que la matriz M (t) es simpléctica siendo M (t) solucion de

M (t) = Df (¥, (Xo)).M (t)
M(0)=T

Vamos a probar que M7 (t) QM (t) es una matriz con coeficientes constantes y como M7 (0) QM (0) =
Q porque M (0) = I, entonces M7T (t) QM (t) = QVt € R.

% (MT (t) QM (£)) = MT () QM () + MT (£) QM (t) =

= M" (t) (Df (¢ (X0)))" QM (t) + M” (t) QD f (84 (X)) .M (t) =
= M (1) [(Df (@1 (X0)))" 2+ QDS (@1 (Xo))| M (1)
Esta derivada es igual a cero si probamos que
(Df (@4 (X0)))" Q+ QDS (B, (X)) =0 (2:20)

Como estamos considerando un sistema Hamiltoniano, el campo vectorial es

f(g,p) = (%—Ij (q,p),—%—g (qm))

y su diferencial resulta

0H OH
Df(®, (X)) = | %09, Opp
f (@4 (Xo)) 5o by
9qq  Ogp 1a,(x,)
OH OH OH O0H
o o8 _ of o
(of @ (X)) 0= | G GH -[_In 0]— oM o
Opp  9qp 1o, (xy) 9qp  Opp s, (xy)
OH OH oOH OH

ang (@ (x) = |

o &

9qq  Oqp 1o, (x) opg  Ipp 1o, (xy
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0H
Como H es de clase C? las derivadas cruzadas coinciden — = —— se verifica (2.20) y M (t)

dpq  Oqp

resulta simpléctica. 0

Como toda matriz simpléctica tiene determinante 1 podemos enunciar el siguiente teorema:

Teorema 2.5.5 (Teorema de Liouville) El flujo de fase de las ecuaciones Hamiltonianas preserva el
volumen de fase.

Otra forma de demostrar este teorema es la siguiente: Vamos a aplicar el Teorema 2.3.6 al sistema
(2.19)

M (t) = Df (¥, (Xo)).M (t)
M(0)=T

Si M (t) es una solucion matricial de este sistema, entonces

detM (t2) = detM (t1) exp </ : Tr(Df (®s(Xo))) ds)

ty
Como estamos trabajando con un sistema Hamiltoniano Tr (D f (@5 (Xo))) = 0, por lo tanto
det M (t) =C
con C' constante, pero como M (0) = I, entonces

det M (t) = det (D, (Xo)) = 1

2.6. Teoria de Grado

Como una primera aproximacién, podriamos decir que la teoria de grado se ocupa del problema de
encontrar soluciones de la ecuacion f (z) = y.

Definiremos en primer lugar el grado para funciones de clase C! y luego extenderemos este concepto
a las funciones continuas.

Definicién 2.6.1 Sea f € C! (ﬁ), donde D C R™ es un conjunto abierto acotado. Decimos que x es
un punto critico de f si Jy(x) = 0, es decir, si Df (x) es singular, caso contrario x serd un punto
regular. Ademds, y es un valor regular de f si ¥V x € D tal que f (x) =y, x es un punto regular. En
caso contrario se dice que y es un valor critico. Denotamos con Z; al conjunto de todos los puntos
criticos de f y f(Zy) al conjunto de los valores criticos de f.

Sabemos por el Teorema de la funcién inversa que si « es un punto regular de f entonces f es localmente
inversible. La motivacion para nuestra definicion es que si Jy (x) = 0 , entonces uno no puede concluir
por el Teorema de la Funcion Inversa que f (a) = y tiene una solucion con y # f (x) cerca de f(z).
Estamos en el caso critico.

El siguiente teorema nos dice cuan grande es el conjunto f~! (y) para un valor regular y.

Teorema 2.6.2 Si f € C! (ﬁ) ey es un valor regular de f entonces f~* (y) es finito.

Definicién 2.6.3 Supongamos que f € C! (E), p ¢ f(OD) y p es un valor regular de [ . Definimos
el grado de f en p relativo a D como el entero

d(f,D,p)= > sgnls(x)
zef~1(p)
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Nuestro objetivo es quitar la restriccion de que f € C' y que p sea un valor regular. El siguiente teorema
afirma que si ¢ es una funcién que est4 lo suficientemente cerca de f con la topologia de C' y p es un
valor regular que no esta en f (0D) entonces d (g, D, p) esta definido y vale d (g, D,p) = d(f, D, p)

Teorema 2.6.4 Sea f € C' (D) y p un valor regular de f tal que p ¢ f(9D). Entonces existe un
e > 0, que depende de f y p tal que si ||g— fllo1 < €, entonces p es un valor regular de g tal que

p&g(0D), yd(f,D,p)=d(g,D,p).

El proximo teorema nos dice que el grado de una aplicacién es constante en cada componente conexa

de R™\ f (D).

Teorema 2.6.5 Sea f € C! (E) Supongamos que p1, p2 sean valores requlares de f y estén en la
misma componente conexa de R™\ f(0D). Entonces d(f,D,p1) = d(f, D,p2).

El teorema anterior nos permite definir el grado de una aplicacién cuando p no es un valor regular.

Definicién 2.6.6 Si f € C'(D) yp ¢ f(9D) pero p no es un valor regular de f, definimos
d(f,D,p)=d(f,D,q), donde q es un valor reqular de f y |q — p| < dist (p, f (0D)).

Recordemos el Teorema de Sard que dice que el conjunto de valores criticos f (Z;) C R™ tiene medida
cero y por consiguiente el conjunto de valores regulares de f es denso en R™. Esto nos permite asegurar
que cada bola B (p, r)contiene un valor regular de f.

Definicién 2.6.7 Una homotopia de clase C' entre elementos f, g € C* (ﬁ) es una funcion H :
D x [0,1] — R™ tal que H (2,0) = f(x), H(x,1) = g(z), H(-,t) € C* (D) para 0 < t < 1, y
H(,s) — H(-,t) en C* (D) cuando s — t.

En otras palabras, una homotopia es una deformacion de f en g que varia en forma continua con
la topologia de C*.

Teorema 2.6.8 Sea f € C* (E)

i. d(f,D,-) es constante en cada componente conexa de R™\ f(9D).

ii. Sip ¢ f(0D), existe un e > 0, que depende de p y de f , tal que d(f, D,p) = d (g, D, p) siempre
que g — fllen < 2.

iii. Sea H (z,t) una C'-homotopia entre f y g. Si p ¢ H (OD,t) para todo t € [0,1], entonces
d(f,D,p) = d(g,D,p).

Las partes (i)- (ii) del Teorema generalizan a los Teoremas 2.6.5 y 2.6.4 respectivamente, pues aqui no
se pide que p sea un valor regular. La parte (iii) dice que el grado en p de dos aplicaciones que pueden
ser deformadas una en la otra via una homotopia coincide si se verifica que p se mantiene como un
valor regular durante la deformacién.

Los resultados anteriores nos van a permitir definir ahora el grado para funciones continuas. El
hecho de que esto sea posible demuestra que el concepto de grado es una propiedad topolégica.

Definicién 2.6.9 Supongamos que f € C (D) y p ¢ f(9D). Definimos d(f,D,p) como d(g,D,p)

donde g es una funcion C* (D) que satisface || f — gl < dist(p, f (OD)) (la cota usada aqui no es
importante, sélo es necesario que ||f — g sea suficientemente pequerio)

Teorema 2.6.10 En la Definicion 2.6.9, la funcion g puede ser elegida de forma tal que p no sea
necesariamente un valor reqular de g.
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El siguiente teorema dice que el grado de una aplicacién es invariante bajo cambios de coordenadas
de tipo C'. Esto implica que la teoria desarrollada hasta ahora es aplicable a cualquier espacio real
normado X de dimension finita, ya que X puede ser identificado con R™ una vez elegida una base y
cambiar de una base a otra es una aplicacion C'. El mismo argumento permite definir el grado para
variedades (ver [27])

Teorema 2.6.11 SiD CR", f € C (D) yp ¢ f(0D), entonces d(f, D, p) es invariante bajo cambios
de coordenadas C' no singulares.

Veamos ahora algunas propiedades del grado .

Teorema 2.6.12 (Existencia) Supongamos que f € C (D). Sid(f,D,p) estd definido y es no nulo,
entonces existe un x € D tal que p = f ().

Si X e Y son espacios topologicos, decimos que f: X — Y y g : X — Y son homotdpicas si existe una
funcion continua H : [0,1] x X — Y tal que H (0,2) = f () y H (1,2) = g (z).

Teorema 2.6.13 i. Supongamos que f € C (D) yp ¢ f(dD) . Si ||f —gl.. < dist(p, f(OD)) ,
entonces d (g, D, p) estd definido y es igual a d(f,D,p)

ii.(Invariancia por Homotopia) Si H es una homotopia yp ¢ H (t,0D) para 0 <t < 1, entonces
d(H(t,-),D,p) es independiente de t € [0,1].

La parte (i) del teorema anterior dice que la aplicacion d (-, D, p) : C (ﬁ) — Z es localmente constante,
es decir, si f,g € C' (D) estan suficientemente cerca sus grados seran iguales. La parte (i) dice que
el grado es homotoépicamente invariante, siempre que p se mantenga como un valor regular durante la
deformacion.

Corolario 2.6.14 Sea f € C (D) yp ¢ f(9D), y supongamos que (f) es una sucesion de funciones

continuas sobre D que convergen uniformemente a f . Entonces existe un entero N > 0 tal que
d(f,D,p) =d(fx,D,p) para todo k > N.

Teorema 2.6.15 Sea f € C (ﬁ), entonces d (f, D, p) es constante sobre las componentes conexas de

R"\ £ (9D).

El siguiente teorema afirma que d (f, D,p) depende solamente de f (9D), es decir, de los valores que
toma f sobre el borde de D.

Teorema 2.6.16 Si f,g € C (D) y f = g sobre dD, entonces d (f,D,p) = d(g,D,p), siempre que
p ¢ f(0D).

Teorema 2.6.17 (Poicaré-Bohl) Sean f,g € C (E), y supongamos que para todo x € D, el segmen-
to[f (z),g9 ()] ={sf(x)+ (1 —5)g(x)/0<s <1} no contiene a p. Entonces d(f,D,p) =d(g,D,p).

El siguiente teorema dice que el grado de una aplicacién es invariante por traslaciones.

Teorema 2.6.18 (Invariancia por traslaciones) Supongamos que f € C (E) yp¢ f(OD). En-
tonces para todo ¢ € R™, d(f,D,p) =d(f —q,D,p—q), donde f — q es la aplicacion x — f (z) — q.

El teorema previo nos permite enunciar la siguiente versiéon de invariancia por homotopia.

Teorema 2.6.19 Supongamos que H : [0, 1] x D — R™ es una homotopia en C (E) Y Pt €5 UN Camino
continuo en R™ . Sip, ¢ H (t,0D), entonces d (H (t,-),D,p,) es independiente de t € [0,1].
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Teorema 2.6.20 Sea f € C (D) y supongamos que p & f (OD)
i. (Aditividad) Si D es unidn disjunta de conjuntos abiertos D;, i = 1,2,3...., entonces

d(f,D,p) Zd f.Di,p)

ii. (Escisién) Si K C D es cerrado y p ¢ f (K), entonces d(f, D,p) =d(f,D\ K,p).

Nota 2.6.21 La Teoria de Grado puede ser usada para dar una demostracion sencilla del Teorema
de Punto Fijo de Brouwer que establece que una aplicacion continua de la bola unitaria en si misma
tiene un punto fijo.

Para finalizar esta secciéon calcularemos el grado de algunas funciones sencillas para familiarizarnos
con este nuevo concepto.

Ejemplo 2.6.22 Consideremos una funcién continua f : [a,b] — R tal que f (a) < f (b) y supongamos
que p es un valor reqular de f . Entonces claramente, sip < f (a) o p > f(b) entonces d(f,D,p) =0.
Por el otro lado, si f(a) < p < f(b) entonces d(f,D,p) = 1. De hecho, el conjunto f~'(p) =

{z1, 22, ..oy @ } debe contener un nimero impar de puntos (considerar cdmo debe ser el grdfico de f).
Por lo tanto, si x1 < 12 < ..... < x,, entonces
d(f,D,p) = ngnf ) =4+1—1+1—1+ ... —141=
=0
Intuitivamente, f es creciente en x1, decreciente en T2, creciente en Ts,...... , creciente en T,.

Andlogamente, si f (a) > p > f(b)entonces d(f,D,p) = —1
Ejemplo 2.6.23 Sea F (z) = 22, 0 es un cero aislado de esta funcion, entonces queremos calcular
deg (F, Bs (0),0)
donde Bs (0) es el intervalo (—0,0). Como 0 no es un valor regular de F porque F' (0) = 0, entonces
deg (F,B; (0),0) = deg (F, Bs (0) , q)
donde q es un valor regular de F tal que |q| < dist (F (0B5(0)),0) = §2
deg (F, Bs (0),q) = sgn (detF' (z1)) + sgn (detF’ (x2)) =0
donde 1, x> son las soluciones de x* = q.
En dimension dos (d = 2) el grado puede tomar cualquier valor entero. Veamos dos ejemplos simples.

Ejemplo 2.6.24 Consideremos en primer lugar la funcion F : C — C donde miramos a C como R?,
F (z) = z™. Queremos calcular el grado en cero, y como cero no es un valor regular

deg (FuB5 (0)70) = deg(F,35 (0),(])

donde q es un valor regular de F' tal que |q| < dist (F (0B5(0)),0) ="

deg (F, Bs (0) ngn detF’ (z1))
k=1
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donde z,, 1 <k <n son las soluciones de z" = q.

La funcion F(z) = 2™ es una funcion holomorfa (diferenciable en el sentido complejo en todo
punto), de hecho lo son todas las funciones polindmicas en z con coeficientes complejos. Si se identifica
C con R2, las funciones holomorfas coinciden con las funciones de dos variables reales que cumplen
las condiciones de Cauchy-Riemann. Si escribimos z =x+yi y F (z) = u(x,y) + v (z,y) i, entonces

Ug = Vy
Uy = —Up

Uy U Uy —Vg
DF (z,y) = ( o ) _ ( S )

y det (DF (z,y)) = u2 +v2 > 0 y esto vale para cualquier punto en el plano complejo. Entonces

Por lo tanto,

deg (F,Bs (0),q) = Z sgn (detF' (zx)) =n,1 =n
k=1

Ejemplo 2.6.25 Si ahora consideramos la funcion F :C — C, F (z) = Z"y queremos calcular el indice

en cero que es un valor no regular, tendremos, otra vez, que buscar un valor reqular g que verifique
|q] < dist (F (0Bs (0)),0) = 6" y valdrd

deg (F, Bs (0),0) = deg (F, Bs (0) ,q) = Z sgn (detF’ (zx))
k=1

donde zp, 1 < k <n son las soluciones de Z" = q.
En general, vale el siguiente resultado:

Lema 2.6.26 Sea I': C — C una funcion holomorfa no constante, zo un cero de F y § > 0 pequenio,
entonces deg (F, Bs (20), z0) es igual al orden de zy como raiz de F.

Ejemplo 2.6.27 Pero como F (z) =Z" no es una funcion holomorfa no podemos repetir el argumen-

to anterior. Vamos a usar el Teorema 2.6.11 que afirma que el grado es invariante bajo cambio de

coordenadas C' no singulares. Esto nos permite calcular el grado trabajando en coordenadas polares.
Si z =1 (cos® + i senb), en coordenadas polares z = (r,0) y F (r,0) = (r"™, —nb), por lo tanto

DF (r,6) = ( n.rgfl 0 )

-n
y se verifica det (DF (r,0)) = —n?.r"~1 < 0V (r,0) # (0,0). Entonces
ind[F,0] =n.(-1)=—-n

Para ver las demostraciones de todos los teoremas aqui enunciados y profundizar acerca de la Teoria
de Grado se puede recurrir al libro de Lloyd [25] o al de Schmitt [35].



Capitulo 3

Existencia de soluciones peridédicas
estables de ecuaciones diferenciales de

Duffing

En este Capitulo nos basaremos en el trabajo [26] de Lazer y Mc.Kenna en el cual se considera una
ecuacion diferencial de segundo orden periédica en ¢ con periodo 7' > 0 y con amortiguacion lineal. Se
dan cotas para la derivada de la fuerza de restauraciéon que garantizan la existencia y unicidad de una
solucion T'—periodica de forma que la tnica soluciéon T'—periddica es asintéticamente estable.

Consideraremos soluciones periddicas de la ecuacion diferencial
u +ku' +g(t,u) =0 (3.1)

donde k£ > 0 es constante, g y su derivada parcial con respecto a la segunda variable, denotada
por Dsg, son continuas, y g es T'—periodica en ¢ para algin T > 0. Nuestro objetivo es encontrar

condiciones de la forma
a < Dyg(t,8) <b (3.2)

para (t,£) € R? que garanticen la existencia y unicidad de una solucién T—periddica ug que sea
localmente, exponencialmente, asintdticamente estable, es decir, tal que existan constantes C' > 0y o >
0 tales que si u es otra solucion con |u (0) — ug (0)] y |’ (0) — ug (0)] suficientemente pequenos, entonces
[u(t) —ug (t)] < Cde o/ (t) —uf (t)] < Cde * para todo t > 0, donde d = |u (0) — ug (0)] +
[ (0) — uj (0)]-

El problema de existencia y unicidad de soluciones para esta ecuacion ha sido analizado en varios
papers cuando k = 0.En este caso, si existe un entero N > 0 tal que 4”;972 <a<b< 4”2%\[7;&)2
se verifica (3.2), entonces existe una tnica solucion T'—periddica de (3.1). Esto est4 demostrado en el
trabajo de Leach [24].

También existen trabajos en los cuales se han dado condiciones sobre Dsg que implican la existencia
de soluciones periodicas de (3.1) con k # 0, pero la estabilidad de estas soluciones periodicas no ha
sido estudiada.

Lo que demostraremos en los teoremas que siguen es que si el rango de Dsg es un intervalo contenido
en un disco cerrado en el plano complejo que no contiene autovalores (complejos) A del problema

{—u” —ku' = Au
w(0)=u(2T), u (0)=u'(27)

40
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entonces (3.1) tiene una tnica solucion T'—periddica que es localmente, exponencialmente, asintoti-
camente estable. Notar que las condiciones de borde corresponden a un periodo igual a 27" y no igual
aT.

Lema 3.0.28 Sea k € R y sea g (t,&) definida y continua para (t,€) € R?, tal que su derivada con
respecto a & es continua a trozos, y es T—periddica en t donde T > 0. Si existen numeros a y b tales
que se verifica la condicion (3.2) para todo (t,&) € R? y tal que existe un disco cerrado B en el plano

complejo centrado en v = “TH’ de radio r > b_T“ de modo que
4m2m?  2mim
— — ——k B 3.3
para todo m = 0,+1,+2,...... , entonces existe una unica solucion T—periddica de (3.1).
Demostracion: Sea L el operador diferencial lineal definido por Lu = —u" —ku’—~u y sea E el espacio

de Hilbert que consiste de funciones T —periodicas a valores complejos definidas en (—o0; c0) cuyas re-
1
stricciones al intervalo [0, T'] pertenecen a L? [0, T] con el producto interno (f, g) = T fOT f(t).g(t)dt.

Si h € E, entonces existe una tnica funcion T —periédica u tal que u es de clase C', v/ es absolutamente
continua, u” € L? y Lu = h. De hecho, si consideramos la base ortogonal de E, {62’”’”/T :m=0,+1,42,
h puede escribirse como

h (t) _ Z Cm62ﬂ'imt/T (34)
entonces 1
- Am*m?  2mimk T o
W) =S on (T - T ) et (3.5)

Si denotamos u por Kh, es decir que K = L~!, entonces K resulta una aplicacién lineal compacta
de L? en L2. En efecto, sea h € L?[0,T], su desarrollo de Fourier es

h(t) =Y e 7

Por la identidad de Plancherel

En el espacio de Sobolev

HZ?,[0,T]={h:R— C T - periodicas : ', h" € L*[0,T]}

per

consideramos la norma

2
12l = 1R 1I72 + [[AlI72

Y, en virtud de la identidad de Plancherel, podemos escribir

12ll3 = D lem[*(1 +m?)?
keZ

Ahora sean
472 m?2
Am =

2mimk

T2 T
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los autovalores del operador lineal L definido anteriormente y sea K su operador inverso. Entonces
K viene expresado en términos de los coeficientes de Fourier ¢, de h del siguiente modo:

1 2mimt
Kh = E CmA,, € T
meZ

como mostraba la ecuacion (3.5) y en consecuencia tenemos que:

KRG = > leml*Aml 21+ m?)?
meZ
Observemos que los autovalores A, tienen crecimiento cuadratico cuando m tiende a infinito (Esto
refleja el hecho de que L es un operador diferencial de segundo orden). En consecuencia:

Am| < C.m?

o0 sea Ay, = O(m?)

Si miramos entonces el comportamiento de la sucesion de nimeros |\,,|~2(1 + m?)?2, observamos
que estd acotada independientemente de m € Z. Para m pequenio A, no se anula por la hipotesis del
4m2m?  2mim

T2 T
por la acotacién que mencionamos antes, por lo tanto:

lema que dice que k ¢ B, osea que |A\,| >r >0,y para m grande esta acotada

A2+ m?)? < Cy

Se deduce que:

IR} < C2 > leml® < Calhl

meZ

Por consiguiente K es un operador lineal y continuo de L2[0,T] en H?[0,T] .
Recordemos el siguiente teorema cuya demostracion puede encontrarse en [6] .

Teorema (Rellich-Kondrachov)La inmersién H2,,[0,T] C C[0,T] es compacta. En particular,

per
H?,.[0,T] C L?[0,T] resulta una inmersion compacta .

Usando el hecho de que la inclusién de H? en L? es compacta, se deduce que si miramos a K como
un operador de L%en L? resulta compacto. En efecto, si (hn)n es una sucesion acotada de funciones
de L?, por lo anterior Kh, es acotada en H? y entonces por el Teorema de Rellich Kh,, tiene una
subsucesion convergente en L? (y de hecho también en C[0,T]).

4m2m?  2mimk

T2 T

Ademaés, por la desigualdad

—7’ > 7 que se sigue de (3.3) para todo m =
0,4+1,£2,...... , se sigue que
12 = 3 Jeml® Al ™2 < 5 3 fen?
mez mez
por lo tanto,
[l < 2 hle (Ve H2,) (36)

per

Si denotamos como H al espacio de Hilbert real que consiste de las funciones en ngr a valores
reales (Si h € H, entonces c¢_,, = ¢, en (3.4)), entonces K (H) C H.
Tenemos que u es una solucion T'—periodica de (3.1) siy sélosiu € H y

—u" —ku' —yu = Lu=g(t,u) —yu
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y por lo tanto,
u=KGu)=F (u)

donde G : H — H es la aplicacion de Nemytskii definida por
w— g u) - yu

bh—
De (3.2) se deduce que |Dag (t,€) — 7| < Ta y utilizando el Teorema del Valor Medio tenemos

que
IG (1) = G (u2)[|72 = llg (t,u1) — yur — g (t,ua) + yusll7. =

1 T

T

1

- T/ |g (t,u1) — yur — g (t, us) +yus|” = T/ |Dag (t,€) . (u1 — u2) — 7. (u1 — uz)|* =
0 0

e 2 2 _b—a 2
=7 [ lm—uel D2g (1:€) =9 < = llu — 2L
0

Es decir que, para todo ui, us € H,
b—a
G (u1) = G (u2)ll 2 < —5—- llur —uzll .

y por lo tanto, por (3.6)
[1F (u1) = F (u2)l[ g2 < e flur — w22

b—a . .
donde ¢ = o < 1, lo que prueba que F es contractivo con la norma de L? y por lo tanto tiene
r

un punto fijo u en L2,
Pero como ||ul| g2 = ||F (u)|lg2 = [|KG ()]l 2 < ¢ |G (uw)|| 2 < ¢ |lul|,-, entonces el punto fijo
u € H?. O

Antes de probar nuestro resultado principal acerca de (3.1), vamos a demostrar un resultado sobre
los multiplicadores de Floquet de un sistema lineal.

Teorema 3.0.29 Sea p (t) una funcion T—periddica continua y sea X (t) la matriz fundamental para
el sistema lineal

2 () = A(t)z (t) (3.7)

donde © = (r1,22), A(t) = ( —pO(t) —lk > y k > 0 es constante. Si existen nimeros a y b

tales que para todot € R

a<p(t)<b, (3.8)
y tal que existe un disco cerrado B en el plano complejo centrado en v = GT—H) de radio r > b-a
tal que -
T™m mim
Tz~ Tk ¢ B (3.9)
para todo m = 0,+1,+2, ... , entonces los autovalores on y ae de X (T') satisfacen que |aj| < 1

para j =1, 2.
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Demostracion: Para cada s con 0 < s < 1 tenemos
a<(l—8)y+sp(t)<b (3.10)

para todo t. Por lo tanto, por el Lema 3.0.28 y por (3.9), para cada s € [0, 1], existe una Unica
solucién periodica de periodo 27 de la ecuacién diferencial lineal homogenea

W4k +(1—s)y+spt)u=0 (3.11)

Pero v = 0 es una soluciéon de esa ecuacion. Por lo tanto, bajo las hipotesis del teorema, no existe
una solucién no trivial 27 —periodica de (3.11) para todo s € [0, 1]. Si

entonces y = (y1,y2) es una solucion 27 —periodica de

y'(t)=B(ts)y(t) (3.12)

siysolosiys =uyys = u donde u es una soluciéon no trivial 27 —periodica de (3.11). Por lo
tanto, el sistema (3.12) no tiene solucion no trivial 27 —periodica para 0 < s < 1.
Denotemos por Y (¢, s) la matriz fundamental asociada al sistema (3.12) para 0 < s < 1. Tenemos
que
Y'(t,s) = B(t,s)Y (t,5) Y (0,5) =1

donde I es la matriz identidad de 2 x 2. Si para algtn v € R?
Y (T,s)v=—v,

es decir que —1 seria un autovalor, entonces y (t) = Y (¢, s) v es una solucion del sistema (3.12) (ver
Observacion 2.3.2 en el Capitulo de Preliminares) que satisface que y (T) = —y (0). Debido a que tanto
—y (t) como y (t + T') son soluciones de (3.12) que coinciden para t = 0 y por la unicidad de solucion,
se sigue que y (t+T) = —y (¢).

Por lo tanto, y (t +27) = —y(t+T) = — (—y (t)) = y (t), lo que implica que y (t) = 0 porque el
sistema (3.12) no admite soluciones no triviales 2T —periddicas. Se sigue que —1 no es un autovalor de
Y (T, s) para s € [0,1].

Anéalogamente, se demuestra que si Y (T,s)v = v, entonces y(t) = Y (¢,s)v es una solucion
T—periddica y por lo tanto 27 —periodica de (3.12). Por lo tanto, para 0 < s < 1, 1 tampoco es
un autovalor de Y (T, s).

Para cada s con 0 < s < 1, sean u1 (s) y u2 (s) los autovalores de Y (7, s) (multiplicadores del
sistema). Vamos a mostrar que |u; (s)] < 1 para j =1,2,0 < s <1y como la matriz fundamental de
(3.7) es X (T') =Y (T, 1) habremos demostrado el teorema.

Por el Teorema de Liouville (Teorema 2.3.6), para 0 < s < 1

T
det (Y (T, s)) = p1 (8) p2 (s) = exp (/0 trB (t,s) dz) =e M <1 (3.13)

0 1
—v —k
e“T y uj (0) = eM7T con j = 1,2, donde A\; y A2 son autovalores de C' (ver Nota 2.3.26).

Como k& > 0y v > 0, es facil ver que tanto A\; como Ay tienen partes reales negativas por lo que

1 (0)] = |eMT| < 1 para j = 1,2.

Para s = 0, B (s,t) es la matriz con coeficientes constantes C' = ( ), entonces Y (¢,0) =
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Sea A ={0<s<1/|uj(s)|>1,paraalgin j}, si A # 0 entonces existe el inf A, llamemos sy =
inf A, queremos ver que 3s* con 0 < s* < 1 tal que |u1 (s*)] = 1, y eso seria una contradiccion, por lo
que A deberé ser vacio.

Si |p1 (so)| = 1, entonces tomamos s* = so y esto terminaria la demostracion.

Si |p1 (so)| > 1, veamos que puede suceder con pus (o)

*Si g (s0) = 1 (S0), entonces 1 (so) iz (s0) = |u1 (s0)]> > 1, y esto es absurdo por (3.13).

*Sip1 (s0) y pe (so) son reales, entonces como py (o) pe (so) < 1y |pa (so)| > 1, debe ser |u2 (so)| <
1y por lo tanto, w1 (so) # u2 (so) v, 1 (S0) ¥ p2 (so) deben ser dos raices reales simple, esto implica
que existe un entorno (sg — J; sg + ) donde puedo definir p; (s) y ps2 (s) como funciones continuas de
s (Teorema de la Funcion Implicita).

Como sp # 0 y es el infimo de A, tomo 0 < s1 < sp en el intervalo (sg — d; sp + ) donde 1 (s)
es continua tal que |uq (s1)| < 1, entonces por el Teorema de Bolzano 3 s*, s1 < s* < so tal que
|11 (s*)] = 1 y esto contradice el hecho de que Y (7,s) no tenia como autovalores ni a 1 ni —1,
Vs € [0,1]. 0

Ahora nuestro resultado principal se deduce facilmente.

Teorema 3.0.30 Sean g (t,€) y Dag (t,€) continuas para todo (t,&) € R?, sea g T—periddica en t, y
k > 0 constante. Si existen constantes a y b tales que vale (3.2) y tal que existe un disco cerrado B en

b =
el plano complejo centrado en v = atp de radio r > Ta tal que vale (3.9), entonces (3.1) tiene

una unica solucion T—periddica que es localmente, exponencialmente, asintdticamente estable.

Demostraciéon: Como (3.9) claramente implica (3.3), existe, por el Lema 3.0.28, una tnica solucion
T—periodica de (3.1), llamémosla ug (t). Como (ug (t) , u(, (t)) es una solucion T'—periodica del sistema

u =v

v = —kv—g(t,u)

y sabemos que si los multiplicadores de Floquet correspondientes a esta soluciéon tienen modulo
menor que 1, entonces esta solucion es localmente exponencialmente estable. Como los multiplicadores
son los autovalores de la matriz de 2 x 2, X (T'), donde X (¢) es la funciéon matricial definida por

X' (t)=At)X (), X(0)=1,
donde 0 .
AWM = ( ~Dag (tuo (£) —k )

la afirmacion del teorema se sigue de (3.2), de (3.9) y del Teorema 3.0.29.
Notar que las condiciones del teorema implican que no existen soluciones 27T —periodicas distintas
de ug. O

Finalmente, daremos un ejemplo que muestra que si las condiciones del Lema 3.0.28 se cumplen
pero no se verifican las condiciones del Teorema 3.0.29, entonces la tinica solucién peridédica puede ser
inestable.

Ejemplo 3.0.31 Consideremos la ecuacion diferencial lineal

u” (t) +ku' (t) + 3 [1 +ecost]u(t) =0 (3.14)
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donde k es positivo y pequeno, |e| es pequeno y € # 0. Es claro que para |e| pequeno existen
nimeros a y b tales que se verifican las condiciones del Lema 3.0.28. Siendo en este caso g (t,u) =
1 [1 4 ecost]u (t), se cumple que

1 ¢ 1 ¢
= — = < Dayg(t,u) < — + -
4 4= 29(,U)_4+4,
4 2.2
4m*m 2mim 9 1
T o k=m*—mik ¢ B(1;5)
pues

Entonces existe una unica solucion 2w—periodica, u =0 .
Por el otro lado, para todo € # 0 suficientemente pequenio, los multiplicadores de Floquet py y po
correspondientes a la solucion trivial de

u” (t) + 3 [1+ecost]u(t) =0 (3.15)

son reales y satisfacen
< —1<pus <0 (3.16)

De hecho, siy; (t,€), con j = 1,2, son las soluciones de (3.15) definidas por las condiciones iniciales
y1(0,6) =95 (0,6) =1, y2(0,¢) = 41 (0,6) =0, y A(e) = y1 (2m,€) +y5 (27, ), entonces p1 y p2 son
las raices de la ecuacion

pr—=AE)p+1=0

Usando el hecho de que y; (t,£)son analiticas en €, se comprueba que

Ae)=-2— &52 +0 (%) cuando & — 0.

Fijemos € # 0 de forma que se verifiqgue (3.16). Como los multiplicadores correspondientes a la
solucidon trivial de (3.14) son los autovalores de X (27), donde X (t) es la matriz fundamental de
(3.7), donde p (t) = 1 [1 + ecost], y para k = 0 estos son los nimeros 1 y po en (3.16), se sigue por la
dependencia continua de las soluciones con respecto a los pardametros, que para k pequeno y positivo,
los multiplicadores de la solucidn trivial de (3.14) también satisfacen (3.16). Por lo tanto, |t > 1 y la
solucion serd inestable. Esto se debe a que si bien se verifican las condiciones del Lema 3.0.28, como
mostramos antes, no se cumplen las condiciones del Teorema 3.0.29. En efecto, una vez fijado € # 0
suficientemente pequenio se elige k > 0 suficientemente pequerio, por lo tanto k = k (g).

Deberia cumplirse que para todo m = 0,+1,+2, .......

472 2

Sin embargo,

por ejemplo para m = 1.



Capitulo 4

Estabilidad del equilibrio de un
péndulo de longitud variable

En este Capitulo analizaremos la estabilidad de un péndulo de longitud variable a partir de la
caracterizacion de la aproximacion de orden tres basandonos en el trabajo de Rafael Ortega [30].

4.1. Un ejemplo sencillo de un péndulo de longitud variable

Se dice que un oscilador es paramétrico cuando sus parametros, por ejemplo su frecuencia angular
w o la longitud, son funciones del tiempo . Un péndulo de longitud variable [ es un ejemplo de oscilador
paramétrico, tal es el caso de un nifio que flexiona sus rodillas periddicamente mientras se mece en una
hamaca, desplazando hacia arriba y abajo su centro de masa: hacia arriba cuando pasa por la posicion
de equilibrio y hacia abajo cuando alcanza la maxima elongacién, o sea al maxima altura. Este caso
de oscilaciones en una hamaca justifica que sea denominada hamaca activa. En contraposicién, en una
hamaca pasiva el chico simplemente se sienta en la hamaca y sus oscilaciones se mantienen mientras
exista un agente externo, por ejemplo su hermano, que le proporcione impulsos periédicos.

La conveniencia mecanica de esta maniobra deriva del hecho de que la hamaca es un péndulo fisico
cuya longitud vale la distancia del punto de suspensién al centro en masas de la carga que se mece.
Cuando nos ponemos de cuclillas, baja el centro de masas de la carga en movimiento; cuando nos en-
derezamos, su posicién se eleva. Por ello la longitud del péndulo aumenta y disminuye alternativamente
variando dos veces en una oscilacion.

En una hamaca activa un nifio logra mecerse a si mismo, luego de un pequeno impulso inicial
externo, agachandose y parandose en la hamaca, sin el auxilio de otra persona, y la experiencia comin
muestra que un nino diestro en el uso de la hamaca puede llegar a oscilar con gran amplitud.

Para el caso de este péndulo activo se tiene que la longitud del péndulo varia peridédicamente y
se puede escribir: | = Ig[1 4+ fcos (wt)], donde B es un namero real pequenio llamado ganancia del
oscilador y w, que es la frecuancia angular, depende de cémo se hace variar la longitud.

Como puede ser observado, en el caso del péndulo activo , la amplitud de oscilacion de un péndulo
de longitud variable puede crecer indefinidamente . En general este oscilador es en particular no-lineal;
su ecuacion diferencial de movimiento es no-lineal pues como es bien conocido contiene un término
proporcional a la funcién seno del dngulo de oscilacién, y por supuesto no es el caso més simple de
oscilador parameétrico que se puede estudiar.

6 = —% sin 6

47
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Figura 4.1: Movimiento directo de la hamaca

La experiencias reales con el péndulo de longitud variable nos muestran que la amplitud variable
A de un oscilador paramétrico puede crecer indefinidamente si se bombea energia a la frecuencia
adecuada, que es aproximadamente: w = 2wgy. Esto nos dice que, cuando la excitaciéon externa es
aproximadamente dos veces la frecuancia natural de oscilacién del péndulo, estos sistemas se vuelven
inestables y las oscilaciones se incrementan en el tiempo.

En el caso de la hamaca activa, de longitud o momento de inercia variable, los nifios descubren que
una vez de pie sobre la tabla del columpio, deben flexionar sus rodillas con una frecuencia igual al doble
de la frecuencia natural de oscilacién del columpio para poder aumentar la amplitud de sus oscilaciones.
Se observa entonces que la amplitud de oscilacion A(t) crece exponencialmente: A (t) ~ exp (yt) Este
fenomeno de acoplamiento de energia entre bomba de energia (el nino) y el oscilador (hamaca con nino
encima) donde se observa crecimiento exponencial, o cuasiexponencial, de la amplitud se denomina
excitacion paramétrica resonante. La fisica de la resonancia paramétrica nos garantiza oscilaciones
cada vez mas violentas. Es un fenémeno facilmente observable cuando se cumple la condicion w = 2wy.
Analicemos por qué:

Observando la Figura 4.1 , supongamos que el péndulo de longitud AB se acorta hasta AC’ al
ocupar la posicion vertical AB’. Como su peso baja en una magnitud DB’, el mismo acumula cierta
reserva de energia cinética que debe, en el tramo siguiente de la trayectoria, elevarlo a una altura igual.
Mientras su peso sube del punto B’ a C’, esta reserva no disminuye, pues el trabajo invertido en la
elevacion no fue realizado a expensas de la energia acumulada. Por esta razon, el peso debe elevarse del
punto C’ en una magnitud C"H igual a B'D, cuando la cuerda se desvia a la posicion AC. Se deduce
que el nuevo angulo b de desviacion de la cuerda del péndulo debe superar al angulo inicial a:

Dado que DB’ = HC",
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y, por consiguiente o
AC 1 —cosa
AB 11— cosb

Transformando las expresiones 1 — cosa y 1 — cosls, obtenemos la siguiente expresion
_ 2
AC  1—cosa [ seng
AB 1 - cosb <sen%> ’

como AC es menor que AB, entonces seng < seng,
a < b.

De modo que el hilo del péndulo ( y la cuerda de la hamaca) debe desviarse de la posicion vertical
en una magnitud mayor que la vez anterior. Este efecto se observa cuando una persona, hamacandose,
se yergue mientras la tabla asciende.

Ahora vamos a analizar el movimiento inverso de la hamaca, o sea el trayecto del peso desde el
punto extremo superior hasta su posicion inferior, teniendo en cuenta que en este caso la longitud del
péndulo aumenta. Miremos la Figura 4.2. El peso desciende del punto C' al G . Cuando el péndulo se
desvia de la posicion AG y pasa a ocupar la posicion AG’, el peso, que desciende en HG’, acumula
cierta reserva de energia potencial, la cual debera elevarlo seguidamente a la misma altura en la parte

restante de la trayectoria. Pero pasando a la posicion AG’ el peso se eleva de G’ a K', por tanto, acto
seguido, el hilo se desviara un angulo ¢, mayor que b,por el anélisis hecho anteriormente. Asi pues,

como ambos angulos son agudos debe ser

c>b>a

Cuando se aplica el procedimiento descrito, el angulo de desviacién del hilo del péndulo y, por lo
tanto las cuerdas de la hamaca, aumenta en cada oscilacién y puede elevarse paulatinamente hasta la
magnitud que se desee.

Figura 4.2: Movimiento inverso de la hamaca

La importancia cientifica de este fenémeno es obvia, de hecho puede ser explotado con ventajas en
la ciencia y en la tecnologia.
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4.2. Objetivo

Como mencionamos en la seccidn anterior, en varios textos de Mecénica, el fenémeno de resonancia
paramétrica es ilustrado mediante el péndulo de longitud variable. Esta clase de péndulo puede ser
modelado por la ecuacion

0 + o (t) send = 0 (4.1)

donde

g

y 1(t) > 0 es la longitud en el instante t. Tradicionalmente se asume que « es periddica, digamos
de periodo 7" > 0. Este modelo conduce a ejemplos sugestivos de resonancia debido a que el equilibrio
6 = 0 se vuelve inestable si « (t) oscila de manera apropiada. Aunque el sistema posee solo un grado de
libertad, el estudio de la estabilidad de 8 = 0 no es elemental. Esto quizas explica por qué es costumbre
sustituir la ecuacién original por su aproximacién lineal

O+a(t)d=0 (4.2)

Intentaremos validar este procedimiento. Veremos que el principio de linearizacién conduce a con-
clusiones acertadas en la mayoria de los casos, pero existen excepciones. En algunos casos la ecuacion
(4.2) puede ser inestable mientras que el equilibrio # = 0 es estable para (4.1). En contraposicion,
veremos que la aproximacion de tercer orden del tipo de Duffing

f+a(t)d——at)6®>=0 (4.3)
es confiable. Esto significa que el equilibrio § = 0 es estable para (4.1) si y solo si lo mismo sucede
para (4.3). La positividad de « es crucial para este resultado. Si « (¢) pudiera cambiar de signo,
probablemente ninguna de las aproximaciones obtenidas truncando la expansiéon de la funcién seno
seria confiable.

La idea de reemplazar una ecuaciéon complicada por una aproximacion es central en la Teoria
de Estabilidad. El primer método de Lyapunov es la instancia méas simple. Puede ser aplicada a
nuestra ecuacién para probar inestabilidad en los casos mas sencillos pero no es de ayuda para probar
estabilidad. Esto se debe a que la nocion de estabilidad asintética (considerada en el primer método
de Lyapunov) es ajena a la Mecanica Hamiltoniana. El estudio de la estabilidad del equilibrio requiere
de técnicas sofisticadas como las de la Teoria de KAM que usan informacion de aproximaciones no
lineales.

En este trabajo mostraremos cémo obtener un criterio de inestabilidad usando una aproximacién
menos estandar. Utilizaremos el grado topolégico para reducir las pruebas de inestabilidad al calculo
de ciertos indices (versiones locales del grado).

4.3. Estabilidad perpetua y sistemas dinamicos discretos

Trabajaremos con la clase de ecuaciones
i = f(t,0) (4.4)

donde f esta definida alrededor de 8 = 0, digamos f : R X (—¢,¢) — R con € > 0. La funcion f
satisface
f(#0)=0 VteR

y, por lo tanto # = 0 es un punto de equilibrio de la ecuacién. Ademas, f es continua, T'—periodica
en ¢t y hay unicidad de solucion para el problema de valores iniciales asociado a (4.4).
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Dado un punto
(0o, wo) € (—€,€) x R
la solucién que satisface ]
0(0)=0 y 0(0)=wo

va a ser notada como 0 (¢, 0y, wp). En general, no podemos afirmar que la solucion esta definida en
toda la recta real, pero por lo menos esté definida en un gran intervalo para valores pequenos de ||
y |wol-
Definicién 4.3.1 El equilibrio 6 = 0 se dice estable si dado cualquier entorno del origen en R2,

digamos U, existe otro entorno V tal que si (6o,wp) pertenece a V, entonces la solucion 0 (t, 0, wo)
estd definida en (—oo,00) y

(6‘ (t, 6‘0,&]0) ,é(t, 6‘0,&]0)) eU VteR

Esa es la nocién de estabilidad perpetua que se utiliza frecuentemente en la dindmica hamiltoniana
y equivale a la estabilidad de Lyapunov para el pasado y el futuro.
Dos ejemplos sencillos son las ecuaciones

0+0=0y 6-0=0

El equilibrio es estable s6lo para la primera ecuacién cuyos autovalores son A = +i, mientras que
la segunda ecuacion tiene por autovalores a A = £1, por lo tanto como tiene un autovalor con parte
real positiva sera inestable.

Consideremos la ecuacion en diferencias

donde M : D CR? — R? es una aplicacién biyectiva y continua definida en un conjunto abierto
D. También se supone que el origen esta en D y es un punto fijo de M. Dada una condicién inicial
& € D, la solucion

{gn}nel ; fn =M" (50) ,

esta definida en algtn subconjunto I de Z.

Definicién 4.3.2 El punto fijo £ = 0 se dice estable si para cada entorno U (0), existe otro entorno
V (0) tal que si & € V entonces &, estd definida en Z y

EnEU YneZ

Para familiarizarnos con esta definicion podemos considerar las aplicaciones lineales M definidas por
las matrices

cos®  sen®© cosh® senh®©
R[O] = ( —sen® cosO® > ’ H O] = < senh® cosh® > , ©8#0,

es decir, {41 = M (&,) donde M (&,) = R[O] .&,

En el primer caso £ = 0 es estable ya que R[O] tiene autovalores complejos conjugados (A =
cost £+ i senf) mientras que en el segundo es inestable pues tiene dos autovalores reales ( A = cosh 0 +
Veosh?0 — 1) y uno de ellos tiene modulo mayor que 1.

Existe, por supuesto, una analogia entre las definiciones de estabilidad para las situaciones discretas
y continuas. Ahora vamos a sumergir el estudio de la estabilidad para ecuaciones diferenciales en la
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teoria de ecuaciones en diferencias. Esta es una idea central en los sistemas dinamicos y le pertenece
a Poincaré.
La aplicacion

P (6‘0, (UQ) = (9 (T, 90,(4}0) ,é (T, 6‘0,&)0))

esta bien definido en un entorno de 6y = wy = 0 y, debido a la unicidad para el problema de valores
iniciales, es biyectiva y continua. Ademaés, las iteraciones P™ se obtienen evaluando las soluciones para
el tiempo ¢t = nT. Esta propiedad es crucial para probar que el equilibrio § = 0 es estable para (4.4) si
y so6lo si el punto fijo ) = wg = 0 es estable para la aplicacion con M = P.

La aplicacion P recibe el nombre de la aplicacion de Poincaré asociada a la ecuacion (4.4) y tiene
una propiedad importante: preserva la orientacion y el drea. Para ecuaciones suaves esto es equivalente
a la identidad

detP' (6‘0, (UQ) =1
y es una consecuencia del Teorema de Liouville de Mecanica Hamiltoniana que afirma que el flujo de
fase de las ecuaciones Hamiltonianas preserva el volumen de fase (ver [2] Capitulo 3 Seccion 16 )

Para finalizar esta seccion veamos que la nocién de estabilidad es invariante bajo cambio de vari-
ables. Por ejemplo, si ¢ es un homeomorfismo local (continua con inversa continua) tal que ¢ (0) = 0,
el cambio

E=¢(n)
transforma
Sny1 =M (gn)
en
Mt =M™ ()
con

M*=p oMoy
y las estabilidades de £ = 0 y n = 0 son equivalentes.
Supongamos que sabemos que £ = 0 es estable para (4.5) y queremos ver que, dada la condicion
inicial 9 € D, n = 0 es estable para 7,11 = M™* (1,,).
Dado U (0) entorno de n = 0, ¢ (i) es un entorno de £ = 0 y sabemos que existe V (0) tal que si
& = ¢ (no) € V, entonces {&, = ¢ (nn)} € ¢ (U) Vn € Z. Basta tomar, V' = o1 (V) y se verifica que
sing € V', entonces {n,} € o~ (p (U)) =U.

4.4. La ecuacion lineal y el grupo simpléctico

La ecuacion lineal )
0+ a(t)d=0 (4.6)

donde « (t) es continua y T—periddica recibe el nombre de ecuacion de Hill y existen varios estudios
acerca de la misma.Una referencia clasica acerca de este tema es el libro de Magnus y Winkler [28].
Luego de pasar al sistema de primer orden

0=w
w=—a«a(t)b
que puede expresarse como

E=A(¢  donde 5—(3) y A(t)—(_f(t) é)
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encontramos la solucion matricial X (¢) que satlsfaga X (0) = I, donde I es la matriz identidad de

2 x 2. La solucion matricial X (¢ < ' i ) donde 0; (t) con ¢ = 1,2 son las soluciones de
01 (

(4.6) que satisfacen 6 (0) = 1, 62 (0) = 0, 6" = O y 65 (0) = 1y la solucion de (4.6) que satisface

9(0):90}79(0)2(4}0 es 6‘(t6‘0,W0)—91()90+92()
La aplicacion de Poincaré asociada a (4.6) es lineal y se cumple que

P(Zz)_L<ZZ>, L=X(T)

0o - 0o - 01 (T) 02 (T) ) - 01 (T) 0o + 62 (T) wo
Enefecto,P< oo > —X(T)< Wo > = ( 0, (T) 6, (T) ) ( Wo ) = ( 0! (T) 0o + 0, (T) wo >
Veamos dos ejemplos: En primer lugar, veamos que para el oscilador armoénico (o = 1) y un periodo
fijo T', L es la rotacion R[T] definida en la seccion anterior.
En este caso la ecuacion (4.6) queda 6+6 = 0 y sus autovalores son A = =i, por lo tanto
01(t) =aet +be  y by (t) =ce +de | como debe cumplirse que X (0) = I, resulta 0; (t) = cost
y b2 (t) = senty

cosT  senT
L=x(T)= ( —senT cosT )
Para el caso repulsivo (o = —1) , la ecaucion 6+6 = 0 tiene por autovalores a A = £1, por lo tanto

01 (t) =ae' +betyby(t)=ce +det, con lo que resulta

et+et el—e

_ _ 9 9 B coshT senhT \
L=X(T)= el —e bt et et B ( senhT coshT | H [T]
2 2

Por el Teorema de Liouville (ver Teorema 2.3.6),
det X (t) = eJo rAG)ds — 0 — 1

Esta propiedad motiva nuestro interés en el grupo simpléctico que fue definido en la Seccion 4 del
Capitulo de Preliminares. El grupo de matrices con determinante distinto de cero lo denotaremos como
Gl (R?). El subgrupo de matrices de Gl (R?) compuesto de las matrices L que satisfacen det L = 1 es el
grupo simpléctico, denotado por Sp (R?). Dada una matriz L en Sp (R?), si analizamos su polinomio
caracteristico, podemos distinguir los siguientes casos:

s Caso eliptico: Tiene dos autovalores complejos conjugados, p1 = iz, |p1| = |ue| =1

= (Caso hiperbdlico: Tiene dos autovalores reales distintos, p1 # p2 € Ry pi.pus = 1, entonces
0 < |p1] < 1 < |p2|. La matriz L resulta diagonalizable y por lo tanto serd semejante a una

matriz de la forma
( (i )
0 1
H2

s (Caso parabélico: Tiene un autovalor doble (multiplicidad algebraica dos), p1 = ps = +1. Segun
la Teoria de las formas canénicas de Jordan, si la multiplicidad geométrica de w1 es 1, entonces

L sera semejante a
+1 1
0o <1 )’
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si la multiplicidad geométrica de p; es 2, entonces L serd semejante a

+1 0
0 41
Las clases de conjugacion en el grupo Sp (RQ) pueden ser descriptas de acuerdo a esta clasificacion:
= Para una matriz eliptica L existe Q€ Sp (R?)tal que @ 'LQ es una rotacion

Q7 'LQ=R[O], ©¢c(0,7)U(m2m)

= Una matriz hiperbodlica es conjugada a una matriz en alguna de las dos familias segtn el signo
de los autovalores

+cosh® senh©
Hy (O] = ( senh® +cosh®© ) ’ © € (0,00)

= Una matriz parabdlica serd conjugada a una de las siguientes seis matrices

I, -1, Py, P, —P,, —P_ donde Py = ( (1) ill )

Podemos mencionar un hecho sutil que no se deduce de la Forma canénica de Jordan. Desde el punto
de vista del grupo Gl (R?), las rotaciones R [©] y R [2m — O] son conjugadas. Esto no es cierto en el
grupo simpléctico, porque si @ € GI (R?) satisface

Q7'R[6]Q = R[2m - ©]

entonces det@ < 0, por lo tanto @ ¢ Sp (R?).

En vista de esta propiedad podemos decir que el &ngulo © es un invariante simpléctico en el siguiente
sentido:

Dado un conjunto X y un grupo G, consideramos una acciéon de G sobre X y la notamos como
x — g.z. En particular, nos interesa la acciéon por conjugacion de un grupo G en si mismo, es decir,
xr — gil.x.g

Dados dos conjuntos X e Y, un invariante por una accién es una funciéon f : X — Y tal que
flgx)=f(r) Ve e X yVgeG.

Si consideramos la acciéon por conjugacion de G= grupo simpléctico sobre el conjunto X de las
matrices elipticas en G, dada L € X, definimos la funciéon f (L) = © , donde © € (0,7) U (7,27) es el
Gnico que satisface R[O] = Q' LQ para algtina Q € Sp (R?).

Entonces decimos que © es un invariante simpléctico, porque si L= Qz_lLQg, con Q2 € Sp (RQ)
se verifica, por lo dicho anteriormente que f (L) = f (L) = ©.

Una situacion similar se da en el caso parabolico para las matrices Py y P— (o — Py — P-).

Observacion 4.4.1 Una matriz fundamental de un sistema periddico evaluada en el periodo recibe el
nombre de matriz de monodromsia.

Cualquier solucién del sistema

(4.7)
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es de la forma
§(t) =X ()& = P(t)e'P&

donde X (t) es la matriz fundamental del sistema tal que X (0) = I, B es una matriz constante que
es una solucién particular de e = X (T) y P (t) es una funcién periédica y continua (Ver Teorema
2.3.19).

Vamos a ver en qué casos, dependiendo de la matriz X (T'), el origen 6 = 0 es estable para (4.6) :

= Caso eliptico: Sabemos que en una base de autovectores, la matriz de monodromia puede expre-
sarse como
p1 0
X (T)=
=% .
siendo ju1, po complejos conjugados de modulo 1, digamos 1 = e, g = e=*7T,
Por lo tanto, como X (T') = 7B, una posible B seria:

ia 0
B_[ 0 —ia}

Una solucion del sistema se escribird como
tat 0
e0-r0| Y Su o

entonces [[§ ()] < C'|[&l YVt € R, ya que P (t) es acotada, por ser continua y periddica, y la
matriz tiene norma acotada ya que |e’| = |e ™| = 1.
Esto nos dice que 8 = 0 es estable segin la definicién de estabilidad perpetua.

= (Caso hiperbdlico: En este caso, sabemos que en una base de autovectores

X(T)_[%l 32]

siendo 11, pe numeros reales tales que 0 < |u1| < 1 < |ua| y p1.p2 = 1, por lo tanto pq y pe tienen el
mismo sigho.

Supongamos que p1, pg > 0.

Sabiendo ademés que X (7) = e’ para una matriz constante B, podemos tomar

g
[ ]

T

Por lo tanto una solucion de (4.7) sera de la forma

E(t)=P(t)ePg=P(1)

L

eT M 0

¢ &o
0 eTlnﬂz

donde Inpu; < 0y Inug > 0.

En este caso § = 0 no sera estable. En efecto, si tomamos ¢t = nT', vemos que P (nT) = P (T) =1,
es decir que P (t) no tiende a cero en el infinito y sea &y = vy el autovector de X (T') correspondiente
a 2, entonces

¢
eT M2yl — 400

€@l = 1P @)l [[eFvz]| = 1P @)
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Si g1, pe < 0, entonces una posible B seria de la forma

In|ui| T
7t 0

B =
0 tnla]

1

=

Por lo tanto una solucion de (4.7) seréa de la forma
o

t
Finlp+
el T 0

Et)=P(t)eP=P(1) ! rt | o

0 eTMIMH?i

donde In |p1| < 0y In|uz| > 0.
Vemos que # = 0 no sera estable, ya que

t Tt t
— — —q —
eT HWHTi =|eT nM'.(cos—?—i-isen—?) =leT nlual — +00

y P (t) no tiende a cero en el infinito.

s Caso Parabolico: Vimos que X (T') resulta semejante a alguna de estas seis matrices

I, -1, Py, P, —P,, —P_ donde Py = ( é :ﬁl )

0 0
1 0

o O

Si X (T)=¢eTE = [ (1) } , entonces una posibilidad seria tomar B = [ } y la solucion serd

§(t) =X (t)& =P (t)&

que esta acotada Vt € R, por lo tanto 8 = 0 es estable.

S

Si X (T) =e'B = [ -0 ] = [ ¢ e(i)” ] entonces podriamos tomar B = [ g ] y la

0 -1 0
solucién seré
imt
eT 0
E(t)=P() ) &o

e T

que también estd acotada para todo tiempo, entonces # = 0 es estable.

o=

Veamos que sucede si X (T) = TP = [ (1) i ] Tendremos que B = [ 8 ] es una opciéon

posible y notemos que B es una matriz nilpotente (32 = I) y por lo tanto

t2B? 1 4
tB _ _ T
e =I1+tB+ 2 + o = [ 0 1 :|
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La solucién se escribird como

=N~

e e

t—o0

y por consiguiente, # = 0 no es estable .
Lo mismo sucedera para X (T)=—-Py, P_y — P_ .

Resumiendo, el origen 6 = 0 es estable para (4.6) si y solo si la matriz de monodromia X (T') es
eliptica o parabolica con X (T') = +1.

Observacion 4.4.2 Veamos que la ecuacion de Hill es invariante bajo traslaciones y reescalamientos
de tiempo. Esto significa que el cambio

t=A(s+71), 0=20(s)
con A\ >0 y 7 eR, transforma la ecuacion de Hill en otra ecuacion del mismo tipo, llamada

d*0

con
En efecto, si en

reemplazamos t = \ (s + 7), tenemos

d?0
@—I—a(x\(s—l—ﬂ)@:o

2
y calculando a2 Por la regla de la cadena,

d*0 1
o0, equivalentemente,
20
E'ﬁ‘)\ .a()\(S-FT))e:O

Verifiquemos que el nuevo periodo es

=NaMs+TH+A) = NaA(s+7)+T) =

Na(t+T)=Nat) = Na(A(s+7)) =a*(s)
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Hicimos referencia a esta clase de cambios porque tienen una propiedad notable, son suficientes para
llegar a la forma canoénica de las matrices de monodromia. Mas precisamente,

Proposicion 4.4.3 Dado «(t), continua y T—periddica, existe 1 € R y X\ > 0 tal que la matriz de
monodromia asociada a (4.8) es una de las siguientes matrices:

*R[O], © € (0,7)U(m 27) (caso eliptico)

*Hy [©], © #0 (caso hiperbdlico)

*1, =1, P, P_, —P,, —P_ (caso parabélico)

Demostracion: Veamos en primer lugar la demostracién para el caso hiperbélico. Supongamos que
los autovalores de X (T') para el sistema (4.6) son py y po y verifican py.us =1, pp, 0 € Ry 0 <
|@1] < 1 < |pe|. Encontramos las soluciones de Floquet asociadas a estos autovalores (ver Proposicion
2.2.25). Estas son soluciones no triviales que satisfacen

e+T)=pme(t), ${E+T)=p(t)

El producto
= ¢y

es T'—periddico ya que,

HE+T)=¢(t+T) A+ T) = prpap () (t) = ()¢ (1)

y por lo tanto existe 7 € R con II (1) = 0.
La independencia lineal de ¢ y 1 implica que ¢ (7) y % (7) no pueden anularse al mismo tiempo,

porque el Wronskiano
p (1) ¢@))
W (t) = det =det ® (1),
() e<30/(t) wl(t) € ()
donde @ (t) es una solucion matricial de (4.6), entonces, por el Teorema de Liouville,
to
det® (t2) = det® (t1) exp </ Tr(A(s)) ds>
t1

y en nuestro caso,
ta
W(tg) =W(t1)exp (/ OdS) :W(tl),
ty

orque recordemOS ue A = 0 1
porq q = o (t) 0

W (r) =0= W =0y esto es absurdo porque ¢ y % son linealmente independientes.
Elijamos

). Esto nos dice que el Wronskiano es constante, si

p(r)=v(r) =1
y definamos . .
u=glp+y), v=g5(p—9)

Entonces
u(t)=1, v(r)=0, 4(r)=0, o(r)#0

Las dos primeras afirmaciones son obvias. Para ver que @ (1) = 0, recordemos que II = ¢, entonces

I(r)=¢(r) (1) +e(r)d(r) =0
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por lo que, )
¢(r)+¢(r)=0

Y la dltima afirmacion se deduce, otra vez, de la independencia lineal entre @y 1.

A partir de aqui vamos a suponer que ©(7) > 0, en el caso de que esta derivada fuera negativa
alcanza con invertir los roles de ¢ y 1.

De la definicién de u y v, podemos deducir que

u? =02 =11
es una funcion T'—periédica y por lo tanto

W (r+T) = (1+T)=1

Como
M(r+7T)=0

encontramos que

G(r+T)u(r+T)—0(r+T)v(r+T)=0 (4.9)
Por otro lado,

u(r+T)o(r+T)—u(r+T)v(r+T)=20(7) (4.10)
En efecto,

u(r+T)o(r+T)—u(r+T)v(r+T)= % [c,b(T—l—T)w(T—l—T)—cp(T—i—T)ib(T—i—T)}

= 2 [ @) 20 (7) — o () o ()] = S [ () — ()] = 0 ()
De las ecuaciones (4.9) y (4.10) obtenemos que
wu(r+T)=0(r)v(r+T), o(r+T)=0(M)u(r+T)
Para obtener la primera de las igualdades, multiplicamos la ecuacion (4.10) por v (7 + T')
u(r+T)o(r+T)0(r+T)—u(r+T)v(t+T)v(r+T)=0(1)v(r+T)
y por la ecuacion (4.9),

u(t+T)u(r+T)u(r+T)—v(r+T)a(r+T)v(r+T)=0(r)v(r+T)

Entonces,
[u(T+T)2_v(T+T)2 a(r+T)=0(r)v(r+1T)

y se obtiene que,
w(r+T)=0(r)v(r+1T)

La otra igualdad es analoga.

Realicemos el siguiente cambio de variables,

t=As+71, con\=

0 (1)
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y veamos que

es una matriz fundamental de

e _ _ 5
d——l—a()@ 0, con a(s)=Aa(As+71)
s?

. T
siendo & una funcién 7T— peri6dica con T:X vyu(s)=uAs+7)=u(t),v(s)=v(As+7) =0(t)
Debemos ver que X (0) = I, en efecto

u(0)=u(r)=1, 2(0)=v(r)=0
U0)=xu(r)=0, v(0)=xi(r)=1
T
A

Calculemos la matriz de monodromia X de este sistema,

()4
()0
1) on(i )
) on (i)

X(z) _ ( w(T+71) v(T+7) )

v(T+7) w(T+7)

7N

) uir s

>N yl’ﬂ\—/

+g_v@+ﬂ

v(T+71)=v(T+71)

u(T+7)=u(T+71)

Por lo tanto resulta,

Abora, w (T +7) = 2 [p (T4 7) 6 (T4 7)) = 3 i (1) + o (7)) = 5 [ ]
o(T47) = 3 1 — pl

Como 1y o veriﬁcan que pii.pi2 =1, i, pe € Ry 0 < ] <1 < |peg|, existe © € Ry tal que
p1 = e® y py = e © y resultan

©, .- .
u(T—l—T):%:cosh@ y v(T—l—T):ei:senh@

T cosh® senh©
X (X) - ( senh©® cosh © ) = H (6]

como querfamos demostrar.

Asi, obtenemos que

Veamos ahora la demostracion para el caso eliptico. Supongamos que los autovalores de X (T) para
el sistema (4.6) son w1 y po y verifican py.pus = 1, p1 = Tz, || = 1, p1 # £1. Igual que en el caso
hiperbolico encontramos las soluciones de Floquet asociadas a estos autovalores,

eA+T)=pme(t), ${E+T)=p(t)
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El producto

es T'—periddico y entonces existe 7 € R con
I(r)=0

Como ¢ y ¢ son linealmente independientes podemos afirmar, igual que en el caso anterior, que
@ (7) y ¥ (7) no se anulan y elegir

En este caso definimos

Nuevamente vamos a suponer que © (7) > 0. La funcion
u? +0? =11
es T'—periddica y por lo tanto
W (r+T)+0* (1+T)=1
De aca se deduce que
W(r+T)u(r+T)+0(r+T)v(r+T)=0

Realizando la misma cuenta que en el caso hiperbolico para las nuevas definiciones de u y v, de la
formula del Wronskiano resulta

u(t+T)0(r+T)—u(r+T)v(r+T)=2v(7)
De estas dos ecuaciones se obtiene que
—a(r+T)=0(1)v(t+T), V(T +T)=0(1)u(r+1T)

Nuevamente realizamos el cambio de variables,

t=As+7, con\=

<
3=
N~—

y consideramos la matriz

que es una matriz fundamental (X (0) = I) de

a0 _ _ 5
@4—@(5)9:0, con a(s)=XAa(As+71)

siendo & una funcién T— periodica con T=
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Veamos como resulta la matriz de monodromia de este sistemas:

f(5) (i) ceres
(D))o

()_ (/\ +r>——Av(> (T+7)=—0(T+7)

T
A
(T) ()\ +T>—)\v() (T+7)=u(T+7)

Por lo tanto,

X TN _( uw(T+7) v(T+7)
AN) \—v(T+71) w(T+7)
1 1 1
donde, u (T +7) = S [p(T+ 1) + (T + 1) = 5 [ (1) + p2tp ()] = 5 [+ p2] y
1
V(T 47) = o 1 — o]
Como p1 y pe verifican que py.p2 =1, u1 = g, |p1| = 1, p1 # £1, existe © € (0,7) U (m, 27) tal
que py = e© y po = e~ y por las Férmulas de Euler resultan
0, ,—i0 0 _ ,—i®
U(T+T):e —;e =c0sO y v(T—i—T):%:sen@
i
Asi, se obteniene que
T cos®  sen®©
X (X) B ( —sen® cosO© ) = R[6]
La demostracion del caso parabolico puede verse en [29] en el Lema 2.1. O

4.5. Teoria de Grado e indice de ceros

Fijemos un conjunto abierto y acotado 2 C R? | d > 1. Vimos que el grado esta definido para
aplicaciones continuas de Q en R? que no se anulan en el borde. Méas precisamente, dada

FeC((QRY), FE#0 VEeon (4.11)

podemos asignarle un ntmero entero que denotamos como deg (F, ) y que verifica las propiedades
mencionadas en la Seccién 5 del Capitulo 2.

Dado un conjunto abierto Y C R? y F € C (U, R?), supongamos que &, € U es una raiz aislada de
F (£) = 0. Esto significa que
F&)=0

y, para algin § > 0,
F(#0 si0<[€—&[ <4

Definicion 4.5.1 Definimos el indice de F en &, como

ind [F,&,) = deg (F, Bs (&)
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La propiedad de escision del grado (Teorema 2.6.20) muestra que esta bola puede ser reemplazada por
cualquier entorno més pequeno de &,.
En dimension uno (d = 1), el indice s6lo puede tomar como valores +1 y 0.

ind[F,&]=1 si F(& —0) <0< F(& +90)

ind[F,&]=—-1 si F(&—06)>0> F (& +0)

ind[F,&] =0 en cualquier otro caso

Esto se deduce inmediatamente de la definicion del grado. Ver los ejemplos 2.6.22 y 2.6.23

En dimension dos (d = 2) el indice puede tomar cualquier valor entero como muestran los ejemplos
2.6.24 y 2.6.25.

El procedimiento més simple para calcular el indice es por linearizacién. Dada F € C* (Z/I ,Rd) y
&« €U con F (&) =0, si la matriz Jacobiana F”' (£,) es no singular entonces

ind [F, &) = sign {detF’ (&)}

La técnica de linearizacion también es util para ceros degenerados (detF’ (£.) = 0) con la condicién
de que la matriz Jacobiana no sea idénticamente cero. En este caso el calculo del indice no es directo
pero permite reducir la dimension.

A continuacién vamos a describir la situacion mas simple.

Supongamos que d = 2 y F = (Fy, F3) es una aplicacién de clase C* con

F1(0,0)= F(0,0)=0 y g—gm,o#o

Recordemos el Teorema de la Funciéon Implicita

Teorema 4.5.2 (TFI) Sea f una aplicacion C' de un conjunto abierto E C R™™™ en R™ tal que
f (a,b) =0 para algin (a,b) € E.

afi

Sea A= Df (a,b) y asumamos que A, = (8f

Lj

abierto U C R y W C R™, con (a,b) €U y b €W con la siguiente propiedad:

Para cada y € W corresponde un inico x tal que (z,y) €U y f (z,y) = 0. Si este x estd definido
como g (y), entonces g es una aplicacion C* de W en R™ | g (b) = a,

) es inversible, entonces existe un conjunto
1<ij<n

f(g(y),y) =0 para yeW

dg; -1
Dg(b)_<5_yj> 1<i<m =—(4s) 4y

1<j<n

5fi> (5fi>
donde A, = y = .
(83:j 1<i,j<n Y 8yJ 11 S Z S n

<j<m
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Podemos aplicar el Teorema de la Funcién Implicita a

Fi(£,6)=0

Como F; (0,0) =0y %, (0,0) # 0, podemos despejar & en funcion de &, digamos & = ¢ (&1).
2

Definamos la funcion
(&) = F2 (61,9 (&1))

y supongamos que & = 0 es un cero aislado de esta funcién. Entonces & = & = 0 es un cero
aislado de F'y
indgz [F,0] = —ogind [P, 0]

B OF,
o= sgn {3—52 (0,0)}

Probemos esta afirmaciéon. Supongamos que estamos en el caso

B)a)
10,000
8&( )

y, para A € [0, 1], consideremos el sistema de ecuaciones

AP (€1,6) +(1=A) (&2 —¢ (&) =0
APy (€1,62) + (1 =)@ (1) =0

donde

Si llamamos Fi (&1, 82, \) = AFy (§1,62) + (1 — X) (§&2 — ¢ (&1)) v aplicamos el Teorema 4.5.2 (TFI)
a .7:1 (61,52, )\) = 0, siendo .7:1 (0, 0, /\) =0 y
0F1 (0,0, \) oOF,
—————=2—(0,00+(1=X) >0
6, 7, 0,0) +(1=2)
Como & = ¢ (&) es una solucion de Fi (£1,62,A) = 0 en un entorno de (0,0, A), por la unicidad
del TFI, es la tnica solucién en ese entorno.
Una vez que resolvimos la primera ecuacién, reemplazamos en la segunda y deducimos que esta
ecuacién es equivalente a

®(&)=0

En efecto, si reemplazamos & = ¢ (£1) en la segunda ecuacion

AR (§,p (&) + (1 =)@ (&) =0
esto es equivalente a
AR (§1) + (1 =)@ (&) =0

En consecuencia la tnica soluciéon del sistema en un entorno de (0,0,) es & = & = 0 porque
& = 0 es un cero aislado de ® = 0. Vamos a usar la propiedad de invariancia por homotopia del grado
para calcular el indice. Consideramos la homotopia H : U x [0,1] — R?

H ((€1,82) ,A) = (AFL (&1,&2) + (1= X) (§2 — @0 (1)) s AF2 (§1,82) + (1 = A) @ (&1))

que deforma la funcion G (£1,&) = (&2 — ¢ (&) ;@ (&1)) en F (&1,&) = (Fy (&1,&) 5 Fo (61,&2))
Entonces

ind [F, (0,0)] = ind[G, (0,0)]
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Si det (G’ (0,0)) # 0, entonces ind [G, (0,0)] = sgn (det (G’ (0,0)))
Calculemos

det (G’ (&1,£2)) —‘ ‘@‘é’/(gl)) : ‘__q)/ (é1)

Por lo tanto, cuando @ (0) # 0 el indice se puede calcular por linearizacion y
ind [F, (0,0)] = ind |G, (0,0)] = sgn (det (G’ (0,0))) = sgn (—®' (0)) = —oind [®, 0]

OF
porque habiamos supuesto que 8—51 (0,0) > 0.
2

Fy .
——(0,0) < 0, definimos
96 (0,0)

En el caso en que
F1(&a, 62, A) = A1 (&, &) + (1= A) (9 (&) — &)

y se puede aplicar el TFI porque

0F (0,0,\) OF
L AR 0,00+ (A —1) <0
%, 652( )+ (A1)

En este caso ,
d(@ @) =| i) =@

y si @' (0) # 0, se verifica que
indgz [F,0] = —oind [®,0] = ind [®,0] = sgn (¥ (0))

Finalizamos esta seccién con un ejemplo de como calcular el indice usando la tercera aproximacion.
Consideremos una aplicacion suave F' en el plano con expansion de Taylor

F(§1,82) = (F1(61,82) , F2 (61,62)) =

= (k& + aff + BE & +761&5 + 665 + ... afd + ey + cE1E2 4 dES + ... )
Vamos a ver que, si k # 0y a # 0, entonces
ind[F,(0,0)] = —sgn (k.a)

OF
Para probar esto vamos a aplicar el TFI a F; (£1,&2) = 0 y como =1 (0,0) = k # 0 encontramos

3]
& =p(&)=0(&)

Por lo tanto,
© (&) =a&f + 0 (&)

Vimos que
ind[F,(0,0)] = —oind [P, 0]

B OF,
o= sgn {8—52 (0,0)}

donde

Apliquémosla a este caso,

ind[F,(0,0)] = —oind [®,0] = —sgn (k) .deg (P, Bs (0),0)
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En primer lugar, notemos que deg (®, Bs (0),0) = deg (®, Bs (0),0) donde @ (&1) = a&f. Para
verificar esto basta considerar la homotopia H (A, &) = a&f + X0 (1) que deforma H (0,&) = @ (&)
en H (1,&) = ® (&) en forma continua.

Como 0 no es un valor regular de ® porque 3 (0) = 0, tomamos ¢ un valor regular de ® tal que
lq| < dist (® (8B5(0)),0) = ad® y calculamos deg (@, Bs (0) , q)-

Como la funcién @ (£1) = a&} es estrictamente creciente si @ > 0 y estrictamente decreciente si
a < 0, por lo tanto, habrd una tnica solucion de a&$ = q y se verifica

ind [F,(0,0)] = —sgn (k) .sgn (a)

4.6. El indice de un equilibrio
Consideremos nuevamente la ecuaciéon diferencial
0=f(t0) (4.12)

donde f: R x (—&,e2) — R es continua, T—periodica y f (¢£,0) =0 V¢ € R, es decir que § =0 es
un punto de equilibrio.

Definicién 4.6.1 El equilibrio 0 = 0 se dice aislado (periodo T') si existe un 6 > 0 tal que la
ecuacion (4.12) no tiene soluciones T'—periddicas que satisfagan

0< |9(t)|+]é(t)} <5, VteR (4.13)
Como ejemplo podemos considerar la ecuacion
f+0=0

entonces # = 0 es aislado (periodo T') si T no es un multiplo de 27. Si T' = 2k7 , dado § > 0 siempre
se pueden elegir constantes a y b suficientemente pequenas de modo que 6 (t) = a cost + bsent es una
solucion T- periddica que satisface (4.13).

Observacion 4.6.2 Se verifica que, § = 0 es aislado (periodo T) si y sélo si el origen de R? es una
raiz aislada de la ecuacion

(I -P)(&) =0,

donde I es la identidad y P es la aplicacion de Poincaré.

En efecto, si suponemos que 6 = 0 es aislado (periodo T'), como 6 = 0 es solucion de

b=f(t.0)
0(0)=0,600)=0 "
por unicidad del problema de valores iniciales (0,0) es raiz de (I — P) (£) y ademas resulta aislada.
Por el otro lado, si (0,0) es raiz aislada de (I — P) (&), existe un 6 > 0 tal que si |0g| + |wo| < 0
entonces

(6, wo) = (9 (O,Ho,wo),é(o,ﬁo,wo)) 4 (9 (T, 00, w0) , 6 (T, 90,w0)>

Esto significa que para condiciones iniciales (0y,wo) tal que |fy|+|wo| < d, no puede haber soluciones
T —periodicas.
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Si 0 (t) es cualquier solucion que verifica

0<|9(t)|+‘9'(t)’<6 Vt € R,

en particular cumple que |6 (0)] + ‘6‘ (O)‘ = |0o] + |wo| < 6§, por lo tanto no puede ser T'—periodica,
y 6 = 0 resulta aislado (periodo T')

Definimos el indice de 0 = 0 como
~vr (0) = ind [ — P, 0]

La ecuacion diferencial es periddia en el tiempo y hemos fijado el periodo como T'. Pero los multiplos
nT, n > 2, también son admisibles como periodos de (4.12) y por lo tanto podemos considerar los
indices iterados

Y1 (0) = ind [I — P™, 0]

cuando 0 = 0 es aislado (periodo nT).
Para entender esta definiciéon debemos recordar que la aplicaciéon de Poincaré para periodo nT es
exactamente la iteracion

Ademaés, notemos que si y,7 (0) esta bien definida entonces lo mismo sucede para yr (0) si k es
un divisor de n. En efecto, para que 7,7 (0) esté bien definida, 0 debe ser una raiz aislada de I — P,
por lo tanto también debe ser una raiz aislada de I — P* si k/n y eso implica que vp7 (0) esta bien
definido.

En esta seccion nos concentraremos en el primer indice yp (0) y describiremos algunos métodos

para calcularlo. Para esto vamos a suponer que la fuerza f (¢,6) es suave en 0, esto significa que las
n

3]
derivadas parciales WMJ: (t,0) existen para todo punto en R x (—¢,¢) y las funciones

o f
t,0 — (t,0
( ) ) - 69" ( ? )
son continuas para cada n > 1. La primera aproximacion de (4.12) es
of

O+a(t)d=0, cona(t)zﬁ

(t,0) (4.14)

Por la diferenciabilidad del flujo (Teorema 2.4.2) P es una aplicaciéon suave y, como vimos en
la Seccion 4, la matriz P’ (0) es precisamente la matriz de monodromia X (7). Si X (T') es eliptica,
hiperbélica o parabdlica con p; = pe = —1, el indice puede ser computado por linearizacién porque
det (I — X (T)) #0.

71 (0) = ind [T — P,0] = sgn {det (I - P') (0)} = sgn {det (I — X (T))} = sgn {(1 — ) (1 - pz)}
donde g1, 2 son los autovalores de X (T'), es decir, los multiplicadores de Floquet.
Si obtenemos en cada caso la forma de Jordan de X (T') vemos que:
= En el caso eliptico, yr (0) = Lot 0 =(1—€?). (1-e)=2-2cosf > 0, siendo
) 0 1— 6719 . )
0 € (0,7)U (m,2m).

= En el caso hiperbolico, v (0) = (1 —€?) . (1 —e™?) =2 —2coshf < 0 siendo 6 € R
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= En el caso parabolico con g = pe = =1, 70 (0) = (1 = (-1)). (1 —(-1))=4>0

El célculo del indice en el caso degenerado p1 = po = 1 es mas delicado y requiere informaciéon acerca
de aproximaciones no lineales.
Supongamos ahora que (4.12) puede desarrollarse como

O+a(t)d+c(t)o”+0 (") =0

donde ¢ (t) no es idénticamente cero.
Vamos a ver que la expansion no lineal de P hasta el orden p es

0 6o + M +O(9P+1)
P< 0 > = X (T). aH%JOw ) (4.15)
“o wo — # +0 (or+1)
donde ’
1
H (6o, w0) = —— [ () (y1 (1) B0 + 2 (t) wo)" ™" it

p+1Jg

e y1 (t), y2 (t) son las soluciones de la ecuacion lineal (4.14) que satisfacen
y1(0) =42 (0) = 1, ¥1(0) =y2(0)=0
Para ello observemos en primer lugar que la solucién de
S+a(t)s=0b()  6(0)=65(0)=0
es .
50 = [ ()1 )= (€ ()b (s) ds
Es claro que esta funcién verifica las condiciones iniciales, y si derivamos respecto de ¢ obtenemos

O(t)=[y1 () y2 (t) —y1 () y2 ()] b (t) + /0 1 (8) 2 (t) — 41 (t) y2 ()] b(s)ds

=0

O(t) =[yr (t) g2 (t) — 41 () 2 (1)) b (t) + /o 1 (s) g2 (t) — 1 (t) y2 ()] b(s)ds

() e
Xw‘(mw mw)

verifica que X (0) = I, entonces esta matriz es una soluciéon fundamental de 6 + a (£) § = 0 y vimos
que, por el Teorema de Liouville, siempre se satisface que det (X (t)) = y1 (t) y2 (t) — v1 (t) y2 (t) = 1.
Por lo tanto, reemplazando § (¢) en la ecuacion vemos que

Como

5+a@5:b@%+A[m(ﬂ@ﬂﬂ—yi@yz@ﬂﬂﬁdﬁﬂwﬂ[;MM$yﬂw—ymwyﬂﬂﬂwﬂds:

:b@+A () [ +a®u )] — (50 +a®m @) | )| bs)ds=b
=0 =0
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Como la solucion de (4.12) satisface
0 (t,00,wo) = y1 (t) O + y2 (t) wo + R (6o, wo)
donde R (6p,wp) es un resto de orden mayor o igual que p, podemos aplicar la formula previa con

6 (t) =0(t,00,w0) — 1 () 0o — y2 (t) wo

b(t)=—c(t)0(t 00,wo)’ + O (071)
Asi obtenemos,

0 (t,00,wo) — y1(t) o — y2 (t) wo = /0 [y1 (s) y2 (t) — y1 (£) y2 (s)] (—c (5) 0 (5,00, w0)” + O (6°71)) ds

o equivalentemente

6 (t,00,wo) = y1 (t) Bo+y2 (1) wO—/O [ () y2 (£) — y1 (£) y2 (s)] ¢ () (y1 (5) b0 + 2 (5) wo)” ds+O (671)

derivando esta expresion obtenemos

0 (t,00,w0) = 41 (t) o+ (t) wo—/o [y1 (s) 32 (t) = 11 (£) 2 ()] ¢ (s) (1 (5) B0 + y2 (s) wo)” ds+O (6°F1)

Evaluando estas expresiones en t = T tenemos una expresion de la expansion no lineal hasta orden

p de P (6, wo) = (0 (T, 0, wo),0(T, 00,w0)). Faltaria ver que esta expresion coincide con (4.15).
Si

H (0o, wo) = ]ﬁ OT c(s) (y1 (s) B0 + ya (s) wo)" ™ ds
entonces OH (8o, wo) T

O Oooen) _ /0 ¢ () (1 (5) B0 + y2 (5) wo)” ya (5) ds
' OH (o, w0) _ [T

O Ch.n) _ /0 ¢ () (1 (5) B0 + y2 (5) wo)” v (5) ds
Calculemos

< yi1(T) y2(T) ) B0+ Jy c(s) (w1 () o+ v2 (5) wo)” y2 () ds + O (07+1)
i (T) 42(T) )7\ wo— [y c(s) (yr(s) 00 +v2 (s) wo)” y1 (s) ds + O (67+1)

En la primer coordenada tenemos:

T
y1 () 0o +y1 (1) /0 c(s) (1 (s) Bo +y2 (s) wo)” ya (s) ds + O (67+1) +

T
+yo (t) wo — y2 (1) /0 c(8) (y1(s)bo +y2 (s)wo)’ y1 (s)ds + O (9”“) =0 (T, 0, wo)

Y analogamente, la segunda coordenada sera igual a 9(T, 0o, wp), obteniendo asi la expresion de-
seada de la expansion de P.
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Una vez que tenemos una expansion no lineal de P, utilizaremos los métodos de la seccién anterior
para calcular el indice. Supongamos primero que X (7) es una de las matrices Py o P_. La funcién

F‘:I—F)7 F:F(Go,wo)

satisface OF
1
—(0,0) = +1
&uo( ’ )

En efecto,

T
Fy (0o, wo) = Og—y1 (T) o—y2 (T) wo+/0 [y1 (s)y2 (T) = y1 (T) y2 (s)] ¢ () (41 (5) o + y2 (5) wo)"” ds+O (6711)

Por lo tanto

oF,

OFL (0,0) = o (1) = {—1 si X (T) = Py
wo

1si X (T) = P_
Entonces, aplicando el TFI a F; (6y,wp) = 0, obtenemos que
wo = ¢ (6o) = O (65)

y resulta
® (00) = F2 (6o, ¢ (00)) =

T
@ (00)=y1 (T) 00—y (T) ¢ (90)+/ y1(8) 1j2 (T) — 41 (T) y2 (s) | ¢ (s) (1 (s) 0o + y2 (s) @ (60))" ds+0O (871') =
— 0 T

0H

T
= /o y1 (s)c(s) (y1 (s)bo +y2 (s) ¢ (60))" ds + O (9p+1) = 90, (6o, (60)) + O (6"*)

Por lo tanto,

 (6y) = (/OT c(t)yr (£ dt) 05 + O (9g+1> =Co+0 (9g+1>

Supongamos ahora que la constante C que corresponde a la integral que aparece en la férmula
anterior es distinta de cero, entonces 6y = 0 es una raiz aislada para ®, lo que implica que (0,0) es una
raiz aislada de I — Py por lo tanto § = 0 es aislado (periodo T') y puedo definir el indice. Entonces,

1 (0) = —cind [, 0] = {O sjlp es'par
—o0.sgn C si p es impar

donde

B o, [—1six(T) =Py
U_Sgn{a—wo(o’o)}_{1siX(T)=P_

El caso en que p es par es analogo al del Ejemplo 2.6.23 y el caso en que p es impar se deduce igual
que el céalculo del indice que hicimos, usando la tercera aproximacion, al final de la secciéon anterior.

El calculo del indice cuando X (T') = I se basa en ideas diferentes. Supongamos que el origen es el
tinico punto critico de H, vamos a probar que 6 = 0 es aislado (periodo T') y

~vr (0) = ind [VH, 0]
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En primer lugar notemos que, como X (T') es la identidad, la aplicacion

OH
o (0o, wo) + R (6o, wo)
F=I]—-P= aﬁo =JVH+ R,
—— (6o, wo) + Ra (6o, wo)

00y
0 -1
=(7 )
y R = R (0p,wp) es un resto de orden mayor que p.
Consideremos el sistema de ecuaciones

donde

JVH (6, wo) + AR (6p,wo) = 0, A€ 0,1) (4.16)
Vamos a probar que, en un pequeno entorno del origen , no existen soluciones distintas de
0p=wo=0
Probémoslo por el absurdo. Supongamos que existe una sucesion de soluciones

&n = (Oon,won) » A\, €[0,1]

con
&n#0 y |€n| -0
Definamos ¢
N = Sn
|€n]

y extraigamos una subsucesién convergente, digamos

T = 1)« An = A

Dividiendo las ecuaciones por |£,|” y pasando al limite concluimos que 7. es un punto critico de
H.
En efecto,
8Hu.)o (gn) o Rl (gn)
p - )\" p
[y [én]
OHgy (&) _ , Fa ()
|€nl? "l
equivale a
Ry (§n
OH,y (n) = )‘nﬁ
Ry (&,
OHy, (7771) = _/\n%

Tomando limite tenemos que,
ano (nn) - ano (77*) ) 8H90 (77n) - 8H90 (77*) >

An — As
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y como R; (&) = O (&811) parai=1,2

"lel”

Por lo tanto, VH (n.) = (0,0), lo cual es imposible ya que |n.| = 1 y (0,0) era el tGnico punto
critico de H. Entonces, probamos que, en un pequeno entorno del origen, no existe ninguna solucién
de (4.16) y por lo tanto, podemos definir el indice de F), = JVH + AR , VA € [0, 1].

h (X, 00,w0) = JVH (0y,wo)+AR (6o, wo) con A € [0, 1] es una homotopia que deforma h (0, 6y, wo) =
JVH (90, u}o) en h (1, 90,(,«)0) =F (90,(,«)0).

Entonces, por la propiedad de invariancia por homotopia del grado

A

~vr (0) =ind [l — P,0] = ind [F,0] = ind [JVH,0]
Por otro lado, como det J = 1, entonces J e I estdn en la misma componente de Gl (RQ). Sea
Jx=XAJ+ (1 —=A)I con X € [0,1], un camino continuo en GI (R?) que une I 'y J .
Veamos que la ecuacion J\VH = 0 es equivalente a VH = 0, es decir que tienen las mismas raices.

Supongamos que J\VH (0y,wp) = 0, entonces

OH OH
(18;{)\) 8_90 (90,&]0) — )\%T (90,&]0) = 0
Aa—eo (90,&)0) + (1 — A) 6—(4]0 (90,&)0) =0
Si A # 1 (para el caso A = 1 es claro que se cumple) despejamos de la primera ecuacion,
OH A OH
— (0 =———(f
690 ( Oawo) 1—\ 6&]0 ( vao)

y reemplazando en la segunda ecuacion tenemos

202 — 20+ 1 0H OH
_— —(90,(.«)0):0 :>—(90,w0)20

1—AX Owg Owo
—_——
20

y por lo tanto
oOH
— (0 =0
90, (60, wo)

con lo cual VH (0p,wp) = 0. La otra implicacion es obvia.

Por lo tanto (0,0) es una raiz aislada de J\VH (6y,wp) = 0, para todo A € [0, 1] y podemos definir
entonces el indice para estas aplicaciones en (0,0).

Ademas Jy\VH (0p,wp) es una homotopia que deformaVH en JVH (6y,wp), por lo tanto
~r (0) = ind [JVH,0] =ind [VH,O|
como queriamos probar.

En restmen, vimos que si los multiplicadores de Floquet del sistema (4.12) son distintos de 1, el
indice puede calcularse a partir de la ecuacién variacional

_of
~ 0

En el caso critico u1 = pe = 1, se puede usar la primer aproximacién no lineal para calcular el
indice en varios casos.

G+a(t)d=0  conal(t) (t,0)
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4.7. FEstabilidad e indice

Existe una relacion delicada entre la estabilidad y el indice de una ecuacién diferencial, y aunque to-
davia no se ha descubierto cudl es dicha relacién para muchos casos, se han probado algunos resultados
que nos ayudaran en el estudio de la estabilidad del péndulo de longitud variable.

Por ejemplo, para un sistema auténomo

=X (x), r e R?

que tiene a x = 0 como un equilibrio estable y aislado, nos interesaria saber el indice del campo
vectorial X.

Para d = 2 se sabe que ind[X,0] = 1, pero para d > 3 el indice puede tomar cualquier valor
entero, por lo menos para campos vectoriales C*°. Este tema estd desarrollado en el trabajo de Bonati
y Villadelprat [5].

Dada una ecuacién T'—periddica

t=X(t ), r e R?

que tiene a x = 0 como un equilibrio estable y aislado (periodo T'), lo que nos interesa es el indice
~r (0). Para dimension d > 3, se puede adaptar la construccion para el caso auténomo de modo que el
indice puede tomar cualquier valor. Esta construccion esta hecha en [31].

Para el caso que nosotros queremos analizar nos interesa el indice para d = 2, que se obtiene como
consecuencia del siguiente teorema que relaciona estabilidad e indice de un punto fijo.

Teorema 4.7.1 Sea U un dominio de R? , p € U un punto dado y F : U C R? — R? un homeomor-
fismo sobre su imagen que preserva la orientacion. Sip es un punto fijo de F' que es Lyapunov estable
y aislado, entonces

ind[F,p] =1

La prueba de este teorema, que se basa en algunos aspectos especificos de la topologia del plano y
utiliza una version del Lema de Brouer sobre traslacion de arcos, puede verse en [10].

Nosostros utilizaremos el siguiente teorema que se deduce del anterior.

Teorema 4.7.2 Supongamos que 6 = 0 es un equilibrio de (4.12) que es aislado (periodo T ) y estable.
Entonces vr (0) = ind[I — P,0] =1

Si en el Teorema 4.7.1 tomamos F = I — P donde P es el operador de Poincaré asociado a (4.12),
se verifica, por el Teorema de Liouville, que F preserva la orientacién. Por otro lado, si & = 0 es un
equilibrio aislado (periodo T') de (4.12) vimos que (0,0) es una raiz aislada de F.

Para estar en las condiciones del Teorema 4.7.1 faltaria ver que (0,0) es un punto fijo estable de
F', lo que equivale a ver que es un punto fijo estable de P.

Para ello debemos ver que para cada entorno U/ del origen existe otro entorno V del origen tal que si

(0o,wo) € V, entonces P™ (6p,wp) = (9 (nT, 0y,wp) , 0 (nT, Ho,wo)) eu VYn € Z y esto claramente
se cumple porque 6 = 0 verifica la propiedad de estabilidad perpetua (Ver Definicion 4.3.1).

Notemos que si las ecuaciones son periddicas de periodo T entonces también son nT- periddicas
para n > 2. Esto nos lleva al siguiente corolario,

Corolario 4.7.3 Supongamos que 6 = 0 es un equilibrio de (4.12) que es aislado (periodo nT) y
estable. Entonces ynr (0) =ind[I — P™,0] = 1.
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Este resultado tiene un importante valor practico. Nos permite obtener un criterio de inestabilidad
a partir de la Teoria de Grado. De hecho, si alguno de los indices ~,,7 (0) es distinto de 1, podemos
afirmar que 6 = 0 es inestable.

Ejemplo 4.7.4 Consideremos la siguiente ecuacion

O+0+c(t)>=0 (4.17)
y supongamos que c(t) tiene periodo
g
3

La linearizacion (6‘ + 0 = 0) tiene matrices de monodromia , para periodos T, 2T y 3T,
27 4
X(T)=R{§] : X(2T)=R{ﬂ , X(@3T)=R[2r]=1

Esto implica que, para periodos T y 2T, es posible calcular el indice por linearizacion. Se tiene que
0 =0 es aislado (periodo 2T) y

3 _ V3
1 (0) = sgn{det (I — X (T))} = sgn {det ( é §2 >} =

)

Para calcular el tercer indice debemos utilizar la discusion acerca del caso degenerado de la Seccion
4.6. Como X (3T)=1vy

[\

w

~Yor (0) = sgn {det (I — X (27))} = sgn {det ( B

N| [S][e8)
S

y1 (t) = cost, ya (1) = sent

son las soluciones de la ecuacion lineal 6+ 60 =0 que satisfacen

para el periodo 3T = 27 la funcion H tiene la forma

1 2m
H (0p,wp) = 3 / ¢ (t) (cost.By + sent.wy)® di
0

En notacion compleja,

52904—2'(4)0, gzoo—in

y podemos escribir

1 27 it —it it —it 3
H(Ho,wo) == g/ C(t) (6 te .90 - ¢ c .7:(.«)0) dt =
0

1 2w it '
_ g/0 c(t) (%.(90 —iwp) + =

—it

3
5 .(90+iw0)) dt

Por lo tanto,

27
H@@:%A c(0) (M E + e ) d
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. . .27 S
La funcion c(t) tiene periodo 5 y esto implica que

2
/ c(t)eldt =0
0

En efecto,

27 4m
27 ] 3 ] 3 ) 2 )
/ c(t)edt = / c(t)edt + /2 c(t)edt + /4 c(t)edt
0 0 <5 =

Si en la sequnda integral del lado derecho de la igualdad realizamos la sustitucion v =1t — ?ﬂ- Y en

. 4
la tercera integral reemplazamos por z =t — 5 obtenemos:

B
c(tyetdt+e 3 c (u + %) edu+e 3 c (z + %) e#dz =
0 0

2 ] 3
/ c(t)e'tdt = /
0 0

2mo 4w\
—[1+¢3 4¢3 c(t)eldt =0

=0

Aqui utilizamos que la suma de las raices cibicas de la unidad es cero y que c (t) tiene periodo 5

Andlogamente vemos que

2m
/ c(t)ye dt =0
0

Ahora veamos que

= 1/ =3 _ .3
H () = £ (1 +7¢")
donde
2r
3 ,
’y:/ c(t)e3dt (4.18)
0
En efecto, desarrollando el cubo de binomio, tenemos que
HEH =5 [ e (t) ey / e Pt / e e / (1) et =
~ g / 2Wc(lt) et + 12 / 2Wc(t) eitdt + 17 / 2ﬁc(t) eitdl 4= ¢ / Qﬂc(t) et dt =
BTN . 556, 55, 215 ), ) =
—_————— —_———
-0 =0
1- 1 2 ) 1 1 2m ]
=8|z t).etdt | + =& —/ t).e Bdt ) =
(5 cwema) v 5o (3 [Tewee

2
. 1 3 .
c(t)e3dt +§§3. / c(t)e 3at
0

ol ol
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Calculemos las derivadas parciales de H,

€ 2

OH 1 /0H Y 8_H 3 =2
690 Bwo

OH _ 1 (OH L OH\ _3_c
9 2\ 80, 'Owy) 8!

Vemos que si v # 0, el unico punto critico de H es el origen. Por lo tanto se sigue que 6 = 0 es
aislado (periodo 3T') y
Y31 (O) =ind [VH, 0] =2

En efecto,
ind[VH,0] =deg (VH, Bs (0),0) =deg (VH, Bs (0),q)

donde ¢ = (q1,q1) es un valor reqular de VH tal que |q| < dist (VH (0B5(0)),0)
8 — 8 1 1
Sean & = \/;.zl y & = \/gz_l donde z% = —.q1, 0 Sea que z1 es una raiz cuadrada de —.q,
Y Y

entonces A
376 0
0 %”on

Podemos concluir que 0 = 0 es inestable siempre que la cantidad definida por (4.18) no sea nula.

det {DVH (&,&)} = det ( ) = % VP &l* > 0

Este ejemplo muestra que el procedimiento de linearizacion no es valido para una ecuacion general del
tipo (4.12). En este ejemplo 6§ = 0 es estable para la linearizacion (9 + 0= O) ya que su matriz de

monodromia resulta X (t) = R[O] con © € (0,7) U (, 27) pero inestable para la ecuacion original ya
que uno de sus indices es distinto de 1.

4.8. El péndulo de longitud variable
Consideremos nuevamente la ecuacién
6+ a(t)send =0 (4.19)

donde «(t) es continua, T—periodica y positiva. Vamos a calcular el segundo indice ~ar (0).
Comencemos por el principio de linearizacion.
En primer lugar observemos que

X (2T) = X (T)?,

ya que vimos en la demostracion del Teorema 2.3.19 que X (¢t +7T) = X (¢) . X (T)
Si g1y pe son los multiplicadores de Floquet de la ecuacion linearizada de periodo T, los autovalores
de
X (2T) = X (T)?

son pf y p3-
En el_caso eliptico ,
p1 = fiz, p # £1,
‘2

~or (0) = sgn {det (I = X (2T))} = sgn { (1 — i) (1 — pi3) } = sgn |1 — | =1
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En el caso hiperbdlico,

1
lpa| <1< |p2l, pi, 2 €R Oy MzZ#—,
1

(C]

por lo tanto podemos escribir p1 = e~ © y ps = €® para algiin © € R y,

1 S 20
WQT(O)zsgn{(l—uf)(1—u§)}:sgn{2—u§—ﬂ—%}:sgn{2—62o—e 2O}:sgn 2—2cosh20 » = —1
>1

Esto dice que el equilibrio 8 = 0 es inestable.

En el caso parabdlico,
p1 = p2 = %1
sabemos que X (27') debe ser conjugada en Sp (RQ) a alguna de las matrices I, Py, P_.
Volviendo a los métodos de calculo del indice para el caso degenerado, y considerando la tercera
aproximacion

9+a(t)6‘—% )6 =0 (4.20)

obtenemos una expansiéon del operador de Poincaré como en la Secciéon 4.6, con
1 2T
24" J,

H (90,&)0) = o (t) (yl (t) 0o + yo (t) w0)4 dt <0 V (90, (UQ) # (O, 0)

>0

De aqui se deduce que H tiene un maximo estricto en el origen & = 0.
A continuacién utilizaremos el hecho de que H es una funcion homogenea de grado 4.

Definicién 4.8.1 Una funcion f : D C R?> — R se dice homogénea de grado n si f (tz,ty) =
t" f (z,y) para todo t > 0 y todo (x,y) € D.

Las funciones homogéneas verifican el siguiente teorema que recibe el nombre de Teorema de Euler
para funciones homogéneas.

Teorema 4.8.2 Sea f (z,y) una funcion homogénea de orden n. Definimos T = x.t ey = y.t, entonces

_ofor ofoy_of L of, _ Of . 9f
Tox ot oot ax oyt T ata) T d(ty)

nt" 1 f (2,y) Y

Tomando t = 1, obtenemos que

o o
n.f(z,y) = a—‘i-w + a—i-y,

es decir,

n.f(z,y) = (z,y) .Vf(z,y)

Como H es homogénea de orden 4, entonces
EVH(E) =4H(€) <0 VE#0

Esta desigualdad implica que £ = 0 es el tnico punto critico de H y entonces podemos analizar el
caso
X2 =1
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Mas precisamente, ¢ = 0 es aislado (periodo 2T) con
Yor (0) =ind [VH, O] =1,

Aqui utilizamos la siguiente propiedad del indice para operadores gradientes cuya demostracion
puede verse en [1].

Teorema 4.8.3 Supongamos que & es un punto critico aislado de f en el cual f tiene un minimo
local. Entonces
ind[Vf, &) =1

En nuestro caso, tomando la funcion G = —H, se verifica que (0,0) es un punto critico aislado de G y
G tiene un minimo estricto en (0,0). Por lo tanto se verifica que ind [VG, 0] = 1
Veamos que ind [VG, 0] = ind [VH, 0]
ind[VG,0] = deg (—VH, Bs (0),0) =deg (—VH, Bs(0),q)

donde ¢ es es un valor regular de =V H tal que |¢q| < dist (—VH (0Bs (0)),0)
Observemos que si ¢ es un valor regular de —V H entonces —q es un valor regular de VH y si
q ¢ —VH (0B5(0)) entonces —q ¢ VH (0B (0)).
Por otra parte,
(=VH) " (9) = (VH) " (=q) = {&1, s &}

D(-VH) (&) = (-1)>.D(VH) (&)

y esto implica que
deg (_VHu Bs (O) ) Q) = (_1)2 deg (VHu Bs (0) ) _Q) = deg (VHv Bs (0) ) 0) =ind [VHv 0]
Supongamos ahora que X (27") es conjugada a Py o P_. Aplicamos la Proposicion 4.4.3 y encon-
tramos un cambio en la variable independiente
t=A(s+71)

de forma que la ecuacion (4.19) se transforma en

d? *
S Hat ()0~ a 3?5)93 F=0, " (s)=Xa(\s+7)) (4.21)
S !
y la matriz de monodromia X* (27%) de la linearizacion es precisamente Py o P_, donde T* = 3
Veamos qué relaciéon existe entre el operador de Poincaré P* de la nueva ecuacién y el operador de

Poincaré P de (4.19).

1 0 (T)\) = 6‘0
Notemos que, 6 (t,@o, —w0> es solucion de (4.19) con ¢ . 1 , sl y solo si 6*(s) =
A 0 (7')\) = X(.()O

0
0 (A (s+ 7)) es solucion de (4.21) con {9* (
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Observacién 4.8.4 Dada una ecuacion 6 = f (t,0) con f una funcion localmente Lipschitz y T—
periodica, hemos definido el operador de Poincaré como

P (0g) = Po.r (0p)

donde @ 1 representa el flujo de 0 hasta T. Entonces, llamaremos Px; (00) = ®xrrixr (6o).
La relacion existente entre P y Py, es la siguiente:

—1
P= (I)O,A‘r o P)\T o (I)O,Xr

Sea L (0p,wp) = (0o, Awp) , entonces

P* (0o, wo) = (9* (T*,t%7 %wo) 0" (T*,eo, §w0)> =
1 . 1
= (9 <T+ /\7',907 XUJO) ,Ae <T+AT,90, X 0>)

[09] =
1 : 1
:L(9 (T+)\T,90,XWO) ,H(T—F)\T,HQ,XWO)) =

1
= Lo P\ <90, Xw()) =LoPy\; oL " (0, wo)

Por lo tanto,
pP* (90,(.«)0) =Lo P)\T 9] L71 (90,0)0)

P*=Lo ®yy,0 P ody} oL

Como el grado es invariante respecto de cambios de coordenadas C*, los indices de I — P y I — P*
coinciden. En consecuencia la estabilidad de § = 0 también se preserva. Aplicando nuevamente las
discusiones de las Seccion 4.6 concluimos que

1 siX(2T)~ P_

—1 siX(2T)~ Py

1 2T* 4
2r (0) = —osgn {5 [ 0" ()51 (s =

Esto nos dice que § = 0 es inestable si X (2T") ~ P,.

Las mismas herramientas utilizadas para calcular el segundo indice permiten calcular los restantes
indices vy, (0) para todo k > 2, y es inmediato ver que se obtienen los mismos resultados, es decir que
so6lo habra estabilidad para el caso eliptico y el caso parabolico con X (kT') conjugada a I o a P_.

Para concluir este estudio de la estabilidad del equilibrio del péndulo de longitud variable, es
interesante mencionar que la ecuacion (4.19), que puede ser escrita como

é—!—oz(t)@—% (t)0% + ....... =0

es un caso particular de la ecuacion diferencial
O+a(t)d+ct)0* L +d(t,0) =0 (4.22)

conn > 2, a,c: R — R funciones continuas y T'— periodicas, fOT le(t)]dt #0y
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d:R x (—e,e) = R con € > 0 una funcion continua con derivadas continuas de todos los 6rdenes
con respecto a 6, T—periddica con respecto a t y tal que d (¢,0) = O (|9|2n .
Esta ecuacion puede verse como una version no lineal de la ecuacién de Hill clasica.
La linearizacion de (4.22) alrededor del origen conduce a la ecuacion de Hill clasica

f+a(t)d=0 (4.23)

Acerca de la estabilidad de estas ecuaciones Rafael Ortega probo en [32],utilizando herramientas
que exceden a este trabajo, el siguiente resultado:

Teorema 4.8.5 Supongamos que se cumplen las siguientes condiciones:
(i) @ = 0 es una solucion estable de (4.23)
(it) c>00c¢<0
Entonces 6 = 0 es una solucion estable de (4.22)

En el caso del péndulo esto so6lo dejaria abierto el caso parabélico en el cual los multiplicadores de
Floquet tienen multiplicidad geométrica igual a 1. Este tema fue resuelto por Ortega junto con Nunez
en [29]. Alli asocia dos ntmeros o (A) y v (A) a cada matriz parabolica A. Estos nameros solo dependen
de la clase de conjugacién en Sp (RQ) y son tales que:

o(Py)=0(P)=0()=1, o(=P)=0(-P)=0(-1)=-1,

v(Py)=v(-P_)=1, v(P-)=v(-Py)=-1, v({I)=v(-I)=0

El teorema que completa el estudio de la estabilidad de (4.22) en el caso en que ¢ (¢) no cambia de
signo es el siguiente:

Teorema 4.8.6 Supongamos que la ecuacion lineal (4.23) es parabdlica inestable (v # 0) . Entonces
0 =0 es estable para (4.22) si
ove(t)>0 VteR

y es inestable si
ove(t) <0 VteR

Resumiendo las discusiones previas de este trabajo y los resultados de los Teoremas 4.8.5 y 4.8.6
obtenemos:

Teorema 4.8.7 Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) @ = 0 es estable para (4.19)

(i1) @ = 0 es aislado (periodo 2T ) y vyor (0) =1

(i7i) 0 = 0 es estable para la ecuacion de Duffing (4.20)

(iv) la matriz de monodromia X (2T) de (4.19) es conjugada en Sp (R?) a R[O] para algin © €
0, 7)U (m,2m), a I 0 a P_.
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