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Tesis de Licenciatura en Matemáticas. Universidad de Buenos Aires.
Diciembre de 1999.

Director de Tesis: Joos U. Heintz.

Co–director de Tesis: Guillermo Matera.



Contenidos

Resumen 4

1 Introducción 5
1.1 Definiciones y notación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.2 Comentario breve . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.3 Establecimiento del resultado principal . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

2 Preliminares 9
2.1 Modelo computacional . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
2.2 Definiciones y resultados geométricos . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
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Resumen

En [GHM+98], [GHH+97], [HKP+98] y [Mor97] se desarrollan algoritmos que re-
suelven el siguiente problema: dados como input n polinomios en n variables con
coeficientes en Q que definen una variedad algebraica cero–dimensional en Cn, dar
como output una descripción adecuada (la solución geométrica) de esta variedad.
En estos algoritmos es necesario poder resolver el problema de hallar la ecuación
minimal que verifica un polinomio dado H en el anillo de coordenadas definido por
una variedad m–dimensional V inclúıda en un espacio n–dimensional. Para ello,
se trabaja con un vector en Q(n −m), llamado punto de levantamiento. El punto
de levantamiento es un punto no ramificado; esta restricción se traduce en que un
cierto polinomio no se anule en este punto. Es decir que genéricamente un elemento
de Q(n − m) es un punto de levantamiento. En [HKP+98] se refinan las cotas de
complejidad, pasando a depender de la elección del punto de levantamiento. Es
decir, se mejora la complejidad para puntos de levantamiento “especiales”. Hay
que tener en cuenta que un punto genérico implica una complejidad del peor caso.
Por esta razón es interesante poder debilitar las restricciones que pesan sobre el
punto de levantamiento; en esta tesis se eliminan estas restricciones para variedades
1–dimensionales definidas por un sistema de Pham–Brieskorn.
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1 Introducción

1.1 Definiciones y notación

En lo que sigue, notaremos Qal cuerpo de los números racionales, Cal de los números
complejos. Más adelante necesitaremos más generalidad, por lo que notamos k a
un cuerpo de caracteŕıstica cero. IAn denotará al espacio n–dimensional af́ın Cn

provisto de la topoloǵıa Zariski. Sean ε,X1, . . . , Xn, T indeterminadas sobre Q.
Sean f1, . . . , fs polinomios en Q[ε,X1, . . . , Xn], sea (f1, . . . , fs) el ideal que generan
en Q[ε,X1, . . . , Xn] y sea V := V (f1, . . . , fs) ⊆ IAn+1 la variedad algebraica af́ın
definida por (f1, . . . , fs).
El anillo de coordenadas de V es Q[V ].
log() nota a la función logaritmo en base 2. Dado f un polinomio, deg(f) denota el
grado total de f . Finalmente, ZZ y IN denotan al anillo de los números enteros y al
conjunto de los enteros positivos respectivamente.
En esta tesis seguimos la terminoloǵıa y notaciones estándar del álgebra conmutativa
y de la geometŕıa algebraica tal como se encuentran en libros como [AM69], [Eis95]
(álgebra conmutativa), [Wal78] y [Sha84] (geometŕıa algebraica).

1.2 Comentario breve

En esta tesis estudiamos una instancia del problema de Eliminación en Geometŕıa
Algebraica que llamamos el Problema de Proyección (ver [HKP+98]). El Pro-
blema de Proyección es el siguiente:

Sea V ⊆ IAp una variedad algebraica equidimensional de dimensión m = dim V
definida por un sistema de p−m ecuaciones polinomiales sobre Q. Sea π : V → IAm

el morfismo inducido por la proyección en las primeras coordenadas pensando a
V ⊂ IAp = IAm×IAp−m, y supongamos que π es un epimorfismo finito de variedades.
Sea h ∈ Q[V ] un elemento en el anillo de coordenadas de V dado por un polinomio
p–variado H sobre Q. Consideramos al morfismo π̃ : V → IAm+1 definido por la
regla π̃(x) := (π(x), h(x)) para x en V . Por construcción π̃ resulta un morfismo
finito, y dado que IAm es normal , se sigue que la imagen de π̃ es una subvariedad
equidimensional de codimensión 1 de IAm+1, i.e. una hipersuperficie. Supongamos
además que es conocido un punto t ∈ IAm tal que su fibra por π, o sea π−1(t), es no
ramificada, y que de hecho π es genéricamente playo y genéricamente no ramificado.
Sean T1, . . . , Tm, Y indeterminadas sobre Q.
Entonces existe una única ecuación minimal mH ∈ Q[T1, . . . , Tm][Y ] que define, la
imagen de π̃. Llamamos problema de proyección al de, dados polinomios con
coeficientes en Q que definen a la variedad algebraica V , la función regular h, y una
descripción de la variedad π−1(t), encontrar un polinomio (m + 1)–variado sobre Q
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que represente a la ecuación de dependencia entera minimal que satisface la función
regular h en la extensión Q[T1, . . . , Tm] → Q[V ]. Diremos que el polinomio mH que
resuelve este problema es la proyección de h en V .

Este es un problema fundamental para los procedimientos de eliminación geométrica
y fue considerado por varios autores (ver por ejemplo [GH93], [KP96], [GHMP95],
[GHM+98], [GHH+97], [Mor97]). Más precisamente, se utilizan algoritmos que re-
suelven instancias particulares de este problema como pasos intermedios en el pro-
blema de hallar una solución geométrica de una variedad cero–dimensional (una
definición de solución geométrica está establecida en 11). En [HMW99] y [GLS99]
se plantean variantes para resolver este último problema donde es necesario la
proyección de formas lineales en variedades 1–dimensionales. En esta tesis estu-
diamos el problema de proyección en una curva definida por un sistema de Pham–
Brieskorn (ver Subsección siguiente).

Una tarea paralela al desarrollo de un algoritmo es estudiar su complejidad en espacio
y tiempo. Para ello, se definen medidas del espacio y tiempo utilizado y se obtienen
cotas en función del “tamaño” del input. La razón es clara, dada una instancia
particular de un problema nos interesa saber de antemano si se puede resolver con
los recursos que disponemos. Las medidas de espacio y tiempo se definen en la
Subsección 2.1.

Un aspecto al que hay que prestar atención es al de las estructuras de datos uti-
lizadas para representar polinomios multivariados. T́ıpicamente, los polinomios se
representan por su escritura densa. Sin embargo, un ejemplo debido a D. Lazard,
T. Mora, W. Masser y P. Philippon (ver [Bor93]) muestra que un comportamiento
super–exponencial en tiempo es inevitable utilizando esta representación.

Una alternativa es codificar los polinomios por circuitos aritméticos y sus esquemas
de evaluación asociados, los straight–line programs. Un ejemplo de straight–line
program es la conocida regla de Horner. La filosof́ıa detrás de esta representación
es la de recordar que los polinomios son funciones. El input del algoritmo es dado
entonces por straight–line programs y los polinomios intermedios y el polinomio que
será el output también estarán codificados por straight–line programs. En esta tesis
utilizaremos esta codificación; las definiciones de circuito aritmético y straight–line
program se encuentran en la Subsección 2.1.

1.3 Establecimiento del resultado principal

Sean G1, . . . , Gn polinomios en Q[X1, . . . , Xn], sea d en IN tal que d > deg(Gi) para
1 ≤ i ≤ n. Consideramos el sistema de Pham–Brieskorn en Q[ε,X1, . . . , Xn]:
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F1(ε,X1, . . . , Xn) := Xd
1 − εG1(X1, . . . , Xn)

...
Fn(ε,X1, . . . , Xn) := Xd

n − εGn(X1, . . . , Xn)

(1)

Supongamos que para cada 1 ≤ i ≤ n, αi := Gi(0, . . . , 0) es no nulo. Sea I el ideal
generado por F1, . . . , Fn en Q[ε,X1, . . . , Xn], sea B el ágebra Q[ε,X1, . . . , Xn]/I y
sea V la variedad algebraica definida por I:

V := {F1 = 0, . . . , Fn = 0} := {(τ, ξ) ∈ IA1 × IAn; F1(τ, ξ) = . . . = Fn(τ, ξ) = 0}.

Sea V ′ ⊆ IAn la variedad algebraica cero–dimensional definida por los ceros comunes
de Xd

1 − α1, . . . , X
d
n − αn. Sea π : V −→ IA1 el morfismo de variedades algebraicas

inducido por la proyección canónica de IA1 × IAn en IA1. Este morfismo resulta
finito, en particular implica que el morfismo de anillos

Q[ε] −→ B

es entero, es decir que para todo polinomio H en Q[ε,X1, . . . , Xn] existe un poli-
nomio qH en Q[ε][T ], mónico en T , tal que qH(H) = 0 en B. La indeterminada ε
juega entonces el rol de variable libre, mientras que las indeterminadas X1, . . . , Xn

dependen de ε. La variedad V definida por los polinomios F1, . . . , Fn en Cn+1 re-
sulta una curva, y para todo número complejo z existen a lo sumo dn elementos de
Cn, que numeraremos ξ(z)1, . . . , ξ(z)Kz tal que los puntos (z, ξ(z)1), . . . , (z, ξ(z)Kz)
pertenecen a la variedad V . Dado un complejo z, el cardinal del conjunto π−1(z) =
{(z, ξ) ∈ IAn+1 : (z, ξ) ∈ V } es menor o igual que dn,y la igualdad vale para todo
complejo salvo un número finito de ellos. Un complejo z tal que #π−1(z) = dn es
llamado un punto de levantamiento y el conjunto π−1(z) es llamado la fibra de levan-
tamiento de z. Se observa que el origen 0 ∈ IA no es un punto de levantamiento pues
su fibra π−1(0) está compuesta por un único punto, el vector (0, 0, . . . , 0) ∈ IAn+1.
Dada π−1(z) una fibra de levantamiento con z ∈ Q, se denomina una solución
geométrica de π−1(z) al conjunto formado por una forma lineal U ∈ Q[X1, . . . , Xn],
y polinomios q, v1, . . . , vn ∈ Q[T ] tal que se tiene el isomorfismo de álgebras inducido
por la forma U

Q[π−1(z)] ' Q[T ]/(q(T )) ' Q[X1, . . . , Xn]/(q(U), X1 − v1(U), . . . , Xn − vn(U)).

Dado un polinomio H en Q[ε,X1, . . . , Xn], se quiere un algoritmo que encuentre el
polinomio mónico en T , de grado mı́nimo en T (de hecho, de grado total mı́nimo),
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mH tal que mH(H) ∈ I. En [GHM+98], [GHH+97] y [Mor97], en un contexto más
general, se obtiene el polinomio buscado a partir de la información que se tiene de
una fibra de levantamiento. Para ello, se utiliza una versión simbólica del operador de
Newton en varias variables, que obtiene las series formales, en las variables libres, de
las variables dependientes (que se anulan en V ) si se conoce una solución geométrica
de la fibra de levantamiento. El algoritmo opera sobre la matriz compañera de q,
siendo esta matriz en nuestro contexto de tamaño dn×dn. Por último, en ([HMW99,
Theorem 11] y [Wai99]) se refinan las cotas de complejidad en espacio y tiempo de
los dos trabajos anteriormente citados.

Un punto de levantamiento z de V es un punto no ramificado: esto significa que el
ideal especializado (F1(z,X1, . . . , Xn), . . . , Fn(z,X1, . . . , Xn)) es radical en
Q[X1, . . . , Xn]. Esto implica que la fibra π−1(z) sólo contiene puntos lisos. Esto
es equivalente a pedir que la matriz jacobiana ( ∂Fi

∂Xj
)1≤i,j≤n, evaluada en cualquier

punto de la fibra π−1(z), sea inversible. En esta tesis se busca eliminar esta re-
stricción: el algoritmo desarrollado obtiene el polinomio buscado mH a partir de la
fibra correspondiente al origen, que no es un punto de levantamiento. Para ello,
se calculan los primeros términos de las series de Puiseux (una generalización de
las series formales) de las variables dependientes X1, . . . , Xn respecto de la variable
libre ε. A partir de esta información y mediante una transformación del sistema de
polinomios F1, . . . , Fn se está en condiciones de aplicar el operador de Newton. El
rol que juega la fibra de levantamiento en los algoritmos citados es jugado ahora por
la variedad cero–dimensional V ′ donde V ′ son los ceros comunes de los polinomios
Xd

1 − α1, . . . , X
d
n − αn. Recordamos que Gi ∈ Q[X1, . . . , Xn] son los polinomios que

definen el sistema de Pham–Brieskorn y αi = Gi(0, . . . , 0) 6= 0 para todo 1 ≤ i ≤ n.

Una idea desarrollada en ([HKP+98], ver también [Wai99]) es la siguiente: supon-
gamos que el polinomio q de la solución geométrica de la fibra de levantamiento se
factoriza en s factores no constantes en Q[T ], q = q1 . . . qs. En lugar de trabajar con
la matriz compañera de q, se trabaja con una matriz semejante, la matriz por blo-
ques formada por las matrices compañeras de q1, . . . , qs. Esto produce una mejora
en la complejidad en espacio y en tiempo del algoritmo.

Sea (U, q, v1, . . . , vn) una solución geométrica correspondiente a la variedad V ′, su-
pongamos que q se factoriza en s factores no constantes en Q[T ], q = q1 . . . qs,
qi ∈ Q[T ] y sean Di = deg(qi). Sin pérdida de generalidad suponemos D1 ≤ D2 ≤
. . . ≤ Ds. Sea β un straight–line program (sin divisiones esenciales) que computa en
espacio S y tiempo T a los polinomios F1, . . . , Fn del sistema de Pham–Brieskorn
(1), a un polinomio H ∈ Q[ε,X1, . . . , Xn] y a los polinomios U, q1, . . . , qs, v1, . . . , vn.
El algoritmo desarrollado en esta tesis (ver Teorema 45) es un straight–line program
(sin divisiones esenciales) que computa al polinomio minimal mH con complejidad
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asintótica en espacio lineal respecto de S, D2
1 + . . . + D2

s y deg(H)2 y en tiempo
lineal respecto de T , max(sD3

s ; s
2D2

s), deg(H)2 y n5. En las cotas de complejidad
enunciadas se omiten factores logaŕıtmicos.

2 Preliminares

2.1 Modelo computacional

Consideraremos la representación de polinomios multivariados mediante circuitos
aritméticos.
Sea Q(ε,X1, . . . , Xn) el cuerpo de las funciones racionales sobre Q en las variables
ε,X1, . . . , Xn. Un circuito aritmético β en Q(ε,X1, . . . , Xn) es un grafo orientado
aćıclico cuyos nodos tienen grado de entrada igual a 0 o 2. Los nodos de grado
0 están etiquetados por elementos de Q ∪ {ε,X1, . . . , Xn} y los nodos de grado 2
(llamados nodos internos) están etiquetados con alguna de las siguientes operaciones
aritméticas: adición, substracción, multiplicación o división. Los nodos de grado
cero etiquetados con elementos de ε, X1, . . . , Xn son nodos input. Los nodos de
grado cero etiquetados con elementos de Q son nodos de parámetros. Finalmente,
algunos nodos de β están etiquetados como nodos output. Se denota el grafo de
computación de β por Γ(β).

A cada nodo ρ le corresponde una función racional Qρ que es el resultado de los pasos
anteriores. Dadas s funciones racionales distintas F1, . . . , Fs ∈ Q[ε,X1, . . . , Xn] y
β un circuito aritmético en Q(ε,X1, . . . , Xn) con s nodos output, F1, . . . , Fs son
representadas por β si F1, . . . , Fs son las funciones racionales asociadas a los nodos
output de β.

En adelante trabajaremos con circuitos aritméticos en Q[ε,X1, . . . , Xn] no conte-
niendo divisiones esenciales (es decir, sólo divisiones por elementos no nulos de Q).

Se introduce la noción de pebble game para modelizar la computación en un circuito
aritmético. Un pebble game convierte un circuito aritmético dado en un algoritmo
secuencial (llamado también straight line program) y se definen medidas de espacio
y tiempo asociadas. En el grafo de computación Γ(β) de un circuito aritmético es
posible jugar un pebble game sujeto a las siguientes reglas (ver [Bor93]):

P1 se puede ocupar con una piedra cualquier nodo de grado cero.

P2 si los nodos anteriores a un dado nodo ρ se encuentran ocupados, entonces ρ puede
ser ocupado con una piedra nueva o moviendo una piedra de un nodo predecesor.

P3 siempre se puede remover una piedra de un nodo ocupado.
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Un pebble game finaliza cuando han sido ocupados todos los nodos output. Obser-
vamos que un grafo de computación Γ(β) no determina un único pebble game.

Asociamos a un dado pebble game las siguientes medidas de complejidad:

C1 una medida del espacio utilizado dada por el máximo número de piedras uti-
lizadas durante el juego.

C2 una medida del tiempo dada por el número de ubicación de piedras durante el
juego siguiendo las reglas P1 y P2.

Un pebble game fijo en un grafo de computación Γ(β) define un algoritmo que
llamamos un straight line program. Un straight line program en Q(ε,X1, . . . , Xn)
que computa funciones racionales F1, . . . , Fs es una secuencia β = (Q1, . . . , Qr) de
elementos en el cuerpo Q(X1, . . . , Xn) con las siguientes propiedades:

• {F1, . . . , Fs} ⊆ {Q1, . . . , Qr},
• para todo 1 ≤ ρ < r, la función racional Qρ pertenece a Q∪ {ε,X1, . . . , Xn} o

existen 1 ≤ ρ1, ρ2 < ρ y una operación aritmética opρ en {+,−,×,÷} tal que
vale Qρ = Qρ1opρQρ2 .

En adelante trabajaremos con circuitos aritméticos en Q[ε,X1, . . . , Xn] conteniendo
divisiones no esenciales (es decir, sólo divisiones por elementos no nulos de Q).

Algunos resultados útiles:

Lema 1 ([HMW99]) Sea R un anillo de polinomios y sea K su cuerpo de cocientes.
Sea Y una indeterminada sobre R, sean q(Y ), f(Y ) y g(Y ) polinomios de R[Y ].
Supongamos que q(Y ) es separable y mónico respecto de Y y sea D := degY q(Y ).
Supongamos además que q(Y ) y g(Y ) son coprimos en K[Y ] y sea β un straight-line
program sin divisiones en R que computa los coeficientes del polinomio q(Y ) respecto
de la variable Y y evalúa a los polinomios f(Y ) y g(Y ) respecto de todas las variables
(inclúıda Y ) en espacio S y tiempo T . Entonces existe un straight-line program sin
divisiones en R, de espacio O(SD) y tiempo O(T D2 log D log log D), que computa
un elemento α distinto de cero en R y los coeficientes de un polinomio h(Y ) de R[Y ]
de grado degY h ≤ D − 1 tal que se verifica g(Y )h(Y ) ≡ αf(Y ) módulo q(Y ) en
R[Y ].

Para encontrar el polinomio buscado haremos nuestras computaciones en
R[Y ]/(q(Y )), i.e. trabajaremos siempre con los restos módulo q(Y ) de los polinomios
que aparezcan en cada nodo del straight–line program que encuentra la solución. De
esta manera todo polinomio con el que trabajemos tendrá grado (en Y ) acotado por
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D, podrá ser representado por un straight–line program en R que calcule sus coe-
ficientes, y aśı mantendremos la complejidad del straight–line program output aco-
tada. Esta técnica, que conocemos como aritmética modular, suele ser útil cuando
se quiere mantener acotada la complejidad (o la altura) de las entradas que maneja
el algoritmo (ver [BS98]). Notamos también, que para sistemas especiales (e.g. si
sabemos que degY f ¿ D y degY g ¿ D) podremos agilizar este procedimiento no
haciendo todas las computaciones módulo q(Y ), sino sólo las necesarias (ver [BS98]).

Demostración.– Calculemos primero a los restos de dividir a f(Y ) y a g(Y ) por
el polinomio q(Y ). Llamamos a estos restos f̃(Y ) y g̃(Y ) respectivamente. Com-
putacionalmente lo que hacemos es simular al straight–line program β, que calcula
a f(Y ) y a g(Y ), reemplazando cada nodo (que representa un polinomio en R[Y ])
por el resto de dividir a este polinomio por q(Y ), y guardándolo como un vector de
RD.

De esta manera, los nodos suma son reemplazados de manera obvia: la salida módulo
q(Y ). Hace falta tener algo más de cuidado con las multiplicaciones. Sean dados
dos polinomios e1(Y ), e2(Y ) ya reducidos módulo q(Y ), y supongamos que β calcula
su producto (e1 · e2)(Y ). Utilizamos primero un algoritmo basado en FFT para la
multiplicación (transformadas rápidas de Fourier, ver [BP94]), y luego el algortimo
de Sieveking–Kung basado en inversión de series de potencias formales (ver [Sie72],
[BM72] o [BP94]) para la reducción módulo q(Y ) obteniendo aśı un vector en RD

que representa a los coeficientes en la variable principal Y de un polinomio en R[Y ]
congruente a (e1 ·e2)(Y ) módulo q(Y ). Este nuevo straight–line program con el nodo
de multiplicación reemplazado usa espacio O(D) y tiempo O(D2 log D log log D).

Al recorrer todo β haciendo los reemplazos recién expuestos obtenemos un nuevo
circuito aritmético sin divisiones que calcula a los coeficentes de f̃(Y ) y g̃(Y ) en
espacio a los más O(SD) y tiempo O(T D2 log D log log D).

Como segundo paso calculamos un elemento α de R, y un polinomio h̃(Y ) en R[Y ]
tales que g̃h̃ ≡ α módulo q(Y ) usando un algoritmo para matrices de tipo Hankel
(ver [Sen90] y [SL92]). Obtenemos aśı un circuito aritmético sin divisiones en R
que calcula al elemento α y los coeficientes del polinomio h̃(Y ) en espacio adicional
O(D) y tiempo O(D2 log D log log D).

El elemento α de R de la tesis es aquel ya calculado. Para obtener a h(Y ) calculamos
al polinomio (f · h̃)(Y ) que resulta de multiplicar a los polinomios f(Y ) y h̃(Y ) entre
si por el método de aritmética modular desarrollado a principios de la demostración.
Finalmente notamos que esta computación no altera la complejidad asintótica ya
calculada terminando entonces la demostración del Lema.
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Lema 2 ([HMW99]) Con las notaciones e hipótesis del Lema (1), sea M la ma-
triz compañera del polinomio q(Y ). Entonces g(M) es una matriz de RD×D, in-
versible en el anillo KD×D. Sea N la matriz N := f(M)g(M)−1. Entonces existe
un straight-line program en R que computa en espacio O(SD) y tiempo O((T +
D)D log D log log D) los αD-múltiplos de los coeficientes del polinomio caracteŕıstico
χN(Y ) de N . En particular, estos αD-múltiplos de los coeficientes de χN(Y ) son
elementos de R.

Supongamos calculado el polinomio caracteŕıstico χαN(Y ) de la matriz N . Entonces
notamos que haciendo la especialización αY en Y obtenemos al polinomio

χαN(αY ) = αDχN(Y ) ,

terminando el algoritmo.

Para encontrar al polinomio caracteŕıstico χαN(Y ) de la matriz αN calcularemos
primero las trazas tr(αN), . . . , tr((αN)D) de las primeras D potencias de la matriz
αN y después usamos las relaciones de Newton para obtener los coeficientes de
χαN(Y ), su polinomio caracteŕıstico.

Consideramos en C[Z] la descomposición del polinomio q(Z) en factores lineales,
digamos para establecer la notación

q(Z) =
D∏

`=1

(Z − z`) ,

donde z1, . . . , zD son elementos de C. Consideremos además a la derivada formal
q′(Z) de q(Z) en la variable Z. Con la notación recién establecida se tiene la iden-
tidad

q′(Z) =
D∑

`=1

∏

` 6=k

(Z − zk) .

Y notamos que degZ q′ = D − 1.

A partir de estas dos identidades deduciremos congruencias que nos permitirán cal-
cular las trazas de las primeras D potencias de αN efectivamente. Sea 1 ≤ ` ≤ D
fijo, luego se verifica la congruencia

Z
∏

k 6=`

(Z − zk) ≡ z`

∏

k 6=`

(Z − zk) módulo q(Z)

en C[Z]. Sumando ahora esta congruencia para cada 1 ≤ ` ≤ D se tiene que

Z
D∑

`=1

∏

k 6=`

(Z − zk) ≡
D∑

`=1

z`

∏

k 6=`

(Z − zk) módulo q(Z) .
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Notamos que las dos identidades anteriores son también válidas en K[Z]. Sea ahora
p(Z) un polinomio arbitrario en R[Z]. Entonces se sigue la congruencia

p(Z)q′(Z) = p(Z)
∑D

`=1

∏
k 6=`(Z − zk)

≡ ∑D
`=1 p(z`)

∏
k 6=`(Z − zk) módulo q(Z)

(2)

en R[Y ]. De (2) deducimos que la traza tr(p(M)) =
∑D

`=1 p(z`) de la matriz p(M)
no es más que el coeficiente principal del resto de dividir a (p · q′)(Z) por q(Z).

Para obtener la traza tr((αN)`) = tr(h(M)`) para 1 ≤ ` ≤ D observamos que
esta es exactamente el coeficiente (D− 1)–ésimo del polinomio obtenido al dividir a
(q′ · h`)(Z) por el polinomio q(Z).

Enunciemos ahora la forma computacional que generamos a partir de las deducciones
en los párrafos precedentes de esta demostración, y los correspondientes cálculos de
complejidad. Como primer paso utilizamos el Lema 1 para calcular al elemento α de
R y al polinomio h(Y ) en R[Z] usando el espacio y el tiempo del enunciado. Recor-
damos que q(Z) es un polinomio de grado degZ q(Z) = D con coeficientes racionales,
luego su derivada q′(Z) puede calcularse sin alterar la complejidad asintótica del pro-
cedimiento. Notamos además que el elemento α y los coeficientes de q(Y ) y q′(Y )
módulo q(Y ), que guardaremos durante todo este procedimiento, y los coeficien-
tes de h(Y ) que guardamos temporalmente, pueden guardarse en memoria usando
espacio O(D).

Calcularemos las distintas trazas recurrentemente. Con la misma táctica usada en
la demostración del Lema 1 calculamos al resto de dividir al polinomio (q′ ·h)(Y ) por
q(Y ). Y guardamos al resultado en la memoria temporalmente, salvo el coeficiente
(D − 1)–ésimo que es la traza tr(αN) que guardamos y no será borrado hasta el
final del procedimiento.

En el k–ésimo paso, para 1 ≤ k < D calculamos, a partir de los coeficientes de q(Y ),
q′(Y ) módulo q(Y ) y (hk · q′)(Y ), a los coeficientes de (hk+1 · q′)(Y ) módulo q(Y )
guardandolos temporariamente y despejando de la memoria temporal los coeficientes
de (hk ·q′)(Y ) (recordemos que el (D−1)–ésimo ya fue almacenado como tr((αN)k)).
De esta manera encontramos a las trazas tr(αN), . . . , tr((αN)D) usando espacio
adicional O(D) y en tiempo O(D2 log D log log D).

Finalmente utilizamos las relaciones de Newton para calcular los coeficientes del
polinomio caracteŕıstico χαN(Y ) de αN sin aumentar la complejidad asintótica del
procedimiento. Y luego multiplicamos estos coeficientes por potencias adecuadas
de α obteniendo aśı a los coeficientes del polinomio αDχαN(Y ) = χαN(αY ), nue-
vamente sin aumentar la complejidad asintótica del procedimiento. Sumando las
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complejidades de la subrutina descrita deducimos que existe un straight–line pro-
gram que calcula a los coeficientes del polinomio αDχN(Y ) en espacio O(SD) y
tiempo O(T D log D log log D + D2 log D log log D) = O(T D2 log D log log D).

Por otro lado, aplicando las reglas de derivación (forward mode) se concluye un
resultado del tipo:

Lema 3 Sea R un dominio y sea β un esquema de evaluación en R[X1, . . . , Xn] en
espacio S y tiempo T que representa la familia de polinomios
{f1, . . . , fs} ⊂ R[X1, . . . , Xn]. En estas condiciones, existe un esquema de evalua-
ción en R[X1, . . . , Xn] en espacio S+1 y tiempo (2n+1)T con los mismos parámetros
de β que evalúa f1, . . . , fs y todas sus derivadas parciales de primer orden:

{ ∂fi

∂Xj

: 1 ≤ i ≤ s, 1 ≤ j ≤ n}.

Una técnica importante es la conocida como “Vermeidung von Divisionen” debida
a V. Strassen ([Str73]) y permite calcular el cociente de dos polinomios cuando el
resultado también es un polinomio. En la proposición es necesario la computación de
las componentes homogéneas de un polinomio dado por un esquema de evaluación.
Este es el contenido del siguiente Lema:

Lema 4 Sea F (X1, . . . , Xm) un polinomio con coeficientes racionales en las varia-
bles X1, . . . , Xm de grado deg F = D que es calculado por un circuito aritmético
sin divisiones β en Q[X1, . . . , Xm] en espacio S y en tiempo T . Entonces existe
un circuito aritmético sin divisiones que calcula las componentes homogéneas de
F (X1, . . . , Xm) en espacio O(SD) y tiempo O(T D log D log log D).

Demostración.– Seguimos la demostración de [Mat97]. Sea Z una nueva indeter-
minada que consideramos auxiliarmente para la demostración de este Lema. Para
encontrar la descomposición de F (X1, . . . , Xm) en componentes homogéneas traba-
jamos en el Q(X1, . . . , Xm)–espacio vectorial Q(X1, . . . , Xm)[Z]/(ZD+1). Dado un
elemento G ∈ Q[X1, . . . , Xm][Z] denotamos por G a la clase de este polinomio en
Q(X1, . . . , Xm)[Z]/(ZD+1). Notamos que B := {1, Z, . . . , ZD} es una base del espa-
cio vectorial en la cual las coordenadas del vector que representa a F (ZT1, . . . , ZTm)
son exactamente las componentes homogéneas de F (X1, . . . , Xm).

Para obtenerlas definimos a ηF la transformación Q(X1, . . . , Xm)–lineal inducida por
la homotecia por la función regular F (ZT1, , . . . , ZTm) en Q(X1, . . . , Xm)[Z]/(ZD+1)

y consideramos a MF la matriz de ηF en la base B. Teniendo en cuenta que ηF

(
1
)

=

F deducimos, dado que 1 se escribe como (1, 0, . . . , 0) ∈ Q(X1, . . . , Xm)(D+1)×(D+1),
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que las componentes homogéneas de F (X1, . . . , Xm) son las entradas que aparecen
en la primera columna de la matriz MF = F (MT1, . . . , MTm).

Para calcular las distintas entradas de la matriz MF introducimos un nuevo nodo de
entrada, y reemplazamos en β las entradas Y1, . . . , Ym por las entradas ZT1, . . . , ZTm

obteniendo un nuevo circuito aritmético. Sea M la matriz que representa la homote-
cia por Z

M =




0 0 . . . 0
1 0 . . . 0

. . . . . .
...

0 . . . 1 0


 ,

luego reemplazamos al nodo de entrada Z por M obteniendo aśı un circuito arit-
mético que calcula a la matriz F (MT1, . . . ,MTm) de Q[X1, . . . , Xm](D+1)×(D+1). En
definitiva las únicas operaciones que hace el nuevo circuito aritmético son las que
resultan de reemplazar cada nodo de β por una operación de matrices de tamaño
(D + 1)× (D + 1), que usando técnicas de multiplicación basados en FFT ([BP94]),
resultan en los recursos estimados.

Lema 5 ([Str73], [HMW99]) Sea F := {F0, . . . , Fm} un conjunto finito de poli-
nomios de Q[Y1, . . . , Yn] de grado a lo sumo δ, computados por un straight-line
program β en espacio S y tiempo T . Supongamos que F0 6= 0 y tal que F0 divide a
Fi en Q[Y1, . . . , Yn] para 1 ≤ i ≤ m. Entonces existe un straight-line program que
calcula los polinomios

P1 :=
F1

F0

, . . . , Pm :=
Fm

F0

en espacio O(Sδ) y tiempo O((T + log δ)δ log δ log log δ) = O(T δ log2 δ log log δ).

Demostración.– Sean gi(Y1, . . . , Yn) = Fi(Y1 + t1, . . . , Yn + tn) para 0 ≤ i ≤ m los
polinomios que resultan de trasladar a F0, . . . , Fm en el punto t = (t1, . . . , tn). Luego,
para cada 1 ≤ i ≤ m, el polinomio Fi

F0
(Y1+t1, . . . , Yn+tn) puede ser calculado como la

suma de las primeras δ+1 componentes homogéneas del polinomio
gi

ρ

δ∑

k=0

(
ρ− g0

ρ

)k

.

Este último polinomio puede calcularse usando espacio O(S) y tiempo O(T +log δ).
Usando el Lema anterior calculamos sus primeras δ + 1 componentes homogéneas
con la complejidad enunciada.

Una observación que será útil más adelante es la siguiente:
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Observación 6 Bajo las hipótesis y notación de la proposición anterior con n = 1,
es decir si
F0, . . . , Fm son polinomios de Q[Y1], el straight–line program β anterior calcula la
representación densa de los polinomios

P1 :=
F1

F0

, . . . , Pm :=
Fm

F0

.

Lema 7 ([HMW99]) Sea R un anillo de polinomios y sea K su cuerpo de cocientes.
Sea β un straight-line program en R que computa los coeficientes de dos polinomios
univariados r(Y ) y s(Y ) ∈ R[Y ] con s(Y ) 6= 0, en espacio S y tiempo T . Sean
u(Y ), v(Y ) dos polinomios coprimos de K[Y ] que verifican que r

s
= u

v
, degY u = D

y degY v ≤ D. Supongamos además que u(Y ) es mónico en Y . Entonces existe un
straight-line program en R que computa un elemento no nulo γ ∈ R y un γ-múltiplo
de los coeficientes de u en espacio O(S + D) y tiempo O(T + D2 log D log log D).
En particular, los coeficientes de γu pertenecen a R.

Demostración.– Sin pérdida de generalidad podemos asumir r(Y ) 6= 0, sino el
resultado es trivial.

Sea dado un elemento y ∈ Q tal que S(y) 6= 0 (notamos que un tal y puede ser
encontrado mediante un test aleatorio de Zippel–Schwartz (ver [Zip79], [Sch80] o
[Zip93], también [HS80] y [HS82]), e.g. en el hipercubo [1, 2D] ∩ ZZ en espacio S y
tiempo 2T ).

Sea u(Y ) = Y D + uD−1Y
D−1 + · · ·+ u0 donde uD−1, . . . , u0 son elementos de K. Y

sea
v
(
(Y − y)−1

)

(Y − y)u
(
(Y − y)−1

) =
s
(
(Y − y)−1

)

(Y − y)r
(
(Y − y)−1

) =
+∞∑

i=0

hi(Y − y)i. (3)

la representación en serie de potencias formal de la función racional
v((Y−y)−1)

(Y−y)u((Y−y)−1)
.

Entonces por [BP94, Proposition 2.9.1] se sigue la identidad




h0 h1 . . . hδ−1

h1 h2 . . . hδ
...

...
...

hδ−1 hδ . . . h2δ−2







u0

u1
...

uδ−1




= −




hδ

hδ+1
...

h2δ−1




(4)

Dado que r(Y ) es no nulo, deducimos que los primeros D coeficientes del desarrollo
en series de potencias (3) es no nulo, i.e. (h0, . . . , hD−1) 6= 0. De esta manera
aplicamos el algoritmo de Sieveking–Kung para encontrar un elemento ρ de R y
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a los elementos ρDh0, . . . , ρ
DhD−1 de R que representan múltiplos por ρD de los

primeros D coeficientes del desarrollo en series de potencias (3). Notamos que esto
puede hacerse en espacio O(D) y en tiempo O(D log2 D log log D).

Sea γ := ρD, y notemos que el sistema (4) tiene la misma solución que el nuevo
sistema que obtenemos al reemplazar las entradas h0, . . . , hD−1 por sus múltiplos
γh0, . . . , γhD−1, ergo encontremos una solución del nuevo sistema. Dado que la
matriz que queda definida es de tipo Hankel, resolvemos al nuevo sistema (o equiva-
lentemente a (4)) usando una ligera variación del procedimiento descripto en [SL92]
usando espacio adicional O(D) y en tiempo adicional O(D2 log D log log D). Acla-
ramos que mediante dicha variación encontraremos no a la solución exacta, sino al
múltiplo (γu0, . . . , γuD−1) con las mismas cotas asintóticas de complejidad.

2.2 Definiciones y resultados geométricos

Sea V ∈ IAn una variedad algebraica equidimensional. Si V es cero dimensional se
define el grado geométrico de V como el número de puntos en V . Supongamos que
la dimensión de V es positiva e igual a r ≤ n. En este caso consideramos la clase D
de subespacios afines de dimensión r.

Definición 8 Sea DV la subclase de D de todos los subespacios afines H ∈ D tales
que H ∩ D es una variedad cero dimensional. Definimos el grado de V como el
máximo de los grados de las intersecciones de V con los subespacios afines de la
clase DV .

En el caso general, si V es una variedad algebraica y V = ∪iCi es una descomposición
irredundante de la variedad en componentes irreducibles, se define el grado de V
como

deg(V ) :=
∑

i

deg(Ci).

El grado aśı definido es siempre un número natural positivo. Además verifica la
siguiente propiedad conocida como desigualdad de Bézout:

Teorema 9 (Desigualdad de Bézout) Sean V y W dos variedades algebraicas.
Se tiene

deg(V ∩W ) ≤ deg(V ). deg(W ).

El grado geométrico de una variedad y la desigualdad de Bézout son conceptos
desarrollados en [Hei83] (ver también [Ful84]).
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Proposición 10 ([GHS93]) Sea k un cuerpo de caracteŕıstica cero, sea f1, . . . , fr

una sucesión regular de polinomios en k[X1, . . . , Xm] y supongamos que las variables
están en posición de Noether con respecto al ideal F = (f1, . . . , fr). Supongamos
además que F es un ideal radical. Sea A := k[X1, . . . , Xr] y B := k[X1, . . . , Xm]/F .
Entonces, B es un A–módulo libre de rango acotado por el grado de la variedad
definida por F .

Finalmente definimos el concepto de solución geométrica de una variedad cero–
dimensional.

Definición 11 ([HKP+98]) Sea k un cuerpo de caracteŕıstica cero, y sea k̄ un
cuerpo algebraicamente cerrado que contiene al cuerpo k. Sea n ∈ IN. Y sean
X1, . . . , Xn, Y indeterminadas sobre k. Sean dados polinomios f1, . . . , fs ∈ k[X1, . . . ,
Xn] que definen una subvariedad cero–dimensional de IAn(k̄). Una solución geo-
métrica de la subvariedad cero–dimensional V (o de la extensión k → k[V ]) está
dada por una forma k–lineal U = λ1X1 + · · · + λnXn ∈ k[X1, . . . , Xn] y por n +
1 polinomios univariados q, v1, . . . , vn ∈ k[Y ] tales que las siguientes condiciones
algebraicas y geométricas se cumplen:

• el polinomio q es mónico, separable y tiene grado la cardinalidad de V y los
grados de v1, . . . , vn son estrictamente menores que la cardinalidad de V , i.e.

deg q = #V y deg vi < #V ,

• {η ∈ k̄ : q(η) = 0} = {U(ξ) : ξ ∈ V } y V = {(v1(η), . . . , vn(η)) : η ∈
k̄ y q(η) = 0}.

2.3 Bases de Gröbner

En lo que sigue, F denotará a un anillo de polinomios k[Z1, . . . , Zm] sobre un cuerpo
k. Un monomio m de F es un elemento que se puede escribir m = Za1

1 . . . Zam
m para

alguna m–upla (a1, . . . , am) ∈ INm, un término de F es un monomio multiplicado
por un escalar.

Un ideal I ⊆ F generado por un conjunto de monomios es llamado un ideal mono-
mial.
Sean m1,m2 dos monomios en F , m1 = Za1

1 . . . Zam
m , m2 = Zb1

1 . . . Zbm
m , el máximo

común divisor entre m1 y m2 es el monomio

MCD(m1; m2) := Z
min{a1;b1}
1 . . . Zmin{am;bm}

m .
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Definición 12 Un orden monomial en F es un orden total > en los monomios de
F tal que si m1,m2 son monomios de F y n 6= 1 es un monomio de F , entonces

m1 > m2 implica nm1 > nm2 > m2.

Si > es un orden monomial, entonces para todo f ∈ F definimos el término inicial
de f, y lo notamos M(f), al término de f de mayor orden respecto de >, y si I ⊆ F
es un ideal, definimos M(I) al ideal de F generado por {M(f) : f ∈ I}.
Sean m1,m2 en F , m1 = Za1

1 . . . Zam
m , m2 = Zb1

1 . . . Zbm
m , se tienen los siguientes

órdenes monomiales:

Orden lexicográfico. m1 >lex m2 si y sólo si ai > bi donde i es el primer ı́ndice tal
que ai 6= bi.

Orden lexicográfico homogéneo. m1 >hlex m2 si y sólo si deg(m1) > deg(m2) ó
deg(m1) = deg(m2) y ai > bi donde i es el primer ı́ndice tal que ai 6= bi.

Si tenemos una secuencia de órdenes parciales >1, >2, . . . , se define el orden parcial,
llamado producto lexicográfico, como el orden en el cual m1 > m2 si existe i ∈ IN tal
que m1 >i m2, y para todo j < i, m1 y m2 no son comparables respecto del orden
>j.

Si I ⊆ F es un ideal generado por monomios m1, . . . , mt, es trivial decidir cuándo
un monomio m pertenece a I: esto ocurre si y sólo si m es divisible por algún mi.
Más generalmente, un polinomio f ∈ F pertenece a un ideal monomial I si y sólo
si cada uno de sus monomios pertenece a I.
Un resultado importante es el siguiente:

Teorema 13 (Macaulay) Sea I un ideal de F, sea > un orden monomial en F, el
conjunto B de todos los monomios que no están en M(I) es una base del k-espacio
vectorial F/I ([Eis95, pages 329]).

Definición 14 Sea I un ideal de F. Una base de Gröbner de I respecto de un orden
monomial > es un conjunto de polinomios g1, . . . , gt tal que:

i) {g1, . . . , gt} genera a I.

ii) {M(g1), . . . , M(gt)} genera a M(I).

Una base de Gröbner g1, . . . , gt tal que M(gi) no divide a ningún monomio de gj

para todo i 6= j es llamada una base reducida.
Más resultados útiles:

Lema 15 Todo orden monomial en F es Artiniano (todo subconjunto tiene primer
elemento)([Eis95, pages 328]).
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Lema 16 Sea I = (g1, . . . , gt) un ideal de F y > un orden monomial dado. Si
M(g1), . . . , M(gt) son coprimos dos a dos, entonces g1, . . . , gt es una base de Gröbner
([Eis95, pages 372]).

Lema 17 (Algoritmo de división à la Hironaka) Sea > un orden monomial dado
en F , y sean f, g1, . . . , gt polinomios en F . Existen f ′, f1, . . . , ft en F tal que

f =
t∑

i=1

figi + f ′

donde ninguno de los monomios de f ′ pertenece al ideal (M(f1), . . . , M(ft)). Más
aún, M(f) ≥ M(figi) para todo i ([Eis95, pages 334]).

2.4 Teoŕıa de Eliminación

Dadas Y1, . . . , Yr, Z1, . . . , Zm indeterminadas sobre un cuerpo k,
sea F := k[Z1, . . . , Zm], dado un ideal I ⊆ F [Y1, . . . , Yr] = k[Z1, . . . , Zm, Y1, . . . , Yr]
se quiere calcular J = I ∩ F .
El significado geométrico de la eliminación es la proyección: dada la variedad al-
gebraica V ⊆ km+r definida por los ceros de I, la proyección de V en km es un
conjunto cuya clausura (en la topoloǵıa Zariski) es la variedad definida por los ceros
de J .
Para eliminar variables usando bases de Gröbner se trabaja con un orden en T =
k[Z1, . . . , Zm, Y1, . . . , Yr] que verifique:

Si f ∈ T y M(f) ∈ F, entonces f ∈ F.

Un orden con esta propiedad es llamado un orden de eliminación (respecto de
Y1, . . . , Yr).
Se tiene el siguiente resultado:

Lema 18 Sea > un orden monomial en T = F [Y1, . . . , Yr], y supongamos que > es
un orden de eliminación respecto de las variables Y1, . . . , Yr. Si I ⊆ T es un ideal,
entonces respecto al orden monomial de F resultante de restringir >, tenemos

M(I ∩ F ) = M(I) ∩ F

Más aún, si g1, . . . , gt es una base de Gröbner de I, y g1, . . . , gu son los gi que no
contienen variables Yj, entonces g1, . . . , gu es una base de Gröbner en F de I ∩ F
([Eis95, pages 361]).
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2.5 Series de Puiseux

El dominio y el cuerpo de las series formales de potencias. Un polinomio
sobre un dominio D se define como una suma formal finita, a0 + a1X + . . . + anX

n,
donde los coeficientes ai pertenecen al dominio D y X es una indeterminada sobre
D. Si se permiten sumas infinitas de este tipo, a0 +a1X + . . .+anXn + . . . se obtiene
un conjunto llamado las series formales de potencias sobre D y se nota D[|X|]. Dos
series se suman y multiplican de la misma manera que dos polinomios, y D[|X|]
resulta un dominio.
Sea k un cuerpo, sea k((X)) el cuerpo de fracciones de k[|X|]. Se prueba que
los elementos de k((X)) son series formales de potencias con un finito número de
términos con exponente negativo.

El cuerpo k(X)∗ de las series de potencia fraccionarias. Consideramos
para cada n ∈ IN el cuerpo k((X1/n)). Sea k(X)∗ :=

⋃
n∈IN k((X1/n)) el conjunto

formado por la unión de los cuerpos k((X1/n)). Si x̄, ȳ son dos elementos de k(X)∗,
entonces existen n,m ∈ N tal que x̄ ∈ k((X1/n)), ȳ ∈ k((X1/m)). Por lo tanto,
x̄, ȳ ∈ k((X1/nm)) y también su suma, producto y cociente (si ȳ 6= 0). Se sigue que
k(X)∗ es un cuerpo. Los elementos de k(X)∗ se llaman series de Puiseux de X en
k.
Un elemento r̄ de k(X)∗ tiene una única escritura de tipo

∑∞
j=z0

ajX
j/n donde z0 ∈

ZZ, n ∈ IN, aj ∈ k y az0 6= 0. Se define el orden de r̄ como el número z0/n y se lo
nota O(r̄).

Sea C(ε)∗ el cuerpo de las series de Puiseux de ε en C, sea d en IN, sea C[|ε1/d|] ⊂
C(ε)∗ el anillo de las series formales en ε1/d. Este anillo es completo respecto de
M = (ε1/d), su único ideal maximal. Se tiene la siguiente versión del Lema de
Hensel ([Eis95, pages 210]):

Proposición 19 Sean f1, . . . , fn ∈ C[|ε1/d|][X1, . . . , Xn], sea J(x) la matriz jaco-
biana

J(x) = (∂fi/∂Xj),

sea ā = (ā1, . . . , ān) ∈ C[|ε1/d|]n y supongamos que det(J(ā)) es una unidad en
C[|ε1/d|]. Si

fi(ā) ∈M para 1 ≤ i ≤ n,

entonces existe un único elemento b̄ = (b̄1, . . . , b̄n) ∈ C[|ε1/d|]n tal que fi(b̄) =
0 para 1 ≤ i ≤ n y b̄i − āi ∈M para 1 ≤ i ≤ n.

Para mayor información sobre series de Puiseux, ver ([Wal78]).
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3 Un algoritmo para el cálculo de un polinomio

minimal

Sean G1, . . . , Gn polinomios en Q[X1, . . . , Xn], sea d en IN tal que d > deg(Gi) para
1 ≤ i ≤ n. Consideramos el sistema de Pham–Brieskorn en Q[ε,X1, . . . , Xn]:





F1(ε,X1, . . . , Xn) = Xd
1 − εG1(X1, . . . , Xn)

...
Fn(ε,X1, . . . , Xn) = Xd

n − εGn(X1, . . . , Xn)

(5)

Supongamos que para cada 1 ≤ i ≤ n, αi := Gi(0, . . . , 0) es no nulo.

Notación 20 Para i = 1, . . . , n, k = 1, . . . , d enumeramos con a
(k)
i a las ráıces

d–ésimas de αi en C.

Consideramos F1, . . . , Fn como polinomios de C(ε)∗[X1, . . . , Xn]. Las siguientes dos
proposiciones caracterizan a las series de Puiseux en ε que se anulan en los polinomios
F1, . . . , Fn.

Proposición 21 Sean r̄1, . . . , r̄n ∈ C(ε)∗ tales que para i = 1, . . . , n se verifica la
siguiente identidad en C(ε)∗:

Fi(r̄1, . . . , r̄n) = 0

Entonces existe una n–upla a
(k1)
1 , . . . , a(kn)

n de ráıces d–ésimas de α1, . . . , αn respec-

tivamente tal que O(r̄i) = 1/d y O(r̄i − a
(ki)
i ε1/d) > 1/d.

Demostración.– Dado que para 1 ≤ i ≤ n vale
0 = Fi(r̄1, . . . , r̄n) = r̄d

i − εGi(r̄1, . . . , r̄n),
se tiene que r̄d

i = εGi(r̄1, . . . , r̄n) para 1 ≤ i ≤ n.
Queremos ver que O(r̄i) ≥ 0 :

Supongamos que no. Sea i0 tal que O(r̄i0) = min{O(r̄i)} < 0. Dado que por
hipótesis, d > deg(Gi0) y que estamos suponiendo O(r̄i0) negativo se tienen las
desigualdades

O(r̄d
i0
) = dO(r̄i0) < deg(Gi0)O(r̄i0) < deg(Gi0)O(r̄i0) + 1 ≤ O(εGi0(r̄1, . . . , r̄n)).

Pero esto es absurdo pues O(r̄d
i0
) = O(εGi0(r̄1, . . . , r̄n)).

Como O(r̄i) ≥ 0 para todo i, se tiene que O(εGi(r̄1, . . . , r̄n)) ≥ 1 y por lo tanto
O(r̄d

i ) = d.O(r̄i) = O(εGi(r̄1, . . . , r̄n)) ≥ 1. Es decir que O(r̄i) ≥ 1/d para todo i.
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Ahora bien, si O(r̄i) ≥ 1/d > 0 para todo i, el orden de εGi(r̄1, . . . , r̄n) es igual
a 1 pues Gi(0, . . . , 0) = αi 6= 0 por hipótesis. El término de menor orden de
εGi(r̄1, . . . , r̄n) resulta entonces ser αiε. Puesto que 0 = r̄d

i − εGi(r̄1, . . . , r̄n), el
orden de r̄d

i es 1 y su término de menor orden es igual a αiε, y por lo tanto el

término de menor orden de r̄i es igual a a
(ki)
i ε1/d para alguna ráız d–ésima a

(ki)
i de

αi, que era lo que se queŕıa probar.

Proposición 22 Dada una n–upla a
(k1)
1 , . . . , a(kn)

n de ráıces d–ésimas de α1, . . . , αn

respectivamente existen únicas r̄1, . . . , r̄n en C(ε)∗ que verifican las siguientes condi-
ciones:

• O(r̄i) = 1/d para 1 ≤ i ≤ n.

• O(r̄i − a
(ki)
i ε1/d) > 1/d para 1 ≤ i ≤ n.

• Fi(r̄1, . . . , r̄n) = 0.

Además, r̄1, . . . , r̄n pertenecen a C[|ε1/d|].

Demostración.– Dada una n–upla a
(k1)
1 , . . . , a(kn)

n se definen los polinomios
F̃1, . . . , F̃n ∈ C(ε)∗[X1, . . . , Xn] de la siguiente manera:





F̃1(X1, . . . , Xn) = (F1((X1 + a
(k1)
1 )ε1/d, . . . , (Xn + a(kn)

n )ε1/d))ε−1

...

F̃n(X1, . . . , Xn) = (Fn((X1 + a
(k1)
1 )ε1/d, . . . , (Xn + a(kn)

n )ε1/d))ε−1

Estos polinomios pertenecen a C[ε1/d][X1, . . . , Xn] pues

F̃i = (Fi((X1 +a
(k1)
1 )ε1/d, . . . , (Xn +a(kn)

n )ε1/d))ε−1 = (((Xi +a
(ki)
i )ε1/d)d−εGi((X1 +

a
(k1)
1 )ε1/d, . . . , (Xn + a(kn)

n )ε1/d)))ε−1 = (Xi + a
(ki)
i )d −Gi((X1 + a

(k1)
1 )ε1/d, . . . , (Xn +

a(kn)
n )ε1/d)).

Afirmación: Evaluando los polinomios F̃1, . . . , F̃n en el origen 0 = (0, . . . , 0) ∈
C[|ε1/d|]n se tiene que :

i) O(F̃i(0)) ≥ 1/d para 1 ≤ i ≤ n.

ii) det(DF̃ )(0) es inversible en C[|ε1/d|].
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El polinomio F̃i, evaluado en (0, . . . , 0) resulta:

F̃i(0, . . . , 0) = (Fi((0 + a
(k1)
1 )ε1/d, . . . , (0 + a(kn)

n )ε1/d))ε−1 =

= (((0 + a
(ki)
i )ε1/d)d − εGi((0 + a

(k1)
1 )ε1/d, . . . , (0 + a(kn)

n )ε1/d))ε−1 =

= (a
(ki)
i )d −Gi(a

(k1)
1 ε1/d, . . . , a(kn)

n ε1/d)

Dado que (a
(ki)
i )d = αi y que O(Gi(a

(k1)
1 ε1/d, . . . , a(kn)

n ε1/d) − αi) ≥ 1/d, se tiene la
primer afirmación.
La derivada parcial de F̃i respecto de Xj es

∂

∂Xj

F̃i =
∂

∂Xj

(Xi + a
(ki)
i )d − ∂

∂Xj

Gi((X1 + a
(k1)
1 )ε1/d, . . . , (Xn + a(kn)

n )ε1/d) =

= δi,jd(Xi + a
(ki)
i )d−1 − ∂

∂Xj

Gi(a
(k1)
1 ε1/d, . . . , a(kn)

n ε1/d)ε1/d

Donde δi,j vale 1 si i = j y 0 en otro caso. Evaluada en 0 = (0, . . . , 0) resulta

∂

∂Xj

F̃i(0) = δi,jd(a
(ki)
i )d−1 − ∂

∂Xj

Gi(a
(k1)
1 , . . . , a(kn)

n )ε1/d

En particular se tiene que O( ∂
∂Xj

F̃i(0)) = 0 si i = j y O( ∂
∂Xj

F̃i(0)) ≥ 1/d si i 6= j.

Por lo tanto, O(det(DF̃ )(0) − dn ∏n
i=1(a

(ki)
i )d−1) ≥ 1/d. Dado que dn ∏n

i=1(a
(ki)
i )d−1

es distinto de cero, se sigue que det(DF̃ )(0) es inversible en C[|ε1/d|], que es lo que
queŕıamos demostrar.

De acuerdo a la Proposición 19, existe un único elemento r̃ = (r̃1, . . . , r̃n) ∈ C[|ε1/d|]n
tal que

O(r̃i) ≥ 1/d y F̃i(r̃1, . . . , r̃n) = 0 para 1 ≤ i ≤ n.

Definimos r̄ = (r̄1, . . . , r̄n) := ((a
(k1)
1 + r̃1)ε

1/d, . . . , (a(kn)
n + r̃n)ε1/d) ∈ C[|ε1/d|]n. r̄ es

el único elemento de C[|ε1/d|]n que verifica las condiciones enunciadas, es decir:

• O(r̄i) = 1/d para 1 ≤ i ≤ n.

• O(r̄i − a
(ki)
i ε1/d) > 1/d para 1 ≤ i ≤ n.

• Fi(r̄1, . . . , r̄n) = 0.
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Resta probar la unicidad de la solución en (C(ε)∗)n. Sea ȳ = (ȳ1, . . . , ȳn) ∈ (C(ε)∗)n

una serie que verifica lo pedido. Existe m ∈ IN tal que ȳ ∈ C[|ε1/m|]n y por
lo tanto ȳ, r̄ ∈ C[|ε1/md|]n. Ahora bien, los polinomios F̃1, . . . , F̃n pertenecen a
C[ε1/md][X1, . . . , Xn] y el origen (0, . . . , 0) ∈ C[|ε1/md|]n sigue verificando las hipótesis
de la Proposición 19, esta vez en el anillo C[|ε1/md|]n. Puesto que esta Proposición
garantiza unicidad de la solución, se sigue entonces que ȳ = r̄.

Como consecuencia de las dos proposiciones anteriores se tiene que hay en total dn

ráıces r̄(i) = (r̄
(i)
1 , . . . , r̄(i)

n ) en C[|ε1/d|]n del ideal (F1, . . . , Fn) y quedan uńıvocamente

determinadas por su primer n–upla: la coordenada j–ésima de r̄(i) se escribe r̄
(i)
j =

a
(ki)
j ε1/d + términos de orden superior a 1/d, donde a

(ki)
j es una ráız d–ésima de αj.

La proposición siguiente será necesaria para probar la radicalidad del ideal generado
por F1, . . . , Fn en Q[ε,X1, . . . , Xn].

Proposición 23 Sea D un dominio, d ∈ IN, p un polinomio en D[X1, . . . , Xn] tal
que para 1 ≤ i ≤ n, degXi

p < d y sean, para 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ k ≤ d, elementos

ξ
(k)
i ∈ D tales que ξ

(k)
i 6= ξ

(k′)
i para k 6= k′ y p(ξ

(k1)
1 , . . . , ξ(kn)

n ) = 0 para toda n–upla

(ξ
(k1)
1 , . . . , ξ(kn)

n ). Entonces p es el polinomio nulo.

Demostración.– Se prueba por inducción en la cantidad de variables n. Si n = 1,
se tiene que p es un polinomio en D[X1] de grado menor que d y con d ráıces, por
lo que p = 0.
Supongamos que vale para n = h, sea n = h + 1:
Sea p =

∑d−1
i=0 aiX

i
h+1, ai ∈ D[X1, . . . , Xh] su escritura respecto de la variable Xh + 1.

Evaluando las primeras h variables en una h–upla (ξ
(k1)
1 , . . . , ξ

(kh)
h ) se tiene un poli-

nomio en D[Xh+1], de grado menor que d y con d ráıces, por lo que

ai(ξ
(k1)
1 , . . . , ξ

(kh)
h ) = 0 para 0 ≤ i < d. Aplicando la hipótesis inductiva en los

polinomios ai se sigue que p es el polinomio nulo.

Definición 24 Sea > el orden monomial en Q[ε,X1, . . . , Xn] que es producto le-
xicográfico del orden parcial definido por el grado total en X1, . . . , Xn y el orden
lexicográfico donde X1 > . . . > Xn > ε.

Con este orden, para cada 1 ≤ i ≤ n, el término inicial de Fi es M(Fi) = Xd
i .

Proposición 25 El ideal I = (F1, . . . , Fn) generado por los polinomios del sistema
de Pham–Brieskorn en (1) es radical en Q[ε,X1, . . . , Xn].
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Demostración.– Supongamos al contrario que exista f ∈ Q[ε,X1, . . . , Xn],m ∈ IN
tal que f /∈ I y fm ∈ I. Sea > el orden monomial en Q[ε,X1, . . . , Xn] dado en
la Definición 24. Por el algoritmo de división de Hironaka (ver Lema 17), existen
g1, . . . , gn, r ∈ Q[ε,X1, . . . , Xn] tal que f − ∑n

i=1 giFi = r y ningún término de r
pertenece al ideal (M(F1), . . . , M(Fn)) = (Xd

1 , . . . , Xd
n). Es decir que todo término

aXw1
1 , . . . , Xw1

1 εw de r verifica que wi < d para 1 ≤ i ≤ n. Por otra parte, dado que
r ≡ f módulo I, y fm ≡ 0 módulo I, se tiene que rm ≡ 0 módulo I.
Sea r̄(i) ∈ C[|ε1/d|]n una n–upla de series de Puiseux que anula a los polinomios de
I (ver Proposiciones 21 y 22), se tiene entonces que rm(r̄(i)) = 0 en C[|ε1/d|] y, dado
que C[|ε1/d|] es un dominio, se tiene que r(r̄(i)) = 0 en C[|ε1/d|].
Escribimos r =

∑
j pj, donde los términos m = amXm1

1 . . . Xmn
n εm̃ de pj verifican

1
d

∑n
i=1 mi + m̃ = j. Sea j0 := min{j : pj 6= 0}.

Afirmación: Pensamos al polinomio pj0 en el anillo C[|ε1/d|][X1, . . . , Xn]; dada una

n–upla a
(k1)
1 , . . . , a(kn)

n de ráıces d–ésimas de α1, . . . , αn se tiene que

pj0(a
(k1)
1 ε1/d, . . . , a(kn)

n ε1/d) = 0 en C[|ε1/d|].

El polinomio pj0 , evaluado en a
(k1)
1 ε1/d, . . . , a(kn)

n ε1/d, ó bien es un elemento de C[|ε1/d|]
de orden j0, ó bien es el elemento nulo. Sabemos de la Proposición 22 que, dada
una n–upla a

(k1)
1 , . . . , a(kn)

n existen r̄1, . . . , r̄n en C[|ε1/d|] tales que r(r̄1, . . . , r̄n) = 0 y

r̄i = a
(ki)
i ε1/d + términos de orden superior. Dado que O(r − pj0)(r̄1, . . . , r̄n) > j0 y

O(pj0(r̄1, . . . , r̄n)− pj0(a
(k1)
1 ε1/d, . . . , a(kn)

n ε1/d)) > j0 se concluye de r(r̄1, . . . , r̄n) = 0
que vale
pj0(a

(k1)
1 ε1/d, . . . , a(kn)

n ε1/d) = 0 en C[|ε1/d|].
Ahora bien, el polinomio pj0 ∈ Q[ε,X1, . . . , Xn] verifica que degXi

(pj0) < d para

1 ≤ i ≤ n y se anula en las n–uplas a
(k1)
1 ε1/d, . . . , a(kn)

n ε1/d. Pensando al polinomio
pj0 en el anillo de polinomios C[|ε1/d|][X1, . . . , Xn], la Proposición 23 nos permite
concluir que pj0 es el polinomio nulo, pero esto es absurdo pues j0 = min{j : pj 6= 0}.

Sea V ∈ IAn+1 la variedad algebraica af́ın definida por los ceros de I = (F1, . . . , Fn),
el sistema de Pham definido en (1). Observamos que V es no vaćıa pues el origen
pertenece a V . Sea B el ágebra Q[ε,X1, . . . , Xn]/I. De la Proposición 25 el ideal I
es radical, y B resulta el anillo de coordenadas de V .
Recordamos la definición de orden monomial dada en 24:
Sea > el orden monomial en Q[ε,X1, . . . , Xn] que es producto lexicográfico del orden
parcial definido por el grado total en X1, . . . , Xn y el orden lexicográfico donde
X1 > . . . > Xn > ε.
Notar que este orden verifica que si f ∈ Q[ε,X1, . . . , Xn] y M(f) ∈ Q[ε], entonces
f ∈ Q[ε], por lo tanto es un orden de eliminación respecto de X1, . . . , Xn.
Con este orden, para cada 1 ≤ i ≤ n, el término inicial de Fi es M(Fi) = Xd

i .
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Proposición 26 Bajo las hipótesis y notación anteriores se verifica:

i) El conjunto G = {F1, . . . , Fn} es una base de Gröbner reducida de I para el
orden monomial definido anteriormente y M(I) = (Xd

1 , . . . , Xd
n).

ii) El morfismo

π : V −→ IA1

π(τ, ξ1, . . . , ξn) = τ

es finito, es decir que las variables están en posición de Noether respecto de
V .

iii) V es una curva.

iv) F1, . . . , Fn es una sucesión regular en Q[ε,X1, . . . , Xn].

v) deg(V ) = dn.

Demostración.– i) Los polinomios F1, . . . , Fn generan I y los monomios M(Fi) = Xd
i

son coprimos dos a dos; del Lema 16 se sigue que G es una base de Gröbner de I.
Dado que G es una base de Gröbner, M(I) = (M(F1), . . . ,M(Fn)) = (Xd

1 , . . . , Xd
n).

Puesto que Xd
i > M(Fj −Xd

j ) y Xd
i , Xd

j son coprimos dos a dos para i 6= j, se tiene
que Xd

i no divide a ningún monomio de Fj, y por lo tanto G es una base de Gröbner
reducida.

ii) Por definición, el morfismo π es finito si π(V ) es denso en IA1 y el morfismo de
anillos asociado

π∗ : Q[ε] −→ B

es entero. La clausura de π(V ) es igual a la variedad Vε definida por el ideal Jε =
I ∩Q[ε] en Q[ε]. Queremos ver entonces que Vε es IA1:

Sea F = Q[ε], T = Q[ε,X1, . . . , Xn]. > es un orden de eliminación respecto de
X1, . . . , Xn y G = {F1, . . . , Fn} es una base de Gröbner de (F1, . . . , Fn). Por el Lema
18, tenemos que M(Jε) = (Xd

1 , . . . , Xd
n)∩Q[ε]. Ahora bien, (Xd

1 , . . . , Xd
n)∩Q[ε] = {0}

por lo que Jε = {0} y entonces la variedad Vε = V (Jε) = IA1.

Dado que B es una Q[ε]− ágebra finitamente generada, B es entero sobre π∗(Q[ε]) '
Q[ε] si y sólo si B es finito como Q[ε]− módulo ([AM69]). De acuerdo al Teorema
13, el conjunto E formado por los monomios de Q[ε,X1, . . . , Xn] que no pertenecen
al ideal monomial M(I) es una base del Q− espacio vectorial
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Q[ε,X1, . . . , Xn]/I. Ahora bien, un monomio m pertenece a M(I) si y sólo si es
divisible por algún Xd

i . Es decir que E se escribe

E = {m ∈ Q[ε,X1, . . . , Xn] : m = Xa1
1 . . . Xan

n .εb, ai < d}.
Por lo tanto, el conjunto D = {m ∈ Q[ε, X1, . . . , Xn] : m = Xa1

1 . . . Xan
n , ai < d} es

una base de Q[ε,X1, . . . , Xn]/I como Q[ε]− módulo y además es un conjunto finito.

iii) Dado que π : V −→ IA1 es un morfismo entero, tenemos que dim(V ) =
dim(IA1) = 1. Ahora bien, no hay componentes de dimensión menor pues V es
una variedad en (n + 1) variables generada por n polinomios, por lo que toda com-
ponente tiene dimensión ≥ (n + 1) − n = 1. Conclúımos entonces que todas las
componentes tienen dimensión 1.

iv) Para 1 ≤ k < n, sean Ik = (F1, . . . , Fk). Igual que en i) se prueba que F1, . . . , Fk

es una base de Gröbner reducida de Ik, y entonces M(Ik) = (M(F1), . . . , M(Fk)) =
= (Xd

1 , . . . , Xd
k ). Por definición, F1, . . . , Fn es sucesión regular en Q[ε,X1, . . . , Xn]

si para 1 ≤ k < n, el polinomio Fk+1 no es divisor de cero de Q[ε,X1, . . . , Xn]/Ik.
Sea C := {g ∈ Q[ε, X1, . . . , Xn] : g.Fk+1 ∈ Ik y g /∈ Ik}. El conjunto C es vaćıo
si y sólo si el polinomio Fk+1 no es divisor de cero del álgebra Q[ε,X1, . . . , Xn]/Ik.
Supongamos por el contrario que C 6= ∅:
Sea g0 un elemento de C, de orden mı́nimo entre todos los elementos de C, respecto
del orden monomial definido en 24, es decir que M(g0) = min{M(g) : g ∈ C}.
Existe un tal g0 pues todo subconjunto de Q[ε,X1, . . . , Xn] tiene primer elemento
respecto de un orden monomial > fijo (ver Lema 15). Se tiene que
M(g0.Fk+1) = M(g0)M(Fk+1) = Xd

k+1M(g0) ∈ M(Ik). Al ser M(Ik) un ideal ge-
nerado por monomios, un monomio pertenece al mismo si y sólo si es divisible por
algún monomio generador. Calculamos el máximo común divisor entre los términos
iniciales de Fi y Fk+1:
MCD(M(Fk+1); M(Fi)) = MCD(Xd

k+1; X
d
i ) = 1 para 1 ≤ i ≤ k resulta entonces

que M(g0.Fk+1) ∈ Ik implica que M(g0) ∈ M(Ik). Sea h ∈ Ik tal que M(g0) = M(h).
Se tiene que (g0 − h)Fk+1 ∈ Ik y M(g0 − h) < M(g0) = min{M(g) : g ∈ C}. Si
g0 − h ∈ Ik, entonces g0 ∈ Ik, lo cual es falso, y si g0 − h /∈ Ik, entonces g0 − h ∈ C,
pero esto es absurdo pues M(g0 − h) < M(g0).

v) De la desigualdad de Bézout y de la observación de que el grado de una hiper-
superficie es igual al grado del polinomio que la define, se deduce que, al ser V
una variedad definida por la sucesión regular F1, . . . , Fn de grado d, se tiene que
deg(V ) ≤ dn. La otra desigualdad se deduce de la Proposición 10:
En nuestro caso, F1, . . . , Fn es una sucesión regular en Q[ε,X1, . . . , Xn], A = Q[ε],
B = B, el ideal (F1, . . . , Fn) es radical en Q[ε, X1, . . . , Xn] (ver Proposición 25) y
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las variables se encuentran en posición de Noether, aśı que tenemos la desigualdad
deg(V ) ≥ #D = dn donde D es la base obtenida en ii).

Observación 27 El punto 0 ∈ IAn+1 es un punto singular de la variedad V y es el
único elemento de la fibra π−1(0).

Sea H un polinomio perteneciente a Q[ε,X1, . . . , Xn]. Dado que el morfismo de
anillos Q[ε] −→ B es entero, existe un único polinomio mH en Q[ε][T ], mónico en T
y de grado mı́nimo en T , tal que mH(H) = 0 en B.

Tenemos la siguiente cota para el grado total de mH :

Proposición 28 ([SS96]) Sea F en k[X1, . . . , Xm] un ideal radical, V:=V(F) y
supongamos que la dimensión de V es r y que las variables están en posición de
Noether. Sea A := k[X1, . . . , Xr] y B := k[X1, . . . , Xm]/F y sea f ∈ k[X1, . . . , Xm].
Entonces, existe un polinomio mónico F ∈ A[T ] que verifica que F (f) = 0 en B y
cuyo grado total está acotado por deg(V ). deg(f).

En nuestro caso, k = Q, F = I, la variedad V tiene dimensión 1 y A = Q[ε].
Entonces, dado H ∈ Q[ε,X1, . . . , Xn], el polinomio mH ∈ Q[ε][T ] tiene grado total
acotado por dn. deg(H).

Observación 29 El grado en la variable T de mH está acotado por el grado de V .

Esto se debe a que B es un Q[ε] - módulo de rango igual al grado geométrico de V .

Recordamos que a partir de las Proposiciones 21 y 22 se tienen exactamente dn n–
uplas r̄(i) en C[|ε1/d|]n que se anulan en los polinomios F1, . . . , Fn. Cada coordenada

r
(i)
j de la n–upla r̄(i) = (r

(i)
1 , . . . , r(i)

n ) se escribe r
(i)
j = a

(ki)
j ε1/d + Ri,j donde a

(ki)
j es

una ráız d–ésima de αj y O(Ri,j) > 1/d.
Dado que hay una cantidad finita de n–uplas que se anulan en los polinomios
F1, . . . , Fn, existe U =

∑n
k=1 λkXk ∈ Q[X1, . . . , Xn] una forma lineal tal que U(r̄(i)) 6=

U(r̄(j)) para n–uplas distintas r̄(i), r̄(j). Existe una tal forma lineal, una manera de
probarlo es utilizando la siguiente afirmación:
Afirmación: Dado m ∈ IN, sean P1, . . . , Pm elementos distintos de Cn. Existe una
forma lineal U =

∑n
k=1 λkXk ∈ Q[X1, . . . , Xn] tal que U(Pi) 6= U(Pj) para Pi 6= Pj.

Dada una forma lineal U =
∑n

k=1 λkXk ∈ Q[X1, . . . , Xn], evaluar U en un elemento
P ∈ Cn es igual a hacer el producto interno usual de Cn entre P y λ = (λ1, . . . , λn).
Pedir que U(Pi) 6= U(Pj) para Pi 6= Pj es equivalente a pedir que U(Pi)−U(Pj) 6= 0
para Pi 6= Pj y puesto que U(Pi)−U(Pj) = U(Pi−Pj) es el producto interno entre
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los vectores λ = (λ1, . . . , λn) y Pi − Pj, esto es equivalente a pedir que el vector
(λ1, . . . , λn) no sea perpendicular a los vectores Pi − Pj para todo par i, j distintos.
Fijando i 6= j, el conjunto Wi,j := {w ∈ Cn :< w; (Pi − Pj) >= 0} de vectores
perpendiculares al vector Pi−Pj es un subespacio lineal cerrado de dimensión n−1,
y su complemento es un abierto denso de Cn. La unión finita de subespacios de
dimensión n − 1 es un cerrado inclúıdo estrictamente en Cn, y su complemento es
un abierto denso de Cn. Puesto que Qn también es un conjunto denso en Cn, existe
λ = (λ1, . . . , λn) ∈ Qn que no pertenece a Wi,j para todo par i 6= j y por lo tanto
la forma lineal U =

∑n
k=1 λkXk ∈ Q[X1, . . . , Xn] verifica que U(Pi) 6= U(Pj) para

Pi 6= Pj.

Sean P1, . . . , Pdn ∈ Cn todas las n–uplas tales que sus coordenadas son ráıces d–
ésimas de α1, . . . , αn respectivamente. Sea U =

∑n
k=1 λkXk ∈ Q[X1, . . . , Xn] una

forma lineal tal que U(Pi) 6= U(Pj) para Pi 6= Pj, entonces U(r̄(i)) 6= U(r̄(j)) para
n–uplas distintas r̄(i), r̄(j).

Sea mu ∈ Q[ε][T ] el polinomio mónico en T y de grado mı́nimo en T tal que
mu(U) ∈ I. Este polinomio existe y tiene grado en T acotado por dn; esto es
consecuencia de la Proposición 26. Existen g1, . . . , gn ∈ Q[ε,X1, . . . , Xn] tal que

mu(U) =
n∑

i=1

giFi en Q[ε,X1, . . . , Xn].

Evaluando esta igualdad en las n–uplas r̄(i) para 1 ≤ i ≤ dn se tiene

mu(U)(r̄(i)) = mu(U((r̄(i)))) = 0 en C[|ε1/d|].
Dado que U((r̄(i))) 6= U((r̄(i))) para n–uplas distintas se tienen dn ráıces de mu en
C[|ε1/d|] y son todas por la cota de grado de mu. Puesto que C[|ε1/d|][T ] es un
dominio de factorización única, mu se factoriza

mu =
dn∏

k=1

(T − U((r̄(k)))) en C[|ε1/d|][T ].

La forma lineal U permite obtener una base del Q(ε) - espacio vectorial B′ :=
= Q(ε)⊗Q[ε] B de la siguiente manera: siendo u la imagen de U en B′, el conjunto
de las potencias P := {1, u, . . . , udn−1} es una base. Sean v1, . . . , vn ∈ Q[ε][T ] tal
que Xi − vi(u) ∈ B. El grado de cada polinomio vi está acotado por dn − 1.
Consideramos la homotecia Q[ε] - lineal η en B correspondiente a multiplicar por u.
Se sigue que la matriz M de η en la base P es la matriz compañera del polinomio
mu. Los autovalores de esta matriz son las ráıces del polinomio mu. Por lo tanto,
existe una base P ′ de la C(ε)∗ - álgebra C(ε)∗[X1, . . . , Xn]/(F1, . . . , Fn) tal que la
matriz M ′ de la homotecia η tiene la forma
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M ′ =




u(r̄(1)) 0 . . . 0
0 u(r̄(2)) . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . u(r̄(dn))




Para 1 ≤ i ≤ n consideramos las homotecias ηXi
inducidas por la multiplicación

por la clase de Xi en B. Sean MXi
∈ Q(ε)dn×dn

las matrices correspondientes a
estas homotecias en la base P . Dado un polinomio H ∈ Q[ε,X1, . . . , Xn], sea ηH

la homotecia asociada y MH la matriz de ηH en la base P . Puesto que B es un
álgebra conmutativa, se sigue que las homotecias ηX1 , . . . , ηXn y por lo tanto las
matrices MX1 , . . . , MXn conmutan entre śı. Esto implica que ηH = H(ηX1 , . . . , ηXn),
MH = H(MX1 , . . . , MXn).
La igualdad de ideales I = (mu(U), X1−v1(U), . . . , Xn−vn(U)) en Q(ε)[X1, . . . , Xn]
implica las siguientes identidades:

ηX1 = v1(η), . . . , ηXn = vn(η),

MX1 = v1(M), . . . ,MXn = vn(M).

Entonces, para cualquier polinomio H de Q[ε,X1, . . . , Xn] vale que:

ηH = H(v1(η), . . . , vn(η)),

MH = H(v1(M), . . . , vn(M)).

Por lo tanto, la matriz MH es semejante a la matriz

M ′
H =




H(v1(u(r̄(1))), . . . , vn(u(r̄(1)))) . . . 0
...

. . .
...

0 . . . H(v1(u(r̄(dn))), . . . , vn(u(r̄(dn))))




=




H(r̄(1)) . . . 0
...

. . .
...

0 . . . H(r̄(dn))




Sea q ∈ Q(ε)[T ] el polinomio caracteŕıstico de MH y µ ∈ Q(ε)[T ] su polinomio
minimal. Se tiene la siguiente observación:

Observación 30 Los polinomios q y µ pertenecen a Q[ε][T ].
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Demostración.– Sea mH ∈ Q[ε][T ] el polinomio mónico en T y de grado mı́nimo
en T tal que mH(H) ∈ I. Notamos que mH(MH) = MmH(H) = 0 y por lo tanto µ
divide a mH . Puesto que los polinomios mH y µ son mónicos deducimos del Lema
de Gauss que µ pertenece a Q[ε][T ] y también q.

Sea q ∈ Q[ε][T ] el polinomio caracteŕıstico de MH . Por el teorema de Cayley-
Hamilton se tiene que la matriz q(MH) = Mq(H) es la matriz nula y, puesto que
la matriz Mq(H) es la matriz de la homotecia ηq(H) en la base P , se deduce que el
polinomio q(H) pertenece a I. Dado que B es un álgebra reducida, el polinomio
minimal de MH es el polinomio minimal de H en B. Hemos probado entonces la
siguiente proposición:

Proposición 31 Con la notación anterior, sea q :=
∏dn

k=1(T −H(r̄(k))) en C(ε)∗[T ].
Entonces, q pertenece a Q[ε][T ] y q(H) = 0 en B. Más aun, el polinomio mH :=
q/MCD(q; q′) es el polinomio minimal buscado.

Idea de lo que sigue : Queremos encontrar las series de Puiseux de las variables
(X1, . . . , Xn) respecto de ε. Dado que la fibra correspondiente al cero está compuesta
por un punto singular, debemos hacer algunas cuentas a mano. Más concretamente,
encontraremos el primer término de cada serie, y después de un cambio de variables,
estaremos en condiciones de aplicar el operador de Newton.

Sean B1, . . . , Bn indeterminadas sobre Q[ε,X1, . . . , Xn],
sean F̃1, . . . , F̃n ∈ Q[B1, . . . , Bn]/(Bd

1 − α1, . . . , B
d
n − αn)(ε1/d)[X1, . . . , Xn] definidos

de la siguiente manera:





F̃1 = (F1((X1 + B1)ε
1/d, . . . , (Xn + Bn)ε1/d))ε−1

...

F̃n = (Fn((X1 + B1)ε
1/d, . . . , (Xn + Bn)ε1/d))ε−1

(6)

Los polinomios F̃1, . . . , F̃n ∈ Q[B1, . . . , Bn]/(Bd
1 −α1, . . . , B

d
n−αn)(ε1/d)[X1, . . . , Xn]

“representan”, de alguna manera, a los polinomios F̃1, . . . , F̃n ∈ C[ε1/d][X1, . . . , Xn]
definidos en la Proposición 22 pues las indeterminadas B1, . . . , Bn son ráıces d–
ésimas de α1, . . . , αn en el anillo Q[B1, . . . , Bn]/(Bd

1 − α1, . . . , B
d
n − αn).

Observación 32 Los polinomios F̃1, . . . , F̃n pertenecen a
Q[B1, . . . , Bn]/(Bd

1 − α1, . . . , B
d
n − αn)[ε1/d][X1, . . . , Xn].

Demostración.– Los polinomios están en
Q[B1, . . . , Bn]/(Bd

1 − α1, . . . , B
d
n − αn)[ε1/d][X1, . . . , Xn] pues

F̃i = (Fi((X1 + B1)ε
1/d, . . . , (Xn + Bn)ε1/d))ε−1 = (((Xi + Bi)ε

1/d)d − εGi((X1 +
B1)ε

1/d, . . . , (Xn+Bn)ε1/d)))ε−1 = (Xi+Bi)
d−Gi((X1+B1)ε

1/d, . . . , (Xn+Bn)ε1/d)).
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Definición 33 SeaR el anillo semilocal Q[B1, . . . , Bn]/(Bd
1−α1, . . . , B

d
n−αn)[|ε1/d|].

Un elemento f de R es una serie formal en ε1/d, con coeficientes en
Q[B1, . . . , Bn]/(Bd

1 − α1, . . . , B
d
n − αn). f se escribe entonces

∑∞
k=k0

akε
k/d donde

k0 ≥ 0 y ak0 6= 0. Se define el orden de f como el número racional k0/d.

Via la inclusión Q[B1, . . . , Bn]/(Bd
1 − α1, . . . , B

d
n − αn)[ε1/d] ↪→R se puede pensar a

los polinomios F̃i en R[X1, . . . , Xn].

Observación 34 Sea g ∈ R inversible, sea f ∈ R tal que O(f − g) > 0, entonces
f es inversible en R.

Demostración.– f tiene una escritura de tipo
∑∞

k=0 akε
k/d donde

ak ∈ Q[B1, . . . , Bn]/(Bd
1 − α1, . . . , B

d
n − αn). Dado que O(f − g) > 0, resulta a0

el término constante de la escritura de g como serie de potencias de ε1/d. Puesto
que g es inversible en R, a0 es inversible en Q[B1, . . . , Bn]/(Bd

1 − α1, . . . , B
d
n − αn).

Definimos bk recursivamente:
b0 = a−1

0

bk = −a−1
0

∑k−1
j=0 ak−jbj si k ≥ 1

Se prueba inductivamente que bk ∈ Q[B1, . . . , Bn]/(Bd
1 − α1, . . . , B

d
n − αn) y que∑∞

k=0 bkε
k/d es el inverso de f .

Observación 35 El vector 0 = (0, . . . , 0) ∈ Rn verifica:

i) O(F̃i(0)) ≥ 1/d para 1 ≤ i ≤ n.

ii) det(DF̃ )(0) es inversible en R y por lo tanto D(F̃ )(0) es inversible en Rn×n.

Demostración.– El polinomio F̃i, evaluado en 0 resulta:

F̃i(0) = (Fi((0 + B1)ε
1/d, . . . , (0 + Bn)ε1/d))ε−1 =

= (((0 + Bi)ε
1/d)d − εGi((0 + B1)ε

1/d, . . . , (0 + Bn)ε1/d))ε−1 =

= (Bi)
d −Gi((B1)ε

1/d, . . . , (Bn)ε1/d)

Dado que Bd
i = αi y que O(Gi((B1)ε

1/d, . . . , (Bn)ε1/d)−αi) ≥ 1/d, se tiene la primer
afirmación.
La derivada parcial de F̃i respecto de Xj es

∂

∂Xj

F̃i =
∂

∂Xj

(Xi + Bi)
d − ∂

∂Xj

Gi((X1 + B1)ε
1/d, . . . , (Xn + Bn)ε1/d) =
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= δi,jd(Xi + Bi)
d−1 − ∂

∂Xj

Gi(B1ε
1/d, . . . , Bnε

1/d)ε1/d,

donde δi,j vale 1 si i = j y 0 en otro caso. Evaluada en 0 resulta

∂

∂Xj

F̃i(0) = δi,jdBd−1
i − ∂

∂Xj

Gi(B1, . . . , Bn)ε1/d

En particular se tiene que O( ∂
∂Xj

F̃i(0)) = 0 si i = j y O( ∂
∂Xj

F̃i(0)) ≥ 1/d si i 6= j y

por lo tanto

O(det(DF̃ )(0)− dn
n∏

i=1

Bd−1
i ) ≥ 1/d. (7)

dn ∏n
i=1 Bd−1

i es inversible en R pues Bi es inversible en R para todo i, y se sigue de
la Observación 34 que det(DF̃ )(0) es inversible en R. Esto implica que D(F̃ )(0) es
inversible en Rn×n y su inversa es la matriz

(det(DF̃ ))(0))−1Adj(D(F̃ ))(0).

4 Operador de Newton sin divisiones

Recordamos la definición de los polinomios F̃1, . . . , F̃n

∈ Q[B1, . . . , Bn]/(Bd
1−α1, . . . , B

d
n−αn)[ε1/d][X1, . . . , Xn] dada en la sección anterior,





F̃1 = (F1((X1 + B1)ε
1/d, . . . , (Xn + Bn)ε1/d))ε−1

...

F̃n = (Fn((X1 + B1)ε
1/d, . . . , (Xn + Bn)ε1/d))ε−1

Recordamos también que definimos el anillo R := Q[B1, . . . , Bn]/(Bd
1 −α1, . . . , B

d
n−

αn)[|ε1/d|] y que podemos pensar a los polinomios F̃1, . . . , F̃n en R[X1, . . . , Xn]. Sea

F̃ := (F̃1, . . . , F̃n) y sea D(F̃ ) := ( ∂F̃i

∂Xj
)1≤i,j≤n la matriz jacobiana de los polinomios

F̃1, . . . , F̃n. Suponiendo que esta matriz es regular y considerando los polinomios
F̃1, . . . , F̃n como funciones racionales en (X1, . . . , Xn), se define el siguiente operador
de Newton–Hensel:

N
F̃
(X1, . . . , Xn) :=




X1
...

Xn


−D(F̃ )−1




F̃1(X1, . . . , Xn)
...

F̃n(X1, . . . , Xn)


 .

Se tiene la siguiente versión del Lema de Hensel ([Mat97]):
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Lema 36 Existen únicas series de potencias R1, . . . , Rn en R que verifican las si-
guientes condiciones:

• Para i = 1, . . . , n vale la siguiente identidad en R:

F̃i(R1, . . . , Rn) = 0.

• Para i = 1, . . . , n vale que O(Ri) ≥ 1/d.

Demostración.– Se define la siguiente sucesión en Rn:

R(0) := (0, . . . , 0)

R(N+1) := N
F̃
(R(N))t para N ≥ 0

donde At denota la matriz transpuesta de A. Obsérvese que de la definición de
R(N), por medio de un argumento inductivo se deduce que cada R

(N)
j representa una

función racional de Q(ε1/d, X1, . . . , Xn).
Se nota por M el ideal M := (ε1/d) generado por ε1/d en R. Entonces las siguientes
afirmaciones son válidas para todo N ∈ IN:

i) F̃i(R
(N))) ∈M2N

para 1 ≤ i ≤ n.

ii) det(D(F̃ ))(R(N)) es un elemento inversible de R y por lo tanto R(N+1) está
bien definido.

Estas afirmaciones se demuestran por inducción en N . En el caso N = 0, las
afirmaciones i) e ii) se probaron en la Observación 35.
En el caso general, suponiendo ambas afirmaciones ciertas para el caso N , veamos
que se verifican para el caso N +1. Sean Y1, . . . , Yn nuevas indeterminadas. A partir
de un desarrollo formal de Taylor de los polinomios F̃1, . . . , F̃n en torno a Y1, . . . , Yn

se obtiene la siguiente identidad en R[X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Yn]:

F̃i(X1, . . . , Xn) = F̃i(Y1, . . . , Yn) +
∑n

j=1
∂F̃i

∂Xj
(Y1, . . . , Yn).(Xj − Yj)

módulo (X1 − Y1, . . . , Xn − Yn)2
(8)

para i = 1, . . . , n, donde (X1 − Y1, . . . , Xn − Yn) denota el ideal generado por los
polinomios X1 − Y1, . . . , Xn − Yn en R[X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Yn].

Reemplazando en la ecuación (8) las variables X1, . . . , Xn por R
(N+1)
1 , . . . , R(N+1)

n e

Y1, . . . , Yn por R
(N)
1 , . . . , R(N)

n , se obtiene la siguiente identidad en R:
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F̃i(R
(N+1)) = F̃i(R

(N)) +
∑n

j=1
∂F̃i

∂Xj
(R(N)).(R

(N+1)
j −R

(N)
j )

módulo (R
(N+1)
1 −R

(N)
1 , . . . , R(N+1)

n −R(N)
n )2

(9)

De la definición de R(N) resulta:

R(N+1) −R(N) = −D(F̃ )−1(R(N)).




F̃1(R
(N))

...

F̃n(R(N))




En consecuencia, multiplicando ambos miembros de esta identidad por el vector

( ∂F̃i

∂X1
(R(N)), . . . , ∂F̃i

∂Xn
(R(N))), que constituye la i–ésima fila de la matriz D(F̃ )(R(N)),

se tiene la siguiente ecuación:

(
∂F̃i

∂X1

(R(N)), . . . ,
∂F̃i

∂Xn

(R(N))).(R(N+1) −R(N))t =

(
∂F̃i

∂X1

(R(N)), . . . ,
∂F̃i

∂Xn

(R(N))).(−D(F̃ )−1(R(N))).




F̃1(R
(N))

...

F̃n(R(N))


 =

= −(0, . . . ,

i︷︸︸︷
1 , 0, . . . , 0).




F̃1(R
(N))

...

F̃n(R(N))


 = −F̃i(R

(N))

Por lo tanto, reemplazando esta última identidad en (9) se obtiene:

F̃i(R
(N+1)) = F̃i(R

(N))+

+(
∂F̃i

∂X1

(R(N)), . . . ,
∂F̃i

∂Xn

(R(N))).(−D(F̃ )−1(R(N))).




F̃1(R
(N))

...

F̃n(R(N))


 =

= F̃i(R
(N))− F̃i(R

(N)) = 0

módulo (R
(N+1)
1 −R

(N)
1 , . . . , R(N+1)

n −R(N)
n )2

de donde se deduce que

F̃i(R
(N+1)) ∈ (R

(N+1)
1 −R

(N)
1 , . . . , R(N+1)

n −R(N)
n )2
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para i = 1, . . . , n. Ahora bien, como

(R(N+1) −R(N)))t = −D(F̃ )−1(R(N)).




F̃1(R
(N))

...

F̃n(R(N))




y F̃i(R
(N)) ∈M2N

para i = 1, . . . , n por hipótesis inductiva, resulta entonces que

(R
(N+1)
1 −R

(N)
1 , . . . , R(N+1)

n −R(N)
n )2 ⊆ (M2N

)2 = M2N+1

lo que demuestra i).
Con respecto a la segunda afirmación, realizando un desarrollo de Taylor formal del
polinomio det(D(F̃ )) como en (8), se obtiene la siguiente expresión:

det(D(F̃ ))(X1, . . . , Xn) = det(D(F̃ ))(Y1, . . . , Yn)+

+
n∑

j=1

∂ det(D(F̃ ))

∂Xj

(Y1, . . . , Yn).(Xj − Yj) módulo (X1 − Y1, . . . , Xn − Yn)2 (10)

Si se reemplaza en esta ecuación, del mismo modo que en (9), las variables X1, . . . , Xn

por R
(N+1)
1 , . . . , R(N+1)

n y las variables Y1, . . . , Yn por R
(N)
1 , . . . , R(N)

n se obtiene la si-
guiente identidad:

det(D(F̃ ))(R(N+1)) = det(D(F̃ ))(R(N))+

+
n∑

j=1

∂ det(D(F̃ ))

∂Xj

(R(N)).(R
(N+1)
j −R

(N)
j )

módulo (R
(N+1)
1 −R

(N)
1 , . . . , R(N+1)

n −R(N)
n )2

Dado que se verifica que R
(N+1)
j −R

(N)
j ∈M2N ⊆M para j = 1, . . . , n y

det(D(F̃ ))(R(N)) es inversible en R por hipótesis, se deduce de la observación (34)
que det(D(F̃ ))(R(N+1)) también es inversible en R.

De las afirmaciones i) e ii) se desprende que la sucesión {R(N)
j }N∈IN converge en R a

una serie de potencias Rj para j = 1, . . . , n. Estas son las series de potencias cuya
existencia afirma el enunciado del Lema.
Denótese por R el vector de series de potencias R := (R1, . . . , Rn). En primer lugar,

dado que R
(N+1)
j −R

(N)
j ∈M2N

para todo N ∈ IN, se deduce que

Rj ≡ R
(N)
j módulo M2N

para todo N ∈ IN (11)

37



Combinando esta observación con la ecuación (8), se tiene que

F̃i(R) = F̃i(R
(N)) + D(F̃ )(R(N)).




R1 −R
(N)
1

...
Rn −R(N)

n


 módulo M2N

para i = 1, . . . , n, de donde se deduce que F̃i(R) ∈M2N
para todo N ∈ IN. Luego

F̃i(R) = 0 en R

para i = 1, . . . , n, que era lo que se queŕıa demostrar.
Por otra parte, de (11) y de que (R

(0)
1 , . . . , R(0)

n ) = (0, . . . , 0) se sigue que O(R) ≥ 1/d.

En cuanto a la unicidad, suponiendo que existiera otra solución distinta R̃ =
(R̃1, . . . , R̃n) en las condiciones del enunciado, es decir que se anula en F̃ y para
i = 1, . . . , n vale que O(R̃i) ≥ 1/d, aplicando una vez más la expresión (8) se
obtiene:

F̃i(R) = F̃i(R̃) + D(F̃ )(R̃).




R1 − R̃1
...

Rn − R̃n




módulo (R1 − R̃1, . . . , Rn − R̃n)2

Como F̃i(R) = F̃i(R̃) = 0, se tiene:




0
...
0


 = D(F̃ )(R̃).




R1 − R̃1
...

Rn − R̃n




módulo (R1 − R̃1, . . . , Rn − R̃n)2 (12)

Puesto que para i = 1, . . . , n vale que O(Ri) ≥ 1/d,O(R̃i) ≥ 1/d, se sigue que
Ri − R̃i ∈ M para i = 1, . . . , n. Reemplazando en la ecuación (10) las variables
X1, . . . , Xn por R1, . . . , Rn y las variables Y1, . . . , Yn por R̃1, . . . , R̃n se obtiene la
siguiente identidad:

det(D(F̃ ))(R) = det(D(F̃ ))(R̃)+

+
n∑

j=1

∂ det(D(F̃ ))

∂Xj

(R̃).(Rj − R̃j)

módulo (R1 − R̃1, . . . , Rn − R̃n)2
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Puesto que hemos probado que det(D(F̃ ))(R) /∈M, se sigue de esta última ecuación
y del hecho que Ri − R̃i ∈ M para i = 1, . . . , n que det(D(F̃ ))(R̃) /∈ M. De ésto
y de la ecuación (12) se deduce entonces que Ri − R̃i ∈ M2 para i = 1, . . . , n.
Utilizando la ecuación (12) se demuestra inductivamente que Ri − R̃i ∈ M2N

para
todo N ∈ IN, i = 1, . . . , n, lo que a su vez implica que Ri = R̃i para i = 1, . . . , n,
como se queŕıa demostrar.

Gracias a la cota del grado total de mH obtenida en la Proposición 28 y al “orden”
de convergencia de la sucesión RN que se obtiene de la ecuación (11), será suficiente
calcular hasta la dlog(deg(H)) + (n + 1) log(d)e– ésima iteración del operador de
Newton.
Sea A = Q[B1, . . . , Bn, ε

1/d], sea K su cuerpo de fracciones. Se puede pensar al
operador de Newton definido para funciones de K(X1, . . . , Xn). Por lo tanto, para

cualquier número natural k ∈ IN, existen polinomios g
(k)
1 , . . . , g(k)

n ,
h(k) ∈ A[X1, . . . , Xn] tales que

N
(k)

F̃
=


g

(k)
1

h(k)
, . . . ,

g(k)
n

h(k)


 .

El Lema siguiente muestra la existencia de un esquema de evaluación que calcula
tales polinomios sin utilizar divisiones.

Lema 37 Supongamos que los polinomios F̃1, . . . , F̃n vienen dados por un circuito
aritmético β en espacio S y tiempo T . Entonces, existe un circuito aritmético en
espacio O(Sn) y tiempo O((T n + n4)k) que, utilizando los mismos parámetros que

β, computa los numeradores g
(k)
1 , . . . , g(k)

n y un denominador (distinto de cero) h(k)

para N
(k)

F̃
.

Más aún, el denominador h(k) evaluado en 0, . . . , 0 es un elemento inversible del
anillo R = Q[B1, . . . , Bn]/(Bd

1 − α1, . . . , B
d
n − αn)[|ε1/d|].

Demostración.– Calculamos las n2 entradas de la matriz Jacobiana D(F̃ ) espacio
S + 1 y tiempo (2n + 1)T según el Lema (3).
Sea Adj(D(F̃ )) = (ai,j)1≤i,j≤n la matriz adjunta de D(F̃ ). Tanto Adj(D(F̃ )) como
el determinante de la matriz jacobiana D(F̃ ) se evalúan mediante una adaptación
del algoritmo de Samuelson para el cálculo de determinantes (ver [FF63] o [Abd97])
en espacio O(log n + S) y tiempo O(n5 + nT ).
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Puesto que D(F̃ )−1 = det(DF̃ ))−1Adj(D(F̃ )), el operador N
F̃

se puede escribir
como

N
F̃

=

det(DF̃ ))




X1
...

Xn


− Adj(D(F̃ ))




F̃1(X1, . . . , Xn)
...

F̃n(X1, . . . , Xn)




det(DF̃ )
(13)

Los coeficientes ai,j de la matriz Adj(D(F̃ )) son polinomios en A[X1, . . . , Xn] con
grado acotado por (n − 1)(d − 1). Por otro lado, es evidente que el determinante
de la matriz jacobiana det(DF̃ ) es un polinomio en A[X1, . . . , Xn] cuyo grado está
acotado superiormente por n(d− 1).
Definimos ahora, para 1 ≤ i ≤ n, los siguientes polinomios de A[X1, . . . , Xn]

gi := det(DF̃ )Xi −
n∑

j=1

ai,jF̃j.

Veamos, en primer lugar, que el grado total de gi está acotado por v := n(d−1)+1.
Para ello, basta escribir el desarrollo de det(DF̃ ) por los elementos de la columna

i–ésima de DF̃ , es decir, det(DF̃ ) =
∑n

j=1 ai,j
∂F̃j

∂Xi
. Aśı,

gi =
n∑

j=1

ai,j(
∂F̃j

∂Xi

.Xi − F̃j).

Esta identidad demuestra que, efectivamente, el grado de gi es menor o igual que v.
Introducimos una nueva variable X0 y sean (hgi)(X0, X1, . . . , Xn) ∈ A[X0, . . . , Xn]
y (hdet(DF̃ ))(X0, . . . , Xn) ∈ A[X0, . . . , Xn] los polinomios homogeneizados de gi y
del determinante jacobiano, det(DF̃ ), con respecto a la variable X0.

Sean ahora:

• g̃i(X0, . . . , Xn) := X
v−deg(gi)
0 .(hgi),

• h̃(X0, . . . , Xn) := X
v−deg(det(DF̃ ))
0 .(hdet(DF̃ )).

Estos polinomios pertenecen a A[X0, . . . , Xn]. De acuerdo al Lema (4), existe un
esquema de evaluación sin divisiones en espacio O(log n + S) y tiempo O(d2(n7 +
n3T )) que representa a los polinomios g̃1, . . . , g̃n, h̃. Por otro lado, definimos, de
manera recursiva, los polinomios siguientes:

• para k = 1 y 1 ≤ i ≤ n, sea

g
(1)
i := g̃i(1, X1, . . . , Xn) y

h(1) := h̃(1, X1, . . . , Xn),
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• para k ≥ 2 y 1 ≤ i ≤ n, sea

g
(k)
i := g̃i(h̃

(k−1), g̃
(k−1)
1 , . . . , g̃(k−1)

n ) y

h(k) := h̃(h(k−1), g
(k−1)
1 , . . . , g(k−1)

n ).

Probaremos por inducción en k que h(k)(0, . . . , 0) es inversible en R y que

g
(k)
1 , . . . , g(k)

n , h(k) son los numeradores y el denominador de N
(k)

F̃
.

Claramente g
(1)
1 , . . . , g(1)

n , h(1) son los numeradores y el denominador de N
(1)

F̃
. De

acuerdo a la ecuación (7) de la Observación 35, el polinomio h(1) evaluado en
(0, . . . , 0) verifica la siguiente relación de congruencia:

h(1)(0, . . . , 0) ≡ dn
n∏

i=1

Bd−1
i módulo ε1/d

y puesto que Bi es inversible en R para 1 ≤ i ≤ n, h(1)(0, . . . , 0) resulta inversible
en R.
Es claro que los polinomios g

(k)
1 , . . . , g(k)

n , h(k) pertenecen a A[X1, . . . , Xn] =

= Q[B1, . . . , Bn, ε1/d, X1, . . . , Xn]. Además los polinomios g
(k)
1 , . . . , g(k)

n y el polinomio
h(k) son, respectivamente, numeradores y denominador del operador de Newton–
Hensel iterado k veces:

g
(k)
i

h(k)
=

gi(
g
(k−1)
1

h(k−1) , . . . ,
g
(k−1)
n

h(k−1) )

det(DF̃ )(
g
(k−1)
1

h(k−1) , . . . ,
g
(k−1)
n

h(k−1) )
=

(h(k−1))(v)

(h(k−1))(v)
.

gi(
g
(k−1)
1

h(k−1) , . . . ,
g
(k−1)
n

h(k−1) )

det(DF̃ )(
g
(k−1)
1

h(k−1) , . . . ,
g
(k−1)
n

h(k−1) )
=

=
(h(k−1))(v−deg(gi)).(hgi)(h

(k−1), g
(k−1)
1 , . . . , g(k−1)

n )

(h(k−1))(v−deg(det(DF̃ ))).(hdet(DF̃ ))(h(k−1), g
(k−1)
1 , . . . , g

(k−1)
n )

=

=
g̃i(h

(k−1), g
(k−1)
1 , . . . , g(k−1)

n )

h̃(h(k−1), g
(k−1)
1 , . . . , g

(k−1)
n )

.

Por otra parte, supongamos que el polinomio h(k−1) evaluado en (0, . . . , 0) es in-
versible en R. El polinomio h(k) se define

h(k) := h̃(h(k−1), g
(k−1)
1 , . . . , g(k−1)

n ) =

= (h(k−1))v−deg(det(DF̃ )).(hdet(DF̃ ))(h(k−1), g
(k−1)
1 , . . . , g(k−1)

n ).

Notamos 0 al vector (0, . . . , 0). Puesto que h(k−1)(0) es inversible en R se tienen las
siguientes igualdades en R:
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h(k)(0) = (h(k−1))v−deg(det(DF̃ ))(0).(hdet(DF̃ )(h(k−1)(0), g
(k−1)
1 (0), . . . , g(k−1)

n (0))) =

= (h(k−1))v(0) det(DF̃ )(
g

(k−1)
1 (0)

h(k−1)(0)
, . . . ,

g(k−1)
n (0)

h(k−1)(0)
) (14)

Resta demostrar que det(DF̃ )(
g
(k−1)
1 (0)

h(k−1)(0)
, . . . , g

(k−1)
n (0)

h(k−1)(0)
) es inversible en Rn. Ahora

bien, por hipótesis inductiva la n–upla (
g
(k−1)
1 (0)

h(k−1)(0)
, . . . , g

(k−1)
n (0)

h(k−1)(0)
) ∈ Rn es igual a R(k−1),

donde R(N) ∈ Rn se defińıa en el Lema 36 de la siguiente manera :

R(0) := (0, . . . , 0)

R(N+1) := N
F̃
(R(N))t para N ≥ 0.

En ese Lema se prueba que

det(D(F̃ ))(R(k)) = det(D(F̃ ))(R(k−1))+

+
n∑

j=1

∂ det(D(F̃ ))

∂Xj

(R(k−1)).(R
(k)
j −R

(k−1)
j )

módulo (R
(k)
1 −R

(k−1)
1 , . . . , R(k)

n −R(k−1)
n )2

Puesto que RN+1
j ≡ R

(N)
j módulo ε1/d para 1 ≤ N, 1 ≤ j ≤ n según la ecuación (11)

del Lema 36, se deduce que

det(D(F̃ ))(R(k)) ≡ det(D(F̃ ))(R(1)) módulo ε1/d

en R. Dado que det(D(F̃ ))(R(1)) es inversible en R, se tiene que det(D(F̃ ))(R(k))
también lo es. Retomando la ecuación (14), se prueba la inversibilidad de h(k)(0) en
R que es lo que se queŕıa demostrar.

Para evaluar tales polinomios, no es preciso más que iterar k veces el esquema de
evaluación anteriormente descrito. De tal forma, se obtienen las complejidades que
se establecen en el enunciado del Lema.

El operador de Newton definido en el Lema anterior es aplicable a w-múltiplos de
los polinomios F̃1, . . . , F̃n donde w ∈ Q[ε1/d] es un polinomio no nulo. En nuestro
algoritmo nos será útil poder aplicar el circuito aritmético anterior a los polinomios
εF̃1, . . . , εF̃n. Para ello necesitamos la siguiente observación:
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Observación 38 Bajo las hipótesis y notación anteriores, sean g
(k)
1 , . . . , g(k)

n , h(k)

los polinomios que se obtienen en el circuito aritmético descripto en el Lema an-
terior. Sea w ∈ Q[ε1/d] un polinomio no nulo, y supongamos que los polinomios
w, F̃1, . . . , F̃n vienen dados por un circuito aritmético β en espacio S y tiempo T .
Entonces, el circuito aritmético descripto en el Lema anterior es aplicable a los poli-
nomios wF̃1, . . . , wF̃n y los numeradores g

(w,k)
1 , . . . , g(w,k)

n y el denominador h(w,k)

obtenidos son w̃k-múltiplos de los polinomios g
(k)
1 , . . . , g(k)

n , h(k), donde w̃k es una po-
tencia de w. En particular, se tiene la siguiente igualdad en Q(B1, . . . , Bn, ε

1/d, X1, . . . , Xn) :

N
(k)

F̃
= (

g
(k)
1

h(k)
, . . . ,

g(k)
n

h(k)
) = (

w̃kg
(k)
1

w̃kh(k)
, . . . ,

w̃kg
(k)
n

w̃kh(k)
) = (

g
(w,k)
1

h(w,k)
, . . . ,

g(w,k)
n

h(w,k)
) = N

(k)

F̂
.

El nuevo circuito aritmético utiliza espacio O(Sn) y tiempo O((T n + n4)k).

Demostración.– Se prueba por inducción en k, el número de iteraciones del operador
de Newton que realiza el circuito aritmético.
Notamos D(wF̃ ) ∈ A[X1, . . . , Xn]n×n a la matriz jacobiana correspondiente a los

polinomios wF̃1, . . . , wF̃n, sea Adj(D(wF̃ )) = (a
(w)
i,j )1≤i,j≤n la matriz adjunta de

D(wF̃ ).
Recordamos que Adj(D(F̃ )) = (ai,j)1≤i,j≤n es la matriz adjunta de D(F̃ ). Puesto
que vale la siguiente igualdad entre las matrices jacobianas D(wF̃ ) = wD(F̃ ), por
propiedad del determinante se tienen las siguientes igualdades:

i) (a
(w)
i,j )1≤i,j≤n = Adj(D(wF̃ )) = wn−1Adj(D(F̃ )) = wn−1(ai,j)1≤i,j≤n.

ii) det(D(wF̃ )) = wn det(DF̃ ).

Recordamos la definición de los siguientes polinomios de A[X1, . . . , Xn], para 1 ≤
i ≤ n:

gi := det(DF̃ )Xi −
n∑

j=1

ai,jF̃j.

Notamos g
(w)
i a estos polinomios calculados a partir de wF̃ , es decir

g
(w)
i := det(D(wF̃ ))Xi −∑n

j=1 a
(w)
i,j wF̃j.

A partir de las igualdades i) e ii) se tienen las siguientes igualdades:

g
(w)
i := det(D(wF̃ ))Xi − ∑n

j=1 a
(w)
i,j wF̃j = wn det(DF̃ )Xi − wn−1w

∑n
j=1 ai,jF̃j =

wn(det(DF̃ )Xi −∑n
j=1 ai,jF̃j) = wngi.

Recordamos que v := n(d−1)+1 es una cota superior de los grados de los polinomios

gi y por lo tanto también de g
(w)
i .

Introduciendo una nueva variable X0, recordamos que
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(hgi)(X0, X1, . . . , Xn) ∈ A[X0, . . . , Xn] y (hdet)(DF̃ )(X0, . . . , Xn) ∈ A[X0, . . . , Xn]
son los polinomios homogeneizados de gi y del determinante jacobiano, det(DF̃ ),
con respecto a la variable X0.

Recordamos la definición de los polinomios g̃i, h̃:

• g̃i(X0, . . . , Xn) := X
v−deg(gi)
0 .(hgi),

• h̃(X0, . . . , Xn) := X
v−deg(det(DF̃ ))
0 .(hdet(DF̃ )).

Estos polinomios, calculados a partir de wF̃ , resultan:

• g̃
(w)
i (X0, . . . , Xn) := X

v−deg(gi)
0 .(hg

(w)
i ),

• h̃(w)(X0, . . . , Xn) := X
v−deg(det(DF̃ ))
0 .(hdet(D(wF̃ ))).

De las igualdades demostradas anteriormente se tienen las siguientes identidades:

g̃
(w)
i = X

v−deg(gi)
0 .wn.(hgi),

h̃(w) = X
v−deg(det(DF̃ ))
0 .wn.(hdet(DF̃ )).

Por último en el Lema anterior se defińıan de manera recursiva los polinomios si-
guientes:

• para k = 1 y 1 ≤ i ≤ n:

g
(1)
i := g̃i(1, X1, . . . , Xn) y

h(1) := h̃(1, X1, . . . , Xn),

• para k ≥ 2 y 1 ≤ i ≤ n:

g
(k)
i := g̃i(h

(k−1), g
(k−1)
1 , . . . , g(k−1)

n ) y

h(k) := h̃(h(k−1), g
(k−1)
1 , . . . , g(k−1)

n ).

Recordamos que los polinomios g
(k)
1 , . . . , g(k)

n y que el polinomio h(k) son, respectiva-
mente, numeradores y denominador del operador de Newton–Hensel iterado k veces,
aplicado a los polinomios F̃1, . . . , F̃n.
Los polinomios g

(k)
i , h(k), calculados a partir de wF̃ , resultan:

Para k = 1 y 1 ≤ i ≤ n:

g
(w,1)
i := g̃

(w)
i (1, X1, . . . , Xn) = wng̃i(1, X1, . . . , Xn) = wng

(1)
i y

h(w,1) := h̃(w)(1, X1, . . . , Xn) = wnh̃(1, X1, . . . , Xn) = wnh(1).
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Entonces la observación es cierta para el caso k = 1, donde w̃1 resulta igual a wn.

Para k ≥ 2 y 1 ≤ i ≤ n:

g
(w,k)
i := g̃

(w)
i (h(w,k−1), g

(w,k−1)
1 , . . . , g(w,k−1)

n ) y

h(w,k) := h̃(w)(h(w,k−1), g
(w,k−1)
1 , . . . , g(w,k−1)

n ).

Supongamos cierta la observación para el caso k = k0 − 1, veamos que es cierta
para k = k0. Por hipótesis inductiva, existe w̃k0−1 potencia de w tal que valen las
igualdades:

g
(w,k0−1)
i = w̃k0−1.g

(k0−1)
i ,

h(w,k0−1) = w̃k0−1.h
(k0−1).

De la definición recursiva de g
(w,k0)
i se tienen las igualdades:

g
(w,k0)
i := g̃

(w)
i (h(w,k0−1), g

(w,k0−1)
1 , . . . , g(w,k0−1)

n ) =

= (h(w,k0−1))v−deg(gi).(hg
(w)
i (h(w,k0−1), g

(w,k0−1)
1 , . . . , g(w,k0−1)

n )) =

= w̃v
k0−1.(h

(k0−1))v−deg(gi).wn.(hgi(h
(k0−1), g

(k0−1)
1 , . . . , g(k0−1)

n )) = w̃v
k0−1.w

n.g
(k0)
i .

Análogamente se sigue que h(w,k0) = w̃v
k0−1.w

n.h(k0). Puesto que w̃k0−1 es potencia
de w, se sigue que w̃v

k0−1.w
n también lo es, lo que prueba la hipótesis inductiva.

5 Las cuentas y su complejidad

5.1 Solución geométrica de V ′

Sea ahora el álgebra

A′ := Q[B1, . . . , Bn]/(Bd
1 − α1, . . . , B

d
n − αn).

Recordamos que αi = Gi(0, . . . , 0) para 1 ≤ i ≤ n, donde los polinomios Gi son los
del sistema de Pham (1). Sean I ′ := (Bd

1 − α1, . . . , B
d
n − αn) ⊆ Q[B1, . . . , Bn], V ′ :=

V (I ′) ⊆ IAn. Claramente se tiene que V ′ = {(ξ1, . . . , ξn) ∈ IAn : ξd
i = αi}, es decir

que los elementos de V ′ son todas las n - uplas a
(k1)
1 , . . . , a(kn)

n de ráıces d–ésimas
de α1, . . . , αn y por lo tanto #(V ′) = dn. Fijamos un orden en los elementos de
V ′ = {ξ(k) : 1 ≤ k ≤ dn}.

Proposición 39 Bajo las hipótesis y notación anteriores se verifica:

i) Bd
1 − α1, . . . , B

d
n − αn es una sucesión regular en Q[B1, . . . , Bn].
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ii) I ′ es un ideal radical y por lo tanto A′ es un álgebra reducida.

iii) A′ es un Q - espacio vectorial de dimensión finita, y dimQA′ = #(V ′) = dn.

Demostración.– i) Para 1 ≤ k < n fijo, sea el ideal I ′k := (Bd
1 − α1, . . . , B

d
k − αk)

en Q[B1, . . . , Bn]. Sea > el orden monomial lexicográfico en Q[B1, . . . , Bn]. Con este
orden se tiene que el término inicial del polinomio Bd

i − αi es M(Bd
i − αi) = Bd

i .
Como Bd

i , B
d
j son coprimos para i 6= j, del Lema 16 se sigue que Bd

1−α1, . . . , B
d
k−αk

es una base de Gröbner de I ′k.
Sea C := {g ∈ Q[B1, . . . , Bn] : g.(Bd

k+1 − αk+1) ∈ I ′k y g /∈ I ′k}. Por definición,
Bd

k+1 − αk+1 no es divisor de cero en Q[B1, . . . , Bn]/I ′k si y sólo si el conjunto C es
vaćıo. Supongamos por el contrario que C 6= ∅:
Sea g0 tal que M(g0) = min{M(g) : g ∈ C}. Existe un tal g0 pues todo subconjunto
de Q[ε,X1, . . . , Xn] tiene primer elemento respecto de un orden monomial > fijo (ver
Lema 15). Se tiene que
M(g0.(B

d
k+1 − αk+1)) = M(g0)M(Bd

k+1 − αk+1) = Bd
k+1M(g0) ∈ M(I ′k). Al ser

M(I ′k) un ideal generado por monomios, un monomio pertenece al mismo si y sólo
si es divisible por algún monomio generador. Calculamos el máximo común divisor
entre los términos iniciales de Bd

k+1 − αk+1 y Bd
i − αi:

MCD(M(Bd
k+1−αk+1); M(Bd

i −αi)) = MCD(Bd
k+1; B

d
i ) = 1 para 1 ≤ i ≤ k, resulta

entonces que M(g0.(B
d
k+1 − αk+1)) ∈ I ′k implica que M(g0) ∈ M(I ′k). Sea h ∈ I ′k tal

que M(g0) = M(h). Se tiene que (g0−h)(Bd
k+1−αk+1) ∈ I ′k y M(g0−h) < M(g0) =

min{M(g) : g ∈ C}. Si g0−h ∈ I ′k, entonces g0 ∈ I ′k, lo cual es falso, y si g0−h /∈ I ′k,
entonces g0 − h ∈ C, pero esto es absurdo pues M(g0 − h) < M(g0). Por lo tanto,
el polinomio Bd

k+1 − αk+1 no es divisor de cero en Q[B1, . . . , Bn]/I ′k. Dado que este
razonamiento se hace para todo 1 ≤ k < n, se sigue que Bd

1 − α1, . . . , B
d
n − αn es

una sucesión regular en Q[B1, . . . , Bn].

ii) Sea f ∈ Q[B1, . . . , Bn] y m ∈ IN tal que fm ∈ I ′. Sea > el orden monomial
definido en el ı́tem i). De acuerdo al algoritmo de división, existen h1, . . . , hn, r ∈
Q[B1, . . . , Bn] tal que f =

∑n
i=1 hi(B

d
i −αi)+r donde ningún monomio de r pertenece

al ideal (Bd
1 , . . . , B

d
n), lo cual implica que degBi

(r) < d para 1 ≤ i ≤ n. Por otra
parte, como fm ∈ I ′ se tiene que rm ∈ I ′. Dado que los polinomios de I ′ se anulan
en V ′, se sigue que rm (y por lo tanto r) se anula en V ′. De acuerdo a la Proposición
23, se sigue que r es el polinomio nulo y por lo tanto f ∈ I ′.

iii) Dado que I ′ es un ideal radical se tiene que A′ = Q[V ′]. Puesto que #(V ′) = dn

se sigue que A′ es un Q–espacio vectorial de dimensión dn.

Sea U ∈ ZZ[B1, . . . , Bn] una forma lineal que separa los puntos de la variedad V ′ (es
decir, se satisface que U(ξ(k)) 6= U(ξ(j)) para todo par de puntos distintos ξ(k), ξ(j) ∈
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V ′). Existe una tal forma lineal pues V ′ es un conjunto finito. Una forma lineal
en estas condiciones permite obtener una base de A′ como Q - espacio vectorial de
la siguiente manera: siendo u la imagen de U en A′, el conjunto de las potencias
P := {1, u, u2, . . . , udn−1} es una base. En tal caso, se llama a u un elemento
primitivo de A′. Sean v1, . . . , vn ∈ Q[T ] tales que Bi − vi(u) ∈ A′. El grado de cada
polinomio vi está acotado por dn − 1.
Sea q ∈ Q[T ] el polinomio minimal de u en A′. El polinomio q es mónico y tiene
grado deg q = #V ′ = dn. Puesto que U separa puntos de V ′, se tiene que q(T ) tiene
como ráıces a las imágenes de V ′ bajo U , es decir que q(T ) =

∏dn

i=1(T − U(ξ(i))).
Consideramos la homotecia Q - lineal η en A′ correspondiente a multiplicar por u.
Se sigue que la matriz M de η en la base P es la matriz compañera del polinomio
q. Los autovalores de esta matriz son las ráıces del polinomio q. Por lo tanto,
existe una base P ′ (y una matriz de cambio de base C ∈ Cdn×dn

) de la C - álgebra
C[B1, . . . , Bn]/(Bd

1 − α1, . . . , B
d
n − αn) tal que la matriz M ′ de la homotecia η tiene

la forma

CMC−1 = M ′ =




u(ξ(1)) 0 . . . 0
0 u(ξ(2)) . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . u(ξ(dn))




Para 1 ≤ i ≤ n consideramos las homotecias ηBi
inducidas por la multiplicación por

la clase de Bi en la Q - álgebra A′. Sean MBi
las matrices correspondientes a estas

homotecias en la base P . Sea S un polinomio en Q[B1, . . . , Bn], ηS la homotecia
asociada y MS la matriz de ηS en la base P . Puesto que A′ es un álgebra conmutativa,
se sigue que las homotecias ηB1 , . . . , ηBn y por lo tanto las matrices MB1 , . . . , MBn

conmutan entre śı. Esto implica que para cualquier polinomio S ∈ Q[B1, . . . , Bn] se
tiene que ηS = S(ηB1 , . . . , ηBn), MS = S(MB1 , . . . ,MBn).
La igualdad de ideales I ′ = (q(U), B1 − v1(U), . . . , Bn − vn(U)) en Q[B1, . . . , Bn]
implica las siguientes identidades:

ηB1 = v1(η), . . . , ηBn = vn(η),

MB1 = v1(M), . . . ,MBn = vn(M).

En particular se tiene que, para 1 ≤ i ≤ n la matriz de ηBi
en la base P ′ tiene la

forma

CMBi
C−1 = vi(CMC−1) =




a
(1)
i 0 . . . 0

0 a
(2)
i . . . 0

... . . .
. . .

...

0 0 . . . a
(dn)
i




(15)
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Entonces, para cualquier polinomio S de Q[B1, . . . , Bn] vale que:

ηS = S(v1(η), . . . , vn(η)),

MS = S(v1(M), . . . , vn(M)). (16)

Supongamos que el polinomio minimal q del elemento primitivo u sea reducible en
Q[T ]. Sea q = q1 . . . qs su descomposición en factores irreducibles no constantes en
Q[T ]. Sean Di = deg qi, se tiene que D1 + . . . + Ds = dn. Los polinomios qi son
coprimos pues q es un polinomio separable. Sea la siguiente matriz:

M∗ :=




M1 0 . . . 0
0 M2 . . . 0
... . . .

. . .
...

0 0 . . . Ms




donde, para cada 1 ≤ i ≤ s, la matriz Mi es la matriz compañera de qi. Del
hecho que los polinomios son coprimos dos a dos y del Teorema Chino del Resto se
deduce que M∗ es similar a la matriz M . Trabajar con la matriz M∗ en lugar de M
produce una reducción en la complejidad del algoritmo formulado anteriormente, ya
que el algoritmo trabaja con las matrices MBi

= vi(M); a partir de M∗, tenemos
las matrices M∗

Bi
= vi(M

∗).
Recordamos que en el Lema 37 se construye un circuito aritmético que teniendo
como entrada a los polinomios F̃1, . . . , F̃n computa numeradores g

(κ)
1 , . . . , g(κ)

n ∈
Q[B1, . . . , Bn, ε1/d, X1, . . . , Xn] y un denominador (distinto de cero)
h(κ) ∈ Q[B1, . . . , Bn, ε1/d, X1, . . . , Xn] correspondientes a aplicar κ pasos de iteración

del operador de Newton N
(κ)

F̃
. La cantidad de iteraciones del operador de Newton

necesarias en nuestro algoritmo es κ := dlog(deg(H)) + (n + 1) log(d)e.
Reemplazamos formalmente las indeterminadas Bi por las matrices MBi

y las inde-

terminadas Xj por 0 en g
(κ)
1 , . . . , g(κ)

n , h(κ) y definimos para i = 1, . . . , n las siguientes
matrices en Q[|ε1/d|]dn×dn

:

N (κ)
i := (MBi

+ g
(κ)
i (MB1 , . . . , MBn , 0, . . . , 0).h(κ)(MB1 , . . . , MBn , 0, . . . , 0)−1)ε1/d.

(17)

Para la buena definición de las matrices N (κ)
i necesitamos que la matriz

h(κ)(MB1 , . . . , MBn , 0, . . . , 0) sea inversible en Q[|ε1/d|]dn×dn
. Para ello probamos la

siguiente observación:

Sea J ⊆ Qdn×dn
la Q- álgebra generada por las matrices I,MB1 , . . . ,MBn . Es un

álgebra conmutativa pues las matrices que la generan conmutan entre śı. Se tiene
el siguiente isomorfismo de álgebras:
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Observación 40 La función

î : J −→ A′ = Q[B1, . . . , Bn]/(Bd
1 − α1, . . . , B

d
n − αn)

MBi
−→ Bi

está bien definida y es un isomorfismo de Q - álgebras.

Demostración.– Debemos probar que es un morfismo de Q - álgebras, para lo cual
basta ver que dado P ∈ Q[X1, . . . , Xn] un polinomio tal que P (MB1 , . . . , MBn) = 0
en J entonces P (B1, . . . , Bn) = 0 en A′. Recordamos (ver ecuación (15)) que existe
C ∈ Cdn×dn

inversible tal que para 1 ≤ i ≤ n vale:

CMBi
C−1 =




a
(1)
i 0 . . . 0

0 a
(2)
i . . . 0

... . . .
. . .

...

0 0 . . . a
(dn)
i




Entonces se tienen las igualdades
0 = CP (MB1 , . . . , MBn)C−1 = P (CMB1C

−1, . . . , CMBnC−1) =

=




P (a
(1)
1 , . . . , a(1)

n ) 0 . . . 0

0 P (a
(2)
1 , . . . , a(2)

n ) . . . 0
... . . .

. . .
...

0 0 . . . P (a
(dn)
1 , . . . , a(dn)

n )




.

Puesto que V ′ = {ξ(1)
1 , . . . , ξ

(dn)
1 }, P se anula en la variedad V ′, lo cual dado que el

ideal (Bd
1 − α1, . . . , B

d
n − αn) es radical se sigue que P (B1, . . . , Bn) = 0 en A′, que

es lo que se queŕıa demostrar. La inyectividad de î se prueba de manera análoga y
dado que es un morfismo sobreyectivo se tiene el isomorfismo probado.

Observación 41 h(κ)(MB1 , . . . ,MBn , 0, . . . , 0) es inversible en Q[|ε1/d|]dn×dn
.

Demostración.– Recordamos que se probó en el Lema 37 que para todo k ∈ IN, el
denominador
h(k) ∈ Q[B1, . . . , Bn, ε1/d][X1, . . . , Xn], evaluado en 0, . . . , 0 es un elemento inversible
de R = Q[B1, . . . , Bn]/(Bd

1 − α1, . . . , B
d
n − αn)[|ε1/d|].

De acuerdo a la Observación 40 el álgebra generada por las matrices MB1 , . . . ,MBn

es isomorfa al álgebra A′ = Q[B1, . . . , Bn]/(Bd
1 − α1, . . . , B

d
n − αn). Por lo tanto

h(κ)(MB1 , . . . , MBn , 0, . . . , 0) es inversible en Q[|ε1/d|]dn×dn
.
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Recordamos la observación hecha en esta Subsección sobre la conveniencia de tra-
bajar con la matriz por bloques M∗ en lugar de la matriz compañera de q(T ), M .
Para 1 ≤ i ≤ s, 1 ≤ j ≤ n definimos las matrices M(Bj ,i) := vj(Mi) donde Mi es la
matriz compañera de qi.
Definimos para 1 ≤ i ≤ s, 1 ≤ j ≤ n las matrices de Q[|ε1/d|]Di×Di :

N (κ)
(j,i) :=

:= (M(Bj ,i) +
g

(κ)
j

h(κ)
(M(B1,i), . . . , M(Bn,i), 0, . . . , 0))ε1/d. (18)

Para todo 1 ≤ j ≤ n, la matriz N (κ)
j es semejante a la matriz por bloques:




N (κ)
(j,1) 0 . . . 0

0 N (κ)
(j,2) . . . 0

... . . .
. . .

...

0 0 . . . N (κ)
(j,s)




.

Esto se deduce de que la matriz M es semejante a la matriz por bloques M∗ y de la
ecuación (16).

Sea H ∈ Q[ε,X1, . . . , Xn] un polinomio, sea MH ∈ Q(ε)dn×dn
la matriz correspon-

diente a la homotecia “multiplicar por H” en el álgebra B, en alguna base. Sea
qH =

∑dn

k=1 akT
k ∈ Q[|ε|][T ] su polinomio caracteŕıstico . Reemplazando las indeter-

minadas Xi por las matrices N (κ)
i , sea MH := H(N (κ)

1 , . . . ,N (κ)
n ) ∈ Q[|ε1/d|]dn×dn

,
sea χM =

∑dn

k=1 bkT
k ∈ Q[|ε1/d|][T ] su polinomio caracteŕıstico. El siguiente Lema

muestra que χM aproxima, en un sentido a precisar por el mismo Lema, al polinomio
caracteŕıstico qH .

Lema 42 Bajo las hipótesis y notación anteriores, los coeficientes de χM y qH

verifican la siguiente condición en C[|ε1/d|]:

ak ≡ bk módulo (ε)deg(H)dn

para k = 1, . . . , dn.

Demostración.– De la Proposición 31 sabemos que qH :=
∏dn

k=1(T − H(r̄(k))) en

C[|ε1/d|][T ] donde r̄(k) = (r̄
(k)
1 , . . . , r̄(k)

n ) para 1 ≤ k ≤ dn son las series de Puiseux de
X1, . . . , Xn respecto de ε.
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Abreviamos (ξ(j), 0) por (a
(j)
1 , . . . , a(j)

n , 0, . . . , 0) ∈ IA2n para 1 ≤ j ≤ dn. Recordamos

que a
(j)
i ∈ C son ráıces d–ésimas de αi y que el conjunto {ξ(j) : 1 ≤ j ≤ dn} es la

variedad V ′ definida al comienzo de esta sección. A partir de las identidades (15) y

(16) se deduce que cada matriz N (κ)
i es semejante a

CN (κ)
i C−1 =




(a
(1)
i +

g
(κ)
i (ξ(1),0)

h(κ)(ξ(1),0)
)ε1/d . . . 0

...
. . .

...

0 . . . (a
(dn)
i +

g
(κ)
i (ξ(dn),0)

h(κ)(ξ(dn),0)
)ε1/d




(19)

Abreviamos g̃(κ)(ξ(j), 0) por

((a
(j)
1 + g

(κ)
1 (ξ(j), 0).h(κ)(ξ(j), 0)−1)ε1/d, . . . , (a(j)

n + g(κ)
n (ξ(j), 0).h(κ)(ξ(j), 0)−1)ε1/d). Se

tiene entonces que la matriz MH es semejante a

CMHC−1 =




H(g̃(κ)(ξ(1), 0)) . . . 0
...

. . .
...

0 . . . H(g̃(κ)(ξ(dn), 0))




Y por lo tanto su polinomio caracteŕıstico se factoriza:

χM =
dn∑

k=1

bkT
k =

dn∏

k=1

(T −H(g̃(κ)(ξ(k), 0))) en C[|ε1/d|][T ]. (20)

Recordamos la definición de κ = dlog(deg(H)) + (n + 1) log(d)e. De acuerdo a la
ecuación (11) de la demostración del Lema 36 se tiene que

R(κ) ≡ R módulo (ε)deg(H)dn

en (Q[B1, . . . , Bn]/(Bd
1 −α1, . . . , B

d
n−αn)[|ε1/d|])n. Es decir que para todo 1 ≤ i ≤ n

se tiene la relación de congruencia R
(κ)
i ≡ Ri módulo (ε)deg(H)dn

. De estas equaciones

se deduce que (Bi + R
(κ)
i )ε1/d ≡ (Bi + Ri)ε

1/d módulo (ε)deg(H)dn
para todo 1 ≤ i ≤

n. Evaluando las indeterminadas B1, . . . , Bn en las matrices MB1 , . . . ,MBn en esta
última relación de congruencia (recordar la Observación 40) se tiene:

(MBi
+R

(κ)
i (MB1 , . . . ,MBn))ε1/d ≡ (MBi

+Ri(MB1 , . . . , MBn))ε1/d módulo (ε)deg(H)dn

en Q[|ε1/d|]dn×dn
. Notar que la matriz de la izquierda es la matriz N (κ)

i . Multipli-
camos a izquierda por la matriz C y a derecha por C−1 y tenemos:

CN (κ)
i C−1 ≡ (CMBi

C−1 + Ri(CMB1C
−1, . . . , CMBnC−1))ε1/d módulo (ε)deg(H)dn
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La matriz de la izquierda es semejante a la matriz N (κ)
i de acuerdo a la ecuación

(19). La matriz de la derecha es la matriz




r̄
(1)
i . . . 0
...

. . .
...

0 . . . r̄
(dn)
i


 .

Vale decir que para todo 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ dn se tiene la relación de congruencia

(a
(j)
i +

g
(κ)
i (ξ(j),0)

h(κ)(ξ(j),0)
)ε1/d ≡ r

(j)
i módulo (ε)deg(H)dn

.

Sea σj la j–ésima función simétrica elemental en dn variables. Entonces, los j–ésimos
coeficientes de qH y χM verifican

aj = (−1)jσj(H(r̄(1)), . . . , H(r̄(dn))),

bj = (−1)jσj(H(g̃(κ)(ξ(1), 0)), . . . , H(g̃(κ)(ξ(dn), 0)).

De donde se deduce que

ak ≡ bk módulo (ε)deg(H)dn

.

Sea H1 ∈ Q[X1, . . . , Xn] la forma lineal correspondiente al desarrollo de Taylor
de H en el origen (0, . . . , 0) ∈ IAn, respecto de las variables X1, . . . , Xn. Sea
mH ∈ Q[ε,X1, . . . , Xn] el polinomio minimal de H y supongamos que #{H1(V

′)} =
degT (mH).

El Lema siguiente es una variante del Lema 29 de [GHH+97].

Lema 43 ([GHH+97, Lemma 29]) Bajo las hipótesis y notación anteriores, sea
mH ∈ Q[ε,X1, . . . , Xn] el polinomio minimal de H, sea m̃H ∈ Q[|ε1/d|][X1, . . . , Xn] el
polinomio minimal de la matriz MH . Supongamos que vale la igualdad degT (m̃H) =
degT (mH). Entonces se tiene la relación de congruencia:

mH ≡ m̃H módulo εdn deg(H) en Q[|ε1/d|][T ].

5.2 El resultado principal

Recordamos la definición del álgebra A′ :

A′ = Q[B1, . . . , Bn]/(Bd
1 − α1, . . . , B

d
n − αn),

y la variedad V ′ = V (Bd
1−α1, . . . , B

d
n−αn) ⊂ IAn. La forma lineal U ∈ Q[B1, . . . , Bn]

es un elemento primitivo de A′ y los polinomios q = q1 . . . qs, v1, . . . , vn ∈ Q[T ]−{0}
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corresponden a la solución geométrica de V ′, es decir que se tiene el isomorfismo de
álgebras

A′ ' Q[B1, . . . , Bn]/(q(U), B1 − v1(U), . . . , Bn − vn(U)).

Sea Di = deg(qi). Sin pérdida de generalidad suponemos D1 ≤ D2 ≤ . . . ≤ Ds.

El input del algoritmo del Teorema 45 es un straight–line program β que computa
en espacio S y tiempo T los siguientes polinomios:

• Los polinomios F1, . . . , Fn ∈ Q[ε,X1, . . . , Xn] que definen el sistema de Pham–
Brieskorn (1),

• un polinomio H ∈ Q[ε,X1, . . . , Xn],

• Una forma lineal U ∈ Q[B1, . . . , Bn] y los polinomios q1, . . . , qs, v1, . . . , vn ∈
Q[T ] correspondientes a la solución geométrica del álgebra V ′.

El output del algoritmo es un straight–line program que computa al (único) poli-
nomio mH ∈ Q[ε, T ], mónico en T y de grado mı́nimo en T tal que mH(ε,H) ∈
(F1, . . . , Fn).

Definimos los siguientes polinomios en Q[ε1/d, B1, . . . , Bn, X1, . . . , Xn]:

Ĥ(ε1/d, B1, . . . , Bn, X1, . . . , Xn) := H(ε, (B1 + X1)ε
1/d, . . . , (Bn + Xn)ε1/d),

F̂i(ε
1/d, B1, . . . , Bn, X1, . . . , Xn) := Fi(ε, (B1 + X1)ε

1/d, . . . , (Bn + Xn)ε1/d)

para 1 ≤ i ≤ n.

Observación 44 Los polinomios F̂1, . . . , F̂n, Ĥ pueden ser computados por un
straight-line program en Q[ε1/d] que usa espacio O(S + n + log d) y tiempo
O(T + n + log d).

Demostración.– El polinomio ε se obtiene a partir del polinomio ε1/d en espacio
y tiempo O(log d). Los polinomios (B1 + X1)ε

1/d, . . . , (Bn + Xn)ε1/d se obtienen en
espacio y tiempo adicional O(n). Componiendo estos polinomios en los polinomios
F1, . . . , Fn, H se obtienen los polinomios pedidos con la complejidad afirmada.

Los polinomios F̃1, . . . , F̃n definidos en (6) se obtienen como cociente de los poli-
nomios F̂1, . . . , F̂n por el polinomio ε. Para evitar divisiones por polinomios en
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nuestro algoritmo, trabajaremos con los polinomios F̂1, . . . , F̂n en lugar de los poli-
nomios F̃1, . . . , F̃n.

El Teorema 45 es el resultado principal de esta tesis, y se ha desarrollado adaptando
el Teorema 11 de ([HMW99]) y las ideas de ([HKP+98]) al contexto del sistema de
Pham–Brieskorn (1).

Idea general del algoritmo: queremos un straight–line program que compute el
polinomio mH , para lo cual primero vamos a obtener un straight–line program que
compute el polinomio caracteŕıstico qH correspondiente a la homotecia “multiplicar
por H” en el álgebra B (recordar Proposición 31), luego computaremos el máximo
común divisor entre qH y su derivada en la variable T y por último obtendremos el
polinomio mH que es igual a qH/MCD(qH ; ∂qH

∂T
).

Recordamos la definición de las matrices N (κ)
j para 1 ≤ j ≤ n dada en (17),

N (κ)
j := (MBj

+ g
(κ)
j (MB1 , . . . , MBn , 0, . . . , 0).h(κ)(MB1 , . . . , MBn , 0, . . . , 0)−1)ε1/d.

En lugar de computar el polinomio qH calculamos el polinomio caracteŕıstico χM de
la matriz MH := H(N (κ)

1 , . . . ,N (κ)
n ), luego computamos su representación separable

m̃H = χM/MCD(χM; ∂χM
∂T

) ya que el polinomio minimal mH se obtiene a partir de
m̃H según se desprende de la cota de grado total del polinomio minimal mH dada
en la Proposición 28: deg(mH) ≤ dn deg(H) y de la relación de congruencia entre
mH y m̃H dada en el Lema 43. Ahora se imponen dos observaciones:

• Las matrices N (κ)
j tienen tamaño dn × dn y son funciones de M , la matriz

compañera de q(T ). Si el polinomio q(T ) se factoriza en s factores no cons-
tantes de Q[T ], q(T ) =

∏s
i=1 qi(T ), la matriz M es semejante a la matriz por

bloques formados por las matrices compañeras de qi según se observó en la Sub-
sección 5.1. Para 1 ≤ i ≤ s, 1 ≤ j ≤ n se definen las matrices M(Bj ,i) := vj(Mi)
donde Mi es la matriz compañera de qi, y a partir de éstas se definen (18) para

1 ≤ i ≤ s, 1 ≤ j ≤ n las matrices N (κ)
(j,i) :

N (κ)
(j,i) := (M(Bj ,i) +

g
(κ)
j

h(κ)
(M(B1,i), . . . ,M(Bn,i), 0, . . . , 0))ε1/d.

Cada matriz N (κ)
j es semejante a la matriz por bloques formados por las s

matrices N (κ)
(j,i), y entonces la matriz MH = H(N (κ)

1 , . . . ,N (κ)
n ) es semejante a

la matriz por bloques formados por las matrices MH,i := H(N (κ)
(1,i), . . . ,N (κ)

(n,i)).
El polinomio caracteŕıstico χM es producto de los polinomios caracteŕısticos
de MH,i. La idea es entonces trabajar con las s matrices MH,i en lugar de M
puesto que se produce una economı́a de espacio y tiempo. Esta idea viene de
[HKP+98].
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• En la definición de las matrices N (κ)
(j,i) se utilizan las inversas de las matrices

h(κ)(M(B1,i), . . . , M(Bn,i), 0, . . . , 0). Para controlar la compejidad en espacio y
tiempo de esta operación (y por ende del algoritmo) utilizaremos las rutinas
de álgebra lineal y seguiremos la estrategia de [HMW99].

La estrategia a seguir en el agoritmo es la siguiente: primero se calculan los poli-
nomios caracteŕısticos de MH,i para 1 ≤ i ≤ s, luego los polinomios minimales
m̃H,i de MH,i a partir de éstos , y después se calcula el mı́nimo común múltiplo
de m̃H,1, . . . , m̃H,s. Por último, “truncando” hasta el grado dn deg(H) la serie de
potencias en ε1/d de este último polinomio se obtiene el polinomio minimal mH .

Teorema 45 Bajo las hipótesis y notaciones anteriores, los coeficientes del poli-
nomio minimal mH ∈ Q[ε][T ] que satisface la condición mH(ε,H) ∈ (F1, . . . , Fn)
pueden ser computados a partir de una solución geométrica de la variedad V ′ por
un straight-line program en Q[ε1/d] que usa espacio O((S + n + log d) deg(H)(n +
deg(H))(D2

1+. . .+D2
s)) y tiempo O((T +n+log d) deg(H)+n4)s2D3

s log2 dn log log dn).

Demostración.– A partir del straight–line program dado como input, calculamos los
polinomios F̂1, . . . , F̂n, Ĥ en espacio del orden de S̃ := S+n+log d y tiempo del orden
de T̃ := T +n+log d según la Observación 44. Aplicamos la κ = dlog(deg(H)dn+1)e–
ésima iteración del Operador de Newton a los polinomios F̂1, . . . , F̂n de acuerdo al
straight–line program definido en el Lema 37 y en la Observación 38, obteniendo

entonces los numeradores g
(ε1/d,κ)
1 , . . . , g(ε1/d,κ)

n ∈ Q[ε1/d, B1, . . . , Bn, X1, . . . , Xn] y el

denominador h(ε1/d,κ) ∈ Q[ε1/d, B1, . . . , Bn, X1, . . . , Xn] tales que

N
(κ)

F̂
=


g

(ε1/d,κ)
1

h(ε1/d,κ)
, . . . ,

g(ε1/d,κ)
n

h(ε1/d,κ)


 .

El operador de Newton–Hensel es aplicable a los polinomios F̂1, . . . , F̂n según se
demostró en la Observación 38. En esta Observación se prueba que los polinomios

g
(ε1/d,κ)
1 , . . . , g(ε1/d,κ)

n , h(ε1/d,κ) son w̃− múltiplos de g
(κ)
1 , . . . , g(κ)

n , h(κ) donde w̃ es una

potencia de ε1/d y g
(κ)
1 , . . . , g(κ)

n , h(κ) ∈ Q[ε1/d, B1, . . . , Bn, X1, . . . , Xn] son los nu-
meradores y el denominador que se obtienen en la κ–ésima iteración del Operador
de Newton aplicado a los polinomios F̃1, . . . , F̃n. En particular se tiene la igualdad
N

(κ)

F̂
= N

(κ)

F̃
en Q(B1, . . . , Bn, ε1/d, X1, . . . , Xn).

El cálculo de los polinomios g
(ε1/d,κ)
1 , . . . , g(ε1/d,κ)

n , h(ε1/d,κ) se realiza en espacio O(S̃n)
y tiempo O((T̃ n + n4) log(deg(H)dn+1)) según se establece en la Observación 38.

Recordamos que la forma lineal U ∈ Q[B1, . . . , Bn] y los polinomios v1(T ), . . . , vn(T )
∈ Q[T ] correspondientes a la solución geométrica de V ′ verifican que vj(U) = Bj
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en A′ para todo 1 ≤ j ≤ n. Especializando las variables X1, . . . , Xn en 0, . . . , 0 y
las variables B1, . . . , Bn en los polinomios v1(T ), . . . , vn(T ) se tienen los siguientes
polinomios de Q[ε1/d][T ]:

• gj(T ) := g
(ε1/d,κ)
j (ε1/d, v1(T ), . . . , vn(T ), 0, . . . , 0) para 1 ≤ j ≤ n,

• h(T ) := h(ε1/d,κ)(ε1/d, v1(T ), . . . , vn(T ), 0, . . . , 0).

Para 1 ≤ i ≤ s, consideramos en Q(ε1/d)[T ] la función racional

f(T ) := Ĥ(ε1/d, v1(T ), . . . , vn(T ),
g1(T )

h(T )
, . . . ,

gn(T )

h(T )
)

módulo el polinomio qi(T ). Recordamos que q(T ) =
∏s

i=1 qi(T ) es el polinomio
minimal de la forma lineal U en el álgebra A′. Para evitar divisiones por polinomios
en el cálculo de f(T ), computamos la descomposición homogénea de Ĥ,

Ĥ(ε1/d, B1, . . . , Bn, X1, . . . , Xn) =
deg(H)∑

k=0

Ĥk(ε
1/d, B1, . . . , Bn, X1, . . . , Xn)

considerando a Ĥ un polinomio en las variables X1, . . . , Xn con coeficientes en el
anillo Q[ε1/d, B1, . . . , Bn]. Esta descomposición se calcula mediante el procedimiento
descrito en la demostración del Lema 5 usando espacio O(S̃ deg(H)) y tiempo
O(T̃ deg(H) log deg(H) log log deg(H)). Considerando en Q(ε1/d)[T ] las siguientes
identidades:

f(T ) := Ĥ(ε1/d, v1(T ), . . . , vn(T ),
g1(T )

h(T )
, . . . ,

gn(T )

h(T )
)

=
deg(H)∑

k=0

Ĥk(ε
1/d, v1(T ), . . . , vn(T ),

g1(T )

h(T )
, . . . ,

gn(T )

h(T )
)

=
deg(H)∑

k=0

Ĥk(ε
1/d, v1(T ), . . . , vn(T ), g1(T ), . . . , gn(T ))

(h(T ))k

=

∑deg(H)
k=0 Ĥk(ε

1/d, v1(T ), . . . , vn(T ), g1(T ), . . . , gn(T ))(h(T ))deg(H)−k

(h(T ))deg(H)
,

conclúımos que el numerador y el denominador de la función racional f(T ) se cal-
culan en espacio O(S̃(n + deg(H))) y tiempo O((T̃ n deg(H) + n4) log(deg(H)dn))
realizando divisiones por elementos no nulos de Q.

Es necesaria la siguiente afirmación técnica.
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Afirmación: Los polinomios h(T ) y q(T ) =
∏s

i=1 qi(T ) son coprimos en Q(ε1/d)[T ].

Recordamos que en la Subsección 5.1 se probó que el polinomio q(T ) ∈ Q[T ] se
factoriza

∏dn

j=1(T − U(ξ(j))) donde ξ(j) ∈ IAn son n–uplas de ráıces d–ésimas de

α1, . . . , αn, es decir que {ξ(j) : 1 ≤ j ≤ dn} es la variedad V ′. Por lo tanto basta ver
que el polinomio h(T ) no se anula en U(ξ(j)) para ningún 1 ≤ j ≤ dn. Recordamos

que vi(U) ≡ Bi en A′ para todo 1 ≤ i ≤ n implica las igualdades vi(U(ξ(j))) = ξ
(j)
i

para todo 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ dn. Fijamos 1 ≤ j ≤ dn y evaluamos h(T ) en U(ξ(j)):

h(U(ξ(j))) = h(ε1/d,κ)(ε1/d, v1(U(ξ(j))), . . . , vn(U(ξ(j))), 0, . . . , 0) =

= h(ε1/d,κ)(ε1/d, ξ
(j)
1 , . . . , ξ(j)

n , 0, . . . , 0). (21)

Recordamos que el polinomio h(ε1/d,κ) es el denominador que se obtiene en la κ–
ésima iteración del Operador de Newton aplicado a los polinomios F̂1, . . . , F̂n, y es
w̃–múltiplo del polinomio h(κ) donde w̃ es una potencia de ε1/d y
h(κ) ∈ Q[ε1/d, B1, . . . , Bn, X1, . . . , Xn] es el denominador que se obtiene en la κ–ésima
iteración del Operador de Newton aplicado a los polinomios F̃1, . . . , F̃n. Ahora bien,
el polinomio h(κ), evaluando las indeterminadas X1, . . . , Xn en 0, . . . , 0, es inversible
en R = Q[B1, . . . , Bn]/(Bd

1 − α1, . . . , B
d
n − αn)[|ε1/d|] (ver Lema 37), por lo tanto

existe h0 ∈ A′ = Q[B1, . . . , Bn]/(Bd
1 − α1, . . . , B

d
n − αn) inversible tal que

h(κ)(ε1/d, B1, . . . , Bn, 0, . . . , 0) ≡ h0 módulo ε1/d en R. (22)

Dado que h0 es inversible en A′, se sigue que h0(ξ
(j)) 6= 0 y por lo tanto

h(κ)(ε1/d, ξ(j), 0, . . . , 0) 6= 0. Retomando la ecuación (21) se sigue que

h(U(ξ(j))) = w̃h(κ)(ε1/d, ξ(j), 0, . . . , 0) 6= 0

para 1 ≤ j ≤ dn que es lo que se queŕıa probar.

Dado entonces que h(T ) y q(T ) =
∏s

i=1 qi(T ) son coprimos en Q(ε1/d)[T ] se puede
aplicar, para cada 1 ≤ i ≤ s, el procedimiento descrito en el comienzo de la de-
mostración del Lema 1 para calcular polinomios f̃i(T ) ∈ Q[ε1/d][T ] de grado en T a
lo sumo Di − 1 y elementos αi ∈ Q[ε1/d] satisfaciendo en Q[ε1/d][T ] la condición

(h(T ))deg(H)f̃i(T ) ≡ αiG(T ) módulo qi(T )

donde

G(T ) :=
∑

1≤k≤deg(H)

Ĥk(ε
1/d, v1(T ), . . . , vn(T ), g1(T ), . . . , gn(T )).(h(T ))deg(H)−k.
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Entonces tenemos en Q(ε1/d)[T ] la relación de congruencia f̃i(T ) ≡ αif(T ) módulo
qi(T ) para 1 ≤ i ≤ s.
Evaluando la indeterminada T en Mi, la matriz compañera de qi(T ), se tiene para
cada 1 ≤ i ≤ s :

f̃i(Mi) = αif(Mi)

= αiH(ε,N(1,i), . . . ,N(n,i)) = αiMH,i

donde las matrices N(j,i) se defińıan en (18) y la matriz MH,i es por definición

la matriz H(ε,N(1,i), . . . ,N(n,i)). Para cada 1 ≤ i ≤ s, los polinomios f̃i(T ) y αi

pueden ser calculados por un straight-line program en espacio O(S̃(Di)(n+deg(H)))
y tiempo O((T̃ deg(H) + n4)(D2

i ) log2 dn log log dn).

Usando un procedimiento similar al de la demostración del Lema 2 podemos cal-
cular, para cada 1 ≤ i ≤ s, αDi

i - múltiplos de los coeficientes del polinomio carac-
teŕıstico χi(T ) := χMH,i

(T ) de MH,i en espacio O(S̃(Di)(n + deg(H))) y tiempo

O((T̃ deg(H) + n4)(D2
i ) log2 dn log log dn). Supongamos entonces que tenemos com-

putados para todo 1 ≤ i ≤ s los coeficientes del polinomio αDi
i χMH,i

(T ).

Dado que la matriz MH es semejante a la matriz por bloques formados por las s ma-
tricesMH,i, el polinomio caracteŕıstico χ(T ) deMH es el producto de los polinomios
caracteŕısticos χMH,1

(T ), . . . , χMH,s
(T ). Puesto que estamos interesados en com-

putar el polinomio minimal m̃H de MH y dado que la matriz MH es diagonalizable,
es suficiente entonces eliminar del polinomio caracteŕıstico χ(T ) =

∏s
i=1 χMH,i

(T )
los factores múltiples para obtener el polinomio minimal m̃H de MH . Para ello
primero queremos calcular para todo 1 ≤ i ≤ s el numerador mónico de la represen-

tación irreducible de la función racional
α

Di
i χi(T )

α
Di
i χ

′
i(T )

= χi(T )

χ
′
i(T )

. Este numerador mónico es

el polinomio minimal m̃H,i =
∑deg(m̃H,i)

k=0 a(k,i) de MH,i. El polinomio minimal m̃H de
MH es el mı́nimo común múltiplo de los polinomios m̃H,1, . . . , m̃H,s.

Para cada 1 ≤ i ≤ s queremos aplicar el Lema 7 a la función racional
α

Di
i χi(T )

α
Di
i χ

′
i(T )

y com-

putar elementos γi ∈ Q[ε1/d] y γi-múltiplos de los coeficientes a(0,i), . . . , a(deg(m̃H,i),i)

del polinomio minimal m̃H,i tal que γia(0,i), . . . , γia(deg(m̃H,i),i)
sean elementos de

Q[ε1/d]. Para poder aplicar el Lema 7 es necesario conocer el grado en T del nu-

merador de la representación irreducible de
α

Di
i χi(T )

α
Di
i χ

′
i(T )

, es decir el grado en T de m̃H,i.

Este grado se averigua evaluando ε1/d en un elemento y ∈ Q genérico y calculando
el máximo común divisor de los polinomios αDi

i (y)χi(y, T ), αDi
i (y)χ

′
i(y, T ) ∈ Q[T ].

Siendo y un punto genérico, el grado de este máximo común divisor coincide con el
grado en T del máximo común divisor de αDi

i χi(T ), αDi
i χ

′
i(T ) en Q(ε1/d)[T ]. La
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complejidad del cálculo del máximo común divisor de dos polinomios en Q[T ]
(de grado acotado por Di) es del orden de O(Di log Di log log Di) en espacio y
O(D2

i log Di log log Di) en tiempo (ver [BP94]). Conociendo el grado del máximo
común divisor, y conociendo el grado (en T ) de αDi

i χi(T ) se conoce el grado (en

T ) de m̃H,i. Aplicar el Lema 7 a la función racional
α

Di
i χi(T )

α
Di
i χ

′
i(T )

se hace con espacio

O(S̃(n+deg(H))(Di)) y tiempo O((T̃ deg(H)+n4)(D2
i ) log2 dn log log dn), para cada

1 ≤ i ≤ s.

El straight–line program β1 definido hasta el momento computa los polinomios
γ1, . . . , γs ∈ Q[ε1/d] y los polinomios γ1m̃H,1, . . . , γsm̃H,s ∈ Q[ε1/d, T ] y tiene comple-
jidad O(S̃(n + deg(H))(

∑s
i=1 Di)) en espacio y

O((T̃ deg(H)+n4)(
∑s

i=1 D2
i ) log2 dn log log dn) en tiempo. Debemos calcular el mı́ni-

mo común múltiplo de m̃H,1, . . . , m̃H,s y es lo que haremos a continuación. Para ello,
vamos a eliminar los factores repetidos de estos polinomios utilizando el siguiente
procedimiento: dados dos polinomios separables u1 y u2 ∈ Q[ε1/d, T ], y supongamos
por simplicidad que degT u1 > degT u2, calculamos un polinomio γ ∈ Q[ε1/d] y el
γ–múltiplo del numerador irreducible n1 de la fracción u1

u2
utilizando el straight–line

program dado por el Lema 7. Los polinomios n1 y u2 son separables y coprimos
entre śı y su producto es el mı́nimo común múltiplo de los polinomios u1 y u2 en
Q(ε1/d)[T ].

Este procedimiento utiliza dos straight–line programs , uno calcula el grado en la
variable T del polinomio n1 y otro es el dado por el Lema 7.

El straight–line program aplica este procedimiento, tomando de a dos a los poli-
nomios m̃H,1, . . . , m̃H,s, es decir que se repite s(s − 1) veces el procedimiento; esto
explica el factor s2 en la complejidad en tiempo del straight–line program .
Vamos a definir el straight–line program esbozado; para ello, supongamos que para
algún 1 ≤ i0 < s fijo vale la siguiente condición:

• Los polinomios m̃H,1, . . . , m̃H,i0 son coprimos en Q[ε1/d][T ].

Definamos el conjunto Si0 := {m̃H,1, . . . , m̃H,i0}. Bajo la suposición anterior, este
conjunto está formado por polinomios mónicos en T y coprimos en Q[ε1/d][T ] y
decimos que está en las condiciones iniciales.
Más generalmente, decimos que un conjunto S = {u1, . . . , uk} ⊂ Q[ε1/d][T ] está en
las condiciones iniciales si valen las siguientes condiciones:

• Los polinomios u1, . . . , uk son mónicos en T y coprimos en Q[ε1/d][T ].
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• El polinomio
∏k

i=1 ui es el mı́nimo común múltiplo de los polinomios

m̃H,1, . . . , m̃H,k

Notar que el conjunto S1, formado por un único elemento, m̃H,1, está en las condi-
ciones iniciales.

Volviendo al conjunto Si0 definido anteriormente y bajo la suposición que el mismo
está en las condiciones iniciales, nuestro primer paso es obtener un straight–line
program que compute polinomios u1, . . . , ui0+1 coprimos en Q[ε1/d][T ] tales que el
producto de ellos sea el mı́nimo común múltiplo de los polinomios m̃H,1, . . . , m̃H,i0+1.

Paso I: Computar el mı́nimo común múltiplo de dos polinomios de Q[ε1/d][T ].

Para calcular el mı́nimo común múltiplo entre m̃H,1 y m̃H,i0+1 vamos a calcular un

múltiplo del numerador de la representación irreducible de la fracción
γi0+1m̃H,i0+1

γ1m̃H,1

(ó bien de la fracción
γ1m̃H,1

γi0+1m̃H,i0+1
si degT (m̃H,1) ≥ degT (m̃H,i0+1) ), utilizando el

straight–line program dado por el Lema 7. Como sabemos, es necesario conocer el
grado en T de los polinomios m̃H,1, m̃H,i0+1 y de su máximo común divisor. Para
ello, evaluamos ε1/d en un y ∈ Q genérico y calculamos el máximo común divisor
entre γ1(y)m̃H,1(y) y γi0+1(y)m̃H,i0+1(y). El cálculo de la representación densa de
los polinomios γ1(y)m̃H,1(y) y γi0+1(y)m̃H,i0+1(y) y el cálculo de su máximo común
divisor se realiza con complejidades inferiores a las del Lema 7

Si degT (m̃H,i0+1) ≥ degT (m̃H,1) entonces aplicamos el straight–line program dado

por el Lema 7 al cociente de polinomios
γi0+1m̃H,i0+1

γ1m̃H,1
(si en cambio degT (m̃H,1) <

degT (m̃H,i0+1) aplicamos el straight–line program dado por el Lema 7 al cociente

de polinomios
γ1m̃H,1

γi0+1m̃H,i0+1
y se continúa de manera análoga) obteniendo un poli-

nomio γ(1) ∈ Q[ε1/d] y un γ(1)- múltiplo del numerador mónico de la representa-
ción irreducible de esta fracción en Q[ε1/d][T ], es decir que obtenemos polinomios
γ(1) ∈ Q[ε1/d], u(1) ∈ Q[ε1/d][T ] que verifican:

• El polinomio u(1)

γ(1) pertenece a Q[ε1/d][T ] y es mónico.

• u(1)

γ(1) y m̃H,1 son coprimos en Q[ε1/d][T ].

• El polinomio u(1)

γ(1) es igual al polinomio m̃H,i0+1/MCD(m̃H,i0+1; m̃H,1).

Recordando que suponemos D1 ≤ . . . ≤ Ds, entonces utilizar el straight–line pro-
gram dado por el Lema 7 representa un costo adicional de O(S̃(n+deg(H))+Di0+1)
en espacio y O((T̃ deg(H) + n4)(D2

i0+1) log2 dn log log dn) en tiempo.
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Luego de estos cómputos, tenemos un straight–line program que computa polinomios
γ1, . . . , γi0 , γ

(1), γi0+2, . . . , γs ∈ Q[ε1/d], y polinomios
γ1m̃H,1, . . . , γi0m̃H,i0 , u

(1), γi0+2m̃H,i0+2, . . . , γsm̃H,s ∈ Q[ε1/d, T ] tales que

• Los polinomios m̃H,1, . . . , m̃H,i0 son coprimos en Q[ε1/d][T ].

• Los polinomios m̃H,1 y u(1)

γ(1) son coprimos en Q[ε1/d][T ] y u(1)

γ(1) m̃H,1 es el mı́nimo
común múltiplo de los polinomios m̃H,1 y m̃H,i0+1.

Fin Paso I

Entonces repetimos el Paso I, esta vez con los polinomios γ2, γ
(1) ∈ Q[ε1/d] y

m̃H,2, u
(1) ∈ Q[ε1/d, T ]. Para evitar complicar la notación supongamos nuevamente

que degT (m̃H,2) ≥ degT (u(1)). Se obtiene entonces un nuevo γ(2) ∈ Q[ε1/d] y un
nuevo u(2) ∈ Q[ε1/d, T ] que verifica que es coprimo con los polinomios m̃H,1, m̃H,2

y el producto u(2)

γ(2) .m̃H,1.m̃H,2 es el mı́nimo común múltiplo de m̃H,1, m̃H,2, m̃H,i0+1

(igual que antes, si degT (m̃H,2) < degT (u(1)), al aplicar el Paso I el polinomio modi-
ficado resulta ser m̃H,2). Resumiendo, partiendo del conjunto Si0 en las condiciones
iniciales, se repite i0 veces el Paso I y se obtiene un straight–line program que com-
puta polinomios γ̃1, . . . , γ̃i0+1, γi0+2, . . . , γs ∈ Q[ε1/d], y polinomios
u1, . . . , ui0+1, γi0+2m̃H,i0+2, . . . , γsm̃H,s ∈ Q[ε1/d, T ] tales que

• Las funciones racionales u1

γ̃1
, . . . ,

ui0+1

γ̃i0+1
son polinomios en Q[ε1/d][T ], mónicos en

la variable T .

• u1

γ̃1
, . . . ,

ui0+1

γ̃i0+1
son coprimos en Q[ε1/d][T ].

• El polinomio
∏i0+1

i=1
ui

γ̃i
es el mı́nimo común múltiplo de los polinomios

m̃H,1, . . . , m̃H,i0+1 en Q[ε1/d][T ].

Definimos el conjunto Si0+1 := Si0 ∪ {ui0+1

γ̃i0+1
}. Este conjunto verifica las condiciones

iniciales y repetimos entonces el Paso I, ahora con el conjunto Si0+1.

Debemos establecer la complejidad del ciclo i0–ésimo que a partir del conjunto Si0

en las condiciones iniciales obtiene un conjunto Si0+1 en las condiciones iniciales.
Para ello vemos que computamos i0 veces el Paso I cuya complejidad asintótica es la
del Lema 7. Dado que aplicamos este Lema a polinomios de grado en T acotado por
Di0+1 y recordando que el input del ciclo era un straight–line program β1 de espacio
O(S̃(n+deg(H))(

∑s
i=1 Di)) y tiempo O((T̃ deg(H)+n4)(

∑s
i=1 D2

i ) log2 dn log log dn),
conclúımos que la complejidad del straight–line program definido por el ciclo i0–
ésimo es O(S̃(n + deg(H))(

∑s
i=1 Di)) en espacio y
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O((T̃ deg(H) + n4)(
∑i0+1

i=1 D2
i0+1 +

∑s
i=1 D2

i ) log2 dn log log dn) =

O((T̃ deg(H) + n4)((i0 + 1)D2
i0+1 +

∑s
i=1 D2

i ) log2 dn log log dn) en tiempo.

Ahora bien, originalmente sabemos que el conjunto S1 = {m̃H,1} se encuentra en lo
que definimos como las condiciones iniciales. Iterando s − 1 veces el ciclo anterior
a partir de β1 y S1 obtenemos finalmente un straight–line program β2 que computa
polinomios γ̃1, . . . , γ̃s ∈ Q[ε1/d], u1, . . . , us ∈ Q[ε1/d][T ] tales que:

• Las funciones racionales u1

γ̃1
, . . . , us

γ̃s
pertenecen a Q[ε1/d][T ] y son polinomios

mónicos en T .

• El producto
∏s

i=1
ui

γ̃i
es el mı́nimo común múltiplo de los polinomios

m̃H,1, . . . , m̃H,s, es decir es igual al polinomio minimal m̃H de MH .

La complejidad del straight–line program β2 es la siguiente: ya estimamos la com-
pejidad del ciclo i0– ésimo, para obtener a β2 iteramos s − 1 veces el ciclo an-
terior, por lo tanto la complejidad es O(S̃(n + deg(H))(

∑s
i=1 Di)) en espacio y

O((T̃ deg(H) + n4)((s− 1)D2
s + (s− 2)D2

s−1 + . . . + D2
2) log2 dn log log dn) ≤

≤ O((T̃ deg(H) + n4)(s2D2
s) log2 dn log log dn) en tiempo.

Tomando en cuenta la relación de congruencia

mH ≡ m̃H =
s∏

i=1

ui

γ̃i

módulo (ε)deg(H)dn

en Q[ε1/d][T ] (ver 43) y del hecho que deg(mH) ≤ deg(H)dn (ver 28) deducimos que
se obtiene el polinomio mH a partir del cálculo, para cada 1 ≤ k ≤ Ds, para cada
1 ≤ i ≤ s, de la expansión en series de potencias (en ε1/d) hasta grado deg(H)dn

del k–ésimo coeficiente a(k,i) del polinomio ui

γ̃i
. Dado que para cada 1 ≤ i ≤ s

los polinomios γia(0,i), . . . , γia(Di,i), γi ∈ Q[ε1/d] fueron calculados por un straight-
line program sin divisiones, podemos computar los polinomios a(0,i), . . . , a(Di,i) uti-

lizando el Lema 5. Esto se realiza en espacio O(S̃ deg(H)(n + deg(H))(D2
1 + . . . +

D2
s)) y tiempo O((T̃ n deg(H) + n4) deg(H)(D3

1 + . . . + D3
s) log3 dn log2 log dn). Por

último se calcula el producto
∏s

i=1
ui

γi
, que no cambia la complejidad asintótica fi-

nal. La compejidad final entonces es O(S̃ deg(H)(n + deg(H))(D2
1 + . . . + D2

s)) en
espacio y O((T̃ deg(H) + n4) max(

∑s
i=1 D3

i ;
∑s

i=1(s − 1 − i)D2
i ) log2 dn log log dn) ≤

O((T̃ deg(H) + n4) max(sD3
s ; s

2D2
s) log2 dn log log dn) en tiempo.

Si el polinomio q ∈ Q[T ] correspondiente a la solución geométrica de V ′ es irreducible
en Q[T ], el algoritmo anterior tiene las complejidades del algoritmo de [HMW99,
Theorem 11]. Eso es lo que dice la siguiente Observación:
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Observación 46 Si el polinomio q ∈ Q[T ] correspondiente a la solución geométrica
de V ′ es irreducible en Q[T ] (es decir s = 1), existe un straight–line program
que computa los coeficientes del polinomio minimal mH ∈ Q[ε][T ] que satisface la
condición mH(ε,H) ∈ (F1, . . . , Fn) utilizando espacio O((S + n + log d) deg(H)(n +
deg(H))(d2n)) y tiempo O(((T + n + log d) deg(H) + n4)d3n log2 dn log log dn).

Demostración.– Bajo estas hipótesis, el straight–line program β1 definido en el
Teorema anterior computa un polinomio γ ∈ Q[ε1/d] y un polinomio γm̃H ∈ Q[ε1/d, T ]
y tiene complejidad O((S + n + log d)(n + deg(H))(dn)) en espacio y
O(((T + n + log d) deg(H) + n4)(d2n) log2 dn log log dn) en tiempo.
Tomando en cuenta la relación de congruencia

mH ≡ m̃H módulo (ε)deg(H)dn

en Q[ε1/d][T ] (ver 43) y del hecho que deg(mH) ≤ deg(H)dn (ver 28) deducimos que
se obtiene el polinomio mH a partir del cálculo, para cada 1 ≤ k ≤ deg(mH), de
la expansión en series de potencias hasta grado deg(H)dn del k–ésimo coeficiente

a(k) del polinomio γm̃H

γ
. Para ello utilizando el Lema 5. Esto se realiza en espacio

O((S+n+log d) deg(H)(n+deg(H))((dn)2)) y tiempo O(((T +n+log d)n deg(H)+
n4) deg(H)((dn)3) log3 dn log2 log dn).
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