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1. Introduccion

1.1. Objetivos y Motivacion

Dentro de la estadistica existen numerosas situaciones en donde los datos recolectados no se
pueden representar bien a través de los esquemas clasicos como nimeros o vectores numéricos
y en donde lo més adecuado serd una representacion funcional de los mismos. Por ejemplo, los
resultados de un electrocardiograma o el estudio de la variacién de la temperatura en una estacién
meteorologica se prestan mejor para ser representados a través de una funcién antes que una serie
discretizada de datos en donde bien podrian diluirse aspectos funcionales como la continuidad o la
diferenciablidad.

Para paliar esta problemaética se consideraron en las ultimas décadas métodos de estimacién
para datos funcionales. De manera informal, podriamos decir que un dato funcional es una variable
aleatoria cuyo resultado, en vez de ser un numero o un vector de dimensién finita de nimeros, es
una funcién. En el presente trabajo estudiaremos fundamentalmente las cuestiones més teéricas de
este desarrollo, que resultan en esencia una amalgama de la estadistica con el analisis funcional
sobre espacios de Banach y de Hilbert. Definiremos formalmente el concepto de elemento aleatorio
(funcional) y extrapolaremos las definiciones clésicas de esperanza, varianza y covarianza al contexto
funcional. M&s adelante detallaremos con precisién el cometido final, pero baste adelantar que la idea
es poder reconciliar, dentro de una familia bastante general de distribuciones, algunas nociones de
componentes principales y puntos principales. Estos trabajos fueron llevados a cabo principalmente
por Bernhard Flury y Tarpey a comienzos de la década del 90 para el caso multivariado. La idea
de este trabajo serd adaptar los resultados concernientes a los puntos principales al caso funcional.

Tal vez el objetivo final de este trabajo no recaiga tanto en el hecho especifico de lo que se
pretende demostrar. Més bien la idea es demostrar, digamos mediante un “proof of concept” sobre
la factibilidad de poder hacer, con ciertas dificultades pero que no son mayores, una generalizacion
interesante de los resultados cldsicos del analisis multivariado y poder asi alcanzar mayor compren-
sién del fenémeno, como cada vez que se efectia una labor de generalizacién o abstraccién de un
concepto matematico.

1.2. Descripciéon de la Tesis

En el Capitulo 2, introduciremos la nocién de elemento aleatorio, nuestro elemento de trabajo,
en un espacio de Banach/Hilbert y demostraremos una serie de propiedades sobre el mismo. Se
introduce ademads la nocién de esperanza y covarianza funcional de manera tal de poder recurrir
a las definiciones clasicas del caso multivariado, a través de proyecciones. Esta sera una linea de
trabajo que se utilizard ampliamente en esta tesis.

En el Capitulo 3, se darda un descripcién somera sobre la nociéon de componentes principales,
primero en el caso multivariado y posteriormente para el funcional. Nos centraremos fundamen-
talmente en el caso poblacional puesto que sera éste el que se desarrollard posteriormente. Para el
caso multivariado optamos por seguir la linea de un texto cldsico, como el Seber (1984).

En el Capitulo 4, definiremos las familias esféricas y elipticas de distribuciones. Tal como



se hizo en el capitulo anterior, empezaremos primero en el caso multivariado y posteriormente se
extenderan las definiciones para el caso funcional. Como siempre, se trata en la medida de lo posible
de recurrir a lo antes planteado para la situacién clésica.

El Capitulo 5 es el nicleo fuerte de la tesis. Se definen los puntos principales y, en sentido
mas general, los autoconsistentes, para el caso funcional. Se extienden los resultados de los trabajo
de Flury (1990, 1993) y Tarpey y Flury (1995, 1996) para el caso de considerar elementos en un
espacio de Hilbert separable. Se concluye ofreciendo una caracterizacién que, bajo una hipotesis
de elipticidad de la familia, nos permite efectuar una vinculacién importante entre componentes
principales y puntos autoconsistentes.



2. Teoria basica de datos funcionales

2.1. Elemento Aleatorio

La idea en este capitulo es extender las definiciones clasicas de variable aleatoria al contexto
funcional, recurriendo en la medida de lo posible a las definiciones que ya se tienen para el caso
real. En todo lo que sigue se supondra, en un principio, que trabajaremos en un espacio de Banach
y en particular, consideraremos después el caso de un espacio de Hilbert separable. El ejemplo maés
importante con el que trabajaremos serd H = L2[0, 1].

Definimos ahora la extensién de la nocién de variable aleatoria para un espacio de Banach.

Definicién 2.1. Sea (2,4, P) un espacio de probabilidad y sea X un espacio de Banach con su
o-adlgebra de Borel B(X) y X* el dual topoldgico de X. Sea V : @ — X. Diremos que V es un
elemento aleatorio en sentido débil si para todo f € X*, f(V) : Q — IR es una variable aleatoria
real.

Definicién 2.2. Sea (92,4, P) un espacio de probabilidad y sea X un espacio de Banach con su
o-algebra de Borel. Sea V : 0 — X. Diremos que V es un elemento aleatorio en sentido fuerte si
para todo conjunto A boreliano en X vale que V~1(4) € A.

Es claro que un elemento aleatorio en sentido fuerte lo sera en sentido débil, los elementos del
dual son continuos, por ende medibles, y la medibilidad se preserva bajo la composicién. Pero se
tiene ademas el siguiente teorema.

Teorema 2.1. Si X es separable, luego todo elemento aleatorio en sentido débil lo serd en el sentido
fuerte.

Demostracion. Sea V un elemento aleatorio en sentido débil, queremos ver que lo es en el sentido
fuerte. Sea B(C) la o-dlgebra generada por los conjuntos C (los cilindros unidimensionales) de la
forma

{z € X, f(2) € B} pex+ BeB(IR)

siendo B(IR) la o-algebra de Borel en IR. O sea, estamos considerando conjuntos con una coordenada
restringida a moverse en un boreliano real determinado y el resto libre. Vamos a probar que B(C) =
B(X), la o-dlgebra de Borel en X.

i) Demostremos primero B(C) C B(X).

Sea A un conjunto generador de B(C), o sea un cilindro unidimensional, determinado por un
B en IR y la funcién del dual f, que al ser continua serd medible. Notemos que A = f~1(B),
como B es medible entonces la preimagen por una funcién medible también lo sera. Por lo
tanto, A serd medible en B(X) y tenemos entonces esta primera inclusién.

ii) Veamos que B(X) C B(C).

Como el espacio es separable, consideremos {z,,n > 1} un denso numerable de X'. Asociado
a cada x, definimos un elemento del dual tal que ||f,|| = 1, fn(xn) = ||zx||. Esto es posible



en virtud al teorema de Hahn-Banach, primero se define cada f, en x, y luego se procede a
efectuar una extensién continua de la misma utilizando ese resultado.

Sea r > 0, definamos

Cr={llzll <7}, Ca=({z, fule) <7}
i=1

Notamos que cada {z, f,(z) < r} es un conjunto cilindrico finito dimensional, luego estardn
en B(C), y como B(C) es cerrado por intersecciones numerables entonces Co estard en B(C).
Ademas, como cada f,, tiene norma 1, entonces si x es tal que ||z| < r, entonces f,(z) < r,
por lo tanto C7 C C5. Vamos a probar que ambos conjuntos son iguales. Equivalentemente,
demostraremos que C{ C C§. Sea x € Cf. Luego, ||z|| > r, y como {z,} es denso en X,
existird un zy, tal que ||z — x| < (||z|] —r)/2. Por lo tanto,

k]| = & — @+ ap| > |zl — |l — x| > =] - H:cH2— r_ HrcH2+r
|fe(@) = llzklll = |fe(x) = felzr)] = |fe(z — zg)] < ||z — 2] < MT_T ‘
De donde,
Fol@) = llzxll = (lznll = fol@) > |lzwl] — Ha:Hz— T HSUH2+7’ B H:cH2— T,

con lo cual, z € C§. Luego, C; = Csq, y por lo tanto, C; € B(C). Es decir que las bolas con
centro en el origen pertenecen a B(C). Pero como B(C) es invariante por traslaciones, todas las
bolas, con cualquier centro, pertenecen B(C). Teniendo en cuenta que el espacio es separable,
todo abierto se puede escribir como uniéon numerable de estas bolas con lo que entonces los
abiertos, que son los generadores de B(X), estdn en B(C), de donde se concluye B(X) C B(C),
que era lo que queriamos probar.

Veamos que V' es medible si se toma como o-algebra B(C) en lugar de B(X'). Dado un elemento
A de B(C), deberfamos ver que V~1(A) € A. Basta probarlo para un generador de B(C), es decir,
si f € X* y B € B(IR) para el conjunto A = {x € X, f(x) € B} = f~1(B). Pero V o f es medible,
por hipétesis, luego V=1(A) = V=1(f~YB)) = (V o f)~1(B) serd un elemento de A.

Luego, como B(C) = B(X), V serd medible considerando B(X) y por lo tanto serd un elemento
aleatorio en sentido fuerte. O

Sera conveniente tener presente la o-dlgebra B(C), pues la volveremos a utilizar. Al ser equivalente
a B(X) (bajo separabilidad) a veces serd conveniente considerarla en lugar de B(X’) puesto que per-
mite, en algin sentido, trabajar directamente sobre IR, mediante la proyeccién.

Nuestro contexto de trabajo serdn los espacios separables (de Banach o de Hilbert), por lo
tanto diremos que V es un elemento aleatorio a secas, sin especificar el sentido puesto que ambos
coinciden. Bajo separabilidad recuperaremos la propiedad de que la suma de elementos aleatorios
es a su vez aleatorio.



Corolario 2.1. Si X es separable, luego la suma de dos elementos aleatorios es un elemento
aleatorio.

Demostracion. Sean Vi y V5 dos elementos aleatorios, consideramos la suma Vi + V5. Si f € X,
luego f(Vi + Vo) = f(V4) + f(V2), y cada sumando es una variable aleatoria real, luego la suma
también lo serd. Entonces, f(Vj + V3) es una variable aleatoria real para todo elemento f en el dual,
luego V7 + V5 es un elemento aleatorio. O

2.2. Distribuciones de probabilidad e independencia

Precisamos definir primero un concepto auxiliar que se usard en esta seccién.

Definicién 2.3. Una familia U C B(&X) se dice una clase determinante de probabilidad si dadas
Py @Q probabilidades sobre (X, B(X)) se tiene

P(D)=Q(D) VDeU=P=Q en B(X)

Notemos que bajo separabilidad B(C) = B(X), luego los cilindros unidimensionales que generan
B(C) seran una clase determinante.

Definiciéon 2.4. Dado V un elemento aleatorio en un espacio de Banach separable X, se define
la distribucién de probabilidad de V, Py, como una probabilidad sobre (X, B(X’)) definida por
Py(B)=P(V~YB))=P(VeEB).Osea, Py =PoV~L

Dos elementos aleatorios V; y Vs se dicen idénticamente distribuidos si Py, = Py,.

Por los enunciados anteriores, basta definir la distribucién en una clase determinante (como los
cilindros unidimensionales) para poder tenerla automaticamente definida sobre todo B(X').

Proposicion 2.1. Sean Vi y Vo dos elementos aleatorios en X idénticamente distribuidos, sea
¢ X — Y medible, con X e} espacios de Banach. Luego, $(V1) y ¢(Va) serdn elementos aleatorios
en Y idénticamente distribuidos.

Demostracion. Sea B € B(Y), luego P(¢(V1) € B) = P(V; € ¢71(B)) = P(Va € ¢~ 1(B)) =
P(¢(Va) € B), lo que demuestra el resultado. O

Proposicion 2.2. Sea X un espacio de Banach separable. Entonces los elementos aleatorios Vi y Vo
en X son idénticamente distribuidos si y solo si f(V1) y f(Va) son variables aleatorias idénticamente
distribuidas para cada f € X*.

Demostracion. Primero, supongamos que Vi y V5 son idénticamente distribuidas. Como f € X'* es
una funcién continua, es medible. Luego, por la Proposicién 2.1, f(V1) y f(V3) serdn idénticamente
distribuidas.

Veamos la reciproca. Supongamos que f(V1) y f(Va2) son variables aleatorias idénticamente
distribuidas para cada f € X*. Es decir, Pon_1 of 1= PoV2_1 of~1, Vf € X*. Nos basta ver que



Py, = Py, en una clase determinante, como pueden ser los cilindros unidimensionales que generan
B(C). Sea BEB(IR) y D ={x € X : f(z) € B} = f~1(B). Luego,

Py (D) = Py, (f71(B)) = P(V; " o f71(B)) = P(Vy ' o f1(B)) = Py (f'(B)) = Py, (D)
lo que concluye la demostracion. O
Definamos ahora la nocién de independencia.

Definicién 2.5. Una familia {V; : Q — X}, t € A} de elementos aleatorios se dicen independientes
si VE C A finito, F' = {t1,...,tx}, vale que

P (ﬂ{m € Et}> = [[ PVi € Ev), VE,, € B(Xy,), ..., Ey, € B(&,,).

tel teF

Tenemos resultados analogos a los de idéntica distribucién.

Proposicion 2.3. Sean Vi y Vo dos elementos aleatorios en X1 y Xo respectivamente, ambos
independientes. Sean ¢1 : X1 — Y1, ¢o 1 Xo — Vo medibles. Xy, Xo, V1 y Vo espacios de Banach.
Luego, ¢1(V1) y ¢p2(Va) serdn elementos aleatorios independientes.

Demostracion. Sea By en B()1) y Bg en B()s), se cumple

P(¢1(V1) € B1,¢2(Va) € Ba) = P({Vi € 7" (B1)}[ {Va € 63" (B2)}).
Por la independencia de V7 y V5, el miembro derecho de la igualdad es igual a

P({Vi € o7 (B1)})P{Va € 63 (B2)}) = P(¢1(V1) € B1)P(¢2(V2) € By).
lo que concluye la demostracion. O

Enunciaremos un tultimo resultado de independencia que se terminard de demostrar después,
una vez se dispongan de los instrumentos necesarios de funcionales caracteristicos que se definiran
en la proxima seccion.

Proposicion 2.4. Sean Xy, X5 espacios de Banach separables. Entonces los elementos aleatorios Vq
y Vo en X1 y Xy son independientes si y solo si f(V1) y g(Va) son variables aleatorias independientes
para toda f € X, g € Xy .

Demostracion. Primero, supongamos que V; y V5 son independientes. Como f y g son funciones
continuas, serdan medibles y por lo tanto, por la Proposicién 2.3, g(V7) y g(V2) serdn independientes.

La reciproca la probaremos méas adelante después de introducir la nocién de funcionales carac-
teristicos. O



2.3. Esperanza

Extenderemos la nocién de esperanza al caso funcional.

Definicién 2.6. Dado X un espacio de Banach separable y V un elemento aleatorio, diremos que
V tiene esperanza E(V) € X si

1. E(f(V)]) <ooVfeX*
2. E(V) es el elemento de X' que verifica que f(E(V)) = E(f(V)) Vf € X*

Es facil ver que si existe el valor esperado de una variable aleatoria entonces es tnico. En
efecto, supongamos que E; y F» son ambos valores esperados del elemento aleatorio V. Entonces,
tendremos que f(Ey) = E(f(V)) = f(E2)Vf € X*. Luego f(E1) = f(E2) para todo elemento del
dual, o sea f(F; — E9) = OVf € X*. Pero, por 6.1 tenemos ||Ey — Es|| = sup{|f(F1 — E2)|,f €
X* | flla= =1} =0 con lo cual se deduce la igualdad.

La idea de esta definicién es la de extender la nocion de vector de esperanzas del caso mul-
tivariado al caso funcional. Pretenderemos entonces una extension de los resultados que ya se
tienen para ese caso, por ejemplo, el de linealidad de la esperanza y en particular, la propiedad
E(AX) = AE(X) con A un operador lineal y acotado. Efectivamente, la proposicién siguiente
muestra que este ultimo resultado se puede generalizar.

Proposicion 2.5. Sean X,) espacios de Banach separables y h : X — Y un operador lineal
acotado. Sea ademds V' un elemento aleatorio en X con valor esperado E(V'). Entonces, vale que
E(h(V)) estd bien definido y ademds E(h(V)) = h(E(V)).

Demostracion. Debemos ver que se verifican las dos condiciones de un valor esperado. Primero,
debemos ver que E(|f(h(V))]) < oo Vf € Y*. Esto vale puesto que foh =g € X* y por hipdtesis
E(V) existe luego vale que E(|f(h(V))]) = E(|g(V)]) < .

Veamos ahora el segundo requerimiento, la conmutatividad con todo funcional. Hay que ver que
F(REWV)))=E(f(L(V))) Yf eV E(f(h(V))) = E(g(V)) con g = foh € X* y por la definicién
de E(V) esto ultimo serd g(E(V)) = f(h(E(V))), lo que concluye la demostracién. O

Asi como se tiene la esperanza, es posible también definir la varianza de un elemento aleatorio.

Definicion 2.7. Sea X un espacio de Banach separable y V' un elemento aleatorio en X para el
que exista F (V). Se define la varianza de V' como

Var(V) = B(|V - B(V)|]P) = /Q IV — E(V)|*dP,

siempre que Var(V) < oo.



2.4. Operador de Covarianza

Nos centraremos en lo que sigue en ‘H un espacio de Hilbert separable, pues precisaremos la
estructura ofrecida por el producto interno. Supondremos ademds que el elemento aleatorio tiene
segundo momento finito, cosa de tener bien definida la nocién de varianza. Vamos a querer extender
la idea de matriz de covarianza para el caso funcional. En realidad, nos interesa el caso de elementos
aleatorios que toman valores en un espacio de Hilbert separable, siendo el caso particular y el que se
estudiard con més profundidad H = L?[0,1]. Ya se dispone en dicho espacio de una definicién para
el operador de covarianza, probaremos més adelante que la definicién propuesta en este trabajo
efectivamente la extiende.

Definiciéon 2.8. Sea H un espacio de Hilbert separable y sea V' un elemento aleatorio definido en
‘H con momento de orden 2 finito. Definimos ay : H X H — R el operador bilineal de covarianza
puntual como ay (u,v) = Cov(< u,V >, < v,V >).

Es claro que ay es bilineal, lo heredara de la covarianza real. La continuidad se deduce de aplicar
la desigualdad de Cauchy-Schwartz y de usar que V tiene segundo momento finito. En efecto,

lay (u,v)] = [Cov(<u,V >, <0v,V >)| <VVar(<u,V >)/Var(< v,V >)
VE(<u,V >)2/E(< 0,V >)2 < |lull||lv]| B[V

IN

Debido a que ay (u,v) es bilineal podremos entonces, aplicando el Teorema de Representacion
de Riesz (6.9) y la continuidad del operador bilineal, definir tinicos operadores A y B acotados tales
que ay (u,v) =< Au,v >y=< u, Bv >y Yu,v € H.

Definicién 2.9. Sea ay un operador de covarianza puntual y sea A tal que ay (u,v) =< Au,v >
Yu,v € H. Diremos entonces que A es el operador de covarianza de V' y lo notaremos como I'y .

Proposicién 2.6. El operador 'y es autoadjunto (simétrico).

Demostracion. Se deduce inmediatamente de la simetria del operador bilineal ay. < I'yu,v >=
ay(u,v) = Cov(< u,V > < v,V >)=Cov(< v,V > <u,V>)=<Tyv,u>=<u,T'yv >. O

Proposicion 2.7. El operador I'yy es semidefinido positivo.

Demostracion. Efectivamente, tenemos < I'yu,u >= ay(u,u) = Cov(< u,V > < u,V >) =
Var(<u,V >) > 0. O

Anélogamente podemos definir un operador de covarianza cruzada, requeriremos ahi dos ele-
mentos aleatorios U y V no necesariamente en el mismo espacio de Hilbert.

Definicién 2.10. Sean H; y Ho espacios de Hilbert separables, sean U y V' dos elementos aleatorios
definido en H; y Hs respectivamente con momento de orden 2 finito. Definimos ayy : H1 X Ho — R
el operador bilineal de covarianza cruzada puntual como ayy (u,v) = Cov(< u,U >, < v,V >).



Igual que antes, el operador de covarianza cruzada sera I'yy tal que < u, l'yyv >= apy (u,v).

Un resultado muy importante en anélisis multivariado es el que permite obtener la matriz de
covarianza de un vector aleatorio compuesto con una transformacién lineal, obteniendo lo siguiente:
Yax = A x A'. Tendremos acd un resultado equivalente.

Proposicion 2.8. Sean H1 y Ho espacios de Hilbert separables. Sea V' un elemento aleatorio en H,
con sequndo momento finito. Sea A : Hi — Ha un operador acotado. Se cumple que I' sy : Ho — Ho
es igual a I' gy = ATy A*, siendo A* : Hy — Hq el adjunto de A.

Demostracion. Queremos ver que < [ayu,v >=< Al'yvA*u,v > Vu,v. Ahora bien, tenemos
< ATy A*u,v >=< Ty A*, A*v >= Cov(< A*u,V >, < A*0,V >) = Cov(< u, AV >, < v, AV >
) = aay(u,v) =< T'gyu,v > lo que concluye la demostracién. O

Tenemos un resultado andlogo para el operador de covarianza cruzada.

Proposicion 2.9. Sean Hy, Ho, H3 y Hy espacios de Hilbert separables. Sean V y W elementos
aleatorios en Hy y Ha respectivamente, espacios de Hilbert, con sequndo momento finito. Sea A :
H1 — Hs y sea B : Ho — Hy operadores acotados. Se cumple que

i) Tavw = Al'vw
ii) I'v.pw = FV,WB*
iii) Tav.pw = ATy B*

Es posible relacionar el operador de covarianza con la varianza, segin se definié en la secciéon
anterior. En efecto, vale el siguiente resultado:

Lema 2.1. Sea {e;, }nen una base ortonormal de H, espacio de Hilbert separable. Sea V' un elemento
aleatorio con varianza definida. Luego Var(V) =32 <Tyen, e, >.

Demostracion. Observemos que

o0 o0 o0
Z <Tven,en> = Zav(en,en) = ZCOU(< Vien >, < Ve, >)
n=1 n=1

n=1
= ZVar(< Vie, >) = ZE((< Vien > —E(< Ve, >))%).
n=1 n=1

Como < -, e, > es lineal y continuo, es posible permutarlo con la esperanza, obteniendo:

f:E((< Vien > — < E(V), e, >)?) = iE((< Vien > — < fi,en >)?)
n=1

n=1

= iE((< V —pen>)?)=E <§:(< V—p,en >)2>
n=1 i=1

E(|V = pl?) = Var(V)



donde la dltima igualdad, se deduce de aplicar la identidad de Parseval y del hecho que {ey, }nen es
una base ortonormal de H. O

2.5. Funcionales Caracteristicos

Definicién 2.11. Sea X un espacio de Banach separable y P una probabilidad sobre (X,B(Y)).
El funcional caracteristico de P se define como una funcién P : X* — R tal que

B(f) = /X @) dp(z).

Si V es un elemento aleatorio en X' y Py es su probabilidad inducida sobre (X, B(X)), el funcional
caracteristico de V' se define como aquel asociado a Py, o sea, como una funciéon Py : X* — R tal
que

anzlfW%mmwzmwww

Alternativamente, utilizaremos ¢y para denotar el funcional caracteristico, en especial cuando
consideremos el caso multivariado X = R¢.

Proposicion 2.10. Valen las siguientes propiedades
1. P(0)=1.

2. |P(f)| <1, Vfeaxr

3. ﬁ(f) = 13(—f), (conjugacion compleja).

4. Para cada conjunto finito de miumeros complejos z1,...,zn y para todo fi,...,fn € X* se
cumple
N N
Z Z Zj sz fx) = 0.
j=1k=1

5. Sean'V y W elementos aleatorios de un mismo espacio X independientes y sea Z =V + W.
Luego Pz(f) = Pv(f)-Pw(f), Vf € X"

La demostracién de todas estas propiedades es inmediata.
Proposicion 2.11. P es uniformemente continua en X*.

Demostracion. Sean f1, fo elementos de A™*. Luego,

ﬁmwﬂmzﬁwm—ﬁmwm.
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Teniendo en cuenta, la siguiente igualdad trigonométrica |1 — €| = (1 — cos(a))? + sen?(a) =
2(1 — cos(a)) = 4sen?(a/2), se deduce

P _p _ =)@ 4p —4
B(f) <f2>|§/x|1 ¢ dP(z) /X

sen” (M) ' dP(z) .

Sea € > 0 arbitrario y v = v(e) tal que
Pz e X : || >v}) <¢/8.

Luego,

B(fr) — P(f2)] < 4 /

[zl =¥

sen? (M) ' dP(zr) + 4/

2 2} <v

sen? (L _;2)(:")) ' dP(z).

El integrando del primer sumando se puede acotar por 1, y luego toda la integral quedard la
probabilidad del dominio de integracién, que es menor que €. El integrando del segundo sumando
se acota directamente por el argumento del seno (suponiendo que la diferencia es pequena), con lo

cual
(f1 — f2)(x)

P(R) - Pl < 5 +4 [ ;

[l <v

dP(z) < g + 2| f1 — fal|v.

Ahora, si || f1 — fal| < €/(4v) se obtiene |P(f1) — P(f2)| < €, 1o que concluye la demostracién. [
Proposicion 2.12. ﬁl = ﬁg si y solo si P = Ps.

Demostracion. Es claro que si P; = P, entonces ]31 = ]32. Bastara probar la otra implicacion.
Supongamos ﬁl = ﬁg. Por la unicidad de la transformada de Fourier en R tendremos que P; = P»
en el dlgebra de cilindros unidimensionales que es una clase determinante, luego coincidiran en todo
la o-dlgebra B(X). O

Vamos a probar ahora el resultado que habia quedado pendiente de la Seccién 2.2, la Proposicién
2.4.

Teniamos dos elementos aleatorios Vi : 2 — X} y Vo : © — A5 en los espacios de Banach X}
y AXb, respectivamente. Tomemos W = (V3,V3) que es un elemento aleatorio en X} x X3 con la
o-algebra producto y con funcién de distribucién Py inducida por la medida producto de Py, y
Py,, es decir, la medida de probabilidad que se obtendria de suponer la independencia entre V; y
Va. Consideramos V' = (V7, V3), también en X x X3 y con la misma o-dlgebra, pero ahora la medida
Py sera la que se infiera “genuinamente” de la distribucion conjunta de Vi y Vs, tal como se ha
definido en la Seccién 2.2. Veremos que ambas medidas coinciden, para ello, veremos que ambas
medidas inducen la misma funcién caracteristica.

Llamemos ﬁW la funcién caracteristica de Py y ]3V a la de Py. Antes de hacer cuentas con
estas funciones, notemos que hay una relacién biunivoca entre los elementos de (X} x X)* y los de
X x &S
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En efecto, dada f € (X} x X2)* podemos definir las proyecciones fi; € X} como fi(z1) = f(z1,0)
y fa € X como fa(x2) = f(0,22). Resultaran ambas continuas pues f lo era. Andlogamente, si
tenemos f1 € X1 y fo € Ao podemos definir f € (X x Ao)* como f(z1,22) = fi(x1) + fa(z2).
Entonces, se cumple

ﬁv(f) — E(eif(W)) — E(ei(fl(V1)+f2(V2))) — E(ei(fl(Vl) eifz(V2)))_

Ahora bien, f1(V1) y f2(V3) son variables aleatorias reales que son independientes por hipétesis,
luego

Py(f) = BV ¢i200)y = p(eih (VD) E(ei202)) = By, (f1) Py, (f2) = Pw(fi % fa)

que era a lo que se queria llegar. Luego, como coinciden ambas funciones caracteristicas coincidiran
entonces las medidas de probabilidad. Es decir, la medida Py coincide con la medida producto entre
V1 v Vo que corresponde a la medida conjunta de ambos elementos aleatorios bajo la independencia,
con lo cual V7 y V5 son independientes.

2.6. Caso H = L*0,1]

En el caso H = L?[0, 1] estaremos con un espacio separable, la base de Fourier tiene cardinal nu-
merable y por lo tanto, al tener una base ortonormal numerable, el espacio de Hilbert H resulta sep-
arable. En este caso, se suele definir el operador de covarianza como un I'y tal que evaluado en toda
funcién f € L2[0,1] devuelve otra elemento de L2[0, 1] tal que (T'y f)(s) = fol Cov(V (s), V(t))f(t)dt.

Vamos a ver que esta definicién coincide con introducida anteriormente. Por la unicidad del
operador caracterizado por la forma bilineal ay (-, ), nos basta ver que

<Ivf,g>=av(f,g) =Cov(< f,V > <g,V>). (1)

Desarrollemos el término de la izquierda,

1 1 1
<Tyfig>p= /0 (T £)(s)g(s)ds = /0 9(5)( /0 Coo(V(s), V(1) f(s)dt) ds.  (2)

Por otra parte, si Ey = E(fo1 f(s)V(s)ds), luego, el término derecho de (1) resulta igual a

Cov < /0 1 F(s)V(s)ds, /0 1 g(s)V(s)ds> - F K /0 1 F(s)V(s)ds — Ef> < /0 1 g(s)V (s)ds — Eg>] (3)

Ahora bien, tenemos que Ef = E(< f,V >2). Como, fijado f, < f,- > es un funcional lineal en
‘H, podemos conmutar con la esperanza, por su definicién en el caso funcional. Obtenemos entonces
Ey =< f,E(V) >12=< f,pu >, siendo 1 € H la esperanza de V' y donde por simplicidad hemos
eliminado el subindice ;2. Reemplazando en (3) obtenemos

E [(/01 F($)V(s)ds — Ef> (/Olg(s)V(s)ds _ Eg>] _B(< £,V > —E}) (< gV >—E,))
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:E(<f,V—u><g,V—u>):/<f,V—u><g,V—u>dP
Q

1 1
- / aP / F()(V(s) — ul(s)ds [ gV (E) — pt))at

0

/dP/ £(s ds/olg (t))dt
- /0 /0 £()g(t) / V(s) — u(s))(V(£) — u(t))dPdsdt — / / F(8)9(t)Cou(V(s), V(1) dsdt

y esto es el término derecho de (2) teniendo asi lo deseado.

2.7. Esperanza y Distribucion Condicional

Trabajaremos ahora con distribuciones condicionales. Puesto que no tendremos en principio
la nocién de probabilidad puntual o de funcién de densidad, serd necesario tratarlo desde lo maés
general. Empezaremos considerando la esperanza condicional y a partir de la misma efectuamos la
construccién cldsica de probabilidad condicional con el uso de la funcién indicadora.

Definicién 2.12. Sea (2, .4, P) un espacio de probabilidad. Dados X : Q@ — Hy e Y : Q — Hay, dos
elementos aleatorios de H = H; x Ha, definimos ¢g(X) = E(Y|X) como la unica funcién g : H; — Ha
medible respecto de B(H1) tal que E(< h(X),Y — g(X) >3,) = 0 para toda h : H; — Hs medible.

En particular, se cumple que F(< ¢(X),Y — g(X) >x,) = 0. Por otra parte, dado v € H, fijo,
tomando h = v obtenemos 0 = E(< v,Y — g(X) >4,) =< v, E(Y — g(X)) >, para todo v € Ha,
con lo cual E(Y) = E(g(X)) por la Proposicién 2.5. La existencia de la esperanza condicional
se puede demostrar utilizando el teorema de Radon-Nikodym. Para una demostracion se sugiere
consultar Fava y Z6 (1996), pagina 278. Por otra parte, g es la esperanza condicional si y sélo si

para toda f € H3, f(9(X)) = E(f(Y)|X).
A partir de la definicién de esperanza condicional, podemos construir la medida condicional.

Pyix—(4) = P(Y € AIX = 2) = E(Iy (4)|X = 2)
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3. Componentes Principales

3.1. Caso multivariado
3.1.1. Motivacién

El Analisis de Componentes Principales (Principal Components Analysis, o PCA) es una técnica
utilizada para poder reducir la dimensién de un conjunto de datos multidimensionales. La idea de
la misma es detectar las direcciones que concentran en algin sentido la mayor cantidad posible de
informacién sobre la muestra.

Formalmente, se la define como un nuevo sistema de coordenadas (dada por una transformacién
ortogonal) de manera tal que la mayor cantidad de variabilidad de cualquier proyeccién de los datos
se encuentre en la primer coordenada (la primera componente principal), la segunda cantidad
estard en la segunda coordenada y asi hasta agotar la dimensién del espacio. Querriamos entonces
quedarnos con un nimero reducido de coordenadas/dimensiones de manera tal que en las mismas
se concentre una parte importante de la variabilidad. De esa forma, se espera poder rescatar los
aspectos mas importantes de los datos en cuestion. Dependiendo del caso esto podria o no ser asi.

Supondremos, inicialmente, que se conoce exactamente la esperanza y la matriz de covarianza
del vector aleatorio, por lo que no serda necesario contar con una muestra para estimar dichos
parametros. Posteriormente, consideraremos el caso mas realista (e interesante) en el que ambos
parametros son desconocidos y se tiene una muestra de tamano n del vector aleatorio. El segundo
caso recae, en los aspectos tedricos, fuertemente en el primero por lo que pretendemos justificar
asi el esquema con el cual se encararan los temas.

3.1.2. Primer enfoque: Caso Poblacional

Consideremos X € IR? un vector aleatorio, con esperanza E(X) = p y matriz de covarianza
Yx =X

Puesto que X es una matriz simétrica y semidefinida positiva podemos entonces considerar una
descomposicién espectral de la misma con autovalores no negativos. Es decir, podemos escribir

Y =TAT (4)
con A = diag()\1,...,\y) una matriz diagonal formada por los autovalores de ¥ ordenados de
mayor a menor y T = (t1,...,ty) una matriz ortogonal en donde t; es el autovector asociado al

autovalor \;.

Sea Y; = t;» (X — ) la proyeccion ortogonal de X — i en la direccion t;. Llamaremos a Y; la
Jj-ésima componente principal de X.

Trabajaremos también con Z; = )\;1/ 2Yj, la j-ésima componente principal estandarizada. Note-
mos entonces que Y = T/(X — p). Tenemos ademds los siguientes resultados con respecto a la
varianza.

= By =Zpx = T'SxT=T'ST = A
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» Xz =3py =3y =TAI' =1,
conT' = diag(/\l_l/z, e ,/\;1/2).
El siguiente teorema justifica la eleccién hecha con respecto a Y.
Teorema 3.1. Sea Y = T/(X — p) entonces se verifica
a) Vay tal que ||ai]] = 1, Var(a]X) < Var(t)X) = A1.
b) Va; tal que ||laj|| =1 ya; L <ti,....t;m1 >, Var(ajX) < Var(t)X) = A;.

¢) Y Var(Yy) = Y-, Var(X;) = ().

Demostracion. a) Es inmediato a partir del hecho que Var(ajX) = a]Xa; y de la caracterizacién
del méximo autovalor.

b) Sea a; L < ti,...,t;_1 >, luego a; = Z?:j c;t; donde los coeficientes ¢, =< a,,t, >
verifican Z?:j ¢? = ||laj||*> = 1. Usando nuevamente que Var(ajX) = a;Xa;, la expresién para a;

v el hecho que t; son autovectores de 3, obtenemos

!
d d d d d d
Var(a;-X) = ; E c,-ZtZ- = CL;— E Ci)\iti = E Citi E Ci)\iti = E 622)\2 < )‘j E 022 = )‘j .
=3 =7 =3 =3 =7 =7

Por otra parte, la cota superior se alcanza cuando ¢; =1y ¢; = 0 para i # j, es decir, si a; = t;.
c) Z?:l Var(Y;) = Z?:l Aj = tr(A) = tr(TAT’) = tr(X), lo que concluye la demostraciéon. [

En virtud de este teorema podemos entonces justificar la eleccién de los Y; y t; antes hecha.
Efectivamente, en esas direcciones se estard maximizando la varianza. Por otra parte, la propiedad
¢) da un método para elegir la cantidad k& de componentes principales a tomar. El cociente
i/ Z?:l Ai = Var(Y;)/tr(%) mide la contribucién de la j—ésima componente a la variacién total
de X. Luego, uno podria tomar un nimero de componentes Y7,...,Y; tal que Zle Ai/tr(X) sea
suficientemente proximo a 1.

3.1.3. Enfoque Geométrico

Existe otra manera de caracterizar las componentes principales, consistente en un enfoque “ge-
ométrico”. Dado un vector aleatorio X € IR? buscamos un subespacio £ de dimensién k < d de
manera tal que la proyeccién de X sobre L se encuentre en promedio lo méas cercano posible al
vector X. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que X es un vector aleatorio de media O.
Observemos que el Teorema 3.1 permite deducir que si \; = 0 para j > k + 1, entonces Y; ten-
dra varianza 0 para j > k + 1, de donde P(t;X =0, k+1 < j < d) =1, es decir X yace en un
subespacio de dimension k. En este caso, es claro que el subespacio éptimo es el generado por las
primeros k autovectores de 3.

En el caso general, el objetivo es minimizar E(||X — Pz X||?), siendo P, la proyeccién ortogonal
sobre el espacio L. El siguiente resultado muestra que el subespacio éptimo es nuevamente el
generado por las ¢ componentes principales.
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Teorema 3.2. Sea X € IR un vector aleatorio tal que E(X) =0 y sea ¥x = X que satisface (4).
Supongamos que \p > Mgy y sea Lo =< t1,...,t, >. Entonces se tiene que E(||X — Pg,X|?) <
E(|X — P:X||?) para todo subespacio L de dimension k.

Demostracion. Sea vi,...,VvE > una base ortonormal de £. Entonces, PrX = Zle < v, X >
v;. Completando a una base {v;}i<;<q de IR, tendremos que X = 2?21 < v;, X > v;. Como
E(|X|?) = E(||PX]|?) + E(||X — P:X||?) y el lado izquierdo de la igualdad es independiente de L,
obtenemos que minimizar el segundo sumando es equivalente a maximizar el primero. Observemos
que

k k k
E(|PeX|?) = B (Z [<viX> \2) = B(viXX'v) =) viBvi
i=1 i=1 i=1
donde la tltima igualdad se deduce del hecho que E(X) = 0. Bastard ver que Zle Vi3V, se
maximiza tomando v; = t; el i—ésimo autovector de X. Sea v; = Z?:l <vitp >t = Z;l:l cijtj.
Por lo tanto, si V = (v, ..., vg) podemos escribir V = CT donde la matriz C cumple CC’ = I}, ya

k k
que v; son una vectores ortonormales. Luego, > ;" ; C?j < 1. Observemos entonces que >, | v, Xv; =

Py Zle c?j, donde Zle c?j <1y A >X2 > ...\ Luego, 378, ) Zle c?j es maximo si
cjj=1paral<j<kycy;=0parai#j, oseasiv; =t;. ]

3.1.4. Reduccién de la dimensién

En esta seccién trataremos de formalizar la idea de que las componentes principales proveen una
reduccién efectiva de la dimensién del vector original. Para ello, dado un X € IR?, transformarlo a
un vector Y € IR tal que para una eleccién adecuada de A € IR¥*F valga que AY sea “cercano”
a X, en algun sentido. De alguna manera, Y representard la informacion comprimida de X y A
serd entonces la “matriz de descompresién”.

Precisamos formalizar bien esta nocion de cercania y para ello fijaremos alguna notacion.

Supondremos que 3y =TI' > 0, es decir, que Y tiene matriz de covarianza definida positiva.

Vamos a escribir de una forma distinta AY, el vector “descomprimido” de Y.

AY = (Ar%) (r—%Y) — AyZ

con Ay = AT vy Z = T~3Y. Con esta transformacién tenemos que Xz = Ij.
Supondremos como antes que F(X) = 0, por lo tanto, también supondremos E(Z) = 0. Sean
» Py ={A € IR™9/ A es semidefinida positiva }
» P ={A cIR™/ A es positiva }

tenemos entonces las siguientes definiciones.
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Definicion 3.1.
= Si C,D € Py, diremos que C > D si C—D € P,.
s Si C,D € Py, diremos que C>D si C—D € P.
Definimos ahora nuestra medida de cercania.
Definicién 3.2. f: P — IR se dice estrictamente creciente si C > D implica que f(C) > f(D).

Definicion 3.3. f : P — IR se dice invariante por transformaciones ortogonales si para toda
matrix T ortogonal f(T'CT) = f(C).

Definicion 3.4. f : P — IR se dice una medida de cercania si es creciente e invariante por
transformaciones ortogonales.

La traza, la norma de Frobenius y el determinante son ejemplos de medidas cercania. El siguiente
lema provee una caracterizacion de las medidas de cercania a partir de su comportamiento con los
autovalores de la matriz argumento.

Lema 3.1. Sea f : P — IR, dada C € Py, sean £1(C) > ... > £4(C) > 0 los autovalores de C. Una
condicidn necesaria y suficiente para que f sea una medida de cercania es que exista g : IR* — IR
estrictamente creciente en cada argumento tal que f(C) = g(&1(C),...,&(C)).

Demostracion. a) Supongamos que f es una medida de cercania, es decir, una funcion estrictamente
creciente e invariante por transformaciones ortogonales. Aplicando una descomposicion espectral
sobre C, obtenemos una matriz ortogonal T tal que T'CT = diag(&1,...,&4) = Y. Entonces,
f(C) = f(T'CT) = f(X). Definamos entonces g(aq,...,aq) = f(diag(a1,...,aq)).
Veamos que la funcion g asi definida resulta ser estrictamente creciente en cada argumento.
Consideremos Y = diag(§1,...,& +9,...,&:) con § > 0. Es inmediato que X1 > Y, luego
como f es estrictamente creciente tendremos que

g(él,,éj"‘é,,éd):f(ﬂrl) >f('r):g(£177£d)

y tenemos asi una implicacién.

b) Veamos ahora la otra, o sea que si f : P — IR definida como f(C) = g(&£1(C),...,&(C))
con g estrictamente creciente en cada argumento entonces f resulta una medida de cercania.

Sea S una matriz ortogonal, |S'CS — uI| = |S'| |C— uIy| |S] y esto es 0 siy sélo si |C— ply| = 0,
con lo cual S'CS y C tienen los mismos autovalores. Por lo tanto, como f depende exclusivamente
de los autovalores de C obtenemos la invariancia frente a transformaciones ortogonales.

Veamos que f es estrictamente creciente. Sea C > D con C # D. Vale entonces, por el Teorema
6.5, que &(C) > &(D) para todo j y existe jo tal que &;,(C) > &;,(D), con lo cual por ser g
creciente se obtiene f(C) = g(£1(C),...,&(C)) > g(&1(D),...,&(D)) = f(D). O
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Fijada entonces una medida de cercania f, buscamos entonces un vector aleatorio Y y una
matriz A tal que el vector de la forma AY o equivalentemente AgZ cumpla que f(Ex_ay) = f(A)
es minimo, donde A = ¥x_ay. Vamos a ver en primer lugar que una cota para f(A) estard dada
por algo que depende de Mg, ..., A, los menores autovalores de la matriz de covarianza de X, 3
cuya descomposicién estd dada por (4). Es decir, por algo que en algin sentido se estd omitiendo
en el proceso de compresion. Todo esto representaria entonces la informaciéon perdida que ningin
descompresor A podria recuperar. Expresamos todo eso en el siguiente resultado:

Teorema 3.3. Sea f : P — IR una medida de cercania, f(C) = g(£1(C),...,&(C)) con g es-
trictamente creciente en cada argumento. Sean X € IR?, Y € IR* vectores aleatorios de media 0,
A € Rk y sea A = Xx_ay. Sean ademds A, ... Aq los autovalores de la matriz X = Xx. Vale
entonces que para todo A, f(A) > g(Ak+1,---5Ad).

Demostracion. Observemos que A = Xx_ay = Cov(X—A¢Z, X — AyZ) desarrollando obtenemos

A = 3x —Cov(AyZ,X) — Cov(X,ApZ) + Cov(AyZ,AvZ)
Yx — AgCov(Z,X) — Cov(X,Z) 6 + A022A6 .

El dltimo sumando resultard ser AgA{, pues Xz = Iy. Indiquemos por B = Couv(X,Z), luego
tenemos
A=3-AB —-BA)+A)A;=(Z-BB')+ (A;—B)(A; — B).
Por la Proposicién 6.1 el segundo sumando serd mayor o igual que cero. Nos queda entonces A =
Yx-Ay > X —BB' =Xx_pz >0.
El rango de B es a lo sumo k, luego por el Teorema 6.6 tenemos que

(s _ ! Eiti(B) = Ay i=1,2,...,d—k
G BB)Z{ 0 i=d—k+1,d—k+2,....,d

Por el lema 3.1, se verifica que f(A) > f(X — BB') = g(&4(2 — BB),..., & (X — BB)) =
g(>\k+1,...,)\d,0,...,0). |

Tendriamos asi una cota para f(A) que dice que no se puede achicar por debajo de algo
que depende exclusivamente de f y de los autovalores Agiq,...,Aq. O sea, de la informacién que
se estd en algun sentido omitiendo. El siguiente resultado nos permite afirmar que la cota antes
encontrada es efectivamente alcanzable.

Teorema 3.4. Sea T = (T, Ts), con Ty = (t1,...,tx) definido como en (4). Si f es una medida
de cercania entonces f(A) = f(Ex_Ay) se minimiza cuando AY = A¢gZ = T, T} X.

Demostracion. Dado AY = A¢Z = T1T|X = DX, se verifica que X — AY = (I - D)X = QX,
con Q una matriz de proyeccién (simétrica e idempotente). Tenemos entonces que A = ¥x_ay =
Yqx = QXQ. Ahora bien, por (4) vale que ¥ = TAT’, entonces

Ay O T/ A O T

18



donde A; € IR*** son los primeros k autovalores de 3. Como Q =I;,— D = TT' — T, T} = Ty T},
se obtiene facilmente que QX = ToAoT). Ademds, a partir de la ortogonalidad de la matriz T, se
tiene T4T; = 0, de donde QXD = T2A,T,T; T} = 0. Por lo tanto,

A=Q¥Q=Q%(I, - D)=QX - Q=D = QX = T>A, T, :T<8 f )T’
2

de donde,

o = o (3 2)w)-o(5 1)
= g(fl(Az),...,fd_k(Az),O,...,0) :g()\]H_l,...,)\d,O,...,O)

donde la anteultima igualdad se deduce del lema 3.1. El ultimo miembro de la igualdad es pre-

cisamente la cota definida en el teorema 3.3, de donde f(A) alcanza su valor minimo cuando
AY = DX. O

3.1.5. Caso muestral

En la practica g y 3 son parametros desconocidos y por lo tanto, deberan ser estimados a

partir de una muestra xi,...,x, de observaciones independientes e indénticamente distribuidas.
Consideremos it =Xy X =Y i, (x; — X)(x; —X)'/n. Sean Ay > Xy > ... > Ay los autovalores de
Yy T= (75\1, ... ,fd) la matriz ortogonal formada por los autovectores correspondientes. Para cada

observacién x; podemos definir un vector de componentes principales muestrales, y; = T'(x; — X)
obteniendo asi una nueva matriz

Y:(yl,...,yn):T’(xl—i,...,xn—i).

Se esperaria, como en el caso poblacional, que las primeras k componentes principales muestrales
de un vector de observaciones nos dé efectivamente el mejor resimen de esas observaciones que se
pueda conseguir con k variables. El siguiente teorema apunta en este sentido:

Teorema 3.5. Sea A una matriz en R>* (matriz de “descompresion”). Tomemos y; = g(x; —X),
la “i-ésima componente comprimida”, siendo g : R* — RF una funcidn medible tal que ¥ = 0. Si f
es una medida de cercania (estrictamente creciente e invariante por transformaciones ortogonales)
entonces

1 n
f{—Z<xi—f—AY><xi—i—AY>’} (5)

n -
=1

se minimiza con respecto de A y de g eligiendo

o~ ~ ~
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Demostracion. La estrategia es utilizar los resultados del caso poblacional tomando como medida de
probabilidad la distribucién empirica. En ese sentido, se define un vector aleatorio que “emulara”
el comportamiento de nuestra muestra. Sea v un vector aleatorio que toma cada valor x; con
probabilidad 1/n, w = v —X e y = g(w). Entonces, n = E(v) = > " ;x;/n =X, E(w) =0y
E(y) =7¥. Por otra parte,

Luego, (5) es igual a
F(E[(w—Ay)(w — Ay)']) = f (Sw-ay)

que, por el Teorema 3.4, se minimiza en todos los vectores aleatorios y tales que F (y)A: 0 (v luego
para cualquier y que es imagen a través de una funcién medible de w) cuando Ay = T} T} w. Esto
ultimo vale cuando A = T}, y g(w) = T} w. O

Como consecuencia del método utilizado en el teorema anterior, no habria diferencia esencial
entre un acercamiento poblacional o uno muestral a las componentes principales. En efecto, podemos
reemplazar x, @y 3 por v,X y X para tener asi hecha la “conversién” entre ambos casos, es decir,
las propiedades vistas para el caso poblacional se heredan automaticamente a nivel muestral. En
efecto, podemos por ejemplo, transcribir el Teorema 3.1 como sigue:

Teorema 3.6. Sea Y = T/(v — X) entonces se verifica
a) Vai tal que ||la;| = 1, Var(a,v) < Var(t)v) = A1

b) Vaj tal que ||laj|| =1 ya; L <ti,....%5-1 >, Var(d,v) < Var(t,v) = ;.
¢) Y Var(Yy) = Y5, Var(v)) = tr(S).

3.2. Caso funcional

Lo que se hara es basicamente seguir los lineamientos planteados cuando se estudié la perspectiva
geométrica de las componentes principales. Consideremos entonces V un elemento aleatorio en un
espacio de Hilbert separable H de dimensién infinita con segundo momento finito. Supongamos,
sin pérdida de generalidad, que la media del elemento es 0 e indiquemos por I'y el operador de
covarianza.

Buscamos un subespacio £ de H de dimensién k& de manera tal que se minimice E(||V — PV |?),
siendo P, la proyeccion ortogonal sobre L.

Sea L =< wvy,...,v > donde vy,...,v; es un conjunto ortonormal de vectores que generan L.
Completemos v, ..., v a una base ortonormal de H, {v, }nen-

Tenemos entonces, ||[V||? = ||V — P:V|]? + ||P:V|]%. Luego, E(|V|]*) = E(|V — P:V|?) +
E(|[P;V||?). Ahora bien, estamos interesados en minimizar el primer sumando en £. Como la suma
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de ambos es constante con respecto a L, entonces bastard con maximizar el segundo sumando, o
sea,

Mw

E(|P:V|?) = ZE (< v, V >)?
i=1 i=1
k

k k
= Z [Var(< v,V >) + (< v, E(V) >)?] = Z Var(< v,V >)= Z < Tywv;,v; >
i=1 i=1 ;

[Var <v,V>)+ (E(<v,V >))2}

puesto que E(V) =0y Var(< v,V >) =< T'yv;,v; >. Debemos entonces encontrar v, ..., v
vectores ortonormales en H de modo que maximicen Zle < I'yw;, v; >. Ahora bien, si suponemos
Iy es un operador compacto, como es autoadjunto, es diagonalizable, o sea,

)
I'y = Z AT
i=1

donde A\; > Ao > ... son los autovalores de I'y, ordenados de mayor a menor y 7, son las proyec-
cciones ortogonales sobre Ker(I'y — \,), es decir, el autoespacio asociado al n—ésimo autovalor.
Notemos que como I'y es semidefinido positivo, A, > 0.

Se tiene entonces que

Z < Ty, v >= Z Z)\nﬂnvl,vl >= ZZ < ApTTpy, U5 >= Z)\ Z < TRV, v; >

i=1 n=1

Los autovalores )\, estdn ordenados de mayor a menor, entonces esto se maximiza considerando
v; € Ker(T'y — A\p), 1 <n <k, es decir, en cada autoespacio asociado a los k mayores autovalores
de I'yy. Tomando asi v; un autovector de I'y asociado al autovalor \;, para 1 < ¢ < k, podremos
entonces maximizar E(||P;V]|?). Luego, el subespacio £ estara formado por los k autovectores del
operador de covarianza asociados a los mayores autovalores de I'y, y serdn esos autovectores los que
se consideraran las componentes principales funcionales de V', como en el caso finito-dimensional.
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4. Familias elipticas

4.1. Distribuciones esféricas y elipticas en el caso multivariado

4.1.1. Motivacion

Buena parte del estudio clasico en el andlisis multivariado se concentré en el caso de la normal
multivariada. Sin embargo, no siempre es posible validar hipdtesis de normalidad, tema de especial
interés en lo que concierne a la robustez. La idea sera entonces ofrecer una generalizacién que
permita un cierto alejamiento del modelo cldsico normal. Posteriormente iremos un paso mas alla al
extender esto al caso funcional.

4.1.2. Distribuciones Esféricas

Llamaremos O(d) el grupo de matrices ortogonales de orden d.

Definicién 4.1. Un vector aleatorio X € IRY se dice que tiene una distribucién esférica, o di-
rectamente que es esférico, si X y HX tienen la misma distribucién para toda matriz ortogonal

H € O(d).

Es facil ver que si X es esférico y cuenta ademads con una funcién de densidad entonces, debido
a la invariancia de X respecto a rotaciones, ésta debera depender exclusivamente de la norma de
x, es decir, de [|x]|? = x'x.

Algunos ejemplos de distribuciones esféricas son:

1. la distribucién normal multivariada N4(0,02I4) con funcién de densidad

1 1 9
WGXP _F”X” )

2. la distribucién normal multivariada Ny(0,I;) contaminada con un €% proveniente de una
normal Ny(0,021,), con densidad

1 1 1 1,
(1—E)WGXP —5 lIxll +EWGXP —FHXH ;

3. la distribucién multivariada t con n grados de libertad, 74, y densidad
I [1(n+d)] 1
d
T (3) (m)% (14 1)jx|]2)

n+d °
2

Procedemos a describir una manera de generar distribuciones esféricas. Sean Xi,..., X4, Z
variables aleatorias tales que Z > 0 y para un dado valor de Z = z, X7, ..., X4 son independientes
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con distribucién N(0,z), o sea, el vector X = (Xi,...,X,) es tal que X|Z = z ~ Ny(0,z I,).
Supongamos que Z tenga funcién de distribucion G. Luego, la distribucién conjunta de X7, ..., Xy
es

+00 +oo
) = [ Ixizma (G = [ (2na) 2 exp (< ) a6

0
que es una distribucién esférica ya que depende de ||x]|. A este tipo de distribuciones se las denomina
una mezcla escalada de distribuciones normales. La clase de distribuciones esféricas obtenidas al
variar el G es llamada la clase de distribuciones normales compuestas. En particular si P(Z =
1)=1—¢y P(Z = 0%) = € obtenemos la normal contaminada descripta en 2).

Lema 4.1. Sea X = (X1,...,X,) tal que X|Z = z ~ Ny(0,z 1), entonces X = ZY?Y con
Y ~ Ny(0,14). Ademdas, Z e Y son independientes.

Demostracion. Sea Y = X Z~2. Entonces Y|Z =2z~ 273U siendo U ~ N4(0,z I). Por lo tanto,
Y|Z =z ~ N4(0,1;), con lo cual Y es independiente de Z y su distribucion es Ny(0,1). O

Este resultado da una manera de generar observaciones con distribucién esférica, bastara generar
un vector aleatorio Y ~ Ny4(0,1;) y una variable aleatoria Z ~ G independiente de Y, entonces el
vector X = ZY serd esférico con distribuciéon normal compuesta.

Daremos a continuacién algunos otros resultados sobre distribuciones esféricas.

Teorema 4.1. Si X € IR? tiene una distribucion esférica tal que P(X = 0) = 0 y R = ||X],
T(X) = | X||7'X, entonces T estd uniformemente distribuido en S ' = {y € IR* : |y| =1} y
ademds T(X) y R son independientes.

Demostracion. Para toda matriz ortogonal H € O(d) tenemos que
T(HX) = [HX|~'HX = |X|'HX = HT(X),

con lo cual T(HX) y HT(X) tienen la misma distribucién. Como X tiene distribucién esférica,
X y HX tienen la misma distribucién y por lo tanto, T(X) y T(HX) tiene idéntica distribucién.
Consecuentemente, T(X) y HT(X) tendran la misma distribucién. Luego, T(X) es un vector
aleatorio de S%! con distribucién invariante frente a transformaciones ortogonales, pero la tnica
distribucién que satisface eso es la distribucién uniforme sobre dicho conjunto, tendremos asi el
primer resultado.

Veamos ahora la independencia. Definamos una medida z en S4! como

u(B) = P(T(X) € BIR € C)

con C un boreliano fijo en IR tal que P(R € C) # 0, y B un boreliano de S?~!. Es inmediato que p es
una medida invariante frente a transformaciones ortogonales, de done u es una distribucién uniforme
sobre S, 0 sea que tiene la misma distribucién que T(X). Es decir, u(B) = P(T(X) € B), o
sea, P(T(X) € BIR € C) = P(T(X) € B), de donde T(X) y R son independientes. O
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Podemos entonces probar este teorema que generaliza resultados clasicos de variables aleatorias
normales.

Teorema 4.2. Sea X € IR? con distribucion esférica tal que P(X = 0) = 0.

a) Si W =a/X/||X||, con a € IR, ||| = 1, entonces

1
y_@=Diw
a-wai "

b) SiB € IR¥™ es una matriz simétrica e idempotente de rango k, entonces

_ X'BX
X2

tiene distribucidn beta con pardmetros 3k y 3(d — k).

Demostracion. Usaremos el Teorema 4.1 para ambos incisos, notando que tanto Z como Y son
funciones del vector aleatorio T'(X) = X/||X]|, que es un vector aleatorio con distribucién uniforme
en Sg_1.

a) Observemos que W = o'T(X), luego, la distribucién de W depende de la distribucién
uniforme en Sy_1 y no cambiard entonces con la distribucién particular de X ni con la eleccién de
a pues ||a|| = 1. Podemos suponer entonces sin pérdida de generalidad que X ~ Ny(0,1;) y tomar
a = (1,0,...,0). Entonces,

(d—1)2X

(s, x2)’

que tiene distribucién 7; 4—1, como queriamos probar.

b) Observemos que Z = T(X)'BT(X), con lo cual como antes, podemos suponer que X ~
N4(0,1;). Como B es una matriz simétrica e idempotente de rango k, existe una matriz H € O(d)
tal que

Y =

! IkO
HBH—[0 e

Sea U = HX, tenemos entonces que

_X'BX UHBHU ' 02 v

7 = = = =
X[Z = 0F oy, Vit v

con Vi = Zle UZ-2 ~ X%> Vo = Zf:k 41 UZ-2 ~ Xfl_k, siendo ambos independientes. Luego Z ten-
dré una distribucién beta de pardmetros k/2y (d — k)/2 . O
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4.1.3. Funcidn caracteristica de una distribucion esférica

Se deducira en esta seccidén una expresion para la funcién caracteristica de una variable esférica.
Esto serd necesario para la posterior definicién de la distribucién eliptica, nuestro material de
trabajo.

Proposicion 4.1. Sea X un vector aleatorio esféricamente distribuido, entonces la funcion carac-
teristica de X, ox(t), sélo depende de la norma de t. Mds precisamente,

ox(t) = /0 " o) dFR(r),

donde R = | X|| y Yu(s?) = pu(se1), siendo U un vector uniformemente distribuido en S~
con caracteristica py y e1 el primer vector de la base canonica. Si Qg = Yy, tendremos que
ex(t) = ¢px(t't) donde ¢x : R — R estd definida por

ox(s) = /000 Qq(r? 8)dFg(r).

Demostracion. Sea t € R?. Tenemos que t'X = [|X||t/(X/||X]|). Sea U(X) = ||X|~'X, entonces
por el Teorema 4.1, U estd uniformemente distribuido en S ! y ademés T(X) y R son indepen-
dientes. Entonces, la funcién caracteristica se obtendra como

¢x (t) = E(exp(it'X)) = E(exp(il| X[ t'(X/|IX[]))) = E(exp(iRt'U(X))).
Usando las propiedades de la esperanza condicional, obtenemos
E(exp(iRt'UX))) = E(F(exp(iRt'UX)|R))

— /000 E(exp(irt'U))dFgr(r)

= /OO (’DU(T’t)dFR(T‘) = /OO SDTU(t)dFR(T) )
0 0

pues U y R son independientes, siendo oy la funcién caracteristica de U. Ahora bien, por ser X
esférica, U est4 uniformemente distribuida en S y por lo tanto, tenemos que oy (sv) = @vu(s)
no dependerd de v siempre que ||v|| = 1. Ademéds, como pu((—s)v) = pu(s(—v)) y —v € S i
|lv]| = 1, tampoco dependera del signo de s sino de su valor absoluto, |s|, o bien, de su cuadrado
s2. Entonces, podremos hallar una funcién ¢y (s?) tal que py(sv) = y(s?), de modo tal que

t
It]

u(t) = pu (Htu ) T

con lo cual ¢,y (t) = ¢Yu(r’t't) y por lo tanto,
ex(®)= [ vulrPearR()
0
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como querfamos ver. Cabe destacar que la funcién caracteristica depende inicamente de la dimen-
sién del espacio. Luego, si definimos Q4 = 1y tendremos que px(t) = ¢x(t't) donde ¢x : R — R
estd definida por

bx(s) = /0 Qa2 s)dF ().
]

Llamaremos “generador caracteristico de X” a ¢x.
La siguiente proposiciéon ofrece una primera motivacién para lo que serd la definicién de las
distribuciones elipticas.

Proposicion 4.2. Sea X un vector aleatorio esféricamente distribuido con generador caracteristico
¢x. Sea ademds A € R¥™* 4 p € RY. Entonces, la funcidn caracteristica oy de Y = p+ AX
estd dada por

oy (t) = exp(it' u)ox (t'3t)
con X = AA'.

Demostracidon. La funcién caracteristica de Y es

ey (t) = E(exp(it' (u+AX))) = exp(it’' p)ex (A't) = exp(it'n) ¢x ((A't) (A't)) = exp(it'p) ¢x (t'St).
O

4.2. Distribuciones elipticas

Definicién 4.2. Sea X € R? un vector aleatorio. Se dird que X tiene distribucién eliptica si existe
un vector g € R?, una matriz ¥ € 9*? semidefinida positiva y una funcién ¢ : R, — R tal que
la funcién caracterfstica de X — p es px—_pu(t) = ¢(t'St), para todo t € R?. Se lo indicard X ~

€d(lj'7 27 ¢)

En algunas situaciones, por simplicidad escribiremos simplemente X ~ e4(u,3) y diremos que
X es eliptica de pardametros g y 3 entendiendo que existe una funcién ¢ : Ry — R que es la
generadora de la funcién caracteristica de X — .

Observemos que un vector Y ~ £4(0,1,, ¢) tiene distribucién esférica. Ademés, por la Proposi-
cién 4.2, toda transformacion afin de un vector esférico sera eliptico. El siguiente resultado establece
una reciproca en el caso de que la matriz de transformacién sea de rango completo. En lo que sigue

X 2y indicard que X e Y tienen idéntica distribucién.
Proposicién 4.3. X ~ g4(p, 3, ¢) con rango(X) =k si y sdlo si
X2+ RAU,

con U € RF un vector aleatorio uniformemente distribuido en S*~!, R un variable aleatoria no

negativa independiente de U, p € R y A € R con rango(A) = k. Es decir, X 2 n+ AY con
Y ~ (0,1, 9), esférico.
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Demostracion. Probaremos solamente que si X ~ e4(p, 3, ¢) con rango(X) = k entonces X 2
pu+ RAU, puesto que la reciproca se deduce inmediatamente de la Proposicion 4.2.

Como ¥ es semidefinida positiva de rango k, existe A € R¥>* tal que AN’ = X, es decir, si
k = d, A una raiz de 3. Consideramos A~ una pseudo-inversa de A y definamos Y = A7 (X — ).
Por ser una pseudo-inversa, se verifica que AA"A = A y més atn, A~ A € R*** es inversible por
ser de rango completo. Es fécil ver que A~ A = Ij. Entonces, como ¢x_p(t) = ¢(t'3t) se tiene

ey(t) = ex_p((A7)'t) = S((A)VE)Z(A7)'t)
— GEATS(A)t) = Gt A~ (AN)(A))E)
— G(t/(A"A) (AT A)E) = (t'E),

luego Y € R tiene una distribucién esférica con generador caracteristico ¢ y que puede ser repre-
sentado por un RU estocasticamente, donde R = ||Y|| y U son independientes y U es uniforme en

S*1. Por lo tanto, X = p + AY 2 n+RAU. O

Debido a la matriz de transformacién A, el vector aleatorio esférico U producira superificies de
nivel elipsoidales, mientras que la variable R determina la forma de la distribucién y en particular,
el peso de sus colas. Llamaremos a R la variable generadora de X. Notemos que p indica la posicién
de X mientras que la matriz 3 se llama la matriz de dispersién o de escala de X. Por ejemplo,

si X ~ Ny(0,1;) su variable generadora R ~ 4/ X?l' En particular, para generar observaciones con

distribucién eliptica, bastard generar un vector aleatorio X; ~ Ny(0,X) y una variable aleatoria
Z ~ @ independiente de X1, entonces el vector X = p + Z X tendra distribucién eliptica.

Una buena propiedad de las distribuciones elipticas es que su densidad se puede expresar a
través de la densidad de la variable generadora (R), suponiendo que esta tltima es absolutamente
continua. Dada una matriz A € R¥*, de rango k, sean A\;(A) > Aa(A) > ... > M\(A) > 0 los

autovalores de A’A. En lo que sigue, det(A) = [[_, VA = (det(A’A))%. Si la matriz A € R9*d
indicaremos |A| = det(A). En lo que sigue, como en Frahm (2004), permitiremos que las funciones
de densidad estén definidas no s6lo en R¢ cuando X € R¢ sino en subespacios de dimensién menor
o en superficies. Tenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.3. Sea X ~ g4(p, %, ¢), con p € R? y ¥ € R yna matriz semidefinida positiva
tal que rango(X) = k. Supongamos que R es una variable aleatoria absolutamente continua con
densidad fr y sea Sp el subespacio de R? generado por las columnas A. Luego, la funcion de
densidad de X estd dada por

fx(x) = [det(A)| " gr((x — ) (Z)"(x — p)) , ¥x tal que x — p € Sp \ 0,

donde

k
gr(t) = F(Z) =2 fR(VD), t>0.

2r2

Debido a que rango(X) = k entonces valdra la Proposicién 4.3 por lo que X 2 1+ RAU con
U € R* uniforme en S¥~1, R una variable nonegativa independiente de U y AA’ = .
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Demostracion. F(%) /(27%/2) corresponde a la densidad de una variable uniforme distribuida en
S*~1, es decir, de U. Entonces, la densidad conjunta de (R, U), utilizando la independencia, sera

I(5)

5 k)2 fr(r), r>0,uec8k1i
7r

fru(ru) =

Definamos Y = RU, procedemos a calular su densidad utilizando la transformacién h : (0,00) x
Sk=1 — Rk \ 0, h(r,u) = ru = y. Observemos que h es injectiva, luego biyectiva con su imagen,
con lo cual por la formula de cambio de variables obtendremos que

) = froy (T ) [T vy #0,

siendo Jj, el determinante jacobiano de dh(r,u)/d(r,u). Definimos la hiperesfera de radio r como
Sk = {x € R* ||x|| = 7 > 0}. Puesto que la derivada parciale dru/0r tienen longitud unitaria y
es ortogonal a cada plano tangente dru/du’ en S¥~!, tenemos que

1 o’ _ _
il =aet ([ o g ]) = =l

Miss atin, b= (y) = (|lyll,¥/llyl]) luego la densidad de Y ser

AR G ) R

Ix(y) = frulyllLy/lylD) [yl

Definamos ahora g : R*\0 — S \{x}, como ¢(y) = p+Ay, llamaremos x a g(y). La transformacién
q serd inyectiva puesto que A~ A = Ij. El valor absoluto del determinante jacobiano de d(u+Xy)Jy

serd |J,| = |det(A)|, y luego la densidad de X 2 pw+AY = p+ RAU serd
fx(x) = fy(a7 (%)) gl 7! = fr(A™ (x = w))|det(A)| !, x € Sa\ {u}.
Entonces, la funcién de densidad de X resulta ser

k
x0) = et (M)~ 2L IA=Ge— )|~ fr(IAGx - o)),

con x € Sp \ {p}. Como |[A™(x — p)|? = (x — p)A"A (x —p) ¥
A"A" = (AN)"A) (AA)A) = (Z7A)(ZA) =788 =%,
se obtiene la formula deseada. O

La funcién gr se la llamara “generadora de densidades” de X. Notemos que las superficies de
nivel de esta funcién corresponden a superficies elipsoidales.
Para el caso en que la matriz 3 sea inversible, tenemos entonces el siguiente corolario.
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Corolario 4.1. Sea X ~ g4(p, X, ), con p € R? y 3 € R? yna matriz definida positiva, o sea,
tal que rango(X) = d. Supongamos ademds que R es una variable aleatoria absolutamente continua.
Luego, la funcion de densidad de X estd dada por

fx(x) = ‘21’% or ((x— /S (x— ), x#m,
donde 4
gr(t) = Z(Z) % fr(VE), >0

con fr la funcion de densidad de R.

Como rango(X) = d luego valdré la Proposicién 4.3 por lo que X 2 p+RAU con AN = 3.

Demostracion. Consiste en aplicar el teorema anterior luego de substituir k£ por d y considerando

que
det(A)] = 1/det(A'A) = y/det(AA) = /et (%) = V/IE],

puesto que A es inversible. O

4.2.1. Momentos de una distribucién eliptica

Teorema 4.4. Sea X ~ eq(p, 2, ¢), con p € R y 3 € R una matriz semidefinida positiva tal
que rango(X) = k.

a) Si existe E(X) y E(R), se cumple que E(X) = p. O sea, el pardmetro p es la esperanza de
X en caso de existir.

b) Si existen los momentos de orden 2,

Var(X) =aX = E(§2) 3.

Como rango(X) = k valdra entonces la Proposicién 4.3 por lo que X 2 i+ RAU con U € RF
uniforme en S¥~!, AA’ = ¥ y R una variable nonegativa independiente de U.

Demostracién. Tenemos que X = pu 4+ RAU, con U uniforme sobre la esfera S¥~!, R variable no
negativa independiente de U y A una raiz de 3.

a) Entonces, si existe E(X) y E(R), se cumple que E(X) = E(u+RAU) = u+AE(R)E(U), puesto
que U y R son independientes. Como E(U) = 0 por ser U esférico, obtenemos que E(X) = p.

b) Supongamos ahora que exiten los momentos de orden dos y calculemos la covarianza de X.
Utilizando la independencia entre U y R obtenemos

Var(X) = Var(u + RAU) = Var(RAU) = E (RAU)(RAU)) = E(R?) AE(UU')A’,
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donde hemos supuesto que R tiene segundo momento finito. Ahora bien, Z = 4/ X%U ~ Ni(0,1y),

pues la variable generadora de una Z ~ Ni(0,I) tiene la misma distribucién que 4/ X%- Luego,

1= Var(2) = £ (iU GU) ) = E6d) BUT) = ke BUD),
de donde, E(UU') = I /k, por lo tanto

E(R?)

3.
k

Var(X) =

O

Cabe aclarar que k no es necesariamente la dimensién de X o de 3 sino la cantidad de com-
ponentes de U. Tenemos por lo tanto, que el parametro de dispersiéon es una constante positiva
multiplicada por la matriz de covarianza de X. M4s atin, es facil ver que la constante a = E(R?)/k
es igual a —2¢/(0).

Para lograr que ambos parametros coincidan se deberia re-definir R, es decir cambiar la fun-
cién ¢. Nosotros consideraremos la parametrizacion dada por ¢, o sea, salvo una constante de
proporcionalidad.

4.2.2. Otras propiedades de las distribuciones elipticas: distribuciéon condicional

Proposicion 4.4. Todas las distribuciones marginales de un vector aleatorio X ~ e4(p, X, ¢x)
eliptico son a su vez elipticos con generador caracteristico ¢x.

Demostracién. Consideramos X € R? particionado como sigue

X1 Hq ) ( Y Xy )
X = s = s 2 =
( Xo ) g ( Ho Yo X
con X1, p; € RF y 31 € RF*¥F, Calculemos la funcién caracteristica de X;. Sea t = (t/,0')’

oxi(t) = Elexp(it’Xy)) = E(exp(i(t, 0)(X1, X2))) = B(exp(it'X))
= ox(t) = exp(it’ (1, o)) p(t' Bt) = exp(itp1)p(t' S11t).
de donde X7 es una variable e(p, 311, ¢x). O

Es interesante destacar que el generador caracteristico ¢ de X7 es el mismo que el de X.
Tendremos asi el siguiente corolario:

Corolario 4.2. 5i X es un vector aleatorio elitipico tal que alguna de sus marginales es normal,
entonces X es normal multivariada.
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Demostracion. Siuna de las marginales supongamos X; es normal multivariada, luego eso implica
que en su funcién caracteristica ¢x, sera la correspondiente a la de una normal. Pero como ¢x =
¢x, tendremos asi que X también es normal. O

Teorema 4.5. Sea X € R? un vector aleatorio con distribucion eq(p, X, ¢) y B € R¥*?. Luego,
BX serd un vector aleatorio con distribucion e4(Bu, BEB', ).

Demostracion. Sea Y = BX, calculemos la funcién caracteristica de Y.

ey(t) = E(exp(it'Y)) = E (exp(it'BX)) = E (exp(i(B't)' X)) = px(B't)
= exp(i(B't) n)ox ((B't)X(B't)) = exp(it’' (B'p))ox (t'(BEB')t)

y obtenemos asi lo deseado. O

Procedemos ahora a estudiar propiedades sobre la distribucion condicional de un vector eliptico.
Estos resultados seran de vital importancia para el capitulo que viene, cuando consideremos puntos
autoconsistentes. Como primer paso daremos una caracterizacién de la distribucién condicional de
un vector esférico, posteriormente esto nos permitird inferir resultados sobre el caso eliptico.

Teorema 4.6. Sea X 2 RU@ ~ £(0,14,¢) (o sea, con distribucion esférica) donde U@ tiene
distribucidn uniforme sobre la esfera S y R una variable aleatoria no negativa independiente de
U@, Consideremos X = (X1,X3) con Xy el vector formado por las primeras k componentes de
X. Suponiendo que el vector aleatorio condicional Xo|Xy = x31 exista, se cumple que Xo|X1 = x3
tiene también una distribucion esférica y podrd ser estocdsticamente representado como

X2|X1 = X1 2 R*U(d_k) 5

donde U=F) es un vector aleatorio uniformemente distribuido sobre SF=1

R 2 RVT=3|(RVEU® = x1)

con B ~ Beta(%,%), R, 3,UK) 4 UK mutuamente independientes y UR) uniformemente
distribuido en S*1.

Yy

Demostracion. Sea Z = (Zy,Z2) ~ Ng4(0,1;), luego

Z
U@ = U 2 ”/lzl|\” TZT _ VBU®)
gd) Illzzzlll ) ”%2| VI= AUk

donde

z o Z 124
(k) _ 1 (d—Fk) _ 2 — 1
Ytz v izl V=

Como Z = (Z1,Z2) ~ Ny(0,1), U®) y U@ son independientes. Por otra parte, por el Teorema
4.2, B ~ Beta(k/2, (d — k)/2). Més atin, 62 = || Z1||2/(|Z1]]? + ||Z2]|?), como U®) es independiente
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de Zo y de ||Z1]|, lo es de (. De igual forma, U¥=*) es independiente de Z, y de ||Zs||, por lo tanto,
de .
Como X 2 RU@ tendremos entonces

X, \ o R/BUK)
X = = (d—F)
X5 Ry1 - 5U
en donde R, G, U y U=k son mutuamente independientes y B~ Beta(g, d;—k) Basta ahora
condicionar para tener el resultado deseado. O

Extenderemos ahora el resultado para el caso eliptico.

Teorema 4.7. Sea X ~ e(p,3,¢) con p € R? y ¥ € x una matriz semidefinida positiva con
rango(X) = r. Ademds, sea p = (py, pb) vy X = (X, XY%)" con Xy el vector de las primeras k
coordenadas de X (k < r) de modo tal que 311 sea no singular. Entonces, por la Proposicion 4.3,

tendremos que X se puede representar estocdsticamente por X L 1+ RCUM con

Cy 0 } dxr
C= eR
[ Co1 Co

la raiz de Cholesky generalizada de X con submatrices Cy1 € Rka, Cy € RUE—F)xk y Coy €

RA=k)x(r—k) Suponiendo que el vector aleatorio condicional Xo|X1 = x existe, entonces Xo|Xy =
X1 tendrd también una distribucion eliptica que puede ser representada estocdsticamente por

X2‘Xl =X1 2 H* + R*CQQU(T_k)7
con UK uniformemente distribuida en S™=5=1 y

WDRmf‘RJh = Crl(x1 — ),

donde U®) se encuentra uniformemente distribuida en S¥=1 y 8 ~ Beta(%, T;k) con R, 8, UK

Y UK mutuamente independientes. Por otra parte, el vector de posicién corresponde a nto=
py + C1Ciy (%1 — pay).-

Demostracion. Definamos U como en la demostracién anterior, substituyendo d por r. Como
x 2 i + RCU) obtenemos facilmente que

(X \»p py +CyRUY
X=\x, )~ (r) CHE
2 Mo + CglRUl + CQQRU2
Utilizando la caracterizacién de U") = (UY),Ug)) dada en el Teorema anterior, tendremos que

x 2 p1+ CuRyB UK
fty + C21RVB UMW + CrRyT—BUCH )
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Bajo la condicién X = x1, despejando x; = pq +C11 RV 3 U®) ge obtendrs que el vector aleatorio
R\/BU(k) se degenera en la constante Cl_l1 (x1 — p1), pues Cy; es inversible por hipétesis ya que
C11C); = X11. Definimos entonces

pn = py + C21R\/B U = Mo + C2IC1_11(X1 — ).
Tendremos entonces que Xs|X; = x; tendrd la misma distribucién que
Hz + CorRY/B UW 4 CopRy/T= 3 U)Xy = x1)
o+ Co1Cril(x1 — py) + Co2Ry/1 - B U(T_k)‘(Xl =x1)

p+ CpuRy/1-BUTP|(X; =x)
[1,* + CQQR*\/ 1-— ﬁ U(T_k)

donde R* 2 Ry/T= J¢] ‘(R\/B U® = Cl(x1 — 1)), como querfamos probar. O

19

o v

El siguiente corolario nos permite expresar el resultado anterior sin necesidad de recurrir a la
raiz generalizada, expresando la distribucién condicional en términos de los componentes de 3.

Corolario 4.3. Sea X ~ e(u, 2, 0) con p € R y & € x una matriz semidefinida positiva con
rango(X) = r. Ademds, sea p = (ph, ph) vy X = (X|,X5,) con Xy el vector de las primeras k
coordenadas de X (k <) de modo tal que 311 sea no singular donde

Y1 X2 > dxd
S=AA = € R**
< o1 Yoo

con submatrices $q11 € RF*F 39y € RE-K)xk 3., = DIINS RFX(d=K) o 3359 € RUA—K)x(r—k) (luego,

por la Proposicion 4.3, tendremos que X 2 un+ RAU(T’)). Suponiendo que el vector aleatorio
condicional X3|X1 = x3 existe, tendrd también una distribucion eliptica eq_p(p*, X%, ¢*) con

p= g+ T B (%1 — )

T = gy — T B e,

y ¢* corresponde al generador caracteristico de R*UT~F) con
) _
R ZRVT= 5 |(RVB UM = Clx1 — puy)).

Aqui C11 corresponde a la raiz de Cholesky de X11, UK estd uniformemente distribuido en S¥—1
y P~ Beta(%, T;k) con R, B, UK 4 UK mutuamente independientes.
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Demostracion. Consideramos el teorema anterior y hacemos notar que Cglcl—f = (C1C)((C 1_11)’ C 1_11) =
22121_11, luego
= py + C2IC1_11(X1 — ) =po+ 232121_11(X1 — M)

Ademss, C1;C); =11 y

= (C21CY; + C22Clhy) — (C21C)((C1y' ) C)(C11CYh) = Bao — B B T

lo que concluye la demostracion. O

Del Corolario 4.3 se deduce inmediatamente que bajo las condiciones del mismo, si existen
E(X2|X1) = My + 22121_11(X1 — [,Ll) y V(IT'(X2|X1) = g(Xl) (222 — 22121_11212) para alguna
funcién g. Més ain se puede probar, que si la matriz de covarianza condicional no depende de
X, entonces, X debe ser normal multivariada. Esta propiedad caracteriza a la distribucién normal
dentro de la clase de las elipticas (ver, Kelker, 1970).

4.3. Caso Funcional

Vamos a extender la definicién de distribucién eliptica para el caso en que se trabaje con un
espacio de Hilbert H separable. La definicién se basara en la dada para el caso multivariado.

Definicion 4.3. Sea V un elemento aleatorio en un espacio de Hilbert separable H. Diremos que V
tiene una distribucion eliptica de pardmetros u € Hy I' : H — H, con I' autoadjunto, semidefinido
positivo y compacto y lo indicaremos V ~ £(u, T') si para todo A : H — IRP lineal y acotado (o sea,

tal que sup ||Az|| < oo) se cumple que AV tiene distribucién eliptica multivariada de pardmetros
llzll=1
Apy X = AT A*.

Probaremos primero que los dos parametros, u y I', que caracterizan al elemento V son la
esperanza y el operador de covarianza, en caso de existir.

Lema 4.2. Sea V un elemento aleatorio en un espacio de Hilbert separable H con distribucion
E(u,T). Si existe E(V) entonces, E(V) = p.

Demostracion. Sea f € H* por hipdtesis se tiene que E(|f(V)|) < oo y como f : H — IR es lineal
y continuo, es lineal y acotado. Por lo tanto, f(V') es eliptico de pardmetros f(u) y fI'f*. Como
existe E(V), existe E(f(V)) v ademas E(f(V)) = f(E(V)). Pero E(f(V)) = f(u) luego, por la
unicidad, se tiene que E(V) = p. O

Lema 4.3. Sea V un elemento aleatorio en un espacio de Hilbert separable H con distribucion
E(u,T). Si existe el operador de covarianza se cumple Ty = a T, para algin o € IR.

Para demostrar que la covarianza es efectivamente I' debemos primero probar el siguiente re-
sultado auxiliar.
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Lema 4.4. Sea V ~ e(u,I') un elemento aleatorio en Hy eliptico de pardmetros p yI' y A: H; —
Hs lineal y acotada. Luego AV es un elemento aleatorio eliptico en Ho de pardmetros Au y AT A*.

Demostracion. Sea B : Hy — IR lineal y acotado, veamos que BAV es eliptico multivariado de
media BAp y matriz de covarianza BAT A* B*.

Sea Bo A : Hy — IR? el operador composicién. Luego, B o A es lineal y acotado y por lo tanto,
BAV = (B o A)(V) es eliptico de pardmetros Bo A(u) = BAuy (Bo A)T(Bo A)* = BAT'A*B*,
teniendo asi lo deseado. O

La demostracién del Lema 4.3 se deducira de la Proposicion 2.9 y del Lema 4.4 por la unicidad
de la covarianza.

Para ello, serd conveniente tener definidas una serie de operadores especiales. Como H es sepa-
rable, admite una base ortonormal numerable o finita, o sea que existen {¢p },ecv (eventualmente
finitos si el espacio es de dimensién finita) ortonormales y que generan H.

Podemos definir entonces P, = Py, . ¢,>, la proyeccién ortogonal sobre el subespacio H; gen-
erado por ¢1, ..., ¢,. Como en realidad, nos interesard llegar finalmente a IR", vamos a efectuar una
composicion con el operador natural que identifica este subespacio con IR". Es decir, consideramos
el operador T, : H — IR"™ definido como

e i=12..,n
con ey,...,e, los vectores de la base canénica de IR". En definitiva, dado = € H, T),(z) = Z;‘L:I <

x,¢; > e;. Usaremos T;, en lugar de P, como proyector, pues directamente llega a IR" y a cada
uno de ellos los llamaremos “proyectores truncantes”.
Ahora si, probemos el Lema 4.3.

Demostracion. del Lema 4.3. Queremos ver que I'yy = al’, o sea que dados u,v € H se cumple
< aTu,v >x= ay(u,v) = Cov(< v,V >y, < v,V >5), donde especificamos en que espacio se
toma el producto interno por claridad.

Sea {¢n}nemw la base de H formada por las autofunciones de I' asociada a los autovalores
A1 > A2 > ..oy {Th beev la sucesion de proyecciones truncantes asociadas.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer \; > 0 ya que en caso contrario, P(V = E(V)) =1
y el resultado es trivial.

Sea d € IN fijo. Por ser V eliptico, TV es eliptico multivariado con pardmetros Tyu y TyI'T}.
Como V tiene segundo momento finito, entonces T,V tiene segundo momento finito y E(T;V) =
Typ y la covarianza, X4, de T,V es proporcional a TyI'T}. Por lo tanto, existe ag € IR tal que
Y= aqIqT'T].

Veamos que ag no depende de d. Es facil ver que TyI'u = Zle Ai < ¢, u > ¢;. Por lo tanto,
usando que < ¢;, Tyx >p=<Typ;, X > pi=< €;,X > pi= x; para todo x € IR?, se deduce que

le_‘Tglk = diag ()\1, e ,)\d) . (7)
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Sea k < dy m : IRY — IR* la proyeccién usual 7(x) = mp ((x1,...,7,)) = (21,...,7%) =
Ajpx. Luego m T,V = TV y por lo tanto, Cov(T},V) = Xj, = ApXgA} de donde, a;T;,T'Ty =

agAg(TyLT))A, con Ay = < Ig 8 > Usando (7) obtenemos

akdiag ()\1, . ,)\k) = adAkdiag ()\1, e ,)\d) A; = addiag ()\1, N 7)\k)

de donde a = a4. Luego existe a € IR tal que para todo d € IN la covarianza, 34, de TyV es igual
a oIyI'Ty;, de donde

< dIgTTyx,y > pa= Cov(< x, T4V > pa, <y, TaV > pa).

Utilizando la definicién de la adjunta de Ty, tenemos que < TyI'Tyx,y > pe=< I'lyjx,T7y >y
mientras que el miembro derecho de la igualdad se puede escribir como

Cov(< x, T4V > jpa, <y, TgV > ppa) = Cov(< Tyx,V >3, < Tjy,V >3) .
Luego, tenemos que para todo d € IN, x, y € IR?,
< al'Tix,Tjy >y= Cov(< T;x,V >4, < Tyy,V >x) = ay(Tyx,T]y).

Sean u,v € H , sean uqg = Pyu, vg = Pyu. Sabemos ademds que limy_, o ||u—uql] = 0y limg_ |Jv—
vg|l = 0. Sean x = Tyu = Tquq e y = Tyv = Tyqvq. Luego, es inmediato que uqg = T;x, vg = 1]y, de
donde Entonces,

< alug,vg >y=< oI'T;x,T;y >n=av(T;x,T]y) = ay(ug,vq)

Por ser ay continuo se tiene que limg o, ay (ug, vg) = ay (u,v). Por ser T' un operador autoadjunto
y compacto limgy_,oo < Tug,vg >x=< I'u,v >4, lo que concluye la demostracion. O

En base a los resultados vistos para el caso finito dimensional, tenemos que una manera de
obtener elementos aleatorios elipticos es a través de la siguiente transformacién. Sea V1 un elemento
gaussiano en H de media cero y operador de covarianza I'y, y sea Z una variable aleatoria con
distribucién G independiente de V1. Sea pu € H, luego V = u + Z V1 tiene distribuicion eliptica y
si existe F(Z?) entonces T'y = E(Z?)Ty,.

4.4. Distribucién condicional

Vamos a demostrar algunas propiedades sobre la distribuciéon condicional en familias elipti-
cas. En nuestro caso, tendremos V un elemento aleatorio perteneciente a una familia eliptica de
pardametros p y I'. Consideremos en H la base ortonormal, {¢,, },e7 (Z finito o numerable) formada
por las autofunciones I' asociadas a los autovalores A\ > Ay > .... Dado d € 7 fijo, definamos

Hl:<¢17"'7¢d> H2:<¢17"'7¢d>J—
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Ambos son subespacios cerrados, el primero por ser de dimension finita y el segundo por ser el
ortogonal de un conjunto. Por lo tanto, ambos seran a su vez espacios de Hilbert. Definimos sobre
estos espacios proyecciones truncantes, es decir, Py, : H — H1 y Py, : H — H2 definidos como

; i=1,2,....d i > d

Por lo tanto, Py, = P;. En base a estas proyecciones podemos construir V; = Py, V € Hjy,
Wy =T,V elRy Vs = P,V € Hy elementos aleatorios, ambos elipticos por el Lema 4.4.

Lo que hemos hecho es “partir” al elemento aleatorio en dos partes, una de ellas de dimen-
sién finita. Esto nos permitird definir entonces una distribucién condicional V3|V; siguiendo los
lineamientos descriptos anteriormente.

Teorema 4.8. Sea H un espacio de Hilbert separable. Sea V' un elemento aleatorio en H con
distribucion E(u,T), sequndo momento finito T' Hilbert Schmidt (ver 6.18) para que Y .o i < 00.
Sea d € T fijo y consideremos Vi = Py, V., Wy = T4V y Vo = Py, V con Py, y Py, definidos en (8)
y Ty definido en (6). Sean A\ > Xy > ... los autovalores de T' y supongamos que \g > 0. Entonces,

a) la matriz de covarianza de Wy, Xy, = TyT'T; = diag (AM,..., Ag) es no singular y
b) E(Va|W1) = pia + Tvyw, By (W — ),
donde Ty, w, es el operador de covarianza entre Vo y Wi, py = E(W1) y pe = E(V3).

Demostracion. a) Es inmediato pues \g > 0.

b) Sin pérdida de generalidad podemos suponer que I' es el operador de covarianza. Debemos
probar que la esperanza de V,|W; es efectivamente lo que se quiere. Vamos a verificar las condiciones
de la esperanza. Sea f € H*, debemos ver que E(|f(Va|W1)|) < oo y que E(f(V2)|W1) = f(u2 +
sz,leEVll (W7 — p1)). Ahora bien, sabemos que entonces f(V5) serd eliptico real, méas ain, W =
(W1, f(V2)) =TV, con T lineal y acotada, y por lo tanto, W es eliptico de pardmetros (pq, f(u2)) y
TTT — < Ew, Cov(W1, f(V2))

COU(Wl,f(Vg)), fFf*
emos f(V2)|W; tiene una distribucién eliptica con esperanza f(u2)+Cov(f(Va), Wl)Z;Vll (W1 —pq).
Usando la Proposicién 2.9 deducimos que Cov(f(V2), W1) = fI'v, w,. Por lo tanto,

>. Por el caso multivariado, del Corolario 4.3 obten-

E(f(Va)W1) = f(u2) + Cov(f(Va), W1)Z} (W1 — py)
= flp2) + [Tvpw By (Wi — ) = f(p2 + Duawn By, (Wi — )

y se obtiene el resultado deseado. O
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5. Puntos Autoconsistentes y Puntos Principales

5.1. Definiciones y propiedades

Definicién 5.1. Dado un conjunto W = {y,...,yx} con y; € H, 1 <i < k definimos la distancia
minima de un elemento aleatorio V' al conjunto W como d(V|y1,...,yx) = mini<j<k ||V — y;||.

A partir de un conjunto W y de esta distancia, induciremos una particién del espacio explicitada
por los dominios de atraccién.

Definicién 5.2. Para un conjunto W = {yi,...,yx}, €l dominio de atraccién D; de y; consiste en
todos los elementos de H que tienen a y; como punto més cercano de W, es decir, D; = {x € H :

lz —y;ll <llz—well €55}
En caso de empates, se asigna el punto x al conjunto con menor indice j.

Definicién 5.3. Sea V un elemento aleatorio tal que existe E(V'). Un conjunto W = {y1,...,yx}
se dice autoconsistente para V si E(V|V € D;) = y;.

Podemos extender esta definicién para elementos aleatorios.

Definicién 5.4. Sea V un elemento aleatorio tal que existe E(V'). Un elemento aleatorio W se
dice autoconsistente para V si E(V|W) = W.

Lema 5.1. Sea V' un elemento aleatorio tal que existe E(V). Si V es un elemento aleatorio con
un conjunto autoconsistente de puntos {y1,...,yr} entonces E(V') es una combinacion convezra de

Y, Yk

Demostracion. Sea D; el dominio de atraccién de y;, es claro que U?:l D; es una particiéon de H,
con lo cual, E(V) = Z?Zl E(Vip,(V) = Z?Zl T E(V|V € D;) = Zle mjy; con 14(V) =1 si
VeAylaV)=0siV ¢ A, n; = P(V € Dj). Como los D; forman una particién de H, Z?Zl TYj
es una combinacién convexa de yi, ..., Yi- O

Por el Lema 5.1, si k = 1 y V es un elemento aleatorio con un conjunto autoconsistente {y; }
entonces y; = E(V)

Definicién 5.5. Los elementos &1, ..., &, son llamados puntos principales si
Py (k) = B(d* (Vi€ &) = min B (Viys,....g0))
J

Lema 5.2. Un conjunto W = {&1,...,&k} de puntos principales del elemento aleatorio V' es auto-
consistente.
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Demostracion. Sean &1, ..., & los puntos principales de V, con Dy, ..., D; los respectivos dominios
de atraccién. Sea m; = P(V € D;). Entonces, por la definicién de los dominios de atraccién tenemos

k
BVl &) = B (i V=61 ) = X mBuin, |V - 617 1V € D)
=1 T

1<j<k
k
= Y mE(V-&l*|VeD). (9)
i=1
Por otra parte, por ser &1, ...,&, puntos principales de V'

2 _ / 2 _ / 2
BV, ...&) = ylnz,azHE<d Vi) = min 2 (i [V = 51?)

= min Zm mln \V yill> |V € D;)

y1--yp€H

<  min E(V —uill? |V e Dy 10
ylykGZﬂ (I vill~ | ) - (10)

De (9), (10) y del hecho que argmin,, .y E(||V — yil> |V € D;) = E(V|V € D;)) = &4, obtenemos

k
E((VIgr,....&) = > mBE([V—&l* |V eD)
i=1

k

=  min mE(|V —yl|? |V € D))
y1.--yr€H =1

k k
= >y m ;I_leng(HV —yil? IV eD) =) mE(|V —&.l* [V eDy)
i=1 ¢ i=1

= BE(d*(V[1,-... 0n)) -

Luego, &, = E(V|V € D;)) son puntos principales.

Sea & = b foilven, v € = Yb, &lvep,. Luego, E((Vé,...,&)) = E|[V —¢|* De
donde, E||V — &2 = E||[V — ¢||?. Con lo cual, usando que &; = E(V|V € D;)) y por lo tanto
E(<V —&p,& — & >) =0, obtenemos

E|V =& =E|V &P+ E|l§ —&l* +2E(< V — &, € — & >) = E|V —£|* + E||€ — &l

de donde E||¢ — &> = 0. Por lo tanto, P(§, = &) = 1 y entonces los puntos principales son
autoconsistentes. O

Luego, puntos autoconsistentes existen cada vez que existan puntos principales.
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Lema 5.3. Sea V' un elemento aleatorio de H y sea Vo = v+ p UV con v € H, p un escalar y
U :H — H un operador unitario (suryectivo e isométrico). Entonces, se verifica

a) SiW ={y1,...,yx} es un conjunto de k puntos autoconsistentes de V' entonces Wa = {v +
pUys,....,v+p Uy} lo serd de V.

b) Si W = {y1,...,yk} es un conjunto de k puntos principales de V entonces Wo = {v +
pUyt,...,v+ p Uy} lo serdn de Va y ademds E(d?(Va|Ws)) = p?E(d?(V|W)).

Demostracion. a) Sabemos que W es autoconsistente para V', entonces tendremos que E(V|V €
Dj) = y;. Notemos que por ser U unitaria, V' € D; si y solamente si ng v+p UV € D; donde D;
es el dominio de atraccién de v + p Uy; . En particular, v + p UD; C D;. Entonces,

EWa|Va € D;) = E(+pUV|Va € D;) =v+ pUE(V|v 4 pUV € v+ pUD;)
= v+ pUEVI|V € Dj) =v+ pUy;.
b) Sean &i,...,& un conjunto de puntos cualesquiera de H y sean Aj,..., A sus respectivos

dominios de atraccién. Debemos ver que E(d*(Va|Ws)) < E(d?(Valéi, ..., &k)). Sea z; tal que & =
v+ p Uz;. Tenemos

E(@(Valéy,...&) = E(min [V — &%) = B(min v+ p UV = &)
<ji<k

1<j<k
_ ’ L 12y — ( _ 12
= E(lglgk|!V+pUV v—pUz|”) E(lgljlgk\\p UV —pUzl)

2 . T 12) — 2 . 2
= pE(lgljlngUV Uz|) pE(llgnjlngV zi[1%)

donde la iltima igualdad se deduce del hecho de ser U una isometria. Pero sabemos que {y1,...,yx} =
argmin_, . E(mini<j< |V — z;||?) por ser los puntos principales de V. Luego,

2 _ 2 . 2y > 2 y Cal2) — . 2
E(d*(Valé1, ... &) p E(lrgr;.lgnkHV zill*) > p E(lglgkll‘/ yill%) E(lg.lgnk\l‘é €o0.411°)

donde &y ; = v + pUy;, o sea, Wa son puntos principales de V5. Por otra parte, el célculo hecho
permite ver que E(d?(Va|W2)) = p?E(d*(V|W)). O

Este resultado nos permitird suponer en todo momento que el elemento aleatorio tiene esperanza
0.

Lema 5.4. Sea V un elemento aleatorio con esperanza 0. Sean y1, ...,y un conjunto de k puntos
autoconsistentes de V', de manera tal que estos puntos generan un subespacio M de dimension q,
con base ortonormal {e1,...,eq}. Luego, el vector aleatorio de IR? definido por X = (X1,...,X,)
con X; =< €;,V > tendrd a W = {wj}i<j<i con wj = (wij,...,wiq) Yy wij =< €;,y; > como
conjunto autoconsistente.
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Demostracion. Para facilitar la notacién, definimos A : H — IR? como A(v) = v = (v1,...,7q)
con v; =< e;,v >. Queremos probar que X = AV € IR? tiene como conjunto autoconsistente a
W = {wi,...,wi} = {Ay1,..., Ayi}. En efecto, si D; es el dominio de atracciéon de Ay; y D; el
de y;, tendremos que V' € Dj si y sblo si AV € /TZ, con lo cual

E(AV|AV € D;) = AE(V|AV € D;) = AE(V|V € D;) = Ay; = w;.
O

Definicién 5.6. Sea W : Q — ‘H un elemento aleatorio discreto, distribuido conjuntamente con el
elemento aleatorio V : Q@ — H. Indiquemos por S(W) el soporte de .

El elemento aleatorio W es una mejor aproximacién de k puntos de V' si S(W) contiene exac-
tamente a k puntos distintos y1,...,yx y vale que E(||[V — W|?) < E(|V — Z||?) para cualquier
Z : Q — H discreto con #5(Z) < k, o sea, con a lo sumo k puntos en su soporte.

Lema 5.5. Sea W una mejor aprorimacion de k puntos de V. Luego, vale que

a) SiV € Dj; luego W debe valer y; con probabilidad 1. O sea que
k
W= ylp,(V).
i=1

b) |V —=W| < ||V —uyjl|l c.tp. para todo y; € S(W).
c) E(VIW)=W c.t.p. (0o sea que W es autoconsistente para V')

Demostracion. a) Supondremos siempre que la probabilidad de que V se encuentre en la frontera
de dos dominios de atraccién (D; N'D;) es 0.

Supongamos que el resultado no fuese cierto, eso es, que el conjunto A = {V € D;} N{W =y, }
tiene probabilidad estrictamente positiva, con r # j. Vamos a definir un nuevo elemento Z(w) que
vale W(w) si w no estd en A y que vale y; si lo estd. Veamos entonces que Z aproxima mejor a V'
que W.

E(|V - 2| E(|IV — Z||*Lae) + B(|V — Z|*14)
= B(|V - W|[1a) + E(||V — Z||*1a)
= BV~ W[ 1ae) + E(||V — y;]/*1)

Ahora bien, estando en el conjunto A tenemos que
IV = yilP1a < [V =l P1a = [V = W[ 1a

y como A tiene probabilidad positiva luego obtenemos que
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E(|V =yl 1a) < E(|V = W|[*1a).

Siguiendo con la cuenta de antes esto nos dice que

B(|V = W) + E(|V — y;|*1a) <
E(|V = W) + E(|V = W[[*14) =
E(|V - WI[J).

O sea que E(||[V — Z|?) < E(||V — W||?) con lo que Z serfa una mejor aproximacién que W
con soporte de cardinal k, absurdo pues W era la mejor aproximacion. Se tiene asi lo deseado.

b) Si V(w) € D; luego por lo de antes eso implicard, salvo medida nula, que W(w) = y;.
Entonces, ||V — W||(w) = ||V (w) — y;]| ¥ esto es menor o igual que ||V (w) — y;|| para cualquier y;
pues precisamente en dicho w tenemos que el V(w) € D; y en esa regién el punto y; es el punto
més cercano a V(w).

c) Pensemos en que E(V|W) es por definicién una funcién g(W) medible que minimiza la
distancia esperada al cuadrado entre V' y cualquier funcién medible h(W). Ahora bien, una funcién
h(W) tendra necesariamente un soporte de k o menos puntos pues W tiene un soporte de k puntos.
Entonces, por definicién de mejor aproximacién, tendremos que W aproxima mejor a h(WW') para

toda funcién medible A, con el criterio de la distancia esperada al cuadrado. Entonces, la funcion
g(W) = E(V|W) coincide con W.

O
Por tltimo, notemos que dado un conjunto autoconsistente {y1, ..., yx} de V podemos definir de
manera natural una variable aleatoria Y con soporte {yi,...,yx} tal que P(Y = y;) = P(V € D;),

es decir, Y = Zle yilvep,. Por ser un conjunto autoconsistente, se cumplird que E(V|Y) =Y,
con probabilidad 1. En principio no tendria por qué ser una mejor aproximacién, eso ocurrird en
caso de que el conjunto sea de puntos principales.

5.2. Relaciéon de los puntos autoconsistentes con componentes principales

Como hemos visto si V' es un elemento aleatorio con un conjunto autoconsistente de k = 1
puntos {y;} entonces E(V) = yi, por lo que si suponemos E(V') = 0 tendremos y; = 0. El siguiente
resultado trata de caracterizar el subespacio generado por los puntos autoconsistentes si k£ > 1
generaliza un resultado andlogo dado por Tarpey y Flury (1995) para el caso finito—dimensional y
extendido al caso de procesos gausianos por Tarpey y Kinateder (2003), si bien la demostracién
de estos ultimos autores no garantiza que la matriz I'y, w, que se define en la demostracion del
Teorema sea inversible. Establecemos en primer lugar una serie de lemas auxiliares.

Lema 5.6. Supongamos E(V) = 0. Luego, si h € Ker(T'y) entonces < h,V >=0 € IR c.t.p.
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Demostracion.
E(<h,V >)=<h,E(V) >=0.

Var(< h,V >)=Cov(< h,V >, < h,V >) =ay(h,h) =<Tyh,h >=0

pues h € Ker(Ty). Entonces, como su varianza es cero luego es constante para casi todo punto.
Como su esperanza es cero luego dicha constante es el 0. U

Lema 5.7. E(V) =0, H es separable. Sea
H1 = Ker(Ty),
Hy = KGT(Fv)J‘.
V =P,V + Py, V. Luego Py, V =0 c.t.p. (Pr,V =V c.t.p.).
Demostracion. Supondremos ambos espacios de dimensién infinita. El caso en que alguno de ellos
sea de dimensién finita se procede andlogamente pero usando finitos indices.
Hy, = Kerl"v =< e1,€9,... >.

Lo completamos a una base ortonormal de todo el espacio
Ho = KGTI‘VJ‘ =< fl,fg,. R

Entonces Var(Py, V) =Y., < T'vei,e; >y acé cada sumando vale cero pues ¢; € Ker(Ty).
Ademéas, E(Py,V) = Py, E(V) = 0 con lo cual se deduce que Py, V es un elemento aleatorio de
varianza constante. Como Var(X) = E(||X — E(X)|?) luego deducimos que ||V — E(V)|]? = 0
c.t.p. con lo cual V.= E(V) =0 c.t.p. y listo.

O
Corolario 5.1. P(V = Py, V) = 1.
Demostracion. Definicién de c.t.p. ]
Corolario 5.2. P(V € Ker(Ty)*t =1.
Demostracion.
{V="P,V}C{VeKer(Ty)}
con lo cual
1=P(V =Py,V) < P(V € Ker(Ty))
y listo. O

Corolario 5.3. Si AN Ker(T'y)!t = & entonces Py(A) = 0.
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Demostracion. Es claro pues P(V € Ker(T'y)*t = 1. O

Teorema 5.1. Sea W = {y1,...,yr} un conjunto de k puntos autoconsistentes. Luego todos ellos
deberdn estar necesariamente en Ker(Ty)™,.

Demostracion. Ker(T'y)*: es un subespacio y por lo tanto un conjunto convexo. Los dominios de
atracciéon de cada punto D; también son conjuntos convexos. La interseccién de ambos serd un
conjunto convexo. El soporte del elemento aleatorio V estars incluido en Ker(I'y)* pues este tiene
probabilidad 1.

y; = E(V|V € D;) = E(V|V € D;,V € Ker(Ty)*) = E(V|V € D; N Ker(Ty)™b).

Es una esperanza de un elemento aleatorio que se mueve en un conjunto convexo, luego esto caera en
el conjunto convexo (habria que probarlo ...) D;NKer(T'y)t € Ker(Ty)t. Luego, y; € Ker(Ty)+
y listo.

U
Corolario 5.4. Sea W = {y1,...,yr} un conjunto de k puntos autoconsistentes. SeaV el subespacio
generado por ellos. Entonces, Ker(T'y) NV = {0}.
Demostracion. Por el teorema anterior, W = {y1,...,yx} C Ker(T'y)*. Porlo tanto, V C Ker(T'y)*.
Entonces, Ker(I'y) NV = {0}. O

Vale también que T'(V) N V+ = {0}. Interesante destacar que esto ya serfa una propiedad
general de operadores semidefinidos y diagonalizables, no es necesario recurrir a ningun concepto
probabilistico como en la otra hipétesis.

Demostracion. Sea z € T'(V) N V1, entonces 2z = T'v con v € V. Quiero ver que z = 0. Sea {¢;}jen
una base ortonormal de autofunciones de I, asociados a los autovalores p1,..., u},... Entonces

UZZ}E:<:U,¢j)>¢g

j=1
luego
[e.e]
z:I‘v:Z <0, Q5 > [jd;.
j=1

Ahora bien, como v € V* entonces < z,w >= 0V w € V. En particular, podemos tomar
w = v y entonces tendremos que

o0 o0
0=<2,0>=<> <, > b, Y <v,¢; > ¢; >
j=1 7j=1
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o0
2
:Z,Uj<v,¢j> .
Jj=1

Los j1; son no negativos, cada sumando debera entonces dar 0. Esto esta diciéndonos que < v, ¢; >=
0 siempre que p; sea distinto de 0. Obtendriamos asi que I'v = 0, con lo cual v € Ker(I'), luego z
debe valer 0 y es lo que se queria probar. O

Tenemos asi el siguiente corolario final:

Corolario 5.5. Sea V' un elemento eliptico con E(V') =0 y operador de covarianza compacto T .
Sea V el subespacio generado por un conjunto {y1,...,yx} de k > 1 puntos autoconsistentes. Luego,
ker(T) NV = {0} y TV N V+ = {0}.

Podemos ahora si encarar el teorema principal.

Teorema 5.2. Sea V' un elemento eliptico con E(V) = 0 y operador de covarianza compacto T.
Sea V el subespacio generado por un conjunto {y1,...,yr} de k > 1 puntos autoconsistentes. Luego
V estard generado por un conjunto de autovectores de I'.

Demostracion. Sea g = dim(V), consideramos {vy,...,v,} una base ortonormal de V. Definimos
Ay :H — IR? como
< v, h> q
Al(h): :Z<Uiah>ei7
< vg, h > =1
siendo e; la base canénica de IR?. Luego, A7 : IR? — H, serd igual a Ajx = >.7 | z;v; con
x = (z1,...,%4), es decir la imagen de A} es V. Definimos también Ay : H — IRY como
< Vgt1,h >
Ag(h) = < Ug+2, h >

Para poder asegurar la continuidad del segundo operador debemos dotar de una norma adecuada

a IRYN. Para que ademds sea un espacio de Hilbert, consideramos la norma 2, es decir, la norma

dada por la raiz de la suma de los cuadrados de la sucesién, lo indicaremos entonces por IR = ¢,
Notemos, por la identidad de Parseval, que ||h|? = >"32; < h,vx >2. Entonces,

A2 = S < houy >2< S < g 2= [0
k=q+1 k=1

Tenemos asi que As es continua, pues es acotado de norma menor o igual a 1. De hecho, la norma
serd exactamente 1, evaluando en elementos unitarios de V' se alcanzara dicha norma.
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Definimos Y un elemento aleatorio de manera tal que P(Y = y;) = P(V € Dj), con D; el
dominio de atraccién del punto y; con respecto a V, es decir, ¥ = Zle yilyep,. Usando que Aj
es lineal y continuo, y que y; es un elemento del conjunto autoconsistente, obtenemos que

E(A2V|Y = yj) = E(A2V|V S D]) = AQE(V“/ S D]) = Agyj =0

donde la tltima igualdad vale pues y; € V que es el niicleo de Ay. O sea que, P(E(AV|Y) =0) =1
puesto que Y tnicamente tomara los valores y1, ..., yx.
Por otra parte, tenemos

0= BE(AV]Y) = E(E(AV|AV)|Y). (11)

Ahora bien, si definimos A : H — (* y W = (W1, Ws) = (A1(V), A2(V)") = A(V), tenemos que W
es un elemento eliptico en £>° con esperanza A(E(V)) = 0y operador de covarianza I" gy = ATy A*
y ademds W = (W, W;) donde Wi es de dimensién finita. Si llamamos 1, = E(W3) = 0y
m = E(W1) =0, por el Teorema 4.8, tenemos que

E(Ay(V)[AL(V)) = EWaW1) = n2 + Cwywy, Cwwn) ™ (W1 — m) = Twywy (Cwywn) ~HA1(V)

donde I‘W27W1 = AQFAT y FW1,W1 = AlI‘AT.

Esto tltimo vale siempre y cuando I'yy, w, sea inversible, hecho que probaremos ahora utilizando
que ker(T)NY = {0} y que TVNV+ = {0}. Notemos en primer lugar que Ty, w, es un endomorfismo
entre espacios vectoriales de dimension finita. Luego, basta probar que es un monomorfismo para
tener automaticamente que es un isomorfismo. Veamos entonces la inyectividad de este operador.

Supongamos que A;TAth = 0, con h € IR?. Queremos ver que h = 0. Como A;T'A7h = 0
entonces TAth € Ker(A;) = V+. Ahora bien, Ah € V entonces lo que se tiene es que TAth €
T'(V)NV, y esto por hipétesis vale {0} con lo cual T'Ath = 0. Entonces, Ath € Ker(T") pero como
Ath € V entonces Ath € Ker(I') NV que vale {0} por hipétesis. Luego Ajh = 0 y como Aj es
inyectiva de aqui sale que h = 0 que era lo que se queria probar.

Tenemos asi que Ty, w, es inversible, luego tiene sentido plantear

E(AQ(V)|A1(V)) = Twywm, (FW1,W1)_1A1(V) :
Luego, de (11) obtenemos

0=EAV])Y) = ECw,w, (Tww) "A(V)Y) = Twyw, Cwiw,) AL E(VY)
= AQFAT(AlI‘AT)_lAl Y c.t.p.

donde la dltima igualdad es por el Lema 5.5.

El soporte de Y genera V), entonces el soporte de A1Y genera IR?. Entonces, como (AT A}) ™! es
un endomorfismo de IR?, se cumple que {A} (A TA}) L Ajyy,. .., AT(A T AN LAy} genera IRY.
Luego, como P (AgI‘A’{(AlI‘A’f)_lAlY = 0) =1, se tiene

AQFAT(All_‘A){)_lAl yy=0 ... AQI‘AT(AlI‘AT)_lAl yr = 0.
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es decir valdria que TV N V+ = {0}, y por lo tanto, ¥x € IRY, AT A7x = 0, o equivalentemente,
AT’ A7 IR? — [*° es el operador nulo. Valdra lo mismo para A;T'A3 : ¢>° — IR?, por ser el adjunto
de AQI‘AI

Definamos Py = AJA; : ' H — V, o sea, la proyeccién sobre V y Py = A543 : ' H — Vi la
proyeccién sobre V. Luego, por lo anterior, P,. TP, = 0y PyT'P,. = 0. Entonces esto nos dice
que T'(V) C Vy que T'(V+) € V1. O sea que V y V! son I'—invariantes. Como comentario esto
dirfa que V descompone a T'.

Tiene sentido pensar en I' : V — V. Ahora bien, I" es compacto y autoadjunto, luego serd diago-
nalizable por el Teorema 6.12. Pero ademas, I restringido a V también sera compacto y autoadjunto,
serd entonces a su vez diagonalizable con las mismas autofunciones. Entonces tenemos que V), el
dominio de T'|V estara generado por un conjunto de autofunciones de I'. Como V tiene dimensién
q, luego seran ¢ autofunciones y tenemos asi lo deseado. [l

Teorema 5.3. Sea V' un elemento eliptico con E(V) = 0 y operador de covarianza compacto T'.
Si k de puntos principales de 'V generan un subespacio V de dimension q entonces este subespacio
estard ademds generado por las q autofunciones de T’ asociados a los q autovalores mds grandes.

Demostracion. Sean A1 > A ... los autovalores ordenados de I, con los correspondientes autovec-
tores (31, B2, . ... Sea {y1,...,yr} un conjunto de k puntos principales que generan V. Por el teorema
anterior, ) estard generado por q autofunciones de I'. Sea r un entero tal que {f31,..., (.} contiene
a las q autofunciones que generan V.

Entonces, para cada punto principal y; existen coeficientes a;; de manera tal que y; = >\, a;i3;.
Definimos a; = (aj1,...,a;;) y X = (< 61,V >,...,< G,V >)".

Las autofunciones conforman un conjunto ortonormal, luego tendremos que

WV =yl = 11D < BV > 8=y abilP = || D (< B,V > —aia) B>+ D < B,V > Bl
=1

i=1 i=1 1=r+1

:Z(< ﬂi,V>—aji)2+ Z )\i:HX—ajH%—i— Z N

=1 i=r+1 i=r+1

donde ||-||, es la norma euclidea en R". Por definicién, los k puntos principales son los k puntos
tales que minimizan el siguiente error cuadratico medio:

MSEV, {y1,....ye}) = Elming ||V — 51[2) = E(ming||1X - a|D) + > A
i=r+1

De acéd obtenemos que

MSE(X, {al, e ,ak}) = MSE(V, {yl, e ,yk}) — Z )\i-
i=r+1
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Pero {y1,...,yx} son los puntos que minimizan M SFE(V,-). Veamos entonces que {aj,...,a;}
son los que minimizan M SE(X,-). En efecto, sean {by, ..., by} otro conjunto.

Veamos que MSE(V,{ai,...,a;}) < MSE(V,{b1,...,bg}). Definimos z; = >, b;;3;. Repi-
tiendo la cuenta anterior obtendremos que

IV =l = 11X =byl>+ > e

i=r+1
Entonces,
MSE(X {ay,....ar}) = MSE(V.{yt,...,ye}) — > A <
i=r+1
MSE(V, {z1,...,ax}) — Y_ A= MSE(X,{by,...,by}).
i=r+1
O sea,
MSE(X,{ay,...,a;}) < MSE(X,{by,...,bg}).
Tenemos asi que {ay,...,ax}) es un conjunto de k puntos principales de X. Ahora bien, como

V es eliptico entonces X también serd eliptico, pues consiste en una aplicacion lineal y continua
sobre el elemento V. Estamos en un caso multivariado, luego por [13] tendremos que los k puntos

principales de X estaran en un subespacio asociado a los q mayores autovalores de la covarianza de
X.
Bien, estudiemos con detalle X. Definimos A : H — R", dado por

A) = (< fr,v>,...,< Brv >).

Es sencillo demostrar que A es lineal. Utilizando la norma infinito en R” sale bien que es acotado,
y por ende es acotado en cualquier norma que se aplique en R" por ser un espacio de dimensién
finita. Tendremos su operador adjunto A’ : R” — H dado por

Al(x) = Z!Ezﬁz
i1

Nétese que X = AV y que a; = Ay;. Luego, 'y = AT'y A’. Entonces,

Fx(z) = Fx(zl, e ,ZT»), = ArvA(Zl, e ,Zr)/ = AI‘V(Z Zlﬁz) = A(Z )\,zlﬁ,) = ()\12:1, e 7)\7’27“),
=1 =1

de lo cual tenemos completamente caracterizado el operador I'x y tendremos que sus q mayores
autovalores coincidiran precisamente con los q mayores autovalores de I'y/, y ademds los autovectores
de 'y serdn los elementos de la forma Ag;.
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Juntando todo tendremos asi que los {a1,...,ar} = {Ay,..., Ayx} son los k puntos principales
de X = AV y que el subespacio que ellos generan estd también generado por elementos de la pinta
AB; con i =1,...,q. Es facil probar que restringiendo A al espacio M =< f1,..., 5, > tendremos
que esto es una isometria suryectiva. Luego, si consideramos A : M — R” como la restriccién de
A al subespacio M, su inversa estard dada por A’ : R” — M, que es en esencia igual que A’ salvo
por el espacio de llegada.

Como los y; se encuentran en M entonces {Ay,...,Ayr} = {flyl, e ,/iyk}. A su vez, esto
estard incluido en < Af, . .. ,flﬂq >. Aplicando A~! = A’ tendremos asi que {y1,...,yx} estard in-
cluido en < f1,...,8; > que son los autovectores asociados a los q mayores autovalores de Iy,
terminando asi de probar el resultado.

O

5.3. Propiedades de los puntos principales. Resoluciéon para el caso k£ = 2

Para el caso k = 1 vimos que la opcién éptima consiste en tomar como punto principal la
media. El objetivo serd obtener férmulas explicitas para los puntos principales en el caso k = 2.
No se conoce un resultado general para cualquier valor de k, ni siquiera en los casos univariado
o multivariado. El siguiente resultado serd de utilidad para la tarea en cuestién y generaliza un
resultado dado, para el caso de vectores de dimensién finita, por Flury (1990). Notemos que, para
este resultado, no es necesario pedirle al elemento aleatorio que tenga distribucién eliptica.

Teorema 5.4. Sea V : Q — H un elemento aleatorio de media u y con k puntos principales
&1,...,& € H. Entonces, rango(§1 — by ..., & — 1) < k.

Demostracion. Sean cy,...,c. € H elementos arbitrarios, y sea b; = ¢; —cg, 1 < i < k— 1. Sea
m = rango(by,...,bx_1) < k—1. Sea aq, ..., a, una base ortonormal del subespacio M generado
por by,...,bg_1 y sea My = ./\/llL My estard generado por a1, am+t2,-.., una completacion

ortogonal de M a todo el espacio H.
Consideramos A : H — £*° definido como

eilpe 1=1,2,....m
Al(ai):{ ( ())g i>m

Anélogamente, tendremos Ay : H — ¢*° definido como

0 i=1,2...,m
(€;)poe i>m

@@0:{

En base a eso definimos A : H — ¢*°, A(h) = A1(h) + Az(h). Notemos entonces que A(a;) = e;,
con lo cual A resultard ser una isometria suryectiva, por lo tanto una aplicacién unitaria, su inversa
serd su conjugada, que serd un operador A* : (> — H tal que A*(e;) = a;, la inversa de A.
Definimos

d; = Aci = Ave; + Ase; = d\D + d?.
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Por otro lado,
d? — d§2) = Agc; — Agcj = As(c; — ¢j)

7

pero ¢; — ¢j = b; — b; estd en My, luego su imagen por A sera 0. Entonces, vale que dz(?) - d§.2) =0,

)

o sea que todos los dl(? son iguales a un valor dado que llamaremos d®). Definimos

Wi =A1V, Wo=AV, W =W+ Wy=AV.
Como A es unitaria, se cumple
E(d*(Viet, ..., c)) = E(d*(AV|Acy, . .., Ac)) = E(d*(W|dy, ..., dy)). (12)

Usaremos la descomposicion ortogonal de los d; como d; = dl(l) +d®?, con los sumandos ortogonales

entre si. De la misma forma, W = W + Ws, también una descomposicién ortogonal. Luego, |[W —
di||* = |[W7 — dl(-l) 2 + [[Wo — d@|]2, con lo cual tendremos que (12) es expresable como

E(P(Vler, ..., ) = B@Wld, ..., d")) + B(@(Wy]d®, ... d?)).

Ahora bien, V tiene media u, luego W = AV tendrd media Ay, y en particular W tendrd me-
dia Aopu. Podemos suponer p = 0, sin perder generalidad puesto que en esencia lo que se hace es
trasladar el origen de coordenadas. En el caso general bastara aplicar el resultado al elemento resta-
do con su media y apelar a la invariancia traslacional. Asi, nos quedara que Wy tendra esperanza
0. El segundo sumando de la expresién de arriba involucra k£ puntos que son todos iguales, luego es
como tener E(d?(Ws|d®?)), y esto se minimiza cuando d® = E(W3) = Agu = 0. Tenemos entonces
que
E(d(Vier,... ) > BE@Wy|d\"V, ..., d")) + E(d*(Wal0,...,0)),

alcanzandose la igualdad cuando d® = 0. Definimos asf
* * 1 * * *
c; = Aldz( ) + A5Aou = ATA1ci + A5Aap = Ppy, ¢ + Py it = P, 6.
Tenemos que

E(d®(V]er,...,ck))

&

2 |d, ... dy) + B@® (W20, ...,0)

A |AdY, . AtdD)) + E(d?(A3WA0,. .., 0))
dn|AdY, .. ALY + B(d?(Va)0, ... ,0))

2 (Vi|AfAver, ..., At Arer)) + B(d3(Val0, ..., 0))

= F
= F

(
(
(
- B

con Vi = AWy y Vo = A5Ws (V = Vi + Va). Usando nuevamente la ortogonalidad de la descom-
posicién, tendremos que esto es

E(®(V|AfArer +0,..., At Aiey +0)) = BE(@2(VIcl, ..., ch).
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Resumiendo,
E(d*(Vici,...,c})) < E(d* (Ve ... cx))

valiendo la igualdad si ¢; = AJAic; = Pa,c. En los puntos principales vale la igualdad puesto
que son los que minimizan esa expresién. Deducimos entonces que si los ¢; corresponden a puntos
principales (o sea &;) entonces cada ¢; deberd residir en M7, pero como M; tiene dimensién menor
o igual a k — 1 deducimos entonces que rango(&; — p, ..., & — p) < k. U

Este resultado dice que todo hiperplano que contenga a los k puntos principales necesariamente
deberd contener a la media p. Notemos que en el caso kK = 1, el subespacio resultante es de
dimension cero, por lo tanto el punto principal debera coincidir con la media. Tendriamos asi el
siguiente corolario

Corolario 5.6. Para k =1, la media serd un punto principal.

Estudiamos ahora el caso k = 2. Precisaremos la elipticidad de la distribucién para los resultados
que siguen. Antes, enunciamos y demostramos un lema auxiliar propio de variables aleatorias reales.

Lema 5.8. Sean Y7 e Yo dos variables aleatorias reales tal que Yy tiene la misma distribucion que
pY1 para algin valor de p. Luego,

Pyl (k)/VCLT(Yl) = Py2 (k})/VCLT(YQ)

Demostracion. Yo tiene la misma distribucién que pY;, entonces vale que Py, (k) = Py, (k). Ahora
bien,
Ppyi (k) = B(d*(pY1[&1; -, &) = p*E(@*(Yil€r, - &)) = p" P (k).

Pero Y, 2 pY1, luego Var(Ys) = Var(pY1) = p?Var(Yy), con lo cual obtenemos que p? =
Var(Ys)/Var(Y1). Entonces,

Py, (k) = By, (k) = p*Py; (k) = Py, (k) Var(Ya)/Var(Y1) ,
y se deduce asi lo deseado. O

Ahora si, encaramos el resultado principal que generaliza el Teorema 2 de Flury (1990) dado
para el caso de vectores de dimension finita. Precisaremos calcular de manera auxiliar los puntos
principales de variables aleatorias reales. Las condiciones para que los puntos principales de una
variable aleatoria real existan estdn dados en el Teorema 1 de Flury (1990). Entre las condiciones
pedidas estd la de existir una densidad continua y simétrica alrededor de su media.

Teorema 5.5. Sea V un elemento aleatorio eliptico de media v y operador de covarianza T' con
traza finita. Supongamos que variable aleatoria real Y =< v,V — u > tiene dos puntos principales
para todo v € H. Luego, V tiene dos puntos principales de la forma y1 = p+ 710 € yo = p + 720,
con B € H un autovector de I' de norma 1, asociado al mayor autovalor. Ademds, 1,72 son los
dos puntos principales de la variable aleatoria real < B,V — p >.
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Demostracion. Supondremos sin pérdida de generalidad p = 0. Para simplificar la notacién defini-
mos Py (c1,c2) = E(d*(Ver, ¢2)).

Primero, demostremos que Py se minimiza si los dos elementos cq,co € H se eligen de manera
tal que queden sobre una recta que pasa por la media, en nuestro caso p = 0 y con direccién
¢y — c1. Para esto basta recurrir al Teorema 5.4, en cuya demostraciéon vimos que cada uno de los
puntos principales y; si existen pertenece al subespacio M; generado por y» — y1. O sea, ambos
puntos caen en una recta que pasa por el origen (que corresponde a la media) y con direccién
a1 = (y2 —y1)/llya — w1ll-

Dados c1,¢o € H, ¢1 # co, sea M el subespacio de dimensién 1 generado por a; = (ca—c1)/||ca—
c1]| y Ma = M7 con base ortonormal {a; : j > 2}. Ahora bien, retomando nuevamente la notacién
de la demostracién del Teorema 5.4, consideramos A; : H — £>° definido como A;(a;) =0si j > 2
y Ai(a1) = e; siendo e; el elemento de £ con su j—ésima coordenada igual a 1 y las demads iguales
a0y Ay :H — £ definido como As(a1) =0, Az(a;) =e;sii > 1. Sea Wy = A1V =< a1,V > ey,
Wy = AV, W = W1 + Wy, Como M es un subespacio de dimensién 1 entonces W; tiene la
misma distribucién que la variable aleatoria Y; =< a1,V > que es eliptica pues V es eliptico.
Siendo eliptica univariada, entonces es simétrica alrededor del cero pues u = 0. Recordemos que si

d; = Ac; = Aqc; + Agc; = dgl) + dz(?), entonces d§2) = dgz) =d?y
E(d(Vier,e2) = E(d*(Wldy,dy)) = B(d*(Waldy",d)) + B(d*(Wa|d®),d®))
> B(d2(Wh|d,d")) + E(d2(Wa|0,0)).

Luego, para ci y ¢z fijos, E(d2(W1|d§1),d§1))) se puede minimizar tomando como dgl) y dgl) los
puntos principales de Y1 =< a1,V >. Sean £; y &2 los puntos principales de Y;. Definamos d} = {;eq,
d5 = &2e;. Se sigue asi que

E(d*(W|dj,d3)) < E(d*(W|dy, ds))

valiendo la igualdad en el caso d; = dj y do = d5.
Como W = AV entonces V = A*W. Asi,

¢f = A'dj = A*Ger = & ATer = §iar = &2 — 1) /|lex — ).
Analogamente, ¢5 = &a(ca — ¢1)/||c2 — c1]]. Entonces,
E(d*(V|é1a1,&2a1)) = E(d*(Vef, ¢3)) < E(d*(Vlew, c2)) -

Ahora bien, dado a € H tal que ||a|| = 1, para cualquier par ¢, ¢y tal que ¢y — ¢ sea proporcional
al elemento a, se tendra

E(d*(V|é1a,&a)) = E(d*(Vc}, ¢3)) < B(d*(V]er, c2)) -

Tenemos asi que para cualquier elemento a € H tal que |ja]| = 1, entonces es posible determinar
los puntos principales de V' calculando primero los de Wi = A;V y luego definiendo ¢} = &1a y
¢5 = &a y luego minimizando en a.
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Queda entonces como cuestién final determinar el elemento a € H. Tengamos presente que el
operador A; depende de ese elemento a, pues se define en base de ¢y — ¢; normalizado que no es

otra cosa que a. Podemos asi considerar Aga) para explicitar la dependencia con el elemento a, y

analogamente Wla) = Aga)V =<a,V >e = Yl(a)el. Ahora bien,

z Var(< a,V >) =<a,Ta > .

Yl(a) -
Por lo hecho en el primer paso, tendremos que los puntos principales estaran en una recta que
pasa por el origen, con una cierta direccién normalizada a que es nuestro objetivo encontrar. Los
elementos de dicha recta serdn de la forma Aa, con A € R.

Por el Lema 5.8, entonces valdra que

P)\y(“) (2)
Py(a)(Q) =< CL,FCL > 17()
! Var(A\Y;")

Ahora bien, por otro lado tendremos que

P

@ (2) = min E(min{ AV — nyf|?, A — 2.
1 1,2

m,€R =1,
Esto se estd minimizando sobre todos los pares 11, 72 en R, sera por lo tanto menor o igual al caso
particular en que se considere n; = 0, 172 = 0. Pero ahi lo que obtendriamos seria precisamente la

varianza de )\Yl(a). Asi, tendremos que

P)\Yl(‘l) (2)

7() < 1.
Var(A\Y;")

Podemos mejorar un poco la acotacién. En primer lugar, es claro que lo de arriba no dependera de
. Este término se factoriza tanto en el numerador como en el numerador elevado al cuadrado y se
puede simplificar. Es en el fondo lo que afirma el lema 5.8, tendriamos que

P)\Yl(‘l) (2) Pyl(‘l) (2)

Var(\Y\Y)  Var(y{@)

Es posible mejorar mas la acotacién para tener independencia no sélo con respecto a A sino también
con respecto a a.

Por ser V eliptico, dado B : H — IRP lineal y acotado Y = BV tiene distribucion eliptica de
pardmetros By = 0y X = BT'B*, luego su funcién caracteristica es de la forma py(y) = ¢(y'Xy)

con ¢ independiente de B. Entonces, ¢, () (b) = o(b? < a,Ta >) = ¢(b?*Var(Y; a))). Esto implica
1

que Z, =Y %) / Var(Yl(a)) tendra siempre la misma distribucién para cualquier elemento a € H.
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Entonces,

P @ ming, ger Emin{[v{” — m %, [, - ml*})
VaT(Y(a)) VW(Yl(a))
2
(@ 12 (@) 2
= mmRE(mln{ M -l ; M = ml 1)
mm2E Var (Yl(a) ) Var (Yl(a) )
2 2
= min E(mln{(!Z nﬂ2) ,(!Za—né!2) )
nl,nzeR

y por tanto, no depende del elemento a. Entonces, podemos afirmar que
P)\Yl(a) (2)

ey —9 <!
Var(AY;™)

con ¢ independiente de a. Concluimos asi que P (a)( ) =g < a,Ta >, con g <1 e independiente

del elemento a.
Podemos escribir
V=YYa4V-Y) =Py V+P_ .V

a)

Entonces, considerando &' los puntos principales de Y1( , obtenemos

IV —&e2a)? =" a— &2 at+ (V-Ya)? = la- ¥\ — &) + Pepu V|2

Por el teorema de Pitdgoras (el primer sumando estd en < a > y el segundo en su ortogonal) y
usando ademds que ||a|]| = 1 tendremos que

IV =& alP” = (1" =€) + | Pgs VI
Tomando minimo entre i=1,2 y luego aplicando esperanza llegamos a lo siguiente

E(@ (V£ a,¢8 a)) = B ||V~ &7 al?) = Py @+ E(|Pes s VIP) = g < a,Ta > +B(|Pegs s V).

pues P (a)( ) =g < a,T'a >. Vamos a estudiar el otro sumando. Llamemos Z = P_,. 1 V y sea 3, la

base ortonormal de H formada por las autofunciones de I' asociadas a los autovalores A1 > Ao > ...,
entonces,

E(|Pegsi V) = <||Z||2> — E(|V|?) = E(| P<as V%) = Var(V) = Var(¥)
= Z < T'Bn, Bn > —Var(Y, (a Z)\ —Var(Y; (a))
n=1 j>1

= tr(T)— Var(Yl(a)) =tr(I')— <a,Ta>.
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Por lo tanto,
E(d*(V]a-&,a-£3)) =g < a,Ta> +tr(T)— < a,Ta >=tr(T) — (1 —g) < a,Ta > .

Para minimizar esto se debe maximizar < a,I'a > entre todos los elementos a de norma 1. Apelando
a la compacidad del operador de covarianza I' obtendriamos que esto se consigue escogiendo a como
la autofuncién asociada al mayor autovalor de T'.

Por lo tanto, se empieza el procedimiento considerando a como la autofuncién asociada al mayor
autovalor de I, obtenemos los puntos principales de W, = A1V y luego multiplicamos a cada punto
principal (real) por el elemento a para tener asi los dos puntos principales de V. O
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6. Apéndice

6.1. Algebra Matricial

Los siguientes resultados pueden encontrarse en Seber (1984).

Teorema 6.1. Descomposicion Espectral
Sea A € R™? una matriz simétrica. Luego existe una matriz ortogonal T = (t1,...,ty) tal que
T'AT = diag(A1,...,A\g) = A, con A1 > ... > )y los autovalores de A.

Teorema 6.2. Para matrices compatibles con el producto, los autovalores no nulos de AB son los
mismos que los de BA. Si las matrices son cuadradas entonces serdn todos idénticos.

Definicién 6.1. Una matriz simétrica A se dice semidefinida (definida) positiva si X’ Ax > 0 (> 0)
para todo x # 0. Diremos entonces que A > 0 (A > 0) con 0 la matriz de ceros.

Proposicién 6.1. Dado A > 0, luego C'AC > 0. En particular C'C > 0.

Teorema 6.3. Si M y N son dos matrices definidas positivas entonces
S (13)

con Opae el mayor autovalor de M—'LNT'L/ y de N~'L/M~'L. EIl supremo se alcanza cuando
x es un autovector de M™ILINTIL! correspondiente a Opmaz €y lo es de NTIL'M™'L, también
correspondiendo a Opq, -

Teorema 6.4. Sea C € RP*Y una matriz simétrica de rango m y sean p? > ... > p2 > 0 los
autovalores no nulos de CC’ (y de C'C). Sean t1, ..., t,, los correspondientes autovectores de CC'
y sean Wi, ..., Wy, los de C'C. Si Ty = (t1,...,tx) y Wi = (w1,...,wg) (k <m), entonces

(X/CY)2 2

sup = Pk+1

/ /
T} x=0,W,y=0 XX Y'Y
el supremo se alcanza cuando x =ty ey = Wg1.

Teorema 6.5. Sean A y B matrices de IR? simétricas con autovalores pi(A) >
ui1(B) > ... > uq(B) respectivamente. Si A — B > 0 entonces vale:

a) pi(A) > pi(B)
b) tr(A) > tr(B)

V
v
=
=
z
<

¢) |Al = B
d) ||A| > |IB| con ||A]| = (tr(AA))Y2, la norma de Frobenius.
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Teorema 6.6. Sean A, B y A — B matrices de IR semidefinidas positivas, con rango(B) <,
y sea u;(+) el i-ésimo autovalor mds grande. Entonces,

tr4i(A) 1=1,2,...,n—r
(A~ B) > (14)
0 i=n—r+1lLn—r+2,....,n

La igualdad ocurre si B = Y1, pi(A)tit], con t1,...,t, autovectores mutuamente ortogonales
correspondientes a pi(A), ..., un(A).

6.2. Analisis Funcional

Nos basaremos en el clasico texto de Conway (1990). En todo lo que sigue F sera el cuerpo de
los nimeros reales o complejos.

Definicién 6.2. Diremos que un espacio normado X’ es un espacio de Banach si resulta ser completo
con la métrica inducida por la norma.

Definiciéon 6.3. Si X' y ) son espacios de Banach y A : X — ) es una transformacion lineal,
entonces son equivalentes:

= A es continua.
= A es continua en el 0.
= A es continua en algin punto.

= A estd acotado, es decir, existe una constante positiva ¢ tal que ||Az|| < ¢||z]|.

Definicién 6.4. Dado X, un funcional lineal acotado f : X — [F es una aplicacion lineal continua.
El conjunto de funcionales lineales acotados de X sera notado como X.

Teorema 6.7. (Teorema de Hahn-Banach) Sea X un espacio normado y M C X un subespacio.
Consideremos f : M — F un funcional lineal y acotado, luego existe F' € X* tal que F|M = f y
N = 11£1]-

Corolario 6.1. Sea X un espacio normado y x € X. Entonces,

]l = sup{llf (@)[| : f € X% |[f]] < 1}.

Mas ain, el supremo se alcanza.

Definicién 6.5. Un espacio de Hilbert es un espacio vectorial H sobre un cuerpo F junto con un
producto interno < -,- > de manera tal que la métrica inducida por el mismo es completa.

Definicién 6.6. Si H es un espacio de Hilbert, luego diremos que f € ‘H y g € H son ortogonales
si< f,g>=0.
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Teorema 6.8. Sea M un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert H y sea h € H. Luego, existe
un unico elemento de M, que llamaremos Pash tal que h — Ph es ortogonal a todo M. Asi definido,
Py : H — H resultard ser una aplicacion lineal y continua, de normal acotada por 1 (y que vale 1
a menos que M sea trivial) y tal que es ademds un proyector (P, = Py), con Ker(Py) = M* e
Im(Py) =M.

Definiciéon 6.7. Bajo las mismas condiciones que las del teorema anterior, Py; sera la proyeccién
ortogonal sobre el subespacio M.

Teorema 6.9. (Teorema de representacion de Riesz) Sea f € H*, luego existe un unico vector
ho € H tal que f(h) =< h,hg >. Mas ain, ||f]| = ||ho||-

Definicion 6.8. Un subconjunto ortonormal de un espacio de Hilbert H es un subconjunto € tal
que

» Vece, |e] =1
= Sieg,es €€y e #eo, luego eg les.
Una base ortonormal serd un conjunto ortonormal maximal.

Proposicién 6.2. (Desigualdad de Bessel) Si {e, : n € N} es un conjunto ortonormal y h € H,
luego

oo

Sl <hoen> 2 < .

i=1
Teorema 6.10. Sea € un conjunto ortonormal de H. Son equivalentes
= ¢ es una base de H.
s SiheH yhle, luego h =0.

» Todo h € H se escribe como h =Y .. < h,e > h.

ece

)2 =Y ceo | < hye > |? (identidad de Parseval).

Proposicion 6.3. Si H es un espacio de Hilbert de dimension infinita, luego H es separable si y
solamente si admite una base numerable.

Teorema 6.11. Sean Hy, Hsy espacios de Hilbert. Sea A : Hi — Ho lineal y continuo. Luego,
eriste un unico B : Hy — Hy tal que Yhy € Hy, ho € Ha, < Ahi,ho >=< hy, Bhy >. Notaremos
A* = B y diremos que es el adjunto de A.

Definicién 6.9. Si A : H — H es un operador lineal y continuo, luego diremos que es autoadjunto
si A* = A.
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Proposicion 6.4. Si A es autoadjunto, luego vale que

[All = sup{| < Ah,h > [|h]| = 1}.

Definicién 6.10. A se dice una isometria si ||Ah|| = ||h|| Vh € H. Si ademds A es sobreyectiva
diremos que es unitario.

Proposicion 6.5. Si A: ' H — H lineal y continuo, luego son equivalentes
s A*A=AA* =1Id.
= A es unitario.

Definicién 6.11. Una transformacion lineal T': H — H es compacto si T'(B(0, 1)) tiene clausura
compacta. Denotaremos por By(H) al conjunto de operadores compactos de H en H.

Definicion 6.12. Sea A : H — H un operador lineal y continuo. Un escalar « se dice autovalor de
A si ker(A — a) # {0}. Notaremos como o,,(A) al conjunto de autovalores de A.

Teorema 6.12. Sea T un operador compacto y autoadjunto en H. Entonces vale que T tiene una
cantidad numerable o finita de autovalores distintos. Si {\1,Aa,---} son los autovalores no nulos
de T y P, es la proyeccion ortogonal en el autoespacio ker(T — \,), entonces P, P, = Py,P, si
n #m, los A, son reales y ademds

[o¢]
T=> APy,
n=1

donde la serie converge a T con la norma de operadores.

Proposicién 6.6. Si T : H — H compacto y M un subespacio invariante para T, luego T|M es
compacto.

Definicién 6.13. Un operador T : H — H se dice que es de Hilbert-Schmidt si es lineal, acotado y
que tiene ademés una norma Hilbert-Schmidt finita. Es decir, existe una base ortnormal {e;,i € I'}

de H cumpliendo que
Z:||Tei||2 < 0.

iel
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