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RESUMEN. En esta Tesis estudiamos algunas propiedades del Grafo Co-
primo de Z. Més precisamente centramos la atencién en la existencia
de ciclos en dicho grafo. Para garantizar la existencia de ciclos en el
Grafo Coprimo de Z, bastard encontrar el maximo cardinal de A, sub-
conjunto de I,, tal que no contenga ciclos. Asi encontrando el méaximo
subconjunto de I, con la propiedad de no contener ciclos, garantizamos
la existencia de ciclos para subconjuntos A de I, de cardinal mayor.
Estudiamos por separado le existencia de ciclos pares e impares y en
cada caso la existencia de un subconjunto A de I,, con la propiedad de
no contener tales ciclos. El problema central de esta tesis se desarrolla
en el caso de ciclos impares, donde demostramos que si A tiene mas
de [2] + %3] — [§] elementos queda garantizada la existencia de ciclos
impares de casi toda longitud.
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CAPITULO 1

Introduccién

1. Paul Erdos

El resultado principal del que trata esta Tesis es original de Paul Erdos
y Gabor N. Sarkozy, [6]

En esta seccién nos referiremos a Paul Erdos.

El siguiente texto estd extraido principalmente de la wikipedia, para més
detalle ver http://es.wikipedia.org/wiki/Paul_Erd %C5%91s

Paul Erdos nacié en Budapest, Hungria el 26 de marzo de 1913 en el
seno de una familia judia (el nombre original de la familia era Englander).
Sus padres, Anna y Lajos Erdos, tuvieron dos hijas, de edades comprendidas
entre tres y cinco anos, que murieron de fiebre escarlata, apenas unos dias
antes de Paul nacer. Naturalmente, esto tuvo el efecto de que Lajos y Anna
sean extremadamente protectores de Paul. A la edad de 3 anos ya sabia
sumar y para los 4 ya podia calcular cuantos segundos habia vivido una
persona. Al pequeno Paul le apasionaban las matemaéticas tanto como a sus
padres, ambos matematicos y profesores de dicha ciencia.

Paul tenia poco més de un ano de edad cuando la Primera Guerra Mundi-
al estall6. Lajos, su padre, fue capturado por el ejército ruso, cuando atac-
aron a las tropas Austro-Hungaras. Pasé seis afios en cautiverio en Siberia.
Mientras Lajos estuvo alejado de la familia, la madre de Paul, Anna traba-
jaba como docente durante el dia. Anna, excesivamente protectora después
de la pérdida de sus dos hijas, mantuvo a Paul alejado de la escuela gran
parte de sus primeros anos y se le proporcioné un tutor para ensenarle en
su casa.

Terminada la Primer Gran Guerra, Miklés Horthy, un nacionalista de
derecha, asumi6 el control del pafs. Su madre fue separada de su puesto
de directora de escuela y quedé con gran miedo por su vida y la de su
hijo, ya que los hombres de Horthy deambulaban por las calles matando
a los comunistas y Judios. En 1920 Horthy habia introducido contra los
judios leyes similares a las que Hitler introduciria en Alemania trece anos
mas tarde. Ese mismo afio, Lajos, su padre, regresé a casa después de su
cautiverio en Siberia.

El crecimiento de un Judio era cada vez més hostil en la época de en-
tre guerras. Erdds sabia desde temprana edad que un dia tendria que salir
de Hungria. A pesar de las restricciones a los judios de entrar en las uni-
versidades de Hungria, a Erdos, como ganador de un examen nacional, se
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le permiti6 ingresar en 1930. Estudié para su doctorado en la Universidad
Pazmany Péter de Budapest.

Obtuvo su doctorado en 1934, a la edad de 21 anos, y dejé Hungria para
radicarse en Manchester, Inglaterra debido al recrudecimiento del fascismo
en su pais de origen y aumentar el odio hacia los judios. Durante su estadia
en Inglaterra, Erdos viajéo mucho por el Reino Unido. Se reunié con Hardy
en Cambridge en 1934 y Stanislaw Ulam, también en Cambridge, en 1935.
Su amistad con Ulam fue importante para presentar a Erdos mas tarde,
cuando se encontraba en los Estados Unidos.

En 1938 se trasladé a los Estados Unidos, donde habria de pasar los
préximos diez anos. Ese mismo ano aceptd su primer puesto en la Universi-
dad de Princeton. Por esa época, comenzd a desarrollar el habito de viajar de
un campus a otro, visitando matematicos, costumbre que conservaria hasta
su muerte.

A pesar de que queria ver a su madre de nuevo, - su padre habia muerto
de un ataque al corazén y gran parte de su familia habia sido asesinada
en el Holocausto - no queria regresar a Hungria a causa de ”Joe” (Joseph
Stalin). En 1954, sin embargo, se le invit6 a una conferencia de matematicas
en Amsterdam. Como extranjero tendria que solicitar un visado de regreso
a los Estados Unidos, por lo general una cuestiéon de rutina. Pero su extensa
correspondencia con matematicos fuera de los Estados Unidos y, en especial,
con un matemaético de la China comunista, planted la sospecha de los fun-
cionarios de inmigraciéon durante la época del Macarthismo. Fue miembro
del departamento de matemaéticas de la Universidad de Notre Dame.

”Los funcionarios de inmigracién me realizaron todo tipo de preguntas
tontas”, recordé Erdos. Le preguntaron acerca de Marx. El sélo habia leido
el Manifiesto Comunista y respondié: ” Yo no soy competente para juzgar,
pero sin duda fue un gran hombre”. Como consecuencia su visado se le negé.
Obligado a elegir entre la seguridad de sus miembros la Universidad de Notre
Dame y la libertad de viajar, no dudé. Asistié a la conferencia y pasé la
mayor parte de la siguiente década en el Estado de Israel. Su solicitud de
una visa de visitante para asistir a conferencias en los Estados Unidos fueron
rechazadas reiteradamente. En 1958 el Departamento de Estado le otorgd un
”visado especial”para asistir a una conferencia en Colorado. Durante su
estancia un funcionario de inmigracién le acompano a todos lados. En 1962
escribié a sus amigos que, al parecer ”la politica exterior de EE.UU. insiste
en dos puntos: la no admisién de China Roja a la ONU y la no admisién de
Paul Erdos a los EE.UU.”

Las posesiones materiales no tuvieron importancia para Erdds; premios
y otras ganancias eran normalmente donadas para personas necesitadas o
como premios para problemas que él mismo proponia. Pas6 la mayor parte de
su vida como un vagabundo, viajando entre conferencias cientificas y casas de
colegas matematicos alrededor del mundo. Tipicamente llegaba a la puerta
de la casa donde era invitado y decia: mi cerebro esta abierto, permaneciendo
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lo suficiente para elaborar algun(os) articulo(s) antes de volver a viajar. En
varias ocasiones, preguntaba a su anfitrion a quién deberia hacer su siguiente
visita.

El también tenfa su propio vocabulario: hablaba de El Libro, un libro
imaginario en el cual Dios tenia escritos las pruebas mas hermosas de los
teoremas matematicos. En una conferencia de 1985 comenté: No tienes que
creer en Dios, pero deberias creer en El Libro. El mismo dudaba de la exis-
tencia de Dios, que llamaba El ”Supremo Fascista” (SF) al que acusaba de
guardar las pruebas mas elegantes sin compartir. Cuando encontraba alguna
prueba matemadtica particularmente hermosa, exclamaba ]Esta es una para
El Libro!.

Durante varios anos persigui6 la idea de escribir tal Libro con esas de-
mostraciones que a €l le habian gustado mas. De hecho, estaba previsto que
ese libro se publicara en marzo de 1998, afio en el que Erdos cumpliria ochen-
ta y cinco afios, pero su inesperada muerte en el verano de 1996 truncé su
magnifico proyecto.

Las demostraciones bonitas , a las que se referia Erdos, eran aquellas
pruebas que cumplian tres caracteristicas: que fueran elegantes, faciles de
entender y notoriamente dificiles de resolver.

Los autores de: "El libro de las Demostraciones”, son los profesores ale-
manes Martin Aigner y Giinter M.Ziegler pertenecientes a las Universidades
de Freie Universitat Berlin y Technische Universitat Berlin, respectivamente
y, especialistas en matemaética discreta. Ellos han tenido la osadia de recoger
el reto de Erdos y desarrollarlo; ademaés, han incluido muchos de los resul-
tados que el mismo Erdos habria propuesto.

Murié "en accién” de un ataque al corazon el 20 de septiembre de 1996,
a la edad de 83, mientras asistia a una conferencia en Varsovia, Polonia.
Nunca se cas6 ni dejé descendencia.

Erdos fue uno de los matemaéticos méas prolificos de todos los tiem-
pos. Escribié aproximadamente 1,500 articulos en el transcurso de su vida,
colaborando con alrededor de 500 co-autores. El crefa firmemente en las
matematicas como una actividad social.

Paul Erdés solia decir: ”;Por qué son bonitos los nimeros? Es como
preguntar por qué la Novena Sinfonia de Beethoven es bonita. Si no ves por
qué, nadie podra decirtelo. Yo sé que los niimeros son bonitos. Si no son
bonitos, nada lo es.”

Debido a sus numerosos aportes, colaboradores y amigos inventaron el
numero de Erdés como un homenaje con tintes de humor matematico: Erdos
tiene asignado el nimero 0, todas aquellos que colaboraron en algtin articulo
con €l tienen el 1, alguien que haya colaborado con alguno de sus colabo-
radores tiene el 2, y asi sucesivamente.... Sencillas estimaciones comprueban
que el 90 % de los mateméticos activos tienen un ntmero de Erdos menor
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que 8 (parece sorprendente si uno no conoce la teoria de Seis grados de
separacion).

2. Introduccién y definiciones

Consideremos el anillo de los nimeros enteros Z. En él, definimos el sigu-
iente grafo: tomamos como vértices a los mismos elementos de Z y diremos
que dos vértices a,b € Z estan conectados por una rama siy sélo si (a,b) =1
donde (a,b) denota el maximo comun divisor entre a y b. A tal grafo se lo
llama el grafo coprimo de Z y lo notaremos por G.

Llamaremos I, = {1,...,n}. Si A C I, el grafo coprimo de A es el grafo
inducido por el grafo coprimo de Z en A y lo notaremos por G(A).

Es el propésito de esta Tesis estudiar algunas propiedades del grafo G.

Recientemente ha recibido mucha atenciéon el estudio de varios grafos
de enteros (ver [8]). El grafo mas popular parece ser el grafo coprimo, pero
hay muchos problemas atractivos y resultados sobre el grado de los divisores
(ver, por ejemplo, [4, 5, 10, 11]).

Se han estudiado varios subgrafos del grafo coprimo. Tal vez el primer
problema de este tipo fue formulado en 1962 por P. Erdés, [3]: Dado k € Z,
;,Cual es el conjunto A de mayor cardinal contenido en I, tal que no contenga
ningin subgrafo completo de k vértices. Se puede encontrar una definicién
de subgrafos completos en el capitulo 3, Definicién 3.5

Llamando p; al i—ésimo primo positivo, si definimos el siguiente conjunto

A :={m eI, : pim para algin i < k — 1}

demostraremos en el Capitulo 4, seccién 2, que Ay, tiene la propiedad de que
no contiene ningun subgrafo completo de k vértices.

Ahora surge naturalmente la siguiente pregunta: ;Es A el mayor con-
junto contenido en I, con esta propiedad?

La respuesta es que no, en general. Ver [1]. Sin embargo, se puede ver
facilmente que para k = 2 y k = 3 la respuesta es afirmativa. Este hecho se
demuestra en esta Tesis en la seccion 2 del capitulo 4 y recientemente, esta
misma propiedad fue demostrada para k = 4 (ver [12]).

Otra cuestién de interés son los ciclos en G(A). Para una definicién
precisa de ciclos en un grafo, ver la Definicién 3.3.

El caso de los ciclos de longitud par (Cy) no es dificil de resolver, al
menos para ciclos no demasiado largos. Este problema esta estudiado en el
Capitulo 5.

Una pregunta interesante serfa: Cual es el subconjunto A C I, de cardi-
nal més grande tal que no contenga ciclos pares?

Probaremos, en el Capitulo 5, que si I no es demasiado grande, el con-
junto A de mayor cardinal contenido en I,, tal que no contenga ciclos pares
tiene [§] + 1 — 1 cantidad de elementos.

M4s precisamente el maximo A C I, tal que Cy ¢ G(A) debe ser de
cardinal [§] +1— 1.
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Este cardinal se alcanza tomando todos los niimeros pares y los primeros
[ primos.

Sobre los ciclos impares nos interesa responder la misma pregunta: ; Cuél
es el conjunto A C I, mas grande tal que no contenga ciclos impares?

En el caso de ciclos de longitud 3 (tridngulos), los ciclos son ademés
subgrafos completos y veremos en el Capitulo 4, Seccién 2, que el mayor
A C I, tal que C3 ¢ G(A) es A3 = {m € I, : 2|m o 3lm} que tiene
cardinal 43 = [5] + [5] — [§]-

Es decir que para garantizar la existencia de un tridngulo en A C I, se
necesita {4 > [§] + [§] — [§] + 1.

Sorprendentemente este cardinal garantiza la existencia de ciclos im-
pares de casi toda longitud. Este es el resultado principal de esta Tesis y
dedicaremos los capitulos 6, 7 y 8 a su prueba. Este resultado es original de

Paul Erdés y Gabor N. Sarkozy [6].

3. Organizacion de la Tesis

Esta Tesis esta organizada de la siguiente manera.

Luego de esta introduccién, en el Capitulo 2 repasaremos la nocién de
Funciones Aritméticas y algunas de sus propiedades elementales. Asi mismo
definiremos algunas de las funciones aritméticas mas usuales que nos seran
de utilidad en el trabajo.

En el Capitulo 3 daremos algunas definiciones basicas de los grafos y
algunas de sus propiedades.

En el Capitulo 4 daremos la definicién formal del grafo coprimo de Z,
estudiaremos algunas de sus propiedades y hallaremos un conjunto de car-
dinal maximo con la propiedad de no contener un subgrafo completo de 2 y
3 elementos.

En el Capitulo 5, encontraremos un conjunto de cardinal méaximo con la
propiedad de no contener ciclos pares de longitud 2! para [ chico.

Finalmente, en los capitulos restantes, estudiaremos el problema central
de la Tesis. Dar un conjunto de cardinal méaximo con la propiedad de no
contener ciclos impares.






CAPITULO 2

Funciones Aritméticas

1. Generalidades

Al estudiar las propiedades aritméticas de los nimeros enteros, aparecen
naturalmente ciertas funciones definidas sobre el conjunto de los ntimeros
naturales a valores en un anillo conmutativo, a las que llamaremos, funciones
aritméticas. En otras palabras, si A es un anillo conmutativo, una funcién
aritmética a valores en A es una funcién de N en A.

Ejemplos:

1.

La funcién aritmética 7, a valores en Z, definida por 7(n) = #{d €
N/d|n}, es decir, 7(n) es la cantidad de divisores positivos de n

. La funcién aritmética o, a valores en Z, definida por

o(n) = Z d,

de{meN/m|n}

es decir, o(n) es la suma de los divisores positivos de n
La funcién aritmética ¢, a valores en Z, definida por

p(n)=t{me N/m <nymed(m,n) =1}

es decir, ¢(n) es la cantidad de nimeros naturales menores o iguales
que n que son coprimos con n (funcién de Euler)

La funcién aritmética e, a valores en cualquier anillo conmutativo
A, definida por €(n) = 1 para todon € N

La funcién aritmética ¢, a valores en Z, definida por «(n) =n

La funciéon aritmética 7, a valores en Z, definida por

7(n) = t{p € N /p es primo y p < n}

es decir, m(n) es la cantidad de ntimeros primos menores o iguales
que n

Notacién: Sin € Ny « es una funcién aritmética a valores en A, el simbolo

D a(d) denota Y a(d)

d|n

de{meN/m|n}

Por ejemplo, Zﬂ'(d) = m(1l) + 7(2) + 7(3) + 7(4) + 7(6) + 7(12) =

d|12

0+14+2+24+3+5=13

13
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Con esta notacion se tiene que 7(n) = E lyo(n)= E d
dn din

n

b Y ald) =Y al>

Observemos que a(d) of d)

dln dln

DEFINICION 2.1. Diremos que una funcién aritmética o, a valores en un
anillo conmutativo A, es multiplicativa si Vn,m € N tales que (n,m) =1
se verifica que a(n.m) = a(n).a(m)

LEMA 2.1. Sean n,m € N tales que (n,m) = 1. Si {n1,...,n,} es el
conjunto de los divisores positivos de n y {my,...,ms} es el conjunto de los
divisores positivos de m, entonces {m;m; /1 <i<r, 1<j<s}esel
conjunto de los divisores positivos de n.m. Ademds, si n;.m; = ng.nmy (1<
ik<r,1<j,t<s)entoncesi=kvyj=t.

DEMOSTRACION. Es claro que V1 < i <r, 1< j <s, ng.m;j | n.m
pues n; | n y m; | m. Reciprocamente, si d es un divisor positivo de n.m,
como (d,n) | ny (d,m) | m, entonces Ji,j /1 <i<r, 1<j<s tales que
(d,n) =n; y (d,m) =m;.

Luego, n; | d y m; | d y por lo tanto n;.m; | d pues (n;,m;) =1 ya que
Ny M son coprimos.

Por otra parte, sean a,b,k,t € Z tales que n; = d.a +n.by m; =
d.k + m.t. Entonces n;.m; = (d.a + n.b)(d.k + m.t) = d(a.d.k + am.t +
n.b.k) + n.m.b.t y, como d | n.m, resulta que d | n;.m; y por lo tanto
d= ng.mgj.

Singmj =ngmy (1 <ik<r,1<jt<s)entonces n; | ngm;y
como (n;, m;) = 1 entonces n; | ng. Andlogamente resulta que ny | n;, por
lo tanto n; = my, y en consecuencia m; = m;. Luegoi =k y j =1. ([

PROPOSICION 2.1. Las funciones aritméticas 7, o y ¢ definidas anteri-
ormente son multiplicativas.

DEMOSTRACION. Dados n,m € N tales que (n,m) =1, sean {ni,...,n,}
el conjunto de los divisores positivos de n y {myq, ..., ms} el conjunto de los
divisores positivos de m. Entonces, aplicando el Lema 2.1, se tiene que

T(n.m) =r.s =71(n).(m)

o(n.m) = Z ng.m; = Z n; Z mj | =o(n).c(m)

1<i<r 1<i<r 1<5<s
1<5<s

Veamos ahora que ¢(n.m) = ¢(n).¢p(m).
Es claro que esto es cierto cuando n = 1 o m = 1 ya que ¢(1) = 1.
Supongamos entonces que n > 1y que m > 1.
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Sean
Cphn={ke N/k<ny(kn) =1}
Cn={ke N/kE<my (k,m)=1}
Com ={ke N/k<nmy (k,nm)=1}

Sea 1) : Cpp — Cy, X Cyy, 1a aplicacion definida por ¢(k) = (rp(k), rm (k)),
donde 7y, (k) y (k) son los restos de la divisién de k por n y m respectiva-
mente.

Como ¢(n.m) = 4Cpm v o(n).¢(m) = 4(C,, x Cp,), basta ver que
estd bien definida y que es biyectiva.

Observemos que si (k,n.m) = 1 entonces (k,n) =1y (k,m) = 1. Por
lo tanto, siendo n > 1y m > 1, Vk € Cpm es mp(k) # 0y r(k) # 0,
(rn(k),n) = (k,n) = 1y (rm(k),m) = (k,m) = 1. Esto muestra que
estd bien definida.

Si k1, ko € Chp, son tales que ¥(ky) = 1(k2) entonces ry, (k1) = rp(k2) y
Tm(k1) = rm(k2), de donde n | ky — ko y m | k1 — k. Siendo n y m coprimos,
resulta que n.m | k1 — ko. Pero —n.m < —ky < k1 — k2 < k1 < n.m. Por lo
tanto, debe ser k1 — ko = 0 con lo que k; = ko. Luego, 9 es inyectiva.

Por otra parte, dado (a,b) € C, x Cyp, sea k € Z, 0 < k < n.m tal
que k =a (n) y k =b (m) (la existencia de un tal k estd garantizada por
el Teorema Chino del Resto). Como (a,n) =1y n > 1 entonces n/ a, de
donde resulta que k # 0.

Como k =a (n)y (a,n) = 1 entonces (k,n) = 1. Andlogamente, (k,m) =
1. Luego, (k,n.m) = 1.

Por tltimo, como 0 < a < n (puesa € Cp, yn > 1)y k = a (n) entonces
a = (k). Del mismo modo, b = 7, (k).

Luego, k € Cpp v ¥(k) = (a,b), lo que prueba que 1 es suryectiva. [

PROPOSICION 2.2. Sea ¢ la funcion de Euler. Entonces

1 sin=1

r
d’(n) = H(pl 7 1)‘pg¥i—1 sin = Hp?i, con a; €N
=1

Y Ply- -, Pr Primos distintos

DEMOSTRACION. Como ¢ es multiplicativa, basta calcular ¢(p") para
todo primo p y r € Ng.
Sir =0 entonces ¢(p") = (1) =t{fme N/ m<1ly(m,1)=1}=1y
si r > 1 entonces
o(p") =#{m e N/m <p"y (m,p") =1}
=#{1, 2,3, ..., p"}—{p, 2p, 3p, ..., P '.p}

=p —p T =p-1p
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como queriamos demostrar. O

2. Convolucién de funciones aritméticas

Sea A un anillo conmutativo.

DEFINICION 2.2. Si a y v son funciones aritméticas a valores en A,
definimos la funcion aritmética (a valores en A) ax~y en la forma:

(ax7)(n) =) of

Entonces se tiene que T =ecxey o =ex*1t

Resulta que la operacién *, llamada convolucion, es asociativa y conmu-
tativa. Veamos que tiene elemento neutro.

En efecto, sea x la funcién aritmética a valores en A definida por

x(n)z{l sin=1

0 sin>1
Entonces (x * «)(n) = Zx(g)a(d) = a(n)
dln

PROPOSICION 2.3. Sean o y 3 dos funciones aritméticas a valores en A.
Si o y B son multiplicativas entonces a x 3 es multiplicativa.

DEMOSTRACION. Sean n,m € N tales que (n,m) = 1. Sea {ny,...,n,}
el conjunto de los divisores positivos de n y sea {m1,...,ms} el conjunto de
los divisores positivos de m. Entonces, (n;,m;) =1=(—,—) V1<i<

ng myj

r, 1 <j<spues (n,m)=1.
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Luego, utilizando el Lema 2.1, resulta que

(ax B)(nm) = Y a(=5)8d) = Y al-=——).5(mim,)

dln.m 1<i<r i1
= X olgal)Bm) By
= [ > a8 | | X a().80m)
1<i<r v 1<j<s J

din dm
= (ax f)(n).(a* 3)(m)
como queriamos demostrar. O

PROPOSICION 2.4. Para todo n € N, ¢ la funcion de Euler, verifica:

> o(d) =

d|n

DEMOSTRACION. Como Z ¢(d) = (ex¢)(n) entonces Z ¢(d) = n para
din dn
todon € Nsiysolosiex¢p=1
Siendo ¢ y € multiplicativas entonces, por la Proposicién 2.3, € * ¢ es
multiplicativa, y como ¢ es multiplicativa entonces € * ¢ = ¢ si y sélo si
(ex@)(p") = t(p") para todo primo p y r € Ny.

Pero
(Exd)p) =D ¢d)=> o) =1+> p 'p-
d|p” 7=0 j=1
r—1 ro
—1+(p—1). Zpﬂl—1+ 1)Zpl_1+(p—1).1;_11
=0
=1+p" —1:p =u(p")
Por lo tanto, € x ¢ = ¢. (]

COROLARIO 2.1. Sin € N entonces, para todo d € N tal que d | n, en
Zy, hay exactamente ¢(d) elementos de orden d.

DEMOSTRACION. Para cada d € N tal que d | n sea Ay = {a €
Zy, [ ord(a) = d}
Afirmacion: §Aq > ¢(d). En efecto, si d € N tal que d | n entonces,

Vie N/1<i<dy(d,i) =1, se tiene que ord(%):d.
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Luego {%/z € N, i < dy(d,i) = 1}, que tiene ¢(d) elementos,
estd contenido en A,. Por lo tanto, §4; > ¢(d)

Como Z, = U Ag v esta unién es disjunta, entonces n = Z 1A
dln dln
Si para algin d € N tal que d | n fuera §4; > ¢(d) entonces n =
ZﬁAd > Zqﬁ(d). Pero Zgb(d) = n por la Proposicién 2.4. Luego debe
dn dln din
ser $4; = ¢(d) ¥d € N tal que d | n. O

PROPOSICION 2.5. Sea o una funcién aritmética a valores en A. En-
tonces a es inversible respecto de la operacion * (i.e., existe una funcidon
aritmética v a valores en A tal que o xy = x) si y sdlo si a(1l) es una
unidad del anillo A.

DEMOSTRACION. Si existe una funcién aritmética v a valores en A tal

1
que axy = y entonces (a*v)(1) = x(1), de donde resulta que Z a(g).'y(d) =
dl1
x(1). Luego, a(1).7(1) = 1y, por lo tanto, a(1) es una unidad de A.
Reciprocamente, si a(1) es una unidad de A, sea a € A el inverso de
a(1). Definimos v : N — A inductivamente en la forma:

(1) =a
n .
v(n) = (-a). Y a(Z)A(d)  sin>1
o
Esta ~ verifica que a * v = x. O

OBSERVACION 2.1. Si una funcidén aritmética o es inversible, entonces

tiene una unica inversa que serd notada o~ ",

PROPOSICION 2.6. Sea a una funcion aritmética a valores en A. Si o es
inversible y multiplicativa entonces o' es multiplicativa

DEMOSTRACION. Como « es inversible entonces «(1) es una unidad de
Ay como « es multiplicativa, entonces a(1) = a(1,1) = a(1).a(1). Por lo
tanto debe ser (1) = 1.

Luego, por la Proposicién 2.5, a~! es la funcién definida inductivamente
por

a1l =1

at(n)=— Z a(g).ofl(d) sin>1
dln
d#n

Veamos ahora que a~! es multiplicativa. Supongamos que existen a,b €

N tales que mcd(a,b) = 1y a=(a.b) # a~!(a).a~1(b). Entonces el conjunto
S={neN/ImeN:m<n,(n,m)=1ya (nm)#a ' (n).a (m)}
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es no vacio.

En efecto, como (a,b) = 1y a~'(a.b) # a~'(a).a~1(b) entonces a # b
pues o 1(1) = 1. Luego, a < b, y en tal caso b € S 0 b < a, y por lo tanto
ac S.

Sean = min Sy sea m el menor nimero natural tal que m < n, (n,m) =
1y a t(n.m)# at(n).a t(m).

Entonces n > 1y m > 1, puessin = 1 om = 1, a l(nm) =

a l(n).a"t(m) ya que a~'(1) = 1. Ademés, Vk,t € N tales que k | n,
. nom n, ,m 1
t|myk<mnot< m se tiene que a(EY) = a(E).a(?) y a ' (kt) =
a~l(k).a"(t).
. n m

En efecto, como (n,m) = 1, si k | n y t | n entonces (E’7) =1y

(k,t) = 1. Luego, a(%. = a(%).a(?), pues « es multiplicativa.

[y

a~!(k).a”1(t), analizaremos las tres posibili-

m

)
Para ver que o !(k.t)
dades: k=t k<tyt<k

Primer caso: k =t

Como (k,t) = 1 entonces debe ser k = t = 1. Luego a~!(k.t) =
a(k).a”l(t) yaque a (1) =1

Segundo caso: k < t

Como t < m pues t | m y como m < n entonces t < n. Luego t ¢ S.
Siendo k < t y (k,t) = 1 entonces o (k.t) = o t(k).a7L(t)

Tercer caso: t < k

Si k < n entonces k ¢ S. Siendo t < k y (k,t) = 1 entonces a~*(k.t) =
al(k).a"(t)

Sik >n,como k|nycomok<not<mentonces debe ser k =n 'y
t<m.

Como m es el menor natural tal que m < n, (n,m) =1y o Y(n.m) #
al(n).a”t(m) y como t < m y satisface t < n (pues t < ky k = n)
y med(n,t) = med(k,t) = 1 entonces a~!(n.t) = a~!(n).a"(t). Luego,
teniendo en cuenta que k = n, resulta que a~!(k.t) = a1 (k).a"(t)
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Por tltimo observemos que, por el Lema 2.1, Z a(%).ail(d) =
dln.m
Za(%).oﬁl(k.t) Luego, como n.m > 1,
i
n.m
a”H(n.m) = — Z 0‘(7) a~'(d)
b
= Y a®™atk)
kln;t|m
k<nVvt<m
n, m, _ _
== Y a®aaT ko)
kln;t|m
kE<nVvt<m
_— Za(%).afl(k).a(?).a*(t) +a(n).a"H(m)
k|n
tlm

ya que

kln
puesn >1y

pues m > 1.

Luego, a~'(n.m) = a~!(n).a~1(m), lo que contradice la eleccién de n y
m. Por lo tanto, Va, b € N tales que (a,b) = 1 vale a~1(a.b) = a~(a).a"1(b).
O

OBSERVACION 2.2. Si A es un dominio integro y « es una funcién ar-
itmética a valores en A, no nula y multiplicativa, entonces o es inversible y
a1 es multiplicativa.

En efecto, si a(1) = 0,Vn € Nse tiene que a(n) = a(n,1) = a(n).a(l) =
0, ya que « es multiplicativa.

Luego, siendo « no nula, debe ser a(1) # 0 y como a(l) = «(1,1) =
a(1).a(1), entonces a(1).[1 — a(1)] = 0. Por lo tanto debe ser a(1) = 1 pues
A es integro y a(1) # 0. Luego, por la Proposicién 2.5, « es inversible y, por
la Proposicién 2.6, a~! es multiplicativa.
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3. Formula de inversiéon de Mobius

El siguiente problema fue resuelto por A. F. Mobius (1790-1868), quien
era alumno de Gauss.

Supongamos que dos funciones aritméticas o y 3, a valores en un anillo
conmutativo A, satisfacen

a(n) = A(d)
dln

para todo n € N.
¢ Es posible ‘invertir’ la serie y expresar a 3 como una funcion de o?

Para resolver este problema, consideremos la funcién aritmética e defini-
da por €(n) = 1 para todo n € N. Como £(1) = 1, por la Proposicién 2.5
resulta que ¢ es inversible. Sea j = 7!

Observando que

a(n) = Y 8(d) = Y =(5).8(d) = (= * B)(n)
dln dn

para todo n € N, resulta que pxa=pux*(ex3) = (uxe)xf=x*x0 =0,
de donde

Bln) = > n(5)-ald)

dn

para todo n € N. (Férmula de inversién de Mébius)
La funcién u, llamada la funcién de Mobius, juega un papel importante
en la solucién de muchos problemas en Teoria de Ntuimeros.

OBSERVACION 2.3. La funcién de Mobius, u, es multiplicativa.

En efecto, como ¢ es inversible y multiplicativa entonces, por la Proposi-
cién 2.6, 4 = e~! es multiplicativa.

PROPOSICION 2.7. Para todo n € N, con ¢ la funcion de Euler, se

verifica: ¢(n) = Zu(%)d

dn

DEMOSTRACION. Por la Proposicién 2.4, «(n) =n = Z ¢(d) para todo
dln
n € N. Luego, aplicando la férmula de inversiéon de Mobius, resulta que,
para todo n € N,

B(n) = Y~ p(5)ald) = Y p(5)d
dln dln

lo que completa la demostracién. ([l
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OBSERVACION 2.4. Con las notaciones anteriores, podemos escribir
n n
=S 5 =S @)
dn dln

FEs decir
-y
d
din
PROPOSICION 2.8. Con las notaciones anteriores tenemos

-To-)

n p
pln

T

T
DEMOSTRACION. Tenfamos que ¢(n) = H(pz —1).pditsin = pr"',

=1
con a; € Ny pq,...,p, primos distintos y n # 1. Luego

Notacidn: Si (K, +, ) es un cuerpo, con K* denotaremos el conjunto de los
elementos no nulos de K

OBSERVACION 2.5. Si (K, +,-) es un cuerpo entonces (K*,-) es un grupo
abeliano

COROLARIO 2.2. Sea (K,+,-) un cuerpo. Si G es un subgrupo finito de
K* entonces G es ciclico.

DEMOSTRACION. Sea m el orden de G. Sea ¢ : N — Z la funcién
aritmética definida por ¢(n) = g{z € G /x tiene orden n }
Afirmacion: Para todo d € N tal que d | m, (e x¢)(d) =

En efecto, sea d € N tal que d | m. Entonces

(ex)(d Zw Zﬁ{xé G / x tiene orden k }

k|d k|d
=t U{IEG G / x tiene orden k }
kld

ya que U{ x € G /x tiene orden k } es una unién disjunta.
k|d
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Como

U{xe G /x tiene orden k} = {z € G /z¢ =1}
kld

basta probar entonces que {x € G'/z? = 1} tiene d elementos.

Para ello, consideremos el polinomio X? — 1 € K[X]. Como es un poli-
nomio de grado d con coeficientes en el cuerpo K, no puede tener méas de d
raices en K.

Luego, t{zr € G /24 =1}<d

Por otra parte, como d | m entonces X% —1 | X™ — 1 en K[X]. Sea
f € K[X]tal que X™ —1= (X% —1).f

Luego,

G={zcG/am=1}={zcG/z'=1}U{zec G/f(x)=0}
de donde
m=14G <t{ze G/zt=1}+4{zxec G/f(z)=0}
<t{ze G/azt=1}+m—d
ya que f es un polinomio con coeficientes en K de grado m — d.

Por lo tanto, #{2z € G /z% = 1} > d, lo que concluye la demostracién
de nuestra afirmacion.

Veamos ahora que G es ciclico. Como el orden de G es m, basta probar
que existe en G un elemento de orden m, es decir, basta probar que 1(m) >
1.

Ahora bien,

p(m) = (xx ) (m) = ((uxe) ) (m) = (* (e * 1)) (m)
= > uD)(ex)(d) = Y u()d

dlm dlm
ya que para todo d € N tal que d | m, (e x)(d) =d
Pero Zu(%)d = ¢(m) por la Proposicién 2.7 y por lo tanto ¢(m) =
din
¢(m) > 1 como queriamos probar. O

OBSERVACION 2.6. Si v y 3 son funciones aritméticas a valores A que

satisfacen
a(n) = _6(d)
dln
para todo n € N, entonces o es multiplicativa si y solo si B lo es.

En efecto, como o« = € * 3, si B es multiplicativa entonces « también lo
es por la Proposicién 2.3.

Reciprocamente, si a es multiplicativa, como = pu* o (pues a = € * (3
y i =¢e~1) entonces 3 es multiplicativa.

La siguiente proposicién da una férmula para calcular el valor de p(n)
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PROPOSICION 2.9. Sea u la funcion de Mobius. Entonces

1 sim=1
p(n) =< (—=1)*  sin es el producto de k primos distintos
0 si existe un primo p tal que p? | n

DEMOSTRACION. Observemos que, como p es multiplicativa, basta cal-
cular p(p") para todo primo p y r € Ny. Como € * u = x, para todo n € N

se tiene que
1 sin=1
> u(d) = :
0 sin>1
dln

Por lo tanto, u(1) = Z,u(d) =1y, para todon > 1, Z,u(d) =0.

d|1 din
Luego, si p es un primo, p(p) = —1 ya que 14+pu(p) = Z wu(d) = 0y, para
dlp

todo r > 2, u(p") = Z,u(d) - Z u(d)=0puesp” >1yp ~t>1. O
dlp” dlpr—!



CAPITULO 3

Grafos

1. Conceptos basicos de la teoria de grafos.

En este capitulo veremos algunas definiciones que se uasaran luego en el
dasarrollo de los capitulos siguientes.

DEFINICION 3.1. Un grafo es un par (V, E) donde V' es un conjunto finito
y los elementos de E son pares de elementos distintos de V. Llamaremos
vértices o nodos a los elementos de V' y ramas, arcos o también flechas a
los elementos de F.

Cuando nos importe el orden en las ramas, los elementos de E serdn
pares ordenados y diremos que el grafo es dirigido. Cuando no nos importe
el orden, los elementos de E serdan pares no ordenados y diremos que el grafo
es no dirigido. En ambos casos usaremos la notacion (v, w) para indicar una
rama con la convencion de que si el grafo es dirigido nos estamos refiriendo
al par ordenado (en cuyo caso (v,w) y (w,v) denotan ramas distintas) y
st es no dirigido nos estamos refiriendo al par no ordenado (en cuyo caso
(v,w) y (w,v) denotan la misma rama).

DEFINICION 3.2. Diremos que H es un subgrafo de G y escribiremos
HCGsiV(H)CV(G) y E(H) C E(G).

DEFINICION 3.3. Sea G = (V, E) un grafo. Dados v,w € V diremos que
una sucesion C = (e1,...,e,) de elementos de E es un camino en G de v
aw sie; = (v,w) oe = (w,v) cuando n = 1, o si e; # e;11 para todo
1<i<n-—1yezxisten vi,...vp—1 €V tales que e; = (v,v1) 0 e; = (v1,v),
en = (Up—1,w) 0 ey = (w,vp—1) y&; = (vi—1,v;) 0 e; = (vi,vi—1) para todo i
tal que 2 < i <n—1 cuandon > 1. En tal caso diremos que v,v1,...,Vn_1
y w son los vértices del camino C.

St v,v1,...,0h—1 Yy W son todos distintos diremos que el camino es sim-
ple. Siv=w yv,v1,...,vp_1 sSon todos distintos diremos que el camino es
un ciclo o también que es un circuito.

Cuando el grafo es dirigido y e1 = (v,v1), en = (Vp—1,w) ye; = (vi—1,v;)
para todo i tal que 2 < i <n—1sin>1, o cuando eg = (v,w) sin =1
diremos que C es un camino dirigido de v a w. Es decir, en un grafo dirigido
tenemos los conceptos de camino y camino dirigido. Andlogamente se definen
los conceptos de camino dirigido simple y ciclo dirigido.

Diremos que un grafo G es aciclico si no existe ningin ciclo (dirigido o
no) en G.

25
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DEFINICION 3.4. Diremos que un grafo G = (V, E) es conexo si para
todo par de vértices u,v € V, u # v, existe un camino en G de u a v.

Diremos que el grafo es fuertemente conexo si para todo par de vértices
u,v € V, u # v, existe un camino dirigido en G de u a v. Observemos que
este concepto sélo tiene sentido en el caso de un grafo dirigido.

DEFINICION 3.5. Un grafo G = (V, E) se dice completo si para todo par
de vértices u,v € V, u # v, vale que (u,v) € E.

OBSERVACION 3.1. Si G = (V,E) es un grafo completo y m = §V en-
tonces

(7)) = ™5 st G es no dirigido

()2 =m(m—1) si G es dirigido
Antes de continuar veamos algunos ejemplos.

EJeEMpPLO 3.1. Consideremos el siguiente grafo dirigido G = (V, E),
con vértices 1, 2, 3, 4 y 5 y ramas e = (1,2), ea = (3,4), es = (1,3),
eqs = (3,1), e5 = (1,5) y es = (5,4), es decir V. = {1,2,3,4,5} y E
{(1,2),(3,4),(1,3),(3,1),(1,5),(5,4)}, al que representaremos grdficamente
en la forma

Este es un grafo dirigido, conexo, pero no fuertemente conexo (no hay
un camino dirigido de 2 a 3).

La sucesion (e1,es3) es un camino simple de 2 a 3. Este camino no es
dirigido. El grafo no es aciclico: la sucesion (es, eg, €2,€3) es un ciclo. Este
ciclo no es un ciclo dirigido.

La sucesion (eq, es5, eg) es un camino dirigido simple de 8 a 4. La sucesion
(e3,e4) es un ciclo dirigido. La sucesion (e1, eq, €2, €6,€5) €s un camino de 2
a 1. Este camino no es dirigido ni simple.

El grafo no es completo: (2,1) ¢ E.

EJEMPLO 3.2. Consideremos el grafo no dirigido G = (V, E), con vértices
1, 2,8, 4, 5y 6 yramas e; = (1,4), ea = (1,2), e3 = (2,5), es = (1,3)
yes = (5,6) V={1,2,3,4,5,6} y E = {(1,4),(1,2),(2,5),(1,3),(5,6)}, al
que representaremos grdficamente en la forma
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4

Este es un grafo no dirigido, conexo y aciclico. No es completo: (4,5) ¢
E. La sucesion (e1,ea,e3,€5) es un camino simple de 4 a 6.

EJEmpPLO 3.3. Consideremos el grafo

Este es un grafo no dirigido. No es conexo (no existe ningin camino
que una 1y 7) sino que tiene dos componentes conexas, una conteniendo un
ciclo (el ciclo (1,2),(2,4), (4,1)) y otra aciclica.

DEFINICION 3.6. Diremos que G = (V, E) es un grafo bipartito si existen
dos conjuntos disjuntos P y Q tales que V.= PUQ y toda rama e € E tiene
un extremo en P y el otro extremo en Q.

EJempLO 3.4. El grafo
h1 ° / L] m 1

h, . ¢ m,
b 3
h3. e M,
h4 ° ® mg
e mg
hs @ e m

es bipartito. En este caso
P:{hl,hg,hg,h4,h5} Yy Q: {ml,mg,mg,m4,m5,m6,m7}.

DEFINICION 3.7. Sea G = (V, E) un grafo dirigido. Si (u,v) € E diremos
que u es la cola y que v es la punta de la flecha (u,v).
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A cada grafo dirigido G = (V, E) le podemos asociar una matriz que
contiene toda la informacion sobre el grafo. Esta matriz se llama la matriz
de incidencia vértice-rama de G.

SiV =Avi,...,on} y E={e1,...,en}, la matriz de incidencia vértice-
rama de G es la matriz ||a;;|| € R™*", definida por

1 st v; es la cola de e;
aj; =4 —1  siv; es la punta de e;
0 en otro caso

EJEMPLO 3.5. Dado el grafo

€
Vie
e2
Y e
°
v

su matriz de incidencia vértice-rama es la matriz

1 1 0 0 0 O
0 -1 -1 1 0 1
-1 0 1 -1 1 O
o o o 0 -1 -1

A=

OBSERVACION 3.2. La matriz de incidencia vértice-rama de un grafo G
tiene, en cada columna, un 1, un —1 y el resto de los coeficientes nulos. Esto
se debe a que cada rama tiene una sola cola y una sola punta. Luego, en una
matriz de incidencia vértice-rama la suma de todas las columnas es cero.



CAPITULO 4

El grafo coprimo de Z

1. El grafo coprimo de Z

El grafo coprimo de Z es el grafo G = (V, E') con V = Z y ramas definidas
tales que a, b € V estan conectados por una rama si y sélo si (a,b) = 1 donde
(a,b) denota el méximo comin divisor entra a y b.

Llamaremos I, = {1,...,n}. Si A C I, el grafo coprimo de A es el grafo
inducido por el grafo coprimo de Z en A.

EjempLO 4.1. Si A ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}, entonces G(A) es

Usaremos las siguientes notaciones:
1. Aim,n)={a€ A|la=n (m)}.

¢(n) = funcién de Euler.

w(n) = nimero de factores primos distintos de n.

w(n) = funcién de Moébius.

V(G) vy E(G) denotan los conjuntos de vértices y de ramas de G

respectivamente.

K,, = grafo completo de n vértices.

C,, = ciclo simple de n vértices.

8. Si A es un conjunto, notaremos fA = |A| = cardinal de A, indis-
tintamente

9. K(m,n) = grafo bipartito de U y V con U = m y §V = n.

Gl N

N

DEFINICION 4.1. Diremos que H es un subgrafo de G y escribiremos
HCGsiV(H)CV(G) y E(H) C E(G).

29
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Recientemente ha recibido mucha atencién el estudio de varios grafos de
enteros. El grafo mas popular parece ser el grafo coprimo, pero hay muchos
problemas atractivos y resultados sobre el grado de los divisores.

Se han estudiado varios subgrafos del grafo coprimo. Tal vez el primer
problema de este tipo fue formulado en 1962: Dado k € Z, ;Cual es el mayor
A C I, tal que Ky ¢ G(A)? O sea, cudl es el mayor subconjunto de I,, tal
que no contiene ningin subgrafo completo de k—vértices.

2. Subgrafos completos

En esta seccién mostraremos la existencia de un conjunto Ay C I, tal
que para todo k no contiene subgrafos completos de k vértices. Ademés
probaremos que con k = 2 y k = 3, este conjunto A tiene cardinal maximo
tal que Kj ¢ G(A)

Si llamamos p; al i—ésimo primo positivo, se puede ver que el conjunto

A ={m €1, : pjm para algin i < k — 1}

tiene la propiedad de que Kj ¢ G(Ag). En efecto, si existe un k € N tal que
K} C G(Ag), tendriamos entonces aq,...,ax € I, a1,...,ar € Ay distintos
con a; vértices de K.

Ahora, dado a; € Ay existe p alguno de los primeros £ — 1 primos posi-
tivos tales que p|a; y eligiendo el menor de estos primos, queda definida la
aplicacion

f : {ala v 7ak} - {pla cee 7pk—1}
definida como

f(a;) = min {p €{p1,...,pp-1} : p|ai}.
Es decir, que a cada a; le asigna el menor primo entre los primeros k£ — 1
primos positivos que lo divide.

Ahora, f estd definida desde un conjunto de k elementos en un conjunto
de k—1 elementos. Luego, f no puede ser inyectiva. En consecuencia, existen
a;,a; € Ay, distintos tales que f(a;) = f(a;). Es decir, (a;,a;) # 1.

Esto contradice el hecho de que K}, es completo.

Hemos demostrado entonces el siguiente resultado:

PROPOSICION 4.1. Sea p; el i—ésimo primo positivo. El conjunto Ay =
{m € I, | pilm para algin i < k — 1} no contiene ningin subgrafo completo
de k vértices.

Surge naturalmente la siguiente pregunta: ;Es Aj el mayor conjunto
contenido en I, con esta porpiedad?

La respuesta es que no, en general. Ver [1]. Sin embargo, se puede ver
facilmente que para k = 2 y k = 3 la respuesta es afirmativa y recientemente
fue demostrado que para k = 4 también (ver [12])

Finalicemos esta seccién con la demostracion de los casos k =2y k = 3.

Lamaremos f(n,k — 1) = §A
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Observemos que con k = 2 queda
n
842 = f(n,1) =f{{m e I, : 2im} = [5]-

Con k = 3 tenemos §A3 = f(n,2) =f{{m € I, : 2lm o 3lm} = [5] +[5] —
[6]-

Demostracién del caso k = 2. En este caso, A2 = {m € I, : 2|m}.
Es decir, As es el conjunto de los niimeros pares menores o iguales a n.
Este conjunto cumple:

1. Ko ¢ G(As).

2. As es el mayor con esta propiedad.

La propiedad (1) fue demostrada para todo k en la proposicién 4.1. Sin
embargo en este caso se observa facilmente ya que As es el conjunto de todos
los pares y por lo tanto no existen en As dos elementos coprimos.

Para ver (2), supongamos que tenemos B C I, con §B > §A = [3]. O
sea §B > [5] + 1. Quiero ver que existen a,b € B tal que (a,b) = 1. La
prueba la haremos en dos casos: Sil€ Bosil ¢ B.

Caso 1: Si 1 € B entonces para cualquier b € B tenemos (b,1) =1 y por
lo tanto tendriamos un Ky si 4B > 2. Pero B > [§] 4+ 1> 2sin > 2.

Caso 2: Si 1 ¢ B afirmamos que existe b € B tal que b+ 1 € B. En
efecto, si no fuera asi, la diferencia entre dos elementos cualesquiera de B
serfa mayor o igual que 2, entonces como 1 ¢ B se tendria §B < [5] lo que
es un absurdo ya que B > [5] + 1.

Luego, B contiene dos elementos consecutivos by b+1 y como (b, b+1) =
1 se concluye que B contiene un K. U

Demostracion del caso k = 3. En este caso, el conjunto seria As =
{mel, : 2lmo3im}ytds =[5]+ [3] - [§]-
Este conjunto cumple:

1. K3 ¢ G(As3).

2. As es el mayor con esta propiedad.

La propiedad (1) fue demostrada para todo k en la proposicién 4.1.

Para ver (2), supongamos que tenemos B C I, con §B > #A. O sea
1B > [5] + [5] — [§] + 1. Quiero ver que existe un K3 C G(B).

Al igual que en la demostraciéon anterior, dividiremos la prueba en dos
casos: 1€ By 1¢ B.

Caso 1: Si 1 € B para encontrar un K3 C G(B) basta encontrar a,b € B,
a#1,b+# 1 tal que (a,b) = 1.
Como 1 € B consideramos B = B — {1}. Observemos que #B = B — 1
y como #B > [§] + [5] — [§] + 1, entonces
_n n n n
1B > [Tl + 5] - [Z] =

—|+1
2 3 6_2]+’
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ya que como n > 3, 5] — [g] > 1.

Entonces B es un subconjunto de I,, con cardinal $B > [%] + 1. Luego
por lo hecho para el caso k = 2, B contiene un K. O sea existen a,b € B,
a#1,b+# 1 tal que (a,b) = 1.

Entonces {1, a, b} forman un K3 contenido en G(B).

Caso 2: Supongamos que 1 ¢ B. Dividiremos este dos subcasos, depen-
diendosi2 € Bo2¢ B.

Caso 2.1: Supongamos que 2 € B. Afirmamos que existe b € B, b impar,
talque b+2€ Bob+4¢ B.

En efecto, si esto no ocurriera la diferencia entre cualesquiera dos impares
de B es por lo menos 6. Entonces B puede contener a lo sumo [”T_?’] impares,
y B puede contener a lo sumo [§]pares. Luego serfa: B < ["T_S] +[5].

Ahora B > [5] + [5] — [§] + 1. Entonces deberia ser

n n n n—3 n
R e L T -]
S+ 51— [+ 1< ]+ ]

que es equivalente a

n n—3 n
21 <1
3 6

Usando la desigualdad [z] < z < [z] + 1, concluimos

1+

n n—3 n n—3 n 2n —3
R P LR

E<1+[
6 6 6 6 6

3
lo que es un absurdo.
Entonces B contiene dos impares cuya diferencia es 2 o 4. Es decir, existe
b € B impar tal que b+2 € B o b+4 € By ademés resulta que (b,b+2) =1
y (b,b+4) =1, con lo cual {2,b,b+ 2} 0 {2,b,b+ 4} serfan K3 C B.

Caso 2.2: Supongamos que 1 € By 2 ¢ B, con lo cual B C {3,...,n}.
Vamos a partir a B como una unién disjunta de conjuntos de 6 elementos.
Sean
Iy =1{3,4,5,6,7,8}
I ={9,10,11,12,13,14}

In = {3+6k,4+6k,...,r +3+6k}

donde 7 es el resto de dividir n — 3 por 6. El dltimo conjunto, I, tiene 6
elementos si n = 6k + 8, es decir si n — 3 = 6k + 5.

En general, se tiene n —3 = 6k + 7 con 0 < r < 5 y entonces [ tiene
r 4+ 1 elementos.
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Luego, tenemos

con lo cual

k
B=H((BnIL) y §B= Zﬁ BNIj)
j=0
Vamos a contar cudntos elementos de B puede haber en cada I;.
Supongamos primero que en cada I; hay a lo sumo 4 elementos de B.
Es decir, (BN1;) <4,5=0,...,k =1y #(BNI;) <min{4,r + 1}.
Luego se tiene

k k-1
1B=> §(BNI)=> §(BNIL)+4(BNI)
j=0 j=0
k—1
<> 4+ min{4,r+ 1} = 4k + min{4,r + 1}.

§=0
Usando ahora §B > [5] + [§] — [§] + 1, obtenemos
(4.1) [g] + [%] [6} +1 <4k + min{4,r + 1}.
Observemos ahora que k = [%3] y consideremos los casos que corresponden

a cada posible valor de r.

1" caso: r = 0, con lo cual n = 6k + 3.

Tenemos
n n n
[§]+[§]_[6]+1:(3k+1)+(2k+1)_k+1:4k+3’

y de (4.1) obtenemos
4k +3 < 4k +min{4,r + 1} =4k +1

lo que es un absurdo.

240 caso: =1, con lo cual n = 6k + 4.
Tenemos
n n n
[§]+[§]_[g]+1: (Bk+2)+(2k+1)—k+1=4k+4,

y de (4.1) obtenemos
4k +4 < 4k +min{4,r + 1} = 4k + 2
lo que es un absurdo.

3°" caso: r = 2, con lo cual n = 6k + 5.

Tenemos

[g]+[%]—[%]+1:(3k+2)—|—(2k+1)—k+1:4k+4,
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y de (4.1) obtenemos
4k +4 < 4k + min{4,r + 1} =4k + 3
lo que es un absurdo.

4t caso: v =3, con lo cual n = 6k + 5.

Tenemos
[g]Jr[g]—[%]Jrl:(3k+3)+(2k+2)—(k+1)+1:4k+5,

y de (4.1) obtenemos
Ak +5 < 4k + min{d,r + 1} = 4k + 4
lo que es un absurdo.

59 caso: r =4, con lo cual n = 6k + 7.

Tenemos
[g]+[%]—[%]+1:(3kz+3)+(2k+2)—(k+1)+1=4k‘+5,

y de (4.1) obtenemos
4k +5 < 4k +min{4,r + 1} =4k + 4
lo que es un absurdo.

61 (jy 4iltimo!) caso: v =5, con lo cual n = 6k + 8.

Tenemos
n n n

[§]+[§]—[6]+1:(3k+4)+(2k+2)—(k+1)+1:4k+6,

y de (4.1) obtenemos
4k +6 < 4k + min{d,r + 1} = 4k + 4

lo que es un absurdo.

Luego debe existir j, 0 < j < k, tal que §(BN1;) > 5. Es decir, que para

ese I; a lo sumo un elemento no pertenece a B.

Escribamos I; = {65 + 3,65 + 4,65 + 5,65 + 6,65 + 7,65 + 8} (si j = k

entonces podria no estar el 65 + 8).

Si 65 + 3 ¢ B entonces 65 + 5, 65 + 6, 6j +7 € B y forman un K3s. El

mismo K3 se encontrard en B si 65 +4 o 65 4+ 8 no estdn en B.

Si6j+5 ¢ B entonces 65 + 3, 65 +4, 65 +7 € B y forman un K3. El

mismo K3 se encontrard en B si 65 + 6 & B.

Finalmente, si 6547 ¢ B, tenemos que 65+ 3, 6544, 6j +4 € B forman

un Kg.
Esto finaliza la demostracién.



CAPITULO 5

Ciclos pares

En esta seccion, investigamos otra cuestion natural sobre el grafo copri-
mo de Z: {Qué se puede decir sobre los ciclos en G(A)?

El caso de los ciclos pares (Cy;) no es dificil de resolver usando los resul-
tados conocidos (al menos para ciclos no demasiado largos).

Una pregunta a resolver seria: Cual serd el subconjunto A C I, mas
grande que no contenga ciclos pares?

Probaremos que si [ no es demasiado grande, el conjunto A de mas grande
cardinal contenido en I,, tal que no contenga ciclos pares tiene [§] +1 — 1
cantidad de elementos.

Més precisamente si [ < L In(In(n)) el méximo A C I, tal que Coy ¢
G(A) debe ser de cardinal f(n,1)+1—-1=[§]+1—1.

Este cardinal se alcanza tomando todos los nimeros pares y los primeros
[ primos.

Es decir tomemos A asi:
A={mel, : 2lm}U{p1,...,m},

donde {p1,p2,...,pi,...} denota el conjunto de los primos positivos orde-
nados en forma creciente.

Veamos que el grafo generado por A no contiene ciclos pares. En efecto, si
G(A) contuviera ciclos de 2l vértices, entonces existen aq, ..., ay elementos
de A tales que

(a1,a2) = (a2,a3) = --- = (ag—1, a21) = (ag,a1) = 1.

Ahora bien, en A hay exactamente [ — 1 impares, entonces entre los a;
hay como minimo 2/ — (I — 1) ntimeros pares. O sea que entre los a; hay por
lo menos [ + 1 nimeros pares.

Pero entonces, si tomo los conjuntos

{a1,a2}; {as,ad}; .. .5 {ag—1, a2}

son [ conjuntos disjuntos. Luego en alguno de ellos debe haber dos pares, o
sea existe ¢ tal que a; y a;4+1 son pares. Es decir, (a;,a;+1) # 1 lo que es un
absurdo.

Hemos demostrado que Coy ¢ G(A).

Ahora queremos responder la siguiente pregunta: ;jEs A el subconjunto
més grande con la propiedad de el grafo inducido por él no contiene ciclos
pares?

35



36 5. CICLOS PARES

Calculemos el cardinal de A.

sA=t{mel, : 2m}+t{p1,....pm}—1=[=

2]+l—1

Recordemos que f(n,k) = §{m € I, : p;|m para algin ¢ < k}. Luego

Probemos que para n suficientemente grande, A es efectivamente el con-
junto mas grande con la propiedad de no contener ciclos pares de longitud
21 si I no es demasiado grande. Mds precisamente, si | < - In(In(n)).

O sea, veremos que sil < % In(In(n)) y supongamos existe B C {1,...,n}
es tal que B > [§] +1—1 (i.e. §B > [§] + 1) entonces existe Cy ciclo par,
C9 C B para n suficientemente grande. Vamos a usar siguiente teorema
cuya prueba se puede ver en [7].

TEOREMA 5.1. Eziste un ng tal que, para todo n > ng y C C I, tal
que C > f(n,1), #C(2,1) = s > 0, entonces, si r = min{s, 15 In(In(n)},
K(r,r) C G(O).

Veamos ahora que B estd en las condiciones del Teorema 5.1.

= iB>[5]+1=f(n,1)+1> f(n,1), yaquel> 1.
» §B(2,1) = {be B : b=1(2)} >0, ya que si §B(2,1) = 0,
= #B < [5], lo que es absurdo.

Entonces estamos en las condiciones del Teorema 5.1, y por lo tanto, ex-
iste un ng tal que, si n > ng , tomando r = min{s, 15 In(In(n)} = K(r,r) C
G(B).

Ahora, en general vale que si K (r,7) C G(B) y k < r, entonces K (k, k) C
G(B). En efecto, K(k, k) es el subgrafo completo de K(r,r) que resulta de
quedarme con los primeros k vértices.

Veamos ahora que [ < s.

Escribiendo B={be B : b=1 (2)}w{b e B : 2|b}, obtenemos
tomando cardinal,

(5.1) tB=s+t{be B : 2[b} <s+ f(n,1),

Ya que f(n,1) = [§] =#{m € I, : 2|m}.
Ahora como B, §B > f(n,1) + [ y junto con (5.1) obtenemos

fn,)+1< f(n,1)+s = [ <s.

Luego, si | < -5 In(In(n)) tenemos que ! < min{s, 15 In(In(n))} =r y por lo
tanto, por el Teorema 5.1 obtenemos K (I,1) C G(B).

Ahora, es un hecho general que si K(I,l) C G(B) entonces Cy C G(B),
ya que K(I,[) es un subgrafo de G(B) bipartito de U y V con U =tV =1,
tal que V(Ky) C V(B) y E(Ky) C E(B) Es decir, si U = {a1,...,a;} y
V =A{bi,...,bi} con a;,b; € Bparai,j=1,...,1, como K(l,I) es completo
se tiene que (a;,b;) =1 para todo i,j =1,...,L
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Luego se puede armar un 2/—ciclo de la siguiente manera:
V<CQZ) - {a17 b17 a, b27 cee,ar, bl}u
E(Cy) = {la1, bi]; [b1, azl; [a2, ba]; [ba, as]; - . -5 [bi—1, ai]; [ar, bi]; [br, aa ]}

Entonces hemos construido Cy; C G(B).
En conclusién, hemos demostrado el siguiente teorema.

TEOREMA 5.2. St A={m e, : 2l/m}U{p1,...,p} donde p; denota
al i—ésimo primo positivo, entonces G(A) no posee ciclos pares. Notemos
que §4 = [2] + 1 — 1.Y para n suficientemente grande y | < 5 1In(In(n)), A
es el mayor subconjunto de I, con esa propiedad.






CAPITULO 6

Ciclos impares

En esta secciéon intentaremos dar una respuesta a la pregunta ;cudl
serd el conjunto A C I,, méas grande tal que no contenga ciclos impares?

En el caso de ciclos de longitud 3 (tridngulos), vimos en la Seccién 2 que
el mayor A C I, tal que C5 = K3 ¢ G(A) es As={m €I, : 2/mo 3Im}
que tiene cardinal 43 = f(n,2) = [5] + [5] — [%].

Es decir que para garantizar la existencia de un tridngulo en A C I, se
necesita {4 > f(n,2) + 1.

Sorprendentemente este cardinal garantiza la existencia de ciclos impares
de casi toda longitud. Més precisamente, se tiene:

TEOREMA 6.1. Ezisten constantes co y ng tales que, para todon > ng y
para todo A C I, con $A > f(n,2) + 1, se tiene que existe un 2l + 1—ciclo
Co111 C G(A) para todo I < con.

Seria interesante determinar el valor éptimo de la constante ¢y. Un posi-
ble valor para la misma es ¢y = é. La cota ¢y < % es el contenido del siguiente
lema.

LEMA 6.1. Sea ¢y la constante definida en el Teorema 6.1. Entonces se
tiene co < %.

DEMOSTRACION. Si ¢y > é, podemos encontrar un conjunto A C I, con
fA > f(n,2) + 1 tal que Cy41 € G(A), para [ > %n
Tomemos n € N tal que 6|n y definimos A C I,, como

AzﬁnEh:QM@UQk71:1§k§%+l}

Se tiene
n n n n n n n n
A= F - ql=cqo——gl=[-]+[]-[=
i 2+6+ 2+3 6+ []+[3] [6
Veamos que si | > %n entonces Coi11 ¢ G(A). En efecto, supongamos
que Cy11 C G(A) y sea k la cantidad de elementos impares en Cy;11. Luego
k < % + 1. Entonces la cantidad de pares en Cy 41 es

| 4+1=f(n2)+1.

Atl-k22z+D)+1-(z+D) =z +2

Pero en un ciclo, no puede haber dos pares ligados, luego debe haber por lo
menos un impar por cada par. Pero la cantidad de pares en Cy;11 es mayor
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oigual a & + 2y la cantidad de impares es menor o igual a g + 1 lo que es
un absurdo. (|

En la demostracién del Teorema 6.1 distinguiremos dos casos dependi-
endo del tamano de §A(6,1) + £A(6,5).
El Teorema 6.1 serd una consecuencia de dos los siguientes resultados.

TEOREMA 6.2. Existen constantes c1, ca y ni tales que si n > ny
BA(6,1) = s1, HA(6,5) =s2, 1<s1+s2<cin
y A > f(n,2), entonces Coyrp1 C G(A) para todo | < con.

TEOREMA 6.3. Para todo € > 0, existe n € N y constantes c3 = c3(e) y
ng = no(e) tales que sin > no

ﬁA(67 1) = 81, ﬁA(67 5) = 82, 81+ S2 > En
y A > f(n,2), entonces Co11 C G(A) para todo | < c3n.

Veamos que efectivamente los Teoremas 6.2 y 6.3 implican el Teorema
6.1.

Demostracién del Teorema 6.1. Sea A C I, tal que fA > f(n,2) y
llamemos s1 = §A(6,1) y s2 = §A(6,5).

Si se tiene que 1 < s1+s2 < ¢1n con ¢ dada por el Teorema 6.2, entonces
se puede aplicar el Teorema 6.2 y se obtiene que existe ca y n1 tal que para
todo n > nq,

Coy1 CG(A) para todo [ < con.

Si en cambio se tiene que s; + so > cin, se aplica el Teorema 6.3 con
€ < ¢1 y se obtiene que existe no = na(e) y c3 = c3(e) tales que para todo
n > na,

Cor1 CG(A) para todo [ < c3n.

Luego el Teorema 6.1 queda probado tomando ng = max{ni,na} y ¢p =

min{cy, c3}. O

Debemos entonces demostrar los Teoremas 6.2 y 6.3. Haremos estas de-
mostraciones en los siguientes dos capitulos.



CAPITULO 7

Demostracion del Teorema 6.2

En este capitulo demostraremos el Teorema 6.2.

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que s; = max{si, s2}.

Una idea general de la demostracén es construir el ciclo Co11 C G(A)
tomando primero a € A(6,1) con ¢(a) relativamente grande y los restantes
21 elementos los elegiremos alternadamente en A(6,2) y A(6,3).

Necesitaremos el siguiente lema:

LEMA 7.1. Existe una constante c4 tal que el nuimero de enteros k € I,
tales que ¢(k)/k < 1/t es menor que nexp(— exp(cat)).
Sit > 2, la constante c4 se puede tomar independiente de t.

La demostracién del Lema 7.1 se puede encontrar en [2].

Aplicamos el Lema 7.1 con

1 2
(7.1) t=—In <ln( n)) .
Cq4 S1
Observemos que si ¢; es chico, es decir ¢; < 2exp(—exp(2cy4)), entonces
como s1 < s1 + s2 < ¢1n tenemos s1 < 2exp(— exp(2¢q))n.
Esto implica 2 < é In <ln (i—’f)) =t. Por lo tanto ¢t > 2.

Luego, aplicando el Lema 7.1 tenemos que

(7.2) ﬁ{ke[n : ¢§?<1}<81.

A(6,1):<A(6,1)ﬂ{keln : ¢§f)<1}>
Lﬂ(A(ﬁ,l)ﬂ{keIn : qﬁ“gi})

Tomando cardinal en (7.3) y usando (7.2) obtenemos

sl<—+jjA k;eI :qﬁgf)>1}>,

Ahora

(7.3)

de donde se obtiene

ﬁ<A(6,1)ﬂ{k€In : <;5§€k:) 1}>>5’21
a>1
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Sea ahora B={u € Z : 6u+2¢€ I,y (6u+ 2,a) = 1}. Queremos
calcular £B. Este es el contenido del siguiente lema.

LEMA 7.2. Sea B={u€Z : 6u+2¢€l,y(6u+2a)=1}. Entonces

(7.4) 1B =>p(d)gi(n,d),
dla

donde gi(n,d) =t{veZ : 6v+2¢€l, yd6v+2}.

DEMOSTRACION. Usaremos la férmula de inversién de Maebious. Defin-
imos

Bim)=8{bel, : b=2(6)y m(ba) =a}.

Con esta definicidn, se tiene que [(a) = #B.

PuestB=t{ue€Z : 6u+2€l,y (6u+2,a)=1}=t{bel, : b=

26)y (bya)=1}=8{bel, : b=2(6)y (bya)a=al} = p(a)
Definamos ahora

am)=8bel, : b=2(6)y almb}.
Con esta definicién, para d divisor de a, se tiene que a(§) = g1(n,d). En
efecto
gi(n,d)=t{veZ : 6v+2¢€l,ydb6v+2}
=t{bel, : b=2(6)y db}

=t#{bel, : b52(6)ya}%b}

a
= Oé(g)-
Si ahora vemos que
(7.5) a(m) =Y B(d),
dlm
entonces, por la formula de inversion de Moeebius,
m
Bm) = 3 (d)a(")
dlm

y, evaluando (3 en a, se obtiene

1B = B(a) = Y p(da(3) = Y u(d)gi(n,d).
dla dla

Debemos entonces verificar (7.5). La idea es partir al conjunto {b € I, :
b=2 (6)y ajmb} como una unién disjunta de conjuntos de cardinal 3(d).
M34s precisamente,

(7.6) {bel, : b=2(6)yalmb} =[H{be L, : b=2(6)y d(b,a) = a}.
dlm

En efecto, si d(b,a) = a para algin d divisor de m, se tiene que a =
d(b, a)|mb.
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Reciprocamente si b € I, es tal que b = 2 (6) y a|mb tenemos que
d(b,a) = a para algun d divisor de m, puesto que como (a, b)|a, existe d € Z
tal que a = (a,b)d y es facil ver que d verifica lo pedido.

Que la union es disjunta es evidente.

Tomando ahora cardinal en (7.6) obtenemos
am)=8bel, : b=2(6)y almb}
=> t#{bel, : b=2(6)y d(ba) =a}

dim
=> B(d),
dlm

como queriamos demostrar. O

Tratemos ahora de encontrar una cota para gj(n,d).
giln,d)=t{bel, : b=2(6)ydby=8{bel, : b=2(6)yb=0(d)}.
Veamos como son todos los b € Z soluciones del sistema

b=2 (6)
(7.7) {b =0 (d)

Como (a,6) = 1y d es un divisor de a, sigue que (d,6) = 1 entonces,
por el Teorema Chino del Resto, el sistema (7.7) tiene una tnica solucién
bp € [0,6d) ( més precisamente by € [2,6d), ya que by # 0y by # 1) y todas
las soluciones son de la forma

b= by + k6d (k€Z).
En conclusion,
giln,d)=t{bel, : b=by+k6d (k€ Z)} =8{ke€Z : 1<by+kbd<n}.

La idea para acotar gj(n,d) va a ser meter {k € Z : 1 < by + k6d < n}
entre dos conjuntos convenientes para obtener cotas por arriba y por abajo.
Vemos la cota inferior primero. Es claro que

—2
(7.8) {keZ : nggnﬁ—l}c{kez : 1< bo+ k6d < nl.
En efecto, si 0 < k < ”6—_612 — 1 entonces, usando que 1 < by < 6d obtenemos

-2
1§b0§b0+k6d§bo+(n6d

—1)6d=by+n—2—-6d<n-—2<n.

Ahora, para la cota superior, afirmamos que

-2
(7.9) {keZ:1§bg+k6d§n}c{kez:0§kgn6d 1.
En efecto, si 1 < by + k6d, tenemos (usando que by < 6d)
1-— 1
gtz 1oy

~  6d 6d
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y si by + k6d < n, tenemos (usando que by > 2)

k<n_b°<n_2.
~— 6d ~ 6d

En conclusion

n—2 n—2
1<k — <k< .
<P T O UEhETg
Tomando cardinal en (7.8) y (7.9) se obtiene,
n—2 n—2
— < < |— .
[ 6d 1] Flsgnd < [ 6d ]+1
Ahora, usando que [z — 1] = [z] — 1 concluimos
n—2 n—2
. < < |—
(7.10) { 6d | <ama) < | 6d J+1
Finalmente, usando = — 1 < [z] < z en (7.10) se obtiene
n—2
(7.11) ’gl(n,d) -t <t

Queremos ahora acotar el nimero de sumandos en (7.4). Para ello vamos
ahora a utilizar el siguiente lema cuya prueba se encuentra en [9], pdg. 394.

LEMA 7.3. Existe ng € N tal que st n > n3 entonces
In(n)

w(n) < In(In(n))’

Para calcular la cantidad de sumandos no nulos en (7.4) debemos calcular
#{d € N : dlay u(d) # 0}. Ahora, uu(d) # 0 siy sélo si, d no contiene primos
al cuadrado en su factorizacién, i.e. d = H:lez-ﬁi con 3; =0, 1. Luego

fH{deN : dlay pu(d) #0} ={de N : d]ayd:Hpiiconﬂizo,l}
=1
— gw(a)

OBSERVACION 7.1. Sea n3 € N dado por el Lema 7.3. Podemos suponer
que n3 > €° ya que si n3y < e, como el Lema 7.3 vale para todo n > n3 en
particular vale para todo n > €.

OBSERVACION 7.2. La funcién h(z) = ml(igi(z))) (x > 1), es creciente en

(e, +00). Luego si e® < nz < a <n se tiene que
In(a) < In(n)
In(In(a)) ~— In(In(n))"

OBSERVACION T7.3. Afirmamos que sin > 2n3 y a < n entonces w(a) <

In(n)
2 In(In(n)) *
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En efecto, si a > n3 es inmediato a partir del Lema 7.3 y de la monotonia

dada por la Observacién 7.2. Si a < ng, existe ¢ € N tal que n3 < ac < 2ng

con lo cual w(a) < w(ac) < 21111(11115?2:)) < 21111(1111%1))'

Como consecuencia de las observaciones 7.1, 7.2 y 7.3 tenemos que si
n > 2n3 y a < n, entonces
In(n)

H{deN : dlay u(d) # 0} = 29@ < 2°wmem

Usemos este hecho y la cota para g; obtenida en (7.11) para acotar el
cardinal de B. Por (7.4) tenemos

18 = 3" ()i (n,d)
dla

= Z p(d)gi(n,d) + Z w(d)gi(n, d)
dla, p(d)>0 dla, p(d)<0
= I + II.

Acotemos primero I. Por (7.11) tenemos, si p(d) > 0,

n—2
wd)gi(n,d) = p(d) == — p(d).
Entonces, como p(d) =1 si p(d) > 0,
I= Y udgi(n,d)
dla, p(d)>0
n—2
> —
(7.12) > ) (M(d) 6d u(d))
dla, p(d)>0
_n=2 p(d)
=5 > y L.
dla, p(d)>0 dla, p(d)>0

Para acotar I] se razona de manera andloga. Por (7.11) se tiene, si
p(d) <0,
n—2

6d

p(d)gi(n,d) > p(d) + p(d).

Con lo cual, como pu(d) = —1 si u(d) <0,

= > udg(n,d)

dla, p(d)<0

(7.13) =D (“(d) 6d +“(d))

dla, p(d)<0

S D L

dla, p(d)<0 d dla, p(d)<0
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Luego, por (7.12) y (7.13) obtenemos

1+Uz"g2 3 “(dd)— > oL

dla, p(d)#0 dla, p(d)#0
Por otro lado,
21n(n)
Z 1=t{deZ : dlay u(d) # 0} = 29 < 2w
dla, p(d)#0
luego
n — 2 'u(d) 21n(n)
I+11> c Z B ommm) |

Recordemos que, por lo visto en la seccion de funciones aritméticas,
¢la) _ 3 1(d)
a d’
dla

con lo cual nos queda

n—2 ¢(a) 21In(n)

I+1I]>————+ —2Wn(),
-6 a
Recordemos ahora, que ¢(aa) > % Finalmente obtenemos
— 21n(n)
IjB > n 2 — 2In(In(n)) |
- 6t
Veamos ahora que, si n es suficientemente grande, se tiene que
n—2 21n(n) n
7.14 — 9W(n(n) > —
( ) 6t -t

En efecto, (7.14) es equivalente a

21In(n)

n > 42t 2m0n(n) + 14,
Como t = é ln(ln(z—?)), (7.14) resulta equivalente a
42 2 _2In(n)
(7.15) n>—In (ln (n)) 2m{n(n) 4 14.
C4 51
Acotemos:

. 8
= Se puede ver que si n > e® | entonces

21n(n)

2Mm(m(n) < \4/5
2n

» también para n grande y usando s; > 1, asi <& < 2n, se puede

51
demostrar

gln (ln (271)) < /n.
C4 S1
» y ademds si n > 28, tenemos 14 < 5
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Luego, juntando estas tres cotas tenemos que para n suficientemente

grande
42 2 _21In(n)
“ln (ln (”)) Omn(n) + 14 < Yn¢/n + = < n.
C4 51 2
Lo que prueba entonces que (7.15) vale.
Hemos entonces demostrado el siguiente lema.
LEMA 7.4. Con las notaciones del Lema 7.2, se tiene

n
B> —
4 -

donde t viene dado por (7.1), para todo n suficientemente grande.

Vamos ahora a tratar de controlar
f(BNA)=g{bel, : b=2(6), (bya)=1ybe A}.
Para ello necesitamos las siguientes definiciones: Teniamos
s1=1A(6,1)=8{bec A : b=1(6)},
so =4#A(6,5) =8{bec A : b=5(6)}.

Definimos
sg =4A(6,0) =4{bc A : b=0(6)},
sy =4A(6,2) =4{bec A : b=2(6)},
s5 =4A(6,3) =4{bec A : b=3(6)},
s¢ = fA(6,4) =4{bc A : b=4(6)},
y también

si=8{bel,\A:b=1(6)}
so=#{bel,\A : b=5(6)}
ss=t{bel,\A : b=0(6)},
sy=t{bel,\A : b=2(6)}
ss=t{bel,\A : b=3(6)}
sg=t{bel,\A : b=4(6)}

Resulta, claramente, que 4 = s1 4 s2 + s3 + S4 + S5 + sg y recordando
f(n,2) = #{m < n :2|m o 3lm} podemos escribir f(n,2) = s3 + s4 +
S5+ S¢ + S5 + ) + sk + si. Ahora tendmos, por hipdtesis, que 4 > f(n,2).

Entonces resulta que
(7.16) $1+ 82 > S5+ Sy + S5 + S > Sy
Si llamamos A’ = I, \ A, tenemos

B=(BnA)uw(BNA)
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y, tomando cardinal, nos queda
tB=4(BNA)+4BnNA).
Por otro lado, tenemos
(7.17) fH(BNA') <s).
Entonces, por (7.17) y (7.16) nos queda
#(BNA)=tB—4(BNA") >tB— s} > tB — (s1 + s2).
Finalmente, usando el Lema 7.4, nos queda

ﬁ(BﬂA) > % — (81+52).

Veamos que, si ¢; es suficientemente pequeno, tenemos

n n
7.18 - — > —.
(7.18) 7~ (s1ts2) 2 o
En efecto, (7.18) es equivalente a
< ——
- (81 + 82) 56

y, recordando (7.1),

1 2n n

(7.19) i <ln (ﬁ)) S ]

La desigualdad (7.19) es una consecuencia de la siguiente observacién:

OBSERVACION 7.4. Existe ko > 0 tal que para todo x > ks,

1 x
o In(In(2x)) <4/ 5 6"

La demostracion de la Observacion 7.4 es evidente.

Ahora, la desigualdad (7.19) estard demostrada, si vemos que = > ko
puesto que, en ese caso, tendriamos

1 2n n n n
720) t=—In(In(— < < < .
( ) C4n<n<51>>_\/251'56_\/(51+82)56_(81+82)56

ya que

n 1 . ~
(51F52)56 > 56 = 1 sl ¢ es pequeno.

Veamos que efectivamente = > kp. Si ¢1 es pequeno (c1 < é), se tiene
n
51 <81 +s2<cn < T
2

como queriamos.
Hemos demostrado el siguiente lema
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LEMA 7.5. Con las notaciones del Lema 7.2, se tiene

n
ﬁ(BﬂA)Zg

donde t viene dado por (7.1), para todo n suficientemente grande, si c¢1 es
pequeno.

Tomemos ahora

(7.21) ﬂ:nim<m<ﬁﬁ>,

8t
resulta entonces que ¢t > t'. En efecto,usando (7.18),
n n n
81§81+52§%—§<§,
luego
2n  2n
S1 % ’

lo que implica

t= 0141n (ln (?)) > 0141n <ln (Z)) =t.

Volvemos ahora a aplicar el Lema 7.1 con ' para obtener

~ o(k) 1 n
(7.22) b{k el, : = < E} < T6t

Ahora,
1
BmA_<@mAM%keh.k<ﬁD

Lﬂ((BﬂA)ﬁ{keIn : (ﬁgf)ztl,D

:Al (] AQ.
Tomando cardinal nos queda

pero, usando el Lema 7.5 y (7.22), se obtiene
n n

_ _ n
ﬁAQ—ﬁ(BﬂA)_ﬁA1>§—T6t—T6t-

Y resulta que {5 > 1 para n suficientemente grande, ya que como t =
é In (ln (i—?)), es facil ver que para n grande vale n > 16é In (ln (i—’f))
Luego existen por lo menos g enteros b € I, tales que

pb) 1 1

b=2(6), beA, (ba)=1 — > = .

( )7 € A, ( ,CL) y T > r

Elijamos b; alguno de esos enteros. Como (b1, a) = 1 existe un “lazo” entre
ay bl.
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Tomemos ahora ¢t” = L In(In(2)). Aplicando el Lema 7.1 con ¢”, obten-
4 C1

emos que el nimero de enteros k € I, tales que @ < t—},
Entonces

A(6,2) = <A(6,2) N {k er, . 2B _1 }>

k t
1
" (A(G,Q)ﬂ{ke[n : qs(k) > t})
=A'(6,2) w A%(6,2).
Tomando cardinal, nos queda
£A%(6,2) = £A(6,2) — 1A'(6,2),

pero Al(6,2) {k cl, : (T t,,} luego #A1(6,2) < ncy.
Por 10 tanto tenemos que

(7.23) 1A%(6,2) > tA(6,2) — ne;.

Controlemos ahora $A(6,2). Resulta que

61,,(6,2) = s4 + 54,
entonces, por (7.16), tenemos
sq4 = 1A(6,2) = £1,(6,2) — s, > #1,(6,2) — (51 + s2).

Con lo cual, por (7.23) y dado que s1 + s2 < ¢1n, se tiene
(7.24) 1A%(6,2) > #1,(6,2) — 2cin.

Veamos ahora que $1,,(6,2) = [252] 4 1. En efecto

$1,(6,2) :tt{beln  b=2 (6)}

es a lo sumo nc;.

_ [n - 2] 1
L6
Finalmente, de (7.24) obtenemos
-2
£A2(6,2) > [" ] +1-2en.

Ahora, es ficil ver que, si n es suficientemente grande y ¢1 es pequeno
(n>28y c; < 1&5) se tiene

[n—2

1-2
6 }4— cin

n
7
Luego obtenemos

_ _ (k) 1 n
ﬁA2(6,2)_ﬁ<A(6,2)ﬂ{keIn : kgﬂ/}) =

—
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sin228y01§ﬁ.

Ahora si ¢y < % (donde ¢y es la dada por el Teorema 6.2), tenemos
can < %, luego como [ es | < con < 7. Entonces podemos elegir [ — 1
elementos distintos en A%(6,2).

Elegimos entonces ba, b3, ..., b € A?(6,2) distintos.

Hasta ahora para la construccion de nuestro 2] + 1 — ciclo, tenemos
elegidos a, b1, bg, b3, ..., by, tales que :

» a € A(6,1) con ¢(a) relativamente grande

» by € A(6,2) tal que (b1,a) = 1 con ¢(by) relativamente grande
también.

= los restantes b; para i = 2,....l los elegimos en b; € A%(6,2)

Luego definimos byy; = a y llamamos e; := [b;, bi11], i = 1,...,1L.
Ahora debemos construir un conjunto donde elegir los restantes f1, ..., fi
elementos de tal manera que la secuencia

a, b1, f1, b2, fo,..., by, fi

forme un Cy;41 ciclo contenido en G(A) Para esto necesitamos que f; veri-
fique que (b;, f;) = 1 y también que (f;, bi+1) = 1. Este hecho queda garan-
tizado si elegimos f; tales que (fi,e;) = 1 Pues si p|b; entonces ple;, luego
si tenemos (f;,e;) = 1, entonces p /fi, con lo cual vale (b;, f;) = 1. De la
misma manera se puede ver (f;,bi11) = 1.

Construimos entonces el siguiente conjunto:

Ci={bel,: b=3(6)y (be;) =1}
Andlogamente al Lema 7.2 se tiene
LEMA 7.6. SiC;={bel,: b=3 (6) y (b,e;) = 1}. Entonces se tiene
tCi =Y p(d)ga(n, d),
dle;
donde ga(n,d) =4{be I, : b=3 (6) yd|b}.
DEMOSTRACION. La idea es similar a la prueba del Lema 7.2. Definimos
Bi(m) =#{b € I : b=3(6) y m(b,e;) = e}

Con esta definicién, se tiene que (;(e;) = §C;.
Razonando igual que en el Lema 7.2 se tiene que

ga(n.d) = b e L+ b=3(6) y el o0},

Luego, si definimos
aj(m)=8{bel, : b=3(6)y e;|mb},

tenemos que a;(%) = g2(n, d).
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Entonces, si vemos que
(7.25) ai(m) =Y Bi(d),
dlm
por la férmula de inversion, obtendriamos
m
Bilm) = 3 p(d)as( ),
dlm
que evaluando en e; da
€;
1Ci = Bilen) = Y n(d)ai(—) = D _ n(d)ga(n, d),
d|ei d|ei
como queremos demostrar en este lema.
Afirmamos que vale la siguiente igualdad de conjuntos,
(7.26)
{bel, : b=3(6)yelmb} =[H{bel, : b=3(6)y d(e;,h) =e;}.
dlm
En efecto, si b € I, es tal que b = 3 (6) y d(e;, b) = e; para algtin d divisor de
m, tenemos m = dgq, entonces mb = dqb. Por otro lado, b = (b, e;)t, entonces

mb = dq(b, e;)t = eiqt,

con lo cual e;|mb.
Reciprocamente, sea b € I, tal que b = 3 (6) y e;|mb. Ahora e; = (e;,b)q
y como e;|mb se tiene que

Ahora

€; b
(e n) ="
entonces g|m y cumple g(e;, b) = e;.
Hemos demostrado (7.26). Finalmente, tomando ahora cardinal en (7.26),
obtenemos (7.25).
Esto finaliza la demostracion. O

Observemos que como b; € A(6,2), tenemos que b; = 6v; + 2 para algin
v; € Z. Con lo cual 2|b; y 3 fb;.

Ahora, vamos a tratar de acotar g, usando las mismas ideas que se
usaron para acotar gi. Recordemos que para d divisor de e;

g2(n,d) =t{bel, : b=3(6)ydby=t{bel, : b=3(6)yb=0 (d)}.

Luego debemos resolver el sistema

b=3(6),
b=0 (d).
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Este sistema tendrd solucién o no dependiendo de (6,d). Més aun, por el
Teorema Chino del Resto, el sistema tiene solucién si y sélo si (6, d)|3.

Calculemos entonces (6, d). Como d es un divisor de e; = [b;, bi+1] y como
2|b; y bile; para todo ¢ = 1,...,l, entonces 2|e;. Luego, d que es un divisor
de e; podria ser par o impar, pero si 2|d, se tendria (6,d) # 1 y a demés
(6,d) # 3, ya que 3 fd. Pues si 3|d, entonces 3|e; = [b;, b; + 1] , pero al ser 3
primo se tiene que 3|b; 0 3|b;+1 lo que es un absurdo seguin la observacién
anterior con lo cual el sistema no tendria solucién.

Es decir, si d es par, ga2(n,d) = 0.

Ahora, si d es impar, los posibles valores de (6, d) son 1 o 3. Pero como se
dijo antes 3 fd. Luego (6,d) = 1y el sistema tiene solucién tnica by € [0, 6d)
y todas las soluciones son de la forma b = bg+ k6d con k € Z. En conclusién,
si d es impar,

ga(n,d) =t{k €Z : 1 <bg+ kbd <n}.

Veamos ahora que

(727)  {k€Z :0<k<™ "2 1V C{keZ : 1<bo+k6d<n}
y
(7.28) {keZ:1§bo+k6d§n}c{kez:nggngd?’}.
En efecto, siogkgnﬁ—j’—l, entonces
1<by<byg+kbd<byp+n—3—-6d<n-—3<n,
lo que prueba (7.27).
Por otro lado, si 1 < by + k6d < n, entonces
1 1 b[) l—bo n—b[) n—3
< =——-1< —=—-——== <k< <
“6d " "6d 6d  6d "= 6d — 6d°

pues by > 3, lo que prueba (7.28).
Tomando cardinal en (7.27) — (7.28) obtenemos

2] < < 157

que, usando [z] <z < [z] + 1 implica
n—3
6d

| +1

n—3

O sea 5
n_

Llamemos ¢ = ga(n,d) — %=*. Tenemos entonces ga2(n,d) = %= + ¢ con
le| <1 para d impar.
Resumiendo, hemos probado el siguiente lema
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LEMA 7.7. Sea ga(n,d) la funcion definida en el Lema 7.6. Entonces se
tiene

0 si d es par

92(77‘7 d) = {

% +¢&  en otro caso,
donde |e| < 1.

Para estimar el cardinal de C; = {b€ I, : b=3 (6)y (b,e;) = 1}, de
acuerdo a los Lemas 7.6 y 7.7 necesitamos estimar la cantidad de sumandos
no nulos en

> uld)ga(n, d).

dle;
Es decir, queremos estimar
Hd €N die; y pld) £ 0},
Ahora bien,
t{d eN :dle; y p(d) # 0}

(7.29) =#{deN : d|e7;yd:pri con 0 < 3; <1}
=1
— gw(ei)

Usando ahora la Observacién 7.3, como e; < n? (dado que e; = [b;, bi1] <
bibir1 < n?) y n? > n > 2ng3, se obtiene:

21n(n?) 41n(n)

() < i) < Wn{n(n)’
con lo cual
41n(n)
(7.30) 9w(¢) < 9Mlnn)
Luego,

f1C;=t{bel, : b=3(6)y (be) =1}

dle;

= > uld)ga(n,d)
dle;,2|d

= > p(d)g(nd) + > u(d)ga(n,d)
d‘ei12thu“(d)>0 dleiu 2W7N(d)<0

= I + II.
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Acotemos primero I. Por el Lema 7.7, tenemos

I= % ud)ga(n,d)

dlei,2)d,u(d)>0

> Y @ )

n—3 u(d)
TP DI D D
dle;,2)d,u(d)>0 dle;,2|d,p(d)>0
Acotemos ahora I1. Por el Lema 7.7, obtenemos
= > p(d)gan,d)
dle;,2]d,u(d)<0
n—3
>
> Y uld) =+ p(d)
dle;,2]d,u(d)<0
n—3 p(d)
=6 X g
d\GZ72W7N(d)<0 d|6172w7u(d)<0

Juntando todo, nos queda

1+Hzng3 3 wd) _

Por (7.29) y (7.30) sigue que

> 1=#{deN : dle;, 2 Jdy p(d) # 0}

dle;,2|d,u(d)#0

D

d
d|6172|/d7/"’(d)7é0 d|6172|/d7/"’(d)750

<#{deN : dle;y u(d) #£0}

< gw(ei)
41n(n)
S 21n(ln(n)) ,
de donde
n—3 p(d) Aot
31 I+11> 2V 9W(n(n)
(7.31) + 11 > > y

dlei72|/dn“(d)7£0

1.

1.

55

Ahora, usamos la siguiente propiedad de las funciones aritméticas, de-

mostrada en el capitulo 1, Observacion 2.4, tenemos:

(7.32) o) _ 3 “Eld)

e
¢ dlet

de la que se deduce la Proposicion 2.8

(7.33) Qﬁf) =[Ja- ;).
‘ ple;
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Ahora, como ,u(d) =0 si 4/d,

N N M

dlei dlei, 2|d d|ez 2|4
Z M% Z M
2k|ez 2|k dlei, 2|4
(k) w(d)
;2 S X8
2k|ez 2|k dlei, 2|d
(k)
;Y 4y - ud
k|ez 2|k dlei, 2|d
Z p(d)
- d
dlei, 2|d

Con lo cual, por (7.33),

Observemos que
1 1
2H1—7—2 IT ¢ ) (1-5)= II a-2
plei plei, p#2 plei, p#2
de donde se obtiene
1 u(d
(7.34) IT a--= > d).
plei, p#2
Ahora, como e; = [b;; bit1],
{p primo : ple;} ={p primo : p|b;} U {p primo : p|b;11}

={p primo : plb; y p fbix1} U{p primo : p fb; y p|bit1}
U{p primo : p|b; y p|bix1} (unién disjunta)

Luego,
1 1 1 1
(735 [[a->= ] a-=>x ]I (1—};)>< 11 (1—73).
plei plbi, plbit1 plbit1, plbs plbit1, plbi
Ahora, resulta que como 1 — = < 1, para todo p primo, entonces

plbit1, plbs
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Luego
1 1 1 1
H(lfzg): 11 (1*];)>< 11 (1*§)§ 11 (1*];)-
plbit1 plbit1, plbs plbit1, plb; plbit1, plbs

Con lo cual multiplicando a ambos miembros por [],;, (1 — %), obtenemos
1 1 1 1
H(l—;)x H(l—];)ﬁ H (1_E)XH(1_E)’
plbi plbit1 plbiv1, plbi plb;
Ma3s precisamente, desarrollando el segundo miembro obtenemos:

H<1—;>XH<1—1>S I a-Hx I <1—;>

plbi plbit1 P o, olp P plb plbisa
1
plbi, plbit1
Luego, por (7.35), tenemos
1 1 1
(7.36) [To-5x [Ta-5<Ta-15.
p p p
plb; plbit1 ples
Ahora, volviendo a la ecuacién (7.31), tenemos, por (7.34)

41n(n)

n—3 p(d)
I 71> — >~ 2 _ 92In(In(n))
MR D D
dle,2}d,u(d)#0
n — 3 1 41n(n)

7.37 = 1 — Z) — 2W(n(n)
(737) = I o
ples, p#2

Por otra parte, tenemos

1 1
(7.38) [T a-)=Tla-)

plei, p#2 plei

pues

ple; ples, p#2 p
1 1
= x 1- -
< 1 a-2)
plei, p#2

IA

ITa 2

p
plei, p#2



58 7. DEMOSTRACION DEL TEOREMA 6.2

Luego, por (7.38), (7.36) y (7.33) tenemos

n—3 1 41n(n) n—3 1 41n(n)
1 — =) — 2In(ln(n)) > 1 — —) — 2In(In(n))
= I a-) >t a0
ples, p#2 plei
_ 1 1 41n(n)
> "2y x [T (- ) - 2w
6 _ D _ p
p‘bz p\bz+1
_ = 30(bi) Pbiv1)  ,phels
6 b bt
Volviendo a (7.37) nos queda
— . . 41n(n)
(7.39) 1+11>" 39(bi) bivr) 2Mm(n(m)
6 b bi1
Ahora, por otra parte,
H{bel, : b=3(6)y (be;) =1}
=t{bel, : b=3(6); (b,e;) =1;be A}
+8{bel, : b=3(6); (bye;)) =1;b¢g A}
y tenemos:
t{bel, : b=3(6);(bye;)=1;bgA}<#{bel,\A : b=3(6)}=s;
Por lo tanto
t{bel, : b=3(6); (bye;)) =1;b€e A}
>tg{bel, : b=3(6)y (be) =1} — s.
Pero, segun (7.16)
$1+ Sg > s+ sy + S5+ 55 > st
de donde
—st > —(s1 + 52).
Entonces
t{bel, : b=3(6); (bye;) =1;b€ A}
>t{bel, : b=3(6)y (b,e) =1} — (s1+ s2).
O lo que es lo mismo,
> 1>8{bel, : b=3(6)y (be) =1} — (s1+ s2)
w: 6u+3<n, (6u+3,e;)=1,
6u+3€cA

— . . n(n)
> n 3 Qs(bz) ¢(bz+1) . thl(llnw _ (51 + 82)
6 b; biy1

Acotemos ahora ¢>$i)’ para los distintos valores de 1.
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s Sig=1, ¢>g)bl1) > tl, por la eleccién de b;. Y por la eleccion de b,
P(b2) ~ 1
by 2
Entonces nos queda
n — 3 1 1 41n(n)
Z 1> o W) — (51 + s9).

u: 6u+3<n, (6u+3,e1)=1,
6u+3€A

Ahora para n suficientemente grande,

n—3 11 4ln(n) n
(7.40) T 2] — (51 + s9) > e (51 + s2).
En efecto, como t > t/, tenemos
_ 41n(n) — 41n(n)
n 3 l i — 2In(In(n)) > n 3 1 l — 2In(In(n)) |
6 tt -6 tt
Luego, (7.40) es una consecuencia de
n — 3 1 1 41In(n) n
7.41 Z = — 2W{u(n) .
( ) 6 tt" - Tt
Pero, (7.41) es equivalente a
n 1.1 _4ln(n)
iiiii 21In(In(n)) — >0 PN
(6 2)tt” Tt —
n n 1 _4ln(n)
— > 2 1In(In(n)) =
6tt" et T 2tt" +
n 1 41n(n)

+ 2 1In(In(n)) =

—_— >
42¢t" — 2tt"
41n(n) I
n > 21 + 20n(n)) 42¢¢

Recordemos que t = é ln(ln(i—?)) yt' = é ln(ln(%)), de donde
(7.41) resulta equivalente a

Aln(n) /42 2 1

n > <2lnan<n>>) <2 ln(ln(n))> (m(m())) +21 = ABC + D.
C4 S1 C1

Ahora, si n > 42 entonces D < 7.

Veremos que A, B,C < ¢/n y luego ABC < /n.

Es facil ver que si n > e®! entonces A < Yn. En efecto, si
n > e, entonces In(n) > e?*, luego In(In(n)) > 24. De donde se

obtiene () )
41n(n 41n(n 1
< =-1 .
() = 24
Luego
41n(n) In(n)
el <e 6 = In
Finalmente,

41n(n)

41n(n)
A = 2W(n(n)) < ehllln(n)) < %.
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Veamos ahora que B < /n. Como s; > 1, entonces i—’;’ <2ny
luego ln(ln(i—’f)) < In(2n).Entonces

42 2n 42
B=—1In(ln(—)) < —1n(2n).
2 () < 5 n(2n)

Luego, la afirmacién es inmediata del hecho de que
42
2 In(2n) < /n,

para n suficientemente grande.

Falta ver que C' < ¢/n, donde C' = ln(ln(%)).
Por hipétesis, se tiene 1 < s1 + s < c1n, luego
c1
Entonces

C <In(—) <In(n) < Vn,

C1
si n es grande.

Juntando todos los célculos,
ABC + D < \/ﬁ+g§n,
para n grande. Hemos entonces demostrado (7.40).

Ahora, si tomamos ¢; pequeno, obtenemos
n

n
Tt 8tt"”
En efecto, (7.42) es equivalente a

n
T g S ST

n
561t >s1+s5 &

(7.42) — (51 +s2) >

" sy
56(s1 + s2) —

Debemos ver

7.43 tt’ < "
(7.43) = 56(s1 + s2)

Si ¢p es suficientemente pequeno, por (7.20),

n

t< /.
~\ (s1+ s2)56

Veamos ahora que

< n
—V (51 + 52)56°
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Pero

¢ = L)) < Lnedy,

Cq 1 Cq 1

Ahora, como para x grande se tiene é In(x) < /55, sigue que

1 1 1
"< —In(—) <4/
Cq C1 5661

si ¢1 es pequeno. Finalmente, usando que s1 + so < ¢in tenemos

" 1 n n
t' <4/ —= < .
=~V 56¢; 56c1n ~ '\ 56(s1 + s2)

Hemos probado (7.43) con lo cual queda demostrada la desigualdad
(7.42).

En conclusion, para el caso ¢ = 1 obtenemos la cota

n—3 1 41n(n)
Z 1> — 2 — (51 + 89)
u: 6u+3<n, (6u+3,e1)=1,
6u+3€cA

(7.44) n

> — (s S

Z o (51 + s2)

n
>
- 8tt”

si n es suficientemente grande y ¢; suficientemente chico.

= Para i = [ nos queda:

> 1

w: 6u+3<n,(6u+3,e;)=1,

6u+43€A
— 41n(n)
Zn 3 ¢(bl) ¢(bl+1) — 9Ta(n(n)) — (Sl + 82)
6 by by

n—3 ¢(b) ¢(a) 41n(n)
= — 21n(ln(n)) _
- (51 + s2)

Usando %IZ’) > t% y ¢(a) > %, nos queda:

a

n—3 1 1 41n(n)
Z 1 Z ? ; — 2In(In(n)) — (Sl + 82)

u: 6u+3<n,(6u+3,ep)=1,
6ut3€A
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En conclusién, usando (7.41) y (7.42), como antes, para el caso
1 = [ obtenemos:

n—31 _4ln(n)
—  _— 9In(In(n —_
Do 1z 2N — (s 4 )
u: 6u+3<n,(6u+3,e;)=1,
6u+3cA
(7.45) n
> —(s1+s
Z gy 152
n
>
- 8tt"
si n es suficientemente grande y ¢; suficientemente chico.
s Sil<i<l:
Teniamos

_ 3 b b 41n(n)
(7.46) Z 1> = : ¢§)") ¢§)41+1) — 2mn(n) — (51 + 89).
u:6u+3%;1_,'—(gz«£3,ei):1, v i+1

Ahorasi 2<i<l—1 ; ¢>g¢) > t% , por eleccién de b;.

Entonces la desigualdad (7.416) queda:
n — 3 1 1 41In(n)

> G ﬁ ﬁ — 9Mn(In(n)) — (81 + 32).
Veamos ahora que para n suficientemente grande vale:
n—3 1 41n(n) n
7.47 —_— — 2W(m) > .
( ) 6 (t//)Q — 7(t”)2
Esto es equivalente a
n—3 1 n _4ln(n)
— > 21In(In(n)) |
6 (t”)2 7(t”)2 —
54
" T omtd 4
6(t”)2 7(t”)2 — 2(t”)2
iS4
n__ S R 4
42(t")2 — 2@//)2
=4

41n(n

Aln(n) 1"\ 2
n > 2Wnm) 42(¢")? + 21

_ 1 1
pero t" = - In(In(;-))

Luego la desigualdad que queremos ver resulta equivalente a

41n(n) 42 1 2
n> (20000 ) | = (In(ln(—)) +21=AB+C.
cy C1

Ahora si n > 42, entonces C' = 21 < 3.
Veamos que A, B < y/n asit AB+C < /n+ 5 < n., paran
grande.
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. . 24
Demostramos anteriormente que si n > e entonces A < /n.
Usando este hecho tenemos entonces, A < /n < ¥n, para n
grande.

Veamos ahora que B < /n

En efecto, usando que 1 < ¢jn y In(n) < n, tenemos:

2
B=2 (lnan(l))) < 22 (in(1n(n))? < 3 (n(n))?.

cy c1 ci ci

Luego la afirmacion es inmediata del hecho % (In(n))* < ¥/n, para

n suficientemente grande.

Luego tenemos AB 4+ C < y/ny/n+ 45 < /n+ 5 < n, paran
suficientemente grande.

Queda probada entonces la desigualdad (7.47), que decia:

n — 3 1 41n(n)
- — — 9(n(n)) > .
6 (t/1)2 — 7(t”)2
Con lo cual
n — 3 ]_ 41n(n) n
To g 2 Tt s) 2 g - bt s).
Veamos ahora
n n
7(t”)2 —(s1+s2) > 8(t")2
para n suficientemente grande y ¢; suficientemente chico. Ahora
n n
7(t")2 — (s1+52) 2 8(75”)2
< n
56(7)? > (s1+ s2)
54
n
t” 2
(s1 + s2)56 ()

Veamos esto:

Para c; chico, tenemos para t”:
1 1 1 1
t" = —In(ln(—)) < —In(—).

Cq 1 Cq 1

Ahora, como para z grande se tiene é In(z) < /5, sigue que

1 1 1
"< —In(—) < y/—
T H(CI)_ 56¢1

si ¢ es pequeno.
Finalmente, usando que s; + so < ¢yn tenemos

" 1 n n
t < = < .
=\ 56¢; 56c1n — '\ 56(s1 + s2)
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Con lo cual obtenemos

t// 2 < ,
( ) - 56(51 —|—52)

como queriamos ver en (7.49). Hemos probado entonces (7.48).

Juntando todo, (7.47), y (7.48), para 1 < i < [, tenfamos, segun

(7.46):
SRS
u: 6u+3<n, (6u+3,e;)=1,
6u+3€cA

n—3 ¢(b) ¢p(bir1) At
— 2In(In(n)) — >
6 b; biot (s1+ s2) >

n—3 1 41n(n)
T W — 92In(In(n)) — (51 + 52) Z

n

W — (s1+ s2) >
_n
8(t//)2 :

Todo esto con n suficientemente grande y ¢; suficientemente chico.

En conclusién para el caso 1 < ¢ < [ tenemos la siguiente cota:

(7.50) > 1> (A

u: 6u+3<n, (6ut3,e;)=1,
6u+3cA

Para n suficientemente grande y ¢; suficientemente chico.

Veamos que si ¢o es suficientemente pequeno podemos elegir distintos f;
para 1 < ¢ <[, segun los casos anteriores.
Para el caso i = 1 tenfamos segun (7.44)

Z 1 Z 8:;//

w: 6u+3<n, (6ut+3,e;)=1,

6u+3€A
y
#{u: 6u+3<n, (6ut3,e)=16ut+3cA}= > 1
w: 6u+3<n, (6u+3,e;)=1,
6u+3€A

Veamos que 8tt” < n, asi si77 = 1y por lo tanto podemos elegir un

elemento en {u: 6u+3 <n, (6u+3,¢;) =1, 6u+3 € A}.

En efecto

1 on. .1 1
8tt” = 8— In(In(=—)) = In(In(—)).
- In(in(22)) ~ In(in(_))
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Ahora como s1 > 1,

Ademi4s, como

1
1<nc = —<n

c1
(L) <In(n) <n
C1
1
In(In(—)) <lIn(n).
C1
Luego juntando todo, tenemos:
1 2n. . 1 1 16
tt" = 8—In(In(=—))— In(In(—)) < = In*(n) <
Sit’ = 8 n(n( ) - n(n( ) < () <

agrandando n si fuera necesario ya que la funcién y = In?*(z), crece mas
lento que la funcién y = x.
Entonces obtuvimos que 8tt” < n y por lo tanto (7.44) queda:

n
1> >1
> > s 2

w: 6u+3<n, (6u+3,e;)=1,
6u+3€cA

Entonces el conjunto
{u:6u+3<n, (6ut+3,e;)=1,6u+3¢ec A}

tiene por lo menos un elemento.
Luego podemos entonces, elegir f; ahi. Es decir fi € {be€ I, : b=
3(6); (bye;)=1;be A}

Por otro lado con i = [ tenfamos la misma cota (7.45):

> s
8t

u: 6u+3<n,
(6u+3,el):1, 6u+3€A

Entonces, con el mismo argumento podemos elegir f; ahi.
Es decir elegimos fe {bel, : b=3(6); (b,e) =1;be A}.

Veamos ahora como justificamos la existencia de los [ — 2 elementos
restantes para construir el 21 + 1 — ciclo C G(A)

Teniamos para 1 <1 < I:
n
Z 1 2 8(15”)2

u: 6u+3<n, (6ut+3,e;)=1,
6ut3cA
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Veamos que si ¢y es suficientemente chico, resulta W >1>1-2,Y, por

lo tanto, podemos elegir [ — 2 cosas ahi.

Basta ajustar entonces co tal que garantice que W > 1. Segtn hipétesis

debe ser | < con. Entonces bastara tomar co tal que W > c9 Ahora como

c1 yaesté fijo, resulta t’ = é 1n(ln(%)) € R, luego, bastard elegir ¢y < ﬁ.
Asi con < 8(t+)2 y por lo tanto si | < con resulta | < con < Sa2
Entonces como habiamos afirmado, podemos entonces elegir [ — 2 cosas

en{bel, : b=3 (6)(be;)=1;be A}

Elegimos entonces ficonl <i <l ; fie{bel, : b=3(6), (be) =
1;be A}

Ahora construimos la siguiente secuencia:

a, blv f17 b27 f27"'a blv fl

Esta secuencia forma un Cyy; ciclo contenido en G(A), ya que:

n

= son 2!/ + 1 elementos en A

» (b, fi) =1, para 1 < i < [. Ya que si p|b;, como b; |[b;;bir1] = €;
= ple;, pero como por eleccién de f; es (f;,e;) = 1, entonces p [f;

» (fi,biy1) =1, para 1 < i < [. Ya que, de la misma manera, si p|b; 41
como b;t1]e; tenemos que ple; y como (fi,e;) = 1, entonces p [f;

» (a,b1) =1, por eleccién de by, y

» (f1,a) = 1. Igual que antes ya que [bj;a] = ¢

Esto finaliza la demostraciéon del Teorema 6.2. ([



CAPITULO 8

Demostracion del Teorema 6.3

En este capitulo haremos la demostracién del Teorema 6.3. Con esto
queda terminada la prueba del Teorema 6.1.

Tenfamos por hipétesis S1 + S2 > € n. Entonces algtin S; > §n.Ya que
si 1 < gny Se < gn=S51+S52 <en. Asumimos entonces que Sz > §n.El
caso en que sea S1 > 5n es similar. Llamamos P, al producto de los primos
menores o iguales que 7, 0 sea

P. = H p.

p:primo<r

Ejemplos de P;:

P =0

P2 = H P = 2
p:primo<2

= J[ p=2-3=6
p:primo<3

Py = H p=P;=2-3=6
p:primo<4

= J[ p=2-3-5=30
p:primo<b

Ps = P

P;=PF;-7=210

Py = Py = 210

Py =Py = P; =210

La idea de la demostracion es primero encontrar tres enteros positivos
J1.J2,Js tales que (ji,j2) = (j2,J3) = (js,J1) = 1, (O sea un K3), con
$A(pr,j3i) =8{a € A| a=j; (pr)} grande para cada i : 1,2, 3.

Luego si 1 <1 < ¢3n, construimos un Cy 41 en G(A) asi: primero elegi-
mos a € A(pr,j1) y luego los restantes 2] numeros seran elegidos alternada-
mente de A(pr, j2) y A(pr, js)-

Vamos a necesitar el siguiente lema:

67
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LEMA 8.1. Para todo 0 > 0 yd > 0 existe 7o = r9(0; 0), tal que si
r>rg,n >n4o,d,r)yu =12 ..., P, entonces, para todos excepto ‘;—"

enteros k tales que 1 <k <ny k=u (p,), tenemos

o) = I <1—;> > 1-4,

p :plk p>r
Este lema puede ser encontrado en [7].

Ahora probemos el Teorema 6.3, par esto, usaremos el lema 8.1 con o =
§ v 6 = g.Con lo cual existe 7o = ro(§; §), tal que sir > rg , n > ny(o,6,7),
se cumple el lema. Sea entonces r > rg del lema ; podemos suponer r > 3

asi%EZ

1. Probaremos:
Pr
6
AP, 60+ 1) = A(6,1)
i=1
Veamos: Sia € A tal que a = 6i+1 (P, ), para algin 7. Entonces
a=k-P.+(6i+1). Como 6|F,, entonces a =1 (6). Y por lo tanto

a€ A6,1).
Ademas si a € A(6,1), veamos también que a € A(P,,6i + 1);
para algin ¢ = 1,--- ,% . Como a =1 (6), entonces existe j € Z

tal que a = 6j+1. Tomemos h = rp. (), esto dice que j = k~%+h,
6
donde 0 < h < %.
Entonces a = 65 + 1 :6(k%+h)+1:kPT+6h+1.

Luego 6h + 1 =rp (a), siempre que 0 <6h+1< P,.
Pero

0<h < %, luego
1<6h+1< P.+1, con lo cual
1<6h+1< P,
Ahora 6h+1 # Py, pues 6|P,, entonces 1 < 6h+1 < P,, y por lo

tanto 6h+1 =1y (a),0seaa =6h+1 (P,),con h=0,--- ,%—

Sih=1,--- ,% — 1, tomemos h = i. Y en consecuencia a €
A(Py,6t + 1). Si h = 0, entonces a € A(P,,6i + 1), con i = %.
Ya que, reescribiendo 1 modulo P, tenemos a =1 = P. 4+ 1 =
6(%¢) +1 ()

Acabamos de probar entonces:

Dy

6
lH AP, 60 +1) = A6, 1).
=1
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2. De la misma manera podemos probar:

Dbr

6
| AP, 6i +2) = A6, 2).
=1

Veamos:

Sia € A tal que a = 6i + 2 (P,), para algin i, entonces a =
k- P, + (6¢ + 2).Como 6|P,, entonces a = 2 (6). Y por lo tanto
a€ A(6,2).

Sia e A(6,2), entonces a € A y a = 2 (6). Queremos ver
que a € A(P,,6i + 2), para algin 1 < ¢ < %. Como a = 2 (6),
entonces existe j € Z tal que a = 65 + 2. Tomemos h = r%(j),

asi j =k- &=+ h, donde 0 < h < L=,
Tenfamos entonces a = 6j +2 = G(k% +h)+2=kP.+6h+2.

Ahora 6h + 2 = rp_(a), siempre que 0 <6h+2 < P,.
Pero

P,
0<h< Fr’ luego

2 <6h+2 < P, + 2, con lo cual
2<6h+2< P +1.

Esto nos da tres opciones para la cota superior de 6h + 2 es
6h+2="P +1,06h+2=P,, 06h+2<P,.
Veamos que 6h + 2 # P, + 1.
Como 6h+2=2(6)y P.+1=1 (6), entonces 6h+2 # P.+1.
De la misma manera como 6h +2 =2 (6) y P. =0 (6), obtenemos
6h+2 # P,. Luego 6h+2 < P, y por lo tanto 6h+2 = restop,(a). O
sea a € A(P,,6h+2), asf a = 6h+2 (P,) con h tal que 0 < k < £=.
» Si h = 0 entonces a = 2 (F,).Con lo cual podemos escribir
a=2=P +2=6(&)+2(P). Luego a = 6i + 2 (P,) con
Py
5
1= % y por lo tanto a € L—Ij A(Py,6i 4+ 2).
i=1
» Si0< h< % entonces a = 6h + 2 (P,) y por lo tanto a €
Py
T
| AP, 6i +2) con i = h.
i=1

De la misma manera podemos probar:

+ A(P,,6i +3) = A(6,3).

Gk

s
I
—

Anélogamente:
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4,
Pr
6
| AP, 6+ 4) = A(6,4).
=1
Y
5.
Pr
6
lH AP, 6i + 5) = A6, 5).
=1
Como también
6.

+ A(P,,6i) = A(6,0).

G

1
Por otro lado, reescalando convenientemente, tenemos:

-
Il

Pr
6
lH AP, 6i +5) = [H AP, 65 — 1) = A(6,5)

=1 J

(E ok

Il
—

A(P,,6(i +1) — 1)

c3
S
~
2
_l’_
o
NG

1

I
o3
e

[\

A(P,,6§ — 1) & A(Py, P, +5)

[
EF 5

2

.
I

Pr
y A(P;, P+5) = A(P;, 5) es el termino j = 1 de la sumatoria 4,2y A(F, 65—
1).

Luego tenemos:

+ A(P;, 65 — 1) = A(6,5)

(E ok

Il
—

+ A(P,,6i +5) =

E -k

J

-
Il
—

Escribiendo los siguientes conjuntos como uniones de conjuntos, segin
(1), (2), (3), (4), (5) y (6) tenemos:

A(6,5) |4 A(6,0) [H A(6,1) 4] A(6,2) [+ A(6,3) [4] A(6,4) |H A(6,5) =
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Pr Pr Pr

6
A(P,,6i — 1) & [H AP, 60) w |4 AP, 60 + 1) U +H A(P,,6i + 2)w

i=1 =1

(& ek

s
Il
—
.
Il
—

Pr
6

+ A(P,,6i + 3) UUA Py, 6i +4) &[4 A(P,,6i+5) =
1=1 =1

NCE

N
Il
i

5

A(6,5) & [H A(6,4)

i=0
Tomando cardinal, queda:

[ Al + |A(6,5)] =[A(6,5) + |A(6,0)| + |A(6, 1)| + - -+ [A(6,5)]

6
=> (|A(P,, 60 — 1)| + |A(Py, 66)| + [A(Py, 6i + 1)
=1

+ |A(Pr, 60 + 2)| + |A(Pr, 60 + 3)|
+ |A(Py, 6i + 4)| + |A(Pr, 60 + 5))|)

Ahora recordemos que |A(6,5)] = Sa, y por hipétesis, teniamos |A| >

f(n,2) y f(n,2) =[5]+[3] - [§]
Entonces queda |A| 4 [A(6,5)] > f(n,2) + So = 5] + [§] — [§] + Sa.

Ahora, planteando casos de congruencia modulo seis para n, se puede

ver que
Fln2) = [gmg] ~[5]> 22

Luego f(n,2)+Sy > 20 —2485 > 2—”—2—1— , ya que estamos suponiendo
512 Z e
Con lo cual tenemos |A| + |A(6,5)] > f(n,2) + S2 > 2—” -2+ 9.

En conclusién :

2
(8.1) Al +14(6,5)| > T -2+

Ahora, si todos los sumandos desde i = 1 hasta L=, del tipo

|A(P,, 6i — 1)| + |A(Py, 60)| + ... + |A(P,, 6i + 4)\ + |A(P,,6i +5)]

en

fueran menor o igual que 37 , entonces quedaria

P (2 2+6" 2n en
Al +]A6,5)| < L [ 2—b—2 | = =2

Lo que es un absurdo, segtn (8.1).
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Luego, existe un ig, 1 < 49 < L=, para el cual, el sumando

|A(Py, 6ig — 1)|+|A(Pr, 6i0)| + |A(P;, 610 + 1) + - - - + |A(Pr, 6ig + 5)|
%"”—24-% _4n 12 3ne

r "k B P
Es decir para este iy se tiene la siguiente desigualdad:
(8.2)
|A(P,, 6ig — 1)| + |A(Py, 6i0)| + |A(P,, 6ig + 1)| + - - - + |A(P,, 6ig + 5)|
dn 12 . 3ne
P. P P

Veamos ahora la siguiente observacion:

OBSERVACION 8.1. Para todo u, se tiene: |A(Pr,u)| < 5 +1

Pues: |[A(Py,u)| = |A(Py, )] con v tal que 1 <o < P,y v =u(P.)y
|A(P, v )| C{bel, : b=u (P)} ={k: 1 < P.k+u <n} Ahora usando
queO<}_f‘,—;§1tenemos{k: 1< Pk+u <n} C{k: —1<k<PﬂT}§{k:
0 <k < £ —1}. Tomando cardinal obtenemos [A(P, u)| <[5 —1]+1 < £
Probamos entonces que para todo u se cumple:

n

De esto ultimo y segin (8.2) se tiene la siguiente afirmacion:

Afirmacién :
Existen tres enteros ji, j2, j3 tales que
6ip — 1 < j1 < J2 < j3 < 6ig + 5;
(8:3) (U13J2) = (23 J3) = (s js) =1y
|A(P,: 55)| > %% Vi:i1,2,3
Veamoslo:
= ler Caso:

Si |A(Pr;6ip — 1)| < 2P
Entonces podemos acotar la siguiente suma asi:

4dn  ben 12
A(P,;6i0)| + - + |A(Pr; 6ig + — 4+ S
’ ( 76Z0>‘ ’ ( 620 5)’ - P’r 2P7" P’V‘

ya que segun (8.2) tenfamos:
|A(Py,6ig — 1)|+|A(P,, 6i0)| + |A(P,, 6ig + 1)| + - - - + |A(P,, 6ig + 5)|
¥-2+% 4n 3en 12
% ~P. P. P
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Ahora si |A(Pr; 6ip — 1)| < 55, entonces

2P,

en
—|A(P,; 669 — 1)| > —
AP 60— 1)] >
Luego restando |A(P,; 6ip — 1)| queda:
) ) dn  3en 12 )
[A(Py36i0)| + - + |A(Py; 6ig + 5)] > 5+ 5 — = — |A(Py; 6ip — 1)]
P P P

4n  3en 12 en
>

—FTJF P. P 2P

_4n . S5en. 12
B 2P, P
Por lo tanto queda:
~ . dn  ben 12
(8.4) |A(P,; 6i0)| + - - - + |A(Pr; 609 + 5)| > FT 4 2B _ FT

Ahora afirmamos que existen 5 numeros uy, ug, U3, 4, us dentro del con-
junto {0,1,2,3,4,5} tales que

en
2P,

(8.5) |A(Py; 6ig + ui)| >

para todo i =1...,5

Ya que si esto no ocurriera quiere decir que de los 6 elementos del conjun-
to {0,1,2,3,4,5} hay por lo menos 2 elementos u; donde |A(P,; 6ip 4 u;)| <
%, usando esto y usando lo que tenfamos en (8.1) que para todo u se
cumple: |A(P,u)| < P% 4+ 1 podemos acotar la suma superiormente usando
estas dos desigualdades de la siguiente manera:

en
n 1) 2 <2PT)

n n
= 4§ + EFr +4
Esta cota contradice (8.4), pues: Recién obtuvimos |A(P,;6ig)| + -+ +
|A(P;; 600 +5)] <45 + ep +4, y segin (8.4) tenfamos:
dn  Sen 12

>7 —
P ap P

s

ARG+ +A4(P 610 +5)] <

’A(Pr; 61'0)‘ + -+ |A(Pr; 619 + 5)’

Entonces deberia pasar

4n+5en 12<4n+ n+4
— - — — +e— .
P. 2P P, P, P,

Cancelando y haciendo cuentas tenemos la siguiente desigualdad equiv-
alente:

en en 12
0<< 5 2y
<P " Tp T
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Esto se da si y sélo si 355~ — % < 4 Lo que es equivalente a

gen — 12 < 4P,

Esto se cumple si y solo si n < %
Luego, bastara elegir n suficientemente grande. Es decir tomamos na(€) >

% asi, si n > ng(€) obtenemos un absurdo.
Probamos hasta ahora la existencia de 5 numeros enteros uq, . .., us den-
tro del conjunto {0,1,2,3,4,5} tales que
en

2P,

para todo ¢ = 1,...,5, segin afirmamos en (8.5)

‘A(PT; 6ig + uz)\ >

Veamos que 6ig + uy < 6ig + ug < - -+ < 6ig + us contiene una subsuce-

sién de tres numeros ji, j2, j3 coprimos de a pares donde vale
. en .
‘A(ijz)‘ > ﬁ? Vi : 1a273

como queriamos probar en (8.3).

Hasta ahora tenemos 5 numeros ui,us,us,u4,us dentro del conjunto
{0,1,2,3,4,5} tales que segun (8.5) cumplen:

en

2P,

para todo i = 1,...,5. Con lo cual ordenando los u;, tenemos: 6ig + u; <
670 + ug < 679 + ugz < 6ig + ug < 6ig + us. De esta secuencia necesitamos
extraer tres coprimos de a pares, es decir un Kj.

‘A(PT; 6ig + uz)\ >

Veamos Ppor casos:

= Siel elemento de {0, 1,2,3,4,5} que no es ningin u; es el 0, entonces
l=u1 <2=uw<3=ug < --.
Tenemos entonces la secuencia de cinco elementos: {6ip+1, 6ig+
2,609+ 3,600 +4, 6ip+ 5}, dentro de la cual {6ig+ 1, 6ig + 2, 6ig+ 3}
forman un K3

» Si el elemento de {0,1,2,3,4,5} que no es ningun u; es el 1, la se-
cuencia serfa: {61, 6ig+2, 6ig+3, 6ig+4, 6ip+5}, y de acd podemos
extraer el siguiente K3 : {6ig + 3, 6ig + 4, 6i9 + 5}

» Si el elemento de {0,1,2,3,4,5} que no es ningin u; es el 2, la
secuencia seria: {6ig, 6ig+ 1, 6i9+ 3, 6ig+4, 610+ 5}, y de acd {6ig+
3,600+ 4,69+ 5} son un Kj.

= Si el elemento de {0,1,2,3,4,5} que no es ningin u; es el 3, la
secuencia seria: {6ig, 6ig+ 1, 6ig+2, 6ig+4, 6ip+5}, y de aca {6ip+
1,609 + 2,6ip + 5} son un Kj.
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= Si el elemento de {0,1,2,3,4,5} que no es ningin u; es el 4, la
secuencia queda: {6ig, 619+ 1, 6i9+2, 6i9+3, 6i9+5}, y de aca {6ip+
1,609 + 2,6ip + 3} son un Kj.
= Si el elemento de {0,1,2,3,4,5} que no es ningin u; es el 5, la
secuencia queda: {6ig, 6ig+1, 6ig+2, 6ig+3, 6ig+4}, y de acd {6i9+
1,6i9 + 2,6ip + 3} son un Kj.
Por lo tanto para este ler Caso suponiendo : |[A(F;6ip — 1) < o5,
hemos probado la afirmacién de los j;

» 2do Caso:
Si [A(Fy;6i9 +5)| < 7p5- es similar.

Ya que segin (8.2)y restando ahora |A(F,;6i9 + 5)| podemos acotar la
suma como antes:

4n ben 12
A(Py;6ig — 1 A(P;;6i oo+ |A(Py; 65+ 4)| > — - —
|A(Py; 6i0 — 1)| + [A(F;; 6i0] + -+ + |A(Fr; 6ig + 4)] >t B
Esto implica, igual que en el caso 1, que existen 5 numeros ui,-- - ,us tales
que —1 <wup < --- <us <4 que verifican:
. en
para todo 7 = 1,...,5, ya que si esto no pasara, igual que antes, hay dos o
mas objetos u; para los cuales podemos acotar:
. en
|A(Pr; 610 + u;)| < 5P,

y ademas teniamos segun la Observacién 8.1 que para todo u se cumple:
|A(P,u)| < P% + 1.
Luego la suma queda: |A(F,; 6i9g—1)|4+|A(Py; 6ig|+- - -+|A(Pr; 6ig+4)| <
4 (P% + 1) +2 (%) =45 + €5 + 4 lo que contradice (8.4) como antes.
Tenemos hasta ahora 5 numeros ui,usg,us, uq, us dentro del conjunto
{0,1,2,3,4,5} tales que, segun (8.5), cumplen:
en
2P,
para todo ¢ = 1,...,5. Con lo cual ordenando los u;, tenemos: 6ig + u; <
619 + ug < 619 + us < 619 + ug < 69 + us. De esta secuencia, como antes,
para poder demostrar la afirmacién (8.3) necesitamos extraer un K3
Veamos:

‘A(PT; 619 + u,)\ >

= Si el elemento de {—1,0,1,2,3,4} que no es u; es el —1 la secuencia
queda: {6ig, 6ip + 1,6i9 + 2,6ig + 3,6i9 + 4} donde {6ig + 1, 6ig +
2,6ig + 3} forman un K.

» El mismo Kj sirve si el elemento de {—1,0,1,2,3,4} que no es u;
es el 0.
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= Si el elemento de {—1,0,1,2,3,4} que no es u; es el 1 la secuencia
queda: {6ig—1, 6ig, 6ig+2, 6ig+3, 6ig+4} aca {6ig—1, 6ig+3, 6ig+4}
forman un Kj.

= Si el elemento de {—1,0,1,2,3,4} que no es u; es el 2 el mismo K3
sirve.

= Si el elemento de {—1,0,1,2,3,4} que no es u; es el 3 la secuencia
queda: {6i0—1, 610, 620+1, 629+2, 6io+4} aca {6i0—1, 6i9+1, 6i0+2}
forman un Kj.

» Si el elemento de {—1,0,1,2,3,4} que no es u; es el 4 el mismo K3
sirve.

En consecuencia, igual que antes, la secuencia {6ig + u1, 679 +
ug, 6ig + us, 6ip + ug,6ip + us}; donde —1 < wy < wp < ug <
ug < us < 4, contiene una subsecuencia j1, j2, j3 de tres elementos

€EN

coprimos de a pares donde se cumple: |A(P,; j;)| > 5P, Vit1,2,3

» 3er Caso ( si no se dan los casos 1y 2):

Es decir si |A(Pr;6i0 — 1)| > 55~ v [A(Pr; 660 + 5)| > 55

En este caso elegimos j; = 6ig — 1 y j3 = 6igp + 5. Para jo elegiremos
alguno de los enteros: 6ig + 1, 6ig + 2 o 6ig + 3 para el cual |A(P,; j2)| > 2P

Un js asi, existe pues sino, para estos tres enteros tendriamos: |A(P,; 6ig+
D <55 v [A(Pr6i0 +2)| < 55 v [A(Pr;6ip + 3)] < 55 Con lo cual
tendriamos, en particular, dos miembros de la suma |A(P,;6ig)| + --- +
|A(F;; 6ig + 5)| para acotar con menor o igual a 75-. Asf la suma quedarfa:

|A(Py; 6i0)| + - - + |A(Py; 60 + 5)| < 4 (P% + 1) +2 (%) = 4f e+ 4.
Esto contradice (8.4) como el Caso 1.
Luego, la Afirmacién de los j; (8.3)es ciertal!ll Es decir existen tres
enteros ji,jo, j3 tales que 6ip — 1 < j1 < jo2 < j3 < 6ip + 5; (j1;52) =
(J2:j3) = (Jusgs) =1y

|A(Py; )| > Vi:1,2,3

€En
2P,

Como j; puede no pertenecer al conjunto {1,2,..., P, }; tomamos con-
gruencia modulo P, a j; y llamamos j; = j;. (P,) asi resulta J1 < P..Luego
aplicando el Lema (8.1)con u = J1, 0 = ¢y o =g, tenemos la existencia de
de un conjunto B (de excepciones), de §B = % tal que para todo k tales

quel<k<nyk=j (P),yk¢B tenemos

ak)= ] (1—;>>1—5.

p plk ;p>r

Entonces para todo a € A(P,,j1) — B vale que:

a@ = I <1—;> >1-4,

p pla sp>r
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Observamos que por eleccién jino es cero. Asi j; € {1,2,---, P} y por lo
tanto podemos usar el lema con u = j;.
Elegimos a € A(P,,j1) — B, asi para este a tenemos

(8.7) a) = ] (1 - ;) >1-%

p pla ;p>r

Observemos que es posible elegir a asi, pues (A(Pr, J1) — B) # () ya que
por eleccién de j; se cumple que fA( ,,«,]1) > 55 > gp- = 1B

Ahora vamos a buscar algiun elemento coprimo con a perteneciente a
A(Py, j2) Para esto, estimamos por abajo el nimero de soluciones de

(a;bz) =1; by € A(P,, j2)
Llamamos C = {b, : b, € A(P,,j2) ; (a;bg) = 1}.
Luego 4C = t{h : h € A(P,,j2) ; (h,a) = 1}.

Queremos obtener una cota inferior para §C' para poder elegir cosas en

C
Tenemos C' C A(P,, j2) y podemos escribir

A(Pyyj2) = {h s h € A(Pr,j2) 5 (hya) = 1 |[H{h - h € APy, j2) ; (hya) > 1}
Entonces §C = §A(Fy, j2) — #{h : h € A(P,,j2) ; (h,a) > 1}. Resulta que:
{hihe AP ja) s (ha) > 1} C{h€ Ly K= jo (B); (hya) > 1},
Entonces
1C =4A(P, j2) —t{h : h € A(Pr, j2) ; (h,a) > 1}
>ﬁA( 7”7]2) ﬁ{dejn; d5j2 (Pr); (daa’) > 1}
=tAP ) - Y 1

d<n; d=jy (Pr),

(a,d)>1
Ahora:
> 1= > 1= X1
d<n; d=jy (Pr), d<n; d=ja (Pr) d<n; d=j (Pr)
(a,d)>1 (a,d)=

Lo que es igual:
= > 1-t#{del,: d=j (P) (a,d) =1}
d<n; d=jz (Py)

Ahora tratemos de acotar §{d € I, : d = js (P;), (a,d) = 1}. Para esto
vamos a usar la formula de inversién de Moébius.
Previamente definamos las siguientes funciones:

Llamamos h(Py,j,2) =t{de€ I, : d=j (P); (2,d) =1}
Luego h(F;,j2,a) = #{d € I, : d = jo» (P;) ; (a,d) = 1}, y podemos
escribir h( Py, jo,a) =t{d € I,, : d = j2 () ; a(a,d) = a}.

Definimos: g(m) =t{b € I, : b= jo (P;) y m(a;b) = a}
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Con esta definicién ((a) = h(Pr, j2, a)
Luego, para calcular h que es (3(a) necesitamos tener una funcién ar-
itmética a tal que al(m) = -y, B(d), asi por la férmula de inversion, resulta

B(m) = 3 g (d)a(7g)
Definimos entonces:
am)=4bel, :b=js (P)y almb}
Tenemos:

S8 =Y t{bel, cb=js (P)y dla;h) = a}

dlm dlm
=tlH{be L - b=jy (P) y d(a;b) = a}
dlm
y tenemos la siguiente igualdad de conjuntos:

b e, b=j (B) ydia;b) =a} = {b€ I : b= j (P,) y almb)
dlm

En efecto, si b € I, tq b = jo (P,) y d(a;b) = a para algin d divisor de
m, como d|m y (a;b)|b tenemos d(a;b)|mb.

Luego como d es tal que d(a;b) = a tenemos a|mb y de la misma manera
sibel,:b=js2 (P)y almb. Queremos encontrar algin d divisor de m tal
que d(a;b) = a. Proponemos ¢ = ﬁ.

Claramente g € Z. Veamos que g|m.

Como a|mb tenemos ﬁ|% y COmo (ﬁ:ﬁ) = 1. Entonces ﬁhn
O sea g|m y claramente q verifica g(a; b) = a. Por lo tanto este serfa el divisor
de m que estabamos buscando.

Asi probamos la siguiente igualdad de cardinales:
ij-lj{b €l,:b=j (P)yd(a;b) =a}=t{be I, :b=js (Pr)y amb}.
dlm

Con lo cual habiendo definido o como arriba tenemos:

> B(d) = a(m)

dlm
Luego por la Férmula de Inversién tenemos:

m
Bm) = 3 plda(").
d|m

Evaluando en a queda:

Bla) = Y~ n(d)a(3)
dla
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Tratemos ahora de ver que es ().
a a
oz(g) =t{bel,:b=js (P)y a|3b}
Ahora,
a a
a]gb & gb = aq para algun q € Z
a a
-b=-d
<@ T aM
& S(b—dg) =
d
< dlb
Entonces podemos escribir, para d divisor de a:
a , .
a(g):ﬁ{beln cb=go (P)ydb}=8{bel,:b=j2 (P)yb=0(d)}

Llamemos g(n,d) =g{be€ I, : b=js (P.) yb=0 (d)}
Calculemos entonces g(n, d) = a(9)
Para esto debemos resolver el sistema

b=jo (B),
b=0 (d).

Este sistema tendra solucién o no dependiendo de (P, d). Mas aun, por el
Teorema Chino del Resto, el sistema tiene solucién si y sélo si (P, d)|ja.
Calculemos entonces (P, d).
Si (P, d) # 1 afirmamos que el sistema no tiene solucién, ya que si existe
b solucién, b se puede escribir:

b=dk
b:qpr+j27

conkyq€Z.

Ahora como (P,,d) # 1 entonces existe p primo tal que p|(F,, d). Luego
p| P, y por lo tanto p < r ; ademads p|d y como d|a, entonces pla. Y como p|d
entonces p|b; luego pljo.

Ahora a € A(P,,j1) o sea a = kP, + j; para algin k € Z y como pla y
p| Py, entonces p|j1, lo cual es absurdo ya que (ji, j2) = 1.

Luego, si (P, d) # 1 el sistema no tiene solucién y por lo tanto a(§) = 0.

Ahora si (P,,d) = 1, el sistema tiene solucién tnica by € [0, P,d) y todas
las soluciones son de la forma b = by + kP,.d con k € Z.

Luego

a —

a(a):ﬁ{bEIn:szg (P)yb=0(d)}=8{k€Z : 1<by+kP.d<n}.

Veamos ahora que

88) {ke€Z:0<k<-l

P.d

—1yc{keZ : 1<by+kPd<n}
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y

(8.9) (k€Z : 1<by+kPd<n}Cl{keZ : 0<k< —

PTd}'

En efecto, si 0 < k < ﬁ — 1, entonces
1<by<by+ kP.d<by+n— P.d<n,

Resulta que by > 1 pues by # 0,ya que por eleccién, jo = 6ig + ¢ con
t=1,2,3,4y por lo tanto j2 # 0 (P,) y a demds by — P,.d < 0, lo que prueba

(8.8).
Por otro lado, si 1 < bg 4+ kP,d < n, entonces
1 1 bo 1-— bo n — b() n
“Pd  “Pd Pd PBd -"° Pd - Bd

lo que prueba (8.9).

Tomando cardinal en (8.8) — (8.9) obtenemos

[Pﬁd} = O‘(g) = {Pfd} +1,

que, usando [z] < z < [z] + 1 implica

a
-1 —-) < 1.
pa =@ =pat
O sea a n
—1<al=)— <1
se(q) " Fa s
Llamemos € = a(§) — 5. Tenemos entonces
a n
= pa e

con |e| <1 para d tal que (P, d) = 1.
Hemos probado entonces el siguiente lema:

LEMA 8.2. Sea g(n,d) = a(§) definidas como arriba, se tiene
a 0 si (Pr,d) # 1

pate si(Prd)=1
donde |e| < 1.

Retomando

Bla) = Y~ n(d)a(3)
dla

= Y uda(P+ Y pda(y)

dla,u(d)>0, d|a,u(d)<0,
(Pr,d)=1 (Pr,d)=1
= 1 + 11.

Buscamos ahora acotar inferiormente ((a).
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Usando que a(§) > g% — 1, tenemos

para u(d) >0
Y usando que a(§) < 55 + 1y p(d) <0, tenemos

pld)a(y) > ud) 55

+ p(d)
Entonces nos queda:

[+11> Y ald)gs —nd+ > pd)p +ald)

T P’I"d
dla,p(d)>0, d|a,u(d)<0,
(Pr,d)=1 (Pr,d)=1

Lo que es igual a:

> M(d)Prd_ Yoo+ ) 1=

dla,u(d)7#0, dla,p(d)>0, dla,u(d)<0,
(Pr,d)=1 (Pr,d)=1 (Pr,d)=1
n d
(8.10) - ¥ M(d) Y
" dla,(P,.d)=1 dla,u(d)#0,
(Pr,d)=1

Ahora acotemos Y aja,u(a)-0, 1.
(Pr,d)=1

Resulta que:

Y 1=t{deZ : p(d)#0; dla; (d,P,) =1}

d|a,p(d)7#0,
(Pr,d)=1

<t{de Z : p(d) #0, da} =2
Usando esto (8.10) queda:

n M(d) w(a)
25 2 g 2
" dla,p(d)£0,
(Pr,d)=1

Es decir, juntando todo tenemos:

>ty “g”_zw

T
d|a,(Pr,d)=1,

w(d)#0

Ahora recordemos que: I + II = 3(a) = h(P,, j2,a). Con lo cual tenemos la
siguiente desigualdad:

. n .u(d) w(a)
. - — —_— > —
(8.11) h(Py, j2, a) ) E 7 2 2
dla,(Pr,d)=1,
pu(d)#0
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d
Calculemos ahora Z ,u(d) Escribiendo a = p{'p5?...p%md con

dla,(Pr,d)=1,
u(d)7#0

P, = p{'py? ... p%m primos y p, < r tenemos que como (Pr,d) = 1,
entonces d|a < d|a. Con lo cual usando esto y la propiedad de las funciones
aritméticas 2.4 la sumatoria que queremos calcular queda:

p(d) p(d) = pld)  da)
D D P i b

a
dla,(Py,d)=1, d|a,(Pr,d)=1 dlé
p(d)#0

Y segun (7.33)

pld pla,p>r b
Entonces quedé:
(d) 1
PO - T a-)
dlag;)—l« MI;L P
14(d)#0 ’

con lo cual reescribiendo la desigualdad (8.11), queda:

n 1
; | | _ 2y _ ow(a)
pla,p>r

Ahora segtin vimos en la OBSERVACION 7.3 existe ng tal que si n > 2n3

y a < n (cosa que vale ya que a € A(P,,j1) C I,), entonces se tiene
w(a) < 2%. Con lo cual, si n es suficientemente grande tenemos w(a) <

QIHI(TIE?T)L)). Luego, juntando todo, la desigualdad anterior queda:

n 1 9_In(n)

h(PT7j27a) - ? (1 — 7) > _2w(a) > —2%In(n(n))
" pla,p>r
Por lo tanto
. n 1 g _In(n)
h(Py,jo,a) > — 1 — 2) — 2°W(n(n))
( T J2 (I) P, H ( p)
pla,p>r

Recordemos ahora que segin la aplicacién del Lema (8.1), con § = §,

habfamos elegido a tal que verifica [, -, (1 — ;1)) > 1 — g Entonces la
desigualdad anterior queda:
) n 1 o In(n) n € 9 In(n)
hP’ , > — 1 — =) — 27In(In(n)) > — 1 — =) — 27 In(In(n))
(Prina)> 5 [[ (1-2) F0-9)
pla,p>r

Afirmamos ahora que para n grande vale:

In(n)

(8.12) p(l=2) - 92 mn(y > (1 — 5)2

)7

=~ ™
S
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Primero tenemos que si n es suficientemente grande, ie si n > exp(exp 8), en-

In(n In(n In(n
tonces 21n(h§(71)) <2 g ) — 51 ).

cota:

Luego, para n grande tenemos la siguiente

9 In(n) _ In(n)
2 In(In(n)) 27
< e o

) < ¥n

Entonces queda:
n € 9 In(n) n €
— (1= =) =2"mMmm) > —(1 — —) — ¢
PT( 3 Pr( g~ Vn
Veamos ahora que
n € €\ N
S-9-va>(1-%) &
Pr( 8) vn 4/ P,
Esto ocurre si y sélo si

€n 4 €n
8P, 4P,
en 4
Sgp >V
n 8P,
Vn e
s 8P,
= nst >

Bastard pedir entonces na(e) > 1 (813

(8.12) Y por lo tanto hemos probado que para n suficientemente grande,
tenemos

(8.13) h(Pr, j2,a) > (1 —

1 . .
)", asi si n > na(e) vale la afirmacién

b3

P

<

Ahora con estas notaciones §C queda:

ﬁc = ﬁA(Pran) - ﬁ{h the A(Pran) ; (haa) > 1}
> ﬁA(Pran) - ﬁ{d € In; d= j2 (Pr); (dv CL) > 1}
:ﬁA(Pran) - Z 1

d<n; d=jy (Pr),
(a,d)>1

Ahora:

D S Y D

d<n; d=jy (Pr), d<n; d=js (P,) d<n; d=jy (Pr),
(a,d)>1 (a,d)=1
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es igual:

= Y 1-t{del,: d=j (B), (a,d) =1}

d<n; d=j» (P;)

= Y 1-h(Pijsa)

d<n; d=j2 (Py)

Juntando todo y volviendo a tratar de acotar el §C, tenemos:

10 > 8A(Pjo) = Y1

d<n; d=jy (Pr),

(a,d)>1
= tA(P;, j2) — > 1-h(Prjaa)
d<n; d=ja (Pr)
:ﬁA(Pran) - Z 1+h(Pr;j2§a)

d<n; d=ja (Pr)

Ahora acotemos:

1.

2.

D

por un lado por eleccién de jo, teniamos:

. en
ﬁA(PTJ.]Q) > 2Pr

podemos escribir la suma:

l=t{k: kel k=j (P)}

d<n; d=jo (Pr)

(8.14)

=t{k: k€ l,; k=hP, + js con jo = jo (P) yj2 € [L, ]}
=t#{hP; +jo : 1 < hP, + jo < n}
=#{h: 1 <hP. +j2 <n}

Ahora resulta:

{h:1ghpr+g';§n}g{h:0gh<%}

Pues si hes tal que 1 < hP, —I—j% < n, entonces h > 1}52 = P% - }J,%,

ahora como fg < P, entonces };—i <1, luego h > 11;32 = P% — 1%2,« >
P% —1> —1y por lo tanto h > 0. De la misma manera, si h es tal

que 1 < hP, + j» < n, entonces h < nP—)sz =5 - 1]'%' Ahora como

2> 1 n—jp _ n _ J2 o n
B = P luego h < =7 5 <P Hemos probado entonces
la inclusién de (8.14).

Volviendo entonces a acotar la suma, tenemos:

n n n
< 0 < — << — —
Z 1<#{h O—h<Pr}—PT<PT+1
d<n; d=ja (Pr)
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Luego

3 1<%+1

d<n; d=js (P;) T

- ) 1>—%—1

d<n; d=ja (Pr)

Con lo cual

3. para la cota de h segun (8.13) tenfamos, para n grande

eE.n
hPT7‘7 1—-)%
(Pr, j2,a) > ( 4)Pr

Luego acotando con (1), (2) y (3) el §C tenemos:

10> 8A(Pj2) — Y 14 h(Prjzsa)
d<n; d=ja2 (Pr)
en n E.N
- 1 1——
>op —p Pt
en _ 1

~ 4P,

3 EN €N
Y con n suficientemente grande podemos acotar ir — 1> 5p- Ya que

P,

e‘n - en
4P, 5P,

- en en -1
4P, 5P,
en

20P.

< >1

20F,
€
20P;

= n >

Luego, bastard entonces pedir na(€) >
que

, asi si m > na(e) se cumple

€n

o P,

(8.15) 8C >

Aplicando ahora el Lema 8.1con u = ja, tal que jo = jo (P,) yjo € (0, Py

tenemos la existencia de de un conjunto B (de excepciones) de §B = sp- tal

que para todo k tales que 1 <k <ny k=jy (P,),y k ¢ B tenemos

ak)= ] (1—1>>1—;

p plk ;p>r p

En particular para todo k € A(Py,j2) — B = A(Pr,j2) — B vy k tal que
(k : a) = 1; siempre que exista un k asi. Tomemos entonces el conjunto:
{k: k€ A(Py;j2) ; (k:a) =1} — B. Deberfamos poder mostrar que este
conjunto es distinto de vacio. Veamos:
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t{k: ke A(Py;j2) 5 (k:a)=1} =4C que segiin (8.15) es §C > <5 Y

en n n :
en B hay 3P elementos. Luego como 5P, 3D, el conjunto.

{k: ke A(P;j2); (k:a)=1}— B #10.
Veamos ahora que este conjunto {k : k € A(P;j2); (k:a)=1}—B
contiene por lo menos [ elementos. Ahora
ﬁ({k : ke A(Pr;j2) ; (k:a)=1} —B)
>#{k: ke A(Pr;j2); (k:a)=1} — 4B
y acotando esta resta es > % — % Queremos mostrar que este conjunto
{k: ke A(P,;j2); (k:a) =1} — B contiene [ cosas y esto ocurre si

en €n 3en

5P. 8P, 40P, —

Veamos:
3en 3en
>lel<
40P, 40P,
Ahora por hipétesis | debe cumplir I < c3(€)n, luego bastara pedir que

c3(e) < 45’—% asi se cumple:

3e
n
40P,
Y por lo tanto podemos elegir [ cosas en

({k: k€ A(P,; jo) ; (k:a)zl}—B)
Elegimos entonces by, bo, b3, . .., b; que satisfacen:
(a:b;) =1, bi€ A(Pr,j2) ¥

I <ecs(e)n <

1
(8.16) H (1—7)>1—§ para todo 1 <14 <1
plbi, p>r p

Ahora la prueba sigue de manera andloga a lo que se hace en la de-
mostracién del Teorema 6.2.
Como antes, para la construccién de nuestro 21 + 1 — ciclo, tenemos

elegidos a, by, by, bs, ..., b, definimos bjy; = a y llamamos e; := [b;, bit1],
i=1,...,1

Debemos construir entonces un conjunto donde elegir los restantes f;,
i=1,...,1, elementos de tal manera que la secuencia

a7bl’f17627f27"'7bl7fl

forme un Cy;44 ciclo contenido en G(A). Para esto necesitamos que f; veri-
fique que (b;, fi) = 1 y también que (f;,b;+1) = 1. Este hecho queda garan-
tizado si elegimos f; tales que (fi,e;) = 1. Pues si p|b; entonces ple;, luego
si tenemos (f;,e;) = 1, entonces p /f;, con lo cual vale (b;, f;) = 1. De la
misma manera se puede ver (f;,bi41) = 1.



8. DEMOSTRACION DEL TEOREMA 6.3 87

Llamamos entonces e; = [b; : bj11], para todo 1 < i <[ donde definimos
biy1 = a, y llamamos Y; = #{y : y € A(P,,J3), ; (e; : y) = 1}. Como antes,
podemos escribir:

Yi=#{y: ye AP, j3), ; (e;:y) =1}
= APy, j3) —#H{y: y € A(Pr,J3), 5 (ei1y) > 1}
> ﬁA( r7]3) ﬁ{d € Ina d= j3 (PT’); (da ei) > 1}
=tAP )~ Y 1

d<n; d=j3 (Pr),
(ej,d)>1

Ahora, como antes:

> 1= > 1— > 1

d<n; d=j3 (Pr), d<n; d=j3 (Pr) d<n; d=j3 (Pr),
(e4,d)>1 (e4,d)=1

Lo que es igual:
= Y 1-#{del,: d=j5(P), (ei,d) =1}
d<n; d=jz (Pr)

Ahora tratemos de acotar {d € I, : d = j3 (P,), (e;,d) =1}

Para esto vamos a usar la formula de inversion de Moébius. Previamente
definamos las siguientes funciones, como antes:

Llamamos h(P,,j,z) = t{d € I, : d = j (P;) ; (2,d) = 1}. Luego
WPy, j3,ei) = t{d € I, : d = jz (P, ) ; (ei,d) = 1}. Y podemos escribir
h(PT‘aj?n@i) = ﬁ{dE Iy : dEjS ( ) € ( 7d) _ei}'

Definimos: g(m) = §{b € I, : b = j3 (P.) y m(e;;b) = e;}. Con esta
definicién ((e;) = h( Py, j3, €;).

Luego, para calcular h que es ((e;) necesitamos tener una funcién ar-
itmética o tal que a(m) = 3_ ,,, B(d), asi por la férmula de inversién, resulta

plm) = 2 apm m(d)a()-

Definimos entonces:
am)=8bel, :b=js (P)y e]|mb}
Tenemos:

Y Bd) =) #{be L b=js (P)ydeish) = e}

dlm dlm
=tlH{be L, : b=js () y d(e;b) = e;}
dlm
y tenemos, como antes, la siguiente igualdad de conjuntos:

L—ij{b €l,:b=7j3 (P)yde;db)=et={bel,:b=j3 (P;)y e|mb}
dm

En efecto, si b € I, tal que b = js (P,) y d(e;;b) = e; para algin d
divisor de m, como d|m y (e;;b)|b, tenemos d(e;; b)|mb.Luego como d es
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tal que d(e;;b) = e; tenemos e;|mb. De la misma manera, si b € I, es tal

que b = js (P.) y e;lmb, queremos encontrar algun d divisor de m tal que
d(e;;b) = e;. Proponemos q = (eiib)' Claramente ¢ € Z. Veamos que g|m.

€i;b)7 (ei;b)
sea g|m y claramente ¢ verifica g(e;; b) = e;. Por lo tanto este serfa el divisor
de m que estabamos buscando.

Como e;|mb tenemos (ej?'b)|(emi;g) y (( e b ) = 1. Entonces ﬁhn O

Asi probamos la siguiente igualdad de cardinales:

ﬂH—J{b €l,:b=yj3 (P)ydlesd)=e}=t{bel,:b=js3 (P)y e|mb}.
dlm

Con lo cual habiendo definido v como arriba tenemos:

> B(d) = a(m)
dlm

Luego por la Férmula de Inversién tenemos:
m
Bm) = 3 u(d)a(y)
dlm
Evaluando en e; queda:
e
Be) = 3 nldal )
dle;
Tratemos ahora de ver que es a(%).

d
€;

() =t{be I :b=js (P) y el 50}

Ahora,
€ €
ei\gb & Eb:eiq para algun q € Z

€; €;
—b=—d

T T
€
“ib—dg) =

& —(b-dg)=0

< dlb

Entonces podemos escribir, para d divisor de e;:
€

O‘(E):ﬁ{beln:szi’) (Pr)yd‘b}:ﬁ{bEIn:bEji’) (Pr)ybEO(d)}.

Llamemos g(n,d) = #{b € I, : b= js (P.) y b= 0 (d)}. Calculemos entonces
gn.d) = a(%)
Para esto debemos resolver el sistema
b= j3 (PT)7
b=0 (d).
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Este sistema tendra solucién o no dependiendo de (P, d). Mas aun, por el
Teorema Chino del Resto, como antes, el sistema tiene solucién si y sélo si
(P, d)|js.

Calculemos entonces (P, d).

Si (P,,d) # 1 afirmamos que el sistema no tiene solucién. Ya que si
existe b solucion, b se puede escribir:

b=dk
bqur—f—jg.

Con k y q € Z. Ahora como (P,,d) # 1 entonces existe p primo tal que
p|(Py,d). Luego p|P, y por lo tanto p < r ; ademas p|d y como d|e;, entonces
plei.Y como p|d entonces p|b; luego p|js. Ademads ple; con e; = [b; : bit1] v
como b;bi11 = (b; : biy1)[b; : biy1], entonces p|b; o p|bi+1. En cualquiera de
los dos casos como b; y biy1 € A(P,, j2) sii < [, entonces p|js lo que es un
absurdo ya que (j2 : j3) = 1. Y sii =1 plh o p|bl+1 Si p|b; entonces como
by € A(P, j2) entonces p|j2 lo que es un absurdo como antes. Si p|b;+1 como
b1 = ay como a = ji, (P,), entonces p|j; lo que también es un absurdo
ya que (71 : j3) = 1. Luego, si (P,,d) # 1 el sistema no tiene solucién y por
lo tanto a(%) = 0.

Ahora si (P, d) = 1, el sistema tiene solucién tnica by € [0, P,d) y todas
las soluciones son de la forma b = by + kP.d con k € Z. Luego

%)zﬁ{bé[n:szg (P)yb=0(d)}=t{keZ : 1<by+kPd<n).

Andlogamente como en el Lema 8.2 se puede ver que :

af

(ei) 0 si (Pr,d) #1
ol— ) =
d pagte si(Pnd) =1
donde |e| < 1.
Luego:
€;
ei) =y uld)al=
d|6i
€; €i
= > ud)a(—) + > pd)a(—)
dlej,pu(d)>0, dle;,pu(d)<0,
(Pr,d)=1 (Pr,d)=1
= I + II.
Usando que a(%) > 55 — 1, tenemos
n
d —p(d
u(@da() = pld) 5~ @)

para u(d) >0
Y usando que a(%) <

p(d

7 1y p(d) <0, tenemos
o) 2 uld) g + u(d)
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Entonces nos queda:

n n
I+11> ) wd)p— — uld) + > pu(d) 5+ pld)
dle;,u(d)>0, r dlejou(d)<0, T
(Pr,d)=1 (Pr,d)=1

Lo que es igual a:

PG DI S D D b

T

dle; ,u(d)#0, dlej,u(d)>0, dlej,u(d)<0,
(Pr,d)=1 (Pr,d)=1 (Pr,d)=1
n 3 p(d) 3
" dlei,(Pr,d)=1 dleg,p1(d)#0,
(Pr,d)=1

Ahora acotemos Z 1.

dle;, 1 (d)#0,
(Pr,d)=1

Resulta que:

Y 1=t{deZ : p(d) #0; de; (d,P) =1}

dle;,pu(d)#0,
(Pr,d)=1

<t{de Z : p(d) #0, dle;} = gw(ei)

Usando esto, (8.17) queda:

n M(d) w(e;)
> _ N7 7
S D DR R

dle;,
(Pr,d)=1,p(d)#0

Luego, juntando todo tenemos:

n :U’(d) w(e;)
I+ 11> o3 ; =2
(Prod)=1,1(d)#0

Ahora recordemos que: I + II = [3(e;) = h(Py, j3, €i).
Con lo cual tenemos la siguiente desigualdad:

; " #d) w(ei)
(8.18) h(Pr, j3, €i) — FT Z a4 > =2
dles (Prd)=1,
p(d)#0
Calculemos ahora Y dje;.(Pr.a)=1, “(dd)
w(d)#0

Escribiendo e; = p{*p3? - - - p&i€; con P = pi*p5? - - - p&m primos y py, <
r tenemos que como (P,,d) = 1, entonces d|e; < d|é;.
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Con lo cual usando esto y la propiedad de las funciones aritméticas (7.32)
la sumatoria que queremos calcular queda:

p(d) p(d) = pld)  d(é)
>, T X Tt lit e
d|e7;,(P»,~,d):l, d|6i,(Pr,d):1 d|61
1(d)7£0

Y segun (7.33)

A _Ta-0- I -

pl€; pleq,p>r

Entonces quedo:

p(d) 1
E - BY 1- )
dle (Pr,d)=1 H ( p
ej,(Pr, ) ples,p>r
u(d)7#0

con lo cual reescribiendo la desigualdad (8.18), queda:

. n 1 _
h(Pm]Sa ei) > Fr H (1 — ;)) — 2“1(81)
ples,p>r

Ahora para acotar a w(e;) necesitamos otra desigualdad.
Vamos a usar la Observacion 7.3, la cual dice que existe ns tal que si
n > 2n3 y a < n, entonces se tiene w(a) < 2%.
Usaremos esta observacién con e; en lugar de a y n? en lugar de n
Para esto veamos que:
n c; < n2: Pues €, = [bl : bi+1] < [bl : bi+1](bi : bi+1) = bibi+1 < n2
= n? > 2n3: Pues si n es grande n? > n y n > 2n3.
Luego usando la Observacién 7.3, (para n suficientemente grande, n >
2n3), tenemos:
In(n?)
In(In(n?))

Ahora como n < n? entonces In(In(n)) < In(In(n?)) y por lo tantom >

w(e;) <2

1 ’
Wn(n2))" Es asi como

21n(n?) 21n(n?) 41n(n)

w(e;) < In(In(n2)) < In(ln(n))  In(In(n))

Con lo cual, si n es suficientemente grande tenemos w(e;) < 4%.

Luego, juntando todo, la desigualdad anterior queda:
In(n)

1 _In()
h(Pr,jZ%,@i) - % H (1 - —) > —2“’(82') > _241n(1n(n))

r p
plei,p>r
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Por lo tanto

) n 1 4 In(n)
819 h PT; , €5 > — 1 — —) — 2 In(In(n))
(819) (Prine) > 5 I[ 0-)
plei,p>r
. . 1
Tratemos ahora de acotar inferiormente H (1--)
plei,p>r p
OBSERVACION 8.2. Resulta que
1 1 1
H (1*5)2 H (1*§)X H (1*];)
ples,p>r plbs,p>r plbit1,p>r
Veamos: como 1 — % < 1 entonces
1 1 1
II a--= I a-2x [ a-2)
plbig1,plb;, p Plbig1,pl0;, plbi41,plb;, p
p>r p>r p>r
y tenemos
1 1 1
IT a-9x [ a-5=J] a--2)
plb;y1,plb;, p plb;y1,plb;, plbiy1, p
p>r p>r p>r
Luego
1 1
IIT a->H=J[ -2
plb; 4 1,plb4, p plbiy1, p
p>T p>r

Es asi como

1 1 1
Ia-b- I a-bx I a-bx I a-b
ples,p>r p plbi 1,010, p plb; ,pIb; 41, plbi41,plb;,
p>r p>r p>r
1 1
= I a-H< [[a-)
plbj41.plb;, plbip>r p
p>r
1 1
> [ a--x J[ a--)
p\bi>+1’ p plbip>r p
p>r

Como querfamos ver en la observacién.

Luego volviendo a (8.19), tenemos:

. n 1 4 n(m)
h P , , €4 > | | 1 — ) — 2 In(In(n))
( r 33 674) Pfr ( p)
ples,p>r

n 1 1 4 tnm)
>__ (1 — ,) X (1 _ f) — 2% In(In(n))
H H D

R P
plbit1,p>7 plbip>r
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Luego, por eleccién de b; segin (8.16) se cumple:

11 (1_;)>1_§

plbs, p>r
para todo 1 < i < [. Asi como también para i = [+ 1, ya que bjy; = a, y
para a teniamos también que Hp‘& por (1 — %) >1—3

Luego volviendo a h(P,, js,e;), tenemos
) n €.\2 4o
h P, ) > 1—— — 27 In(In(n))
( r7]3aez) = Pr( 8)

Veamos ahora que con n grande resulta

n €.2 _In(n) E\ N
ﬁr(l -3 - 21w > (1 - Z)ﬁr

7 . 24
Como se demostré en el Teorema 6.2, resulta que si n > e entonces
41n(n)

2mm(m) < ¢n. En efecto, sin > e, entonces In(n) > €24, luego In(In(n)) >
24. De donde se obtiene

41n(n) 4In(n) 1
< =1 .
In(ln(n)) = 24 6 a(n)
Luego
41n(n) In(n)
elnlln(n)) < e 6 = \6/7;
Finalmente,

41n(n) 41n(n)
2 In(In(n)) S e In(In(n)) S \G/E

. 24
Entonces si n > e® | tenemos

In(n)

N2 otmmey > P16\ s
(1 ) 21(1())>Pr(1 ) \/ﬁ

P. 8 - 8
Luego
n €.2 E\ N
—(1—-=)"—¥n>(1--)=
(1-9) (-9
e’n
& —vn>0
64P, Vi
2
€n .
@64Pr>\/ﬁ
5 64.P,
<né > 5
€
64PF, ¢
5 r
=n >( 2 )
64P,
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Entonces bastara pedir ns(e) > maz{y (GA;#)G; e}, asf si n > na(e)

se cumple h(P,, j3,€;) > (1 - i)%
Luego volviendo a nuestro propdsito de asegurar suficientes cosas en Y;
Teniamos:

Yi=#{y: ye AP, j3), ; (e :y) =1}
=4A(P,j3) —#Hy: y € APy, j3), ; (ei1y) > 1}
> HA(Py,j3) —#{d € I; d=j3 (Pr); (d,e;) > 1}
= ﬁA(PrajB) - Z 1

d<n; d=j3 (Pr)

(e4,d)>1
= $A(P,, j3) — Y 1+4t{de L d=js (P), (ei,d) =1}
dSTL, dE]3 (P’!‘)
=BA(Pj3)— Y L+h(Prse)

d<n; d=j3 (Pr)
Es decir
Y > 8A(Pr, j3) — > L+ h(P;, j3, €:)
d<n; d=j3 (Pr)
Ahora tenfamos:
w fA(P,,j3) > 3p- por eleccién de j;

n n
. Z 1§Ehlego, Z 1<E—|—1
d<n; d=j3 (Pr) d<n; d=j3 (Pr)

w W(P, j3,€) > (1 - i) P%, par n suficientemente grande

Asi juntando todo podemos acotar Y; y queda:

Y;l ZﬁA(P'r’v.]?))_ Z 1+h<PT7j37€i>
dgn; dEJS (Pr)
en n E\ N
>— —(=+1 1—-)—
2P, (Pr+ )+ 4)PT
_oo g
4P,
Y para n grande podemos acotar
m o,
4P, 5P,
o £ oy
4P. 5P,
LS|
20P,
20P,
= n >

€
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Entonces si na(€) es suficientemente grande, es decir ng(€) mayor que la
mas grande de todas las cotas de n que fuimos necesitando resulta que con
n > na(e) tenemos Y; > <5-Es decir

Yi=t{y: y€ AP js), : (eiy) =1} > —

5P,

Luego, aplicando nuevamente el Lema 8.1 con u = = js, tal que j3 =
js (P.) yj3 € (0, P,] tenemos la existencia de de un conjunto B (de _excep-
ciones) de §B = g5~ tal que para todo k tales que 1 <k <ny k=j3 (),
y k &€ B tenemos

1 €

(8.20) ak)= ][ (1 — ) >1-2

p :plk ;p>r

En particular para todo k € A(P,,j3) — B = A(P,,j3) — B y k tal que

(k : e;) = 1; siempre que exista un k asi. Tomemos entonces el conjunto:

{k: ke A(P;js); (k:e) =1} — B. Deberfamos poder mostrar que este
conjunto es distinto de vacio. Veamos:

ik ke A( Prijs) s (k:e) =1} =1Y;
que segun (8.20) es §Y; > <%

Y en B hay g5 elementos Luego como ¢ P > 85173‘ el conjunto {k : k €
A(Pr;js) 5 (k- ez) =1} -B#0

Veamos ahora que este conjunto {k: k€ A(Py;j3); (k:e;) =1} — B
contiene por lo menos [ elementos.

Ahora

({k k‘EA( T,]g),(keZ)ZI}—B)Z

Ij{k k‘EA( T,jg),(kez)zl}—ﬁB
y acotando esta resta es > ﬁ — @ Queremos mostrar que este conjunto
contiene [ cosas y esto ocurre si

en en 3en

= >
5P, 8P, 40P,

Igual que antes veamos:

3en Sl < 3en
40P, — — 40P,

Ahora por hip6tesis [ debe cumplir | < c3(e)n, luego bastard pedir que
cs(e) < 43—% con c3(e) asi se cumple:

I <ec3(e)n

€
<
=0p,"
Y por lo tanto podemos elegir [ cosas en

{k: ke A(P;j3); (k:e;)) =1} —B
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Elegimos entonces ¢y, ¢o,c3, . . ., ¢; que satisfacen:
(62‘ : Ci) =1 , c; € A(Praj?») y
1
(8.21) [T (1-)>1- paratodol <i<i
plei, p>r b
Entonces ahora con a, b1,bs,...,b;,c1,c2,...,c que son 2l + 1 elementos

formamos el siguiente 2] + 1 — ciclo :
a, by, c1, be, ¢, b3, c3,..., by, ¢

Veamos que efectivamente esta secuencia forma un 2(+41—ciclo contenido
en G(A), para esto debemos ver:

» a,by,c1,b9,c9,b3,c3,...,b;, ¢y pertenecen a A

» (a,b1) = 1 . Ya que por eleccién de b; verifica (b;,a) = 1. En
particular by

» (bj,c;) = 1 para todo i = 1,...,l Pues si existe p tal que p|b;,
entonces ple; = [b;, bi+1].Ahora como por eleccién de los ¢; tenemos
(ci,e;) = 1 entonces p fec;.Luego (b;,¢;) =1

= (¢i,biy1) =1 para todoi=1,...,l — 1. Igual que el caso anterior.

= (¢;,a) =1 ya que si p|a entonces p|[b;, a] = e;. Ahora como (e, ¢;) =
1 entonces p [q

Luego, a, b1, c1, ba, c2,..., b, ¢ forman un 2] + 1 — ciclo contenido
en G(A)
FIN
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