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Introdu

iónPara elementos 
uadriláteros 
onvexos y p ≥ 1, la estima
ión usual del error para la interpo-la
ión de Lagrange Q1-isoparamétri
a, notada aquí Q, es
‖u−Qu‖Lp(K) + hK |u−Qu|W 1,p(K) ≤ Ch2K |u|W 2,p(K) (0.0.1)donde hK denota el diámetro de K.Se sabe, aunque en el Capítulo 7 se esquematizará la prueba, que la 
onvexidad de K es una
ondi
ión su�
iente para tener la estima
ión

‖u−Qu‖Lp(K) ≤ Ch2K |u|W 2,p(K) (0.0.2)
on C una 
onstante a
otada independientemente de la geometría de K.Sin embargo, para obtener la estima
ión
|u−Qu|W 1,p(K) ≤ ChK |u|W 2,p(K) (0.0.3)
onsidera
iones extras son requeridas sobre la geometría de K a �n de garantizar que la 
onstante

C se en
uentre uniformemente a
otada.La inten
ión de este trabajo es brindar un panorama sobre las 
ondi
iones más débiles 
ono
idashasta el momento; requeridas sobre la geometría deK, que resultan su�
ientes para obtener (0.0.3).Consideramos pertinente 
omenzar nuestro trabajo 
on una breve reseña sobre algunos de losresultados que, a nuestro entender, han sido de gran relevan
ia para esta teoría y que pueden ser
onsiderados 
omo ante
edentes de las 
ondi
iones que son el eje 
entral de este trabajo; a saber, lapropiedad de des
omposi
ión regular y la doble 
ondi
ión del ángulo. Éste es el objeto del Capítulo1. Si bien no es una reseña exhaustiva, resulta su�
iente a nuestros �nes.Bási
amente, los trabajos sobre los 
uales 
entraremos nuestra aten
ión son [2℄ y [4℄, pues esallí (junto a [16℄) dónde se dan las 
ondi
iones menos restri
tivas bajo las 
uales (0.0.3) vale. Adiferen
ia de los trabajos reseñados en el Capítulo 1 y de mu
hos otros trabajos entre los 
ualesnos gustaría desta
ar [16℄, en [2℄ y [4℄ se usa 
omo herramienta 
lave la redu

ión del estudio a unafamilia de elementos de referen
ia. Por este motivo dedi
aremos el Capítulo 2 a introdu
ir di
hafamilia y a simpli�
ar el análisis del error introdu
iendo un interpolante lineal ade
uado tal 
omoen [13℄.El Capítulo 3 es de 
ará
ter té
ni
o y tiene por objeto presentar algunas a
ota
iones par
ialesde un término surgido en la des
omposi
ión del error he
ha en el Capítulo 2.4



Los Capítulos 4 y 5 están destinados a introdu
ir dos de las 
ondi
iones geométri
as menosrestri
tivas bajo las 
uales la estima
ión del error (0.0.3) es válida; a saber, la propiedad de des-
omposi
ión regular (RDP ) y la doble 
ondi
ión del ángulo (DAC). También se presentan allí lasimpli
a
iones ne
esarias a �n de demostrar los prin
ipales teoremas de interpola
ión.En el Capítulo 6 presentamos algunas estima
iones y resultados té
ni
os sobre los términos queapare
en en la des
omposi
ión del error obtenida en el Capítulo 2. Di
hos resultados son dedu
idosde las 
ondi
iones geométri
as introdu
idas en los 
apítulos previos.El Capítulo 7 está destinado a enun
iar y demostrar los prin
ipales teoremas de interpola
iónobtenidos sobre la RDP y la DAC. También se muestra allí, mediante un ejemplo, que algunosde los resultados no pueden relajarse.Finalmente, en el Capítulo 8, presentamos los resultados prin
ipales de [16℄, un trabajo posteriora [4℄, en el 
ual se presentan las llamadas propiedad de des
omposi
ión regular generalizada y nuevapropiedad de des
omposi
ión regular que generalizan, en 
ierto sentido, la RDP ; y que, bajo 
iertopunto de vista, pueden ser 
onsideradas aún más débiles que la RDP y la DAC.
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Capítulo 1Breve reseña.Como men
ionamos en la introdu

ión, el objeto de este 
apítulo es dar una breve reseñasobre algunos de los resultados que, a nuestro entender, han sido de gran relevan
ia respe
toa la estima
ión del error para la interpola
ión de Lagrange sobre elementos 
uadriláteros Q1-isoparamétri
os, y que pueden ser 
onsiderados 
omo ante
edentes de las 
ondi
iones que son eleje de este trabajo.No pretendemos ser exhaustivos en esta reseña, pues dada la diversidad de 
ondi
iones intro-du
idas a lo largo del tiempo y la distinta naturaleza de las mismas, 
ompilar y 
omparar di
has
ondi
iones podría ser el objeto de un trabajo en sí mismo. Con este �n, sugerimos 
onsultar [17℄y los trabajos 
itados a lo largo de estas notas.1.1. La 
ondi
ión de regularidad.Uno de los trabajos pioneros en los 
uales se estudia (0.0.3), es el trabajo de Ciarlet y Raviart[10℄, el 
ual es 
ompilado y re-visitado entre mu
hos otros en [11℄. En di
ho trabajo los autoresprueban que si existen 
onstantes positivas µ1 y µ2 tales que
hK
s

≤ µ1 (1.1.1)donde s y hK denotan la longitud del lado más 
orto de K y su diámetro, respe
tivamente; yademás
| cos(θ)| ≤ µ2 < 1 (1.1.2)para todo ángulo θ interior a K, enton
es (0.0.3) vale 
on una 
onstante C que sólo depende de

µ1 y µ2.Notemos que las 
ondi
iones (1.1.1) y (1.1.2) impiden que una familia de 
uadriláteros degenereen un triángulo. En efe
to, (1.1.1) no permite que el lado más 
orto de 
ada elemento de la familiatienda a 
ero, mientras que (1.1.2), no permite que los ángulos interiores estén 
er
a de 0 ni de
π. Como 
onse
uen
ia inmediata del he
ho que los ángulos interiores de un 
uadrilátero esténlejos de π, resulta que ningún vérti
e del 
uadrilátero puede estar 
er
a del segmento determinadopor los vérti
es adya
entes1. Esto impide que la familia de 
uadriláteros degenere en un triángulopor el alineamiento de dos lados adya
entes. Teniendo presente esta observa
ión introdu
imos la1A de
ir verdad, en esta frase deberíamos de
ir una `familia de 
uadriláteros' en lugar de `
uadrilátero'; ya que,6



siguiente de�ni
ión 
on el objeto de simpli�
ar la le
tura y 
onvenir la nota
ión a usar, ya queharemos referen
ia a la misma en repetidas o
asiones a lo largo del trabajo.De�ni
ión 1.1.1 Diremos que un 
uadrilátero K (resp. un triángulo T ) satisfa
e la 
ondi
ión delángulo máximo (maximum angle 
ondition) 
on 
onstante ψ < π, o simplemente MAC(ψ), si losángulos interiores de K (resp. T ) son menores o iguales a ψ.Por ejemplo, la familia de 
uadriláteros 
onvexos J 
uyos vérti
es son (0, 0), (1, 0), (a, a) y
(0, 1), donde a ∈ (12 , 1), no veri�
a MAC(ψ) para ninguna 
onstante 0 < ψ < π. En efe
to, altomar valores de a su�
ientemente 
er
a de 1

2 es fá
il mostrar que el ángulo 
orrespondiente alvérti
e (a, a) se en
uentra tan 
er
a de π 
omo se quiera (ver el Ejemplo 4.0.2 para más detalle).Mientras que la familia F de 
uadriláteros 
uyos vérti
es son (0, 0), (1, 0), (1 − a, a) y (0, a) 
on
a ∈ (0, 1), sí posee la propiedad del ángulo máximo; más aún, los ángulos interiores de 
ualquier
uadrilátero pertene
iente a F son 
onstantes.Como ya hemos señalado, las 
ondi
iones (1.1.1) y (1.1.2) impiden que una familia de 
uadri-láteros degenere en un triángulo. No obstante, algunos resultados han sido obtenidos para algunasfamilias de este tipo. En lo que sigue trataremos de brindar un somero panorama al respe
to.Para 
omenzar, y siguiendo de 
er
a la de�ni
ión dada por algunos autores, entre los 
ualesen
ontramos, por ejemplo, a Brenner y S
ott [9℄; diremos que una familia de elementos 
uadriláteros
T es no degenerada, o que posee la 
ondi
ión no degenerativa (non-degenerate 
ondition) si existeuna 
onstante positiva σ para la 
ual se veri�que, 
ualquiera sea K ∈ T ,

hK
ρK

≤ σ (1.1.3)donde ρK denota al supremo de los diámetros de las bolas 
ontenidas en K. Cuando esto su
eda,ha
iendo abuso del lenguaje, diremos que K es no degenerado.En mu
hos textos la 
ondi
ión no degenerativa es también llamada 
ondi
ión de regularidad(regularity 
ondition). Aunque para autores 
omo Ciarlet y Raviart [11℄, es ne
esario un reque-rimiento extra. A saber, Ciarlet y Raviart estable
en que una familia de elementos T = {K} esregular si 
umple (1.1.3) y, además, los diámetros hK tienden a 
ero (
on el objeto de evitarintrodu
ir nuevas letras, K es visto aquí 
omo un parámetro de la familia T ).Dado que en la prá
ti
a di
ho requerimiento extra es deseable y generalmente satisfe
ho, talvez sea asumido implí
itamente y esto explique la sútil diferen
ia en 
uanto a las de�ni
iones.Nosotros, habiendo dejado 
laro este punto, usaremos indistintamente los términos no degeneradoy regular.Notemos que para 
uadriláteros 
onvexos, (1.1.1) junto a (1.1.2) impli
an (1.1.3) (más aún,en [13℄ se estable
e que σ = µ1(1 − µ22)
−1/2 sirve). Sin embargo, la impli
a
ión re
ípro
a no esne
esariamente 
ierta; aún relajando la 
ondi
ión (1.1.2), tal 
omo puede apre
iarse si se 
onsiderala familia F .�jado un 
uadrilátero, sus ángulos interiores son 
onstantes y por lo tanto siempre se en
uentran lejos de π. Sinembargo, ha
er esto mu
has ve
es 
ompli
a la es
ritura y no es más que una 
uestión semánti
a, por lo que haremoseste abuso de lenguaje en repetidas o
asiones. 7



En este sentido podemos de
ir que la 
ondi
ión de regularidad es una 
ondi
ión más débil que(1.1.1) y (1.1.2).Más aún, la 
ondi
ión de regularidad permite que una familia de 
uadriláteros degenere en untriángulo, por ejemplo, 
onsidérese la familia de 
uadriláteros F des
rita anteriormente.Bási
amente, (1.1.3) estable
e que el diámetro de un 
uadrilátero 
onvexo K sea 
omparable aldiámetro de la bola más grande 
ontenida en el. Esto, en el plano geométri
o, permite que la familiade 
uadriláteros pueda degenerar en un triángulo pero impide que los elementos sean demasiadoestre
hos. En efe
to, si un elemento es estre
ho enton
es su diámetro es 
onsiderablemente máslargo que el diámetro de 
ualquier bola 
ontenida en el. Para gra�
ar este he
ho, puede resultar útil
onsiderar la familia de paralelogramos de vérti
es (cos(α)−1,− sen(α)), (1, 0), (1−cos(α), sen(α))y (−1, 0), donde α ∈ (π2 , π).Re
apitulando, la 
ondi
ión de regularidad es una 
ondi
ión geométri
a más débil que la dadapor Ciarlet y Raviart; por lo que resulta natural preguntarse si di
ha 
ondi
ión resulta su�
ientepara obtener (0.0.3). La respuesta es positiva. Po
o tiempo después de la publi
a
ión del trabajode Ciarlet y Raviart, Jamet prueba en [13℄ que la estima
ión (0.0.3) es válida bajo la 
ondi
iónno degenerativa. Es de
ir, logra demostrar la estima
ión del error de interpola
ión para elementos
uadriláteros que pueden degenerar en triángulos.Por otra parte, en [8℄ se prueba que para elementos triangulares, la 
ondi
ión del ángulo máximoresulta su�
iente para (0.0.3) y también ne
esaria en 
ierto sentido. Este es uno de los primerosresultados sobre la estima
ión del error para elementos anisotrópi
os, es de
ir, para elementos queno satisfa
en (1.1.3).Este tipo de resultados ha sido generalizado en diversas dire

iones, in
luyendo elementosde grados superiores, dimensiones más grandes y diferentes tipos de interpola
iones (sugerimos
onsultar [1, 5, 6, 7, 12, 15, 19℄ para más detalle).1.2. Elementos 
uadriláteros anisotrópi
os.Uno de los primeros resultados en 
uanto a la estima
ión del error para elementos 
uadriláterosanisotrópi
os se debe a Zenisek y Vanmaele. Por ejemplo, en [22℄, estos autores prueban el teoremade interpola
ión para dos familias de 
uadriláteros 
onvexos, la primera 
orresponde, bási
amente,a 
uadriláteros 
uyos lados más largos son opuestos y paralelos, y la longitud del lado más 
ortose en
uentra a
otada por hK/(2n) 
on n ≥ 6. Mientras que la segunda familia 
omprende, a
uadriláteros 
uyos lados más largos son opuestos, el par de lados más 
ortos tienen su longituda
otada por hK/(2n) 
on n ≥ 6 y; denotando por l al lado más largo del 
uadrilátero y por P , P ′a los vérti
es de K no pertene
ientes a l, la propor
ión entre las distan
ias dist(P, l)/dist(P ′, l) seen
uentra entre 1/2 y 1. En [21℄, las familias de 
uadriláteros son similares a las del segundo tipore
ién des
rito, aunque algunos requerimientos son levemente mejorados.Si bien las 
ondi
iones requeridas a estas familias de 
uadriláteros pueden resultar bastanterestri
tivas, dan lugar a que la 
ondi
ión no degenerativa pueda no 
umplirse, por lo que efe
tiva-mente 
onstituye un resultado válido para elementos anisotrópi
os.Por otro lado, Apel muestra en [6℄ que para re
tángulos, de lados paralelos a los ejes, valela llamada estima
ión anisotrópi
a (también 
ono
ida 
omo del tipo Jamet o tipo Synge) la 
ual8



estable
e lo siguiente:
|u−Qu|H1(K) ≤ C

{

h1

∥

∥

∥

∥

∂

∂x1
∇u
∥

∥

∥

∥

L2(K)

+ h2

∥

∥

∥

∥

∂

∂x2
∇u
∥

∥

∥

∥

L2(K)

}

, (1.2.1)donde h1 y h2 denotan las medidas del elemento en las dire

iones x1 y x2, respe
tivamente.Cabe señalar que esta estima
ión es más sútil que (0.0.3), 
onsiderando p = 2 obviamente,puesto que (0.0.3) sigue de inmediato de (1.2.1) ya que
h1, h2 ≤ hK y ∥

∥

∥

∥

∂

∂x1
∇u
∥

∥

∥

∥

L2(K)

,

∥

∥

∥

∥

∂

∂x2
∇u
∥

∥

∥

∥

L2(K)

≤ |u|H2(K).En el mismo trabajo, Apel muestra que la estima
ión anisotrópi
a también puede obtenersepara 
ierta 
lase de elementos subparamétri
os. Con
retamente, en el 
aso 
onsiderado por Apel,el término subparamétri
o ha
e referen
ia a 
uadriláteros que se obtienen desde el elemento dereferen
ia mediante transforma
iones que son el resultado de pequeñas perturbar
iones de mapeosa�nes por fun
iones bilineales (esto impli
a que los elementos 
onsiderados son pequeñas pertur-ba
iones de re
tángulos). En general, el término subparamétri
o es usado para dar 
uenta que loselementos 
onsiderados son obtenidos a partir de un elemento de referen
ia mediante transforma-
iones que impli
an un sub
onjunto de las llamadas fun
iones forma (shape fun
tions). Cuando latransforma
ión, a partir del elemento de referen
ia, se 
onstruye usando todo el 
onjunto de lasfun
iones forma (que generan mapeos invertibles) se utiliza el término isoparamétri
o.Respe
to a elementos 
uadriláteros anisotrópi
os 
onvexos generales, los resultados men
iona-dos pueden 
onsiderarse 
omo los más relevantes antes de los trabajos [2℄ y [4℄.En estos trabajos se presentan 
ondi
iones geométri
as bajo las 
uales la estima
ión del error(0.0.3) es válida; y que resultan lo su�
ientemente laxas para que las familias de 
uadriláterosmen
ionadas en nuestra reseña, y en la literatura previa, se en
uentren 
ontemplados. Di
ho deotra forma, en [2℄ y [4℄ se presentan 
ondi
iones más débiles que las 
ono
idas previamente bajo las
uales la estima
ión del error para la interpola
ión de Lagrange es válida 
onsiderando elementos
uadriláteros anisotrópi
os 
onvexos.Como ya men
ionamos, el objeto prin
ipal de este trabajo es presentar di
has 
ondi
iones.Sin embargo, antes de presentar las mismas, y teniendo en 
uenta que la redu

ión a una familiade elementos de referen
ia es una herramienta 
lave en los trabajos [2℄ y [4℄, presentamos di
ha
on�gura
ión en la próxima se

ión al mismo tiempo que introdu
imos par
ialmente la nota
ión ausar.

9



Capítulo 2Los elementos de referen
ia.Parte de la té
ni
a usada en [2℄ y [4℄ para probar la estima
ión del error, es redu
ir el estudioa una familia de elementos llamados elementos de referen
ia. En esta se

ión presentamos di
hoselementos e introdu
imos parte de la nota
ión que adoptaremos a lo largo del trabajo.El te
ni
ismo de mostrar que, bajo 
iertas 
ondi
iones, efe
tivamente es posible redu
ir el es-tudio a estas 
on�gura
iones parti
ulares es el objeto de los próximos 
apítulos.2.1. De�ni
iones y nota
iones.Para un 
uadrilátero 
onvexo general K, M1, M2, M3 y M4, denotan sus vérti
es dispuestosen sentido antihorario. En parti
ular, 
uando un vérti
e de K se en
uentre ubi
ado en el origen(suposi
ión que podemos asumir siempre, puesto que es posible lograr esto a través de movimientosrígidos en el plano) usaremos M1 para denotarlo.Dados a, b, ã, b̃ > 0, denotaremos por K(a, b, ã, b̃) al 
uadrilátero 
onvexo 
uyos vérti
es son:
M1 = (0, 0), M2 = (a, 0), M3 = (ã, b̃) y M4 = (0, b).En parti
ular, K̂ = K(1, 1, 1, 1) es el 
uadrado unitario de referen
ia y sus vérti
es son notados
on M̂i, 1 ≤ i ≤ 4.La familia de estos 
uadriláteros es la 
on�gura
ión de referen
ia a la que ha
íamos men
ión y
on la 
ual trabajaremos.Usualmente usaremos la variable x̂ sobre K̂ y x sobre K; y 
uando no haya riesgo de 
onfusióntambién usaremos (x, y) ∈ K y (x̂, ŷ) ∈ K̂.Con motivo de de�nir los elementos isoparamétri
os sobre K, 
onsideramos la transforma
ión

FK : K̂ → K dada por
FK(x̂, ŷ) =

4
∑

i=1

Miφ̂i(x̂, ŷ),donde, para 
ada i, φ̂i es la fun
ión bilineal bási
a aso
iada al vérti
e M̂i. Esto es
φ̂1(x̂, ŷ) = (1− x̂)(1 − ŷ), φ̂2(x̂, ŷ) = x̂(1− ŷ), φ̂3(x̂, ŷ) = x̂ŷ y φ̂4(x̂, ŷ) = (1− x̂)ŷ10



ya que φ̂i(M̂j) = δji .Las fun
iones bási
as sobre K, en general no bilineales, están de�nidas por
φi(x, y) = φ̂i(F

−1
K (x, y));y el operador de interpola
ión Q1-isoparamétri
o Q sobre K está de�nido por

Qu(x, y) = Q̂û(x̂, ŷ)donde (x, y) = FK(x̂, ŷ) y Q̂ es la interpola
ión bilineal de Lagrange de û = u ◦ FK sobre K̂.2.2. Compara
ión del error bajo mapeos a�nes.Con el objeto de a
otar el error de interpola
ión para un 
uadrilátero K dado, 
onstruiremosoportunamente, una transforma
ión afín L que aplique K en un elemento del tipo K(a, b, ã, b̃). Enel siguiente lema se estable
en algunas 
ondi
iones sobre L, bajo las 
uales es posible 
omparar elerror en ambos elementos.Lema 2.2.1 Sean K y K dos elementos 
uadriláteros, y sea L : K → K una transforma
ión afín
L(x) = Bx + p. Asumamos que L(K) = K, κ(B) ≤ C y det(B) = 1, donde κ es el número de
ondi
ión de B en la norma eu
lídea. Si Q es la interpola
ión isoparamétri
a sobre K y u = u◦L−1enton
es existen 
onstante positivas C1 y C2 que dependen úni
amente de C tal que para 
ualquier
p ≥ 1 valen

C1|u−Qu|W 1,p(K) ≤ |u−Qu|W 1,p(K) ≤ C2|u−Qu|W 1,p(K)y,
C1|u|W 2,p(K) ≤ |u|W 2,p(K) ≤ C2|u|W 2,p(K) .Demostra
ión. Por la de�ni
ión de interpola
ión isoparamétri
a tenemos

Qu(x) = Q̂û(F−1
K (x)) y Qu(x) = Q̂û(F−1

K
(x)) ,donde x denota la variable sobre K.Dado que L es una transforma
ión afín, no es difí
il mostrar que

FK = L ◦ FKy así
Qu(x) = Qu(x).Luego, el lema sigue planteando las integrales 
orrrespondientes y usando regla de la 
adenajunto a la fórmula de 
ambio de variables.

11



2.3. Des
omposi
ión del error.Asumiendo que la transforma
ión afín entre K y un elemento de referen
ia puede ser 
onstruíday veri�
a las 
ondi
iones requeridas en el Lema 2.2.1 (un he
ho sobre el 
ual nos 
on
entraremos enlos Capítulos 4 y 5) podemos suponer que nuestro elemento K es, en realidad, del tipo K(a, b, ã, b̃)para 
iertas 
onstantes a, b, ã y b̃.Por otro lado, siguiendo parte de la té
ni
a usada en [13℄ y [2℄, podemos des
omponer el erroren la siguiente forma:
|u−Qu|W 1,p(K) ≤ |u−Πu|W 1,p(K) + |Πu−Qu|W 1,p(K)donde Π es el P1-operador de interpola
ión de Lagrange aso
iado a los vérti
es M1 = (0, 0),

M2 = (a, 0) yM4 = (0, b) (i.e., Πu es una fun
ión afín que 
oin
ide 
on u sobre estos tres vérti
es).Más aún, dado que Πu−Qu pertene
e al espa
io de elementos �nitos isoparamétri
os y se anulaen M1, M2 y M4, sigue que
(Πu−Qu)(x) = (Πu− u)(M3)φ3(x)(re
ordemos que φ3 es la fun
ión bási
a 
orrespondiente a M3).Por lo tanto,

|u−Qu|W 1,p(K) ≤ |u−Πu|W 1,p(K) + |(Πu− u)(M3)||φ3|W 1,p(K) (2.3.1)y así, para obtener una estima
ión del error de interpola
ión, es su�
iente estimar los dos términosdel lado dere
ho.Este he
ho, junto a la 
onstru

ión de la transforma
ión afín L, es el eje 
entral de los próximos
in
o 
apítulos.

12



Capítulo 3Cotas par
iales de |φ3|W 1,p(K).En el apartado 2.3 vimos que para a
otar el error de interpola
ión, basta (entre otras 
osas)a
otar |φ3|W 1,p(K). Por este motivo dedi
amos este 
apítulo a obtener algunas 
otas par
iales deeste término.Preferimos presentar estos resultados antes de introdu
ir 
ondi
ión alguna sobre K, 
on elobjeto de desta
ar que las estima
iones aquí obtenidas son válidas para un 
uadrilátero 
onvexo
ualquiera.3.1. De�ni
ión de Ip y dependen
ia de |φ3|W 1,p(K) respe
to a Ip.Como ya hemos señalado previamente supondremos que el elemento K es del tipo K(a, b, ã, b̃).Oportunamente justi�
aremos 
on rigurosidad tal suposi
ión.Por el momento, 
omen
emos analizando el Ja
obiano de la transforma
ión FK : [0, 1]2 = K̂ →
K de�nida por

FK(x̂, ŷ) = (ax̂(1− ŷ) + ãx̂ŷ , bŷ(1− x̂) + b̃x̂ŷ) = (x, y). (3.1.1)Tenemos
DFK(x̂, ŷ) =

(

a+ ŷ(ã− a) x̂(ã− a)

ŷ(b̃− b) b+ x̂(b̃− b)

)y, por lo tanto,
JK := detDFK(x̂, ŷ) = ab(1 + x̂(b̃/b− 1) + ŷ(ã/a− 1)). (3.1.2)Observemos que 
omo K es 
onvexo, se tiene JK > 0 en el interior de K̂. En efe
to, dadoque JK es una fun
ión afín es su�
iente veri�
ar que es positiva en alguno de los vérti
es de

K̂ y no negativa en el resto de los vérti
es. La positividad en M̂1 = (0, 0) es trivial puesto que
JK(0, 0) = ab > 0, 
omo lo son la no negatividad en M̂2 y M̂4 ya que JK(1, 0) = ab̃ ≥ 0 y
JK(0, 1) = ãb ≥ 0.Por otro lado, 
omo K es 
onvexo, (ã, b̃) se en
uentra por en
ima de la diagonal M2M4 (i.e,por en
ima del segmento de re
ta y = b

a(a− x)). En 
onse
uen
ia,
b̃ ≥ b

a
(a− ã)13



o, equivalentemente,
ab̃+ bã− ab ≥ 0.Por lo tanto,

JK(1, 1) = ab(b̃/b+ ã/a− 1) ≥ 0. (3.1.3)Por otro lado, dado que φ3(x, y) = φ̂3(x̂, ŷ) = x̂ŷ donde (x, y) = FK(x̂, ŷ), sigue que
x̂ =

∂φ̂3
∂ŷ

=
∂φ3
∂x

(x, y)
∂x

∂ŷ
(x̂, ŷ) +

∂φ3
∂y

(x, y)
∂y

∂ŷ
(x̂, ŷ)

=
∂φ3
∂x

(FK(x̂, ŷ))(x̂(ã− a)) +
∂φ3
∂y

(FK(x̂, ŷ))(b + x̂(b̃− b))

=

(

∂φ3
∂x

◦ FK
)

(x̂, ŷ)(x̂(ã− a)) +

(

∂φ3
∂y

◦ FK
)

(x̂, ŷ)(b+ x̂(b̃− b))y, también̂
y =

∂φ̂3
∂x̂

=
∂φ3
∂x

(x, y)
∂x

∂x̂
(x̂, ŷ) +

∂φ3
∂y

(x, y)
∂y

∂x̂
(x̂, ŷ)

=
∂φ3
∂x

(FK(x̂, ŷ))(a + ŷ(ã− a)) +
∂φ3
∂y

(FK(x̂, ŷ))(ŷ(b̃− b))

=

(

∂φ3
∂x

◦ FK
)

(x̂, ŷ)(a+ ŷ(ã− a)) +

(

∂φ3
∂y

◦ FK
)

(x̂, ŷ)(ŷ(b̃− b)).Es de
ir,




x̂

ŷ



 =





x̂(ã− a) b+ x̂(b̃− b)

a+ ŷ(ã− a) ŷ(b̃− b)













(

∂φ3
∂x

◦ FK
)

(x̂, ŷ)
(

∂φ3
∂y

◦ FK
)

(x̂, ŷ)









.En 
onse
uen
ia,








(

∂φ3
∂x

◦ FK
)

(x̂, ŷ)
(

∂φ3
∂y

◦ FK
)

(x̂, ŷ)









= − 1

JK(x̂, ŷ)





ŷ(b̃− b) −b− x̂(b̃− b)

−a− ŷ(ã− a) x̂(ã− a)









x̂

ŷ



de donde siguen 14



(

∂φ3
∂x

◦ FK
)

(x̂, ŷ) = bŷ/JK(x̂, ŷ)y,
(

∂φ3
∂y

◦ FK
)

(x̂, ŷ) = ax̂/JK(x̂, ŷ).Por lo tanto, usando (3.1.2), y ha
iendo un 
ambio de variables, se tiene
∥

∥

∥

∂φ3
∂x

∥

∥

∥

p

Lp(K)
=

∫

K

∣

∣

∣

∣

∂φ3
∂x

∣

∣

∣

∣

p

dxdy

=

∫

FK(K̂)

∣

∣

∣

∣

∂φ3
∂x

∣

∣

∣

∣

p

dxdy

=

∫

K̂

∣

∣

∣

∣

∂φ3
∂x

◦ FK
∣

∣

∣

∣

p

JK(x̂, ŷ) dx̂dŷ

=

∫ 1

0

∫ 1

0

bŷp

ap−1(1 + x̂(b̃/b− 1) + ŷ(ã/a− 1))p−1
dx̂ dŷ

(3.1.4)
y, de manera análoga,

∥

∥

∥

∂φ3
∂y

∥

∥

∥

p

Lp(K)
=

∫ 1

0

∫ 1

0

ax̂p

bp−1(1 + x̂(b̃/b− 1) + ŷ(ã/a− 1))p−1
dx̂ dŷ . (3.1.5)En 
onse
uen
ia, llamando

Ip(a, b, ã, b̃) :=

∫ 1

0

∫ 1

0

1

(1 + x̂(b̃/b− 1) + ŷ(ã/a− 1))p−1
dx̂ dŷ (3.1.6)tenemos

∥

∥

∥

∂φ3
∂x

∥

∥

∥

p

Lp(K)
≤ b

ap−1
Ip(a, b, ã, b̃) (3.1.7)y,

∥

∥

∥

∂φ3
∂y

∥

∥

∥

p

Lp(K)
≤ a

bp−1
Ip(a, b, ã, b̃). (3.1.8)3.2. A
ota
iones par
iales de Ip.En 
onsidera
ión a (3.1.7) y (3.1.8), para 
ontrolar |φ3|W 1,p(K) basta a
otar Ip(a, b, ã, b̃) donde

a, b, ã y b̃ son 
onstantes positivas que satisfa
en (3.1.3).En el Lema 3.2.1 se logra esto para el 
aso p = 2. Como veremos en breve, el Lema 3.2.1 seráre-demostrado en el Lema 3.2.2, a lo que 
abe preguntarse a
er
a del interés por resaltar este 
asoparti
ular.Son varias las razones para desta
ar este 
aso; ya sea por la simpli
idad de su prueba 
omo porel rol que tuvo en la motiva
ión de la teoría que estamos abordando. Una razón más profunda es15



que a
otar I2 permite estimar, al menos par
ialmente, |φ3|W 1,2(K) = |φ3|H1(K); y, oportunamente,mostraremos que tener a
otado |φ3|H1(K) permite obtener una 
ota de |φ3|W 1,p(K) para p en 
iertorango, a saber 1 ≤ p < 2.Lema 3.2.1 Sean a, b, ã, b̃ > 0 tales que b̃/b+ ã/a− 1 > 0. Enton
es la integral I2 = I2(a, b, ã, b̃)satisfa
e:(1) Si b̃/b ≤ 1 y ã/a ≤ 1, enton
es I2 ≤ 1

b̃/b+ ã/a− 1
;(2) Si b̃/b ≤ 1 y ã/a > 1, enton
es I2 ≤ mı́n

{

(ã/a) ln(ã/a) + 1

(1− b̃/b)(ã/a− 1)
,
b

b̃

};(3) Si b̃/b > 1 y ã/a ≤ 1, enton
es I2 ≤ mı́n

{

(b̃/b) ln(b̃/b) + 1

(1− ã/a)(b̃/b− 1)
,
a

ã

};(4) Si b̃/b ≤ 1 y ã/a ≤ 1, enton
es I2 ≤ 1donde en (2) (resp. (3)) se entiende que el mínimo es b/b̃ (resp. a/ã) 
uando b̃/b = 1 (resp.
ã/a = 1).Demostra
ión.(1) Dado que 0 ≤ x̂, ŷ ≤ 1 y b̃/b ≤ 1, ã/a ≤ 1 resulta

1

1 + x̂(b̃/b− 1) + ŷ(ã/a− 1)
≤ 1

b̃/b+ ã/a− 1
.En 
onse
uen
ia,

I2 =

∫ 1

0

∫ 1

0

1

1 + x̂(b̃/b− 1) + ŷ(ã/a− 1)
dx̂dŷ

≤
∫ 1

0

∫ 1

0

1

b̃/b+ ã/a− 1
dx̂dŷ =

1

b̃/b+ ã/a− 1y así (1) queda probado.
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(2) Integrando respe
to a la variable x̂ tenemos
I2 =

1

1− b̃/b

∫ 1

0

{

ln(1 + ŷ(ã/a− 1)) − ln(b̃/b+ ŷ(ã/a− 1))
}

dŷ

=
1

(1− b̃/b)(ã/a− 1)

{

∫ ã/a

1
ln(z) dz −

∫ b̃/b+ã/a−1

b̃/b
ln(z) dz

}

=
1

(1− b̃/b)(ã/a− 1)

{

ã

a
ln

(

ã

a

)

− ã

a
+ 1 +

∫ b̃/b+ã/a−1

b̃/b
(− ln(z)) dz

}

≤ 1

(1− b̃/b)(ã/a− 1)

{

ã

a
ln

(

ã

a

)

+

∫ b̃/b+ã/a−1

b̃/b
(− ln(z)) dz

}

≤ (ã/a) ln(ã/a) + 1

(1− b̃/b)(ã/a− 1)
,donde, en la ante-última desigualdad, hemos usado que 1 − ã/a < 0; mientras que en laúltima desigualdad usamos

∫ b̃/b+ã/a−1

b̃/b
(− ln(z)) dz ≤

∫ 1

0
(− ln(z)) dz ≤ 1puesto que b̃/b ≤ 1.Por otro lado, dado que ã/a > 1 e 0 ≤ ŷ ≤ 1 resulta

1 + x̂(b̃/b− 1) + ŷ(ã/a− 1) ≥ 1 + x̂(b̃/b− 1),por lo que
I2 ≤

∫ 1

0

∫ 1

0

1

1 + x̂(b̃/b− 1)
dx̂dŷ =

ln(b̃/b)

b̃/b− 1
.Usando ahora que b̃/b ≤ 1 junto al he
ho t ln(t)

t−1 ≤ 1, 0 ≤ t ≤ 1, en la última desigualdadobtenida, sigue que
I2 ≤

b

b̃
.Así termina la prueba de (2).(3) Sigue de la parte (2) inter
ambiando los roles de a, ã, y b, b̃, respe
tivamente.(4) Bajo las hipótesis b̃/b ≤ 1 y ã/a ≤ 1 sigue que

1 + x̂(b̃/b− 1) + ŷ(ã/a− 1) ≥ 1y enton
es (4) se 
on
luye inmediatamente.17



Finalizamos este 
apítulo enun
iando y probando el Lema 3.2.2, el 
ual sigue en la línea dellema previo y lo generaliza. Allí se presentan a
ota
iones de Ip para 2 ≤ p < 3.Con motivo de simpli�
ar la nota
ión y ha
er más legible di
ho resultado, presentamos previa-mente la siguiente observa
ión:Observa
ión 3.2.1 Para 
ualquier 2 < p < 3, y t > 0 de�nimos
ηp(t) =















t3−p − t

(p− 2)(1 − t)
si t > 0, t 6= 1

1 si t = 1

.Notemos que, para 
ada t 6= 1, ĺım
p→2

ηp(t) =
t ln(t)

t− 1
lo que justi�
a la de�ni
ión

η2(t) =















t ln(t)

t− 1
si t > 0, t 6= 1

1 si t = 1

.Un 
ál
ulo simple muestra que ηp es una fun
ión 
re
iente de t para 
ualquier 2 ≤ p < 3.Además,
0 ≤ ηp(t) ≤ máx{1, t}. (3.2.1)Lema 3.2.2 Sean 2 ≤ p < 3 y a, b, ã, b̃ > 0 tales que b̃/b + ã/a − 1 > 0. Enton
es, la integral

Ip = Ip(a, b, ã, b̃) de�nida en (3.1.6) satisfa
e(1) Si b̃/b ≤ 1 y ã/a ≤ 1 enton
es, Ip ≤ 1

(b̃/b+ ã/a− 1)p−1
;(2) Si b̃/b ≤ 1 y ã/a > 1 enton
es, Ip ≤ 1

3− p
mı́n

{

µp(ã/a)

(1− b̃/b)(ã/a− 1)
,
b

b̃

};(3) Si b̃/b > 1 y ã/a ≤ 1 enton
es, Ip ≤ 1

3− p
mı́n

{

µp(b̃/b)

(1− b̃/b)(ã/a− 1)
,
a

ã

};(4) Si b̃/b > 1 y ã/a > 1 enton
es, Ip ≤ 1donde en (2) se debe entender que el mínimo es b/b̃ 
uando b̃/b = 1 y análogamente en (3). Además,
µp(t) = (t− 1)ηp(t) + 1
on t ≥ 1 y ηp de�nido en la Observa
ión 3.2.1.Demostra
ión.(1) Dado que b̃/b ≤ 1, ã/a ≤ 1; y 0 ≤ x̂, ŷ ≤ 1, sigue que
1

(1 + x̂(b̃/b− 1) + ŷ(ã/a− 1))p−1
≤ 1

(b̃/b+ ã/a− 1)p−1
.18



Por lo tanto,
Ip =

∫ 1

0

∫ 1

0

1

(1 + x̂(b̃/b− 1) + ŷ(ã/a− 1))p−1
dx̂dŷ

≤
∫ 1

0

∫ 1

0

1

(b̃/b+ ã/a− 1)p−1
dx̂dŷ =

1

(b̃/b+ ã/a− 1)p−1y así (1) queda probado.(2) Para 2 < p < 3 un 
ál
ulo dire
to muestra que
Ip =

1

(3− p)(p− 2)

1 +
(

ã
a +

b̃
b − 1

)3−p
−
(

ã
a

)3−p −
(

b̃
b

)3−p

(

ã
a − 1

)

(

1− b̃
b

) . (3.2.2)Con motivo de a
otar esta expresión de�nimos
IIp =

1 +
(

ã
a +

b̃
b − 1

)3−p
−
(

ã
a

)3−p −
(

b̃
b

)3−p

p− 2
(3.2.3)notemos ahora que podemos re-es
ribir esto de la siguiente manera

IIp =

(

1−
(

ã

a
+
b̃

b
− 1

))

ηp

(

ã

a
+
b̃

b
− 1

)

+

(

ã

a
− 1

)

ηp

(

ã

a

)

+

(

b̃

b
− 1

)

ηp

(

b̃

b

)donde ηp ha sido de�nida en la Observa
ión 3.2.1.Ahora, dado que 0 ≤ ηp(t) y b̃
b ≤ 1, sabemos que el último término de IIp es negativo,enton
es

IIp ≤
(

1−
(

ã

a
+
b̃

b
− 1

))

ηp

(

ã

a
+
b̃

b
− 1

)

+

(

ã

a
− 1

)

ηp

(

ã

a

)

.De (3.2.1) se dedu
e fá
ilmente que (1− t)ηp(t) ≤ 1 para 
ualquier t ≥ 0, y enton
es
IIp ≤ 1 +

(

ã

a
− 1

)

ηp

(

ã

a

)

= µp

(

ã

a

)

.Así, de (3.2.2), (3.2.3) y de la desigualdad previa se tiene
Ip =

IIp

(3− p)(ã/a− 1)(1 − b̃/b)
≤ µp(ã/a)

(3− p)(ã/a− 1)(1 − b̃/b)
. (3.2.4)Por otro lado, dado que ã/a ≥ 1, b̃/b ≤ 1, y η(t) ≤ 1 para 0 ≤ t ≤ 1,

Ip ≤
∫ 1

0

∫ 1

0

1

(1 + x̂(b̃/b− 1))p−1
dx̂ dŷ

=

(

b̃
b

)2−p
− 1

(2− p)
(

b̃
b − 1

) =
b

b̃
ηp

(

b̃

b

)

≤ b

b̃
.

(3.2.5)
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Luego, para 2 < p < 3, (2) sigue de (3.2.4) y (3.2.5) observando que 1 ≤ 1
3−p .El 
aso p = 2 sigue tomando p → 2 en (3.2.4) y (3.2.5), obteniendo la misma 
ota que ladada en el Lema 3.2.1.(3) Sigue 
omo en la parte (2) inter
ambiando los roles de a, ã y b, b̃, respe
tivamente.(4) Bajo estas hipótesis sigue inmediatamente que 1 + x̂(b̃/b − 1) + ŷ(ã/a − 1) ≥ 1 y enton
es(4) sigue fá
ilmente.Hasta aquí hemos introdu
ido 
ierta 
on�gura
ión de referen
ia y hemos hallado algunas 
otaspar
iales basados en estos elementos parti
ulares.Los siguientes 
apítulos tienen por objeto no solo justi�
ar y formalizar este enfoque, sinotambién introdu
ir las 
ondi
iones geométri
as sobre K ne
esarias para que la estima
ión del errorde interpola
ión sea válida.
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Capítulo 4La propiedad de des
omposi
ión regular.El objetivo de esta se

ión es introdu
ir una 
ondi
ión sobre la geometría de K, que resultasu�
iente para garantizar la estima
ión
|u−Qu|W 1,p(K) ≤ ChK |u|W 2,p(K) (4.0.1)al menos para p en 
ierto rango.La 
ondi
ión a la 
ual nos referimos es la llamada propiedad de des
omposi
ión regular (regularde
omposition property, o simplemente, RDP ), di
ha 
ondi
ión es introdu
ida en [2℄ y usada allípara probar (4.0.1) 
uando p = 2.Por este motivo nos pare
e pertinente introdu
ir di
ha 
ondi
ión enfatizando la motiva
ión del
itado trabajo, y apelando al estudio de los ejemplos allí men
ionados.Dado que, al menos para p = 2, (4.0.1) vale uniformemente para 
uadriláteros que degeneranen un triángulo �regular� (i.e. un triángulo para el 
ual se veri�
a la 
ondi
ión no degenerativade�nida en el Capítulo 1), podríamos pensar que también resulta válida para 
uadriláteros quedegeneren en un triángulo que veri�que la 
ondi
ión del ángulo máximo (también de�nida en elCapítulo 1).Sin embargo, el siguiente ejemplo muestra que esto no es 
ierto.Ejemplo 4.0.1 Sobre K = K(1, a, a, a), 
on 0 < a < 1, tomemos u(x, y) = x2.Comen
emos señalando que a medida que a se va ha
iendo más 
hi
o, K tiende a un triángulore
tángulo que veri�
a la 
ondi
ión del ángulo máximo.
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Figura: Representa
ión del elemento K(1, a, a, a).No es difí
il hallar una expresión explí
ita para la interpola
ión. En efe
to, notemos que laapli
a
ión FK : K̂ → K está dada por
FK(x̂, ŷ) = (x̂(ŷ(a− 1) + 1), aŷ) = (x, y) (4.0.2)y, en 
onse
uen
ia,

û(x̂, ŷ) = (u ◦ FK)(x̂, ŷ) = x̂2(ŷ(a− 1) + 1)2 .Luego, 
omo
û(0, 0) = 0, û(1, 0) = 1, û(1, 1) = a2 y û(0, 1) = 0,sigue que

Q̂û(x̂, ŷ) = x̂(1− ŷ) + a2x̂ŷ . (4.0.3)Enton
es, usando (4.0.2) y (4.0.3) junto a la de�ni
ión de interpola
ión isoparamétri
a, obte-nemos
Qu(x, y) =

x(1 + (a2 − 1)y/a)

1 + y(a− 1)/a
.Un 
ál
ulo de rutina muestra que, para a su�
ientemente 
hi
o,

∥

∥

∥

∥

∂(u−Qu)

∂y

∥

∥

∥

∥

2

L2(K)

≥ C1 a ln(a−1) . (4.0.4)
22



En efe
to, se tiene que
∥

∥

∥

∥

∂(u−Qu)

∂y

∥

∥

∥

∥

2

L2(K)

=

∥

∥

∥

∥

∂Qu

∂y

∥

∥

∥

∥

2

L2(K)

=

∫

K

x2(a− 1)2

(1 + y(a− 1)/a)4
dxdy

≥
∫ 1

a

∫ a
a−1

(x−1)

0

x2(a− 1)2

(1 + y(a− 1)/a)4
dydx

=
(1− a)

3

[

a ln(a−1) +
a

3
(a3 − 1)

]y (4.0.4) sigue observando que, para a pequeño, el término dominante es a ln(a−1).Ahora, dado que el diámetro de K es uno y
∥

∥D2u
∥

∥

2

L2(K)
≤ C2 a , (4.0.5)la estima
ión (4.0.1) no es válida para una 
onstante independiente de a. En efe
to, si (4.0.1)fuera válida, 
ombinando (4.0.4) y (4.0.5) se tendría

C1a ln(a
−1) ≤

∥

∥

∥

∥

∂(u−Qu)

∂y

∥

∥

∥

∥

2

L2(K)

≤ C
∥

∥D2u
∥

∥

2

L2(K)
≤ C C2 a ,por lo que se 
on
luye la a
ota
ión de ln(a−1), un he
ho que es evidentemente falso.Por otro lado, imponer la 
ondi
ión del ángulo máximo sobre los 
uadriláteros puede resultaruna hipótesis muy fuerte que ex
luye elementos que degeneran en triángulos regulares.Una 
ondi
ión más débil podría ser dividir al elemento por una de sus diagonales en dos trián-gulos e imponer la 
ondi
ión del ángulo máximo a alguno de ellos. El Ejemplo 4.0.1 muestra queésta no es 
ondi
ión su�
iente para la validez de (4.0.1). De he
ho, es sen
illo veri�
ar que luegode dividir al elemento K(1, a, a, a) por la diagonal que 
one
ta los vérti
es (0, 0) y (a, a), el trián-gulo T1 de vérti
es (0, 0), (a, a) y (0, a), tiene todos sus ángulos �jos independientemente de a yobviamente éstos se en
uentran a
otados por π/2.¾Qué su
ede si imponemos la 
ondi
ión del ángulo máximo a ambos triángulos? Nuevamente,el mismo ejemplo muestra que ésta no es 
ondi
ión su�
iente. En efe
to, al dividir al elemento tal
omo se hizo antes, un simple análisis permite mostrar que T1 satisfa
e MAC(π/2), mientras queel triángulo restante, T2, veri�
a MAC(3π/4).Observemos que en este ejemplo, la razón entre las diagonales no está a
otada uniformementeen a, si en di
ha razón se toma 
omo denominador la medida de la diagonal por lo 
ual se dividióal elemento. En efe
to, tenemos que di
ha razón es

√
1 + a2√
2a23



y es 
laro que la misma se ha
e tan grande 
omo se quiera tomando a lo su�
ientemente pequeño.Basados en estas 
onsidera
iones, se introdu
e la siguiente 
ondi
ión geométri
a, la 
ual, 
omoadelantamos, resulta su�
iente para garantizar (4.0.1). Bási
amente, se requiere que los dos trián-gulos obtenidos satisfagan la 
ondi
ión del ángulo máximo siempre que el elemento sea divididopor su diagonal más larga o por 
ualquiera de sus diagonales mientras éstas sean 
omparables. Enotras palabras, la 
onstante en la estima
ión del error no solo depende de los ángulos máximos delos triángulos sino también de la razón entre las diagonales. Esta 
ondi
ión es formalizada en lasiguiente de�ni
ión.De�ni
ión 4.0.1 Sea K un 
uadrilátero 
onvexo. Diremos que K satisfa
e la propiedad de des-
omposi
ión regular (regular de
omposition property) 
on 
onstantes N ∈ IR y 0 < ψ < π, osimplemente RDP (N,ψ), si podemos dividir K en dos triángulos a lo largo de una de sus diago-nales, a la 
ual llamaremos siempre d1, de forma que |d2|/|d1| ≤ N (donde d2 denota la diagonalrestante) y ambos triángulos satisfagan MAC(ψ).Observa
ión 4.0.2 Si un 
uadrilátero K satisfa
eMAC(ψ), enton
es también satisfa
e RDP (1, ψ).De he
ho, esto es fá
ilmente veri�
able dividiendo a K por la diagonal más larga.Por otro lado la re
ípro
a no es 
ierta, 
omo puede observarse 
onsiderando el siguiente ejemploEjemplo 4.0.2 Sea K = K(1, 1, a, a) 
on 1
2 < a < 1.

Figura: Representa
ión del elemento K(1, 1, a, a).Al dividir K por la diagonal d1 que une (0, 0) y (a, a), no es difí
il veri�
ar que K satisfa
e
RDP (2, 3π/4). Por otro lado, es 
laro que el ángulo 
orrespondiente al vérti
e (a, a) tiende a π
uando a tiende a 1/2, por lo que K no veri�
a la 
ondi
ión del ángulo máximo.24



Mu
has han sido las 
ondi
iones introdu
idas en la literatura para poder garantizar (4.0.1) almenos 
uando p = 2; sin embargo, la propiedad de des
omposi
ión regular es la más débil hastaahora 
ono
ida, en el sentido que ésta abar
a mu
hos de los 
asos 
onsiderados por otros autores.Las siguientes observa
iones tienen por objeto remar
ar este he
ho.Observa
ión 4.0.3 Sea K un 
uadrilátero 
onvexo que satisfa
e la regularidad pedida por Jamet(1.1.3); enton
es K satisfa
e RDP (σ, ψ), 
on ψ = ψ(σ) < π.En efe
to, los ángulos de K están a
otados inferiormente por una 
onstante positiva δ(σ) (ver[13℄), y por lo tanto, hay a lo sumo un ángulo de K que no está a
otado superiormente por π−δ(σ).Luego, dividiendo K por la diagonal que 
ontiene al vérti
e 
orrespondiente a este ángulo siguefá
ilmente que K satisfa
e RDP (σ, π − δ(σ)).Observa
ión 4.0.4 No es difí
il 
hequear que si K satisfa
e las hipótesis dadas en [21, 22℄,enton
es K satisfa
e MAC(ψ) para 
ierta ψ < π 
uando K degenera en el sentido h/ρ → ∞(que es el 
aso de interés porque de otra manera 
aemos en el 
aso de la observa
ión previa).Enton
es, por la Observa
ión 4.0.2, K satisfa
e RDP (1, ψ).Observa
ión 4.0.5 El 
aso de elementos anisotrópi
os (i.e., elementos 
on diferentes tamaños en
ada dire

ión) también ha sido 
onsiderado en [5℄. Dado que los elementos 
onsiderados allí sonpequeñas perturba
iones de re
tángulos, no es difí
il ver que satisfa
en MAC(ψ) y en 
onse
uen
ia
RDP (1, ψ).Finalmente, uno puede preguntarse si la propiedad de des
omposi
ión regular es 
iertamenteuna hipótesis más débil que aquellas usadas antes por los autores hasta aquí 
itados.La respuesta es positiva 
omo mostramos apelando al último ejemplo de esta se

ión.Ejemplo 4.0.3 Sea K = (1, a, a2, a+ a2) 
on 0 < a < 1

2 .

Figura: Representa
ión del elemento K(1, a, a2, a2 + a).25



Una simple veri�
a
ión muestra que la 
ondi
ión de regularidad no vale 
on σ independientede a. Por otro lado, para a pequeño, los lados más largos de K no son opuestos 
omo es asumidoen [21, 22℄.Tampo
o es difí
il ver que K no es una perturba
ión de un re
tángulo 
omo es requerido en[5℄.Sin embargo, la diagonal más larga de K; aquella que une los vérti
es (0, a) y (1, 0), divide alelemento en dos triángulos que satisfa
en MAC(ψ) 
on una 
onstante ψ < π independiente de ay así K veri�
a RDP (1, ψ).4.1. Impli
a
iones de la RDP .Como men
ionamos en el Capítulo 2, la estima
ión del error en H1 para una familia de ele-mentos {K} que veri�
an la RDP (N,ψ) se maneja vía la 
onstru

ión de una transforma
iónafín L(x) = Bx + P y una familia de elementos de referen
ia {K(a, b, ã, b̃)} de modo tal que
L(K(a, b, ã, b̃)) = K.En esta se

ión re
opilamos di
hos resultados, siguiendo bási
amente el esquema de [2℄, y ex-tendemos los mismos a W 1,p para 
iertos valores de p tal 
omo en [4℄.4.1.1. Redu

ión a la 
on�gura
ión de referen
ia.Comenzamos enun
iando los siguientes lemas té
ni
os:Lema 4.1.1 Sea K un 
uadrilátero que satisfa
e RDP (N,ψ). Enton
es se tiene(1) Si β es 
ualquiera de los ángulos de K opuestos a d1, enton
es existe δ = δ(N,ψ) indepen-diente de β tal que

0 < δ ≤ β (4.1.1)y (2) Si ℓ es el lado más 
orto de K y α es el ángulo entre ℓ y d1, enton
es
(π − ψ)/2 ≤ α. (4.1.2)Demostra
ión.(1) Sean T1 y T2 los dos triángulos que se obtienen luego de dividir a K por la diagonal d1.Enton
es T1 y T2 satisfa
en MAC(ψ) y |d2|/|d1| ≤ N . Asumamos, eligiendo la nota
iónade
uadamente, que β es un ángulo de T2 y llamemos γ1 y γ2 a los otros dos ángulos dedi
ho triángulo.Si β no es el mínimo ángulo de T2, enton
es γ1 < β o γ2 < β. Sin pérdida de generalidad,supongamos γ1 < β. Luego

π = γ1 + γ2 + β < 2β + γ2 ≤ 2β + ψ26



ya que T2 veri�
a MAC(ψ). En 
onse
uen
ia
π − ψ

2
≤ βy así (4.1.1) vale tomando δ = π−ψ

2 .Asumamos ahora que β es el ángulo mínimo de T2. Luego, dado que T2 veri�
a MAC(ψ),tenemos (por el mismo argumento expuesto arriba)
γi ≥

π − ψ

2
i = 1, 2.La diagonal d2 divide a T2 en dos triángulos T̃2 y T 2, a β en dos ángulos β1 y β2; y a d1 en

d̃1 y d1. Elegimos la nota
ión de modo que |d̃1| ≥ |d1|/2 y T̃2 tenga a d̃1 
omo uno de suslados y a β1 y γ1 
omo dos de sus ángulos. Enton
es si llamamos d̃2 al lado de T̃2 opuesto a
γ1 se tiene

β ≥ β1 ≥ sen(β1) ≥
|d̃1|
|d̃2|

sen(γ1) ≥
1

2

|d1|
|d2|

sen(γ1) ≥
1

2N
sen(γ1) ,(donde la segunda desigualdad vale en general pues x ≥ sen(x) ∀ x ≥ 0, la ter
era de-sigualdad es en realidad una igualdad gra
ias al 
ono
ido teorema del seno para triángulos,la 
uarta desigualdad es inmediata de la 
onstru

ión y la última desigualdad es a 
ausa dela RDP (N,ψ) 
omo se señala al 
omienzo de la prueba).Finalmente, dado que

π − ψ

2
≤ γ1 ≤ ψsigue que

sen(γ1) ≥ mı́n

{

sen

(

π − ψ

2

)

, sen(ψ)

}y así (4.1.1) vale 
onsiderando
δ =

1

2N
mı́n

{

sen

(

π − ψ

2

)

, sen(ψ)

}

.(2) Asumamos, sin perdida de generalidad, que ℓ es uno de los lados de T1. Para probar (4.1.2)basta (por un argumento usado en la parte anterior de este lema) observar que α no es elángulo mínimo de T1. Pero esto es inmediato ya que α es el ángulo adya
ente al lado más
orto, el 
ual es ℓ o d1.En el siguiente lema se enun
ia un resultado 
on
erniente al 
ambio de un ángulo luego deuna transforma
ión lineal. Aunque la demostra
ión es elemental, y puede en
ontrarse en [1℄, lain
luimos aquí 
on el afán de dar un panorama lo más 
ompleto posible.
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Lema 4.1.2 Sea L la transforma
ión lineal aso
iada a una matriz B. Dados dos ve
tores v1 y
v2, sea α el ángulo entre ellos y sea α el ángulo entre L(v1) y L(v2). Enton
es, si κ(B) denota alnúmero de 
ondi
ión de B en la norma eu
lídea, se tiene

2

πκ(B)
α ≤ α ≤ π

(

1− 2

πκ(B)

)

+
2

πκ(B)
α. (4.1.3)Demostra
ión. Sea t = < Bv1, Bv2 >

‖Bv2‖2
=

‖Bv1‖ cos(α)
‖Bv2‖

, enton
es
‖B(v1 − tv2)‖2

‖Bv1‖2
=

< Bv1 − tBv2, Bv1 − tBv2 >

‖Bv1‖2

=
< Bv1, Bv1 > −2t < Bv1, Bv2 > +t2 < Bv2, Bv2 >

‖Bv1‖2

=
‖Bv1‖2 − 2t ‖Bv1‖ ‖Bv2‖ cos(α) + t2 ‖Bv2‖2

‖Bv1‖2

=
‖Bv1‖2 − ‖Bv1‖2 cos2(α)

‖Bv1‖2

= sen2(α)y, en 
onse
uen
ia,
sen(α) =

‖B(v1 − tv2)‖
‖Bv1‖

. (4.1.4)Por otro lado, notemos que
‖Bv1‖ ≤ ‖B‖ ‖v1‖de donde sigue
1

‖Bv1‖
≥ 1

‖B‖ ‖v1‖
. (4.1.5)Similarmente tenemos

‖v1 − tv2‖ =
∥

∥B−1B(v1 − tv2)
∥

∥ ≤
∥

∥B−1
∥

∥ ‖B(v1 − tv2)‖ ,y, en 
onse
uen
ia,
‖B(v1 − tv2)‖ ≥ ‖v1 − tv2‖

‖B−1‖ (4.1.6)Combinando ahora (4.1.5) y (4.1.6) podemos es
ribir (4.1.4) 
omo sigue
sen(α) =

‖B(v1 − tv2)‖
‖Bv1‖

≥ ‖v1 − tv2‖
‖B−1‖

1

‖B‖ ‖v1‖
=

1

κ(B)

‖v1 − tv2‖
‖v1‖

. (4.1.7)Usando ahora el he
ho
sen(α) = mı́n

t∈IR
‖v1 − tv2‖

‖v1‖28



y, 
ombinándolo 
on (4.1.7), tenemos
senα ≥ 1

κ(B)
sen(α) .En 
onse
uen
ia

α ≥ 2

πκ(B)
α . (4.1.8)En efe
to, para 0 ≤ α ≤ π/2, (4.1.8) sigue de la desigualdad previa en 
onjun
ión 
on lossiguientes dos he
hos bási
os:

2

π
≤ sen(α)

α
, sen(α) ≤ α .Para α ≥ π/2 dividimos al ángulo en dos mitades y apli
amos el argumento a 
ada una de éstas.Por otro lado, apli
ando (4.1.8) al ángulo 
omplementario π − α obtenemos

α ≤
(

1− 2

πκ(B)

)

π +
2

πκ(B)
α (4.1.9)lo que termina el argumento.Lema 4.1.3 Sea K un 
uadrilátero 
onvexo que veri�
a la RDP (N,ψ). Enton
es, existe unatransforma
ión afín L(x) = Bx + P , un 
uadrilátero 
onvexo K(a, b, ã, b̃) y 
onstantes positivas

C = C(ψ,N), N = N(ψ,N), δ = δ(ψ,N) y ψ = ψ(ψ,N) < π tales que(a) L(K(a, b, ã, b̃)) = K;(b) det(B) = 1, ‖B‖, ‖B−1‖ < C. En parti
ular, κ(B) ≤ C2;(
) Los diámetros de ambos elementos son 
omparables, i.e.,
C−1diam(K) ≤ diam(K(a, b, ã, b̃)) ≤ C diam(K);(d) K(a, b, ã, b̃), satista
e RDP (ψ,N ) tomando d1 = L−1(d1) 
omo la diagonal por la 
ual di-vidir;(e) La longitud del lado más 
orto de K, ℓ, es 
omparable a la longitud del lado más 
orto, s, de

K(a, b, ã, b̃). Más aún,
|s| ≤ |ℓ| ≤ C2|s|;(f) Sea α el ángulo 
omprendido entre d1 y ℓ34, siendo éste último el segmento que une losvérti
es M3 y M4 de K(a, b, ã, b̃). Enton
es α está a
otado lejos de 0 y π, más aún,

0 < δ < α < ψ < π .
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Demostra
ión. Construiremos K(a, b, ã, b̃) y L explí
itamente. Dado queK satisfa
e RDP (N,ψ)podemos dividirlo a lo largo de d1 en dos triángulos T1 y T2, los 
uáles tienen todos sus ángulosa
otados por ψ. Elegimos la nota
ión de forma tal que el lado más 
orto ℓ de K sea uno de loslados de T1.Llamaremos β al ángulo de T2 opuesto a d1. De ser ne
esario, luego de un movimiento rígidoen el plano podemos asumir que el vérti
e 
orrespondiente a β está ubi
ado en el origen y lollamaremos M1. Numeramos, en sentido antihorario, los otros vérti
es denotándolos por M2, M3y M4 respe
tivamente. Podemos asumir también que el lado opuesto a ℓ se en
uentra sobre el eje
x y llamaremos a a la longitud de este lado de manera que el vérti
e M2 se en
uentre ubi
ado en
(a, 0).Sea ℓ14 el lado 
on vérti
es en M1 y M4 y de�namos b = |ℓ14| sen(β). Enton
es, tenemos que
M4 está ubi
ado en (b cotg(β), b) (ver Figura).

Figura: representa
ión de la nota
ión usada sobre K.De�nimos L 
omo la transforma
ión lineal aso
iada a la matriz
B =

(

1 cotg(β)
0 1

)y elegimos las 
onstantes ã y b̃ de modo que L(K(a, b, ã, b̃)) = K. De he
ho, si M3 = (M1
3 ,M

2
3 )basta tomar

ã =M1
3 −M2

3 cotg(β) y b̃ =M2
3 .Estamos ahora en 
ondi
iones de demostrar las 
in
o últimas propiedades estable
idas en ellema, puesto que (a) ya ha sido satisfe
ha por 
onstru

ión de L.30



(b) Notemos que si ‖(x, y)‖ = 1, enton
es
∥

∥B(x y)t
∥

∥

2
= ‖(x+ y cotg(β), y)‖2

=
x2 sen2(β) + 2xy sen(β) + y2

sen2(β)

≤ x2 + 2xy + y2

sen2(β)

≤ 2(x2 + y2)

sen2(β)

=
2

sen2(β)(donde en la ante-última línea hemos he
ho uso de la 
ono
ida desigualdad 2xy ≤ x2 + y2.)Luego, ∥∥B(x y)t
∥

∥ ≤
√
2

sen(β) para todo ve
tor (x, y) de norma 1; por lo tanto,
‖B‖ = sup

‖X‖=1

∥

∥BXt
∥

∥ ≤
√
2

sen(β)
.Notemos también que

B−1 =

(

1 − cotg(β)
0 1

)por lo que, de manera 
ompletamente análoga a lo ya he
ho, puede tenerse la estima
ión
∥

∥B−1
∥

∥ ≤
√
2

sen(β)
.Finalmente, dado que K satisfa
e RDP (N,ψ) tenemos que β ≤ ψ y también (de la parte(1) del Lema 4.1.1) sabemos que existe δ que veri�
a 0 < δ = δ(N,ψ) ≤ β.Luego, mı́n {sen(δ), sen(ψ)} ≤ sen(β) y, en 
onse
uen
ia,

1

sen(β)
≤ 1

mı́n {sen(δ), sen(ψ)}de donde sigue
‖B‖ ,

∥

∥B−1
∥

∥ ≤
√
2

mı́n {sen(δ), sen(ψ)} .Por lo tanto, la propiedad (b) vale 
on C =
√
2/mı́n {sen(δ), sen(ψ)}. El he
ho que det(B) =

1 es inmediato.
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(
) Sigue inmediatamente de las propiedades (a) y (b). En efe
to,
diam(K(a, b, ã, b̃)) = sup

k1,k2∈K(a,b,ã,b̃)

∥

∥k1 − k2
∥

∥

= sup
k1,k2∈K

∥

∥B−1k1 −B−1k2
∥

∥

= sup
k1,k2∈K

∥

∥B−1(k1 − k2)
∥

∥

≤ sup
k1,k2∈K

∥

∥B−1
∥

∥ ‖k1 − k2‖

=
∥

∥B−1
∥

∥ sup
k1,k2∈K

‖k1 − k2‖

≤ C diam(K).De manera, 
ompletamente análoga se ve que
diam(K) ≤ C diam(K(a, b, ã, b̃))y, en 
onse
uen
ia,

C−1diam(K) ≤ diam(K(a, b, ã, b̃)) ≤ C diam(K)
omo se quería mostrar.(d) Sean di = L−1(di), i = 1, 2.Notemos que |d1| = |BB−1d1| ≤ ‖B‖
∥

∥B−1d1
∥

∥ ≤ C
∥

∥B−1d1
∥

∥ de donde sigue
1

‖B−1d1‖
≤ C

|d1|
.Luego,

|d2|
|d1|

=

∥

∥B−1d2
∥

∥

‖B−1d1‖
≤ C

|d1|
∥

∥B−1d2
∥

∥ ≤ C

|d1|
∥

∥B−1
∥

∥ |d2| ≤ C2 |d2|
|d1|

.Ahora, 
omo K veri�
a RDP (N,ψ), tenemos |d2|/|d1| ≤ N y por lo tanto
|d2|
|d1|

≤ C2N,quedando así justi�
ada la ele

ión N = C2N .Por otro lado, en virtud del Lema 4.1.2, los ángulos de los triángulos obtenidos al dividir
K(a, b, ã, b̃) a lo largo de d1 están a
otados por π(1 − 2/πκ(B)) + (2/πκ(B))ψ, y en 
onse-
uen
ia la propiedad (d) se sigue de la propiedad (b).32



(e) Sea ℓ el lado más 
orto de K, ℓ = L−1(ℓ) y sea s = L−1(s) el lado más 
orto de K(a, b, ã, b̃).Enton
es
|s| ≤ |ℓ| ≤

∥

∥B−1
∥

∥ |ℓ| ≤
∥

∥B−1
∥

∥ |s| ≤
∥

∥B−1
∥

∥ ‖B‖ |s|,y en 
onse
uen
ia la propiedad (e) sigue de la propiedad (b) trivialmente.(f) Por el Lema 4.1.2 tenemos
2

πκ(B)
α ≤ α ≤ π

(

1− 2

πκ(B)

)

+
2

πκ(B)
α. (4.1.10)Usando ahora la parte (2) del Lema 4.1.1 junto a la propiedad (b) se tiene

2

πκ(B)
α ≥ 2

πκ(B)

π − ψ

2
=
π − ψ

πκ(B)
≥ π − ψ

πC2
, (4.1.11)y, por otro lado, dado que α ≤ ψ < π resulta que

π

(

1− 2

πκ(B)

)

+
2

πκ(B)
α ≤ π

(

1− 2

πκ(B)

)

+
2

πκ(B)
ψ < π. (4.1.12)Luego, 
ombinando (4.1.11) y (4.1.12), (4.1.10) puede ser es
rito 
omo

π − ψ

πC2
≤ α ≤ π

(

1− 2

πκ(B)

)

+
2

πκ(B)
ψy así se tiene la propiedad (f) del lema tomando

δ =
π − ψ

πC2
y ψ = π

(

1− 2

πκ(B)

)

+
2

πκ(B)
ψ.Observa
ión 4.1.1 En virtud del lema pre
edente, y del lema 2.2.1, 
ada vez que trabajemos 
onun 
uadrilátero 
onvexo K satisfa
iendo la RDP (N,ψ) asumiremos que es del tipo K(a, b, ã, b̃).Más aún, asumiremos la existen
ia de 
onstantes positivas N1 = N1(ψ,N), N2 = N2(ψ,N),

N3 = N3(ψ,N) y ψ < π tales que:(H1) |d2|
|d1|

≤ N1;(H2) 1

sen(α)
≤ N2, donde α denota al ángulo 
omprendido entre d1 y el lado ℓ = ℓ34 que une losvérti
es M3 y M4 de K;(H3) |ℓ| ≤ N3|s|, donde s es el lado más 
orto de K;(H4) θ ≤ ψ, para todo ángulo interior θ de T1 y T2.33



En efe
to, (H1) y (H4) siguen inmediatamente del ítem (d) del Lema 4.1.3, (H2) sigue del ítem(f), y (H3) del ítem (e) del mismo lema.Observa
ión 4.1.2 Con el objeto de simpli�
ar la le
tura y no sobre
argar el texto, de ahora enadelante usaremos la nota
ión similar a la usada en los lemas y observa
ión previos. Esto es, dadoun 
uadrilátero 
onvexo K = K(a, b, ã, b̃):(1) Mi, 1 ≤ i ≤ 4, denotarán los vérti
es de K; ℓij denotará al lado de K que 
one
ta los vérti
es
Mi y Mj . En parti
ular, usaremos ℓ = ℓ34.(2) s denotará al lado más 
orto de K (dado que s y ℓ resultan 
omparables, podemos asumir
uando fuera ne
esario, que el lado más 
orto de K es ℓ).(3) α será el ángulo 
omprendido entre la diagonal d1 y el lado ℓ34, siendo d1 la diagonal por la
ual dividir a K en dos triángulos T1 y T2 
uando K veri�que RDP (T2 siempre tendrá a
M1 = (0, 0) 
omo uno de sus vérti
es).(4) h = hK = diam(K).

Figura: representa
ión de la nota
ión usada sobre K.
Algunas 
otas útiles pueden ser obtenidas a partir de (H1), (H2), (H3) y (H4), y las resumimosen los siguientes lemas: 34



Lema 4.1.4 Sea K(a, b, ã, b̃) un 
uadrilátero satisfa
iendo (H1), (H2), (H3) y (H4), enton
es
ã/a ≤ N3 < N4 y b̃/b ≤ N4 (4.1.13)donde N4 = N3 + 1. Además,

h ≤ N3(1 +N1)|d1| (4.1.14)y,
|K|
|T2|

≤ N5, (4.1.15)donde N5 = 2N4 + 1.Demostra
ión. Es 
laro que ã ≤ ℓ y |b̃− b| ≤ ℓ, enton
es
ã

a
≤ |ℓ|

a
≤ |ℓ|

|s| y b̃

b
− 1 ≤ |b̃− b|

b
≤ |ℓ|

b
≤ |ℓ|

|s| ,y así (4.1.13) sigue de (H3).Con motivo de probar (4.1.14), observemos que si h es la longitud de una de las diagonales,enton
es, sigue de (H1) que
h ≤ máx{1, N1}|d1| ≤ (1 +N1)|d1|y así (4.1.14) vale porque N3 ≥ 1.En otro 
aso, h 
on
uerda 
on alguno de los lados de K, y enton
es h = |ℓ| o h = |ℓ23| porquelas longitudes de los otros dos lados están a
otadas por |d1|.Ahora, en virtud de (H3), es su�
iente ver que |ℓ23| ≤ (1 +N1)|d1|.De la desigualdad triangular apli
ada al triángulo de vérti
es M1, M2, M3, junto a (H1),tenemos

|ℓ23| ≤ a+ |d2| ≤ |d1|+ |d2| ≤ (1 +N1)|d1|y por lo tanto (4.1.14) vale.Resta probar (4.1.15). Para esto 
omen
emos notando que la medida de T1 es la mitad de lamedida del paralelogramo determinado por los ve
tores (ã, b̃− b) y (a,−b), es de
ir,
|T1| =

1

2

∣

∣

∣

∣

det

(

ã a

b̃− b −b

)∣

∣

∣

∣

=
1

2
| − ãb− ab̃+ ab| = ãb+ ab̃− ab (4.1.16)(para la última igualdad hemos usado (3.1.3)).Luego, usando que |T2| = 1

2ab junto a (4.1.16), tenemos
|K|
|T2|

=
|T1|+ |T2|

|T2|
=

|T1|
|T2|

+ 1 =
ã

a
+
b̃

by �nalmente, (4.1.15) sigue fá
ilmente de (4.1.13).Con motivo de simpli�
ar la nota
ión introdu
imos, para el siguiente lema, la 
onstante
N6 = max

{

N2, 1/ sen

(

π + ψ

2

)}

.35



Lema 4.1.5 Si K = K(a, b, ã, b̃) es un 
uadrilátero 
onvexo y satisfa
e las hipótesis (H1), (H2),(H3), (H4), enton
es(1) máx{|ℓ|/a, |ℓ|/b} ≤ N2(b̃/b+ ã/a− 1);(2) Si b̃/b ≤ 1 enton
es a/b ≤ N2;(3) Si b̃/b ≤ 1/2 y ã/a > 1 enton
es b/a ≤ 2N3;(4) Si b̃/b > 1 y a/b ≤ tg((π − ψ)/2) enton
es |ℓ| ≤ N6ã;(5) Si b̃/b > 1 y b/a ≤ tg(α/2) enton
es |ℓ| ≤ 2N2(b̃− b);(6) mı́n{1/|ã − a|, 1/b̃} ≤
√
2N3/|ℓ|;(7) mı́n{1/|b̃ − b|, 1/ã} ≤

√
2/|ℓ|.Demostra
ión.(1) Notemos que la e
ua
ión de la re
ta que pasa por M2 y M4 es

y(x) = − b
a
(x− a).Denotando, 
omo es usual, por y−1 a su inversa, tenemos (ver �gura)

b̃− y(ã)

ã− y−1(b̃)
=
b

a
. (4.1.17)

36



O, equivalentemente,
ã− y−1(b̃)

a
=
b̃− y(ã)

b
=
b̃

b
+
ã

a
− 1. (4.1.18)Un análisis geométri
o elemental (ver �gura) muestra que

|ℓ| sen(α) ≤ b̃− y(ã) y |ℓ| sen(α) ≤ ã− y−1(b̃). (4.1.19)

Luego, notemos que, 
ombinando (H2), (4.1.18) y la primer parte de (4.1.19) tenemos
|ℓ|
b

1

N2
≤ |ℓ| sen(α)

b
≤ b̃− y(ã)

b
=
b̃

b
+
ã

a
− 1de donde sigue

|ℓ|
b

≤ N2

(

b̃

b
+
ã

a
− 1

)

.Análogamente, se prueba
|ℓ|
a

≤ N2

(

b̃

b
+
ã

a
− 1

)y así (1) sigue fá
ilmente. 37



(2) Llamando β al ángulo entre d1 y el segmento que une M4 y (a, b), tenemos que, 
omo b̃ ≤ b,enton
es α ≤ β. Así,
b/a = tg(β) ≥ tg(α)y enton
es, ha
iendo uso nuevamente de (H2), tenemos

a

b
≤ cotg(α) =

cos(α)

sen(α)
≤ 1

sen(α)
≤ N2por lo que (2) queda probada.(3) Bajo las hipótesis tenemos que

|ℓ| ≥ b− b̃ ≥ b/2Enton
es b
a
≤ 2

|ℓ|
a

y por lo tanto, (3) sigue dire
tamente de (H3).(4) Sea γ al ángulo entre d1 y ℓ14. Notemos que bajo las hipótesis se tiene
a

b
= tg(γ) ≤ tg

(

π − ψ

2

)

,y en 
onse
uen
ia
γ ≤ π − ψ

2
.Ahora, usando (H4) tenemos

α ≤ α+ γ ≤ π + ψ

2
,de donde sigue (por (H2) y el he
ho que ψ < π)

1

sen(α+ γ)
≤ máx

{

1/ sen(α) , 1/ sen

(

π + ψ

2

)}

≤ máx

{

N2 , 1/ sen

(

π + ψ

2

)}

= N6 .

(4.1.20)Finalmente notemos que
ã

|ℓ| = sen(π − (α+ γ)) = sen(α+ γ) ,es de
ir,
|ℓ|
ã

=
1

sen(α+ γ)y así (4) sigue 
ombinando esta última igualdad 
on (4.1.20).38



(5) Sea β 
omo en (2), a�rmamos que en este 
aso β ≤ α. En efe
to,
tg(β) =

b

a
≤ tg

(α

2

)y, por lo tanto,
β ≤ α

2
≤ α .Además, de la primera desigualdad sigue que

α− β ≥ α

2
.Más aún, es 
laro que

0 ≤ α

2
≤ α− β ≤ π

2y en 
onse
uen
ia
sen
(α

2

)

≤ sen(α− β) . (4.1.21)Luego, (5) se obtiene 
ombinando (4.1.21), (H2) y la 
ono
ida desigualdad
sen(x)

2
≤ sen

(x

2

)

∀ x ∈ IR. En efe
to, se tiene
|ℓ|sen(α)

2
≤ |ℓ| sen

(α

2

)

≤ |ℓ| sen(α− β) = b̃− by así
|ℓ| ≤ 2

sen(α)
(b̃− b) ≤ 2N2(b̃− b) .(6) Sea η el ángulo interior de K en el vérti
e M2. Tenemos enton
es

|ã− a|
|ℓ23|

= cos(η) y b̃

|ℓ23|
= sen(η)y enton
es

mı́n

{

1

|ã− a| ,
1

b̃

}

= mı́n

{

1

|ℓ23| cos(η)
,

1

|ℓ23| sen(η)

}

.De (H3) sigue que 1

|ℓ23|
≤ N3

|ℓ| , por lo tanto
mı́n

{

1

|ã− a| ,
1

b̃

}

≤ N3

|ℓ| mı́n

{

1

cos(η)
,

1

sen(η)

}

.Finalmente, notando que
mı́n

{

1

cos(η)
,

1

sen(η)

}

≤
√
2(6) sigue inmediatamente.(7) Sigue de un análisis similar al he
ho en (6).39



4.1.2. A
ota
ión de |φ3|H1(K) bajo la RDP .Las 
otas obtenidas en el lema previo, a partir de la geometría de K, permiten a
otar |φ3|H1(K).Este apartado está destinando a enun
iar y probar di
ha estima
ión.Lema 4.1.6 Si K = K(a, b, ã, b̃) es un 
uadrilátero 
onvexo que satisfa
e (H1), (H2), (H3) y (H4),enton
es existe una 
onstante C, la 
ual depende úni
amente de ψ y Ni, i = 1, 2, 3, tal que
|φ3|H1(K) ≤ C

(

h

|ℓ|

)1/2

. (4.1.22)Demostra
ión. Para demostrar este resultado 
onsideraremos 
uatro 
asos tal 
omo en el Lema3.2.1.(1) Si b̃/b ≤ 1 y ã/a ≤ 1, enton
es de (3.1.7), parte (1) del Lema 3.2.1 y parte (1) del Lema 4.1.5sigue que
∥

∥

∥

∥

∂φ3
∂x

∥

∥

∥

∥

2

L2(K)

≤ b

a

1

(b̃/b+ ã/a− 1)
≤ N2

b

|ℓ| ≤ N2
h

|ℓ| .Análogamente, usando ahora (3.1.8), obtenemos
∥

∥

∥

∥

∂φ3
∂y

∥

∥

∥

∥

2

L2(K)

≤ N2
h

|ℓ| .(2) Asumamos ahora que b̃/b ≤ 1 y ã/a > 1. Usando (3.1.7) y (3.1.8) nuevamente, pero 
ombi-nado ahora 
on la parte (2) del Lema 3.2.1 y (4.1.13) se tiene
∥

∥

∥

∥

∂φ3
∂x

∥

∥

∥

∥

2

L2(K)

≤ b

a
mı́n

{

N4 ln(N4) + 1

(1− b̃/b)(ã/a− 1)
,
b

b̃

} (4.1.23)y
∥

∥

∥

∥

∂φ3
∂y

∥

∥

∥

∥

2

L2(K)

≤ a

b
mı́n

{

N4 ln(N4) + 1

(1− b̃/b)(ã/a− 1)
,
b

b̃

}

. (4.1.24)Ahora, si b/b̃ ≤ 2, la demostra
ión 
on
luye usando (4.1.23), (4.1.24) y (H3). En otro 
aso,
b̃/b < 1/2 y así 1/(1 − b̃/b) < 2. Por otro lado, de la parte (3) del Lema 4.1.5 tenemos
b/a ≤ 2N3, y por lo tanto, usando nuevamente (4.1.23) 
ombinado 
on la parte (6) del Lema4.1.5 obtenemos

∥

∥

∥

∥

∂φ3
∂x

∥

∥

∥

∥

2

L2(K)

≤ 2N3
b

a
mı́n

{

2(N4 ln(N4) + 1)

ã/a− 1
,
b

b̃

}

≤ 4N3(N4 ln(N4) + 1)hmı́n

{

1

ã− a
,
1

b̃

}

≤ 4
√
2N2

3 (N4 ln(N4) + 1)
h

|ℓ| .La 
ota para ∥∥∥
∥

∂φ3
∂y

∥

∥

∥

∥

2

L2(K)

se obtiene de forma similar a partir de (4.1.24) y la parte (2) delLema 4.1.5. 40



(3) Consideremos ahora el 
aso b̃/b > 1 y ã/a ≤ 1. Usando una vez más (3.1.7) y (3.1.8)
ombinadas 
on la parte (3) del Lema 3.2.1 se obtiene
∥

∥

∥

∥

∂φ3
∂x

∥

∥

∥

∥

2

L2(K)

≤ b

a
mı́n

{

N4 ln(N4) + 1

(b̃/b− 1)(1 − ã/a)
,
a

ã

} (4.1.25)y
∥

∥

∥

∥

∂φ3
∂y

∥

∥

∥

∥

2

L2(K)

≤ a

b
mı́n

{

N4 ln(N4) + 1

(b̃/b− 1)(1 − ã/a)
,
a

ã

}

. (4.1.26)Sin embargo, no podemos pro
eder exa
tamente 
omo en el 
aso previo porque ahora notenemos, 
omo antes, que a/b se en
uentre a
otado superior e inferiormente por 
onstantesque dependan úni
amente de N2 y N3.Asumamos primero que b/a < 1/ tan((π − ψ)/2). Enton
es, 
omo en la parte (2), podemosasumir que ã/a ≤ 1/2 (en 
aso 
ontrario, la estima
ión sigue fá
ilmente de (4.1.25) y (4.1.26).En este 
aso tenemos
∥

∥

∥

∥

∂φ3
∂x

∥

∥

∥

∥

2

L2(K)

≤ 2

tan((π − ψ)/2)
(N4 ln(N4) + 1)mı́n

{

b

b̃− b
,
a

ã

}

≤ 2

tan((π − ψ)/2)
(N4 ln(N4) + 1)hmı́n

{

1

b̃− b
,
1

ã

}

,y así el resultado sigue de la parte (7) del Lema 4.1.5.Por otro lado, si b/a ≥ 1/ tan((π−ψ)/2) podemos usar la parte (4) del Lema 4.1.5 y (4.1.25)para obtener
∥

∥

∥

∥

∂φ3
∂x

∥

∥

∥

∥

2

L2(K)

≤ b

ã
≤ N5

b

|ℓ| ≤ N5
h

|ℓ| .Ahora, 
on el objetivo de a
otar la derivada respe
to a y 
onsideraremos nuevamente dos
asos: a/b < 1/ tan(α/2) y a/b ≥ 1/ tan(α/2). En el primer 
aso, a
otamos ∥∥∥
∥

∂φ3
∂y

∥

∥

∥

∥

2

L2(K)pro
ediendo 
omo antes y usando la parte (7) del Lema 4.1.5.En el segundo 
aso, usamos (4.1.26) para obtener
∥

∥

∥

∥

∂φ3
∂y

∥

∥

∥

∥

2

L2(K)

≤ 2
a

b
(N4 ln(N4) + 1)

b

b̃− b
,y la demostra
ión termina usando la parte (5) del Lema 4.1.5.(4) Finalmente, en el 
aso b̃/b > 1 y ã/a > 1 el resultado sigue fá
ilmente de la parte (4) delLema 3.2.1 y (H3), a partir de (3.1.7) y (3.1.8).
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4.1.3. A
ota
ión de |φ3|W 1,p(K) bajo la RDP .Como señalamos al 
omienzo de este 
apítulo, nuestra inten
ión es obtener, para 
ierto rangode p, 
otas par
iales de |φ3|W 1,p(K).En el Lema 4.1.6 se ha he
ho esto para p = 2; en lo que sigue desta
amos un he
ho signi�
ativo,a saber, la estima
ión obtenida en di
ho lema junto a la 
ono
ida desigualdad de Hölder, permiteobtener 
otas de |φ3|W 1,p(K) para 1 ≤ p ≤ 2.Posteriormente mostraremos que, aunque no pueda dedu
irse de igual manera, las mismashipótesis permiten obtener 
otas similares 
uando 1 ≤ p < 3.Habiendo dejado en 
laro el objetivo del resto de esta se

ión, pro
edemos a es
lare
er lasa�rma
iones re
ién he
has.Observa
ión 4.1.3 En el Lema 4.1.6 se mostró que
|φ3|2W 1,2(K) ≤ C(ψ,N)

h

|ℓ| (4.1.27)para 
ualquier 
uadrilátero 
onvexo K satisfa
iendo (H1), (H2), (H3) y (H4).Como a�rmamos, esta desigualdad permite a
otar |φ3|W 1,p(K) fá
ilmente si 1 ≤ p < 2.En efe
to, 
onsideremos por ejemplo ∥∥
∥

∂φ3
∂x

∥

∥

∥

p

Lp(K)
.Tomando p̂ = 1

p−1 > 1 y apli
ando la desigualdad de Hölder en el lado dere
ho de (3.1.4), setiene
∥

∥

∥

∂φ3
∂x

∥

∥

∥

p

Lp(K)
≤
(

∫ 1

0

∫ 1

0

b
1

p−1 ŷ
p

p−1

a(1 + x̂(b̃/b− 1) + ŷ(ã/a− 1))
dx̂ dŷ

)p−1Dado que ŷ ≤ 1 y 2 ≤ p
p−1 , sigue que

ŷ
p

p−1 ≤ ŷ2y en 
onse
uen
ia
∥

∥

∥

∂φ3
∂x

∥

∥

∥

p

Lp(K)
≤

(

∫ 1

0

∫ 1

0

b
2−p

p−1 bŷ2

a(1 + x̂(b̃/b− 1) + ŷ(ã/a− 1))
dx̂ dŷ

)p−1

= b2−p
(
∫ 1

0

∫ 1

0

bŷ2

a(1 + x̂(b̃/b− 1) + ŷ(ã/a− 1))
dx̂ dŷ

)p−1

= b2−p
∥

∥

∥

∂φ3
∂x

∥

∥

∥

2(p−1)

L2(K)
.Usando ahora (4.1.27), y el he
ho que p < 2 y b ≤ h, tenemos

∥

∥

∥

∂φ3
∂x

∥

∥

∥

p

Lp(K)
≤ C(ψ,N)p−1 h

|ℓ|p−1
.Argumentos análogos para ∥∥∥∂φ3

∂y

∥

∥

∥

p

Lp(K)
prueban, para 
ualquier 1 ≤ p ≤ 2, que

|φ3|W 1,p(K) ≤ C(ψ,N)1/q
h1/p

|ℓ|1/q (4.1.28)42



donde q es el exponente dual de p (i.e. 1
p +

1
q = 1).En lo que sigue mostraremos que, bajo las mismas hipótesis sobre K, (4.1.28) vale para 1 ≤

p < 3, in
luso 
uando ésto no pueda ser dedu
ido de (4.1.27).Lema 4.1.7 Sea K = K(a, b, ã, b̃) un 
uadrilátero 
onvexo que satisfa
e (H1), (H2), (H3), y (H4)enton
es, para 
ualquier 1 ≤ p < 3 existe una 
onstante C que depende úni
amente de ψ, p, y Ni,
i = 1, 2, 3 tal que

|φ3|W 1,p(K) ≤ C
h1/p

|ℓ|1/q . (4.1.29)Demostra
ión. Solo resta tratar el 
aso 2 ≤ p < 3, dado que para 1 ≤ p < 2 la estima
ión hasido obtenida del 
aso p = 2 en la Observa
ión 4.1.3.Consideraremos 
uatro 
asos 
omo en el Lema 3.2.2. En efe
to,(1) Si b̃/b ≤ 1 y ã/a ≤ 1 enton
es, de (3.1.7), parte (1) del Lema 3.2.2 y parte (1) del Lema4.1.5, sigue que
∥

∥

∥

∂φ3
∂x

∥

∥

∥

p

Lp(K)
≤ b

ap−1

1

(b̃/b+ ã/a− 1)p−1
≤ Np−1

2

b

|ℓ|p−1
≤ Np−1

2

h

|ℓ|p−1
.Análogamente, usando ahora (3.1.8), obtenemos

∥

∥

∥

∂φ3
∂y

∥

∥

∥

p

Lp(K)
≤ Np−1

2

h

|ℓ|p−1
.(2) Asumamos ahora que b̃/b ≤ 1 y ã/a > 1. Usando nuevamente (3.1.7) y (3.1.8), 
ombinados
on la parte (2) del Lema 3.2.2 y (4.1.13) obtenemos

∥

∥

∥

∂φ3
∂x

∥

∥

∥

p

Lp(K)
≤ b

ap−1(3− p)
mı́n

{ µp(N4)

(1− b̃/b)(ã/a− 1)
,
b

b̃

} (4.1.30)y,
∥

∥

∥

∂φ3
∂y

∥

∥

∥

p

Lp(K)
≤ a

bp−1(3− p)
mı́n

{ µp(N4)

(1− b̃/b)(ã/a− 1)
,
b

b̃

}

. (4.1.31)Ahora, si b/b̃ ≤ 2, la demostra
ión 
on
luye usando(4.1.30), (4.1.31) y (H3). De otra manera,
b̃/b < 1/2 y así 1/(1 − b̃/b) < 2. Por otro lado, de la parte (3) del Lema 4.1.5 sabemos que
b/a ≤ 2N3 y en 
onse
uen
ia, usando nuevamente (4.1.30) 
ombinado 
on la parte (6) delLema 4.1.5 se tiene

∥

∥

∥

∂φ3
∂x

∥

∥

∥

p

Lp(K)
≤ 2N3

ap−2(3− p)
mı́n

{2µp(N4)

ã/a− 1
,
b

b̃

}

≤ 4N3

(3− p)ap−2
(µp(N4) + 1)hmı́n

{ 1

ã− a
,
1

b̃

}

≤ 4
√
2N2

3

(3− p)ap−2
(µp(N4) + 1)

h

|ℓ| .43



y de (H3), |ℓ| ≤ N3a, además p− 2 ≥ 0 por lo que
∥

∥

∥

∂φ3
∂x

∥

∥

∥

p

Lp(K)
≤ 4

√
2Np

3

(3− p)
(µp(N4) + 1)

h

|ℓ|p−1
.La 
ota para ∥∥∥

∥

∂φ3
∂y

∥

∥

∥

∥

p

Lp(K)

se obtiene de manera similar a partir de (4.1.31) y la parte (2) delLema 4.1.5.(3) Consideremos ahora el 
aso b̃/b > 1 y ã/a ≤ 1. Una vez que ha
emos uso de (3.1.7) y (3.1.8)
ombinado ahora 
on la parte (3) del Lema 3.2.2 obtenemos
∥

∥

∥

∂φ3
∂x

∥

∥

∥

p

Lp(K)
≤ b

ap−1(3− p)
mı́n

{ µp(N4)

(b̃/b− 1)(1 − ã/a)
,
a

ã

} (4.1.32)y,
∥

∥

∥

∂φ3
∂y

∥

∥

∥

p

Lp(K)
≤ a

bp−1(3− p)
mı́n

{ µp(N4)

(b̃/b− 1)(1 − ã/a)
,
a

ã

}

. (4.1.33)Sin embargo, no podemos pro
eder exa
tamente 
omo en el 
aso previo porque no sabemos,
omo antes, que a/b esté a
otado tanto superior 
omo inferiormente.Asumamos primero que b/a < 1/tg((π − ψ)/2). Enton
es, 
omo en la parte (2), podemosasumir que ã/a ≤ 1/2 (de otra manera, la estima
ión sigue fá
ilmente de (4.1.32) y (4.1.33)).En este 
aso tenemos
∥

∥

∥

∂φ3
∂x

∥

∥

∥

p

Lp(K)
≤ 2

ap−2(3− p)tg((π − ψ)/2)
(µp(N4) + 1)mı́n

{ b

b̃− b
,
a

ã

}

≤ 2

ap−2(3− p)tg((π − ψ)/2)
(µp(N4) + 1)hmı́n

{ 1

b̃− b
,
1

ã

}y así, el resultado sigue de la parte (7) del Lema 4.1.5.Por otro lado, si b/a ≥ 1/tg((π−ψ)/2), podemos usar la parte (4) del Lema 4.1.5 y (4.1.32)para tener
∥

∥

∥

∂φ3
∂x

∥

∥

∥

p

Lp(K)
≤ b

ap−2(3− p)ã
≤ N6N

p−2
3

b

(3− p)|ℓ|p−1
≤ N6N

p−2
3

h

(3− p)|ℓ|p−1
.Ahora, 
on motivo de a
otar la derivada 
on respe
to a y, 
onsideraremos nuevamente dos
asos: a/b < 1/tg(α/2) y a/b ≥ 1/tg(α/2). En el primer 
aso, a
otamos ∥∥∥∂φ3

∂y

∥

∥

∥

p

Lp(K)
pro
e-diendo 
omo antes usando la parte (7) del Lema 4.1.5.En el segundo 
aso, usamos (4.1.33) para obtener

∥

∥

∥

∂φ3
∂x

∥

∥

∥

p

Lp(K)
≤ 2

a

(3 − p)bp−2
(µp(N4) + 1)

1

b̃− by la demostra
ión 
on
luye usando la parte (5) del Lema 4.1.5.44



(4) Finalmente, en el 
aso b̃/b > 1 y ã/a > 1 el resultado sigue trivialmente de la parte (4) delLema 3.2.2 y (H3) usando nuevamente (3.1.7) y (3.1.8).
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Capítulo 5La doble 
ondi
ión del ángulo.Apelando al apartado referido a elementos anisotrópi
os del Capítulo 1, re
ordamos que para
p ≥ 1 y en el 
aso que los elementos sean paralelogramos, puede mostrarse que la estima
ión

|u−Qu|W 1,p(K) ≤ ChK |u|W 2,p(K) (5.0.1)vale bajo la 
ondi
ión MAC(ψ) (para más detalles remitimos nuevamente a [6℄).Más aún, se muestra que la versión más sútil de (5.0.1)
|u−Qu|W 1,p(K) ≤ C

{

h1

∥

∥

∥

∂

∂x1
∇u
∥

∥

∥

Lp(K)
+ h2

∥

∥

∥

∂

∂x2
∇u
∥

∥

∥

Lp(K)

} (5.0.2)vale para re
tángulos, donde h1 y h2 denotan el tamaño del elemento en las dire

iones x1 y x2,respe
tivamente.En el mismo trabajo se ve que esta estima
ión puede ser extendida a paralelogramos quesatisfa
en la MAC(ψM ), donde las derivadas en (5.0.2) son tomadas a lo largo de los lados delelemento.Ahora, notemos el he
ho que, para paralelogramos, la 
ondi
ión MAC(ψ) permite obtener una
ota uniforme para el ángulo mínimo de K. Considerando esta última observa
ión, introdu
imosla siguiente de�ni
ión:De�ni
ión 5.0.1 Diremos que un 
uadrilátero K satisfa
e la doble 
ondi
ión del ángulo 
on
onstantes ψm, ψM , o simplemente DAC(ψm, ψM ), si los ángulos interiores θ de K veri�
an 0 <
ψm ≤ θ ≤ ψM < π.Observa
ión 5.0.4 Notemos que DAC(ψm, ψM ) es equivalente a la existen
ia de una 
onstante
µ, la 
ual depende úni
amente de ψm y ψM , tal que

| cos(θ)| ≤ µ < 1para todo ángulo interior θ de K.Señalamos este he
ho 
on la inten
ión de soslayar que este tipo de 
ondi
ión ya ha sido 
on-siderada previamente (ver, por ejemplo, (1.1.2)).En el Capítulo 7, mostraremos que para todo p ≥ 1, la 
ondi
ión DAC(ψm, ψM ) permiteobtener la estima
ión (5.0.1). Más aún, sabemos que in
luso 
uando la 
ondi
ión sobre el ángulo46



máximo no es ne
esaria para p = 2 (ver por ejemplo [13℄), la misma no puede ser relajada para
p ≥ 3.Notemos que, trivialmente, se tiene

DAC(ψm, ψM ) ⇒MAC(ψM ) ; (5.0.3)y dado que
MAC(ψM ) ⇒ RDP (1, ψM )sigue que

DAC(ψm, ψM ) ⇒ RDP (1, ψM ) .Sin embargo, la impli
a
ión re
ípro
a de (5.0.3) no es verdadera. Para mostrar esto apelaremosal siguiente ejemploEjemplo 5.0.1 Consideremos el elemento K = K(1, a, a, 2a), 
on 0 < a < 1.

Figura: representa
ión del elemento K(1, a, a, 2a).Como es de veri�
a
ión inmediata, el ángulo 
orrespondiente al vérti
e (0, a) es 3
4π (indepen-diente de a). Por lo tanto, dado que la suma de los ángulos 
orrepondientes a los vérti
es (1, 0) y

(a, 2a) es 3
4π, ambos ángulos se en
uentran a
otados por una 
onstante menor a π e independientede a. De esta forma, queda probado que K satisfa
e la 
ondi
ión del ángulo máximo.Por otro lado, notemos que si γ denota al ángulo 
orrespondiente al vérti
e (1, 0), enton
es

tan(γ) =
2a

1− a
.Luego, γ tiende a 
ero 
uando a → 0, probando que γ no puede en
ontrarse a
otado inferior-mente y, en 
onse
uen
ia, no satisfa
e la doble 
ondi
ión del ángulo.47



5.1. Impli
a
iones de la DAC.En esta se

ión tenemos 
omo objetivo prin
ipal mostrar que la 
ondi
ión del ángulo doble,permite a
otar |φ3|W 1,p(K) para todo p ≥ 1.Re
ordemos que en el apartado 4.1 hemos mostrado esto para la RDP en el rango 1 ≤ p < 3.Ahora, si bien la DAC no es una 
ondi
ión más débil que la RDP , la estima
ión dedu
ida de esta
ondi
ión es más general que la 
orrespondiente a la RDP . En 
onse
uen
ia, la DAC es hastadonde sabemos la 
ondi
ión geométri
a más simple y laxa bajo la 
ual es posible a
otar |φ3|W 1,p(K)para todo p ≥ 1. Y, en 
onse
uen
ia, para estimar el error de interpola
ión.5.1.1. Redu

ión a la 
on�gura
ión de referen
ia.Tal 
omo se hizo al trabajar 
on la RDP , redu
iremos nuestro estudio a los mismos 
uadriláte-ros de referen
ia introdu
idos en el Capítulo 2, los 
uales re
ordamos son del tipo K(a, b, ã, b̃). Paraesto ne
esitamos garantizar la existen
ia de una transforma
ión afín que, dado un 
uadrilátero
onvexo K, aplique uno del tipo K(a, b, ã, b̃) en K de modo que si K tiene la DAC, enton
es
K(a, b, ã, b̃) también tenga di
ha propiedad.En el siguiente lema mostramos que di
ha transforma
ión existe. Di
ho resultado tiene el mis-mo espíritu del Lema 4.1.3 pero para elementos que veri�
an la DAC(ψm, ψM ).Lema 5.1.1 Sea K un 
uadrilátero 
onvexo veri�
ando la DAC(ψm, ψM ). Enton
es existe unatransforma
ión afín L̃(x) = Bx + P , un 
uadrilátero 
onvexo K(a, b, ã, b̃) y 
onstantes positivas
C = C(ψm, ψM ), ψm = ψm(ψm, ψM ), ψM = ψM (ψm, ψM ) < π tales que(a) ã

a
,
b̃

b
≤ 1 y L̃(K(a, b, ã, b̃)) = K;(b) ‖B‖, ‖B−1‖ < C, det(B) = 1;(
) Los diámetros de ambos elementos son 
omparables, i.e.,

C−1diam(K) ≤ diam(K(a, b, ã, b̃)) ≤ C diam(K);(d) K(a, b, ã, b̃) satisfa
e DAC(ψm, ψM );(e) El ángulo α está a
otado lejos de 0 y π, más aún,
π − ψM

2
≤ α ≤ π − ψm.Demostra
ión. Siempre es posible elegir dos lados adya
entes de K, que llamaremos l1 y l2, talesque K esté 
ontenido en el paralelogramo determinado por estos dos lados. Observemos que eldiámetro de este paralelogramo tiene el mismo orden de K.LlamemosM1 al vérti
e donde l1 y l2 se interse
an, y β al ángulo enM1. Luego de un movimien-to rígido podemos asumir que M1 está ubi
ado en el origen y que el lado l2 se en
uentra sobre eleje x. Denotemos porM2, M3 yM4 a los vérti
es restantes de K dispuestos en sentido antihorario.Llameramos a a la longitud del lado l2, así M2 = (a, 0).48



Sea ℓ14 el lado 
on vérti
esM1 yM4, y de�namos b = |ℓ14| sen(β). Enton
es,M4 = (b cotg(β), b).De�nimos el mapeo lineal L̃ aso
iado 
on la matriz
(

1 cotg(β)
0 1

)y elegimos ã y b̃ tales que L̃(K(a, b, ã, b̃)) = K.Es fá
il 
hequear que ã ≤ a y b̃ ≤ b, por lo que (a) queda probado. Item (b) sigue fá
ilmenteteniendo en 
uenta que ‖B‖, ‖B−1‖ ≤
√
2

sen(β) y que K veri�
a la DAC(ψm, ψM ).El ítem (
) es evidente de (b); mientras que el ítem (d) se sigue nuevamente de (b) junto 
onel Lema 4.1.2. Finalmente, el último ítem sigue de (d). En efe
to, dado que K(a, b, ã, b̃) veri�
a la
DAC(ψm, ψM ), el ángulo θ en M3 veri�
a ψm ≤ θ ≤ ψM . Enton
es, uno de los ángulos restantesde T1 (aquel que no es el ángulo mínimo para ser pre
isos), el 
ual podemos asumir que es α (sieste no es el 
aso, podemos apli
ar un movimiento rígido manteniendo válidas las propiedades (a),(b), (
) y (d) para inter
ambiarlo), veri�
a π−ψM

2 ≤ α ≤ π − ψm .Observa
ión 5.1.1 En virtud del lema pre
edente, y del Lema 2.2.1, 
ada vez que trabajemos 
onun 
uadrilátero 
onvexo K de diámetro h que satisfa
e la DAC(ψm, ψM ) asumiremos que es deltipo K(a, b, ã, b̃). Más aún, asumiremos la existen
ia de una 
onstante positiva Ñ(ψm, ψM ) tal que:(S1) ã

a
,
b̃

b
≤ 1;(S2) 1

sen(α)
≤ Ñ .Notemos que (S2) sigue inmediatamente del ítem (e) del Lema 5.1.1.Los siguientes he
hos elementales son dedu
idos de (S1):

h = |d1|; (5.1.1)
|K|
|T2|

≤ 2. (5.1.2)Observa
ión 5.1.2 Tratando de repli
ar la 
onstru

ión de L̃ he
ha en el Lema 5.1.1, para unelemento que veri�que la RDP (N,ψM ), podemos eventualmente en
ontrar que no es posible a
otar
κ(B) en términos de ψM y N , dado que el ángulo β podría aproximarse a 0.La transforma
ión L 
onstruída en el Lema 4.1.3 evita esta di�
ultad relajando las 
otas so-bre ã/a, b̃/b (ver (4.1.13)). Como veremos, la 
ondi
ión (S1), válida para elementos que veri�
an
DAC(ψm, ψM ), simpli�
a el estudio del error de interpola
ión.Lema 5.1.2 Si K = K(a, b, ã, b̃) es un 
uadrilátero 
onvexo y satisfa
e las hipótesis (S1) y (S2),enton
es,

máx

{ |ℓ|
a
,
|ℓ|
b

}

≤ Ñ

(

b̃

b
+
ã

a
− 1

)

.Demostra
ión. La demostra
ión es similar a la dada para el ítem (1) del Lema 4.1.5 
ambiando(H2) por (S2). 49



5.1.2. A
ota
ión de |φ3|W 1,p(K) bajo la DAC.Para K veri�
ando DAC(ψm, ψM ) las 
otas para |φ3|W 1,p(K) pueden ser manejadas más fá-
ilmente que en el 
aso de la RDP . Este he
ho nos permite presentar dire
tamente el siguientelema:Lema 5.1.3 Si K = K(a, b, ã, b̃) es un 
uadrilátero 
onvexo y satisfa
e (S1) y (S2), enton
es, para
ualquier p ≥ 1

|φ3|W 1,p(K) ≤ CÑ1/q h
1/p

|ℓ|1/q (5.1.3)donde q es el exponente dual de p y C es una 
onstante independente de K.Demostra
ión. Dado que la derivada par
ial restante puede tratarse de manera 
ompletamenteanáloga, a
otaremos úni
amente ∥∥
∥

∂φ3
∂x

∥

∥

∥

p

Lp(K)
.Comen
emos notando que el he
ho ã

a ,
b̃
b ≤ 1 permite a
otar Ip tal 
omo se hizo en la parte (1)del Lema 3.2.2, de esta manera se tiene

Ip ≤
1

(b̃/b+ ã/a− 1)p−1
.Así, de (3.1.7) y del Lema 5.1.2 se tiene

∥

∥

∥

∂φ3
∂x

∥

∥

∥

p

Lp(K)
≤ b

ap−1

1

(b̃/b+ ã/a− 1)p−1
≤ Ñp−1 b

|ℓ|p−1y la prueba termina teniendo en 
uenta que b ≤ h.
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Capítulo 6A
ota
iones té
ni
as.Con el �n de a
otar |u−Πu|W 1,p(K) y |(Πu− u)(M3)| (ver (2.3.1)), que es el objeto prin
ipalde este 
apítulo, vamos a requerir una forma más sútil del teorema de traza sobre un triángulo.La versión en L2 del siguiente lema puede en
ontrarse en [20℄, nosotros lo estable
eremos en
Lp y omitiremos la demostra
ión puesto que es seguir paso a paso la dada en [20℄.Lema 6.0.4 Sea T un triángulo 
uyo diámetro es hT y e es 
ualquiera de sus lados. Para 
ualquier
p ≥ 1 tenemos

‖u‖Lp(e) ≤ 2
1

q

( |e|
|T |

)1/p

{‖u‖Lp(T ) + hT |u|W 1,p(T )}donde q es el exponente dual de p.6.1. A
ota
ión de |(u−Πu)(M3)|.En el siguiente lema damos una estima
ión para |(u−Πu)(M3)| en términos de |u−Πu|W 1,p(K).Lema 6.1.1 Si K = K(a, b, ã, b̃) es un 
uadrilátero 
onvexo que veri�
a
(a) (H1), (H2), (H3), (H4) o (b) (S1), (S2)enton
es, para 
ualquier p ≥ 1 se tiene

|(u−Πu)(M3)| ≤ C
|ℓ|1/q
h1/p

{|u−Πu|W 1,p(T1) + h|u|W 2,p(T1)} (6.1.1)donde q es el exponente dual de p, y C = 2(N2N3(1 +N1))
1/p en el 
aso (a), o C = 2Ñ1/p enel 
aso (b).Demostra
ión. Denotaremos 
on ∂ℓ a la derivada en la dire

ión de ℓ. Usando (u−Πu)(M4) = 0,la desigualdad de Hölder y el Lema 6.0.4 tenemos

|(u−Πu)(M3)| =
∣

∣

∣

∫

ℓ
∂ℓ(u−Πu)

∣

∣

∣ ≤ |ℓ|1/q‖∂ℓ(u−Πu)‖Lp(ℓ)

≤ 21−
1

p
|ℓ|

|T1|1/p
{|u−Πu|W 1,p(T1) + hT1 |u|W 2,p(T1)}51



donde q es el exponente dual de p.Es
ribiendo |T1| = |ℓ||d1| sen(α)/2, sigue que
|ℓ|

|T1|1/p
= 21/p

|ℓ|1/q
(sen(α)|d1|)1/py, en el 
aso (a), tenemos de (4.1.14) y (H2) que

|ℓ|
|T1|1/p

≤ (2N2N3(1 +N1))
1/p |ℓ|1/q

h1/pmientras que en el 
aso (b), tenemos de (S2) y (5.1.1) que
|ℓ|

|T1|1/p
≤ (2Ñ )1/p

|ℓ|1/q
h1/py la demostra
ión 
on
luye en ambos 
asos observando que hT1 ≤ h.Observa
ión 6.1.1 Dado que K es 
onvexo, es bien sabido que, para 
ualquier p ≥ 1, existe una
onstante Cp que depende solo de p tal que

‖w‖Lp(K) ≤ Cph|w|W 1,p(K) (6.1.2)para 
ualquier w 
on promedio nulo sobre K. Para p = 1 y p = 2, y dominios 
onvexos generales,las 
onstantes óptimas se sabe que son C1 =
1
2 y C2 =

1
π (ver [3, 18℄).6.2. A
ota
ión de |u− Πu|W 1,p(K).El siguiente lema da una estima
ión para el error |u−Πu|W 1,p(K) del interpolante lineal.Lema 6.2.1 Si K = K(a, b, ã, b̃) es un 
uadrilátero 
onvexo y veri�
a 
ualquiera de las siguientes
ondi
iones

(a) (H1), (H2), (H3), (H4) o (b) (S1), (S2)enton
es, para 
ualquier p ≥ 1,
|u−Πu|W 1,p(K) ≤ Ch|u|W 2,p(K) (6.2.1)donde C = 2

(

Cp(1 + 2
1

qN
1

p

5 ) + 2
1

qN
1

p

5

) en el 
aso (a), y C = 2(3Cp + 2) en el 
aso (b).Demostra
ión. Consideremos, por ejemplo, v = ∂
∂x(u−Πu). Queremos mostrar que

‖v‖Lp(K) ≤ Ch|v|W 1,p(K).Sea vK el valor medio de v sobre K, de (6.1.2) tenemos
‖v − vK‖Lp(K) ≤ Cph|v|W 1,p(K). (6.2.2)En 
onse
uen
ia resta a
otar ‖vK‖Lp(K). 52



Notemos que la integral entre 0 y a de v(x, 0) es nula, en efe
to,
∫ a

0
v(x, 0) dx =

∫ a

0

∂

∂x1
(u−Πu)(x, 0) dx = (u−Πu)|M2

M1
= 0 .Además, 
onsiderando a vK 
omo una fun
ión 
onstante, tenemos

1

a

∫ a

0
vK(x, 0) dx = vK .Luego, 
ombinando las últimas observa
iones realizadas, resulta que

1

|ℓ12|

∣

∣

∣

∣

∫

ℓ12

(v − vK) ds

∣

∣

∣

∣

=
1

a

∣

∣

∣

∣

∫ a

0
(v − vK)(x, 0) dx

∣

∣

∣

∣

= |vK | .
(6.2.3)Usando (6.2.3) junto a la desigualdad de Hölder se tiene

|vK | ≤ ‖v − vK‖Lp(ℓ12)
|ℓ12|−1/p . (6.2.4)Ahora, 
ombinando (6.2.4) 
on el Lema 6.0.4 obtenemos

|vK | ≤ 2
1

q |ℓ12|−1/p

( |ℓ12|
|T2|

)1/p

{‖v − vK‖Lp(T2) + hT2 |v − vK |W 1,p(T2)}

≤ 2
1

q

(

1

|T2|

)1/p

{‖v − vK‖Lp(K) + hT2 |v|W 1,p(K)} .

(6.2.5)En 
onse
uen
ia
‖vK‖Lp(K) = |vK ||K|1/p

≤ 21−1/p

( |K|
|T2|

)1/p

{‖v − vK‖Lp(K) + h|v|W 1,p(K)}
(6.2.6)y la 
ota para ∂

∂x(u−Πu) es obtenida mediante la desigualdad triangular, usando (6.2.2) junto
on (4.1.15) en el 
aso (a) y (5.1.2) en el 
aso (b).Resta observar que la derivada respe
to a y puede ser tratada de forma análoga, lo que 
on
luyeel argumento.
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Capítulo 7Resultados Prin
ipales.En esta se

ión vamos a enun
iar y probar el teorema de interpola
ión; además, mediante
ontraejemplos mostraremos que algunos de estos resultados no se pueden mejorar.7.1. El Teorema de interpola
ión.Comenzaremos 
on el siguiente lema elemental.Lema 7.1.1 Sea K = K(1, 1, ã, b̃), K 
onvexo, y ã, b̃ ≤ 1. Enton
es para 
ualquier p ≥ 1 se tiene
‖u−Qu‖Lp(K) ≤ C|u|W 2,p(K) (7.1.1)para una 
onstante C independente de K.Demostra
ión. Obviamente se tiene

‖u−Qu‖Lp(K) ≤ ‖u− Pu‖Lp(K) + ‖Q(Pu− u)‖Lp(K)donde P es el polinomio lineal de Taylor de u 
al
ulado sobre una bola �ja (ver [9℄, Capítulo 4)
ontenida en el triángulo de vérti
es (0, 0), (1, 0) y (0, 1).El lema de Bramble-Hilbert y la desigualdad de Sobolev, estable
idos en [9℄, dan por un lado
‖u− Pu‖W 2,p(K) ≤ C|u|W 2,p(K)y, por otro

‖Pu− u‖L∞(K) ≤ C‖Pu− u‖W 2,p(K)
on C independente de K en ambos 
asos (re
ordemos que ã, b̃ ≤ 1).La demostra
ión 
on
luye teniendo en 
uenta que
‖Q(Pu− u)‖Lp(K) ≤ ‖Q(Pu− u)‖L∞(K) ≤ C‖Pu− u‖L∞(K).Estamos ahora en 
ondi
iones de demostrar el teorema prin
ipal de este trabajo, en el 
ual seenun
ia la estima
ión óptima del error para elementos 
uadriláteros.54



Teorema 7.1.1 Sea K un 
uadrilátero 
onvexo 
on diámetro h, y p ≥ 1. Enton
es existe una
onstante C0 independente de K tal que
‖u−Qu‖Lp(K) ≤ C0h

2|u|W 2,p(K). (7.1.2)Para 1 ≤ p < 3 y K satisfa
iendo la RDP (N,ψM ) se tiene
|u−Qu|W 1,p(K) ≤ Ch|u|W 2,p(K) (7.1.3)
on C = C(N,ψM , p), y la restri

ión sobre p no puede ser mejorada.Finalmente, para 
ualquier p ≥ 1 y K veri�
ando la DAC(ψm, ψM ) se tiene
|u−Qu|W 1,p(K) ≤ Ch|u|W 2,p(K) (7.1.4)
on C = C(ψm, ψM , p), y para p ≥ 3 la 
ondi
ión sobre el ángulo máximo no puede ser relajada.Demostra
ión. Siempre es posible elegir dos lados adya
entes de K, l1 y l2, tales que K esté
ontenido en el paralelogramo de�nido por di
hos lados (observemos que este paralelogramo tienediámetro del mismo orden que K).Ahora, sea L la transforma
ión afín que apli
a l1 en el segmento que une los puntos (0, 0) y (1, 0);y l2 en el segmento que une los puntos (0, 0) y (0, 1) y llamemos K̃ = L(K) (esta transforma
ióntambién fue usada en [21℄). No es difí
il ver que K̃ = K(1, 1, ã, b̃) 
on ã, b̃ ≤ 1, y un argumentoestándar muestra que (7.1.2) sigue de (7.1.1) por un 
ambio de variables.Con el objeto de probar (7.1.3), observemos que el Lema 4.1.3 estable
e que K puede ser trans-formado en un 
uadrilátero 
onvexo del tipo K(a, b, ã, b̃) satisfa
iendo (H1), (H2), (H3), (H4) 
on
onstantes ψ y Ni, i = 1, 2, 3 que dependen úni
amente de N y ψM 
uyo diámetro h es equiva-lente al de K. Más aún, del Lema 2.2.1 sabemos que la estima
ión del error sobre K sigue del de

K(a, b, ã, b̃). En 
onse
uen
ia es su�
iente probar la estima
ión del error para estas 
on�gura
ionesde referen
ia 
on una 
onstante que dependa solamente de ψ y Ni.Ahora, la desigualdad (7.1.3) sigue de (2.3.1) 
ombinado 
on (6.2.1), (6.1.1) y (4.1.29). El
ontraejemplo 7.2.1 muestra que p < 3 es 
ondi
ión ne
esaria.Finalmente, la demostra
ión de (7.1.4) sigue 
omo la de (7.1.3) reemplazando el Lema 4.1.3por el Lema 5.1.1, y usando nuevamente el Lema 2.2.1 y las e
ua
iones (2.3.1) 
ombinadas 
on(6.2.1), (6.1.1) y (5.1.3).El 
ontraejemplo 7.2.1 muestra que la 
ondi
ión sobre el ángulo máximo es ne
esaria si p ≥ 3.7.2. Contra-ejemplo.Contra-ejemplo 7.2.1 Mostraremos que la asun
ión 1 ≤ p < 3 no puede ser relajada en el últimoteorema si K veri�
a la RDP . Para ello 
onsideraremos K = K(1, 1, a, a), 
on 1
2 < a < 1, la ideaes tomar a→ 1

2 .Ya vimos en el Ejemplo 4.0.2 que K veri�
a la RDP (2, 34π) independientemente de a.Consideremos u(x, y) = xy (notemos que esta fun
ión no está en el espa
io Q1 si a < 1).Notemos que
∥

∥

∥

∥

∂u

∂x

∥

∥

∥

∥

Lp(K)

≤ 1 y |u|W 2,p(K) ≤ 1.55



Por otro lado, 
omo Qu = a2φ3, tenemos
∥

∥

∥

∥

∂Qu

∂x

∥

∥

∥

∥

Lp(K)

= a2
∥

∥

∥

∥

∂φ3
∂x

∥

∥

∥

∥

Lp(K)

(7.2.1)y de (3.1.4) podemos es
ribir
∥

∥

∥

∥

∂φ3
∂x

∥

∥

∥

∥

p

Lp(K)

=

∫ 1

0

∫ 1

0

ŷp

(1 + x̂(a− 1) + ŷ(a− 1))p−1
dx̂dŷ

≥ 1

2p

∫ 1

1

2

∫ 1

0

1

(1 + (a− 1)x̂+ (a− 1)ŷ)p−1
dx̂dŷ .

(7.2.2)Integrando explí
itamente para p > 3 obtenemos
∥

∥

∥

∥

∂φ3
∂x

∥

∥

∥

∥

p

Lp(K)

≥
(

(2a− 1)3−p − (32a− 1
2)

3−p − a3−p + (12 + a
2 )

3−p)

2p(3− p)(2− p)(a− 1)2y así ∥∥∥
∥

∂φ3
∂x

∥

∥

∥

∥

p

Lp(K)

→ ∞ si a→ 1
2 , mostrando que (7.1.3) no puede valer independientemente de a.Consideremos ahora el 
aso p = 3. Tenemos enton
es

∥

∥

∥

∥

∂φ3
∂x

∥

∥

∥

∥

3

L3(K)

≥ 1

8

∫ 1

1

2

∫ 1

0

1

(1 + (a− 1)x̂+ (a− 1)ŷ)2
dx̂dŷ

=
ln
(

3
2a− 1

2

)

+ ln(a)− ln(2a− 1)− ln
(

1
2a+

1
2

)

(a− 1)2
.

(7.2.3)
Luego, el término logarítmi
o − ln(2a − 1) es el responsable del he
ho que ∥∥∥

∥

∂φ3
∂x

∥

∥

∥

∥

3

L3(K)

→ ∞
uando a→ 1
2 , permitiéndonos 
on
luir lo mismo.Finalmente, observemos que el mismo 
ontra-ejemplo impli
a que la restri

ión sobre el ángulomáximo no puede ser relajada si p ≥ 3.
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Capítulo 8La propiedad de des
omposi
ión regulargeneralizada y nueva propiedad dedes
omposi
ión regular.En este 
apítulo tenemos 
omo inten
ión dar un panorama sobre un trabajo posterior a [4℄, asaber [16℄, en el 
ual se generalizan en 
ierto modo, las propiedades dadas en el 
itado artí
ulo.Damos aquí una des
rip
ión de estas 
ondi
iones generalizadas, las 
omparamos 
on las origina-les y enun
iamos los prin
ipales resultados obtenidos al respe
to. No in
luímos las demostra
iones
on el afán de ha
er menos engorrosa la le
tura. Sin embargo, 
onsideramos pertinente in
luir al-gunos resultados té
ni
os para dar 
uenta que parte del pro
edimiento y la té
ni
a usada es similara la de [4℄, aunque en este trabajo no se reduz
a el estudio a una 
on�gura
ión de referen
ia.8.1. De�ni
ión y nota
ión.En [16℄ los autores introdu
en una nueva 
ondi
ión, llamada la propiedad de des
omposi
iónregular generalizada, que resulta su�
iente para garantizar la validez de la estima
ión del error deinterpola
ión para la Q1-interpola
ión de Lagrange; y que puede ser entendida 
omo una genera-liza
ión de la 
ondi
ión de des
omposi
ión regular tal 
omo su nombre lo indi
a.Bási
amente, di
ha 
ondi
ión estable
e que si se divide al 
uadrilátero en dos triángulos por ladiagonal más larga, 
uando ambos triángulos tengan áreas 
omparables, ambos triángulos deberánsatisfa
er la 
ondi
ión del ángulo máximo; de otra manera, la 
ondi
ión del ángulo máximo solodeberá ser satisfe
ha por el triángulo más grande T1. Este último 
ondi
ionamiento se debe a que,si el área del triángulo más 
hi
o T3 es 
onsiderablemente menor al área de T1, el error sobre T3
ontribuye po
o al error global, y en 
onse
uen
ia su ángulo máximo puede ser tan grande 
omo sequiera siempre que la razón |T3|
|T1| tienda a 
ero. Es de
ir, en el 
aso que el 
uadrilátero K degenereal triángulo más grande, la 
ondi
ión del ángulo máximo sobre el triángulo más 
hi
o puede serrelajada siempre que la razón |T3|

|T1| esté 
ontrolada.Formalmente, la de�ni
ión de la propiedad de des
omposi
ión generalizada es la siguiente:De�ni
ión 8.1.1 Sea K un 
uadrilátero 
onvexo. Diremos que K satisfa
e la propiedad de des-
omposi
ión generalizada (generalized regular de
omposition property) 
on 
onstantes N ∈ IR+ y
0 < ψ < π, o simplemente GRDP (N,ψ), si es posible dividir a K en dos triángulos por una de57



sus diagonales, llamada siempre d1, de forma tal que el triángulo más grande satisfaga MAC(ψ) y
hK

|d1| sen(α)

( |T3|
|T1|

ln

( |T1|
|T3|

))
1

2

≤ N , (8.1.1)donde el triángulo más grande será denotado siempre por T1, el triángulo restante por T3, hKdenota el diámetro del 
uadrilátero K y α es el máximo ángulo de T3.Observa
ión 8.1.1 Si bien la de�ni
ión dada arriba se basa en la geometría del 
uadrilátero K, yno involu
ra, en prin
ipio, ningún espa
io de fun
iones aso
iado; di
ha de�ni
ión será la de�ni
iónde la GRDP 
uando K sea visto en el mar
o de la teoría de Elementos Finitos donde el espa
iode las fun
iones a interpolar sea H1.Más adelante, veremos que la de�ni
ión de la NRDP (una suerte de generaliza
ión de la
GRDP ) es esen
ial y signi�
ativamente distinta, si se trabaja en el espa
io W 1,p dependiendo del
p 
onsiderado.8.2. Observa
iones sobre la GRDP y la RDP .Como ya men
ionamos, en [16℄ los autores prueban que la GRDP , que puede ser entendida
omo una generaliza
ión de la RDP , es su�
iente para la validez de la estima
ión del error deinterpola
ión para la Q1-interpola
ión de Lagrange.En 
uanto a la su�
ien
ia para di
ha estima
ión nos en
argaremos más adelante, por lo pronto,
on
entrándonos en la generaliza
ión notemos que

RDP (N,ψ) ⇒ GRDP (η, ψ) (8.2.1)donde η = η(N).En efe
to, supongamos que un 
uadrilátero K satisfa
e RDP (N,ψ) al ser dividido por ladiagonal d1 en los triángulos T1 y T3. Adoptemos la nota
ión de modo que |T1| ≥ |T3|. Siguiendola De�ni
ión 8.1.1, resta mostrar que (8.1.1) se veri�
a pues T1 veri�
a MAC(ψ) por hipótesis.Ahora, 
omo x ln(x−1) ≤ e−1 ∀ x ∈ [0, 1], para veri�
ar (8.1.1) basta mostrar que se 
umple
hK

|d1| sen(α)
≤ cte. (8.2.2)Pero 
omo α es el máximo ángulo de T3, y T3 veri�
a MAC(ψ) por hipótesis, resulta que

π

3
≤ α ≤ ψ < π;de donde sigue

1

sen(α)
≤ máx

{

2√
3
,

1

sen(ψ)

}

.De modo que para mostrar (8.2.2) basta ver que
hK
|d1|

≤ cte. (8.2.3)Observemos el siguiente he
ho bási
o, 
onse
uen
ia del Teorema del seno:58



Sea T un triángulo de lados ℓ1 ≤ ℓ2 ≤ ℓ3 y sea δ = ∠ℓ1ℓ3, enton
es
ℓ3
ℓ2

≤ 1

sen(δ)
.Es de
ir, en un triángulo 
ualquiera los lados más largos del mismo siempre resultan 
omparablesy la 
onstante de 
ompara
ión depende, bási
amente, de los ángulos interiores del triángulo. Enparti
ular, si T veri�
a MAC(ψ),

ℓ3
ℓ2

≤ C(ψ).Luego, si d1 es la diagonal más larga de K, hK y d1 resultan ser los lados más largos de T1 o
T3, y así (8.2.3) vale. En otro 
aso, d2 y hK son 
omparables pues d2 y hK resultan ser los ladosmás largos de T1 o T3, enton
es (8.2.3) sigue observando que

hK
|d1|

=
hK
|d2|

|d2|
|d1|

≤ hK
|d2|

Nya que K veri�
a la RDP (N,ψ).Sin embargo, la impli
a
ión re
ípro
a de (8.2.1) no es válida 
omo puede apre
iarse en elsiguiente ejemplo, que es el usado en [16℄.Ejemplo 8.2.1 Consideremos K = K(1, a, as, a) 
on s > 2 y 0 < a < 1.

Figura: representa
ión del elemento K(1, a, as, a).Es 
laro que al dividir K por la diagonal M2M4, el triángulo T3 de vérti
es M2, M3 y M4 noveri�
a la 
ondi
ión del ángulo máximo puesto que el ángulo opuesto a di
ha diagonal, α, tiendea π 
uando a→ 0. En 
onse
uen
ia, K no satisfa
e la RDP .Por otro lado, notemos que 59



(a) hK = |d1| =
√
1 + a2;(b) sen(α) = sen(β +

π

2
) = cos(β) =

a
√

(1− as)2 + a2
;(
) |T1| =

a

2
, donde T1 es el triángulo de vérti
es M1, M2 y M4;(d) |T3| =
as+1

2
.Por lo tanto, para s > 2 �jo y a→ 0 resulta que

hK
|d1| sen(α)

( |T3|
|T1|

ln

( |T1|
|T3|

)) 1

2

=
[

((1− as)2 + a2)as−2 ln(a−s)
]
1

2tiende a 
ero, 
on lo 
ual, tomando a su�
ientemente pequeño, se veri�
a (8.1.1) para una 
onstante
N independiente de a.Finalmente, notemos que T1 veri�
a MAC(π/2), por lo que K veri�
a la GRDP (N,π/2).Si bien es fa
tible entender la GRDP 
omo una generaliza
ión de la RDP en el sentido antesseñalado, es justo observar que la GRDP no tiene una interpreta
ión geométri
a tan 
lara 
omo la
RDP y su veri�
a
ión impli
a un 
osto 
omputa
ional más alto. Estos he
hos han sido observadospor los autores de [16℄, pues los mismos proponen una 
ondi
ión equivalente a (8.1.1) que es deveri�
a
ión más simple. En la siguiente observa
ión re
opilamos estos he
hos.Observa
ión 8.2.1 Si θ denota el menor ángulo entre d1 y d2; y partimos d2 en a1 y a3 siendo
a1 = d2 ∩ T1 y a3 = d2 ∩ T3, enton
es

|T1| =
|d1||a1| sen(θ)

2
y |T3| =

|d1||a3| sen(θ)
2

.En 
onse
uen
ia,
|T3|
|T1|

=
|a3|
|a1|

(8.2.4)y enton
es (8.1.1) puede re-es
ribirse 
omo sigue
hK

|d1| sen(α)

( |a3|
|a1|

ln

( |a1|
|a3|

))
1

2

≤ N . (8.2.5)Notemos que hasta aquí se ha realizado una mejora en 
uanto al 
osto 
omputa
ional de (8.1.1),pues se ha logrado redu
ir el 
ál
ulo de áreas al 
ál
ulo de longitudes. Sin embargo, a pesar que seha he
ho una redu

ión, la misma no resulta 
onsiderablemente signi�
ativa.Finalmente, en [16℄, los autores sostienen que si se elige la diagonal más larga 
omo d1, la
ondi
ión (8.1.1) se redu
e a
1

sen(α)

( |a3|
|a1|

ln

( |a1|
|a3|

)) 1

2

≤ N (8.2.6)(lo 
ual es 
laro por la observa
ión previa y el he
ho que en este 
aso, hK y d1 resultan 
omparables).60



Sin embargo, al menos dos obje
iones pueden realizarse a esta a�rma
ión, a saber, (a) si bien(8.2.6) representa una mejora 
omputa
ional respe
to de (8.1.1), la misma no es verdaderamentesigni�
ativa 
omo ya hemos señalado; (b) si bien la ele

ión de d1 
omo la diagonal más largapermite 
on
luir (8.2.6), re
ordemos que tal redu

ión se basa en el he
ho que d1 y hK resultan
omparables, y el 
ontrol de la 
onstante que a
ota hK/d1 puede ser un problema 
uando se trabajaen una malla grande ya que di
ha 
ota puede no ser uniforme.8.3. La estima
ión del error en H1.Para el abordaje de di
ha estima
ión los autores pro
eden de igual manera que en [1℄, [13℄ y[4℄; des
omponiendo el error mediante el P1-operador de interpola
ión de Lagrange aso
iado a losvérti
es M1, M2 y M4, al 
ual seguiremos denotando por Π, tal 
omo en la se

ión 2.3.Re
ordamos que la des
omposi
ión obtenida es
|u−Qu|W 1,p(K) ≤ |u−Πu|W 1,p(K) + |(Πu− u)(M3)||φ3|W 1,p(K). (8.3.1)De esta manera, para obtener una estima
ión del error de interpola
ión es su�
iente estimarlos dos términos del lado dere
ho.Re
ordemos también que, tanto en [2℄ 
omo en [4℄, se redu
ía el estudio a una familia dereferen
ia y ésta era una de las herramientas 
laves usadas en di
hos trabajos. Sin embargo, dadoque ahora no es impuesta la 
ondi
ión del ángulo máximo sobre el triángulo más 
hi
o, no esposible adoptar la misma té
ni
a.Por esto, se prueban en [16℄ los siguientes resultados que aquí solo enun
iaremos remitiendo a[16℄ para las pruebas pero que 
ombinan, prin
ipalmente, té
ni
as usadas en [13℄ y [2℄.Lema 8.3.1 Sea K un 
uadrilátero 
onvexo 
ualquiera 
on vérti
es 
onse
utivos M1, M2, M3 y

M4. Sea θ el ángulo entre las dos diagonales M1M3 (denotada por d2) y M2M4 (denotada por d1)y sea O = d1 ∩ d2. Sean ai = |OMi| > 0 para i = 1, 2, 4 y a3 = |OM3| ≥ 0; y denotemos por αy s al máximo ángulo y al lado más 
orto de T3, respe
tivamente. Sin pérdida de generalidad, sepuede asumir que |M3M4| = s. Enton
es se tiene
∫

K̂

1

|JK |dx̂dŷ <
4

|d1||s| sen(α)
|T3|
|T1|

(

2 + ln

( |T1|
|T3|

)) (8.3.2)donde JK es el ja
obiano del mapeo FK : K̂ → K.El lema previo permite obtener una estima
ión de |φ3|H1(K) que se resume en el siguienteLema 8.3.2 Sea K un 
uadrilátero 
onvexo 
ualquiera que veri�
a las mismas hipótesis que en elLema 8.3.2. Enton
es se tiene
|φ3|H1(K) ≤

8hK
(|d1||s| sen(α))1/2

( |T3|
|T1|

(

2 + ln

( |T1|
|T3|

)))
1

2

. (8.3.3)Por otro lado, tenemos las siguientes estima
iones:Lema 8.3.3 Sea K un 
uadrilátero 
onvexo 
ualquiera, enton
es se tiene
|(u−Πu)(M3)| ≤

(

4|s|
|d1| sen(α)

) 1

2
{

|u−Πu|H1(T3) + hK |u|H2(T3)

}

. (8.3.4)61



Lema 8.3.4 Sea K un 
uadrilátero 
onvexo 
ualquiera, enton
es se tiene
|u−Πu|H1(K) ≤

4

sen(γ)

(

1 +
2

π

)(

2|K|
|T1|

) 1

2

hK |u|H2(K) (8.3.5)donde γ es el máximo ángulo de T1.Finalmente, 
ombinando todos los lemas previos se obtiene el resultado prin
ipal, es de
ir, laestima
ión del error en H1 para elementos 
uadriláteros.Teorema 8.3.1 Sea K un 
uadrilátero 
onvexo que satisfa
e GRDP (N,ψ), enton
es
|u−Qu|H1(K) ≤ ChK |u|H2(K) (8.3.6)donde C es una 
onstante positiva que depende úni
amente de N y ψ.8.4. La NRDP y la estima
ión del error en W 1,p.El aspe
to más té
ni
o para demostrar la estima
ión del error en W 1,p radi
a en la a
ota
iónde |φ3|W 1,p . Ahora, dado que

∣

∣

∣

∣

∂φ3
∂x

∣

∣

∣

∣

≤ 2hK
|JK | y ∣

∣

∣

∣

∂φ3
∂y

∣

∣

∣

∣

≤ 2hK
|JK | ,resulta que

|φ3|W 1,p(K) ≤ 4hK

(∫

K̂

1

|JK |p−1
dx̂dŷ

) 1

pdonde JK es el ja
obiano de la apli
a
ión FK : K̂ → K.De donde sigue que, para a
otar |φ3|W 1,p , es su�
iente a
otar
∫

K̂

1

|JK |p−1
dx̂dŷ .Este es el objeto del siguiente lema, en el 
ual usamos la nota
ión ya adoptada.Lema 8.4.1 Sea K un 
uadrilátero 
onvexo 
ualquiera, enton
es

∫

K̂

1

|JK |p−1
dx̂dŷ <

4p−1

(2− p)(|d1||s| sen(α))p−1

( |T3|
|T1|

) 1

p para p ∈ [1, 2), (8.4.1)
∫

K̂

1

|JK |p−1
dx̂dŷ <

4p−1

(2− p)(3− p)(|d1||s| sen(α))p−1

( |T3|
|T1|

)
1

p para p ∈ (2, 3). (8.4.2)Además, si Ti = ∆Mi−1MiMi+1, 1 = 1, 2, 3, 4, 
on M1±4 = Mi y si se asume, sin pérdida degeneralidad, que |T3| = mı́n {|T1|, |T3|} y |T4| = mı́n {|T2|, |T4|}, enton
es
∫

K̂

1

|JK |p−1
dx̂dŷ ≤ 21+

1

pM1− 3

p
+ 1

2p

|T1|
1

p |T3|1−
2

p

para p ∈
[

3,
7

2

]

, (8.4.3)62



∫

K̂

1

|JK |p−1
dx̂dŷ ≤ 21+

2

pM
1

p

(p − 2)
1

p |T1|
1

p |T3|1−
2

p

para p ∈
(

7

2
, 4

]

, (8.4.4)
∫

K̂

1

|JK |p−1
dx̂dŷ <

(p − 3)
1

p 2
1+ 2

pM
1− 3

p

(p− 2)
1

p |T1|
1

p |T3|1−
2

p

para p > 4, (8.4.5)donde M = máx
{

1, |T3||T4|

}.En 
onsidera
ión a las estima
iones obtenidas en el lema previo se introdu
e la siguiente de�ni-
ión.De�ni
ión 8.4.1 Sea K un 
uadrilátero 
onvexo. Diremos que K satisfa
e la nueva propiedadde des
omposi
ión generalizada (new regular de
omposition property) 
on 
onstantes N ∈ R+,
0 < ψ < π y p ∈ [1,∞), p 6= 2, o simplemente NRDP (N,ψ, p), si es posible dividir a K en dostriángulos a lo largo de una de sus diagonales, llamada siempre d1, de forma tal que el triángulomás grande satisfaga MAC(ψ) y

hK

(2− p)
1

p |d1| sen(α)

( |T3|
|T1|

)1/p

≤ N para p ∈ [1, 2), (8.4.6)
hK

(2− p)
1

p (3− p)
1

p |d1| sen(α)

( |T3|
|T1|

)
1

p

≤ N para p ∈ (2, 3), (8.4.7)
hKM

1− 3

p
+ 1

2p

|d1| sen(α)

( |T3|
|T1|

) 1

p

≤ N para p ∈ [3, 7
2

)

, (8.4.8)
hKM

1

p

|d1| sen(α)

( |T3|
|T1|

)
1

p

≤ N para p ∈ (7

2
, 4

]

, (8.4.9)
hKM

1− 3

p

|d1| sen(α)

( |T3|
|T1|

) 1

p

≤ N para p > 4, (8.4.10)donde el triángulo más grande es llamado T1, el triángulo restante es llamado T3, hK denotael diámetro de K, α es el máximo ángulo de T3 y s el lado más 
orto de T3.En lo que sigue se enun
ian algunos resultados té
ni
os que permiten demostrar el teoremaprin
ipal de interpola
ión para 
uadriláteros 
onvexos que satisfa
en NRDP .Lema 8.4.2 Sea K un 
uadrilátero 
onvexo arbitrario y sea Π el operador lineal de interpola
iónde Lagrange de�nido sobre T1, enton
es para todo p ≥ 1 vale
|(u−Πu)(M3)| ≤

(

2p|s|p−1

|d1| sen(α)

)
1

p
{

|u−Πu|W 1,p(T3) + hK |u|W 2,p(T3)

}

. (8.4.11)
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Lema 8.4.3 Sea K un 
uadrilátero 
onvexo 
ualquiera y sea Π el operador lineal de interpola
iónde Lagrange de�nido sobre T1, enton
es
|u−Πu|W 1,p(K) ≤ (1 + 2Cp)

2
2− 1

p

sen(γ)

( |K|
|T1|

) 1

p

hK |u|W 2,p(K)donde γ es el mínimo ángulo de T1 y Cp es la 
onstante de la desigualdad de Poin
aré.Teorema 8.4.1 Sea K un 
uadrilátero que satisfa
e NRDP (N,ψ, p) 
on p ≥ 1, p 6= 2, enton
esse tiene
|u−Qu|W 1,p(K) ≤ ChK |u|W 2,p(K), (8.4.12)
on C > 0 dependiendo úni
amente de N , ψ y p.Observa
ión 8.4.1 Puede pare
er po
o relevante enun
iar estos resultados sin sus respe
tivaspruebas y de un modo `en
i
lopedista', por de
irlo de alguna manera. Sin embargo, nos pare
erelevante realizar esto para enfatizar que el 
amino seguido para probar el teorema de interpola
iónes, bási
amente, el mismo que en [2℄ y [4℄.Observa
ión 8.4.2 Notemos también que, de igual manera a 
omo se mostró la validez de laimpli
a
ión RDP ⇒ GRDP , puede probarse
RDP (N,ψ) ⇒ NRDP (η, ψ, p)para todo 1 ≤ p < 3 
on η = η(N). Por lo que la NRDP es hasta donde se sabe la 
ondi
ión másdébil bajo la 
ual la estima
ión del error en W 1,p resulta verdadera.Una última observa
ión a favor de la RDP , es que di
ha 
ondi
ión depende úni
amente de lageometría de K y no del espa
io W 1,p 
onsiderado; mientras que la NRDP depende tanto de lageometría de K 
omo del p 
onsiderado. Además, el 
osto 
omputa
ional para veri�
ar la RDP , es
onsiderablemente más bajo que el requerido para la veri�
a
ión de la NRDP . Por estos motivos esque, según nuestro punto de vista, la RDP 
ontinua siendo, para 1 ≤ p < 3, la 
ondi
ión geométri
amás débil bajo la 
ual es posible garantizar la estima
ión óptima del error de interpola
ión paraelementos 
uadriláteros 
onvexos Q1-isoparamétri
os.8.5. La NRDP y la DAC.Como vimos en el Capítulo 7, la DAC es una 
ondi
ión su�
iente para el teorema de interpo-la
ión sobre W 1,p para todo p ≥ 1.Sin embargo, la DAC es una 
ondi
ión geométri
a bastante restri
tiva, de he
ho, no es difí
ilmostrar que vale la siguiente 
adena de impli
a
iones

DAC(ψm, ψM ) ⇒MAC(ψM ) ⇒ RDP (1, ψM ) ⇒ GRDP (N,ψM ).Más aún, para p ≥ 3, la NRDP es una 
ondi
ión bastante más débil que la DAC.Para justi�
ar esta a�rma
ión 
omen
emos notando que si un 
uadrilátero K satisfa
e la
DAC(ψm, ψM ) enton
es sus diagonales deben ser 
omparables. En efe
to, si esto no fuera así,alguna de las diagonales sería mu
ho más larga que la restante; en 
onse
uen
ia, el elemento sería64



tan estre
ho 
omo se quiera y, por lo tanto, alguno de los ángulos 
orrespondientes a los vérti
esde la diagonal más larga sería tan 
hi
o 
omo se desee, lo que violaría la DAC.Ahora, 
omo el diámetro resulta 
omparable a la diagonal más larga (ver el apartado 8.2) yambas diagonales son del mismo orden, sigue que d1 = O(hK).Por otro lado, si llamamos α1 = ∠M2M4M3, α2 = ∠M1M3M4 y ℓ = ℓ34 tenemos
|T3| = |ℓ||d1| sen(α1) y |T4| = |ℓ||d2| sen(α2).Enton
es
|T3|
|T4|

=
|d1| sen(α1)

|d2| sen(α2)
≤ |d1|

|d2|
máx

{

1

sen(ψm)
,

1

sen(ψM )

}y, dado que d1 y d2 son 
omparables, existe una 
onstante C = C(ψm, ψM ) tal que
|T3|
|T4|

≤ C.En suma, hemos visto que existe una 
onstante C = C(ψm, ψM ) tal que
|T3|
|T4|

≤ C y d1 = O(hK).Combinando estos he
hos 
on (8.4.8), (8.4.9) y (8.4.10), resulta que existe una 
onstante N =
N(ψm, ψM ) tal que K veri�
a NRDP (N,ψM , p) para todo p ≥ 3.De esta forma queda probado que, para p ≥ 3,

DAC(ψm, ψM ) ⇒ NRDP (N(ψm, ψM ), ψM , p)mostrando que la NRDP es la 
ondi
ión más débil bajo la 
ual es posible garantizar la estima
iónóptima del error de interpola
ión para elementos 
uadriláteros 
onvexos Q1-isoparamétri
os 
uando
p ≥ 3.Sin embargo, es pertinente señalar que la DAC (al igual que la RDP ) es una 
ondi
ión quesolo depende de la geometría de K y no del espa
io W 1,p 
onsiderado; mientras que la NRDP , en
ierto sentido, no solo toma en 
onsidera
ión la geometría de K sino también el espa
io W 1,p.
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