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Introduccion

Para elementos cuadrilateros convexos y p > 1, la estimacion usual del error para la interpo-
lacion de Lagrange @1-isoparamétrica, notada aqui @, es

lu — Qul| o i) + hiclu — Qulwrr iy < Chiclulwzr (i) (0.0.1)

donde hg denota el didmetro de K.
Se sabe, aunque en el Capitulo 7 se esquematizara la prueba, que la convexidad de K es una
condicién suficiente para tener la estimaciéon

lu — Qull o) < Chiclulw2 i) (0.0.2)

con C una constante acotada independientemente de la geometria de K.
Sin embargo, para obtener la estimacion

”LL — QU‘Wl,p(K) § ChK”LL‘WZ,p(K) (003)

consideraciones extras son requeridas sobre la geometria de K a fin de garantizar que la constante
C se encuentre uniformemente acotada.

La intencion de este trabajo es brindar un panorama sobre las condiciones mas débiles conocidas
hasta el momento; requeridas sobre la geometria de K, que resultan suficientes para obtener (0.0.3).

Consideramos pertinente comenzar nuestro trabajo con una breve resena sobre algunos de los
resultados que, a nuestro entender, han sido de gran relevancia para esta teoria y que pueden ser
considerados como antecedentes de las condiciones que son el eje central de este trabajo; a saber, la
propiedad de descomposicion regular y la doble condicion del dngulo. Este es el objeto del Capitulo
1. Si bien no es una resenia exhaustiva, resulta suficiente a nuestros fines.

Basicamente, los trabajos sobre los cuales centraremos nuestra atencion son [2| y [4], pues es
alli (junto a [16]) donde se dan las condiciones menos restrictivas bajo las cuales (0.0.3) vale. A
diferencia de los trabajos reseniados en el Capitulo 1 y de muchos otros trabajos entre los cuales
nos gustarfa destacar [16], en |2] y [4] se usa como herramienta clave la reduccion del estudio a una
familia de elementos de referencia. Por este motivo dedicaremos el Capitulo 2 a introducir dicha
familia y a simplificar el anélisis del error introduciendo un interpolante lineal adecuado tal como
en [13].

El Capitulo 3 es de caracter técnico y tiene por objeto presentar algunas acotaciones parciales
de un término surgido en la descomposicién del error hecha en el Capitulo 2.



Los Capitulos 4 y 5 estan destinados a introducir dos de las condiciones geométricas menos
restrictivas bajo las cuales la estimacion del error (0.0.3) es valida; a saber, la propiedad de des-
composicion reqular (RDP) y la doble condicion del dngulo (DAC'). También se presentan alli las
implicaciones necesarias a fin de demostrar los principales teoremas de interpolacion.

En el Capitulo 6 presentamos algunas estimaciones y resultados técnicos sobre los términos que
aparecen en la descomposicion del error obtenida en el Capitulo 2. Dichos resultados son deducidos
de las condiciones geomeétricas introducidas en los capitulos previos.

El Capitulo 7 estd destinado a enunciar y demostrar los principales teoremas de interpolacion
obtenidos sobre la RDP y la DAC. También se muestra alli, mediante un ejemplo, que algunos
de los resultados no pueden relajarse.

Finalmente, en el Capitulo 8, presentamos los resultados principales de [16], un trabajo posterior
a [4], en el cual se presentan las llamadas propiedad de descomposicion regular generalizada y nueva
propiedad de descomposicion regular que generalizan, en cierto sentido, la RDP; y que, bajo cierto
punto de vista, pueden ser consideradas ain més débiles que la RDP y la DAC.



Capitulo 1

Breve resena.

Como mencionamos en la introduccién, el objeto de este capitulo es dar una breve resena
sobre algunos de los resultados que, a nuestro entender, han sido de gran relevancia respecto
a la estimacion del error para la interpolacion de Lagrange sobre elementos cuadrilateros Q-
isoparamétricos, y que pueden ser considerados como antecedentes de las condiciones que son el
eje de este trabajo.

No pretendemos ser exhaustivos en esta resefia, pues dada la diversidad de condiciones intro-
ducidas a lo largo del tiempo y la distinta naturaleza de las mismas, compilar y comparar dichas
condiciones podria ser el objeto de un trabajo en si mismo. Con este fin, sugerimos consultar |17]
y los trabajos citados a lo largo de estas notas.

1.1. La condicién de regularidad.

Uno de los trabajos pioneros en los cuales se estudia (0.0.3), es el trabajo de Ciarlet y Raviart
[10], el cual es compilado y re-visitado entre muchos otros en [11]. En dicho trabajo los autores
prueban que si existen constantes positivas 1 y uo tales que

M < (1.1.1)

donde s y hx denotan la longitud del lado més corto de K y su didmetro, respectivamente; y

ademés
|cos(0)] < pa <1 (1.1.2)

para todo angulo 6 interior a K, entonces (0.0.3) vale con una constante C' que solo depende de
H1y H2-

Notemos que las condiciones (1.1.1) y (1.1.2) impiden que una familia de cuadrilateros degenere
en un triangulo. En efecto, (1.1.1) no permite que el lado mas corto de cada elemento de la familia
tienda a cero, mientras que (1.1.2), no permite que los dngulos interiores estén cerca de 0 ni de
m. Como consecuencia inmediata del hecho que los dngulos interiores de un cuadrilatero estén
lejos de 7, resulta que ningin vértice del cuadrilatero puede estar cerca del segmento determinado
por los vértices adyacentes'. Esto impide que la familia de cuadrilateros degenere en un tridngulo
por el alineamiento de dos lados adyacentes. Teniendo presente esta observacién introducimos la

' A decir verdad, en esta frase deberiamos decir una ‘familia de cuadrilateros’ en lugar de ‘cuadrilatero’; ya que,



siguiente definiciéon con el objeto de simplificar la lectura y convenir la notacién a usar, ya que
haremos referencia a la misma en repetidas ocasiones a lo largo del trabajo.

Definicion 1.1.1 Diremos que un cuadrildtero K (resp. un tridngulo T') satisface la condicion del
angulo maximo (maximum angle condition) con constante 1 < 7, o simplemente M AC(v), si los
dngulos interiores de K (resp. T) son menores o iguales a 1.

Por ejemplo, la familia de cuadrilateros convexos J cuyos vértices son (0,0), (1,0), (a,a) y
(0,1), donde a € (3,1), no verifica MAC(3) para ninguna constante 0 < 1) < 7. En efecto, al
tomar valores de a suficientemente cerca de % es facil mostrar que el angulo correspondiente al
vértice (a,a) se encuentra tan cerca de m como se quiera (ver el Ejemplo 4.0.2 para mas detalle).
Mientras que la familia F de cuadrilateros cuyos vértices son (0,0), (1,0), (1 —a,a) y (0,a) con
a € (0,1), si posee la propiedad del angulo méximo; més aun, los angulos interiores de cualquier

cuadrilatero perteneciente a J son constantes.

Como ya hemos senalado, las condiciones (1.1.1) y (1.1.2) impiden que una familia de cuadri-
lateros degenere en un tridngulo. No obstante, algunos resultados han sido obtenidos para algunas
familias de este tipo. En lo que sigue trataremos de brindar un somero panorama al respecto.

Para comenzar, y siguiendo de cerca la definiciéon dada por algunos autores, entre los cuales
encontramos, por ejemplo, a Brenner y Scott [9]; diremos que una familia de elementos cuadrilateros
T es no degenerada, o que posee la condicion no degenerativa (non-degenerate condition) si existe
una constante positiva o para la cual se verifique, cualquiera sea K € T,

h
K <yq (1.1.3)
PK
donde pg denota al supremo de los didmetros de las bolas contenidas en K. Cuando esto suceda,
haciendo abuso del lenguaje, diremos que K es no degenerado.

En muchos textos la condicién no degenerativa es también llamada condicion de regularidad
(regularity condition). Aunque para autores como Ciarlet y Raviart [11], es necesario un reque-
rimiento extra. A saber, Ciarlet y Raviart establecen que una familia de elementos 7= {K} es
regular si cumple (1.1.3) y, ademads, los didmetros hx tienden a cero (con el objeto de evitar
introducir nuevas letras, K es visto aqui como un parametro de la familia 7).

Dado que en la practica dicho requerimiento extra es deseable y generalmente satisfecho, tal
vez sea asumido implicitamente y esto explique la sutil diferencia en cuanto a las definiciones.
Nosotros, habiendo dejado claro este punto, usaremos indistintamente los términos no degenerado
y reqular.

Notemos que para cuadrilateros convexos, (1.1.1) junto a (1.1.2) implican (1.1.3) (méas aun,
en [13] se establece que 0 = (1 — u%)_l/ 2 sirve). Sin embargo, la implicaciéon reciproca no es
necesariamente cierta; aun relajando la condicion (1.1.2), tal como puede apreciarse si se considera
la familia F.

fijado un cuadrilatero, sus angulos interiores son constantes y por lo tanto siempre se encuentran lejos de . Sin
embargo, hacer esto muchas veces complica la escritura y no es mas que una cuestién semantica, por lo que haremos
este abuso de lenguaje en repetidas ocasiones.



En este sentido podemos decir que la condicién de regularidad es una condicién méas débil que
(1.1.1) y (1.1.2).

Maés aun, la condicion de regularidad permite que una familia de cuadrildteros degenere en un
tridngulo, por ejemplo, considérese la familia de cuadrilateros F descrita anteriormente.

Basicamente, (1.1.3) establece que el didmetro de un cuadrilatero convexo K sea comparable al
diametro de la bola més grande contenida en el. Esto, en el plano geométrico, permite que la familia
de cuadrildteros pueda degenerar en un tridngulo pero impide que los elementos sean demasiado
estrechos. En efecto, si un elemento es estrecho entonces su didmetro es considerablemente mas
largo que el didmetro de cualquier bola contenida en el. Para graficar este hecho, puede resultar util
considerar la familia de paralelogramos de vértices (cos(a)—1, —sen(«)), (1,0), (1—cos(a),sen(«))
y (=1,0), donde a € (F, ).

Recapitulando, la condicién de regularidad es una condicién geométrica mas débil que la dada
por Ciarlet y Raviart; por lo que resulta natural preguntarse si dicha condicién resulta suficiente
para obtener (0.0.3). La respuesta es positiva. Poco tiempo después de la publicacion del trabajo
de Ciarlet y Raviart, Jamet prueba en [13] que la estimacion (0.0.3) es valida bajo la condicion
no degenerativa. Es decir, logra demostrar la estimacion del error de interpolacién para elementos
cuadrilateros que pueden degenerar en tridngulos.

Por otra parte, en 8] se prueba que para elementos triangulares, la condicion del &ngulo maximo
resulta suficiente para (0.0.3) y también necesaria en cierto sentido. Este es uno de los primeros
resultados sobre la estimacion del error para elementos anisotrdpicos, es decir, para elementos que
no satisfacen (1.1.3).

Este tipo de resultados ha sido generalizado en diversas direcciones, incluyendo elementos
de grados superiores, dimensiones més grandes y diferentes tipos de interpolaciones (sugerimos
consultar [1, 5, 6, 7, 12, 15, 19] para méas detalle).

1.2. Elementos cuadrilateros anisotrépicos.

Uno de los primeros resultados en cuanto a la estimaciéon del error para elementos cuadrilateros
anisotropicos se debe a Zenisek y Vanmaele. Por ejemplo, en [22], estos autores prueban el teorema
de interpolacion para dos familias de cuadrilateros convexos, la primera corresponde, basicamente,
a cuadrilateros cuyos lados méas largos son opuestos y paralelos, y la longitud del lado méas corto
se encuentra acotada por hx/(2n) con n > 6. Mientras que la segunda familia comprende, a
cuadrilateros cuyos lados méas largos son opuestos, el par de lados mas cortos tienen su longitud
acotada por hg /(2n) con n > 6 y; denotando por [ al lado mas largo del cuadrilatero y por P, P’
a los vértices de K no pertenecientes a [, la proporcion entre las distancias dist(P,1)/dist(P’,1) se
encuentra entre 1/2 y 1. En [21], las familias de cuadrilateros son similares a las del segundo tipo
recién descrito, aunque algunos requerimientos son levemente mejorados.

Si bien las condiciones requeridas a estas familias de cuadrilateros pueden resultar bastante
restrictivas, dan lugar a que la condicién no degenerativa pueda no cumplirse, por lo que efectiva-
mente constituye un resultado véilido para elementos anisotrépicos.

Por otro lado, Apel muestra en [6] que para rectangulos, de lados paralelos a los ejes, vale
la llamada estimacidn anisotrdpica (también conocida como del tipo Jamet o tipo Synge) la cual



establece lo siguiente:

0 0

+ ho

lu — Qulgxy < C {hl
L*(K)

} )}, (1.2.1)
L?(K

donde hy y ho denotan las medidas del elemento en las direcciones x1 y s, respectivamente.
Cabe senalar que esta estimacion es mas sutil que (0.0.3), considerando p = 2 obviamente,
puesto que (0.0.3) sigue de inmediato de (1.2.1) ya que

0
8x2

hi,he < hg y Ha—leu

< |ulg2(x)-

) L*(K)

En el mismo trabajo, Apel muestra que la estimacion anisotrépica también puede obtenerse
para cierta clase de elementos subparamétricos. Concretamente, en el caso considerado por Apel,
el término subparamétrico hace referencia a cuadrilateros que se obtienen desde el elemento de
referencia mediante transformaciones que son el resultado de pequenas perturbarciones de mapeos
afines por funciones bilineales (esto implica que los elementos considerados son pequenas pertur-
baciones de rectangulos). En general, el término subparamétrico es usado para dar cuenta que los
elementos considerados son obtenidos a partir de un elemento de referencia mediante transforma-
ciones que implican un subconjunto de las llamadas funciones forma (shape functions). Cuando la
transformacion, a partir del elemento de referencia, se construye usando todo el conjunto de las
funciones forma (que generan mapeos invertibles) se utiliza el término isoparamétrico.

Respecto a elementos cuadrildteros anisotrépicos convexos generales, los resultados menciona-
dos pueden considerarse como los més relevantes antes de los trabajos |2] y [4].

En estos trabajos se presentan condiciones geométricas bajo las cuales la estimacién del error
(0.0.3) es valida; y que resultan lo suficientemente laxas para que las familias de cuadrilateros
mencionadas en nuestra resena, y en la literatura previa, se encuentren contemplados. Dicho de
otra forma, en [2]| y [4] se presentan condiciones mas débiles que las conocidas previamente bajo las
cuales la estimacion del error para la interpolacion de Lagrange es valida considerando elementos
cuadrilateros anisotropicos convexos.

Como ya mencionamos, el objeto principal de este trabajo es presentar dichas condiciones.
Sin embargo, antes de presentar las mismas, y teniendo en cuenta que la reduccién a una familia
de elementos de referencia es una herramienta clave en los trabajos [2] y [4], presentamos dicha
configuraciéon en la proxima seccién al mismo tiempo que introducimos parcialmente la notacién a
usar.



Capitulo 2

Los elementos de referencia.

Parte de la técnica usada en [2| y [4] para probar la estimacion del error, es reducir el estudio
a una familia de elementos llamados elementos de referencia. En esta secciéon presentamos dichos
elementos e introducimos parte de la notacién que adoptaremos a lo largo del trabajo.

El tecnicismo de mostrar que, bajo ciertas condiciones, efectivamente es posible reducir el es-
tudio a estas configuraciones particulares es el objeto de los proximos capitulos.

2.1. Definiciones y notaciones.

Para un cuadrilatero convexo general K, My, Ms, M3 y My, denotan sus vértices dispuestos
en sentido antihorario. En particular, cuando un vértice de K se encuentre ubicado en el origen
(suposicion que podemos asumir siempre, puesto que es posible lograr esto a través de movimientos
rigidos en el plano) usaremos M; para denotarlo.

Dados a, b, d,lNJ > 0, denotaremos por K(a,b,a, l~)) al cuadrilatero convexo cuyos vértices son:

M, = (070)7 My = (CL?O)? Ms = (dab) y My = (07 b)

En particular, K=K (1,1,1,1) es el cuadrado unitario de referencia y sus vértices son notados
conMi, 1 <4 <4.

La familia de estos cuadrildteros es la configuracion de referencia a la que hacfamos mencién y
con la cual trabajaremos.

Usualmente usaremos la variable & sobre K y @ sobre K; y cuando no haya riesgo de confusion
también usaremos (z,y) € Ky (2,9) € K.

Con motivo de definir los elementos isoparamétricos sobre K, consideramos la transformacion
Fr : K — K dada por

donde, para cada %, ¢; es la funcién bilineal basica asociada al vértice M;. Esto es

01(2,9) =1 =2)1—9), ¢2(2,9) =21 —-9), ¢3(2,9) =29 y ¢a(#,9)=(1—-2)g
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ya que ngz(Mj) = 52]
Las funciones bésicas sobre K, en general no bilineales, estan definidas por
¢i(z,y) = oi(Fic (2, y));
y el operador de interpolacién @Qq-isoparamétrico @) sobre K estd definido por
Qu(z,y) = Qi(&,7)

donde (z,y) = Fx(#,7) y Q es la interpolacion bilineal de Lagrange de @ = u o Fi sobre K.

2.2. Comparacién del error bajo mapeos afines.

Con el objeto de acotar el error de interpolacion para un cuadrilatero K dado, construiremos
oportunamente, una transformacion afin L que aplique K en un elemento del tipo K (a, b, a, l~)) En
el siguiente lema se establecen algunas condiciones sobre L, bajo las cuales es posible comparar el
error en ambos elementos.

Lema 2.2.1 Sean K y K dos elementos cuadrildteros, y sea L : K — K una transformacion afin
L(z) = Bx + p. Asumamos que L(K) = K, x(B) < C y det(B) = 1, donde k es el nimero de
condicion de B en la norma euclidea. Si Q es la interpolacion isoparamétrica sobre K yu = uoL ™!
entonces existen constante positivas C1 y Co que dependen inicamente de C' tal que para cualquier
p > 1 valen

O = Q1) < |1 = Quiwroy < Coll = Quly (i)

Y
Crltlyyop gy < lulwzr k) < Coltlyp gy -

Demostracion. Por la definicién de interpolacién isoparamétrica tenemos
Qu(z) = Qu(F'(z)) vy QuE) = Qu(F (%)),

donde T denota la variable sobre K.
Dado que L es una transformacion afin, no es dificil mostrar que

F?:LOFK

y asi o
Qu(T) = Qu(x).

Luego, el lema sigue planteando las integrales corrrespondientes y usando regla de la cadena
junto a la férmula de cambio de variables. D

11



2.3. Descomposicién del error.

Asumiendo que la transformacion afin entre K y un elemento de referencia puede ser construida
y verifica las condiciones requeridas en el Lema 2.2.1 (un hecho sobre el cual nos concentraremos en
los Capitulos 4 y 5) podemos suponer que nuestro elemento K es, en realidad, del tipo K (a, b, a, 5)
para ciertas constantes a,b,d y b.

Por otro lado, siguiendo parte de la técnica usada en [13] y |2], podemos descomponer el error
en la siguiente forma:

lu — Qulwirry < |lu—ulye gy + [Tu — Qulpie k)

donde IT es el Pj-operador de interpolacion de Lagrange asociado a los vértices My = (0,0),
My = (a,0) y My = (0,b) (i.e., ITu es una funcion afin que coincide con u sobre estos tres vértices).
Mas aun, dado que Ilu — Qu pertenece al espacio de elementos finitos isoparamétricos y se anula
en My, My y My, sigue que

(Mu — Qu)(z) = (Tu — u)(Mz)¢3(x)

(recordemos que ¢3 es la funcion béasica correspondiente a Ms).
Por lo tanto,

lu = Qulwrpx) < |u—Hulyroxy + [(Hu — w)(Ms)|[¢3|wirk) (2.3.1)

y asi, para obtener una estimacion del error de interpolacién, es suficiente estimar los dos términos
del lado derecho.

Este hecho, junto a la construccion de la transformaciéon afin L, es el eje central de los proximos
cinco capitulos.

12



Capitulo 3

Cotas parciales de \gbg\Wl,p( K)-

En el apartado 2.3 vimos que para acotar el error de interpolacion, basta (entre otras cosas)
acotar \(ﬁg]wl,p(K). Por este motivo dedicamos este capitulo a obtener algunas cotas parciales de
este término.

Preferimos presentar estos resultados antes de introducir condicién alguna sobre K, con el
objeto de destacar que las estimaciones aqui obtenidas son véilidas para un cuadrildtero convexo
cualquiera.

3.1. Definicién de I, y dependencia de |¢3|y1»(x) respecto a I,

Como ya hemos senalado previamente supondremos que el elemento K es del tipo K (a, b, a, 5)
Oportunamente justificaremos con rigurosidad tal suposicién.

Por el momento, comencemos analizando el Jacobiano de la transformacion Fi : [0, 1]2 =K —
K definida por

Tenemos

o (a+ila—a) i(a—a)
DFK(:c,y)—< (b — b) b+i=(l3—b)>

y, por lo tanto,

Jre = det DFy(2,9) = ab(1 +&(b/b — 1) + g(a/a — 1)). (3.1.2)
Observemos que como K es convexo, se tiene Jx > 0 en el interior de K. En efecto, dado
que Jik es una funcién afin es suficiente verificar que es positiva en alguno de los vértices de
K y no negativa en el resto de los vértices. La p081t1v1dad en M1 = (0,0) es trivial puesto que
Jx(0,0) = ab > 0, como lo son la no negatividad en My y My ya que Jg(1,0) = ab > 0y
Jr(0,1) =ab > 0.
Por otro lado, como K es convexo, (&, 5) se encuentra por encima de la diagonal MyMy (i.e,
por encima del segmento de recta y = g(a —x)). En consecuencia,

b>=(a—a)

13



0, equivalentemente, B
ab+ba — ab > 0.

Por lo tanto,

Jr(1,1) = ab(b/b+ aja — 1)

> 0.
Por otro lado, dado que ¢3(x,y) = ¢3(Z,9) = 2§ donde (x,y) = Fg(Z,7), sigue que

. 0
- %@,wg—g@,m%u,wg—g@,m
= OO (e, )o@~ ) + %(FK@,@»(b +i(b—1b)
_ (% . FK> (5.9) (3@ — ) + @%3 oFK) (#.9)(b+ 205 — b))
y, también
_ 9%
Y = 5z
= 2 w0) 20 0) + 2 ) G0
= (@) a+ i) + %(me»@@ b))
<% . FK> .9)(a + (6 — ) + %ﬁ” o FK) (#.9) (55— b)).
Es decir,
0¢3

%OFK (&, 9) . (@(gb) ba:(bb)) (m
Seorc)@i) | KEDN asga-a) sa-o 7

de donde siguen
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(% . FK> (#,9) = b/ Jx (3 9)

@(Zg FK> (#,9) = a2/ T (2,9).

Por lo tanto, usando (3.1.2), y haciendo un cambio de variables, se tiene

H&zﬁs‘ _ / 9¢s |
Ox llLe(K
P
= / ‘% dxdy
Fie(K) | 0%
(3.1.4)
p
= ‘% o Fg| Jr(&,9) didy
1 rl P
= / / W di dj
o Jo aP~1(1+2(b/b—1)+g(a/a—1))p-1
y, de manera analoga,
1 1 )
Ha¢3 / / I di dy . (3.1.5)
o Jo P11+ &(b/b—1)+g(a/a—1))P1
En consecuencia, llamando
I(a,b,d,b) : / / - di dj (3.1.6)
(1+&(b/b—1) +y(a/a —1))r-
tenemos 96 b
3 .
< — .
|52 \Lp < —rh(a,b,dh) (3.L.7)
Y 96
H 3 bp 2 _I(a,b,a,b). (3.1.8)

3.2. Acotaciones parciales de I,,.

En consideracién a (3.1.7) y (3.1.8), para controlar |¢3|y 1k basta acotar I(a,b, a, b) donde
a, b, ay b son constantes positivas que satisfacen (3.1.3).

En el Lema 3.2.1 se logra esto para el caso p = 2. Como veremos en breve, el Lema 3.2.1 serd
re-demostrado en el Lema 3.2.2, a lo que cabe preguntarse acerca del interés por resaltar este caso
particular.

Son varias las razones para destacar este caso; ya sea por la simplicidad de su prueba como por
el rol que tuvo en la motivacién de la teoria que estamos abordando. Una razén més profunda es
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que acotar I permite estimar, al menos parcialmente, |$3|y1.2(x) = |93 1(k); ¥, Oportunamente,
mostraremos que tener acotado |@3| g1 (k) permite obtener una cota de |¢3|y1.0(x) para p en cierto
rango, a saber 1 < p < 2.

Lema 3.2.1 Sean a,b,a,b > 0 tales que INJ/b +a/a—1> 0. Entonces la integral Iy = I5(a, b,d,g)
satisface:
1

1) Sib/b<1yaja<l, entonces [o < ———
() Sie/b<1yafas T hbtafa-1

(2) Sib/b<1ya/a>1, entonces I < min { (géiag)/lz)(é//aijll) : %}7

}}.

donde en (2) (resp. (3)) se entiende que el minimo es b/b (resp. a/a) cuando b/b = 1 (resp.

aja=1).

(b/b) In(b/b) + 1
(1—a/a)(b/b—1)

SIS

(3) Sib/b>1ya/a<1, entonces I < min{

(4) Sib/b<1yaja<1, entonces Iy <1

Demostracion.
(1) Dado que 0 < 2, § <1y b/b<1, a/a <1 resulta

1 1
1+a(b/b—1)+g(aja—1) = b/b+aja—1

En consecuencia,

1 1 1 o
b= /0/0 T+ 20 —1) 191 Y

1 1 1 1
/ / S Y JE N—
0o Jo b/b+aja—1 b/b+a/a—1

y asi (1) queda probado.
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(2) Integrando respecto a la variable & tenemos

1 1 » o A
I = 1_5/b/0 {ln(l—i-y(a/a—l))—ln(b/b+y(a/a_1))} dj

1 a/a b/b+ija—1
T (1 -b/b)aja—1) {/1 In(z) dz - /a/b In(2) dz}
1 a _(a\ a b/b+a/a—1
= T 0@ —1) {aln <a> _5+1+/;,/b (—1In(z)) dz}

) + /;:Ha/a_l(—ln(z)) dz}

IN

ISEESY

= 1~ {éln<
(1—b/b)(@aja—1) | @

((L/aN) In(a/a) +1
(1—b/b)(a/a—1)

<

donde, en la ante-tultima desigualdad, hemos usado que 1 — a/a < 0; mientras que en la
ultima desigualdad usamos

b/b+a/a—1 1
[ (—In(z)) dz < / (—In(2)) dz <1
b/b 0

puesto que b/b < 1.
Por otro lado, dado que a/a > 1e 0 < g < 1 resulta

14 2(b/b—1)+g(a/a—1) > 14 2(b/b— 1),

por lo que
1 1 7
I < / / L gpag = RO
o Jo 1+a&@/b—1) b/b—1

tir_l(f) <1, 0 <t <1, en laultima desigualdad

Usando ahora que b/b < 1 junto al hecho
obtenida, sigue que

I, <

S o

Asi termina la prueba de (2).
(3) Sigue de la parte (2) intercambiando los roles de a, a, y b, b, respectivamente.
(4) Bajo las hipotesis /b < 1y a/a < 1 sigue que
14+ 2(b/b—1) +g(aja—1) > 1

y entonces (4) se concluye inmediatamente. O
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Finalizamos este capitulo enunciando y probando el Lema 3.2.2, el cual sigue en la linea del
lema previo y lo generaliza. Allf se presentan acotaciones de I, para 2 < p < 3.

Con motivo de simplificar la notacién y hacer més legible dicho resultado, presentamos previa-
mente la siguiente observacion:

Observacion 3.2.1 Para cualquier 2 < p < 3, yt > 0 definimos

3P ¢

np(t) = p—2)(1-1) sit>0, t#1

1 sit=1

tin(t
Notemos que, para cada t # 1, h’na np(t) = ; n(l) lo que justifica la definicion
p— —

tIn(t)
n2(t) = b1

1 stt=1

sit>0,t#1

Un cdlculo simple muestra que m, es una funcion creciente de t para cualquier 2 < p < 3.
Ademds,

0 < np(t) <max{l,t}. (3.2.1)

Lema 3.2.2 Sean 2 < p < 3 y a, b,a,b > 0 tales que b/b+ a/a — 1 > 0. Entonces, la integral
I, = I,(a,b,a,b) definida en (3.1.6) satisface

1

1) Sib/b<1yaja<1 entonces, I, < — ;
(L) Sibjb<lyajas< (/b +aja— 1)1

- i 1 ppla/a) b,
(2) Sib/b<1ya/a>1 entonces, I, < 3 5 min { 1 b/b)aja_1) B},

donde en (2) se debe entender que el minimo es b/b cuando b/b = 1 y andlogamente en (3). Ademids,

(3) Si l;/b >1ya/a<1 entonces, I, < 1 min Nﬂp(b{b) ’
3—-p (1-0b/b)(a/a—1)

|

(4) Sib/b>1ya/a>1 entonces, I, <1

() = (£ = Dpp() + 1
cont >1ymn, definido en la Observacion 3.2.1.
Demostracién.
(1) Dado que b/b <1, a/a <1;y 0<z,j <1, sigue que

1
(14 2(b/b—1) +j(a/a — 1)1 = (b/b+aja —1)p=1
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Por lo tanto,

/ / — ! — — didy
0 Jo (142@®/b—1) +g(aja— 1)

1 R 1
< / / = dzdy = —
o Jo (b/b+aja—1)P~1 (b/b+a/a—1)p~1
y asi (1) queda probado.

Para 2 < p < 3 un célculo directo muestra que

. g 3-p 3 -\ 3—p
a b a p b
I 1 1+(a+5—1> - (a) _<E> (32.2)
P B-p-2) (@ - )(1_%») ' -
Con motivo de acotar esta expresion definimos
P ayde ()PP
)o@ ()
11, = (3.2.3)

p—2

notemos ahora que podemos re-escribir esto de la siguiente manera

e (- (b)) (e () (22) 1)

donde 7, ha sido definida en la Observacion 3.2.1.
Ahora, dado que 0 < n,(t) y

entonces
a b a b a a
< — =+ == 4+ - — - -] .
e (1= (308-1) ) (B+3-1) (G- ) B)

De (3.2.1) se deduce facilmente que (1 —¢)n,(¢) < 1 para cualquier ¢ > 0, y entonces

et (o (2) - (2)

Asi, de (3.2.2), (3.2.3) y de la desigualdad previa se tiene

I,= 1y < mplaje) (3.2.4)
B-p)a/a—1)(1-b/b)  (3—p)(a/a—1)(1—0b/b)

Por otro lado, dado que a/a >1,b/b <1,y n(t) <1 para 0 <t <1,

1 1 1
[ G ——
o Jo (1+&(b/b—1))p-1

|

SIS

< 1, sabemos que el ultimo término de II, es negativo,

S

Q|

Ip

IN

(3.2.5)




Luego, para 2 < p < 3, (2) sigue de (3.2.4) y (3.2.5) observando que 1 < ﬁ.

El caso p = 2 sigue tomando p — 2 en (3.2.4) y (3.2.5), obteniendo la misma cota que la
dada en el Lema 3.2.1.

(3) Sigue como en la parte (2) intercambiando los roles de a,a y b, b, respectivamente.

(4) Bajo estas hipotesis sigue inmediatamente que 1+ (b/b — 1) + j(a/a — 1) > 1 y entonces
(4) sigue facilmente. O

Hasta aqui hemos introducido cierta configuracion de referencia y hemos hallado algunas cotas
parciales basados en estos elementos particulares.

Los siguientes capitulos tienen por objeto no solo justificar y formalizar este enfoque, sino
también introducir las condiciones geométricas sobre K necesarias para que la estimacioén del error
de interpolacion sea valida.
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Capitulo 4

La propiedad de descomposicion regular.

El objetivo de esta seccion es introducir una condicién sobre la geometria de K, que resulta
suficiente para garantizar la estimacion

|U — Qu|Wl,p(K) S ChK|u|W2»P(K) (4:0].)

al menos para p en cierto rango.

La condicion a la cual nos referimos es la llamada propiedad de descomposicion regular (regular
decomposition property, o simplemente, RDP), dicha condicion es introducida en [2] y usada alli
para probar (4.0.1) cuando p = 2.

Por este motivo nos parece pertinente introducir dicha condicién enfatizando la motivacion del
citado trabajo, y apelando al estudio de los ejemplos alli mencionados.

Dado que, al menos para p = 2, (4.0.1) vale uniformemente para cuadrilateros que degeneran
en un triangulo “regular” (i.e. un tridngulo para el cual se verifica la condiciéon no degenerativa
definida en el Capitulo 1), podriamos pensar que también resulta vélida para cuadrilateros que
degeneren en un tridngulo que verifique la condicion del angulo maximo (también definida en el
Capitulo 1).

Sin embargo, el siguiente ejemplo muestra que esto no es cierto.

Ejemplo 4.0.1 Sobre K = K(1,a,a,a), con 0 < a < 1, tomemos u(z,y) = z2.

Comencemos senialando que a medida que a se va haciendo mds chico, K tiende a un tridngulo
rectangulo que verifica la condicion del dngulo mdzimo.
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(a.a)

Figura: Representacion del elemento K(1,a,a,a).

No es dificil hallar una expresion explicita para la interpolacion. En efecto, notemos que la
aplicacion Fi : K — K estd dada por

Fr(2,9) = (&(g(a — 1) +1),a9) = (z,y) (4.0.2)
Y, en CcONSecuencia,
W(&,9) = (wo Fi)(&,9) = #*(§(a—1) + 1)* .
Luego, como
w(0,0) =0, a(1,0)=1, a(1,1)=da*> y @(0,1) =0,

sigue que
Qu(z,9) = (1 — 9) + a2y . (4.0.3)
Entonces, usando (4.0.2) y (4.0.3) junto a la definicion de interpolacion isoparamétrica, obte-

nemos z(1+ (a* = )y/a)

1+y(a—1)/a

Un cdlculo de rutina muestra que, para a suficientemente chico,

Hmu-Qw

Qu(z,y) =

2
>Cya In(a™t) . (4.0.4)
L*(K)

dy
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En efecto, se tiene que

(u— Qu)l*
H Ay

ol

L2(K) L2(K)

B 2%(a — 1)?
- /K T+ o(a—Djay =W

1 pr%5(z-1) :172(& _ 1)2
/a /0 T+ y(a— Dyt W&

(1—a)

Y

[a In(a™b) + g(a?’ -1)
y (4.0.4) sigue observando que, para a pequenio, el término dominante es aln(a™").

Ahora, dado que el diadmetro de K es uno y

1D%u]|} 2y < Caa (4.0.5)

la estimacion (4.0.1) no es vdlida para una constante independiente de a. En efecto, si (4.0.1)
fuera vdlida, combinando (4.0.4) y (4.0.5) se tendria

2
M <C HD2 <CCya,
oy e

Craln(a) < H ulf}2

por lo que se concluye la acotacion de In(a™"'), un hecho que es evidentemente falso.

Por otro lado, imponer la condicién del dngulo méximo sobre los cuadrildteros puede resultar
una hipoétesis muy fuerte que excluye elementos que degeneran en tridngulos regulares.

Una condicién més débil podria ser dividir al elemento por una de sus diagonales en dos trian-
gulos e imponer la condicién del angulo maximo a alguno de ellos. El Ejemplo 4.0.1 muestra que
ésta no es condicion suficiente para la validez de (4.0.1). De hecho, es sencillo verificar que luego
de dividir al elemento K(1,a,a,a) por la diagonal que conecta los vértices (0,0) y (a,a), el trian-
gulo Ty de vértices (0,0), (a,a) y (0,a), tiene todos sus angulos fijos independientemente de a y
obviamente éstos se encuentran acotados por 7/2.

., Qué sucede si imponemos la condiciéon del dngulo maximo a ambos tridngulos? Nuevamente,
el mismo ejemplo muestra que ésta no es condicién suficiente. En efecto, al dividir al elemento tal
como se hizo antes, un simple anélisis permite mostrar que T satisface M AC(7/2), mientras que
el triangulo restante, 1o, verifica M AC (37 /4).

Observemos que en este ejemplo, la razoén entre las diagonales no esté acotada uniformemente
en a, si en dicha razén se toma como denominador la medida de la diagonal por lo cual se dividié
al elemento. En efecto, tenemos que dicha razén es

V1+a?
V2a
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y es claro que la misma se hace tan grande como se quiera tomando a lo suficientemente pequeno.

Basados en estas consideraciones, se introduce la siguiente condicién geométrica, la cual, como
adelantamos, resulta suficiente para garantizar (4.0.1). Béasicamente, se requiere que los dos trian-
gulos obtenidos satisfagan la condicién del dngulo maximo siempre que el elemento sea dividido
por su diagonal més larga o por cualquiera de sus diagonales mientras éstas sean comparables. En
otras palabras, la constante en la estimacion del error no solo depende de los d4ngulos méximos de
los tridngulos sino también de la razén entre las diagonales. Esta condicién es formalizada en la
siguiente definicion.

Definicién 4.0.1 Sea K un cuadrildtero convexo. Diremos que K satisface la propiedad de des-
composicion regular (regular decomposition property) con constantes N € R y 0 < ¢ < 7, o
simplemente RDP(N, 1), si podemos dividir K en dos tridngulos a lo largo de una de sus diago-
nales, a la cual llamaremos siempre dy, de forma que |do|/|d1| < N (donde dy denota la diagonal
restante) y ambos tridngulos satisfagan M AC(1)).

Observacion 4.0.2 Si un cuadrildtero K satisface M AC (), entonces también satisface RDP(1,1)).
De hecho, esto es facilmente verificable dividiendo a K por la diagonal mds larga.

Por otro lado la reciproca no es cierta, como puede observarse considerando el siguiente ejemplo

Ejemplo 4.0.2 Sea K = K(1,1,a,a) con % <a<l.

(a.a)

Figura: Representacion del elemento K(1,1,a,a).

Al dividir K por la diagonal di que une (0,0) y (a,a), no es dificil verificar que K satisface
RDP(2,3n/4). Por otro lado, es claro que el dngulo correspondiente al vértice (a,a) tiende a 7
cuando a tiende a 1/2, por lo que K no verifica la condicion del dngulo mdximo.
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Muchas han sido las condiciones introducidas en la literatura para poder garantizar (4.0.1) al
menos cuando p = 2; sin embargo, la propiedad de descomposicion regular es la més débil hasta
ahora conocida, en el sentido que ésta abarca muchos de los casos considerados por otros autores.

Las siguientes observaciones tienen por objeto remarcar este hecho.

Observacion 4.0.3 Sea K un cuadrildtero convezo que satisface la reqularidad pedida por Jamet
(1.1.3); entonces K satisface RDP(0,1)), con p = (o) < .

En efecto, los dngulos de K estdn acotados inferiormente por una constante positiva 6(o) (ver
[13]), y por lo tanto, hay a lo sumo un dngulo de K que no estd acotado superiormente por m—3(o).
Luego, dividiendo K por la diagonal que contiene al vértice correspondiente a este dngulo sigue
facilmente que K satisface RDP(o,m — 6(0)).

Observacion 4.0.4 No es dificil chequear que si K satisface las hipdtesis dadas en [21, 22],
entonces K satisface MAC(¢) para cierta ¥ < 7 cuando K degenera en el sentido h/p — oo
(que es el caso de interés porque de otra manera caemos en el caso de la observacion previa).
Entonces, por la Observacion 4.0.2, K satisface RDP(1,1)).

Observacion 4.0.5 El caso de elementos anisotrdpicos (i.e., elementos con diferentes tamanos en
cada direccion) también ha sido considerado en [5]. Dado que los elementos considerados alli son

pequenas perturbaciones de rectangulos, no es dificil ver que satisfacen M AC () y en consecuencia
RDP(1,%).

Finalmente, uno puede preguntarse si la propiedad de descomposicién regular es ciertamente
una hipotesis mas débil que aquellas usadas antes por los autores hasta aqui citados.
La respuesta es positiva como mostramos apelando al altimo ejemplo de esta seccion.

Ejemplo 4.0.3 Sea K = (1,a,a,a +a?) con 0 < a < %

2 2
(a ,a +a)

Figura: Representacion del elemento K(1,a,a?,a® + a).
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Una simple verificacion muestra que la condicion de reqularidad no vale con o independiente
de a. Por otro lado, para a pequenio, los lados mds largos de K no son opuestos como es asumido
en [21, 22].

Tampoco es dificil ver que K no es una perturbacion de un rectdngulo como es requerido en

[5]-
Sin embargo, la diagonal mds larga de K ; aquella que une los vértices (0,a) y (1,0), divide al
elemento en dos tridngulos que satisfacen M AC(v) con una constante b < m independiente de a

y asi K verifica RDP(1,1)).

4.1. Implicaciones de la RDP.

Como mencionamos en el Capitulo 2, la estimacion del error en H' para una familia de ele-
mentos {K} que verifican la RDP(N,v) se maneja via la construccion de una transformacion
afin L(T) = BT + P y una familia de elementos de referencia {K(a,b,a,b)} de modo tal que
L(K(a,b,a,b)) = K.

En esta seccion recopilamos dichos resultados, siguiendo basicamente el esquema de [2], y ex-
tendemos los mismos a WP para ciertos valores de p tal como en [4].

4.1.1. Reduccién a la configuracién de referencia.

Comenzamos enunciando los siguientes lemas técnicos:

Lema 4.1.1 Sea K un cuadrildtero que satisface RDP(N,1). Entonces se tiene

(1) Si B es cualquiera de los dngulos de K opuestos a dy, entonces existe 6 = §(IN, 1) indepen-
diente de (8 tal que
0<56<p (4.1.1)
Y

(2) Sit es el lado mds corto de K y « es el dngulo entre £ y dy, entonces

(r—)/2 < o (4.1.2)

Demostracion.

(1) Sean T7 y T los dos tridngulos que se obtienen luego de dividir a K por la diagonal d;.
Entonces T7 y Ty satisfacen MAC(v) y |da|/|d1] < N. Asumamos, eligiendo la notacion
adecuadamente, que S es un angulo de 75 y llamemos 71 y 2 a los otros dos éngulos de
dicho tridngulo.

Si B no es el minimo angulo de T», entonces v < B 0 79 < B. Sin pérdida de generalidad,
supongamos 7y, < 3. Luego

T=m+7+B8<28+7 <28+
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va que Ty verifica M AC(v)). En consecuencia

T—1
2

<p

. _ =y
y asi (4.1.1) vale tomando § = T5*=.

Asumamos ahora que § es el angulo minimo de T,. Luego, dado que T verifica M AC(v),
tenemos (por el mismo argumento expuesto arriba)

La diagonal dy divide a T5 en dos tridngulos T2 y T2, a 3 en dos angulos b1y Bo;yad en
dy y di. Elegimos la notacién de modo que |d1| > |dq]/2 y Ty tenga a d; como uno de sus
lados y a 81 y 1 como dos de sus angulos. Entonces si llamamos dy al lado de Th opuesto a
Y1 se tiene

|| 1]di| 1

B> B >sen(B) > m sen(vyy) > 3 [dal sen(vyy) > N sen(v1) ,

(donde la segunda desigualdad vale en general pues x > sen(z) V x > 0, la tercera de-
sigualdad es en realidad una igualdad gracias al conocido teorema del seno para tridngulos,
la cuarta desigualdad es inmediata de la construccién y la tltima desigualdad es a causa de
la RDP(N,1) como se senala al comienzo de la prueba).

Finalmente, dado que
T
2

sen(v1) = min {sen (W ; ¢> : sen(”t/J)}

y asi (4.1.1) vale considerando

<m <Y

sigue que

(2) Asumamos, sin perdida de generalidad, que ¢ es uno de los lados de 7;. Para probar (4.1.2)
basta (por un argumento usado en la parte anterior de este lema) observar que a no es el
angulo minimo de 7). Pero esto es inmediato ya que « es el dngulo adyacente al lado maés
corto, el cual es £ o0 dy. O

En el siguiente lema se enuncia un resultado concerniente al cambio de un angulo luego de
una transformacion lineal. Aunque la demostracion es elemental, y puede encontrarse en [1], la
incluimos aqui con el afan de dar un panorama lo mas completo posible.
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Lema 4.1.2 Sea L la transformacion lineal asociada a una matriz B. Dados dos vectores vi y
va, sea « el dngulo entre ellos y sea @ el dngulo entre L(vy1) y L(va). Entonces, si k(B) denota al
numero de condicion de B en la norma euclidea, se tiene

M?B)> T R(B)

aﬁ&ﬁw(l— Q. (4.1.3)

mk(B)

< Bvy,Bvy > ||Bvy] cos(@)

Demostracion. Sea t = 3 = , entonces
| Bva|l [ Bva|
| B(vy — tva)|? _ < Bvy—tBvy,Bvi —tBvy >
1B 1Bv1

< Bvyi,Bvy > —2t < Bvy,Bvgy > +t2 < Bvs, Bvg >
2
[ Bl

|Bv1||* — 2t | Bva] || Bvz| cos(@) + t* || Bva|?
2
[Bv1]]

1BV1|* — || Bval|* cos® (@)
1Bv.]*

= sen’(a@)

y, €n consecuencia,

_y _ IB(va —tva)
sen(a) = 1Bl . (4.1.4)

Por otro lado, notemos que
[Bvill < || B[ ||vall

de donde sigue

1 1
> : (4.1.5)
[Bvall — B |vall
Similarmente tenemos
[vi = tva|| = [|[B~'B(vi — tva)|| < || B~ B(v1 — tva)|l,
Y, €N consecuencia,
B [v1 — tva]
”B(Vl tVz)H > 1 (416)
1B~
Combinando ahora (4.1.5) y (4.1.6) podemos escribir (4.1.4) como sigue
__[Bva—tva)[| _ flva —tval] 1 1 |lva —tva
sen(@) = > — = (4.1.7)
[ Bvall IB=H 1Bl vall w<(B)  [lvall

Usando ahora el hecho
o lva = s
sen(a) = min ————=—
teR |Vl
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y, combinandolo con (4.1.7), tenemos

1

s 1
sena_H(B)

sen(a) .

En consecuencia

2,
mk(B)

En efecto, para 0 < a < 7/2, (4.1.8) sigue de la desigualdad previa en conjunciéon con los
siguientes dos hechos bésicos:

=]
Y

(4.1.8)

< sen(q)

, sen(@) <@ .

3

(07

Para a > 7/2 dividimos al angulo en dos mitades y aplicamos el argumento a cada una de éstas.

Por otro lado, aplicando (4.1.8) al 4ngulo complementario ™ — a obtenemos

a< <1—%>W+%a (4.1.9)

lo que termina el argumento. O

Lema 4.1.3 Sea K un cuadrildtero convezo que verifica la RDP(N, 1/1) Entonces, existe una
tmnsformacidn_afz’n_L(f) = BT + P, un cuadrildtero convezo K(a,b,a,b) y constantes positivas
C=C@W,N), N=N(,N), 6 =0(,N) yp =19, N) < tales que

() L(K(a,b,a,b)) = K;
(b) det(B) =1, ||B||,||B~!|| < C. En particular, k(B) < C?;
(¢) Los didmetros de ambos elementos son comparables, i.e.,

CYdiam(K) < diam(K (a,b,a,b)) < C diam(K);

(d) K(a,b,a,b), satistace RDP(1), N) tomando dy = L~(d1) como la diagonal por la cual di-
vidir;
(e) La longitud del lado mds corto de K, ¢, es comparable a la longitud del lado mds corto, s, de
K(a,b,a,b). Mds ain,
5] < 0] < C?[s];

(f) Sea @ el dngulo comprendido entre dy y l34, siendo éste ultimo el segmento que une los
vértices M3 y My de K(a,b,a,b). Entonces @ estd acotado lejos de 0 y m, mds ain,

O<d<a<ip<m.
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Demostracion. Construiremos K (a, b, @,b) y L explicitamente. Dado que K satisface RDP (N, 1))
podemos dividirlo a lo largo de d; en dos tridngulos 77 y T3, los cuédles tienen todos sus angulos
acotados por t. Elegimos la notacion de forma tal que el lado més corto ¢ de K sea uno de los
lados de T7.

Llamaremos S al déngulo de T opuesto a dy. De ser necesario, luego de un movimiento rigido
en el plano podemos asumir que el vértice correspondiente a [ esta ubicado en el origen y lo
llamaremos M;. Numeramos, en sentido antihorario, los otros vértices denotdndolos por Ms, Mjy
y M, respectivamente. Podemos asumir también que el lado opuesto a ¢ se encuentra sobre el eje
x y llamaremos a a la longitud de este lado de manera que el vértice Ms se encuentre ubicado en
(a,0).

Sea (14 el lado con veértices en M7 y My y definamos b = [¢14] sen((3). Entonces, tenemos que
M, esta ubicado en (bcotg(S),b) (ver Figura).

M becotan(B),b)

4=

|
|
|
|
|
|
I b
|
1
|
|
1

M,=(0,0) M,=(a,0)

Figura: representacion de la notaciéon usada sobre K.

Definimos L como la transformacién lineal asociada a la matriz

B < (1) cot%(ﬂ) )

y elegimos las constantes @ y b de modo que L(K (a,b,a,b)) = K. De hecho, si M3 = (M3, M3)
basta tomar B
a=M;—Mjcotg(8) vy b

M2,

Estamos ahora en condiciones de demostrar las cinco ultimas propiedades establecidas en el
lema, puesto que (a) ya ha sido satisfecha por construccion de L.
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(b) Notemos que si ||(x,y)|| = 1, entonces

HB(:Ey)tH2 = ||(z +ycotg(B),y)|?

r?sen?(B) + 2zysen(B) + y?
sen?(f3)

% + 2xy + y2

Ter(B)

2(x? + y?)
sen?(f3)

2
sen?(5)

IN

IN

(donde en la ante-tltima linea hemos hecho uso de la conocida desigualdad 2zy < 22 + y2.)

Luego, HB xy) H < sen(ﬁ) para todo vector (x,y) de norma 1; por lo tanto,

; V2
I|IB|| = ”Slﬁ[_) HBX H 7sen(6)'

Notemos también que

)

por lo que, de manera completamente andloga a lo ya hecho, puede tenerse la estimaciéon

2
157 < 22
sen(f3)
Finalmente, dado que K satisface RDP(N, ) tenemos que 8 < 1 y también (de la parte
(1) del Lema 4.1.1) sabemos que existe § que verifica 0 < § = §(N,v) < S.

Luego, min {sen(d),sen(y))} < sen(f) y, en consecuencia,

1 1
sen(f8) ~ min{sen(d),sen(v))}

de donde sigue

NS
min {sen(d),sen(¢))}

Por lo tanto, la propiedad (b) vale con C' = v/2/min {sen(§),sen(¢)}. El hecho que det(B) =
1 es inmediato.

1Bl
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(c) Sigue inmediatamente de las propiedades (a) y (b). En efecto,

diam(K (a,b,a,b)) = sup [k1 — Ko
kl,kgeK(a b,a b)

= sup |[B7'ki— B k|

k1,ko€K

=  sup HB kg)”
k1,ko€K

< sup HB 1H lk1 — kal|
k1,koeK

= HB_IH sup ||k1 — k2]

k1,k2e K
< C diam(K).

De manera, completamente analoga se ve que
diam(K) < C diam(K (a,b, @, b))
y, en consecuencia,
C~Ydiam(K) < diam(K (a,b,a,b)) < C diam(K)
como se queria mostrar.
(d) Sean d; = L™1(d;), i = 1,2.
Notemos que |di| = |BB~'dy| < ||B||||B~'d1|| < C||B~d,|| de donde sigue

¢
[B=Ydy|| ~ |da|

Luego,
_[B71dy|

|
- B4 BV |dy 02| 2|
rdlr 1B—Td| —|dl|H of < |H 1da] <

|di |

Ahora, como K verifica RDP(N,), tenemos |da|/|d1| < N y por lo tanto

&

< C?N,

By

1]

quedando asi justificada la eleccion N = C?N.

Por otro lado, en virtud del Lema 4.1.2, los dngulos de los triangulos obtenidos al dividir
K(a,b,a,b) alo largo de d; estéan acotados por (1 — 2/wk(B)) + (2/7k(B))y, y en conse-
cuencia la propiedad (d) se sigue de la propiedad (b).
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(e) Sea /el lado més corto de K, ¢ = L™ (¢) y sea 5 = L™!(s) el lado mas corto de K (a,b,a,b).
Entonces ~
sl < (e < |B7H 1) < |B7HIsl < [[B7H| I1B]I 31,

y en consecuencia la propiedad (e) sigue de la propiedad (b) trivialmente.

(f) Por el Lema 4.1.2 tenemos

2
+ a. (4.1.10)

M?B)> 7x(B)

<a< —
7m(B)a_04_7r<1

Usando ahora la parte (2) del Lema 4.1.1 junto a la propiedad (b) se tiene
2 2 7T—¢_7r—¢>7r—1/)

> = 4.1.11
7T/{(B)a ~ wk(B) 2 mk(B) — wC?’ ( )
y, por otro lado, dado que o < ¥ < 7 resulta que
2 2 2 2

1— < 1-— <. 4.1.12
g < m<B>> B =T < m<B>> Tm) T 112)

Luego, combinando (4.1.11) y (4.1.12), (4.1.10) puede ser escrito como

™= 2

nC2 SOST <1 B M?B)> NI

y asi se tiene la propiedad (f) del lema tomando

= T — 2 2
5_W Y ¢_7T<1_7T/€(B)> +7m(B)T/)' .

Observacion 4.1.1 En virtud del lema precedente, y del lema 2.2.1, cada vez que trabajemos con
un cuadrildtero convexo K satisfaciendo la RDP(N, ) asumiremos que es del tipo K(a,b,a,b).
Mads ain, asumiremos la existencia de constantes positivas N1 = Ni(¢, N), No = Na(¢), N),
N3 = N3(¢, N) y 1 < m tales que:
|da|

H1) 1920 < N,
D gy =

< Ns, donde « denota al dngulo comprendido entre dy y el lado £ = l34 que une los

1
H2) ——
(H2) sen(a)
vértices Mg y My de K;

(H3) |¢| < Nsls|, donde s es el lado mds corto de K ;

(H4) 6 <), para todo dngulo interior § de Ty y Tb.
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En efecto, (H1) y (H4) siguen inmediatamente del item (d) del Lema 4.1.3, (H2) sigue del item
(f), y (H3) del item (e) del mismo lema.

Observacion 4.1.2 Con el objeto de simplificar la lectura y no sobrecargar el texzto, de ahora en
adelante usaremos la notacion similar a la usada en los lemas y observacion previos. Esto es, dado
un cuadrildtero convero K = K (a,b,a,b):

(1) M;, 1 <i <4, denotardn los vértices de K; {;; denotard al lado de K que conecta los vértices

M; y M;. En particular, usaremos £ = {34.

(2) s denotard al lado mds corto de K (dado que s y { resultan comparables, podemos asumir
cuando fuera necesario, que el lado mds corto de K es ().

(3) «a serd el dngulo comprendido entre la diagonal dy y el lado l34, siendo dy la diagonal por la
cual dividir o K en dos tridngulos T1 y Ts cuando K verifique RDP (Ty siempre tendrd a
M, = (0,0) como uno de sus vértices).

(4) h = hg = diam(K).

Figura: representacion de la notacién usada sobre K.

Algunas cotas ttiles pueden ser obtenidas a partir de (H1), (H2), (H3) y (H4), y las resumimos
en los siguientes lemas:
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Lema 4.1.4 Sea K (a,b,a,b) un cuadrildtero satisfaciendo (H1), (H2), (H3) y (H4), entonces

aja<N3<Ny, y b/b<Ny (4.1.13)
donde Ny = N3+ 1. Ademds,
thg(l—i-Nl)’dl’ (4.1.14)
Y,
K|
—— < Ns, 4.1.15
) =1 L

donde N5 = 2Ny + 1.
Demostracion. Es claro que a </ y |l~) — b| < ¢, entonces

<|B_b|<ﬂ u
- b — b s/

a_ld_u by
a” a ~ s b
y asi (4.1.13) sigue de (H3).

Con motivo de probar (4.1.14), observemos que si h es la longitud de una de las diagonales,

entonces, sigue de (H1) que
h < méx{l,N1}|d1| < (1 + N1)|d1|

y asi (4.1.14) vale porque N3 > 1.
En otro caso, h concuerda con alguno de los lados de K, y entonces h = |¢| o h = |{23]| porque
las longitudes de los otros dos lados estan acotadas por |dy].
Ahora, en virtud de (H3), es suficiente ver que |l23] < (1 + Ny)|dy].
De la desigualdad triangular aplicada al triangulo de vértices M, My, Mz, junto a (H1),
tenemos
[o3| < a+ |do| < |di] 4 [d2| < (14 Ni)ldy]

y por lo tanto (4.1.14) vale.
Resta probar (4.1.15). Para esto comencemos notando que la medida de 7} es la mitad de la
medida del paralelogramo determinado por los vectores (a,b —b) y (a, —b), es decir,

1
1l =5

a a 1 _ = - ~
det<5—b _b)':?—ab—ab—kab\-ab—kab—ab (4.1.16)

(para la ultima igualdad hemos usado (3.1.3)).
Luego, usando que |[T5| = £ab junto a (4.1.16), tenemos

K T T T
K| _ |+ (%))

a
== ~ 4+
T3] T3] T3] a

b
b

y finalmente, (4.1.15) sigue facilmente de (4.1.13). O

Con motivo de simplificar la notacién introducimos, para el siguiente lema, la constante

Ng = max {Ng, 1/sen <#> } .
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Lema 4.1.5 Si K = K(a,b,a,b) es un cuadrildtero convezo y satisface las hipétesis (H1), (H2),
(H3), (H4), entonces

1) méx{|¢|/a, |€|/b} < Na(b/b+ a/a—1);
2) Sib/b <1 entonces a/b < Na;

3) Sib/b<1/2yaja>1 entonces b/a < 2Ns;

(1)
(2)
(3)
(4) Sib/b>1ya/b<tg((r—1)/2) entonces |¢| < Noa;
(5) Sib/b>1yb/a<tg(a)2) entonces [¢| < 2Ny(b—b);
(6) min{1/|a — al,1/b} < V2N3/|t|;

(7) min{1/|b—b|,1/a} < v2/|4|.

Demostracion.

(1) Notemos que la ecuacion de la recta que pasa por My y My es

1

Denotando, como es usual, por ¥y~ a su inversa, tenemos (ver figura)

=2 (4.1.17)
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O, equivalentemente,

~ _1 T T ~ T
a—y (b)) _b-y@ _b a
— 4+ 21 4.1.18
a b b (4.1.18)
Un anélisis geométrico elemental (ver figura) muestra que
0| sen(ar) < b—y(a) y 0| sen(a) < a—y~L(b). (4.1.19)

Luego, notemos que, combinando (H2), (4.1.18) y la primer parte de (4.1.19) tenemos

>
&
|
S
|
S

de donde sigue

Analogamente, se prueba

y asi (1) sigue facilmente.
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(2) Llamando S al angulo entre d; y el segmento que une My y (a,b), tenemos que, como b<b,
entonces o < . Asi,

b/a = tg(B) > tg(a)

y entonces, haciendo uso nuevamente de (H2), tenemos

cos(a) 1

a
— < cot = < < N
p = g(e) sen(a) ~ sen(a) — 2
por lo que (2) queda probada.
(3) Bajo las hipotesis tenemos que .
4| >b—b>1b/2

4]

b
Entonces — < 2— y por lo tanto, (3) sigue directamente de (H3).
a a

(4) Sea ~y al angulo entre d; y ¢14. Notemos que bajo las hipotesis se tiene

%Ztg(v)étgvgw),

y en consecuencia

3
|
<

\)

Ahora, usando (H4) tenemos B
a<a+vy< # ;

de donde sigue (por (H2) y el hecho que ¢ < )

1 méx{l/sen(a), 1/sen <#>}

sen(a + )
méx{Ng , 1/sen (#)} = Ng .

IN

(4.1.20)

IN

Finalmente notemos que

m =sen(m — (a4 7)) =sen(a +7) ,

es decir,
e 1
a sen(a+7)

y asi (4) sigue combinando esta tltima igualdad con (4.1.20).
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(5) Sea ( como en (2), afirmamos que en este caso 5 < a. En efecto,

(7)

b «
=t <1e(3)
g(B) = =tg5
y, por lo tanto,
Q@
5§§§a.

Ademés, de la primera desigualdad sigue que
@
a—p>—=.
= 2
Maés ain, es claro que
0<%<a-— B < T
-2 -2
y en consecuencia

sen <%) <sen(a—f) .
Luego, (5) se obtiene combinando (4.1.21), (H2) y la conocida desigualdad

sen(x) x .
T\« il
5 = sen <2> vV x € IR. En efecto, se tiene
05 11 sem (9) < |¢|sen(a—B) =b—b

2

y asi
2 . -
< —b) < — .
|| < sen(a) (b—b) < 2Ny(b —b)

Sea n el angulo interior de K en el vértice My. Tenemos entonces

la — al b
= cos —— =sen
|[€23] ) Y |€23] ()
y entonces
) { 1 1 } ) { 1 1 }
ming ——, = = min s .
la—al’ b |C23] cos(n) " |¢23] sen(n)
1 N.
De (H3) sigue que — < —2 por lo tanto
[las| — 4]

min{# 1}<&min{ 1 1 }
a—al’p) = | cos(n)’ sen(n) J

Finalmente, notando que

(6) sigue inmediatamente.

Sigue de un analisis similar al hecho en (6). O
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4.1.2. Acotacién de |¢3|y1 (k) bajo la RDP.

Las cotas obtenidas en el lema previo, a partir de la geometria de K, permiten acotar |¢s| H(K)-
Este apartado estd destinando a enunciar y probar dicha estimacién.

Lema 4.1.6 Si K = K(a,b,a,b) es un cuadrildtero convezo que satisface (H1), (H2), (H3) y (H4),
entonces existe una constante C, la cual depende unicamente de ¢ y N;, i = 1,2,3, tal que

B\ 12
‘¢3’H1(K <C<w’> . (4.1.22)
Demostracion. Para demostrar este resultado consideraremos cuatro casos tal como en el Lema
3.2.1.

(1) Sib/b<1ya/a<1,entonces de (3.1.7), parte (1) del Lema 3.2.1 y parte (1) del Lema 4.1.5
sigue que

<

b 1 b h
2(g) @

d¢s ||?
H (b/b+a/a—1)<N|€| Nzll'

Anélogamente, usando ahora (3.1.8), obtenemos

Ngh

L2(K) U

H A3

(2) Asumamos ahora que b/b < 1y a/a > 1. Usando (3.1.7) y (3.1.8) nuevamente, pero combi-
nado ahora con la parte (2) del Lema 3.2.1 y (4.1.13) se tiene

‘% 2 b in{ Niln(Ny) + 1 9} (4.193)
Oz || p20) ~ @ (1—b/b)(aja—1)"b o
Y 2
‘% <Emin{ NalIn(Ny) +1 9} (4.1.24)
Y oy ~ b (1—b/b)aja—1)"b)" o

Ahora, si b/b <2, la demostracion concluye usando (4.1.23), (4.1.24) y (H3). En otro caso,
b/b < 1/2 y asi 1/(1 — b/b) < 2. Por otro lado, de la parte (3) del Lema 4.1.5 tenemos
b/a < 2N3, y por lo tanto, usando nuevamente (4.1.23) combinado con la parte (6) del Lema

4.1.5 obtenemos
< 2N3§ min { 2(NgIn(Ny) +1) b}

I, ~
aja—1 b

L2(K)

< 4N3(NgIn(Ny) + 1)hmin { = ll)} < 4V2N3(NyIn(Ny) + 1) ‘Z’

se obtiene de forma similar a partir de (4.1.24) y la parte (2) del
L*(K)

La cota para

des |*
By

Lema 4.1.5.
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(3)

Consideremos ahora el caso b/b > 1y a/a < 1. Usando una vez mas (3.1.7) y (3.1.8)
combinadas con la parte (3) del Lema 3.2.1 se obtiene

% 2 b min Ny ln(N4) +1 a
‘ 07 I 12(xc) = a {(B/b—l)(l—&/a)’d} (4.1.25)
y
% 2 gmin N4ID(N4) +1 g
' 0 llL2(xc )< b {(g/b—l)(l_a/a)’a}' (4.1.26)

Sin embargo, no podemos proceder exactamente como en el caso previo porque ahora no
tenemos, como antes, que a/b se encuentre acotado superior e inferiormente por constantes
que dependan tUnicamente de Ny y N3.

Asumamos primero que b/a < 1/tan((m — ¢)/2). Entonces, como en la parte (2), podemos
asumir que a/a < 1/2 (en caso contrario, la estimacion sigue facilmente de (4.1.25) y (4.1.26).
En este caso tenemos

H d¢s || 2

L2(K tan(( —1)/2)

(NaIn(Ny) + 1) min {L

SIS

-

S

(N4 111(N4) + 1)hm1’n{ 1 b, i} y

@‘l
S

S - =
tan((m — 1)/2)
y asi el resultado sigue de la parte (7) del Lema 4.1.5.

Por otro lado, si b/a > 1/tan((m —1)/2) podemos usar la parte (4) del Lema 4.1.5 y (4.1.25)
para obtener

0 b b h
H ¢s|° < = < Ny— < Ny—
] e
Ahora, con el objetivo de acotar la derlvada respecto a y consideraremos nuevamente dos
FYNIE:
casos: a/b < 1/tan(e/2) y a/b > 1/tan(«/2). En el primer caso, acotamos 995
Y lle2(x)

procediendo como antes y usando la parte (7) del Lema 4.1.5.

En el segundo caso, usamos (4.1.26) para obtener

< 2%(NyIn(Ng) + 1)~L

D3 ||?
<2 ,
H b b—1b

y la demostracion termina usando la parte (5) del Lema 4.1.5.

Finalmente, en el caso b/b > 1y a/a > 1 el resultado sigue facilmente de la parte (4) del
Lema 3.2.1 y (H3), a partir de (3.1.7) y (3.1.8). O
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4.1.3. Acotacion de |¢3|y1.0(x) bajo la RDP.

Como senialamos al comienzo de este capitulo, nuestra intencién es obtener, para cierto rango
de p, cotas parciales de |@3 |10 (k).

En el Lema 4.1.6 se ha hecho esto para p = 2; en lo que sigue destacamos un hecho significativo,
a saber, la estimacion obtenida en dicho lema junto a la conocida desigualdad de Hoélder, permite
obtener cotas de ]¢3]W1,p(K) para 1 <p < 2.

Posteriormente mostraremos que, aunque no pueda deducirse de igual manera, las mismas
hipoétesis permiten obtener cotas similares cuando 1 < p < 3.

Habiendo dejado en claro el objetivo del resto de esta seccidon, procedemos a esclarecer las
afirmaciones recién hechas.

Observacion 4.1.3 En el Lema 4.1.6 se mostré que
1
g

para cualquier cuadrildtero convero K satisfaciendo (H1), (H2), (H3) y (H4).

Como afirmamos, esta desigualdad permz'te acotar |3l (k) fdcilmente si1 < p < 2.
P

|b3l3y1205) < C (@, N) (4.1.27)

En efecto, consideremos por ejemplo

H Ox ‘LP(K)'
Tomando p = pTl > 1 y aplicando la desigualdad de Hélder en el lado derecho de (3.1.4), se

tiene L
2= U et
8:17 Lr(K (1+&(b/b—1) +g(a/a—1))
Dado que § <1 y2 < 1, Stgue que

G < g2

2—p p—l
1 p1 br=1 by " g
L) = (/0 /0 a(l+2(b/b—1) + §(d/a — 1)) dxdy)

N p-l
- </01 /01 a(l +&(b/b —bly)2+ iafa-1) " dg>

Yy en CONSECUENCLE

5l
ox

S <l e
Oz IlL2(K)
Usando ahora (4.1.27), y el hecho que p <2 y b < h, tenemos
8¢3 — —1 h
Cp, NP~ ———.
H Ox ‘LP(K (¥, N) |¢|p—1
Argumentos andlogos para H 2y H prueban, para cualquier 1 < p < 2, que
— 1) hi/p
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donde q es el exponente dual de p (i.e. % + % =1).

En lo que sigue mostraremos que, bajo las mismas hipotesis sobre K, (4.1.28) vale para 1 <
p < 3, incluso cuando ésto no pueda ser deducido de (4.1.27).

Lema 4.1.7 Sea K = K(a,b,a,b) un cuadrildtero convezo que satisface (H1), (H2), (H3), y (H4)
entonces, para cualquier 1 < p < 3 eziste una constante C' que depende inicamente de v, p, y IN;,
i =1,2,3 tal que

hl/p
|b3lwim(r) < Clﬁl—l/q' (4.1.29)

Demostracion. Solo resta tratar el caso 2 < p < 3, dado que para 1 < p < 2 la estimaciéon ha
sido obtenida del caso p = 2 en la Observacion 4.1.3.
Consideraremos cuatro casos como en el Lema 3.2.2. En efecto,

(1) Si b/b <1y a/a <1 entonces, de (3.1.7), parte (1) del Lema 3.2.2 y parte (1) del Lema
4.1.5, sigue que

b 1 b1 b 1 h
LP(K) _ap_l(g/b—kd/a—l)l’_l_ 2 |ep=1t — 2 Pt

o

Anélogamente, usando ahora (3.1.8), obtenemos

p—1 h
2 Jp

o

(2) Asumamos ahora que b/b < 1y @/a > 1. Usando nuevamente (3.1.7) y (3.1.8), combinados
con la parte (2) del Lema 3.2.2 y (4.1.13) obtenemos

|5

. fip(Ng) b
L (K) —mmm{( z . =} (4.1.30)

1—b/b)(a/a—1)"b
g

|5

a . /‘p(N4) b
LP(K) mmm{(l—i)/b)(d/a—l)’z}' (4.1.31)

Ahora, si b/b < 2, la demostracion concluye usando(4.1.30), (4.1.31) y (H3). De otra manera,
b/b < 1/2 y asi 1/(1 — b/b) < 2. Por otro lado, de la parte (3) del Lema 4.1.5 sabemos que
b/a < 2N3 y en consecuencia, usando nuevamente (4.1.30) combinado con la parte (6) del
Lema 4.1.5 se tiene

Ha¢3‘ 2N3 min{2ﬂp(N4) Q}
Ox llLr(k) — al’_2(3 -p) aj/a—1"p

4N3 1 4v/2N2 h
< G N0+ Dhmin {52, 2} < GRS 040 + g
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y de (H3), |¢| < Nsa, ademés p — 2 > 0 por lo que

O3 4\/§N§’ h
N, 1)———.
H oL ‘ o) = @ p) PN+ D
9¢s || : - :
La cota para |[—— se obtiene de manera similar a partir de (4.1.31) y la parte (2) del
oy L (K)

Lema 4.1.5.

Consideremos ahora el caso b/b > 1y a/a < 1. Una vez que hacemos uso de (3.1.7) y (3.1.8)
combinado ahora con la parte (3) del Lema 3.2.2 obtenemos

0 b (V) a
H ;;3‘ LP(K) m i { (b/b _Ml)(14_ &/a)’g} (4.1.32)
Y

|5

a ., :up(N4) a
LP(K) mmm{@/b—l)(l—&/aya}' (4.1.33)

Sin embargo, no podemos proceder exactamente como en el caso previo porque no sabemos,
como antes, que a/b esté acotado tanto superior como inferiormente.

Asumamos primero que b/a < 1/tg((m — 1))/2). Entonces, como en la parte (2), podemos
asumir que a/a < 1/2 (de otra manera, la estimacion sigue facilmente de (4.1.32) y (4.1.33)).
En este caso tenemos

6¢3 9 , ; .
H Ox ‘ LK) = ap=2(3 — p)tg((r — ¥)/2) (tp(Ng) + 1) min {l; > 5}
2 L1
=2(3 — p)tg((r — 1) /2) (11p(Ny) + 1)hmin { Y 5}

y asi, el resultado sigue de la parte (7) del Lema 4.1.5.

Por otro lado, si b/a > 1/tg((m —1)/2), podemos usar la parte (4) del Lema 4.1.5 y (4.1.32)
para tener

< NgNEP~2

e,

Ox

(3 —p)lef! B —plert

Ahora, con motivo de acotar la derivada con respecto a y, consideraremos nuevamente dos

) = @G- pa

casos: a/b < 1/tg(a/2) y a/b > 1/tg(a/2). En el primer caso, acotamos proce-

Lp(K)

|51

diendo como antes usando la parte (7) del Lema 4.1.5.

En el segundo caso, usamos (4.1.33) para obtener

H %‘i?» ‘ L (K) 2(3 — Z)blf’—2 (p(Na) + ”ﬂ

y la demostracion concluye usando la parte (5) del Lema 4.1.5.
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(4) Finalmente, en el caso b/b > 1y d/a > 1 el resultado sigue trivialmente de la parte (4) del
Lema 3.2.2 y (H3) usando nuevamente (3.1.7) y (3.1.8). O
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Capitulo 5

La doble condicién del angulo.

Apelando al apartado referido a elementos anisotropicos del Capitulo 1, recordamos que para
p > 1y en el caso que los elementos sean paralelogramos, puede mostrarse que la estimacion

|U — Qu|Wl,p(K) S ChK|u|W2»P(K) (501)

vale bajo la condicion M AC(v)) (para més detalles remitimos nuevamente a [6]).
Maés atn, se muestra que la version mas sutil de (5.0.1)

lu — Qulpipry < C{thaileu‘

0
e+ h2H 8—3:2W‘ LP(K)} (5.0.2)
vale para rectangulos, donde h; y ho denotan el tamano del elemento en las direcciones x1 y o,
respectivamente.

En el mismo trabajo se ve que esta estimacién puede ser extendida a paralelogramos que
satisfacen la M AC(¢ps), donde las derivadas en (5.0.2) son tomadas a lo largo de los lados del
elemento.

Ahora, notemos el hecho que, para paralelogramos, la condicion M AC(¢) permite obtener una
cota uniforme para el dngulo minimo de K. Considerando esta dltima observacion, introducimos

la siguiente definicién:

Definicién 5.0.1 Diremos que un cuadrildtero K satisface la doble condicién del angulo con
constantes Y, Yar, o simplemente DAC (Y, ¥ar), si los dngulos interiores 6 de K wverifican 0 <
wm < 0 < wM <.

Observacion 5.0.4 Notemos que DAC (m, ¥ar) es equivalente a la existencia de una constante
W, la cual depende tunicamente de ¥y, y Yar, tal que

|cos(0)| < p<1

para todo dngulo interior 0 de K.
Senalamos este hecho con la intencion de soslayar que este tipo de condicion ya ha sido con-
siderada previamente (ver, por ejemplo, (1.1.2)).

En el Capitulo 7, mostraremos que para todo p > 1, la condicion DAC (¢, 1) permite
obtener la estimacion (5.0.1). Més ain, sabemos que incluso cuando la condicién sobre el angulo
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maximo no es necesaria para p = 2 (ver por ejemplo [13]), la misma no puede ser relajada para
p=>3.
Notemos que, trivialmente, se tiene

DAC(pm, Yar) = MAC(Yn) ; (5.0.3)

y dado que
MAC(Ym) = RDP(1,4n)

sigue que
DAC (Y, ¥m) = RDP(1,¢n) .

Sin embargo, la implicacion reciproca de (5.0.3) no es verdadera. Para mostrar esto apelaremos
al siguiente ejemplo

Ejemplo 5.0.1 Consideremos el elemento K = K(1,a,a,2a), con 0 < a < 1.

(a.2a)

Figura: representacion del elemento K (1,a,a,2a).

Como es de verificacion inmediata, el dngulo correspondiente al vértice (0,a) es %7‘(’ (indepen-
diente de a). Por lo tanto, dado que la suma de los dngulos correpondientes a los vértices (1,0) y
(a,2a) es %ﬂ', ambos dngulos se encuentran acotados por una constante menor a 7 e independiente

de a. De esta forma, queda probado que K satisface la condicion del dngulo mdzimo.

Por otro lado, notemos que si vy denota al dngulo correspondiente al vértice (1,0), entonces

2a
tan(y) = T o

Luego, ~v tiende a cero cuando a — 0, probando que v no puede encontrarse acotado inferior-
mente y, en consecuencia, no satisface la doble condicion del dngulo.

47



5.1. Implicaciones de la DAC.

En esta secciéon tenemos como objetivo principal mostrar que la condicién del dngulo doble,
permite acotar |¢s|y1.»(x) para todo p > 1.

Recordemos que en el apartado 4.1 hemos mostrado esto para la RDP en el rango 1 < p < 3.
Ahora, si bien la DAC no es una condiciéon méas débil que la RDP, la estimacion deducida de esta
condicion es més general que la correspondiente a la RDP. En consecuencia, la DAC' es hasta
donde sabemos la condicién geométrica mas simple y laxa bajo la cual es posible acotar |¢3|W1,p( K)
para todo p > 1. Y, en consecuencia, para estimar el error de interpolacion.

5.1.1. Reduccién a la configuracién de referencia.

Tal como se hizo al trabajar con la RD P, reduciremos nuestro estudio a los mismos cuadrilate-
ros de referencia introducidos en el Capitulo 2, los cuales recordamos son del tipo K (a, b, a, 5) Para
esto necesitamos garantizar la existencia de una transformacién afin que, dado un cuadrilatero
convexo K, aplique uno del tipo K(a, b,d,g) en K de modo que si K tiene la DAC, entonces
K(a,b,a, l~)) también tenga dicha propiedad.

En el siguiente lema mostramos que dicha transformacion existe. Dicho resultado tiene el mis-
mo espiritu del Lema 4.1.3 pero para elementos que verifican la DAC (¢, ¥ar).

Lema 5.1.1 Sea K un cuadrildtero convezo verificando la DAC (W, ¥n). Entonces existe una
transformacidon afin L(T) = BT + P, un cuadrildtero convero K(a,b,a,b) y constantes positivas

C= C(¢m7¢M)7 ¢m = w_m(¢ma¢M)7 Q/J—M = w—M(¢m7¢M) < 7 tales que

Q| 2
S| S

(a) <1y L(K(ab,a,b) =K;

(b) IBI, 1B~ < C, det(B) = 1;
(¢) Los didmetros de ambos elementos son comparables, i.e.,

C~Ydiam(K) < diam(K (a,b,a,b)) < C diam(K);

(d) K(a,b,a,b) satisface DAC (¥, nr);
(e) El dngulo « estd acotado lejos de O y 7, mds ain,

=M

5 Sas<T—Un

Demostracion. Siempre es posible elegir dos lados adyacentes de K, que llamaremos I y lo, tales
que K esté contenido en el paralelogramo determinado por estos dos lados. Observemos que el
didmetro de este paralelogramo tiene el mismo orden de K.

Llamemos M al vértice donde [ y l2 se intersecan, y 3 al angulo en M. Luego de un movimien-
to rigido podemos asumir que M; estd ubicado en el origen y que el lado s se encuentra sobre el
eje . Denotemos por My, M3 y M, a los vértices restantes de K dispuestos en sentido antihorario.
Llameramos a a la longitud del lado la, asi May = (a,0).
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Sea £14 el lado con vértices My y My, y definamos b = [¢14] sen(8). Entonces, My = (bcotg(B),b).
Definimos el mapeo lineal L asociado con la matriz

< (1) cot%(ﬁ) )

y elegimos @ y b tales que L(K (a,b,a,b)) = K.

Es facil chequear que @ < a y b < b, por lo que (a) queda probado. Item (b) sigue facilmente
teniendo en cuenta que || B, ||B7Y| < % y que K verifica la DAC (¢, Y¥nr).

El item (c) es evidente de (b); mientras que el item (d) se sigue nuevamente de (b) junto con
el Lema 4.1.2. Finalmente, el tltimo item sigue de (d). En efecto, dado que K (a, b, @,b) verifica la
DAC (Y, ¥p1), el dangulo 6 en Mj verifica 1, < 6 < 1. Entonces, uno de los d4ngulos restantes
de T7 (aquel que no es el angulo minimo para ser precisos), el cual podemos asumir que es « (si
este no es el caso, podemos aplicar un movimiento rigido manteniendo validas las propiedades (a),

(b), (¢) y (d) para intercambiarlo), verifica W_;ZTM <a<m—1, .0

Observacion 5.1.1 En virtud del lema precedente, y del Lema 2.2.1, cada vez que trabajemos con
un cuadrildtero convezo K de didmetro h que satisface la DAC (Y, ¥ar) asumiremos que es del
tipo K(a,b,a,b). Mds ain, asumiremos la existencia de una constante positiva N (¥, ¥ar) tal que:

Notemos que (S2) sigue inmediatamente del item (e) del Lema 5.1.1.

Los siguientes hechos elementales son deducidos de (S1):

h=|d]; (5.1.1)
|K|

— < 2. 5.1.2
|To| — (5.1.2)

Observacion 5.1.2 Tratando de replicar la construccion de L hecha en el Lema 5.1.1, para un
elemento que verifique la RDP(N, ), podemos eventualmente encontrar que no es posible acotar
k(B) en términos de ¥pr y N, dado que el dngulo 5 podria aprozimarse a 0.

La transformacion L construida en el Lema 4.1.3 evita esta dificultad relajando las cotas so-
bre a/a,b/b (ver (4.1.13)). Como veremos, la condicion (S1), vdlida para elementos que verifican
DAC (Y, ¥ar), simplifica el estudio del error de interpolacion.

Lema 5.1.2 Si K = K(a,b,a,b) es un cuadrildtero convezo y satisface las hipdtesis (S1) y (S2),

entonces,
max M,M <N 9+E_1 .
a’ b b a

Demostracion. La demostracion es similar a la dada para el item (1) del Lema 4.1.5 cambiando
(H2) por (S2). O

49



5.1.2. Acotacién de |¢3|w1r(x) bajo la DAC.

Para K verificando DAC(¢m,Pnr) las cotas para [¢s|w1p (k) pueden ser manejadas més fa-
cilmente que en el caso de la RDP. Este hecho nos permite presentar directamente el siguiente
lema:

Lema 5.1.3 Si K = K(a,b,a,b) es un cuadrildtero convezo y satisface (S1) y (S2), entonces, para
cualgquier p > 1

<1/ pi/p

[¢3lwiw(r) < CN q—lﬁll/q (5.1.3)

donde q es el exponente dual de p y C es una constante independente de K.

Demostracion. Dado que la derivada parcial restante puede tratarse de manera completamente

<Z53

andloga, acotaremos Gnicamente

Lr(K)
Comencemos notando que el hecho @ Z < 1 permite acotar I, tal como se hizo en la parte (1)

del Lema 3.2.2, de esta manera se tlene

_ 1
P= (b/b+aja—1)p1

Asi, de (3.1.7) y del Lema 5.1.2 se tiene

ke
ox

b 1 b
Lr(K S o (b/b+aja—1)P~ et

y la prueba termina teniendo en cuenta que b < h. O
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Capitulo 6

Acotaciones técnicas.

Con el fin de acotar |u — Tluly1.p(k) v [(TTu — w)(M3)] (ver (2.3.1)), que es el objeto principal
de este capitulo, vamos a requerir una forma mas sitil del teorema de traza sobre un tridngulo.

La version en L? del siguiente lema puede encontrarse en [20], nosotros lo estableceremos en
LP y omitiremos la demostraciéon puesto que es seguir paso a paso la dada en [20].

Lema 6.0.4 Sea T un tridangulo cuyo didmetro es hr y e es cualquiera de sus lados. Para cualquier
p > 1 tenemos
an 1/p
lull e ey < 24 T {lellze(ry + hrlulwier }

donde q es el exponente dual de p.

6.1. Acotacion de |(u — ITu)(Mj)|.

En el siguiente lema damos una estimacion para |(u—ITu)(M3z)| en términos de [u—u|y1.p (k.-

Lema 6.1.1 Si K = K(a,b,a, 5) es un cuadrildtero convexo que verifica
(a) (H1), (H2), (H3), (H4) o  (b) (S1), (S2)
entonces, para cualquier p > 1 se tiene

|g|1/q
hi/p

(= Tu)(Ms) | < € {lu — Tl + hlulwasiy} (6.1.1)

donde q es el exponente dual de p, y C = 2(NaN3(1 + N1))YP en el caso (a), 0 C = 2NYP en
el caso (b).

Demostracion. Denotaremos con dy a la derivada en la direccion de £. Usando (u—ITu)(My) = 0,
la desigualdad de Holder y el Lema 6.0.4 tenemos

(= T)()] = | [ Bt =00 | < 13100 = T

1|
‘Tl‘l/p

Al

1—
<2 {lu — HU|W1»P(T1) + hr |U|W2»P(T1)}
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donde q es el exponente dual de p.
Escribiendo |T3| = |¢||d;|sen(«)/2, sigue que

Y Uk
71|17 (sen(a)ld[)!/P
y, en el caso (a), tenemos de (4.1.14) y (H2) que

|| 1/;;’5\1/‘1
T < (2NaN3(1 + Nyp)) i

mientras que en el caso (b), tenemos de (S2) y (5.1.1) que

1/p |€|1/q
hl/p

4] N
| T/ = &%

y la demostraciéon concluye en ambos casos observando que hyy, < h. O

Observacion 6.1.1 Dado que K es convexo, es bien sabido que, para cualquier p > 1, existe una
constante C), que depende solo de p tal que

lwl| Lo (x) < Cphlwlwie k) (6.1.2)

para cualquier w con promedio nulo sobre K. Para p =1y p =2, y dominios convezos generales,
las constantes dptimas se sabe que son Oy = % y Co =L (ver [3, 18]).

6.2. Acotacién de |u — ITu|pis(x)-

El siguiente lema da una estimacién para el error [u — ITuly (g del interpolante lineal.

Lema 6.2.1 Si K = K(a,b,a, 5) es un cuadrildtero convexo y verifica cualquiera de las siguientes
condiciones
(a) (H1), (H2), (H3), (H4) o  (b) (S1), (52)

entonces, para cualquier p > 1,
lu — Tulyeky < Chlulwep ) (6.2.1)
donde C = 2<C’p(1 + Z%Nf) + 2%N5%) en el caso (a), y C =2(3C), +2) en el caso (b).
Demostracion. Consideremos, por ejemplo, v = a%(u — ITu). Queremos mostrar que

[vllr () < Chlvlw i)

Sea vk el valor medio de v sobre K, de (6.1.2) tenemos

v — vk llzrge) < Coblolwrogey- (6:2.2)

En consecuencia resta acotar |[vi|| e (x)-
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Notemos que la integral entre 0 y a de v(x,0) es nula, en efecto,

/ v(z,0) dx :/ i(u—Hu)(m,O) dr = (u—Hu)\AAf[’z —-0.
0 o O0x1 1

Ademas, considerando a vx como una funcién constante, tenemos

1

—/ vi(x,0) de = v .
a.Jo

Luego, combinando las tltimas observaciones realizadas, resulta que

1 1| [
— / (v—vg)ds| = -— / (v —vg)(x,0) dz
‘612‘ L12 alJo (6.2.3)
= vkl .
Usando (6.2.3) junto a la desigualdad de Holder se tiene
ok | < [v = Vil ooy, a2l ™7 (6.2.4)
Ahora, combinando (6.2.4) con el Lema 6.0.4 obtenemos
Lo (P
lu| < 29|l Dl {lv —vkllze(ry) + hnplv — v lwiem)
, (6.2.5)
11 P
< 2 (o) o= ol + o)
En consecuencia
lorlloy = lox|[K[V/P
(6.2.6)

IN

21_1/17 @ v _ h
‘T2‘ {”U UKHU’(K)"‘ ’U’WI,;D(K)}

y la cota para a%(u —IIu) es obtenida mediante la desigualdad triangular, usando (6.2.2) junto
con (4.1.15) en el caso (a) y (5.1.2) en el caso (b).

Resta observar que la derivada respecto a y puede ser tratada de forma andloga, lo que concluye
el argumento. O
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Capitulo 7

Resultados Principales.

En esta secciéon vamos a enunciar y probar el teorema de interpolacion; ademés, mediante
contraejemplos mostraremos que algunos de estos resultados no se pueden mejorar.
7.1. El Teorema de interpolacion.

Comenzaremos con el siguiente lema elemental.
Lema 7.1.1 Sea K = K(1, 1,&,5), K convezo, y CNL,ZN) < 1. Entonces para cualquier p > 1 se tiene

lu — QullLr(x) < Clulw2s(k) (7.1.1)
para una constante C independente de K.
Demostracién. Obviamente se tiene
v — Qullr(r) < llu — Pull oy + [|Q(Pu — u)|| o (s

donde P es el polinomio lineal de Taylor de u calculado sobre una bola fija (ver [9], Capitulo 4)
contenida en el triangulo de vértices (0,0), (1,0) y (0, 1).
El lema de Bramble-Hilbert y la desigualdad de Sobolev, establecidos en [9], dan por un lado

|u = Pullwerxy < Clulw2rx)

y, por otro
[Pu — ullpoo (i) < Cl|[Pu — ully2r k)

con C' independente de K en ambos casos (recordemos que a,b < 1).
La demostraciéon concluye teniendo en cuenta que

|Q(Pu — u)|r(r) < |Q(Pu — u)|| oo () < Cl|[Pu — ul|poo(x).0

Estamos ahora en condiciones de demostrar el teorema principal de este trabajo, en el cual se
enuncia la estimacion 6ptima del error para elementos cuadrilateros.
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Teorema 7.1.1 Sea K un cuadrildtero convero con didmetro h, y p > 1. Entonces existe una
constante Cy independente de K tal que

[ — Qul| o) < Coh®[uly2(sc)- (7.1.2)
Para 1 <p < 3 y K satisfaciendo la RDP(N, ) se tiene

”LL — QU‘Wl,p(K) § Ch’u‘wz,p(K) (713)

con C = C(N, ¥, p), y la restriccion sobre p no puede ser mejorada.
Finalmente, para cualquier p > 1 y K wverificando la DAC (¢, ¥ar) se tiene

|U — QU|W1,p(K) § Ch|U|W2,p(K) (714:)

con C = C(Ym, Y, p), y para p > 3 la condicion sobre el dngulo mdzimo no puede ser relajada.

Demostracioén. Siempre es posible elegir dos lados adyacentes de K, l; y lo, tales que K esté
contenido en el paralelogramo definido por dichos lados (observemos que este paralelogramo tiene
didametro del mismo orden que K).

Ahora, sea L la transformacion afin que aplica [; en el segmento que une los puntos (0,0) y (1,0);
y I3 en el segmento que une los puntos (0,0) y (0,1) y llamemos K = L(K) (esta transformacion
también fue usada en |21]). No es dificil ver que K = K(1,1,a,b) con @,b < 1, y un argumento
estandar muestra que (7.1.2) sigue de (7.1.1) por un cambio de variables.

Con el objeto de probar (7.1.3), observemos que el Lema 4.1.3 establece que K puede ser trans-
formado en un cuadrildtero convexo del tipo K (a,b,a,b) satisfaciendo (H1), (H2), (H3), (H4) con
constantes ¢ y N;, i = 1,2,3 que dependen tnicamente de N y 1/3; cuyo didmetro h es equiva-
lente al de K. Mas atn, del Lema 2.2.1 sabemos que la estimacién del error sobre K sigue del de
K(a,b,a, l~)) En consecuencia es suficiente probar la estimacion del error para estas configuraciones
de referencia con una constante que dependa solamente de v y N;.

Ahora, la desigualdad (7.1.3) sigue de (2.3.1) combinado con (6.2.1), (6.1.1) y (4.1.29). El
contraejemplo 7.2.1 muestra que p < 3 es condicién necesaria.

Finalmente, la demostracion de (7.1.4) sigue como la de (7.1.3) reemplazando el Lema 4.1.3
por el Lema 5.1.1, y usando nuevamente el Lema 2.2.1 y las ecuaciones (2.3.1) combinadas con
(6.2.1), (6.1.1) y (5.1.3).

El contraejemplo 7.2.1 muestra que la condicién sobre el angulo maximo es necesaria si p > 3.
m

7.2. Contra-ejemplo.

Contra-ejemplo 7.2.1 Mostraremos que la asuncion 1 < p < 3 no puede ser relajada en el ultimo
teorema si K wverifica la RDP. Para ello consideraremos K = K(1,1,a,a), con % <a<1,laidea
es tomar a — %
Ya vimos en el Ejemplo 4.0.2 que K wverifica la RDP (2, %7‘(’) independientemente de a.
Consideremos u(x,y) = xy (notemos que esta funcion no estd en el espacio Q1 sia < 1).

Notemos que
ou
0x || 1

<1 y [ulw2p ) < 1.
(K)
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Por otro lado, como Qu = a’¢s3, tenemos

H OQu 9 (7.2.1)
Le(K Ox LP(K)
y de (3.1.4) podemos escribir
a¢s3 ||” / / -
= T did
H Lo (K) (1+2 a—1)+y(a—1)) 4
(7.2.2)

1ot 1
> _/ / didy .
T2 o At (a=1)i+ (a— 1)g)p—1

Integrando explicitamente para p > 3 obtenemos

L ESCEIaE A ity £ lnd
9z || po(ry 2°(3 —p)(2—p)(a—1)?
. 6¢3 P . 1 . .
y asi || = — 00 81 a — 5, mostrando que (7.1.3) no puede valer independientemente de a.
837 LP(K)
Consideremos ahora el caso p = 3. Tenemos entonces
a¢3 1 / / 1 o
> — _ —dzdy
H L3(K) 8J1 Jo (1+(a—1)Z+ (a—1)7)
(7.2.3)
_ In(3a—3)+In(a) —In(2a —1) —In (3a + 3)
(a—1) '
. Lo ek
Luego, el término logaritmico —In(2a — 1) es el responsable del hecho que ||—— — 00
0z | sy

cuando a — %, permitiéndonos concluir lo mismo.

Finalmente, observemos que el mismo contra-ejemplo implica que la restriccion sobre el dngulo
mdzimo no puede ser relajada st p > 3.
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Capitulo 8

La propiedad de descomposicioén regular
generalizada y nueva propiedad de
descomposicion regular.

En este capitulo tenemos como intencion dar un panorama sobre un trabajo posterior a [4], a
saber [16], en el cual se generalizan en cierto modo, las propiedades dadas en el citado articulo.

Damos aqui una descripcién de estas condiciones generalizadas, las comparamos con las origina-
les y enunciamos los principales resultados obtenidos al respecto. No incluimos las demostraciones
con el afan de hacer menos engorrosa la lectura. Sin embargo, consideramos pertinente incluir al-
gunos resultados técnicos para dar cuenta que parte del procedimiento y la técnica usada es similar
a la de [4], aunque en este trabajo no se reduzca el estudio a una configuracion de referencia.

8.1. Definicién y notacion.

En [16] los autores introducen una nueva condicion, llamada la propiedad de descomposicion
reqular generalizada, que resulta suficiente para garantizar la validez de la estimacion del error de
interpolacion para la Qq-interpolacion de Lagrange; y que puede ser entendida como una genera-
lizacion de la condicién de descomposicion regular tal como su nombre lo indica.

Basicamente, dicha condicion establece que si se divide al cuadrilatero en dos tridngulos por la
diagonal mas larga, cuando ambos tridngulos tengan &reas comparables, ambos tridngulos deberan
satisfacer la condicién del dngulo méaximo; de otra manera, la condicién del angulo méximo solo
debera ser satisfecha por el tridngulo mas grande 77. Este tltimo condicionamiento se debe a que,
si el area del tridngulo mas chico T3 es considerablemente menor al drea de 77, el error sobre T3
contribuye poco al error global, y en consecuencia su dngulo maximo puede ser tan grande como se
quiera siempre que la razon E‘:’} tienda a cero. Es decir, en el caso que el cuadrilatero K degenere

al tridngulo mas grande, la condicién del dngulo méximo sobre el tridngulo mas chico puede ser

. . . T .
relajada siempre que la razéon %’} esté controlada.

Formalmente, la definicién de la propiedad de descomposicion generalizada es la siguiente:

Definicion 8.1.1 Sea K un cuadrildtero convexo. Diremos que K satisface la propiedad de des-
composicion generalizada (generalized regular decomposition property) con constantes N € Ry y
0 <y <m, osimplemente GRDP(N,1), si es posible dividir a K en dos tridngulos por una de
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sus diagonales, llamada siempre dy, de forma tal que el triangulo mds grande satisfaga MAC () y

1
hi <\T3\ <\T1\>>2
—— | —In| — <N, 8.1.1
@ifsenta) \[Ti| " [T .
donde el tridangulo mds grande serd denotado siempre por 11, el tridngulo restante por T3, hx
denota el didmetro del cuadrildtero K y o es el mdzimo dngulo de Tj.

Observacion 8.1.1 Si bien la definicion dada arriba se basa en la geometria del cuadrildtero K, y
no involucra, en principio, ningun espacio de funciones asociado; dicha definicion serd la definicion
de la GRDP cuando K sea visto en el marco de la teoria de Elementos Finitos donde el espacio
de las funciones a interpolar sea H'.

Mds adelante, veremos que la definicion de la NRDP (una suerte de generalizacion de la
GRDP) es esencial y significativamente distinta, si se trabaja en el espacio WP dependiendo del
p considerado.

8.2. Observaciones sobre la GRDP y la RDP.

Como ya mencionamos, en [16] los autores prueban que la GRDP, que puede ser entendida
como una generalizacion de la RDP, es suficiente para la validez de la estimacion del error de
interpolacion para la (QQ-interpolacion de Lagrange.

En cuanto a la suficiencia para dicha estimacion nos encargaremos més adelante, por lo pronto,
concentrandonos en la generalizacion notemos que

RDP(N, ) = GRDP(n, ) (8.2.1)

donde n = n(N).

En efecto, supongamos que un cuadrilatero K satisface RDP(N,v) al ser dividido por la
diagonal dy en los tridngulos 77 y T3. Adoptemos la notacion de modo que |T1| > |T3|. Siguiendo
la Definicion 8.1.1, resta mostrar que (8.1.1) se verifica pues 77 verifica M AC(¢) por hipotesis.
Ahora, como zln(z~!) < e !V 2 € [0, 1], para verificar (8.1.1) basta mostrar que se cumple

hk
———— < cte. 8.2.2
|dy|sen(a) — e ( )

Pero como « es el maximo angulo de T3, y T3 verifica M AC(3)) por hipotesis, resulta que

™

§§a§1/1<7r;

de donde sigue
1

2 1
. <mxd —  ——
sena) = { V3 " sen(y) }
De modo que para mostrar (8.2.2) basta ver que
K < cte. (8.2.3)

Observemos el siguiente hecho béasico, consecuencia del Teorema del seno:
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Sea T un tridngulo de lados ¢1 < fo < l3 y sea § = £l1l5, entonces

ls 1
DA G
Uy ~ sen(9)
Es decir, en un tridngulo cualquiera los lados més largos del mismo siempre resultan comparables

y la constante de comparacién depende, basicamente, de los d4ngulos interiores del tridngulo. En
particular, si T verifica M AC(v),

l3
A <C(y).

Luego, si dy es la diagonal més larga de K, hx y dy resultan ser los lados mas largos de T o
T3, y asi (8.2.3) vale. En otro caso, da2 y hx son comparables pues dy y hx resultan ser los lados
més largos de T o T3, entonces (8.2.3) sigue observando que

e _ D o) hac
ldi|  |da2|[di] ~ |d2l

ya que K verifica la RDP(N,1)).

Sin embargo, la implicacion reciproca de (8.2.1) no es valida como puede apreciarse en el
siguiente ejemplo, que es el usado en [16].

Ejemplo 8.2.1 Consideremos K = K(1,a,a°,a) con s >2 y0<a<1.

Figura: representacion del elemento K (1,a,a®,a).

Es claro que al dividir K por la diagonal MMy, el tridngulo T3 de vértices Mo, M3 y My no
verifica la condicion del dngulo mdzimo puesto que el dngulo opuesto a dicha diagonal, o, tiende
a7 cuando a — 0. En consecuencia, K no satisface la RDP.

Por otro lado, notemos que
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(a) hg = |di1] = V1 + a?;

(b) sen(a) = sen(8 + ) = cos(B) = ‘

2 (1—a%)?+a? ’
(¢c) |T1| = g, donde Ty es el tridngulo de vértices My, Mo y My;
s+1
(@ 1] = %5

Por lo tanto, para s > 2 fijo y a — 0 resulta que

7}”{ @n @ %: — a2 +a®a* 2 In(a? 2
\dlwsen<a><wl <\T3\>> (@ = a%)+ a%)a™ In(a™)]

tiende a cero, con lo cual, tomando a suficientemente pequenio, se verifica (8.1.1) para una constante

N independiente de a.
Finalmente, notemos que Ty verifica MAC(7/2), por lo que K wverifica la GRDP(N,7/2).

Si bien es factible entender la GRDP como una generalizacion de la RDP en el sentido antes
senalado, es justo observar que la GRD P no tiene una interpretaciéon geométrica tan clara como la
RDP y su verificacion implica un costo computacional mas alto. Estos hechos han sido observados
por los autores de [16], pues los mismos proponen una condicién equivalente a (8.1.1) que es de
verificaciéon mas simple. En la siguiente observacion recopilamos estos hechos.

Observacion 8.2.1 Si 6 denota el menor dngulo entre di y do; y partimos do en a1 y as siendo
a1 =doNTy yaz =do NT3, entonces

|dy||aq| sen (@)
2

|dy||as| sen(6)

Ty| = 5

( T3] =

En consecuencia,

T3] as]
—_— = 8.2.4
]~ Jaal (8.24)

y entonces (8.1.1) puede re-escribirse como sigue

1
h 2
S (M In <@>> <N (8.2.5)
|di[sen(a) \fax| — \|as]
Notemos que hasta aqui se ha realizado una mejora en cuanto al costo computacional de (8.1.1),

pues se ha logrado reducir el cdlculo de dreas al cdlculo de longitudes. Sin embargo, a pesar que se
ha hecho una reduccion, la misma no resulta considerablemente significativa.

Finalmente, en [16], los autores sostienen que si se elige la diagonal mds larga como dy, la

condicion (8.1.1) se reduce a
1 3
<@ In <@>> <N (8.2.6)
sen(a) \ a1 \as]

(lo cual es claro por la observacidn previa y el hecho que en este caso, hx y dy resultan comparables).
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Sin embargo, al menos dos objeciones pueden realizarse a esta afirmacion, a saber, (a) si bien
(8.2.6) representa una mejora computacional respecto de (8.1.1), la misma no es verdaderamente
significativa como ya hemos senalado; (b) si bien la eleccion de di como la diagonal mds larga
permite concluir (8.2.6), recordemos que tal reduccion se basa en el hecho que di y hx resultan
comparables, y el control de la constante que acota hx /dy puede ser un problema cuando se trabaja
en una malla grande ya que dicha cota puede no ser uniforme.

8.3. La estimacion del error en H'.

Para el abordaje de dicha estimacion los autores proceden de igual manera que en [1], [13] y
[4]; descomponiendo el error mediante el Pj-operador de interpolacion de Lagrange asociado a los
vértices My, My y My, al cual seguiremos denotando por II, tal como en la seccion 2.3.

Recordamos que la descomposiciéon obtenida es

lu — Qulwrr) < lu—Hulyroky + [(Hu — u)(Ms)|[¢3|wre k). (8.3.1)

De esta manera, para obtener una estimaciéon del error de interpolacion es suficiente estimar
los dos términos del lado derecho.

Recordemos también que, tanto en |2| como en [4], se reducia el estudio a una familia de
referencia y ésta era una de las herramientas claves usadas en dichos trabajos. Sin embargo, dado
que ahora no es impuesta la condicién del angulo maximo sobre el tridngulo més chico, no es
posible adoptar la misma técnica.

Por esto, se prueban en [16] los siguientes resultados que aqui solo enunciaremos remitiendo a
[16] para las pruebas pero que combinan, principalmente, técnicas usadas en [13] y [2].

Lema 8.3.1 Sea K un cuadrildtero convexo cualquiera con vértices consecutivos My, Ms, M3 y
My. Sea 6 el dngulo entre las dos diagonales My Ms (denotada por da) y MaMy (denotada por dy)
y sea O = dy Ndy. Sean a; = |OM;| > 0 para i = 1,2,4 y ag = |OMs| > 0; y denotemos por «
y s al mdzimo dngulo y al lado mds corto de T3, respectivamente. Sin pérdida de generalidad, se
puede asumir que |MsMy| = s. Entonces se tiene

1 4 |T3|< <|T1|>>
—didj < ————— = (2 4+ 1In [ — 8.3.2
/R Tl 4 < s sente) [T T (8.3.2)

donde Ji es el jacobiano del mapeo Fi : K-> K.
El lema previo permite obtener una estimacion de |¢s| (k) que se resume en el siguiente

Lema 8.3.2 Sea K un cuadrildtero convexo cualquiera que verifica las mismas hipdtesis que en el
Lema 8.3.2. Entonces se tiene

Sh T3] 7| >
93li200) < (T sen(a)) 72 (W <2 i (@))) ' (8:3.3)

Por otro lado, tenemos las siguientes estimaciones:

Lema 8.3.3 Sea K un cuadrildtero convero cualquiera, entonces se tiene

4s|

1
2
M) {lu =Tl g1z + hiclulpzery } - (8.3.4)

u — Thu) (My)] < (
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Lema 8.3.4 Sea K un cuadrildtero convero cualquiera, entonces se tiene

1
4 2\ /2K 2
_ < Z it 3.
]u Hu!H1(K) < sen(’y) (1 + ﬂ_> ( ’Tﬂ > hK\u]Hz(K) (8 3 5)

donde v es el mdximo dngulo de T}.

Finalmente, combinando todos los lemas previos se obtiene el resultado principal, es decir, la
estimacion del error en H' para elementos cuadrilateros.

Teorema 8.3.1 Sea K un cuadrildtero convexo que satisface GRDP(N, 1)), entonces

donde C' es una constante positiva que depende unicamente de N y 1.

8.4. La NRDP y la estimacién del error en WP,

El aspecto més técnico para demostrar la estimacion del error en WP radica en la acotacion
de |@s|w1p. Ahora, dado que

2hx

'% 2hi

ox

< 2hx ‘%
~ k| dy

resulta que

1
1 o \»?
|¢3|W1»P(K) < 4hg </K W d:ndy)

donde Jg es el jacobiano de la aplicaciéon Fi : K- K.
De donde sigue que, para acotar |¢3|y 1.0, es suficiente acotar

1
— dady .
/k | Jrc [P~
Este es el objeto del siguiente lema, en el cual usamos la notaciéon ya adoptada.

Lema 8.4.1 Sea K un cuadrildtero convexo cualquiera, entonces

/;dAdA < v 5y €[1,2) (8.4.1)
& k[Pt xy (2 —p)(|d1||s|sen(a))P=1 \ |T1| parap 140 -4

S =

Y gsds ! T3]\ »
/f( T dzdy < @ =) B = p)(dlslsen(@))r T <W> para p € (2,3). (8.4.2)

Ademds, si T; = AM; 1 M;M;1, 1 =1,2,3,4, con My+4 = M; y si se asume, sin pérdida de
generalidad, que |T3| = min{|T1|, |T3|} y |T4| = min {|To|, |T4|}, entonces

/ 1 ol Aot 2

_ o di 7
e A =) (843
1 3

2
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2 1
1 oo M 7
/Aip_l dzdy < 1 P 1p — para pE <—,4}, (8.4.4)
i k] (p— 27 |T1|F| T 7 2
1 142 13
1 o (p—3)p2 P M ¥
/7J | dzdy < T T
i 1kl (p— 2)%|Ty|7|T5]" "7

donde M = méx{l, %}
4

para p >4, (8.4.5)

En consideracion a las estimaciones obtenidas en el lema previo se introduce la siguiente defini-
cion.

Definicion 8.4.1 Sea K un cuadrildtero convexo. Diremos que K satisface la nueva propiedad
de descomposicion generalizada (new regular decomposition property) con constantes N € R,
O<v<mypel[l,o), p+#2, osimplemente NRDP(N,,p), si es posible dividir a K en dos
tridngulos a lo largo de una de sus diagonales, llamada siempre di, de forma tal que el tridngulo
mds grande satisfaga MAC () y

h T 1/p
T K <M> < N para p € [1,2), (8.4.6)
(2 —p)r|di|sen(a) T3]
hi 5\ »
T T 7 ) SN parape(2,3), (8.4.7)
(2 —p)#(3—p)¢|di|sen(a) \IT1
3 1 1
hgM' v % (T3 \» 7
= (=) <N 3, = 848
[disen(a) <uu < Nparape3.5). (848)
hgMrv  (|Ts]\» 7
KVP 30\°?
V] <N -4 8.4.9
1] sen(a) <|za|> < Nparap € (2’ } ’ (849
jdifsen(a) \|Ty]) =7 PP &

donde el tridngulo mds grande es llamado Ty, el tridngulo restante es llamado T3, hx denota
el didmetro de K, a es el mdzimo dngulo de T y s el lado mds corto de T5.

En lo que sigue se enuncian algunos resultados técnicos que permiten demostrar el teorema
principal de interpolacién para cuadrilateros convexos que satisfacen NRDP.

Lema 8.4.2 Sea K un cuadrildtero convexo arbitrario y sea Il el operador lineal de interpolacion
de Lagrange definido sobre T, entonces para todo p > 1 wvale

QP‘S‘p—l

1
P
W) {lu = Mulywrioigy) + hiclulwzom,) ) - (8.4.11)

|@—ku@ng(
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Lema 8.4.3 Sea K un cuadrildtero convezo cualquiera y sea Il el operador lineal de interpolacion
de Lagrange definido sobre TY, entonces

1
270 [|K
= el < (1426925 (1

1
P
sen(7) mr) el

donde v es el minimo dngulo de Ty y C)p es la constante de la desigualdad de Poincaré.

Teorema 8.4.1 Sea K un cuadrildtero que satisface NRDP(N,,p) conp > 1, p # 2, entonces
se tiene

”LL — Qulwl,p(K) S ChK”LL‘WZ,p(K), (8412)
con C > 0 dependiendo inicamente de N, ¢ y p.

Observacion 8.4.1 Puede parecer poco relevante enunciar estos resultados sin sus respectivas
pruebas y de un modo ‘enciclopedista’, por decirlo de alguna manera. Sin embargo, nos parece
relevante realizar esto para enfatizar que el camino sequido para probar el teorema de interpolacion
es, basicamente, el mismo que en [2] y [4].

Observacion 8.4.2 Notemos también que, de igual manera a como se mostrd la validez de la
implicacion RDP = GRDP, puede probarse

RDP(N, ) = NRDP(n,1,p)

para todo 1 < p <3 conn=n(N). Porlo que la NRDP es hasta donde se sabe la condicion mds
débil bajo la cual la estimacion del error en WLP resulta verdadera.

Una dltima observacion a favor de la RDP, es que dicha condicion depende unicamente de la
geometria de K y no del espacio WP considerado; mientras que la NRDP depende tanto de la
geometria de K como del p considerado. Ademds, el costo computacional para verificar la RDP, es
considerablemente mds bajo que el requerido para la verificacion de la NRDP. Por estos motivos es
que, segun nuestro punto de vista, la RDP continua siendo, para 1 < p < 3, la condicion geométrica
mdas débil bajo la cual es posible garantizar la estimacion dptima del error de interpolacion para
elementos cuadrildteros converos Q1-isoparamétricos.

8.5. La NRDP yla DAC.

Como vimos en el Capitulo 7, la DAC' es una condiciéon suficiente para el teorema de interpo-
lacion sobre WP para todo p > 1.

Sin embargo, la DAC es una condiciéon geométrica bastante restrictiva, de hecho, no es dificil
mostrar que vale la siguiente cadena de implicaciones

DAC(Ym, ) = MAC(Yar) = RDP(1,¢n) = GRDP(N, ).

Mas ann, para p > 3, la NRDP es una condiciéon bastante més débil que la DAC.

Para justificar esta afirmacién comencemos notando que si un cuadrilatero K satisface la
DAC (¢, ar) entonces sus diagonales deben ser comparables. En efecto, si esto no fuera asi,
alguna de las diagonales seria mucho mas larga que la restante; en consecuencia, el elemento seria
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tan estrecho como se quiera y, por lo tanto, alguno de los angulos correspondientes a los vértices
de la diagonal mas larga seria tan chico como se desee, lo que violaria la DAC.

Ahora, como el didmetro resulta comparable a la diagonal mas larga (ver el apartado 8.2) y
ambas diagonales son del mismo orden, sigue que d; = O(hk).

Por otro lado, si llamamos oy = LMo MyMs, ao = LM{MsMy y £ = 34 tenemos

T5] = [fl|di]sen(en) —y  [Ta] = |¢]|da|sen(az).

Entonces

|T5| _ |d1|sen(ay) < ldi] { 1 1 }
Tyl |do|sen(ag) ~ |do] sen(¥m) " sen(¥ar)
y, dado que dj y d2 son comparables, existe una constante C' = C(¢,, ) tal que
| T3]

= <.
|T4| —

En suma, hemos visto que existe una constante C = C(¢,, ¥ps) tal que
— < C y dy = O(hg).

Combinando estos hechos con (8.4.8), (8.4.9) y (8.4.10), resulta que existe una constante N =
N (Y, ¥ar) tal que K verifica NRDP(N, vy, p) para todo p > 3.
De esta forma queda probado que, para p > 3,

DAC (Y, bar) = NRDP(N (¥, Y1), ¥ar, D)

mostrando que la NRDP es la condicién mas débil bajo la cual es posible garantizar la estimacion
6ptima del error de interpolacién para elementos cuadrilateros convexos (Q1-isoparamétricos cuando
p=>3.

Sin embargo, es pertinente senalar que la DAC (al igual que la RDP) es una condicién que
solo depende de la geometria de K y no del espacio WP considerado; mientras que la NRDP, en
cierto sentido, no solo toma en consideracion la geometria de K sino también el espacio WP,
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