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Introduccion

Dada una sucesion ¢ = (¢, )n>0 en £2, su correspondiente forma de Hankel en ¢* x (2
(en principio, definida para sucesiones de soporte finito) estd dada por

H(a,b) = Z a;brQitj-

7,k=0

Estas formas se pueden pensar también como operadores bilineales en H?*(T) x
H?(T), donde H?(T) es el espacio de Hardy en el toro T, formado por las funciones
en L*(T) cuyos coeficientes de Fourier negativos son cero. Para esto, identificamos
las sucesiones (a;) en % con funciones f = Y a,e™. Si consideramos entonces la
funcién ¢(t) = > 07 Gue™, la forma de Hankel en H*(T) x H*(T) se puede expresar
en términos la siguiente integral

H(f,g) I/f(t)g(t)mdt.

Un resultado clésico, conocido como el Teorema de Nehari [10], dice que una
forma de Hankel de este tipo es acotada si y sélo si existe una funcién ¢ en L>(T)
tal que

H(t.9)= [ 190

Resulta natural entonces preguntarse si este resultado vale para el toro d-dimensional
y, de ser asi, si sigue valiendo en el toro infinito-dimensional. S. Ferguson y M. Lacey
probaron en [2] que vale el Teorema de Nehari en dimensién d = 2. El resultado fue
extendido a toda dimension finita d > 2 fue probado por M. Lacey y E. Terwilleger
en [3]. El problema en dimensién infinita fue estudiado por H. Helson en [7], en
donde sugiere una forma de probar que no vale el Teorema de Nehari en dimensién
infinita, pero sin llegar a probar este resultado. A partir de lo propuesto por H. Hel-
son, J. Ortega-Cerdd y K. Seip probaron en [!1] que no vale el Teorema de Nehari
en dimensién infinita.

El objetivo principal de esta Tesis es estudiar las formas de Hankel en infinitas
variables y presentar el resultado de J. Ortega-Cerda y K. Seip.

En el primer capitulo de esta Tesis presentamos algunas nociones basicas de
analisis armonico como preliminares a lo que trabajaremos en los capitulos subsi-
guientes.
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En el segundo capitulo introducimos los espacios de Hardy H?(D) y HP(T) y
probamos una serie de resultados que apuntan a demostrar un Teorema de factor-
izacién para funciones de H'(D) como producto de funciones en H*(D). Luego, a
partir de este resultado, probamos que existe una isometria entre los espacios H?(DD)
y HP(T).

En el tercer capitulo introducimos las formas de Hankel en ¢? x ¢ y vemos
que podemos pensar a estas formas como operadores bilineales en H?(T) x H?*(T).
Probamos ademaéas el Teorema de Nehari, que caracteriza a las formas de Hankel
acotadas. A partir de algunas aplicaciones del Teorema de Nehari, volvemos sobre los
espacios HP(ID) para probar un Teorema de Hardy y Littlewood y su correspondiente
reciproco para funciones cuyos coeficientes de Fourier decrecen a cero.

El Capitulo 4 consta de tres partes. En la primera introducimos una notacién
multiplicativa para las series de Fourier de funciones definidas en el toro infinito-
dimensional 7*°. Esta notacién nos permitira trabajar con formas de Hankel en
infinitas variables. En la segunda parte, estudiamos el caso particular de las formas
de Hankel de tipo Hilbert-Schmidt, para las cuales probamos que vale la general-
izacion del Teorema de Nehari. Concluimos este capitulo estudiando el caso general
de formas de Hankel en infinitas variables, para las cuales probamos que no vale el
Tehorema de Nehari.

Concluimos esta Tesis estudiando las formas de Hankel en la clase de Schatten
Sp, que tienen por caso particular a las formas de Hilbert-Schmidt estudiadas en
el capitulo anterior. Como resultado principal de este capitulo, probamos que para
ciertos valores de p, atn restringiéndonos a formas pertenecientes a la clase .S, sigue
sin valer el Teorema de Nehari en infinitas variables.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo introducimos algunas nociones béasicas de andlisis arménico, defini-
mos la transformada de Hilbert y la Proyeccion de Riesz y probamos dos Teoremas
clasicos, el Teorema de aproximacién de la identidad y el Teorema de interpolaciéon
de Marcinkiewicz, que nos seran de utilidad en los capitulos subsiguientes.

1.1 Funciones en el toro, series y coeficientes de
Fourier
Comencemos por introducir la notacion que usaremos a lo largo de esta Tesis. No-
tamos con D al disco unitario en el plano complejo, es decir
D={zeC:|z] <1},
y notamos con T al toro, esto es
T={zeC:|z| =1}

A las funciones definidas en T las vamos a identificar con funciones definidas en
[—7, ], 2r—periddicas via
1t = fle®).
A partir de esta identificacién, tenemos identificados también los espacios LP(T) con
LP(—m,m), donde a ambos los consideramos con la medida de Lebesgue normalizada.
A partir de estas nociones, podemos introducir la siguiente definicién

Definicién 1.1.1. Sea f una funcién en L'(T), definimos para n en Z el n—ésimo
coeficiente de Fourier de f de la siguiente forma

fon =5 [ rwe

De manera analoga podemos definir ahora el n—ésimo coeficiente de Fourier para
una medida g en el toro, boreliana y de variacion acotada como

jin) = o / )

—Tr

1



2 CAPITULO 1. PRELIMINARES
Vamos a definir también la serie de Fourier de una funcién f en L'(T), en principio

como la serie formal
o0
Z ]?(n) eint

n=—0oo

Observacién 1.1.2. Si f es una funcién en L'(T) y n es un entero, entonces la
funcién que asigna f — f(n) es lineal y se tiene

fol = Iy |50 an <l

lo cual prueba ademads que es acotada.

Una herramienta importante que vamos a utilizar también a lo largo de esta tesis
son los polinomios trigonométricos, que definimos a continuacion.

Definicién 1.1.3. Definimos los polinomios trigonométricos como las funciones
Q(z) con z en T y de la forma

donde N es un numero natural.

Veamos ahora que los polinomios trigonométricos son densos en los espacios
LP(T) para 1 < p < 0.

Proposicion 1.1.4. Sea 1 < p < 00, se tiene entonces que los polinomios trigonométricos
son densos en LP(T).

Demostracion: Por el Teorema de Stone-Weierstrass, resulta que los polinomios
trigonométricos son densos en C(T) con la norma del supremo. Como la conver-
gencia uniforme implica convergencia en LP(T) para 1 < p < oo, el resultado de
la proposicién es inmediato entonces de observar que las funciones continuas son
densas en LP(T) para 1 < p < oc. O

Ademas de los polinomios trigonométricos en general, nos van a resultar de
particular interés las sumas parciales de la serie de Fourier de una funciéon f, que
definimos a continuacion.

Definicién 1.1.5. Definimos para una funcién f en L'(T) la suma parcial Sy f

dada por
SNf Z f znt.

In|<N



1.2. EL ESPACIO L*(T) Y LA TRANSFORMADA DE HILBERT 3

1.2 El espacio L*(T) y la transformada de Hilbert

Observacién 1.2.1. Las funciones ¢ n € Z forman un conjunto ortonormal en
L*(T). En efecto

1 (7 1 [7

eMeimt Jt — e e M dt = Gpym-

2r J_. 21 J_.

Definicién 1.2.2. Definimos el subespacio de los polinomios trigonométricos de
grado menor o igual a N como

N
Vv ={Py € L*(—m,7) : Py(t) = > ane™, a, € C}.

n=—N
Tenemos entonces la siguiente propiedad

Proposicién 1.2.3. Sy f es la proyeccion ortogonal de f sobre Vi, es decir, Sy f
pertenece a Vi y para todo Py € Vi se tiene

1 [ S
o> [ (f=5Sn(f))Pndt =0.

2 J_.

Demostracion: Es claro a partir de la definicién que Sy f pertenece a V. Para
completar la prueba veamos que f — Syf es ortogonal a las funciones e*** para

|k| < N. En efecto,

1 ™

2 ),

1" 1 L
(f(t) = Sy f(t)) e ™dt = o /_ ] f(t)e *dt — > n_Z_:N 3 f(n)eme=*qt = 0.

k

Como las funciones ¢** son una base de Vy, se tiene lo que queriamos. O

Corolario 1.2.4. A partir de la Proposicion 1.2.3 es inmediato que para todo Py
en Vi wvale que

If = Pnls=IIf = Sxfll5+ ISvf — Pxll3.

En particular, resulta que Sy f es la mejor aproximacion de f en el subespacio Vi,
es decir,

1f = Snfll2 < If = Pl
para todo Py en Vy.

eznt’

Observaciéon 1.2.5. Si Py es un polinomio trigonométrico en Vy, Py = Z|n|<N an
entonces

N
1Pxl3 = D lanl” (1.1)
n=—N

Esta igualdad es inmediata de la ortogonalidad de las funciones €.

Estamos ahora en condiciones de probar el siguiente resultado.



4 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Teorema 1.2.6. Sea f una funcion en L*(—m, ), entonces Sy f — f en L*(—7, 7).

Demostracién: Sean f una funcién en L?(—m, 7) y € > 0. Por la Proposicién 1.1.4
existen My = My(g) y Py, un polinomio trigonométrico en Vyy, tal que || f — Pag 2 <
. Entonces, si N > M, resulta que Py, € Vy y por el Corolario 1.2.4 tenemos

If=Snfllz £ |If = Pupllz <e.

Luego Sy f — f en L?*(—m,m) como querfamos. O

A partir de este resultado identificamos a las funciones en L*(T) con su serie
de Fourier. Observemos ademés que como ||Sy f|l2 — || f||2 tenemos la igualdad de
Parseval

= 1/ @)

n=—0oo

Estamos ahora en condiciones de definir la transformada de Hilbert y la Proyeccion
de Riesz en para funciones en L?(T).

Definicién 1.2.7. Dada una funcién f en L3(T), f ~ 3 f(n)e™, definimos la
transformada de Hilbert de f como

[e.9]

M) =Y (=i)sg(n)f(n)e™. (1.2)

n=—oo

Definimos la proyeccién de Riesz de f como
PH(f)y =Y fn)e™. (1.3)
n=0

Observacién 1.2.8. La proyeccion de Riesz y la transformada de Hilbert se relan-
cionan a partir de la siguiente igualdad

_f+Hf (0
=Tt

Ptf (1.4)

Veamos que la transformada de Hilbert esta bien definida como un operador de
L*(T) en L*(T). En efecto, si f es una funcién en L?(T),N,M € N, N > M, se
tiene que

M

1Y (=)sgn)fn)e™ — Y (=i)sg(m)f(m)e™ |5 =11 Y (=i)sg(n)f(n)e™ |3

n=—M M<|n|<N

= Y I@sgmlfml

M<[n|<N

< > IfmP

M<|n|



1.2. EL ESPACIO L*(T) Y LA TRANSFORMADA DE HILBERT )

Como || f|l3 = 32 1f(n)[?, se tiene que

> )P =0, (M — o).

M<|n|

Dado que el espacio L?(T) es completo, esto prueba que la serie
(e.)

> (=i)sg(n)f(n)e™,

n=—oo

define una funcién en L?(T). Por lo tanto, H estd bien definido como operador de
L*(T) en L*(T). M4s atin, de la igualdad (1.4), se desprende la buena definicién de
la Proyeccién de Riesz como operador de L?(T) en L*(T). El siguiente Teorema nos
permitird extender la transformada de Hilbert a un operador acotado de LP(T) en

LP(T).
Teorema 1.2.9. Sea 1 < p < oo, eziste una constante A, > 0 tal que para toda f
en C*(T) se tiene

IHflp < Apll flp-

Para la demostracion de este Teorema referimos a [3, p. 215, Teorema 3.5.6.].

Corolario 1.2.10. La transformada de Hilbert y la proyeccion de Riesz se extienden
a operadores acotados de LP(T) en LP(T)

Demostracion: En el caso de la transformada de Hilbert, el resultado es conse-
cuencia del Teorema 1.2.9 y de la densidad de las funciones C* en LP(T) para

1 < p < 0o. Se desprende entonces el mismo resultado para la proyeccién de Riesz
de la igualdad (1.4). O

Veamos ahora que a partir de este resultado, podemos extender el Teorema 1.2.6
a los espacios LP(T) para 1 < p < oo, es decir, que Sy f — f en LP(T). Para ello,
vamos a probar necesitar la siguiente Proposicion.

Proposicién 1.2.11. Sea 1 < p < oo, entonces Syf — f en LP(T) para toda f en
LP(T) si y solo si existe una constante C' > 0 independiente de N y de f tal que

1SN fllp < ClI flp- (1.5)

Demostracién: <) Sea 1 < p < oo y supongamos que existe una constante C' > 0
tal que se cumple (1.5). Dados ¢ > 0y f en LP(T) sabemos que existen M, en
N y un polinomio trigonométrico Py en Vi tal que ||f — Pull, < e. Entonces, si
N > My, como Sy(Py) = Py tenemos

1f = Snflly < If = Parlly + IS8 (f = Par)lp
<A+ O)Sf = Pullp
< (1+C)e.
=) Supongamos ahora que Syf — f para toda f en LP(T). Entonces [|Syf], <

C(f) para todo N. Tenemos entonces por el principio de acotacién uniforme que
existe una constante independiente de f y de N tal que ||Sxfll, < C|fll,- O
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Estamos entonces en condiciones de probar el siguiente Teorema
Teorema 1.2.12. Sea 1 < p < 00, entonces Sy f — f para toda f en LP(T).
Demostracién: Dada f en LP(T), se tiene que

e—ith+<€imtf) ~ Z ]E(n . m>6i(n—m)t _ Z ]E(n)eint'
n=0 n=—m
Se sigue entonces que
SN(f) — efiNtP+(eintf> . ei(NJrl)tPJr(efi(NJrl)tf).

Por lo tanto,
1Sx fllp < 21PN ze L@l fllp < ClLE -

Por la proposicién 1.2.11 resulta que Sy — f en LP(T) para toda f en LP(T), como
queriamos. O

1.3 Interpolacién y aproximacién de la identidad

Para finalizar el capitulo, vamos a probar dos Teoremas que nos seran de utilidad
mas adelante en esta Tesis.
Comencemos por definir una aproximacion de la identidad en T

Definicién 1.3.1. Una aproximaciéon de la identidad en T (con pardmetro & — 0)
es una familia de funciones k. en L'(T) con las siguientes propiedades

(i) Existe una constante ¢ > 0 tal que ||k.||; < ¢ para todo € > 0.
(i) 5= 7 k(t)dt =1 para todo € > 0.
(iii) Para todo 6 > 0 se tiene que 5- f5<|t|<ﬂ |k<(t)|dt — 0 sie — 0.
Tenemos entonces el siguiente Teorema

Teorema 1.3.2 (Teorema de aproximacién de la identidad). Sea k. una aproxi-
macion de la identidad en T, se tiene

(1) Si f es una funcion en LP(T) con 1 < p < oo, entonces ||k.* f — f||, = 0 si
e —0.

(2) Si f es una funcion continua en T, entonces ||k % f — fllooc = 0 sie — 0.

Demostracién: Comencemos por ver (1). Dada una funcién g continua en T, se
tiene para t, s en [—m, 7| que

l9(t = 5) = g()[" < (2[|gllo0)"
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Aplicando entonces el Teorema de convergencia dominada, obtenemos que
/ lg(t —s) — g(t)[Pdt — 0, si s — 0. (1.6)

Si consideramos ahora una funcién f en LP(T) arbitraria, de aproximar a f por una
funcién continua g se obtiene que

/ F(t—s) — F(£)Pdt — 0, si s — 0. (1.7)
Dado n > 0, por (1.7), existe un § > 0 tal que si |s| < §, entonces

[ ise-9) - sopa< (L) (1.9

- 2c

donde c es la constante de la Definicién 1.3.1 (i). Si consideramos ahora k. * f(t) —
f(t), como k. tiene integral 1 para todo £ > 0, tenemos

ke £(0) = 110 = ko 0 = S0 [ R(s)ds

2 ),

=5 | (=5 = opke)is
— [ =)~ Fe)k (s

27 Jges
L1
2m o<|s|<m

(f(t —s) = f(t))ke(s)ds,

donde § > 0 es el valor determinado en (1.8). Tomando entonces norma p obtenemos

% |s\§5(f(t =) = f(t)ke(s)ds]l, < % /MS& 1£(t = 5) = F(©)]lplk(s)lds
1 5 0
< o s %|k5(s)|ds < 2

Por otra parte, por la propiedad (iii) en 1.3.1, existe €y > 0 tal que para todo € < &

se cumple

1
ke (s)|ds < — 1

2T Js<|sj<n ~ Al

Tenemos entonces para € > ¢

(N

0<|s|<m

Iy [, U= = Okt < 5o [ oAkl <

Por lo tanto, para todo € > g se tiene

ke % f = fllp < n-
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Como 71 > 0 era arbitrario, se sigue que
|\kex f— fll, = 0, sie = 0.

Veamos ahora el caso (2). Sea f una funcién continua en T. Como T" es compacto,
f es uniformemente continua en 7', luego dado 1 > 0 existe 6 > 0 tal que si |s| < 6
entonces

=)= F(B)] < 5. (1.9)

para todo t en [—m, 7]. Tomemos ahora g > 0 tal que para todo 0 < € < g se tiene

1 n
— |ko(s)|ds < ———. (1.10)
21 Js<|sj<n A £l
Combinando (1.9) y (1.10), tenemos
1
kef = flloe < 5~ ke ($)I[I.f (8 = 5) = f(t)lloodls (1.11)
T Jis|<o
1
o k() f(E = s) = f(t)llocds (1.12)
T Js<|s|<m
no.n
<d g d_ 1.1
Sgtg = (1.13)
lo cual prueba que k. * f converge uniformemente a f si ¢ — 0. [

Nuestro siguiente objetivo es probar el Teorema de interpolacion de Marcinkiewicz.
Para ello introducimos las siguientes definiciones.

Definicién 1.3.3. Si T es un operador lineal o sublineal y 1 < p,q < oo, diremos
que T es de tipo fuerte (p,q) si T': LP — L9 es acotado. Si 1 < p,q < oo diremos
que T es de tipo débil (p, q) si existe C' > 0 tal que para todo A > 0.

Ol I, \?
|@ﬂrﬁM>AHs(J§M). (1.14)
Observacion 1.3.4. Si T es de tipo fuerte (p, q) entonces T es de tipo débil (p, q).

Demostracion: Basta con observar que

T fla C q
{z: [Tf(x)] > A} = /“TM} do < /%dw < (_“Af”p) | -

Definicién 1.3.5. Definimos la funcién de distribucién de una funcién f, dg(A) :
(0, 4+00) — [0, 4+00) como

dp(A) = o - [f(2)] > A}l.
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Observacion 1.3.6. Si 1 < p < oo, por el Teorema de Fubini, se tiene que

1z = / PN d (NN,
0

Veamos ahora si el Teorema de interpolaciéon de Marcinkiewicz.

Teorema 1.3.7 (Teorema de interpolacién de Marcinkiewicz). Sean 1 < py < p; <
p y T un operador sublineal definido en LP° + LP* tal que T es de tipo débil (py, po)
y (p1,p1). Entonces T es de tipo fuerte (p,p) para todo p € (po,p1)-

Demostracién: Dado A, escribimos a f como f = fy + fi, donde
Jo = Ixizlr@)>eny
fl fx{z [f(z)|<cA}s

para cierta constante ¢ que vamos a elegir después. Como 7' es sublineal, |T'f(x)| <
ITfol)| + T fu()], entonces

dry(A) < drgy(A/2) + dry, (A/2).

Ademas, por hipétesis sabemos que

2A Po
dryo(A/2) < (—“”{0””0) ,

2A P
del (>‘/2) < (%)

Para completar la demostracion, separamos en dos casos. Si p; = 0o, tomamos
¢ =1/2A,. Para este valor de ¢ se verifica

1T fillo < Arllfilloe < Ared = A/2,

¥y que

lo que implica que dry, (A/2) = 0. Tenemos entonces que

Mﬂﬁzp/ N p(A)dA
0

<p [ g (/2)i
0

0 Po
p(2A40)7 / AP~1-Po / | fo(z) [P dzd)
0

(24, / A=1=po / () [P dd\
0 {lfI>eA}

1@)lfe
/ |f ()P / AP N
0
__ b

p_—po(QAo)po(QAl)p_p0||f||§~
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Si ahora p; < 0o, tenemos
775 = [Ny
0

<p / TN (A (V2) + dg (M/2)) dA

<p / N1 (2 A / (@) [Podd
0 [fl>eA

+p / T (24, / | f ()P ded)

0 [f1<eA

p2po APo p2p1 AP1
= ot o ) I£1I
p—poc?P  pr—pch

Si elegimos ¢ tal que (24pc)? = (2A;¢)P* se obtiene que

1

1 1/17 B
IT 11, < 297 ( - _p) A0 £l

P —Do
donde . 9 1 0
S+ 0<f<1.
p D1 Do

Esto completa la prueba. O



Capitulo 2

Espacios de Hardy

En este capitulo introducimos los espacios de Hardy H?(ID), probamos una identi-
ficacion de los espacios HP(D) con un subespacio de LP(T) y la relacién de estas
funciones con sus coeficientes de Fourier. Como consecuencia vamos a obtener una
demostracion a un Teorema de F. y M. Riesz sobre medidas de variaciéon acotada
en el toro.

2.1 Introduccién a los espacios de Hardy

Definicién 2.1.1. Definimos los espacios H?(ID) para 1 < p < oo como

1 2 ' 1/p
H?(D) ={f : DD — C analitica : sup (—/ |f(re’t)|pdt) < o0}
0

0<r<1 2m

Para p = oo definimos:

H>®(D) = {f : D — C analitica : sup |f(re")| < oo}.

0<r<1

Si notamos con f,.(e®) = f(re'), la norma de f en HP(D) es

[ ar @y = 1 fll, = sup | fllLocr)-
0<r<1

Observemos que || f||, cumple la desigualdad triangular. Para esto, fijemos 0 <
r < 1, se tiene entonces:

I(f+9elly = 1+ gellp < [1fellp + [lgrllp,
y tomando supremos sobre 7, se obtiene el resultado. Mas ain, H?(D) es un espacio

de Banach, sea {f,} una sucesiéon de Cauchy en HP(D), y fijemos 0 < r < R < 1.
Aplicando la férmula de Cauchy e integrando en el disco de centro 0 y radio R se

11



12 CAPITULO 2. ESPACIOS DE HARDY

tiene que

(B =7)|fu(z) = fm(2)| = (R —7)

271 wW— 2

1 fa(w) = fin(w)
— /|w|:R dw

Ll )= )]
< (R—r)5 /|| Ll ) = Rl (f ~ Sl

<N (fn = fm)rlls < N(fn = Fn)rlly < 11fn = fullp,

de lo que se sigue que las {f,} convergen uniformemente sobre compactos a una
funcion f que resulta holomorfa en el disco. Dado ¢ > 0, existe un mgy tal que
| fr. — fimllp < € para todo n > my. Luego, para cualquier r < 1,

||(f - fmo)’rHLp(T) - nlggo ||(fn - fmo)THLp(T) S nlggo an - fmo”p <g,

por lo que {f,} converge a f en HP(D). Esto muestra que H?(ID) es un espacio
de Banach. Mas aun, se tiene de la desigualdad de Holder que H* C H? C H® si
1<s<p<oo.

2.2 Limites radiales y la integral de Poisson

Comencemos primero por definir los espacios H?(T)

Definicién 2.2.1. Definimos los espacios H?(T) para 1 < p < oo como
HP(T) = {f € L’(T): f(n) =0 para n < 0}.

En lo que sigue probaremos una serie de resultados que nos permiten relacionar
las funciones de H?(DD) con el espacio HP(T). El objetivo es que quede demostrado
al final del capitulo el siguiente Teorema.

Teorema 2.2.2. Sea 1 < p < oo y f una funcion en HP(D), entonces g(e) =

lim f(re®) en LP(T) define una funcién en HP(T), f resulta ademds la integral de
r—1-

Poisson de g y ||g|l, = || flgrm). Mds atin, la asignacion que manda f a la funcion
g definida de esta forma resulta un isomorfismo isométrico entre HP(D) y HP(T).

Comencemos entonces por definir la integral de Poisson y ver que efectivamente
las funciones de H?(D) se pueden recuperar como la integral de Poisson de una
funcion g en las condiciones del Teorema 2.2.2. A esta funcion ¢ la llamaremos el
limite radial de f.

Definicién 2.2.3. Definimos para 0 < r < 1 el niicleo de Poisson P.(t) : [0,27] — C
como:

P.(s) := Z rinleins,

ne”L
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Con esta definicién, introducimos entonces para funciones en LP(T) la integral de
Poisson de g como la funcién g(z) definida en D de la siguiente forma

re) = o (B )(0).

Para medidas p definidas en el toro y de variacién acotada, definimos la integral de
Poisson como -
itre') = [ Pt = s)du(s)
—T
Es importante observar que la funcién g definida de esta forma resulta una funcién
armoénica en .

Observacion 2.2.4. El nicleo de Poisson P,(t) cumple las condiciones del Teorema
de aproximacion de la identidad: Veamos primero que para todo r < 1 se tiene

1 vy
— [ P.(t)dt=1.
o | (t)
En efecto, como la serie
Z 7,|n|eint’
nez

se encuentra dominada por la serie geométrica convergente > r™l tenemos conver-
gencia uniforme y podemos intercambiar la serie con la integral al calcular

1 [ 1 [ .
— | PMHdt=) — mleimtqr = 1
2 J_. ®) Z 2m /_ﬂr ¢ ’

nez
donde la tltima igualdad resulta de observar que los €™, <7 son ortogonales a 1 si
n # 0 , por lo que el tinico término que no integra 0 en la serie es el correspondiente

a n = 0. Por otra parte, tenemos que el nicleo de Poisson es una funcién positiva,
ya que

o0 oo
PT(S> _ E T,|n|€'ms — 2 rheins 4 § :rmefzms -1
n=0 m=0

nez
1
1l —reis 1 —reis
1—1?
=——>0.
|1 —reis|2 —

Concluimos entonces que para todo r < 1 vale
1 ™
o ),

P (t)]dt = 1.

Notemos ademas que la cuenta anterior prueba que

1—r? 1+re*
P'I" - = :R - . .
(5) 11— re’s|? ¢ (1 — re”)
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Por dltimo, dado 0 < ¢ < 7, tenemos:

1— 2
/ | P (t)|dt :/ —T”dt
s<|s|<m s<|s|<n |1 — Tt

2 2 _
S/‘ RS A SIS el A s

. < 27 A
o< |s|<m |1 - T615|2 |1 - T6Z5|2

Por lo tanto, P.(t) cumple las hipétesis del Teorema de aproximacion de la identidad.

Proposicion 2.2.5. Sea g : D — C armoénica y definamos para 0 < r < 1 la funcion
g-(0) = g(re?). se tiene entonces que:

(1) Si1<p<oo,geslaintegral de Poisson de una funcion h € LP(T) si y sdlo si
existe una constante ¢ > 0 tal que || g, | Lr(ry < ¢ para todo 0 < r < 1.

(2) g es la integral de Poisson de una funcién h continua si y sdlo si las funciones
(gr)r convergen uniformemente cuando r — 1.

(3) g es la integral de Poisson de una medida de variacion acotada p si y sélo si
existe una constante ¢ > 0 tal que ||g, |11y < ¢ para todo 0 < r < 1.

(4) g es la integral de Poisson de una funcién h € L' si y sdlo si las funciones (g,),
convergen en LY(T) cuando r — 17,

Demostracién: =) Para 1 < p < oo la implicacién que estamos considerando en
(1) resulta de aplicar la propiedad de la convolucién

ILF* glly < 11l llgll-

En nuestro caso, tenemos

lgrllocry = 1B * Prlloecry < |2l zeeny | Prll o ery = 1Al o (r)-

La implicacién =) en los casos (2) y (4) resulta de observar que el nicleo de Poisson
cumple las condiciones del Teorema de aproximacion de la identidad.
Si, como indica (3), g es la integral de Poisson de una medida p, tenemos

1 T
(D)= — [ P.(t—s)d
9:(t) o | (t — s)dpu(s)
Se sigue entonces que
1 s
lgellzremy = 7 |9, (t)|dt

IN

%ﬁﬁmwwmw

:iﬁﬁmpmmmwwL
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<) Para el caso (1), supongamos que existe una constante ¢ > 0 tal que para todo
0 < r < 1 se tiene que ||g-||zr(r) < ¢ (1 < p < 00), entonces existe una subsucesion

gr, tal que g, Ys hoe LP (por el Teorema de Alaoglu, sumado a que L4(T) es
separable, lo que permite tomar sucesiones, donde }D + é =1). Entonces

/ gr, (Hu(t) — / r)dt Vu € LU(T).

Veamos que g es la integral de Poisson de h, esto es, g,(t) = 5=(P, * h)(t). Como g
es armoénica, si notamos con ¢, el n-ésimo coeficiente de Fourier de g, tenemos que

)= crlle™ =g (1)

nez

Si consideramos entonces los coeficientes de Fourier de estas funciones, tenemos que
~ r—17
gr(n) = cor" s )

Tenemos luego que

1 ™ . 1 ™ . ~
6o (n) = — / gr.(D)eimdt =5 - / h(t)eimtdt = h(n).

2 J_, 2

Esto implica que iL(TL) = ¢, , de lo que se obtiene

(hx P,) Zc ritleint = g, (¢).

nel

27r

Como queriamos.

Para la implicacion restante en (2),tenemos que si las funciones f, convergen
uniformemente a h en T, tomando F(re’) = f(re’) — 5-(P, * h)(t) obtenemos una
funciéon arménica en I, continua en D que vale 0 en el borde, por lo que F' = 0.

Completemos ahora la prueba para el caso (4). Si las funciones g, convergen en
L*(T) a una funcién h, se tiene que

1 K

1 & . N
gy = — (e ™dt — — | h(t)e ™dt = h(n).
i =5 | atne = o [ nioe ()

Y razonando como antes, resulta que g es la integral de Poisson de h.
Para ver el caso restante, (3), definimos para 0 < r < 1 las siguientes funcionales
lineales A, en C(T)

Af = /T fordo,

donde o es la medida de Lebesgue normalizada. Por hipétesis ||A,|| < ¢ para todo
0 <r < 1. Como C(T) es un espacio de Banach separable, existe una medida p en
T, con ||p|| < ¢y una subsucesién r; — 1 tal que A,, — p w*. Como las funciones
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h.;(z) = g(r;z) son arménicas en D, continuas en D, por (2) se pueden calcular
como la integral de Poisson de sus restricciones al toro. Se tiene entonces que

9(2) = lim hy, (2)

1 [7 .
= lim — / P.(t — 5)h,,(e")ds

i 2w ) .

1 [7 .
= P.(t — s)du(e®)ds,
5w | Pt = s)due)as
que es la integral de Poisson de la medida p, como queriamos. O

Es importante notar que como el espacio H?(ID) estd compuesto por funciones
holomorfas, podemos aplicar la proposiciéon anterior en este contexto.

Proposicién 2.2.6. Si1 < p < oo yg € HP(T), g(re"), la integral de Poisson de
g, pertenece a HP(D) y para 1 < p < oo, resulta que g, converge a g en LP(T).

Demostracién: Si z = re' € D, tenemos que

o0

3(z) = / g(w) 3 rrlemds(w),

n=—oo

donde por do entendemos la medida de Lebesgue normalizada en T. Entonces, como
la serie converge uniformemente para |w| = 1,

oo

G(x)= 3 rlnleint / 9(w)Tdo (w)
= 3 sl =St

pues, por hipétesis, g(n) = 0 para n < 0. Por lo tanto, § resulta analitica. Adem4s,
aplicando el Teorema de Aproximacién de la identidad para la integral de Poisson,
tenemos que si 1 < p < 00, ||gr — gl|zrry = 0sir = 17. Sip = 00, |Gl < [|9]l0o
por lo que se tiene que g € H>*(D). H

Observacion 2.2.7. Con el mismo argumento, si pu es una medida compleja de
variacion acotada en T con ji(n) = 0 para n < 0 entonces la integral de Poisson de
p define una funcién en H'(D)

A la inversa, tenemos el siguiente resultado:

Proposiciéon 2.2.8. Sea 1 < p < oo y f € HP(D), entonces existe g(w) =

lim, ;- f(rw) en LP(T). Ademds, g(n) =0 paran <0y g= f.
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Demostracién: Supongamos que f € H?(D), 1 < p < oo, por la Proposicién 2.2.5
el limite del enunciado existe (y f resulta la integral de Poisson de g). Ahora, si
1 <p<oo, |fr—gll, = 0, por lo que

mmzi/mmwwww>

= lilil_ fr(w)wdo(w)

= lim f.(n).
r—1-
Pero f(z) = Y 07 a,2" y luego fr(n) = aprmsin >0y fo(n) =0sin < 0. Si
p = oo se tiene que f, AN gsir — 17. Como w™ € L'(T) para todo n, el mismo
argumento muestra que g(n) = 0 para n < 0. ]

Es importante notar que esta Proposicion prueba el Teorema 2.2.2 para 1 < p <
00.

2.3 Factorizacién en H'(D) y productos de Blaschke

En lo que sigue, probaremos varios resultados sobre los ceros de funciones en H'(D)
para obtener un resultado de factorizacién de funciones de H'(ID) como producto
de funciones de H?(D). Ademéas probaremos el caso p = 1 del Teorema 2.2.2,
concluyendo con su demostracion.

Proposicién 2.3.1. Sea f € HY(D),f # 0 y sea (2,)n la sucesion ceros de f.
Entonces
Z (1 —zp|) < 0.

Demostracién: Sin pérdida de generalidad, suponemos f(0) # 0 (si no, podemos
tomar f = % para un k adecuado). Sea r < 1 tal que f(rz) no se anula y
consideramos los ceros z1, 2s..., 2, de fen |z| < r , contados con multiplicidad (como

son aislados, son finitos). Como f € H'(D), la funcién f,.(2) = f(rz) es analitica en

|z| <1y sus ceros son 2,22 .. 2m_ Luego, podemos escribir
2 — 2,7
fo2) =9 [ == = (2.1)

n=1

donde g es analitica y no se anula en un abierto que contiene a D. En consecuencia,
log |g| es arménica y, por el Teorema de valor medio para funciones arménicas,
tenemos

2w 2w
logla0)] = 5= [ loa(la(e"))a# = o [ toglseian, 22
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pues para cada k el factor k—ésimo del producto en (2.1) cumple

e — 2z /7 e — 2 /1 .
1 —Zpe /r|  |ei0 — 7z /r '
Por (2.1) tenemos que
m —2
fO =90 [
n=1
y por lo tanto
1|
gl =1fOIT |-
n=11""

Combinando esto con (2.2), obtenemos
1 [
g 10+ 3 tog (1) = 5 [ toslstrelas
|zn|<T Zn 0

Como —log(z) es convexa, aplicamos la desigualdad de Jensen

1 ’n :
g 701+ Y- g (L) = 5o ([ 1rteejan)

|zn|<r
< log || fl| & (m)

Sea ahora 0 <’ <1y N en N, y consideramos

Como estamos tomando finitos z,, podemos encontrar un r > ' y suficientemente
cerca de 1 tal que para todo 1 < n < N se cumple |z,| < r y tal que f(rz) no se
anule en |z| = 1. Tenemos entonces que

S ()= Son(

|zn|<r
Tomando " — 1~ , obtenemos

) < log |f 1 o)

|2n] |2n]

Zlog— < Al oy

Tl

. Como las sumas parciales estan acotadas, concluimos que

Zlog— < 0. (2.3)

|2n
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Dado que para % < |z <1 se tiene

1
1|2 < log (—) < 2(1— 2))

2|

la condicién (2.3) es entonces equivalente a

S0~ Jzl) < oo,

que es lo que queriamos probar. O

En la siguiente Proposicién introducimos los productos de Blaschke, que seran
fundamentales para los resultados posteriores.

Proposicién 2.3.2. Sea (z,)neny una sucesion en D con z, # 0 para todo n y
Y (1 —z,]) < o0o. Sea k € Ny y definamos para z € D

B(z) := 2k @M 2.4
= T (2.4)
Entonces, B € H>®(D) y B no tiene ceros excepto en los puntos (z,), (y en el
origen, si k > 0). Ademds, la funcién B(z) cumple que |B(e?)] = 1 en casi todo
punto. A la funcion B(z) se la llama un producto de Blaschke.

Demostracion: Para ver que el producto converge y define una funcién holomorfa,
veamos que la serie

[e.9]

2.

n=1

1 (2.5)

1—-%2,2 2z,

converge uniformemente sobre compactos del disco D. Dado 0 < r < 1, si |z| <7,
el término general de la serie se acota como

Zn + |20l

T P A e T p e T ISR
)

Por hipétesis, la serie con este término general converge, por lo que la serie en (2.5)
converge uniformemente sobre compactos de D, lo que equivale a la convergencia
del producto. Mas ain, se tiene que B es holomorfa en D) y tiene los ceros corres-
pondientes. Podemos ademads calcular el médulo de cada factor de (2.4) en T de la
siguiente forma:

M |ei9—zn| B \ew—zn\

o= . =1
znl [1=Zne®]  [e?lle™ =z
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y por el Teorema de médulo maximo, podemos afirmar que cada factor tiene médulo
menor o igual a 1 en D, y por lo tanto |B(z)| <1 en D. Consideramos ahora

N
U 1— %0z 2

Se tiene que B]i('(i) es otro producto de Blaschke y
2 6 2w
\B”) ‘g | e < o [ B <1,

pues |By(e?)] = 1, ya que se trata de un producto finito de factores que, como
vimos antes, tienen médulo 1 en T.
Tomando N — oo, obtenemos que fo% |B(e)|df = 1. Como ademds |B(e¥)| < 1,

resulta que |B(e?)| = 1 en casi todo punto. O
Con estos resultados, podemos probar el siguiente Teorema:

Teorema 2.3.3. Sea 0 < p < oo, f € HP(D), f #0. Sea B el producto de Blaschke
formado con los ceros de f. Luego existe una funcion h sin ceros en D, h € H*(D),

con ||h||H2(ID>) = ||f||HP(ID)), tal que

f=Bh*. (2.6)
En particular,toda f € H'(D) es un producto

f=gh, (2.7)

donde ambos factores estin en H*(D) y || f|lmmy = ||9]l 2 |2l 52 ()

Demostracién: Por la Proposicién 2.3.2 basta observar que si tomamos g = f/B,
se tiene que g € HP(ID)). Ademas, dado que |B(z)| = 1 para casi todo z en T,

| /Nl e @) = |9 o). Como D es simplemente conexo y ¢ no se anula en D, existe h
holomorfa en D tal que |h|? = |g|?, de lo que obtenemos (2.6). Observemos adem4s
que [|h]lm2m) = [l ar(m)-

Para obtener (2.7), escribimos f = (Bh)h como en (2.6). O

Con estos resultados, podemos completar la demostracion del Teorema 2.2.2 para
el caso p = 1.

Teorema 2.3.4. Sea f € H'(D), entonces existe g(w) = lim f(rw) en L'(T), g
r—1-
pertenece a H'(T); f resulta la integral de Poisson de g y ||g||12¢ry = || f]| s m)

Demostracién: Si f € H'(D), por el Teorema 2.3.3, existen funciones h, k € H*(D)
tales que f = hk. Llamamos también h y k a las funciones que éstas definen en el
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toro por limite radial. Por lo visto anteriormente, podemos recuperar h y k a partir
de las integrales de Poisson de sus limites radiales. Si 0 < r,;s < 1, entonces

/ Frw) — F(sw)|do(w) < / ()| |(rw) — k(sw)]do(w)

+/|k(3w)|\h(rw) — h(sw)|do(w)
< orll2llBr = Ksllz2ry + | Esllz2emy | Br — Rl 2(r)

Acotando ||k, ||r2ery v [|Ks|lz2er) por max{||h| g2y, ||k||m2m)} resulta que f, es de
Cauchy en L'(T). Sea g su limite, tenemos entonces que f es la integral de Poisson
de g. Mas aun, tenemos que

Hf(reit)HLl(T) = || P *QHLI(T) < HprﬂngHLl(ﬂr) = HgHLl(T)-

Usando ahora que || f.||1r) = ||g]| en L'(T), obtenemos

[ fllz@ = sup || fellorry = Hm (| frllzeery = ll9llzr -
0<r<1 r—1

Por otra parte, f. — g en L' implica que fr(n) — g(n) para todo n, por lo que
g(n) =0 para n < 0, lo cual completa la prueba. O

Finalmente, si volvemos sobre la Proposicién 2.2.5, ya vimos a lo largo del
capitulo la identificacién entre funciones en H?(D) y HP(T) para todo 1 < p < co.
Concluimos el capitulo con un Teorema que relaciona el caso restante de esta
Proposicién, es decir, sobre medidas complejas de variacion acotada en T.

Teorema 2.3.5 (Teorema de F. y M. Riesz). Si p es una medida compleja (de
variacion acotada) en T tal que fi(n) = 0 para n < 0 entonces u es absolutamente
continua con respecto a la medida de Lebesque y g = du/dm pertenece a H(T)

Demostracién: Como ya vimos, si it = f, se tiene que f(z) = > ">, i(n)z" para
|z] < 1, por lo que f es analitica. Ademds, ||f.||1 < [|u]|, por lo que f € H*(D).
Si g(w) = lim f(rw), entonces § = f, por lo que la integral de Poisson u — g es
r—1-

idénticamente cero, de lo que se obtiene que fi(n) = g(n) para todo n. Observemos
que esto dice que para todo n, se tiene

1 [" , [ .

— te™dt = — du(t).

glt)emdt = o [ emau

2 ),

Por linealidad, podemos extender esta igualdad a los polinomios trigonométricos.
Como los polinomios trigonométricos son densos en C(T), resulta que du = gdo. [
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Capitulo 3

El Teorema de Nehari en el disco

En este capitulo, basdndonos en lo trabajado por Z. Nehari en [10], introducimos las
formas de Hankel en H?(T) x H?(T) y probamos el Teorema de Nehari en dimensién
d = 1. A partir de aplicaciones del Teorema, retomamos los espacios de Hardy para
probar un Teorema debido a Hardy y Littlewood y luego el resultado reciproco para
funciones con coeficientes de Fourier decrecientes.

3.1 Formas de Hankel y el Teorema de Nehari

Definicién 3.1.1. Dado un espacio normado FE, diremos que una forma bilineal
A: E x E — C es acotada si existe una constante M > 0 tal que

[A(v,w)| < M|Jv][[|w]. (3.1)

Definicién 3.1.2. Una forma de Hankel multiplicativa en ¢? x ¢2 es un operador
del tipo:

[e.e]

H{a,b) = Z bk Qhvj (3.2)

5,k=0

donde (g,)n>0 es una sucesién en ¢2. Cambiando de indices, podemos reescribir la
formula anterior como

o k
H(a,b) = Z Z a;jbr—; Q.

k=0 j=0

Observemos que si tomamos

F&)=> a;e? g(t) = bpe™,
j=0 k=0

se tiene que

© k
folt)y =D ajbe™. (33)

k=0 j=0

23
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Podemos pensar una forma de Hankel como un operador en H?(T) x H*(T), en prin-
cipio, bien definido para polinomios trigonométricos, que, siguiendo con la notacion
anterior, esta dado por

(f g Zzajbk k-

k=0 7=0

Es importante remarcar que, como || f|| g2y = ||(a;)||e la forma de Hankel es aco-
tada en £2 x €2 si y s6lo si es acotada en H?(T) x H*(T), por lo que vamos a usar uno
u otro indistintamente. Por otra parte, de (3.3) se desprende que H(f,g) depende
del producto fg pero no de f ni de g individualmente. El Teorema de Nehari, que
veremos a continuacion, indica cuando un operador de este tipo resulta acotado.

Teorema 3.1.3 (Teorema de Nehari). Sea H(a,b) una forma de Hankel,
b) = Z &jbqu+j.
J,k=0

Si H(a,b) estd acotada por M > 0, entonces existe una funcion F(t) en L*(0,2r)
tal que para todo n > 0 se tiene

Tn = / ’ F(t)e ™dt (3.4)

—T

y salvo en un conjunto de medida cero, |F(t)| < M. Reciprocamente, si eziste una
F(t) con estas propiedades, la forma de Hankel asociada estd acotada por M.

Demostracién: <) Sean (a;), (bs) sucesiones de soporte finito y F' en L>(T) que
cumple (3.4). Consideramos los polinomios trigonométricos f(t) = > a;e’' y g(t) =
> bre™ se tiene entonces que

/f (t)F(t)dt = /Zabke”’”F t)dt.

Como se trata de una suma finita, podemos intercambiarla con la integral y obtener

/f (t)F(t)dt = Za]bk/ WHRTE (1)

7,k>0

= Z ajbk/ F(t)eiGthtdt
- Z ajkaJ+k (CL, b)

A partir de esta igualdad, tenemos que

\Hab|—|/f (t)dt]

< [1r@ew )

< (1 F ool f1l 22 T)IIgllmar) = [[Fllcllallel|bll 2
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Por lo tanto, como las sucesiones de soporte finito son densas en ¢2, la forma de
Hankel H(a,b) resulta acodada.
=) Recordemos que si tomamos

f(eit) _ Zajeijt7 g(eit) — Zbkeikt-
=0 k=0

como aj, by, € (% resulta que f,g € H*(T) y H(a,b) depende sélo de fg. Definimos
entonces para h € H'(T),

) = 3" kg

Como h € H'(T), por el Teorema 2.3.3 existen f,g € H*(T) tales que fg = h'y
|l ez |9l 2y = ||l 2 (ry. Por hipétesis, H es acotada en H*(T) x H?*(T) como
forma bilineal, por lo que

[H(h)| = |H(f,9)] < M||£ll2llgll2 = M[hl].

Esto prueba que H es una forma lineal acotada en H'(T). Como H(T) C L*(T) es
un subespacio, por Hahn-Banach, podemos extender H a todo L'(T) con la misma
norma. Pero una funcional lineal en L!(T) est4 dada por una funcién acotada, luego
existe F' € L>°(T) (y que podemos pensar como F(t) = F(e"), definida en (0, 27))

tal que H(h) = [ h(t)F(t)dt. Tenemos entonces, para todo n > 0, que
G = ]f[(eint)
:/@Wﬁwﬁ
— / F(t)e=intdt = F(n).

Por lo tanto, F' verifica (3.4), como queriamos. ]

Observacion 3.1.4. De la demostracion del Teorema, se desprende la siguiente
caracterizacién de las formas de Hankel. Dadas (a;), (b;) v (g;) sucesiones en (2,
consideramos las funciones f, g y ¢ en H*(T) dadas por f(t) = >_ a;et, g = b;e"!
y ¥(t) = > q;e"" Para estas funciones, se tiene que

H(f,g) = / FHgB (),

donde H(f,g) es la forma de Hankel definida como en (3.2). Esta igualdad tiene
sentido, en principio cuando f y g son polinomios trigonométricos. A la funcion

Y la llamaremos el simbolo de la forma de Hankel H(f,g) y usaremos la notacién
H(f,9) = Hy(f,g) en este caso.
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Observacion 3.1.5. Antes de avanzar sobre algunas aplicaciones del Teorema de
Nehari, queremos mencionar que este resultado vale también en dimensién finita.
En efecto, S. Ferguson y M. Lacey [2] (d = 2) y M. Lacey y E. Terwilleger [¢]
(d > 2) probaron que una forma de Hankel H, se extiende a una forma acotada en
H*(T?) x H?(T?) si y sélo si los coeficientes de H, (0n,.n....ny)nyms...ny>0 coinciden
con los coeficientes ¢(ny, s ..., ng) para cierta ¢ en L>°(T?). Equivalentemente, H
es acotada si y solo si existe una funcién ¢ en L=(T?) tal que H(f,g) = H,(f,g) =

[ fg®.

Veamos ahora, como Corolario al Teorema de Nehari en d = 1, las siguientes
desigualdades debidas a Hardy y Hilbert respectivamente, siendo la primera de par-
ticular importancia en lo que desarrollaremos a continuacién.

Corolario 3.1.6 (Desigualdad de Hardy). Si f(z) = > a,2™ € H', entonces

— an]
< 3.5
> g <7l (3.5)
n=0
Demostracién: Basta con aplicar el Teorema 3.1.3 para la funcién p(t) = —ite™™,

t € [—m, 7] para la que se tiene que

@(n) = o /27T —ite e Mt = — - te g = !
27 J, 27 Jo n+1’

Y l#lloo =7 O

Corolario 3.1.7 (Desigualdad de Hilbert).

N TpYm
2 wimad

n,m=0

< mllzllallyll2

Demostracion: Como antes, resulta de aplicar el Teorema 3.1.3, para el operador
definido por la funcién ¢(t) = —ite™® y evaluado en las funciones f = Y z,2",

g=> Yyn" O

3.2 Espacios de Hardy y funciones analiticas con
coeficientes decrecientes

A partir de lo visto hasta el momento y siguiendo el articulo de M. Pavlovic [12] y
los resultados previos de [1] y [5] podemos probar resultados adicionales sobre los
espacios de Hardy.

Para introducir el Teorema principal de esta seccion, tenemos el siguiente resul-
tado previo de Hardy y Littlewood,
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Teorema 3.2.1 (Hardy y Littlewood). Sea

oo
= g 2",
n=0

analitica en D, luego f cumple las siguientes condiciones

feH" = ) (n+1)"|a,|’ < 0 (1<p<?2) (3.6)
n=0
Yy
Z(n +1)P2|a,|P = fe€ HP (2 <p< o). (3.7)
n=0

Demostracién: Supongamos primero 1 < p < 2. Si p = 1, la implicacién en (3.6)
resulta de aplicar la desigualdad (3.5). Si p = 2, la implicacién es inmediata de
aplicar la igualdad de Parseval. Para obtener el resultado en los valores intermedios
de p podemos aplicar el Teorema 1.3.7.

Para el caso p > 2, sea ¢ =p/(p—1) y sea

n
— § Ckezkt7

k=—n

un polinomio trigonométrico con ||G||zp(ry < 1. Si consideramos su proyeccion
(T)

analitica
n
— E :Ckezkt’
k=0

se tiene que g = (G+iH/(G))/2+G(0)/2 donde H en este caso denota la transformada
de Hilbert. Como vimos en 1.2.10, trata de un operador acotado. Se tiene entonces
que

9]l rery < ApllGllLe(ry < Ay (3.8)

n
= E CLka,
k=0

Tomando ahora

resulta que

|/ ™) s, (reit)dt| < Z |cx||ak]

k=0

- Z e | (k + 1) 02/4)q | (k + 1)@=2/p
k=0

n /9 s 1/p
s(Z(%—m—ﬂcm) (Zml)p-ﬂam) .

k=0 k=0
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Aplicando el caso p < 2 a la suma que involucra a g obtenemos que la ultima
expresién se acota por

n 1/p 0o 1/p
CyllgllLacr) (Z(’f + 1)“|ak!”> = Cp4yp (Z(k + 1)p2!ak!p) :
k=0 k=0

Tomando supremo sobre los polinomios trigonométricos G de norma en L?(T) menor
o igual a 1, obtenemos

0 1/p
Isn(re™)l| o) < Cpay <Z(k + 1)”‘2laklp> :
k=0
El resultado se sigue de tomar n — oo. O

Las reciprocas de las implicaciones anteriores no valen en general, pero agregando
la hipétesis de que a,, decrezca a cero, tenemos el siguiente Teorema.

Teorema 3.2.2. Sea 1 < p < c0. Sia, N\, 0 con n — oo, entonces la funcion
f(z) = > ayz" pertenece a H?(D) si y sélo si

o0

Z(n +1)P%a? < co.

n=0

En lo que sigue veremos una serie de resultados con el objetivo de poder de-
mostrar luego este Teorema. El primero corresponde al caso p = 1 del Teorema.

Proposicion 3.2.3. Sia, N\, 0 con n — oo entonces f(z) = a,2" € H' (D) si y

solo si
o0

§:le<w.

n=0

Ademas, existe una constante C independiente de (ay), tal que

~ = a,
< Y -2 <l
n=0

Demostracién: Vimos que si f € H'(D), la serie del enunciado converge, debido a
la Desigualdad de Hardy (3.1.6). Para ver la reciproca, consideremos primero para
0<r<l1

o
f(reit) = Z a,r"e™.
n=0

Si tomamos entonces

N

n _int

Sy = E a,r’'e™,
n=0
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podemos reescribir esta suma como

N N-1 k
Sy = an E rFeikt — g (agy1 — ag) g retdt
k=0 k=0 Jj=0

Como a, \ 0y | > r*e*| < 1/(1 —r), podemos tomar limite en N y obtener

Se tiene entonces que

T 00 T k
/ Fretdt < S (ay — arn) / 1S et at
)3 g Zj_o

- k=0
00 o k -
< ak - ak+1)/ 1> etdt
0 T =0
<O (ar — axy1)log(k +2),

donde la ultima desigualdad resulta de la acotacion
r k
/ 1S et < Clog(k +2),
- 53

donde C' es una constante. Si consideramos ahora la funcién g(z) = 1/z, podemos
acotar su integral en [1,k + 2] por la suma superior de Riemann asociada a la
particiéon {zo =1,2,...,k 4+ 2 = x,} de lo que resulta que

k+2 1 k+1

—d:U<Z Z]+1

Aplicando esta desigualdad, obtenemos

1
o | | re ]dt<02ak—ak+1 Zj—

log(k + 2) = /1

como queriamos. La existencia de las constantes en la segunda desigualdad surge
de la demostracion. ]
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Sea ahora

An(z) = 372,

kel,

donde
I, ={k: 2" <k <2},

para n > 1. Para n = 0 definimos Iy = 0. Sea A, f el producto de Hadamard de

A, por f:
A f(z) = Z apz®.

kel,

Tenemos entonces la siguiente Proposicion:

Proposicién 3.2.4. Sea 1 < p < oo y o > —1. Las siguientes cantidades son
equivalentes:

Qulg) = / 9(2)P(L — |2])*dA(z),
Qalg) = 32D A g,

donde equivalentes significa que Q1(g) < 0o <= (@2(g9) < oo y que existe C
independiente de g para la cual C7'Q1(g) < Q2(g9) < CQ1(g).

Podemos probar este resultado a partir de otro més general. Para ello introduci-
mos la siguiente notacién: decimos que una funcién ® real, no negativa, definida en
[0, +00) @ pertenece a A(p,q) (p > ¢ > 0) si ®(0) = 0, ®(¢)/t* es no creciente y
®(t)/t? es no decreciente. Por ejemplo, 7 € A(p,p), tPlog(l +t) € A(p+ 1,p) si
p > 0. Tenemos el siguiente resultado:

Proposicién 3.2.5. Sean (ap)r>1 una sucesion de nimeros reales no negativos y
d e Ap,q),(p>q>0) ya>0. Entonces

1 00

/ @(Z apr™) (1 —r)*Ldr < oo,
0 k=1

sty solo si

oo

Z 2_2naq>(z ak) < Q.

n=0 kel

Antes de poder probar este resultado, necesitamos los siguientes lemas.
Lema 3.2.6. Sea ® € A(p,q) (p > q > 0). Entonces:
(a) para 0 <0 < 1,t >0 se tiene

PD(t) < B(0t) < 07D(t).
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(b) Si (tn)n>1 es una sucesion de nimeros no negativos,
[e%9) fe's) p
® (Z tn> < (Z @(tn)l/f’> .
n=1 n=1

) es inmediata si ¢ = 0 por la condicién ®(0) =

Demostracién: La desigualdad en (a
)/t? es no creciente, tenemos

0. Seat#0y0<60<1. Como P(t

de lo que se sigue el lado izquierdo de la desigualdad en (a). Por otra parte, como
®(t)/t? es no decreciente, tenemos

Qata 14
lo cual da la desigualdad del lado derecho. La desigualdad de (b) resulta de observar

que como ®(t)'/?/t es no creciente, datos 0 < #' < t, tenemos que

O o)

= () (),

d(t)1/r
(I)(t—l—t,)l/p S (t—f—t/) — @(t)l/p_l_t/% S (I)(t)l/p—f—t/

por lo que ®(¢)'/? resulta subaditiva. O

Lema 3.2.7. Sea 0 < v <1 y definamos

e}

n(r) =y 2",

n=0

con 0 < r < 1. Se tiene entonces la siguiente desigualdad

n(r) < 20(y)[logr|™".

Demostracién: Tenemos
“+o0
21 ()| logr| ™" = 217/ Lt 24,
0

acotando inferiormente la integral de la derecha por la suma inferior de Riemann
asociada a la particién {xg = 0,1,2,...} y observando que el integrando es una
funcién decreciente, obtenemos que

+oo ©
217 / 7t 2de > 2!y " gkl
0 k=1

> 917 Z ono(nt1)(y=1),.2" _ n(r). O

n=0
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Demostracién de la Proposicién 3.2.5: = ) Seant, =), apyr, =1-27"
Tenemos entonces que

[o(Enr)o-as Lo acrs

k=
o0

n el Tn+2
>0 S [
Tn+4+1
Podemos acotar la integral anterior como

Tn+42 27(n+1)a _ 27(n+2)o¢
/ (1—r)*tdr = > 2~ (M2 he 9.
[0

Tn41

y aplicando esta desigualdad y usando que para 0 < k < n vale r;, +11 > e
tenemos

00 n T2 00 n
Z o (Z tkri}j:_1> / (1—7)*"tdr > Z o (e_l Ztk> ~( a9,
n=0 k=0 Tnt1 n=0 k=0

Como @ pertenece a A(p,q), por la primera desigualdad del Lema 3.2.6, tenemos
que

i (‘1Zt> ~(n+2)a 10g2>K1nz%(I><Ztk)2na

n=0

donde K; = e P272*log2. <= ) Lo vemos para p > 1, que es el resultado que
necesitamos. Por la segunda desigualdad del Lema 3.2.6 podemos tomar ®(t) = ¢7.
Siy =min{l,a/p} y n(r) =322, 2"r*", 0 <r < 1. Por la desigualdad de Jensen
se tiene que

00 p 00
(Z agr ) <Z tor? ) < n(r)P- Z 212 P 1P,
k=1 n=0

Aplicando ahora el Lema 3.2.7, la desigualdad r(1 —7)*"! < |logr|*™! y la igualdad
fol |log r|"~1r?"~tdr = ['(7)27™™ se tiene que

1 ) p 0o
/ (Z akr’“> (1—r)*tdr < K, Z 27np
0 \k=1 n=0
donde Ky = 21T (y)P. O

Otro de los resultados previos que necesitamos previo a la demostracion del
Teorema 3.2.2, es el siguiente Lema.
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Lema 3.2.8. Sea A = (\,) una sucesidn mondtona, no negativa y sea f = apz".
Si notamos con \f a la serie Y \,a,2", se tiene entonces

C g [[Anfllp < 1AM llp < Chanl| Anf
st A es no decreciente y

C™ [ Anfllp < 1AMl < Chona | Anf ],
cuando A es no creciente.

Demostracion: Para probar este resultado, usaremos que paran > my 1 < p < 0o
existe una constante K = K(p) > 0 tal que

m n
1> ane™ < KIS axe™ (39)
k=0 k=0

Esta es una propiedad general sobre bases de Schauder, para més informacién refe-
rimos a [9, p.2 Proposicién 1.a.3].

Sea ahora ), una sucesién de nimeros reales no negativos y f = > a,2". Si
notamos con Ay = Z?an_l a;z, se tiene entonces que

2n 2n—1
An(Af) = ) a2 = A Age — Y A — i) (3.10)
k=2n—1 k=2n—1

Si suponemos que A, es no decreciente, tomando norma p en (3.10) y aplicando la
desigualdad (3.9) obtenemos,

1A flly < (C + Dl Azn[lp(2A0n — azn-1) < Chonl| Arf |l
Para A, no creciente, tomando norma p en (3.10) obtenemos
120 fllp < CllAzn[p(Agn = Agn + Agn—1) = Cl[Anf]lp.

La prueba de la cota inferior para ambos casos es similar y se basa también en la
formula de sumacion por partes, por lo que la omitimos. O

Para completar los resultados previos, tenemos la siguiente Proposicion.

Proposicién 3.2.9. Sea p > 2 y f una funcion en HP(D), entonces existe una
constante C' tal que

/D PP = 2 dAZ) < Clf ooy (3.11)

donde dA nota la medida de Lebesque normalizada en el disco.

Para probar esta Proposicion, vamos a probar primero la siguiente formula,
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Lema 3.2.10. Sean p > 2, f una funcion en LP(T) a valores reales y u la integral
de Poisson de f. Se verifica entonces la siguiente igualdad

111 = a0 = L2 [ (9ufi-21og L aace). (3.12)

Demostracion: Para probar esta igualdad, vamos a aplicar la sigiente identidad
de Green

v dg
gVv —oVg)drdy = / g— —v—=)ds,
/R( ) 8R< on 877)

donde dn denota la derivada normal. Aplicamos esta identidad a las funciones
v=|ulfyg= logﬁ e integramos en la region R = D\ eD. Como V|ulP =

(p* — p)|ulP~%|Vul? obtenemos

1 d
n [ 08 = Pl Vel log —dAG) = 2x [ |fpdo— [ e
R T Ol

2| €

Si tomamos ¢ tendiendo a cero, obtenemos

P _ P p2_p 2 p—2 2 1
|[flPdo = [u(0))" + —; (p” = p)|ul"7Vul logmdA(Z),

que es la igualdad (3.12) que querfamos probar. O
A partir de este resultado, tenemos el siguiente Corolario

Corolario 3.2.11. Sean p > 2, f una funcién en LP(T) a valores reales y u la
integral de Poisson de f, entonces

/DIVulp(l — 2P dA(z) < Co(lIFII — Tu(0)PP), (3.13)

donde C,, es una constante que depende solo de p.

Demostracién: Sean p > 2 y f una funcion en LP(T) a valores reales. Definimos
u; para i = 1,2 la integral de Poisson de f;, con f; = max(f,0)y fo = max(—f,0),
luego u; > 0, u = u; — ug y ademas

A5 = [1F2lp + 1f2115- (3.14)

Ademas, como
|VulP < 2071 (|Vu [P + |Vuel|?), (3.15)
podemos restringirnos al caso u > 0. Para u armoénica y positiva en D se tiene que

[Vu(2)] < 21— [2*) " u(2).
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Aplicando esta desigualdad y que

podemos acotar en (3.12) de la siguiente forma

11— Ju(0 |p> / VuPur (1 — |2P)dA(:)

>

/ VU2 7|V 2(1 — |22 dA(z).
D

Esto prueba (3.13) para f > 0. Si f es arbitraria usamos (3.14), (3.15) y la de-
sigualdad
la — 0P < aP 40P,

donde a,b > 0, para obtener
115 = T = LAl = Tur(O) + [ f2ll} = lu2(0)[”
> (7 = p)/2 [ (Vi +[usf)(1 = o) dA()
D

> 2P )/ / VulP (1 — 2P dA(2),

por lo que tenemos

/ VuP (1 — [P dAG) < Gl — [u(O)P).

que es la desigualdad que queriamos probar. O
Con estos resultados, estamos en condiciones de demostrar la Proposicién 3.2.9.

Demostracién de la Proposicién 3.2.9: Sea f una funcién en H?(D) con p > 2.
Consideramos la funcién u = Re(f). Sabemos que u es armonica a valores reales
y ademéds tenemos que |[u(re™)|| oy < || f|lmrm). Por la Proposicién 2.2.5, u es la
integral de Poisson una funcién g en LP(T). Podemos entonces aplicar el Corolario
3.2.11 y obtener

[ 19up=1sraae) < Gl

Como |Vu| = |f'| y '
lolly = tim Ju(re)[z < | llanco

podemos cambiar la desigualdad anterior por

L 1P 0= BEY AR < Gl ey (3.16)

La desigualdad (3.11) se obtiene a partir (3.16) y de observar que en |z| < 1 se
Cumple(l—ll)plé( |22)P~1. O
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Para completar los resultados previos a la demostracién del Teorema 3.2.2, vamos
a probar los siguientes Lemas.

Lema 3.2.12. Sean 0 < m <n y g(z) dada por

o) = Y

k=m

se tiene entonces que

r"lgllr @) < N9(r2)llee) < r™lgllarw). (3.17)

Demostracion: Sean 0 <m <ny

g(z) = Z apz®.
k=m

Consideramos primero la funcién h(z) dada por

h(z) = Z a2 "
k=m

Veamos que para 0 < r < 1 se tiene que
it n 1 it
lgCre™)llp = ™12 (=e)llp. (3.18)

En efecto,

n l/p
1 ( n " - n—k i(n—
2|[h( e =7 (/ | a1yt k)trpw)

T k=m

 n 1/p
_ </ | Za—krk—nrnei(n—k)t|pdt>

T k=m

- n 1/p
_ </ |€int|| Z a—krke—ikt|pdt) :
- k=m

conjugando adentro del médulo obtenemos

r n 1/p
( [y akr’“e““lpdt) = 2rlg(re)

T k=m
como queriamos. Por otra parte, si consideramos la funcion

n

h(z) = Z ap2"

k=m
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donde a; = az(+)""* tenemos que

1 . ~ . ~ ~ )
Dl = A Il = ollar@y = [A(re) ],

Como

s n 1/p
||h<7“6it>||p _ (/ |Za_k(l/r)”—krn_kez(n—k)t’pdt> _ ||h(eZt>Hp7

T k=m

tenemos la desigualdad
IIh( ey = [17(e™)]lp- (3.19)

Combinando la igualdad (3.18) con la desigualdad (3.19), obtenemos la desigualdad
n 1 7 n % n 7 n
lg(ra)llerey = r A€y = 1 = rllg(e)lp = " 9] ).
Para probar la cota superior de (3.17), consideramos ahora la funcién
= Z apzFm.
k=m

Para esta funcién, tenemos que

T n 1/17
2mr™ || £ (re') ||, = r™ ( / D akrkme“'fm)tv’dt)

T k=m

x n 1/p
_ (/ |€—z’mt|| Z akrkei(kt|pdt>
d k=m

 n 1/p
(/ Izakr’“eiktl”dt) = 27|g(re™)|l,-

T k=m

En particular,

1f @) llaze @y = I1£ (€l = llg(e™)lp = llg(2) | rrom)

Por lo tanto,
™ gl e = " fllaswy = v Lf (el = lg(re™)llp = lg(r2) || o).
Lo cual completa la prueba. O

Lema 3.2.13. Sean 1 < p < oo, f una funcion en H?(D). Entonces, para 0 <r < 1
y z tal que |z| = r se tiene

@) < 220 fll oy (1 =)~ (3.20)
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Demostracion: Veamos primero el caso p = 1, tenemos entonces

1 [7 ,
N P o 18
1) =15 [ Rt= s
1 [T 1 + reit=s) A
< - is
—2r ). (1 — re"(ts)) f(e")] ds
2 1 [7 -
elds.

“l—ror -
=201 =) "M f | e )

Sean ahora p > 1y f en H?(D). Como en 2.3.3, escribimos a f como B.g donde
B es el producto de Blaschke de los ceros de f. Luego g es una funcién en H?(D)
que no se anula y || f||zr@) = ||9||ar@)- Dado que g es analitica en D y no se anula,
existe una rama analitica de ¢” y ademas ||¢”|| g1y = || 9|/ #»m)- Aplicando entonces
el caso p = 1 obtenemos

[F()IP = lg(2)I” = 19" (2)] < 2(1 = 1) H|g” L2 ()
De aqui el resultado es inmediato. O]

Ahora si estamos en condiciones de probar el resultado principal de esta seccion,
el Teorema 3.2.2.

Demostracién del Teorema 3.2.2: Sean 2 < p < ooy f en H?(D) como en el

enunciado. Veamos que
[ee]

Z(n +1)P%a? < oo. (3.21)

n=0

Sabemos por la Proposicién 3.2.9 que
[1rera - =yaac < el
Como |z| <1 en D de la desigualdad anterior se desprende que
[lerepa=ldraa) < iy

Aplicando ahora la Proposicién 3.2.4 obtenemos, para otra constante que volvemos
a llamar C', la desigualdad

S 2 AL < ClFIE (3.22)

Observemos ahora que si
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podemos escribir entonces la derivada como
oo
f'(z) = g kapzF1,
k=1

de lo que se sigue que
2f'(z) = Z ka2~
k=0

Si consideramos ahora la sucesion A dada por Ay = k resulta entonces que

on_1 on_1
Ap(zf) = Z kaypz* = Z Mearz® = An(Af). (3.23)
f=an-1 f=an-1

Podemos aplicar entonces el Lema 3.2.8 obtenemos que
CrAL N AFIE < NALADIE = 1Az )5

Juntando esta desigualdad con (3.22) y observando que Ayn—1 = 2"~ obtenemos

SO AR <D 2P A= f)E < ClIfIE. (3.24)
n=0 n=0

Como ademas tenemos que a,, ~\, 0, podemos volver a apelar al Lema 3.2.8, ahora
con A\, = a,, para obtener

Crlaz [ Aully < 1 Anfllp < Cragn—1[|Anlp- (3.25)

Para completar la prueba en el caso p > 2 necesitamos estimar ||A,||,. Sabemos
por la definicién que ||A, |l = 27! para n > 1. Aplicando el Lema 3.2.13 para la
funcién A, y r =1 — 277! obtenemos

1Anllse < C2"7|| Ay,

lo que implica que [|A,], > C~12"1=1/P) Para obtener una cota superior para
|ALllp, consideramos g(z) = (1 — 2)" y g.(2) = g(rz), con 0 < r < 1. Se tiene
entonces

(I2" D P (i@ D)t g )
donde P* denota la proyeccion de Riesz dada por (1.3). Por 1.2.10 existe una
cons-tante C' > 0 tal que

Angr = gr —

1Ange b < Cllgr|lp-

Como ademés B
lgellb < C(1 —r)t.

Se tiene entonces que

12ng, 5 < Cllgelly < C(1 =)' (3.26)
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Por otra parte, de escribir a g como la serie geométrica (para |z| < 1) y aplicar el
Lema 3.2.12 se obtiene que

P [ Anglly = 1Al < [|Angel,.
A partir de esta desigualdad, tomando r = 1 — 27"~ obtenemos que
1Al < G2/,

Por lo tanto, para cierta constante K y p > 1 resulta

K1on(=1e) < || AL, < K2n0-1P), (3.27)
Combinando este resultado con (3.24) y (3.25) obtenemos
> a2 < CY £l
n=1

Por el criterio de condensacion de Cauchy, esto prueba (3.21). Notemos ademds que
el resultado reciproco lo probamos en el Teorema 3.2.1.
Sean ahora 1 <p <2, q=p(p—1)y f(2) =D apz* tal que a, \ 0y
Z(n +1)P2a® < oo. (3.28)

n=0
Veamos que f pertenece a HP(ID). Para ello, consideremos

2" —1

G(eit) _ Z Ckeikt7

k=—2n+1
un polinomio trigonométrico de norma ¢ menor o igual que 1. Si tomamos

2n—1

o) = 3 e,
k=0

su proyeccién de Riesz. Por el Corolario 1.2.10, g cumple (3.8). Definimos ahora
Sy, = z:_ol arz*. Tenemos entonces que

1 " AT 1 "< A o (it),
/ G(e™)s,(et)dt| = |§/ D AG(e") Asn(e)dt|

27 ) T k=0

< Q1A I1ARF 1)
k=0 k=0

Aplicando ahora el caso p > 2 obtenemos

QD AkglD 1 1AL < Cliglla (Y IARFIIE)
k=0 k=0 k=0

< CA D IARFIR)P.

k=0
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Tomando supremo sobre los polinomios trigonométricos G obtenemos que

Isally < OO ARSI
k=0

Si hacemos tender n a infinito, obtenemos

IFIE < C Y IlALFIE. (3.29)
n=0

Aplicando nuevamente el Lema 3.2.8, con A\, = a,, tenemos

LA < C> AR < CY ab, ]| A
n=0 n=0

Usamos ahora la desigualdad (3.27) para obtener

& (o]
IF12 < O ab Az < Kb, 200D,
n=0 n=0

Por el Criterio de condensacion de Cauchy, la serie

)

p n(p—1
E ab, .2 (p )7
n=0

converge si (y sélo si) converge la serie

o0

Z(n +1)P%a?,

n=0

que es convergente por hipdtesis. Nuevamente, esto prueba el resultado reciproco al
visto en 3.2.1. La prueba del Teorema se completa al observar que si f(z) = Y ax2¥,
entonces, por la igualdad de Parseval,

a2y = I fll 2y = D a2,

n=0

por lo que f es una funcién de H%(D) si y sélo si la serie > a? es convergente. [



42

CAPITULO 3. EL TEOREMA DE NEHARI EN EL DISCO



Capitulo 4

Formas de Hankel en infinitas
variables

4.1 Formas de Hankel de tipo Hilbert-Schmidt

En en esta seccion introducimos, basdndonos en lo trabajado por H. Helson en [7],
la definicién de una forma de Hankel en dimension infinita y una notacién que nos
permitira trabajar con formas de Hankel de manera similar a lo que sucedia en
dimensién finita.

Vamos a notar con T al toro de dimensién infinita, es decir, el grupo de suce-
siones

z = ("1, e ),

donde los z; son reales, con multiplicacién coordenada a coordenada. Notamos con
' el grupo de sucesiones de enteros ¥ = (ny,ns,...) con finitos elementos no nulos,
con suma coordenada a coordenada. El grupo I' resulta dual a T* y la dualidad

esta dada por
(Z,F) _ eianxj’

Si notamos con p; = 2,ps = 3,... a los nimeros primos, vamos a identificar a cada
7 € I con el nimero racional
_ n;
r=]11»

De esta forma, podemos representar la serie de Fourier de una f

fle™ e ) ~ Za(nl,ng, L )et X
como o
f(em,e””, . ) ~ ZCLTZT’

donde si r = pi*...p* vy z; = €7, luego a, = a(ny,na,...) denota el coeficiente
de Fourier con respecto al monomio 27" ...z.*, al que identificamos con 2".

Definicién 4.1.1. Definimos el espacio H?(T*) (p > 1), como

N

HP(T*) ={f € L*(T*™): f(ny,n2,...) =0sin; <0 para algin j}

43
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Equivalentemente, en términos de la notacién multiplicativa, tenemos
HP(T®) = {f € LP(T%): f(r) =0¥r € Quo \ Z>1}.
Con esta notacion podemos definir las formas de Hankel en infinitas variables.

Definicién 4.1.2. Dada una funcién v en H?(T*) definimos en H?(T>) x H?(T>)
la forma de Hankel con simbolo ¢ de la siguiente forma

o0

Hy(f.9) = abig, (4.1)

Jk>1

donde (a;) y (b;) son los coeficientes de Fourier de f y ¢ y los coeficientes (g,)

verifican ¢ (n) = @, para todo n > 1. Es importante remarcar también que jk
no representa un doble indice, sino el producto. Esta forma estd en principio bien
definida para polinomios trigonométricos. A ¢ = (¢,) lo llamaremos el nicleo de la
forma de Hankel.

Observacion 4.1.3. De manera analoga a lo que sucedia en dimensién finita, la
forma de Hankel H, definida como en (4.1) verifica

/fw,

donde la igualdad tiene sentido en principio para polinomios trigonométricos.

Definicién 4.1.4. Dada ¢ = (g,),>1 una sucesiéon en % definimos el operador
T, : (* — (* de la siguiente forma

a] ]>1 ZgljajangJCL]w" ) (42)

donde ij denota el producto. Este operador estd en principio bien definido para
sucesiones de soporte finito. Definimos ahora la forma de Hankel multiplicativa
asociada a ¢ como el operador g(a,b) : £2 x > — C dado por

o(a,b) = ‘ Zajkajk- (4.3)

Nuevamente, este operador esta en principio bien definido para sucesiones de soporte
finito.
Observacidén 4.1.5. Dada ¢ = (g,),>1 una sucesién en 2, los operadores asociados,
T, v 0(a,b) verifican ~

o(a,b) = (T,(a),b). (4.4)

Por lo tanto, el operador T, es acotado si y sélo si la forma bilineal ¢(a,b) resulta
acotada. Més atn, T, y 0(a,b) tienen la misma norma.
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Observacién 4.1.6. Dada una funciéon ¢ y polinomios trigonométricos f,g en
HX(T®), f =Y apz", g = 3 bpz", si lamamos ¢ = (¢(n))n>1 tenemos entonces la
igualdad

é(aa b) = Hl/)(f>g)7 (45)
donde g(a, b) es la forma de Hankel multiplicativa en £2 x ¢* definida como en (4.3).
Més atn, como ||fllg2r=) = llalle, [|gla=(T>) = [|blle, se tiene que g(a,b) es

acotada en £ x (% si y sélo si Hy, es acotada en H?(T>) x H?(T>).

Una clase particular de formas de Hankel que nos resultara de interés es la clase
de formas de Hankel de tipo Hilbert-Schmidt, que definimos a continuacién.

Definicién 4.1.7. Decimos que una forma de Hankel con nicleo ¢ = (g,,) es de
Hilbert-Schmidt si cumple

oo
Z |gu]” < oo.

Jk=1

Obsevemos que en ese caso, la forma resulta acotada en H*(T*>) x H*(T*>) y
su cota es a lo sumo la raiz cuadrada de la suma anterior. Como los términos de
la suma coinciden para todo par (j, k) tales que el producto jk es igual a un n fijo,
podemos reescribir la suma anterior como

> lgnl?d(n),
n=1

donde d(n) es la cantidad de divisores de n.

4.2 El Teorema de Nehari para formas de Hilbert-
Schmidt

En esta seccién y siguiendo principalmente lo trabajado por H. Helson en [6], apun-
tamos a probar el siguiente Teorema, que da un andlogo al Teorema de Nehari en
dimension infinita, pero con la hipdtesis adicional de que la forma de Hankel sea
de tipo Hilbert-Schmidt. Como veremos més adelante en el capitulo, esta hipdtesis
resulta necesaria.

Teorema 4.2.1. Toda forma de Hankel Hy(f,g) de tipo Hilbert-Schmidt estd gen-
erada por un simbolo acotado en T, esto es, existe una funcion ¢ acotada en T

tal que Hy(f,g9) = Hy(f.9)-

Antes de poder probar este resultado, necesitamos un resultado previo, y una
serie de definiciones que introducimos a continuacion.
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Definicién 4.2.2. Sea dA(z) = rdrdf la medida de Lebesgue en D. El espacio de
Bergman AP(DD) se define como el conjunto de funciones analiticas en D tales que

= (2 [1eraae) " <o

Observacién 4.2.3. En el caso particular p = 2, para f € A%(D), f = > a,2",

tenemos que
1 1 s o0
115 = (— [ 13 raune ’”9|2drd9>
TJo Jor n=0
1 oo 1 o
:/ 27‘Z|an|2|r|2ndr:2/ Z|an|2r2n+1dr
0 n 0 n=0

Por lo tanto

17 =3 Jl (46)

:0n+1

Notemos ademés que para f : D — C se tiene que

1/p 1 T 1/p
‘fHAp:( /]f )PAA(z ) :<%/0/_ ]f(rew)\prdrde)
1 1/p
< (2 [ Wl < 1l

El siguiente Teorema relaciona los espacios de Bergman AP(DD) con los espacios de
Hardy H?(ID) con los que veniamos trabajando.

Teorema 4.2.4 (Hardy-Littlewood). Sea 1 < p < oo, se tiene entonces que toda
funcion f en HP(D) pertenece a A**(D), || fllaze < ||f||ze- Ademds, vale la igualdad
entre las normas solo para

= () <

Demostracion: Para probar este resultado, seguiremos la demostracién dada por
D. Vukotic en [14]. Comencemos por ver que si f es una funcién de H*(D) entonces
f pertenece a A(D). Usando la Observacién 4.2.3 tenemos

14 = (5 / rf<z>r4dA<z>) = (2 [1rerpaac)

=/1% = Z Zakan 02" %

n=0 k=0
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Aplicando ahora (4.6) obtenemos

S 2

n=0 k=0
(Zk:o |akan—|-1)?|

( )

I
NER

~ n-+1

< i (> peo laran i) (n +1)

- o n—+1

=) awlanil* = Z!an! = (IIf132)*
n=0 k=0

Luego || fllas < ||f|lz2. Notemos que la igualdad en la anterior cadena de desigual-
dades sucede si y sélo si para cada n > 2 existe una constante C,, tal que

Cy
Apln—k = ’
kn—k 1
para k =0,1,...,n. Las igualdades con n = 0, 1 suceden trivialmente. Observemos

que, si ap = 0, tomando en la igualdad anterior los términos 2n y 0 se tiene que
agas, = a2 por lo que a, = 0 para todo n, y f =0. Si ap # 0, tomando a;/ag = A,
sabemos de las igualdades anteriores que

aply = A1Qp—1 = . ...

Por lo tanto,
ay
Ay = —0Up—1 = /\an 1,
Qo

para todo n, de lo que se obtiene que a, = A"ag. Luego, si || f||as = ||f||n2, f(2)

tiene la forma
ATL n —
Z o 1-— )\z

Tomemos ahora f en HP(D) y veamos que f pertenece a A*(D). Supongamos
primero que f no se anula en . Entonces existe g holomorfa en D tal que ¢*/? = f.
Usando el caso anterior para g, tenemos

112 =+ [ 17GIPaAe)
=~ [ latzprpraac)
— [ ls1aA) = ol

2W(/_W\ (e")[2dt)?
:%(/” F(eh)Pdt)? = || £11%,.

—T
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Luego f € A*(D) y || f[laz < ||fllar-

Sea ahora f en HP(D) arbitraria. Por el Teorema 2.3.3 podemos escribir a f
como f = Bf con |B| =1 en casi todo punto de T, |B| < 1 en D, ||f||g» = ||f|lar
y f sin ceros. Luego,

£l _ B _ Wl _
1w~ 1Bl = 1l

lo que completa la prueba. O

A partir de este Teorema vamos a probar la desigualdad isoperimétrica que, si
bien no es del tema de la Tesis, es de interés por si mismo y resulta una aplicaciéon
curiosa del resultado anterior. Omitimos al respecto algunos detalles y definiciones.

Corolario 4.2.5. Sea Q un dominio de Jordan de drea finita A(2) cuyo borde es
una curva rectificable 9Q de longitud L(OSY). Entonces A(Q) < (47) 'L(0Q)?. La
igualdad se cumple si y solo si ) es un disco.

Demostracién: Por el Teorema de representacién conforme de Riemmann, pode-
mos tomar una funcién biyectiva, biholomorfa F' de D en (2. Se tiene entonces
2m )
L(0Q) = lim L(F({|z|=7})) = lim 7’/ |F'(re')|dt = 2| F'|| g my.-
r—1- r—1- 0

Por otra parte, tenemos que

1 2
AQ) = / / F/(2)) Prdtdr = x| F/|.
0o Jo
Tomando p = 1 en el Teorema 4.2.4, aplicado a f = F’ obtenemos la desigualdad
(1/m)AQ) = [|IF' % < |F' i) = (4n*) T L(Q)*

De aqui la desigualdad del enunciado es inmediata. Mas ain, la prueba del Teorema
4.2.4 muestra que la igualdad sélo es posible para F’ de la forma

C

F() = T

para cierta constante C'. Esto implica que la funciéon F' debe ser una homografia.
Pero este tipo de funciones mandan discos en discos o semiplanos. Como suponiamos
que 2 es acotado, debe tratarse de un disco. O

Observacion 4.2.6. Notemos que si tomamos p = 1 en el Teorema 4.2.4 y usamos
(4.6), obtenemos que para f = a,z" se tiene

P2 1/2
(X_%TL:'J < Ifllm. (47)
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Ahora si estamos en condiciones de probar el resultado sobre formas de Hankel
de tipo Hilbert-Schmidst.

Demostracién del Teorema 4.2.1: Sea n = py'py* .- = Hp Los divisores de
n se obtienen al reemplazar cada n; por k; con 0 < k; § n;, luego la cantidad de

divisores de n es
H(nj + 1)7
J
donde n; = 0 salvo para finitos valores de j. Veamos primero que para f en H'(T>)

2
Z Z n|1f+n1,n:,;.1))’m < I1£l.

j=1 n; >0

Por densidad, basta verlo para polinomios trigonométricos. Supongamos que f

depende de las primeras k variables. Param = 1,...,k, sea T, el operador definido
por
S a(ni,na,...) ixp o
T (E a(n, ng, ... elznm> = E A RPN
e ) Ny + 1

Luego la desigualdad que queremos probar equivale en este caso a ver

Ty T fll2 < | £l

Si ahora notamos con do a la medida de Lebesgue normalizada en el toro, tenemos

Ty ... TifPdo(xy . . . xy) L T\Ty. .. TofPdo(z1) ) do(zs . . . zx) 1/2
Y ) )it

Aplicando ahora el resultado de (4.7) en la primer variable, obtenemos

(f(fmm. gt a0 < ([ ([ Testaoten) ot

Aplicando ahora la desigualdad de Minkowski tenemos que el término de la derecha

es menor o igual a
1/2
/ (/|T2ka|2d0(l‘2$k)> dO’(ZIZ’l).

Siguiendo el procedimiento, luego del paso k obtenemos la desigualdad

1/2
( [ Bspaoten.. >) </l (4.8)

que es lo que queriamos. Esta desigualdad la podemos reescribir como

(Z |f(n)[*/d(n) < ||fH1) . (4.9)

n>1
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Definimos ahora el operador T' : H'(T*) — H?*(T*) que manda un polinomio
trigonométrico f en k variables a Ty ...Tyf. Por (4.8) este operador tiene norma
menor o igual a 1. Su adjunto, 7% manda H?*(T*) en el dual de H'(T*). Notemos

que si ¢ = (g,) cumple

> lgnld(n) < oo,
n=1

luego la funcién g(z) = > q,+\/d(n)z" pertenece a H?(T*). Resulta entonces que
T*(g) pertenece al dual de H'(T*). Como H'(T*) es un subespacio de L'(T>),
por Hahn-Banach, podemos extender T*(g) a L'(T*) con la misma norma. Se sigue
entonces que existe una funcién ¢ en L®(T*), tal que para toda h en L'(T>) se
verifica

T*(g)(h) = / .

Por otra parte, como tenemos

T(9)(z") = @,

resulta que para todon > 1, @, = é(n) Se sigue inmediatamente que si ¢ es la
funcién en H?(T>) dada por
= T,

n>1

se verifica entonces que Hy, = Hg, como queriamos. O]

Una aplicacién interesante de este resultado es la siguiente. Si consideramos la

serie
x
§ anell‘n ,

n=1

donde las z,, son variables aleatorias reales independientes, podemos probar al res-
pecto el siguiente resultado.

Proposicién 4.2.7. Sea m un entero positivo y f una funcién en H'(T*) tal que
su serie de Fourier es homogénea de grado m, esto es

f(x) ~ Z a(ng, ap...)e =",
>onj=m

Entonces f pertenece a H1(T*) para todo 1 < q < 0co. Para ¢ =2 se tiene ademds
que

1£1l2 < 2772]| flIr-

Es importante remarcar que la cota en el caso p = 2 no es 6ptima. J. Sawa
demostro en [13] que para el caso m = 1 (que corresponde a las series de Steinhaus),
la mejor cota es 2/w'/2,
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Demostracion: Sea f como en el enunciado, por lo visto en la demostracion del
Teorema 4.2.1, tenemos que

(S 1fmP/am) " < il

Como ademés f es homogénea de grado m, si ( ) # 0, entonces n tiene a lo sumo
m factores primos. Sin es el producto de m primos distintos, entonces d(n) = 2™. Si
alguno de los primos en la factorizacion de n se repite, entonces d(n) resulta menor
a 2™. Tenemos entonces a partir de la desigualdad anterior que

(X 1 P/27) " < 7],

lo que prueba la segunda parte del enunciado. Se deduce entonces que f2 € H(T>).
Como ademas su serie de Fourier es también homogénea (de grado 2m) repitiendo el
mismo argumento, tenemos que f? € H?(T*) y por lo tanto, f pertenece a H*(T).
Continuando asi, obtenemos que f pertenece a H4(T>) para todo 1 < ¢ <oo. [

4.3 El problema de Nehari en infinitas variables

En esta seccién, siguiendo lo trabajado por J. Ortega-Cerda y K. Seip en [l 1], pro-
baremos que no vale el Teorema de Nehari en infinitas variables. Para poder probar
este resultado, necesitamos una herramienta que nos permita definir operadores aco-
tados y estimar su norma. Con ese fin, probamos el siguiente Teorema.

Teorema 4.3.1 (Test de Schur). Sean (p;x);x>1 numeros reales no negativos. Supon-
gamos que existe una sucesion (P));>1 de nimeros reales no negativos y constantes
c,d tales que:

> pixPi < cP (G=12...)
k=1

Y
ijkaJSde (kzl,Q,)
j=1

Entonces el operador A : (> — (? dado por
A(al, as, . .. ) = (Z pljaj, Zpgjaj, e )7
J J

es acotado y con cota a lo sumo (cd)'/?.
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Demostracién: Sea (a;);>1 de soporte finito. Se tiene que

[A(ar, az, - )13 =D 1> pijagl’

i J

. 1/2 p 1/2 P@é N
Z|Z J P1/2 >|

< Z Z pr|ay|
Z me|a]|

Z \aj|
< dZ’ J| —ch|a]]2.

Por lo tanto, como las sucesiones de soporte finito son densas en £2, se sigue que el
operador A resulta acotado. O

\_/

Observacion 4.3.2. Por las Observaciones 4.1.5 y 4.1.6,podemos aplicar este resul-
tado a formas de Hankel en H?(T*) x H?(T*). Para el caso particular de formas
de Hankel, como los coeficientes cumplen p; ; = p;j; = p;j, podemos tomar ¢ = d y
verificar una séla condicién. La cota en este caso resulta ser c.

Lema 4.3.3. Sea BH el espacio de Banach de las formas de Hankel acotadas
en H*(D?), con la norma de operadores. Se tiene entonces que el operador T :
L>*(D% — BH dado por

T(p) = H.

©s

(4.10)

es sobreyectivo y continuo.

Demostracién: Que el operador 7' definido como en (4.10) resulta sobreyectivo
es inmediato del Teorema de Nehari para dimensién d > 2, resultado para el cual
referimos a [3]. Para ver que T' es acotado, por linealidad, basta ver que cumple
la condicién de grafico cerrado. Sean entonces ¢, funciones en L>*(T>) tales que
©n, — @y tales que las formas de Hankel asociadas H,, convergen a una forma de
Hankel acotada H, de 4.1.2 se desprende que para r > 0 se tiene

On(r) = H%L(zl, 2"). (4.11)

Por otra parte, sabemos que, al menos para polinomios trigonométricos f, g, H(f, g)

es de la forma
o0

H(f,9) = a;beasn,

j,k=1
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donde (a;), (b;) son los coeficientes de Fourier de f y ¢ respectivamente. Como las
formas de Hankel H,, convergen a H, de (4.11) se desprende que

On(r) = H%(zl,zr) — H(zl,zr) = q,

para n — oo. Dado ademds que ¢, — ¢ implica que ¢,(r) — ¢(r), tenemos
entonces que ¢, = ¢(r). Esto implica que H(f,g) = H,(f,g) para f,g polinomios
trigonométricos. Por la densidad de los polinomios trigonométricos, concluimos que
H = H,. Esto prueba que el operador T' tiene gréfico cerrado y por lo tanto es

acotado. O

Corolario 4.3.4. Sea 1 < d < oo, entonces existe una constante C' con la propiedad
que para toda forma de Hankel H, acotada en H*(T?%) x H?(T?), existe una funcién
Y en L®(T%) tal que H, = Hy y ademds

[¥]loc < CllH, |-

Demostracion: Si consideramos el operador 7' definido en 4.3.3, sabemos que T'
es continuo y sobreyectivo. Por el Teorema de la aplicaciéon abierta, pasando al
cociente (y notando que el Nicleo de T' consiste en las funciones de L>(D?) cuyos
coeficientes de Fourier no negativos son cero) tenemos un operador inversible, con
inversa acotada, que llamamos T~!. Si tomamos C' = ||T!|| tenemos que para una
forma de Hankel H arbitraria, existe 1) € L*°(D9) representante de T~*(H) tal que
H = Hy y ademas
llloe < ]

como queriamos. O

Si para cada d llamamos Cj a la menor constante que cumple la condicién ante-
rior, se tiene el siguiente resultado, debido a J. Ortega-Cerdd y K. Seip [11].

Teorema 4.3.5. Para d par, mayor o igual que 2, la constante Cy es por lo menos

(/)41

Demostracion: Sea d un entero par, vamos a definir una forma de Hankel que
nos permita acotar por debajo a la constante Cy. Para ello, si como antes notamos
con (pg)r a los nimeros primos ordenados, podemos definir entonces el siguiente
conjunto
d/2
I = neN:n:quyqupzj—1C3Qj=p2j
j=1
Es decir, en nuestro conjunto I tenemos a los niimeros naturales que se escriben
como n = q1qz . . . qq/2 donde ¢y =2 6 q1 = 3, go = 5 6 gz = 7 y asi sucesivamente.
Como antes, escribimos una forma de Hankel en T¢ como

Hy(fg) = Z Pk,

j,k=1
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con la notacién multiplicativa que vimos anteriormente, donde (a;) y (by) son los
coeficientes de Fourier de f y g respectivamente y 1 es la funcién en H?(T?) tal que

~

¥(n) = pn.

Tomamos entonces la forma de Hankel cuyos coeficientes son p, =1sin €[y
pn = 0 en otro caso.

Vamos a utilizar el Test de Schur para poder estimar la norma del operador.
Para ello, necesitamos definir una sucesion de nimeros positivos para verificar la
hipdtesis. Sea entonces para j que divide a algin elemento de [

¢ = 27002,

donde () es el numero de factores primos de j y ¢; = 0 en otro caso. Como indica
el Test de Schur, debemos calcular para cada j fijo

Z PjkCk-
k

Dado j fijo tal que j|n para algin n € I, se tiene que p; 7 0 si y s6lo si k es tal que
jk € I. Como j es un producto de primos distintos, la cantidad de posibles valores
k tales que jk € I resulta ser 24/2~%0) pues cada k sale de completar una d/2-tipla

1-..qas2 de la cual (j) de los ¢; corresponden a los factores en j y los restantes
a k y para cada ¢; factor de k se tienen dos primos posibles. Por la misma razon,
Q(k) =d/2 —Q(j) por lo que

S pucr = 242 )g=@/2-9G)/2 _ gt

Entonces, por el Test de Schur, ||Hy|| < 2%*. M4s atin, por el Teorema de Nehari
para d > 2, existe una funcién ¢ en L>(T*) tal que H, = H,, es decir, tal que

Hy(f,9) = ffgso

Sea ahora f € H'(T?) con coeficientes de Fourier a,,. Definimos

Hy(f) = Ho(f,21) = 3 aupn = /

n>1

Consideramos entonces la siguiente funcion f

d/2

F(2) = [ [(z25-1 + 229),

j=1

para la cual se tiene que a, = p,, y por lo tanto que Hy(f) = 24/2 - Observemos que
si h(z1, 22) = 21 + 22, podemos calcular

3|

1l| 2 (r2) = # /_7; /:r ((cos(t) + cos(s))* + (sen(t) + sen(s))2)1/2 dtds =
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Luego, la norma de la funcién f definida antes es

L
1 s ey = (—) |
T

Con estos datos podemos acotar la constante Cy de la siguiente forma

_ 4 d/2
D=2 < lellel = Dol ()

Esto implica que

d/2
lele>(5)
2

Ahora

N\ d/2
(5)" < Ielle < CallHyll < Ca 21

Lo que implica que Cy > (72/8)%* como querfamos. O

Como Corolario de este resultado vamos a probar que no vale el Teorema de
Nehari en infinitas variables.

Corolario 4.3.6. Existen en H?*(T>) x H*(T*) formas de Hankel acotadas que no
provienen de una funcion en L>°(T*). Es decir, no vale el Teorema de Nehari para
formas de Hankel en H*(T>) x H?(T*>).

Demostracion: Supongamos que esto no es cierto, es decir, que vale el Teorema
de Nehari en H?(T*>) x H*(T*). Razonando como en el Corolario 4.3.3, se tiene
que existe una constante C' tal que para toda forma de Hankel acotada H existe

Y € L*(T*) tal que H = H, y ademas
Y]l < ClH].

Llamamos C,, a la menor constante con esta propiedad. Como necesariamente
Cs > Cy para todo d > 1, por el Teorema 4.3.5 se tiene que

Coo > (7T2/8)d/4,

para todo d par, d > 2. Esto deriva una contradiccién. Por lo tanto, no vale el
Teorema de Nehari para formas de Hankel en H?(T>) x H?(T>). O
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Capitulo 5

La clase de Schatten y el problema
de Nehari

En este capitulo y siguiendo lo trabajado por O. F. Brevig y K-M Perfekt en [!]
introducimos las formas de Hankel en la clase de Schatten .S, y probamos que, atin
con esta condicion adicional, para ciertos valores de p existen formas de Hankel en
S, que no provienen de una funcién en L>(T>).

5.1 Formas de Hankel en la clase de Schatten

Comencemos por recordar la notacién multiplicativa que introdujimos en el capitulo
anterior. Dada una funcién 1 en L*(T*) y r = pi'ph?... un ndmero racional

positivo, notamos 1(r) = (¥)(ny,ns,...). En lo que sigue introducimos una serie de
definiciones que nos permitiran asociar una forma de Hankel con un operador entre
subespacios de L?(T>).

Definicién 5.1.1. Definimos el espacio H2(T>) de la siguiente forma
H2A(T®) = {f € L*(T™): f(r) =0Vr € Quo\ {1/m}m>1}-

Observemos que H2(T*) es un subespacio cerrado de L*(T>). Notaremos con P a
la proyeccion ortogonal de L?(T>) en H2(T>).

Definicién 5.1.2. Dada una funcién ¢ en H 2(T) definimos el pequeiio operador de
Hankel asociado, H,, : H*(T>) — H?(T*) de la siguiente forma

H,(f) = P(@f). (5.1)
Este operador esta bien definido en principio para polinomios trigonométricos.

Veamos ahora como se relacionan estos operadores con las formas de Hankel
bilineales con las que veniamos trabajando.

o7
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Observacién 5.1.3. Dada una funcién ¢ en H%(T) y polinomios trigonométricos
f=> a2"y g=> b,2", sabemos que la forma de Hankel H,(f,g) resulta

Hs@(fa g) = Z anbm@(nm)'

Por otra parte, si consideramos ahora el operador H, definido como en (5.1), se
tiene que

Definicién 5.1.4. Dada una funcién ¢ en H%(T*), diremos que la forma de Hankel
H, es compacta si el operador pequeno operador de Hankel H,, definido como en
(5.1), es compacto.

Observacién 5.1.5. Sea ¢ una funcién en H2(T®) y 0 = (¢(n))n>1. Por la Ob-
servacion 5.1.3, se tiene que, en las coordenadas correspondientes, al operador H,
y la forma de Hankel H,, les corresponde la misma matriz. Si llamamos M, a dicha
matriz, resulta
01 02 O3
Q2 04 U6
M, = 03 06 09

Si suponemos ademads que la forma de Hankel H, es compacta, podemos considerar
los valores singulares del operador H,, que resultan los valores singulares de la
matriz M,, esto es, los autovalores de (M,M})"2.

Definicién 5.1.6. Sea H, una forma de Hankel compacta y A = {\,} el conjunto
de valores singulares de M,. Diremos que H,, pertenece a la clase de Schatten S, si
A € ¢P. En tal caso, definimos

1Hylls, = [Hells, = [1Aller-
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La clase de Schatten y la norma 5, se pueden definir también en términos de la
traza del operador H, como

1Hylls, = tr([Hy "),

A partir de esta definicién se puede ver que las formas de Hankel en S, son las
formas de tipo Hilbert-Schmidt que definimos en el capitulo anterior. Es importante
remarcar también que la clase de Schatten S, resulta un espacio de Banach y que
|T||s, > ||T|| para todo operador 1" en S,,.

5.2 El problema de Nehari para formas en 5,

Nuestro objetivo principal en esta seccién es probar el siguiente resultado

Teorema 5.2.1. Sea py = (1 — logn/log 4)_1, entonces para todo p > pg existen
formas de Hankel en S, que no provienen de una funcion en L>(T*).

Para probar que existen formas de Hankel multiplicativas en S, sin simbolo
acotado (es decir, cuyos coeficientes no provienen de una funcién en L>°(T*), vamos
a suponer que esto si sucede y derivar una contradiccién. Comenzamos por probar
el siguiente resultado

Lema 5.2.2. Sea p > 1. Supongamos que toda H, en S, tiene un simbolo acotado
en T*. Entonces existe una constante C, > 0 con la propiedad que toda H, en S,
tiene un simbolo ¢ en L*°(T*°) tal que H, = Hy y ademds

[9lloo < CpllHolls,,

La demostracion de este resultado es andloga a la del Lema 4.3.3 y el Coro-
lario 4.3.4, por lo que la omitimos. Dada la suposicion del Lema 5.2.2, para cada
polinomio trigonométrico f y forma de Hankel H, € S, se tiene que

[(f o) = [Hy(f, )] = [Hy(f, 2] = (£, 0] < [l Fllrr) < Coll Holls, [1f 2o

Se sigue que si H, y f no son idénticamente cero, tenemos la desigualdad

{f, )] <c .
[Holls, 1 fl ey = (5.2)

Para probar el Teorema 5.2.1 vamos a construir una sucesiéon de polinomios y formas
de rango finito para probar que ninguna constante C, puede cumplir (5.2) para
p > po. Vamos a necesitar el siguiente Lema.

Lema 5.2.3. Sean 1,0, ..., 0m funciones en L*(T*) que dependen de distintas
variables y que generan las formas multiplicativas de Hankel H,, € Sy, con 1 < j <
m. Entonces

[Hells, = [[Hg s, [ Hpolls, - [1Hop, s, (5.3)
donde © = ©1pg ... Om.
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Demostracién: Para 1 < j < m, notamos con X; al espacio de Hardy en las
variables en las que depende el simbolo ¢; y, de ser necesario, notamos con Xy al
espacio de Hardy formado por las variables restantes. Podemos escribir entonces a
H?(T*>) como el siguiente producto tensorial

HY (T®) =X X, Xy ® - @ Xy

Definimos entonces g = 1 y consideramos los operadores I:I%. X — Yj, definidos
como en (5.1) para 0 < j <m. Si tomamos f; € X;, para 0 < j < m, tenemos que

Hgo(f()fl cee fm) = IiItpo(fO)I:Im(fl) s I:Iwm(fm)’

de lo que se sigue que
H¢:ﬁ@0®ﬁW1 ®.®I:IQOm

Notemos que }~I¢0 tiene como unico valor singular al 1, con multiplicidad 1, por lo que
los valores singulares A de H,, se pueden obtener como productos A = AjAy... Ay,
donde cada A; es un valor singular de I:I%.. La multiplicidad de A también se puede
calcular de esta forma, de lo que se sigue que

s, = [ [ IH, s,
j

Para competar el resultado, alcanza con observar que H,, resulta de extender el

operador I:I% por el operador asociado a la funcién 1)y = 1 en las variables restantes,
es decir H,, = H,, ® Hy, . Como en este producto los operadores dependen de
variables diferentes, razonando como antes obtenemos que

1Hy, lls, = [1Hy, s,
lo cual completa la prueba. O

Si tomamos ahora para cada j un polinomio trigonométrico f; en las mismas
variables que 1, o, ..., @, v definimos f = fifo... fin V0 = 0192 ... Pm, entonces

[(f, o) = [{fr o) [ fas 02| - [ fms om);
£l = M fallall fally - [ fomll

Sea S el operador shift, Sf(z1,z29,...) = f(22,23,...). Supongamos que podemos

encontrar polinomios F'y ® que dependen de las primeras d variables z1,..., 24 y
cumplen
F o
_NED (5.4)
[Halls, [ F]lx

Entonces, para 1 < j < m consideramos las funciones ¢;(z) = SUDd(2) y f;(2) =
SV (). Tomando ¢ = @103...0m ¥ f = fifs... fm v aplicando el Lema 5.3

se obtiene o .
[ Hys, 111 [Ho[s, || F']|1

si m — o0, lo cual contradice e(5.2). Estamos ahora en condiciones de probar el
Teorema 5.2.1.
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Demostracion del Teorema 5.2.1. Sea d un entero positivo a determinar més
adelante y consideramos el simbolo

21t 2+ 234+ 2
p(z) = :

Vd

Es claro que la sucesién ¢ = (0,)n>1 de la matriz H, esta dada por

. :{ 1/Vd sin=p;y1<j<d

0 en otro caso,

donde p; denota al j-ésimo ntimero primo. Si consideramos la matriz M, de H,,
omitiendo las filas y columnas de ceros, el resultado es la siguiente matriz de (d +
1) x (d+1)

011 .. 1
100 ... 0
LT l1 00 ... 0
Vd s e
100 ... 0

Para calcular los valores singulares de esta matriz, calculamos el producto M,M;

d 0 0 0

. 011 1
MQM;_E 011 1
011 ... 1

Resulta inmediato que esta matriz tiene autovalores 1 (doble) y 0 (con multiplicidad

d — 1), en consecuencia,
1H, s, =277,

Si tomamos ahora f(z) = ¢(z), entonces (f, ) = 1. Més atin, si pensamos a los
zj como variables aleatorias, podemos aplicar el Teorema central del limite para
variables complejas y obtener

5

d—o0 d—o00 \/E

En particular, para cada > 0 existe d suficientemente grande tal que

VT

I fll1 £ 5 +0.
2
-1
Observemos ahora que py = <1 — ﬁi Z) es la solucién de la ecuacién

21/1’\/7% ~1,
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y tomando p > py podemos encontrar § > 0 suficientemente chico tal que

v
| Holls, IIf 1l < 277 (§ +5) 1

Esto implica que si d es suficientemente grande, fy ¢ satisfacen (5.4). Esto completa
la prueba, siguiendo como en (5.5). O

El siguiente resultado muestra que no podemos mejorar el valor de py en el
Teorema 5.2.1 a partir de considerar simbolos lineales y funciones test de la misma
forma.

Teorema 5.2.4. Sea p < pg y consideremos
o(z) = a1z1 + aszg + - -+ + aqzq,
f(Z) = blzl + bQZQ +---+ bdzd,

para aj,b; € C. Entonces
[(Fro)l < 1Hplls, 1Lf [l

Demostracion: Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos que

|<f7 <:0>| < ”CLHEQHpr.

Si consideramos la matriz M, asociada a H,,, tenemos que

a2 0 0 ... 0
0 ala_l ala_g e ala_d
MQMZ; - 0 Qo1 GGy ... G204 | |
0 aqa; Qgls ... Qqlq

donde nuevamente omitimos las filas y columnas de ceros. Notemos que el bloque
inferior derecho tiene rango 1. Considerando el vector (0,aq,as,...,aq) es claro
que el bloque tiene como autovalor a [|a||? (y es el tnico autovalor no nulo). En
consecuencia, la sucesién de valores singulares de M, es A = {||al|x, ||al|¢,0, ...},

por lo que se tiene que
1H, s, = 2"/ lallez.

Usamos ahora la cota 6ptima en la desigualdad de Khintchine para variables de
Steinhaus, con p = 1, para la cual referimos a [13], y obtenemos

i Vit~ S
lblle = 5= ) < E( D g™ ) = 1]l
j=1 j=1

Por hipétesis, p < po, por lo que 2'/,/7/2 > 1. La prueba se completa siguiendo
la cadena de desigualdades

VT

1Holls, 1111 = 277 lall 5

1bllez = llalle2[[blle> > [(F; ) =
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