UNIVERSIDAD DE BUENOS AIRES

Facultad de Ciencias Exactas y Naturales

Departamento de Matematica

Tesis de Licenciatura

Un método de estabilizacion para el problema de Stokes

Juan Manuel Caceres

Directora: Dra. Maria Gabriela Armentano

Marzo 2011



Agradecimientos

Quiero agradecer, principalmente, a mi directora de tesis Dra. Maria Gabriela
Armentano, por la ayuda brindada durante estos anos y el tiempo invertido en
corregir mis errores.

Al S.E.G.B.E y al Licenciado Diego Picco, que me otorgaron la ayuda econdémica
para poder estudiar y llegar a donde estoy.

A todos los Profesores y Ayudantes que tuve a lo largo de la carrera, por las horas de
estudio compartidas.

A mi amor, Carolina, que es lo mejor de mi vida, por la paciencia que me tuvo desde
el inicio de mi carrera y por estar conmigo en los peores y mejores momentos de mi
vida.

A mi madre, por alentarme y tenerme confianza. A Susana, la mama de Caro, por
haber estado siempre y por la ayuda que me envia desde alguna estrella. A mi
familia, por asombrarse con cada logro mio y estar presente.



Indice general

Introduccién

Capitulo 1. Métodos Mixtos
1.1. El Problema de Stokes
1.2. Teoria General abstracta de Métodos Mixtos

Capitulo 2. Aproximacion por elementos finitos
2.1. Teoria general de métodos mixtos discretos
2.2.  Condiciones inf-sup débiles
2.3.  El método de establizacion

Capitulo 3. Experimentos Numéricos
3.1. Aspectos Numéricos
3.2.  Ejemplos numéricos

Bibliografia

D =~

17
22
25

33
33
34

43



Introduccién

El problema de Stokes surge al modelar el movimiento de un fluido viscoso, incom-
presible, constituido por millones de particulas pequenas que se mueven dentro de una
cavidad con una cierta velocidad y que tienen una cierta presién. Encontrar la solucién
analitica a este problema es en general muy dificil, por lo cual se buscan aproximacio-
nes, tanto de la velocidad como de la presién, mediante algiin método numérico.

Los métodos de elementos finitos en los cuales dos espacios son utilizados para
la aproximacion de dos variables diferentes reciben el nombre de “métodos mixtos”.
En algunos casos la segunda variable es introducida en la formulacién del problema
por interés fisico y en otros casos, como en la ecuacién de Stokes, el problema posee
originalmente dos variables independientes, la velocidad del fluido y la presion, y la
formulacién mixta surge naturalmente [8, 10, 14, 17]). Cabe senalar que este tipo
de formulacion requiere estudiar, para cada eleccién de espacios de aproximacién, la
estabilidad del método propuesto, i.e, ver que se satisface la llamada condicion inf-
sup discreta, también llamada condicion LBB, la cual es necesaria para garantizar la
convergencia de los elementos finitos mixtos (ver, por ejemplo, [8, 14]) .

Para el problema de Stokes se han desarrollado diversos métodos mixtos eficaces
utilizando convenientes espacios diferentes para la presion y la velocidad; tal es el caso
de los llamados elementos de Taylor-Hood [7, 8, 13] o de algunos métodos recientes
como los introducidos en [1].

Es sabido que la eleccion de los mismos espacios de aproximacion para la presién
y la velocidad puede conducir a la presencia de oscilaciones como resultado de la vio-
lacion de la condicién inf-sup discreta, dando lugar a los llamados “modos de presion
espureos” (ver, por ejemplo, [8]). A pesar que el mismo tipo de aproximaciones de
bajo orden para la velocidad y la presion resultan inestables su aplicaciéon sigue siendo
de gran interés por varios factores. En particular, porque su implementaciéon requiere
resolver problemas algebraicos con matrices de poco ancho de banda. Para contra-
restar la pérdida de estabilidad existe una amplia gama de métodos, conocidos como
“métodos de estabilizacién”, en los cuales se propone una reformulacion del problema
mixto de forma tal de obtener aproximaciones estables usando los mismos espacios de
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aproximacion para la velocidad y la presion. El costo de utilizar métodos de estabili-
zacion se refleja en que estos involucran, en la mayoria de los casos, parametros que
se suelen ajustar empiricamente (ver [2, 4, 5, 6] y sus referencias) o en su defecto
reformulaciones que conllevan a la pérdida de la simetria del problema [12, 16].

En esta tesis veremos un método de estabilizacién para resolver el problema de Sto-
kes el cual establece una reformulacién del problema que permite obtener estimaciones
optimas e incondicionalemte estables al utilizar los elementos de bajo orden P, P;. Di-
cho método de estabilizacién fue desarrollado por Bochev, Dohrmann y Gunzburger
[9] v su principal interés radica que, a diferencia de la mayoria de los métodos de esta-
bilizacién presentes en la Bibliografia, su aplicacién no involucra parametros a ajustar
y todos los sistemas a tratar son simétricos. Mas aun, la implementacién del método
es simple ya que recae en calculos locales estandard en la implementacion de métodos
de elementos finitos y cualquier codigo clasico de métodos mixtos puede ser facilmente
modificado para incluir este proceso de estabilizacién.

En el primer capitulo plantearemos el problema de Stokes clasico en su forma debil
como un problema mixto y usaremos las herramientas del analisis funcional para probar
la existencia y unicidad de dicho problema.

En el segundo capitulo, plantearemos la aproximacién por elementos finitos y vere-
mos que, para que haya existencia y unicidad del problema débil discreto, los espacios
de aproximacién deben ser elegidos de forma tal que se satisfaga una condicién inf-sup
discreta. Veremos en particular que esta condiciéon no se satisface si los elementos de
bajo orden PP, son elegidos para la aproximacién. Sin embargo, mostraremos como
al agregar un término estabilizador a la ecuacién variacional, obtenemos un nuevo pro-
blema variacional que tiene solucién y es unica. Veremos también que dicha solucién
aproxima, con orden éptimo, a la solucion del problema de Stokes que estamos bus-
cando.

Finalmente en el capitulo 3 veremos algunos ejemplos numéricos. En particular,
resolveremos el clasico problema conocido como Cavity Flow y presentaremos otros
ejemplos de aplicacién, donde la solucién analitica es conocida, a fin de estimar el error
cometido y el orden de aproximacion, tanto para la velocidad como para la presiéon, en
normas de Sobolev. Los ejemplos expuestos muestran la buen perfomance y la accesible
implementacion del algoritmo de estabilizacion estudiado en esta tesis.



Capitulo 1

Métodos Mixtos

Los métodos de elementos finitos en los cuales dos espacios son utilizados para la
aproximaciéon de dos variables diferentes reciben el nombre de “métodos mixtos”. En
algunos casos la segunda variable es introducida en la formulacién del problema por
interés fisico y en otros casos la formulacién mixta surge naturalmente [8, 10, 14, 17]).
En el problema de Stokes, que modela los movimientos de un fluido viscoso incompre-
sible que ocupa cierta cavidad, existen dos variables independientes, la velocidad del
fluido y la presion, por ende la formulacion mixta resulta naturalmente apropiada para
el estudio y la resolucién del problema.

En este capitulo formularemos el Problema de Stokes como un problema mixto.
Presentaremos la Teoria General Abstracta de los métodos mixtos y estableceremos en
particular la existencia y unicidad de soluciéon para el Problema Mixto de Stokes.

1.1. El Problema de Stokes

Sea €2 C R? un conjunto abierto, acotado, con borde poligonal. Vamos a considerar
el problema de Stokes clasico que modela el movimiento de un fluido incompresible que
ocupa la cavidad :

—pAu+Vp=1f en ),
(1.1.1) V-u=0 en,
u=0 enl:=00Q,

donde u = (uy,us) es la velocidad del fluido, p es la presion, f € (L?(£2))? es la fuerza
por unidad de masa y p > 0 es la viscocidad que asumiremos constante.

Dado que el problema de Stokes involucra dos variables independientes, la presién
y la velocidad, resulta natural plantear un espacio adecuado para cada una de ellas,
dando lugar asi a una formulacién variacional mixta.

Sea V 1= (Hy(Q))* vy Q = L§(Q) = {q € L*(Q) : J,q = 0}, multiplicando las
ecuaciones por funciones test e integrando por partes obtenemos la forma débil de
(1.1.1): Encontrar u € V' 'y p € @ tal que
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a(u,v)+b(v,p) = (f,v Vvel,

o) (w,v) +bv.p) = (£,V)
b(u,q) =0 Vg e Q,

donde (f,v) = [,f-v y las formas bilineales a(-,-) : VxV =Ry b(-,-): VxQ =R
estan dadas por

a(u,v):p/Vu:Vv uvev,

(1.1.3) °

b(v,q):—/qV-V veV,qgeq.
Q

donde Vu = ( gz; ) y si Ay B estan en R?*? entonces A : B = Z?,j:l aijbij.

La norma en (H'(2))? esta definida como ||v|[?;1 ) = Jo VV i VV+ [o | V]2

Para simplificar notacion, las normas y seminormas de los espacios de Sobolev
H™(D), con m entero, seran denotadas por || - |lmp v |- |m.p respectivamente y en el
caso en que D = 2 omitiremos el segundo indice, senalando las normas directamente
por ||« |lm ¥ | - |m- Vamos a denotar con C, una constante genérica. Debe quedar claro
que C podria no ser la misma a lo largo de los capitulos

Para mostrar la existencia y la unicidad de solucién del problema variacional mixto
(1.1.2) vamos a hacer uso de la Teorfa General de Métodos Mixtos.

1.2. Teoria General abstracta de Métodos Mixtos

El problema de Stokes es una caso particular de una clase general de problemas,
llamados problemas mixtos, cuya teoria desarrollaremos a lo largo de esta seccién si-
guiendo los libros [8, 14, 20] y sus referencias.

Dados V' y @ dos espacios de Hilbert, el problema mixto general es hallar (u,p) en
V x @ tal que
a(u,v) +b(v,p) = F(v veV,

o (ol st~ Fl0
b(u,q) =G(qg) q€Q,

donde a(-,-) y b(+, -) son, respectivamente, formas bilineales continuas de VxV y V x @,
i. e., existe C' > 0 tal que:

la(u,v)] < Cllullyv|lvlly YueV YveV
b(u, )| < Cllullvllglle YueV vge@
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yF:V—RyG:Q — R son funcionales lineales y continuos.

Notemos que el problema (1.2.4) se puede escribir también de la siguiente manera:
Llamamos H =V X Q y sea

c((u, ), (v,9)) = alu,v) + b(v, p) +b(u, q)

una forma bilineal continua de H x H. El problema (1.2.4) es equivalente a hallar
(u,p) € H tal que

(1.2.5) c((u,p), (v,q)) = Fv) +Glg)  V(v,q) € H

La principal dificultad con este planteo es que, por ejemplo, para el Problema de
Stokes la forma bilineal ¢ no resulta ser coercitiva y en consecuencia la teoria clasica
para garantizar la existencia y unicidad de solucién, que hace uso del Teorema de Lax
Millgram (ver, por ejemplo, [10, 15]), no puede ser aplicada.

Para mostrar la existencia y unicidad de solucién del problema mixto general (1.2.4)
vamos a trabajar con los siguientes operadores: A:V — V' y B: V — Q' definidos
como:

< Au,v >yiyi=a(u,v) YoeV
< Bu,q >gxgi="0b(v,q) VqgeQ

y sus respectivos adjuntos: A* : V — V' tal que < u, A*v >yypri= a(u,v) YueV
B*: @Q — V' definido como < v, B*q >yyy:i=b(v,q) Yv €V

Con estos operadores el problema (1.2.4) puede describirse como hallar (u,p) €

V x @ tal que:
Au+B'p=F en V'

(1.2.6) P ,
Bu=G en @

Antes de seguir vamos a dar unas definiciones y enunciar un lema que serd una de las
herramientas necesarias para llevar a cabo nuestras demostraciones.

Dado A : Vi — V4 un operador lineal y sea S C V; un subespacio, definimos:
ker A={veV;:Av =0}

S°={A€eV] :<Av>ym=0 YveS}

a S° C V{ se lo suele llamar el espacio anulador de S.
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Sean Vi y V, espacios de Hilbert y A : V; — VJ un operador lineal y continuo.
Entonces tenemos el siguiente Lema:

LEMA 1.2.1. (ker A)° = (ImA*) y (ker A*)° = ImA

Demostracion: Veamos primero que (ImA*) C (kerA)°.

Sea w € ImA* entonces, w = A*u con u € V5. Para cualquier v € ker A tenemos
que < v, w >y, =< v, AU >y, =< Av,u >yyy,= 0y en consecuencia (ImA*) C

(kerA)°. Restaria ver entonces que (kerA)°® es cerrado.

Sea w, € (kerA)° tal que w, — w en || - ||V1,. Luego si v € kerA, < w,,v >=0
y por ende | < w,v > | = | < w — wy,v > |. Como lim,,_, ||w —wnHV{ = 0 resulta
< w,v >= 0 cualquiera sea v € kerA y por ende, w € (kerA)° lo que implica que
(kerA)° es cerrado. Tenemos entonces que (ImA*) C (ker A)° = (ker A)°.

Ahora supongamos que exista wg € (ker A)°\ (ImA*)
Por el teorema de Hahn-Banach existe un funcional lineal y continuo F, : V;, — R tal

que Fy(w) = 0 para todo w € (ImA*) y Fyo(wg) # 0 (ver, por ejemplo, [11]).

Como V; es un espacio de Hilbert, V] es reflexivo. Luego existe Y : V; — V4"
isomorfismo. M4s atin el isomorfismo viene dado por Y(v) = F, donde F, : V; — R
F,(w) =< w,v >. Entonces existe algin vy € V; tal que Fy = T(vg) o sea Fy(w) =
< w, v >yrxy; - Luego < wo, vg >y # 0y < w,vg >yrxy, = 0 para toda w € (ImA*).
En particular si u € V5 entonces A*u € (ImA*), luego 0 =< A*u,vg >vrxy, =
< u, Avg >y, xyy, entonces < v, Au >y =< Avg,u >yyxy,= 0 para toda u € V5 .
Luego Avy = 0. Entonces vg € ker A. Como wy € (ker A)° entonces < wy, vy >y =0,
Absurdo.

En consecuencia, (ker A)° C (ImA*) lo cual junto con la la otra inclusién implica
la igualdad.

La otra igualdad, (ker A*)° = ImA, es una consecuencia directa de la igualdad
anterior y el hecho que (A*)* = A

O

Definicién: sean Vi y V5 espacios de Hilbert y sea b: Vi x Vo — R. Decimos que
b satisface la condicién inf-sup si existe § > 0 tal que
b(u,v)

sup ——— > Bljvlly, Yv eV,
ucViu#0 HUHVI
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Para ver que el problema propuesto tiene solucion vamos a hacer uso del siguiente
Lema.

LEMA 1.2.2. Sea b:V x QQ — R bilineal y continua. Son equivalentes:

a) 36 > 0 tal que

b(v,q
sup A0 5 g0 Vg e @
veVu#0 ||v||V

b) B* es un isomorfismo de ) — (ker B)° y
1B%qlly = Bllglle Vg €@
¢) B es un isomorfismo de (ker B): — Q' y
1Bv]lgr = Bllvlly Vv € (ker B)*

Demostracion: Veamos primero que a) <= b). Supongamos que a) se tiene.
Entonces

<, B*C] >V XV b(U, Q)
[|lv

1B%ql[y» = sup = sup ——— = fBllqllo
vEVv#0 HUHV vEVv#£0 | HV
cualquiera sea ¢ € ). En consecuencia B* es inyectivo ya que si ¢ € ker(B*) la de-

sigualdad anterior implica que || ¢ [|o= 0y por ende ¢ = 0.

Veamos que ImB* es cerrado. Sea v, = B*q,, ¢, € @, tal que v,, — v. Luego,

[lon = vmllv: = |1B*qn = B gmllv: = [|B*(gn = @m)llv: = Bllan — amlle

Como v, es de Cauchy por ser convergente, ¢, resulta ser de Cauchy y por lo tanto
convergente. Luego existe ¢ € () tal que ¢, — ¢ .Como B* es continuo, B*q, — B*q
y por unicidad del limite v = B*q y por ende v € ImB* lo que implica que ImB*
es cerrado. Ahora por el lema anterior ImB* = ImB* = (ker B)°. En consecuencia
B*: Q — (ker B)° es biyectiva y b) queda demostrado.

Es claro que si vale b) se tiene entonces

<, B*q >V xv!

sup

=|B"qlly > Bllalle Vg€ @
veVv#£0 ||U||V

y tenemos a).

Veamos ahora que b) <= c¢). Para ello vamos a ver que ((ker B)*)" es isomorfo a
We. Para simplificar notacién llamamos W = ker B.
Sea pt : V. — W+ la proyeccién ortogonal de V sobre W+. Dada g € (W+)" defino
H(g) := gop*. Luego H : (W+) — W° pues es claro que gopt € V' y
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< gophw >yiy= g(pt(w)) = g(0) = 0, Vw € W lo que implica que g o p* € W°
cualquiera sea g € (W)

Claramente H es lineal y ademds H es inyectiva. En efecto, si H(g) = 0 con g :
W+ — R entonces H(g)(v) = 0, Vo € W. Luego para todo v € W+ tenemos
0=H(g)(v) = (gopt)(v) = g(p*t(v)) = g(v) =0y en consecuencia g = 0.

H es una isometrfa pues, dado v € W+ entonces pt(v) = v y |H(g)(v)] = |(g o
pH) @)l = lg(p*(v))] = lg(v)| ¥ en consecuencia ||H ||y 1y = |lgll w1y

H es suryectiva, en efecto dado L € W° definimos g € (W) como
g(v) :=< L,v >yixy. Dado v € V tenemos que g(p*(v)) =< L,p*(v) >y/xy vy como
< Lyw >yicy= 0, Vw € W resulta que < L,v — p=(v) >yxy= 0. En consecuencia
g(pt(v)) =< L,pt(v) >yrvy=< L,v >y/yy cualquiera sea v € V. Por ende L € ImH
y en consecuencia W° = I'mH.

. ! .z . . .

Dado que W*° es isomorfo a (W) la demostracién se sigue facilmente ya que si

B : Wt — Q' es un isomorfismo, entonces B* : Q — (W+)" es un isomorfismo y
como (W) es isomorfo a W® entonces B* : Q — W° es un isomorfismo.

Reciprocamente si B* : Q — W° es un isomorfismo, entonces B : (W°) — Q'
también lo es. Luego como W* es isomorfo a (W)  entonces B : Wt — Q' es un
isomorfismo.

O

Dada G € @' definimos el espacio W(G) = {v € V : Bv = G}. Notamos como
antes W (0) = ker B =W.

Consideremos los siguientes Problemas:
Problema A: Hallar (u,p) € V' x @ tal que

Au+Bp=F FeV'
(1.2.7) ,
Bu=G GeqQ

Problema B: Hallar v € V' tal que
Lo a(u,v) =Fv) YveW
(128) u e W(G)

Vamos a ver que si la forma bilineal b satisface la condicién inf-sup los problemas A y
B son equivalentes.
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TEOREMA 1.2.1. §i b satisface la condicion inf-sup, i.e., 30 > 0 tal que

b(u, q
sup D 5 5100, VeeqQ
uEVu#£0 ||UHV

Entonces los Problemas A y B son equivalentes.

Demostracion: Veamos primero que resolver el Problema A implica resolver el pro-
blema B.

Sea (u,p) € V x @ solucién de A. Entonces < Au,v >yivy + < v, B*p >y =
< F,v >y/yy para todo v € V.
Como Bu = G entonces u € W(G). Veamos que a(u,v) = F(v) Yve W.

Siv e W = Bv = 0 =< v,BD >yxw=< Bv,p >gxo= 0. Luego <
Au, v >yigy + < v, B'p >yp=< Au, v >y +0 = F(v) y por ende < Au, v >yryy=
a(u,v) = F(v) cualquiera sea v € W, i.e., u es solucién del problema B.

Veamos ahora que resolver el Problema B implica resolver el problema A. Como
u € W(G) entonces Bu = G. Dada u € V queremos ver que existe p € @ tal que
B*p = F — Au. Como b cumple la condicién inf-sup por el Lema anterior B* : ) —»
W*° es biyectivo y por lo tanto la existencia de p esta garantizada si probamos que
F—AueWe.

Notemos que siv € W entonces < F—Au, v >yrvy=< F,v >yivy — < Au,v >yigy=
F(v) — a(u,v) = 0 porque u es solucién de B y en consecuencia F' — Au € W°.

4

OBSERVACION 1.2.1. Vimos que u es solucion de A si y solo u es solucion de B.
Luego, si probamos que el problema B tiene solucion y esta es unica, la unicidad del
problema A sale del hecho de que el operador B* : Q — W° es biyectivo.

El siguiente Lema, el cual puede verse como una generalizacién del Teorema de
Lax-Millgram, es una herramienta importante para la demostracion del Teorema de
existencia y unicidad del problema (1.2.4).

LEMA 1.2.3. Si existe a« > 0 tal que a(-,-) cumple las siguientes dos condiciones
mnf-sup:
i)

a(u,v)

sSup > allvl|ly YoeW

uEW u#£0 ||U‘ |V
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ii)

a(u,v)

sup > allully YueW

vEW v#£0 ||U||v

Entonces para todo G € W' existe una unica uw € W tal que a(u,v) = G(v) para todo
v e W. Ademds ||lully < L||Gllw-.

Demostracion: Definamos los operadores lineales:
AW — W < Au, v >y = a(u,v)

AW — W < u, A% >wxwr= alu,v)
Por la continuidad de a es claro que estos operadores son continuos. Luego (ker A*)° =
ImA y las dos condiciones inf-sup se traducen en |[A*v||y+ > af|v||v y ||Aullw >
al|ul|y respectivamente. Con la misma idea que en el Lema 1.2.2 se demuestra que ImA

es un subespacio cerrado de W’. Ademés la condicién inf-sup implica que ker A* = {0}
y ker A = {0} lo que nos dice, en particular, que A es inyectiva.

Luego W' = ({0})° = (ker A*)° = ImA = ImA con lo cual A es sobreyectiva.
Por lo tanto, por la biyectividad de A dado G € W' existe una tnica u € W tal que
a(u,v) = G(v) para todo v € W. Ademas ||G||lw' = ||Au||lw > al|u||v.

O

OBSERVACION 1.2.2. Si el operador B es idénticamente nulo, entonces W = ker(B) =
V. Luego dado G € V' si a es continua y cumple las condiciones del lema anterior con
W =V entonces existe una unica u € V tal que a(u,v) = G(v) Yo eV .

Ahora si, veamos la existencia y unicidad del problema mixto (1.2.4):

TEOREMA 1.2.2. Si a satisface las dos condiciones inf-sup del Lema 1.2.3 y b satis-
face la condicion inf-sup del Lema 1.2.2 entonces existe un unico (u,p) € V x Q tal que

(1.29) {a(u,v)—i—b(v,p)—F(v) YoeV
- b(u,q) = G(q) Vg€ Q.
ademads
1 1 ALy
lllv < ZUFlly + 501+ ===l
(1.2.10)

Lo Ay Al o Al
lplle < 501+ == FEDIFlly + T 52 (1 T )

IN

|Gl
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Demostracién: Dada G € Q' como b cumple la inf-sup el operador B : W+ —
es biyectivo. Luego existe una tnica @ € W+ tal que Bi = G y ademés ||G|lgr =
|Bullgr = Bllullv.

Como b cumple la inf-sup el problema (1.2.4) es equivalente al Problema B. Veamos
que el Problema B resulta ser equivalente a:

Hallar w € W tal que:
(1.2.11) a(w,v) = F(v) —a(u,v) Yo e W.

En efecto, si w es solucién de la ecuacién (1.2.11) entonces v = w+ satisface a(u,v) =
a(w+u,v) = a(w,v) + a(t,v) = F(v) y Bu= Bw+ Bu =0+ G = G con lo cual u es
solucion del Problema B.

Reciprocamente si u es soluciéon del Problema B entonces w = v — u € W pues
Bw = Bu— Bu =0y a(w,v) = a(u,v) — a(t,v) = F(v) —a(t,v) Yv & W y resulta
ser w solucién de (1.2.11).

Luego, para terminar la demostracién bastara con ver que existe una tnica w € W
solucién del problema (1.2.11). Notemos que:

F(v) —a(tu,v) =< F — A, v >yrww Yv € W,

ie., F — Au € W'. Por el Lema 1.2.3, como a satisface las dos inf-sup, tenemos que
existe una tnica w € W tal que a(w,v) = F(v) — a(@,v) para todo v € W y ademés
|w|ly < L||F — Aty . Luego, u = w + @ satisface el Problema By esta es tinica pues
w es unica. Por Teorema 1.2.1 y la Observacion 1.2.1 concluimos que 3!(u,p) € V x Q
solucién del Problema (1.2.4).

Veamos ahora las estimaciones a priori.

_ _ 1 _ _
lully = lw+ally < flwlly +lally < ~|1F = Adllv + [|allv

[A[|Lev,vr )
0]

IN

1 . N 1 .
o~ UE v + Al llallv) +llallv = (1l + [lallvy (1 +

1 1
- F / - G /]_
SI1F Il + 51l (1 +

IN

|| A| \IL(V,V'))
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Como B*p = F — Au tenemos que

1, 1 1
plle < SIIB*plly = SI1F — Aully < S([[Fllyr + [|Aul|y)
54 B 54
1
< E(”FHV'+'M/HM4WV@”UHV)
1 1 1 1 ALy
< ZlFlv + Ay ([l + S Gl (1T + ————
5” Iy ﬁH | )(aH | 5“ g ( 5 )
1 11 1 ||A||]L(VV’)
= —||F||y ——|lA A |y —I|A NG| o (1 _
5” 1% +/3a” vl HV‘%BQH Lo |Gl (T + 5 )
1 [A[|Lov,v | AllLvvr [A[lvvr
= —(14+ ———)||F||\ : 1 : Gllo
5( + . WE| v+ 52 (1+ 5 NGl

y el Teorema queda demostrado .
O

En vista de los resultados previos, para garantizar que el problema de Stokes tenga
solucion y esta sea unica hay que verificar que las correspondientes formas a y b sean
bilineales, continuas y cumplan la condicién inf-sup. Recordemos que para el problema
de Stokes tenfamos a : V XV — R, b: V x ) — R dadas por

a(u,v) :u/Vu:Vv
Q

b(u,q) = —/Qq V.

con V = (H}())? y Q = LE(Q).

(1.2.12)

Como u € (H}(£2))? haciendo uso de la desigualdad de Poincaré: ||ully < C,||[Vullo,
con C, > 0, vemos facilmente que |Vullp y |lull; son equivalentes y por ende a es
coercitiva, i.e, existe una constante C' > 0 tal que a(v,v) > C || v || Vv € V.
En particular, a satisface las dos condiciones inf-sup del Lema 1.2.3 ya que: Dada
ueVu+#0,

a(u,v) (u,u)

a
sup >

> Cllulfy
vevyvzo V][ [lully

La otra inf-sup es consecuencia de la simetria de a.

Debemos ver ahora que b satisface la condicién inf-sup dada en el Lema 1.2.2. Para
ello vamos a hacer uso del siguiente resultado (ver, por ejemplo, [8, Lema 2.2|)
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TEOREMA 1.2.3. Dada f € L3(Q) existe u € (H3(Q))? y una constante C > 0 tal
que

Veu=f y i <C|fllo

Luego, dada g € L(Q) el Teorema anterior nos garantiza que Ju € (H}(Q))? :
—V.u = ¢ y en consecuencia

(lall)® _ Jota _ JyV-ug

(1.2.13) lqllo= =1l _
gl Tlallo llallo

(1214> — b(u7q> S Cb(uucD S C sup b("uQ)
lallo [ulh vev v |[Vilv

Por lo tanto, b cumple la inf-sup y estamos en condiciones de aplicar el Teorema
1.2.2 y concluir la existencia y unicidad de solucién del problema (1.1.2).

COROLARIO 1.2.1. Eziste un tnico (u,p) € V x Q solucion del Problema de Stokes
(1.1.2).



Capitulo 2

Aproximacién por elementos finitos

A lo largo de este capitulo vamos a estudiar la resolucién numérica, por elemen-
tos finitos mixtos, del Problema de Stokes (1.1.2). Vamos a mostrar que la eleccién
de los mismos elementos de bajo orden para el par velocidad-presiéon nos conduce a
aproximaciones inestables y siguiendo al trabajo [9] vamos a presentar un método de
estabilizacién que nos permite eliminar los modos de presion espiireos y obtener aproxi-
maciones numéricas incondicionalmente estables y con 6ptimo orden de convergencia.

2.1. Teoria general de métodos mixtos discretos

Consideremos ahora subespacios V;, C V y @), C ) ambos de dimension finita. El
problema mixto discreto, asociado al problema mixto (1.2.4), es:

Hallar (up,pr) € Vi, X Q) tales que
{a(uh, v) + b(v,pp) = F(v) Yo eV,
b(un,q) = G(q) Vg € Qn

Consideremos By, : Vj, — @}, definido por: < Byv,q >q; x@,:= b(v,q)Vq € Q.
Llamemos W}, = ker B, C V,.

(2.1.15)

Luego, en vista del Teorema 1.2.2 tenemos el siguiente resultado:

COROLARIO 2.1.1. Si las formas bilineales y continuas a y b satisfacen las siguientes
condiciones inf-sup con constantes o y B* independientes de h.

sup > of||ully  Yu € Wy,
vEWRv#0 ||U||V
sup alu, v) > of||v|ly Vo e Wy,
weWyuzo |[ullv
b(v, q .
(2.1.16) sip 22D 5 geg Vg e Qu
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existe un unico par (up,pp) € Vi X Qp solucion del problema (2.1.15). Ademds existe
C > 0 independiente de h tal que

(2.1.17) lunllv + llpalle < CU[F]lv + [|Glle)

En un problema mixto dado, si a y b satisfacen las condiciones inf-sup continuas
del teorema 1.2.2 y para una determinada eleccion de los espacios V}, y ), se satisfacen
las condiciones inf-sup discretas del corolario 2.1.1, tenemos el siguiente teorema.

TEOREMA 2.1.1. St a y b satisfacen las condiciones inf-sup continuas del teorema
1.2.2 con constantes o y B respectivamente y satisfacen las condiciones inf-sup discretas
del corolario 2.1.1 con constantes o™ y B* respectivamente, entonces

(2.1.18) |u = unllv +[lp = prlle < C (It [ju — o[y + Imf []p—qll)
vEV), q€Qn

Si ademds ker By, C kerB entonces ||u — up||lv < C inf ey, ||u—v||v.

En nuestro problema tenemos que a(u,v) = p fﬂ Vu : Vv es coercitiva y por lo
tanto satisface la inf-sup continua y discreta en vista de que la coercitividad, que es
una propiedad hereditaria, implica la condicién inf-sup. Anteriormente vimos que b
satisface la inf-sup continua. A diferencia de la coercitividad, la condicién inf-sup no
es hereditaria, i. e., la validez de la condicién inf-sup en un espacio V no garantiza su
validez en subespacios V}, de V. Entonces para poder garantizar la existencia y unicidad
de solucién del problema (2.1.15) deberiamos ver, para cada eleccién de los subespacios
Vi v Qn, que b cumple la condicién inf-sup discreta (2.1.16).

Sea

My = {qn € Qi : b(vp, qn) =0, Yo, € V3, }

i.e., M}, = ker(Bj). Una condicién necesaria para que se cumpla la condicién inf-sup
(2.1.16) es que M), = {0}, i.e, el operador B; sea inyectivo. El espacio M), es llamado
espacio de modos de presién espureos.

Como estamos en dimesién finita podemos hacer uso del teorema de la dimension:

dim(KerB;) = dim(Qy) — dim(/mB;) > dim(Qp) — dim(V})
y concluir que una condicién necesaria para que la condicién inf-sup discreta se satisfaga

€s que

En lo que sigue, dado un conjunto D denotaremos por Px(D) el espacio de polino-
mios de grado a lo sumo k en D.
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Sea T;, una triangulacién de €2 tal que dos triangulos cualesquiera de la triangulacion
comparten a lo sumo un vértice o un lado. Notaremos por h el tamano de la malla,
i.e., h := maxpey, hr, con hy la longitud del mayor lado de 7. Asumiremos que la
triangulacién T, satisface la condicion del &ngulo minimo y en consecuencia, existe una
constante o > 0 tal que hy/pr < o, donde pr es el didmetro de la mayor bola contenida
en T

Ahora vamos a ver ejemplos de subespacios V}, y @, para los cuales no se cumple
la condiciéon inf-sup.

Antes de ello vamos a ver un resultado, conocido como relacién de Euler, que
vincula la cantidad de nodos, lados y elementos de una triangulacién. Consideremos {2
un dominio con borde poligonal (sin agujeros) y una particién de €2 en tridngulos T} o
en cuadrilateros Q.

Notamos:

N = nuamero de nodos en 2
Ni = numero de nodos internos en {2
NI = numero de lados en 2
ONIl = numero de lados en el borde de §2
ON = numero de nodos en el borde de {2
Ne = numero de elementos en 2

LEMA 2.1.1. Relaciones de Euler

(2.1.19) Ne—- NI+ N =1
(2.1.20) ONl = ON
Si ademds los elementos son tridngulos entonces
(2.1.21) 2Nl — 0Nl = 3Ne.

El siguiente ejemplo nos muestra que los elementos de mas bajo orden que podria-
mos considerar no satisfacen la condicién inf-sup.

2.1.1. El elemento P;F,. Consideramos €2 = | J T}, con T} tridngulo. Elegimos
Vi, ={veCQ)?: vy € P(T})*, VTi}N(Hy())?
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2
Qn=1{q € Ly(?) : g7, € Ro(Ti)}

Veamos que este ejemplo no verifica la condicion inf-sup. Recordemos que esto es
equivalente a que los operadores By, : Wit — Q) v B; : Q;, — W} no son isomorfos.

Del teorema de la dimensién tenemos que
(2.1.22) dim(kerBy) = dim(Qn) —dim(ImBy) > dim(Qp) —dim(V},) > Ne—1—2Ni,
donde Ne es la cantidad de tridngulos.
Del lema 2.1.1 tenemos que
Nl = Ne+ N —1,
y usando (2.1.21) obtenemos
2Ne+2N — 2 — ONIl = 3Ne.
Luego,
2(Ni+dN) —2— 0Nl = Ne.

Entonces concluimos que
Ne —2Ni—1=20N —3—-0N =0N —3 >0,

salvo que ON = 3 o sea si {2 consta de un solo tridngulo.

El siguiente ejemplo muestra que, si se utilizan elementos continuos de grado 1 en
cada tridngulo para el par velocidad-presién (i.e., el elemento finito P, P;) la condicién
inf-sup es violada dando lugar a la aparicién de modos de presién espureos y en conse-
cuencia, aproximaciones inestables de la presion.

2.1.2. Elinestable elemento P, P, (Checkerboard mode). El elemento P, Py
es el elementos més sencillo y facil de programar que se nos puede ocurrir si deseamos
tener aproximaciones continuas de la presion. Es sabido, sin embargo, que este elemento
nos conduce a la aparicién de modos de presién esptreos [8, 17].

Sean
Vi = {ve (C®)": vy e (PUT)? VT € T} N (Hi(9))?
Qh = {q € C(ﬁ) “qr € Pl(T), YT € 7;1} M Lg(Q)

Vamos a construir ¢* € Qy, ¢* # 0, tal que b(v,¢*) = — [,¢*V.v=0 VYveV,.
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Esto nos dice que

sup blv, ¢") =0
vevi v20 |[V]lv
y por ende no se cumple la condicién inf-sup.
Vamos a construirla de modo que [,¢* =0, YT € T,.
Para fijar ideas consideremos Q2 = [0,1] x [0,1] y tomemos una particiéon de € en
cuadrados de tamano h los cuales subdividimos por su diagonal obteniendo asi una
triangulacién uniforme de €.

Dado un tridngulo T' cualquiera denotamos por z{ | 22 | 21 los vértices de T. En-
tonces tomamos ¢* € Py(T) tal que ¢*(2T) =0, ¢*(23) = 1, ¢*(2]) = —1. No hay que
olvidar que como queremos que ¢* sea continua hay que construirla de forma tal que
en los tridngulos contiguos se peguen bien. Un ejemplo de tal construccion es mostrada
en la Figura 2.1.1.

0 1 -1 0

-1 0 1 -1

i 1 (0] 1
.

0 1 -1 0

FicurA 2.1.1. Un modo de presién espiireo

Como ¢* tiene grado 1 en cada tridangulo tenemos que:
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(2.1.23) / q = il iq*(zT) =0
T 3 i=1 Z

ya que la férmula de integracién numérica Q(f) = % Z?:l f(z) es exdcta para poli-
nomios de grado 1 en 7.

Teniendo en cuenta que V.v es constante sobre cada T, tenemos que Vv € V},

(2.1.24) /q*V.V = Z/ gV.v= ZV.V/ qg-=0
Q = Jr p= T

Modos de presion de la forma de ¢* son llamados “Checkerboard mode”.

2.2. Condiciones inf-sup débiles

Nuestro propésito es ahora introducir un método de estabilizacién para los ines-
tables elementos P, P;. Para ello, vamos a agregar un término a la segunda ecuacion
de (1.1.2) de forma tal que el problema sea estable y vamos a probar que este nuevo
problema tiene una tnica solucién la cual aproxima a la solucién del problema (1.1.2)
con orden 6ptimo.

Sean

By = {’U € L2(Q) tU) € Po(T),VT S 771}}
P ={veC@Q):v, €P(T)VT € Tp}

Py = {ve (C(Q)) s v, € PT),VT € Ty}

El siguiente lema establece la existencia de un operador de interpolacion que nos
permite establecer las propiedades de aproximacién de los espacios Py vy P; las cuales
seran de suma utilidad para establecer la convergencia del método.
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LEMA 2.2.1. (Interpolante de Scott-Zhang). Existe un operador lineal T : H(2) —
Py tal que:

(2.2.25) la=Z(@llo < Chllalli Vg€ H'(Q)

(2.2.26) llu —Z(u)|lo+ hllu —Z(w)|y < Ch3||ulls Yu € H*(Q)

Demostracion: La demostracion de ambas estimaciones puede verse en [21].

Vamos a considerar los subespacios V, = (H}(Q))?NPy C Vy Qy = LE(Q)NP, C Q
ambos de dimension finita.

Consideramos el problema mixto discreto: Hallar (up, pp) € Vi, x @), tal que
{ a(up, v) +b(v,pp) = F(v) VYvey,

(2227) b(up, q) =0 Vg € Qn

En la seccién anterior vimos que con esta eleccién de subespacios b no cumple
la condicion inf-sup discreta. No obstante vamos a probar que para los subespacios
definidos anteriormente se cumple una forma méas débil de la condicién inf-sup discreta.

Durante nuestras estimaciones vamos a hacer uso de la siguiente desigualdad inversa
(ver, por ejemplo, [15]):

LEMA 2.2.2. Dada cualquier q, € Qp,, existe una constante C' positiva tal que:
(2.2.28) IVanllo < Ch™lgnllo

Los siguientes lemas nos proporcionan desigualdades que nos ayudaran a entender
la deficiencia de la condicién inf-sup para estos espacios.

LEMA 2.2.3. Sean Vi, y Q los espacios definidos anteriormente. FExisten C7; > 0 y
Cy > 0 tal que

anV. vy
(2.2.29) sup A2BVVR S o= Gl Vanlle Van € On
VhEV Vh#0 ||VhH1

Demostracion: en vista de la condicion inf-sup continua tenemos que

qV.v
(2.2.30) sup JpaVy > Bllallo Vg€ Q
vev v |Vl
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en particular dado ¢, € Q) C Q existe w € V tal que

(2.2.31) / anV.w > Bllqnllo||wl]x
Q

Dado w, existe wy, € V}, un interpolador de w para el cual se cumple

|lW = whllo < Chl[w[|x

(2.2.32)
[[wall1 < Cllwl]1,

de hecho podemos, por ejemplo, tomar wy, igual al interpolador de Clement de w [15].

Usando (2.2.31) y (2.2.32) tenemos que

Jo @V Wy - Jo @V Wy B Jo V. (Wn — W) + [, V. W

lwuli = Cllwlli Cllwl|[x
S JoanV-w | [y Van(wn —w) |
- Cllwlh Cllwl|y
B Vg W — W
> 5HQhHo— ! h||(g|‘||w‘|1 bllo > C1|gnllo — Coh||Vanlo
Como
(2.2.33) sup Jo ¥V Vi Jo V-

vneVi vozo  |[valli 7 [[walh

Tenemos el lema probado.
O

Notemos que el término —h||Vgn||o que aparece en el lema 2.2.3 caracteriza la
deficiencia de la condicion inf-sup para el inestable par P;P;. Esta observacion nos
lleva a buscar un camino altenativo, con el fin de contrarrestar este término, y poder
resolver con eficacia el problema de Stokes. En otras palabras, vamos a aproximar
usando otro problema discreto en el cual desaparezca el término —h||Vgs||o.

Existen numerosos trabajos referentes a los llamados métodos de estabilizacion cuyo
proposito es modificar el problema de forma tal que la deficiencia de la condicién inf-
sup sea superada (ver, [2], [3], [18], [19]). En este trabajo la caracterizacién de la
deficiencia de la condicién inf-sup sera planteada en términos de ciertos operadores
abstractos.
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Sea IT : L*(Q2) — L*(Q) el operador definido de forma tal que

/TH(q):/Tq VT €T,

Es fécil ver que II(q)|, = ﬁ Jra
LEMA 2.2.4. Eziste C' > 0 tal que

(2.2.34) ChlIVanllo < llgn — I(gn)llo  Van € Pr

Demostracion: Para probar (2.2.34) hay que notar que II(gs) es constante sobre
cada tridngulo 7'y por ende V(II(gp))|, = 0.

|7

Usando este hecho y la desigualdad inversa del lema 2.2.2 tenemos que,

RIValls = Y 1Van,l8r
T
= > P2V, — Tan) e < Cllany, — Wan) il r
T T

= Cllan — (gn)l[s

Combinando los Lemas 2.2.3 y 2.2.4 obtenemos:

COROLARIO 2.2.1. Ezisten Cy > 0 y Cy > 0 independientes de h tales que

V.v
(2.2.35) sup Jo Vv
VhEVL VR#D thHl

> Cillgnllo — Col|(I — M)anllo  Van € Qn

2.3. El método de establizacion
Con el fin de compensar la deficiencia de la condicién inf-sup vamos a considerar el
siguiente problema variacional discreto que es una modificacién del problema (1.1.2).
Hallar (up, pn) € Vi, x Qp, tal que:
a(up,v) +b(v,pp) = F(v) VYvey,
{b(uh;Q) — G(pn,q) =0 Vg € Qn
donde G(pn,q) = [ (pn — H(pn))(q — 11(q))-

(2.3.36)
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Notemos que este problema es equivalente al de hallar (uy, pn) € Vi, x @, tal que

(2.3.37) Q(un, pr,v,q) = F(v) Y(v,q) € Vi, x Qy
donde Q(un, pr, v, q) = a(un, v) + b(v, pr) + b(ug, ) — G(pr, q)

Este problema variacional no es equivalente al problema de Stokes (1.1.2). No ob-
tante, vamos a ver que el problema (2.3.37) tiene una tnica solucién y bajo alguna
hipétesis adicional sobre u veremos que la solucién uy, € Vj, converge en norma H' a u
Y pn € Qp converge en norma L? a p donde u y p son soluciones del problema (1.1.2).

Definamos W), = Vj, X Q. Luego, si w € W), entonces w = (v,q) con v € V, y

q € Qn.

En W, definimos naturalmente la norma: ||w||; = [[(v,¢)|[1 = ||V||1 + ||4l]o-

Ademas, como V;, y @), son espacios de Hilbert entonces W), también lo es con el
producto interno (-, ), = (-, -)gr + (+,-)r2 y por ende, tenemos también definida

1/2
-llo = G, iz

Es fcil ver que la forma Q : W), x W), — R es bilineal y simétrica. Para ver que
el problema (2.3.36) tiene una tunica solucién, probaremos que Q: Wy xW, — R
es continua y cumple la condicién inf-sup. Debido a la simetria de ) se tiene que, si
se cumple una condicién inf-sup, automaticamente se cumple la otra condicion. Luego
por la observacién 1.2.2, se tiene la existencia y unicidad del problema (2.3.37).

Veamos en primer lugar que Q) es continua. Para ello necesitamos ver la continuidad
del operador IT : L?*(Q2) — L?*(2).

LEMA 2.3.1. Si g € L*(Q) entonces
(2.3.38) [I1I(g)[[o < [lallo

Demostracion: Usando la desigualdad de Holder tenemos que para cada T € T,

1 2
= [ (5 [ o) < [ =lhlia
A ) =,

g 5= I Oa 52< Dl lr=lallf-
T T

luego

El siguiente Corolario demuestra la continuidad de la forma bilineal Q.
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COROLARIO 2.3.1. Ezxiste C' > 0 tal que

(2.3.39) Q(un, pn, v, q) < C([|unl[r +[lpallo) (VI + [lallo)

Demostracion: Por la continuidad de las formas bilineales a, b y el lema anterior
tenemos

Q(un,pn,v,q) = a(un,v) +b(v,pn) + b(un, q) — G(ps, q)
< Nunlfs[[v[l + [Ivllillpallo + [[unllillgllo + o — Ipallollg — gl
< law[l[v]ls + [Ivllillpallo + anll1[lgllo + 4]lpnllolgllo
< A(l[anlf1 + [lpallo) ([[vI[+ + lalfo)

Ahora estamos en condiciones de probar que ) cumple la condicién inf-sup.

TEOREMA 2.3.1. Exziste C' > 0 independiente de h tal que
(2.3.40)

Ll, 7V7
qup QPRI ) V) € W

(Vi) eWn (vman)20.0) |[Vallt + llanllo —

Demostracion: Para probar la inf-sup basta con construir (v, §n) € W, tal que

(2.3.41) Q(un, pr, Vi, Gn) = C([[anll1 + [[pallo) ([[Vallr + [IGnllo)
para alguna constante C' > 0. Dado (up, py) € W, tenemos que:
(2.3.42) Q(un, pn, un, —pn) = p|[Vun|[§ + 1|(1 = Tpal[5

Dado p;, sabemos que existe w € H}(Q) tal que

(2.3.43) /vazémmmwh
Q

Sea wy, el interpolador de w introducido en el lema 2.2.3 podemos suponer que wy,
esta normalizado de forma tal que cumple

(2.3.44) IVwhllo = v/l [pallo

Por los mismos argumentos que usamos en la demostracion del lema 2.2.3 tenemos que

fQ phV.wh

2.3.45
(2.3.45) Vwall

> Cillpallo — Col|(I — I)palo
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luego

(2.3.46) /phV-Wh > Cut|lpall§ — Cop2II(1 = )pallo]pallo
Q

Como no nos va a importar que C y Cy dependan de p redefinimos C := Clul/ 2
y Cy = Czﬁbl/ 2
Ahora fijamos (vy, gn) = (—awy,0) donde a € Ry serd elegido luego. Usando (2.3.44)
y (2.3.46) tenemos que:

Q(un, p, —awy,0) = a(uy, —awy) + b(—awy, pp)
= —oglu/ Vuy : th+a/phV-Wh
Q Q

—ay/1il[Vus|lollpalo + o (Callpalls — Call(X = Tpnllollpallo) -

v

Para (vp, qn) = (up — awy, —pp,) usando (2.3.42) y la desigualdad anterior tenemos

Q(Un, p, up — awn, —pn) = Q(Un, ph, Un, —pp) + (Up, ph, —aWy, 0)
> p||Vug|[§ + [|(1 = Ipall§ + aCy|[pal[3

= ay/pl[Vulfol[pallo — aCal[(1 = T)pxllo||pnllo

Ahora usando la desigualdad de Young:

a®>  eb?
b= — < — 4 —
¢ \[‘[ 2% 2
con € = % > 0 obtenemos
|| Vun|[5
Vil Vanlfol|pallo < p———— c, ¢+ H wll

C3 4
Col[(I = I)pallolpallo < éll(f — Mpall + el

Luego combinando todas las desigualdades obtenemos

- o F aC'
Q(un, pp, up — aWp, —pp) > p(l — a)HVuhH(Q) +(1— Oégj)H(I — )y |2 + —- ||ph||0
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5 — mind{ €L Ci & > 1,1_80 S
Tomando & = min{ =, 20%} tenemos que 1 — & >3y 1— 7% > 5.
Tomemos ahora Vi, = u, — Gwy y G, = —pp. Entonces usando (a + b + ¢)? <

3(a® 4+ b* + %) tenemos

- 1 -
Qun, pn, Vi, @) 2 5 (V| [g + GCapallg + 1T = Tpall5)

1 —
> 6(\/ﬁ||Vllh||o +V/aCh||pallo + [ = M)pallo)* = v(||Vunllo + ||pal]o)”

1

con vy = ¢

min{u, & C1}

Finalmente, usando (2.3.44) llegamos a

IV¥llo+ llanllo = [IV(un = awn)llo + [Ipallo < [[Vunllo + &[|V'wallo + |pallo
= [[Vuanllo + (1 + av/)llpallo < 6 ([[Vanlfo + [[pallo) ,

donde ¢ = 1+ a,/u. Luego, tomando C' =

Q(un, Ph, Vn, ¢n)

v

YV unlfo + [1pallo)([[Vanllo + [[pallo)
gl

0([[Vanllo + [pnllo) 5 (IIVun[lo + llpallo)

> C(lIVvallo + llgnllo) (I[Vanllo + |[pallo)

y el teorema queda demostrado.

\%

COROLARIO 2.3.2. Ezxiste un tnico (uy,pp) que satisface 2.3.56

El siguiente teorema establece las relaciones de aproximacion del método de esta-
bilizacién y puede verse como una generalizacion del teorema 2.1.1,

TEOREMA 2.3.2. Sea (u,p) € (H}(Q))? x L4(QY) solucidn del problema (1.1.2). Sea
(un, pr) € Vi X Qp, solucion del problema (2.3.36). Existe C' > 0 tal que

[lu —up|ls + [[p = pallo < C( inf |[|p—aqullo + inf [Ju—vyu|ly +][](I = O)pllo)
an€Qn VhEV),
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Demostracion: Dado que Vi, x Qp C V x @ de la formulacién (1.1.2) sabemos que

a(u,vp) + b(vn,p) = F(vn)  Vvh €V,

2.3.47

( ) b(u, Qh> = O vqh c Qh
También de la formulacién (2.3.36) resulta que

(2.3.48) a(Un, Vi) + b(vn, pr) = F(vn) Vv € Vi

b(un, qn) = G(Pr.qn)  Van € Qn

Restando las ecuaciones tenemos

a(up, —u,vyp) + b(vh,pp —p) =0 Vvh € V4

2.3.49
( ) b(up — v, qn) = G(pn, qn) Van € Qn

Equivalentemente tenemos

(2.3.50) a(up —u,vp) + b(Vh, pr — p) + b(un —u, qn) = G(pn, qn)
lo que puede escribirse como:
(2.3.51) Qun — w,pp, — p, Vi, @) = G(p,an) V(v @) € Vi X Qn.

Sea (Wn,71) € Vi, X Qp, cualquiera. Como Q verifica la inf-sup en Vj, x Q) tenemos que
existe C' > 0 tal que

Q(Uh — Wh; Ph — Th, Vh, Qh)

C(|[up = Wl + [lon = 78llo) < (quhS)lEll"ihXQh Vol + Tlanllo
— e Q(un — W, pp — P, Vin, ga) + Q(U = Wi, p — 70, Vi, 4n)
(Vian)EVi X Qn [[vall1 + [lanllo
_ sup G(p,qn) + Q(0 — W, p — T, Vi, qn)
(Vh,qn)EVR X Qp [[Vall1 + [lgnllo

Del corolario 2.3.1 se deduce que

Q(u—wpn,p— 14, Vi, qn) < C(|Ju—wnlli + [|lp = 7rallo)(||Vall1 + |lan]]o)

y por la continuidad de II tenemos que existe C' > 0 tal que

G(p,qn) < CG(p,p)"*||gnllo
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luego tenemos

lqnlo
C(l[an —wll + [lpn —7alle) < sup  G(p,p)"”
(Vh,qn)EWhH HVhH1 + ||Qh|’0

G(p,p)"* + |[u — wn||i + |lp — 7allo
= [|(I =1D)pllo + [l — w|[1 + [[p — 71llo

+[[a = wyll1 + [lp = 71llo

IN

Por la desigualdad triangular tenemos

[l = wils + |[p = rallo + |[Wn = anlly + [[rn = pallo

lu —anlfy +[[p = prllo <
< C(l[u=wnlly +|lp = rallo + [[(1 = )plfo)

Tomando infimos con wy, € Vj, y 1, € @y, se tiene demostrado el teorema.
O

Observemos que por la definicion de II tenemos que fT(p — IIp) = 0. Luego si
p € HYT) entonces p — IIp € HY(T) y podemos usar el teorema de Poincaré para
funciones de promedio cero para establecer que:

[lp = Tpllor < cph||V(p —Up)llor = cphl|Vpllor < cphllpllir

donde ¢, es una constante que no depende de T'.

Para luego concluir que

(2.3.52) lp = Tpl[5 =D llp = Tpllr < > cchllpllir < Chllp|h
T T

Suponiendo un poco mas de regularidad para u y p esta observacién nos permite
mostrar la convergencia de u, a u'y p, a p.

COROLARIO 2.3.3. Supongamos que (w,p) € (H}(Q))> N H*(Q) x LA(Q) N HY(Q)
es solucion del problema (1.1.2). Supongamos que (up,vy) € Vi, X Q, es solucion del
problema (2.3.36). Entonces

(2.3.53) [lu = unl[s +[lp = pallo < Ch(l[ull2 + ||p[]1)
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Demostracion: por la estimacién (2.2.26) del lema 2.2.1 sabemos que dada u €
(H?(2))? existe wy, € V}, tal que
(2.3.54) [u— a0 + h|ju — ||y < CR?[|ull,

En particular,
lu— a1 < Chlful];

Por otro lado, la afirmacién (2.2.25) del lema 2.2.1 nos dice que dada p € H'(2)
existe Z(p) € P, tal que
llp = Z(p)llo < Chllplh

Luego, si definimos pj, = Z(p) — ﬁ JoZ(p), es claro que p, € Q; y como [,p =0
usando la desigualdad de Holder concluimos que

lp=pullo = Ip— (I(p)—ﬁ I(p)) lo < ||p—I(p>||o+ﬁ“/ﬂ(p—ﬂp))llo
< lp—Z@llo + lr/ D1 <l —Z)o + lp - Z@)lo
< Chllplls

En consecuencia, usando estas estimaciones de error de interpolacién, el teorema
anterior y la desigualdad (2.3.52) tenemos

[lu—unlls +[lp=pulle < Cllp = Ballo + [[a —ap[[s + [|(/ = I)po)
< Ch(|[ullz +[lpllx)

finalizando asi la demostracion.



Capitulo 3

Experimentos Numéricos

En este capitulo, presentaremos una serie de experimentos numéricos en dimensién 2
los cuales muestran la perfomance del método de estabilizacién analizado en el capitulo
anterior.

En todos los ejemplos, tomaremos © = [0, 1] x [0, 1] y, tanto la velocidad como la
presién, se interpolan con polinomios de grado 1 en una malla de elementos triangulares.

3.1. Aspectos Numeéricos

Sea 2 = [0,1] x [0, 1] y sea 7, una triangulacién de € que satisface la condicién del
angulo minimo. Consideremos los siguientes subespacios

P ={veC®Q):v, €P(T)VT € Tp}

Py = {ve (C(Q)) s v, € PT),VT € Ty}

Para h fijo llamemos, como en el capitulo anterior, (us, pn) € Vi, X @, a la solucién
del problema estabilizado (2.3.36).

Denotamos por n = dimVj, y por m = dim (), entonces existen vy,...,v, y
qi, - ., qmn bases de V}, y Q) respectivamente tales que u;, = Z?:l ViV pp = Z;nzl B;4q;-

Sabemos que (uy, py) satisfacen

(3.1.55) { a(uy, v) +b(v,pp) = F(v)  Vve,

b(up,q) — G(pr,q) =0 Vg € Qn
33
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Es claro que este problema es equivalente al de hallar a4, ..., a, y B1,..., B, tales
que

b(vi,qj) = F(vy) Vi,1<i<n

Z aja(v;,v;)
Z a;b(v;, q)

L =1

(3.1.56)
QJJQ’L _0 VZ71§Z§m

”MS ||M3

Sean A € R™" B € R™™ y G € R™™ las matrices definidas por:

(A)ij = a(vi,vj) = ,M/QVVZ' : Vv;
(G)iy = Glai ) = /Q(Clz‘ — g;) (g; — 1lg;)

Notemos que, tanto la matriz de rigidez A como la matriz G, resultan ser simétricas.

Llamemos
F(Vl) (03] 51
b = : = : :
F(Vn) Qn ﬁm

Llegamos asi al sistema

(5 %)(5)-(%)

El cual tiene una tnica solucién pues es equivalente al problema (2.3.36).

=
Il

3.2. Ejemplos numéricos

En todos los ejemplos, hemos utilizado el comando delaunay de Matlab para generar
la malla de tridngulos y la siguiente regla de integracién numérica, la cual es exacta
para polinomios de grado 2, para aproximar las integrales en un triangulo 7',

T n
/sz%;f(m)
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donde 7; son los puntos medios de los bordes del tridngulo 7'.

Para cada uno de los ejemplos, calcularemos el error en norma, L? para las presiones,
y en norma L? y H} para las velocidades.

3.2.1. Ejemplo 1 - Cavity Flow. El primer ejemplo que vamos a ver es el
conocido en la bibliografia como “Cavity Flow” (ver, por ejemplo, [1]).

En este ejemplo tomamos p = 1, f = (0,0) y se asumen condiciones de Didichlet
homogéneas en € salvo en el lado y =1, 0 < x < 1 donde u = (1,0).

Procedemos a resolver tanto con el método estabilizado como con el sin estabilizar.
Observamos que, en ambos casos, las velocidades se aproximan bastante bien (ver

Figura 3.2.1 ).

12 T T T T T T

0.5

i
SaSiisin Sl
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-
-
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02 1 1 1 1
02 a 0z 0.4 0.6 ns 1 1.2

Ficura 3.2.1. Velocidad del cavity flow

Por otra parte, como hemos predicho en el capitulo previo, no sucede lo mismo
con la presion, ya que la aproximacién por elementos P; P;, conduce a la presencia de
modos de presién espireos como se puede apreciar en la Figura 3.2.1.
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presion sin estabilizar

300
200

100

-100

-200

-300

gjey 0 0

gex

Ficura 3.2.2. Cavity Flow -Presién inestable

Al agregar el término estabilizador la presién se suaviza, obteniendo asi una buena
aproximacién como se muestra en la Figura 3.2.1

En los siguientes ejemplos, la solucién exacta del problema es conocida, lo cual nos
permite calcular el error cometido tanto para la velocidad como para la presién, i. e.,
calcularemos |[u — up|[z20) , ||Vu = V|2 v [P — all2@)-

Para hacer una estimacion del orden del error cometido, notemos que si suponemos

que E ~ Ch*, donde E es el error en alguna de las normas, entonces o ~ —22£ donde

log N
N=1
ne

3.2.2. Ejemplo 2. Tomamos y =1, u= (z,—y), p=1*— 1y f = (32%0).

En la Figura 3.2.2 se muestra el campo de velocidades del fluido y en la Figuras
3.2.2 y 3.2.2 los graficos de la presién sin estabilizar y con el método de estabilizacion
respectivamente.
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presion estabilizada

gjey 0 o

eje x

FicuraA 3.2.3. Cavity Flow - Presion estable

La tabla 3.2.2 muestra los errores obtenidos y la estimacion del orden del error en
norma L? y en norma H' para las velocidades y en norma L? para las presiones; los
ordenes estimados son denotados por aq, ay v az respectivamente.

NI oo |flu—upflo] a [|[V@w—w)llo| as |llp—pallo
8 | 1,7949 | 0,001109 | 1,3532 0,010714 1,5620 | 0,02588

12 11,8661 | 0,000491 | 1,3344 0,006335 1,5019 | 0,014793
16 | 1,8693 | 0,000292 | 1,3875 0,003892 1,5725 | 0,008279
20 | 1,8915 | 0,000182 | 1,3725 0,003089 1,5622 | 0,006317
24 11,9050 | 0,000128 | 1,3761 0,002332 1,5638 | 0,004664
28 11,9156 | 0,000094 | 1,3733 0,001919 1,5481 | 0,003907
32 1,9157 | 0,000075 | 1,4045 0,001375 1,5795 | 0,002641
36 | 1,9218 | 0,000058 | 1,3932 0,00137 1,5537 | 0,002788

CuADRO 1. Error en normas del ejemplo 2




3.2. EJEMPLOS NUMERICOS 38
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Ficura 3.2.4. Campo de velocidades del ejemplo 2

3.2.3. Ejemplo 3. El tercer ejemplo corresponde a:

p=1u=(—e*(ycos(y) +sen(y)), ey sen(y)), p = 2¢*sen(y) — 2(e! — 1)(1 — cos(1))
y £=1(0,0).

En la Figura 3.2.3 se muestra el campo de velocidades del fluido y en la Figura
3.2.3 la presion.

Los errores obtenidos al utilizar el método de estabilizacién presentado en el Capitu-
lo 2 y la estimacién del orden del error, tanto en norma L? como en norma H' para
las velocidades y en norma L? para las presiones, son presentados en la tabla 3.2.3; los
ordenes estimados son denotados por aq, oy v ag respectivamente.
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3.2. EJEMPLOS NUMERICOS

eey

presion sin estabilizar

eje x

NI oo |flu—wpflo] a [[[V@w—w)llo| as |llp—pallo
8 | 1,9561 0,0115 1,0072 0,2829 1,6450 | 0,1349
12 11,9581 0,0052 0,9954 0,1908 1,5082 | 0,0819
16 | 1,9678 0,0029 1,0031 0,1408 1,5906 | 0,0437
20 11,9737 | 0,0019 1,0008 0,1139 1,5196 | 0,0390
24 11,9796 | 0,0013 1,0004 0,0947 1,4891 | 0,0296
28 | 1,9812 0,0009 0,9995 0,0814 1,4467 | 0,0261
32 | 1,9825 0,0007 1,0022 0,0702 1,5094 | 0,0145
36 | 1,9834 | 0,0006 1,0015 0,0631 1,4737 | 0,0180
40 | 1,9848 |  0,0005 1,0011 0,0568 1,4365 | 0,0168

CUADRO 2. Error en normas del ejemplo 3

39
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presion estabilizada

ejey 0 o

eje x

F1GURA 3.2.6. Presién estable del ejemplo 2

40



Log error

3.2. EJEMPLOS NUMERICOS

Log h

FiGURA 3.2.7. Presién estable del ejemplo 2
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Ficura 3.2.8. Campo de velocidades del ejemplo 3
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0B
0.4

eje y e gje x

F1GURA 3.2.9. Presién estable del ejemplo 3
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FicuraA 3.2.10. Presién estable del ejemplo 3
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