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Introducción

El problema de Stokes surge al modelar el movimiento de un fluido viscoso, incom-
presible, constituido por millones de part́ıculas pequeñas que se mueven dentro de una
cavidad con una cierta velocidad y que tienen una cierta presión. Encontrar la solución
análitica a este problema es en general muy dif́ıcil, por lo cual se buscan aproximacio-
nes, tanto de la velocidad como de la presión, mediante algún método numérico.

Los métodos de elementos finitos en los cuales dos espacios son utilizados para
la aproximación de dos variables diferentes reciben el nombre de “métodos mixtos”.
En algunos casos la segunda variable es introducida en la formulación del problema
por interés f́ısico y en otros casos, como en la ecuación de Stokes, el problema posee
originalmente dos variables independientes, la velocidad del fluido y la presión, y la
formulación mixta surge naturalmente [8, 10, 14, 17]). Cabe señalar que este tipo
de formulación requiere estudiar, para cada elección de espacios de aproximación, la
estabilidad del método propuesto, i.e, ver que se satisface la llamada condición inf-
sup discreta, también llamada condición LBB, la cual es necesaria para garantizar la
convergencia de los elementos finitos mixtos (ver, por ejemplo, [8, 14]) .

Para el problema de Stokes se han desarrollado diversos métodos mixtos eficaces
utilizando convenientes espacios diferentes para la presión y la velocidad; tal es el caso
de los llamados elementos de Taylor-Hood [7, 8, 13] o de algunos métodos recientes
como los introducidos en [1].

Es sabido que la elección de los mismos espacios de aproximación para la presión
y la velocidad puede conducir a la presencia de oscilaciones como resultado de la vio-
lación de la condición inf-sup discreta, dando lugar a los llamados “modos de presión
espúreos” (ver, por ejemplo, [8]). A pesar que el mismo tipo de aproximaciones de
bajo orden para la velocidad y la presión resultan inestables su aplicación sigue siendo
de gran interés por varios factores. En particular, porque su implementación requiere
resolver problemas algebraicos con matrices de poco ancho de banda. Para contra-
restar la pérdida de estabilidad existe una amplia gama de métodos, conocidos como
“métodos de estabilización”, en los cuales se propone una reformulación del problema
mixto de forma tal de obtener aproximaciones estables usando los mismos espacios de
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aproximación para la velocidad y la presión. El costo de utilizar métodos de estabili-
zación se refleja en que estos involucran, en la mayoŕıa de los casos, parámetros que
se suelen ajustar emṕıricamente (ver [2, 4, 5, 6] y sus referencias) o en su defecto
reformulaciones que conllevan a la pérdida de la simetŕıa del problema [12, 16].

En esta tesis veremos un método de estabilización para resolver el problema de Sto-
kes el cual establece una reformulación del problema que permite obtener estimaciones
óptimas e incondicionalemte estables al utilizar los elementos de bajo orden P1P1. Di-
cho método de estabilización fue desarrollado por Bochev, Dohrmann y Gunzburger
[9] y su principal interés radica que, a diferencia de la mayoŕıa de los métodos de esta-
bilización presentes en la Bibliograf́ıa, su aplicación no involucra parámetros a ajustar
y todos los sistemas a tratar son simétricos. Más aún, la implementación del método
es simple ya que recae en cálculos locales estandard en la implementación de métodos
de elementos finitos y cualquier código clásico de métodos mixtos puede ser fácilmente
modificado para incluir este proceso de estabilización.

En el primer caṕıtulo plantearemos el problema de Stokes clásico en su forma debil
como un problema mixto y usaremos las herramientas del análisis funcional para probar
la existencia y unicidad de dicho problema.

En el segundo caṕıtulo, plantearemos la aproximación por elementos finitos y vere-
mos que, para que haya existencia y unicidad del problema débil discreto, los espacios
de aproximación deben ser elegidos de forma tal que se satisfaga una condición inf-sup
discreta. Veremos en particular que esta condición no se satisface si los elementos de
bajo orden P1P1 son elegidos para la aproximación. Sin embargo, mostraremos como
al agregar un término estabilizador a la ecuación variacional, obtenemos un nuevo pro-
blema variacional que tiene solución y es única. Veremos también que dicha solución
aproxima, con orden óptimo, a la solución del problema de Stokes que estamos bus-
cando.

Finalmente en el caṕıtulo 3 veremos algunos ejemplos numéricos. En particular,
resolveremos el clásico problema conocido como Cavity Flow y presentaremos otros
ejemplos de aplicación, donde la solución anaĺıtica es conocida, a fin de estimar el error
cometido y el orden de aproximación, tanto para la velocidad como para la presión, en
normas de Sobolev. Los ejemplos expuestos muestran la buen perfomance y la accesible
implementación del algoritmo de estabilización estudiado en esta tesis.



Caṕıtulo 1

Métodos Mixtos

Los métodos de elementos finitos en los cuales dos espacios son utilizados para la
aproximación de dos variables diferentes reciben el nombre de “métodos mixtos”. En
algunos casos la segunda variable es introducida en la formulación del problema por
interés f́ısico y en otros casos la formulación mixta surge naturalmente [8, 10, 14, 17]).
En el problema de Stokes, que modela los movimientos de un fluido viscoso incompre-
sible que ocupa cierta cavidad, existen dos variables independientes, la velocidad del
fluido y la presión, por ende la formulación mixta resulta naturalmente apropiada para
el estudio y la resolución del problema.

En este caṕıtulo formularemos el Problema de Stokes como un problema mixto.
Presentaremos la Teoŕıa General Abstracta de los métodos mixtos y estableceremos en
particular la existencia y unicidad de solución para el Problema Mixto de Stokes.

1.1. El Problema de Stokes

Sea Ω ⊂ R2 un conjunto abierto, acotado, con borde poligonal. Vamos a considerar
el problema de Stokes clásico que modela el movimiento de un fluido incompresible que
ocupa la cavidad Ω:

(1.1.1)


−µ∆u +∇p = f en Ω ,

∇ · u = 0 en Ω ,

u = 0 en Γ := ∂Ω ,

donde u = (u1, u2) es la velocidad del flúıdo, p es la presión, f ∈ (L2(Ω))2 es la fuerza
por unidad de masa y µ > 0 es la viscocidad que asumiremos constante.

Dado que el problema de Stokes involucra dos variables independientes, la presión
y la velocidad, resulta natural plantear un espacio adecuado para cada una de ellas,
dando lugar aśı a una formulación variacional mixta.

Sea V := (H1
0 (Ω))2 y Q := L2

0(Ω) = {q ∈ L2(Ω) :
∫

Ω
q = 0}, multiplicando las

ecuaciones por funciones test e integrando por partes obtenemos la forma débil de
(1.1.1): Encontrar u ∈ V y p ∈ Q tal que
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(1.1.2)

{
a(u,v) + b(v, p) = (f ,v) ∀v ∈ V ,

b(u, q) = 0 ∀q ∈ Q ,

donde (f ,v) =
∫

Ω
f · v y las formas bilineales a(·, ·) : V × V → R y b(·, ·) : V ×Q→ R

están dadas por

(1.1.3)

a(u,v) = µ

∫
Ω

∇u : ∇v u,v ∈ V ,

b(v, q) = −
∫

Ω

q∇ · v v ∈ V, q ∈ Q .

donde ∇u =

(
∇u1

∇u2

)
y si A y B estan en R2×2 entonces A : B =

∑2
i,j=1 aijbij.

La norma en (H1(Ω))2 esta definida como ||v||2(H1(Ω))2 =
∫

Ω
∇v : ∇v +

∫
Ω
| v |2.

Para simplificar notación, las normas y seminormas de los espacios de Sobolev
Hm(D), con m entero, serán denotadas por ‖ · ‖m,D y | · |m,D respectivamente y en el
caso en que D = Ω omitiremos el segundo ı́ndice, señalando las normas directamente
por ‖ · ‖m y | · |m. Vamos a denotar con C, una constante genérica. Debe quedar claro
que C podŕıa no ser la misma a lo largo de los caṕıtulos

Para mostrar la existencia y la unicidad de solución del problema variacional mixto
(1.1.2) vamos a hacer uso de la Teoŕıa General de Métodos Mixtos.

1.2. Teoŕıa General abstracta de Métodos Mixtos

El problema de Stokes es una caso particular de una clase general de problemas,
llamados problemas mixtos, cuya teoŕıa desarrollaremos a lo largo de esta sección si-
guiendo los libros [8, 14, 20] y sus referencias.

Dados V y Q dos espacios de Hilbert, el problema mixto general es hallar (u, p) en
V ×Q tal que

(1.2.4)

{
a(u, v) + b(v, p) = F (v) v ∈ V ,

b(u, q) = G(q) q ∈ Q ,
donde a(·, ·) y b(·, ·) son, respectivamente, formas bilineales continuas de V ×V y V ×Q,
i. e., existe C > 0 tal que:

|a(u, v)| ≤ C||u||V ||v||V ∀u ∈ V ∀v ∈ V
|b(u, q)| ≤ C||u||V ||q||Q ∀u ∈ V ∀q ∈ Q
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y F : V −→ R y G : Q −→ R son funcionales lineales y continuos.

Notemos que el problema (1.2.4) se puede escribir también de la siguiente manera:
Llamamos H = V ×Q y sea

c((u, p), (v, q)) = a(u, v) + b(v, p) + b(u, q)

una forma bilineal continua de H ×H. El problema (1.2.4) es equivalente a hallar
(u, p) ∈ H tal que

(1.2.5) c((u, p), (v, q)) = F (v) +G(q) ∀(v, q) ∈ H

La principal dificultad con este planteo es que, por ejemplo, para el Problema de
Stokes la forma bilineal c no resulta ser coercitiva y en consecuencia la teoŕıa clásica
para garantizar la existencia y unicidad de solución, que hace uso del Teorema de Lax
Millgram (ver, por ejemplo, [10, 15]), no puede ser aplicada.

Para mostrar la existencia y unicidad de solución del problema mixto general (1.2.4)
vamos a trabajar con los siguientes operadores: A : V −→ V

′
y B : V −→ Q

′
definidos

como:

< Au, v >V ′×V := a(u, v) ∀v ∈ V
< Bv, q >Q′×Q:= b(v, q) ∀q ∈ Q

y sus respectivos adjuntos: A∗ : V −→ V
′

tal que < u,A∗v >V×V ′ := a(u, v) ∀u ∈ V
B∗ : Q −→ V

′
definido como < v,B∗q >V×V ′ := b(v, q) ∀v ∈ V

Con estos operadores el problema (1.2.4) puede describirse como hallar (u, p) ∈
V ×Q tal que:

(1.2.6)

{
Au+B∗p = F en V

′

Bu = G en Q
′

Antes de seguir vamos a dar unas definiciones y enunciar un lema que será una de las
herramientas necesarias para llevar a cabo nuestras demostraciones.

Dado A : V1 −→ V ′2 un operador lineal y sea S ⊆ V1 un subespacio, definimos:

kerA = {v ∈ V1 : Av = 0}

y

S◦ = {A ∈ V ′

1 :< A, v >V ′
1×V1= 0 ∀v ∈ S}

a S◦ ⊂ V ′1 se lo suele llamar el espacio anulador de S.
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Sean V1 y V2 espacios de Hilbert y A : V1 −→ V ′2 un operador lineal y continuo.
Entonces tenemos el siguiente Lema:

Lema 1.2.1. (kerA)◦ = (ImA∗) y (kerA∗)◦ = ImA

Demostración: Veamos primero que (ImA∗) ⊆ (kerA)◦.

Sea w ∈ ImA∗ entonces, w = A∗u con u ∈ V2. Para cualquier v ∈ kerA tenemos
que < v,w >V1×V ′

1
=< v,A∗u >V1×V ′

1
=< Av, u >V ′

2×V2= 0 y en consecuencia (ImA∗) ⊆
(kerA)◦. Restaŕıa ver entonces que (kerA)◦ es cerrado.

Sea wn ∈ (kerA)◦ tal que wn −→ w en ‖ · ‖V ′
1
. Luego si v ∈ kerA, < wn, v >= 0

y por ende | < w, v > | = | < w − wn, v > |. Como ĺımn→∞ ||w − wn||V ′
1

= 0 resulta

< w, v >= 0 cualquiera sea v ∈ kerA y por ende, w ∈ (kerA)◦ lo que implica que

(kerA)◦ es cerrado. Tenemos entonces que (ImA∗) ⊆ (kerA)◦ = (kerA)◦.

Ahora supongamos que exista w0 ∈ (kerA)◦ \ (ImA∗)
Por el teorema de Hahn-Banach existe un funcional lineal y continuo F0 : V

′
1 −→ R tal

que F0(w) = 0 para todo w ∈ (ImA∗) y F0(w0) 6= 0 (ver, por ejemplo, [11]).

Como V1 es un espacio de Hilbert, V1 es reflexivo. Luego existe Υ : V1 −→ V1
′′

isomorfismo. Más aún el isomorfismo viene dado por Υ(v) = Fv donde Fv : V
′

1 −→ R
Fv(w) =< w, v >. Entonces existe algún v0 ∈ V1 tal que F0 = Υ(v0) o sea F0(w) =

< w, v0 >V ′
1×V1 . Luego < w0, v0 >V ′

1×V1 6= 0 y < w, v0 >V ′
1×V1= 0 para toda w ∈ (ImA∗).

En particular si u ∈ V2 entonces A∗u ∈ (ImA∗), luego 0 =< A∗u, v0 >V ′
1×V1=

< u,Av0 >V2×V ′
2
, entonces < v0, A

∗u >V1×V ′
1
=< Av0, u >V ′

2×V2= 0 para toda u ∈ V2 .
Luego Av0 = 0. Entonces v0 ∈ kerA. Como w0 ∈ (kerA)◦ entonces < w0, v0 >V ′

1×V1= 0,
Absurdo.

En consecuencia, (kerA)◦ ⊆ (ImA∗) lo cual junto con la la otra inclusión implica
la igualdad.

La otra igualdad, (kerA∗)◦ = ImA, es una consecuencia directa de la igualdad
anterior y el hecho que (A∗)∗ = A

�

Definición: sean V1 y V2 espacios de Hilbert y sea b : V1 × V2 −→ R. Decimos que
b satisface la condición inf-sup si existe β > 0 tal que

sup
u∈V1u6=0

b(u, v)

||u||V1
≥ β||v||V2 ∀v ∈ V2
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Para ver que el problema propuesto tiene solución vamos a hacer uso del siguiente
Lema.

Lema 1.2.2. Sea b : V ×Q −→ R bilineal y continua. Son equivalentes:

a) ∃β > 0 tal que

sup
v∈V v 6=0

b(v, q)

||v||V
≥ β||q||Q ∀q ∈ Q

b) B∗ es un isomorfismo de Q −→ (kerB)◦ y

||B∗q||V ′ ≥ β||q||Q ∀q ∈ Q
c) B es un isomorfismo de (kerB)⊥ −→ Q

′
y

||Bv||Q′ ≥ β||v||V ∀v ∈ (kerB)⊥

Demostración: Veamos primero que a) ⇐⇒ b). Supongamos que a) se tiene.
Entonces

||B∗q||V ′ = sup
v∈V v 6=0

< v,B∗q >V×V ′

||v||V
= sup

v∈V v 6=0

b(v, q)

||v||V
≥ β||q||Q

cualquiera sea q ∈ Q. En consecuencia B∗ es inyectivo ya que si q ∈ ker(B∗) la de-
sigualdad anterior implica que ‖ q ‖Q= 0 y por ende q = 0.

Veamos que ImB∗ es cerrado. Sea vn = B∗qn, qn ∈ Q, tal que vn −→ v. Luego,

||vn − vm||V ′ = ||B∗qn −B∗qm||V ′ = ||B∗(qn − qm)||V ′ ≥ β||qn − qm||Q

Como vn es de Cauchy por ser convergente, qn resulta ser de Cauchy y por lo tanto
convergente. Luego existe q ∈ Q tal que qn −→ q .Como B∗ es continuo, B∗qn −→ B∗q
y por unicidad del ĺımite v = B∗q y por ende v ∈ ImB∗ lo que implica que ImB∗

es cerrado. Ahora por el lema anterior ImB∗ = ImB∗ = (kerB)◦. En consecuencia
B∗ : Q −→ (kerB)◦ es biyectiva y b) queda demostrado.
Es claro que si vale b) se tiene entonces

sup
v∈V v 6=0

< v,B∗q >V×V ′

||v||V
= ||B∗q||V ′ ≥ β||q||Q ∀q ∈ Q

y tenemos a).

Veamos ahora que b) ⇐⇒ c). Para ello vamos a ver que ((kerB)⊥)
′

es isomorfo a
W ◦. Para simplificar notación llamamos W = kerB.
Sea p⊥ : V −→ W⊥ la proyección ortogonal de V sobre W⊥. Dada g ∈ (W⊥)

′
defino

H(g) := g ◦ p⊥. Luego H : (W⊥)
′ −→ W ◦ pues es claro que g ◦ p⊥ ∈ V ′ y
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< g ◦ p⊥, w >V ′×V = g(p⊥(w)) = g(0) = 0, ∀w ∈ W lo que implica que g ◦ p⊥ ∈ W ◦

cualquiera sea g ∈ (W⊥)
′
.

Claramente H es lineal y además H es inyectiva. En efecto, si H(g) = 0 con g :
W⊥ −→ R entonces H(g)(v) = 0, ∀v ∈ W⊥. Luego para todo v ∈ W⊥ tenemos
0 = H(g)(v) = (g ◦ p⊥)(v) = g(p⊥(v)) = g(v) = 0 y en consecuencia g ≡ 0.

H es una isometŕıa pues, dado v ∈ W⊥ entonces p⊥(v) = v y |H(g)(v)| = |(g ◦
p⊥)(v)| = |g(p⊥(v))| = |g(v)| y en consecuencia ||H||(W⊥)′ = ||g||(W⊥)′ .

H es suryectiva, en efecto dado L ∈ W ◦ definimos g ∈ (W⊥)
′

como
g(v) :=< L, v >V ′×V . Dado v ∈ V tenemos que g(p⊥(v)) =< L, p⊥(v) >V ′×V y como
< L,w >V ′×V = 0, ∀w ∈ W resulta que < L, v − p⊥(v) >V ′×V = 0. En consecuencia
g(p⊥(v)) =< L, p⊥(v) >V ′×V =< L, v >V ′×V cualquiera sea v ∈ V . Por ende L ∈ ImH
y en consecuencia W ◦ = ImH.

Dado que W ◦ es isomorfo a (W⊥)
′

la demostración se sigue facilmente ya que si
B : W⊥ −→ Q

′
es un isomorfismo, entonces B∗ : Q −→ (W⊥)

′
es un isomorfismo y

como (W⊥)
′

es isomorfo a W ◦ entonces B∗ : Q −→ W ◦ es un isomorfismo.

Rećıprocamente si B∗ : Q −→ W ◦ es un isomorfismo, entonces B : (W ◦)
′ −→ Q

′

también lo es. Luego como W ◦ es isomorfo a (W⊥)
′

entonces B : W⊥ −→ Q
′

es un
isomorfismo.

�

Dada G ∈ Q′ definimos el espacio W (G) = {v ∈ V : Bv = G}. Notamos como
antes W (0) = kerB = W .

Consideremos los siguientes Problemas:

Problema A: Hallar (u, p) ∈ V ×Q tal que

(1.2.7)

{
Au+B∗p = F F ∈ V ′

Bu = G G ∈ Q′

Problema B: Hallar u ∈ V tal que

(1.2.8)

{
a(u, v) = F (v) ∀v ∈ W

u ∈ W (G)

Vamos a ver que si la forma bilineal b satisface la condición inf-sup los problemas A y
B son equivalentes.
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Teorema 1.2.1. Si b satisface la condición inf-sup, i.e., ∃β > 0 tal que

sup
u∈V u6=0

b(u, q)

||u||V
≥ β ‖ q ‖Q ∀q ∈ Q

Entonces los Problemas A y B son equivalentes.

Demostración: Veamos primero que resolver el Problema A implica resolver el pro-
blema B.

Sea (u, p) ∈ V ×Q solución de A. Entonces < Au, v >V ′×V + < v,B∗p >V×V ′=
< F, v >V ′×V para todo v ∈ V .
Como Bu = G entonces u ∈ W (G). Veamos que a(u, v) = F (v) ∀v ∈ W .

Si v ∈ W =⇒ Bv = 0 =⇒< v,B∗p >V×V ′=< Bv, p >Q′×Q= 0. Luego <
Au, v >V ′×V + < v,B∗p >V×V ′=< Au, v >V ′×V +0 = F (v) y por ende< Au, v >V ′×V =
a(u, v) = F (v) cualquiera sea v ∈ W , i.e., u es solución del problema B.

Veamos ahora que resolver el Problema B implica resolver el problema A. Como
u ∈ W (G) entonces Bu = G. Dada u ∈ V queremos ver que existe p ∈ Q tal que
B∗p = F − Au. Como b cumple la condición inf-sup por el Lema anterior B∗ : Q −→
W ◦ es biyectivo y por lo tanto la existencia de p esta garantizada si probamos que
F − Au ∈ W ◦.

Notemos que si v ∈ W entonces< F−Au, v >V ′×V =< F, v >V ′×V − < Au, v >V ′×V =
F (v)− a(u, v) = 0 porque u es solución de B y en consecuencia F − Au ∈ W ◦.

�

Observación 1.2.1. Vimos que u es solución de A si y solo u es solución de B.
Luego, si probamos que el problema B tiene solución y esta es única, la unicidad del
problema A sale del hecho de que el operador B∗ : Q −→ W ◦ es biyectivo.

El siguiente Lema, el cual puede verse como una generalización del Teorema de
Lax-Millgram, es una herramienta importante para la demostración del Teorema de
existencia y unicidad del problema (1.2.4).

Lema 1.2.3. Si existe α > 0 tal que a(·, ·) cumple las siguientes dos condiciones
inf-sup:

i)

sup
u∈W u6=0

a(u, v)

||u||V
≥ α||v||V ∀v ∈ W
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ii)

sup
v∈W v 6=0

a(u, v)

||v||V
≥ α||u||V ∀u ∈ W

Entonces para todo G ∈ W ′ existe una única u ∈ W tal que a(u, v) = G(v) para todo
v ∈ W . Además ‖u‖V ≤ 1

α
‖G‖W ′.

Demostración: Definamos los operadores lineales:

A : W −→ W ′ < Au, v >W ′×W= a(u, v)

A∗ : W −→ W ′ < u,A∗v >W×W ′= a(u, v)

Por la continuidad de a es claro que estos operadores son continuos. Luego (kerA∗)◦ =
ImA y las dos condiciones inf-sup se traducen en ||A∗v||W ′ ≥ α||v||V y ||Au||W ′ ≥
α||u||V respectivamente. Con la misma idea que en el Lema 1.2.2 se demuestra que ImA
es un subespacio cerrado de W ′. Además la condición inf-sup implica que kerA∗ = {0}
y kerA = {0} lo que nos dice, en particular, que A es inyectiva.

Luego W ′ = ({0})◦ = (kerA∗)◦ = ImA = ImA con lo cual A es sobreyectiva.
Por lo tanto, por la biyectividad de A dado G ∈ W ′ existe una única u ∈ W tal que
a(u, v) = G(v) para todo v ∈ W . Además ||G||W ′ = ||Au||W ′ ≥ α||u||V .

�

Observación 1.2.2. Si el operador B es idénticamente nulo, entonces W = ker(B) =
V . Luego dado G ∈ V ′ si a es continua y cumple las condiciones del lema anterior con
W = V entonces existe una única u ∈ V tal que a(u, v) = G(v) ∀v ∈ V .

Ahora śı, veamos la existencia y unicidad del problema mixto (1.2.4):

Teorema 1.2.2. Si a satisface las dos condiciones inf-sup del Lema 1.2.3 y b satis-
face la condición inf-sup del Lema 1.2.2 entonces existe un único (u, p) ∈ V ×Q tal que

(1.2.9)

{
a(u, v) + b(v, p) = F (v) ∀v ∈ V

b(u, q) = G(q) ∀q ∈ Q.

además

(1.2.10)

||u||V ≤
1

α
||F ||V ′ +

1

β
(1 +

||A||L(V,V ′)

α
)||G||Q′

||p||Q ≤
1

β
(1 +

||A||L(V,V ′)

α
)||F ||V ′ +

||A||L(V,V ′)

β2
(1 +

||A||L(V,V ′)

α
)||G||Q′
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Demostración: Dada G ∈ Q′ como b cumple la inf-sup el operador B : W⊥ −→ Q′

es biyectivo. Luego existe una única ũ ∈ W⊥ tal que Bũ = G y además ||G||Q′ =
||Bũ||Q′ ≥ β||ũ||V .
Como b cumple la inf-sup el problema (1.2.4) es equivalente al Problema B. Veamos
que el Problema B resulta ser equivalente a:

Hallar w ∈ W tal que:

(1.2.11) a(w, v) = F (v)− a(ũ, v) ∀v ∈ W.

En efecto, si w es solución de la ecuación (1.2.11) entonces u = w+ ũ satisface a(u, v) =
a(w+ ũ, v) = a(w, v) + a(ũ, v) = F (v) y Bu = Bw+Bũ = 0 +G = G con lo cual u es
solución del Problema B.

Rećıprocamente si u es solución del Problema B entonces w = u − ũ ∈ W pues
Bw = Bu− Bũ = 0 y a(w, v) = a(u, v)− a(ũ, v) = F (v)− a(ũ, v) ∀v ∈ W y resulta
ser w solución de (1.2.11).

Luego, para terminar la demostración bastará con ver que existe una única w ∈ W
solución del problema (1.2.11). Notemos que:

F (v)− a(ũ, v) =< F − Aũ, v >W ′×W ∀v ∈ W,

i.e., F − Aũ ∈ W ′. Por el Lema 1.2.3, como a satisface las dos inf-sup, tenemos que
existe una única w ∈ W tal que a(w, v) = F (v) − a(ũ, v) para todo v ∈ W y además
||w||V ≤ 1

α
||F −Aũ||W ′ . Luego, u = w+ ũ satisface el Problema B y esta es única pues

w es única. Por Teorema 1.2.1 y la Observacion 1.2.1 conclúımos que ∃!(u, p) ∈ V ×Q
solución del Problema (1.2.4).

Veamos ahora las estimaciones a priori.

||u||V = ||w + ũ||V ≤ ||w||V + ||ũ||V ≤
1

α
||F − Aũ||V ′ + ||ũ||V

≤ 1

α
(||F ||V ′ + ||A||L(V,V ′)||ũ||V ) + ||ũ||V =

1

α
||F ||V ′ + ||ũ||V (1 +

||A||L(V,V ′)

α
)

≤ 1

α
||F ||V ′ +

1

β
||G||Q′(1 +

||A||L(V,V ′)

α
)



1.2. TEORÍA GENERAL ABSTRACTA DE MÉTODOS MIXTOS 15

Como B∗p = F − Au tenemos que

||p||Q ≤ 1

β
||B∗p||V ′ =

1

β
||F − Au||V ′ ≤ 1

β
(||F ||V ′ + ||Au||V ′ )

≤ 1

β
(||F ||V ′ + ‖|A||L(V,V ′)||u||V )

≤ 1

β
||F ||V ′ +

1

β
||A||L(V,V ′)(

1

α
||F ||V ′ +

1

β
||G||Q′(1 +

||A||L(V,V ′)

α
)

=
1

β
||F ||V ′ +

1

β

1

α
||A||L(V,V ′)||F ||V ′ +

1

β2
||A||L(V,V ′)||G||Q′(1 +

||A||L(V,V ′)

α
)

=
1

β
(1 +

||A||L(V,V ′)

α
)||F ||V ′ +

||A||L(V,V ′)

β2
(1 +

||A||L(V,V ′)

α
)||G||Q′

y el Teorema queda demostrado .

�

En vista de los resultados previos, para garantizar que el problema de Stokes tenga
solución y esta sea única hay que verificar que las correspondientes formas a y b sean
bilineales, continuas y cumplan la condición inf-sup. Recordemos que para el problema
de Stokes teńıamos a : V × V −→ R, b : V ×Q −→ R dadas por

(1.2.12)

a(u,v) = µ

∫
Ω

∇u : ∇v

b(u, q) = −
∫

Ω

q ∇.u

con V = (H1
0 (Ω))2 y Q = L2

0(Ω).

Como u ∈ (H1
0 (Ω))2 haciendo uso de la desigualdad de Poincaré: ‖u‖0 ≤ Cp‖∇u‖0,

con Cp > 0, vemos fácilmente que ‖∇u‖0 y ‖u‖1 son equivalentes y por ende a es
coercitiva, i.e, existe una constante C > 0 tal que a(v,v) ≥ C ‖ v ‖2

1 ∀v ∈ V .
En particular, a satisface las dos condiciones inf-sup del Lema 1.2.3 ya que: Dada
u ∈ V,u 6= 0 ,

sup
v∈V,v 6=0

a(u,v)

||v||1
≥ a(u,u)

||u||1
≥ C||u||1

.

La otra inf-sup es consecuencia de la simetŕıa de a.

Debemos ver ahora que b satisface la condición inf-sup dada en el Lema 1.2.2. Para
ello vamos a hacer uso del siguiente resultado (ver, por ejemplo, [8, Lema 2.2])
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Teorema 1.2.3. Dada f ∈ L2
0(Ω) existe u ∈ (H1

0 (Ω))2 y una constante C > 0 tal
que

∇ · u = f y ‖u‖1 ≤ C‖f‖0

Luego, dada q ∈ L2
0(Ω) el Teorema anterior nos garantiza que ∃u ∈ (H1

0 (Ω))2 :
−∇.u = q y en consecuencia

‖ q ‖0 =
(||q||0)2

||q||0
=

∫
Ω
qq

||q||0
= −

∫
Ω
∇.uq
||q||0

(1.2.13)

=
b(u, q)

‖q‖0

≤ C
b(u, q)

‖u‖1

≤ C sup
v∈V v 6=0

b(v, q)

||v||V
(1.2.14)

Por lo tanto, b cumple la inf-sup y estamos en condiciones de aplicar el Teorema
1.2.2 y concluir la existencia y unicidad de solución del problema (1.1.2).

Corolario 1.2.1. Existe un único (u, p) ∈ V ×Q solución del Problema de Stokes
(1.1.2).



Caṕıtulo 2

Aproximación por elementos finitos

A lo largo de este caṕıtulo vamos a estudiar la resolución numérica, por elemen-
tos finitos mixtos, del Problema de Stokes (1.1.2). Vamos a mostrar que la elección
de los mismos elementos de bajo orden para el par velocidad-presión nos conduce a
aproximaciones inestables y siguiendo al trabajo [9] vamos a presentar un método de
estabilización que nos permite eliminar los modos de presión espúreos y obtener aproxi-
maciones numéricas incondicionalmente estables y con óptimo orden de convergencia.

2.1. Teoŕıa general de métodos mixtos discretos

Consideremos ahora subespacios Vh ⊂ V y Qh ⊂ Q ambos de dimension finita. El
problema mixto discreto, asociado al problema mixto (1.2.4), es:

Hallar (uh, ph) ∈ Vh ×Qh tales que

(2.1.15)

{
a(uh, v) + b(v, ph) = F (v) ∀v ∈ Vh

b(uh, q) = G(q) ∀q ∈ Qh

Consideremos Bh : Vh −→ Q′h definido por: < Bhv, q >Q′
h×Qh

:= b(v, q)∀q ∈ Qh.
Llamemos Wh = kerBh ⊂ Vh.

Luego, en vista del Teorema 1.2.2 tenemos el siguiente resultado:

Corolario 2.1.1. Si las formas bilineales y continuas a y b satisfacen las siguientes
condiciones inf-sup con constantes α∗ y β∗ independientes de h.

sup
v∈Whv 6=0

a(u, v)

||v||V
≥ α∗||u||V ∀u ∈ Wh,

sup
u∈Whu6=0

a(u, v)

||u||V
≥ α∗||v||V ∀v ∈ Wh,

(2.1.16) sup
v∈Whv 6=0

b(v, q)

||v||V
≥ β∗||q||V ∀q ∈ Qh,

17
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existe un único par (uh, ph) ∈ Vh × Qh solución del problema (2.1.15). Además existe
C > 0 independiente de h tal que

(2.1.17) ||uh||V + ||ph||Q ≤ C(||F ||V ′ + ||G||Q′)

En un problema mixto dado, si a y b satisfacen las condiciones inf-sup continuas
del teorema 1.2.2 y para una determinada elección de los espacios Vh y Qh se satisfacen
las condiciones inf-sup discretas del corolario 2.1.1, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 2.1.1. Si a y b satisfacen las condiciones inf-sup continuas del teorema
1.2.2 con constantes α y β respectivamente y satisfacen las condiciones inf-sup discretas
del corolario 2.1.1 con constantes α∗ y β∗ respectivamente, entonces

(2.1.18) ||u− uh||V + ||p− ph||Q ≤ C ( ı́nf
v∈Vh
||u− v||V + ı́nf

q∈Qh

||p− q||Q)

Si además kerBh ⊂ kerB entonces ||u− uh||V ≤ C ı́nfv∈Vh ||u− v||V .

En nuestro problema tenemos que a(u,v) = µ
∫

Ω
∇u : ∇v es coercitiva y por lo

tanto satisface la inf-sup continua y discreta en vista de que la coercitividad, que es
una propiedad hereditaria, implica la condición inf-sup. Anteriormente vimos que b
satisface la inf-sup continua. A diferencia de la coercitividad, la condición inf-sup no
es hereditaria, i. e., la validez de la condición inf-sup en un espacio V no garantiza su
validez en subespacios Vh de V . Entonces para poder garantizar la existencia y unicidad
de solución del problema (2.1.15) deberiamos ver, para cada elección de los subespacios
Vh y Qh, que b cumple la condición inf-sup discreta (2.1.16).

Sea

Mh = {qh ∈ Qh : b(vh, qh) = 0, ∀vh ∈ Vh}

i.e., Mh = ker(B∗h). Una condición necesaria para que se cumpla la condición inf-sup
(2.1.16) es que Mh = {0}, i.e, el operador B∗h sea inyectivo. El espacio Mh es llamado
espacio de modos de presión espúreos.

Como estamos en dimesión finita podemos hacer uso del teorema de la dimensión:

dim(KerB∗h) = dim(Qh)− dim(ImB∗h) ≥ dim(Qh)− dim(Vh)

y concluir que una condición necesaria para que la condición inf-sup discreta se satisfaga
es que

dim(Vh) ≥ dim(Qh)

En lo que sigue, dado un conjunto D denotaremos por Pk(D) el espacio de polino-
mios de grado a lo sumo k en D.
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Sea Th una triangulación de Ω tal que dos triángulos cualesquiera de la triangulación
comparten a lo sumo un vértice o un lado. Notaremos por h el tamaño de la malla,
i.e., h := máxT∈Th hT , con hT la longitud del mayor lado de T . Asumiremos que la
triangulación Th satisface la condición del ángulo mı́nimo y en consecuencia, existe una
constante σ > 0 tal que hT/ρT ≤ σ, donde ρT es el diámetro de la mayor bola contenida
en T .

Ahora vamos a ver ejemplos de subespacios Vh y Qh para los cuales no se cumple
la condición inf-sup.

Antes de ello vamos a ver un resultado, conocido como relación de Euler, que
vincula la cantidad de nodos, lados y elementos de una triangulación. Consideremos Ω
un dominio con borde poligonal (sin agujeros) y una partición de Ω en triángulos Tk o
en cuadriláteros Qk.

Notamos:

N = número de nodos en Ω

Ni = número de nodos internos en Ω

Nl = número de lados en Ω

∂Nl = número de lados en el borde de Ω

∂N = número de nodos en el borde de Ω

Ne = número de elementos en Ω

Lema 2.1.1. Relaciones de Euler

Ne−Nl +N = 1(2.1.19)

∂Nl = ∂N(2.1.20)

Si además los elementos son triángulos entonces

(2.1.21) 2Nl − ∂Nl = 3Ne.

El siguiente ejemplo nos muestra que los elementos de más bajo orden que podria-
mos considerar no satisfacen la condición inf-sup.

2.1.1. El elemento P1P0. Consideramos Ω =
⋃
Tk con Tk triángulo. Elegimos

Vh = {v ∈ C(Ω)2 : v|Tk ∈ P1(Tk)
2, ∀Tk} ∩ (H1

0 (Ω))2
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Qh = {q ∈ L2
0(Ω) : q|Tk ∈ P0(Tk)}

Veamos que este ejemplo no verifica la condición inf-sup. Recordemos que esto es
equivalente a que los operadores Bh : W⊥

h −→ Q′h y B∗h : Qh −→ W ◦
h no son isomorfos.

Del teorema de la dimensión tenemos que

(2.1.22) dim(kerB∗h) = dim(Qh)−dim(ImB∗h) ≥ dim(Qh)−dim(Vh) ≥ Ne−1−2Ni,

donde Ne es la cantidad de triángulos.

Del lema 2.1.1 tenemos que

Nl = Ne+N − 1,

y usando (2.1.21) obtenemos

2Ne+ 2N − 2− ∂Nl = 3Ne.

Luego,
2(Ni+ ∂N)− 2− ∂Nl = Ne.

Entonces concluimos que

Ne− 2Ni− 1 = 2∂N − 3− ∂N = ∂N − 3 > 0,

salvo que ∂N = 3 o sea si Ω consta de un solo triángulo.

El siguiente ejemplo muestra que, si se utilizan elementos continuos de grado 1 en
cada triángulo para el par velocidad-presión (i.e., el elemento finito P1P1) la condición
inf-sup es violada dando lugar a la aparición de modos de presión espúreos y en conse-
cuencia, aproximaciones inestables de la presión.

2.1.2. El inestable elemento P1P1 (Checkerboard mode). El elemento P1P1

es el elementos más sencillo y fácil de programar que se nos puede ocurrir si deseamos
tener aproximaciones continuas de la presión. Es sabido, sin embargo, que este elemento
nos conduce a la aparición de modos de presión espúreos [8, 17].

Sean

Vh = {v ∈
(
C(Ω)

)2
: v|T ∈ (P1(T ))2, ∀T ∈ Th} ∩ (H1

0 (Ω))2

Qh = {q ∈ C(Ω) : q|T ∈ P1(T ), ∀T ∈ Th} ∩ L2
0(Ω).

Vamos a construir q∗ ∈ Qh, q
∗ 6= 0, tal que b(v, q∗) = −

∫
Ω
q∗∇.v = 0 ∀v ∈ Vh .



2.1. TEORÍA GENERAL DE MÉTODOS MIXTOS DISCRETOS 21

Esto nos dice que

sup
v∈Vh v 6=0

b(v, q∗)

||v||V
= 0

y por ende no se cumple la condición inf-sup.
Vamos a constrúırla de modo que

∫
T
q∗ = 0, ∀T ∈ Th.

Para fijar ideas consideremos Ω = [0, 1] × [0, 1] y tomemos una partición de Ω en
cuadrados de tamaño h los cuales subdividimos por su diagonal obteniendo aśı una
triangulación uniforme de Ω.

Dado un triángulo T cualquiera denotamos por zT1 , zT2 , zT3 los vértices de T . En-
tonces tomamos q∗ ∈ P1(T ) tal que q∗(zT1 ) = 0, q∗(zT2 ) = 1, q∗(zT3 ) = −1. No hay que
olvidar que como queremos que q∗ sea continua hay que constrúırla de forma tal que
en los triángulos contiguos se peguen bien. Un ejemplo de tal construcción es mostrada
en la Figura 2.1.1.

0 1  −1 0

1 −1  0 1

−1 0  1 −1

0 1 − 1 0

Figura 2.1.1. Un modo de presión espúreo

Como q∗ tiene grado 1 en cada triángulo tenemos que:
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(2.1.23)

∫
T

q∗ =
|T |
3

3∑
i=1

q∗(zTi ) = 0

ya que la fórmula de integración numérica Q(f) = |T |
3

∑3
i=1 f(zTi ) es exácta para poli-

nomios de grado 1 en T .

Teniendo en cuenta que ∇.v es constante sobre cada T , tenemos que ∀v ∈ Vh

(2.1.24)

∫
Ω

q∗∇.v =
∑
T

∫
T

q∗∇.v =
∑
T

∇.v
∫
T

q∗ = 0

Modos de presión de la forma de q∗ son llamados “Checkerboard mode”.

�

2.2. Condiciones inf-sup débiles

Nuestro propósito es ahora introducir un método de estabilización para los ines-
tables elementos P1P1. Para ello, vamos a agregar un término a la segunda ecuación
de (1.1.2) de forma tal que el problema sea estable y vamos a probar que este nuevo
problema tiene una única solución la cual aproxima a la solución del problema (1.1.2)
con orden óptimo.

Sean

P0 = {v ∈ L2(Ω) : v|T ∈ P0(T ),∀T ∈ Th}}

P1 = {v ∈ C(Ω) : v|T ∈ P1(T ),∀T ∈ Th}

P1 = {v ∈
(
C(Ω)

)2
: v|T ∈ P1(T ),∀T ∈ Th}

El siguiente lema establece la existencia de un operador de interpolación que nos
permite establecer las propiedades de aproximación de los espacios P0 y P1 las cuales
serán de suma utilidad para establecer la convergencia del método.
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Lema 2.2.1. (Interpolante de Scott-Zhang). Existe un operador lineal I : H1(Ω)→
P1 tal que:

||q − I(q)||0 ≤ Ch||q||1 ∀q ∈ H1(Ω)(2.2.25)

||u− I(u)||0 + h||u− I(u)||1 ≤ Ch2||u||2 ∀u ∈ H2(Ω)(2.2.26)

Demostración: La demostración de ambas estimaciones puede verse en [21].

Vamos a considerar los subespacios Vh = (H1
0 (Ω))2∩P1 ⊂ V y Qh = L2

0(Ω)∩P1 ⊂ Q
ambos de dimensión finita.

Consideramos el problema mixto discreto: Hallar (uh, ph) ∈ Vh ×Qh tal que

(2.2.27)

{
a(uh,v) + b(v, ph) = F (v) ∀v ∈ Vh

b(uh, q) = 0 ∀q ∈ Qh

En la sección anterior vimos que con esta elección de subespacios b no cumple
la condición inf-sup discreta. No obstante vamos a probar que para los subespacios
definidos anteriormente se cumple una forma más débil de la condición inf-sup discreta.

Durante nuestras estimaciones vamos a hacer uso de la siguiente desigualdad inversa
(ver, por ejemplo, [15]):

Lema 2.2.2. Dada cualquier qh ∈ Qh, existe una constante C positiva tal que:

(2.2.28) ||∇qh||0 ≤ Ch−1||qh||0

Los siguientes lemas nos proporcionan desigualdades que nos ayudarán a entender
la deficiencia de la condición inf-sup para estos espacios.

Lema 2.2.3. Sean Vh y Qh los espacios definidos anteriormente. Existen C1 > 0 y
C2 > 0 tal que

(2.2.29) sup
vh∈Vh vh 6=0

∫
Ω
qh∇.vh

||vh||1
≥ C1||qh||0 − C2h||∇qh||0 ∀qh ∈ Qh

Demostración: en vista de la condición inf-sup continua tenemos que

(2.2.30) sup
v∈V v 6=0

∫
Ω
q∇.v
||v||1

≥ β||q||0 ∀q ∈ Q
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en particular dado qh ∈ Qh ⊂ Q existe w ∈ V tal que

(2.2.31)

∫
Ω

qh∇.w ≥ β||qh||0||w||1

Dado w, existe wh ∈ Vh un interpolador de w para el cual se cumple

(2.2.32)
||w −wh||0 ≤ Ch||w||1

||wh||1 ≤ C||w||1,

de hecho podemos, por ejemplo, tomar wh igual al interpolador de Clement de w [15].

Usando (2.2.31) y (2.2.32) tenemos que∫
Ω
qh∇.wh

||wh||1
≥

∫
Ω
qh∇.wh

C||w||1
=

∫
Ω
qh∇.(wh −w) +

∫
Ω
qh∇.w

C||w||1

≥
∫

Ω
qh∇.w

C||w||1
−
|
∫

Ω
∇qh(wh −w) |
C||w||1

≥ β

C
||qh||0 −

||∇qh||0||w −wh||0
C||w||1

≥ C1||qh||0 − C2h||∇qh||0

Como

(2.2.33) sup
vh∈Vh vh 6=0

∫
Ω
qh∇.vh

||vh||1
≥
∫

Ω
qh∇.wh

||wh||1

Tenemos el lema probado.

�

Notemos que el término −h||∇qh||0 que aparece en el lema 2.2.3 caracteriza la
deficiencia de la condición inf-sup para el inestable par P1P1. Esta observación nos
lleva a buscar un camino altenativo, con el fin de contrarrestar este término, y poder
resolver con eficacia el problema de Stokes. En otras palabras, vamos a aproximar
usando otro problema discreto en el cual desaparezca el término −h||∇qh||0.

Existen numerosos trabajos referentes a los llamados métodos de estabilización cuyo
propósito es modificar el problema de forma tal que la deficiencia de la condición inf-
sup sea superada (ver, [2], [3], [18], [19]). En este trabajo la caracterización de la
deficiencia de la condición inf-sup será planteada en términos de ciertos operadores
abstractos.
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Sea Π : L2(Ω) −→ L2(Ω) el operador definido de forma tal que∫
T

Π(q) =

∫
T

q ∀T ∈ Th

Es fácil ver que Π(q)|T = 1
|T |

∫
T
q

Lema 2.2.4. Existe C > 0 tal que

(2.2.34) Ch||∇qh||0 ≤ ||qh − Π(qh)||0 ∀qh ∈ P1

Demostración: Para probar (2.2.34) hay que notar que Π(qh) es constante sobre
cada triángulo T y por ende ∇(Π(qh))|T = 0.

Usando este hecho y la desigualdad inversa del lema 2.2.2 tenemos que,

h2||∇qh||20 =
∑
T

h2||∇qh|T ||
2
0,T

=
∑
T

h2||∇(qh|T − Π(qh)|T )||20,T ≤
∑
T

C||qh|T − Π(qh)|T ||20,T

= C||qh − Π(qh)||20

�

Combinando los Lemas 2.2.3 y 2.2.4 obtenemos:

Corolario 2.2.1. Existen C1 > 0 y C2 > 0 independientes de h tales que

(2.2.35) sup
vh∈Vh vh 6=0

∫
Ω
qh∇.vh

||vh||1
≥ C1||qh||0 − C2||(I − Π)qh||0 ∀qh ∈ Qh

2.3. El método de establización

Con el fin de compensar la deficiencia de la condición inf-sup vamos a considerar el
siguiente problema variacional discreto que es una modificación del problema (1.1.2).

Hallar (uh, ph) ∈ Vh ×Qh tal que:

(2.3.36)

{
a(uh,v) + b(v, ph) = F (v) ∀v ∈ Vh
b(uh, q)−G(ph, q) = 0 ∀q ∈ Qh

donde G(ph, q) =
∫

Ω
(ph − Π(ph))(q − Π(q)).
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Notemos que este problema es equivalente al de hallar (uh, ph) ∈ Vh ×Qh tal que

(2.3.37) Q̃(uh, ph,v, q) = F (v) ∀(v, q) ∈ Vh ×Qh

donde Q̃(uh, ph,v, q) = a(uh,v) + b(v, ph) + b(uh, q)−G(ph, q)

Este problema variacional no es equivalente al problema de Stokes (1.1.2). No ob-
tante, vamos a ver que el problema (2.3.37) tiene una única solución y bajo alguna
hipótesis adicional sobre u veremos que la solución uh ∈ Vh converge en norma H1 a u
y ph ∈ Qh converge en norma L2 a p donde u y p son soluciones del problema (1.1.2).

Definamos Wh = Vh × Qh. Luego, si w ∈ Wh entonces w = (v, q) con v ∈ Vh y
q ∈ Qh.
En Wh definimos naturalmente la norma: ‖w‖1 = ||(v, q)||1 = ||v||1 + ||q||0.
Además, como Vh y Qh son espacios de Hilbert entonces Wh también lo es con el
producto interno (·, ·)Wh

= (·, ·)H1 + (·, ·)L2 y por ende, tenemos también definida

||.||0 = (·, ·)1/2
Wh

.

Es fácil ver que la forma Q̃ :Wh ×Wh −→ R es bilineal y simétrica. Para ver que
el problema (2.3.36) tiene una única solución, probaremos que Q̃ : Wh × Wh −→ R
es continua y cumple la condición inf-sup. Debido a la simetŕıa de Q̃ se tiene que, si
se cumple una condición inf-sup, automáticamente se cumple la otra condición. Luego
por la observación 1.2.2, se tiene la existencia y unicidad del problema (2.3.37).

Veamos en primer lugar que Q̃ es continua. Para ello necesitamos ver la continuidad
del operador Π : L2(Ω)→ L2(Ω).

Lema 2.3.1. Si q ∈ L2(Ω) entonces

(2.3.38) ||Π(q)||0 ≤ ||q||0

Demostración: Usando la desigualdad de Hölder tenemos que para cada T ∈ Th

||Πq||20,T =

∫
T

(
1

|T |

∫
T

q

)2

≤
∫
T

q2 = ||q||20,T

luego

‖ Πq ‖2
0=
∑
T

‖ Πq ‖2
0,T≤

∑
T

‖ q ‖2
0,T=‖ q ‖2

0 .

�

El siguiente Corolario demuestra la continuidad de la forma bilineal Q̃.
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Corolario 2.3.1. Existe C > 0 tal que

(2.3.39) Q̃(uh, ph,v, q) ≤ C(||uh||1 + ||ph||0)(||v||1 + ||q||0)

Demostración: Por la continuidad de las formas bilineales a, b y el lema anterior
tenemos

Q̃(uh, ph,v, q) = a(uh,v) + b(v, ph) + b(uh, q)−G(ph, q)

≤ ||uh||1||v||1 + ||v||1||ph||0 + ||uh||1||q||0 + ||ph − Πph||0||q − Πq||0
≤ ||uh||1||v||1 + ||v||1||ph||0 + ||uh||1||q||0 + 4||ph||0||q||0
≤ 4(||uh||1 + ||ph||0)(||v||1 + ||q||0)

�

Ahora estamos en condiciones de probar que Q̃ cumple la condición inf-sup.

Teorema 2.3.1. Existe C > 0 independiente de h tal que
(2.3.40)

sup
(vh,qh)∈Wh (vh,qh)6=(0,0)

Q̃(uh, ph,vh, qh)

||vh||1 + ||qh||0
≥ C(||uh||1 + ||ph||0) ∀(uh, ph) ∈ Wh

Demostración: Para probar la inf-sup basta con construir (ṽh, q̃h) ∈ Wh tal que

(2.3.41) Q̃(uh, ph, ṽh, q̃h) ≥ C(||uh||1 + ||ph||0)(||ṽh||1 + ||q̃h||0)

para alguna constante C > 0. Dado (uh, ph) ∈ Wh tenemos que:

(2.3.42) Q̃(uh, ph,uh,−ph) = µ||∇uh||20 + ||(I − Π)ph||20
Dado ph sabemos que existe w ∈ H1

0 (Ω) tal que

(2.3.43)

∫
Ω

ph∇.w ≥ C̃||ph||0||w||1

Sea wh el interpolador de w introducido en el lema 2.2.3 podemos suponer que wh

está normalizado de forma tal que cumple

(2.3.44) ||∇wh||0 =
√
µ||ph||0

Por los mismos argumentos que usamos en la demostración del lema 2.2.3 tenemos que

(2.3.45)

∫
Ω
ph∇.wh

||∇wh||0
≥ C1||ph||0 − C2||(I − Π)ph||0
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luego

(2.3.46)

∫
Ω

ph∇.wh ≥ C1µ
1/2||ph||20 − C2µ

1/2||(I − Π)ph||0||ph||0

Como no nos va a importar que C1 y C2 dependan de µ redefinimos C1 := C1µ
1/2

y C2 := C2µ
1/2

Ahora fijamos (vh, qh) = (−αwh, 0) donde α ∈ R>0 será elegido luego. Usando (2.3.44)
y (2.3.46) tenemos que:

Q̃(uh, ph,−αwh, 0) = a(uh,−αwh) + b(−αwh, ph)

= −αµ
∫

Ω

∇uh : ∇wh + α

∫
Ω

ph∇.wh

≥ −α√µ||∇uh||0||ph||0 + α
(
C1||ph||20 − C2||(I − Π)ph||0||ph||0

)
.

Para (vh, qh) = (uh−αwh,−ph) usando (2.3.42) y la desigualdad anterior tenemos

Q̃(uh, ph,uh − αwh,−ph) = Q̃(uh, ph,uh,−ph) + (uh, ph,−αwh, 0)

≥ µ||∇uh||20 + ||(I − Π)ph||20 + αC1||ph||20
− α

√
µ||∇uh||0||ph||0 − αC2||(I − Π)ph||0||ph||0

Ahora usando la desigualdad de Young:

ab =
a√
ε

√
εb ≤ a2

2ε
+
εb2

2

con ε = C1

2
> 0 obtenemos

√
µ||∇uh||0||ph||0 ≤ µ

||∇uh||20
C1

+
C1

4
||ph||20

y

C2||(I − Π)ph||0||ph||0 ≤
C2

2

C1

||(I − Π)ph||20 +
C1

4
||ph||20

Luego combinando todas las desigualdades obtenemos

Q̃(uh, ph,uh−αwh,−ph) ≥ µ(1− α

C1

)||∇uh||20 + (1−αC
2
2

C1

)||(I −Π)ph||20 +
αC1

2
||ph||20.
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Tomando α̃ = min{C1

2
, C1

2C2
2
} tenemos que 1− α̃

C1
≥ 1

2
y 1− α̃C2

2

C1
≥ 1

2
.

Tomemos ahora ṽh = uh − α̃wh y q̃h = −ph. Entonces usando (a + b + c)2 ≤
3(a2 + b2 + c2) tenemos

Q̃(uh, ph, ṽh, q̃h) ≥
1

2

(
µ||∇uh||20 + α̃C1||ph||20 + ||(I − Π)ph||20

)
≥ 1

6
(
√
µ||∇uh||0 +

√
α̃C1||ph||0 + ||(I − Π)ph||0)2 ≥ γ(||∇uh||0 + ||ph||0)2

con γ = 1
6

mı́n{µ, α̃ C1}

Finalmente, usando (2.3.44) llegamos a

||∇ṽh||0 + ||q̃h||0 = ||∇(uh − α̃wh)||0 + ||ph||0 ≤ ||∇uh||0 + α̃||∇wh||0 + ||ph||0
= ||∇uh||0 + (1 + α̃

√
µ)||ph||0 ≤ δ (||∇uh||0 + ||ph||0) ,

donde δ = 1 + α̃
√
µ. Luego, tomando C = γ

δ

Q̃(uh, ph, ṽh, q̃h) ≥ γ(||∇uh||0 + ||ph||0)(||∇uh||0 + ||ph||0)

= δ(||∇uh||0 + ||ph||0)
γ

δ
(||∇uh||0 + ||ph||0)

≥ C(||∇ṽh||0 + ||q̃h||0)(||∇uh||0 + ||ph||0)

y el teorema queda demostrado.

�

Corolario 2.3.2. Existe un único (uh, ph) que satisface 2.3.36

El siguiente teorema establece las relaciones de aproximación del método de esta-
bilización y puede verse como una generalización del teorema 2.1.1,

Teorema 2.3.2. Sea (u, p) ∈ (H1
0 (Ω))2×L2

0(Ω) solución del problema (1.1.2). Sea
(uh, ph) ∈ Vh ×Qh solución del problema (2.3.36). Existe C > 0 tal que

||u− uh||1 + ||p− ph||0 ≤ C( ı́nf
qh∈Qh

||p− qh||0 + ı́nf
vh∈Vh

||u− vh||1 + ||(I − Π)p||0)
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Demostración: Dado que Vh ×Qh ⊂ V ×Q de la formulación (1.1.2) sabemos que

(2.3.47)
a(u,vh) + b(vh, p) = F (vh) ∀vh ∈ Vh

b(u, qh) = 0 ∀qh ∈ Qh

También de la formulación (2.3.36) resulta que

(2.3.48)
a(uh,vh) + b(vh, ph) = F (vh) ∀vh ∈ Vh

b(uh, qh) = G(ph, qh) ∀qh ∈ Qh

Restando las ecuaciones tenemos

(2.3.49)
a(uh − u,vh) + b(vh, ph − p) = 0 ∀vh ∈ Vh

b(uh − u, qh) = G(ph, qh) ∀qh ∈ Qh

Equivalentemente tenemos

(2.3.50) a(uh − u,vh) + b(vh, ph − p) + b(uh − u, qh) = G(ph, qh)

lo que puede escribirse como:

(2.3.51) Q̃(uh − u, ph − p,vh, qh) = G(p, qh) ∀(vh, qh) ∈ Vh ×Qh.

Sea (wh, rh) ∈ Vh×Qh cualquiera. Como Q̃ verifica la inf-sup en Vh×Qh tenemos que
existe C > 0 tal que

C(||uh −wh||1 + ||ph − rh||0) ≤ sup
(vh,qh)∈Vh×Qh

Q̃(uh −wh, ph − rh,vh, qh)

||vh||1 + ||qh||0

= sup
(vh,qh)∈Vh×Qh

Q̃(uh − u, ph − p,vh, qh) + Q̃(u−wh, p− rh,vh, qh)

||vh||1 + ||qh||0

= sup
(vh,qh)∈Vh×Qh

G(p, qh) + Q̃(u−wh, p− rh,vh, qh)

||vh||1 + ||qh||0

Del corolario 2.3.1 se deduce que

Q̃(u−wh, p− rh,vh, qh) ≤ C(||u−wh||1 + ||p− rh||0)(||vh||1 + ||qh||0)

y por la continuidad de Π tenemos que existe C > 0 tal que

G(p, qh) ≤ CG(p, p)1/2||qh||0
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luego tenemos

C(||uh −wh||1 + ||ph − rh||0) ≤ sup
(vh,qh)∈Wh

G(p, p)1/2 ||qh||0
||vh||1 + ||qh||0

+ ||u−wh||1 + ||p− rh||0

≤ G(p, p)1/2 + ||u−wh||1 + ||p− rh||0
= ||(I − Π)p||0 + ||u−wh||1 + ||p− rh||0

Por la desigualdad triangular tenemos

||u− uh||1 + ||p− ph||0 ≤ ||u−wh||1 + ||p− rh||0 + ||wh − uh||1 + ||rh − ph||0
≤ C (||u−wh||1 + ||p− rh||0 + ||(I − Π)p||0)

Tomando ı́nfimos con wh ∈ Vh y rh ∈ Qh se tiene demostrado el teorema.

�

Observemos que por la definición de Π tenemos que
∫
T

(p − Πp) = 0. Luego si
p ∈ H1(T ) entonces p − Πp ∈ H1(T ) y podemos usar el teorema de Poincaré para
funciones de promedio cero para establecer que:

||p− Πp||0,T ≤ cph||∇(p− Πp)||0,T = cph||∇p||0,T ≤ cph||p||1,T
donde cp es una constante que no depende de T .

Para luego concluir que

(2.3.52) ||p− Πp||20 =
∑
T

||p− Πp||20,T ≤
∑
T

ceh||p||21,T ≤ Ch||p||1

Suponiendo un poco más de regularidad para u y p esta observación nos permite
mostrar la convergencia de uh a u y ph a p.

Corolario 2.3.3. Supongamos que (u, p) ∈ (H1
0 (Ω))2 ∩ H2(Ω) × L2

0(Ω) ∩ H1(Ω)
es solución del problema (1.1.2). Supongamos que (uh,vh) ∈ Vh × Qh es solución del
problema (2.3.36). Entonces

(2.3.53) ||u− uh||1 + ||p− ph||0 ≤ Ch(||u||2 + ||p||1)
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Demostración: por la estimación (2.2.26) del lema 2.2.1 sabemos que dada u ∈
(H2(Ω))2 existe ũh ∈ Vh tal que

(2.3.54) ||u− ũh||0 + h||u− ũh||1 ≤ Ch2||u||2
En particular,

||u− ũh||1 ≤ Ch||u||2

Por otro lado, la afirmación (2.2.25) del lema 2.2.1 nos dice que dada p ∈ H1(Ω)
existe I(p) ∈ P1 tal que

||p− I(p)||0 ≤ Ch||p||1

Luego, si definimos p̃h = I(p) − 1
|Ω|

∫
Ω
I(p), es claro que p̃h ∈ Qh y como

∫
Ω
p = 0

usando la desigualdad de Hölder conclúımos que

‖p− p̃h‖0 = ‖p−
(
I(p)− 1

|Ω|

∫
Ω

I(p)

)
‖0 ≤ ‖p− I(p)‖0 +

1

|Ω|
‖
∫

Ω

(p− I(p)) ‖0

≤ ‖p− I(p)‖0 +
1

|Ω| 12
|
∫

Ω

(p− I(p)) | ≤ ‖p− I(p)‖0 + ||p− I(p)||0

≤ Ch||p||1

En consecuencia, usando estas estimaciones de error de interpolación, el teorema
anterior y la desigualdad (2.3.52) tenemos

||u− uh||1 + ||p− ph||0 ≤ C(||p− p̃h||0 + ||u− ũh||1 + ||(I − Π)p||0)

≤ Ch(||u||2 + ||p||1)

finalizando aśı la demostración.

�



Caṕıtulo 3

Experimentos Numéricos

En este caṕıtulo, presentaremos una serie de experimentos numéricos en dimensión 2
los cuales muestran la perfomance del método de estabilización analizado en el caṕıtulo
anterior.

En todos los ejemplos, tomaremos Ω = [0, 1] × [0, 1] y, tanto la velocidad como la
presión, se interpolan con polinomios de grado 1 en una malla de elementos triangulares.

3.1. Aspectos Numéricos

Sea Ω = [0, 1]× [0, 1] y sea Th una triangulación de Ω que satisface la condición del
ángulo mı́nimo. Consideremos los siguientes subespacios

P1 = {v ∈ C(Ω) : v|T ∈ P1(T ),∀T ∈ Th}

P1 = {v ∈
(
C(Ω)

)2
: v|T ∈ P1(T ),∀T ∈ Th}

Para h fijo llamemos, como en el caṕıtulo anterior, (uh, ph) ∈ Vh×Qh a la solución
del problema estabilizado (2.3.36).

Denotamos por n = dimVh y por m = dimQh, entonces existen v1, . . . ,vn y
q1, . . . , qm bases de Vh yQh respectivamente tales que uh =

∑n
j=1 αjvj y ph =

∑m
j=1 βjqj.

Sabemos que (uh, ph) satisfacen

(3.1.55)

{
a(uh,v) + b(v, ph) = F (v) ∀v ∈ Vh
b(uh, q)−G(ph, q) = 0 ∀q ∈ Qh

33
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Es claro que este problema es equivalente al de hallar α1, . . . , αn y β1, . . . , βm tales
que

(3.1.56)



n∑
j=1

αja(vj,vi) +
m∑
j=1

βjb(vi, qj) = F (vi) ∀i, 1 ≤ i ≤ n

n∑
j=1

αjb(vj, qi)−
m∑
j=1

βjG(qj, qi) = 0 ∀i, 1 ≤ i ≤ m

Sean A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m y G ∈ Rm×m las matrices definidas por:

(3.1.57)

(A)ij = a(vi,vj) = µ

∫
Ω

∇vi : ∇vj

(B)ij = b(vi, qj) = −
∫

Ω

qj ∇.vi

(G)ij = G(qi, qj) =

∫
Ω

(qi − Πqi) (qj − Πqj)

Notemos que, tanto la matriz de rigidez A como la matriz G, resultan ser simétricas.
Llamemos

b =

 F (v1)
...

F (vn)

 α =

 α1
...
αn

 β =

 β1
...
βm


Llegamos aśı al sistema

(
A B
Bt −G

)(
α
β

)
=

(
b
0

)
El cual tiene una única solución pues es equivalente al problema (2.3.36).

3.2. Ejemplos numéricos

En todos los ejemplos, hemos utilizado el comando delaunay de Matlab para generar
la malla de triángulos y la siguiente regla de integración numérica, la cual es exacta
para polinomios de grado 2, para aproximar las integrales en un triángulo T ,∫

Ω

f ' |T |
3

n∑
i=1

f(ηi)
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donde ηi son los puntos medios de los bordes del triángulo T .

Para cada uno de los ejemplos, calcularemos el error en norma L2 para las presiones,
y en norma L2 y H1

0 para las velocidades.

3.2.1. Ejemplo 1 - Cavity Flow. El primer ejemplo que vamos a ver es el
conocido en la bibliograf́ıa como “Cavity Flow” (ver, por ejemplo, [1]).

En este ejemplo tomamos µ = 1, f = (0, 0) y se asumen condiciones de Didichlet
homogéneas en Ω salvo en el lado y = 1, 0 < x < 1 donde u = (1, 0).

Procedemos a resolver tanto con el método estabilizado como con el sin estabilizar.
Observamos que, en ambos casos, las velocidades se aproximan bastante bien (ver
Figura 3.2.1 ).

Figura 3.2.1. Velocidad del cavity flow

Por otra parte, como hemos predicho en el caṕıtulo previo, no sucede lo mismo
con la presión, ya que la aproximación por elementos P1P1, conduce a la presencia de
modos de presión espúreos como se puede apreciar en la Figura 3.2.1.
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Figura 3.2.2. Cavity Flow -Presión inestable

Al agregar el término estabilizador la presión se suaviza, obteniendo aśı una buena
aproximación como se muestra en la Figura 3.2.1

En los siguientes ejemplos, la solución exacta del problema es conocida, lo cual nos
permite calcular el error cometido tanto para la velocidad como para la presión, i. e.,
calcularemos ||u− uh||L2(Ω) , ||∇u−∇uh||L2(Ω) y ||p− ph||L2(Ω).

Para hacer una estimación del orden del error cometido, notemos que si suponemos
que E ∼ Chα, donde E es el error en alguna de las normas, entonces α ∼ − logE

logN
donde

N = 1
h
.

3.2.2. Ejemplo 2. Tomamos µ = 1, u = (x,−y), p = x3 − 1
4

y f = (3x2, 0).

En la Figura 3.2.2 se muestra el campo de velocidades del fluido y en la Figuras
3.2.2 y 3.2.2 los gráficos de la presión sin estabilizar y con el método de estabilización
respectivamente.
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Figura 3.2.3. Cavity Flow - Presión estable

La tabla 3.2.2 muestra los errores obtenidos y la estimación del orden del error en
norma L2 y en norma H1 para las velocidades y en norma L2 para las presiones; los
ordenes estimados son denotados por α1, α2 y α3 respectivamente.

N α1 ||u− uh||0 α2 ||∇(u− uh)||0 α3 ||p− ph||0
8 1,7949 0,001109 1,3532 0,010714 1,5620 0,02588
12 1,8661 0,000491 1,3344 0,006335 1,5019 0,014793
16 1,8693 0,000292 1,3875 0,003892 1,5725 0,008279
20 1,8915 0,000182 1,3725 0,003089 1,5622 0,006317
24 1,9050 0,000128 1,3761 0,002332 1,5638 0,004664
28 1,9156 0,000094 1,3733 0,001919 1,5481 0,003907
32 1,9157 0,000075 1,4045 0,001375 1,5795 0,002641
36 1,9218 0,000058 1,3932 0,00137 1,5537 0,002788

Cuadro 1. Error en normas del ejemplo 2
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Figura 3.2.4. Campo de velocidades del ejemplo 2

3.2.3. Ejemplo 3. El tercer ejemplo corresponde a:
µ = 1, u = (−ex(y cos(y) + sen(y)), exy sen(y)), p = 2ex sen(y)− 2(e1 − 1)(1− cos(1))
y f = (0, 0).

En la Figura 3.2.3 se muestra el campo de velocidades del fluido y en la Figura
3.2.3 la presión.

Los errores obtenidos al utilizar el método de estabilización presentado en el Caṕıtu-
lo 2 y la estimación del orden del error, tanto en norma L2 como en norma H1 para
las velocidades y en norma L2 para las presiones, son presentados en la tabla 3.2.3; los
ordenes estimados son denotados por α1, α2 y α3 respectivamente.
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Figura 3.2.5. Presión inestable del ejemplo 2

N α1 ||u− uh||0 α2 ||∇(u− uh)||0 α3 ||p− ph||0
8 1,9561 0,0115 1,0072 0,2829 1,6450 0,1349
12 1,9581 0,0052 0,9954 0,1908 1,5082 0,0819
16 1,9678 0,0029 1,0031 0,1408 1,5906 0,0437
20 1,9737 0,0019 1,0008 0,1139 1,5196 0,0390
24 1,9796 0,0013 1,0004 0,0947 1,4891 0,0296
28 1,9812 0,0009 0,9995 0,0814 1,4467 0,0261
32 1,9825 0,0007 1,0022 0,0702 1,5094 0,0145
36 1,9834 0,0006 1,0015 0,0631 1,4737 0,0180
40 1,9848 0,0005 1,0011 0,0568 1,4365 0,0168

Cuadro 2. Error en normas del ejemplo 3
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Figura 3.2.6. Presión estable del ejemplo 2
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Figura 3.2.7. Presión estable del ejemplo 2

Figura 3.2.8. Campo de velocidades del ejemplo 3
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Figura 3.2.9. Presión estable del ejemplo 3

Figura 3.2.10. Presión estable del ejemplo 3
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