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Introduccion

En este trabajo estudiaremos la existencia de soluciones débiles del problema:

(Lu)(z) = f(u(z),z) six e
{ u(z) =0 siz el (1)

bajo diversas condiciones sobre f y sobre el conjunto acotado 2 C R™. Donde

(Lu)(x) = ) (~D)*D%(aasD’u)

laf,|B]<1

es uniformemente eliptico, un operador formalmente autoadjunto de segundo orden, en
Q.

Empezaremos abordando el problema bajo ciertas condiciones tanto sobre las fun-
ciones y operadores involucrados como asi sobre ) para luego poder generalizar los
resultados a condiciones menos restrictivas. También analizaremos ejemplos donde la
ecuacion diferencial es ordinaria con condiciones de contorno periddicas.

Los problemas a estudiar son de gran importancia, tanto desde el punto de vista
tedrico como desde el de las aplicaciones. Por un lado, el desarrollo y la aplicacién de
técnicas variacionales a problemas de contorno ha sido un aspecto de creciente interés
matematico en los ultimos anos. Por otro lado, muchos de los problemas no lineales
tienen una motivacion directa en la practica, en variadas disciplinas. Entre los problemas
no lineales, tienen especial importancia los llamados problemas resonantes. Un resultado
elemental del andlisis no lineal asegura la existencia de al menos una solucién cuando
la parte lineal del problema es un operador inversible (problema no resonante) y la no
linealidad es acotada. En cambio, si se trata de un operador no inversible el problema
es resonante, y la existencia de soluciones no puede asegurarse. En 1969, un paper de
Lazer-Leach [10] para el problema periédico abrié el camino hacia las hoy llamadas



Condiciones de Landesman-Lazer introducidas un ano después en [9] para un problema,
eliptico semilineal. Este tipo de condiciones ha inspirado a diversos autores en el intento
de hallar formulaciones mas abstractas y dar diferentes generalizaciones.

Esta tesis estd enfocada, tomando como punto de partida las condiciones de Landesman-
Lazer dadas en [9], a dar distintas generalizaciones y formulaciones més abstractas
asi como también demostraciones mas sencillas usando diversos métodos como por ejem-
plo métodos variacionales. También abordaremos una alternativa mas general dada por
Ahmad-Lazer-Paul en [1] que implica a las condiciones antes mencionadas. Cabe desta-
car que algunos de los resultados que veremos pueden ser demostrados usando métodos
topoldgicos como teoria de grado.

Resumen de la Tesis

Esta tesis estd compuesta de cuatro capitulos.

En el Capitulo 1 introduciremos los conceptos necesarios para la comprension de los
siguientes capitulos. Empezaremos definiendo los espacios y los operadores con los que
trabajaremos, también daremos definiciones y teoremas generales de Analisis Funcio-
nal omitiendo las demostraciones ya que son resultados conocidos. Luego abordaremos
los métodos variacionales que luego utilizaremos en distintas resoluciones y concluire-
mos con el método de Ritz-Galerkin para hallar soluciones aproximadas del problema
restringiendonos a espacios de dimension finita.

En el Capitulo 2 introduciremos las Condiciones de Landesman-Lazer y demos-
traremos que dichas condiciones son suficientes bajo ciertas hipdtesis, para dicha de-
mostracién seguiremos los métodos utilizados por P. Hess en [8] ya que sélo usando
resultados bésicos se obtiene una demostracion muy sencilla. Luego generalizaremos
dichas condiciones para hipdtesis mas generales sobre la no linelidad y terminaremos
probando que el resultado se extiende al caso general, para ello seguiremos lo hecho por
Arcoya-Orsina [3], quienes usan métodos variacionales para demostrar tal resultado.

En el Capitulo 3 daremos un resultado alternativo a las condiciones de Landesman-
Lazer dado por Ahmad-Lazer-Paul en [1]; usando una condicién que se puede enunciar
facilmente para asegurar que (1) tiene solucién bajo la suposicién de que el problema
lineal homogeneo asociado tiene soluciones no triviales.

En el dltimo Capitulo mostraremos que las condiciones de Ahmad-Lazer-Paul pa-
ra problemas resonantes son mas generales que las de Landesman-Lazer, discutiendo



algunas relaciones con otras condiciones de existencia.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo daremos las definiciones y propiedades necesarias para la compren-
sién de esta tesis.

1.1. Espacios de Sobolev

Empecemos definiendo los espacios en los que trabajaremos tanto en este capitulo
como en los siguientes. En lo que sigue, {2 C R es un conjunto abierto acotado.

Definicién Lj,

Q) ={u: Q> R: [|ul < oo VK abierto acotado con K C Q}.

Definicién Sea u € L} (), 1 < i < n. Diremos que v € L}, () es la derivada débil

loc loc
de u respecto de x;, si se cumple que

/ngi - —/Qvgb Vo € C°(Q).

ou
Ox; "

Notacion: v =

Observaciéon 1.1.1 1. Si la derivada débil de u existe, es unica.

2. Siu e CYQ), las deriwadas débiles de u existen y coinciden con las derivadas
clasicas.
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Definicién Sea 2 C R™ un conjunto abierto, a € N§, u € L}, (Q), 1 < i < n. Diremos

que v € L}, () es la derivada a de u en sentido débil, si se cumple que

/QuDO‘¢: (—1)a|/va¢ Vo € C5o(Q).

Q

Notacién: v, = D*u.

Definicién Sea k> 1, 1 < p < 400,  C R” abierto. Definimos el espacio de Sobolev
WHP(Q) = {u € LP(Q2) tal que Vo € Njj, con |a| <k D*u € L¥(Q)}.

La norma en este espacio para 1 < p < 0o es

1/p

[|ullwrr @) = Z ||Dau||]2p(ﬂ)

<k
Sip=o0
lullwree@ = Y 11D (u)]]z ().

|la|<k

Notacién:W*2(Q) = H*(Q).
Teorema 1.1.2 WHP(Q) es un espacio de Banach vy si p = 2 resulta ser un Hilbert.

Definicién W'P(Q) = C=@)" @

={ueW'(Q): existe u, € C°(Q) tal que u, — uen W"(Q)}.
En particular, para el caso n = 1:

Definicién Sea 1 < p < o0

W;P(0,T) = {u € LP(0,T;R") tal que v’ € L”(0,T;R™)} .
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1.2. Operadores Uniformemente Elipticos

Definicién Sea 2 C R™ un conjunto abierto y acotado. Diremos que un operador L
de segundo orden es un operador formalmente autoadjunto en forma de divergencia si
se puede escribir de la siguiente manera:

n

L(u) = =) (a7 (x)us,)s, + c(a)u(z)

4,j=1

donde, x € Q,a"” b’ (z),c(z) € L>®(Q) y a¥(z) = a’*(z) (es decir, para cada z € Q,
A(z) = (a¥(x)) € R™" es una matriz simétrica).

Observacién Los operadores en forma de divergencia son "buenos” cuando queremos
trabajar con métodos basados en la integracién por partes. Este serd el caso de los
M¢étodos Variacionales que trataremos luego.

Definicién Diremos que un operador en forma de divergencia es uniformemente elipti-
co si existe 6 > 0 tal que

Qale) = Z a(z)eie; > 0le|” Yz eQ,0>0
ij=1

Observacién Esta condicién equivale a A\ (A4, 7) > 6 Va € Q donde

A (A, z) = el menor autovalor de A(x).

1.3. Resultados Clasicos del Analisis Funcional.

En esta seccién daremos ciertos resultados de Anélisis Funcional que seran herra-
mientas utiles tanto en las secciones como en los capitulos siguientes. Las demostraciones
pueden encontrarse por ejemplo en [5].

Definicién Sea H un espacio de Hilbert real. Definimos el espacio dual de H como

H' ={L: H — R tal que L es lineal y continuo}.
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Definicién Se dice que un espacio de Banach X es Uniformemente Convexo si Ve > 0,
existe > 0 tal que

+
(cyeX, llall <1l <1 y |\x—y\|>e>:(H%H<1—6).

En particular, los espacios W' con 1 < p < oo son uniformemente convexos.

Proposicién 1.3.1 (Desigualdad de Garding)
Sea Q2 C R™ abierto y acotado. Consideramos el espacio de Sobolev H*(Q), sea L un
operador uniformemente eliptico en forma de divergencia:

(Lu)(x)= Y (=1)D* (ans(2) D u(x)).

0<|al,|8|<k

Por dltimo vamos a suponer que a.pz son acotadas y continuas en S para || = |B| =k

y que
aop € L™ V|al, 8] < k.

Bajo estas hipotesis se cumple que Jcg y ¢4 > 0 tal que
B(u,u) + co||uHiz(Q) > 01Hu|ﬁ{k(9) Yu € HY.
Donde B(u,v) = 3, 5<1{@as D, DPv)q es la forma bilineal asociada al operador L.

Teorema 1.3.2 (Teorema Espectral)

Sea H un espacio de Hilbert separable y T : H — Hun operador lineal compacto
autoadjunto. Entonces existe una base ortonormal {1y} de H formada por autovectores
de T, es decir T = aphr.. Donde cada oy, tiene multiplicidad finita y

lay| > ... > || > ... = 0.
Observacion 1.3.3 Si en el Teorema anterior también pedimos T' positivo entonces

ay > ... > a... — 0.
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Observacion 1.3.4 Si existe L tal que LT = id, diremos que L es operador inverso
algebraico a izquierda de T', entonces los correspondientes autovalores de L son de la
forma

y {tr} es la base de autovectores asociados.

Teorema 1.3.5 (Teorema de Representacion de Riesz)
Para todo funcional lineal continuo L en H', existe una tnica w € H tal que L se puede
representar de la siguiente manera

L(v) = (u,v)
(donde (-,-) denota el producto interno de H). Ademds, ||L||y = ||u||x-
El vector u del Teorema 1.3.5 satisface la siguiente propiedad de minimizacion.
Proposicion 1.3.6 Sea L : H — R lineal y continua. Entonces uw € H satisface
L(v) = (u,v) Yv € H;
sty solo si uw es un minimo del funcional ¢ : H — R dado por

1
p(0) = 5llell3 - Lo,

Demostracion: Si L(v) = (u,v) para todo v € H, entonces
1
p(v) = p(u+ (v —u) = Sllut (v =) = L{u+ (v - u))

:%(u—l—(v—u),u—i—(v—u))—L(u)—L(v—u)

1 1
= Sl + (0 = w) + S0 = ull* = L(w) - L(v - u)

1 1
= Sllull + Lw—v) + S llo — wlf? - L(w)
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= () + 5l — ul? > p(w)

para todo v € H. Por tanto u es un minimo de ¢.
Inversamente, supongamos que u es un minimo de ¢. Entonces, para cada v € H, la
funcién ¢, : R -+ R

oult) =t t0) = llull? ~ L) + [(w,0) — L))t + g7

tiene un minimo en 0. En consecuencia,

0= ¢,(0) = (u,v) = L(v).
Es decir, L(v) = (u,v) Yv € H. O

Definicién Sea H un Hilbert, a : H x H — R se dice
bilineal si es lineal en cada componente,

continua si |a(u,v)| < C||ul|g||v||g, para todo u,v € H
coerciva si a(u,u) — oo cuando ||u|| — oc.

Teorema 1.3.7 (Teorema de Lax-Milgram) Sea H un Hilbert y a una forma bili-
neal, continua y coerciva. Entonces, para todo L, funcional lineal, continuo en H existe
un unico u € H tal que

a(u,v) = L(v) para todo v € H.

A diferencia de lo que ocurre en R", en cualquier espacio de Hilbert de dimensién
infinita existen sucesiones acotadas que no contienen ninguna subsucesion convergente.
Por ejemplo, si consideramos la sucesién de vectores canénicos (ex) C [ esta sucesién
esta acotada ya que ||eg||2 = 1, también es claro que ||e; — e;||2 > 1 para todo i # j y
esto nos afirma que (ex) no tiene subsucesiones convergentes.

Una nocién de convergencia, mas débil que la usual, que si tiene esa propiedad es
la siguiente.

Definicién Sea H un espacio de Hilbert. Una sucesién (ux) en H converge débilmente
a uen H si, para cada v € H; se cumple que limy_, o (ug, v) = (u,v).
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Notaciéon: Vamos a escribir
up — uen H

para denotar la convergencia débil.

Teorema 1.3.8 (Propiedad fundamental de la convergencia débil) Sea H un
espacio de Hilbert separable. Entonces toda sucesion acotada en H contiene una subsu-
cesion débilmente convergente en H.

Observacion 1.3.9 Esta propiedad serd importante ya que mds adelante querremos
dar condiciones para hallar minimos de un operador. Trabajaremos en la topologia débil
ya que en la topologia fuerte tenemos la dificultad de hallar compactos y esto es un
problema para nuestro objetivo de hallar minimos, por ejemplo, la bola unitaria cerrada
de un espacio normado de dimension infinita nunca es compacta. Sin embargo, si es
reflexivo si lo es en la topologia débil de dicho espacio.

Teorema 1.3.10 (Principio Variacional de Ekeland)
Sea X un espacio de Banach, ¢ € C'(X,R) acotada inferiormente, v € X y ¢€,0 > 0.
Si

p(v) < i&f ©+e
entonces existe u € X tal que

pu) <fnf o+ 2¢ |l (w)]] < 8e/d, [Ju— vl <26

Corolario 1.3.11 Sea p € C*(X,R) acotada inferiormente. Si ¢ satisface la condicidén
de Palais-Smale con ¢ := infx ¢ entonces toda sucesion minimizante para ¢ tiene una
subsucesion convergente. En particular, existe un minimizante de .

Teorema 1.3.12 (Teorema de Rellich-Kondrachov)
Si Q es un dominio acotado de R™ y p € [1,2%), entonces toda sucesion acotada en
HX(Q) contiene una subsucesion que converge fuertemente en LP(S). Donde p* = 22

T n-=2"

Ademas de los teoremas antes mencionados emplearemos los siguientes teoremas
topolégicos.

Teorema 1.3.13 (Teorema de Punto Fijo de Brouwer)
Sea v : B™ — B" continua, donde B"™ C R™ denota la bola unitaria cerrada. Entonces
r tiene al menos un punto fijo.
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Este teorema es equivalente a:

Corolario 1.3.14 No existen retracciones de R™ a la esfera unitaria, es decir, no existe
r:R" — S"! continua tal que r(x) = x para todo x € S™1

Teorema 1.3.15 (Teorema de Punto Fijo de Schauder) Sea X un espacio nor-
mado. St K C X es un conjunto cerrado, acotado y convexo, y ademds T : K — K es
una funcion continua tal que T(K) es compacto. Entonces T tiene al menos un punto

fijo.

1.4. Métodos Variacionales

Muchos fenémenos de la fisica, la ingenieria, la biologia, la medicina, las finanzas, etc,
se modelan mediante una ecuacién diferencial, y muchos de estos modelos tienen una
formulacién variacional, es decir, las soluciones de la ecuacion diferencial son los puntos
criticos de un funcional, dado por una integral, en un espacio adecuado de funciones.
Dicha integral representa alguna energia, una accion, una funcién de costo, etc. En esta
seccion empezaremos analizando modelos que tienen formulacion variacional y luego
daremos criterios para asegurar la existencia de un minimizante del funcional asociado
a dicho modelo.

Queremos resolver una ecuacién diferencial, que escribiremos en forma abstracta
como

Alu] = 0. (1.1)
El operador no lineal A[] es la "derivada” de un funcional ¢[-] apropiado. De esta
forma, el problema (1.1) se lee

¢'lu] = 0. (1.2)
La ventaja de esta formulacién es que ahora podemos reconocer soluciones de (1.1)
como puntos criticos de ¢[-], y esto, en muchos casos resulta ser més simple de resolver.

1.4.1. Ecuacion de Euler-Lagrange

Sea 2 C R™ un conjunto abierto, acotado y con borde regular. Consideramos la
siguiente funcién regular

L:R"xRxQ—R
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a la que llamaremos Lagrangiano.

Notacién: L = L(p,z,x) = L(p1, ..., Pn, 2, X1, --., Tp,) Sustituiremos a p por Du(zx), y a
z por u(x).
Mas notacién:D,L = (Ly,,....,L, ), D, =L,y D,L = (Ly,, ..., Ly,).

Sea

oli)i= [ L(Du(w), uw), 2}
Q
donde u : © — R es una funcién regular satisfaciendo la condicién de frontera
u=g en Of.

Observacion Para introducir conceptos mas generales en principio supondremos que
u = g en 0f) con g no necesariamente nula. Sin embargo, los casos que vamos a trabajar
son ecuaciones con condiciones de Dirichlet homogeneas.

Supongamos que u es una funcion regular que satisface la condicion de frontera u = g
en 00 y que es un minimo de ¢[-]. Demostraremos que u es solucién de una cierta
ecuacién diferencial no lineal.Sea v € C2°, consideremos la siguiente funcion

r(t) :== plu+tv] donde ¢t : R — R.

Como u es un minimo de ¢, plu] < plu + tv] y de este modo r(0) < r(t) para todo
t € R. Por lo tanto
r(0) =0.

Ademas, como
r(t) = / L(Vu+tVou,u+ tv,t)dx
Q

derivando nos queda
r'(t) = / Z L,,(Vu+tVu,u+tv, x)v,, + L.(Vu + tVo,u + tv, z)vdx.
Q=1

Evaluando en t = 0 obtenemos
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0=1r"(0)= /QZ(LPZ.(Vu,u,x))vxi + L. (Vu,u, z)vdr.
i=1

Como v tiene soporte compacto, podemos integrar por partes

0=1"(0) = /Q [— Z(Lpi(Vu, U, )y, + L(Vu,u, x) | vde.

i=1

Esta igualdad vale para toda funcion test v, de esta forma dado que C2° es denso en
L?(2) concluimos que u es solucién de la ecuacién diferencial

— Z(Lpi(Vu, U, )y, + L.(Vu,u,z) =0 en Q. (1.3)
i=1

Esta es la Ecuacién de Euler-Lagrange .

Observacién Es importante observar que (1.3) es una ecuacién de segundo orden en
forma de divergencia.

Analizando el procedimiento anterior podemos concluir que para hallar una solucién
regular de la ecuacion de Euler-Lagrange alcanza con encontrar un minimo del funcional

olul :/QL(Vu(x),u(x),x)dx.

Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 1.4.1 Si L(p, z,x) = %]p|2, entonces Ly, = p;, para i = 1,...,n, L, =0, el

funcional nos queda
1
ol = [ [vuP
Q

y de este modo, la ecuacion asociada es Au =0 en
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Ejemplo 1.4.2 Si L(p, z,z) = %223:1 a¥(x)pip; — 2f(x), con a¥ = ¥’ para i,j =
1,...,n, entonces L,, = Z?Zl a¥(x)p; para i = 1,...,n, L, = —f(z), el funcional nos
queda
1
olu] = /Q 3 Z a’uu; — ufde

ij=1

y de este modo la ecuacion asociada es — 37 (@™ uy,)e, = f(x) en Q.

Por ultimo:

Ejemplo 1.4.3 Sea f: R — R una funcidn reqular y F(z) = [ f(y)dy. Aqui,

gp[u]z/ﬂ%|Vu|2—F(u)dx

y la ecuacion es
—Au= f(u) en Q.

Sin embargo no todos los problemas tienen estructura variacional y no todos los fun-
cionales tienen un minimo, veamos un ejemplo para cada una de estas situaciones:

Ejemplo 1.4.4 Sea Q C R" un abierto acotada con frontera suave y f € L*(Q).

Consideramos la ecuacion
—Au = f(x,u, Vu)

en este caso no se pueden emplear métodos variacionales ya que f depende de Vu, en
este caso el problema se puede tratar por ejemplo, usando teoremas de punto fijo.

Ejemplo 1.4.5 Sea Q2 C R"™ abierto acotado con frontera suave, y sea p > 2, conside-
ramos

(1.4)

—Au = |ulP™? siz e
u=0 sixz e

el funcional asociado a este problema es

1 1
Iw) =5 / Vaf - / uf?



20

veamos que no tiene minimo, fijemos @ € H}(Q) y evaluemos J en ta cont € R

1 1
J(ti) = §t2/gyva|2—]-9ﬂ’/9|a|p

=t*A—t"B — —o0, cuandot — +oo (p > 2).

De esta manera, concluimos que J no estd acotado inferiormente.

1.4.2. Soluciones Débiles.

Empecemos con un ejemplo simple. Sea f € C(€2). Queremos averiguar si existe una
funcién u € C?(Q) que cumpla lo siguiente:

{Au—i—u:f siu e (1.5)

u=0 siué€ o)

Si u satisface Au+u = f multiplicando esta ecuacién por v € C2°(Q) e integrando,

obtenemos que
—/(Au)v+/UU=/fU Vo € C° ()
Q Q @

y haciendo partes en el primer sumando obtenemos

/QVu.VU—I—/Qw):/QfU Vo € C2(Q) (1.6)

Podemos entonces empezar investigando si existe una funcion u que satisfaga esta igual-
dad. Si C2°(9) con el producto escalar dado por [, Vu.Vv + [, uv fuese un espacio de
Hilbert, el teorema de representacién de Riesz nos daria la existencia de una funcién u
satisfaciendo (1.6). Pero no lo es.

.,Cémo lo solucionamos?

Trabajamos en H}(£2) ya que es un espacio de Hilbert y contiene a C>°(£2) como subes-
pacio denso.

Definicién Una funcién u que satisface (1.5) se llama una solucién clasica de (1.5).

Definicién Una funcién u que satisface (1.6) se llama solucién débil de (1.5)
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El lado izquierdo de la igualdad (1.6) es el producto interno en H'(£2), entonces por
Riesz existe una unica solucién débil.

Observacion Si ya no tenemos condiciones de Dirichlet homogeneas o sea,ahora que-
remos hallar una u : 2 — R tal que
Au+u=f siuef
. 1.
{u:g si u € 0f) (1.7)
con g:Q—R.
Como dijimos en un principio, el espacio donde vamos a trabajar depende del problema
que estemos tratando, de esta manera la soluciéon débil ya no la vamos a buscar en

H{(2) ya que las condiciones de borde no son homogeneas, ahora el espacio de funciones
admisibles serd H) = {u € H" tal que u — g € Hg(2)}.

Siguiendo el mismo espiritu del ejemplo volvamos al caso méas general de la Ecuacion
de Euler-Lagrange.

{ S (L (Vi u, ), + La(Vu,u,2) = 0 en €

u=g en 0f) (1.8)

Definamos una solucion débil

Definicién Diremos que u € W}(Q) := {u € W'?(Q) tal que u — g € Wy (Q)} es
solucién débil de (1.8) si satisface

/ Z(Lpi(Vu, w, 2))v; + L, (Vu, u, x)vde =0 Yo € O
€ =1

El espacio ya no es un Hilbert y ademas no siempre vamos a tener una ecuacién sea
del estilo

con f s6lo dependiendo de x.

Por tal motivo ya no tenemos por ejemplo herramientas como Lax-Milgram o Riesz.
En la siguiente seccion veremos resultados que nos aseguraran la existencia de un mi-
nimizante del funcional asociado a la ecuacién que nos garantice la existencia de una

solucién débil, es decir
(A'(u),v) = (¢'(u), v).
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1.4.3. Existencia de Minimizantes de o[

En esta seccién deremos condiciones que aseguren que el funcional ¢|-] tiene al menos
un elemento v minimizante.

Observacion 1.4.6 Empecemos analizando la existencia de minimizantes para un ejem-
plo de una funcion a valores reales. Si consideramos ¢ : R — R con ¢(x) = €*, sabemos
que estd acotada inferiormente en los reales pero no necesariamente tiene un minimo.

Definicion Diremos que una sucesion(ag)y €s una sucesion minimizante para ¢ si se
cumple

o(ag) — inf ¢

cuando k — oo
Una condicion necesaria para el numero real a que cumple

p(a) = nf

es que @ tenga una sucesion minimizante que converja a a.Sin adecuadas hipotesis de
continuidad sobre v, esta condicion no serd suficiente, por ejemplo, lo podemos ver con
el siguiente ejemplo, sea p(x) = |z| para x # 0 y (0) = 1, no alcanza su infimo 0, sin
embargo, todas sus sucesiones minimizantes convergen a cero.

Dado que el limite a de la sucesion minimizante debe ser tal que ¢(a) = inf ¢,
debemos pedir que

h’;n inf p(ag) > ¢(a).

FEste sera el caso si ¢ es semicontinua inferiormente en R, i.e. si

lim inf o (ug) > p(u)
k—o00
donde uy, — u.
Ast, en R, la existencia de una sucesion minimizante convergente es equivalente a
la de una sucesion minimizante acotada, un hecho que se pierde cuando reemplazamos
R por un espacio de Banach de dimension infinita con la topologia dada por su norma.
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1.4.4. Funciones Semicontinuas Inferiormente

Definicién Sea X un espacio normado. Diremos que (uy) es una sucesiéon minimizante
para ¢ : X — (—o0, +00] si

o(ug) — inf
donde k& — oo.

Definicién Sea X un espacio normado. Una funcién ¢ : X — (—o00, +00] es semicon-
tinua inferiormente (resp. débilmente semicontinua inferiormente) si

ur — u = lminf @i (ug) > @(u)
(resp .up — u = lminf @i (u) > p(u)).

Propiedades 1.4.7 1. La suma de dos funciones s.c.i. (resp. d.s.c.i.) es s.c.i. (resp.
d.s.ci.) .

2. El producto de una funcion s.c.i. (resp. d.s.c.i.) por una constante positiva es s.c.i.
(resp. d.s.c.i.) .

3. Si (pr)ren €s una familia de funciones s.c.i (resp. d.s.c.i), la funcion supye,
definido por

(Sup w) (u) = sup px(u)
AEA AEA

es s.c.i (resp. d.s.c.i.)
La demostracién es consecuencia de la definicién.

Teorema 1.4.8 Si ¢ es d.s.c.i. en un espacio de Banach reflexivo X y tiene una su-
cesion minimizante acotada, entonces ¢ tiene un minimo en X.

Demostracion: Sea (u) una sucesién minimizante, ¢(ux) — o = inf p(u). Dado que wy
es acotada, existe M > 0 tal que ||ug|| < M y como X es reflexivo entonces tomando,
si es necesario, una subsucesion de (uy) tenemos que uy — wuy para cierta ug € X . Asi,
siendo que ¢ es d.s.c.t se tiene que

a = liminf o(uk) > p(ug) > «

la primera desigualdad es debido a que ¢ es d.s.c.i y la segunda por definicién de infimo.
Luego, ¢(ug) = infx ¢. O
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Observacion 1.4.9 Cuando ¢ es coerciva toda sucesion minimizante estd acotada.
Pues, si (ug) es una sucesion minimizante, p(ug) — «, si (ug) no estuviera acota-
da existiria una subsucesion (uy;) tal que ||uy;|| — 400 entonces por la coercividad
o(ug) — 00 y esto contradice que p(ug) — «, luego existe M tal que ||ug|| < M.

1.4.5. Funciones Convexas

En vista del Teorema 1.4.8 es importante obtener condiciones suficientes para la
semicontinuidad inferior débil. En esta seccion daremos condiciones que aseguran d.s.c.:
ya que probarlo de forma directa en general es complicado.

Definicién Una funcién ¢ : (—oo, +00] se dice convexa si
P((L=Au+ o) < (1= A)p(v) + Ap(v)
para todo A € (0,1),u,v € X.

Propiedades 1.4.10 1. La suma de dos funciones convexas es una funcion conve-
za.

2. El producto de una funcion convexa por una constante positiva es una funcion
convezra.

3. 81 (pa)ren €s una familia de funciones converas entonces Supyg, es una funcion
convera.

Del siguiente resultado obtendremos una condicién para la semicontinuidad inferior
débil.

Teorema de Mazur Si (uy) es una sucesion en un espacio normado X tal que
up — u, entonces existe una sucesion de combinaciones convexas

k k
vk:Zakjuj, Zakj =1,a;, >0, (k€N
=1 j=1

tal que vy, = uwen X

Teorema 1.4.11 Si X es un espacio normado y ¢ : X — (—00,+00| es s.c.i. y con-
vexa, entonces ¢ es d.s.c.i..



25

Demostracion: Consideremos que u; — w, si liminf ¢(u;) = 400 el resultado es inme-
diato. Sino, sea ¢ tal que ¢ > liminf p(u;). Tomando si es necesario una subsucesion,
podemos asumir que ¢ > ¢(u;) para todo i € N*. Por el Teorema de Mazur, existe una
sucesién (vy) de la forma

k k
Vp = E Qg Uy, g ag, = Lag, >0
j=1 j=1

tal que vy — u. Como ¢ es s.c.i. y convexa, obtenemos

k k
o(u) < liminf p(ug) < liminf (Z akjgp(uj)> < (Z akj> c=c.
j=1

J=1

Como ¢ > liminf ¢(u;) es arbitrario, tenemos que ¢(u) < liminf ¢(u;), de este modo,
@ es d.s.c.i. OJ

1.4.6. Funciones con Condiciones de Frontera Periédicas.

La siguiente Propiedad serd de utilidad en la demostracion de la siguiente Proposi-
cion .
Propiedad 1.4.12 FEuziste ¢ > 0 tal que, si u € W:}Jp entonces

17
[lulloe < ellully

Demostracion: Para la demostracion basta probar el resultado para una de las compo-
. 1

nentes, de esta forma estamos en el caso n = 1. Si u € W, por el teorema del valor

medio

%%ﬁu@mSzu@>

para algin £ € (0,7T). De esta forma, para t € [0, 7], usando la desigualdad de Holder
(I/p+1/g=1)

Mmzu@+ézmwsst+A|ww%
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1
< =

T /0 Tu(s)ds| + T4 < /0 ' Iu’(s)lpds) v

11T
=7 /0 u(s)ds
1 g 1/q11,,!
< 2 [ fus)lds + TV 1
0

< T2l + TV || o < (T2 4+ TV |10

+ Tl/q||ul||Lp

OJ

Proposicién 1.4.13 Si la sucesion (ux) converge débilmente a uw en WiP, entonces
(u) converge uniformemente a u en [0, 7).

Demostracién: Por la propiedad 1.4.12 la inyeccién de Wp* en C([0,T];R") con la
norma || - ||o s continua. Como

1
u, — uwen WP,

entonces
u — wen C([0,T];R").

Debido al teorema de Banach-Steinhaus, (uy) es acotada en WTl’p y por lo tanto en
C([0,T];R™). Por otro lado, (ux) es uniformemente equicontinua para 0 < s <t < T,
pues por la desigualdad de Hoélder

[uk(t) = un(s)] < /St | (r)|dr < (t — s)1 (/ts |U§€(T>’p) v

< (0= ) sl yzo < Ol = )%

Arzeld-Ascoli nos dice que (uy) es relativamente compacto en C([0,7];R") y entonces
tiene una subsucesiéon convergente. Por la unicidad del limite débil en C([0,77];R"),
toda subsucesién uniformemente convergente de (uy) converge a u, veamos que

(ug) converge uniformemente a u en [0, 7],
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supongamos que no, de esta manera existe € > 0 y una subsucesion a la que llamaremos
uy, tal que
[|ug — ulloo > €>0

por el razonamiento anterior, existe una subsucesiéon uniformemente convergente que
converge a u esto es un absurdo. Luego,

(ug) converge uniformemente a u en [0, 77,

1.5. Método de Ritz-Galerkin

En esta seccién vamos a estudiar la aproximacion de problemas variacionales co-
mo los tratados en la seccion anterior. Para ello usaremos el método de aproximacion
conocido como Método de Ritz-Galerkin.

1.5.1. Problema Simétrico

Supongamos que se cumplen las siguientes tres condiciones:

1. (H,(-,-)) es un espacio de Hilbert.
2. V es un subespacio (cerrado) de H (entonces V' es un Hilbert).

3. a(-,-) es una forma bilineal simétrica, continua y coerciva en V.

Sin perdida de generalidad, llamamos H a V. De esta forma, el problema variacional
simétrico es:

Dada L € H', hallar u € H tal que a(u,v) = L(v) Yv € H. Si se cumplen las tres
condiciones, este problema tiene solucién tnica,(esta afirmacion es cierta ya que estamos
en las hipdtesis de Lax-Milgram).

1.5.2. Aproximaciones de Ritz-Galerkin al problema simétrico

Tomamos Vy C H subespacio de dimensién finita N y H un Hilbert tal que Vy C H.
La idea es hallar

uy € Vi tal que a(uy,vy) = L(vy), Yoy € Vy (1.9)
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(este problema tiene solucién tunica uy ya que estamos en las condiciones de Lax-
Milgram) y luego, construir una sucesién de espacios vectoriales de dimensién finita,
Vy CV,demaneraque V; CVo C ... CVyUyen Vv =V.

Observacién Si la a original es bilineal, continua y coerciva en H, y L es lineal y
continua en H entonces también lo son en Vy.

Observacion En el caso simétrico, sabemos que tenemos solucion tinica uy, es mas,
dicha un es el minimizante del funcional
1
fu) = éa(u,u) — L(u) Yu € V.

. Cémo es el error ||u — un||g?
Para responder esta pregunta enunciemos el siguiente lema que nos dard una cota para
el error cometido al aproximar u por uy.

Lema 1.5.1 (Lema de Cea)
St y M son las constantes de coercividad y continuidad respectivamente

M
[l —unlla < —llu =z Vv e Vy

donde u y uy son las soluciones "continua” y"discreta” del problema (1.9).
O sea

M
[l = unlla < —d(u, V)
donde d(u, Vy) = inf ey [|u — v||g.

Este lema nos dice que cuanto mejor sea la aproximacion V,, de V menor serd el
error cometido.



Capitulo 2

Condiciones de Landesman-Lazer

Muchos problemas del anélisis no lineal pueden escribirse en la forma
Lu = Nu

donde L es un operador diferencial lineal definido en algtin espacio funcional adecuado,
y N es un operador no lineal, que en general involucra derivadas de orden menor. Este
es el caso de la ecuacion de segundo orden
u (t) = f{t, u(t), u (1)), (2.1)
con diferentes condiciones de contorno.
Si el operador L es inversible, el problema se dice no resonante y su resolucion se
reduce a un problema de punto fijo. Consideremos la siguiente ecuacion

{ Lu = f(x,u) siz €l

u=0 sizef (22)

Donde f : Q x R —— R es continua y acotada. Fijemos v € L?(f2), y sea el problema

lineal
{ Lu= f(z,v) size

u=0 siz € (2.3)

2.3 tiene una unica solucién u € H'(Q) (u = L™ f(z,v)).
Definimos el operador

T:L2(Q) — L*(Q), T):=u

29
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donde u es la tnica solucién de 2.3. Ademds tenemos la siguiente acotacion:
| Tolz2 = [[ulz2 < CllLullrz = C[[f(z,0)|[22 < R

entonces o .
T(BR) C Bg.

De esta manera, como Bp es un conjunto cerrado, acotado y convexo y T es continua con
T(Br) compacto (pues H'(Q) estd compactamente incluido en L?((2)), Por el teorema
de Schauder T tiene al menos un punto fijo, en consecuencia 2.2 tiene al menos una
solucién.

Cuando el operador L no es inversible, el problema se denomina resonante. Esto ocu-
rre, por ejemplo, si a la ecuacién (2.1) se le ponen condiciones de Neumann o periédicas,
para las cuales es facil ver que el niicleo del operador lineal Lu = u” es el conjunto de
las funciones constantes. Este es un caso de resonancia en el primer autovalor, deno-
minacion que proviene de considerar el problema de autovalores

con condiciones periodicas

para las cuales los autovalores son

2k
)\k == <T) k € No.

De esta forma, el primer autovalor es Ay = 0, que tiene como espacio de autofunciones
asociadas a las constantes. Cabe observar que el problema es mas sencillo para k = 0
que en el caso de resonancia en algiin autovalor de orden superior, es decir:

u 4 M= f(t,u,u) k> 0.

Esto se debe esencialmente a dos aspectos: por un lado, para £ > 0 las autofunciones
asociadas ya no tienen signo constante, y eso requiere un poco mas de cuidado en los
calculos. Pero la mayor dificultad reside en el hecho de que los autovalores de orden
k > 0 ya no son necesariamente simples: por ejemplo, para el problema periédico, el
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espacio de las autofunciones asociadas a Ay es el generado por las funciones cos(v/Axt)
y sin(v/Axt), que tiene dimensién 2.
En un trabajo en 1969, un paper de Lazer y Leach para problemas

resonantes periddicos no lineales abrié el camino hacia las hoy llamadas condiciones de
Landesman-Lazer, para un problema eliptico semilineal con condiciones de Dirichlet.
Este tipo de condiciones inspiraron a diversos autores a encontrar formulaciones mas
abstractas y dar diferentes generalizaciones. En este capitulo introduciremos las condi-
ciones de Landesman-Lazer dadas en [9] y daremos demostraciones usando diferentes
herramientas que aseguran la suficiencia y la necesidad de dichas condiciones. Antes de
enunciar dichas condiciones planteemos el problea, fijemos notacion y determinemos los
espacios, funciones y operadores involucrados.

2.1. Condiciones de Landesman-Lazer

Sea {2 un dominio abierto y acotado en R™ con frontera suave, n > 1y

Lu= Y (1) D*(assD"u)

laf,|B]<1

es uniformemente eliptico, un operador formalmente autoadjunto de segundo orden en
€2, con coeficientes reales a,p = ag, € L®(2). Sea g : R — R una funcion continua y
acotada.Estamos interesados la solubilidad del siguiente problema de Dirichlet

(Lu)(z) = g(u(z)) — h(z) six e (2.4)
u(x) =0 siz e '
donde h € L?*() es una funcién a valores reales. Sea
B(u,v) = Z < aagDu, DPv > (2.5)

laf,|B1<1

la forma bilineal simétrica asociada a L, definida en H}(Q) x H}(Q) y acotada.
En el capitulo Preliminares definimos el concepto de solucion débil, de esta forma
diremos que u es una solucién débil del problema (2.4) si
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» u € H;
» B(u,v) = [,(g( h)¢dz para toda ¢ € H.

Asumiremos que 0 es un autovalor del problema homogeneo, y que el autoespacio
asociado tiene dimension 1 y esta generado por cierto vector w # 0.
De esta forma, cualquier funcién v € H{ satisfaciendo

B(v,¢) =0 V¢ € Hy (2.6)
es de la forma v = A\w, con A € R.

Para el siguiente teorema fijaremos la notacion:

Notacién:
{w>0} ={zreQ:wx) >0}

{w <0} ={z€Q:wx) <0}

Teorema 2.1.1 (Condiciones de Landesman-Lazer)
Sea w € H} tal que KerL =< w > de esta forma, toda solucién de (2.6) es de la forma
cw. Sea g una funcion a valores reales, continua en R y supongamos que los limites

lim _g(s) = g(+00), limg(s) = g(—o0),

s—+400

existen y son finitos y que

g(—00) < g(s) < g(+00) (2.7)

para todo s, (pero g no necesariamente es creciente). Sea h € L*(Q). Las desigualdades

4(—o0) /{ g+ / fwldz < (hw),

{w<0}

< g(+00) /{ = g(=) | wlis (2.5

{w<0}

son necesarias, y las desigualdades estrictas son suficientes para la existencia de una
solucion débil del problema (2.4). Si (2.7) es remplazada por la condicion
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g9(=00) < g(s) < g(+00), (2.9)

para todo s, entonces las desigualdades estrictas en (2.8) son ambas necesarias y sufi-
cientes para la ezistencia de al menos una solucion del problema (2.4).

Ejemplo 2.1.2 Las condiciones de L-L para el caso de una ecuacion ordinaria con
condiciones periodicas y resonancia en el primer autovalor pueden adaptarse de la si-
guiente manera:

Supongamos que p € C([0,T]) y que g € C(R) es acotada y tiene limites en £oo.
Entonces la ecuacion resonante

'+ g(u) = p(t)
admite una solucion T—periodica si

1

g(~o0) <P = / p(t)dt < g(+00). (2.10)

Ademds, si g satisface
g(+00) < g(t) < g(—o0) Vz € R

entonces (2.10) también es necesaria.
Esta iltima afirmacion es clara ya que si u es una solucion T—periodica del proble-
ma, integramos a ambos lados de la ecuacion

/OT u 4 g(u(t))dt = /OTp(t)dt

[ sty = [ wioar

g(—o0) < %/0 p(t)dt < g(+00).

y obtenemos

Se deduce que
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2.2. Necesidad de la Condicion

En esta seccién probaremos que la condicién (2.8) es necesaria para la existencia de
soluciones de (2.4).
Demostracion: Supongamos que

g(—o0) < g(s) < g(+00) (2.11)

y que u es una solucién débil de (2.4), entonces

wa=AMWJMM)

por lo tanto
/ g(w)wdzr = / hwdx =< h,w >
Q Q

separando la integral en {w > 0} y {w < 0}

< h,w >¢= / g(u)wdx +/ g(u)wdx
{w>0} {w<0}

y por 2.11

S/ g(—l—oo)wd:c—l—/ g(—o0)wdx
{w>0} {w<0}

[ gtroofulds = [ gl-oc)fuldz
{w>0} {w<0}

de forma similar se ve que

(h,w), 2/ g(—oo)|w|dx—/ g(+00)|w|dz
{w>0} {w<0}
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2.3. Suficiencia de la Condicion

En esta seccién daremos una demostracion mucho més sencilla a la dada en [9] de
que la condicién

g(—oo)/ ]w[dx—g(—i—oo)/ |w|dx < / hwdz <
{w>0} {w<0} Q
< g(+oo)/ |w|dx — g(—oo)/ |w|dx (2.12)
{w>0} {w<0}

es suficiente para la existencia de solucciones débiles del problema (2.4). Para ello nos
basaremos en [9].

Demostracion: (demostracion de suficiencia)
Por hipétesis 1 = 0 es autovalor del problema, en efecto, para n suficientemente grande
el operador

1
Tu=Lu— —u
n

es inversible, pues si esto no fuera cierto existiria v # 0 tal que Lv = %v, esto implica
que % es autovalor de L y contradice que 0 es aislado.

De esta forma, para n suficientemente grande el problema resulta resonante con linea-
lidad g(u) — h no acotada y como vimos al inicio del capitulo, por Schauder existen

elementos u, € Hy que satisfacen

B(tp, ) — l/ﬂunqﬁdm = /Q(g(un) — h)pdz, ¢ € H,. (2.13)

n

Queremos ver que bajo la condicién (2.12), la sucesién u,, estd acotada en H} cuando
n — oQ.
Supongamos que no, o sea ||u,||; — oo cuando n — oo, y sea v, = I

n
lunl1

. Entonces

Bon,d) = 5 [ vadds = luall7 [ (otun) = W)ods, o€ Hy. (214

Por la reflexividad del espacio H y como HY estd compactamente incluido en L?, existe
una subsucesién de v, — v que converge débilmente en Hj y fuertemente en L? a cierta
v € H}. Se sigue de (2.14) y del hecho que g es acotada que
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B(v,¢) = nh_{go B(v,,¢) =0 Vo € Hy. (2.15)
De este modo v = Aw con A € R. Como consecuencia de (2.14)
B(v, —v,v, —v) = B(v,,v, —v) = 0 cuando n — oo
por la desigualdad de Garding tenemos que

B(vn = v,vn = v) = collvn — v[[§ = erllon = 0I5 (co > 0)

y el hecho que v, — v en L? implica v, — v en Hy. Asi, v # 0, es decir X # 0.
Tomemos ahora ¢ = v en (2.14) y observemos que por (2.15)

B(v,,v) = B(v,v,) =0 Vn.

/vnvdx — / vidz > 0
Q Q

/(g(un) — h)vdx < 0 (para n suficientemente grande)
Q

Adem3s
entonces

y tomando limite superior

limsup/g(un)vdxg/hvdm.
Q

n—00 Q

Dado que u, = ||up||1vn, con ||u,|l1 = oo, y tomando, si es necesario, subsucesiones
tenemos que v,, — v a.e en {2, se sigue del teorema de convergencia de Lebesgue que
siA>0

/g(un)wdx

Q

:/ g(un)wdx—l—/ g(uy)wdz
{w>0} {w<0}

- / 9(lfunl o) wdz + / o(lfunllyonwde
{w>0} {w<0}
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_ / g(llum s M0)wdz: + / o(llum |l Mo )wdz
{w>0} {w<0}

_ / 9(lfunl 0wz + / o(llunlr0n)wdz
{w>0} {w<0}

=/ g(llunllwn)\wldﬂf—/ 9([|un|l1vn)|w|dz (2.16)
{w>0} {w<0}
tomado limite
1
= lim g(HunHwn)\wwx—/ 9([|unll1vn)wlda
=100 J >0} {w<0}

— g(+00) / wlde — g(—o0) / fwldz
{w>0} {w<0}

por lo tanto

g(+oo)/ |w|dm—g(—oo)/ |w|dm§/hwdm
{w>0} {w<0} Q

de la misma manera, si A < 0,

g(—oo)/ |w|dx —g(~l—oo)/ |w|dx = lim/ g(u,)wdx
{w>0} {w<0} Q

zh'm)\_l/g(un)vdxz A_l/hvdx:/hwdx. (2.17)
Q Q Q

Llegamos a un absurdo ya que (2.16) y (2.17) contradicen (2.12).
Luego, ||u,||1 < K, K € R para todo n, y para alguna subsucesién tenemos que u,, — u
en H}. Tomando limite con n — oo en (2.13), tenemos

Bu.0) = [ (90— e, o € ).

De esta forma probamos que (2.12) es una condicién suficiente para la existencia de
soluciones débiles de (2.4).
O
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2.4. Demostracion de L-L usando Métodos
Variacionales

En esta seccion probaremos las condiciones de L-L por métodos variacionales, en
un caso mas general. Aqui tomaremos como operador al p—Laplaciano, que diferencia
del operador que tomamos en las secciones anteriores este resulta ser un operador no
lineal.

—Ap(u) = M|ulP?u+ f(z,t) — h(z) sizeQ
u € WyPQ

tiene al menos una solucién débil. Donde A, denota el operador p—Laplaciano, es decir
Ayu = div(|VulP~2Vu). Vamos a trabajar bajo las siguientes condiciones:

(2.18)

Sea (1, al igual que en las secciones anteriores, es un conjunto abierto y acotado de

R*n>1,p>1 f: QxR — R es una funcién acotada Caratheodory, es decir,
f(x,t) es medible con respecto a x en ) para todo ¢t € R, y continua con respec-
to at € R para casi todo z € Q. Ademds h € L¥(Q) con p' = p/(p — 1)\ =
inf { [, |VulPdz tal que u € WyP(2)} es el primer autovalor para —A, en © con con-
diciones de Dirichlet homogeneas. Observemos que \; es simple y positivo, mas aun,
existe una tinica autofuncién positiva w cuya norma en Wy () es igual a uno. También
suponemos que para casi todo x € (2, existen

lim f(o,t) = foole) y lm fla,t) = f*(2) (2.19)
t——o00 t—+o00
Bajo estas condiciones, tenemos el teorema

Teorema 2.4.1 Sea f : Q2 x R — R una funcion acotada Caratheodory satisfaciendo
(2.19). Supongamos que h € L” (Q) es tal que

/Q £ (z)wdz < /Q hwdz < /Q Foool@)wde, (2.20)

/Qf_oo(:v)wdx</Qhwdx</9f+oo(a:)wdm. (2.21)

Entonces existe al menos una solucidn u € WHP(Q) para el problema (2.18).
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En la demostraciéon del teorema usaremos métodos variacionales y para ello necesi-
tamos definir un cierto operador y enunciar un lema previo.

Definimos el operador .J en W, (Q)

1
J(u) = —/ |Vu\pda:—ﬁ/ |u|pd93—/F(x,u)das+/hud:v (2.22)
P Ja P Ja Q

Q
donde .
F(x,t) = / f(z,s)ds para casi todo x € w,Vt € R.
0

El operador J es diferenciable en VVO1 (), y su derivada Fréchet es

<J/(u),v>:/Q|Vu\pQVu.Vvd:v—)q/QMp2uvdx—/gf(a:,u)vdw+/9hvdx

para todo u € Wy (Q), y para todo v € W, (€).

Lema 2.4.2 Sea f : Q2 x R — R wuna funcion acotada Caratheodory satisfaciendo

(2.19). Sea h € LPI(Q) tal que ocurre (2.20) o (2.21). Entonces J satisface la condicion
de Palais- Smale, esto es que si (uy,) es una sucesion de funciones en Wy*(Q) tal que
existe una constante positiva c tal que

|J(u,)| < C ¥n eN, (2.23)

y eziste una sucesion decreciente (€,) que tiende a cero, tal que

| <J’<u>,v> | < eullvnl| ¥n € N, o € WEP(Q) (2.24)

(aqui |[v|| y (-,-) denotan la norma en W,P(Q) de la dualidad entre W‘lvp/(Q) Yy
Wy (Q)), entonces (u,) tiene una subsucesion, que por comodidad llamamos (u,,), que
converge fuertemente en Wol’p

Demostracion:(Demostracion del Lema)
Comencemos probando que (u,) es acotada en VVO1 P(€)). Supongamos que no, o sea
||un|| — o0, v definimos

U,

Up = 77—
Tl
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Se observa que (v,) es acotada en Wy (Q) y asi, salvo subsucesiones, por el teorema
de Rellich-Kondrachov converge debilmente a un cierto vy € Wy ?(Q) y fuertemente en
LP(Q). Si dividimos (2.23) por ||u,|[?, s6lo usando que J(u,) es acotada inferiormente
tenemos que

1 A n)
limsup—/ |an|pdx——1/ |vn|pdx—/ (, u /

< lim sup
ntoo |[tn|[”

de esta forma

(x,u
lim sup — /]V'Un|pda:— —/ o, [Pdx — / n) / (2.25)

donde P ha,
i [ E@) g [ g,

n=oo Jo o [[un|? o |[unll?

Esto es cierto ya que ambos sumandos tienden a 0. El primer sumando tiende a 0 pues:

Flo,t) = / fo,5)ds < | / F(z,5)ds| < / f(z,s)lds < Kl

esta ultima desigualdad vale pues f es Caratheodory. Asi

[Flomy o [ Rl K

[[n] [P o |lunll? [[n] P

K

<
[[unl[?

||Un||wlp = W

que tiende a 0 cuando n — oo ya que p > 1,
El segundo sumando también tiende a 0 pues:

hu,, 1
/ Y / hu,,dz
Huan P
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usando la desigualdad de Holder

||un||p v |Iu ||p

y dado que h € L¥
M

[l

tiende a 0 cuando n — oo.
De esta forma (2.25) resulta

lim sup — /|an|pdx— 1/|vn|pdx—/ <0,
n—+oo P Q Q

Ademds, como v,, — vy en Wy () tenemos que
lim |v,|Pdx = / [vo|Pd,
n—oo QO

y entonces

h’msup/ |V, |Pde < )\1/ |vo|Pdx.
Q Q

n—oo

Usando la semicontinuidad de la norma y la desigualdad de Poincaré, tenemos que

)\1/|vo|pdx§/|Vv0|da:§h’minf/]an|pdx
Q Q n—+oo [o

limsup/ |V, |Pde < )\1/ |vo|Pdx.
Q Q

n—-+o0o

Asi, las desigualdades son en realidad igualdades, entonces por la convexidad uniforme
de W, P(Q), (u,) converge fuertemente a vy en Wy () y

/|V00|pdx:)\1/|v0]pdx.
0 Q0

Esto implica, por la definicién de w que vy = 4w, observar que ||vg]| = 1 por la
convergencia fuerte de (v,) a vy.
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Escribamos (2.23) y (2.24) con v = u,,, tenemos que

—Cp < / |Vun|pdx—)\1/ \un|pdx—p/ T, Uy )dx —|—p/hund:v < COp,
Q Q Q

—é€n||un|] < — /[Vun\pdx—l—)\l/ \un\pd:ﬂ—l—/f T, Uy, undx—/hundx<enHunH

Sumando ambas desigualdades y dividiendo por ||u,|]|

M
/ [f<x>UN)'Un_pg(xaun)Un+( )hun] dx H H + €,
Q n
donde v
_ ) = sit#0
g(z,1) { £(5.0) sit=0 (2.26)

Haciendo tender a n a +o0c0 y suponiendo, por ejemplo, que v,, converge a +w tenemos

lim [f(x, un)vn — pg(z, up)vy) do = (1 — p) / h(x)w(z)dz.

n—-+oo Q Q

Como v, — w, u,(x) — +oo para casi todo = € ), y entonces

fl@ un (@) — ()
y por L’Hopital

9(@, up(2)) — f7(2)
Asi, las propiedades de f, F' y el teorema de Lebesgue implican que

h/r_{l [f (z, up)vn — pg(x, up)v,] dz = (1 — p) / [ (z)w(x)dx
y como p # 1,
/ (@) w(z)de = / h(x)w(z)dz,
Q Q

lo que contradice (2.20) y (2.21).

Luego, (uy) es acotada. Esto implica que existe u € Wy*(Q) tal que, a lo sumo
tomando subsucesiones, u, converge débilmente a u en W, ? y fuertemente en LP(£2).
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Eligiendo v = u,, — u en (2.24), tenemos que

| / |V, P2V, . V(u, —u)dr — )\1/ |, [P (U, — 0)de
0 0

—/f(as,un)(un—u)dx+/h(un—u)dx| < €l|tn — ul].
0 0

Como ||u, — ul| es acotada, y por las hipdtesis sobre f y g tenemos que

n iMoo fo || P21, (1, — u)dz = 0

pues p' = 1% y usando la desigualdad de Holder tenemos

/ 1/p/
[ b =y < [ / (w—l)”] =l
Q Q

1
1/p
_ [ / mﬂ = o
Q

que tiende a 0 dado que ||uy,|| es acotada y u,, — u en LP.

w lim, o fQ f(z,uy)(u, —u)de = 0.

de forma similar al item anterior, se demuestra usando la desigualdad de Holder, que
Q y f son acotados y que u, — u en LP.

n im0 o R(un — u)dz = 0.

se demuestra de forma analoga.
Asi, tenemos que

n—-+o0o

lfm / |V, [P 2Vu,.V(u, — u)dz = 0.
Q

Si restamos el término

/ |VulP2Vu.V (u, — u)dz
Q
que tiende a 0 cuando n — 400 ya que u € W, 7(Q), tenemos

lm [ [|[Vu,|P*Vu, — |Vul|P>Vu]V (u, — u)dx = 0,

n—-+00 Q
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lo cual implica, por la monotonia fuerte del operador p—Laplaciano, que u, converge
fuertemente a u en Wy"(Q).

Esto es lo que queriamos probar.
!

Observacion 2.4.3 La convergencia fuerte de la sucesion de Palais-Smale (u,) se ob-
tuvo usando (2.24) y que la sucesion es acotada.

Ahora si estamos en condiciones de probar el teorema 2.4.1. S6lo veremos que si
sucede la condicién (2.20) entonces el problema (2.18) tiene al menos una solucién
u € VVO1 (). El otro caso requiere demostrar que J datisface las hipdtesis geométricas
del teorema del punto silla. Las cuentas pueden hallarse en [3].
Demostracion:(Demostracion del Teorema)

Empecemos viendo que J es un operador coercivo.

En la demostracién de la condicién de Palais-Smale, hemos probado que si (J(u,)) es
una sucesién acotada inferiormente con ||u,|| — 400, entonces (a lo sumo tomando
subsucesiones)

Unp
Tual

Usando este hecho , es facil probar que J es coerciva si sucede (2.20). Pues si no lo
fuera, seria posible tomar una sucesién (u,) tal que ||u,|| = 400, tal que |J(u,)| < C
VU, = ”u T +w en WO (). Asumimos, por ejemplo, que v, — w, argumentando
como en la demostracién previa tenemos que

(z,u
h(z)wdx — / frwdr = lim {/ hvpdx — / " }
JRCEEy N T

< lim sup I(u )dx lim Ldm =0

1
Vp = — +w en W7

y esto es un absurdo ya que contradice (2.20). Afirmamos que si J es coerciva y satisface
la condicién de Palais-Smale entonces J tiene un minimo, es decir (2.18) tiene al menos
una solucion. Para probar dicha afirmacién vamos a usar el Principio de Ekeland, para
ello debemos ver que J esta acotada inferiormente. Supongamos que no, entonces existe
(un) tal que J(u,) — —oo, tenemos dos opciones:

Si ||ty || = +00 como J es coerciva J(u,, ) — +00 y esto es un absurdo.
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. . 1 .
Si ||un|| es acotada entonces existe (uy,, ) tal que u,, — ug ya que Wy (€2) es un espacio
de Banach reflexivo, y como J es semi continua inferiormente

J(up) < liminf J(u,,) - —oco

esto implica que
J(ug) = —o0

y esto es un absurdo. Luego, J es acotada inferiormente.
De esta manera, probamos que acotada inferiormente y cumple la condicién de Palais-
Smale entonces, por el Principio de Ekeland existe [ tal que

= mf J(u)
ueWy P (Q)

de esta forma [ es un valor critico de J y esto nos dice que (2.18) tiene al menos una
solucién.

OJ



Capitulo 3

Condiciones de Amahd-Lazer-Paul

En este capitulo daremos una condicion que asegura la existencia de soluciones del
tipo de problemas que estamos abordando en este trabajo. En el siguiente capitulo
mostraremos que estas condiciones generalizan a las de L-L.

3.1. Planteo del Problema

Estudiaremos la existencia de soluciones débiles del siguiente sistema de ecuaciones:
(Lu)(x) = f(u(z),xz) six e (3.1)
u(z) =0 siz e dfd '
donde €2 es un dominio abierto y acotado en R” conn > 1y

(Lu)(@) = Y (=1)I*D(aas D)

laf,|B]<1

es un operador uniformemente eliptico,formalmente, un operador autoadjunto de se-
gundo orden en 2 con coeficientes reales an,s = ago € L¥(Q)y f: RxQ — R es
continua y acotada. Para ello vamos a estudiar el problema lineal homogeneo:

{ (Lu)(x) =0 siz e (3.2)

u(x) =0 sizedf

46
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El caso que nos va a analizar es cuando el problema (3.2) tiene soluciones no triviales
(dim(KerL) # 0), es decir, el caso resonante; ya que la solubilidad de (3.1) para el caso
no resonante fue analizada en la primera seccion del Capitulo 1.

Consideramos el espacio H}(f2), con <,>¢ y <,>; el producto interno usual de
L*(Q) y HL(Q) respectivamente. Sea

B(u,v) Z < aapDu, DPv > (3.3)
o], B]<1

la forma bilinear simétrica definida en H}(Q2) x H}(Q) estamos interesados en la exis-
tencia de u € H () tal que

(u,w) /f £)deVw € )

es decir, u es solucién débil de (3.1
El siguiente teorema nos dara una condicién para la solubilidad de (3.1) bajo la
suposicién de que (3.2) tiene soluciones no triviales.

3.2. Teorema de A-L-P

Teorema 3.2.1 Sea {wy, Wy, .....,w; }, una base del espacio solucidn del problema (5.2)(ie.
una base de Ker(L)). Definimos G : R x 2 — R por:

G(x,t):/o f(s,t)ds

/Q G (Z Skwk(f),§> dé = 400 (3.4)

S1

/Q G (Z skwk(f),f) dE = —o00 (3.5)

i=1

cuando st + s3 + ... + s2 — +o00, entonces existe una solucion débil de (3.1)
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Observaciéon Como la base del Ker(L) es finita, entonces podemos suponer que wy, ws,
es una base ortonormal, de esta forma si u € Ker(L) entonces u =Y, _, spwi(§) y asi,
la condicién s7 + s3 + ... + s2 — +00 es equivalente a |Jul|, — +o0

Observacién Mads adelante veremos que las condiciones (3.4) y (3.5) pueden ser debi-
litadas si se tiene més informacién sobre los autovalores de L.

3.3. Un ejemplo para el caso n = 1.

En esta seccién vamos a mostrar un ejemplo de aplicacion del Teorema 3.2.1 para el
caso n = 1. Dado un sistema veremos mediante el calculo directo que bajo las hipdtesis
del Teorema existe una solucién débil.

Ejemplo 3.3.1 Sea 2 = [0,T], Consideramos el sistema de ecuaciones:

{u”—i-VM(u):ﬁ—i-ﬁ six €[0,T] (3.6)

u(0) = u(T)u'(0) = u'(T)

Donde w : [0,T] - RY. M : BCRY - R, p:[0,7] - RN ype L*>(0,T),RY) de
promedio cero.

Sea el operador Lu = —u’, observemos que el Ker(L) = RY.
Escribamos la ecuacion con la notacion del teorema
—u = f(z,t,x)

donde f(u,z) = VM(u) —p(z) —D y consideramos
G(u,x) = M(u) — (p(z) +p).u

Queremos ver que Si

1 /T
—/ G(u, x)dr — +00 (3.7)
T Jo

%/0 G(u, z)dr — —o0 (3.8)
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entonces existe solucion deébil del sistema.

Si supusieramos que sucede (3.7), mostrar la existencia de una solucion del problema
es complicado, por ello vamos a considerar que

T
l/ G(u,z)dx = M(u) — p.u — —0o0.
T Jo

Para resolver el problema vamos a usar métodos variacionales, basta ha-
llar un punto critico del funcional

T |u"2 ~ B

T = [ 55— M)+ (5l + 7

El espacio en el que vamos a trabajar es H = R™ + H}((0,T),R"), que es un Hilbert

y por ende reflexivo. Si ademds probamos que J(u) es acotado inferiormente, d.s.c.i. y

coercivo, entonces podemos asegurar que el sistema (3.6) tiene solucion débil.
Empecemos viendo que es acotado inferiormente

s = | B ) + (@) + ) =

T |ul|2 T T
/ Tda: + / —M(u) + p.udz + / p(z).ude =
0 0 0

lallz. " _ g
5 + —M(u) +pudr+ [ p(x)ud.
0 0
El sequndo sumando estd acotado inferiormente pues, como por hipdtesis M (u) —p.u —
entonces

—M(u) +p.u — 400
y esto implica que

T
/ —M(u)+pu>K con KeR.
0

Por dltimo, dado que u tiene promedio (0

T T T T
/ p.udr = / p.udr — / pudr = / p.(u —w)dx
0 0 0 0
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por la desigualdad de Cauchy-Schwarz

/0 ' Be).udz

y usando la desigqualdad de Wirtinger

< [1pll 2 |lu — w2

< N1pll Pl |1 =

Como p € L*((0,T),R™) entonces p € L*((0,T),R™) y ast, ||p||z: < D.
Por lo tanto, st llamamo C = PD

s = ey g o

de esta forma, J es acotado z'nfemormente.
Ahora probemos que J es coerciva. Supongamos que ||u,|| g — oo.
Si ||u,,||r2 — o0, es claro que J(u) — oo dado que

s 2 10 ke~

completando cuadrados

Lii e o ool LT
5 [ e = €2 = €2 4 2| = < (I e — €2+ R).

Si ||u, ||r2 no tiende a oo podemos tomar una subsucesion acotada que por comodidad
llamaremos (u,,), asi ||u,||12 es acotada y ||u, — || también, asi, ||u),]|2./2 estd aco-

tada vy fOTﬁ.udw también pues

|/ pud:p|—|/ u—u+u)dm|</ 7 (u—u)|+/OT|]5E|

como fOTﬁ =0
T
~ [ 1plw-m)
0

que es acotado.
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Entonces basta ver que
T
/ Pty — M(u,) — +oo.
0
Liamemos ¢(u) = p.u — M(u), o sea, debemos probar que

/OTgo(un) — +00.

Escribamos a u, de la siguiente manera, u, = u, — U, + U, dado que ||u,||m — o0 y
que ||ty — Uy|oo estd acotado, como w,, — T, estd acotada, ||u,|| = oo y

[unllrz < [|un — || + [|un|| = [|un — Ual| + [i5]
entonces
[t — o0
Yy como

esto implica que
|un ()| — oo uniformemente en z.

De esta manera, dado S > 0 eziste L > 0 tal que si |u| > L entonces, p(u) > S.
Esto implica que existe ng € N tal que Yn > ng |u,(z)| > R Vo € (0,T).
Por lo tanto

/OTtp(un(x)) > ST ¥n > no.

Y como S lo consideramos arbitrario, esto concluye la demostracion de la coercividad.
Nos falta argumentar que J es d.s.c.i.. Tenemos que

J(u) = / —dx+ / _M(u) + (3(z) + P)ude

el primer y el ultimo sumando son convexos entonces por el Teorema 1.4.8 son d.s.c.i.,solo
T ) .
nos resta probar que fo —M(u)dx es d.s.c.i, es decir,

k—o0

T
Up — U en?—l:>/ —M(u <hm1nf/ — M (uy).
0
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Sea up, — u enH, por el Teorema 1.4.13 ur — u uniformemente en [0,T] como
M € C! wvale que

T T
lim —M (ug)dx = / — M (u)dzx.
0

k—o0 0

que es lo que queriamos probar.
Luego, J tiene un minimo y por lo tanto el sistema (3.6) tiene solucion.

3.4. Resultados Previos.

La demostracion del teorema (3.2.1) requiere del siguiente lema previo que demos-
traremos en el anexo, y de ciertos resultados ya conocidos que enunciaremos en esta
seccidn.

Lema 3.4.1 Sea (z,y,2) un punto de R" x R™ x R? = R4y
F :R"™™+4 5 R de clase C'. Denotaremos el producto interno y la norma en R¥ por
<,> vy | | respectivamente, donde k =n,m,q on+m+ q. Ademds consideraremos

aF_<aF a_F) aF_(aF 8F) aF_(aF a_F)

Or  \Oxy " 0z,) Oy \Oyi' T Oym) 0z \0zn 0z
Yy notamos
F F F
F(2,5.%) = (—(2.5.2), —(2.5,2), — (3.5, 7
VFE5.) = (009, @52 .59

Sean>0,m>01yq>0. Supongamos que existen nimeros ¢ > 0,r >0 yc; >0 tal
que:

1. F(z,y,2) < F(0,y7,0) para |z[ < o, y[ < ¢ |y <cyla] =7,
2 (%@y.2)y) 2 0paralyl = c, o] <7, 2| e ym >0,

3. (%E(z,y,2),2) <0 para|z| <r, |y <cylz|=c siqg>0.
Entonces existe (xo, Yo, 20) con |zo| <7, lyo] < ¢, |20] <1y

VF(I’o,yo, Z()) =0.
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Ahora enunciemos ciertos hechos concernientes a los autovalores del pro-
blema

{ (Lu)(x) = Au six €S (3.9)

u(z) =0 siz e o

Si B es la forma bilineal dada por (3.3), entonces por la desigualdad de Garding,
existen constantes co > 0y ¢; > 0 tal que para todo u € H}

c1lulf < B(u,u) + coluls. (3.10)

Sea By
By(u,v) = B(u, v) + co (u, v), (3.11)

una forma bilineal simétrica, continua y coerciva en H} x Hj,(la coercividad resulta de
(3.10)). Dada f € L*(2) definimos
oy Hy = R, op(v) =< f,v >0

un operador que es lineal y continuo en Hy. Entonces, por Laz-Milgram existe un tinico
w € H} tal que
By(w,v) = ¢s(v) Yv € Hy

y ademas

1
[|Jw]|m < aHSOfH(Hl)/ (con « la constante de coercividad). (3.12)

de esta forma es natural definir w := T(f) donde T : L* — H} es lineal, ya que si
T(f) =w; y T(g) = wy entonces

Paf+g(V) =< af +g,v >o=a < f,v >0+ < g,v >0= aps(v) + @4(v)

= aBy(wy,v) + Bo(ws,v) = By(awy,v) + Bo(ws,v) = By(aw; + wa, v)

de este modo, T'(af + g) = aw; + wy y entonces T'(af + g) = aT'(f) + T'(g). También
tenemos que T es continuo, esto sale de la cota (3.12) dada por Lax-Milgram, de hecho

| 1 ()]
T = <3 T a
T = Mlwller < Dol = 2 sup 2oms




o4

= LlAlloliello _ 21 llollofle:

—a lle T o]l

1
= —|[flo-
o}

Es mds, si consideramos que T': L*(2) — L*()) , por la composicién con la inmersién
compacta HY — L*(Q), T resulta ser un operador autoadjunto, positivo y compacto.
Entonces, por el Teorema espectral sabemos que existe una sucesién real {ay}3° con
ar > 0 para todo k, apy1 < ap y limg oo ap = 0, y una correspondiente sucesion
{x}5° C H} tal que Ty, = apdy v {¥x }&° forman una base ortonormal de L*((2).

De esta forma, si tomamos A\, = - — ¢y se sigue de la definicién de By y de la

relacién oy Bo(Vg, v) = (¥, v), que '
B(tg,v) = M (¢r,v)y, v € Hy (3.13)
A< Ao S A < At < (3.14)

Las dos relaciones siguientes también seran muy usadas en la demostracion
del Teorema (3.2.1)

B (i i, Zm: Cj%’) = ij Aic, (3.15)
Jj=1 Jj=1 J=1

m 2 m
Doty =) ¢ (3.16)
=1 o =1

para constantes arbitrarias ¢y, ....., ¢,,. Es claro que (3.13) es equivalente a Lt = Aty

v ¥ = 0 en 9N en el sentido débil. Por otra parte, si u € Hy y Lu = Au en el sentido
débil entonces, debido a que L es autoadjunto, (A — Ax) (u, ¥y), = 0 para todo k de este
modo, si A # A, u = 0. Asi, {\;}$° son lo autovalores de L restringida a H}.

Finalmente, necesitaremos el hecho de que el subespacio generado por los elementos
de la sucesién {1 }7° es denso en H. De hecho, por la condicién (3.10), By es coerciva
y por (3.11) es un producto interno en Hg el cual genera la misma topologia que el
producto interno <, >1.
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3.5. Demostracion del Teorema

Ahora si estamos en condiciones de empezar con la demostracion del Teorema 3.2.1:

Demostracidn: Dada u € H} consideramos el operador

J(u) = M - /Q G(ule), €)de. (3.17)

Por lo que observamos anteriormente sabemos que

)\1 S S )\q < O - >\q+1 = ... = 0 < )\q+r+1 S S )\q+7“+m'-- (318)

con ¢ > 0. (Si ¢ =0, L no tiene autovalores negativos). Para cada entero m = 1,2, 3, ...
, definimos F},, : R” x R™ x R? — R como

Fo(@, ooy T Y1y ooy Yy 2105 2¢) = Fon(2,y, 2) = Jupm (2, y, 2)] (3.19)
donde,

m

(r,y,2 Z gt (€) Z wﬁHk -+ Z zii(€ (3.20)

k=1 (/\q+r+k)

q

y por (3.15) y (3.18) tenemos que:
Nzt — | Glup(x,y, 2)(€), €)de, (3.21)

1m
«'Eya =3 y+ i
221 i=1 Q

N | —

y por cémo estd definida Gy por (3.20),

F,
O a2y = — [ Lo p oy )0 e para k= 1,om (322)
O 2 (Agirir)?
v, siq >0,
oF,, .
9. (x,y,2) = \izi — / Vi) f(um(z,y, 2)(€), €)de parai=1,...,q. (3.23)
7 Q



Como supusimos que [ es acotada, existe M € R tal que

|f(z,t)| < M para (z,t) €R x Q
entonces por la Desigualdad de Schwarz, (3.18) y (3.16),

Sten) = ()

8
/ y“/’ﬁ“’z/ﬁf(um(x,y,z><e>,e>de

2
5

Q+r+k

1/2

m 2
o M Q 1/2 / yk,l?Z)Q'f‘?”'f‘k‘(E) d€
A Ganre
1/2
MIQ 1/2
k=1 | | (Z /\q—i-r-l—k:)
m m 1/2
M’Q’1/2
2
Z kz_; Y, — ( 1/2 Z Yy,

+r+1

W,
NE
$M

i
I

Ms

=y’ — Klyl.

Por lo tanto, si consideramos

M|Q’1/2

K=—"1__
Crarri1) 2

por la desigualdad anterior tenemos que

<%<$,y72),y> <0 silyl > K

para todo m > 1. Similarmente, si ¢ > 0, se ve de (3.23), (3.24) y (3.18) que

(Frwaz) = ZAZ /sz (1,9, 2)(e), ) de

o6

(3.24)

(3.25)

(3.26)
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i=1

q q 1/2
nS e (554
=1

Alz|” + M|z|.
Asi, si ¢ > 0 y consideramos
—MIQ|L/2
K* = ¢ > 0 (3.27)
Ag
tenemos que
oF,,
<8—(x,y, z),z> <0 silz| > K* (3.28)
z

para todo m > 1.
Para mostrar que F,,,(x,y, z) estd en las hipdtesis del Lema previo, observemos que
por como estd definida G, G(0,¢€) = 0, y ademds se deduce de (3.20), (3.21), (3.24), el

teorema del valor medio y la Desigualdad de Schwarz que

1 m m .
Fu(0,9,0) = 5302 —/QG (ZM,G) de
k=1

k=1 (>\q+"'+k)
>35> ui- M
-2 k=1 Q

m M|Q|1/2 m 1

(A
ke +r+1

¢ yk¢q+k+r (E)

de
<Aq+r+k>1/2

De hecho, 3|y|> — K |y| es una parabola cuyo valor minimo es _TKQ, luego,

2

F.(0,4,0) > 5 Y eR, m>1. (3.29)

Andlogamente, si ¢ > 0 usando (3.18) se ve que

m(0,0, 2) Zq/\ 2; / (Z zigbi(e),e) de

=1



o8

)‘q - 2 1/2
< ?Zzi + M|Q|

i=1

1 *
N CIE R S E)}

VR
||'MQ
—
N
NS
SN—
—
~
%)
Il

por lo talto, como A\, < 0

M\ (K* 2
F,(0,0,2) < % 2 € R (3.30)

nuevamente, por el Teorema del valor medio, vemos de (3.20) que

| Gtz (Z Eari(e )

Z yk¢q+r+k1/2 . Z 2 1/%

<M
1 (>‘q+r+kz)

|y V2
)| de < M|Q? L\ + |2 |2] .

q+r+1

Q

De esta acotacién y de (3.21):

>‘q+r+1

1 2 1/2 r
Fo(z,y,2) < 5]3/\2—1—]\/[\(2\1/2[ l —i—]z\z} —/QG inwqﬂ-(e),e de, (3.31)
j=1

q+r+1

1/2 r
Fu(z,y,2) > Ai|2[ — M|Q|? Llyl +z |2} _/QG (in%ﬂ.(e),e) de (3.32)
j=1

si ¢ > 0. En referencia a (3.29) y (3.31), si
N [,G (2;:1 Tigr(€),€) de = 0o cuando |xr| — oo se infiere la existencia de
r1 > 0, independiente de m, tal que

—_K?
2

Fo(z,y,2) < < Fn(0,y%,0) sifyl ly'| < K, |2 < K7y faf =m0 (3.33)



29

Similarmente, en referencia a (3.30) y (3.32) si
I [, G (Z;Zl :ijqﬂ-(e),e) de = —oo cuando |x| — oo podemos hallar 7o > 0,
independiente de m, tal que

_)‘q(K*)2

Fm ) Y Z

> Fn(0,0,27) si [yl < K, [2], [27| < K7y ol =y (3.34)

cuando ¢ > 0, o

Fo(z,y) > max{F(0,y") tal que |y*| < K} si |yl < K y |z| =1y cuando g = 0.
(3.35)
donde Fy,(z,y) = Fu(x,y,0) y F(0,y*) = F(0,4%,0). (En este caso sucede (3.32) si
reemplazamos A |z|? por 0.)

Si sucede (I), se sigue de (3.26), (3.28) y (3.33) que F,,,(x,y, z) satisface las hipotesis
del Lema (3.4.1) con c = K, ¢; = K* y r = 1. Si ¢ > 0 y sucede (II), consideramos el
operador

En(z,y,2) = —Fy(x,y, 2).
De (3.34) vemos que
En(x,y,2) < En(0,0,2%) si |z| =r, |yl < K y |2, 127 < K.

Por otra parte, por (3.26) y (3.28)

0E,, )
zZ
Y OF,
<w,y>so si |yl = K, |2] < K*, y |2] < 7.
Y

Asi, —F,,(x,y, z) satisface las hipdtesis del Lema 3.4.1 con ¢c = K*, ¢; = K;r =1y y
los roles de y y z intercambiados. Si ¢ = 0 y sucede (II), se sigue de (3.35) y (3.26) que
—Fy (2, y) satisface las hipdtesis del Lema 3.4.1 con 7 =ry, ¢; = K y losroles de y y 2
intercambiados.
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En cada caso, se sigue del Lema 3.4.1 que existe

m o,m _m\ __
(ZEO 7,% az(] ) - (xlmv s Trms Yimy -+ Ymms Z1m -~-qu)

con |zg'| <7, [yg'| < K, [25"| < K7,
donde 7 = r(r9) si I (II) sucede, tal que VF,,(zf, yi*, 25") = 0.
Si vy (€) = um(xg, yi, 20") (€) vemos de (3.17), (3.19) y (3.20) que

8Fm m ,m _m :
0 - ax (xO 7y0 7ZO ) - (Um7¢q+j /f Um wq-i-]( >d€ p(l’f’(l j - 17 "'7T7
J
OF, 1
- (2 Yy 2 = m r m r de
0 ayk (xO » Yo 5 %0 ) (/\q+r+k)1/2 |: (U 7¢q+ —Hc /f v >¢q+ +k( )

parak=1,...m,ysiqg>0

oF,,

0=
8ZZ'

(0" Yo"+ 20") = B(vm, ¥3) /f U (€ i(€)de parai=1,...,q.

Por lo tanto

BV, Uy) = /fvm P(e)de, 1 <1<q+r+m. (3.36)

Para estimar |v,,|1, usamos (3.15), (3.18), y (3.20),

/Uma Um Z Ai sz + Z )\quj jm + )\k lylzm

= Z&Z?m + Zyim < Zyim < K
=1 k=1 k=1

y de acuerdo a (3.16)

|vmyO_Zz —|—Zx +ZA K2 +72 +

q+r+k )\Q+T+1

2
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De este modo, por la Desigualdad de Garding (3.10),

2
oul} < [K"’ + ¢ ((K*V T )}
C1 q+r+1
para todo m > 1.

Para terminar la demostracién vamos a usar un argumento estandar del tipo Ritz-
Garlekin. Como mostramos anteriormente, la sucesién {vy,, }3° estd acotada en H;
entonces existe una subsucesién de {v,,, }3° que converge débilmente a v € H}. Por el
Teorema de Rellich, como H] estd compactamente incluido en L? tenemos que esta
sucesion converge fuertemente a v en L?(Q2). De hecho, existe una subsucesién de {v,,, }3°
que converge en casi todo punto a v en €2, sin pérdida de generalidad podemos suponer
que {vy,, }&° es quien tiene esta propiedad. Como f es continua y acotada, se sigue del
Teorema de Lebesgue que f (v, (€),€) — f(v(€),€) en L*(Q) cuando my — oco. Fijando
[ <my+q+ren (3.36) y tomando my — oo, tenemos que

B, ) = / () f (v(e), )de.

Como tomamos un [ arbitrario y, por lo observado anteriormente, el subespacio generado
por las funciones {1;}5° es denso en H{, asi, vemos que

B(v,w) = /Qw(e)f(v(e),e)de siw € H,.

De esta forma, v es una solucién débil de (3.1) y el Teorema queda probado.
O

Observacion 3.5.1 Analizando la demostracion enterior vemos que (3.1) tiene solu-
cion debilitando las condiciones que dependen de los autovalores de L. Por ejemplo, si
q > 0, se sigue de (3.29), (3.31) y del Lema 3.4.1 que (3.1) tiene solucion si existe
7 > 0 tal que

2

/G (Z xjwq—l—j(G),G) de > K2+ |Q['/? L\L
Q o

q+r+1

1/2
n K*]

donde

T

2
E Ty =T.
i=1
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3.6. Anexo.

En esta seccién haremos la demostracion del Lema 3.4.1.

Demostracion: Para probar la afirmacién, basta hacerlo bajo condiciones un poco mas
fuertes

L. F(z,y,2) < F(0,y%,0) para |z| =7, [y|,|y*| < c|2| < e,
2. <%—Z(:L’,y, z),y> >0 para ly| = ¢, |z| <7, |z| < ¢ sim >0,

3. (% (2,9,2),2) < O para o] <7, [y Sy |2[ =1 si g > 0.

De hecho, si F' satisface las condiciones (i), (it), (i7i) entonces, para cada niimero entero
positivo k, la funcién Fy(x,y, z) = F(x,y, 2) + (Jy|* — |2|* — (2¢*/r?)|x|?) /k satisface las
condiciones (1), (2) y (3), y ademas

lim VFy(z,y,2) = VF(z,y, 2)

k—o0

uniformemente para |z| < 7, |y| < ¢,y |z| < ¢. Sipara cada k, VFi(zk, yg, 2k) = 0 con
lzk| < lyel < cylze] < ey (2o, Yo, 20) es un punto limite de la sucesion {(zx, yx, 2x) }5°
entonces V F(xq, 4o, 29) = 0.

Supongamos que se satisface (1), (2) y (3) y que m = 0. Las condiciones (1) y
(3) implican que el maximo de F(z,z) = F(z,0,2) debe ser alcanzado en un punto
(x0, 2z0) perteneciente al interior del conjunto {(z,z) tal que |z| < r,|z] < ¢}, asi,
VF(xg,z) = 0.

Ahora, supongamos que se satisface (1), (2) y (3) y que m > 0. Primero consideremos
F € C% Sea B = {(z,y,z) € R4 tal que |z| <, |y| < ¢,|z| < ¢1}. Modificando F
fuera de un conjunto abierto que contiene a B podemos asumir que VF es acotado en
R™™+4 Sea ¢(t,x,y, z) la solucién del problema de valores inciales

Dt 2,y,2) = VE(S(t 2,9, 2))

dt
(b(O? :1;7 y7 Z) = (x7 y7 z)'

By la teorfa bésica de existencia ¢ € C'(R x R™™™%9). Sj la afirmacién del Lema 1 es
falsa, existe a > 0 tal que |VF(x,y,2)| > a para (z,y, z) € B, entonces
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S 0(t,2,0.2)) = [VF(0(t,2,,2))P 2 @ (3.37)

si ¢(t,x,y,z) € B. Como consecuencia, ¢(t,z,y,z) no puede pertenecer a B por un
periodo de tiempo superior a

(méxp F' — ming F)

o2

Sea D = {y € R™ tal que |y| < ¢} y sea T'(y) el nimero no negativo mas grande tal
que ¢(t,0,y,0) € B para 0 <t < T(y) si y € D. Claramente, ¢(T(y),0,y,0) € IB.
Si ¢(T'(y),0,y,0) = (z,9,2) con |Z| = r,|y| < ¢, |Z] < ¢ entonces T'(y) > 0, entonces,
de acuerdo a (3.37), F(z,y,z) = F(¢(T(y),0,v,0)) > F(¢(0,y,0,0)) = F(0,,0,0),

lo cual contradice (1). Sea ¢(t,0,9,0) = (6n(¢,v), dm(t,y), d4(t,y)) con ¢ € RF k =
nm,g. Sig >0y §(T(4),0,4,0) = (7,7, 2) con |7 <, [§] < ¢y |2] = 1, entonces

oF d
2 U,2),2 ) = —|og(t,y)| >0
(Ge@na2) = Gatoe
lo cual contradice (3). Por lo tanto, ¢(T(y),0,y,0) = (Z,y,2) con |Z| < r,|y| = ¢, ¥
1Z| < ¢;. Como ¢, (T(y),y)|> = ¢ v de acuerdo a (2)

= <?9—F(E,§, 2),z?> >0,

t=T(y) y
asi, existe un nimero §(y) > 0 tal que |¢pn(T'(y) + s,y)| > ¢ v |om(T(y) — s,y)| < ¢
si 0 < s00(y). Como |y| < ¢ implica | (t,y)] < cpara 0 <t < T(y),y T'(y) = 0 si
ly| = ¢, se sigue de la continuidad de ¢(t,0,y,0) que T'(y) es una funcién continua en
la bola cerrada D.

Por lo tanto, tenemos una funcién continua 6 : D — 0D dada por
0(y) = om(T(y),y). Si |yl = ¢, 0(y) = ¢m(0,y) = y de hecho, 6 es una retraccién
de D en su frontera, lo cual es imposible por el teorema 1.3.13 de preliminares. Esta
contradiccién establece la existencia de (zo, o, 20) € B tal que VF(zq,yo, 2z0) = 0.

Para demostrar el resultado si s6lo suponemos que F' € C!, tomamos una sucesién de
funciones en C?, { F;}{° tal que Fy, — F'y VF}, — VF uniformemente en B cuando k —
oo. Existe kg tal que las F}, satisface (1), (2), y (3) para k > kq. Por lo anterior, existe
(Tk, Y, 2) € B tal que V Fy(xg, Yk, 2,) = 0si k > ko. Si (z0, Yo, 20) es un punto limite de
la sucesion {x, yx, 2k }5° entonces V F(z, Yo, 20) = 0 y la demostracién estd completa.

Y

Slon(T (). v)P
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Capitulo 4

Landesman-Lazer vs
Ahmad-Lazer-Paul

En este capitulo vamos a establecer relaciones entre condiciones clasicas de
existencia para problemas resonantes no lineales. Definiremos las condiciones de Landesman-
Lazer de una forma mas general, por ejemplo no pediremos que existan los limites de
g en infinito. Compararemos las condiciones de Landesman-Lazer con las ya vistas en
el capitulo anterior dadas por Ahmad-Lazer-Paul para un problema semilineal eliptico

del tipo
Lu = f(z,u)

donde L es un operador diferencial lineal con nicleo no trivial. Luego daremos una
caracterizacion de las condiciones de Landesman-Lazer que permitiran probar, en un
conjunto muy general, el resultado principal de este capitulo

L — L implica A— L — P.

4.0.1. Condiciones de L-L y A-L-P

Para fijar ideas, sea €2 un subconjunto abierto de R con frontera suave,
vy L: D(L) C L*(R2) — L?(2) un operador lineal con resolvente compacta. Supongamos
que f: QxR — R estd acotada en L2 i.e, existe h € L?(2) tal que

(2, 8)] < h(z),

65
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para casi todo x € 2 y todo t € R. Sea GG una primitiva de f en la segunda variable,
ie, t

G(z,t) = / f(z,s)ds
0

Compararemos las condiciones de Landesman-Lazer:

(LL) para todo v € Ker(L)\{0},

/ liminf f(z, t)v(z)dx +/ limsup f(z,t)v(z)dz > 0,
{ {

v>0} t—=+o0 v<0} t——o0
con las condiciones de Ahmad-Lazer-Paul:
(A-L-P) para v € Ker(L),

1fim / G(z,v(x))dr = 4o0.
[[o]la=+00 J o
Usamos la notacién
{v>0}={zreQ/v(z) >0}, {v<0}={zreQ/v(x)<0}.

A partir de ahora trabajaremos en el siguiente contexto:

Sea (€2, 1) un espacio de medida o-finita (en las aplicaciones, usualmente 2 es un
subconjunto abierto de R™ con la medida de Lebesgue). Para abreviar, diremos ”medi-
ble” en lugar de p-medible, y L4(Q2) en lugar de L4(2, dpu).

Sea f: R x 2 = R una funcion Caratheodory, es decir:

» z+— f(x,t) es medible para todo t € R;
» t— f(x,t) es continua para casi todo x € Q;

» para todo R > 0, existe ng € L'(Q2) tal que, para casi todo z € 2, y todo t €
R con |t| < R,
|f (@, t)] < nr(x),

y sean p, q € [1,+o0] exponentes conjugados, es decir,
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Suponemos que existe d > 0 y una funcién no negativa h € L(Q) tal que, para casi
todo x € (2,

> d = sgn(t) f(z,) > ~h(x) (4.1)
Sea ¥ C LP(Q) que satisface las siguientes propiedades:
= siue X yA>0, entonces \u € 3;

= ¥ NS es compacto en LP(Q)), donde Sy = {u € LP(Q)/||ul|, = 1}.

Asi, tanto en las condiciones de L-L como en las de A-L-P tomaremos X en vez de
KerlL.

Observacién La condicién (4.1) garantiza que las integrales que aparecen en (LL)
estan bien definidas, con valores en R U {+o0}.

4.0.2. Caracterizacion de las condiciones de L-L

En esta seccién empezaremos con un lema que luego utilizaremos en la demostracién
de una proposicién que caracteriza las condiciones de (L — L).

Como {2 es o-finito, existe una familia { K, }m € N de subjconjuntos de 2 medibles,
tal que

» u(K,,) < 400, para todo m € N;
» K, C K11, para todo m € N

u UMGNKm =
Definimos, para todo m € N, la funciéon de truncamiento ¢, : 2 — R por

Cm(7) = mxx,, (7) (4.2)

Observacién Para todo m € N, (,, pertenece a L4(f2), para todo ¢ > 1.
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Antes de dar la Proposiciéon que caracteriza las condiciones de Landesman-Lazer,
daremos un Lema previo. El siguiente Lema dice que si f satisface las condiciones
de Landesman-Lazer, entonces estas también son satisfechas por algin truncamiento
adecuado de f.

Lema 4.0.1 Sea f: Q x R satisfaciendo la condicioon de (LL), definimos

min f(z,t), Gn(z) sit >0
fm(z,t) = 0 sit=0 (4.3)
max f(x,t), —Gn(z) sit <0,

entonces existe m € N tal que, m > m y todo v € ¥ — 0,

/ liminf f,,(x, t)v(z)dp +/ lim sup f,,(x, t)v(z)dp > 0 (4.4)
{ {

v<0} Lo v<0} t—=—o0

Demostracion: Demostraremos el resultado para todo v € ¥ N Si,ya que el sumando
izquierdo de (4.4) es positivo, homogeneo de grado 1 con respecto a v. De esta forma,
supondremos que ||v||, = 1.

Como f(z,t) = lim,, 1o fim(x,t) para casi todo z € Q y todo t € R — {0},(este
limite es mond6tono -creciente si ¢ > 0 y decreciente si t < 0-), podemos reescribir las
condiciones de (LL) de la siguiente manera

/ (h’minf lim fm(:c,t)> v(:c)du—l—/ <h'msup lim fm(:c,t)) v(z)dp >0
{v>0} {v<0}

t—+o00 m—+o0 t——00 M—+00
(4.5)

Veamos que se pueden intercambiar el limite inferior y el limite bajo la integral en
el sumando izquierdo de la desigualdad. Primero de todo, como f,,(z,t) < f(x,t) para
casi todo x € Q0 y todo t > 0, se ve facilmente que

lim lminf f,,(z,t) > liminf lim f,(z,1).
m——+oo t—-+oo t——+o0 m—-+oo
Para ver la otra desigualdad, luego de haber observado que, por (4.1)
liminf; , . f(z,t) > —o0 para casi todo x € , vamos a considerar los siguientes dos
casos
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Caso 1:Six € Qes tal que liminf, ,, ., f(z,t) = +00. Entonces, fijado K > 0 existe tx
tal que, sit >ty , entonces f(xz,t) > K. Por otra parte existe myx € N tal que z € K,
para todo m > m,. Para todo m > max K, my, f.(x,t) > K, para todo t > tx, por lo
cual liminf, o fi(z,t) > K, asi,

lim liminf =
o R (2,8 = oo

Caso 2:Si x € Q es tal que liminf, , ., f(z,t) =1 € R. Entonces, fijado € > 0, existe t.
tal que si t > ¢, entonces f(x,t) > [ — €. Por otra parte existe m, € N tal que z € K,,,
para todo m > m,. Para todo m > méx{l,m,}, tenemos que g,,(x,t) > | — €, para
todo t > t, entonces lim inf, ,, o fi.(x,t) > 1 — €, de lo que se deduce que

lim liminf f,,(z,t) > 1

m—+00 t—+00
Por lo tanto
i {2 e 2) = il 00 S 8)

De forma anéaloga, es posible mostrar que el limite superior y el limite se pueden inter-

cambiar bajo el signo de la integral
De acuerdo a (4.5),

m—-+oo t—-+o00

/ ( lim 1iminf fm(x,t)) v(z)dp+
{v>0}

—|—/ ( lim lim sup fm(x,t)> v(x)dp > 0.
{v<0} \"77° to+oo

La dos sucesiones (iminf;, o frm(z,1)),, v (imsup,_,, fm(:v,t))m, consideradas
en su dominio de integracién, {v > 0} y{v < 0}, respectivamente, son monétonas
decrecientes. Por otro lado estan acotadas inferiormente por funciones L', —h(x)v(z) y
h(z)v(x), respectivamente.

Por el Teorema de Convergencia Mono6tona

lim (/ liminf f,,(x, t)v(x)du —I—/ lim sup fm(x,t)v(:v)du> > 0.
{ {

m——+00 v>0} t—+o00 v<0} t——00
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Por lo tanto, para todo v € ¥ N .S, existe M, € N tal que , para todo m > M,,

L, = / liminf f,,(z, t)v(x)dp +/ lim sup fo,(z, t)v(x)dp > 0
{v>0} t—=+o0 {v<0} t——o0
Elegimos M > M, y consideramos
f+(x):11'm1nffM(x,t), f_(x):Hmsupr(ac,t)
t—+oo t——o00

Observar que fi y f_ pertenecen a L7(€2): esto es similar a lo de antes, en realidad,
es cierto para casi todo x € Q,

—h(z) < fi(z) < Qu()), —Culz) < f-(z) < Qu(a).
Ahora queremos ver que Iy : L”(€) — R es continua en v. Para ello, tomemos una
sucesion (vy,), tal que v, — v en LP(Q) y probemos que Iy (v,) — Iy (v), para ello
fijemos la siguiente notacién,

A;_:{’UJEO} Aj_:{’Uj<O}
At ={v>0} A ={v<0}.
Tenemos que

Ing(vj) = In(v) =T+ oy + 5 + Ty
donde
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Cuando j — 400, por la Desigualdad de Hélder, como v; — v en LP(2) entonces,
I'1; v Iy tienden a cero. Analicemos a que tiende I's ;; para toda subsucesion de {v;} jen
existe una subsucecién, que llamaremos {v;};en, tal que vj(x) — v(z) para casi todo
x € .De este modo, por el Teorema de Convergencia Mayorada tenemos que

/ fo(@)o(@)dp — 0,
A]._r']A+

dado que x 4- 4+ — 0 para casi todo z € Q. Por tro lado,
J

/ Fepte)d = / f@)es(o) — oladu+ [ 1 @oadn

A; NnA+

por argumentos similares vemos que

/A.m+ fo(x)v;(z)dp — 0.

Esto muestra que I's ; — 0 cuando j — +o00. De forma andloga se prueba que
F3,j — 0.

Por lo tanto, la continuidad de I,; queda probada,de este hecho se sigue que existe
d > 0 tal que Ips(w) > 0 para ||w — ]|, < J,, es decir

/ liminf f,,(z, t)w(x)du +/ lim sup fo, (z, t)w(x)dp > 0.
{w>0} {w

t—r+oo <0} t——o0

Asi, como por hipétesis, ¥ N Sy es compacto en LP(2), serd posible encontrar un
m € N tal que, para todo v € ¥ NSy,

L) = / liminf frm(z, t)v(x)du +/ lim sup frm(z, t)v(x)dp > 0.
{v>0} toHee {v<0} t——o0
Faltaria probar que 4.4 es cierto para todo m > m pero esto es una consecuencia
del Teorema de Monotonia de los integrandos con respecto a m.

O

Ahora vamos a dar la proposicién que caracteriza las condiciones de Landesman-
Lazer.
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Proposicion 4.0.2 Las siguientes condiciones son equivalentes:
1. fsatisface (LL);
2. existen >0, R>d yvy_,v, € LI(Q) tal que
v f(x,t) > ¢y (x) para casi todo x € 2, y todo t > R;
w f(x,t) > ¢_(x) para casi todo x € €, y todo t < —R;

= para todo v € X

t/' w@»vm»+1/’ ba(@yo(@)dp > T, (4.6)
{v>0}

{v<0}
Por otra parte, existe M > 0 tal que

Ch(a) 2 bala) = M, —M > _(x) > hz),
para casi todo x € 2, y si x € Q\ Ky, entonces ¥, (z) <0 y_ > 0.

Demostracion: Por la homogeneidad positiva de ambos lados de (4.6) con respecto a v,
sin perdida de generalidad podemos suponer que ||v||, = 1.

1) = 2): Supongamos que se cumple (LL). Por el Lema (4.4), usando la misma
notacién, existe m € N tal que , para todo m > m y todo v € o — {0},

/ liminf f,,(x, t)v(x)du +/ lim sup fo, (z, t)v(x)dp
{ {

v>0} oo v<0} t——o0

es decir,

lim inf f,,(x,t) ) v(x)d +/ (Hm su mx,t)va:d > 0.
/{U>0} (n_H_OOtznf ( >> ( ) : {v<0} n—>+oot§—121f ( ) ( ) 1%

Fijemos M > m y consideremos

7:<I> - {grflfM(xvt% %:(x) = sup fM($=t>‘

t<—n
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Observar que, para todo n > d, v,F y 7, pertenecen a L1(2), ya que, para casi todo
x €€,

—h(z) <yf <M, =M <, <h(z).

En sus dominios de integracion, {v > 0} y {v < 0}, respectivamente, las sucesiones
de funciones L' (7 v),>q y (7, v) son monétonas decrecientes, y acotadas inferiormente
por funciones L' —hv y hv respectivamente. Por el teorema de convergencia monétona,

Jm ( A o) Yo (@)v()dp + /{ » vg(x)v(x)du> -

:/{ lim ”y:[(x)v(x)du—i-/{ lim ,, (z)v(z)dp

v>0} n—+oo v<0} n—+00

/ lm inf fps(z, t)v(x)du +/ lim sup fpr(z, t)v(x)dp > 0
{v>0} f=F® {v<0} t——oo

Esta desigualdad vale para todo v € ¥ N S;, entonces, existe , > 0y N, € N, con
N, > d, tal que, para todo n > N,,

Joim [ pan@des [ g @eta)duz .
{v>0} {v<0}
Tomamos N > N,, con el mismo razonamiento que en la demostracion del Lema
(4.4), podemos mostrar que Jy : LP(2) — R es continua. Por lo tanto, existe § > 0 tal
que, si ||w —vl|, >,

| o~

T(@)w(x)d N (@) w(x)dy > =
[, @ [

{w<0}

AV

Como ¥ N St es compacto, es posible encontrar 7 € N, con 7o
para todo v € ¥ N S,

d, y m > 0 tal que,

| t@e@des [ @@
{v>0}

{v<0}

De este modo, si
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la demostracion se completa facilmente, tomando R = n.

2) = 1): Dado que
f@,t) = by ()

para casi todo x € €, y todo t > R. Si tomamos liminf, ,, . vale que

liminf f(z,t) > ¥y (x)

t—+o00

multipliquemos por v(x) sobre el dominio {v > 0}, nos queda
ltminf f(z, )o(x) > b (2)o(2)
t—+o0

integrando sobre {v > 0}
/ liminf f(x, t)v(z)dp > Yy (x)v(x)dp.
{v>0} 7t {v>0}
Siguiendo el mismo razonamiento,veamos que
[ ttmswp fee@anz [ oo
{v<0} t——00 {v<0}

Por hipdtesis sabemos que
fla,t) < 9_(z)

para casi todo x € €2, y todo t < —R entonces

limsup f(z,1) < v_(x)

t——o00

multiplicando por v(x) sobre el dominio {v < 0} nos queda

limsup f(z,t)v(z) > ¥_(z)v(x)

t——o0

integrando sobre {v < 0}

/ limsup f(z,t)v(z)dp > / Y_(x)v(x)dp.
{ {v<o0}
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Luego,
/ liminf f(x, t)v(z)dp +/ limsup f(z,t)v(x)du
{ {

v>0} oo v<0} t—=—o0

> /{U>O}w+<x>v<x>du+ | v

{v<0}
Por otro lado tenemos que existe i > 0 tal que para todo v € X

[ @@+ [ vz glll,
{v>0} {v<0}
de este modo , si consideramos v € ¥\{0}

/{U>0} Y_(x)v(x) + / by (z)o(z)dp > 0.

{v<0}

Por lo tanto,

/ liminf f(x, t)v(z)du +/ lim sup f(z, t)v(x)dp > 0,
{ {

v>0} t=+oo v<0} t——00

y esto concluye la demostracion. 0

4.0.3. El Teorema Principal. ;L-L o A-L-P?

En esta seccién veremos el teorema principal de este capitulo. Dicho teorema nos
determinara cudal de las dos condiciones es mas general.
Teorema 4.0.3 (LL) implica (ALP)
Demostracion: Sea v € ¥\{0} y consideramos
QF ={z € Q/v(z) > R},

Q) ={z e Qfv(z) < —R},
VN ={reQ/—R<wv(x) <R}
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donde R > 0 es el dado por la Proposicion 4.4. Escribiendo

/QG(a:,v(x))d/L:/ G(z,v(z))du + G(x,’u(x))du—l—/ G(z,v(z))du,

QF 0y Q0

consideremos cada término por separado. Notar que, en el primer término, usando
la notacién de la Proposicién 4.4, tenemos que f(x,t) < ¢ (x) < 0 parat > R,y
|f(z,t)| < nr(z) para |t| < R, pues supusimos que f es Carathéodory. Por otra parte,
recordando que 1 (z) < M para casi todo z € Qy 1, (z) < 0 para casi todo z € Q\ Ky,

R v(x)
G(x,v(x)):/o f(s,z)ds + . f(s,x)ds

> —Rng(x) + (v(z) — R)Y4(2)
> —Rng(z) + v(@)y () — Ry (2)xk,, ()
_RUR(x) + U(x)ler(QZ) - RMXKM/ (x),

para casi todo z € Q;F. Por lo tanto,

/ Gl v(@)dn > ~Rlngl)s + / e ayola)dp — RMp(Ky)
Qf Q)

—~Rnalls + Mu(Kon) + [ vlaotordn~ | b (@)v(@)d
{v>0} {0<v(z)<R}
> ~R(lnally + MutKan) + [ vlapotoydn— | v a)o(a)du
{v>0} {0<v(z)<RINK s
> = Rlnalls + Ma(K) + | (@l | Mo(a)dy
{v>0} {0<v(z)<RINKs

> _R(|lnall + 2Mp(Kr)) + /{ Rt

Por otro lado, haciendo una cuenta similar tenemos que

| G v@)dn = ~Rlnalls + 2Mu(Ko) + [ - (opola)dn,

{v<0}
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mientras que,

v(z)
[ Gvtandu= [ [ f(s.x)dsd = =Rl
Q0 Q0 Jo

En resumen, usando (4.4), tenemos que

/Q G, v(@))d > o]l — Rl Ingll + 4Mp(Kar)),

donde 77 > 0 es el dado por la Proposicion 4.4.

4.0.4. Observaciones sobre el Teorema

En el Teorema anterior no pusimos ninguna hipdtesis de monotonia sobre f. La
siguiente proposicién nos dice que si f es monoéntona, tenemos una equivalencia entre

(LL) y (ALP).

Proposicién 4.0.4 Si f(z,t) es no decreciente en t, para casi todo x € ). Entonces
(LL) y (ALP) son equivalentes.

Demostracion: El Teorema 2,1 nos da una de las implicaciones, sélo resta ver que (ALP)
implica (LL). Lo vamos a probar por el contrarreciproco.
Supongamos que no se satisface (LL). De este modo, existe v € ¥\{0} tal que

/ liminf f(z,t)v(z)dp +/ lim sup f(z, t)v(z)du < 0;
{v>0} *7He {v<0} s——00

tomando, fi(x) =lim, o f(x,t), y f_(z) = lims, o f(z,1), la desigualdad
anterior se convierte en

/ lim f+(:x)v(:x)d,u~l—/ lim f_(x)v(z)du <0
{ {

v>0} S$——+00 v<0} §——00

Mostremos que la funcién F' : R — R U {+o0}, definida por

ﬂ»:éqm@mwzéﬁmwumw



78

es no positiva para A > 0. De hecho, como para casi todo x € €2, y todo t € R,

f-(@) < fla, 1) < filw),

tenemos que

() Av(z)
F(\) = / / f(s,x)dsdp —|—/ / f(s,z)dsdp
{v>0} JO {v<0} JO

<A (z)v(z)dp + A _(z)v(x)dp < 0.
<A pEe@dns [ @t

De este modo, limsup,_,_ ., F/(A) <0, por lo tanto, no sucede (ALP).
0J

Observacion 4.0.5 Para los resultados vistos en este capitulo, no fue necesario su-
poner que §) sea un conjunto acotado, de hecho, 0 es un espacio arbitrario de medida
o-finita y mds aun, en nuestro marco de estudio pueden ser admitidos operadores dife-
renciales y no linealidades mds generales.

Observacién 4.0.6 Usamos un subespacio lineal mds general que el Nicleo de L, solo
necesitamos un cono X, con ciertas propiedades de compacidad.

Observacion 4.0.7 Se puede afirmar un resultado simétrico con respecto al Teorema
4.0.3 si se tienen en cuenta las siguientes condiciones:

(LL’) para todo v € X\{0}

/ limsup f(z, t)v(x)du —I—/ liminf f(z,t)v(z)dp < 0,
{ {

v>0} t—=+400 v<0} t=+oo

(ALP’) parav € X,

lim G(z,v(x))du = —oc.

[[vllp—=+00 Jo



Bibliografia

Ahmad S.,Lazer A.C., Paul J.L., Elementary critical point and perturbations of
elliptic boundary value problems at resonance,Indiana Univ. Math. J. 25 (1976),
933-944.

Amster P.,Métodos Topoldgicos en el Andlisis no Lineal publicacoes matematicas,

IMPA (2009)

Arcoya D., Orsina L. , Landesman-Lazer conditions and quasilinear elliptic equa-
tions.(1996)

Brenner S. C.,Ridgway Scott L., The mathematical theory of finite element met-
hodsSpringer-Verlang, (1994), New York.

Brézis H. (1996), Andlisis Funcional. Teoria y Aplicaciones, Alianza Editorial,
Madrid (1984)

Evans L.C., Partial differential equations, Graduate Studies in Mathematics, 19
(1998), American Mathematical Society.

Fonda A., Garrione M., Nonlinear resonance a comparison between Landesman-
Lazer and Ahmad-Lazer-Paul,(1991),

Hess P., On a theorem by Landesman Lazer, Indiana Univ. Math. J. 23(1974),
827-830

Landesman E. M. y Lazer A., Nonlinear perturbations of linear elliptic boundary
value problems at resonance. J. Math. Mech. 19 (1970), 609-623.

79



80

[10] Lazer A. C.,Leach D. E., Bounded perturbations of forced harmonic oscillators at
resonance, Ann. Mat. Pura Appl. 82 (1969), 49-68.



