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Estudio de problemas de
optimización de forma

(Resumen)

Un problema de optimización de forma se trata, en general, de un problema de
minimización

mı́n{F(A) : A ∈ A} (0.0.1)

donde F es un función de costo yA es una clase de dominios admisibles.

En esta tesis, estudiaremos la existencia de solución al problema de minimi-
zación cuando el funcional de costo F se calcula a partir de la solución de una
ecuación de estado, es decir, una cierta ecuación en derivadas parciales en el do-
minio A y la clase de dominios admisiblesA es el conjunto

A(Ω) =
{
A : A ⊂ Ω, A cuasi-abierto, |A| = c

}
,

donde Ω es un abierto acotado de Rn, y, luego,

A =
{
A : A ⊂ Rn, A cuasi-abierto, |A| ≤ c

}
,

donde c > 0 es una constante.

Palabras Claves: Optimización de forma, espacios de Sobolev, cuasi-abiertos.

v





Capı́tulo 1

Introducción

Para resolver un problema de optimización de forma

mı́n{F(A) : A ∈ A} (1.0.1)

donde F es un funcional de costo y A es una clase de dominios admisibles, po-
demos intentar usar el método directo. Si ı́nf{F(A) : A ∈ A} > −∞, tomo una
sucesión minimizante (Ah)h en A. En el caso de tener un resultado de compaci-
dad en la clase de dominios admisibles, podemos decir que existe una subsucesión
(Ahk )k de (Ah)h, (que sigue siendo una sucesión minimizante para el problema) y
un conjunto A ∈ A tal que (Ahk )k converge a A en algún sentido. Si la función F es
continua con respecto a este sentido de convergencia enA, resulta

F(A) = lı́m
k→+∞

F(Ahk ) = ı́nf
A

F.

Por lo tanto, A alcanza el mı́nimo de F en A. Notemos que, como se trata de re-
solver un problema de minimización, alcanza con que F sea semicontinua inferior
para ese sentido de convergencia enA. En tal caso,

F(A) ≤ lı́m inf
k→+∞

F(Ahk ) = ı́nf
A

F,

y se concluye de igual manera. Veremos más adelante, que ese sentido de conver-
gencia es la γ-convergencia.

Definiremos la clase de conjuntos cuasi-abiertos de Rn. En el Capı́tulo 7, estu-
diaremos la resolución (con la idea del método directo), del problema

mı́n
{
Φ(λ1(A), λ2(A)) : A ⊂ Rn, A cuasi-abierto, |A| ≤ c

}
donde c > 0 es una constante, Φ es semicontinua inferior y creciente en cada varia-
ble, y λk(A) denota el k-ésimo autovalor del operador Laplace en H1

0(A). Veremos
que existe al menos una solución. Este resultado se debe al trabajo de Dorin Bu-
cur [4].
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2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

Utilizando otras ideas, resolveremos también el siguiente problema de optimi-
zación de forma

mı́n
{
F(A) : A ⊂ Ω, A cuasi-abierto, |A| = c

}
donde Ω es un abierto acotado de Rn, el funcional F es semicontinua inferior para
la γ-convergencia de conjuntos, F es monótona decreciente con respecto a la in-
clusión de conjuntos y c es una constante 0 < c < |Ω|. Probaremos que existe al
menos una solución. Este resultado se debe al trabajo de Buttazzo y Dal Maso [6].

A continuación, describimos brevemente el contenido de cada capı́tulo.

En el Capı́tulo 2, estudiamos algunas propiedades funcinales de los espacios
de Sobolev W1,p(Ω), Ω un abierto acotado. El problema de Dirichlet en conjuntos
abiertos A ⊂ Ω, sus propiedades de linealidad y continuidad. Por último, la existen-
cia y unicidad de solución en ciertos problemas de obstáculo. Estos resultados nos
serán útiles en el Capı́tulo 6, para resolver el problema de optimización de forma
en el caso acotado.

En el Capı́tulo 3, estudiamos operadores lineales definidos en un espacio de
Hilbert y formas cuadráticas. Estos temas nos serán útiles para probar un lema
muy importante sobre diseño óptimo. La bibliografı́a que utilizamos fue el libro de
Kinderlehrer y Stampacchia [16].

En el Capı́tulo 4, estudiamos algunos resultados del libro de Henrot y Pierre
[15] sobre capacidad, cuasi-abiertos, cuasi-continuidad. Damos una caracteriza-
ción para el espacio de Sobolev H1

0(Ω), que motiva la definición de H1
0(A) para A

un cuasi-abierto acotado de Rn.

En el Capı́tulo 5, estudiamos propiedades básicas de la Γ-convergencia, tenien-
do como referencia los libros de Andrea Braides [2] y Gianni Dal Maso [8]. De-
finimos la γ-convergencia de una sucesión de conjuntos cuasi-abiertos contenidos
en un abierto acotado Ω ⊂ Rn y damos una caracterización variacional y otra, en
términos de operadores resolventes. Más adelante, vemos que la γ-convergencia de
conjuntos cuasi-abiertos es un caso particular de la γ-convergencia de medidas bo-
relianas, no negativas, que pueden tomar el valor +∞ y que se anulan en todos los
conjuntos de capacidad cero. Un resultado importante es la relación que existe en-
tre el γ-lı́mite de una sucesión de cuasi-abiertos de medida uniformemente acotada
(Ah)h y el lı́mite en L2(Rn) (si existe), de la sucesión (wAh)h, donde wAh ∈ H1

0(Ah)
y −∆wAh = 1 en Ah. Utilizamos como bibliografı́a, principalmente, los trabajos de
Dal Maso y Mosco [9] y Bucur [4].

En el Capı́tulo 6, resolvemos el problema

mı́n{F(A) : A ⊂ Ω, A cuasi-abierto, |A| = c}

donde Ω es un abierto acotado de Rn, el funcional F es semicontinua inferior pa-
ra la γ-convergencia de conjuntos, F es monótona decreciente con respecto a la
inclusión de conjuntos, c es una constante 0 < c < |Ω|.
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En el Capı́tulo 7, damos una idea de la resolución del problema

mı́n
{
Φ(λ1(A), λ2(A)) : A ⊂ Rn, A cuasi-abierto, |A| ≤ c

}
donde c > 0 es una constante, Φ es semicontinua inferior y creciente en cada
variable, y λk(A) denota el k-ésimo autovalor del operador Laplace en H1

0(A).



Capı́tulo 2

Preliminares

2.1. Espacios de Sobolev

A lo largo de esta tesis, utilizaremos la siguiente notación: Ω ⊂ Rn será un
abierto acotado y C∞c (Ω), es el conjunto de todas las funciones φ : Ω→ R infinita-
mente diferenciables con soporte compacto en Ω.

Definición 2.1.1. Sean u, v en L1
loc(Ω). Decimos que v es la derivada débil de u

respecto a xi si ∫
Ω

u∂xiφdx = −

∫
Ω

vφdx

para toda φ ∈ C∞c (Ω).

Observación 2.1.2. Si existe una derivada débil de u respecto a xi, entonces es
única.

Demostración. Si v y w ∈ L1
loc(Ω) satisfacen∫

Ω

u∂xiφdx = −

∫
Ω

vφdx = −

∫
Ω

wφdx

para toda φ ∈ C∞c (Ω). Entonces,∫
Ω

(v − w)φdx = 0

para toda φ ∈ C∞c (Ω). Luego, v−w = 0 c.t.p. (casi todo punto respecto de la medida
de Lebesgue) de Ω. �

Notamos v = ∂xiu (o bien, uxi o ∂iu) a la única derivada débil de u respecto de
xi.

4



2.1. ESPACIOS DE SOBOLEV 5

Definición 2.1.3. El espacio de Sobolev W1,p(Ω) se define por

W1,p(Ω) =

{
u ∈ Lp(Ω) : ∂iu ∈ Lp(Ω), ∀i = 1, 2, . . . , n

}
(2.1.1)

Para u ∈ W1,p(Ω), notamos ∇u = (∂1u, ∂2u, . . . , ∂nu) al gradiente de u en el
sentido débil.

El espacio W1,p(Ω) está dotado de la norma

‖u‖W1,p(Ω) = ‖u‖Lp(Ω) +

n∑
i=1

‖∂iu‖Lp(Ω)

o también de la norma equivalente

‖u‖W1,p(Ω) =
(
‖u‖pLp(Ω) +

n∑
i=1

‖∂iu‖
p
Lp(Ω)

)1/p
,

con la que trabajaremos a lo largo de esta tesis.

Observación 2.1.4. Cuando p = 2, notamos H1(Ω) = W1,2(Ω), que es un espacio
de Hilbert con el producto interno

(u, v)H1(Ω) = (u, v)L2(Ω) +

n∑
i=1

(∂iu, ∂iv)L2(Ω)

con la norma asociada

‖u‖H1(Ω) =
(
‖u‖2L2(Ω) +

n∑
i=1

‖∂iu‖2L2(Ω)

)1/2
.

Definición 2.1.5. Sea E un espacio de Banach. Definimos el espacio dual de E
como

E∗ = {ϕ : E → R/ϕ es lineal y continua}.

Dada ϕ ∈ E∗ notamos 〈ϕ, x〉E∗,E = ϕ(x) para cada x ∈ E.

Definición 2.1.6. Sea E un espacio de Banach. Decimos que E es reflexivo si
J(E) = E∗∗, donde J : E → E∗∗ es la inyección canónica, J(x)(ϕ) = ϕ(x) para
toda ϕ ∈ E∗, que también notamos

〈Jx, ϕ〉E∗∗,E = 〈ϕ, x〉E∗,E .

Proposición 2.1.7. El espacio W1,p(Ω) es un espacio de Banach para 1 ≤ p ≤ ∞.

Demostración. Es claro que es un espacio normado.

Veamos que es completo. Sea (uh)h una sucesión de Cauchy en W1,p(Ω). Luego,
(uh)h, (∂1uh)h, (∂2uh)h, . . . , (∂nuh)h son sucesiones de Cauchy en Lp(Ω). Como
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Lp(Ω) es completo para 1 ≤ p ≤ ∞, existen funciones u, g1, g2, . . . , gn ∈ Lp(Ω)
tales que

‖uh − u‖Lp(Ω) → 0, ‖∂iuh − gi‖Lp(Ω) → 0 para todo i = 1, 2, . . . , n.

Para concluir la demostración, basta ver que para cada i, gi es la derivada débil
de u respecto de xi. Fijo un i en {1, 2, . . . , n}. Tomo una φ ∈ C∞c (Ω). Como cada
uh ∈ W1,p(Ω), sabemos que∫

Ω

uh∂iφdx = −

∫
Ω

∂iuhφdx.

Pasando al lı́mite de h→ +∞, resulta∫
Ω

u∂iφdx = −

∫
Ω

giφdx.

Por lo tanto, existen las derivadas débiles de u de orden 1 y ∂iu = gi ∈ Lp(Ω). Ası́,
obtenemos que u ∈ W1,p(Ω). Luego, la sucesión (uh)h es convergente en W1,p(Ω).

�

Proposición 2.1.8. El espacio W1,p(Ω) es un espacio reflexivo para 1 < p < ∞.

Demostración. Sea E = Lp(Ω)×Lp(Ω)n. Considero el operador T : W1,p(Ω)→ E,
T (u) = (u,∇u). Tenemos que T es una isometrı́a de W1,p(Ω) en E, por lo tanto,
T (W1,p(Ω)) es un subespacio cerrado de E. Como Lp(Ω) es reflexivo si 1 < p < ∞,
E también es reflexivo para 1 < p < ∞. Como T (W1,p(Ω)) es un subespacio
cerrado de E y E es reflexivo, T (W1,p(Ω)) es reflexivo y por lo tanto, W1,p(Ω) lo
es. �

Proposición 2.1.9. El espacio W1,p(Ω) es un espacio separable para 1 ≤ p < ∞.

Demostración. La prueba es totalmente análoga a la anterior. �

Corolario 2.1.10. El espacio H1(Ω) es un espacio de Hilbert separable.

Definimos H1
0(Ω) = C∞c (Ω)

‖·‖H1(Ω) .

Observación 2.1.11. El espacio H1
0(Ω) es Hilbert y separable. Pues, es un subes-

pacio cerrado de H1(Ω) y éste es un espacio de Hilbert separable.

Observación 2.1.12. Sea u ∈ C(Ω) ∩ H1(Ω). Entonces,

u = 0 en ∂Ω⇔ u ∈ H1
0(Ω).

Se puede ver una demostración en [13, Sección 5.5, Teorema 2].
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Observación 2.1.13. Sea A ⊂ Ω un abierto. Entonces, H1
0(A) ⊂ H1

0(Ω).

Demostración. Pues si u ∈ H1
0(A), tomo v =

u en A
0 en Ω \ A

. Luego, v ∈ H1
0(Ω) y

u = v c.t.p. de Ω. �

Definimos el espacio H−1(Ω) = H1
0(Ω)∗, el espacio dual de H1

0(Ω). En otras
palabras, f ∈ H−1(Ω) si f : H1

0(Ω)→ R es lineal y continua.

Notaremos 〈·, ·〉H−1,H1
0

al par dual entre H−1(Ω) y H1
0(Ω).

El espacio H−1(Ω) está dotado de la norma

‖ f ‖H−1(Ω) = sup
{
〈 f , u〉H−1,H1

0
: u ∈ H1

0(Ω), ‖u‖H1
0
(Ω) ≤ 1

}
.

Teorema 2.1.14 (Caracterización de H−1(Ω)).

(i) Sea f ∈ H−1(Ω). Entonces, existen funciones f 0, f 1, . . . , f n en L2(Ω) tales
que

〈 f , v〉H−1,H1
0

=

∫
Ω

f 0vdx +

n∑
i=1

∫
Ω

f i∂ivdx (2.1.2)

para v ∈ H1
0(Ω). En tal caso, notaremos f = f 0 −

∑n
i=1 ∂i f i.

(ii) Además,

‖ f ‖H−1(Ω) = ı́nf
{(∫

Ω

n∑
i=0

| f i|2dx
)1/2

: f satisface (2.1.2) para f 0, . . . , f n
}
.

Demostración.

Para u, v ∈ H1
0(Ω), tomamos el producto en H1

0(Ω)

(u, v)H1
0 (Ω) =

∫
Ω

∇u∇vdx +

∫
Ω

uvdx.

Sea f ∈ H−1(Ω). Por el teorema de representación de Riesz, existe una única
u ∈ H1

0(Ω) tal que ∫
Ω

∇u∇vdx +

∫
Ω

uvdx = 〈 f , v〉H−1,H1
0
, (2.1.3)

para toda v ∈ H1
0(Ω).

• Veamos (i).
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Tomando  f 0 = u
f i = ∂iu para i = 1, . . . , n.

,

vale (2.1.2).

• Veamos (ii).

Sean funciones g0, . . . , gn en L2(Ω) tales que

〈 f , v〉H−1,H1
0

=

∫
Ω

g0vdx +

n∑
i=1

∫
Ω

gi∂ivdx,

para toda v ∈ H1
0(Ω). En particular, para la u que obtuvimos aplicando el teorema

de representación de Riesz,

〈 f , u〉H−1,H1
0

=

∫
Ω

g0udx +

n∑
i=1

∫
Ω

gi∂iudx.

Usando la desigualdad de Hölder,∫
Ω

g0udx +

n∑
i=1

∫
Ω

gi∂iudx ≤ ‖g0‖L2(Ω)‖u‖L2(Ω) +

n∑
i=1

‖gi‖L2(Ω)‖∂iu‖L2(Ω)

≤ ‖u‖H1
0 (Ω)

n∑
i=0

‖gi‖L2(Ω).

Por otro lado, tomando v = u en (2.1.3), tenemos que

〈 f , u〉H−1,H1
0

=

∫
Ω

|u|2dx +

∫
Ω

|∇u|2dx.

Entonces,

‖u‖2H1
0 (Ω) =

∫
Ω

|u|2dx +

∫
Ω

|∇u|2dx ≤ ‖u‖H1
0 (Ω)

n∑
i=0

‖gi‖L2(Ω),

simplificando,

‖u‖H1
0 (Ω) ≤

n∑
i=0

‖gi‖L2(Ω).

Entonces, ∫
Ω

|u|2dx +

n∑
i=1

∫
Ω

|∇u|2dx ≤
n∑

i=0

∫
Ω

|gi|2dx.
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Como f 0 = u, f i = ∂iu para i = 1, . . . , n por (i), tenemos que∫
Ω

n∑
i=0

| f i|2dx ≤
∫
Ω

n∑
i=0

|gi|2dx.

Ahora, por (2.1.2), tenemos que∣∣∣∣〈 f , v〉H−1,H1
0

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ ∫

Ω

f 0vdx +

n∑
i=1

∫
Ω

f i∂ivdx
∣∣∣∣ ≤ (∫

Ω

n∑
i=0

| f i|2dx
)1/2

,

para toda v ∈ H1
0(Ω), ‖v‖H1

0 (Ω) ≤ 1. Entonces,

‖ f ‖H−1(Ω) ≤

(∫
Ω

n∑
i=0

| f i|2dx
)1/2
≤

(∫
Ω

n∑
i=0

|gi|2dx
)1/2

.

Tomando ı́nfimo, tenemos que

‖ f ‖H−1(Ω) ≤ ı́nf
{(∫

Ω

n∑
i=0

|gi|2dx
)1/2

: f satisface (2.1.2) para g0, . . . , gn
}
.

Veamos que vale la igualdad. Considero v = u
‖u‖H1

0 (Ω)
en (2.1.3),

‖u‖H1
0 (Ω) =

∫
Ω

∇u∇
u

‖u‖H1
0 (Ω)

dx +

∫
Ω

u
u

‖u‖H1
0 (Ω)

dx

= 〈 f ,
u

‖u‖H1
0 (Ω)
〉H−1,H1

0
≤ ‖ f ‖H−1(Ω).

Como

‖u‖2H1
0 (Ω) = 〈 f , u〉H−1,H1

0
=

∫
Ω

n∑
i=0

| f i|2dx,

resulta (∫
Ω

n∑
i=0

| f i|2dx
)1/2
≤ ‖ f ‖H−1(Ω),

por lo tanto, vale la igualdad de (ii). �

Definición 2.1.15. Sean E y F espacios de Banach. Decimos que E está compac-
tamente contenido en F si para toda sucesión acotada en E existe una subsucesión
convergente en F. En tal caso, notamos E ⊂⊂ F.

Teorema 2.1.16 (Rellich-Kondrachov). Sea D ⊂ Rn un abierto.

Sea (uh)h ⊂ H1(D) una sucesión acotada. Entonces, existe unsa subsucesión
(uhk )k de (uh)h y una u ∈ H1(D) tal que uhk → u en L2

loc(Ω) y uhk → u c.t.p. de D.

Si además, D es acotado, H1
0(D) ⊂⊂ L2(D).
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Observemos que el teorema de Rellich-Kondrachov también se puede enunciar
de la siguiente manera:

Teorema 2.1.17. Sea D ⊂ Rn un abierto.

La inclusión i : H1(D) ↪→ L2
loc(D) es compacta.

Si además, D es acotado, i : H1(D) ↪→ L2(D) es compacta.

Se puede ver una demostración en [13, Sección 5.7, Teorema 1]. Allı́, se requie-
re que el borde de D sea de clase C1, para poder extender una función u ∈ H1(D) a
todo Rn. Nosotros usaremos este resultado para H1

0(D), (y no H1(D)), con lo cual
no necesitamos ninguna hipótesis de regularidad sobre el borde de D, porque una
función u ∈ H1

0(D) se extiende a Rn por cero, trivialmente.

Corolario 2.1.18. Sea A un abierto de Rn tal que |A| < ∞. Entonces, la inclusión
H1(A) ↪→ L2(A) es compacta.

Demostración. Sea (uh)h una sucesión acotada en H1(A). En particular, es acotada
en H1(Rn), digamos ‖uh‖H1(Rn) ≤ M. Entonces, existe una subsucesión (uhk )k y una
función u ∈ H1(Rn) tal que (uhk )k converge a u débil en H1(Rn) y fuerte en L2

loc(Rn).
Luego, ‖u‖H1(Rn) ≤ lı́m infk ‖uhk‖H1(Rn) ≤ M y u ∈ H1(A).

Dado ε > 0, existe un compacto Kε ⊂ A tal que |A \ Kε | < ε. Entonces, usando
la desigualdad de Hölder∫

A

|uhk − u|2dx =

∫
A\Kε

|uhk − u|2dx +

∫
Kε

|uhk − u|2dx

≤ |A \ Kε |‖uhk − u‖L2(A\Kε ) +

∫
Kε

|uhk − u|2dx

≤ |A \ Kε |

(
‖uhk‖H1(Rn) + ‖u‖H1(Rn)

)
+

∫
Kε

|uhk − u|2dx

≤ 2Mε +

∫
Kε

|uhk − u|2dx

Como Kε es compacto y, por Rellich-Kondrachov, (uhk )k converge a u en L2
loc(Rn),

tenemos que lı́mk
∫

Kε

|uhk − u|2dx = 0, para cada ε > 0. Luego, tomando lı́mite de ε

a 0, resulta que (uhk )k converge a u en L2(A). �

El siguiente lema, nos da una condición suficiente para decidir si una función
u en H1(Rn), pertenece a H1

0(Ω).

Lema 2.1.19. Sean v ∈ H1(Rn), w ∈ H1
0(Ω) tales que 0 ≤ |v| ≤ w c.t.p. de Ω.

Entonces, v ∈ H1
0(Ω).
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Demostración. Sabemos que v = v+ − v−, con v+ ≥ 0 y v− ≥ 0.

Veamos que v+ ∈ H1
0(Ω).

Como w ≥ 0, existen wh ∈ C∞c (Ω), wh ≥ 0 para toda h ∈ N, tales que wh → w
en H1

0(Ω). Considero ϕh = mı́n{wh, v+} = wh ∧ v+. Tenemos que el soporte de ϕh

está contenido en el soporte de wh y ϕ ≥ 0, para toda h ∈ N. Además, como tomar
mı́nimo es una aplicación continua en H1(Ω) y wh → w en H1

0(Ω), resulta que
vh → w ∧ v+ en H1(Ω). Con un argumento standar de regularización, suavizo las
funciones ϕh y las noto φh. Entonces, tenemos que φh ∈ C∞c (Ω), φh ≥ 0 y φh → v+

en H1(Ω). Luego, como C∞c (Ω)+ es denso en H1
0(Ω)+, resulta v+ ∈ H1

0(Ω)+.

Análogamente, construyo una funciones ψh ∈ C∞c (Ω) tal que ψh → v− en
H1

0(Ω). Luego, v− ∈ H1
0(Ω). Por lo tanto, v ∈ H1

0(Ω). �

Proposición 2.1.20. Sea u ∈ H1(Rn) una función continua tal que u(x) = 0 para
todo x ∈ Rn \Ω. Entonces, u ∈ H1

0(Ω).

Demostración. Podemos suponer u ≥ 0. Pues, u = u+ − u− con u+, u− ≥ 0.

Sea ε > 0. Considero vε = (u − ε)+. Tenemos que vε tiene soporte compacto
en Ω y vε → u en H1(Ω), cuando ε → 0. Ahora, vε no necesariamente es una
función diferenciable. Pero, convolucionando con una sucesión regularizante (ρh)h,
tenemos que zh,ε = ρh ∗ vε ∈ C∞c (Ω) y (zh,ε)h converge a vε en H1(Ω), cuando
h → +∞. Luego, por un argumento diagonal, existe una subsucesión (εh)h tal que
(zh,εh)h converge a u en H1(Ω), con zh,εh ∈ C∞c (Ω). Por lo tanto, u ∈ H1

0(Ω). �

Proposición 2.1.21 (Desigualdad de Poincaré). Sea D ⊂ Rn un abierto tal que
D ⊂ [−a, a] × Rn−1. Entonces, existe una constante c > 0 que sólo depende de D
tal que ∫

D

|u|2dx ≤ c
∫
D

|∇u|2dx,

para toda u ∈ H1
0(D).

Demostración. Sea u ∈ C∞c (D). Podemos escribir

u(x) =

a∫
−a

∂1u(t, x)dt,

donde x = (x2, . . . , xn). Usando la desigualdad de Hölder, tenemos que

|u(x)|2 ≤ 2a

a∫
−a

|∂1u(t, x)|2dt ≤ 2a

a∫
−a

|∇u(t, x)|2dt.
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Integrando sobre D y usando Fubini, resulta

∫
D

|u(x)|2dx ≤ 2a
∫
D

a∫
−a

|∇u(t, x)|2dtdx = 4a2
∫
D

|∇u(x)|2dx.

Considero c = 4a2. Entonces, vale∫
D

|u|2dx ≤ c
∫
D

|∇u|2dx,

para toda u ∈ C∞c (D). Como C∞c (D) es denso en H1
0(D), la desigualdad vale para

toda u ∈ H1
0(D). �

Proposición 2.1.22 (Desigualdad de Poincaré para abiertos de medida finita). Sea
A ⊂ Rn un abierto tal que |A| < ∞. Entonces, existe una constante c > 0 que sólo
depende de A tal que ∫

A

|u|2dx ≤ c
∫
A

|∇u|2dx,

para toda u ∈ H1
0(A).

Demostración. Supongamos que no vale. Entonces, para cada h ∈ N, existe uh ∈

H1
0(A) tal que ∫

A

|uh|
2dx > h

∫
A

|∇uh|
2dx.

Considero las funciones vh = uh/‖uh‖L2(A). Entonces, ‖vh‖L2(A) = 1 ∀h ∈ N y∫
A

|∇vh|
2dx =

1
‖uh‖L2(A)

∫
A

|∇uh|
2dx <

1
h
≤ 1.

Por lo tanto, (vh)h es acotada en H1(A). Entonces, por 2.1.18, existe una subsuce-
sión de (vh)h (que seguimos notando con h) y una función v ∈ H1(A) tal que (vh)h

converge a v en L2(A). Como

lı́m
h→+∞

∫
A

|∇vh|
2dx ≤ lı́m

h→+∞

1
h

= 0,

v es una función constante. Por otro lado, como vh ∈ H1
0(A), v = 0. Contradic-

ción. Pues, como (vh)h converge a v en L2(A), en particular, (‖vh‖L2(A))h converge a
‖v‖L2(A). Pero, ‖vh‖L2(A) = 1 y ‖v‖L2(A) = 0. �
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2.2. El problema de Dirichlet

Sea Ω ⊂ Rn un abierto acotado. Sean f ∈ H−1(Ω) y A ⊂ Ω abierto. Tenemos
el siguiente problema de Dirichlet:

{
−∆u = f en A,

u ∈ H1
0(A).

(2.2.1)

Decimos que u ∈ H1(Ω) es una solución débil del problema de Dirichlet (2.2.1)
si u ∈ H1

0(A)∫
A
∇u∇vdx = 〈 f , v〉H−1,H1

0
para toda v ∈ H1

0(A) ,

donde 〈·, ·〉H−1,H1
0

= 〈·, ·〉H−1(Ω),H1
0 (Ω) es el producto dual.

Notaremos u f
A a la solución débil de (2.2.1).

La notación tiene sentido gracias a la siguiente proposición que afirma que
existe solución de (2.2.1) y es única.

Proposición 2.2.1. Sea A ⊂ Ω un abierto. Sea f ∈ H−1(Ω). Entonces, existe una
única solución en el sentido débil de (2.2.1).

Más aún, u f
A es la única solución del siguiente problema de minimización:

mı́n
v∈H1

0 (A)
{J(v)} donde J(v) =

1
2

∫
A

|∇v|2dx − 〈 f , v〉H−1,H1
0
.

Demostración.

(1) Veamos que ser solución débil de (2.2.1) es equivalente a ser solución del
problema de minimización de J sobre H1

0(A).

• Sea u = u f
A. Sea v ∈ H1

0(A). Como u − v ∈ H1
0(A), puedo considerarla como

función test en la formulación débil de −∆u = f en A. Entonces,∫
A

∇u∇(u − v)dx = 〈 f , u − v〉,

es decir, ∫
A

|∇u|2dx −
∫
A

∇u∇vdx = 〈 f , u〉 − 〈 f , v〉.

Por lo tanto,

J(u) +
1
2

∫
A

|∇u|2dx −
∫
A

∇u∇vdx +
1
2

∫
A

|∇v|2dx =
1
2

∫
A

|∇v|2dx − 〈 f , v〉 = J(v).
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Es decir,

J(u) ≤ J(u) +

∫
A

|∇(u − v)|2dx + J(v).

Luego, J(u) ≤ J(v), para toda v ∈ H1
0(A). Por lo tanto, u es un punto mı́nimo de J.

• Supongamos ahora que u ∈ H1
0(A) es la única solución del problema de

minimización de J sobre H1
0(A). Veamos que u = u f

A. Basta ver que −∆u = f en A,
en el sentido débil.

Sean v ∈ H1
0(A) y t ∈ R. Entonces, u + tv ∈ H1

0(A). Luego, como u es mı́nimo
de J, tenemos que J(u) ≤ J(u + tv). Es decir,

1
2

∫
A

|∇u|2dx − 〈 f , u〉 ≤
1
2

∫
A

|∇(u + tv)|2dx − 〈 f , u + tv〉.

Desarrollando y simplificando tenemos que∫
A

∇u∇vdx − 〈 f , v〉 +
t
2

∫
A

|∇v|2dx ≥ 0, ∀t > 0,

∫
A

∇u∇vdx − 〈 f , v〉 +
t
2

∫
A

|∇v|2dx ≤ 0, ∀t < 0.

Tomando lı́mite en t (a cero), resulta∫
A

∇u∇vdx = 〈 f , v〉,

para todo v ∈ H1
0(A). Por lo tanto, u = u f

A.

(2) Veamos que el problema de minimización de J en H1
0(A) tiene solución y

es única.

Existencia.

Obsevemos que ı́nf
v∈H1

0 (A)
{J(v)} es finito. Pues, como f ∈ H−1(Ω), es continua en

H1
0(Ω). Por lo tanto, existe una constante c > 0 tal que

J(v) =
1
2

∫
Ω

|∇v|2dx − 〈 f , v〉 ≥
1
2
‖v‖2H1

0 (Ω) − c‖v‖H1
0 (Ω)

Usando la desigualdad ab ≤ 1
2 (a2 + b2), para a, b reales positivos, con a = c y

b = ‖v‖H1
0 (Ω), tenemos que

J(v) ≥
1
2
‖v‖2H1

0 (Ω) − c‖v‖H1
0 (Ω)

≥
1
2
‖v‖2H1

0 (Ω) −
1
2
‖v‖2H1

0 (Ω) −
1
2

c2

≥ −
1
2

c2 > −∞.
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Sea (uh)h una sucesión minimizante. Es decir, uh ∈ H1
0(A) y (J(uh))h tiende

al ı́nf
H1

0 (A)
J =: λ ∈ R. De la desigualdad anterior, podemos concluir que (uh)h es

acotada en H1
0(A). Pues, si no, existe una subsucesión, que seguimos notando uh

tal que ‖uh‖H1
0 (A) tiende a +∞. Pero, J(uh) ≥ 1

2‖uh‖
2
H1

0 (A)
− c‖uh‖H1

0 (A). Pasando al

lı́mite, resulta λ ≥ +∞, lo que es absurdo. Luego, la sucesión (uh)h está acotada en
H1

0(A). Entonces, existe una subsucesión, que seguimos notando con h, y una u tal
que (uh)h tiende débil a u en H1

0(A).

Veamos que u es el mı́nimo buscado. Sabemos que (uh)h tiende débil a u en
H1

0(A). Entonces,
lı́m

h→+∞
〈 f , uh〉 = 〈 f , u〉.

Además, la convergencia débil nos dice que

‖u‖H1
0 (Ω) ≤ lı́m inf

h→+∞
‖uh‖H1

0 (Ω)

Entonces,
1
2

∫
Ω

|∇u|2dx ≤ lı́m inf
h→+∞

1
2

∫
Ω

|∇uh|
2dx

Luego,

J(u) =
1
2

∫
Ω

|∇u|2dx − 〈 f , u〉 ≤ lı́m inf
h→+∞

1
2

∫
Ω

|∇uh|
2dx − 〈 f , uh〉 = lı́m inf

h→+∞
J(uh) = λ

Por lo tanto, J(u) = mı́n
v∈H1

0 (A)
{J(v)}.

Unicidad.

La unicidad de u es una consecuencia de que el funcional J es estrictamente
convexo. Si v ∈ H1

0(A) también es mı́nimo y v , u, u+v
2 ∈ H1

0(A). Luego, J( u+v
2 ) <

1
2 J(u) + 1

2 J(v). Como u es mı́nimo, J(u) ≤ J(v). Como v es mı́nimo, J( u+v
2 ) ≥ J(v).

Ası́, la desigualdad J( u+v
2 ) < 1

2 J(u) + 1
2 J(v), nos queda J( u+v

2 ) < J( u+v
2 ), lo cual es

absurdo.

�

Observación 2.2.2. Si f ∈ L2(Ω), 〈 f , v〉H−1,H1
0

= ( f , v)L2(Ω).

Utilizaremos la siguiente convención u f
∅

= 0 para toda f ∈ H−1(Ω).

A continuación, veremos un criterio de comparación entre dos soluciones del
problema de Dirichlet. Previamente, necesitamos una definición.

Definición 2.2.3. Sea h ∈ H−1(Ω). Decimos que h ≥ 0 si 〈h, v〉H−1,H1
0
≥ 0 para toda

v ∈ H1
0(Ω), v ≥ 0.

Sean f y g ∈ H−1(Ω). Decimos que f ≤ g si g − f ≥ 0.
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Proposición 2.2.4 (Principio de comparación del problema de Dirichlet).

(i) Sea A ⊂ Ω un abierto. Sean f y g ∈ H−1(Ω) tales que f ≤ g. Entonces,
u f

A ≤ ug
A c.t.p. de A.

(ii) Sea f ∈ H−1(Ω), f ≥ 0. Sean A1 y A2 subconjuntos abiertos de Ω tales que
A1 ⊂ A2. Entonces, u f

A1
≤ u f

A2
c.t.p. de Ω.

Demostración. Para demostrar (i) alcanza con ver que si h ∈ H−1(Ω), h ≤ 0,
entonces uh

A ≤ 0. Pues, u f−g
A = u f

A − ug
A, por linealidad de −∆.

Sea h ∈ H−1(Ω) tal que h ≤ 0. Quiero ver que uh
A ≤ 0. Llamo u := uh

A.

Veamos que u+ = 0. Sabemos que∫
A

∇u∇vdx = 〈h, v〉H−1,H1
0

para toda v ∈ H1
0(A). En particular,∫

A

∇u∇u+dx = 〈h, u+〉H−1,H1
0
.

Como h ≤ 0 y u+ ≥ 0, tenemos que 〈h, u+〉H−1,H1
0
≤ 0. Entonces,

0 ≤
∫
A

|∇u+|2dx =

∫
A

∇u∇u+dx = 〈h, u+〉H−1,H1
0
≤ 0.

Por lo tanto, u+ = 0 c.t.p. de A. Luego, u = uh
A ≤ 0, como querı́amos probar.

Para probar (ii), notemos ui = u f
Ai

para i = 1, 2.

Sabemos que∫
A1

∇u1∇vdx = 〈 f , v〉H−1,H1
0

para toda v ∈ H1
0(A1)

∫
A2

∇u2∇vdx = 〈 f , v〉H−1,H1
0

para toda v ∈ H1
0(A2)

Como A1 ⊂ A2, H1
0(A1) ⊂ H1

0(A2). Entonces, para toda v ∈ H1
0(A1)∫

A1

∇u2∇vdx =

∫
A2

∇u2∇vdx = 〈 f , v〉H−1,H1
0
.

Restando adecuadamente, tenemos que∫
A1

∇(u1 − u2)∇vdx = 0 para toda v ∈ H1
0(A1).
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Si (u1 − u2)+ ∈ H1
0(A1), entonces podemos tomarla como función test y nos queda∫

A1

∇(u1 − u2)∇(u1 − u2)+dx =

∫
A1

|∇(u1 − u2)+|2dx = 0⇒ (u1 − u2)+ = 0.

Concluyendo que u1 ≤ u2. Por lo tanto, basta ver que (u1 − u2)+ ∈ H1
0(A1). Como

f ≥ 0, por la parte (i) tenemos que u2 = u f
A2
≥ 0. Entonces, (u1 − u2)+ ≤ u+

1 .
Como además, u+

1 ∈ H1
0(A1), por el lema 2.1.19, resulta (u1 − u2)+ ∈ H1

0(A1), como
querı́amos ver. �

Proposición 2.2.5 (Continuidad del problema de Dirichlet). Existe una constante
c > 0 que sólo depende de Ω tal que

‖u f
A‖H1

0 (Ω) ≤ c‖ f ‖H−1(Ω)

para todo abierto A ⊂ Ω.

Demostración. Sea A un abierto contenido en Ω. Llamemos u = u f
A. Sabemos que∫

Ω

∇u∇vdx =

∫
A

∇u∇vdx = 〈 f , v〉H−1,H1
0

para toda v ∈ H1
0(A).

En particular, tomando v = u, tenemos que

k‖u‖2H1
0 (Ω) ≤

∫
A

|∇u|2dx = 〈 f , u〉H−1,H1
0
≤ ‖ f ‖H−1(Ω)‖u‖H1

0 (Ω),

donde la primera desigualdad se debe a la desigualdad de Poincaré y la segunda a
que f ∈ H−1(Ω) y la definición de ‖ · ‖H−1(Ω). Por lo tanto, si c = 1

k , nos queda

‖u f
A‖H1

0 (A) ≤ c‖ f ‖H−1(Ω),

como querı́amos probar. �

Corolario 2.2.6. Sea (Ah)h una sucesión de abiertos contenidos en Ω. Entonces,
existe una subsucesión (u f

Ahk
)k de (u f

Ah
)h y una u∗ ∈ H1

0(Ω) tal que (u f
Ahk

)k corverge

a u∗ débil en H1
0(Ω) y fuerte en L2(Ω).

Demostración. Por la proposición anterior, sabemos que

‖u f
Ah
‖H1

0 (Ω) ≤ c‖ f ‖H−1(Ω) para todo h ∈ N.

Luego, la sucesión (u f
Ah

)h es acotada en H1
0(Ω). Por lo tanto, existe una subsucesión

que converge débil en H1
0(Ω) y, por el teorema de Rellich-Kondrachov, fuerte en

L2(Ω). �
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Proposición 2.2.7. Sean (Ah)h y A abiertos contenidos en Ω tales que (u f
Ah

)h con-

verge a u f
A débil en H1

0(Ω) y fuerte en L2(Ω). Entonces, (u f
Ah

)h converge a u f
A fuerte

en H1
0(Ω).

Demostración. Como (u f
Ah

)h converge a u f
A débil en H1

0(Ω) y H1
0(Ω) es un espacio

de Hilbert, basta ver que las normas convergen, es decir, que (‖u f
Ah
‖H1

0 (Ω))h converge

a ‖u f
A‖H1

0 (Ω).

Usando u f
Ah

como función test en la formulación débil de −∆u f
Ah

= f en Ah,
tenemos que

‖u f
Ah
‖2H1

0 (Ω) =

∫
Ω

|∇u f
Ah
|2dx =

∫
Ah

|∇u f
Ah
|2dx = 〈 f , u f

Ah
〉H−1,H1

0
.

Como (u f
Ah

)h converge a u f
A débil en H1

0(Ω), resulta 〈 f , u f
Ah
〉H−1,H1

0
converge a

〈 f , u f
A〉H−1,H1

0
. Por otro lado, tomando u f

A como función test en la formulación débil

de −∆u f
A = f en A, resulta que 〈 f , u f

A〉H−1,H1
0

=
∫
A
|∇u f

A|
2dx = ‖u f

A‖
2
H1

0 (Ω)
. Conclui-

mos que las normas convergen, luego, (u f
Ah

)h converge a u f
A fuerte en H1

0(Ω). �

Lema 2.2.8. Sea A ⊂ Ω un abierto, no vacı́o. Entocnes, u1
A > 0 en A.

Demostración. Sean x0 ∈ A y r > 0 tal que B := Br(x0) ⊂ A. Veamos que u1
A > 0

en la bola B. Luego, como la bola es arbitraria, u1
A > 0 en A.

Tomemos w ∈ H1
0(Ω) solución de −∆w = 1 en B,

w = 0 en ∂B.

Se sabe que w(x) = 1
2n (r2 − |x − x0|

2). Como B ⊂ A, por principio de comparación
del problema de Dirichlet, tenemos que w = u1

B ≤ u1
A. Como w > 0 en B, resulta

u1
A > 0 en B, como querı́amos ver. �

Lema 2.2.9. El espacio L∞(Ω) es denso en H−1(Ω).

Demostración. Sea f ∈ H−1(Ω). Sea ρ el núcleo regularizante standar. Defino para
cada x ∈ Ω

fε(x) = 〈 f , ρε(· − x)〉H−1,H1
0

Entonces, fε ∈ C∞(Ω). Veamos que fε es acotada.

| fε(x)| ≤ ‖ f ‖H−1(Ω)‖ρε‖H1
0 (Ω) ≤ c,
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donde c es una constante independiente de x. Luego, fε ∈ L∞(Ω).

Veamos ahora que ( fε)ε converge a f en H−1(Ω). Queremos ver que

lı́m
ε→0+

sup
‖u‖H1

0 (Ω)≤1
〈 fε − f , u〉 = 0

Para cada h ∈ N, por definición de supremo, existe una función uh ∈ H1
0(Ω),

con ‖uh‖H1
0 (Ω) ≤ 1 y tal que

sup
‖u‖H1

0 (Ω)≤1

{
〈 fε − f , u〉

}
−

1
h
≤ 〈 fε − f , uh〉.

Como las funciones de soporte compacto en Ω son densas en H1
0(Ω) y uh ∈ H1

0(Ω),
podemos asumir que sop uh ⊂ Ω es compacto. Por lo tanto, uh ∗ ρε ∈ H1

0(Ω).

Se puede ver que

〈 f − fε , uh〉 = 〈 f , uh − uh ∗ ρε〉.

Para demostrar la igualdad anterior, basta ver que

〈 fε , u〉 = 〈 f , u ∗ ρε〉

para toda u ∈ H1
0(Ω). Supongamos que f ∈ L2(Ω) (para f ∈ H−1(Ω) es similar).

Entonces, en esta cuenta, 〈·, ·〉H−1,H1
0

= (·, ·)L2 . Luego,

fε(x) =

∫
Ω

f (y)ρε(y − x)dy.

Por lo tanto, usando Fubini y el hecho de que ρ(y − x) = ρ(x − y), resulta

( fε , u)L2(Ω) =

∫
Ω

fε(x)u(x)dx =

∫
Ω

{∫
Ω

f (y)ρε(y − x)dy
}
u(x)dx

=

∫
Ω

f (y)
{∫

Ω

ρε(x − y)u(x)dx
}
dy = ( f , u ∗ ρε)L2(Ω)

como querı́amos ver.

Además, tenemos que

〈 f , uh − uh ∗ ρε〉 ≤ ‖ f ‖H−1(Ω)‖uh − uh ∗ ρε‖H1
0 (Ω)

Por otro lado, para cada h fijo, ‖uh − uh ∗ ρε‖H1
0 (Ω) tiende a cero, cuando ε tiende a
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0+. Entonces, tomando lı́mite en ε, tenemos que

lı́m sup
ε→0+

{
sup

‖u‖H1
0 (Ω)≤1

〈 fε − f , u〉 −
1
h

}
≤ lı́m sup

ε→0+

{
sup

‖u‖H1
0 (Ω)≤1

〈 f , uh − uh ∗ ρε〉 −
1
h

}
≤ lı́m sup

ε→0+

{
‖ f ‖H−1(Ω)‖uh − uh ∗ ρε‖H1

0 (Ω) −
1
h

}
= lı́m sup

ε→0+

{
0 −

1
h

}
= −

1
h
≤ 0

Por lo tanto,

lı́m sup
ε→0+

{
sup

‖u‖H1
0 (Ω)≤1

〈 fε − f , u〉 −
1
h

}
≤ 0, ∀h ∈ N

Luego,
lı́m sup
ε→0+

sup
‖u‖H1

0 (Ω)≤1
〈 fε − f , u〉 = 0

Concluyendo que L∞(Ω) es denso en H−1(Ω). �

Teorema 2.2.10 (Independencia de f ). Sean (Ah)h, A abiertos contenidos en Ω.
Si (u1

Ah
)h converge a u1

A fuerte en L2(Ω), entonces (u f
Ah

)h converge a u f
A fuerte en

H1
0(Ω), para toda f ∈ H−1(Ω).

Demostración. Fijo f ∈ H−1(Ω). Para facilitar la notación, llamo

u f
h := u f

Ah
para cada h ∈ N y u f := u f

A,

u1
h := u1

Ah
para cada h ∈ N y u1 := u1

A.

Observemos que si M > 0, uM = Mu1.

• Si f ∈ L∞(Ω), existe una constante M > 0 tal que −M ≤ f ≤ M c.t.p. de Ω.
Entonces, por el principio de comparación, tenemos que

−Mu1
h ≤ u f

h ≤ Mu1
h.

Por el corolario 2.2.6, existe una subsucesión, que seguimos notando con h, y una
u∗ ∈ H1

0(Ω) tal que (u f
h)h converge a u∗ débil en H1

0(Ω) y fuerte en L2(Ω). Entonces,
como además, por hipótesis, (u1

Ah
)h converge a u1

A fuerte en L2(Ω), tomando lı́mite
cuando h→ +∞ en la desigualdad anterior, resulta

−Mu1 ≤ u∗ ≤ Mu1.

Luego, 0 ≤ |u∗| ≤ Mu1 y Mu1 ∈ H1
0(A). Entonces, por el lema 2.1.19, u∗ ∈ H1

0(A).

Veamos que u∗ es solución de −∆u∗ = f en A.
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Sea ϕ ∈ C∞c (A), ϕ ≥ 0. Como u1 > 0 en A, por el lema 2.2.8, existe t > 0
tal que ϕ ≤ tu1, por ejemplo, t = ‖ϕ‖∞/mı́n

sopϕ
u1. Considero las siguientes funciones

ϕh := ı́nf{ϕ, tu1
h} = ϕ ∧ tu1

h ∈ H1
0(Ah).

Por el corolario 2.2.6, existe alguna función u ∈ H1
0(Ω) que es lı́mite débil

de (u1
h)h. Pero, sabemos que u1 es lı́mite fuerte en L2(Ω). Luego, u = u1 y (u1

h)h

converge a u1 débil en H1
0(Ω). Por la proposición 2.2.7, resulta (u1

h)h converge a u1

fuerte en H1
0(Ω).

Ahora, tomar ı́nfimo es una aplicación continua en H1
0(Ω), entonces (ϕh)h con-

verge a ϕ ∨ tu1 = ϕ fuerte en H1
0(Ω).

Notemos que podemos suponer que las funciones ϕh ∈ C∞c (Ah). Pues, sino,
usamos un argemento standar de regularización.

Entonces, tomando ϕh como función test en la formulación débil de −∆u f
h = f

en Ah, ∫
Ah

∇u f
h∇ϕhdx = 〈 f , ϕh〉H−1,H1

0
.

Como (u f
h)h converge a u∗ débil en H1

0(Ω) y (ϕh)h converge a ϕ fuerte en H1
0(Ω),

tenemos que ∫
Ω

∇u f
h∇ϕhdx −→

∫
Ω

∇u∗∇ϕdx,

〈 f , ϕh〉H−1,H1
0
−→ 〈 f , ϕ〉H−1,H1

0
,

cuando h→ +∞, obteniendo la siguiente igualdad∫
Ω

∇u∗∇ϕdx = 〈 f , ϕ〉H−1,H1
0
,

para toda ϕ ∈ C∞c (A). Luego, por un argumento de densidad, esta igualdad vale
para toda v ∈ H1

0(A). Por lo tanto, −∆u∗ = f en A.

Vimos que, si f ∈ L∞(Ω), u∗ = u f
A.

• Si f < L∞(Ω), como f ∈ H−1(Ω) = L∞(Ω) (ver 2.2.9), existe una sucesión
( fk)k en L∞(Ω) que converge a f en H−1(Ω).

Por continuidad del problema de Dirichlet, existe una constante c > 0 tal que
‖ug

B‖H1
0
(Ω) ≤ c‖g‖H−1(Ω) para todo abierto B ⊂ Ω, para toda g ∈ H−1(Ω).

Sea ε > 0.

Como ( fk)k converge a f en H−1(Ω), existe k0 ∈ N tal que ‖ f − fk‖H−1(Ω) <
ε
4c ,

para todo k ≥ k0. Como fk0 ∈ L∞(Ω), por la primera parte de la demostración,
tenemos que (u

fk0
h )h converge a u fk0 fuerte en H1

0(Ω). Para el ε dado, existe un

h0 ∈ N tal que ‖u
fk0
h0
− u fk0 ‖H1

0 (Ω) <
ε
2 , para todo h ≥ h0.
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Entonces, si h ≥ h0,

‖u f
h − u f ‖H1

0 (Ω) ≤ ‖u
f
h − u

fk0
h ‖H1

0 (Ω) + ‖u
fk0
h − u fk0 ‖H1

0 (Ω) + ‖u fk0 − u f ‖H1
0 (Ω)

= ‖u
f− fk0
h ‖H1

0 (Ω) + ‖u
fk0
h − u fk0 ‖H1

0 (Ω) + ‖u fk0 − u f ‖H1
0 (Ω)

≤ c‖ f − fk0‖H−1(Ω) + ‖u
fk0
h − u fk0 ‖H1

0 (Ω) + c‖ f − fk0‖H−1(Ω)

< 2c
ε

4c
+
ε

2
= ε.

Por lo tanto, (u f
h)h converge a u f fuerte en H1

0(Ω). �

2.3. Problema con obstáculo

Sea H un espacio de Hilbert real y ‖ · ‖, su norma.

Definición 2.3.1. Decimos que B : H × H → R es una forma bilineal si

B(u + λv,w) = B(u,w) + λB(v,w),

B(w, u + λv) = B(w, u) + λB(w, v),

para todo u, v, w ∈ H y para todo λ ∈ R.

Definición 2.3.2. Sea A : H × H → R una aplicación. Decimos que A es continua
si existe una constante c > 0 tal que

|A(u, v)| ≤ c‖u‖‖v‖

para toda u, v ∈ H.

Definición 2.3.3. Sea A : H × H → R una aplicación. Decimos que A es coerciva
si existe una constante k > 0 tal que

A(u, u) ≥ k‖u‖2

para toda u ∈ H.

Enunciamos un teorema que necesitaremos en el capı́tulo de diseño óptimo:

Teorema 2.3.4 (Stampacchia). Sea H un espacio de Hilbert. A : H × H → R una
forma bilineal continua y coerciva. Sea E un subconjunto convexo, cerrado y no
vacı́o de H. Dada ϕ ∈ H∗, en el espacio dual de H, existe una única u ∈ H tal que

A(u, v − u) ≥ 〈ϕ, v − u〉 para toda v ∈ E.

Si además A es simétrica, entonces u se caracteriza por la propiedadu ∈ E
1
2 A(u, u) − 〈ϕ, u〉 = mı́n

v∈E

{
1
2 A(v, v) − 〈ϕ, v〉

}



2.3. PROBLEMA CON OBSTÁCULO 23

Demostraremos el teorema para el caso particular de H = H1
0(Ω),

A(z, η) =

∫
Ω

∇z∇ηdx,

ϕ ∈ H1
0(Ω)∗, 〈ϕ, η〉 =

∫
Ω

ηdx

y E ⊂ H1
0(Ω) no vacı́o, convexo, cerrado; donde Ω ⊂ Rn es un abierto acotado. La

demostración del caso general puede encontrarse en [3, Teorema V.6].

Observación 2.3.5. Sea A : H1
0(Ω) × H1

0(Ω) → R definida por A(z, η) =
∫
Ω

∇z∇ηdx

es una forma bilineal, continua, coerciva y simétrica.

Demostración. Es claro que A es una forma bilineal simétrica.

Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y luego la desigualdad de Hölder,
tenemos que

|A(z, η)| ≤
∫
Ω

|∇z∇η|dx ≤
∫
Ω

|∇z||∇η|dx ≤ ‖z‖H1
0 (Ω)‖η‖H1

0 (Ω),

por lo tanto, A es continua.

Como A(z, z) =
∫
Ω

|∇z|2dx = ‖z‖2
H1

0 (Ω)
, A es coerciva. �

Observación 2.3.6. Sea ϕ : H1
0(Ω) → R definida por 〈ϕ, η〉 =

∫
Ω

ηdx es lineal y

continua.

Demostración. Usando primero la desigualdad de Hölder y luego, la desigualdad
de Poincaré, tenemos que

|〈ϕ, η〉| ≤

∫
Ω

|η|dx ≤ ‖η‖L2(Ω)|Ω|
1/2 ≤ c‖η‖H1

0 (Ω)|Ω|
1/2,

con lo cual, ϕ resulta continua. Además, es claro que ϕ es lineal. �

Probaremos ahora un caso particular del teorema de Stampacchia.

Teorema 2.3.7. Sea A : H1
0(Ω) × H1

0(Ω) → R definida por A(z, η) =
∫
Ω

∇z∇ηdx

y ϕ : H1
0(Ω) → R, 〈ϕ, η〉 =

∫
Ω

ηdx. Sea E convexo, cerrado, no vacı́o de H1
0(Ω).

Entonces, existe una única u ∈ E tal que∫
Ω

∇u∇(η − u)dx ≥
∫
Ω

(η − u)dx para toda η ∈ E. (2.3.1)
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Además, u se caracteriza por la propiedad
u ∈ E
1
2

∫
Ω

|∇u|2dx −
∫
Ω

udx = mı́n
η∈E

{
1
2

∫
Ω

|∇η|2dx −
∫
Ω

η
}

(2.3.2)

Demostración. La idea de la demostración se divide en dos pasos:

(1) Probar que existe una única u que resuelve el problema (2.3.2).

(2) Probar que el problema de la desigualdad variacional (2.3.1) y el problema
de minimización (2.3.2) son equivalentes.

Paso (1)

Definimos J(η) = 1
2

∫
Ω

|∇η|2dx −
∫
Ω

η.

Paso (2)

• Veamos que si u es la solución del problema de minimización (2.3.2), enton-
ces resuelve la desigualdad variacional (2.3.1).

Sea t ∈ [0, 1], y η ∈ E. Como E es convexo, tη + (1 − t)u ∈ E. Defino

j(t) = J(tη + (1 − t)u),

lo que es lo mismo que
j(t) = J(u + t(η − u)).

Tenemos para todo t ∈ [0, 1],

j(0) = J(u) = mı́n
E

J ≤ J(u + t(η − u)) = j(t)

Entonces, J(u) ≤ J(u + t(η − u)). Es decir,

J(u) ≤
1
2

∫
Ω

|∇(u + t(η − u))|2dx −
∫
Ω

(u + t(η − u))dx

Desarrollando el lado derecho de la desigualdad queda

1
2

∫
Ω

|∇u|2dx + t
∫
Ω

∇u∇(η − u)dx +
t2

2

∫
Ω

|∇(η − u)|2dx −
∫
Ω

udx − t
∫
Ω

(η − u)dx

Agrupando y reemplazando en la desigualdad,

J(u) ≤ J(u) + t
{∫

Ω

∇u∇(η − u)dx −
∫
Ω

(η − u)dx
}

+
t2

2

∫
Ω

|∇(η − u)|2dx

Simplificando,

0 ≤ t
{∫

Ω

∇u∇(η − u)dx −
∫
Ω

(η − u)dx
}

+
t2

2

∫
Ω

|∇(η − u)|2dx
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Dividiendo la desigualdad por t > 0,

0 ≤
∫
Ω

∇u∇(η − u)dx −
∫
Ω

(η − u)dx +
t
2

∫
Ω

|∇(η − u)|2dx

Tomando lı́mite de t → 0+,∫
Ω

∇u∇(η − u)dx ≥
∫
Ω

(η − u)dx

Como η en E era arbitraria, tenemos que esta última desigualdad vale para toda η
en E.

• Veamos que si u resuelve la desigualdad variacional (2.3.1), entonces u al-
canza el mı́nimo del problema (2.3.2).

Vale (2.3.1), es decir, para toda η ∈ E,∫
Ω

∇u∇(η − u)dx ≥
∫
Ω

(η − u)dx

⇔

∫
Ω

∇u∇ηdx −
∫
Ω

|∇u|2dx ≥
∫
Ω

ηdx −
∫
Ω

udx

⇔

∫
Ω

|∇u|2dx −
∫
Ω

udx ≤
∫
Ω

∇u∇ηdx −
∫
Ω

ηdx

Esto es,

1
2

∫
Ω

|∇u|2dx + J(u) ≤
∫
Ω

∇u∇ηdx −
∫
Ω

ηdx +
1
2

∫
Ω

|∇η|2dx −
1
2

∫
Ω

|∇η|2dx

⇔
1
2

∫
Ω

|∇u|2dx + J(u) ≤
∫
Ω

∇u∇ηdx −
1
2

∫
Ω

|∇η|2dx + J(η)

⇔
1
2

∫
Ω

|∇u|2dx −
∫
Ω

∇u∇ηdx +
1
2

∫
Ω

|∇η|2dx ≤ J(η) − J(u)

Observando que 1
2

∫
Ω

|∇u|2dx −
∫
Ω

∇u∇ηdx + 1
2

∫
Ω

|∇η|2dx = 1
2

∫
Ω

|∇(u − η)|2dx ≥ 0,

resulta que J(η) − J(u) ≥ 0, o sea, J(η) ≥ J(u). Concluimos que, como η ∈ E era
arbitraria, J(u) = mı́n

E
J. �

Observación 2.3.8. Si consideramos en el teorema anterior, f ∈ H−1(Ω) y ϕ = f ,
es decir,

〈 f , η〉 = 〈 f , η〉H−1,H1
0
, η ∈ H1

0(Ω),

el resultado sigue valiendo y la demostración es completamente análoga.



26 CAPÍTULO 2. PRELIMINARES

Veamos una aplicación del teorema 2.3.7.

Definición 2.3.9. Sea w ∈ H1
0(Ω). Decimos que −∆w ≤ 1 en Ω si∫

Ω

∇w∇vdx ≤
∫
Ω

vdx

para toda v ∈ H1
0(Ω), v ≥ 0.

La siguiente proposición nos dice que el supremo de dos subsoluciones del
operador −∆, es también una subsolución.

Proposición 2.3.10. Sean u, v ∈ H1
0(Ω) tales que

−∆u ≤ 1, −∆v ≤ 1 en Ω.

Entonces, w = u ∨ v = sup{u, v} verifica −∆w ≤ 1 en Ω.

Demostración. Queremos ver que −∆w ≤ 1 en Ω.

Definamos el conjunto E = {η ∈ H1
0(Ω) : η ≤ w c.t.p. de Ω}. E es convexo,

cerrado, no vacı́o en H1
0(Ω), por ejemplo w ∈ E. Por el teorema 2.3.7, existe una

única z ∈ E tal que J(z) = mı́n
η∈E

J(η), donde J(η) = 1
2

∫
Ω

|∇η|2dx −
∫
Ω

ηdx. El teorema

me dice además que z resuelve la siguiente desigualdad variacional∫
Ω

∇z∇(η − z)dx ≥
∫
Ω

(η − z)dx para toda η ∈ E.

(1) Veamos que −∆z ≤ 1 en Ω.

Sean t ≥ 0 y φ ∈ H1
0(Ω), φ ≤ 0. Defino i(t) = J(z + tφ). Observemos que

está bien definido pues z + tφ ∈ E, ya que t ≥ 0 y φ ≤ 0 implica que tφ ≤ 0, por lo
tanto, z + tφ ≤ z ≤ w. Explı́citamente,

i(t) =
1
2

∫
Ω

|∇z + t∇φ|2dx −
∫
Ω

(z + tφ)dx, para t ≥ 0

Como i(0) = J(z) ≤ J(z + tφ) = i(t), para todo t ≥ 0, resulta que i′(0) ≥ 0.
Como i′(t) =

∫
Ω

(∇z + t∇φ)∇φdx −
∫
Ω

φdx, nos queda

∫
Ω

∇z∇φdx −
∫
Ω

φdx ≥ 0, para toda φ ≤ 0

⇔

∫
Ω

∇z∇φdx ≥
∫
Ω

φdx, para toda φ ≤ 0
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⇔

∫
Ω

∇z∇φdx ≤
∫
Ω

φdx, para toda φ ≥ 0

Por lo tanto, −∆z ≤ 1 en Ω.

(2) Veamos que z ≥ u y z ≥ v.

Alcanza con ver que z ≥ u. z ≥ v es análogo. Tomo η = z ∨ u. Queremos ver
que η = z. Como z ∈ E, tenemos que z ≤ w = u ∨ v. Además, u ≤ w. Entonces,
η ≤ w. Esto nos dice que η ∈ E, y por lo tanto podemos usarla como función test
en la desigualdad variacional que soluciona z, quedando:∫

Ω

(η − z)dx ≤
∫
Ω

∇z∇(η − z)dx.

Por otro lado, z ≤ η implica η − z ≥ 0, entonces podemos tomar η − z ∈ H1
0(Ω)

como función test en −∆u ≤ 1:∫
Ω

∇u∇(η − z)dx ≤
∫
Ω

(η − z)dx.

Juntando las dos última desigualdades tenemos que∫
Ω

∇u∇(η − z)dx ≤
∫
Ω

∇z∇(η − z)dx

⇔ 0 ≤
∫
Ω

∇(z − u)∇(η − z)dx

⇔ 0 ≤
∫
{z<u}

∇(z − u)∇(η − z)dx +

∫
{z≥u}

∇(z − u)∇(η − z)dx

⇔ 0 ≤
∫
{z<u}

∇(z − u)∇(η − z)dx +

∫
{z≥u}

∇(z − u)∇(z − z)dx

⇔ 0 ≤
∫
{z<u}

∇(z − u)∇(u − z)dx = −

∫
{z<u}

|∇(u − z)+|2dx ≤ 0

Luego, (u − z)+ = 0. Por lo tanto, z ≥ u.

(3) Por último, observemos que z ≥ u y z ≥ v implica z ≥ u ∨ v = w. Pero,
como z ∈ E, z ≤ w. Luego, z = w q.t.p. de Ω. Por (1), −∆w ≤ 1 en Ω. �

Definimos el conjunto

K = {η ∈ H1
0(Ω) : η ≥ 0,−∆η ≤ 1 en Ω}
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Corolario 2.3.11. El supremo de dos funciones en K , pertenece a K .

Demostración. Sea u y v ∈ K . Llamo w = u ∨ v =: sup{u, v}. Queremos ver que
w ∈ K .

Es claro que w ≥ 0, pues, por ejemplo, w ≥ u ≥ 0 ya que u ∈ K . Además, por
la proposición anterior, −∆w ≤ 1. Luego, w ∈ K . �



Capı́tulo 3

Operadores lineales y formas
cuadráticas

En este capı́tulo, estudiaremos operadores lineales definidos en un espacio de
Hilbert y formas cuadráticas. Estos temas nos serán útiles para probar un lema
muy importante sobre diseño óptimo. La bibliografı́a que utilizamos fue el libro de
Kinderlehrer y Stampacchia [16].

3.1. Operadores lineales

Sea X un espacio de Hilbert (real) con producto (·, ·) y norma ‖ · ‖. Un operador
A en X es una aplicación lineal de D(A) a X, donde D(A) es un subespacio de X
que llamamos dominio de A. El rango de A, que notamos R(A), es el conjunto de
todos los puntos f ∈ X para los cuales existe un x ∈ D(A) con Ax = f . El nucleo
de A, N(A), es el conjunto de todos los puntos x ∈ D(A) tal que Ax = 0. El gráfico
de A, es el subconjunto de X × X definido por

G(A) =
{
[x, f ] ∈ X × X : x ∈ D(A), f = Ax

}
.

Definición 3.1.1. Decimos que A es cerrado si el gráfico es cerrado en X × X. Es
decir, si (xh)h es una sucesión en D(A) que converge a un punto x ∈ X, y (Axh)h

converge a un punto f , entonces x ∈ D(A) y f = Ax.

Definición 3.1.2. Decimos que un operador B es una extensión de A si G(A) ⊂
G(B), es decir, si D(A) ⊂ D(B) y Ax = Bx para todo x ∈ D(A). En tal caso,
notamos A ⊂ B.

Definición 3.1.3. Decimos que A es positivo si (Ax, x) ≥ 0 para todo x ∈ D(A).

Definición 3.1.4. Decimos que A es un operador densamente definido si su domi-
nio D(A) es denso en X.

29
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En tal caso, definimos el operador adjunto A∗ de A de la siguiente manera: el
dominio de A∗, D(A∗), es el conjunto de todos los x ∈ X tales que existe f ∈ X de
modo que (Ay, x) = ( f , y) para todo y ∈ D(A), y A∗x = f para todo x ∈ D(A∗).

Observación 3.1.5. La buena definición de A∗, sigue de la densidad de D(A) en X.

Demostración. En efecto, si existe (otra) g ∈ X tal que (Ay, x) = (g, y) para todo
y ∈ D(A), resulta que ( f , y) = (g, y) para todo y ∈ D(A). Entonces, ( f − g, y) = 0
para todo y ∈ D(A). Como D(A) es denso en X, existe una sucesión (yh)h en D(A)
que converge a f − g. Luego, 0 = ( f − g, yh) tiende a ‖ f − g‖2, cuando h → +∞.
Por lo tanto, f = g. �

Observación 3.1.6. A∗ es cerrado.

Demostración. Si z ∈ D(A∗), y ∈ D(A), de la definición de A∗, tenemos que
(A∗z, y) = (Ay, z).

Sea (xh)h sucesión en D(A∗) que converge a x en X, y (A∗xh)h que converge a f
en X. Quiero ver que x ∈ D(A∗) y A∗x = f . Como xh ∈ D(A∗), para todo y ∈ D(A),
tenemos que (A∗xh, y) = (Ay, xh). Tomando lı́mite de h → +∞, nos queda que
( f , y) = (Ay, x) para todo y ∈ D(A). Luego, x ∈ D(A∗). Ahora, como x ∈ D(A∗),
para todo y ∈ D(A), tenemos que

(A∗x, y) = (Ay, x) = ( f , y).

Entonces, (A∗x − f , y) = 0 para todo y ∈ D(A). Como D(A) es denso en X, resulta
A∗x = f , como querı́amos probar. �

Definición 3.1.7. Decimos que A es simétrico si (Ax, y) = (x, Ay) para todo x,
y ∈ D(A).

Definición 3.1.8. Decimos que A es autoadjunto si D(A) es denso en X y A = A∗.

Observación 3.1.9. Todo operador autoadjunto es cerrado y simétrico.

La siguiente proposición nos da una condición equivalente a ser un operador
autoadjunto, cuando el operador es simétrico y positivo.

Proposición 3.1.10. Sea A un operador simétrico y positivo en X. Son equivalen-
tes:

(a) A es autoadjunto.

(b) R(I + A) = X.

Demostración. Veamos que (a)⇒ (b). Asumimos A autoadjunto. Probaremos pri-
mero que R(I+A) es denso en X y luego, que es cerrado, concluyendo R(I+A) = X.

Para ver que es denso en X, como estamos en un espacio de Hilbert, basta
probar que R(I + A)⊥ = {0}. Sea y ∈ R(I + A)⊥. Entonces, para todo x ∈ D(A),
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0 = (y, x + Ax) = (y, x) + (y, Ax), por lo tanto, (Ax, y) = −(y, x) para todo x ∈ D(A).
Esto implica que y ∈ D(A∗) y que A∗y = −y. Como A = A∗, tenemos que y ∈ D(A)
y Ay = −y. Como A es positivo, 0 ≤ (Ay, y) = −(y, y) = −‖y‖2 ≤ 0, por lo tanto
y = 0. Luego, R(I + A)⊥ = {0}, es decir, R(I + A) es denso en X.

Ahora, veamos que R(I + A) es cerrado en X. Sea ( fh)h sucesión en R(I + A)
que converge a f en X. Sea (xh)h sucesión en D(A) tal que fh = xh + Axh para toda
h ∈ N. Tenemos que

( fh − fk, xh − xk) = (xh + Axh − (xk + Axk), xh − xk)

= (xh − xk, xh − xk) + (Axh − Axk, xh − xk)

= ‖xh − xk‖
2 + (A(xh − xk), xh − xk)

≥ ‖xh − xk‖
2 + 0 = ‖xh − xk‖

2.

Entonces,
‖xh − xk‖

2 ≤ ( fh − fk, xh − xk) ≤ ‖ fh − fk‖‖xh − xk‖

y por ende,
‖xh − xk‖ ≤ ‖ fh − fk‖

Como ( fh)h es una sucesión convergente , en particular es una sucesión de Cauchy.
Y por la desigualdad anterior, tenemos que (xh)h también lo es. Como X es Hilbert,
existe un x ∈ X tal que (xh)h converge a x. Ahora, de la igualdad fh − xh = Axh,
pasando al lı́mite, tenemos que (Axh)h converge a g = f−x. Como A es autoadjunto,
es cerrado. Entonces, x ∈ D(A) y g = Ax, por lo tanto, f = x + Ax. Esto implica
que f ∈ R(I + A). Luego, R(I + A) es cerrado en X.

Veamos que (b)⇒ (a).

Veamos que D(A) es denso en X, con lo cual A resulta densamente definido.
Sea f ∈ D(A)⊥, quiero ver que f = 0. Como R(I + A) = X, existe un x ∈ D(A) tal
que f = x + Ax. Como A es positivo, (Ax, x) ≥ 0. Como f ∈ D(A)⊥ y x ∈ D(A),

0 = ( f , x) = (x + Ax, x) = (x, x) + (Ax, x) ≥ (x, x) = ‖x‖2,

lo que nos dice que x = 0, y entonces f = x+Ax = 0. Esto prueba que D(A)⊥ = {0},
por lo tanto A es densamente definido.

Como A es simétrico, A∗ es una extensión de A. Esto es que sus gráficos ve-
rifican G(A) ⊂ G(A∗), es decir, que D(A) ⊂ D(A∗) y que Ax = A∗x para todo
x ∈ D(A). Para probar que A es autoadjunto, alcanza con ver que D(A∗) ⊂ D(A).
Fijo y ∈ D(A∗). Como R(I + A) = X, existe un z ∈ D(A) tal que y + A∗y = z + Az, y
existe un x ∈ D(A) tal que y− z = x + Ax. Como A es simétrico, I + A es simétrico,
por lo tanto

(y + A∗y, x) = (z + Az, x) = ((I + A)z, x) = (z, (I + A)x) = (z, x + Ax) = (z, y − z)

Como (A∗y, x) = (Ax, y),

(y− z, y) = (x + Ax, y) = (x, y) + (Ax, y) = (x, y) + (A∗y, x) = (x, y + A∗y) = (y− z, z).



32 CAPÍTULO 3. OPERADORES LINEALES Y FORMAS CUADRÁTICAS

Esto nos dice que ‖y − z‖2 = 0, entonces y = z. Luego, y ∈ D(A). Esto prueba la
inclusión que querı́amos D(A∗) ⊂ D(A). �

3.2. Formas cuadrátricas

Definición 3.2.1. Una función F : X → [0,+∞] es una forma cuadrática si existe
un subespacio lineal Y ⊂ X y una forma bilineal B : Y × Y → R tal que

F(x) =

B(x, x), si x ∈ Y,
+∞, si x ∈ X \ Y.

Sea F : X → [0,+∞] una forma cuadrática. El dominio D(F) es el subespacio
de X definido por D(F) = {x ∈ X : F(x) < +∞}.

Definición 3.2.2. Sea F : X → [0,+∞] una forma cuadrática, sea B su forma
bilineal asociada, y sea V = D(F). El operador A asociado a F es el operador lineal
A en V definido de la siguiente manera: su dominio

D(A) =
{
x ∈ D(F) : existe f ∈ V tal que B(x, y) = ( f , y) ∀y ∈ D(F)

}
,

Ax = f para todo x ∈ D(A).

Observación 3.2.3. La buena definición de A, sigue de la densidad de D(F) en V .

Por el teorema de representación de Riesz, x ∈ D(A) si y sólo si la aplicación
lineal B(x, ·) es continua en D(F) para la topologı́a en X.

Observación 3.2.4. Para todo x ∈ D(A) y para todo y ∈ D(F) tenemos (Ax, y) =

( f , y) = B(x, y). En particular, tomando y = x, (Ax, x) = B(x, x) = F(x) para todo
x ∈ D(A).

Sea P : X → V la proyección ortogonal en V = D(F). Para todo x, f ∈ X las
siguientes condiciones son equivalentes:

(a) B(x, y) = ( f , y) para todo y ∈ D(F).

(b) x ∈ D(A) y Ax = P f .

En efecto, si B(x, y) = ( f , y) para todo y ∈ D(F), tenemos que x ∈ D(A).
Además, f = P f + w, con P f ∈ V y w ∈ V⊥. Entonces,

B(x, y) = ( f , y) = (P f + w, y) = (P f , y) + (w, y) = (P f , y) + 0 = (P f , y)

para todo y ∈ D(F) ⊂ V . Luego, Ax = P f . La otra implicación es similar. Si
x ∈ D(A), existe una f ∈ V tal que B(x, y) = ( f , y) para todo y ∈ D(F). Descom-
poniendo a f = P f + w con P f ∈ V , w ∈ V⊥ y leyendo la cadena de igualdades al
revés, concluimos que (a) y (b) son equivalentes.
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Ejemplo 3.2.5. Sea Ω un abierto de Rn, sea X = L2(Ω), sea F : L2(Ω) → [0,+∞]
la forma cuadrática

F(u) =


∫
Ω

|∇u|2dx, si u ∈ H1
0(Ω),

+∞, si no.

Sea A el operador lineal asociado a F. Notando ∆ al operador Laplaciano,
tenemos que

D(A) = {u ∈ H1
0(Ω) : ∆u ∈ L2(Ω)}

Au = −∆u para toda u ∈ D(A).

Si Ω es acotado con borde C2, o si Ω = Rn, la teorı́a de regularidad para
operadores elı́pticos nos dice que D(A) = H2(Ω) ∩ H1

0(Ω).

Proposición 3.2.6. Sea F : X → [0,+∞] una forma cuadrática, sea A su operador
asociado en V = D(F), y sea P : X → V la proyección ortogonal en V. Para todo
x, f ∈ X son equivalentes:

(a) x ∈ D(A) y Ax = P f .

(b) F(y) ≥ F(x) + 2( f , x − y) para todo y ∈ X.

(c) x es un punto mı́nimo en X del funcional G(y) = F(y) − 2( f , y).

Demostración. Sean x y f ∈ X, y sea B la forma bilineal asociada a F.

• Veamos que (a)⇒ (b).

Suponemos x ∈ D(A) ⊂ D(F) y Ax = P f . Entonces, por la observación 3.2.4,

x ∈ D(F) y B(x, v) = (P f , v) = ( f , v) para toda v ∈ D(F).

Sea y ∈ X. Si y < D(F), F(y) = +∞ y la desigualdad (b) es trivial. Luego, basta
probar (b) para y ∈ D(F). Tomo v = y − x. Entonces, v ∈ D(F) y

F(y) = F(v + x) = B(v + x, v + x) = B(x, x) + 2B(x, v) + B(v, v)

= F(x) + 2( f , v) + F(v)

≥ F(x) + 2( f , y − x).

Esto prueba (b).

• Veamos (b)⇒ (a).

Si F(y) ≥ F(x) + 2( f , x − y) para todo y ∈ X, tomando y = 0, tenemos que
F(x) ≤ 2( f , x), por lo tanto x ∈ D(F). Fijo v ∈ D(F). Para todo t ∈ R, tenemos que
F(x + tv) ≥ F(x) + 2t( f , v). Como

F(x + tv) = B(x + tv, x + tv) = B(x, x) + 2tB(x, v) + t2B(v, v)

= F(x) + 2tB(x, v) + t2F(v),
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resulta F(x) + 2tB(x, v) + t2F(v) ≥ F(x) + 2t( f , v). Esto implica que, simplificando
F(x) y diviendo por t,

2B(x, v) + tF(v) ≥ 2( f , v) para todo t > 0

2B(x, v) + tF(v) ≤ 2( f , v) para todo t < 0

Tomando lı́mite de t → 0, tenemos que B(x, v) = ( f , v) = (P f , v). Como P f ∈ V y
B(x, v) = (P f , v) para toda v ∈ D(F), obtenemos que P f = Ax.

• Veamos (b)⇔ (c).

x es punto mı́nimo de G en X ⇔ G(x) ≤ G(y) para todo y ∈ X ⇔

F(x) − 2( f , x) ≤ F(y) + 2( f , y)

⇔ F(y) ≥ F(x) + 2( f , y − x).

Lo que concluye la demostración. �

En el ejemplo 3.2.5, esta proposición nos dice que dados u, f ∈ L2(Ω) son
equivalentes:

(a) u ∈ D(−∆) y −∆u = f .

(b)
∫
Ω

|∇v|2dx ≥
∫
Ω

|∇u|2dx − 2
∫
Ω

f (u − v)dx para toda v ∈ H1
0(Ω).

(c) u es punto mı́nimo del funcional G(v) =
∫
Ω

|∇v|2dx − 2
∫
Ω

f vdx.

Teorema 3.2.7. Sea F : X → [0,+∞] una forma cuadrática y sea A el operador
lineal en V = D(F) asociado a F. Entonces, A es positivo y simétrico. Si además,
F es semicontinua inferior en X, entonces A es autoadjunto en V.

Demostración. Si x ∈ D(A), entonces (Ax, x) = F(x) ≥ 0, usamos la observación
3.2.4. Por lo tanto, A es positivo. Para probar que A es simétrico, observemos que
para todo x, y ∈ D(A) tenemos que (Ax, y) = B(x, y) = B(y, x) = (Ay, x), donde B
es la forma bilineal asociada a F.

Supongamos F semicontinua inferior en X.

• Veamos que R(I + A) = V , donde I es el operador identidad.

Defino el funcional G(y) = ‖y‖2 + F(y) − 2( f , y). Es fácil ver que G es convexo
y semicontinuo inferior en la topologı́a fuerte de X, y semicontinuo inferior en la
topologı́a débil de X. Observemos que, usando F(y) ≥ 0,

1
2
‖y‖2 ≤

1
2
‖y − f ‖2 +

1
2
‖ f ‖2

≤ ‖y − f ‖2 + ‖ f ‖2

= ‖y‖2 − 2( f , y) + 2‖ f ‖2

≤ ‖y‖2 + F(y) − 2( f , y) + 2‖ f ‖2

= G(y) + 2‖ f ‖2.
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Por lo tanto, G(y) ≥ 1
2‖y‖

2 − 2‖ f ‖2. Luego, G es coercivo en la topologı́a débil
de X.

Veamos que existe x ∈ X punto mı́nimo de G. El funcional G es acotado infe-
riorment: G(y) ≥ 1

2‖y‖
2 − 2‖ f ‖2 ≥ −2‖ f ‖2 > −∞. Luego, ı́nf

X
G =: λ ∈ R. Sea (yh)h

una sucesión minimizante en X. Tenemos que G(yh) ≥ 1
2‖yh‖

2 − 2‖ f ‖2. Tomando
lı́mite , resulta lı́m sup

h→+∞

‖yh‖
2 ≤ λ + 4‖ f ‖2 < +∞. Como (yh)h es acotada en X y X

es Hilbert, por lo tanto reflexivo, existe x ∈ X tal que (para una subsucesión que
seguimos notando yh) (yh)h converge débil a x en X. Entonces,

yh ⇀ x⇒ ‖x‖ ≤ lı́m inf
h→+∞

‖yh‖ ⇒ ‖x‖2 ≤ lı́m inf
h→+∞

‖yh‖
2

Además, yh ⇀ x ⇒ ( f , yh) → ( f , x). Y como F es semicontinua inferior en X,
F(x) ≤ lı́m inf

h→+∞
F(yh). Por lo tanto,

G(x) = ‖x‖2 + F(x)−2( f , x) ≤ lı́m inf
h→+∞

{
‖yh‖

2 + F(yh)−2( f , yh)
}

= lı́m inf
h→+∞

G(yh) = λ.

Concluimos que G(x) = mı́n
X

G.

Como I + A es el operador asociado a la forma cuadrática ‖y‖2 + F(y), por la
proposición 3.2.6 tenemos que f = P f = (I + A)x, por lo tanto f ∈ R(I + A). Esto
prueba que R(I + A) = V .

Por la proposición 3.1.10, sabemos que R(I + A) = V es equivalente a A auto-
adjunto en V . �

Definición 3.2.8. Sea F : X → [0,+∞] una forma cuadrátrica. Definimos el pro-
ducto interno (·, ·)F en D(F) como

(x, y)F = B(x, y) + (x, y)

donde B es la forma bilineal asociada a F. La norma correspondiente en D(F)
está dada por

‖x‖F = (F(x) + ‖x‖2)1/2.

Ejemplo 3.2.9. Sea Ω un abierto de Rn, sea X = L2(Ω), sea F : L2(Ω) → [0,+∞]
la forma cuadrática

F(u) =


∫
Ω

|∇u|2dx, si u ∈ H1
0(Ω),

+∞, si no.

Entonces, para toda u ∈ D(F) = H1
0(Ω), el producto escalar (u, v)F coincide con el

producto escalar (u, v)H1(Ω).

En el Capı́tulo 6, necesitaremos el siguiente resultado:
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Proposición 3.2.10. Sea F : X → [0,+∞] una forma cuadrátrica semicontinua
inferior y sea A su operador asociado en V = D(F). Entonces, D(A) es denso en
D(F) para la norma ‖ · ‖F .

Demostración. Para ver que D(A) es denso en D(F) basta ver que si y ∈ D(F) es
tal que (y, v)F = 0 para todo elemento v de D(A), resulta y = 0. Tomo y ∈ D(F) tal
que (y, v)F = 0 para todo elemento v de D(A). Como A es positivo y autoadjunto
en V (por el teorema 3.2.7), tenemos que R(I + A) = V , por la proposición 3.1.10.
Sé que y ∈ D(F) ⊂ V , entonces existe un x ∈ D(A) tal que y = (I + A)x = x + Ax.
Como (x, y)F = 0, tenemos que

‖y‖2 = (y, y) = (x + Ax, y) = (x, y) + (Ax, y) = (x, y) + B(x, y) = (x, y)F = 0

Por lo tanto, y = 0, que es lo que querı́amos probar. Luego, D(A) denso en D(F).
�



Capı́tulo 4

Caracterización de H1
0(Ω)

En este capı́tulo, estudiamos algunos resultados del libro de Henrot y Pierre
[15] sobre capacidad, cuasi-abiertos, cuasi-continuidad y el espacio de Sobolev
H1

0(Ω). Uno de los objetivos es motivar la definición del espacio de Sobolev H1
0(A)

para A ⊂ Rn cuasi-abierto.

4.1. Capacidad y cuasi-abiertos

Sea Ω un abierto acotado de Rn. La medida de Lebesgue de un subconjunto me-
dible E de Ω la notamos |E|. Introducimos la noción de capacidad de un conjunto
E en Ω.

Definición 4.1.1. Dado E ⊂ Ω. Definimos la capacidad de E en Ω como

cap(E) = ı́nf
{∫

Ω

|∇u|2dx : u ∈ UE

}
donde UE es el conjunto de todas las funciones u del espacio de Sobolev H1

0(Ω)
tal que u ≥ 1 casi todo punto (c.t.p.) en un entorno de E.

Si una propiedad P(x) ocurre para todo x ∈ E salvo para elementos de un
conjunto Z ⊂ E con cap(Z) = 0 diremos que P(x) ocurre cuasi-todo punto de E
(abreviaremos q.t.p. de E).

Definición 4.1.2. Un subconjunto A de Ω se dice cuasi-abierto si existe una su-
cesión decreciente de abiertos (Ah)h, tal que (cap(Ah))h tiende a cero y A ∪ Ah es
abierto para toda h ∈ N.

La clase de todos los subconjuntos cuasi-abiertos de Ω la notamosA(Ω).

Definición 4.1.3. Una función f : Ω → R se dice cuasi-continua (-semicontinua
inferior) si para todo ε > 0 existe una función fε : Ω → R continua (semicontinua
inferior) tal que cap(

{
f , fε

}
) < ε, donde

{
f , fε

}
=

{
x ∈ Ω : f (x) , fε(x)

}
.

37
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Proposición 4.1.4. Sea v ∈ H1(Ω) una función cuasi-continua tal que v ≥ 0 c.t.p.
de Ω. Entonces, v ≥ 0 q.t.p.de Ω.

Demostración. Sea E = {v < 0} = {x ∈ Ω : v(x) < 0}. Sabemos que |E| = 0.
Quiero ver que cap(E) = 0.

Como v es cuasi-continua, para cada h ∈ N, existe Ah ⊂ R
n abierto tal que

cap(Ah) < 1
h y v

∣∣∣
Rn\Ah

es continua.

Tenemos que E ∪ Ah es abierto, para cada h ∈ N. Pues,

E ∪ Ah = [v−1((−∞, 0)) ∩ (Rn \ Ah)] ∪ Ah

con Ah y v−1((−∞, 0))∩(Rn \Ah) son abiertos. (El conjunto v−1((−∞, 0))∩(Rn \Ah)
es abierto pues v

∣∣∣
Rn\Ah

es continua).

Ahora, por definición de capacidad, dado ε > 0, existen funciones vh en H1
0(Ω),

tales que vh ≥ 1 c.t.p. de un entorno de Ah y∫
Ω

|∇vh|
2dx ≤ cap(Ah) + ε <

1
h

+ ε.

Como |E| = 0 y vh ≥ 1 c.t.p. en un entorno de Ah, tenemos que vh ≥ 1 c.t.p. de un
entorno de Ah∪E. Por lo tanto, vh es admisible en el conjunto de las funciones test
para calcular la cap(Ah ∪ E). Entonces,

0 ≤ cap(E) ≤ cap(Ah ∪ E) ≤
∫
Ω

|∇vh|
2dx ≤ cap(Ah) + ε <

1
h

+ ε,

donde usamos, en la segunda desigualdad, la monotonı́a de la capacidad. Tomando
lı́mite de h→ +∞ y de ε → 0+, resulta cap(E) = 0. Esto nos dice, que v ≥ 0 q.t.p.
de Ω. �

Es conocido que toda función u del espacio de Sobolev H1(Ω) tiene un repre-
sentante cuasi-continuo, que está únicamente definido salvo un conjunto de capa-
cidad cero.

Proposición 4.1.5. Sea u ∈ H1
0(Ω). Existe una función ũ ∈ H1(Ω) cuasi-continua

tal que u = ũ c.t.p. de Ω. La función ũ es única q.t.p. de Ω.

Demostración. Existencia. Sean uh ∈ C∞c (Ω), para h ∈ N, tales que (uh)h converge
a u en H1(Ω) y c.t.p. de Ω. Como (uh)h es una sucesión convergente en un espacio
completo, en particular, es una sucesión de Cauchy. Entonces, puedo elegir una
subsucesión de (uh)h, que seguimos notando con h, tal que

∞∑
h=1

22h‖uh+1 − uh‖
2
H1(Ω) < +∞.
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• Contrucción de los abiertos (Wh)h con (cap(Wh))h tendiendo a cero.

Considero los siguientes conjuntos,

Ah =
{
|uh+1 − uh| > 2−h

}
,

que resultan abiertos ya que cada uh es continua. Ahora, tomo para cada h ∈ N, el
conjunto abierto Wh = ∪k≥hAk.

Observemos que si llamo vh = 2h|uh+1 − uh|, tenemos que vh > 1 en Ah. En-
tonces, puedo tomarla como función test para el cálculo de la capacidad de Ah.
ası́

cap(Ah) ≤
∫
Ω

|∇vh|
2dx ≤ ‖vh‖

2
H1(Ω) = ‖2h|uh+1 − uh|‖

2
H1(Ω) = 22h‖uh+1 − uh‖

2
H1(Ω).

Además, por la propiedad de subaditividad de la capacidad, tenemos que

cap(Wh) ≤
∑
k≥h

cap(Ak) ≤
∑
k≥h

22k‖uk+1 − uk‖
2
H1(Ω),

que tiende a cero cuando h→ +∞ por ser la cola de una serie convergente. Luego,
(cap(Wh))h tiende a cero.

• Convergencia uniforme de (uk)k a u en Ω \Wh.

Sea x ∈ Ω\Wh = ∩k≥h(Ω\Ak) = ∩k≥h
{
|uk+1−uk| ≤ 2−k

}
. Luego, (uk)k converge

uniformemente en Ω \ Wh. Entonces, existe un lı́mite uniforme que en principio
depende de h, lo llamo vh. Pero, observando que los abiertos (Wk)k verifican Wk+1 ⊂

Wk para toda k ∈ N, tenemos un único lı́mite uniforme, independiente de h. Lo
llamamos ũ. Por lo tanto, (uk)k converge a ũ uniformemente en Rn \Wh, para toda
h ∈ N.

Ahora, definimos ũ = 0 en ∩h∈NWh, ası́ ũ está definida en todo Ω. Observemos
que cap(∩h∈NWh) ≤ cap(Wk), y esta última es una sucesión que tiende a cero.
Tenemos entonces que | ∩h∈N Wh| = 0.

Como (uk)k converge a u c.t.p. de Ω y (uk)k converge uniformemente a ũ en
Ω \Wh, para todo h ∈ N, entonces u = ũ c.t.p. de Ω.

Unicidad. Supongamos que ũ y ṽ son funciones de H1(Ω) cuasi-continuas tales
que ũ = u c.t.p. de Ω y ṽ = u c.t.p. de Ω. Entonces, ũ − ṽ = 0 c.t.p. de Ω y es una
función cuasi-continua. Por la proposición 4.1.4, resulta que ũ − ṽ = 0 q.t.p. de Ω.
Luego, ũ = ṽ q.t.p. de Ω. �

Se puede ver en el libro de Evans y Gariepy [14, Sección 4.8, Teorema 1] otra
demostración de la existencia del representante cuasi-continuo de una función en
H1(Ω), que construye explı́citamente dicho representante.

Lema 4.1.6. Sea u ∈ H1(Ω), ũ su representante cuasi-continuo. Entonces,

cap(
{
|ũ| > 1

}
) ≤ ‖u‖2H1(Ω).
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Demostración. Llamo E =
{
|ũ| > 1

}
. Como ũ es cuasi-continua, existen (Wh)h

abiertos decrecientes tal que (cap(Wh))h tiende a cero y E ∪ Wh es abierto, para
toda h ∈ N.

Como (cap(Wh))h tiende a cero, existen funciones vh ∈ H1
0(Ω) tales que vh ≥ 1

en Wh, vh ≥ 0 en Ω y (‖vh‖H1(Ω))h tiende a cero.

Tenemos que |u| + vh ≥ 1 en E ∪ Wh, que es un conjunto abierto. Entonces,
puedo tomarla como función test para el cálculo de la capacidad de E ∪Wh,

cap(E) ≤ cap(E ∪Wh) ≤ ‖|u| + vh‖
2
H1(Ω) ≤ ‖u‖

2
H1(Ω) + ‖vh‖

2
H1(Ω).

Tomando lı́mite de h→ +∞, obtenemos la desigualdad que querı́amos. �

4.2. Caracterización de H1
0(Ω)

Sea A ⊂ Ω. Definimos el conjunto

ΓA = {v ∈ H1
0(Ω) : ∃(vh)h/(vh)h → v en H1

0(Ω) y vh ≥ 1 en un entorno de A}

Si ΓA es no vacı́o, se puede ver que el funcional J(v) =
∫
Ω

|∇v|2dx, J : ΓA → R,

alcanza su mı́nimo valor.

Teorema 4.2.1. Existe una única función uA ∈ ΓA tal que∫
Ω

|∇uA|
2dx = ı́nf

v∈ΓA

{ ∫
Ω

|∇v|2dx
}
.

Decimos que uA es el potancial capacitario de A.

Demostración. Tenemos que ΓA es un subconjunto cerrado, convexo y no vacı́o de
H1

0(Ω). Aplicando el teorema de Stampacchia 2.3.4, resulta que existe uA ∈ ΓA tal
que alcanza el mı́nimo de J en ΓA y es única. �

Lema 4.2.2. Sea (uh)h una sucesión en C∞c (Ω) que converge a una función u en
H1

0(Ω). Entonces, existe una subsucesión (uhk )k tal que (ũhk ) converge a ũ q.t.p. de
Ω.

Demostración. La prueba es similar a la demostración de la proposición 4.1.5.
Como (uh)h es una sucesión convergente en un espacio completo, en particular,
es una sucesión de Cauchy. Entonces, puedo elegir una subsucesión de (uh)h, que
seguimos notando con h, tal que

∞∑
h=1

22h‖uh+1 − uh‖
2
H1(Ω) < +∞.
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Considero los siguientes conjuntos,

Ah =
{
|ũh+1 − ũh| > 2−h

}
.

Tomo para cada h ∈ N, el conjunto Wh = ∪k≥hAk. Al igual que en la proposición
4.1.5, se tiene que

cap(Wh) ≤
∑
k≥h

cap(Ak) ≤
∑
k≥h

22k‖uk+1 − uk‖
2
H1(Ω),

que tiende a cero cuando h→ +∞ por ser la cola de una serie convergente. Luego,
(cap(Wh))h tiende a cero y procediendo como en la propocisión 4.1.5 se tiene que
(ũh)h converge a ũ q.t.p. de Ω. �

Teorema 4.2.3. Sea Ω ⊂ Rn un abierto acotado. Sea A ⊂ Ω un abierto. Entonces,

u ∈ H1
0(A)⇔ u ∈ H1

0(Ω) y ũ = 0 q.t.p. de Ω \ A.

Demostración. Si u ∈ H1
0(A), tomamos funciones φh ∈ C∞c (A) ⊂ C∞c (Ω) tales que

(φh)h converge a u en H1
0(A). Por lo tanto, (φh)h converge a u en H1

0(Ω). Por el lema
4.2.2, extrayendo una subsucesión, que seguimos notando con h, tenemos que (φh)h

converge a ũ q.t.p. de Ω. Como φh = 0 en Ω \ A, resulta ũ = 0 q.t.p. de Ω \ A.

Supongamos que u ∈ H1
0(Ω) y que ũ = 0 q.t.p. de Ω \ A. Queremos ver que

u ∈ H1
0(A).

Podemos hacer las siguientes reducciones:

(1) Ω = Rn. Sino, extiendo las funciones por cero.

(2) u ≥ 0. Recordando la descomposición u = u+ − u−.

(3) u acotada. Pues, si considero vh = u ∨ h = mı́n{u, h} ∈ L∞(Rn), tenemos
que (vh)h converge a u en H1(Rn), y como H1

0(A) es cerrado en H1(Rn), si vemos
que vh ∈ H1

0(A) para toda h ∈ N, luego, u ∈ H1
0(A).

(4) sop(u) ⊂ BR(0), para algún R > 0. Sea ξ ∈ C∞c (B2(0)) tal que 0 ≤ ξ ≤ 1,
ξ ≡ 1 en B1(0), ξ ≡ 0 en Rn \ B2(0). Considero ξh(x) = ξ( x

h ), sop(ξh) ⊂ B2h(0),
ξh ≡ 1 en Bh(0) y (ξhu)h converge a u en H1(Rn).

Entonces, suponemos u ∈ H1(Rn), no negativa, acotada y con soporte conteni-
do en una bola BR(0).

Como ũ es cuasi-continua, existe una sucesión decreciente de abiertos (Wh)h

tales que (cap(Wh))h tiende a cero y ũ
∣∣∣∣
Rn\Wh

es continua, para cada h ∈ N.

Supongamos que contiene al conjunto de capacidad cero

V = {x ∈ Ac : ũ(x) , 0} ⊂ Wh,

recordemos que cap(V) = 0. Entonces, ũ = 0 en Rn \ (A ∪Wh) = Ac ∩Wc
h .
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Sea δ > 0. Considero los conjuntos Vh = {ũ < δ} ∪Wh, que resultan abiertos ya
que ũ es continua en Wc

h y Wh es abierto. Ası́, Ac ⊂ Vh. Por lo tanto, Vc
h ⊂ A y Vc

h
es cerrado. Como además, Vc

h ⊂ BR(0). Entonces, Vc
h es compacto.

Sea uWh el potencial capacitario de Wh. Tenemos que

(u − δ)+(1 − uWh) = 0 c.t.p. de Vh.

Entonces,
(u − δ)+(1 − uWh) = 0 c.t.p. de A \ Vh.

Sea (ρk)k sucesión regularizante. Consideramos

zh,k := ρk ∗ [(u − δ)+(1 − uWh)] ∈ C∞c (A),

para k ∈ N suficientemente grande, k = k(h, δ).

Entonces, como (1 − uWh)h es una sucesión acotada y u es acotada, (1 − uWh)h

converge a 1 en H1(Rn) y ‖uWh‖
2
H1 = cap(Wh) tiende a cero; tomando lı́mite de

h → +∞, δ → 0+, resulta (zh)h converge a u en H1(Rn) y como cada zh ∈ C∞c (A),

tenemos que, por definición de H1
0(A) = C∞c (A)

‖·‖H1(Rn) , u ∈ H1
0(A). �

Definición 4.2.4. Sea A ⊂ Ω cuasi-abierto. Defino

H1
0(A) = {u ∈ H1

0(Ω) : ũ = 0 q.t.p. de Ω \ A}.

Proposición 4.2.5. Sea A ⊂ Ω un cuasi-abierto no vacı́o. Entonces,

H1
0(A) es denso en L2(A).

Demostración. Como L2(A) es un espacio de Hilbert, basta ver que H1
0(A)⊥ = {0}

con respecto al producto interno de L2(A).

Sea f ∈ H1
0(A)⊥. Es decir, ∫

A

f vdx = 0,

para toda v ∈ H1
0(A). Quiero ver que f = 0 c.t.p. de A.

Como A es cuasi-abierto, existe una sucesión decreciente de abiertos (Wh)h tal
que (cap(Wh))h tiende a cero y A ∪Wh es abierto para cada h ∈ N.

Extiendo f a A ∪Wh, f = 0 en Wh \ A. Entonces, existe fh ∈ C∞c (A ∪Wh) tal
que ‖ fh − f ‖L2(A∪Wh) <

1
2h , para cada h ∈ N.

Considero uWh el potencial capacitario de Wh. Como uWh = 1 en Wh (ver [15,
Teorema 3.3.21]), resulta que fh(1 − uWh) ∈ H1

0(A). Entonces,

0 =

∫
A

f fh(1 − uWh)dx, ∀h ∈ N.
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Ahora, ( fh)h converge a f en L2(Ω) y (1 − uWh)h es una sucesión acotada que
converge a 1 en H1(Ω). Por lo tanto,∫

A

f fh(1 − uWh)dx→
∫
A

f 2dx.

Luego, f = 0 c.t.p. de A. �

Proposición 4.2.6. Sea A ⊂ Ω un cuasi-abierto no vacı́o. Entonces,

{u f
A : f ∈ L∞(Ω)} es denso en H1

0(A).

Demostración. Sea u ∈ H1
0(A) y g = −∆u ∈ H−1(Ω). Entonces, u = ug

A.

Como L∞(Ω) es denso en H−1(Ω) (ver 2.2.9), existe una sucesión (gh)h en
L∞(Ω) que converge a g en H−1(Ω). Es decir,

‖gh − g‖H−1(Ω) = sup
{
〈gh − g, v〉H−1,H1

0
: v ∈ H1

0(Ω), ‖v‖H1
0 (Ω) ≤ 1

}
tiende a cero. Entonces, (ugh

A )h converge a ug
A = u en H1

0(A). En efecto,

‖ugh
A − ug

A‖H1
0 (A) = ‖ugh−g

A ‖H1
0 (A) ≤ c‖gh − g‖H−1(Ω),

por la linealidad y continuidad del problema de Dirichlet. �

Notemos que la proposición anterior es muy importante ya que nos da un re-
sultado equivalente a

L∞(Ω) es denso en H−1(Ω),Ω abierto acotado

para cuasi-abiertos, {u f
A : f ∈ L∞(Ω)} es denso en H1

0(A).

Corolario 4.2.7. Sea A ⊂ Ω un cuasi-abierto no vacı́o. Entonces,

{u f
A : f ∈ L∞(Ω)} es denso en L2(A).

Demostración. Sigue de las dos proposiciones anteriores. �



Capı́tulo 5

Γ-convergencia

En la primera sección, estudiamos propiedades básicas de la Γ-convergencia,
teniendo como referencia los libros de Andrea Braides [2] y Gianni Dal Maso [8].

Definimos la γ-convergencia de una sucesión de conjuntos cuasi-abiertos con-
tenidos en un abierto acotado Ω ⊂ Rn y damos una caracterización variacio-
nal y otra, en término de operadores resolventes. Más adelante, vemos que la γ-
convergencia de conjuntos cuasi-abiertos es un caso particular de la γ-convergencia
de medidas borelianas, no negativas, que pueden tomar el valor +∞ y que se anulan
en todos los conjuntos de capacidad cero. Utilizamos como bibliografı́a, principal-
mente, los trabajos de Dal Maso y Mosco [9, Secciones 3 y 4] y Bucur [4].

5.1. Γ-convergencia

Definición 5.1.1. Sea X un espacio topológico. Sean Fh : X → R y F : X → R
funcionales. Decimos que (Fh)h Γ-converge a F en X, si

(i) para toda u ∈ X y para toda sucesión (uh)h en X tal que uh → u en X, se
tiene que

F(u) ≤ lı́m inf
h→+∞

Fh(uh),

(ii) para toda u ∈ X tal que F(u) < ∞, existe una sucesión (uh)h en X tal que
uh → u en X y

F(u) = lı́m
h→+∞

Fh(uh).

En tal caso, se dirá que F es el Γ-lı́mite de (Fh)h.

Observación 5.1.2. Notar que la condición (ii) de la definición de Γ-convergencia,
es equivalente a que para toda u ∈ X, exista una sucesión (uh)h en X tal que uh → u
en X y

F(u) ≥ lı́m sup
h→+∞

Fh(uh).

44
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La Γ-convergencia es estable bajo perturbaciones continuas.

Observación 5.1.3. Sean Fh : X → R, F,G : X → R funcionales tales que (Fh)h

Γ-converge a F en X y G es continua en X. Entonces, (Fh +G)h Γ-converge a F +G.

Demostración. Es inmediata de la definición de Γ-convergencia y la continuidad
de G. �

El Γ-lı́mite de formas cuadráticas en X, resulta ser también una forma cuadráti-
ca en X, (ver la definición de forma cuadrática en 3.2.1).

Teorema 5.1.4. Sea (Fh)h una sucesión de formas cuadráticas no negativas en X
tal que Γ-converge a F. Entonces, F es una forma cuadrática no negativa.

Se puede encontrar una demostración en el libro de Gianni Dal Maso [8, Teo-
rema 11.10].

Proposición 5.1.5. Sean Fh, F, G : X → R tales que (Fh)h Γ-converge a F y G es
continua. Si para cada λ ∈ R, existe Kλ ⊂ X compacto tal que

{v ∈ X : Fh(v) + G(v) ≤ λ} ⊂ Kλ ∀h ∈ N.

Entonces, F + G alcanza su mı́nimo en X y

lı́m
h→+∞

ı́nf
v∈X
{Fh(v) + G(v)} = mı́n

v∈X
{F(v) + G(v)}.

Si además,Fh + G alcanza su mı́nimo en uh ∈ X y F + G tiene un único mı́nimo u
en X, entonces (uh)h converge a u en X.

Demostración. Como la Γ-convergencia es estable por perturbaciones continuas,
podemos olvidarnos de la función G. Pues, como la sucesión (Fh)h Γ-converge a F
y G es continua, tenemos que (Fh+G)h Γ-converge a F+G. Definiendo F̃h = Fh+G
y F̃ = F + G, basta probar que si para cada λ ∈ R, existe Kλ ⊂ X compacto tal que

{v ∈ X : F̃h(v) ≤ λ} ⊂ Kλ ∀h ∈ N,

entonces F̃ alcanza el mı́nimo en X y vale

lı́m
h→+∞

ı́nf
v∈X
{F̃h(v)} = mı́n

v∈X
{F̃(v)}.

Para simplificar la notación, F̃ = F y F̃h = Fh.

Por definición de ı́nfimo, para cada h ∈ N, existe un xh ∈ X tal que

Fh(xh) ≤ ı́nf
X

Fh +
1
h
.



46 CAPÍTULO 5. Γ-CONVERGENCIA

Asumimos que F no es idénticamente +∞. Por lo tanto, existe x0 ∈ X tal que
F(x0) < ∞. Por la segunda condición de la definición de Γ-convergencia, tenemos
que existe una sucesión (zh)h en X, tal que (zh)h converge a x0 en X y

lı́m sup
h→+∞

Fh(zh) ≤ F(x0) < ∞,

por lo tanto,
sup
h∈N

Fh(zh) < +∞

Entonces,

Fh(xh) ≤ ı́nf
X

Fh +
1
h
≤ Fh(zh) + 1 ≤ sup

k∈N
Fk(zk) + 1 = : λ ∈ R.

Por lo tanto, xh ∈ {v ∈ X : Fh(v) ≤ λ}, para toda h ∈ N. Por hipótesis, existe Kλ

compacto en X tal que

{v ∈ X : Fh(v) ≤ λ} ⊂ Kλ, para toda h ∈ N.

Luego, (xh)h ⊂ Kλ. Por lo tanto, existe una subsucesión de (xh)h, que seguimos
notando con h, que converge a un x ∈ X. Por la primera condición de la definición
de la Γ-convergencia de (Fh)h a F, tenemos que

lı́m inf
h→+∞

Fh(xh) ≥ F(x) ≥ ı́nf
X

F.

Entonces,
lı́m inf
h→+∞

ı́nf
X

Fh ≥ ı́nf
X

F.

Por otro lado, por la definición de ı́nfimo, dado ε > 0, existe y ∈ X tal que

F(y) ≤ ı́nf
X

F + ε.

Por la segunda condición de la definición de Γ-convergencia de (Fh)h a F, tenemos
que existe una sucesión (yh)h que converge a y, tal que

lı́m sup
h→+∞

Fh(yh) ≤ F(y).

Entonces,
lı́m sup

h→+∞

ı́nf
X

Fh ≤ lı́m sup
h→+∞

Fh(yh) ≤ ı́nf
X

F + ε.

Luego,
lı́m sup

h→+∞

ı́nf
X

Fh ≤ ı́nf
X

F + ε,

para todo ε > 0. Entonces,

lı́m sup
h→+∞

ı́nf
X

Fh ≤ ı́nf
X

F.
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Además,

lı́m sup
h→+∞

ı́nf
X

Fh ≤ ı́nf
X

F ≤ F(x) ≤ lı́m inf
h→+∞

ı́nf
X

Fh ≤ lı́m sup
h→+∞

ı́nf
X

Fh.

Entonces, valen las igualdades. Por lo tanto, F alcanza el mı́nimo en x y

lı́m
h→+∞

ı́nf
X

Fh = mı́n
X

F,

como querı́amos ver.

Si además, existen uh ∈ X tal que mı́nX Fh = Fh(uh) y existe un único u ∈ X tal
que mı́nX F = F(u), veamos que (uh)h converge a u en X. En efecto, por lo probado
anteriormente tenemos que

lı́m
h→+∞

Fh(uh) = lı́m
h→+∞

ı́nf
X

Fh = mı́n
X

F = F(u).

Veamos que toda (uhk )k subsucesión de (uh)h, admite una subsubsucesión (uhk j
) j

convergente a u. Luego, la sucesión entera (uh)h converge a u. Sea (uhk )k subsuce-
sión de (uh)h. Como lı́mh Fh(uh) = F(u), resulta lı́mk Fhk (uhk ) = F(u). Entonces,
podemos suponer que uhk ∈ {v ∈ X : Fhk (v) ≤ F(u) + 1} para toda k ∈ N. Por
hipótesis, existe un compacto K que contiene dicho conjunto. En particular con-
tiene a la sucesión (uhk )k. Luego, existe una subsucesión (uhk j

) j que converge a un
cierto x ∈ K. Por la primera condición de la Γ-convergencia, tenemos que

F(x) ≤ lı́m inf
j→+∞

Fhk j
(uhk j

) = F(u) = mı́n
X

F.

Como estamos suponiendo que F tiene un único punto mı́nimo, resulta u = x, lo
que concluye la demostración. �

Proposición 5.1.6. Sean X e Y espacios es Banach tales que Y ⊂ X. Y es reflexivo
y separable. Y es denso en X. La inclusión Y ↪→ X es compacta. Sea Fh : X → R
convexa para cada h ∈ N tal que Fh(u) ≥ ‖u‖2Y para toda u ∈ Y y Fh(u) = +∞ si
u < Y. Supongamos que existe una F : X → R semicontinua inferior y convexa tal
que

lı́m
h→+∞

ı́nf
v∈X
{Fh(v) + G(v)} = mı́n

v∈X
{F(v) + G(v)},

para toda G : X → R continua y lineal. Entonces, (Fh)h Γ-converge a F en X.

Se demuestra usando algunos resultados de [1, Corolario 3.13]. Nos interesa la
proposición anterior en el caso en que X = L2(Ω), Y = H1

0(Ω), para Ω un abierto
acotado de Rn.
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5.2. γ-convergencia I

Sea Ω ⊂ Rn un abierto acotado. Sea −∆ : H1
0(Ω) → H−1(Ω), el operador de

Laplace. Sea A ⊂ Ω un cuasi-abierto y sea el RA = (−∆)−1, el operador resolvente.
Es decir, RA( f ) = u f

A para cada f ∈ H−1(Ω). Esto es,−∆u f
A = f en A,

u f
A ∈ H1

0(A).

NotamosA(Ω) = {A ⊂ Ω : A cuasi-abierto }.

Definición 5.2.1. Sea (Ah)h una sucesión enA(Ω). Decimos que

(Ah)h γ-converge a A ∈ A(Ω)

si
(RAh( f ))h converge a RA( f ) en H1

0(Ω) para toda f ∈ H−1(Ω).

Observación 5.2.2. Vimos en el teorema de Independencia de f 2.2.10, que si
(u1

Ah
)h converge a u1

A fuerte en L2(Ω), entonces (u f
Ah

)h converge a u f
A fuerte en

H1
0(Ω), para toda f ∈ H−1(Ω). Por lo tanto, podemos decir que

(Ah)h γ-converge a A ∈ A(Ω)⇔ (RAh(1))h converge a RA(1) en L2(Ω).

A continuación, daremos dos caracterizaciones de la γ-convergencia de conjun-
tos cuasi-abiertos contenidos en un abierto acotado Ω. La primera se trata de una
caracterización variacional y la segunda, en términos de operadores resolventes.
Más adelante, veremos que la γ-convergencia de cuasi-abiertos es un caso particu-
lar de la γ-convergencia de ciertas medidas en el espacio de medidas borelianas,
no negativas, que pueden tomar el valor +∞ y que se anulan en todos los conjuntos
de capacidad cero.

Para todo A ∈ A(Ω) consideramos el funcional ΦA : L2(Ω)→ R definido por

ΦA(u) =


∫

A |∇u|2dx, si u ∈ H1
0(A),

+∞, sino.
(5.2.1)

Proposición 5.2.3 (Caracterización variacional). Sea (Ah)h una sucesión de cuasi-
abiertos y sea A ∈ A(Ω). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) (Ah)h γ-converge a A.

(ii) (ΦAh)h Γ-converge a ΦA en L2(Ω).

Demostración.

• Veamos que (i)⇒ (ii).
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Llamo Y = H1
0(Ω) , X = L2(Ω). Entonces, Y ⊂ X, Y es reflexivo y separable

(más aún, es un espacio de Hilbert), Y es denso en X, la inclusión H1
0(Ω) ↪→ L2(Ω)

es compacta. Las funciones ΦAh son convexas y verifican que ΦAh(v) = ‖v‖2
H1

0 (Ah)

para toda v ∈ H1
0(Ah) y ΦAh(v) = +∞ si v < H1

0(Ah). Además, ΦA es semicontinua
inferior y convexa.

Veamos que para toda G : X → R lineal y continua vale

lı́m
h

ı́nf
v∈X
{ΦAh(v) + G(v)} = mı́n

v∈X
{ΦA(v) + G(v)}

Fijo una función G : X → R lineal y continua. Por la definición de ı́nfimo, para
cada h ∈ N, existe una función vh ∈ H1

0(Ah) tal que

ΦAh(vh) + G(vh) ≤ ı́nf
X
{ΦAh + G} +

1
h

Como G es lineal, G(0) = 0. Entonces,

ΦAh(vh) + G(vh) ≤ ı́nf
X
{ΦAh + G} +

1
h
≤ ΦAh(0) + G(0) + 1 = 1 < ∞

Por otro lado, como G es continua en L2(Ω), existe una constante M > 0 tal que
|G(v)| ≤ M‖v‖L2(Ω) para toda v ∈ L2(Ω). En particular, |G(vh)| ≤ M‖vh‖L2(Ω) para
toda h ∈ N. Usando la desigualdad de Poincaré, pues cada vh ∈ H1

0(Ah), y el hecho
de que |Ah| ≤ c para toda h ∈ N, resulta

|G(vh)| ≤ Mα(c)‖vh‖H1
0 (Ah), ∀h ∈ N

Entonces,

‖vh‖
2
H1

0 (Ah) − Mα(c)‖vh‖H1
0 (Ah) = ΦAh(vh) − Mα(c)‖vh‖H1

0 (Ah)

≤ ΦAh(vh) + G(vh) ≤ 1

Por lo tanto, (vh)h es acotada en Y = H1
0(Ω). Luego, existe una subsucesión, que

seguiremos notando con h, y una función v ∈ H1
0(Ω) tal que (vh)h converge a v

débil en H1
0(Ω) y por el teorema de Rellich-Kondrachov, fuerte en L2(Ω).

Como G es continua en L2(Ω) y (vh)h converge a v fuerte en L2(Ω), resulta
G(v) = lı́mh G(vh). Por la convergencia débil en H1

0(Ω), tenemos que

‖v‖H1
0 (Ω) ≤ lı́m inf

h→+∞
‖vh‖H1

0 (Ah)

Entonces,
‖v‖2H1

0 (Ω) + G(v) ≤ lı́m inf
h→+∞

{ΦAh(vh) + G(vh)}

-Veamos que v ∈ H1
0(A).
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Sea f = −∆v ∈ H−1(Ω). Considero uh = u f
Ah

, es decir, RAh( f ) = uh ∈ H1
0(Ah).

Como (Ah)h γ-converge a A, tenemos que (uh)h converge a u f
A fuerte en H1

0(Ω).
Quiero ver que v = u f

A. Llamo u = u f
A.

Tomando vh − uh ∈ H1
0(Ah) como función test en la formulación débil de

−∆uh = f en Ah y usando el hecho de que f = −∆v,∫
Ω

∇(vh − uh)∇uhdx =

∫
Ah

∇(vh − uh)∇uhdx =

∫
Ah

(vh − uh) f dx

=

∫
Ah

(vh − uh)(−∆v)dx =

∫
Ah

∇(vh − uh)∇vdx

=

∫
Ω

∇(vh − uh)∇vdx

Ahora, tomando lı́mite en h, como (vh − uh)h converge a v − u débil en H1
0(Ω) y

(uh)h converge a u fuerte en H1
0(Ω), resulta∫

Ω

∇(v − u)∇udx =

∫
Ω

∇(v − u)∇vdx

Entonces, ∫
Ω

|∇(v − u)|2dx = 0

Por lo tanto, v = u f
A. Luego, v ∈ H1

0(A) como querı́amos ver. Entonces, v pertenece
al dominio de ΦA y ‖v‖2

H1
0 (Ω)

= ‖v‖2
H1

0 (A)
= ΦA(v). Luego,

ı́nf
X
{ΦA + G} ≤ ΦA(v) + G(v) ≤ lı́m inf

h→+∞
{ΦAh(vh) + G(vh)} ≤ lı́m inf

h→+∞
ı́nf
X
{ΦAh + G}

Por lo tanto,
ı́nf
X
{ΦA + G} ≤ lı́m inf

h→+∞
ı́nf
X
{ΦAh + G}

Sea ε > 0. Por definicón de ı́nfimo y el hecho de que el ı́nfimo de ΦA + G en
L2(Ω) coincide con el ı́nfimo de ΦA + G en H1

0(A), existe u ∈ H1
0(A) tal que

ΦA(u) + G(u) ≤ ı́nf
X
{ΦA + G} + ε

Considero f = −∆u, f ∈ H−1(Ω) y vale que u = u f
A. Tomo zh ∈ H1

0(Ah) tal que
−∆zh = f en Ah. Como (Ah)h γ-converge a A, tenemos que (zh)h converge a u fuerte
en H1

0(Ω). En particular, la sucesión de normas (‖zh‖H1
0 (Ω))h converge a ‖u‖H1

0 (Ω).
Como cada zh ∈ H1

0(Ah), tenemos que ‖zh‖H1
0 (Ω) = ‖zh‖H1

0 (Ah) = ΦAh(zh)1/2. Como
u ∈ H1

0(A), ‖u‖H1
0 (Ω) = ‖u‖H1

0 (A) = ΦA(u)1/2. Entonces,

lı́m
h→+∞

ΦAh(zh) = ΦA(u).
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Por la continuidad de G en L2(Ω) y el hecho de que (zh)h converge a u fuerte en
H1

0(Ω) (por lo tanto, en L2(Ω)), resulta que

lı́m
h→+∞

G(zh) = G(u)

Luego,

lı́m sup
h→+∞

ı́nf
H1

0 (Ah)
{ΦAh + G} ≤ lı́m

h→+∞
{ΦAh(zh) + G(zh)}

= ΦA(u) + G(u)

≤ ı́nf
H1

0 (A)
{ΦA + G} + ε

para todo ε > 0. Por lo tanto,

lı́m sup
h→+∞

ı́nf
X
{ΦAh + G} ≤ ı́nf

X
{ΦA + G}

Finalmente,

lı́m sup
h→+∞

ı́nf
X
{ΦAh + G} ≤ ı́nf

X
{ΦA + G} ≤ ΦA(v) + G(v) ≤ lı́m inf

h→+∞
ı́nf
X
{ΦAh + G},

entonces, ΦA + G alcanza el mı́nimo y

lı́m
h→+∞

ı́nf
X
{ΦAh + G} = mı́n

X
{ΦA + G}

como querı́amos ver.

Ahora, estamos en condiciones de aplicar la proposición 5.1.6, y por lo tanto,
(ΦAh)h Γ-converge a ΦA en L2(Ω).

• Veamos (ii)⇒ (i).

Llamo nuevamente X = L2(Ω), G : X → R, G(v) = −2
∫
Ω

vdx es continua. Para

cada λ ∈ R, existe un compacto Kλ ⊂ X tal que

Eλ = {v ∈ L2(Ω) : ΦAh(v) + G(v) ≤ λ} ⊂ Kλ ∀h ∈ N.

Pues, si tomo v ∈ Eλ, para λ ∈ R fijo, en particular v ∈ H1
0(Ah) ⊂ H1

0(Ω) y, usando
las desigualdades de Hölder y Poincaré

−
1
2

G(v) =

∫
Ω

vdx ≤ |Ω|1/2‖v‖L2(Ω) ≤ c|Ω|1/2‖v‖H1
0 (Ah) = c|Ω|1/2ΦAh(v)1/2

Entonces,
ΦAh(v) − 2c|Ω|1/2ΦAh(v)1/2 ≤ ΦAh(v) + G(v) ≤ λ

Luego, Eλ ⊂ Kλ, donde Kλ es una bola cerrada en H1
0(Ω) de radio que depende de

λ. Esta bola resulta compacta en L2(Ω) por Rellich-Kondrachov.
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Por la proposición 5.1.5, resulta que ΦA + G alcanza su mı́nimo y

lı́m
h→+∞

ı́nf
v∈L2(Ω)

{ΦAh(v) + G(v)} = mı́n
v∈L2(Ω)

{ΦA(v) + G(v)},

es decir,

lı́m
h→+∞

ı́nf
v∈H1

0 (Ah)

{∫
Ah

|∇v|2dx − 2
∫
Ah

vdx
}

= mı́n
v∈H1

0 (A)

{∫
A

|∇v|2dx − 2
∫
A

vdx
}
.

Por la proposición 2.2.1 aplicada a cada Ah y a A, sabemos que

mı́n
v∈H1

0 (Ah)

{∫
Ah

|∇v|2dx − 2
∫
Ah

vdx
}

=

∫
Ah

|∇u1
Ah
|2dx − 2

∫
Ah

u1
Ah

dx

mı́n
v∈H1

0 (A)

{∫
A

|∇v|2dx − 2
∫
A

vdx
}

=

∫
A

|∇u1
A|

2dx − 2
∫
A

u1
Adx.

Nuevamente, usando la segunda parte de la proposición 5.1.5 y el hecho de que
ΦAh + G alcanza el mı́nimo en u1

Ah
y ΦA + G tiene un único punto mı́nimo u1

A,
tenemos que (u1

Ah
)h converge a u1

A en L2(Ω). Por lo tanto, (Ah)h γ-converge a A en
A(Ω). �

Proposición 5.2.4 (Caracterización en términos de operadores resolventes).

Sean (Ah)h una sucesión enA(Ω), A ∈ A(Ω). Son equivalentes:

(i) (Ah)h γ-converge a A enA(Ω).

(ii) (RAh)h converge a RA en L(L2(Ω)).

Demostración.

• Veamos (i)⇒ (ii).

Queremos ver que (RAh)h converge a RA en L(L2(Ω)), es decir,

lı́m
h→+∞

sup
‖ f ‖L2(Ω)≤1

‖RAh( f ) − RA( f )‖L2(Ω) = 0.

Recordemos la notación RA( f ) = u f
A. Por definicón de supremo, para cada

h ∈ N, existe una fh ∈ L2(Ω), tal que

sup
‖ f ‖L2(Ω)≤1

‖u f
Ah
− u f

A‖L2(Ω) −
1
h
≤ ‖u fh

Ah
− u fh

A ‖L2(Ω)

con ‖ fh‖L2(Ω) ≤ 1. Veamos que ‖u fh
Ah
− u fh

A ‖L2(Ω) tiende a cero, cuando h→ +∞.

Como la sucesión ( fh)h es acotada en L2(Ω), existe una subsucesión, que se-
guimos notando con h, y una f tal que ( fh)h converge a f débil en L2(Ω). Como
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el operador inclusión i : H1
0(Ω) ↪→ L2(Ω) es compacto (por Rellich-Kondrachov),

tenemos que su operador adjunto i∗ : L2(Ω) ↪→ H−1(Ω) (que también es la inclu-
sión) resulta compacto. Entonces, podemos afirmar que ( fh)h converge a f fuerte
en H−1(Ω).

Usando la linealidad y continuidad del problema de Dirichlet, tenemos que

‖u fh
Ah
− u fh

A ‖L2(Ω) ≤ ‖u
fh
Ah
− u f

Ah
‖L2(Ω) + ‖u f

Ah
− u f

A‖L2(Ω) + ‖u f
A − u fh

A ‖L2(Ω)

= ‖u fh− f
Ah
‖L2(Ω) + ‖u f

Ah
− u f

A‖L2(Ω) + ‖u f− fh
A ‖H−1(Ω)

≤ c‖ fh − f ‖H−1(Ω) + ‖u f
Ah
− u f

A‖L2(Ω) + c‖ f − fh‖H−1(Ω)

= 2c‖ fh − f ‖H−1(Ω) + ‖u f
Ah
− u f

A‖L2(Ω).

Como ( fh)h converge a f fuerte en H−1(Ω) y ‖u f
Ah
− u f

A‖L2(Ω) tiende a cero
(porque (Ah)h γ-converge a A), resulta

lı́m
h→+∞

sup
‖g‖L2(Ω)≤1

‖ug
Ah
− ug

A‖L2(Ω) ≤ lı́m
h→+∞

{
‖u fh

Ah
− u fh

A ‖L2(Ω) +
1
h

}
= lı́m

h→+∞
‖u fh

Ah
− u fh

A ‖L2(Ω)

≤ lı́m
h→+∞

{
2c‖ fh − f ‖H−1(Ω) + ‖u f

Ah
− u f

A‖L2(Ω)

}
= 0.

Por lo tanto, la sucesión de operadores (RAh)h converge a RA en L(L2(Ω)).

• Veamos (ii)⇒ (i).

Para garantizar la γ-convergencia de (Ah)h a A, por el teorema 2.2.10, alcanza
con ver que (u1

Ah
)h converge a u1

A en L2(Ω). Por (ii), tomando f = |Ω|−1/2 ∈ L2(Ω),
tenemos que ‖ f ‖L2(Ω) ≤ 1 y, por lo tanto,

0 = lı́m
h→+∞

sup
‖g‖L2(Ω)≤1

‖ug
Ah
− ug

A‖L2(Ω) ≥ lı́m
h→+∞

‖u f
Ah
− u f

A‖L2(Ω)

= |Ω|−1/2 lı́m
h→+∞

‖u1
Ah
− u1

A‖L2(Ω),

lo que concluye la demostración. �

5.3. El espacio de medidas capacitarias

Notamos conM0 al conjunto de medidas capacitarias de Rn. Es decir,M0 es el
conjunto de todas las medidas borelianas, no negativas, que pueden tomar el valor
+∞, que se anulan sobre todos los conjuntos de capacidad cero.

Ejemplo 5.3.1. Un ejemplo muy importante de medida capacitaria es

∞S (B) =

{
0 si cap(B∩S)=0
+∞ en otro caso

(5.3.1)
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con S ⊂ Rn.

A cada µ ∈ M0 le asociamos un funcional cuadrático

Fµ(u,Ω) =


∫
Ω

|∇u|2dx +
∫
Ω

|u|2dµ si u ∈ H1
0(Ω),

+∞ si no.
(5.3.2)

donde Ω es un abierto acotado arbitrario de Rn.

Ejemplo 5.3.2. Sea A ⊂ Rn un cuasi-abierto tal que |A| < ∞. El funcional asociado
a∞Ac es

F∞Ac (u,Ω) =


∫
Ω

|∇u|2dx +
∫
Ω

|u|2d∞Ac si u ∈ H1
0(Ω),

+∞ si no.

para todo abierto acotado Ω ⊂ Rn.

Fijo Ω un abierto acotado de Rn.

Sea u ∈ H1
0(Ω) tal que

∫
Ω

|u|2d∞Ac = 0. Quiero ver que u ∈ H1
0(A ∩Ω).

Llamo E = {u , 0}. Como 0 ≤
∫
Ω
|u|2d∞Ac = 0, tenemos que u = 0 ∞Ac-casi

todo punto. Es decir,∞Ac(E) = 0. Por definición de esta medida, cap(E ∩ Ac) = 0.
Luego, u = 0 q.t.p. de Ac. Además, u = 0 q.t.p. en Ωc. Concluimos que u = 0 q.t.p.
de Ac ∪Ωc = (A ∩Ω)c. Luego, u ∈ H1

0(A ∩Ω).

Recı́procamente, si u ∈ H1
0(A ∩ Ω), en particular, u ∈ H1

0(A). Entonces, u = 0
q.t.p. de Ac. Nuevamente, llamo E = {u , 0}. Tenemos que cap(E ∩ Ac) = 0, es
decir,∞Ac(E) = 0. Por lo tanto,∫

Ω

|u|2d∞Ac =

∫
E

|u|2d∞Ac = 0.

Entonces, el funcional asociado a∞Ac nos queda,

F∞Ac (u,Ω) =


∫

A∩Ω

|∇u|2dx si u ∈ H1
0(A ∩Ω),

+∞ si no.

Observemos que si A es acotado, para todo abierto Ω tal que A ⊂ Ω, el funcio-
nal asociado a∞Ac nos queda,

F∞Ac (u,Ω) =


∫
A
|∇u|2dx si u ∈ H1

0(A),

+∞ si no.

que coincide con la definición de ΦA (5.2.1).
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A continuación, definimos una noción de convergencia de medidas enM0 que
generaliza la noción de γ-convergencia de una sucesión (Ah)h de cuasi-abiertos
uniformemente acotados, es decir, Ah ⊂ Ω para toda h ∈ N, donde Ω es un abierto
acotado de Rn, ver 5.2.1.

Definición 5.3.3. Dadas µh, µ ∈ M0. Decimos que (µh)h γ-converge a µ si para
todo abierto acotado Ω ⊂ Rn, Fµh(·,Ω) Γ-converge a Fµ(·,Ω) en L2(Ω).

Observación 5.3.4. Notemos que la notación es consistente con la definición de
γ-convergencia de cuasi-abiertos uniformemente acotados (Ah)h a un cuasi-abierto
A en A(Ω). Pues, cada cuasi-abierto Ah representa la medida ∞Ac

h
y, como vimos

en el ejemplo 5.3.2, cada funcional ΦAh coincide con F∞Ah
(·,Ω).

Podemos entonces, enunciar el siguiente resultado:

Proposición 5.3.5. Sea una sucesión de cuasi-abiertos (Ah)h y un cuasi-abierto A
contenidos en Ω. Son equivalentes:

(i) (Ah)h γ-converge a A enA(Ω).

(ii) (∞Ac
h
)h γ-converge a∞Ac enM0.

Demostración. Sigue del ejemplo 5.3.2, en el que se deduce que los funcionales
ΦAh , ΦA coinciden con los funcionales F∞Ac

h
(·,Ω), F∞Ac (·,Ω) respectivamente, y

de la proposición 5.2.3. �

Enunciamos unos resultados sobre una caracterización variacional y otra en
términos de operadores resolventes de la definición de γ-convergencia de medidas
capacitarias.

Proposición 5.3.6 (Caracterización variacional). Sea (µh)h una sucesión enM0 y
µ ∈ M0. Son equivalentes:

(i) (µh)h γ-converge a µ.

(ii) La sucesión de mı́nimos (mh)h converge a m, donde

mh = mı́n
u∈H1

0 (Ω)

{ ∫
Ω

|∇u|2dx +

∫
Ω

|u|2dµh +

∫
Ω

f udx
}

m = mı́n
u∈H1

0 (Ω)

{ ∫
Ω

|∇u|2dx +

∫
Ω

|u|2dµ +

∫
Ω

f udx
}
,

para todo abierto acotado Ω ⊂ Rn, para toda f ∈ L2(Ω).

Demostración. Usando las proposiciones de Γ-convergencia 5.1.5 e 5.1.6 para
X = L2(Ω) y Y = H1

0(Ω), la demostración resulta análoga a la prueba de la ca-
racterización variacional de la γ-convergencia de cuasi-abiertos, 5.2.3. �
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Sean Ω ⊂ Rn un abierto acotado, f ∈ L2(Ω) y µ ∈ M0. Llamamos al siguiente
problema:

− ∆u + µu = f en Ω (5.3.3)

el problema de Dirichlet relajado en Ω.

Definición 5.3.7. Sean Ω ⊂ Rn un abierto acotado, f ∈ L2(Ω) y µ ∈ M0. Decimos
que u es solución débil de (5.3.3) siu ∈ H1(Ω) ∩ L2(Ω, µ),∫

Ω

∇u∇vdx +
∫
Ω

uvdµ =
∫
Ω

f vdx, ∀v ∈ H1(Ω) ∩ L2(Ω, µ). (5.3.4)

Para cada µ ∈ M0 y cada abierto acotado Ω ⊂ Rn, notamos RΩ
µ al operador

resolvente
RΩ
µ : L2(Ω)→ L2(Ω),RΩ

µ ( f ) = u,

donde u es la solución débil de −∆u + µu = f en Ω.

Proposición 5.3.8 (Caracterización en términos de operadores resolventes). Sea
(µh)h una sucesión enM0 y µ ∈ M0. Son equivalentes:

(i) (µh)h γ-converge a µ.

(ii) (RΩ
µh

)h converge a RΩ
µ en L(L2(Ω)), para cada abierto acotado Ω ⊂ Rn.

Demostración. Es análoga a la demostración que caracteriza a la γ-convergencia
de cuasi-abiertos en términos de operadores resolventes, ver 5.2.4. �

Nuevamente, observamos que esta noción de convergencia de operadores re-
solventes de medidas enM0 generaliza la vista anteriormente para operadores re-
solventes de conjuntos cuasi-abiertos enA(Ω).

Ejemplo 5.3.9. Sea A ⊂ Ω un abierto. Tomamos la medida ∞Ac , ver 5.3.1. Consi-
deramos el problema de Dirichlet relajado

−∆u +∞Acu = f en Ω.

Quiero ver que es equivalente al problema original de Dirichlet

u ∈ H1
0(A),−∆u = f en A.

Basta observar que

L2(Ω,∞Ac) = {u : u = 0 q.t.p. de Ac},

entonces,
H1(Ω) ∩ L2(Ω,∞Ac) = H1

0(A).
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Teorema 5.3.10 (Compacidad). Para toda sucesión (µh)h≥0 ⊂ M0 existe una sub-
sucesión (µhk )k≥0 tal que γ-converge a una µ en la claseM0.

Se puede ver una demostración en [9, Teorema 4.14].

Este resultado de compacidad en el espacio de medidas capacitarias nos brinda
un resultado de compacidad para los conjuntos cuasi-abiertos de medida de Lebes-
gue acotada. Si (Ah)h es una sucesión de cuasi-abiertos de Rn tal que |Ah| ≤ c para
toda h ∈ N (asociando a cada Ah con la medida ∞Ac

h
∈ M0), tenemos que existe

una subsucesión (Ahk )k y una medida µ ∈ M0 tal que (∞Ac
hk

)k γ-converge a µ. En
tal caso, notaremos (Ahk )k γ-converge a µ.

5.4. γ-convergencia II

En esta sección, estudiaremos la γ-convergencia de una sucesión (Ah)h de
cuasi-abiertos de Rn tal que |Ah| ≤ c para toda h ∈ N, con c > 0 una constan-
te. Notar que está restricción no implica que la sucesión verifique Ah ⊂ Ω, para
algún Ω abierto acotado de Rn. Por ejemplo, Ah = Br(xh) con r > 0 tal que |Ah| = c
y (xh)h en Rn, lı́mh |xh| = +∞.

Introducimos la notación que utilizaremos en el Capı́tulo 7.

Sea A un cuasi-abierto de Rn. Notamos RA : L2(Rn) → L2(Rn) al operador
resolvente del problema de Dirichlet en A. Si f ∈ L2(Rn), RA( f ) = u, donde u es la
solución débil de −∆u = f en A:

∫
A
∇u∇vdx =

∫
A

f vdx, ∀v ∈ H1
0(A),

u ∈ H1
0(A).

Decimos que A ⊂ Rn es un abierto fino si es unión arbitraria de intersecciones
finitas de conjuntos de la forma {u > r} o {u < r}, donde u ∈ H1(Rn) es una función
super-armónica y r ∈ R. Decimos que una función u es super-armónica en A, si
v ≤ u en A, para toda v tal que ∆v = 0 en A y v ≤ u en ∂A. La topologı́a definida por
los abiertos finos hace continuas a las funciones super-armónicas de Rn. Se puede
ver que una base de la clase de abiertos finos para un punto x ∈ Rn es la clase de
conjuntos de la forma

k⋂
h=1

{y ∈ B : uh(y) < rh},

donde B es una bola que contiene al punto x, uh es super-armónica en B tal que
uh(x) = 0 y rh > 0, para cada h. Se puede ver más en [11, Capı́tulo XI, Parte I].

Sea µ una medida de Borel positiva que se anula en todos los conjuntos de
capacidad cero ( µ ∈ M0). El conjunto regular de la medida µ, lo notamos Aµ.

Aµ = {∪A : A abierto fino, µ(A) < ∞}
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El operador resolvente asociado a µ es Rµ : L2(Rn) → L2(Rn), para f ∈ L2(Rn),
Rµ( f ) = u, donde u es la solución débil de −∆u + µu = f en Rn, es decir,

∫
Rn
∇u∇vdx +

∫
Rn

uvdµ =
∫

Aµ

f vdx, ∀v ∈ H1(Rn) ∩ L2(Rn, µ),

u ∈ H1(Rn) ∩ L2(Rn, µ).

Notamos RA(1) = wA, Rµ(1) = wµ, si |A| y |Aµ| son finitas.

Ejemplo 5.4.1. Se tiene que

H1(Rn) ∩ L2(Rn,∞Ac) = H1
0(A),

para todo A ⊂ Rn cuasi-abeirto con |A| < ∞

Demostración. Sea u ∈ H1
0(A) ⊂ H1(Rn). Por definición del espacio H1

0(A), u = 0
q.t.p. de Ac. Es decir, cap({u , 0} ∩Ac) = 0. Por lo tanto,∞Ac({u , 0}) = 0. Luego,∫

Rn

|u|2d∞Ac =

∫
{u,0}

|u|2d∞Ac = 0.

Ası̀, u ∈ L2(Rn,∞Ac).

Sea u ∈ H1(Rn) ∩ L2(Rn,∞Ac). Dado ε > 0, usando la desigualdad de Chebys-
hev y que u ∈ L2(Rn,∞Ac), tenemos que

∞Ac({u ≥ ε}) ≤
1
ε2

∫
Rn

|u|2d∞Ac < ∞

Como ∞Ac puede tomar sólo dos valores (0 ó +∞), resulta ∞Ac({u ≥ ε}) = 0, para
todo ε > 0. Luego, ∞Ac({u > 0}) = 0. Haciendo la misma cuenta para −u (que
también pertenece a H1(Rn) ∩ L2(Rn,∞Ac)), se tiene que ∞Ac({u < 0}) = 0. Por lo
tanto, ∞Ac({u , 0}) = 0. Es decir, cap({u , 0} ∩ Ac) = 0. Entonces, u = 0 q.t.p. de
Ac. Luego, u ∈ H1

0(A). �

El espacio H1(Rn) ∩ L2(Rn, µ), con producto interno

〈u, v〉 =

∫
Rn

∇u∇vdx +

∫
Rn

uvdx +

∫
Rn

uvdµ

resutla ser un espacio de Hilbert separable. Se puede ver una demostración en [5].

Observación 5.4.2. Sea µ ∈ M0 tal que |Aµ| < ∞. Entonces,

H1(Rn) ∩ L2(Rn, µ) ⊂ H1
0(Aµ).
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Demostración. Sea u ∈ H1(Rn)∩L2(Rn, µ). Recordemos que trabajamos con los re-
presentantes cuasi-continuos de las funciones en H1(Rn). Por [10, Proposición 3.6,
Capı́tulo II], sabemos que u es continua fina q.t.p. de Rn por ser una función cuasi-
continua en Rn. Entonces, para cada ε > 0, {u > ε} es un abierto fino. Además, por
la desigualdad de Chebyshev y el hecho de que u ∈ L2(Rn, µ), tenemos que

µ({u > ε}) ≤
1
ε2

∫
Rn

|u|2dµ < ∞

Entonces, {u > 0} ⊂ Aµ. Usando el mismo razonamiento para −u (que también es
una función de L2(Rn, µ)), tenemos que {u < 0} ⊂ Aµ. Por lo tanto, {u , 0} ⊂ Aµ,
cuasi todo punto. Luego, u ∈ H1

0(Aµ). �

Observación 5.4.3. Si |Aµ| < ∞, ‖u‖2 =
∫
Rn
|∇u|2dx +

∫
Rn
|u|2dµ es una norma equi-

valente en H1(Rn) ∩ L2(Rn, µ).

Demostración. Es claro que ‖u‖2 ≤
∫
Rn
|∇u|2 + |u|2dx +

∫
Rn
|u|2dµ para cada función

u ∈ H1(Rn) ∩ L2(Rn, µ).

Como |Aµ| < ∞, por la observación 5.4.2, sé que H1(Rn)∩L2(Rn, µ) ⊂ H1
0(Aµ).

Ası́, u = 0 q.t.p. de Rn \ Aµ para toda u ∈ H1(Rn) ∩ L2(Rn, µ). Por lo tanto, usando
ese hecho y luego la desigualdad de Poincaré 2.1.22, tenemos que∫
Rn

|∇u|2dx +

∫
Rn

|u|2dx +

∫
Rn

|u|2dµ =

∫
Aµ

|∇u|2dx +

∫
Aµ

|u|2dx +

∫
Aµ

|u|2dµ

≤

∫
Aµ

|∇u|2dx + M
∫
Aµ

|∇u|2dx +

∫
Rn

|u|2dµ

= (1 + M)
(∫
Rn

|∇u|2dx +

∫
Rn

|u|2dµ
)
,

lo que concluye la demostración. �

Sea (Ah)h una sucesión de cuasi-abiertos de Rn, con |Ah| ≤ c∀h ∈ N. Recorde-
mos que podemos asignarle a cada cuasi-abierto Ah la medida ∞Ac

h
∈ M0. Luego,

por el teorema de compacidad en M0 5.3.10, tenemos que (∞Ac
h
)h γ-converge a

una medida µ ∈ M0 (para una subsucesión que seguimos notando con h). En tal
caso, diremos que (Ah)h γ-converge a µ enM0. Es decir, si (FAh(·,Ω))h Γ-converge
a Fµ(·,Ω) en L2(Rn) para todo abierto acotado Ω de Rn, donde

FAh(u,Ω) = F∞Ac
h
(u,Ω) =

∫
Ω

|∇u|2dx + χH1
0 (Ah∩Ω)(u) (5.4.1)
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Fµ(u,Ω) =

∫
Ω

|∇u|2dx +

∫
Ω

|u|2dµ + χH1
0 (Ω)(u), (5.4.2)

donde se define la función caracterı́stica χH1
0 (A) como

χH1
0 (A)(u) =

0 si u ∈ H1
0(A)

+∞ sino.

Definimos
Fh(u) =

∫
Rn

|∇u|2dx + χH1
0 (Ah)(u) (5.4.3)

F(u) =

∫
Rn

|∇u|2dx +

∫
Rn

|u|2dµ (5.4.4)

Lema 5.4.4. Sea (Ah)h una sucesión de cuasi-abiertos de Rn, con |Ah| ≤ c para
toda h ∈ N, tal que (Ah)h γ-converge a µ ∈ M0. Sea u ∈ L2(Rn).

Entonces, para toda sucesión (uh)h en L2(Rn) tal que (uh)h converge a u débil
en L2(Rn), se tiene que F(u) ≤ lı́m inf

h→+∞
Fh(uh).

Demostración. Sea (uh)h una sucesión en L2(Rn) tal que (uh)h converge a u débil
en L2(Rn).

-Si lı́m inf
h→+∞

Fh(uh) = ∞, el reusltado vale trivialmente.

-Supongamos lı́m inf
h→+∞

Fh(uh) < ∞. Es decir,

lı́m inf
h→+∞

{∫
Rn

|∇uh|
2dx + χH1

0 (Ah)(uh)
}
< ∞

Entonces, existe una subsucesión de (uh)h (que seguimos notando con h) tal que
uh ∈ H1

0(Ah) y lı́m
h→+∞

∫
Rn
|∇uh|

2dx < ∞. Luego, existe una constante M > 0 tal

que
∫
Rn
|∇uh|

2dx ≤ M para toda h ∈ N. Por lo tanto, (uh)h es acotada en H1(Rn).

Entonces, existe una subsucesión (que seguimos notanto con h) y v ∈ H1(Rn) tal
que (uh)h converge a v débil en H1(Rn). Pero, sé que (uh)h converge a u débil en
L2(Rn). Luego, v = u.

Sea R > 0. Considero una función de corte ρR ∈ C∞c (Rn) tal que ρR = 1 en
BR(0), ρR = 0 en Rn \ B2R(0), 0 ≤ ρR ≤ 1. Entonces, ρRuh, ρRu ∈ H1(B2R(0)) y
(ρRuh)h converge a ρRu débil en H1(B2R(0)). Por Rellich-Kondrachov, la inclusión
H1(B2R(0)) ↪→ L2(B2R(0)) es compacta. Entonces, (ρRuh)h converge a ρRu fuerte
en L2(B2R(0)).

Como (Ah)h γ-converge a µ, sé que la sucesión de funcionales (FAh(·,Ω))h Γ-
converge a Fµ(·,Ω) en L2(Rn), para todo abierto acotado Ω de Rn (ver 5.4.1, 5.4.2).
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Considero Ω = B2R(0). Entonces, (FAh(·, B2R(0)))h Γ-converge a Fµ(·, B2R(0)) en
L2(Rn).

Por la primera condición de la definición de Γ-convergencia (ver 5.1.1) y el
hecho de que (ρRuh)h converge a ρRu fuerte en L2(B2R(0)), tenemos que

Fµ(ρRu, B2R(0)) ≤ lı́m inf
h→+∞

FAh(ρRuh, B2R(0)),

es decir, ∫
B2R(0)

|∇(ρRu)|2dx +

∫
B2R(0)

|ρRu|2dµ ≤ lı́m inf
h→+∞

∫
B2R(0)

|∇(ρRuh)|2dx

Desarrollando,∫
B2R(0)

|∇(ρRu)|2dx =

∫
B2R(0)

[
|∇ρR|

2|u|2 + 2ρRu∇ρR∇u + ρ2
R|∇u|2

]
dx

además,∫
B2R(0)

|∇(ρRuh)|2dx =

∫
B2R(0)

[
|∇ρR|

2|uh|
2 + 2ρRuh∇ρR∇uh + ρ2

R|∇uh|
2
]
dx

(a) Veamos que

lı́m
h→+∞

{ ∫
B2R(0)

2ρRuh∇ρR∇uhdx
}

=

∫
B2R(0)

2ρRu∇ρR∇udx

Vamos a usar el hecho de que (ρRuh)h converge a ρRu fuerte en L2(B2R(0)).∣∣∣∣∣ ∫
B2R(0)

ρRuh∇ρR∇uhdx −
∫

B2R(0)
ρRu∇ρR∇udx

∣∣∣∣∣ =∣∣∣∣∣ ∫
B2R(0)

ρRuh∇ρR∇uh − ρRu∇ρR∇uh + ρRu∇ρR∇uh − ρRu∇ρR∇udx
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ∫

B2R(0)
(ρRuh − ρu)∇ρR∇uh + ρRu∇ρR∇(uh − u)dx

∣∣∣∣∣
Por un lado, usando la desigualdad de Hölder, ‖∇ρR‖∞ ≤ m y ‖uh‖H1 ≤ k (es

una sucesión acotada en H1(Rn)),∣∣∣∣∣ ∫
B2R(0)

(ρRuh − ρu)∇ρR∇uhdx
∣∣∣∣∣ ≤ ‖ρR‖∞‖ρRuh − ρRu‖L2‖∇uh‖L2

≤ mk‖ρRuh − ρRu‖L2(B2R(0))

Luego, tiende a cero, pues (ρRuh)h converge a ρRu fuerte en L2(B2R(0)).
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Por otro lado,∣∣∣∣∣ ∫
B2R(0)

ρRu∇ρR∇(uh − u)dx
∣∣∣∣∣ =∣∣∣∣∣ ∫

B2R(0)
ρRu∇ρR∇(uh − u) + ρRuρR(uh − u) − ρRuρR(uh − u)dx

∣∣∣∣∣ =∣∣∣∣∣ ∫
B2R(0)

ρRu(∇ρR∇(uh − u) + ρR(uh − u)) − ρRuρR(uh − u)dx
∣∣∣∣∣

≤ ‖ρRu‖∞(ρR, uh − u)H1 + ‖ρRu‖∞
∫

B2R(0)
|ρR(uh − u)|dx

≤ ‖ρRu‖∞(ρR, uh − u)H1 + ‖ρRu‖∞|B2R(0)|1/2‖ρR(uh − u)‖L2(B2R(0))

Concluimos que tiende a cero, pues (uh)h converge a u débil en H1(Rn) y
(ρRuh)h converge a ρRu fuerte en L2(B2R(0)). Por lo tanto, vale (a).

(b) Veamos que

lı́m
h→+∞

{ ∫
B2R(0)

|∇ρR|
2|uh|

2dx
}

=

∫
B2R(0)

|∇ρR|
2|u|2dx

En efecto, como ‖∇ρR‖∞ ≤ m,∣∣∣∣∣ ∫
B2R(0)

|∇ρR|
2|uh|

2dx −
∫

B2R(0)

|∇ρR|
2|u|2dx

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ ∫
B2R(0)

|∇ρR|
2(|uh|

2 − |u|2)dx
∣∣∣∣∣

≤ ‖∇ρR‖
2
∞

∣∣∣∣∣ ∫
B2R(0)

|uh|
2 − |u|2dx

∣∣∣∣∣
≤ m2

∣∣∣∣∣‖uh‖
2
L2(B2R(0)) − ‖u‖

2
L2(B2R(0))

∣∣∣∣∣
Como (uh)h converge a u débil en H1(Rn), por Rellich-Kondrachov, tenemos

que (uh)h converge a u en L2
loc(Rn). Tomando K = B2R(0), resulta (uh)h converge a

u en L2(K). En particular, la sucesión de normas (‖uh‖L2(K))h converge a ‖u‖L2(K).
Entonces, vale (b). (El borde de K mide cero con respecto a la medida de Lebesgue
y las funciones en H1(Rn) están definidas cuasi-todo punto.)

Por (a) y (b), resulta∫
B2R(0)

ρ2
R|∇u|2dx +

∫
B2R(0)

ρ2
R|u|

2dµ ≤ lı́m inf
h→+∞

∫
B2R(0)

ρ2
R|∇uh|

2dx

Tomando lı́mite en R,

F(u) =

∫
Rn

|∇u|2dx +

∫
Rn

|u|2dµ ≤ lı́m inf
h→+∞

∫
Rn

|∇uh|
2dx = lı́m inf

h→+∞
Fh(uh),



5.4. γ-CONVERGENCIA II 63

como querı́amos ver.

�

Lema 5.4.5. Sea (Ah)h una sucesión de cuasi-abiertos de Rn, con |Ah| ≤ c para
toda h ∈ N, tal que (Ah)h γ-converge a µ ∈ M0.

Entonces, para toda u ∈ L2(Rn) tal que F(u) < ∞, existe una sucesión (uh)h en
L2(Rn) tal que (uh)h converge a u fuerte en L2(Rn) y F(u) = lı́m

h→+∞
Fh(uh).

Demostración. Sea u ∈ L2(Rn) tal que F(u) < ∞. Es decir,∫
Rn

|∇u|2dx +

∫
Rn

|u|2dµ < ∞,

por lo tanto, u ∈ H1(Rn) ∩ L2(Rn, µ).

Sea R > 0. Considero una función de corte ρR ∈ C∞c (Rn) tal que ρR = 1 en
BR(0), ρR = 0 en Rn \ B2R(0), 0 ≤ ρR ≤ 1. Entonces, (ρRu)R converge a u fuerte en
L2(Rn).

(a) Veamos que lı́m
R→+∞

F(ρRu) = F(u).

F(ρRu) =
∫
Rn
|∇(ρRu)|2dx +

∫
Rn
|ρRu|2dµ

Desarrollando,

F(ρRu) =
∫
Rn

[
|∇ρR|

2|u|2 + 2ρRu∇ρR∇u + ρ2
R|∇u|2

]
dx +

∫
Rn
ρ2

R|u|
2dµ

Por el teorema de convergencia mayorada para la medida de Lebesgue, tenemos
que

lı́m
R→+∞

∫
Rn

ρ2
R|∇u|2dx =

∫
Rn

|∇u|2dx

y, luego, para µ,

lı́m
R→+∞

∫
Rn

ρ2
R|u|

2dµ =

∫
Rn

|u|2dµ

Puedo elegir la sucesión (ρR)R de modo que lı́m
R→+∞

‖∇ρR‖L∞(Rn) = 0. Por ejem-

plo, ρR(x) = ρ1( x1
R ). Entonces,

lı́m
R→+∞

∫
Rn
|∇ρR|

2|u|2dx ≤
∫
Rn
|u|2dx lı́m

R→+∞
‖∇ρR‖

2
L∞(Rn) = 0

Por otro lado, usando que ρR ≤ 1, y la desigualdad de Hölder,

lı́m
R→+∞

∫
Rn
ρRu∇ρR∇udx ≤ ‖∇u‖L2(Rn)‖u‖L2(Rn) lı́m

R→+∞
‖∇ρR‖L∞(Rn) = 0

Por lo tanto, lı́m
R→+∞

F(ρRu) = F(u) como querı́amos ver.
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Como (Ah)h γ-converge a µ, sé que la sucesión de funcionales (FAh(·,Ω))h Γ-
converge a Fµ(·,Ω) en L2(Rn), para todo abierto acotado Ω de Rn (ver 5.4.1, 5.4.2).
Considero Ω = B2R(0). Entonces, (FAh(·, B2R(0)))h Γ-converge a Fµ(·, B2R(0)) en
L2(Rn).

Ahora, para cada R > 0, ρRu ∈ L2(B2R(0)) y F(ρRu) < ∞. Entonces, por
la segunda condición de la definición de Γ-convergencia (ver 5.1.1), tenemos que
existe una sucesión (uR

h )h en L2(Rn) tal que (uR
h )h converge a ρRu fuerte en L2(Rn)

y
lı́m

h→+∞
FAh(uR

h , B2R(0)) = Fµ(ρRu, B2R(0)),

es decir,
lı́m

h→+∞
Fh(uR

h ) = F(ρRu).

Con un argumento diagonal, exite una sucesión (Rh)h tal que (uRh
h )h converge a

u fuerte en L2(Rn) y
lı́m

h→+∞
Fh(uRh

h ) = F(u),

lo que concluye la demostración. �

Proposición 5.4.6. Sea (Ah)h una sucesión de cuasi-abiertos de Rn, con |Ah| ≤ c
para toda h ∈ N, tal que (Ah)h γ-converge a µ ∈ M0.

Entonces, la sucesión de funcionales (Fh)h Γ-converge a F en L2(Rn) débil y
fuerte.

Demostración. Sigue de las proposiciones 5.4.4 y 5.4.5 y el hecho de que conver-
gencia fuerte implica convergencia débil. �

Lema 5.4.7. Sea D ⊂ Rn abierto acotado. Sea (Eh)h una sucesión de cuasi-
abiertos de Rn tal que Eh ⊂ D para toda h ∈ N, (Eh)h γ-converge a ν ∈ M0
y (wEh)h converge a η débil en H1(Rn). Entonces, Aν ∩ D = {η > 0}, salvo un
conjunto de capacidad cero.

Se puede ver una demostración en [5].

Proposición 5.4.8. Sea (Ah)h una sucesión de cuasi-abiertos de Rn, con |Ah| ≤ c
para toda h ∈ N, tal que (Ah)h γ-converge a µ ∈ M0 y (wAh)h converge a w fuerte
en L2(Rn). Notamos A = {w > 0}.

Entonces, |A| ≤ c y A = Aµ , salvo un conjunto de capacidad cero.

Demostración.

• Veamos que |A| ≤ c.

Dado ε > 0, tenemos que

{w ≥ ε} ⊂ {|w − wAh | ≥ ε/2} ∪ {wAh ≥ ε/2}
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Entonces, usando la desigualdad de Chebyshev y que |Ah| ≤ c para toda h ∈ N,∣∣∣∣{w ≥ ε}∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣{|w − wAh | ≥ ε/2}
∣∣∣∣ +

∣∣∣∣{wAh ≥ ε/2}
∣∣∣∣

≤
4
ε2

∫
Rn

|w − wAh |
2dx + |Ah|

≤
4
ε2

∫
Rn

|w − wAh |
2dx + c

Tomando lı́mite en h, como (wAh)h converge a w fuerte en L2(Rn), resulta

|{w ≥ ε}| ≤
4
ε2 lı́m inf

h→+∞

∫
Rn

|w − wAh |
2dx + c = c

Por lo tanto, |{w ≥ ε}| ≤ c, para todo ε > 0. Luego, |A| = |{w > 0}| ≤ c.

• Veamos que A = Aµ, salvo un conjunto de capacidad cero.

Como (Ah)h γ-converge a µ, por la proposición 5.4.6 sé que (Fh)h Γ-converge
a F fuerte en L2(Rn). Como (wAh)h converge a w fuerte en L2(Rn), por la Γ-
convergencia vale que

F(w) ≤ lı́m inf
h→+∞

Fh(wAh)

Usando la desigualdad de Poincaré 2.1.22 y la desigualdad de Hölder,∫
Rn

|∇wAh |
2dx =

∫
Ah

wAhdx ≤ |Ah|
1/2‖wAh‖L2(Ah)

≤ c1/2β(|Ah|)‖∇wAh‖L2(Rn) ≤ c1/2β(c)‖∇wAh‖L2(Rn)

Por lo tanto, (wAh)h es acotada en H1(Rn). Usando la definición de los funcionales
y que la sucesión (wAh)h es acotada en H1(Rn), tenemos

F(w) ≤ lı́m inf
h→+∞

Fh(wAh) = lı́m inf
h→+∞

∫
Rn

|∇wAh |
2dx

≤ M(c) = M < ∞

Luego, ∫
Rn

w2dµ ≤
∫
Rn

|∇w|2dx +

∫
Rn

w2dµ = F(w) < ∞

En particular, w ∈ L2(Rn, µ) y por ende A = {w > 0} ⊂ Aµ. Pues, para cada ε > 0,
usando la desigualdad de Chebyshev, tenemos que

µ({w > ε}) ≤
1
ε2

∫
Rn

w2dµ < ∞
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Por lo tanto, A ⊂ Aµ.

Por otro lado, dado Ω ⊂ Rn abierto acotado, si (wAh∩Ω)h converge a wΩ débil
en H1(Rn), por el lema 5.4.7, tomando Eh = Ah ∩ Ω y ν = µ|Ω, tenemos que
Aµ ∩Ω = {wΩ > 0}.

Como 0 ≤ 1Ah∩Ω ≤ 1Ah , por el principio de comparación del problema de
Dirichlet, resulta 0 ≤ wAh∩Ω ≤ wAh . Entonces, tomando lı́mite en la desigualdad,
0 ≤ wΩ ≤ w. Por lo tanto, {wΩ > 0} ⊂ {w > 0}. Ahora, esto vale para todo Ω

acotado arbitrario. Luego, Aµ ⊂ A. Pues,

Aµ =
⋃
k∈N

Aµ ∩ Bk(0)

y cada Aµ ∩ Bk(0) ⊂ A. �

Observación 5.4.9. Sea (Ah)h una sucesión de cuasi-abiertos de Rn, con |Ah| ≤ c
para toda h ∈ N, tal que (Ah)h γ-converge a µ ∈ M0 y (wAh)h converge a w fuerte
en L2(Rn). Entonces, w ∈ H1(Rn) ∩ L2(Rn, µ).

Demostración. En la demostración de la proposición 5.4.8 se ve que w ∈ L2(Rn, µ).
�

Teorema 5.4.10. Sea (Ah)h una sucesión de cuasi-abiertos de Rn, con |Ah| ≤ c
para toda h ∈ N, tal que (Ah)h γ-converge a µ ∈ M0 y (wAh)h converge a w fuerte
en L2(Rn). Notamos A = {w > 0}. Definimos

Gh(u) =
∫
Rn
|∇u|2dx + χH1

0 (Ah)(u) −
∫
Ah

udx

G(u) =
∫
Rn
|∇u|2dx +

∫
Rn
|u|2dµ −

∫
A

udx

Entonces, la sucesión de funcionales (Gh)h Γ-converge a G en L2(Rn).

Más aún, G(w) = mı́n
L2(Rn)

G = mı́n
H1(Rn)∩L2(Rn,µ)

G.

Demostración. Observemos que

Gh(u) = Fh(u) −
∫
Ah

udx

G(u) = F(u) −
∫
A

udx

(a) Sea u ∈ L2(Rn). Veamos que para toda sucesión (uh)h en L2(Rn) tal que
(uh)h converge a u fuerte en L2(Rn) se tiene G(u) ≤ lı́m inf

h→+∞
Gh(uh).

Sea (uh)h en L2(Rn) tal que (uh)h converge a u fuerte en L2(Rn).

-Si lı́m inf
h→+∞

Gh(uh) = +∞, el resultado vale trivialmente.

-Supongamos lı́m inf
h→+∞

Gh(uh) < ∞.
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Por la proposición 5.4.6, sé que (Fh)h Γ-converge a F fuerte en L2(Rn). Enton-
ces,

F(u) ≤ lı́m inf
h→+∞

Fh(uh).

En particular, u ∈ H1(Rn) ∩ L2(Rn, µ) ⊂ H1
0(Aµ) = H1

0(A) (ver observación 5.4.2).

Veamos que lı́m
h→+∞

∫
Ah

uhdx =
∫
A

udx.

Por la proposición 5.4.8, sabemos que |A| ≤ c. Entonces, usando la desigualdad
de Hölder, y que uh ∈ H1

0(Ah) y u ∈ H1
0(A),∣∣∣∣ ∫

Ah

uhdx −
∫
A

udx
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ ∫
Rn

uhdx −
∫
Rn

udx
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ ∫
Ah∪A

(uh − u)dx
∣∣∣∣

≤ |Ah ∪ A|1/2‖uh − u‖L2(Rn)

≤ (2c)1/2‖uh − u‖L2(Rn).

Tomando lı́mite en h, como (uh)h converge a u en L2(Rn), resulta

lı́m
h→+∞

∣∣∣∣ ∫
Ah

uhdx −
∫
A

udx
∣∣∣∣ = 0

Por lo tanto,

G(u) = F(u) −
∫
A

udx ≤ lı́m inf
h→+∞

Fh(uh) − lı́m
h→+∞

∫
Ah

uhdx

= lı́m inf
h→+∞

{
Fh(uh) −

∫
Ah

uhdx
}

= lı́m inf
h→+∞

Gh(uh),

como querı́amos ver.

(b) Sea u ∈ L2(Rn) tal que G(u) < ∞. Veamos que existe una sucesión (uh)h en
L2(Rn) tal que (uh)h converge a u fuerte en L2(Rn) y

G(u) = lı́m
h→+∞

Gh(uh).

Por la proposicción 5.4.6, (Fh)h Γ-converge a F en L2(Rn). Como u ∈ L2(Rn) y
F(u) < ∞ (pues G(u) < ∞), tenemos que existe una sucesión (uh)h en L2(Rn) tal
que (uh)h converge a u fuerte en L2(Rn) y

F(u) = lı́m
h→+∞

Fh(uh).

Al igual que en la parte (a), tenemos que lı́m
h→+∞

∫
Ah

uhdx =
∫
A

udx. Por lo tanto, vale

G(u) = lı́m
h→+∞

Gh(uh).
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De (a) y (b), concluimos que (Gh)h Γ-converge a G fuerte en L2(Rn).

• Por último, probemos que w es el mı́nimo de G.

Por la proposición 5.1.5 y el hecho de que wAh es el mı́nimo de Gh y G tiene un
único punto mı́nimo (por ser extrictamente convexa), resulta que (wAh)h converge a
la función que alcanza el mı́nimo de G fuerte en L2(Rn). Pero, por hipótesis, (wAh)h

converge a w fuerte en L2(Rn) y además w ∈ H1(Rn)∩L2(Rn, µ) (por la observación
5.4.9). Por lo tanto, G(w) = mı́n G. �

Corolario 5.4.11. Sea (Ah)h una sucesión de cuasi-abiertos de Rn, con |Ah| ≤ c
para toda h ∈ N, tal que (Ah)h γ-converge a µ ∈ M0 y (wAh)h converge a w fuerte
en L2(Rn). Notamos A = {w > 0}.

Entonces, w = wµ.

Demostración. Por el teorema anterior, w ∈ H1(Rn)∩ L2(Rn, µ) y G(w) = mı́n G y
esto es equivalente a ser solución débil de −∆w + µw = 1 en Rn. �

Proposición 5.4.12. Sea (Ah)h una sucesión de cuasi-abiertos de Rn, con |Ah| ≤ c
para toda h ∈ N, tal que (Ah)h γ-converge a µ ∈ M0 y (wAh)h converge a w fuerte
en L2(Rn). Notamos A = {w > 0}. Sea ( fh)h sucesión en L2(Rn) y f ∈ L2(Rn) tales
que ( fh)h converge a f débil en L2(Rn) y ‖ fh‖L2(Rn) ≤ 1 para toda h ∈ N. Definimos

Ih(u) =
∫
Rn
|∇u|2dx + χH1

0 (Ah)(u) −
∫
Ah

fhudx

I(u) =
∫
Rn
|∇u|2dx +

∫
Rn
|u|2dµ −

∫
A

fhudx

Entonces, la sucesión de funcionales (Ih)h Γ-converge a I en L2(Rn).

Más aún, I(w) = mı́n
L2(Rn)

I = mı́n
H1(Rn)∩L2(Rn,µ)

I

Demostración. Por la proposición 5.4.6, sé que (Fh) Γ-converge a F en L2(Rn)
fuerte. Notar que

Ih(u) = Fh(u) −
∫
Ah

fhudx

I(u) = F(u) −
∫
A

f udx.

De manera análoga a la prueba de 5.4.10, alcanza con ver que dada una función
u ∈ L2(Rn) y una sucesión (uh)h en L2(Rn) que converge a u fuerte en L2(Rn) e
lı́m infh Ih(uh) < ∞, se tiene

lı́m
h→+∞

∫
Ah

fhuhdx =

∫
A

f udx.
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Como (Fh) Γ-converge a F, (uh)h converge a u fuerte en L2(Rn) e lı́m infh Ih(uh) <
∞, tenemos que

F(u) ≤ lı́m inf
h→+∞

F(uh) < ∞

En particular, uh ∈ H1
0(Ah) para cada h ∈ N y u ∈ H1(Rn)∩ L2(Rn) ⊂ H1

0(A) (por la
observación 5.4.2). Entonces, usando la desigualdad de Hölder y que ‖ fh‖L2(Rn) ≤ 1,
tenemos que∫

Ah

fhuhdx −
∫
A

f udx =

∫
Ah∪A

fhuh − f udx =

∫
Ah∪A

fhuh − fhu + fhu − f udx

=

∫
Rn

fh(uh − u)dx +

∫
Rn

( fh − f )udx

≤ ‖ fh‖L2(Rn)‖uh − u‖L2(Rn) + ( fh − f , u)L2(Rn)

≤ ‖uh − u‖L2(Rn) + ( fh − f , u)L2(Rn)

Como ( fh)h converge a f débil en L2(Rn) y (uh)h converge a u fuerte en L2(Rn),
tomando lı́mite en h resulta

lı́m
h→+∞

∫
Ah

fhuhdx =

∫
A

f udx,

como querı́amos ver. �

Corolario 5.4.13. Sea (Ah)h una sucesión de cuasi-abiertos de Rn, con |Ah| ≤ c
para toda h ∈ N, tal que (Ah)h γ-converge a µ ∈ M0 y (wAh)h converge a w fuerte
en L2(Rn). Notamos A = {w > 0}. Sea ( fh)h sucesión en L2(Rn) y f ∈ L2(Rn) tales
que ( fh)h converge a f débil en L2(Rn) y ‖ fh‖L2(Rn) = 1 para toda h ∈ N.

Entonces, la sucesión (RAh( fh))h converge a Rµ( f ) fuerte en L2(Rn).

Demostración. Se puede ver que para todo λ ∈ R existe un compacto Kλ ⊂ L2(Rn)
tal que

Eλ = {v ∈ L2(Rn) : Ih(v) ≤ λ} ⊂ Kλ

Se prueba de manera análoga a la implicación (i)⇒(ii) de la proposición 5.2.3.
Entonces, por la proposicón 5.1.5, tenemos que

lı́m
h→+∞

ı́nf
L2(Rn)

Ih = mı́n
L2(Rn)

I = I(w).

La última igualdad es consecuencia de la proposición 5.4.12. Como RAh( fh) es
mı́nimo de Ih e I tiene un único punto mı́nimo (por ser estrictamente convexa),
usando la segunda parte de la proposición 5.1.5, resulta que (RAh( fh))h converge a
Rµ( f ) fuerte en L2(Rn), como querı́amos ver. �



Capı́tulo 6

Diseño óptimo I

El objetivo de esta capı́tulo es estudiar la existencia de solución para el siguien-
te problema de optimización de forma

mı́n{F(A) : A ⊂ Ω, A cuasi-abierto, |A| = c} (6.0.1)

donde Ω ⊂ Rn es un abierto acotado, F es decreciente respecto de la inclusión de
conjuntos y semicontinua inferior en A(Ω) con respecto a la γ-convergencia; con
A(Ω) = {A : A ⊂ Ω, cuasi-abierto}.

Este resultado, se debe al trabajo de Buttazzo y Dal Maso [6].

6.1. Enunciado y ejemplo

Enunciamos el teorema principal de este capı́tulo.

Teorema 6.1.1. Sea Ω ⊂ Rn un abierto acotado. Notamos A(Ω) a la clase de
conjuntos cuasi-abiertos contenidos en Ω. Sea F : A(Ω) → R una función que
satisface

(i) F es semicontinua inferior con respecto a la γ-convergencia.

(ii) F es decreciente, es decir, F(A) ≥ F(B), si A ⊂ B.

Entonces, para toda constante c entre 0 y |Ω|, el mı́nimo

mı́n{F(A) : A ∈ A(Ω), |A| = c} (6.1.1)

se alcanza.

Ejemplo 6.1.2 (Dominios con k-ésimo autovalor mı́nimo). Para todo A ∈ A(Ω)
sea λk(A) es k-ésimo autovalor del operador −∆ en H1

0(A), con la convención de
que λk(A) = +∞ si cap(A) = 0. Es conocido que las funciones A → λk(A) son
decrecientes con respecto a la inclusión, ver [7, Capı́tulo VI, Teorema 3]. Más aún,

70
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son continuas respecto de la γ-convergencia, entonces podemos aplicar el teorema
6.1.1, y para todo k ∈ N y 0 ≤ c ≤ |Ω| obtenemos que el mı́nimo

mı́n{λk(A) : A ∈ A(Ω), |A| = c}

se alcanza.

Más generalmente, el mı́nimo

mı́n{Φ(λ(A)) : A ∈ A(Ω), |A| = c}

se alcanza, donde λ(A) denota la sucesión (λk(A))k y la función Φ : R
n
→ R es

semicontinua inferior y creciente en el sentido de que

λh
k → λk ∀k ∈ N⇒ Φ(λ) ≤ lı́m inf

h→+∞
Φ(λh),

λk ≤ µk ∀k ∈ N⇒ Φ(λ) ≤ Φ(µ).

6.2. Demostraciones

Necesitaremos el siguiente resultado, que es una aplicación del teorema de
obstáculo 2.3.7.

Definimos para A ⊂ Ω cuasi-abierto,

KA = {u ∈ H1
0(Ω) : u ≤ 0 q.t.p. en Ω \ A}.

Como KA es convexo, cerrado y no vacı́o en H1
0(Ω), el teorema 2.3.7 nos garantiza

que existe una única uA tal queuA ∈ KA,∫
Ω

∇uA∇(v − uA)dx ≥
∫
Ω

(v − uA)dx ∀v ∈ KA

Para el problema anterior, vale el principio del máximo:

Proposición 6.2.1. Sea uA la solución deuA ∈ KA,∫
Ω

∇uA∇(v − uA)dx ≥
∫
Ω

(v − uA)dx ∀v ∈ KA

Entonces, uA ≥ 0 q.t.p. de Ω.

Demostración. Considero w = máx{uA, 0}. Tenemos que w ≥ 0 q.t.p. de Ω. Vea-
mos que w = uA.
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De manera análoga a la demostración de 2.3.11, se puede ver que KA es cerrado
con respecto a tomar máximo de dos elementos en KA. Por lo tanto, como uA y 0
pertenecen a KA, vale que w ∈ KA. Entonces, puedo considerarla como función test
en la desigualdad variacional que verifica uA,∫

Ω

∇uA∇(w − uA)dx ≥
∫
Ω

(w − uA)dx.

Como w ≥ uA, tenemos que∫
Ω

∇uA∇(w − uA)dx ≥
∫
Ω

(w − uA)dx ≥ 0,

por lo tanto, ∫
Ω

∇uA∇(w − uA)dx ≥ 0.

Por otro lado, usando la definición de w, tenemos que

0 ≤
∫
Ω

∇uA∇(w − uA)dx =

∫
{uA>0}

∇uA∇(w − uA)dx +

∫
{uA≤0}

∇uA∇(w − uA)dx

=

∫
{uA>0}

∇uA∇(uA − uA)dx +

∫
{uA≤0}

∇uA∇(0 − uA)dx

= −

∫
{uA≤0}

|∇uA|
2dx ≤ 0.

Concluimos que uA = 0 q.t.p. de {uA ≤ 0}. Por lo tanto, uA ≥ 0 q.t.p. de Ω. �

Una demostración más general se puede ver en Kinderlehrer & Stampacchia
[16, Capı́tulo II, Teorema 6.4]).

Recordamos que para cada A ∈ A(Ω), llamamos wA a la única solución de

− ∆wA = 1 en A, wA ∈ H1
0(A) (6.2.1)

en el sentido ∫
A

∇wA∇vdx =

∫
A

vdx ,∀v ∈ H1
0(A)

Observación 6.2.2. Para la wA definida arriba vale que

− ∆wA ≤ 1 en Ω (6.2.2)

y que
wA ≥ w q.t.p. ∈ Ω (6.2.3)

para toda función w ∈ H1
0(Ω) con w ≤ 0 q.t.p. en Ω \ A y −∆w ≤ 1 en Ω.
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Demostración. Consideremos la solución uA de la desigualdad variacional

uA ∈ KA,

∫
Ω

∇uA∇(v − uA)dx ≥
∫
Ω

(v − uA)dx ∀v ∈ KA (6.2.4)

donde
KA = {u ∈ H1

0(Ω) : u ≤ 0 q.t.p. en Ω \ A}. (6.2.5)

(El problema anterior tiene solución, por lo visto al inicio de esta sección).

• Veamos que uA ∈ H1
0(A)

Por la proposición 6.2.1, tenemos que uA ≥ 0 q.t.p. en Ω. Además, uA ∈ KA,
entonces uA ≤ 0 q.t.p. de Ω \ A. Por lo tanto, uA = 0 q.t.p. de Ω \ A. Luego,
uA ∈ H1

0(A).

Afirmo que H1
0(A) ⊂ KA. En efecto, si z ∈ H1

0(A), z = 0 q.t.p de Ω \ A. En
particular, z ≤ 0 q.t.p. de Ω \ A. Por lo tanto, z ∈ KA.

• Veamos que uA es solución de (6.2.1).

Vimos que uA ∈ H1
0(A). Basta ver que −∆uA = 1 en A, en el sentido débil. Sea

v ∈ H1
0(A). Como uA ∈ H1

0(A), entonces, v + uA y −v + uA ∈ H1
0(A) ⊂ KA. De modo

que puedo tomar v+uA y −v+uA como funciones test en la desigualdad variacional
(6.2.4):

∗ Usando v + uA como función test, tenemos que∫
Ω

∇uA∇vdx ≥
∫
Ω

vdx

∗ Usando −v + uA como función test, tenemos que∫
Ω

∇uA∇vdx ≤
∫
Ω

vdx

Luego, vale la igualdad ∫
Ω

∇uA∇vdx =

∫
Ω

vdx

para toda v ∈ H1
0(A), obteniendo que uA es solución de la ecuación (6.2.1).

Por lo tanto, por unicidad de solución en el sentido débil, wA = uA.

Como todas las soluciones de desigualdades variacionales con condición de
obstáculo de la forma (6.2.5) son subsoluciones de la correspondiente ecuación,
concluimos que −∆wA ≤ 1 en Ω. En efecto, Sea v ∈ H1

0(Ω), v ≥ 0. En particular,
−v ≤ 0 en Ω \ A. Luego, −v ∈ KA. Tomo −v como función test en la desigualdad
variacional (6.2.4): ∫

Ω

∇uA∇(−v − uA)dx ≥
∫
Ω

(−v − uA)dx
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−

∫
Ω

∇uA∇vdx −
∫
Ω

|∇uA|
2dx ≥ −

∫
Ω

vdx −
∫
Ω

uAdx

Además, vimos que uA es solución de −∆uA = 1 en A. Entonces, tomando uA como
función test en la formulación débil, tenemos que∫

Ω

|∇uA|
2dx =

∫
Ω

uAdx

Lo que nos permite simplificar la desigualdad, obteniendo∫
Ω

∇uA∇vdx ≤
∫
Ω

vdx

para toda v ∈ H1
0(Ω), v ≥ 0. Es decir, −∆uA ≤ 1 en Ω. Luego, vale (6.2.2).

Sea w ∈ H1
0(Ω) tal que w ≤ 0 en Ω \ A y −∆w ≤ 1. Queremos ver que wA ≥ w

en Ω. Tenemos que 
−∆wA = 1 en A
−∆w ≤ 1 en A
w ≤ 0 = wA en ∂A

Entonces, por el principio del máximo, w ≤ wA en A. Más aún, w ≤ wA en Ω. Pues,
w ≤ 0 = wA en Ω \ A. �

Consideremos el conjunto

K = {w ∈ H1
0(Ω) : w ≥ 0,−∆w ≤ 1 en Ω}. (6.2.6)

Notar que K es no vacı́o. Por la observación 6.2.2, wA ∈ K para todo A ∈
A(Ω). Pues, de (6.2.2), usando el principio del máximo, tenemos que wA ≥ 0 en
A. Y como wA ∈ H1

0(A), sigue que wA = 0 q.t.p. de Ω \ A. Luego, wA ≥ 0 en Ω. Y
además vale (6.2.3).

Observación 6.2.3. K es convexo, cerrado y acotado en H1
0(Ω). Además, K es

compacto en L2(Ω).

Demostración. Es claro que K es convexo.

• Veamos que K es cerrado en H1
0(Ω).

Sea (wh)h enK que converge a w fuerte en H1
0(Ω). Quiero ver que w ≥ 0 y que

−∆w ≤ 1 en Ω.

Como (wh)h en K , (wh)h ≥ 0. La convergencia fuerte de H1
0(Ω), implica la

convergencia fuerte en L2(Ω) y c.t.p. de Ω, extrayendo alguna subsucesión si es
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necesario. Ası́, w ≥ 0. Por otro lado, −∆wh ≤ 1, es decir, para toda v ∈ H1
0(Ω),

v ≥ 0 se tiene que ∫
Ω

∇wh∇vdx ≤
∫
Ω

vdx

La convergencia fuerte en H1
0(Ω) implica la convergencia débil en H1

0(Ω). Esto
último es, para cada u ∈ H1

0(Ω), si 〈·, ·〉 ahora denota el producto interno en H1
0(Ω),

〈wh, u〉 → 〈w, u〉 cuando h→ +∞.

En particular,∫
Ω

∇w∇vdx = 〈w, v〉 = lı́m
h→+∞

〈wh, v〉 = lı́m
h→+∞

∫
Ω

∇wh∇vdx ≤
∫
Ω

vdx

Luego, −∆w ≤ 1.

• Veamos que K es acotado en H1
0(Ω).

Sea w ∈ K . Tomando w como función test en la desigualdad −∆w ≤ 1 obtene-
mos que ∫

Ω

|∇w|2dx ≤
∫
Ω

wdx (6.2.7)

Entonces,

‖w‖2H1
0 (Ω) =

∫
Ω

|∇w|2dx ≤
∫
Ω

wdx ≤
( ∫

Ω

|w|2dx
)1/2
|Ω|1/2

≤ c
( ∫

Ω

|∇w|2dx
)1/2
|Ω|1/2 = c|Ω|1/2‖w‖H1

0 (Ω).

Usamos en la segunda desigualdad, la desigualdad de Hölder, y en la tercera, la
desigualdad de Poincaré. Simplificando, obtenemos que

‖w‖H1
0 (Ω) ≤ c|Ω|1/2

concluyendo que K es acotado en H1
0(Ω).

• Veamos que K es compacto en L2(Ω).

Un resultado conocido de análisis funcional nos dice que si un conjunto es ce-
rrado fuerte en H1

0(Ω) y convexo, entonces es cerrado débil en H1
0(Ω). Además, por

el teorema de Rellich-Kondrachov, la inclusión de H1(Ω) ↪→ L2(Ω) es compacta,
tenemos que si un conjunto es cerrado débil y acotado en H1

0(Ω), resulta compacto
en L2(Ω). En efecto, sea (wh)h una sucesión en K . Veamos que admite una subsu-
cesión convergente en K , con respecto a la norma en L2(Ω). Como K es acotado
en H1

0(Ω), la sucesión (wh)h lo es. Luego, existe (wh j) j subsucesión de (wh)h que
converge débil a una w en H1

0(Ω). Como K es cerrado débil, w ∈ K . Además, por
Rellich-Kondrachov, (wh j) j converge fuerte a w en L2(Ω). �
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Para demostrar la existencia de una solución del problema (6.1.1) seguiremos
los siguientes pasos:

(1) Definiremos un funcional G en K tal que

G es decreciente en K , es decir, G(u) ≥ G(v) donde u ≤ v q.t.p. en Ω, (6.2.8)

G es semicontinua inferior en K para la topologı́a fuerte en L2(Ω), (6.2.9)

G(wA) = F(A) para todo A ∈ A(Ω). (6.2.10)

(2) Probaremos que el problema

mı́n{G(w) : w ∈ K , |{w > 0}| ≤ c}

tiene una solución w0.

(3) Probaremos que A0 = {w0 > 0} es un punto mı́nimo de

mı́n{F(A) : A ∈ A(Ω), |A| ≤ c}.

(4) Finalmente, la solución de (6.1.1) se obtiene ampliando el conjunto A0.

El primer paso es el más trabajaso. Los últimos tres, forman parte de la demos-
tración del teorema 6.1.1.

Construcción de G.

Para toda w ∈ K consideramos

J(w) = ı́nf{F(A) : A ∈ A(Ω),wA ≤ w} (6.2.11)

y definimos G como la envoltura semicontinua inferior de J enK con respecto a la
topologı́a fuerte de L2(Ω), es decir,

G(w) = ı́nf lı́m inf
h→+∞

J(wh), (6.2.12)

donde el ı́nfimo se toma sobre todas las sucesiones (wh)h en K que convergen a w
fuerte en L2(Ω).

Proposición 6.2.4. El funcional G definido arriba satisface las condiciones (6.2.8)
y (6.2.9).

Demostración. G resulta semicontinua inferior por construcción. Luego, G satis-
face (6.2.9).

Para probar (6.2.8) observemos que

• El funcional J es decreciente. Pues, si u ≤ v, entonces

{F(A) : A ∈ A(Ω)/wA ≤ u} ⊂ {F(A) : A ∈ A(Ω)/wA ≤ v}
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y tomando ı́nfimo resulta J(u) ≥ J(v).

• El supremo de dos funciones de K pertenece a K . Ver Proposición 2.3.11.
(Esto es una propiedad conocida de las subsoluciones de operadores elı́pticos, que
puede encontrarse con más generalidad, en el libro de Kinderlehrer y Stampacchia
[16, Teorema 6.6]).

Sean u y v en K con u ≤ v q.t.p. en Ω. Queremos ver que G(u) ≥ G(v).

Por (6.2.12) (definición de ı́nfimo), existe una sucesión (uh)h enK que conver-
ge fuerte en L2(Ω) a u tal que lı́m inf

h→+∞
J(uh) = G(u). Por definición de lı́mite inferior,

existe una subsucesión, que seguimos notando uh, tal que G(u) = lı́m
h→+∞

J(uh).

Si tomamos vh = v∨uh (recordemos que v∨uh = sup{v, uh}), como el supremo
entre dos funciones de K también es una función de K , resulta que las vh ∈ K .
Además, tomar supremo es una aplicación continua en L2(Ω) y (uh)h converge a u
en L2(Ω), tenemos que (v∨ uh)h converge a v∨ u en L2(Ω), es decir, (vh)h converge
a v en L2(Ω). Notemos que v ∨ u = v, ya que u ≤ v. Entonces,

G(v) ≤ lı́m inf
h→+∞

J(vh) ≤ lı́m
h→+∞

J(uh) = G(u),

donde la primera desigualdad se debe a la definición de G (6.2.12) y la segunda,
ocurre gracias a que vh ≥ uh y el funcional J es decreciente. Ası́, G(v) ≤ G(u). �

Para probar que G(wA) = F(A) para todo A ∈ A(Ω) necesitamos los siguientes
lemas.

Lema 6.2.5. Sea (Ah)h una sucesión de subconjuntos cuasi-abiertos de Ω tal que
(wAh)h converge a una función w débil en H1

0(Ω).

Sea (uh)h una sucesión en H1
0(Ω) tal que cada uh ∈ H1

0(Ah) y (uh)h converge a
una función u débil en H1

0(Ω). Entonces, u ∈ H1
0({w > 0}).

Demostración. Observemos que la condición uh ∈ H1
0(Ah) es equivalente a uh = 0

q.t.p. en Ω\Ah , y u ∈ H1
0({w > 0}) es equivalente a u = 0 q.t.p. en {w = 0} (sabemos

que w ≥ 0, pues cada wAh ≥ 0, por principio de comparación del problema de
Dirichlet y (wAh)h converge a w débil en H1

0(Ω), extrayendo una subsucesión, fuerte
en L2(Ω) y c.t.p.).

Consideramos los funcionales

Φh(v) =


∫
Ah

|∇v|2dx si v ∈ H1
0(Ah),

+∞ en otro caso

definimos en L2(Ω). Notemos que cada Φh coincide con el funcional asociado a la
medida ∞Ac

h
∈ M0 (el espacio de medidad capacitarias), para cada h ∈ N, ver el

ejemplo 5.3.2.
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Por el teorema de compacidad enM0 5.3.10, existe una subsucesión, que se-
guimos notando con h, y una medida µ ∈ M0 tales que (∞Ac

h
)h γ-converge a µ.

Por la definición de γ-convergencia 5.3.3, tenemos que la sucesión de funcionales
(Φh)h Γ-converge a Fµ(·,Ω) , que es el funcional asociado a µ en Ω, en L2(Ω). Lla-
mo Φ = Fµ(·,Ω). Entonces, por la definición del funcional asociado a µ (5.3.2),
tenemos que

Φ(v) =


∫
Ω

|∇v|2dx +
∫
Ω

|v|2dµ si v ∈ H1
0(Ω),

+∞ si no.

Luego, Φ es una forma cuadrática semicontinua inferior en L2(Ω) con dominio
D(Φ) contenido en H1

0(Ω). Más precisamente, D(Φ) = H1
0(Ω) ∩ L2(Ω, µ).

Como (uh)h converge débil en H1
0(Ω), es acotada. Por otro lado, (uh)h con-

verge a u fuerte en L2(Ω), usando el teorema de Rellich-Kondrachov y el hecho
de que converge a u débil en H1

0(Ω). Entonces, por la primera condición de la Γ-
convergencia de (Φh)h a Φ (ver 5.1.1), tenemos que

Φ(u) ≤ lı́m inf
h→+∞

Φh(uh) = lı́m inf
h→+∞

∫
Ω

|∇uh|
2dx < +∞;

entonces u ∈ D(Φ) = H1
0(Ω) ∩ L2(Ω, µ).

Sea V la clausura de D(Φ) en L2(Ω) y sea B : D(Φ) × D(Φ) → R la forma
bilineal asociada a Φ, definida por

B(v,w) =
1
4

(Φ(v + w) − Φ(v − w)) =

∫
Ω

∇v∇wdx +

∫
Ω

vwdµ.

También consideramos el operador lineal T : D(T )→ L2(Ω) definido por

D(T ) = {v ∈ D(Φ) : ∃ f ∈ V tal que B(v,w) = ( f ,w) ∀w ∈ D(Φ)},

donde B(v,w) = ( f ,w) es∫
Ω

∇v∇wdx +

∫
Ω

vwdµ =

∫
Ω

f wdx,

luego,
Tv = −∆v + µv = f ,

(ver la definición 3.2.2).

Notemos que, en general, D(T ) no es denso en L2(Ω). Sin embargo, por la
proposición 3.2.10, tenemos que D(T ) es denso en D(Φ) respecto a la norma

‖v‖Φ = (‖v‖2L2(Ω) + Φ(v))
1
2 ,
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es decir,

‖v‖Φ = (‖v‖2L2(Ω) +

∫
Ω

|∇v|2dx +

∫
Ω

|v|2dµ)
1
2 = (‖v‖2H1(Ω) +

∫
Ω

|v|2dµ)
1
2 .

Como ‖v‖Φ ≥ ‖v‖H1
0 (Ω), obtenemos que D(T ) es denso en D(Φ) con respecto a

la topologı́a fuerte de H1
0(Ω). Es decir,

D(T )
H1

0 (Ω)
= D(Φ) = H1

0(Ω) ∩ L2(Ω, µ).

Si vemos que para toda v ∈ D(T ), se tiene v = 0 q.t.p. de {w = 0}, como
u ∈ D(Φ), por un argumento de densidad, resulta u = 0 q.t.p. de {w = 0}.

Fijemos v ∈ D(T ) y sea f = Tv = −∆v + µv ; entonces v es un punto mı́nimo
del funcional

Ψ(z) =
1
2

Φ(z) − ( f , z) =
1
2

∫
Ω

|∇z|2dx +
1
2

∫
Ω

|z|2dµ −
∫
Ω

f zdx,

ver proposición 3.2.6.

Sea vh el punto mı́nimo del funcional

Ψh(z) =
1
2

Φh(z) − ( f , z) =
1
2

∫
Ah

|∇z|2dx −
∫
Ah

f zdx.

entonces, vh es solución del problema

−∆vh = f en Ah, vh ∈ H1
0(Ah).

Como (Φh)h Γ-converge a Φ y la aplicación z 7−→ ( f , z) es continua en L2(Ω),
tenemos que (Ψh)h Γ-converge a Ψ, por la observación 5.1.3. Entonces, la sucesión
de mı́nimos (vh)h converge débil a v en H1

0(Ω), por la proposición 5.1.5.

Para todo ε > 0 sea f ε ∈ L∞(Ω) tal que ‖ f ε − f ‖L2(Ω) < ε , y sea vεh la solución
de

−∆vεh = f ε en Ah, vεh ∈ H1
0(Ah).

Entonces, por linealidad y continuidad del problema de Dirichlet,

‖vεh − vh‖H1
0 (Ω) ≤ c‖ f ε − f ‖L2(Ω) ≤ cε.

Luego, existe una subsucesión que seguimos notando con h, tal que (vεh)h converge
débil a una función vε en H1

0(Ω).

vεh ⇀ vε y vh ⇀ v en H1
0(Ω)⇒ vεh − vh ⇀ vε − v en H1

0(Ω)
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Por lo tanto, por la semicontinuidad inferior de la norma, tenemos que

‖vε − v‖H1
0 (Ω) ≤ lı́m inf

h→+∞
‖vεh − vh‖H1

0 (Ω) ≤ cε.

Es suficiente mostrar que vε = 0 q.t.p. de {w = 0} para todo ε > 0. Tomando
cε = ‖ f ε‖L∞(Ω). Sabemos que

−∆vεh = f ε en Ah

vεh ∈ H1
0(Ah).

y

−∆(cεwAh) = cε en Ah

cεwAh ∈ H1
0(Ah)

Como f ε ≤ cε , por el principio de comparación del problema de Dirichlet,
tenemos que |vεh| ≤ cεwAh c.t.p. de Ah, entonces c.t.p. de Ω. Como vεh ⇀ vε y
wAh ⇀ w en H1

0(Ω), tenemos que convergen en L2(Ω) y c.t.p. de Ω. Ası́ |vε | ≤ cεw
c.t.p. de Ω, entonces q.t.p. de Ω, ya que vε , w ∈ H1(Ω). Esto implica que vε = 0
q.t.p. de {w = 0}.

Como ‖vε − v‖H1
0 (Ω) ≤ cε, vε → v en H1

0(Ω) cuando ε → 0. Luego, q.t.p en Ω.
Por lo tanto, v = 0 q.t.p. de {w = 0}. Probamos que v = 0 q.t.p. de {w = 0} para

toda v ∈ D(T ). Como u ∈ D(Φ) y D(Φ) = D(T )
‖·‖H1

0 (Ω) , u = 0 q.t.p. de {w = 0}. �

Observación 6.2.6. Si suponemos en la demostración anterior, que µ = ∞Ac para
A ∈ A(Ω), tenemos que u ∈ D(Φ) ⊂ H1

0(A), pues Φ = ΦA. Por el lema 2.2.8,
tenemos que wA > 0 en A, entonces A ⊂ {wA > 0}. Como wA ∈ H1

0(A), sé que
wA = 0 q.t.p. Ac. Por principio de comparación del problema de Dirichlet, vale
que wA ≥ 0 en Ω. Por lo tanto, {wA > 0} ⊂ A. Concluyendo que A = {wA > 0},
salvo un conjunto de capacidad cero. Entonces, H1

0(A) = H1
0({wA > 0}). Luego,

u ∈ H1
0({wA > 0}).

Probaremos el siguiente lema técnico, que necesitaremos para concluir que G
verifica (6.2.10).

Lema 6.2.7. Sean A y Ah, h ∈ N, subconjuntos cuasi-abiertos de Ω tales que
(wAh)h converge a una función w débil en H1

0(Ω), con w ≤ wA q.t.p. de Ω.

Sea Aε = {wA > ε}. Asumimos que (wAh∪Aε )h converge a una función wε débil
en H1

0(Ω). Entonces, wε ≤ wA q.t.p. de Ω.

Demostración. La idea de la demostración es probar que wε ≤ 0 en q.t.p. de Ω \ A
y que −∆wε ≤ 1 en Ω. Luego, la observación 6.2.2, nos dice que wA es la más
grande con esa propiedad, es decir, wε ≤ wA.

Para todo ε > 0 definimos

vε = 1 −
1
ε

(wA ∧ ε)

Recordemos que wA ∧ ε = ı́nf{wA, ε}. Entonces, tenemos que

vε ∈ H1(Ω), 0 ≤ vε ≤ 1 q.t.p. en Ω,
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pues, 1
ε (wA ∧ ε) ≥ 0 implica vε ≤ 1 y 1

ε (wA ∧ ε) ≤ 1 implica vε ≥ 0.

En Aε , sabemos que wA ∧ ε = ε. Entonces, vε = 0 q.t.p. en Aε .

Como wA ∈ H1
0(A), tenemos que wA = 0 q.t.p. en Ω \ A. Entonces, wA ∧ ε = 0

y vε = 1 q.t.p. en Ω \ A.

Ahora, considero
uh = vε ∧ wAh∪Aε .

Entonces, uh = 0 q.t.p. de Aε , pues vε = 0 en Aε y wAh∪Aε ≥ 0 en Aε por el
principio del máximo.

Además, uh = 0 q.t.p. de Ω \ (Ah ∪ Aε), porque wAh∪Aε ∈ H1
0(Ah ∪ Aε).

Como uh = 0 en Aε y Ω\ (Ah∪Aε), uh = 0 q.t.p. de Ω\Ah. Luego, uh ∈ H1
0(Ah),

para toda h ∈ N.

Como wAH∪Aε ⇀ wε en H1
0(Ω) y tomar mı́nimo es débil continuo en H1

0(Ω),
tenemos que uh = vε ∧ wAh∪Aε ⇀ vε ∧ wε . Por el lema 6.2.5, vε ∧ wε = 0 q.t.p. de
{w = 0}.

Observemos que 0 ≤ w ≤ wA q.t.p. de Ω, pues wAh ≥ 0 q.t.p. de Ω y wAh ⇀ w
en H1

0(Ω). Además, Ω \ A ⊂ {wA = 0} ⊂ {w = 0} q.t.p. Por lo tanto vε ∧ wε = 0
q.t.p. de Ω \ A.

De vε ∧ wε = 0 q.t.p. de Ω \ A y vε = 1 q.t.p. de Ω \ A, obtenemos que wε = 0
q.t.p. de Ω \ A. Entonces, wε ∈ H1

0(A). En particular, wε ≤ 0 en Ω \ A, como
querı́amos.

Finalmente, por la observación 6.2.2, sabemos que wAh∪Aε satisface

−∆wAh∪Aε ≤ 1 en Ω

Pasando al lı́mite, como wAh∪Aε ⇀ wε en H1
0(Ω), tenemos que

−∆wε ≤ 1 en Ω.

Entonces, wε ∈ H1
0(A) y −∆wε ≤ 1 en Ω. Luego, (6.2.3) nos dice que wA es la

más grande con esa propiedad. Es decir, wε ≤ wA q.t.p. de Ω. �

Proposición 6.2.8. El funcional G satisface la propiedad (6.2.10), es decir,

G(wA) = F(A) para todo A ∈ A(Ω).

Demostración. La desigualdad G(wA) ≤ F(A) sigue inmediatamente de la defini-
ción de G, ver (6.2.12).

Para la desiguladad opuesta, alcanza con ver que si A ∈ A(Ω) y (wh)h es una
sucesión en K que converge a wA fuerte en L2(Ω), se tiene

F(A) ≤ lı́m inf
h→+∞

J(wh).
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Por la definición de J (y definición de ı́nfimo) (ver (6.2.11)), para toda h ∈ N,

∃ Ah ∈ A(Ω) tal que wAh ≤ wh y F(Ah) ≤ J(wh) + 1/h.

Vimos que wB ∈ K para todo B ∈ A(Ω), ver (6.2.6). Además, la observación
6.2.3 nos dice que K es acotado en H1

0(Ω). Por lo tanto, la sucesión (wAh)h es
acotada en H1

0(Ω). Luego, existe una subsucesión, que seguimos notando (wAh)h,
que converge débil a una función w en H1

0(Ω).

Como (wh)h converge a wA fuerte en L2(Ω) y wAh ≤ wh, tenemos que w ≤ wA.

Ahora, considero Aε = {wA > ε}. Nuevamente, como wAh∪Aε ∈ K y K es
acotado en H1

0(Ω), existe una subsucesión de (wAh∪Aε )h que seguimos notanto igual,
y una función wε tal que wAh∪Aε ⇀ wε en H1

0(Ω). Por el lema 6.2.7, resulta que
wε ≤ wA q.t.p. en Ω.

• Veamos que wAε = (wA − ε)+.

Sea v ∈ H1
0(Aε).∫

Aε

∇(wA − ε)+∇vdx =

∫
{wA>ε}

∇(wA − ε)+∇vdx =

∫
Aε

∇(wA − ε)∇vdx

=

∫
Aε

∇wA∇vdx =

∫
A

∇wA∇vdx

=

∫
A

vdx =

∫
Aε

vdx.

Más aún, por el principio de comparación del problema de Dirichlet, como
Aε ⊂ Ah ∪ Aε , tenemos la desigualdad (wA − ε)+ = wAε ≤ wAh∪Aε . Entonces,
(wA − ε)+ ≤ wAh∪Aε en q.t.p. de Ω. Pasando al lı́mite, (wA − ε)+ ≤ wε q.t.p. de Ω.

Como cada wε es el lı́mite débil de (wAh∪Aε )h ⊆ K y K es cerrado para la
topologı́a débil de H1

0(Ω) por ser convexo y cerrado fuerte, tenemos que wε ∈ K

para todo ε > 0. Esto nos dice, ya que K es acotado en H1
0(Ω), que (wε)ε tiene

algún lı́mite débil en H1
0(Ω). Pero como además tenemos las desigualdades

(wA − ε)+ ≤ wε ≤ wA

sigue que (wε)ε converge débil a wA en H1
0(Ω). Tenemos que

wAh∪Aε ⇀ wε y wε ⇀ wA en H1
0(Ω).

Por un argumento standar de diagonalización podemos encontrar una sucesión (εh)h

que converge a 0 tal que (wAh∪Aεh)h converge a wA débil en H1
0(Ω). Por Rellich-

Kondrachov, (wAh∪Aεh)h converge a wA fuerte en L2(Ω). Luego, por el teorema (de
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independencia de f) 2.2.10, (Ah ∪ Aεh)h γ-converge a A. Luego, como F es semi-
continua inferior para la γ-convergencia y decreciente con respecto a la inclusión,
tenemos que

F(A) ≤ lı́m inf
h→+∞

F(Ah ∪ Aεh) ≤ lı́m inf
h→+∞

F(Ah) ≤ lı́m inf
h→∞

J(wh)

Esto concluye la demostración. �

Estamos en condiciones de demostrar el teorema principal de este capı́tulo,
cuya prueba será sencilla gracias a los resultados estudiados anteriormente.

Teorema 6.2.9. Sea Ω ⊂ Rn un abierto acotado,A(Ω) la clase de conjuntos cuasi-
abiertos contenidos en Ω y F : A(Ω)→ R una función que satisface

(i) F es semicontinua inferior con respecto de la γ-convergencia.

(ii) F es decreciente, es decir, F(A) ≥ F(B), si A ⊂ B.

Entonces, para toda constante c entre 0 y |Ω|, el mı́nimo

mı́n{F(A) : A ∈ A(Ω), |A| = c} (6.2.13)

se alcanza.

Demostración. Dividiremos la demostración en tres pasos.

(1) Observemos que alcanza con resolver

mı́n{F(A) : A ∈ A(Ω), |A| ≤ c}. (6.2.14)

En efecto, si A0 es un punto mı́nimo del problema (6.2.14), existe A ∈ A(Ω) tal
que A0 ⊂ A y |A| = c. Para cada r > 0, considero Er = A0 ∪ (Br(0) ∩ Ω) ⊂ Ω,
y Er es cuasi-abierto. Luego, por continuidad de la medida de Lebesgue, existe
r0 > 0 tal que |Er0 | = c. Tomo A = Er0 . Como F es decreciente, tenemos que
F(A) ≤ F(A0) ≤ F(B) para todo B ∈ A(Ω) con |B| = c, y esto implica que A es
solución de (6.1.1).

(2) Consideremos el problema

mı́n{G(w) : w ∈ K , |{w > 0}| ≤ c}. (6.2.15)

Veamos que tiene solución.

Observemos que F(A) ≥ F(Ω) para todo A ∈ A(Ω), pues F es decreciente con
respecto a la inclusión de conjuntos. Luego, ı́nf{G(w) : w ∈ K , |{w > 0}| ≤ c} es
finito, ver la definición de G (6.2.12).

Sea (wh)h una sucesión minimizante, es decir, wh ∈ K , |{wh > 0}| ≤ c y
(G(wh))h tiende λ, donde

λ = ı́nf{G(w) : w ∈ K , |{w > 0}| ≤ c}.
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Como wh ∈ K para toda h ∈ N yK es acotado en H1
0(Ω), existe una subsucesión de

(wh)h, que seguimos notando igual, y una w0 tal que wh ⇀ w0 en H1
0(Ω). Además,

K es débil cerrado por ser cerrado fuerte y convexo. Entonces, w0 ∈ K .

Como wh ⇀ w0 en H1
0(Ω), por Rellich-Kondrachov, wh → w0 en L2(Ω). Lue-

go, ya que G es semicontinua inferior con respecto a la topologı́a fuerte en L2(Ω),
tenemos que

G(w0) ≤ lı́m inf
h→+∞

G(wh) = λ = ı́nf{G(w) : w ∈ K , |{w > 0}| ≤ c}.

Además, |{w0 > 0}| ≤ lı́m inf
h→+∞

|{wh > 0}| ≤ c. Pues, dado ε > 0

{w0 ≥ ε} ⊂ {|w0 − wh| ≥ ε/2} ∪ {wh ≥ ε/2}

|{w0 ≥ ε}| ≤ |{|w0 − wh| ≥ ε/2}| + |{wh ≥ ε/2}|,

usando la desigualdad de Chebyshev,∣∣∣∣{|w0 − wh| ≥ ε/2}
∣∣∣∣ ≤ 4

ε2

∫
Ω

|w0 − wh|
2dx

y tomando lı́mite en h, como (wh)h converge a w0 en L2(Ω), resulta |{w > 0}| ≤ c.
Por lo tanto, w0 es una solución de (6.2.15).

(3) Afirmamos que A0 = {w0 > 0} es una solución de (6.2.14).

Como w0 ∈ K , tenemos que w0 ∈ H1
0(Ω), w0 ≤ 0 en Ω \ A0 y −∆w0 ≤ 1 en Ω.

Por la observación 6.2.2, w0 ≤ wA0 q.t.p. de Ω.

Como w0 y wA0 ∈ K , w0 ≤ wA0 y G es decreciente enK , tenemos que G(wA0) ≤
G(w0). Por la proposición 6.2.8, F(A0) = G(wA0) ≤ G(w0).

Si A ∈ A(Ω) y |A| ≤ c, entonces wA ∈ K , ver la observación 6.2.2. Además,
como {wA > 0} ⊂ A, |{wA > 0}| ≤ c. Entonces, por la minimalidad de w0 y la
proposición 6.2.8,

G(w0) ≤ G(wA) = F(A).

Por lo tanto, F(A0) ≤ F(A) para todo A ∈ A(Ω) con |A| ≤ c. Esto implica que los
problemas (6.2.14) y (6.2.15) tienen solución. �



Capı́tulo 7

Diseño óptimo II

El propósito de este capı́tulo es dar una idea de la resolución del problema

mı́n
{
Φ(λ1(A), λ2(A)) : A ⊂ Rn cuasi-abierto |A| ≤ c

}
,

donde Φ es decreciente y semicontinua inferior en cada variable, y λk(A) denota al
k-ésimo autovalor del −∆ en A, para k = 1, 2. Utilizaremos, en este capı́tulo, la mis-
ma notación que en la sección γ-convergencia II del capı́tulo de Γ-convergencia.

Este resultado se debe al trabajo de Dorin Bucur [4].

7.1. Un resultado de compacidad para dominios

Recordemos RA(1) = wA, para A cuasi-abierto de Rn, |A| < ∞; es decir,
−∆wA = 1 en A y wA ∈ H1

0(A).

Lema 7.1.1. Sea A ⊂ Rn un cuasi-abierto tal que |A| ≤ c. Entonces, existe una
constante M > 0 que sólo depende de |A| tal que

‖wA‖H1(Rn) ≤ M

Demostración. Como wA ∈ H1
0(A) y |A| ≤ c, podemos usar la desigualdad de

Poincaré 2.1.22.

‖wA‖
2
H1(Rn) ≤ β‖∇wA‖

2
L2(A) = β

∫
A

|∇wA|
2dx

Sé que −∆wA = 1 en A. Tomando como función test wA en la formulación débil,
resulta ∫

A

|∇wA|
2dx =

∫
A

wAdx

85
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Luego, usando la desigualdad de Hölder,

‖wA‖
2
H1(Rn) ≤ β

∫
A

wAdx ≤ β|A|1/2‖wA‖L2(A) ≤ β|A|
1/2‖wA‖H1(Rn),

simplificando,
‖wA‖H1(Rn) ≤ β|A|

1/2 =: M,

lo que concluye la demostración. �

Dada una sucesión acotada en H1(Rn), el siguiente teorema nos afirma que
ocurre compacidad, vanishing o dicotomı́a.

Teorema 7.1.2 (Principio de concentración-compacidad de Lions).

Sea (uh)h una sucesión acotada en H1(Rn) tal que lı́mh
∫
Rn

u2
hdx = λ > 0. Exis-

te una subsucesión, que seguimos notando con h, tal que ocurre alguna de las
siguientes:

(i) compacidad: Existe una sucesión (yh)h en Rn tal que

∀ε > 0,∃R > 0,
∫

yh+BR(0)

u2
hdx ≥ λ − ε

(ii) vanishing: Para todo R > 0 se tiene

lı́m
h→+∞

sup
y∈Rn

∫
y+BR(0)

u2
hdx = 0

(iii) dicotomı́a: Existe un α ∈ (0, λ) y funciones u1
h, u2

h no negativas, tales que

1. ‖uh − (u1
h + u2

h)‖L2(Rn) → 0

2. lı́m
h→+∞

∫
Rn

(u1
h)2dx = α, y lı́m

h→+∞

∫
Rn

(u2
h)2dx = λ − α

3. lı́m
h→+∞

d(sop u1
h, sop u2

h) = +∞

4. lı́m inf
h→+∞

∫
Rn

[|∇uh|
2 − (|∇u1

h|
2 + |∇u2

h|
2)]dx ≥ 0

Se puede ver una demostración en el trabajo de Lions [18].

A continuación, demostraremos algunos resultados que nos facilitarán la prue-
ba del principio de concentración-compacidad para dominios.
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7.1.1. Resultados de compacidad

Lema 7.1.3. Sea µ ∈ M0 tal que |Aµ| < ∞. Sea ( fh)h una sucesión en L2(Rn)
que converge débil a f en L2(Rn). Entonces, (Rµ( fh))h converge a Rµ( f ) débil en
H1(Rn).

Demostración. Llamo uh = Rµ( fh) y u = Rµ( f ). Como uh, u ∈ H1(Rn)∩ L2(Rn, µ),
basta ver que (uh)h converge a u débil en H1(Rn) ∩ L2(Rn, µ). Notar que como
Aµ tiene medida de Lebesgue finita, podemos considerar en H1(Rn) ∩ L2(Rn, µ) el
producto interno

〈z, v〉 =

∫
Rn

∇z∇vdx +

∫
Rn

zvdµ,

ver la observación 5.4.3. Usando que −∆uh + µuh = f y −∆u + µu = f , tenemos
que ∫

Rn

∇uh∇vdx +

∫
Rn

uhvdµ =

∫
Rn

fhvdx, ∀v ∈ H1(Rn) ∩ L2(Rn, µ)

∫
Rn

∇u∇vdx +

∫
Rn

uvdµ =

∫
Rn

f vdx, ∀v ∈ H1(Rn) ∩ L2(Rn, µ)

Como ( fh)h converge débil a f en L2(Rn),

lı́m
h→∞

∫
Rn

fhvdx =

∫
Rn

f vdx

para cada v ∈ H1(Rn) ∩ L2(Rn, µ) ⊂ L2(Rn). Entonces,

lı́m
h→∞

{ ∫
Rn

∇uh∇vdx +

∫
Rn

uhvdµ
}

=

∫
Rn

∇u∇vdx +

∫
Rn

uvdµ

para cada v ∈ H1(Rn) ∩ L2(Rn, µ), lo que concluye la demostración. �

Proposición 7.1.4. Sea (Ah)h una sucesión de cuasi-abiertos de Rn, |Ah| ≤ c para
toda h ∈ N tal que (wAh)h converge a w fuerte en L2(Rn) y (Ah)h γ-converge a µ. En-
tonces, la sucesión de operadores resolventes (RAh)h converge a Rµ en L(L2(Rn)).

Demostración. Queremos ver que

lı́m
h→+∞

sup
‖ f ‖L2(Rn)≤1

‖RAh( f ) − Rµ( f )‖L2(Rn) = 0.

Por definición de supremo, para cada h ∈ N, existe una fh ∈ L2(Rn) tal que

sup
‖ f ‖L2(Rn)≤1

‖RAh( f ) − Rµ( f )‖L2(Rn) −
1
h
≤ ‖RAh( fh) − Rµ( fh)‖L2(Rn)
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y ‖ fh‖L2(Rn) ≤ 1.

Veamos que ‖RAh( fh) − Rµ( fh)‖L2(Rn) tiende a cero.

Como la sucesión ( fh)h es acotada en L2(Rn), existe una subsucesión (que se-
guimos notando con h) y una función f ∈ L2(Rn) tales que ( fh)h converge a f débil
en L2(Rn).

Tenemos

‖RAh( fh) − Rµ( fh)‖L2(Rn) ≤ ‖RAh( fh) − Rµ( f )‖L2(Rn) + ‖Rµ( f ) − Rµ( fh)‖L2(Rn)

Veamos que cada uno tiende a cero.

Por el corolario 5.4.13, como ( fh)h converge a f débil en L2(Rn), tenemos que
(RAh( fh))h converge a Rµ( f ) fuerte en L2(Rn). Por lo tanto, ‖RAh( fh) − Rµ( f )‖L2(Rn)
tiende a cero.

Por el lema 7.1.3, como ( fh)h converge a f débil en L2(Rn), tenemos que
(Rµ( fh))h converge a Rµ( f ) débil en H1(Rn). Pero, Rµ( fh), Rµ( f ) ∈ H1

0(A), don-
de A = Aµ; y la inclusión H1

0(A) ↪→ L2(A) es compacta ya que |A| ≤ c. Entonces,
(Rµ( fh))h converge a Rµ( f ) fuerte en L2(A). Por lo tanto, ‖Rµ( f ) − Rµ( fh)‖L2(Rn)
tiende a cero.

Concluimos que lı́m
h→+∞

‖RAh( fh) − Rµ( fh)‖L2(Rn) = 0. Entonces,

lı́m sup
h→+∞

sup
‖g‖L2(Rn)≤1

‖RAh(g) − Rµ(g)‖L2(Rn) ≤

≤ lı́m sup
h→+∞

{
sup

‖g‖L2(Rn)≤1
‖RAh(g) − Rµ(g)‖L2(Rn) −

1
h

}
≤ lı́m

h→+∞
‖RAh( fh) − Rµ( fh)‖L2(Rn) = 0

Por lo tanto, la sucesión de operadores (RAh)h converge a Rµ en L(L2(Rn)). �

Corolario 7.1.5. Sea (Ah)h una sucesión de cuasi-abiertos de Rn tal que |Ah| ≤ c
para toda h ∈ N, (Ah)h γ-converge a µ y (wAh)h converge a w fuerte en L2(Rn).
Entonces, (λk(Ah))h converge a λk(µ), donde λk(Ah) denota el k-ésimo autovalor
del Laplaciano, contado con multiplicidad, en H1

0(Ah).

Se puede ver una demostración en [12, Lema XI.9.5].

7.1.2. Resultados de vanishing

Observación 7.1.6. Sea (Ah)h una sucesión de cuasi-abiertos de Rn tal que

lı́m
h→+∞

λ1(Ah) = +∞.

Entonces, para toda sucesión (uh)h acotada en H1(Rn) tal que uh ∈ H1
0(Ah), se tiene

que (uh)h converge a 0 en L2(Rn).
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Demostración. Sea (uh)h una sucesión acotada en H1(Rn), ‖uh‖H1(Rn) ≤ M, tal que
uh ∈ H1

0(Ah). Entonces, usando la desigualdad de Poincaré 2.1.22,

‖uh‖
2
L2(Rn) = ‖uh‖

2
L2(Ah) ≤

1
λ1(Ah)

‖∇uh‖
2
L2(Ah) ≤

1
λ1(Ah)

‖uh‖
2
H1(Rn) ≤

M2

λ1(Ah)

y tomando lı́mite de h→ +∞, resulta (uh)h converge a 0 en L2(Rn). �

Lema 7.1.7 (Lieb). Sean A, E ⊂ Rn abiertos no vacı́os.

Dado ε > 0, existe z ∈ Rn tal que λ1(A ∩ (E + z)) < λ1(A) + λ1(E) + ε.
Equivalentemente, λ1(A) + λ1(E) ≥ ı́nfz∈Rn λ1(A ∩ (E + z)).

Si A y E son acotados, existe z ∈ Rn tal que λ1(A ∩ (E + z)) < λ1(A) + λ1(E).
Equivalentemente, λ1(A) + λ1(E) > ı́nfz∈Rn λ1(A ∩ (E + z)).

Se puede ver una demostración en [17], y el resultado se extiende a A y E
cuasi-abiertos de Rn.

Lema 7.1.8. Sea (Ah)h una sucesión de cuasi-abiertos de Rn tal que |Ah| ≤ c para
toda h ∈ N, (wAh)h converge a w débil en H1(Rn) y para todo R > 0 se tiene que

lı́m
h→+∞

sup
y∈Rn

∫
y+BR(0)

w2
Ah

dx = 0.

Entonces, lı́m
h→+∞

λ1(Ah) = +∞.

Demostración. Sea ε > 0. Veamos que existe un R > 0 y una sucesión (yh)h en Rn

tal que
λ1(Ah ∩ BR(yh)) ≤ λ1(Ah) + ε

En efecto, dado ese ε > 0, tomo R > 0 tal que δ := ε − λ1(BR(0)) > 0. Por el
lema 7.1.7, tenemos que λ1(Ah) + λ1(BR(0)) ≥ ı́nfz∈Rn λ1(Ah ∩ (BR(z))). Usando la
definición de ı́nfimo, existe un yh ∈ Rn tal que

λ1(Ah ∩ BR(yh)) ≤ ı́nf
z∈Rn

λ1(Ah ∩ (BR(z))) + δ ≤ λ1(Ah) + λ1(BR(0)) + δ = λ1(Ah) + ε.

Como 0 ≤ 1Ah∩BR(yh) ≤ 1Ah , por el principio de comparación del problema de
Dirichlet, tenemos que 0 ≤ wAh∩BR(yh) ≤ wAh . Entonces, 0 ≤ w2

Ah∩BR(yh) ≤ w2
Ah

.
Luego, ∫

Ah∩BR(yh)

w2
Ah∩BR(yh)dx ≤

∫
Ah∩BR(yh)

w2
Ah

dx ≤
∫

BR(yh)

w2
Ah

dx =

∫
yh+BR(0)

w2
Ah

dx

≤ sup
y∈Rn

∫
y+BR(0)

w2
Ah

dx
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Tomando lı́mite cuando h→ +∞, resulta

lı́m sup
h→+∞

∫
Ah∩BR(yh)

w2
Ah∩BR(yh)dx ≤ lı́m

h→+∞
sup
y∈Rn

∫
y+BR(0)

w2
Ah

dx = 0

Entonces, la sucesión (wAh∪BR(yh))h converge a 0 fuerte en L2(Rn).

Llamo Eh = Ah ∩ BR(yh). Entonces, (Eh)h es una sucesión de cuasi-abiertos
tal que |Eh| ≤ c para toda h ∈ N. Por el teorema 5.3.10, existe una subsucesión
(que seguimos notando con h) y una medida ν ∈ M0 tales que (Eh)h γ-converge
a ν. Además, (wEh)h converge a 0 en L2(Rn). Entonces, por 5.4.11, 0 = wν. En
consecuencia, ν = ∞∅ ∈ M0. Entonces, (Eh)h γ-converge a ∅.

Luego, por el corolario 7.1.5, tenemos que (λ1(Eh))h converge a λ1(∅) = +∞.
Como tenı́amos la desigualdad

λ1(Eh) = λ1(Ah ∩ BR(yh)) ≤ λ1(Ah) + ε,

resulta que (λ1(Ah))h tiende a +∞, como querı́amos probar. �

Proposición 7.1.9. Sea (Ah)h una sucesión de cuasi-abiertos de Rn tal que |Ah| ≤ c
para toda h ∈ N, (wAh)h converge a w débil en H1(Rn) y para todo R > 0 se tiene
que

lı́m
h→+∞

sup
y∈Rn

∫
y+BR(0)

w2
Ah

dx = 0.

Entonces, la sucesión de operadores resolventes (RAh)h converge a 0 enL(L2(Rn)).

Demostración. Por el lema 7.1.8, sabemos que (λ1(Ah))h tiende a +∞. Entonces,
por la observación 7.1.6 aplicada a la sucesión (wAh)h (que es acotada en H1(Rn)
por el lema 7.1.1 y el hecho de que |Ah| ≤ c para toda h ∈ N), tenemos que
(wAh)h converge a 0 = w∞∅ fuerte en L2(Rn). Por último, aplicando la proposición
7.1.4, tenemos que (RAh)h converge a R∞∅ = 0 en L(L2(Rn)), lo que concluye la
demostración. �

7.1.3. Resultados de dicotomı́a

Lema 7.1.10. Sean A, B cuasi-abiertos tales que B ⊂ A. Entonces, wB = P(wA),
donde P : H1

0(A)→ H1
0(B) es la proyección ortogonal.

Demostración. Observemos que wB = P(wA) si y sólo si wA − wB ∈ (H1
0(B))⊥, es

decir,
(wA − wB, v) = 0 ∀v ∈ H1

0(B),

donde (·, ·) es el producto interno de H1
0(A) usual.
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Sea v ∈ H1
0(B) ⊂ H1

0(A). Tomo v como función test en la formulación débil de
−∆wA = 1 en A y en −∆wB = 1 en B. Entonces,∫

B

∇wB∇vdx =

∫
B

vdx

∫
B

∇wB∇vdx =

∫
A

∇wA∇vdx =

∫
A

vdx =

∫
B

vdx

Restando, tenemos que

(wA − wB, v) =

∫
B

∇(wA − wB)∇vdx = 0,

para toda v ∈ H1
0(B). Luego, queda probada la igualdad que querı́amos. �

Lema 7.1.11. Sea (Ah)h una sucesión de cuasi-abiertos de Rn, con |Ah| ≤ c para
toda h ∈ N, tal que existe un α ∈ (0, λ) y funciones u1

h, u2
h ∈ H1

0(Ah) no negativas,
tales que

lı́m
h→+∞

∫
Rn

w2
Ah

dx = λ > 0 (7.1.1)

‖wAh − (u1
h + u2

h)‖L2(Rn) → 0 (7.1.2)

lı́m
h→+∞

∫
Rn

(u1
h)2dx = α y lı́m

h→+∞

∫
Rn

(u2
h)2dx = (λ − α) (7.1.3)

lı́m
h→+∞

d(sop u1
h, sop u2

h) = +∞ (7.1.4)

lı́m inf
h→+∞

∫
Rn

[|∇wAh |
2 − (|∇u1

h|
2 + |∇u2

h|
2)]dx ≥ 0 (7.1.5)

Definimos A1
h = {u1

h > 0} y A2
h = {u2

h > 0}, Bh = A1
h ∪ A2

h. Entonces, se tiene que
(wAh − wBh)h converge a 0 fuerte en H1(Rn).

Demostración. Como wAh −wBh ∈ H1
0(Ah), basta ver que (∇(wAh −wBh))h converge

a 0 en L2(Rn), por la desigualdad de Poincaré 2.1.22 y el hecho de que |Ah| ≤ c
para toda h ∈ N.

Como Bh ⊂ Ah, por el lema 7.1.10, tenemos que wBh = PH1
0 (Bh)(wAh) para cada

h ∈ N. Como u1
h + u2

h ∈ H1
0(Bh) y PH1

0 (Bh)(wAh) es la función de H1
0(Bh) que realiza

la distancia mı́nima de wAh a H1
0(Bh), tenemos que∫

Rn

|∇wAh − ∇wBh |
2dx ≤

∫
Rn

|∇wAh − ∇(u1
h + u2

h)|2dx
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=

∫
Rn

|∇wAh |
2dx − 2

∫
Rn

∇wAh∇(u1
h + u2

h)dx +

∫
Rn

|∇(u1
h + u2

h)|2dx

Pero, tomando como función test wAh y luego u1
h +u2

h en −∆wAh = 1 en Ah, tenemos
que ∫

Rn

|∇wAh |
2dx =

∫
Rn

wAhdx

∫
Rn

∇wAh∇(u1
h + u2

h)dx =

∫
Rn

(u1
h + u2

h)dx

Por lo tanto,∫
Rn

|∇wAh − ∇wBh |
2dx ≤

∫
Rn

wAhdx − 2
∫
Rn

(u1
h + u2

h)dx +

∫
Rn

|∇(u1
h + u2

h)|2dx

Sumo
∫
Rn

wAhdx y resto
∫
Rn
|∇wAh |

2dx (que son términos iguales). Entonces,

∫
Rn

|∇wAh − ∇wBh |
2dx ≤ 2

{∫
Rn

[wAh − (u1
h + u2

h)]dx
}

+

∫
Rn

|∇(u1
h + u2

h)|2 − |∇wAh |
2dx

(a) Observemos que
∫
Rn
|∇(u1

h + u2
h)|2 − |∇wAh |

2dx ≤ 0. En efecto,

∫
Rn

|∇(u1
h + u2

h)|2 − |∇wAh |
2dx =

∫
Rn

|∇u1
h|

2 + |∇u2
h|

2 + 2∇u1
h∇u2

h − |∇wAh |
2dx

Por (7.1.4), tenemos que para h suficientemente grande∫
Rn

∇u1
h∇u2

hdx = 0

pues la distancia entre los soportes de u1
h y u2

h tiende a +∞. Entonces, tomando
lı́mite inferior en h y usando (7.1.5), resulta

lı́m inf
h→+∞

∫
Rn

|∇(u1
h + u2

h)|2 − |∇wAh |
2dx = lı́m inf

h→+∞

∫
Rn

|∇u1
h|

2 + |∇u2
h|

2 − |∇wAh |
2dx ≤ 0

(b) Veamos que
∫
Rn

[wAh − (u1
h + u2

h)]dx tiende a cero.

En efecto,∫
Rn

[wAh − (u1
h + u2

h)]dx =

∫
Ah

[wAh − (u1
h + u2

h)]dx ≤ |Ah|
1/2‖wAh − (u1

h + u2
h)‖L2(Rn)
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Como |Ah| ≤ c para toda h ∈ N y vale (7.1.2) (‖wAh − (u1
h + u2

h)‖L2(Rn) tiende a cero),
queda probado (b).

De (a) y (b), concluimos que (∇wAh −∇(u1
h + u2

h))h converge a 0 en L2(Rn). Por
último, usando que wAh − (u1

h + u2
h) ∈ H1

0(Ah), la desigualdad de Poincaré 2.1.22 y
el hecho de que |Ah| ≤ c para toda h ∈ N, tenemos que

‖wAh − (u1
h + u2

h)‖H1(Rn) = ‖wAh − (u1
h + u2

h)‖H1
0 (Ah)

≤ M(|Ah|)‖∇wAh − ∇(u1
h + u2

h)‖L2(Rn)

≤ M(c)‖∇wAh − ∇(u1
h + u2

h)‖L2(Rn)

y por lo tanto, (wAh − (u1
h + u2

h))h converge a 0 fuerte en H1(Rn), como querı́amos
ver. �

El siguiente lema es un resultado similar al teorema de la independencia de f
2.2.10 en el caso acotado. Nos dice que la norma de la resta de dos operadores es
gobernada por la norma de la resta de soluciones con f = 1.

Lema 7.1.12. Sean A, B cuasi-abiertos de Rn tales que B ⊂ A y |A| < ∞. Entonces,
existen constantes K y α que sólo dependen de |A| y la dimensión n tales que

‖RA − RB‖L(L2(Rn)) ≤ K‖wA − wB‖
α
L2(Rn)

Se puede ver una demostración en [4], donde se usa teorı́a de interpolación de
operadores.

Proposición 7.1.13. Sea (Ah)h sucesión de cuasi-abiertos de Rn, |Ah| ≤ c para
toda h ∈ N, tales que existe un α ∈ (0, λ) y funciones u1

h, u2
h ∈ H1

0(Ah) no negativas,
que verifican (7.1.1)-(7.1.5). Entonces, existe una sucesión (Bh)h de cuasi-abiertos
tal que

Bh ⊂ Ah, Bh = A1
h ∪ A2

h (7.1.6)

lı́m
h→+∞

d(A1
h, A

2
h) = +∞ (7.1.7)

lı́m inf
h→+∞

|Ai
h| > 0, para i = 1, 2. (7.1.8)

lı́m
h→+∞

‖RAh − RBh‖L(L2(Rn)) = 0 (7.1.9)

Demostración. Definimos A1
h = {u1

h > 0} y A2
h = {u2

h > 0}, Bh = A1
h ∪ A2

h. Es
claro que (Bh)h es una sucesión de cuasi-abiertos (recordemos que trabajamos con
los representantes cuasi-continuos de las funciones de H1(Rn)), y Bh ⊂ Ah. Luego,
vale (7.1.6). Por (7.1.4), que nos dice que la distancia entre los soportes de u1

h y u2
h

tiende a +∞, vale (7.1.7). Por (7.1.3), vale (7.1.8). En efecto, si lı́m inf
h→+∞

|A1
h| = 0,

existe una subsucesión que sigo notando (A1
h)h tal que lı́mh |A1

h| = 0. Entonces,

0 = lı́m
h→+∞

∫
Ah

(u1
h)2dx = lı́m

h→+∞

∫
Rn

(u1
h)2dx = α > 0,
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lo que es absurdo. Luego, lı́m inf
h→+∞

|A1
h| > 0. Análogamente, lı́m inf

h→+∞
|A2

h| > 0.

Por último, veamos que vale (7.1.9).

Por el lema 7.1.12, existen constantes Kh = K(|Ah|, n) y Mh = M(|Ah|, n) tales
que

‖RAh − RBh‖L(L2(Rn)) ≤ Kh‖wAh − wBh‖
Mh
L2(Rn)

Como |Ah| ≤ c para toda h ∈ N, existen constantes K = K(c, n) y M = M(c, n) tales
que

‖RAh − RBh‖L(L2(Rn)) ≤ K‖wAh − wBh‖
M
L2(Rn)

Además,

‖RAh − RBh‖L(L2(Rn)) ≤ K‖wAh − wBh‖
M
L2(Rn)

≤ K‖wAh − wBh‖
M
H1(Rn)

Por el lema 7.1.11, tenemos que (wAh − wBh)h converge a 0 fuerte en H1(Rn). Por
lo tanto, vale (7.1.9). �

Corolario 7.1.14. Sea (Ah)h una sucesión de cuasi-abiertos de Rn, con |Ah| ≤ c
para toda h ∈ N, tal que existe un α ∈ (0, λ) y funciones u1

h, u2
h ∈ H1

0(Ah) no
negativas, que verifican (7.1.1)-(7.1.5).

Si A1
h = {u1

h > 0} y A2
h = {u2

h > 0}, Bh = A1
h ∪ A2

h, entonces

lı́m
h→+∞

∣∣∣∣ 1
λk(Ah)

−
1

λk(Bh)

∣∣∣∣ = 0,

para todo k ∈ N.

Se puede ver una demostración en [12, Corolario XI.9.4], donde se usa la pro-
posición 7.1.13.

Ahora, estamos en condiciones de demostrar el teorema más importante de
esta sección, el principio de concentración-compacidad de dominios.

Teorema 7.1.15 (Principio de concentración-compacidad de dominios).

Sea (Ah)h una sucesión de cuasi-abiertos de Rn tal que |Ah| ≤ c para toda
h ∈ N. Entonces, existe una subsucesión, que seguimos notando con h, tal que
ocurre alguna de las siguientes:

(i) compacidad: Existe una sucesión (yh)h en Rn y una medida µ ∈ M0(Rn)
tales que (Ah + yh)h γ-converge a µ y (RAh+yh)h converge a Rµ en L(L2(Rn)).

(ii) dicotomı́a: Existe una sucesión de cuasi-abiertos (Bh)h de Rn tal que pa-
ra cada h ∈ N Bh ⊂ Ah , lı́mh ‖RBh − RAh‖L(L2(Rn)) = 0, Bh = A1

h ∪ A2
h con

lı́mh d(A1
h, A

2
h) = +∞ y lı́m infh |Ai

h| > 0 para i = 1, 2.
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Demostración. Consideramos la sucesión (wAh)h en H1(Rn).

Por el lema 7.1.1 y el hecho de que |Ah| ≤ c para toda h ∈ N, la sucesión (wAh)h

es acotada en H1(Rn). Pues,

‖wAh‖H(Rn) ≤ M(|Ah|) ≤ M(c)

para toda h ∈ N. Luego, existe una subsucesión de (wAh)h (que seguimos notando
con h), y una función w ∈ H1(Rn) tales que (wAh)h converge a w débil en H1(Rn),
débil en L2(Rn) y fuerte en L2

loc(Rn).

Podemos suponer sin pérdida de generalidad, extrayendo una subsucesión, que

lı́m
h→+∞

∫
Rn

w2
Ah

dx = λ ≥ 0

Si λ = 0, (wAh)h converge a 0 fuerte en L2(Rn). Recordando que cada Ah

está asociado a la medida ∞Ac
h

en M0 y el teorema de compacidad 5.3.10, tene-
mos que (para una subsucesión que seguimos notando con h) existe una medida
µ ∈ M0 tal que (Ah)h γ-converge a µ. Por la proposición 7.1.4, tenemos que (RAh)h

converge a Rµ en L(L2(Rn)). Es decir, vale (i) tomando yh = 0 para toda h ∈ N.

Si λ > 0, podemos aplicar el principio de concentración-compacidad de Lions
para (wAh)h. Entonces, existe una subsucesión (que seguimos notando con h) tal
que ocurre la compacidad, el vanishing o la dicotomı́a de (wAh)h.

• Si ocurre la compacidad para (wAh)h, existe una sucesión (zh)h en Rn tal que

∀ε > 0,∃R > 0,
∫

zh+BR(0)

w2
Ah

dx ≥ λ − ε

Llamo Bh = Ah − zh, entonces, wBh(x) = wAh(x + zh) y

∀ε > 0,∃R > 0,
∫

BR(0)

w2
Bh

dx ≥ λ − ε

Como (wAh)h es acotada en H1(Rn), (wBh)h también lo es, pues la norma en
Rn es invariante por traslaciones. Entonces, existe una subsucesión de (wBh)h (que
seguimos notando con h) y una función u tales que (wBh)h converge a u débil en
H1(Rn), débil en L2(Rn)y fuerte en L2

loc(Rn). En particular, por la convergencia
débil en L2(Rn), tenemos que

λ = lı́m
h→+∞

∫
Rn

w2
Ah

dx = lı́m inf
h→+∞

∫
Rn

w2
Bh

dx ≥
∫
Rn

u2dx

Por otro lado, como BR(0) es compacto,

λ − ε ≤ lı́m
h→+∞

∫
BR(0)

w2
Bh

dx =

∫
BR(0)

u2dx ≤
∫
Rn

u2dx ≤ λ
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para todo ε > 0. Luego, ‖u‖2
L2(Rn) = λ. Como L2(Rn) es un espacio de Hilbert y

tenemos que (wBh)h converge a u débil en L2(Rn) y converge las normas, resulta
que (wBh)h converge a u fuerte en L2(Rn).

Por el teorema 5.3.10, la proposición 5.4.8 y el corolario 5.4.11, tenemos que
existe una subsucesión de (Bh)h (que seguimos notando con h) y una medida µ ∈
M0 tales que (Bh)h γ-converge a µ y u = uµ y Aµ = {u > 0} salvo conjunto de
capacidad cero.

Ahora, estamos en condiciones de aplicar la proposición 7.1.4. Entonces,

lı́m
h→+∞

‖RBh − Rµ‖L(L2(Rn)) = 0.

Tomando yh = −zh, vale (i).

• Si ocurre el vanishing para (wAh)h, para todo R > 0, tenemos que

lı́m
h→+∞

sup
y∈Rn

∫
y+BR(0)

w2
Ah

dx = 0

Por la proposición 7.1.9, resulta lı́m
h→+∞

‖RAh‖L(L2(Rn)) = 0. Por lo tanto, nuevamente

vale (i).

• Si ocurre la dicotomı́a para (wAh)h, existe un α ∈ (0, λ) y funciones no
negativas u1

h, u2
h ∈ H1

0(Ah) que verifican (7.1.2)-(7.1.5). Aplicando la proposi-
ción 7.1.13, tenemos que existe una sucesión (Bh)h de cuasi-abiertos que satisface
(7.1.6)-(7.1.9), lo que concluye la demostración. �

7.2. Aplicación a diseño óptimo

Lema 7.2.1. Sea (Ah)h una sucesión de cuasi-abiertos de Rn, con |Ah| ≤ c para
toda h ∈ N, tal que

lı́m
h→+∞

λ1(Ah) = x ∈ R>0, lı́m
h→+∞

λ2(Ah) = y ∈ R>0.

Entonces, existe al menos un cuasi-abierto A ⊂ Rn tal que |A| ≤ c, λ1(A) ≤ x,
λ2(A) ≤ y.

Demostración. Aplico el principio de concentración-compacidad para dominios,
7.1.15, a la sucesión (Ah)h. Entonces, para una subsecusión de (Ah)h (que seguimos
notando con h) ocurre la compacidad o la dicotomı́a.

• Si ocurre la compacidad, existen una medida µ ∈ M0 y una sucesión en Rn

(yh)h tales que (Ah + yh)h γ-converge a µ y la sucesión de operadores (RAh+yh)h

converge a Rµ en L(L2(Rn)).
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Por la convergencia de operadores, tenemos que (wAh+yh)h converge a w fuer-
te en L2(Rn). Entonces, por la proposición 5.4.8, tenemos que {w > 0} = Aµ y,
además, |{w > 0}| ≤ c. Tomo A = {w > 0}, que es un conjunto cuasi-abierto, por-
que trabajamos con los representantes cuasi-continuos de las funciones de H1(Rn).

Por el corolario 7.1.5, tenemos que

lı́m
h→+∞

λk(Ah + yh) = λk(µ),

para toda k ∈ N, donde

λk(µ) = ı́nf

∫
A |∇v|2dx +

∫
A |v|

2dµ∫
A |v|

2dx
, λk(Ah) = ı́nf

∫
Ah
|∇v|2dx∫

Ah
|v|2dx

donde el ı́nfimo se toma sobre todas las funciones ortogonales a las primeras k
autofunciones. Entonces,

λ1(A) ≤ λ1(µ) = lı́m
h→+∞

λ1(Ah) = x

λ2(A) ≤ λ2(µ) = lı́m
h→+∞

λ2(Ah) = y.

Luego, A verifica |A| ≤ c, λ1(A) ≤ x, λ2(A) ≤ y.

• Si ocurre la dicotomı́a, existe una sucesión (Bh)h de cuasi-abiertos que veri-
fica (7.1.6)-(7.1.9). Por el corolario 7.1.14, tenemos que

lı́m
h→+∞

∣∣∣∣ 1
λk(Ah)

−
1

λk(Bh)

∣∣∣∣ = 0,

Como, además, por hipótesis sé que

lı́m
h→+∞

λ1(Ah) = x, lı́m
h→+∞

λ2(Ah) = y,

resulta
lı́m

h→+∞
λ1(Bh) = x, lı́m

h→+∞
λ2(Bh) = y.

Observemos que si U,V son cuasi-abiertos deRn disjuntos, tenemos que λ1(U∪
V) = mı́n{λ1(U), λ1(V)}. Si suponemos λ1(U ∪V) = λ1(U), entonces, λ2(U ∪V) =

mı́n{λ2(U), λ1(V)}.

Por (7.1.7), podemos suponer que A1
h y A2

h son disjuntos. Entonces, por la ob-
servación anterior, para cada h ∈ Nocurre (a) o (b):

(a)

λ1(Bh) = λ1(A1
h),

λ2(Bh) = λ1(A2
h).

, o (b)

λ1(Bh) = λ1(A1
h),

λ2(Bh) = λ2(A1
h).

Como la sucesión es infinita y para cada h ∈ N hay dos posibilidades, existen
infinitos valores de h tal que ocurre (a) o infinitos valores de h tal que ocurre (b).
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Extrayendo una subsucesión, puede suponer que para todo h ∈ N ocuure (a), o para
todo h ∈ N ocurre (b). Veamos qué sucede en cada caso.

(a)

λ1(Bh) = λ1(A1
h),

λ2(Bh) = λ1(A2
h).

Por rearreglos de Schwartz, existen bolas disjuntas E1
h y E2

h tales que

|E1
h | + |E

2
h | ≤ c y λk(E1

h ∪ E2
h) ≤ λk(Bh), para k = 1, 2.

Entonces, para una subsucesión, existen bolas disjuntas E1 y E2 tales que (E1
h∪E2

h)h

γ-converge a E1∪E2. (Eventualmente trasladando los centros de las bolas Ei
h, armo

una nueva sucesión de bolas con radios rh ≤ m, m una constante, y luego, extraigo
una subsucesión (rhk )k convergente a r. Tomando como Ei = Br(p), con p ∈ Rn).

Considero A = E1 ∪ E2. Notar que ahora estoy en la situación de compacidad
de la sucesión (E1

h ∪ E2
h)h. Por el corolario 7.1.5, tenemos que

lı́m
h→+∞

λk(E1
h ∪ E2

h) = λk(A), k = 1, 2.

Además, como λk(E1
h ∪ E2

h) ≤ λk(Bh) para k = 1, 2,

λ1(A) = lı́m
h→+∞

λ1(E1
h ∪ E2

h) ≤ lı́m
h→+∞

λ1(Bh) = x,

λ2(A) = lı́m
h→+∞

λ2(E1
h ∪ E2

h) ≤ lı́m
h→+∞

λ2(Bh) = y.

Por lo tanto, A = E1 ∪ E2 satisface el enunciado.

(b)

λ1(Bh) = λ1(A1
h),

λ2(Bh) = λ2(A1
h).

Por (7.1.8), α := lı́m inf
h→+∞

|A2
h| > 0, β := lı́m inf

h→+∞
|A1

h| > 0, con α + β ≤ c. Existe

ε > 0 tal que

mε = máx
{( x + ε

x

)1/2
,
(y + ε

y

)1/2}
<

( c
β + ε

)1/n
.

En efecto, como β < c, tenemos que 1 <
(

c
β

)1/n
y

lı́m
ε→0+

mε = 1 <
( c
β

)1/n
= lı́m

ε→0+

( c
β + ε

)1/n

Para ese ε, existe h0 ∈ N tal que

x − ε < λ1(A1
h) < x + ε,

y − ε < λ2(A1
h) < y + ε,
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|A1
h| < β + ε

para toda h ≥ h0. Tomo t > 0. Notamos tA1
h0

a la dilatación de A1
h0

de radio t con
respecto al origen. Entonces,

λ1(tA1
h0

) = t−2λ1(A1
h0

) < t−2(x + ε), λ2(tA1
h0

) = t−2λ2(A1
h0

) < t−2(y + ε)

Elijo t tal que t ≥ ( x+ε
x )1/2, t ≥ ( y+ε

y )1/2 y t ≤ ( c
β+ε )1/n. Existe tal t pues, elegimos el

ε > 0 tal que

m = máx
{( x + ε

x

)1/2
,
(y + ε

y

)1/2}
<

( c
β + ε

)1/n
,

Por lo tanto, tenemos que

λ1(tA1
h0

) ≤ x, λ2(tA1
h0

) ≤ y,

|tA1
h0
| = tn|A1

h0
| < tn(β + ε) ≤ c.

Considerando A = tA1
h0

, concluimos la demostración. �

Teorema 7.2.2. Sea Φ : R2 → R semicontinua inferior y creciente en cada varia-
ble. Entonces, el problema

mı́n
{
Φ(λ1(A), λ2(A)) : A ⊂ Rn cuasi-abierto, |A| ≤ c

}
(7.2.1)

admite al menos una solución, para toda c > 0.

Demostración. Por el teorema espectral para operadores compactos autoadjuntos
(ver [13, Apéndice E, Teorema 6]), sabemos que (λ j(A)) j es una sucesión creciente,
positiva, que tiende a +∞, para cada A ⊂ Rn cuasi-abierto tal que |A| ≤ c. En
particular, λ j(A) ≥ 0 para j = 1, 2. Como Φ es creciente en cada variable, G(A) =

Φ(λ1(A), λ2(A)) ≥ Φ(0, 0). Por lo tanto, G es acotada inferiormente. Entonces, el
ı́nfimo de G sobre todos los cuasi-abiertos de Rn de medida de Lebesgue menor o
igual a c, es finito.

Sea (Ah)h una sucesión minimizante para el problema

α := ı́nf
{
Φ(λ1(A), λ2(A)) : A ⊂ Rn cuasi-abierto, |A| ≤ c

}
tal que

lı́m
h→+∞

λ1(Ah) = x, lı́m
h→+∞

λ2(Ah) = y.

En principio, x,y podrı́an valer +∞. Si x = +∞, existe una subsucesión (Ahk )k, que
sigue siendo una sucesión minimizante para el problema, tal que λ1(Ahk ) > k, para
toda k ∈ N. Sabemos que λ2(Ahk ) > λ1(Ahk ), entonces, como Φ es creciente en
cada variable,

+∞ = lı́m
k→+∞

Φ(k, k) ≤ lı́m
k→+∞

Φ(λ1(Ahk ), λ2(Ahk )) = α < ∞,
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que es una contradicción. Luego, x ∈ R>0. Análogamente, y ∈ R>0.

Por el lema 7.2.1, existe al menos un cuasi-abierto A ⊂ Rn tal que |A| ≤ c,
λ1(A) ≤ x y λ2(A) ≤ y. Entonces, como Φ es semicontinua inferior y creciente en
cada variable, tenemos que

Φ(λ1(A), λ2(A)) ≤ lı́m inf
h→+∞

Φ(λ1(Ah), λ2(Ah)) = α,

lo que concluye la demostración. �



Bibliografı́a

[1] H. Attouch, Variational convergence for functions and operators, Applicable
Mathematics Series, Pitman (Advanced Publishing Program), Boston, MA,
1984. MR 773850 (86f:49002)

[2] Andrea Braides, Γ-convergence for beginners, Oxford Lecture Series in Mat-
hematics and its Applications, vol. 22, Oxford University Press, Oxford,
2002. MR 1968440 (2004e:49001)

[3] Haı̈m Brezis, Analyse fonctionnelle, Collection Mathématiques Appliquées
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