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Capitulo 1

Preliminares

En los mercados financieros se compran y venden titulos o activos, que pueden ser
acciones de empresas, bonos emitidos por el gobierno de un pais y otros. En algunos
casos, el tenedor del titulo tiene asegurado un pago fijo (proporcional a las unidades del
activo adquirido) en un periodo de tiempo determinado. Tal es el caso de los bonos de
un Estado considerado «seguro», como los bonos de la Reserva Federal de los EEUU.
En tal caso, el precio del bono simplemente reflejard el «valor presente» de ese pago
fijo futuro, donde el concepto de «valor presente» descuenta al pago futuro una tasa de
descuento temporal que refleja el «valor-tiempo» del dinero, es decir, el hecho de que
valoramos mas una suma fija hoy que dentro de un ano. Por ejemplo, si mi pago fijo
dentro de un ano es X y la tasa de descuento es r > 0, el valor presente de ese pago
futuro sera

Valor presente =
1+7r
Para este tipo de activos, las variaciones en su precio se deben sélo a las variaciones en
la tasa de descuento r, pues el pago futuro es fijo. Por eso se dice que son activos «sin
riesgo».

Existe ademas otro tipo de activos cuyo valor esta asociado a variables del mundo
real que fluctian de manera imprevisible. Por ejemplo, el valor de las acciones de una
empresa dependerd en parte de los dividendos futuros que ésta reportara al dueno de
las acciones, y estos dependeran de todas las variables que puedan afectar la estructura
de costos de sus productos o la demanda de los mismos. De manera andloga, el precio de
bonos de paises emergentes que pueden hacer default es sensible a aumentos en déficit
fiscal que hagan dudar de la capacidad de pago futura del gobierno. Por eso mismo,
estos activos se dicen «riesgosos».

Un primer problema para el modelado matematico de los mercados financieros con-
siste en representar adecuadamente las oscilaciones en el valor de este tipo de activo,
que son desconocidas de antemano por los inversores y que por eso haran necesario
recurrir a la teoria de probabilidades y de procesos estocasticos.
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Pero ademas existe otro objetivo para la matematica financiera. Desde fines del siglo
XIX han ido creciendo la compra y venta de una familia particular de activos riesgosos:
las opciones. Las opciones son instrumentos que garantizan al comprador la posibilidad
de un contrato futuro. Por ejemplo, una opcién de venta (europea) de una accién a
un precio fijo P garantiza al comprador de la opcién el derecho a celebrar un contrato
de venta al precio P, es decir, le da el derecho de venderle esa accién al vendedor de
la opcién al precio P en un tiempo futuro también fijado en el contrato, lo cual le
reportara una ganancia al comprador de la opcién si el precio futuro es menor al del
contrato. Analogamente, una opcién de compra europea sobre una acciéon da el derecho
a quien la posee a comprar la accién en un tiempo futuro fijado al precio que estipula
el contrato de la opcion. Los andlogos de «americanos» de estas opciones permiten a su
tenedor ejercer el contrato no solo en el momento futuro establecido por el contrato,
sino también en cualquier momento anterior al mismo (y posterior a la compraventa de
la opcidn, claro).

Este tipo de activos que son «derivados» de otros (en el ejemplo dado, son derivados
de una accién, que se considera el «activo subyacente») presentan un problema para
su valuacién. Es decir, no queda claro para los compradores y vendedores prima facie
qué precio estarian dispuestos a pagar o aceptar por ellos.

Fue este problema el que dio impulso a las matematicas financieras. Si bien ex-
istieron estudios previos en el modelado matematico de los activos financieros por parte
de Bachelier y Samuelson, el area cobré importancia a partir de los trabajos de Fisher
Black, Myron Scholes y Robert Merton entre 1970 y 1973 [6, 1], que culminaron con una
formula para la valuacién de la opcion de compra o call europea. Esta férmula se ajusta-
ba notablemente bien a los precios que efectivamente se usaban hasta entonces para
ese tipo de transacciones, lo que representé un triunfo para el modelado matematico
de las finanzas. A partir de alli y del descubrimiento de la importancia de la llamada
«medida martingala equivalente» varios matematicos se dedicaron al area, la cual ha
crecido exponencialmente en las tres iltimas décadas.

El objetivo de la tesis es presentar de manera rigurosa los resultados de valuacién de
opciones luego de haber desarrollado el modelado estocéastico de un mercado financiero.
Los capitulos 6 y 5, respectivamente, se encargaran de eso.

Antes se deberan establecer las herramientas del calculo estocastico que permite
integrar sobre procesos y de las ecuaciones diferenciales estocasticas, lo que se hard en
los capitulos 3 y 4.

En primer lugar, seran necesarias ciertas nociones preliminares de la teoria de pro-
cesos estocasticos, sin apelar a mas conocimientos previos que los de un primer curso
de Medida y Probabilidad. Esto se hara en el siguiente capitulo.



Capitulo 2

Nociones de Procesos Estocasticos

El concepto de un «proceso estocédstico» generaliza la idea de aleatoriedad o esto-
cacicidad de una variable fija en el tiempo a una que cambia a lo largo del tiempo (de
ahi la palabra «proceso»). La siguiente definicién precisa esta idea.

Definicién 2.1. Dado (2,3, P) espacio de probabilidad y un conjunto indice I, un
proceso estocdstico es una familia de variables aleatorias { X }ie;.

En general I = Ny o I = R.( representa un conjunto de «tiempos». Nosotros
trabajaremos con I = R.g, que es el caso de procesos de «tiempo continuo» y en
general notaremos al proceso con el subindice: X;.

Nos interesa poder modelar el valor de un activo «riesgoso», es decir, un valor X;
que tenga oscilaciones no deterministicas que no dependan de la tasa de descuento r.
Si el valor de un activo sin riesgo (digamos, el valor de un plazo fijo) crece siguiendo
una ley

AY, = rY, At

donde r es la tasa a la que fue colocado, entonces creemos, en principio, que el valor de
X, seguirfa una regla informal del tipo

AX; = oAt + B; - «ruido»

es decir, que seguiria una regla dinamica que no sélo lo haga variar en funcién del
valor-tiempo del tiempo transcurrido sino que ademads incorpore un término aleatorio
que representa un «ruido» (nocién importada por la Economia del «ruido blanco» de
la teoria de senales), es decir, oscilaciones (debidas, por ejemplo, a movidas puramente
especulativas o a anuncios de un gobierno que alteren la confianza en su capacidad de
pago) que en un «largo plazo» se compensan, es decir, que tienen media cero y que,
ademas, para intervalos fijos de tiempo no dependen del tiempo en que se hacen ni de
las oscilaciones previas. Esto deberia modelarse con un término Y;At, donde Y; es un
proceso que satisface las siguientes propiedades:
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(1) Sity # to entonces Yy, y Yy, son independientes

(ii) {Y:} es estacionario, o sea, la distribucién conjunta de (Y%, 1p, ..., Y, +n) no de-
pende de h para cualquier h € Ry k € N.

(iii) E[Y:] = 0 para todo ¢

El problema es que se puede demostrar que un tal proceso no seria «razonable»: con
probabilidad 1 no seria continuo y, si requerimos que tenga varianza finita, ni siquiera
seria medible. Para cambiar el enfoque, entonces buscaremos un proceso V; tal que
Y, Aty = AV, . De algin modo, el anterior proceso Y; representaria las diferencias finitas
del nuevo proceso V;, por lo que le pediremos a los incrementos de éste propiedades
analogas a las que le pediamos al anterior:

(i) Si0 <t <..<t,entonces V;, —V;,, Vi, — V4, ..., Vi, — V4, _, son independientes

(i) Si0 <ty < ... < t,, entonces (Viyon—Viy1hy Visth— Vigthy s Vi tn— Vi, _,+n) tiene
la misma distribucién conjunta que (V, — V;,, Vi, — V,,,..., Vi, — V;,_,) para cualquier
h >0

(iii) Vo = 0 casi seguramente

(iv) V tiene trayectorias continuas, o sea, para casi todo w € Q, V;(w) es continuo

(v) Vi ~ N(0,1)

Estas condiciones definen un proceso de Wiener (también llamado «movimiento
Browniano»). La ultima condicién puede parecer relativamente ad hoc pero no lo es.
Los procesos que satisfacen (i)-(iii) se llaman procesos de Levy y se puede demostrar
que los tnicos procesos de Levy con trayectorias continuas son los llamados procesos
de Wiener con deriva constante, que se definen como procesos donde ademas de (i)-(iv)
vale: (v') V; ~ N (ut,t). Con lo cual lo tinico que agrega (v) es pedir que V; tenga valor
esperado 0.

La demostracién de la existencia de un proceso que satisfaga (i)-(v) serd omitida.
En adelante, notaremos con B; a los procesos de Wiener.

Demostraremos a continuacién una de sus propiedades més importantes, que primero
requiere su definicién.

Definicién 2.2. (a) Dado (2, X, P), una filtracion es una familia de o-algebras {H; }>0 C
> tal que si s < t entonces Hy C H;
(b) Una submartingala (supermartingala) para la filtracién {H;}:+>o es un proceso
estocastico M, tal que:
(i) es adaptado a la filtracién {H;}:>o, 0 sea, para t fijo, M; es H;-medible
(ii) E[|M;|] < oo para todo t
(iii) para todo s < t, E[M|Hs| > (<)M
(¢) Una martingala para la filtracion {H;};>0 es un proceso M; que es a la vez
submartingala y supermartingala (o sea, E[M;|Hs] = M, para todo s < t).



Teorema 2.1. Sea {H;}>o la filtracién dada por H; = o({Bs};s < t), las o-algebras
generadas por las variables aleatorias B, para todo s fijo menor a ¢ (se dice que esta
filtracién es generada por el proceso). Entonces B; es una martingala para la filtracién

{He}eo

Demostracion. Veamos que satisface (i)-(iii) de (2.2). El punto (i) es trivial pues es la
filtracién generada por el proceso. Para (ii) basta recordar que, dado t fijo, B, es una
variable aleatoria normal, y éstas son integrables. Para (iii) recordemos que B; — By es
independiente de B, — By = B, para todo u < s, luego lo es de H, y recordemos que
vale E[Y|F] = E[Y] s1 Y es independiente de F. Entonces tenemos

E[Bi|Hs] = E[B; — Bs|Hs| + E|Bs|Hs| = E|B; — Bs] + Bs = By
pues E[B;] = 0 para todo t. O

Los siguientes dos resultados fundamentales seran enunciados sin demostracién (ver
Teorema 3.11 de [8] y Teorema 1.2.3 de [10], respectivamente)

Teorema 2.2 (Teorema de descomposicién de Doob-Meyer). Sea S; supermartingala
para la filtracion {#;}+>o. Entonces se admite la representacién

St:Mt_At

donde M; es una martingala para la misma filtracion y A; es un proceso no decreciente
con A(0) = 0.

Teorema 2.3 (Desigualdad de Martingalas de Doob). Sea M; una martingala (respecto
de alguna filtracién) con trayectorias continuas. Entonces vale

1

P[sup | M| 2>\} < = E[M}]
0<t<T A

Comentario 2.1. Hasta ahora hablamos varias veces de «tener trayectorias continuas»

para un proceso, sin embargo, debemos observar algo. Dado un proceso (X;):>o a tiempo
continuo y su filtracién generada H;, el conjunto

{w: f(t) := X¢(w) es una funcién continua de t} C Q

no pertenece a H> = | J,~, H:, basicamente, porque involucra una cantidad no numer-
able de conjuntos de la forma S, con S;, € o(Xj,). De hecho, se pueden construir dos
procesos Xy, Y; tales que P({w : X;(w) = Y;(w)}) = 1 para todo t pero, para cada w
fijo, X;(w) es continuo y Y;(w) no lo es. Esto motiva la siguiente definicién.

Definicién 2.3. Sean dos procesos (X¢)i>0 v (Yi)e>0, se dice que X; es una versidn de
Y; si P({w: Xy(w) =Y (w)}) =1 para todo t.
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Para muchos procesos obtenidos como limites casi seguros o L*(P) de sucesiones
de procesos continuos interesara saber que se puede elegir una versién continua de ese
limite.

Agregamos ahora algunas definiciones que nos podran ser de utilidad.

Definicién 2.4. Dado (2, %, P, {H:}:+>0), un espacio de probabilidad con filtracién o
filtrado, definimos:

(a) Un tiempo de parada es una variable aleatoria 7 : 0 — R tal que
{w: 7(w) <t} € H,

(b) Para un tiempo de parada 7 tenemos la o-dlgebra asociada
r={AeX: An{r <t} € H; para todo t}

(¢) Una martingala local para la filtracién es un proceso estocdstico M; tal que:
(i) es adaptado a {H;}i>0
(ii) existe una sucesion de tiempos de parada 7, tal que 7, — oo casi seguramente
y tal que N{* = M,,in(1,7,) €5 una H;-martingala para todo n.

El siguiente resultado sera utilizado ocasionalmente en el trabajo, por lo que lo
presentamos sin demostracién (ver Ejercicio 7.12 de [7])

Teorema 2.4. Toda martingala local acotada inferiormente casi seguramente es una
supermartingala.

Volviendo al problema planteado anteriormente, querriamos poder escribir y dar
sentido a una regla dindmica como

AXt = OétAt + ﬁt : ABt

en un tipo de ecuacién diferencial

dXt = Oétdt + BtdBt

El problema es que el proceso de Wiener no tiene variacion acotada sobre ningin
intervalo finito!, en particular, no es diferenciable. Sin embargo, a esa ecuacién se le
podria dar un sentido «integral». Si tomamos 0 =¢; < ... <t, =t y escribimos

AXk = OétkAtk + ﬂtk : ABk

con AXy =Xy, ., — Xy, Aty = tpy1 —tp y ABy = By, ,, — By,, podriamos pensar en el
limite de

Xy, — Xy = Z oy, Aty + Z B, - ABy

'Si definimos el proceso V¥ = limy pjjo >_p_; |My, — My, _, [P con P particiones de [0, t], vemos que
para p = 1 y para todo t, es infinito c.s.
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cuando supy, |Atg| — 0, que deberia ser una expresién de la forma

t

¢
X — Xo= /a(s)ds + “/B(S)dBS”
0 0
donde las comillas se deben a que todavia debemos darle un sentido matematico riguroso

al segundo sumando del lado derecho.
El célculo de Ito que se desarrollara en el siguiente capitulo tratara este problema.
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Capitulo 3

Integral de It6 y Formula de Ito

Presentamos en primer término la clase de funciones para las que se definira la
integral de Ito.

Definicién 3.1. Sean (2, X, P) un espacio de probabilidad, (H:):>o C ¥ la filtracién
generada por un proceso de Wiener (By);>0, y T > 0. Llamamos V = V(T,H) al
subconjunto de las funciones medibles en ([0, 00) x Q, B x ¥) (donde B es la o -algebra
de Borel) tales que:
(i) f(t,w) es {H;}-adaptado, es decir, para cada t fijo f(t,w) es H;-medible
)IfI3 = E(fOT f(t,w)?dt) < oo (o sea, f € L*([0,00) x ) con la medida producto
de Lebesgue y P)

Definiremos ahora la integral de It6 para un subconjunto (que resultard denso) de
la clase anterior.

Definicién 3.2. (i) Diremos que una funcién ¢ en V es simple si es de la forma
o(t,w) = Zj ej(w)Xj, 1;,,) para una particién 0 <t < ... <t, <T.

(ii) Para una ¢ elemental defiminos su integral de It6 como fOT @dB, =3, e;(w)AB,;
con ABj = B, (w) — By, (w) (notemos que la integral es una variable aleatoria)

Comentario 3.1. Por la definicién de V e; es una v.a. H;,-medible. Este punto no
es menor. Ya dijimos que a un proceso de Wiener (en realidad, a cualquier martingala
continua) para casi toda w no se le puede tomar una integral de Riemann-Stjeltes. Mas
aun, se da que si las e; son una aproximacion a una f en V de modo tal que e; = f(;%)
con tjx € [tj,t;+1) la eleccion de ¢, altera el valor de la integral limite. La integral de
[t6 representard el caso ¢ = t; y este hecho esta implicito en que e; sea H;,-medible.
Existen otras integrales estocasticas, como la de Stratonovich, que representa el caso
tix = %, y que dan como resultado un calculo estocastico con propiedades distintas.

13
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Teorema 3.1 (Isometria de Ito). Sea ¢ € V simple entonces

T 2 T

E /gdet =F /go%zt

0 0

Demostracion. Sea o(t,w) =3 e;j(w)X] . Notemos en primer lugar que

tjstj+1)

E[ejeiABjABi] = 6;E[€§](t]+1 - t]) (31)

pues si i # j podemos suponer sin perder generalidad que i > j y entonces, como
el proceso tiene incrementos independientes, AB; es independiente de H;, (y por esto
también independiente de ABj, e;, €;, que son todos H;, medibles), por lo que

E[ejeiABjABi] = E[ejezABj]E[ABl] =0

pues E[AB;] = 0. Ademads, para el caso i=j, tenemos que E[(AB;)?] = t;11 —t; y que
AB; es independiente de e; por ser independiente de H,;, de donde se sigue (3.1).
Por 1ltimo, expandiendo en la definicién y usando lo anterior tenemos

T

E /wBt - F
0

Z ejeiABjABZ-

j?i

— ZéfE[ejz](tjﬂ —t) =

j?i

T

=F /cpzdt

0

E

Z €5 (tj1 — t5)
j
]

Probaremos ahora la densidad de las simples acotadas en V), lo cual nos permitira ex-
tender la definicion de la integral de Ito6.

Teorema 3.2. Sea f € )V, entonces existe una sucesion de funciones simples y acotadas
(@n)nen tal que || f — gon||$/ — 0 cuando n — oo.

Demostracion. Paso 1. Para f € V acotada y con f(-,w) continua para w fijo defini-
mos @, (t,w) = > f(t;, w)Xj; +;,,)(t) (con particiones de [0, T] tales que sup At; — 0
J

cuando n — 00). Vemos que ¢, estd en V pues f lo estd y ademds es acotada (pues f
lo es) y simple. Como f(-,w) es continua, para cada w tenemos que

T
/(f—gon)th—> 0 cuando n — oo
0
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Luego, por convergencia mayorada (por una constante) en L*(P), E [fOT(f — gpn)th] =

Ilf— g0n||\2, — 0 cuando n — oo.

Paso 2. Para g € V acotada definimos f, (¢, w) fo Un(s — t)g(s,w)ds (con ¥,
funcién no negativa y continua en R con soporte en [—ﬁ 0] que mtegra 1). Como las
¥, son aproximaciones de la identidad, para cada w tenemos que

T
/g fn)?dt — 0 cuando n — oo
0

Luego, como f, < M para M tal que ¢ < M tenemos por convergencia mayorada
que E [fOT(g - fn)zdt} =g — fn||i — 0 cuando n — 0.

Por otro lado, las f,, son continuas y acotadas por ser convoluciones de continua y
acotada. También son medibles y se puede ver que son H;-adaptadas, por lo que estan
en V. Entonces, usando el paso anterior para las f, acotadas y continuas en ¢, tenemos
una sucesién (¢, )ney € V de funciones simples y acotadas tales que ||g — ¢,||5, — 0
cuando n — oo.

Paso 3. Para h € V cualquiera tomamos

—n si h(t,w) < —n
gn(t,w) =< h(t,w) si —n<h(t,w)<n
n si h(t,w) >n

Las g, convergen puntualmente en ¢ a h para cada w fijo. Luego, por convergencia
mayorada (por h) en L?(P) tenemos que E [fOT(h - gn)th] = ||h = gall3, = 0 cuando

n — oo Es claro por otro lado que las g, estan en V por construccion pues h lo esta.
Ademas, son acotadas, por lo que pueden aproximarse por acotadas y simples por el paso
anterior, de modo de hallar una sucesién (¢, ),eny € V de funciones simples y acotadas
tales que ||h — ¢,||3 — 0 cuando n — oo, lo que completa la demostracién. O

Observacién 3.1. Si tenemos dos sucesiones (¢, )nen, (¥n)neny € V acotadas y simples
tales que || f — gpn||$) =0y |f— @/Jn”f; — 0 para una f € V entonces existe una funcién

h € L*(P) tal que fOT on(t,w)dB; — hy fOT P, (t,w)dB; — h en L?(P) cuando n — oo.

Demostracion. Llamemos (0, ).en a la sucesion que resulta de empalmar ambas suce-
siones. Tenemos que ||f — 0'n||]2) — 0 y de esto se sigue que E |:f0T(0'n — O'm)Zdt] < €
para n, m > ng. Luego, por la Isometria de Ito,
T 2
FE / oy — omdBy <€
0
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paran, m > ng. Pero esto es decir que fOT 0,dB; es de Cauchy en L?(P). Por completitud
existe h, el limite en L?(P) y por construccién h también es limite de fOT on(t,w)dBy; y

I u(t, w)dB,. O

Esto habilita finalmente la siguiente definicién.

Definicién 3.3 (Integral de 1t6). Sea un proceso de Wiener (B;);>o v f € V, definimos
su integral de Ito respecto del proceso como

t t
/f(t,w)dBt = lim /gpn(t,w)dBt
n—oo

0 0

para una sucesion (@y)nen tal que [|¢, — f ||$, — 0 cuando n — oo (la independencia
del limite respecto de la eleccién de la sucesion esta dada por la observacién anterior).

Corolario 3.1 (Isometria de It6). Para todo f € V vale

2

E /f(t,w)dBt =F /fz(t,w)dt (3.2)

Corolario 3.2. Si f € V, (fu)wen C V y E [ ST (fult,w) — f(t,w))%zt] ~ 0 cuando

n — 00, entonces
T T
/fndBt — /det en L?(P) cuando n — 0o
0 0

A continuacién enunciamos algunas propiedades de la integral de Ito.

Teorema 3.3. Sea (B;);>o un proceso de Wiener, H = (H;):>o su filtracién generada,
f,9 € V(T,H) y sean 0 < U < T. Entonces:
U T

i)fOT fdB, = {det +deBt para casi todo w

(
(ii)fOT(cf +g)dB; = chT fdB; + fOT gdB; con ¢ constante para casi todo w
(iii) E [ s det] ~0
(iv) [, fdB; es Hr-medible
U
(v) E [ T fdB, | HU} — [ fdB,
0

(vi) B [ I fdB,

]<oo
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Demostracion. Todas las propiedades valen para simples, luego tomando limite se prue-
ban para el caso general. En el caso de la propiedad (v), basta recordar que la esperanza
condicional es una contraccién lineal en L?(P), en particular, es continua. ]

Comentario 3.2. Las tltimas tres propiedades son equivalentes a decir que el proceso
de la integral de Ito I; = f(f fdB, es una martingala respecto a la filtracion generada
por B;.

La siguiente propiedad se enunciard sin demostracién (ver Teorema 3.2.5 de [7]),
pero sera de gran uso mas adelante.

Teorema 3.4. Sea f(t,w) € V(T',H) para todo T entonces existe una versién continua
del proceso

Iy = | f(s,w)dBs
/

Como Corolario, vale (ver Teorema 2.3)

0<t<T A2

t
1
P[sup || 2)\} < E /det
0

Ya definida la integral de It6, para poder darle un uso efectivo necesitamos algin
modo de computarla. Esto sera provisto por el siguiente resultado.

Teorema 3.5 (La férmula de It6 unidimensional). Sea X; un proceso de la forma

t t

X = Xo+ /u(s,w)ds + /v(s,w)st

lo que habitualmente se escribira con la llamada «notacién diferencial»

para Xy v.a. de varianza finita, u,v : [0,00) x  — R tales que u es Hi-adaptada y
E[ [y [u(s,w)|ds] < oo para todo t > 0y v € Vg = (\V(t,H) con H = (Hi)izo la
t

filtracién generada por el proceso B;.
Sea ademds g(t,z) € C%*([0,00) x R) y Y; = g(¢, X;) entonces

t t t

_ g g g
Y}—Yb—l—/a(s,Xs)ds—i—/%(S,Xs)u(s,w)ds—l—/%(S,Xs)v(s,w)st—l—

0 0 0
t
1 2
5 / %(3, X,)v?(s,w)ds (3.4)
0
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Comentario 3.3 (Comentario notacional). La anterior férmula en notacién diferencial
seria

2
dY, = 5 99 ¢, X,)dt + g (t, X¢) (u(t, w)dt + v(t, w)dB;) + %%(t,xt)ﬁ(t,w)dt
reemplazando con (3.3) tenemos
dg dg 10%g
dY, = 5 —(t, Xy)dt + == B (t Xy)dX; + o ——(t, Xy)v* (¢, w)dt

y si adoptamos la convencién formal de expandir (dX;)? como un binomio de Newton
para (3.3) y siguiendo la regla dt - dt = dt - dB; = dB; - dt = 0y dB; - dB; = dt tenemos
dg dg 1 0%
B (t Xp)dt + = Dz (t Xy)dX; + 2922

que por razones de sencillez es la manera usual de presentar la férmula.

dY, = (t, X;)(dX;)? (3.5)

Demostracion del Teorema. Paso 1. Probémoslo primero para el caso en que g y sus
derivadas parciales que aparecen en la formula estan acotadas. Supongamos también
que u y v son simples y acotadas.

Tomamos una particién de [0,¢] de modo que g(t, X;) = g(0, Xo) + > Ag(t;, Xy,)

j
con Ag(t;, Xy,) = g(tj41, Xi;,,) — 9(t;, Xy;). Entonces, usando Taylor en Ag(t;, X;,)
tenemos

dg g 0’9 112
g9(t, X¢) =9(0, Xo) + Z ¢80+ Z Fravitis Z g2 (AL

+Z@6t (AL;)(AX;) 282AX +ZR (3.6)

con gy sus derivadas evaluadas en (t;, Xy, ), AX; = X, =X,y R; = o(|]At;|*+|AX;]?)
para todo j. Ahora bien, por continuidad de g y sus derivadas y de X; (podemos tomar
una versién continua pues es suma de integrar una funcién L! en t para todo w y una
integral de Itd que, por el Teorema 3.4, tiene una versién continua) tenemos que

t
9y g
> o (15, X1, )AL — / (5, X.)ds  cuando |At;| =0 (3.7)
J
y como at I estd acotada por hipdtesis el sumando estd acotado para toda particién y de

este limite puntual se sigue el mismo limite en L?(P).
Ademds AX; = ‘[;t_jﬂ u(s,w)ds + ftt_j“ v(s,w)dBs con lo cual tomando una parti-
J J
ciéon que sea refinamiento de las particiones asociadas a las funciones simples u y v
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tenemos AX; = u;j(w)(tjp1 —t;) +vj(w)(By,,, — By,) = u;At; +v;AB; para u(t, w) =
> Ui (W) Xty ¥ V(G w) = 3 0j(w) Xy, ;,,) (Podemos escribirlas asf usando un re-
finamiento comin a sus particiones).

Entonces, también por continuidad de las derivadas de g y de X;, tenemos

t t
gg(t],xt JAX; — /%(s,xs)u(s,w)ds+/g—i(s,xs)v(s,w)dzas (3.8)

0 0

cuando |At;| — 0 (para el segundo sumando debemos observar que la continuidad de 89
y de X; y el hecho de que el proceso X; sea H-adaptado garantizan que 32 (3 X)v(s, )
y Z % L (t, Xi,)vi(w) Xy, 1) estén en V(t,H) y que

Il Z a—g(tj,th)v]( VXt t541) — (3 Xs)v(s,w)||ly — 0 cuando |At;| — 0,

j
lo que, por el Corolario 3.2, implica la convergencia del segundo sumando)

De este limite puntual se sigue, como antes, la convergencia en L?(P) pues gg , Uy
v estan acotadas por hipotesis.

Ahora, como u y v son simples tenemos (como antes, refinando adecuadamente las
particiones)

9%g 0? %g 0%g
o2 TIAX)? = o2 ul(At)? +2) oz tiv (A (AB))+
J
829
o2 v3(AB;)? (3.9)

J

con g y sus derivadas evaluadas en (t;, Xy,) y uj(w) = u(t;, w).
Veamos que los dos primeros sumandos tienden a cero en L?(P) cuando |At;| — 0.
Sabemos que 0 < Y (At;)? < 0T si |At;] < 6 luego Y (At;)* — 0 cuando |At;] tiende
J J
a 0y, como % y u estan acotadas, lo mismo vale para el primer sumando. De esta
convergencia puntual se sigue la convergencia en L?(P) como antes pues el sumando
estd acotado para toda particién. Ademas,

(Z %ujvjmt)(ABj)) -

= ZE [ujvjukvkng gxg (At )(Atk)(AB])((SBk)] = ZE [(ujvj%)Q(Atj)?’

7.k

2
pues E u]vjukvkgmg 9%

2
8mk

(ABj)(ABk)} — §E [(u]v]w p } At,

(ver (3.1) en la demostracién de la isometria de It6 para simples).



20 CAPITULO 3. INTEGRAL DE ITO Y FORMULA DE ITO

Luego £ {(Z] gx2u]UJ(At)(AB )) ] = ZE [(u]vm =) } (At; )3 — O pues E [(ujvj%)Q]
j
estd acotado y Y (At;)? — 0 cuando |At;| — 0. Concluimos que el segundo sumando

J
de (3.9) también converge a 0 en L?(P).
El desarrollo del tltimo parrafo se repite andlogamente para mostrar que Z P9 (At;)?

(Atj)(AXj) convergen igualmente a 0 en L?(P)

J

Veamos a continuacion que el tercer sumando converge a fo o 2.9 (s, X,)v?ds cuando
|At;] — 0 en L*(P)

Escribamos a(s) = %(S,XS)UQ(S, w) y a;j = a(t;) y consideremos

(Z a;(AB;) Za]At ) = Ela;a:((AB))* — At))((AB)* — At;)]

i?j

Si i < j entonces a;a;((AB;)* — At;) y ((AB;)? — At;) son independientes por lo
que el sumando se anula en este caso dado que E[(AB;)? = At;. Lo mismo sucede si
J <. Y usando que a; y (AB;)? — At; son independientes nos queda

Z Elaj((AB;)* — Aty)*] = Z Elaj] - (E[(AB;)"] - 2(At)* + (At;)?) =
2 ZE ? = 0 cuando |At;] — 0 (pues E[a}] esté acotado)

donde hemos usado que E[(AB;)'] = 3(At;)? (surge de recordar que 4 = 3 para la
distribucién normal, con p4 el cuarto momento centrado y o el desvio estandar, y que
AB; sigue una distribucién normal con media 0 y o igual a \/T,41 — ;).

En definitiva, hemos mostrado que Z a;j(AB;)? converge a Z ajAt; = fg

es simple) en L?(P) cuando |At;] — 0 y, resumiendo los resultados previos, que

82 g 2d
8752 Z AX;) + o7 =5 ( 922 (3.10)

en L*(P).

Con (3.7), (3.8) y (3.10) ya casi tenemos la igualdad deseada (3.4) en L*(P). Sélo
queda considerar el término correspondiente al resto de Taylor. Dijimos que R; esta en
o(|At;]* + |AX;)?), que es igual a o(|At;]* + |AB;|*) pues AX; = u;At; + v;AB;. Ya
vimos que Y_ h;j(At;)?> — 0 cuando |At;| — 0 si las h; estdn acotadas. Ahora si ten-

j
go S; en o(|AB,|?) entonces dado cualquier e > 0 tomamos cualquier particién con
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un |At;| suficientemente chico tal que Z S; < EZ(ABj)Q y acabamos de ver que, en
j j

L*(P), eZ)(ABj)2 — efot 1-ds < et. Como vale para cualquier € esto demuestra que
j

> S5; — 0en L*(P) para S; en o(|AB;|?) y luego > R; — 0 en L*(P). As{ se completa

J J

la demostracién de la formula para u, v simples y acotadas y ¢ y sus derivadas acotadas.

Antes de avanzar al siguiente paso enunciaremos un lema auxiliar

Lema 3.1. Sean (X, ¢)nen, X¢ procesos como los del teorema (3.4) tales que, para cada
t <T, X,; — X, en LI(P) y tales que E[|X,¢?], E[|X:|?] < M para algtin M > 0.
Entonces
(1) existe una subsucesién X,,, que converge a X para casi todo (s,w) en [0,7] x €,
(ii) para cualquier h(s,z) : [0,7] x R — R continua y acotada y b(s,w) tal que
E[fOT bPds] < oo para p > 1 vale que h(s, X, )b converge a h(s, Xs)b en LP(L ®
P,[0,T] x Q) y en LP(P) para todo s si b estd acotada.

Demostracion del Lema. Escribamos ¢, (s, w) = (h(s, X, s)—h(s, Xs))b. Probemos primero
(ii). Queremos ver que

t
B [lonl(suids| 0
0

Supongamos probado que X,, converge a X para casi todo (s,w) y sea K tal que
|h| < K. Entonces, por continuidad de h, ¢,, converge a 0 para casi todo (s,w) y
utilizamos el teorema de convergencia mayorada en [0, 7] x Q notando que | @y, (s, w)|P <
(2K)?|b(s,w)[P =: f(s,w) que es claramente integrable en la medida producto de [0, 7] x
2 pues E[fOT bPds| < oo. Luego E[fg @b ds] < E[fOT @b ds] — 0. El mismo argumento
se usa para ver que E[ph (t,w)] — 0 para todo t < T fijo, notando que E[b?] < oo para
todo t si b estd acotada.

Ahora (i). Para ver que existe una tal subsucesién X, basta ver que X,, converge
a X en el espacio de medida finita L*(£ ® P,[0,T] x ), o sea, basta ver

T T
E /(Xn,s(w) — X, (w))ds| = /E[(ans(w) — X, (w))?ds — 0
0 0
Pero por hipdtesis ¢(s) = E[(X, s — Xs)?] — 0 para todo sy, ademds, |1(s)| < 4M,
por lo que el resultado sigue por el Teorema de convergencia mayorada. O]
Paso 2. Consideremos g como antes y v en YV acota(ga. Fijemos un Ty consideremos
los t < T. Tomamos K € R.q tal que |g], |%|, |%|, |%\, lul, |[v] < K y tomamos una

sucesiéon de simples y acotadas por K (se puede, ver demostracién del teorema (3.2))
t
(Un)nen tal que E[fo (v —v,)2dt] = ||Jv — vn||i — 0.



29 CAPITULO 3. INTEGRAL DE ITO Y FORMULA DE ITO

Escribimos X, ; = Xy + fot uds + f(f vpdBs y veamos que, para t fijo, X,, converge a
X en L2(P). En efecto, por la isometria de Ito, E[([) (v, — v)dBs)?] = |[v — v,||y — 0
cuando n — 0o. Ademas

T
E[|X,4*] < 3E[|Xo*] + 3(KT)* + 3E /v2 ds < 3(E[|Xo|*] + (KT)* + K°T) =M

n

0

T
E[|X:[*] <3E[|Xo|*] + 3(KT)* + 3E /u%zs <3(E[|Xo|] + (KT)* + K°T) = M
0
por lo que estamos en las hipétesis del Lema 3.1 y podemos tomar la subsucesion X,,,
convergente para casi todo (s,w) a la que, sin perder generalidad, llamaremos X,.
Queremos ver ahora que Y, ; = g(t, X,;) converge en L?*(P) para ¢ fijo a ¥, =
g(t, X;). Basta aplicar el punto (iii) del Lema 3.1 ah =gy b= 1 con p =2 para tener
lo deseado.
Ahora bien, por el Paso 1 sabemos que para todo n vale:

89

Yn,t - Yn,(] = Js

0

= (s, Xns)ds +/3 S, Xy s)u(s, w)ds+

dg 0*g 2
/aw(s Xon.s)Un (s, w)dBs + = /(9 5 (8, X s)vy (s, w)ds
0 0

(3.11)

Habiendo visto ya que el lado izquierdo de la ecuacién converge en L?(P), falta ver que
el lado derecho también lo hace. Es decir, queremos ver que

39
s — (s, and5—>/a (s, Xs)ds (3.12)
89
e —= (s, Xp.s)u(s,w)ds —)/a s, Xs)u(s, w)ds (3.13)
39
2 (5, X (5, ), %/ (s, X.)o(s, w)dB, (3.14)

0

/g 5 (8, Xps)v 2(s, wds—>/a 5 (s, X)v 2(s,w)ds (3.15)

0



donde todos los limites son en L?(P).
Para ver (3.13) notemos que:

2 t

Ox Ox
0 L2(P) 0
donde la convergencia se da por (ii) del Lema 3.1 con h =

modo se ve (3.12).
Para ver (3.14) escribimos

t

dg dg )
/al'(s an>vn(5 w)dB _/%(S’XS)U(S,U])CZBS =

0 0

89
ox

0

dg

Para el primer sumando,

0
E /6% X, )(vn(s, w) — v(s,w))dB, | | < K
x
0
que converge a cero.
Para el segundo sumando tenemos
t 5 5 2 t
9 9 2

E —(s,Xns) — == (s, Xs))vdBs < K°FE

Gt X = s, X /i

0 0

t
_ 99 _ 9 2
_ KE / (5205, Xn) = 5205, X)ds | | =0

0

—=(8, Xp.s) (vn(s,w) — v(s,w))dBs + /(8x<8 Xons) —

dg
s X ) —
ZL’(S7 n,s)

23

dg

t
/(@(S,Xms) — @(S,XS))UCZS < K*°FE /(%(S,Xnys) — %(S,XS))QdS —0

%, p =2, b= 1. Del mismo

dg
%(s, X;))v(s, w)dBs

/—v

0

dg

g(s,Xs))st

donde al final se usé el Lema 3.1 como antes. Con esto terminamos de probar (3.14).

Finalmente, para ver (3.15) escribimos:

32 32
pe 2(5 Xpo)V2(s,w)ds — Eye
0 0

(5 X )v?(s,w)ds =

= /(%(S,Xn,s) — @(S,XS))vz(s,w)dst/@(s Xons)(v 2(s,w) — v*(s,w))ds

0x? 0x?

0 0
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La convergencia a cero del primer sumando se prueba exactamente igual que la
convergencia del primer sumando del caso anterior.
Para el segundo sumando, observemos que:

02 5
E e 2(3 X.o) (V2 (s,w) — v2(s,w))ds

0

IN

(/ [V, — 0| - |, +v]ds)?| <2K*E /|vn —vlds)?*| <

t

2K*E (/1 ds)( /|vn—v| ds)| < 2tK*FE /|vn—v| ds| =
0
2t K? ||v—vn||v—>()cuandon—>oo

Con lo cual concluimos que la formula vale para g acotada y con derivadas acotadas,
u simple y acotada y v € V acotada.

Paso 3. Ahora consideramos g y u como antes y v cualquiera en V. Tomamos K € R+
tal que |g|, \89] \89] \gw |, |u| < K y tomamos una sucesién de acotadas (v )nen con
|vn] < |v| ¥y v, — v puntualmente en [0,7] x €2 (se puede, ver demostracién del teo-
rema (3.2)) y tal que E[f(f(v — vy)2dt] = |jv —vn||]2/ — 0. Como antes, escribimos
Xot = Xo+ fot uds + fot v,dB, y vemos que, para t fijo, X, ; converge a X; en L*(P)
pues E[( [ (v, — v)dBs)? = |[v — v}y — 0. Ademés,

T
E[|X|?] < 3E[|Xo)*] + 3(KT)* + 3E /vzds =M

0

T
E[|X,:*] <3E[|Xo|*] + 3(KT)*+ 3E /vgds <M
0

por lo que estamos en las condiciones del Lema 3.1 y podemos, sin perder generalidad,
llamar X, a la subsucesién que converge para casi todo (s, w).

También tenemos, por lo mismo que en el Paso 2, Y,, s = g(s, X,,.5) = g(s, Xs) = Y5
en L*(P).

Por los pasos previos ya sabemos que la férmula de 1t6 vale para cada v,,.

Ademas, sabemos que en espacios de medida finita existe C' > 0 tal que [|-||;, <
C |||l 12, con lo cual todas las convergencias mencionadas en L? se dan también en L.
Como antes, debemos ver que el lado derecho de la ecuacion (3.11) también converge
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para que la férmula valga para v cualquiera, pero esta vez el limite se hard en L'. Es
decir, queremos ver que

]%(S,Xn,s)ds%/t%(s,xs)ds (3.16)
gg<5 X Juls, w)ds —>/ (5, Xs)u(s, w)ds (3.17)
/25:(3 Xos)on (s, w)dBy _>/ (s, Xs)v(s, w)dBy (3.18)
222(5 X, )0 (s, ds—>/a I (5, X,)02 (s, w)ds (3.19)

0

cuando n — oo, donde todos los limites son en L!(P).

Los casos de (3.16) y (3.17) ya estan cubiertos por el Paso 2, por lo que convergen
en L*(P) (y luego en L'(P)).

Para ver (3.18) escribimos

¢
09 dg B
e == (8, Xy,5)Un(s, w)dB; —/g(s,Xs)v(s,w)st =

89 / dg dg
e (8, Xpns)(vn(s,w) —v(s,w))dBs + /(%(S,Xn,s) - %(S,Xs))v(s,w)st

0

Para el primer sumando hacemos lo mismo que para el primer sumando en la de-
mostracién de (3.14) del Paso 2, lo que garantiza convergencia a 0 en L?(P) (luego en
L'(P)).
Para el segundo sumando,
[0 9 2 [0
g g g
E a an - a9 aXs st SE a. 7an -
J G X0 = s, X Gt X0

0 0

9g 2,2
—(s, X
(9&:(8’ s)) v7ds

y aplicamos el Lema 3.1 conp =2, b=vy h = %, lo que garantiza convergencia en
L? (luego en L').
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Por tltimo, para ver (3.19) escribimos

82 82
o2 (s X, )02 (s, w)ds — Eye)
0 0

(s X )v?(s,w)ds =

t

[ (50600 = G X s + [ Z 80X )03oow) = s,

0 0

Para el primer sumando, usamos directamente el Lema 3.1 conp =1, b=v?>y h = %,
lo que garantiza la convergencia L.

Para el segundo sumando, escribimos ¥, (s, w) = 8—9(8 X,,s)(v? —v2), que converge
casi seguramente a 0 (por como tomamos v,, y por (i) del Lema 3.1 y continuidad), y la
mayoramos con h(s,w) := K2|v(s,w)|* (pues |v,| < |v]), que es claramente integrable
en la medida producto dado que v € V.

Luego E[fot |t |ds] — 0 cuando n — oo, o sea, el segundo sumando converge a cero
en L'(P).

Esto termina de probar la férmula de Ito para una v € V cualquiera.

Paso 4. Consideramos g como antes, v € V cualquiera y u tal que F fot |ulds] < oo
para todo t. Tomamos K € Ryq tal que |g|, ’ag’ |g§] |gx | < K y tomamos (uy,)nen
de simples y acotadas tal que |u,| < |u|, u,(s,w) — u(s,w) para casi todo (t,w) y
E[fg |un(s,w) — u(s,w)|ds] — 0. Por esto tenemos que para cualquier ¢t < T X,,; =
X, + fot Upds + f(f vdB, converge a X, = X, + fg uds + f[f vdBs en L'(P) y ademds

T

B(t) = E[|X, — Xoal] < E /2|u|ds M

0
por lo que el teorema de convergencia mayorada nos asegura que

t t

/w(s)ds = /EUXS — X,ullds = 0

0 0

para todo t < Ty luego existe una subsucesion X,,, que converge para casi todo (s, w)
en [0, 7] x Q a X. La tomamos llamédndola X, sin perder generalidad. Tenemos entonces
que Y, = g(t, X,,+) converge casi seguramente a Y; = ¢(¢, X;) pues g es continua y,
ademds, estd mayorada por K, por lo que Y,,; converge a Y; en L'(P). Lo mismo ocurre,
por el mismo motivo, con las derivadas primeras y segundas de g. Por los pasos previos
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ya sabemos que la formula de 1to vale para cada u,:

89
0s

t

1 [ &%

2 25 X 2

+2/3x2<8’ n,s)0-ds
0

Yoi =Yoo= [ ==(s,X,s)ds +/a S an)unds—i—/a s, Xy, 5)vdBs

Veamos que vale para el limite en LI(P) Para el segundo sumando, notemos que
% (5, Xn.s)up converge puntualmente a 72 (s X)uy estd mayorada por Ku (y E| fo K|ul] <
o0) por lo que obtenemos la convergen01a deseada. El mismo argumento usamos con
el primer sumando. Para el tercer sumando la demostracién es idéntica a la realizada
para (3.18) en el Paso 3 y para el cuarto es idéntica a la realizada para (3.19) también
en el Paso 3.

Paso 5. Resta considerar el caso de una g € C?([0,7] x R) cualquiera. Para ello
tomamos funciones p,(t, z) € C? de soporte compacto tales que p, = 1 en [0, T] x B, (0)
y0<p,<len|0,7] x (R — B,(0)) y escribimos g, = g - pn, que son acotadas y con
derivadas acotadas en [0, 7] x R. También definimos 7,,(w) = inf{s : |X(w)| > n}. Por
lo ya demostrado en pasos previos:

t t

_ 8971 Ign 99
gn(t, X1) — gn(0, Xo) = s —(s, Xs)ds —|—/ 9 (s, Xs)uds —|—/ Ee (s, Xs)vdBs
0 0 0

t
0*gn
O0x?

1
+ 5 (5, X, )v2ds (3.20)

0
El lado izquierdo converge casi seguramente a g(t, X;) — g(0, X) pues para (¢, w) dados
tengo X;(w) dado y existe un ng tal que X;(w) < ng, de modo que g, (t, X;) = g(t, X¢)
para todo n > ng. Luego el lado izquierdo converge en probabilidad a g(t, X;)—¢g(0, Xo).
Queremos ver que lo mismo ocurre del lado derecho. Para ello usaremos que P(7, <
t) — 0 cuando n — oo.

En efecto, notemos que

t

O g
/ 8gx (s, X,)vdB, :/a—gx(s,Xs)vX{ngn(w)}(s,w)st+hn(t,w)

0 0
(donde la integral estd bien definida pues 7, es un tiempo de parada) con h,(t,w) =
Ot %"; (8, Xs)vXissr, (w)} (s, w)dBs — 0 en probabilidad pues

P(h,(t,w) > ¢€) < P(h,(t,w) > 0) < P(1, <t) — 0 cuando n — oo
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Adema3s
t

/ag” (8, X )0 X sr, )y (5, w)d By =/%(S,Xs)vX{ssTn(wn(S»w)st

Ox
0 0
y
[ 9
9 9 /
— (s, X5)vX Bs = Xs)vdBg —

/Gx(s’ )V X s<r ()} (8, w)d By /&L_(s s)vdBs — h, (t,w)

0 0
con by, (t,w) = [, gg (8, X5)vX (s> r, (w)} (5, w)dBs — 0 en probabilidad como antes. Luego:

hm/ (s, Xs)vdBs = hm/ (8, Xs)vXis<r, (wy (s, w)dBs =

09

e —=(s, Xs)vdBs (3.21)

0
Hm/a—g(s,XS)UX{8<Tn(w)}(S,w)dBS =
n X -
0

donde los limites son todos en probabilidad. La misma cuenta puede hacerse para
los otros tres sumandos del lado derecho de la férmula de It6 para finalmente obtener:

t t

t
[ 0g dg dg
g(t,Xt)—g(O,Xo) —/a(S,XS)dS—F/%(S,XS)UdS—F/%(S,XS)UdBS

0 0

2
/gxz(s X, )v3ds

0

_|_

DN | —

]

Antes de seguir hacia el problema de hallar soluciones para ecuaciones diferenciales
con términos estocésticos, debemos hacer varias observaciones sobre la generalizacién
de la integral, isometria y formula de [t6. En su forma mas general la integral

T

/u(t, w)d M,

puede definirse para cualquier semimartingala? M, respecto de una filtracién (H;)i<7
y para todo v medible en la o-dlgebra producto con u(t,-) medible en H,~ = (J,_, Hs

2Una semimartingala para la filtracién es un proceso S; que puede escribirse S; = M, + A, donde
M, es una martingala local y A; es un proceso H;-adaptado que verifica que existe una sucesiéon de
tiempos de parada 7, 1 00 (7, — 00 c.s) tal que Ni* = Min(s,r,) €s de variacién acotada para todo n
y sobre todo intervalo finito [0, T7].
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y u localmente acotado (existen tiempos de parada 7, T oo tales que, para cada n, el
proceso Sy(w) = u(t, w)X;<,, es uniformemente acotado). En ese contexto la isometria
de It6 afirma, para martingalas locales con E[|M;|*] < oo,

T 2 T

E / wt,wyd, | | = B / W2(t w)d (M)

0 0

donde (M;) = Umyp|—o > ey (M, — My, ,)? con P particiones de [0,¢] es la variacién
cuadrética del proceso (que existe y es de variacién finita para martingalas locales, por
lo que puede tomérsele una integral de Riemann-Stieltjes).

Si bien no trabajaremos en este nivel de generalidad, ocasionalmente usaremos el
hecho siguiente (ver 3.2.22 y 3.2.23 de [4]):

Teorema 3.6. La integral de It6 para v y M, como arriba es una martingala local si
M, lo es.

Por otro lado, desde el capitulo siguiente y en el marco general de la Matematica
Financiera, nos interesara calcular integrales de Ito respecto de un proceso de Wiener
multidimensional, por lo que hacemos la siguiente definicién.

Definicién 3.4. Sea una filtracién (H;):>o C ¥, sea un proceso de Wiener n-dimensional
(Bi)i>0 que es H;-martingala y sea T' > 0. Llamamos V™ = V™ (T, H) al subconjunto
de las funciones medibles en ([0,00) x Q2,8 x 3) (donde B es la o -algebra de Borel)
tales que:

(i) f(t,w) es Hp-adaptado, es decir, para cada t fijo f(t,w) es H;-medible

)If13 = E( fo f(t,w)2dt) < oo (o sea, f € L*([0,00) x Q) con la medida producto
de Lebesgue y P)

Y llamamos W = WO(T,H) al supraconjunto de V que cumple (i) y

fo f(t,w) 2dt <o0)=1

En el segundo caso, se puede ver que para toda v € W existen funciones simples
y acotadas v, tales que fOT |v — v,|ds — 0 en probabilidad y fOT v,dBs converge en
probabilidad a algin limite que s6lo depende de v, por lo que podemos tomarlo como
definicién de fOT vdBs. Esta integral pierde algunas propiedades: no verifica (iii) del
Teorema (3.3) y tampoco es, en general, una martingala (si es una martingala local
por el Teorema (3.6)). Por otro lado, con esta nueva deﬁnicién Vemos que si tomamos
(Ht)e>0, la menor o-algebra que contiene a .7-}(1), ]: (donde f es la generada por
Béi)), podemos considerar integrales como fg BMaB? que antes no podiamos (pues

BW no es F-adaptado). En general, si o : [0,T] x Q — R™" es tal que oi; € W
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podemos definir Y; = fo o(s,w)dBy asi:

n

T
Z/deB
10

J=

En este contexto, la isometria de It6 (que usaremos en la demostracién del teorema
de existencia y unicidad de solucién de una ecuacion diferencial estocastica en el capitulo

siguiente) es:
T T T
</O'dBS,/O'dBS> =F /Za?jds
0 0 0o W

Anélogamente, la formula de It6 para el caso n-dimensional en forma diferencial,
que se demuestra de manera similar a la 1-dimensional, es

ay,® = aag’“ (t, X,) dt+§ 89’“ )ax® +

1 P gi

- t, X,)dxPaxV 22
2 £ 3x,~8x]( 2 (322)

2y

para dX,” = widt + 3, v;dBY con las reglas dB,dB; = 8lds, dtdB; = dBidt = 0, lo
que da:
ayH) = %(t Xp)dt +Y %@ X)) (us(t, w)dt + > vyt w)dB )+
t 875 ) i 8@ ) ) I\ t

J

0 gi
= (t, Xy) i (t,w)dt 3.23
Z 8£C 8.Tj t ( )]( ) ( )
Asimismo, mencionamos que la féormula de It6 puede demostrarse para una clase de
procesos X; = Xy + f(f uds + fOT vdBs; mas amplia al relajarse las condiciones de u y

v y pedir solamente que P(f(f lu;lds < 00) =1y v; € W. A esta clase de procesos
se los llama procesos de It0 y a los términos udt y vdB; se los llama, respectivamente,
términos de deriva y difusion.

Antes de finalizar, enunciamos sin demostraciéon un teorema fundamental que rela-
ciona martingalas con integrales de Itd (ver Teorema 4.3.4 de [7])

Teorema 3.7 (Teorema de representacién de martingalas). Sea M, una martingala
respecto a la filtracion ‘H = (H;):>o generada por el proceso de Wiener (By):>o, tal que
E[|M;|?] < oo para todo t < T. Entonces existe ¢(s,w) € V(T,H) tal que, para todo
t<T,

¢

M, = M0+/<,0(s,w)dBt
0



Capitulo 4

Ecuaciones Diferenciales
Estocasticas

Ya desarrollado el calculo integral, estamos en condiciones de dar sentido a expre-
siones de la forma

dN,
d—tt = (CNt + OéWt)

donde a la ecuacién de crecimiento constante usual se le agrega un término W; de «ruido
blanco», con interpretacion W; = %, de modo que lo anterior se reescribe

dNt = CNtdt —|— OédBt
Maés en general, nos interesa hallar soluciones para ecuaciones de la forma
dXt = b(t,Xt)dt+ U(t,Xt>dBt (41)

que es la expresion usual en forma diferencial de lo que en el calculo integral desarrollado
(ver Comentario 3.3) escribimos como:

t t
X, = Xo+/b(s,Xs)ds+/J(s,X5)dBS (4.2)
0 0

El siguiente teorema nos garantizard la existencia y unicidad de soluciéon para estas
ecuaciones diferenciales estocésticas (o EDEs).

Teorema 4.1. Sean T' > 0, B, un proceso de Wiener m-dimensional y b(-,-) : [0,T] X
R™ - R", o(+,-) : [0,T] x R™ — R™™ funciones medibles que satisfacen

b(t,z)| + |ot,2)| < C(1+|z|), xeR"tel0,T] (4.3)
para alguna constante C' (donde |o* = Y |oy;|) v tal que
b(t,) = b(t,p)| + lo(t,2) — o(t,)| < Dlz—yl,  wyeRLte0,T]  (44)

31
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para alguna constante D. Sea Z una variable aleatoria independiente de la o-algebra
F+ generada por (By).>o v tal que E[|Z]?] < cc.

Entonces existe un tinico proceso X;(w) t-continuo adaptado a la filtracién F7Z gen-
erada por (Bs)s<: v Z que verifica la ecuacion diferencial estocastica (4.2) con condicién
inicial Xy = Z para todo t < T'. Ademas, se tiene

T
E /|XS|2ds < 00
0

Demostracion. Veamos primero la unicidad. Supongamos que hay dos procesos, Xi(w)
y X¢(w) que verifican la ecuacién (4.2) con valores iniciales Z y Z. Escribimos a(s, w) =
b(87 Xs) - b(S, XS) y 5(87 U)) = 0(87 XS) - 0(87 XS) y tenemos

t t 2
E|X, - X, ] =E Z—Z+/ad3+/5st
0 0

. 2 2

t
< 3E[|Z - Z)| + 3E /ads +3E /6dBS
0

0
t t
< 3E[Z - 2|7 + 3Bt /Ha|]2ds 4 3E /Hﬁ]|2ds
0 0

<3E[|Z - Z]] +3(1 + t)DQ/E [|XS - XSP] ds (4.5)

0

donde ||8]|* = > B3 v el uso de la isometria de Ito para (3 se justifica por la condicién
(4.3) y por la desigualdad E[fOT | X,|2ds] < oo para X y X.
Tenemos pues que la funcién v(t) = E[| X, — X;|?] satisface
¢
v(t) < F—i—A/v(s)ds

0
con F =3E[|Z-ZPy A=(1+ t)D?. Por el lema de Gronwall esto implica que
v(t) < Fe parat < T. Luego si Z = Z vale F = 0y v(t) = E[|X; — X;|*] = 0 para
todo t < T'. Por esto tenemos

teQnI0,T]
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y del hecho de que X y X tienen trayectorias continuas se sigue la unicidad.
Para ver la existencia definimos inductivamente una sucesion de procesos del sigu-
iente modo.
Yt(o) =7 para todo ¢
t t

DA/ / b(s, Y. ds + / o(s, Y)dB,
0 0
Y haciendo un calculo idéntico al hecho para la unicidad obtenemos

t
E [‘Yt(kﬂ) _ Y;f(k)’Q] <3(1+ t)DQ/E [V — y#=D[2] ds (4.6)
0
parak > 1y
M| ¢ t 2
B[y Y] = £ || [#sv0)as+ [ ats,v0)as,
Lilo 0
: 2

<2F /b(s, Z)ds|| | +2F / s, Z)d
o

0
< 2UE /HbH2(s,Z)ds +2F /HUH s, Z)d
- t

< 2tE /02(1+|Z|)2ds +2F /02(1+|Z|)

0 0

<APC*(1+ E||Z]) + 4C*(1 + E[|Z)7]) = At (4.7)

donde la constante A; depende solamente de C, T'y E[|Z]?]. Luego, escribiendo Ay =
méx(Ay, 3(1 4+ T)D?) se ve inmediatamente por induccién que

ol i Ak+1tk+1
E [m( ) _y >|2} < ﬁ para todo k > 0,t € [0, 7] (4.8)
Ahora
T
Oiljgfnft(k—l-l) Y(k S/ ( Y(k 1) )|d$
T 0

t

T swp / (0(5, Y M) — o(s, Y))aB, (4.9)
0<t<T )
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Por la desigualdad de martingalas de Doob obtenemos

P ( sup [V )] 5 2k)

0<t<T
T 2
<P /|b(s,1g<k>) —b(s, YF V) |ds| > 27%2
0
t

+ P | sup /(U(S,Y;(k)) o(s, YED)dB,| > 2~1
0se<7 |

T T
< 22k+2T/E b(s, Y)Y — (s, VE=D) ?)ds + 22k+2/E lo(s, YO — o (s, YD) 2ds
0 0

T T
_ Ak k
< 22KH2(1 4 T)DQ/EHYt(k) — Y, FDP2)ds < 22K42(1 4 T)DQ/ zf ds
0 0 '
4 AT k+1
< (44T (4.10)
(k+1)!
Entonces, por el lema de Borel-Cantelli,
P ( sup ]Y (k+1) Y;(k)\ > 27% para infinitos k> =0 (4.11)
0<t<T

Luego para casi todo w existe kg tal que

sup |Yt(k+1) — Yt(k)| <27k para todo k > ky
0<t<T

Lo que implica que, para casi todo w, la secuencia

n—1

Y (w) =¥ (w) + Y (" (w) - v (w))

k=0

es uniformemente convergente en [0, 7).

Llamemos X; = X;(w) al limite de la misma, entonces X; es continuo en ¢ para casi

™) es continuo en ¢ para todo n. Mds aun, X;(-) es FZ-medible

(n

todo w puesto que Yt(

para todo t, puesto que Y, ) o es para todo n.



35

Ahora, para m > n > 0 tenemos

1 m—1
E |:|Y;(m) o Y;(")’Z] 2 _ ‘ Y;(m) o Y't(") . — Z Y;(kJrl) Y;(k)
h=n L3(P)
m— T AkH gkt
Y(kJrl Y(k ‘ Z { } — 0 cuando n — oo (4.12)
— — | (k+ 1)!

(n)

Tenemos entonces que Y, es convergente en L?(P), llamemos Y; al limite y sabemos

que una subsucesion Y;(”’“) converge puntualmente para casi todo w a Y;. Luego tenemos
X; =Y, y por ser un limite en L?(P) podemos asegurar

T
/\Xﬁds < 00
0

Solo basta ver que X; satisface (4.2). Ya sabemos que

t t

VAR Z+/b(s,Ys("))ds+/U(S,Y.S(”))st (4.13)

Vimos que el lado izquierdo converge en L?*(P), veamos que el derecho también.

Sabemos que Yt("ﬂ) — X, uniformemente en ¢ € [0,T] para casi todo w. Luego, por

(4.12) y el lema de Fatou

T T
/ X, — YV, dt| <limsupE / Y, — v "™ 2dt| =0 cuando n — oo
4 m—r0o0 0
Entonces
2 t
/ —o(s,Y"dB,|| | = E /|0(5,Xs) — o(s, Y")|?ds

0
t

/ 21X, — Y P2ds| — 0 (4.14)
0
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y también
t

¢ 2
B | [ s, = bl vias|| | <t | [ s, X0~ bls, VI s
0

0
t

<tE /D2|Xs Y™ ds| =0 (4.15)
0

lo que concluye la demostracion. O]

Observacién 4.1. La condicién (4.3) sumada al hecho de que F [fOT |Xt|2ds} < 00

nos permite asegurar que u(s,w) = b(s, Xs(w)) y v(s,w) = o(s, Xs(w)) estan en las
hipdtesis del teorema de la Férmula de Ito, por lo que podremos aplicarla con tranquil-
idad a la solucién de una EDE.

Ejemplo 4.1. Consideremos la EDE de la forma
dX; = bXdt + odB,

con b, o constantes y o # 0. Estamos en las hipotesis del teorema y podemos usar la
férmula de It6 con g(s,z) = ez y Y; = g(t, X;) entonces tenemos

t t t t

YV, =Yy + / (—be ") X ds + / be " X ds + / e 0dB, = / e "odB,
0 0 0 0

lo que implica

t
X, =" X, + /eb(t_s)adBS
0

Este proceso se conoce como el proceso de Ornstein-Uhlenbeck.

A una solucién como la exhibida por el teorema precedente se la llama fuerte. Una
solucién débil para (4.2) es una tupla ((X’t,ét),”ﬁlt) en un espacio de probabilidad
(Q,’l:[, Q) tal que (ﬂt)tzo C # es una filtracién, X, es Hy-adaptado, B, es un proceso
de Wiener que es martingala respecto a la filtracién (ﬁt)tzo y tal que los procesos
satisfacen la siguiente modificacién de (4.2)

t t

X, = Ko+ / b(s, X.)ds + / o (s, X.)dB,
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Toda solucién fuerte es claramente débil, pero la conversa no vale, dado que B; puede

ser distinto del B; dado y la medida de probabilidad @) puede ser distinta de P.
Existe un teorema de unicidad débil que garantiza que dos soluciones débiles de una

EDE son idénticas en ley, es decir, tienen las mismas distribuciones finitas (ver [10]).

El teorema anterior de existencia y unicidad (fuerte) se puede demostrar de manera
andloga reemplazando 0 con cualquier ¢ < Ty pidiendo X (¢') = Z. El unico proceso
solucién X (t) estard entonces definido para t € [t',T]. A estos procesos que satisfacen
una ecuacion de la forma

(es decir, donde los coeficientes b y o no dependen del tiempo) se les llamara difusiones
de Ito. Para estos procesos y para alguna h : R® — R escribiremos ocasionalmente

B *[h(Z0)] == Elh(Z)] (4.17)

donde Z(t) es el unico proceso de la forma que ademds satisface Z(t') = z, donde el
superindice t', z en (4.17) indica precisamente cudl es ese z (y cuél el ¢’ inicial), para
z valor constante en R™. Si ¢ = 0 se omite el supraindice de tiempo y escribimos
B [(Z)).

Vale entonces el siguiente teorema, que no serd demostrado pero que sera de gran
utilidad.

Teorema 4.2 (Propiedad de Markov). Si Z, es la difusién que satisface (4.16) con

Z({t') = €&y (Hi)eso es la o-dlgebra asociada al proceso de Wiener B; para el que

esté definido Z; entonces dada f : R™ — R* boreliana vale
E[f(Zyn)|Hey) = 0?0 [f(Z, 1)) para todo ty,tg,h > 0,8, +h >t (4.18)

Ademas, presentamos con demostracion los siguientes resultados que seran tutiles en
el siguiente capitulo

Lema 4.1. Sea (Z(t))y<i<7 proceso que satisface (4.18) y f boreliana con E||f(Z(t))|] <
00. Definamos

u(t,z) = EX[f(Z(1))] vy g(t,2) =o(T —t,2)

Entonces (g(t, Z(t)))v<i<r es una martingala para la o-dlgebra (H;)o<i<r

3De modo que f(z) = E*[h(Z(t))] es una funcién de R™ en R y si escribimos EX(")[h(Z(t))] para
X (w) variable aleatoria estamos considerando a f(X(w)), es decir, a una variable aleatoria y no al

valor real E[h(Z(t))] que surge de considerar el tnico Z de la forma diferencial dada que satisface
Zt)=X
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Demostracion. Sea t’ < s <t < T. Tenemos

Elg(t, Z(t)|H,] = E [E*O[f(X(T = )|[H,] = E[E[f(Z(T)|Hi][H]
usando (4.18) parat; =t, to=0yh=T—ty
EE[f(Z(T)|[HdH,] = E[f(Z(T))|H,]
pues Hs C H;. Por ultimo, usando de nuevo (4.18) parat; =s,to =0y h=T —s
E[f(Z(T))|Hs) = E*@[f(Z(T - s))] = g(s, Z(s))

[
Lema 4.2. En las condiciones del lema anterior si Z(t) es una difusién de la forma
dZ(t) =b(Z(t))dt + o(Z(t))dB(t) (4.19)
v g(t,z) = E*[g(Z(T — t))] es 01’2([0 o0) x R"), entonces vale
—|— 2": b; i (oa™)i(t, 2) g =0 (4.20)
m:l 02;0z;

Esto se conoce como la ecuaciéon retrasada de Kolmogorov.

Demostracién. Tomamos un ' < Ty el proceso (Z(t))y<i<r que satisface (4.19) con
Z(t) =¢e L?(P). Luego Z(t) es una difusién, satisface la propiedad de Markov por el
Teorema 4.2 y por el lema previo tenemos que Y (t) = g(t, Z(t)) = EZO[f(Z(T —t))]
es una martingala. Ademds, como g es C1%(]0,00) X R™) podemos usar la férmula de
Ito6 para Y (t) y obtener

av() = | D +Zb Dg (e 20+
%ngwt, 10) @jgzj . 20)|de+ Y 220 2(0)0(t. Z0)aBO0) (121

Y como Y (t) es martingala se sigue que el término de deriva es cero, o sea

21, 2() + Zb (1. 20) + 5 (00 )1, Z(0) ai 5 (1 2(0) = 0

En particular vale parat =1t"y Z (t') = &. Pero como t' y £ eran arbitrarios, se sigue
que para todo (t,z) € [0,T] x R™ vale

09 - 99  Ix~, 7 g _
Ly = + 2 W(Dg +5 2 (00 )l 2) 55— =0 (4.22)

i=1 ij=1




Capitulo 5

Introduccion a la Matematica
Financiera

Comenzamos el capitulo definiendo los elementos que constituiran nuestro modelo
matematico de un mercado financiero.

Definicién 5.1. (a) Un mercado es un proceso de Ito6 H;-adaptado (H; la filtracién
generada por Bj(t), ..., By, (t)) n + 1-dimensional que tiene la forma:

dXo(t) = p(t,w)dt;  Xo(0) =1 (5.1)
y m
dXi(t) = bit,w)dt + Y oi;(t,w)dB;(t);  X;(0) = x; (5.2)

(b) El mercado se dice normalizado si Xo(t) = 1.
(c) Una cartera en el mercado {X(t)}icp,r] es un proceso n + 1-dimensional, (¢, w)-
medible y ‘H;-adaptado
O(t,w) = (Op(t, w), ..., O, (t,w))

(d) El valor a tiempo t de la cartera 0(t) estda dado por
V(t,w) =VO(tw) =) 6:(t)X;(t) (5.3)
=0

(e) La cartera 0(t) se dice autofinanciada si

t to

V(t) = V(0) + / 0(s) - dX(s) = V(0) + / 3 6i(s)dX,(s) (5.4)

0 o =0

39
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por lo que para que esa integral tenga sentido debemos exigir ademés

/{\eo X(s) 4+ 6(s) - 0(s)| + 0" (5)0(s)|[*}ds < 00 ctp. (55)

donde o7 (s) indica la trasposicién de la matriz.

Comentario 5.1. En este modelo, X;(t) = X;(¢,w) representa el valor del activo 4
y 6; la cantidad de unidades de ese activo en cartera. De los activos disponibles en
el mercado, uno de ellos (i = 0) representa la inversion sin riesgo (es decir, no tiene
término de difusién o «ruido»). Vamos a suponer que p, la tasa de ese activo sin riesgo,
estd acotada. Para el mercado X (t), el mercado X (t) = X;*(t) X (¢) es su normalizacién
(notar que puede hacerse pues Xy > 0). Si escribimos &(t) = X;'(t) y lo tomamos
como un proceso de It6 distinto a X (¢), usando la férmula de It6 bidimensional para
9(y,x) = yz (y,x € R) y recordando que dB(t) - dt = dt - dt = 0 tenemos

d(X(t)) = g(&(t), Xi(t)) = €(O)dXi(t) + Xi(t)d(E(t)) = E(H)[dXi(t) — p(t) X, (t)dt] (5.6)
y haciendo la misma cuenta para V¥ = £(¢)V:
dVO(t) = £()[dVO(t) — p(t)V(t)dt] (5.7)

El requisito (e) dice que el valor de la cartera varia solamente por las variaciones de los
activos que la componen, es decir, no hay ingresos o egresos extraordinarios: la cartera
es autofinanciada. Ademas, reemplazando en (5.7) V9(s) con 0(t) - X(t) (por (5.3)) y
dV?(s) con O(t) - dX (t) (que es la forma diferencial de (5.4)), vemos que una cartera es
autofinanciada para un mercado si y sélo si lo es para su normalizacién:

dVO(t) = E(0)[0(t) - dX (t) — p()0(t) - X (t)dt] = O(R)E()[dX (1) — p(t) X (1)] =
= 0(t) - dX (1) (5.8)

Observacién 5.1. Si ya tenemos dados (6;(%), ..., 0,(t)) y una «riqueza inicial» z pode-
mos elegir fy de modo que V9(t) sea autofinanciada y satisfaga V?(0) = z

Demostracion. Definimos

t

00(t) = 2 + €A + [ p(s) Al (s)ds (59)

con A(t) =>", [ fo s)dXs — 0;(t) X (¢ )} y veamos que satisface lo pedido. En efecto

n

00(0)X0(0) = 66(0) = = + A(0) = z — 3_ 6:(0)X:(0) = = — (V*(0) — 65(0)X,(0))

=1
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por lo que z = V?(0).
Ahora, haciendo la misma cuenta que en (5.6) para A(s) = £(s)A(s) tenemos

dA(t) = §()[dA(t) — p(t) A(t)dt]

0, en forma integral y reordenando, &(t)A( 0)+ fo JA(s)E(s)ds = fo dA(s),
lo que reemplazando en (5.9) y notando que z =V’ (O) = 00(0) — A(0) nos permlte

escribir

y si escribimos Yo(t) = Xo(t)0o(t) = g(Xo(t),00(t)) para g(x,y) = xy y usamos la
féormula de It6 bidimensional tenemos

0) :/tXO(S)fMO(S)+/t90(5)dX0(3)

y como [} Xo(s)dfo(s) = [, Xo(s)€(s)dA(s) = A(t) — A(0) nos queda

t

Xo(t)0(t) ~ Xo(0)60(0) = Yo(t) = a(0) = A1) = A(0) + [ Bh(s)dXafs)

0
lo que tras un reordenamiento da

t n t

V?(0) —i—/(%(s)dXo(S) +Z/9Z Z@ t) + Xo(t)0o(t)

0 =17

donde el lado derecho es V9(t), por lo que la ecuacién dice que la cartera es autofinan-
ciada. O

Definicién 5.2. Dado un mercado {X(t)}scpo,r), definimos:
(a) una cartera autofinanciada 60(s) se dird admisible si existe K < oo tal que

Vit,w) > —K para casi todo (t,w) € [0,7] x
(b) una cartera admisible 0(s) se dird un un arbitraje si V(0) =0y

VUT)>0 ctpy PVYT)>0)>0 (5.10)
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La definicién (a) intuitivamente dice que no vamos a considerar admisibles carteras
que permitan endeudarse indefinidamente. De hecho, se puede ver que hay carteras que
son autofinanciadas pero violan (a) y permiten alcanzar cualquier valor final V(T") casi
seguramente.

La definicién (b) formaliza lo que en finanzas se conoce como arbitraje: una situacién
en la que se puede asegurar una ganancia esperada estrictamente positiva con ningin
riesgo.

Nuestro siguiente objetivo sera caracterizar cuando un mercado admite un arbitraje.
Para ello, presentamos primero sin demostracién un importante teorema de la teoria de
procesos estocésticos (ver Teoremas 8.6.3-5 de [7]).

Teorema 5.1 (Teorema de Girsanov). Sea Y (t) un proceso de It6 a valores en R™ de
la forma

dY (t) = b(t,w)dt + o(t,w)dB(t); t<T

con B(t) proceso de Wiener m-dimensional y o con valores en R™*™. Supongamos que
existen procesos u(t,w) € W™ y a(t,w) € W™ tales que:

o(t,w)u(t,w) = b(t,w) — a(t,w)

y supongamos que u(t,w) satisface la condicién de Novikov

N —

T
/u (t,w) < 00 (5.11)
0

Entonces, M (t) := exp( fo s, w)dB(s) — fot uz(s,w)ds> es una martingala para t <

T y vale que B fo s,w)ds + B(t) para t < T es un proceso de Wiener con
respecto a la medlda @ dada por

Q(F /M (T, w)dP(w /M (t,w)dP(w)  para F € H" (5.12)

Ademés, en términos de B(t) el proceso Y (t) tiene la representacién:

t t

Y(t) =Y(0)+ /a(s,w)ds—i— /a(s,w)dB(s)

0 0

Los siguientes resultados nos seran de utilidad.

Lema 5.1. (a) La cartera 0(t) es admisible para {X(?)}scjoz) si y sdlo si lo es para
{X () beepory
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(b) El mercado {X () }eo,r) admite un arbitraje si y sélo si {X () }teo7) lo admite.
(c) Si {X(t)}sco,m esta normalizado, entonces tiene un arbitraje si y sélo si existe
una cartera 6(s) tal que

Vi) >v90) ctpy PVt >V%0) >0

Demostracion. (a) Ya vimos que 6(t) es autofinanciada para { X (t)}.cjo.7] si y s6lo si lo
es para su normalizacién en (5.8), falta ver que V? estd acotada inferiormente si y sélo
si V? lo esta. Pero como p(t,w) estd acotado £(t) toma valores positivos en un rango
acotado, por lo que V9(t) estd acotado inferiormente si y sélo si £(t)V(¢) lo esté.

(b) Se sigue trivialmente del hecho de que £(t) > 0 y entonces £(¢)VO(t) > 0 siy
solo si VO(t) >0y E()VO(t) > 0siysélosi VO(t) > 0.

(c) Sea una cartera #(s) tal que

Vi) >V90) ctpy PVt >V%0) >0 (5.13)

Tomamos 6(t) definida de modo que 0:(t) = 0;(t) para i = 1,...,n y eligiendo luego
0o(t) tal que V?(0) = 0y 6(t) sea autofinanciada (ver Observacién 5.1). Entonces, como
dXy =0 (el mercado es normalizado) tenemos:

t t

Vi) = / G(s)dX (s) = / 0(s)dX () = VO(t) — V'(0)

0 0
Y de esta igualdad y (5.13) se sigue que la cartera es un arbitraje. O]

Este ultimo punto nos permite liberar el requisito de que la cartera tenga un valor
inicial de 0 y nos acerca al concepto financiero informal de un arbitraje, donde ocurre
una ganancia positiva sin riesgo, mas alla del valor inicial.

Definicién 5.3. Una medida @ tal que Q ~ P (o sea, Q << Py P << @) y tal
que el mercado normalizado {X () }cjo,r] es una martingala (local) con respecto a @ se
dird una medida martingala (local) equivalente para {X(t)}icio.11-

Lema 5.2. Si existe una medida martingala local equivalente para {X (¢)}icjor en Hr
entonces {X () }sco,71 no admite arbitraje.

Demostracion. Sea 6(t) un arbitraje para {X(¢)}ep.r]. Entonces V?(t) estd acotada
inferiormente (por 0). Ademads, es una martingala local con respecto a @ (X(t) lo es
por hipétesis y V(t) = fot 0(s)dX (s), donde la integral de It6 preserva la propiedad de
martingala local por el Teorema 3.6). Toda martingala local inferiormente acotada es
una supermartingala (Teorema 2.4). Luego

Eo[V*(T)] < V(0) =0
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Ademads, como (5.10), que es la definicién de arbitraje, vale para la medida P, también
ha de valer para @, pues los conjuntos de medida nula y de medida estrictamente
positiva son los mismos (P ~ Q). Luego V(T) > 0 c.t.pen Q y Q(VY(T) > 0) > 0 por
lo que Eg[V?(T)] > 0, lo que es un absurdo.

Luego {X(¢)}ep.r] no admite arbitraje y, por (b) del lema anterior, {X (¢)}epo.r)
tampoco.

]

Teorema 5.2. (a) Supongamos que existe un proceso u(t,w) € VM) (0, T) que satisface
la condicién (5.11), tal que para X (t,w) = (X (¢, w), ..., X, (t, w)) vale

A

o(t,w)u(t,w) = b(t,w) — p(t,w) X (t,w) para casi todo (t,w) (5.14)

entonces el mercado { X (t)},c0,7) no admite arbitraje.
(b) Reciprocamente, si { X (£) }+cjo,r] no admite arbitraje, entonces existe un proceso
u(t, w) Hi-adaptado, (t,w)-medible tal que

o(t, w)u(t,w) = b(t,w) — p(t,w)X (t,w) para casi todo (¢, w)

Demostracion. (a) Basta ver que existe una medida martingala local equivalente para
{X(t)}ecpo,m (con dX(t) = bdt + 6dB(t)). Tomamos

QF) = /M(T, w)dP(w) para F € H(Tm)
F

con M(t) = exp (— fotu(s,w)dB(s) - fot u2(s,w)ds>. Entonces P ~ Q vy, por el Teo-

rema de Girsanov, el proceso B(t) = | !

o (s, w)ds + B(t) es un proceso de Wiener con
respecto a la medida @) y se tiene:

dX;(t) = bidt + 5,dB(t) = 6,dB(t)

X()El

para ¢ = 1,...,n. Como la integral de Ito preserva la propiedad de martingala local,
tenemos que X () es una Q-martingala local.

(b) Supongamos { X () }+c[o,r) normalizado (Iuego p = 0). Notemos que si la ecuacién
(5.14) no tiene solucién, entonces b no pertenece al subespacio de R" generado por las
columnas de o. En particular, si definimos

(y, ;) h(%)%‘) h <y S ED) h(%)l’j)

k
i— j=1

G(k)(xh ...,Ik7y) - (y -

7j=1
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5 {G(i_l)(@, R 6'i_1, Ui) para 1> 2

o1 para i =1

con o; columnas de o y h(z) = Xp_qo}(2)+ (estd bien definida) tenemos o’v = 0y
v-b# 0 parav =G (5, ..., 6,,b) (ves el dltimo vector que resulta de aplicar la
ortogonalizacién de Gram-Schmidt a (o, ...,0,,,b) si b es L.i. con ¢ y es el vector nulo
en caso contrario). Notemos que G es boreliana pues h lo es, luego, como ¢ y b son
(t,w)-medibles y H;-adaptadas, tenemos que v(t,w) también lo es. En consecuencia,
el conjunto Fy = {w : la ecuacién (5.14) no tiene soluciéon} = {w : o(t,w)Tv(t,w) =
0y ov(t,w)-b(t,w) # 0} ={w: v(t,w) # 0} es Hy-medible para ¢ fijo.

Definimos 0;(t,w) = v(t, w)signo(b(t,w) - v(t,w)) para i = 1,...,n y 6§ de manera
que sea autofinanciada y V?(0) = 0. Vemos ademés que 0(t,w) es (¢,w)-medible y
‘H-adaptada pues v(t, w) y b(t, w) lo son. Entonces

t

s,w) - b(s, w)]ds—l—/@(s,w)a(s,w)dB(s) =

0

/Z@sde /XFS

t
[
0

v(s,w) - b(s,w)|ds + /Xpssigno(b(s, w) - v(s,w))v(s, w)o(s,w)dB(s)

= /Xpslv(s,w) -b(s,w)|ds >0

Pero como el mercado no tiene arbitrajes, entonces debe darse que Xp, = 0 c.t.p.
Ahora, si {X () }ej0,7) no estd normalizado y no tiene arbitraje, {X () }cj0.7] tam-
poco lo tiene, luego existe u(t, w) como en el enunciado del teorema tal que o (¢, w)u(t, w)
b(t,w), con b= &£(t)(b—pX) y & = £(t)o, lo que implica ou = b— pX, como querfamos
probar. O

A continuacién, queremos considerar mercados financieros donde se pueda vender y
comprar titulos «derivados» de los ya existentes X;, dado que uno de los objetivos de este
trabajo es mostrar las féormulas para darle un precio a esos activos. Mds aun, queremos
considerar los mercados que son «completos» en el sentido de que todo posible activo
que dependa del «estado futuro del mundo» (donde el «estado del mundo» a tiempo T'
estd dado por la informacién que proveen los valores X;) se puede vender y comprar en el
mercado. Para formalizar estas nociones y poder caracterizar los mercados «completos»,
introducimos las siguientes definiciones, partiendo del supuesto de aqui en méas de que

el mercado { X (t)}+co,r tiene una medida martingala equivalente ¢ como en el teorema
0.2,
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Definicién 5.4. (a) Un reclamo contingente (europeo) a tiempo T es una variable
aleatoria F'(w) Hr-medible acotada inferiormente.

(b) Decimos que el reclamo contingente F' es replicable en el mercado {X (t)}cjo,r
si existe una cartera admisible #(¢) y un ntimero real z tales que V?%(0) = z, F(w) =
VO(T) casi seguramente y tales que V?(¢) es una martingala con respecto a la medida
equivalente @) del teorema (5.2). Si tal 6(t) existe decimos que es una cartera que replica
a I

(c) El mercado {X(t)}co,r) se dice completo si todo reclamo acotado F' a tiempo
T es replicable.

Comentario 5.2. Se puede demostrar que si existe un 6(¢) admisible que replique

a F en el sentido definido arriba, entonces es tnico, aunque esta unicidad depende

fuertemente del hecho de que pedimos que el valor normalizado de la cartera sea una

martingala. Si pedimos solamente que sea una martingala local, la unicidad se pierde.
A continuacion, caracterizamos cuando un mercado es completo.

Teorema 5.3. [Teorema de Completitud] El mercado {X (¢)}:cjo,7] de la forma de (5.2)
es completo si y sblo si o(t, w) tiene inversa a izquierda para casi todo (¢, w) € [0, T] x £,
o sea, si existe un proceso I1(¢, w) H;-adaptado con valores en R™*™ tal que

(t, w)o(t,w) = I, para casi todo (t,w) € [0,T] x Q (5.15)

Antes de demostrar este teorema, enunciamos sin prueba el siguiente lema que
sera de ayuda en su demostracion.

Lema 5.3. Sea un proceso u(t, w) € V™ (T) que satisface la condicién (5.11) y sea la
medida () definida como en el Teorema de Girsanov y en (a) del Teorema 5.2. Entonces
B(t) = fot u(s,w)ds + B(t) es una martingala con respecto a H;, la filtraciéon generada
por {B(s);s < T} y para cualquier F' € L*(Hr, Q) existe una tnica representacién

T

F(w) = ElF] + / o(t, w)dB(t)

0
donde ¢ es un proceso (¢, w)-medible, H;-adaptado tal que Eg [ fOT @st} < 00.

Demostracion del Teorema. (i) Supongamos que vale (5.15). Sea F' un reclamo acotado
y sean ) y B como en el Teorema de Girsanov y en el Lema anterior, por lo que vale

dX;(t) = bidt + 5,dB(t) = 6,dB(t) (5.16)
con b=&(b—pX) y o =Eo. Por el mismo lema vale

T

§(T)F(w) = EQs(DVF) + [ ¢t wdB(®) = Eole()F) + [ Y os(t.w)dt

0
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para un @(t,w) = (p1(t, w), ..., om(t,w)). Luego, podemos tomar

para é(t,_w) = (6, t,w), ey O (t,w)) y elegir 6y de modo que la cartera sea autofinan-
ciada y V?(0) = V?(0) = Eg[¢(T)F]. Con esta eleccién y usando (5.16) vemos que:

VOt) =2+ /Q(S)dX(S) = Eql&(T)F] + /E(S)QT(s)a(s)dé(s) =

0

t
— Bol€()F) + [ ¢(s)dB(s) = Eqlé(T)F Iy
0
de lo que se sigue que F(w) = V?(T,w) casi seguramente, que V%(t) estd acotado
inferiormente pues &(t) F' lo estd y ademas se sigue que es una @)-martingala pues admite
la representacién VO(t) = z~|—f0t ©(s)dB(s) con z constante y ¢ tal que F [fOT g02d3] <
oo (0 sea, ¢ € Vg). Luego F es replicable y como F era cualquier reclamo contingente
acotado, el mercado es completo.

(ii) Reciprocamente, asumamos que {X(t)}:cpm es completo, luego su normal-
izacién lo es, asi que podemos suponer que p = 0. Tomemos un ¢(t,w) cualquiera

a valores en R™ tal que Eg [ fOT <p2ds] y veamos que esta en el espacio generado por las

columnas de o, lo cual implica que el rango de o es m y por lo tanto tiene una inversa a
izquierda como en (5.15). Definimos F'(w fo ©(s,w)dB(s) y tenemos Eq[F?] < oo
y Eg[F] = 0, por lo que podemos tomar una sucesion de reclamos acotados (Fy)ken
tales que F, — F en L*(Q) y E[F}] = 0.

Por completitud existe para cada reclamo acotado Fj, una cartera %) = (Hék), é(k))
tal que V& () f 0% 5dB(s) es una Q-martingala y Fy(w) = VO (T, w). Ademds,
por la 1sometr1a de Ito

2

Eol(F. = Ff) = Bol(v™" =v* 7] = Eq | | [ (0% =09)0as) | | -

T

=Ey /(é(k) — 0925245
0

de modo que {#Mo}>, es una sucesién de Cauchy en L2(£ x Q), con £ medida de
Lebesgue en [0,7]. Llamamos ¥(t, w) = (1 (t, w), ..., ¥ (t,w)) el limite de la sucesion.
Luego, como Eg[Fy|H:| = VO (t) para t < T (V" (t) es una Q-martingala respecto a
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la filtracién H, generada por B(s)) y usando que la esperanza condicional es continua
en L? tenemos:
t t t
[ o(s)aBs) = Jim [ 6 (5)odB(s) = Yim EolFul#) = EolFI#) = [ w(s)dB(s)
—00

0 0 0
casi seguramente para todo t € [0,7]. Por unicidad, ¢ = ¢ para casi todo (t,w).
Entonces, tomando una subsucesién de {#*) g} | tenemos una sucesion (uy)rey tal que
up(t, w)o(t,w) — @(t, w) para casi todo (t,w), lo que implica que ¢ esta en el subespacio
generado por las columnas de o para casi todo (¢,w), como querfamos probar. O

Corolario 5.1. Si el mercado es completo existe un tnico u que satisface (5.14) y
est4 dado por u(t, w) = II(t,w)(b(t, w) — p(t,w) X (t,w)). También vale que n > m pues
si n < m entonces o no podria tener rango m.

Por otro lado, si sabemos que n = m, entonces el mercado es completo si y sélo si

o es invertible.

Ahora estamos en condiciones de plantear el problema de hallar un precio para
opciones de compra y venta de activos. Una opcion europea sobre el reclamo contingente
F a tiempo T es una garantia de que se me pagard la cantidad F'(w) en T'. El objetivo
es determinar cuanto deberia pagarse por esa garantia. Para que un comprador pague
y por esta garantia y acepte una riqueza inicial de —y, deberia poder hallar una cartera
6 tal que VO(T) + F(w) = —y+ fOT 0dX (s) > 0 c.t.p. Luego el precio p = p(F) maximo
que estaria dispuesto a pagar es

T
p(F) = sup{y : 30 admisible; —y + /HdX(S) + F(w) >0 c.t.p}
0

Anélogamente, el precio minimo que estaria dispuesto a aceptar el vendedor de la opcién
es

T
q(F) = inf{y : 30 admisible;y + /QdX(s) — F(w) >0 c.t.p}
0

Teorema 5.4. (a) Supongamos que existe un u que satisface (5.14) y (5.11), sea F
un reclamo contingente a tiempo T tal que Eg[{(T)F] < oo, donde @ es la medida
martingala equivalente del Teorema 5.2 dada por u. Entonces

essinf F(w) < p(F) < Eglé(T)F) < q(F) < oo

(b) Supongamos que ademds se cumple que el mercado {X(¢)}cjo,r) es completo,
entonces

p(F) = E€(T)F] = q(F)

(v se llama el valor o precio de la opcién)
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Demostracion. (a) Como F' estd acotado inferiormente puedo tomar y < F(w) y
tomando A(t) = 0y 6 tal que V?(0) = —y tengo VO(t) = —y > —F(w), luego
essinf F'(w) < p(F). Para la segunda desigualdad, sea cualquier y tal que existe una
cartera admisible para la que vale VO(T) = —y + fo s)dX(s) > —F(w). Esto implica
que E(DVT) = —y + [y &()07(s)o(s)dB(s) = ~E(T)F(w).

Observamos ademds que £(t)V0(t) = —y+f0t £(s)07 (s)o(s)dB(s) es una Q-martingala
local (pues es una constante mas una integral de It6 sobre un proceso de Wiener). Tam-
bién es acotada inferiormente (pues la cartera debe ser admisible). Las martingalas lo-
cales acotadas inferiormente son supermartingalas, luego Eq[¢(¢)V?(t)] < £(0)V?(0) =
—yy

—EQ[§(T)F| < Egle(T)V*(T)] < —y

y como esto era para cualquier precio y aceptable, vale p(F) < Eg[{(T)F]. Un ar-
gumento similar muestra que gq(F) > EQ[ (T )F]. En efecto, sea cualquier z y una
cartera admisible 6 tal que V(T = z+f0 s)dX (s) > F(w). Luego, como antes, vale

ETWVUT) = z+f0 (5)07 (s)a(s)dB(s) > &(T)F(w), lo que resulta en z > Eg[¢(T)F],
si tal z existe. Si no, ¢(F') = oo y en cualquier caso la desigualdad vale.
(b) Supongamos ahora que, ademads, el mercado es completo. Definimos

)k si F(w) >k
Fi(w) = {F(w) si F(w) <k

Por completitud, como los Fj son acotados existen (tnicos) y, € Ry 6% tales que
‘:/e(k) (t) es una @-martingala y —yj + fOTﬁ(s)Q(k)T(s)a(s)dB(s) = —¢(T) Fy(w). Como
VO(t) es una Q-martingala, Eg[V?(t)] = Eg[0] = —yi para todo ¢ < T. En particular,

—yr = —EQl§(T) Fi]
Como Fy, < Fj11 < ... < F tenemos
p(F) = p(Fy) = yr = Eql§F] — EQlé(T)F]

por convergencia monétona. Luego p(F) = Eg[¢(T)F).
Un argumento similar prueba ¢(F) = Eg[&(T) F). O

Teorema 5.5. Sea Y (t) el tinico proceso de la forma dY (t) = b(Y (t))dt+o (Y (t))dB(t)
con Y (0) = y para y € R (con by o como en las hipdtesis del teorema de existencia
del capitulo 4). Sea f : R™ — R funcién continua tal que

EF[f(Z(0)]] < o0

donde Z(t) es el tnico proceso de la forma

p(Z(t)Z(t)dt + o (Y (t))dB(t) (5.18)
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(con p : R™ — R Lipschitz y acotada) tal que Z(0) = z (ver (4.17) y la nota al pie).
Supongamos ademas que

ro(x)o’ (x)€ > cl¢f? (5.19)

para algin ¢ > 0 y para todo z,£ € R" y que para todo y € R™ existe u = u(y) € R™
tal que

o@ul) =bw) — oy v E|exp |5 [@0e)is| | <0 G20
Entonces .
FO(T) = BYF D) + [ ottw)iBe (521

con

eitw) = 3 G- (BT~ ) o (VO paraj=Lim (522

y
QA) / exp | — / w(Y (£)dB(#) — & / (Y (1)dt | dP
A 0 0
Blt) = / (Y (s))ds + B(#) (5.23)
para A € Hrp

Demostracion. Definimos v(t, z) = E*[f(Z(t))] v g(t,z) = v(T —t,z). Se puede de-
mostrar que (5.19) y f continua implican que v es C'* 2([0 00) XR") entonces g también
lo es y podemos aplicar el Lema 4.2. Luego, como —2(¢,z) = z), las derivadas
respecto a z de g y v son las mismas y el término de derlva es pZ; enemos que para

todo (t,2) € [0,7] x R™ vale

ot
(t) t

a -(t,2) + ple Zz 1i(oaT)--(t 2) O (t,2) =0
' P 0202

4,7=1

v(0,2) = f(2)

4ver Teorema 13.18 de [2]
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Con esto, si ahora escribimos 7(t) = g(¢,Y (t)) usando la férmula de Itd tenemos

an(t) = [%(t, V() + Y SV @)y (0)+

1 w— 9% .
3 2 oy (YOl ()| drr

2 8zz Z oii(Y

- Z g—i(t, Y () [(0i(Y () — p(Y (£)))Yi(t)dt + Zaij(y(t))dBj(t) (5.24)

Y usando (5.20), (5.23) y el Teorema de Girsanov esto da:

dY (1) = p(Y (£))Y (t)dt + o (Y (¢))dB(t) (5.25)

Z 32, Y(t)) Zaij(y(t))dé t

Ahora n(T) = v(0,Y(T)) = E*[f(Z(0))].=yx) = fY(T)) y 1(0) = o(T,Y(0)) =
EY[f(Z(T))]. Luego

oT) = FV (D) = BN + [ 3010 (0) Y (v () B¢

0 =

Por tltimo, (5.25) indica que Y (t) y Z(t) son solucién débil de la misma ecuacién, luego
tienen la misma distribucién por unicidad débil, y E§[f(Y(T'))] = EY[f(Z(T'))]. Asi nos
queda finalmente la igualdad deseada. O]

Corolario 5.2. Si {(T)F(w) = f(Y(T)) estd en L*(Q) y E[fOT V% (s,w)ds] < oo la ¢
es la inica ¢ € V del Lema (5.3) tal que

E(T)F(w) = Eolé(T)F] + [ olt,w)aB(®

Corolario 5.3. Si el mercado X (t) = (Xo(t), Y (¢)) es completo, la cartera que replica a
F(w) = h(Y(T))) (con h tal que {(T)h(y) = f(y)) dada por el teorema de completitud

0(t, w) = Xo(t)(t, w)IL(Y (1))
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con II(Y(t)) inversa a izquierda de o(Y (1)) y ¢(t,w) como en (5.22). El precio de la
opcién a tiempo 0 serd entonces

EQle(Th(Y(T))] = EY[f(Z(T))]

Comentario 5.3. Este resultado para el precio a tiempo 0 de una opciéon sobre un
reclamo a tiempo T se extiende de manera natural al precio a tiempo ¢ de la misma
opcién. En ese caso, dado que el precio del activo subyacente a tiempo ¢ es Y (t) = y el
precio de la opcién es

p(t) = Eglé(T = )h(Y(T))] = EY[E(T — t)h(Z(T))]

Notemos que para el caso de reclamos acotados inferiormente Eg(t) E(T —t)h(Y(T))]
debe coincidir con el valor a tiempo ¢ de la cartera V?(t) que replica al reclamo hallada
en la parte (a) de la demostracion del Teorema de Completitud.

Hemos desarrollado el marco matematico necesario para analizar el problema de
darle un precio a opciones concretas operadas en el mundo real. Esta es la tarea del
proximo capitulo. En particular, podremos enunciar y demostrar la férmula generalizada
de Black-Scholes.



Capitulo 6

Valuacion de Opciones

Presentamos en primer término un resultado para el precio de opciones europeas
con algunos supuestos relativamente fuertes sobre el comportamiento del mercado. La
ganancia a cambio de estos supuestos estara en las expresiones cerradas que derivaremos.

Teorema 6.1. Sea X (t) proceso dado por

dXo(t) = p(t)Xo(t)dt; Xo(0) =1
X1 (1) = a(t, w) Xy (4, w)dt + BOX (OdBE):  Xy(0) =2 >0 (6.1)

donde p(t), B(t) son deterministicas, fOT B%(s)ds < o0y

T

| [laltw) - pOF

o e OV =0

< 00

(a) Entonces el mercado es completo y el precio a tiempo ¢ = 0 del reclamo contin-
gente F'(w) = f(X1(T,w)) donde f : R — R es inferiormente acotada y Eq[f(X1(T,w))] <
00 es

T

newp (+ [ (ols) = 3550 exp(—f—;> By (62)

0

“svar) !
R

donde &(T') = exp(— fo s)ds) y 6% = fo £%(s)

(b) Si ,o,a B # 0 son Constantes y f € C’l( ) entonces la cartera admisible 6(t)
necesaria para replicar el reclamo contingente F'(w) = f(X;1(T,w)) estda dada por
z? 1

5~ e -

01 (t, w) = ST 2%@—@)

T

23
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1
POt whesp{Br -+ (p— 36T — 0)})de
y Oo(t, w) estd dado por la observacion 5.1.

Demostracion. (a) Como 3 es inversible, el mercado es completo por el Teorema 5.3
v la u que resuelve (5.14) es u(t,w) = B¢, w)[a(t,w) — p(t,w)] que, por hipdtesis,
satisface la condicién (5.11), por lo que estamos en las condiciones del Teorema de
Girsanov y podemos tomar Q y B como en (5.23). Dada la completitud, el teorema 5.4
nos dice que p(F) = ¢(F) = Eg[¢(T)F]. Veamos ahora la forma de X; dada la EDE
(6.1). Podemos usar la féormula de It6 con g(s,z) =Inz y Y (t) = g(t, X;(t)) entonces
tenemos

Y (t) =Y (0) + /(Xll(s))a(s,w)Xl(s)ds + % / Xg(13)52($’w)X12(8)d8+

0

1
/ T 0 Xa(s)aB (e (6.3)

lo que implica
t

X (t) = wiexp /(a - %BQ)ds + /tﬂdB(s)

o bien (haciendo el cambio de medida del Teorema de Girsanov de modo que dX;(t) =
p(t, w) X, (t, w)dt + B(t) X, (t)dB(t))

t
1 —1

VO =Y O+ [l 00 Xi(o)ds + 5 [ s, ) Xie)ds

1
+ / mﬁ(s,w)Xl(s)dB(s) (6.4)

t

1 / ~
X(t) = mexp | [(p— L6%as+ [ paBs)
Como p(F) = Egl&(T)F] concluimos:

T T

p(F) = €(1)Eq [ {mesp | [ (os) = 58())ds + [ B5)iB(s) (65

0 0
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Ahora bien, la variable aleatoria fOT B(s)dB(s) es normal pues § < oc implica que 3 € V
y entonces la integral es lfimite en L?(P) de integrales simples de la forma > b; (t;,)AB;
que son normales pues b;, al igual que b(s) no depende de w (y limite en L? de variables
normales es normal). En particular, su media es 0 y con la isometria de It6 vemos que

su desvio estdndar es §. Luego, como fOT(p(s) — 18(s)?)ds es determinista, la expresién
(6.5) toma la forma

= %R/f 1exp y+O/T(,0(8) - %52(8))615 exp (—Qy—;> dy

(b) Se sigue del Teorema 5.5 para h(y) = eI f(y), con la salvedad de que 8 no
satisface (5.19), aunque puede chequearse directamente que v(t,z) = E es C*?([0, 00) x
R™). La cartera que buscamos estd dada por (5.17) de la demostracién del Teorema de
Completitud: A

01 (t7 w) = XO(tv w)90<t7 w)(ﬁXl(tv w))_l

donde ¢(t,w) estd dada por (5.22) del Teorema 5.5 (ver Corolario 5.3). Ademds, como
p, B, a son constantes tenemos:

Y(t) = X,(t) = mvexp(BB(t) + (a — %ﬁm)

2(0) = 5esp(3B(0) + (o — 3670
Luego

b (1, w) = ((%Ey[e”f(Z(T )y (X w») (B (1, w))
_etn g [f(yexp(BB(T —t) + (p — %52)(7’ —))]y=v)

dy
=0 | (yexplBBT — 1)+ (0= 30T 1)
BT 0+ (T

m / £ (L w)exp(Ba + (o — 3T — 1)

exp(Bz -+ (p— 5 F)(T — 1)) T da (6.6)
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Corolario 6.1. Bajo las hip6tesis de (b) del teorema anterior supongamos ademé&s
f(z) = (x — K)* de modo que

F(w) = (Xy(T) - K)* (6.7)

Entonces
p=5,9(u)— e TKP(u— BVT) (6.8)

con ¢ funcién de distribucién de una variable aleatoria normal de media O y o =1y

() + (0 + 5)T
BT

La ecuacién (6.7) describe el pago asociado a un call Europeo u opcién de compra a
precio de ejercicio o strike K. Esta opcién garantiza al comprador la posibilidad (no
la obligacién) de comprar a tiempo 7" una unidad del activo subyacente X; a precio K,
de modo que habra una ganancia X;(7") — K sélo si X;(T") > K, pues en caso contrario
el comprador del call no ejercera la opcion.

La férmula (6.8) es la que se derivé en el paper original de Black y Scholes.

u =

Demostracion. Usamos directamente la formula (6.2) de (a) para «, 5, p constantes:

e T 1, T
p:ﬁ\/27r_T <xlexp (y+T(p—§B ))—K) e 22T dy
R

2

1 T 52 + o v

= ried" 2P —e_pTK> e 2Tdy
B\/QWT/<

R

y usando el cambio de variable y = BvTz

1 22
= — / <x165ﬁ'z’%ﬁ2 - e’pTK> e 2dz

2168V > Kexp{T (2 —p)}

1 T P
= — / (9{:165‘/@’%&2 — e’pTK> e 2dz

2
T(%*p)«kln K—-Inzq
BVT

oo

[e.e]

1 22 22

= —— / xleﬁﬁz_%/%_?dz — / e PTKe =dz

V2T
VT—u BVT—u



o7

ZE1 _(Z—ﬁﬁ)2 —oT
= e > dz — e "TK®(u — BVT
| = (u—BVT)
BVT—u

y usando el cambio de variables z = z — 8v/T obtenemos

o0

- 2
p= L dr — e TK®(u— BVT) = 2,9(u) — e "TKD(u— BVT)
V2w
como queriamos. O

El caso del call europeo analizado previamente es excepcional en el sentido de que
para la mayoria de los opciones de compra sobre activos futuros no se conoce una
formula cerrada del valor que deberian tener. Analizaremos a continuacién un caso de
este tipo.

Definicién 6.1. Sea X (t) un mercado como en (b) del Teorema 6.1 con X;(0) = x e
Y (t) tal que dY (t) = X (t)dt, o sea

Y(t) = y+/X1(u)du

Decimos que el reclamo contingente a tiempo T dado por F(w) = f(Y(T)) es una
opcion asidtica sobre X.

Comentario 6.1. A diferencia de la opcién europea, la asidtica es pues una opcion
cuyo pago no depende del valor del activo subyacente X; en T sino del promedio de ese
valor desde que fue comprada hasta T. Asi, f podria ser f(z) = (r — K)" y diremos
que es un call asiatico, es decir, la opcion de recibir como pago el valor promedio del
activo subyacente a cambio del precio de ejercicio o strike K.

En adelante, para facilitar calculos, supondremos que nuestra medida P es una
medida martingala equivalente para el mercado X(t) (y entonces también u = 0y
B(t) = B(t)).

Como queremos considerar la variacién del precio de la opcién debemos considerar
la misma a partir de tiempos ¢ distintos de 0. Para 0 <t < s < T escribimos

Y(s)=y+ /Xl(u)du (6.9)
Xi(s) =z -exp(a(B(s) — B(t)) + (p — %02)(3 — 1)) (6.10)

y t, Xi(t) =z, Y(t) = y valores fijos.
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Teorema 6.2. Sea f continua, E**Y[|f(Y(T))|] < oo y u(t,z,y) = E*™Y[f(Y(T))]
para x > 0,y € Rt € [0,T] donde el supraindice se pone para precisar que el proceso
Y'(s) dentro del valor esperado es el dado por (6.9) y (6.10) para los valores fijos t, x e
y. La funcién u(t, x,y) satisface la EDP

_ Ou ou 1 4, ,0%u  Ou

con condicién terminal
u(T,z,y)=fly) yeR x>0

y de borde
u(t,0,y) = f(y) te[0,T],yeR

Ademéds, u(t, X1(t), Y (t)) es una martingala.

Demostracion. Queremos usar los Lemas 4.1 y 4.2 para la familia de procesos {Z(s) =
(X1(5),Y(8)) }eeo,1),2,yer POT lo que debemos ver que un tal proceso Z(s) es una difusion.
En efecto, si ponemos (b1(2),ba(2)) = (pz1,21) v (61(2),52(2)) = (0,0) tenemos que

dZ;(s) = bi(Z(s))ds + 6;(Z(s))dB(s) parai=1,2 (6.12)

por lo que Z(s) es una difusién con Z(t) = z = (x,y) su valor inicial.

Notemos que v(t,z) = EY[f'(Z(T))] = E*[f(Z(T —t))] donde f" = f o ma, pues
la tnica solucién a la EDE con condicién inicial Z(t) = z consiste en componer la
traslacién temporal T(s) = t + s a la derecha de la solucién Z’ de la misma EDE
con condicién inicial Z'(0) = z (o sea, Z = Z' o T). Luego v(t, z) = u(t,z,y) estd en
las condiciones del Lema 4.1 y vale que v(t, Z(t)) es una martingala. Ademés por el
Lema 4.2° vale que Lv = 0 donde £ es el operador diferencial de la EDP retrasada de
Kolmogorov (4.20), que en este caso adopta la forma

ot 0z | 2 2 90z
=1 7,7=1
81}+ v 1228211_1_ v 8u+ (’9u+1220u+ ou
z 0=t = — — o°x r—
o P TR g T, T T as a2 ' oy
pues u(t,z,y) = v(t,z) con 23 = &'y 22 = ¥y, con lo cual obtenemos (6.11). Las condi-
ciones terminal y de borde se chequean trivialmente. O

SEstrictamente, deberiamos ver que v es C%*1, lo cual no se sigue de elipticidad como en el Teorema
5.5, pero esto puede hacerse manualmente y serda omitido como hicimos en (b) del Teorema 6.1.
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Como P es una medida martingala equivalente para X (t), por el segundo corolario
al Teorema 5.5 nuestra opcion a tiempo 0 debe valer

p=Eg"[E(D) f(Y(D))] =EME[f(Y(T))] = &(T)u(0, 2, y) = (0, z,y)
con u(0,z,y) = (T — t)u(t,z,y) vy £(s) = e ?° como antes

Teorema 6.3. La cartera tal que 6;(t) = 5%(¢, X;(t),Y(t)) y 6o(t) esta dado por la
observacién 5.1 para V?(0) = E=Y[¢(T) f(Y (T))] replica al reclamo F(w) = f(Y(T)) si
este es acotado inferiormente.

Demostracion. De la definicién de @ y dado que u satisface (6.11) se sigue facilmente
que u satisface

1

g:: —i—px% + o’z 22;; +x gZ 0 (6.13)
Si el 6,(t) elegido es tal que Ve( ) = a(t, X1(t),Y(t)) entonces valdra que VO(T) =
f(Y(T)) = F y ademés £(t)VO(t) = &(T)u(t, X1(t), Y (t)) serd una martingala pues ya
vimos que u(t, X1(t),Y(t)) lo es, por lo que la cartera serd acotada inferiormente (y
luego replicard al reclamo f(Y(T))) si este es acotado inferiormente, lo que demuestra
el teorema.

Veamos pues que VO(t) = a(t, X,(t),Y(t)) = W(t). Por la férmula de Itd, W (t)
satisface

ou ou ou

AW (t) = [at (8, X1(t), Y(2) + pXa(t) 5 (¢, Xa(8), Y (1)) +X1(t)a—y(taX1(t),Y(t))+

Lot X204, X, 1), Y (1) ] e + g (1, X0(0), Y ()0 Xa()BI() =

(6.14)
por (6.13) y la eleccién de 6;(t) = Z(¢, X1 (t), Y (1))

Por otro lado
dVO(t) = p(0o(s)Xo(s))dt + 01(t)dX1(t) = p(VO(t) — 61 (t) X1 (t))dt + 6, (t)d X, (t) =
= pVO(t)dt — p01 () X1 (t))dt + 01 (t)p X, (t)dt + 0, (t)o X, (t)dB(t) =
= pVO(t)dt + 0,(t)o X, (t)dB(t)
Luego W (t) y V9(t) satisfacen ambos la misma EDE
dW (t) = pW (t)dt + 6,(t)o X1 (t)dB(t)

y por cémo elegimos 6 satisfacen también ambos la condicién inicial W (0) = V9(0) =
E(TYE*Y[f(Y(T))]. Por unicidad, se sigue que W(t) = V%), como querfamos de-
mostrar. [l
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Comentario 6.2. El resultado previo se obtuvo «manualmentes, sin embargo, podria
haberse usado directamente el Teorema 5.5 y su Corolario 5.3. En ese caso tomamos

el mercado (Xo(t), X1(t), Y (t)) con Z(t) = (X1(t),Y (t)) difusién que satisface (6.12) y
tenemos que la cartera que replica al reclamo esta dada por
0(t,w) = Xo(t)p(t, w)IL(Z(t))

con ¢ dado por (5.22) y II(Z(t)) = ((¢X1(t)) ', 0) inversa a izquierda de (5;(Z(t)))i=1.2,
lo que usando las convenciones de notacion z = (z1, z3) = (z,y) v f' = fom da

plt.w) = Y - (B (2T = O))._ i 0:(2(0) =

(t, Z(t))o X, (%) (6.15)

Luego -
Ot ) = (61,62) = Xolt) €(T) 9 (1, 2(1)). 0) = (9 (¢, Z(1)). 0)

que es el resultado buscado.

Por la presencia de Y (t) que no depende directamente de una variable aleatoria
de distribucién normal no podemos hallar facilmente una expresién del precio de una
opcién asidtica como lo es (6.2) para el caso de una opcién europea. De hecho, de
momento no se ha hallado una expresion cerrada.

A continuacion veremos otro caso donde tampoco se ha hallado una expresion cer-
rada para un tipo de opcién que es de gran uso en el mundo real.

Definicién 6.2. Un reclamo (contingente) americano a tiempo T es un proceso F'(t) =
F(t,w) (t,w)-medible, H;-adaptado y casi seguramente acotado inferiormente para ¢ €
[0, T']. Una opcién americana sobre el reclamo americano F'(t) garantiza a su comprador
la posibilidad de elegir cualquier tiempo de parada 7(w) < T como tiempo de ejercicio
del reclamo, que dard un pago de F'(7(w),w).

Ejemplo 6.1. El call americano, donde F'(t,w) = f(X;(t,w)) para un mercado X (t) =
(Xo(t), X1(t)) vy f(x) = (x— K)*" donde, como antes, K se llama el precio de ejercicio o
strike. Esta alternativa al call europeo es uno de los derivados financieros mas operados.

Para que un comprador pague y por esta garantia y acepte una riqueza inicial de —y,
deberfa poder hallar una cartera @ y un tiempo de parada 7(w) tales que V(7 (w), w) +
F(r(w),w) = -y + fOT(w) 0(s)dX (s) > 0 c.t.p. Luego el precio p = pa(F) maximo que
estaria dispuesto a pagar es

pa(F) = sup{y : 30 admisible y 7 < T tiempo de parada,
—y+ /(w)@(s)dX(s) + F(7(w),w) >0 c.t.p} (6.16)
0
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Andlogamente, el vendedor querra garantizarse que exista una cartera 6(t) tal que para
cualquier tiempo ¢ (pues no sabe cudndo el comprador ejercerd la opcién) genere un
valor no menor al prometido al comprador, es decir,

VOt w) — F(t,w) =y + /Q(S)dX(S) — F(t,w) >0 para todo ¢

0
Luego, el precio minimo que el vendedor estaria dispuesto a aceptar es

t
qa(F) = inf{y : 30 admisible; Vt, y + /9(8)dX<S) — F(t,w) > 0 c.t.p} (6.17)

0

El siguiente teorema sera la versién «americana» del Teorema 5.4

Teorema 6.4. (a) Supongamos que existe u que satisface (5.14) y (5.11) y sea F(t,w)
un reclamo americano a tiempo 7' tal que sup,.p Eg[{(7)F(7)] < oo, donde @Q es la
medida martingala equivalente del Teorema 5.2 dada por u. Entonces

< pa(F) < sup Egl¢(r)F(r)] < qa(F) < o0

T

(b) Supongamos que ademds se cumple que el mercado {X(¢)}cjo,r) es completo,
entonces

pa(F) = sup EQ[§(T) F(7] = qa(F)

7<T

(y se llama el valor o precio de la opcién)

Demostracion. (a) Procedemos como en el Teorema 5.4. Sea un y € R tal que existe
un tiempo de parada 7 < Ty una cartera admisible 6 tal que

_y+ /Q(S)dX(s) >_F(r) ctp.

Esto implica que &(7)V? (1) = —y + [/ £(5)07(s)o(s)dB(s) > —&(1)F(1).

Tenemos ademds que £(t)V0(t) = —y + f;f(s)QT(s)a(s)dé(s) es una ()-martingala
local (pues es una constante mas una integral de It6 sobre un proceso de Wiener). Tam-
bién es acotada inferiormente (pues la cartera debe ser admisible). Las martingalas lo-
cales acotadas inferiormente son supermartingalas, luego Eg[¢(t)VO(¢)] < £(0)V?(0) =
—y vy como VY(1) > —F(7) tenemos

—Elé(r)F(r)] < Eglé(r)V'(7)] < —y
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Esto vale para cualquier precio y aceptable y cualquier 7 < T', por lo tanto vale

pa(F) < EQ[§(T)F(7)]
Anélogamente, sea z € R y una cartera admisible # tales que

z+ /H(S)dX(s) — F(t,w) >0 c.t.p. y para todo t <T
0
Como antes, esto implica &(T)V(1) = 2 + [y &(s)07(s)o(s)dB(s) > &(r)F(r) para

cualquier tiempo de parada 7 < T.'Y como &£(t)V(¢) es de vuelta una Q-martingala
local vale, como arriba,

Eqlé(m)F(7)] < Eglé(n)V(r)] < »
Pero como 7 era arbitrario, tenemos

z > sup Egl¢(T)F (7))

T<T

A su vez, como esto vale para todo z precio aceptable para el vendedor, esto implica

qa(F) > sup Egl¢(T)F(7)]

T<T

(b) Supongamos ahora que, ademads, el mercado es completo. Elegimos un tiempo
de parada 7 < T y definimos

k i F(t >k
Fy(t,w) = o ) 2

F(t,w) si F(w) <k

Gip(w) = Xo(T)E(7) Fi(7)
Luego Gy es un reclamo (europeo) a tiempo T acotado, y por completitud existen
(tinicos) yx € Ry 0% tales que —y;, + fOT 08 (s)dX (s) = —Gr(w) y VO (¢) es una
(-martingala.
Luego, usando el teorema de muestreo opcional de Doob para martingalas” tenemos

—yi + / 0™ (s)dX (s) = Eq |~y + / 00 (5)dX (s)[H, | = Eq|—€(T)Gi[H,] =

"El teorema dice que si M; es martingala y 7, < 75 < ¢ son tiempos de parada acotados casi
seguramente por la constante ¢ entonces E[M,,|H,, | = M,
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= Eq[—&(7) Fi(7)|H,] = —&(7) Fr(7)

O sea, V(1) = —&(7)Fi(r) casi seguramente o, equivalentemente, V0" (1) =
—F(7) casi seguramente.

Ademss, como V?(t) es una Q-martingala, Eg[V?(7)] = Eg[0] = —yi para todo
7 < T. Luego,

—yr = —Eq[&(T) Fi(7)]

Por esto y por VO (1) = —Fy,(7) tenemos que Eg[¢(7)Fi()] es un precio aceptable
para el comprador de una opcién americana, o sea

EQl&(T)Fi(1)] < pa(Fi) < pa(F)

pero 7T era arbitrario, luego

sup Eq[§(7) Fi(7)] < pa(Fk) < pa(F)

T<T

Entonces, por convergencia mondtona

sup Eo[¢(7) F(7)] < pa(F)

7<T

Para ver que Eg[{(7)F(7)] > qa(F) debemos ver que para z = sup,.p Eg[{(T)F ()]
existe una cartera admisible (s, w) tal que

Z 4+ /Q(S,w)dX(s) > F(t,w) para casi todo (t,w) € [0,T] x Q (6.18)

Para un 7 < T escribimos h,(t,w) = Egl[&(T)F(7)|H:] v definimos la envolvente de
Snell S(t,w) = sup,<,<r h-(t,w) para (t,w) € [0,T] x €.
Veamos que la envolvente es una ()-supermartingala. Para eso basta ver que

t<T<T t<r<T

Bo | sup hT@>Vﬂ < sup Eolh (1)]5) (6.19)

pues entonces, para s < t tendriamos

%WW#%MWW@<w%HW]

t<r<T t<7<T

= sup Eglh,(s)] < sup Eglh.(s)] = S(s,w)

t<r<T s<t<T

donde se usé que h.(s,w) es una Q-martingala (es trivial verificarlo).
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Para probar (6.19), fijemos ¢ y consideremos el proceso estocastico (h,(t,w))rer
con I = I(t) = {7 tiempo de parada : ¢t < 7 < T}. Por el lema auxiliar que se
demostrara a continuacién del teorema, existe un conjunto numerable de tiempos de
parada (7}, )nen C I tales que sup,c; h-(t,w) = sup,cy b (£, w). Entonces, si definimos

hﬁ A h.,-2 = h,» con T = TIX{hflthZ} + TQX{hT1<hT2} el

(que satisface h,, Ah., > h,, casi seguramente para i = 1,2 como supondriamos para el
operador A de un conjunto dirigido) podemos tomar la sucesién de tiempos de parada
T, = max(7y, ..., 7,, Tn—1) (con max dado por A) que satisfard h > h,, casi segura-
mente y sup, <y hy = sup, ey ey = sup,,ey hbr, = limy, o0 b,

Notemos ahora que, como [£(t)] estd acotada en [0, T| pues p lo estd y F(t) estd aco-
tada inferiormente, existe M > 0 tal que &(7)F(1) > —M para todo 7 < Ty
luego h.(t,w) > —M casi seguramente. En espacios de medida finita, el teorema
de convergencia mondtona vale para funciones medibles casi seguramente mayores o
iguales a una constante (es decir, sin necesidad de que sean no negativas). Luego, como
—M < h; <..<h, tenemos

Tn+1

Eq {sup h-

Tel

ﬁ:| = EQ |:1ngl\1] h.,-n

9] =t Eolh 9] < sup ol

Tel

con lo que (6.19) queda probado.
Como S(t,w) es una @-supermartingala, por el Teorema de descomposicién de
Doob-Meyer tenemos

S(t) = L(t) — A(t);  te[0,T]

con L(t) una Q-martingala, con L(0) = S(0) = z y A(t) un proceso no decreciente con
A(0) = 0. Tenemos entonces que L(t) > S(t).
Veamos que existe (s, w) proceso Hi-adaptado tal que

t

M(t)=z+ /go(s,w)df?(s) (6.20)

0

En efecto, como L(t) es una Q martingala tomando M (¢ ( ) la P-martingala del Teorema
de Girsanov dada por M (t) := exp ( [3u(s,w)dB(s) — [3 u?(s,w ds) tenemos Y (t) =
L(t)M(t) es una P martlngala pues, para todo A € 7-[5

/ LM (t)dP = / LH)dQ = / L(s)dQ — / L(s)M(#)dP = / L(s)M(s)dP

A A A A A

donde hemos usado la igualdad (5.12) del Teorema de Girsanov.
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Luego, por el Teorema 3.7 existe ¢'(s,w) € V tal que
dY (t) = ¢/ (t)dB(t)

Ademés, haciendo uso de que d(M;)) — )

@
dL(t) = d (Y(t) - ML@)) —Y()d (M(t)) 4 Ml(t)dY(t) + Y (t)d (ML@)) _
vy g+ ;\’}((?) dB(1) + (& (1)dB(1)) ( ;}(8) dz%(t))

Y recordando que dB(t) = dB(t) — u(t)dt y que dB(t)dB(t) = dt y dB(t)dt = 0 nos
queda

dB(t)® y de la férmula de Ito tenemos

—_

dL(t) = u(t) L)dB(t) + ]‘\’28 dB(t) - “gf%gt)dt + “(29(0;)(” dt = o(t)dB(t)

para ¢(t) = u(t)L(t) + f;—gtt)), lo que prueba (6.20).
Dada ¢ definimos R

donde II(¢,w) es la inversa a izquierda de o(t, w) garantizada por el Teorema de Com-
pletitud. Entonces eligiendo 8, como en la observacién 5.1 tenemos

t t t

Ve:z+/éd)_(:z+/§¢90df3:z+/god§25(t)
0

0 0

Luego, por (5.8) y usando que S(t) = sup,,<p E[§(T)F(7)|H,] > £()F(t)°
¢

VO(t) = 2+ / 6(s)dX () > Xo(H)S(t) > Xo(DE(E(t) = F (1)

0
Lo que prueba (6.18) y concluye la demostracién del teorema. ]

Lema 6.1. Sea (X;);c; familia de variables aleatorias a valores reales con indice I
arbitrario. Entonces existe un subconjunto numerable J* C I tal que

sup X; = sup X;
icJ i€l

8Se ve facil escribiendo Z(t) = ln(#m) = fot u(s, w)dB(s) + fot u?(s,w)ds y usando la férmula de
1t6 para g(t, Z(t)) = e?®) = #@
9Por el Teorema de muestreo opcional de Doob
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Demostracion. Dado un subconjunto numerable J C I escribimos X;= sup;c; X;. Sea
C el conjunto de todos los subconjuntos numerables de I y o = sup .. E[X /], que es
un numero real.

Sea (J,)nen C C sucesion de subconjuntos numerables tales que a = lim, ey E[X ) ].
Entonces J* =, J,, es un subconjunto numerable de I y tenemos a = E[X ;.].

Veamos entonces que X ;- > X; casi seguramente para todo i € I, lo que termina la
demostracion pues X« < sup;c; X;.

Sea i, el conjunto J* U {i} es numerable, luego E[X ;- (] = E[méx(X -, X;)] <
E[X j]. Pero como méx(X s+, X;) > X, esto implica méx(X+, X;) = X+, que a su
vez implica X ;- > X;, como querfamos demostrar. ]
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