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Introduccion

Definida por Cortifias y Thom en [CT07], la K-teoria algebraica bivariante es una
categorfa triangulada kk junto con un funtor j: Alg, — kk de la categoria de algebras
asociativas sobre un anillo conmutativo { que es universal con respecto a las siguientes
propiedades:

» invarianza homotépica: el funtor j envia cada inclusion A — A[t] a un isomorfis-
mo.

= estabilidad matricial: el funtor j envia cada inclusién A — My A en la esquina
superior izquierda a un isomorfismo.

= escision: el funtor j envia cada sucesién exacta 0 — A — B — C — 0 que se parte
como sucesion de (-médulos a un tridngulo distinguido.

Recientemente Cortifias y Vega definen en [CV21] la K-teoria bivariante hermitana,
una version de la K-teoria bivariante algebraica para x-adlgebras. Previamente, Ellis
construye en [Ell14] variantes de la categoria kk para algebras con accién o graduaciéon
de un grupo dado.

El primer objetivo de este trabajo es dar una generalizacién comiin de estas categorias,
esto es, definir una versién de la K-teoria algebraica bivariante para *-dlgebras equipadas
con una accién o graduacién de un grupo G dado.

Teorema (Teorema 2.2.4). Existe un funtor j&: G — Alg; — kk& inicial en la categoria de
teorias de homologia escisivas que son G-estables, homotdpicamente invariantes, matricialmente
estables y establemente hermitianas.

Teorema (Teorema 2.2.5). Existe un funtor j%: Ggr —Algy — kk}é inicial en la categoria de

teorias de homologia escisivas que son G-estables, homotdpicamente invariantes, matricialmente
estables y establemente hermitianas.

En el Capitulo 1 definimos y adaptamos a nuestro contexto las nociones de teoria
de homologia escisiva, invarianza homotépica, estabilidad matricial y estabilidad her-
mitiana. Comenzamos el Capitulo 2 introduciendo las definiciones de G-estabilidad
y G-estabilidad. A continuacién, construimos las categorias Kk y kk%. El resto del
capitulo consiste en verificar que los resultados de [Ell14] y [CV21] se extienden a estas
nuevas categorias: probamos versiones del teorema de Green-Julg (Teorema 2.3.14),
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induccién-restriccién (Teorema 2.3.22), la dualidad de Baaj-Skandalis (Teorema 2.3.25) y
la sucesion exacta de 12 términos de Karoubi (Teorema 2.4.18).

En el Capitulo 3 nos centramos en la aplicacién de la K-teorfa bivariante hermitiana
graduada a la pregunta de clasificacién graduada para algebras de Leavitt.

El dlgebra de Leavitt de un grafo E sobre un anillo conmutativo £ es una (-algebra
asociativa L(E) que se obtiene dividiendo al 4dlgebra de caminos del grafo doble de E
por las denominadas relaciones de Cuntz-Krieger. Estas relaciones provienen de los

Figura 1: un grafo y su doble.

subshifts de tipo finito, una clase de sistemas dindmicos discretos, y fueron introducidas
originalmente por Cuntz y Krieger en [CK80] al definir la C*-dlgebra O(E) asociada a un
grafo finito. Las adlgebras de Leavitt fueron consideradas originalmente por Ara, Moreno
y Pardo en [AMP07] y por Abrams y Aranda Pino en [AAP05] como la contraparte
algebraica de O(E).

A partir del grafo, es posible dotar al dlgebra de Leavitt asociada de una involucién y
Z-graduacion compatibles, y tanto la K-teoria de L(E) como su Z-graduacién canénica
juegan un papel central en la teoria de dlgebras de Leavitt. En [Haz13a] Hazrat caracteriza
el grupo de Grothendieck graduado (ver Definiciéon 3.5.1) de L(E) a partir de la matriz
de adyacencia Ag del grafo. Este grupo viene equipado con una accién Z-lineal que lo
hace un médulo sobre Z[t, t~'] ~ Z[o], el anillo de grupo de un grupo ciclico infinito de
generador o, y se prueba en [Haz13a] que coincide con el Z[o]-mdédulo de Bowen-Franks
de E

BF(E) = coker(I— o - Ab).

En el mismo articulo, Hazrat conjetura que el grupo de Grothendieck graduado
caracteriza a las dlgebras de Leavitt como dlgebras Z-graduadas y demuestra la conjetura
para una familia particular de grafos denominados policefalicos. La pregunta permanece
abierta para casos mds generales, incluyendo el de los grafos finitos sin pozos ni fuentes.
En esta direccién, adaptamos algunas técnicas de clasificacién desarrolladas por Cortifias
y Montero en [CM21] y Cortifias en [Cor21]. Obtenemos el siguiente resultado.

Teorema (Teorema 3.9.9). Sean E y F grafos finitos y supongamos que KH_;(¢) = 0 y el
morfismo canénico Z. — KHo(€) es un isomorfismo. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

. L h
(i) Las dlgebras L(E) y L(F) son kkz—zsomorfas.
(ii) Las dlgebras L(E) y L(F) son kk-isomorfas.

(iii) Se tiene un isomorfismo de Z|ol-mddulos %:T;(E) ~ %?(F).
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Para demostrar este teorema, en la Seccién 3.7 probamos que existe un enriqueci-
miento de kk}é sobre la categoria de Z[G]-médulos y utilizamos una caracterizacién de
productos cruzados de algebras de Leavitt debida a Ara, Hazrat, Li y Sims [AHLS18]
para dar un tridngulo distinguido en kk% que relaciona a L(E) con la matriz I — o - Af.

Teorema (Corolario 3.4.28, Corolario 3.8.4). Si E es un grafo finito, se tiene un tridngulo
distinguido en kk% de la forma

I*O'-AE

gres(E) ¢E° L(E).

Esta es una version graduada del triangulo construido por Cortifias y Montero en
[CM21]. En general, una funcién de los aristas de un grafo E a un grupo G determina
una G-graduacién sobre L(E). El teorema anterior es un caso particular del tridngulo
existente en esta situacién general, que tratamos en la Proposicién 3.8.2.

A lo largo de la tesis, asumiremos familiaridad con las nociones basicas de teoria
de categorias y precisaremos utilizar algunos resultados elementales sobre conjuntos
simpliciales. Nuestras referencias para estos temas son [Riel6] y [G]99] respectivamente.
Haremos uso también de resultados bésicos sobre el grupo de Grothendieck de un anillo,
los cuales se pueden consultar por ejemplo en [Corl1, 2] o [Ros94, Chapter 1].
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Capitulo 1

Preliminares

A'lo largo del texto, la letra { denotard un anillo conmutativo unital equipado con un
automorfismo involutivo *: { — £. Asumiremos en todo momento la existencia de un
elemento A € { tal que

A+A =1, (1.0.1)

En este capitulo recordamos los conceptos utilizados en los articulos [CT07] y [CV21]
para definir la K-teoria algebraica bivariante y su versién hermitiana, y los adaptamos a
los contextos equivariante y graduado.

1.1. Algebras

Un {-bimédulo unitario A se dice simétricosiA-x = x-Aparacadax € AyA € L.
Un dlgebra sobre { es un bimédulo simétrico equipado con una multiplicacién {-lineal y
asociativa A ®y A — A. La categoria de {-adlgebras y homomorfismos de {-algebras se
denotard Alg,.

1.1.1 INVOLUCIONES

Una involucién en un dlgebra A es una funcién aditiva x: A — A tal que
(a)*=a, (ab)*=b"a’, (Aa)"=A"a’

paracada a,b € Ay A € (. Una *-dlgebra es un élgebra A equipada con una involucién.
Diremos que un ideal bildtero I C A es un *-ideal si es un {-submédulo e I* C I. Dadas
x-dlgebras A y B, un x-homomorfismo f : A — B es un morfismo de {-dlgebras tal
que f(a*) = f(a)* para cada a € A. Escribiremos Alg; para referirnos a la categoria de
x-algebras y *-homomorfismos.

Observacion 1.1.1. La hipétesis (1.0.1) se satisface en particular cuando 2 es inversible en
(, tomando A = 1/2. Esto comprende tanto a Z[%] como a todo cuerpo con involucién de
caracteristica distinta de 2. Un ejemplo de especial interés es £ = C con la involucién dada
por la conjugaciéon compleja. Otro ejemplo a considerar es { = Z[t] con la involucién

1



2 CAPITULO 1. PRELIMINARES

determinada por enviar t a 1 —t. En este anillo 2 no es inversible, pero sin embargo el
elemento A = t satisface (1.0.1).

Ejemplo 1.1.2. Sea {y un anillo conmutativo unital. El anillo inv(y) = £y & ¢y es un *-
anillo con la involucién (x,y)* = (y,x), y satisface la hipétesis (1.0.1) tomando A = (1,0).

Ejemplos 1.1.3. El anillo £ es una *-algebra sobre si mismo. En general, para cadan € IN
el anillo de matrices M,,(£) es una *-4lgebra con la involucién que envia una matriz
A = (aij)i<ij<n a su traspuesta conjugada A* = (aj;)i<ij<n.

Si la identidad define una involucién en un anillo, este es necesariamente conmutati-
vo. Cuando la involucién de £ es trivial, toda {-dlgebra conmutativa A es una *-dlgebra
tomando * = ida.

Definicién 1.1.4. Dada una *-adlgebra unital R € Alg;, un elemento u € R se dice
unitario si uu* = u*u = 1. Si € € R es un elemento central y unitario, decimos que
¢ € Res e-hermitiano si ¢ = ed*. Una unidad e-hermitiana ¢ € R* da lugar a una
involucién

(—)?: R R, x—= ¢ 'x* .

Escribimos R? para referirnos a R junto con esta estructura de *-algebra. Similarmente,
notamos A% para la estructura de *-algebra inducida en un *-ideal A <R.

1.1.2 ACCIONES Y GRADUACIONES
Convencién 1.1.5. En lo que sigue de la tesis, fijamos un grupo G.

Definicién 1.1.6. Una G-*-dlgebra es un G-objeto en Algy, es decir, una *-dlgebra A
junto con una accién de G por *-homomorfismos. Un morfismo equivariante f: A — B
entre G-x-algebras es un *-homomorfismo tal que f(g-a) = g-f(a) paracadaa € Ay
g € G. Notamos G — Alg; a la categoria de G-x-dlgebras y morfismos equivariantes.

Ejemplos 1.1.7. Una Z-*-dlgebra A es una x-dlgebra sobre { junto con un *-automorfismo
de édlgebras oc € Autpg: (A). Si ™ = 14, este dota a A de una estructura de Z,-*-dlgebra.
En general, si A es una G-x-dlgebrae I C A un *-ideal tal que g- 1 C I paracada g € G,
el cociente A /I es una G-x-dlgebra con la accién dada por g - [x] := [gx] paracada g € G
yx € A.

Ejemplo 1.1.8. El dlgebra de grupo (G es una G-x*-algebra con la involucién (A - g)* :=
A*g~! y la accién por conjugacion.

Definicién 1.1.9. Una *-dlgebra G-graduada es una *-dlgebra A junto con una familia
de £-submodulos {Ay}4ec indexados por G tales que

A=EPAy (A CAL
geiG

y Ag-An C Agn paracada g, h € G.Sia € Ag, decimos que a es homogéneo de grado g
y escribimos |a| = g. Un morfismo homogéneo f: A — B entre x-dlgebras G-graduadas
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es un *-homomorfismo que cumple |f(a)| = g para cada elemento homogéneo a € A4
y g € G. Notaremos Gy — Alg; a la categoria de *-dlgebras G-graduadas y morfismos
homogéneos.

Ejemplos 1.1.10. El dlgebra de polinomios de Laurent ([t,t~'] es una x-dlgebra Z-
graduada con la involucién dada por t +— t~! y la descomposicién

et t M, =t

para cada n € Z. En general, el dlgebra de grupo {G es una *-dlgebra G-graduada con
involucién (A-g)* =A*- g™ y graduacién ({G)g :=1{-g.
Ejemplo 1.1.11. El dlgebra de Leavitt
B{X]/' . -/meb .. -,yn}
(i xayi — 1, yxi — &)

es una *x-dlgebra Z-graduada con la involucién dada por x; — yi, yi — x y la graduacion
inducida por asignarle grado 1 axy,...,xp y grado —T ays,..., Yn.

L,:=

Convencién 1.1.12. De ahora en mas, escribiremos 2 para referirnos indistintamente a
las categorias Algy, G — Alg; 6 Ggr — Algg.

Observacién 1.1.13. Usaremos mds adelante que las categorias G — Alg; y Ggr — Alg; tienen
pullbacks. Fijemos A1, A, B € 2 y morfismos fi: A; — B. En el caso de G-x-dlgebras,
basta notar que la accién diagonal en A; x A; se restringe a P = A7 xg A. En el caso
de *-algebras G-graduadas, la componente homogénea de grado g € G de A1 X A;
es (A1)g X (A2)g y un calculo directo muestra que la asignacion Py := PN (A7 x Az)g
define una G-graduacién en P.

1.1.3 PRODUCTOS TENSORIALES

A continuacién definiremos la nocién de homotopia algebraica en el contexto de *-
algebras que tienen una G-graduacién o una accién de G. Para esto, precisamos primero
darle una estructura al producto tensorial de *-algebras como objeto de cada una de las
categorias correspondientes.

Fijemos A y B dos *-algebras sobre { y C una *-algebra sobre Z. Usaremos la notacién
AB = A ®;By CB := C ®z B para los respectivos productos tensoriales, y omitiremos la
referencia al anillo cuando se deduzca del contexto. En ambos casos, se tienen definidas
involuciones

(a®@b)*  =a*"®b*, (c®b) :=c"@b"
que hacen de AB y CA dos *-algebras.

Siademads A y B son G-*-dlgebras y C un G-anillo, los productos tensoriales AB y CA
resultan G-*-dlgebras con la accién diagonal. Precisamos también darle una graduaciéon
a AB y CB, en el caso en el que A y C tengan la graduacién trivial. Definimos sus
componentes homogéneas de grado g € G como

(AB)g:=A®¢Bg, (CB)g:=C®zBy.
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Observacion 1.1.14. Si G es abeliano, entonces hay una graduacion canénica en ambos
productos tensoriales dada por

(AB)g= P As®By, (CB)y= P Cs®By.
s+t=¢g s+t=g

Cuando la graduacién en A o C es la trivial, esta definicién coincide con la dada para G
arbitrario.

1.2. Homotopia polinomial

Procedemos ahora a definir la nocién de homotopia polinomial para 2l como en
1.1.12. Dado A € 2, veremos a Alty, ..., tn] == Zlty,...,tn] ®z A como un objeto de A
equipando a Z[ty, ..., ty] con la involucién y accién 6 graduacion trivial y procediendo
como en la Seccién 1.1.3.

Dados m = (my,...,my) € Z™y evy : Z[ty,...,tn] = Z el mapa de evaluacién
asociado, escribiremos evy, : Alty,...,tn] — A para referirnosa 1o ® evm y ta : A —
Alty,...tq] para la identidad de A tensorizada con la inclusién Z — Zl[ty,...,tq].
Notemos que estos efectivamente resultan morfismos en 2.

Definicién 1.2.1. Dos morfismos f, g: A — B en 2 son elementalmente homotdpicos si
existe un morfismo h : A — Bl[t] tal que evoh = f y evih = g. En tal caso, notamos f ~. g.

Ejemplo 1.2.2. Si k es un cuerpo y A, B son k-dlgebras conmutativas de tipo finito,
entonces

Spec B[t] ~ Spec(B ®y k[t]) =~ Spec B x Speck[t] = SpecB x A',

donde x denota el producto en la categoria de variedades algebraicas afines sobre k. Bajo
esta identificacion, una homotopia elemental h: f ~ g se corresponde con un morfismo
de variedades

H: SpecB x A' — SpecA

tal que H(—,0) = Spec(f) y H(—,1) = Spec(g). En este sentido es que la nocién de
homotopia algebraica se asemeja a la nocién de homotopia entre espacios topolégicos,
donde la linea afin viene a reemplazar al intervalo unitario.

Sin embargo, la analogia con el contexto topolégico no es completa. Una principal
diferencia en el caso de variedades algebraicas afines es que

A"V A" = Spec(k[t] x k[t]) % A
para cualquier eleccién de puntos
P, q: * S A e evp, evq: k[t] =k,

lo cual se ve reflejado en que ~ no es transitiva.
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Aunque la relacién dada por homotopias elementales no es de equivalencia, si resulta
reflexiva y simétrica. Esto motiva la siguiente definicién.

Definicién 1.2.3. Dos morfismos f, g: A — B en 2 son homotdpicos si existe una suce-
sion fy,...,fn € 2A de morfismos en A tales que fy = f,f, = gy fi ~e fir1 para cada
i€ {0,...,n—1}. Esto induce una relaciéon de equivalencia en los morfismos de 2 que
denotaremos ~.

Un morfismo f: A — B es una equivalencia homotdpica si existe un morfismo
g: A — B tal que gf ~ 15 y fg ~ 1. Dos algebras A y B en 2 son homotdpicamente
equivalentes si existe una equivalencia homotépica f: A — B. Un dlgebra A € 2 se dice
contrdctil si el morfismo identidad 14 es homot6pico al morfismo nulo.

Proposicién 1.2.4. La relacion ~ es compatible con la composicién. Concretamente, si f,g : A —
B € A son homotdpicos entonces fs ~ gs y s'f ~ s’g para cada par de morfismos s : C — Ay
s’":B—D.

Demostracién. Sean f,g: A — B dos morfismos homotépicos y H: A — B[t] una ho-
motopia entre f y g. Dado un morfismo s: C — A, una verificacién directa muestra
que Hs: C — B[t] es una homotopia entre fs y gs. Similarmente, para cada morfismo
s’: B = D la composicién

1 ®
AR B 2 pry

define una homotopia entre s’'f y s’g. ¢

Definicién 1.2.5. La proposicién anterior nos permite definir una categoria [] que
consiste de los objetos de 2 junto con las clases de equivalencia de morfismos para la
relacion de homotopia polinomial. Notamos [A, B] = homy (A, B).

1.2.1 IND-COMPLETACIONES

La nocién de ind-completaciones nos permitird dar una mejor descripcién de las
homotopias polinomiales.

Sea C una categoria. Su ind-completacion es la categoria C" que tiene por objetos a
los diagramas (I, F) = F: I — C cuyo dominio es una categoria pequefia y filtrante, con
los morfismos dados por

homcind (F, G) := lllgl colimje; homc (F(i), G(j)).
Observacion 1.2.6. Podemos pensar a la ind-completaciéon de una categoria como el
agregado formal de colimites filtrantes. Cabe destacar que la inclusién C — C" es
plenamente fiel; su imagen consiste de los llamados ind-objetos constantes.
Por definicién de los hom-sets en C'"Y, si ¢ es constante un morfismo ¢ — (], G) esta
determinado por un mapa ¢ — Gj en C para algtn j € J. Esto serd de utilidad a la hora de
codificar la nocién de homotopia polinomial en términos de morfismos de ind-algebras.
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Definicién 1.2.7. Para cada categorfa 2 definimos [2("¢] como la categoria cuyos objetos
son las ind-4lgebras, y los morfismos (I, A) — (J, B) estdn dados por

[A,B] = 11n|1 colimje;[A(i), B(j)].
1€
Se tiene asi una asignacién canénica homgyind (A, B) — [A, B]. Dos morfismos de ind-
algebras f,g : A — B son homotdpicos si su imagenes a través del mapa anterior
coinciden.

1.2.2 ALGEBRAS DE FUNCIONES POLINOMIALES

Pasamos ahora a caracterizar las homotopias en términos de morfismos en 2. Para
hacerlo, necesitaremos primero definir el dlgebra de funciones polinomiales sobre un
algebra A con dominio un conjunto simplicial K. Dado n € Ny, escribimos [n] para
referirnos al conjunto {0,...,n}.

Definicién 1.2.8. Para cada n, m > 0 y morfismo de posets 0 : [n] — [m], las asignacio-

nes
Zlty, ..., tn)]

ZA" =
(Xioti—1)
o ZzA" - 7A"

ifo i) =o

t— X
Zjee*‘ @t encaso contrario

definen un anillo simplicial. Lo notamos Z".

Sea A € 2. Equipando a cada anillo Z" con la involucién y accién o graduacién
trivial, por la Seccién 1.1.3 tenemos en 2 un objeto simplicial

AL n] — A, A = Ay ZA

definido en morfismos como 0 — 15 ® 0*. Si ahora K es un conjunto simplicial arbitrario,
se define
AK .= homgset (K, A2).

Mads generalmente, si (K, ) es un conjunto simplicial punteado definimos

(x—K)*

A(K’*] = ker(AK — A) = ker(homgse: (K, AA.) homgset (%, AA.))-

Si K es finito, por [CT07, Lemma 3.1.3] los morfismos naturales de anillos A ® 7 7K — AK
y A ®@z Z**) — AlK*) son isomorfismos. La involucién trivial hace de ZX y Z**) dos
x-anillos. Equipando a estos con la accién o graduacion trivial segtin corresponda vemos
que las asignaciones A — AX y A — A% definen endofuntores de .
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Escribiremos sd : sSet — sSet para el funtor de subdivisién de [G]99, 111, 3.4]. Este se
define extendiendo la asignacién que envia un simplex estdindar A™ a su subdivisién
baricéntrica. El funtor sd viene equipado de una transformacién natural sd = Tsset
llamada last vertex map, que da lugar a un pro-conjunto simplicial

sd®K: K sdK e sd?K e sd®K e .-

para cada K € sSet. En particular, para cada objeto A € 2 y conjunto simplicial finito
K € sSet tenemos un objeto

ASETKL Ay AsdK | AR Asd,
en 2(nd,
Definicién 1.2.9. Definimos los anillos de lazos y caminos como
Q=75"% ~tt—1)2Z[t], P:=2z4"* ~tZ[t]
y sus versiones subdivididas como los ind-anillos
z8' =78 Y, P g A,

Para cada n > 1, definimos inductivamente 75 = (z5" )‘S] =7 @z Z5' . Los anillos
aqui definidos son todos conmutativos, asi que podemos verlos como *-anillos a través
de la involucién trivial. Equipdndolos a su vez con la accién o graduacion trivial, para
cada A € 2 definimos QA,PA € Ay AS" PA € 2" como se indica en la Seccién 1.1.3.

Observacion 1.2.10. Las algebras QA y PA vienen a representar los analogos algebraicos
de los espacios de lazos y de caminos de un espacio. Un calculo directo muestra que

H: PA — PAls], tw—ts

es una homotopia elemental entre el morfismo nulo y 1pa, asi que PA resulta siempre
contréctil.

Observacién 1.2.11. Un morfismo simplicial sd™ A’ — K estd determinado por una
eleccién de 1-simplices x1, ..., xyn € K; que satisfacen una condicién de compatibilidad
sobre sus caras. Esto permite representar a un elemento de A" A como una sucesién
de polinomios (p1,...,p2n) tales que

P2i-1(1) =p2i(1),  P2i(0) = p2i41(0)

para cada i. Aplicando el automorfismo de AL ~ Alt] que envia ta 1 —t a los polino-
mios pyk de subindice par, en definitiva se tiene un isomorfismo

AT AT ((py, . pan) € AT evi (pi) = evo(pir), 1 <1< 27— 10, (1.2.12)
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, . n Al . . . .

Este envia los morfismos evy, evy : A4 4 — A inducidos por las inclusiones * — sd™ A
a los extremos a evy7r; y evy T respectivamente.

De esta manera, intercalando homotopias constantes de ser necesario, podemos

, . . n Al

pensar a una homotopia entre morfismos f, g: A — B como un morfismoh : A — Bs4" 4
para algin n > 0 que cumple evo h = f y evy h = g. Por la Observacién 1.2.6, toda esta
informacion se puede codificar en un enunciado sobre ind-algebras.

Proposicién 1.2.13. Dos morfismos f,g: A — B en U son homotdpicos si y sélo si existe un
morfismo h: A — B4 Al o lind tq] queevoh=fyevih=g. ¢

1.2.3 INVARIANZA HOMOTOPICA

Un funtor F: A — C se dice homotdpicamente invariante si f ~ g implica F(f) = F(g)
para cada par de morfismos f, g € 2.

Proposicién 1.2.14. Si A es un objeto de 2, la inclusion p: A — Alt] es una equivalencia
homotépica.

Demostracién. Por construccién sabemos que evpta = 1a. Basta verificar que 15 evy ~
1A, para lo cual podemos tomar la homotopia H : p(t) € Aft] — p(ts) € Alt, s]. ¢

Proposicion 1.2.15. Un funtor F: A — C es homotdpicamente invariante si y sélo si envia
ta : A — Alt] a un isomorfismo para cada A € .

Demostracién. Como la inclusién 14 es una equivalencia homotépica, tiene por imagen a
un isomorfismo a través de cualquier funtor homotépicamente invariante. Reciproca-
mente, supongamos que F envia cada inclusién 1y : A — A[t] a un isomorfismo. Como
evita = evylp debe ser F(evy) = F(evy), y entonces para cada homotopia elemental
h:f~ges

F(f) = F(evp h) = F(evp)F(h) = F(evy)F(h) = F(ev; h) = F(g),
como buscdbamos. ¢

Proposicion 1.2.16. Sea i: A — [] el funtor canénico. Un funtor F: A — C es homotdpica-
mente invariante si y sélo si existe un funtor F: [A] — C tal que F = Fi. Mds aiin; cuando un tal
funtor existe, es tinico.

Demostracién. SiF se factoriza a través de i, es homotdpicamente invariante pues este
ultimo envia cada inclusion 4 : A — Alt] a un isomorfismo.

La necesidad de la factorizacion se deduce de que la asignaciéon F([f]) = F(f) esta
bien definida si F es homot6picamente invariante, de forma que F se factoriza por i a
través de

F(A):=F(A), F(A LB =F),

y esta es la tnica definicién posible que satisface lo buscado. ¢
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Observacion 1.2.17. En [Weil3, Chapter IV, Definition 11.1] Weibel define la homotopiza-
cion estricta de un funtor F: Alg; — Ab como

[FI(A) = coeq <F(A[t]) M F(A))

La homotopizacién de F es un funtor [F] homot6épicamente invariante junto con una
transformacién natural n: F = [F|, de manera que toda otra transformacién natural
F = H hacia un funtor H homotépicamente invariante se factoriza por 1. Si F es ho-
motdpicamente invariante, entonces 1 es un isomorfismo.

Se tiene también una definicién de homotopizacién FH para funtores F que toman
valores a CW-complejos, considerando la realizaciéon geométrica del espacio simplicial
F(A2"). En [Weil3, Chapter IV, Lemma 11.5.1] se prueba que 7[F*(R)] = [FI(R), junto
con propiedades analogas a las de la homotopizacién estricta. Una construccién similar
para espectros define la homotopizacién de la K-teoria algebraica, conocida como la
K-teoria homotdpica de Weibel KH. Referimos a [Wei89] para su definicién y principales
propiedades. En [CT07, Proposition 8.1.1] se da una descripcién de los grupos KHy (A)
en términos de colimites de grupos de K-teoria algebraica.

1.3. Grupos de Grothendieck-Witt

La K-teoria bivariante hermitiana es una generalizacion bivariante de la homotopiza-
ci6n de la K-teorfa hermitiana. Los grupos de K-teorfa hermitiana K} (R) de un x-anillo R
se construyen de forma andloga a la K-teoria algebraica reemplazando el grupo general
lineal GL(R) por el grupo ortogonal O(R). Nos concentraremos en esta secciéon en el
0-ésimo de estos grupos, también conocido como grupo de Grothendieck-Witt. Referi-
mos a [CV21, Section 3] para una descripcion en detalle de la K-teoria hermitiana y su
homotopizacién K"H.

Definicién 1.3.1. Sean R un *-anillo y € € R un elemento unitario y central. Fijemos
también un R-médulo a derecha M proyectivo y finitamente generado. El médulo *-dual
M* a M es el R-moédulo de funciones Z-lineales f: M — R que satisfacen f(m - 1) =
r*f(m) para cada r € Ry m € M. Definiendo (f - r)(m) = f(m) - 1, este es también un
moédulo a derecha proyectivo finitamente generado.

Una forma e-hermitiana sobre M es un morfismo R-lineal M — M*. Esto se corres-
ponde con una funcién Z-bilineal ¢: M x M — Rtal que ¢ (x -1,y -s) =1"@(x,y)s y
@(y,x) = €ep(x,y)* paracadax,y € Myr,s € R. Decimos que una forma e-hermitiana
es no degenerada sim € M — @(—, m) € M* es un isomorfismo.

Un mddulo e-hermitiano es un par (M, @) con M un R-médulo a derecha pro-
yectivo finitamente generado y ¢ una forma e-hermitiana sobre M. Un morfismo
f: (M, @) — (N,{) de médulos e-hermitianos es un morfismo R-lineal f: M — N
tal que P (f(x), f(y)) = @(x,y) para cada x,y € M.

Observacion 1.3.2. Si (M, @) y (N, ) son médulos e-hermitianos, su suma directa M @& N
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es un moédulo e-hermitiano tomando la forma ¢ & 1 definida por
(@@ P)(m+n,m'+n'):=e(mm’)+P(n,n’)
paracadam,m € Myn,n’ € N.

Definicién 1.3.3. Sea R un *-anillo y € € R un elemento unitario y central. Las clases de
isomorfismo de médulos e-hermitianos forman un monoide abeliano con la operacién

(M, @)l @ (N, V)] :=[(M&N, e d))].

El grupo de Grothendieck-Witt .K['(R) de R es la completacién a grupo de este monoide.
Cuando € = 1, lo omitimos de la notacién.

Ejemplos 1.3.4. Si consideramos a IR como *-anillo con la involucién trivial, un médulo
hermitiano se corresponde con una forma bilineal no degenerada ¢ sobre R™ para
algin n € IN. Una tal forma esta determinada por su signatura. Esta no contiene
ceros, ya que ¢ es no degenerada, y por lo tanto esta es correspondencia con un par
(¢, d+) € Nj tal que ¢ + ¢4 = n. Asi, el rango n € N junto con ¢ determinan
la clase de isomorfismo de (R", ). En consecuencia la asignacién [(R™, ¢)] — (n, d4)
define un isomorfismo KE(IR) = Z%.Un argumento similar nos dice que K}&(C) para C
equipado con la involucién trivial es Z y para la involucién compleja K} (C) ~ Z2.

Un ejemplo central de médulo e-hermitiano es el mddulo e-hiperbélico ;H(M) =
M @ M* asociado a un médulo proyectivo finitamente generado M, cuya forma es

h(x, ), (X', 1)) == f(x)" + ef'(x).

Proposicién 1.3.5. Sea R un x-anillo unital y € € R un elemento unitario y central. Si existe
un elemento central A € R tal que A+ AN* =1, entonces para todo médulo e-hermitiano (M, )
se tiene un isomorfismo

(M@ M, P D —1) ~ H(M). (1.3.6)

Demostracién. Sea 9: m € M — P(—,m) € M* el isomorfismo inducido por . Un
célculo directo muestra que

O: (x,y) EMBOM = (x+y,dx)Ae" —d(y)A*e*) e M M*
es un morfismo de modulos e-hermitianos con inversa
O ' (x,f) = (xA* + €9 (f), xA — e ().
¢

Observacion 1.3.7. Sea (M, ¢) un médulo e-hermitiano. Como M es proyectivo y finita-
mente generado, es un sumando directo de R™ para algin n € IN, y en particular ;H(M)
es un sumando directo de ¢ H(R"). Esto junto el isomorfismo (1.3.6) nos dicen que todo
moédulo e-hermitiano es un sumando directo de ¢ H(R™) para algin n € IN.
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En funcién de la anterior observacién tenemos una descripciéon mas concreta de
KI}(R), la cual se encuentra en [Cor21, Section 7]. A continuacién la recordamos, para lo
cual precisamos algunas definiciones previas.

Definicién 1.3.8. Una proyeccion de R es un idempotente autoadjunto, es decir, un
elemento x € R tal que x> = x y x* = x. Dos proyecciones p y q son von Neumann
equivalentes si existe x € R tal que xx* = p y x*x = . Como en el caso no hermitiano,
se tiene un monoide V7 (R) de clases de equivalencia von Neumann de proyecciones en
Moo R cuya completaciéon a grupo se denomina Ky (R)*.

Definicién 1.3.9. Sea hy = <] 0 >.Deﬁnimos My = Mgi.

0 -1

La Observacién 1.3.7 nos dice que un médulo hermitiano es isomorfo a un sumando
directo de H(R™) ~ (R™ @ R",id ® —id) para algtin n € N, y este tltimo a su vez
estd determinado por una proyecciéon de M4+ MR >~ M;;M4R. Como se prueba en
[CMRO7, Proposition 1.8] para Ky(R), las clases de isomorfismo de médulos hermitianos
se corresponden con las clases de equivalencia von Neumann de estas proyecciones.

Es asi que K} (R) se puede describir como la completacién a grupo de las clases de
equivalencia von Neumann de proyecciones en McM R,

K& (R) = Ko(M4R)*. (1.3.10)

Terminamos la secciéon definiendo los mapas hiperboélico y de olvido, los cuales
relacionan los grupos Ko(R) y KB(R) entre si.

Definicién 1.3.11. Sea R un *-anillo. El morfismo de olvido

KE(R) 228, Ky (R) (1.3.12)

envia la clase [(M, ¢)] de un médulo hermitiano a la clase de isomorfismo [M] de M. El
morfismo hiperbdlico

Ko(R) 2P, KB(R) (1.3.13)

envia la clase de un médulo M a la clase del médulo hiperbélico H(M).

1.4. Estabilidad

Sin: G; = G; es una transformacién natural entre endofuntores de 2, un funtor
F: 2 — C se dice n-estable en A € 2 si F(na) es un isomorfismo, y n-estable si es
n-estable en cada A € 2.

Ejemplo 1.4.1. En vista de la Proposicién 1.2.15, un funtor F: 2 — C es homot6picamente
invariante si y sélosies t: g = — ® Z[t] estable, donde 15 : A — Al[t] es la inclusiéon
canodnica para cada A € .
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Observacion 1.4.2. La estabilidad se preserva por isomorfismos naturales. En efecto, si
n: G; — G; es una transformacioén natural entre endofuntores de 2y &: F = F/ un
isomorfismo natural con F: 2t — C un funtor n-estable en A € 2, a partir del siguiente
cuadrado conmutativo

FGIA — " FG,A

E,G]Al lanA

FFGIA —— F'GA
Fna

vemos que F’ es también 1-estable en A.

1.4.1 ESTABILIDAD MATRICIAL

Una consecuencia inmediata de la definicién de Ky(R) de un anillo unital R en
términos de R-mddulos proyectivos es que resulta un invariante Morita. Interpretando
esto en términos de idempotentes, esquinas plenas y anillos de matrices, se puede ver
que el funtor Ky: Algy; — Ab envia cada inclusiéon R — MyR en la esquina superior
izquierda a un isomorfismo. Como ademas K, conmuta con colimites filtrantes, es

Ko(MgoA) =~ Ko(colimp>1 MpA) =~ colimp>1 Ko(MpA) >~ Ko(A)

para todo A € Algy. Una forma de describir los isomorfismos anteriores es decir que para
cada A € IN U{oo} el funtor Ky es 1y-estable, donde 1) : 1 = M, ®z — es la transformacion
natural inducida por la inclusién en la esquina superior izquierda. En general, decimos
que un funtor es M-estable si es 1)-estable.

A continuacién damos la definicién de anillo de matrices finitas indexado por un con-
junto arbitrario X, la correspondiente nocién de Mx-estabilidad, y algunas propiedades
sobre funtores Mx-estables.

Definicién 1.4.3. Dado un conjunto fijo X, consideremos el conjunto
Ix ={f: XxX—=2Z:|imfl<ooy (IN > 1)s.t. [sop(x,—)|,[sop(—,x)| < N(Vx € X)}

de matrices indexadas por X con imagen finita y soporte uniformemente acotado en
cada fila y columna. La suma puntual y el producto de convolucién

(f-9)xy) =) flx,z)g(zy)

zeX

hacen de I'x un anillo. M4s aun, se tiene una involucién (—)" en I'x definida por f'(x,y) :=
f(y,x), el ideal de funciones finitamente soportadas Mx < I'x resulta un *-ideal, y el
cociente Zx = I'x/Mx una *-algebra sobre Z. Escribimos ¢, € Mx para referirnos a la
funcién caracteristica del par (x,y) € X x X.
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Si X es finito, Mx y I'x coinciden y son ambos *-isomorfos a M, con n = |X| junto
con la involucién dada por transponer. Cuando X es numerable, Mx es isomorfo a
Moo = colimp>1 My, y Ix es isomorfo al cono de Karoubi definido en [KV73]. Una vez
mas siguiendo la Seccién 1.1.3, escribiremos I'xA, MxA y ZxA para el producto tensorial
de estos anillos con un objeto A € 2.

Definicién 1.4.4. Sea X un conjunto. Dado x € X, escribimos 1, para la transformacién
natural
WA:QEAP aR®ex € MxA, Aci

Un funtor F: 2l — Ces Mx-estable si es 1 -estable para algtin x € X.

A primera vista, la definicién de Mx-estabilidad pareciera depender de la eleccién
de un elemento x € X. Esta falta de distincion es clarificada por el siguiente lema.

Lema 1.4.5. Sea X un conjuntoy F : A — Cun funtor. Sean x,y € X. Si F es (-estable en
A € Ay MxA, entonces F(u,a) = Flya).

Demostracion. Ver [CV21, Lemma 2.4.1]. ¢

Corolario 1.4.6. Sea X un conjuntoy x,y € X. Un funtor F : A — C es \-estable si y sélo si
es vy-estable. ¢

Convencién 1.4.7. Cuando el conjunto X se deduzca del contexto, diremos que un funtor
es matricialmente estable si es Mx-estable. Usaremos también este término para decir
que un funtor es Mx-estable para algiin conjunto X que contenga al menos dos elementos
distintos.

Necesitaremos también una comparacion entre Mx-estabilidad y My- estabilidad en
términos de las cardinalidades de X e Y.

Lema 1.4.8. Sea X un conjunto con al menos dos elementos e Y un conjunto tal que |Y| > |X|. Si
F: A — Ces My-estable, es también Mx-estable.

Demostracion. Ver [CV21, Lema 2.4.3]. ¢

Corolario 1.4.9. Sean Y C X dos conjuntos e inc : My — Mx la inyeccién inducida por la
inclusion Y — X. Si F: A — Ces un funtor Mx-estable, entonces F(inc ® 14) es un isomorfismo
para cada A € 2.

Demostracion. Como F es Mx-estable, es también My-estable. Tomando y € Y, tenemos
un tridngulo conmutativo

LY
A 2 MyA

X‘ linc@];\
ly,A
MxA

y como tanto F(L; A) como F(ij, A) son isomorfismos, también debe serlo F(inc®@ 14). 4
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Antes de seguir, recordamos un resultado técnico de [CV21, Section 2]. La demostra-
cién, dada en el contexto de *-dlgebras, se adapta a cada categoria 2.

Observacion 1.4.10. Sean A C B objetos en 2. Dado v € B que satisface vA, Av* C A
y av'va’ = aa’ para cada a,a’ € A, la funcién ad(v) : a € A — vav* € A es un
x-morfismo. Si A = G — Alg; y v es un punto fijo para la accién de G, entonces ad(v) es
un morfismo en G — Alg;. Similarmente, si 2 = Gg — Alg; y v es homogéneo de grado
central [v| € Z(G), entonces ad(v) es un morfismo en Gg, — Alg;.

Proposicion 1.4.11 (cf. [CV21, Lemma 2.4.2]). Sea E: A — C un funtor M;-estable. Si
A C Byv € Bson como en la Observacion 1.4.10, entonces E(ad(v)) = Tga. ¢

Observacion 1.4.12. Diremos que una *-dlgebra unital R es una sum *-algebra si existen
o coni € [2] tales que oy =Ty Zf:] oo = 1. En tal caso, la aplicacion

—H—: (x,y) € RBR— ofxoq + o5y € R

es un *-morfismo de dlgebras. Dados f, g: A — R dos *-morfismos, definimos fH g: x €
A — f(x)HBg(x) € R. Una infinite sum x-algebra es una sum x-algebra R junto con
x-endomorfismo (—)* tal que 1r H (=) = (—)*.

Esta nocién fue definida originalmente para anillos en [Wag72]. Alli, Wagoner prueba
que si R es un infinite sum ring entonces BGL(R)™ es contractil, Mds atn, se observa que si
R es un infinite sum ring también lo es R[t, t7'], lo cual implica que la K-teorfa algebraica
de R es nula.

En esta direccién, por [Corll, Propostion 2.3.1] todo funtor F: 2 — A con valores
en una categoria aditiva que es matricialmente estable y envia productos en sumas
directas satisface F(f H g) = F(f) + F(g). En particular, si R es una infinite sum *-algebra
entonces F((—)*°) = Trr + F((—)*°) y por lo tanto F(R) = 0. En [CT07, Section 4] se
prueba que I'yR es un infinite sum ring para toda dlgebra unital R. El mismo argumento
aplicado a &; = ), oy €y0,(x) Para cierta biyeccién o7 Ll 02: XU X — X muestra que xR
es una inifnite sum *-algebra. Como un funtor matricialmente estable identifica a toda
x-dlgebra A con MxA, que a su vez estd contenida en I'xA, trataremos informalmente a
XAy ZxA = IxA/MxA como los analogos algebraicos del cono y la suspensién de un
espacio.

Para cada conjunto X existe una categoria {Alg,}x tal que todo funtor F : Alg, — C
homotépicamente invariante y Mx-estable se extiende de forma tinica a un funtor
F: {Alg,} — C. En [CV21, Lemma 5.11] se prueba la existencia de la categoria andloga
para *-algebras, que definiremos mas adelante. Olvidando las involuciones obtenemos
la construccion de {Alg,}x, la cual pasamos a recordar. El ind-anillo

Myx = M, @z Mx

viene equipado con operaciones H: My x Mx — Mx y u: Mx ® Mx — My induci-
das por biyecciones X x X — Xy XU X — X que hacen de este un semianillo homotépico.
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La categoria {Alg,}x tiene por objetos a las (-dlgebras, y por morfismos a los conjuntos
{A, B}x := [A, MxB] para cada par de {-dlgebras A y B. La composicién se define como

* 2 ([f], [g]) € {B, Clx X {A, B}x = [no Mx(f) o gl €{A, Cx.

Por ltimo, la inclusién i: Alg, — {Alg,} que es constante en objetos y envia f: A — B a

i(f) :=[A 5 B < MyB]

es universal con respecto a la invarianza homotdpica y la Mx-estabilidad. Esto significa
que todo todo funtor F : Alg, — C homotépicamente invariante y Mx-estable se factoriza
de forma tinica a través de i.

1.4.2 ESTABILIDAD HERMITIANA

La definicién de 1, -estabilidad surge de las propiedades de estabilidad que satisface
la K-teoria hermitiana. Veremos a continuacién en un contexto mas general que a partir
de (1.0.1) tenemos un isomorfismo ML M ~ My;M..

Este isomorfismo junto con la M;-estabilidad de Ko(—)* y el isomorfismo (1.3.10) nos
dice que KB(—) envia la inclusién 1 : A — M4 A en la esquina superior izquierda a un
isomorfismo para toda *-dlgebra A.

Definicién 1.4.13. Decimos que un funtor F: 2 — C es 1 -estable si es estable con
respecto a la transformacion natural 1 ® —: 1 = M4 ® — que corresponde a tensorizar
con la inclusién 1 : £ — M en la esquina superior izquierda.

El sistema dirigido de *-dlgebras

L ®1

1+ ®1
My — M2 4=

L4 ®1
My Mi3+—)...

da lugar a una ind-*-dlgebra
Mix = Mi.MX

para cada conjunto infinito X. La misma cumple el papel analogo a M en Alg, para
cada categoria 2. Como en [CV21, Section 5], para cada conjunto infinito X tenemos
biyecciones X LU X — Xy X x X — X que inducen operaciones

Mox O Mix = My, Mix@ Moy — Moy

independientes de las biyecciones elegidas a menos de homotopia. Notando H y p a las
clases de homotopia de estas operaciones y t; : { — My ala inclusién, tenemos una
estructura de semianillo (M4, H, 1,0, [1:]) en [A] ysi A, B € 2, la operaciéon de monoide
H induce una en

{A,B}x = [A, MBI

Por otro lado, el producto p induce una operacién bilineal y asociativa

*: {B, C}X X {A, B}X — {A, C}X
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dada por [f] x [g] := [uM 1 x(f) o g]. Tenemos asi una categoria {2}x cuyos objetos son
los de 2 y tanto los morfismos como la composicién estan dados por las anteriores
observaciones. Una vez mds por [CV21, Section 5], esta categoria estd enriquecida sobre
monoides abelianos y usando [CT07, Theorem 3.3.2] y el argumento de Eckmann-Hilton
tenemos que {A, B%"1x es un grupo abeliano si n > 1. Por altimo, esta construccién es
universal con respecto a la estabilidad matricial, invarianza homotépica y 1, -estabilidad.

Proposicion 1.4.14. La composicion de funtores can: 2 — [A] — {A}x es homotdépicamente
invariante, Mx-estable y 1, -estable. Mds aiin, todo funtor H: A — C con estas propiedades se
factoriza de forma tinica a través de can.

Demostracion. Ver [CV21, Lemma 5.11]. ¢

La t;-estabilidad nos permite obtener cierta estabilidad matricial con respecto a
involuciones inducidas por elementos hermitianos. Para darle un sentido concreto a esta
afirmacién, recordamos algunos resultados de [CV21, Section 2]. Si € € { es unitario y

0
he = <] (€)> ’

notamos M para referirnos a ME‘GZ. Por [CV21, Lemma 3.9] tenemos un isomorfismo
natural
KG(A) = K§(eMaA),

y en consecuencia estas involuciones sobre M, nos permiten entender a ¢K{} a partir de
K{. La hip6tesis (1.0.1) garantiza la existencia de un elemento A €  tal que A +A* =1,
asi que para toda x-dlgebra unital R € 2 y elemento e-hermitiano ¢ € R* definiendo

1 1
uy == (A o <I>*> (1.4.15)

tenemos un isomorfismo ad(uy): M+R? = M;,R. El mismo se restringe a un isomorfis-
mo

MiA® ~ .MHA (1.4.16)

para todo *-ideal A <R. En particular tomando A ={y ¢ = 1 vemos que M+ ~ 1M,, y
ahora aplicando (1.4.16) a M+ = Mgi es MMy ~ 1MyM, ~ M1 M,. Informalmente,
el isomorfismo (1.4.16) es el analogo al isomorfismo (1.3.6) cuando consideramos la
descripcion de EKB‘ en términos de idempotentes.

Definicién 1.4.17. Un funtor F: 2 — C se dice establemente hermitiano si para cada
€ € {unitario y *-dlgebra unital R € 2(; junto con un *-ideal A y elementos e-hermitianos
®, P € R, el funtor F envia la inclusiéon

P AP MHAPEY

en la esquina superior derecha a un isomorfismo.
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Como en la demostracién de [CV21, Proposition 2.4.4] el isomorfismo (1.4.16) junto
con el diagrama

AP P MyAEY
L L

Mo®
MiA® 20 MAM,APEY

| :

eMZA —— Mat eMzMzA

Mz (eMA)

nos dicen que la t -estabilidad junto con la M;-estabilidad implican la estabilidad
hermitiana.

Proposicién 1.4.18 (cf. [CV21, Proposition 2.4.4]). Si F: A — C es un funtor matricialmente
estable, entonces FM 4 es establemente hermitiano. ¢

Corolario 1.4.19. Si F: 2 — Ces un funtor matricialmente estable y 1, -estable, es establemente
hermitiano.

Demostracién. La Proposicion 1.4.18 nos dice que FM. es establemente hermitiano, y
como F es ;-estable, tenemos un isomorfismo natural FM ~ F. Esto muestra que F
también es establemente hermitiano. ¢

1.5. Extensiones

Una extensién en 2l es una sucesion
i
A=BSC
con p suryectiva e i un nidcleo de p. Decimos que una tal extension es escindida si p es

una seccién. De forma similar, una sucesién A — B P, Cen 2 se dice una extensién si
ies unnicleo de p y p un conticleo de i. En [CT07, Definition 4.2.1] se observa que una
extension en A" siempre se puede representar en cada nivel por extensiones en 2.

Ejemplos 1.5.1. S5i A € 2, las siguientes

evq

QA - PA — A,

evy

A - PA LA,
MxA — rxA — ZxA,
son extensiones. La primera de ellas se denomina la extension de lazos de A. Esta

extension es escindida pues més atin el morfismo evy: PA — A admite una seccién
s:a € A— ta € PAnaturalen A.
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1.5.1 CATEGORIAS SUBYACENTES

Sea F: 2 — C un funtor. Una extensién
ALBEC

se dice F-escindida si F(p) es una retracciéon. Una extensioén en 2 es escindida precisa-
mente si es 1g-escindida. Por otro lado, toda extensién escindida es F-escindida, ya que
si s es una seccién de p entonces F(s) es una seccion de F(p).

Informalmente, cuando F es algin tipo de funtor de olvido la nocién de extensién
F-escindida es una forma de debilitar la condicién de que una extensién sea escindida. A
continuacién definimos una serie de funtores de olvido asociados a cada categoria ,
para lo cual debemos construir primero sus respectivos codominios.

Definicién 1.5.2. Un {-mddulo con involucion es un {-médulo M junto con un morfismo
Z-lineal *: M — M tal que (m*)* =my (A-m)* = A" -m* paracadam € M, A € (.
Un morfismo de {-médulos con involucién es un morfismo {-lineal f: M — N tal que
f(m*) = f(m)* para cada m € M. Notamos { —mod* a la categoria de {-mddulos con
involucién.

Definicién 1.5.3. Un {[G]-mddulo con involucién es un G-objeto en { —mod* y un mor-
fismo de moédulos con involucién es un morfismo f: M — N en { — mod™ tal que
f(g-m) = g- f(m) para cada g € G, m € M. Notamos {[G] — mod™ a la categoria de
([G]-médulos con involucién.

Diremos que las anteriores categorias son las categorias subyacentes a G — Alg;. Se
tienen funtores de olvido

G —Alg; % 0[G] — mod* Y5 ¢ — mod*.

Ambos admiten adjuntos a izquierda; pasamos a describirlos. El adjunto a izquierda F’

de U’ envia un {-médulo con involucién M al &-médulo M(€) con involucién (mg)’é cc =

(m;)geG y accion s - (mg)geG = (msg)geG'

Por otro lado, el adjunto a izquierda F de U envia un {[G]-médulo con involucién M
a la (-algebra tensorial T(M) de M. La involucién se define extendiendo la asignacién
(M1 ®---@mp)* =m] ®---®mj. Laaccion estd determinada en tensores elementales
por la accién diagonal g- (M1 @ - - - @mp) =g - M @ -+ ® g - My.

Las composiciones Uy U’ o U definen funtores con dominio G — Alg; y codominio
cada categoria subyacente, que admiten adjuntos a izquierda F y F’ o F respectivamente.
Damos ahora las definiciones andlogas en el contexto graduado.

Definicién 1.5.4. Un {-médulo G-graduado con involucion es un {-moédulo con invo-
lucién M junto con una descomposicion en {-submoédulos M = Py Mg tales que
Mg C M1 para cada g € G. Un morfismo entre {-médulos G-graduados con invo-
lucién es un morfismo de {-médulos con involucién f: M — N tal que f(Mg) C Ny
para cada g € G. Notamos Ggr — £ —mod™ a la categoria de {-médulos G-graduados con
involucién.
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Como en el caso equivariante, esta serd la categoria subyacente a Gg — Alg; . Tenemos
un funtor de olvido

Ggr — Alg; <5 Ggy — £ — mod”.

Este funtor admite un adjunto a izquierda F que envia un {-médulo con involucién al
algebra tensorial T(M) de M, con la misma involucién que para el caso equivariante.
La graduacion estd dada por la asignaciéon m; & - - - ® my| := |my| - - - Jmy| en tensores
elementales.

Observacion 1.5.5. Sea s: C — B una seccion {-lineal de un morfismo de x-dlgebras
r: B — C. Tomando A € { que satisfaga la hipétesis (1.0.1), el promedio s(y) := As(y)* +
A*s(y*) define una seccién {-lineal de r que conmuta con la involucién y es graduada u
homogénea si s lo es.

Definicién 1.5.6. Fijada una categoria subyacente £l de 2 con funtor de olvido J: 2 — 1,
decimos que una extension en 2 es semi-escindida si es F-escindida.

1.5.2 MAPAS CLASIFICANTES

Fijemos una categoria 2 y una eleccién de categoria subyacente {l. Sean F: 21 — (el
funtor asociado definido en la Seccién 1.5.1 y T su adjunto a izquierda. Notando T := TF
para cada A € 2l tenemos que la counidad

nA: T(A) — A

de la adjuncién es sobreyectiva. Mds atin, un célculo directo muestra que la counidad
de la adjuncién es una seccién de F(na) en il que es natural en A. En particular, la
asignacion funtorial J(A) := kerna da lugar a una extensioén semi-escindida

J(AA) = T(A) = A

que se denomina la extensién universal de A. El nombre proviene del siguiente resulta-
do.

Proposicién 1.5.7. Sea
ALBEC &)

una extension semi-escindida en 2. Si s € $ es una seccion de F(p), entonces se tiene un
morfismo de extensiones

A—" Bt

Add

J(C) —— T(C) 2 C

y la clase de homotopia de c¢ no depende de la seccién elegida.
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Demostracion. Como s es una secciéon de 1, en los elementos de C C T(C) los morfismos
18 y ¢ coinciden. Por la propiedad universal de T(C), deben ser iguales. Restringiendo
s se tiene inducido un morfismo cg: J(C) — A entre los nticleos de i y n¢ que da lugar a
un diagrama conmutativo como el del enunciado.

Para terminar, veamos que dos secciones s y s’ de F(p) definen morfismos cg y ¢
que resultan homot6picos. La funcién

H: C — A[t]
c— (1—1)s(c)+ts’(c)

define un morfismo en cada una de las categorias {l que consideramos, y se extiende a
un morfismo
H: TC — Alt].

Restringiendo este tltimo a J(C) conseguimos una homotopia entre c¢ y c;. ¢

Definicién 1.5.8. Diremos que c¢ es un mapa clasificante de la extensioén €. La pro-
posicion anterior muestra que el mapa clasificante de una extensién es tnico salvo
homotopia.

Los mapas clasificantes cumplen una condicién de compatibilidad con respecto a los
morfismos de extensiones, como veremos en la siguiente proposicion.

Proposicién 1.5.9. Dado un morfismo

A B—2*-C
| L.
Al B/ x C/

J(C) —£— A

Demostracion. Verificaremos que la homotopia construida en [Gar14, Section 3] estd bien
definida en este contexto. Consideramos 3 y 3’ secciones en il de a y o’ respectivamente,
y cg, cgr los mapas clasificantes asociados. La funcién

vice C— hp(c)(1—1t)+pB'g(c)t € B'[t]
es un morfismo en 4, asi que se extiende a un morfismo

v: T(C) — B'[t]
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en 2. Notando o’ = &’ @ 1z B'[t] — C’[t] tenemos que

o'V = cgnce,

verificando la igualdad en elementos de C C T(C). Por lo tanto existe una flecha
H: J(C) — A’[t] que hace de

|
I Hi lv llcg
NG

Alt] —— B[] —* C'[t]

un diagrama conmutativo. Persiguiendo el siguiente diagrama

J(C) —— T(C) —<— C

| [ e

Al —— B[] —* C'[]

levi levi levi

A/ Bl of Cl

i3

para ambas evaluaciones vemos que H es una homotopia entre fcg y cg/Jg. ¢

Observacion 1.5.10. Dada una extension semi-escindida
i
ASBLC
en A y L un *-anillo con accién o graduacién trivial, la extensién

LA L& g L8P 1 o

es semi-escindida. En efecto, considerando una seccion s € 4l de F(p), el morfismo 11 ® s
es una seccion de F(1; ® p) para cada eleccion de 2 y $L.

Observacion 1.5.11. Sea A € 2y L un *-anillo. Aplicando la Observacién 1.5.10 a la
extension universal

J(A) = T(A) = A,
y usando que esta admite una seccién natural en A, obtenemos un mapa clasificante
bar: J(LA) — LJ(A) natural en ambas variables. Notamos ya : ](AS]) — (]A)S] al
mapa clasificante de la extensién

JAE = T(A)P = A%,

que por lo observado se puede elegir de forma natural en A.

Similarmente, la seccién s del Ejemplo 1.5.1 induce una seccién natural A = PA <
PAde AS' - PAZL A y en consecuencia podemos elegir un mapa clasificante para
esta extension de forma natural en A. Lo notamos pa: JA — AS".
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Definicién 1.5.12. Si f: A — B es un morfismo en 2, su fibra homotépica es el pullback
de f a lo largo de evi: PB — B, que es un objeto en 2 por la Observacién 1.1.13. Este
pullback induce una extension, la extension de caminos de f, que corresponde a la fila
superior del siguiente diagrama

QB P A
_

[

QB PB -2, B

1.6. Unitalizacién
Dada una (-dlgebra A, su unitalizacién es la (-algebra dada por el {-mddulo
A=ADHL

con la multiplicacién (x, A) - (y, 1) = (xy + - x +A -y, Ap). Como el nombre lo indica,
la unitalizacién de un élgebra es siempre unital con unidad 1 := (0, 1) y escribimos
a+A-1:=(a,A) € A. Cuando A tiene unidad, el morfismo

a+A-1€A (a+A-To,N) €A XL (1.6.1)

es un isomorfismo unital.

Observacién 1.6.2. Si A viene equipada con una involucién, esta induce una en A via
(a,A)* := (a*,A*). Similarmente, si A es una G-*-dlgebra entonces A es una G-x algebra
viag-(a+A-1) := g-a+A-1. Si A es una x-dlgebra G-graduada, se tiene una G-
graduacion en A definiendo Kg = Ay @ 84,1L. El isomorfismo (1.6.1) es equivariante y
homogéneo respectivamente.

Para cada morfismo f: A — B la asignacién

fla+A-1)=f(a)+A-1
define un funtor 2 — 2l;, y tenemos siempre una extension
A—=ADL

en 2 con ma (a+ p- 1) = p. Esta extension se parte en 2, por ejemplo tomando la secciéon
definida por s(A) := A - 1.

Definicién 1.6.3. Si A es una categoria aditiva, un funtor F: 2A — A se dice aditivo si
para cada A, B € 2 el morfismo inducido por las proyecciones

F(rmty)®F (2
A she o

F(A x B) L FA @ FB

es un isomorfismo.
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Proposicion 1.6.4. Sean A una categoria abeliana y F: 2y — A un funtor aditivo definido en la
subcategoria plena 2y C A generada por los objetos de 21 que son dlgebras unitales. La asignacion

F(A) = ker F(ma) —— F(A) 724 F(p)
El ?(f)j{ lF(?) H
E(B) := ker F(7g) FB) — ) o)

para cada flecha f: A — B define un funtor F: 2 — A que restringido a 24 es naturalmente
isomorfo a F.

Demostracién. La asignacién es funtorial pues asi lo son la unitalizacién y tomar ntcleo.
Si A € 2y, a través del isomorfismo natural (1.6.1) el morfismo 7ta: A — { se identifica
con la proyeccién pa: A x £ — { en la segunda coordenada. Aplicando F, es

~ F(mta)

F(A)

~

F(6)

FA x 0“2 Fp)

y por lo tanto hay un isomorfismo natural entre F(A) = ker F(7a) y ker F(pa). Resta
notar que, como F es aditivo, tenemos un isomorfismo natural entre ker F(pa) y F(A). ¢

1.7. Teorias de homologia escisivas

Una categoria triangulada (T,(),S) es una categoria aditiva T junto con una equiva-
lencia de categorias () : T — T y una clase S de tuplas de morfismos de la forma

llamados tridngulos distinguidos que satisfacen una serie de condiciones de compatibi-
lidad. Referimos a [Kel96, Secciones 7 y 8] para un tratamiento detallado de la definicién
de categoria triangulada que adoptamos. Los axiomas alli descritos estdn dados en térmi-
nos de una inversa de (); su equivalencia con la presentacion que damos se describe en
[CT07, Section 6.5]. Abusando notacién, escribiremos Q' para una inversa de Q a pesar
de que esta no es necesariamente tinica.

Un funtor triangulado (F, &) : (T,Q,S) — (T/,Q’,S’) entre categorias trianguladas
es un funtor aditivoF: T — T’ junto con un isomorfismo natural & : Q'F = FQ de forma
que

Q'Fc Wee, pa F9, g M pc

sea un tridangulo distinguido en T’ para cada tridngulo distinguido QC Lasshc
enT.
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Como en [CT07, Section 6.6] una teoria de homologia escisiva en 2 consiste de una
categoria triangulada (T, Q, S) junto con un funtor X : 2 — T y una familia de morfismos

de = 0% : QX(C) — X(A)
para cada extension semi-escindida
ASBYC €)

en 2 de forma que:

i) Para cada extension £ en 2 el tridngulo

en T es distinguido.

ii) Si tenemos un morfismo

entre extensiones £ y £’ el diagrama

0X(C) —2 5 X(A)

QX(Y)l lX(ocJ

ax(c) =2 x(AN

conmuta.

Un morfismo entre teorias de homologia escisivas X: A — Ty Y: 2 — T’ es un funtor
triangulado G: T — T’ que hace conmutar a los diagramas

Algg — = T

RN

TI

cax(c) S yv(a)
oF

~

|
Q'Y(C)



1.7. TEORIAS DE HOMOLOGIA ESCISIVAS 25

para toda extension
A—B—C &)

Observacion 1.7.1. Un ejemplo de teoria de homologia escisiva es la K-teoria homotdpica
de Weibel. Otro ejemplo es el funtor X*°: Algg — Ho(pro — Sup(Algg)) que envia una
Q-élgebra A al pro-supercomplejo de Cuntz-Quillen X*°(A) como objeto de la categoria
de homotopia de pro-supercomplejos. En [CT07, Example 6.6.3, Example 6.6.4] y las
referencias alli presentes se describe precisamente el codominio de estos funtores y su
estructura de categoria triangulada.

Definicién 1.7.2. Si (T, Q) es una categoria triangulada y C una categoria abeliana, un
funtor F: T — C se dice homoldgico si envia cada tridngulo distinguido QC — A —
B — C a una sucesion exacta FA — FB — FC.

Trasladando un tal tridngulo y notando £ = Q7' se tiene mds atin una sucesién
exacta larga

- —=FOA—-TFOB—-FOC—-FA—-FFB—->FC—-FXA->FXB—->FXC— -

Enunciamos a continuacién dos lemas técnicos que precisaremos mads adelante. Las
demostraciones son una consecuencia formal de los axiomas de categoria triangulada
junto con el lema de Yoneda y el lema de los cinco. Se pueden consultar por ejemplo en
[Wei9%4, Section 10.2].

Lema 1.7.3. Si T es una categoria triangulada, entonces para cada D € T los funtores
homt(D, —) y homt(—, D) son homolégicos. ¢

Lema 1.7.4. Sea (T, Q) una categoria triangulada y

ac A B C
of D
ac’ A’ B/ c’

un morfismo de tridngulos distinguidos. Si dos de los morfismos «, 3, y 'y son isomorfismos, el
tercero también lo es. ¢

Nuestro interés por los funtores homolégicos estd justificado por la siguiente obser-
vacion.
Observacion 1.7.5. Si (X, Q, S) es una teoria de homologia escisiva, se tiene una sucesién

de grupos abelianos
Xn(A,B) :=homr(X(A), Q"X(B))

paracadan € Zy A,B € 2. Como los funtores homt(D, —) y homt(—, D) son ho-
molégicos y X envia extensiones semi-escindidas a tridngulos distinguidos, para cada
extension semi-escindida

A—-B—-C &)
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se tienen sucesiones exactas largas

- Xn1 (D, C) % X, (D, A) = Xn(D, B) — Xa(D,C) — -

X1 (A, D) 25 X (€, D) = Xn (B, D) = Xu(A, D) — -
para todo D € 2.

En [CT07] se construye una teoria de homologia escisiva j : Alg, — kk para la
categoria de (-4dlgebras que es universal con respecto a las propiedades de invarianza
homotoépica y M-estabilidad. Esta se conoce como K-teoria algebraica bivariante.
Describimos a continuacién sus principales propiedades.

Teorema 1.7.6 ([CT07, Theorem 6.6.2]). Existe un funtor j: Alg, — kk que es inicial en la
categoria de teorias de homologia escisivas, homotdpicamente invariantes y Moo-estables. &

Teorema 1.7.7. Sea A una categoria abeliana. Un funtor F: A — A se dice semi-exacto si para
cada extension semi-escindida A — B — C la sucesion F(A) — F(B) — F(C) es exacta.

Teorema 1.7.8 ([CT07, Theorem 6.6.6]). Sea € una categoria abeliana y G : Algy — € un
funtor aditivo, semi;exacto, homotépicamente invariante y Moo-estable. Existe entonces un tinico
funtor homolégico G: kk — € que hace conmutar al siguiente diagrama

Alg, ——s kk

|
\ Eld
G

¢
¢

Aplicando el teorema anterior a KH: Alg, — KH({) — mod, la K-teoria algebraica
bivariante recupera como caso particular la K-teoria homot6pica de Weibel.

Teorema 1.7.9 ([CT07, Theorem 8.2.1]). Si { es un anillo conmutativo unital, el morfismo
kk(€, A) — homgyy,(g)—mod (KHo(£), KHo(A)) — KHo(A)
es un isomorfismo. ¢

En [RC17, Section 5.2] se generaliza esta construccion, definiendo para cada conjunto
X una teoria de homologia escisiva jx: Alg, — £x universal con respecto a la invarianza
homotépica y la Mx-estabilidad.

Teorema 1.7.10 ([RC17, Theorem 5.2.16]). Existe un funtor jx: Alg, — Rx que es inicial en
la categoria de teorias de homologia escisivas, homotdpicamente invariantes y Mx-estables. 4
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Por [RC17, Theorem 5.2.20], para cada conjunto infinito X hay un isomorfismo natural
8x(L,A) ~ KHp(A). (1.7.11)

y el isomorfismo del Teorema 1.7.9 se factoriza a través de este. Fijado un tal conjunto X,
notamos kk = fx y j = jx. Dadon > 0, escribimos

Kkn (A, B) := kk(A,Q"B), kk_n(A,B):=kk(A,L"B)

para cada par de {-dlgebras A y B. Aplicando el isomorfismo (1.7.11) a Z"A y Q™A para
cada n > 0 obtenemos isomorfismos

Kke(£, A) =~ KHq(A).

En el caso de *-dlgebras, se define en [CV21] la K-teoria algebraica bivariante her-
mitiana, una teoria de homologia escisiva j": Alg; — kk"* que es universal con respecto
a las propiedades de invarianza homotépica, Mx-estabilidad y 1, -estabilidad.

Teorema 1.7.12 ([CV21, Proposition 6.2.8]). El funtor j": Alg; — kk™ es inicial en la
categoria de teorias de homologia escisivas, homotdpicamente invariantes, Mx-estables y -
estables. ¢

Teorema 1.7.13 ([CV21, Proposition 6.2.14]). Sea € una categoria abelianay G : Alg; — €
un funtor aditivo, semi-exacto, homotdpicamente invariante, Mx-estable y 1, -estable. Existe
entonces un tinico funtor homoldgico G: kk™ — € que hace conmutar al siguiente diagrama

h
Alg; —— kK"

|
\ EHC
G

¢
¢

La K-teoria algebraica bivariante hermitiana recupera la homotopizacién de la K-
teoria hermitiana.

Teorema 1.7.14 ([CV21, Proposition 8.1]). El morfismo
Kk™(€, A) — homynyy, (¢)—mod (K"Ho(0), K*Ho(A)) — KMHo(A)
es un isomorfismo. ¢

Describimos ahora brevemente la construccién de kk"* observando que el mismo
procedimiento - con las definiciones andlogas dadas en las secciones anteriores - produce
una teorfa de homologia escisiva

o A — Ky,
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para cada categoria 2, universal con respecto a la invarianza homotépica, la Mx-
estabilidad y la 1, -estabilidad. Los detalles se pueden consultar en [CT07, Section 6] y
[CV21, Section 6]. En ambos casos la buena definicién se sigue adaptando [CMR07, Sec-
tion 6.3].

Los objetos de kk&w son los mismos que los de la categoria 2. Para definir las flechas

notamos que un morfismo f : J*(A) — M 1B%" induce otro

J(f) Mipgsn

7 A) L MBS 2 M J(BS) MoyBS",

con ¢, gsn y pgsn como en la Observacion 1.5.11. Esta asignacion estd bien definida a
menos de homotopia. Se definen los morfismos en kk\gﬂ como

Kkl (A, B) = colimy>o {J"A, B% }x (1.7.15)

donde los mapas del sistema dirigido son los inducidos por la anterior asignacién. Como
observamos en la Seccién 1.4.2, en {2} los conjuntos {J"A, B%" }x forman grupos abelianos
y se puede verificar que las flechas que definen el colimite (1.7.15) son morfismos de
grupos.

Sea 1/113’] = vp el mapa clasificante descrito en la Observacién 1.5.11y

VR = o) Yyt I (BS) = (7 (B
Dados morfismos en kkEu(A/B) y kklgll(B, C) representados por B: J™(A) — BS" y
o: JM(B) — C" en (A}, 1a asignacion

(Bl o [o := [ o (=1)™™ -y g™« ™ ()]

estd bien definida y es asociativa.

Tenemos de esta forma una categoria aditiva kk‘%u, y un funtor j: %A — kk‘gu que es
constante en objetos y envia cada morfismo de algebras a su clase de homotopia. Por
construccion de los hom-sets, el funtor j;‘l es matricialmente estable, homotépicamente
invariante y 1 -estable.

Pasamos ahora a describir la estructura triangulada de kk‘gu. La suspension estd dada
por la suspension de Karoubi £x = Zx ® —, y su inversa es la inducida por el funtor
de lazos O = OO ® —. Esta definicion es esperable si pretendemos obtener una teoria de
homologia escisiva homotdpicamente invariante y matricialmente estable, ya que para
toda A € 2 tenemos extensiones semi-escindidas

QA - PA - A, MxA = IXA — ZxA

y por las Observaciones 1.2.10 y 1.4.12 tanto PA como I'xA son isomorfos a 0 en kk&‘. Un
tridangulo en kk‘gu es distinguido si es isomorfo a uno dado por una sucesién de fibra
homotépica

OB - P; 5 A 5B,
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como en la Definicién 1.5.12.
Finalmente, por el mismo argumento que en [CT07, Lemma 6.3.10] la transformacién
natural pa: JA — QA induce un isomorfismo natural en kklgu. Considerando para cada

extension semi-escindida
A—-B—-C &)

con mapa clasificante cg el morfismo

—1
Qc Xy 9c % A,

tenemos en kk‘%u una estructura de teoria de homologia escisiva. Al igual que para kk",
se tiene el siguiente teorema.

Teorema 1.7.16. El funtor j&: 2 — kk‘gu es inicial en la categoria de teorias de homologia
escisivas, homotdpicamente invariantes, Mx-estables y 1, -estables. ¢

Concluimos esta seccién con una observacién sobre transformaciones naturales
inducidas en kk‘g” por transformaciones naturales a nivel de algebras.

Observacion 1.7.17. Si 2 y A’ son alguna de las categorias de algebras consideradas y
F,G: 2l — 2’ funtores que preservan extensiones semi-escindidas y tales que j"F y j"G
son L -estables, matricialmente estables y homotépicamente invariantes, entonces estas
composiciones definen teorias de homologia escisivas. El Teorema 1.7.16 nos asegura
entonces la existencia de tnicos funtores triangulados tales que los siguientes diagramas

F

A —— A’ A ——— A’
jﬁul lj\gm ﬂid f\gl/\
h F h h G h
kk‘w ————— > kkw kk‘w ————— > kk‘m/|

conmutan. Sina: F = G es una transformacién natural, la familia de flechas j‘g[,‘ Mma)
para cada A € 2 define una transformacién natural entre los funtores definidos a nivel
de las K-teorias bivariantes. Para verlo, debemos probar que si x: A — B es una flecha
en kk‘gl| entonces

jiw (nB)For = Gl (na). (1.7.18)

Supongamos que « se representa por un morfismo de ind-dlgebras f: J*A — BS". Como
el funtor de lazos Q: kkEl'\ — kklgl,‘ es una equivalencia de categorias, es plenamente
fiel y podemos ver equivalentemente que

iy (Q"E) Q" Fa = Q" Gajly, (Q™a).

Esto es conveniente porque por [CT07, Lemma 6.3.11] y [CT07, Theorem 6.6.2], si un
morfismo 3 en kk‘g[,l es representado por g: J"A — BS", entonces Q™Fp es representado
por la composicién

jgll‘(FpRL)71 ]&/‘(FL)

n m =1 afn
omrA 25 Foma A L% BT 2L FomB 2 Q™FB
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donde 0} es la aplicacion iterada del mapa asociado a la extensién de lazos. Utilizando
esto, probar (1.7.18) se reduce a ver que el siguiente diagrama conmuta en kk\gvv donde

omitimos en la notacién la composicién con j&,‘ para los morfismos inducidos por
morfismos en 2.

n og n Fo™ n Ff sn R n oy n
O"FA —— FOQ"A +— FJ"A —— FB® <—— FQ"B +—— Q"FB

Q“nAl J/T]Q"A lﬂ]ﬂ/\ lnBS" lﬂQ“B lﬂ“ﬂs

QO"GA —— GQ"A <— GJ"A —— GB®" +— GQ"B +—— Q"GB
oy Gp™ Gf Gt o

Aplicando inductivamente los axiomas de la definiciéon de teoria de homologia escisiva
para el morfismo de extensiones

FQC FPC <, FC

lﬂoc lﬂpc lﬂc

fole GPC GC
GEV1

vemos que los cuadrados exteriores conmutan. La conmutatividad de los demads es una
consecuencia de la naturalidad den en 21'.



Capitulo 2

KM-teoria bivariante equivariante y
graduada

En [Ell14] Ellis define teorias de homologia escisivas para G-algebras y algebras
G-graduadas universales con respecto a la invarianza homotopica, la estabilidad matri-
cial y ciertas condiciones adicionales de estabilidad. Se describe también en [Ell14] la
relacion entre estas teorias y la K-teoria algebraica bivariante. Siguiendo de cerca esta
construccién, definimos un andlogo a las anteriores teorfas de homologia en el caso
hermitiano y establecemos su relacién con la K-teorfa algebraica bivariante hermitiana.

2.1. Estabilidad

La estabilidad G-equivariante en el caso no hermitiano busca identificar a cada G-
algebra A con el dlgebra MgA, cuya acciéon de G es g €5t @ a 1= £45 gt ® a para cada
g,s,t € Gy a € A. En general, las inclusiones t;: a € A — &, ® a € MgA no son
equivariantes, y esto es una obstrucciéon a la hora de dar una definicién similar a la de
estabilidad matricial.

Dado X un G-conjunto, el dlgebra Mx viene equipada con una accién de G defi-
nida por g - €xy = €gygy paracadag € Gy x,y € X. Si f: X — Y es una inyeccién
G-equivariante, el morfismo Mx — My inducido es de G-dlgebras. A partir de esta
observacion es que para cada G-édlgebra A se obtiene un zig-zag

A — MgusA « MGA (211)

inducido por las inclusiones * — G U * « G.
En el caso de la estabilidad graduada, buscamos identificar una *-algebra G-graduada
A con el dlgebra M A equipada con la involucién usual y la graduacién definida por

(MgA)g = spani{est @ a: slat™ = g} (2.1.2)
paracada g € G.

31



32 CAPITULO 2. K"-TEORIA BIVARIANTE EQUIVARIANTE Y GRADUADA

Si X es un conjunto G-graduado, es decir, si viene equipado con una funcién de
grado | - [: X — G, entonces

(MxA)g = spang{exy @ a: x| - lal - [yl = g} (2.1.3)

define una graduacién en Mx(A).
Si X es un G-conjunto o un conjunto G-graduado, escribiremos M x| para enfatizar
que nos referimos a M con accién o graduacion trivial.

Definicién 2.1.4. Dado un conjunto X y una x-algebra A, el cono de Wagoner es la
(-algebra

CxA :={f: X x X = A :[sop f(x,—)|,|sop f(—,x)| < oo para todo x € X}

cuyas operaciones son la suma puntual y el producto de convolucién. La asignacién que
envia f € CxA a f*(x,y) := f(y, x)* hace de CxA una *-algebra. Si A es unital, también
loes CxAcon1 =}  _yé&xx. Observemos ademas que CxA contiene al dlgebra MxA de
las funciones de soporte finito como *-ideal.

Si X es un G-conjunto y A es una G-x*-dlgebra, la accién definida por (g - f)(x,y) =
g-f(g~'x, g 'y) hace de CxA una G-*-dlgebra y al restringirnos a MxA obtenemos la
accion definida anteriormente.

Si en cambio X es un conjunto G-graduado y A una x-algebra G-graduada, conside-
ramos la sub-x-dlgebra de CxA definida como

CXA = span, {f € CxA : f(x,y) homogéneo (V x,y € X), |fo(x,y)Hy|*1 constante en sop f} .

Esta *-dlgebra es G-graduada; definimos su componente homogénea de grado g € G
como
(CxA)g = spane{f € CXA : Ix| - [f(x, y)| = g - lyl}-

Los elementos de C3 A que pertenecen al cono de Karoubi I'xA de A forman una sub-
x-dlgebra que notaremos IyA := I'xA N C3A. Una verificacién directa muestra que
definiendo (TYA)g := IXA N (C3A)4 para cada g € G el dlgebra YA es mas atin una
sub-x-4lgebra G-graduada de C3A.

Tanto C3A como Ty A son unitales si A lo es. El algebra MxA con la graduacién
(2.1.3) es una sub-x-dlgebra G-graduada de YA y en consecuencia también es una
sub-x-dlgebra G-graduada de C3A.

Observacion 2.1.5. Sea A una *-dlgebra. Una forma e-hermitiana ¢: M — M* en un
modulo A-libre M con base B puede identificarse con un elemento e-hermitiano 1\ €
CgA definiendo P (x,y) = ¢(y)(x) para cada x,y € B. Reciprocamente, si p € CgA
satisface P(x,y)* = eP(y,x) y Pp(xr,ys) = r™P(x,y)s para cada x,y € B, entonces
d(y)(x) :==VP(x,y) determina una forma e-hermitiana.

Definicién 2.1.6. Una inmersion ideal en G — Alg; es un monomorfismo con codominio
una G-x-dlgebra unital y cuya imagen es un *-ideal G-invariante. Del mismo modo,
una inmersién ideal en G4 — Alg; es un monomorfismo con codominio una *-algebra
G-graduada unital y cuya imagen es un *-ideal homogéneo.
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Definicién 2.1.7. Sea R una G-*-dlgebra unital. Una unidad ¢ € R se dice equivariante-
mente e-hermitiana si es e-hermitiana y queda fija por la accién de G.

Observacion 2.1.8. Si R es una G-*-dlgebra unital y ¢ € R un elemento equivariantemente
e-hermitiano, la involucién inducida por ¢ hace de R® una G-x-algebra. Mas aun, la
matriz (1.4.15) queda fija por la accién de G en M1R? y por lo tanto el isomorfismo
(1.4.16) es equivariante para toda sub-G-*-algebra de R.

Definicién 2.1.9. Un funtor F: G — Alg; — C se dice G-estable si para cada inmersién
ideal i: A — R, cada par de G-conjuntos X e Y de cardinal a lo sumo max{|G|, Xy} y cada
eleccién de elementos equivariantemente e-hermitianos ¢ € CxR,{ € CyR el funtor F
envia el morfismo )

M)(Aq) inc®1a quyA‘b@d’

a un isomorfismo.

Definicién 2.1.10. Sea R una *-dlgebra unital G-graduada. Una unidad ¢ € R se dice
homogéneamente e-hermitiana si es e-hermitiana, homogénea y |$| € Z(G).

Observacion 2.1.11. Si R es una x-dlgebra unital G-graduada y ¢ € R un elemento
homogéneamente e-hermitiano, la involucién inducida por ¢ hace de R® una G-x-
algebra. Méas atin, la matriz (1.4.15) es homogénea de grado central y por lo tanto el
isomorfismo (1.4.16) es homogéneo para toda sub-G-x*-dlgebra de R.

Definicién 2.1.12. Un funtor F: G, — Alg; — C se dice G-estable si para cada in-
mersion ideal i: A — R, cada par de conjuntos G-graduados X e Y de cardinal a
lo sumo max{|G|, Xy} y cada eleccién de elementos homogéneamente e-hermitianos
¢ € CxR, P € CyR el funtor F envia el morfismo

MXA(b inc®1 A quyAw@(b
a un isomorfismo.
Proposicion 2.1.13. Sea F: 20 — C un funtor 1, -estable.

(i) Si2 = G — Algg, entonces F es G-estable si y sélo si para cada G-x-dlgebra A y cada par
de G-conjuntos X e Y de cardinal a lo sumo max{|G|, Xo} este funtor envia el morfismo

inc®1
MxA — MxvA
a un isomorfismo.

(ii) SiA = Ggr — Algy, entonces F es G-estable si y s6lo si para cada x-dlgebra G-graduada A
y cada par de conjuntos G-graduados X e Y de cardinal a lo sumo max{|G|, Xy} este funtor
envia el morfismo

MyA 290 Mo VA

a un isomorfismo.
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Demostracion. Probamos ambos incisos en simultaneo. Si el funtor es G o G-estable, envia

cada inclusiéon MxA ne@la, MxuyA a un isomorfismo ya que estamos considerando el
caso particular de los elementos 1-hermitianos 1 € CxA,1 € CxA o1 € C3A, 1 € CJA.
Por el isomorfismo (1.4.16), tenemos un diagrama conmutativo

inc®1

MPA MEP A

l+®] L+®1

Miinc®]1
e

MaMPA MaMPEYA

(2.1.14)

~ ~

MoMxA M20CL Mo My yA

~ ~

inc ®1 €M2A
Mxe MpA ——= Mxuye Mo A

Como F es 1, -estable, envia todas las flechas verticales a isomorfismos. En consecuencia
la fila superior del diagrama tiene por imagen a un isomorfismo si y sé6lo si lo mismo
es cierto para la fila inferior. Esto termina de probar que las definiciones de G y G-
estabilidad equivalen a las condiciones de la proposicién. ¢

La demostracion del siguiente lema es una verificacién directa.
Lema 2.1.15. Sean A una x-dlgebra G-graduada y B una x-dlgebra G-graduada.
(i) Si X es un G-conjunto, el morfismo
Est ® Exy ®a € MGMXA ) €1, 11y ® €1 @ a € My MGA (2.1.16)
es un isomorfismo de G-x-dlgebras natural en X y en A.
(ii) Si X es un conjunto G-graduado, el morfismo
Esit @ Exy ©b € MgMxB 1 exy ® gy @ b € MixyMgB (2.1.17)
es un isomorfismo de x-dlgebras G-graduadas natural en X y en B.

¢

Proposicién 2.1.18 (cf. [Ell14, Proposition 3.1.9]). Si F : G — Alg; — C es un funtor Mz-
estable con |Z| > |G| y ,-estable, entonces F(Mgl ® —) cumple estas propiedades y es ademds
G-estable.

Demostracién. Por la Proposicion 2.1.13, basta ver que para cada algebra A, cada par
de G-conjuntos X e Y el funtor F(Mgl ® —) envia la inclusion MxA — Mx_yA a un
isomorfismo. Considerando el siguiente diagrama conmutativo
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McMx(A) Ma(laging MgMxyA

2.1.16) |2 ] (2.1.16)

M‘X|MgA — M\qu\ MGA

inc@]MGA

basta ver que F envia la fila superior a un isomorfismo. Esto se desprende de que las
flechas verticales son isomorfismos y F envia al fila inferior a un isomorfismo, por
estabilidad matricial. ¢

Corolario 2.1.19. Sea F : G — Alg; — C es un funtor v -estable y Mz-estable con |Z| > |G|
infinito. Las siquientes afirmaciones son equivalentes:

(i) El funtor F es G-estable.
(ii) Para cada G-x-dlgebra A el funtor F envia el zig-zag (2.1.1) a un isomorfismo.
(iii) Los funtores F y FM¢ son naturalmente isomorfos.

Demostracién. SiF es G-estable, entonces envia (2.1.1) a un isomorfismo pues estas son
las inclusiones asociadas a las inclusiones de G-conjuntos {1} — G LI * «+= G. Dado que
el zig-zag (2.1.1) es natural en A, aplicando F se obtiene una transformacién natural
F — FMg; asumiendo (ii) resulta un isomorfismo. Como FMg es G-estable por la
Proposiciéon 2.1.18, si F >~ FMg entonces F es también G-estable. ¢

Proposicién 2.1.20 (cf. [Ell14, Proposition 3.2.2]). Si F : Gg — Alg; — C es un funtor
ty-estable y Mz-estable con |Z| > |G| infinito, entonces el funtor

F:Gg —Algi = C, F(A)=F(MgA), F(f) = F(Mgf)
es G-estable.

Demostracién. Como en la Proposicién 2.1.18, aplicando la Proposicién 2.1.13 y el iso-
morfismo natural (2.1.17) basta ver que para cada par de conjuntos X e Y el funtor F
envia la inclusién inc @ Tym a: MixyMgA — Mix yyMgA a un isomorfismo. Esto tltimo
se deduce de que F es matricialmente estable. ¢

Corolario 2.1.21. Sea F: G4 — Algy — C es un funtor v .-estable y Mz-estable con |Z| > |G|
infinito. Las siquientes afirmaciones son equivalentes:

(i) El funtor F es G-estable.
(ii) Para cada x-dlgebra G-graduada A el funtor F envia la inclusion
LAt a €A e ®a€ Mg(A)
a un isomorfismo.

(iii) Los funtores F y FMg son naturalmente isomorfos.
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Demostracién. SiFes G -estable, entonces envia 14 a un isomorfismo pues es la inclusién
asociada al morfismo de conjuntos G-graduados {1} — G. Como 15 es natural en A, en
particular F(1) define una transformacién natural F(t): F — FMg. Esto prueba que (i)
implica (ii) y (ii) implica (iii). Por altimo, veamos que (iii) implica (i). Como FMg es
G-estable por la Proposiciéon 2.1.20, si F ~ FMg entonces F también es G-estable. ¢

2.2. Las categorias kkg y kk?

Habiendo definido las nociones de estabilidad graduada y equivariante, pasamos a
construir las teorias de homologia escisivas universales con estas propiedades.

Convencién 2.2.1. De aqui en adelante fijamos un conjunto infinito X de cardinal mayor
o igual a |G| y una elecciéon de categoria subyacente { para construir las categorias

h h
kk\e—mg;n y kk\eg,—mgzr

Definicién 2.2.2. Definimos la K-teoria algebraica bivariante hermitiana G-equivariante
como la categoria cuyos objetos son las G-*-algebras y los morfismos estan dados por

KkR(A,B) == kk}E_Algz‘(MgA, MgB),
con la regla de composicién de kk‘th Al OS¢ tiene un funtor canénico
it G —Alg; — Kkk&

que es la identidad en objetos y envia un morfismo equivariante f: A — B a la clase de
Mgf: MgA — MgB en kky ..

Similarmente, se define la K-teoria algebraica bivariante hermitiana G-graduada
como la categoria cuyos objetos son las *-dlgebras G-graduadas y los morfismos estan
dados por

KK (A, B) := Kkfg g1 (MGA, MGB),

con la regla de composicién de kk‘}é Al Tenemos también un funtor canénico
gr
h, * h
JG . Ggr — Alge — kké

que es la identidad en objetos y envia un morfismo homogéneo f: A — B a la clase de
M(;f : M(;A — M(;B en kk;égr*Ngﬂ'

Observacion 2.2.3. Por construccién, tanto kkt como kkg pueden identificarse a través
de un full embedding con subcategorias plenas de kkFG_ g Y kkFGgr_ Alg; Tespectivamente.
Al igual que sus contrapartes no hermitianas, ambas categorias son trianguladas y estos
embeddings son funtores triangulados. Un tridngulo distinguido es uno isomorfo a la
imagen de una sucesién de fibra homotdpica a través de jg o j% respectivamente.

Se tienen ademds diagramas conmutativos
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G—Alg M9 G Algl Gy —Alg; 265 Gy, — Alg

) h . ‘h
JEJ/ J/]G—Algz JEJ/ fegrfmg;

Kk Kkl g Kk ——— KKg__ag
que nos permiten decir que tanto jg como jz son (. -estables, matricialmente estables y
homotépicamente invariantes. Mds atn, en vista de la Proposicién 2.1.18 tenemos que
j& es G-estable y similarmente la Proposicién 2.1.20 nos dice que j‘é es G-estable.
Veremos ahora que los funtores jit y j%‘ son teorias de homologia escisivas universales
para las propiedades de estabilidad anteriormente mencionadas.

Teorema 2.2.4 (cf. [Ell14, Theorem 4.1.1]). EI funtor j%: G — Alg; — kk& es inicial en la
categoria de teorias de homologia escisivas que son G-estables, homotdépicamente invariantes,
matricialmente estables y 1, -estables.

Demostracion. Como vimos en la Observacion 2.2.3, el funtor j}é es G-estable, homot6pi-
camente invariante, matricialmente estable y 1, -estable. Si para cada extensién

A—B—-C &)
consideramos el morfismo
G h h ~ 1Lh
0f € Kk(QC, A) = Kk _pp: (McQOC, MGA) 2 KkfY_pp (QMGC, MGA)

asociado a la extensién
M(;A — M(;B — M(;C

en kk‘th Alg;) €Sta familia hace de j{ una teoria de homologia escisiva. Veamos ahora que

cualquier otra teorfa de homologia escisiva X: G — Alg; — C con las mismas propiedades
de estabilidad se factoriza de forma tnica a través de j.
Por el Teorema 1.7.16, sabemos que X se factoriza a través de jth_ Algi| de forma tinica
h

|G—Algj|

)
G —Alg; —— kki

|G—Algy|

|
\ }31 X’
X +

C

via cierto funtor triangulado X' kk‘%f Algil C. Como X es G-estable, tanto este funtor

como j} envian el zig-zag natural

A Mg A &2 MGA

h

a un isomorfismo. Notando i : kkg- — kk‘ G—Alg]|

al embedding de la Observacién 2.2.3 y
definiendo

X(e) := X ()~ X ()X 1) X(pa) " X (1a)
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para cada morfismo « € kkf(A,B), es

Xj& () = X (1)~ X (1) X GG (FX(a) " X(pa)
= X(1p) " X(18)Xjj5_aigy (M )X (1A) ™ X(ka)
= X(us) " X(1p)X(Mgf)X(1p) " X (pa)
= X(f)

para todo morfismo f: A — B en G — Alg;. Esto muestra que X se factoriza a través de
jg. Para terminar, debemos ver lo hace de forma tinica. Si X: G — Alg; — C extiende a X,
tenemos un diagrama

Y
¢ kkh
G — Alg; kk‘GiAIngl

|
|
=Y

i ¥

kkh

X k

C

y por la propiedad universal de j‘th Algi) debe ser Xv = X'. Por otro lado, la composicién

vi coincide con el endofuntor en kkFG_ Algi| inducido por Mg ® — restringido a kkt via i

Mg ®—
h G h
kk\GfAlg}‘I kk\GfAlgzl

| Ji

Kkl — Y kKR

El zigzag (2.1.1) implementa un isomorfismo natural entre vi y 1,;n . En consecuencia,

debe ser
X(o) = X(3& (1e) 38 (np)viledig (ma) 138 (1a)
= X(us) " X(up)Xvi(e) X(p) ' X(1a)
= X(pg) ' X(pp)X ()X (1p) ' X(1a),
lo que concluye la demostracién. ¢

Teorema 2.2.5 (cf. [Ell14, Theorem 4.2.1]). El funtor j}é: Ggr — Alg; — kk% es inicial en la

categoria de teorias de homologia escisivas que son G-estables, homotdpicamente invariantes,
matricialmente estables y 1 -estables.
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Demostracion. La demostracién es similar al Teorema 2.2.4. Ya notamos, en la Observa-
cién 2.2.3, que el funtor i es G-estable, homotépicamente invariante, matricialmente
estable y 1, -estable. Considerando para cada extension

A—-B—=C &)
el morfismo
G
¢ € KkE(QC,A) = kk}ggﬁAlgzl(MGQc, MgA) =~ kk}ggﬁAlgﬂ(QMG C,MgA)

asociado a la extension
M(;A — MGB — MGc

en kk't ., obtenemos que j una teorfa de homologia escisiva. Veamos ahora que
‘Ggr*Algz‘ G

cualquier otra teorfa de homologia escisiva X: Ggr — Alg; — C con las mismas propieda-
des de estabilidad se factoriza de forma tinica a través de j%.

Por el Teorema 1.7.16, sabemos que X se factoriza a través de j‘hG _Alg)| de forma tnica
gr

|Ggr Alge

h
kk\Gg —Algy|

Ggr — Algf ——
Elb¢

C

via cierto funtor triangulado X’: kkh —aig G

Como X es G-estable, para cada A en Gg — Alg; tenemos que X(ta: A — Mg(A)) es
un isomorfismo. Notando 1 : kkEL — kk‘}éf Algi| al embedding candnico, el funtor

X(a) := X(1ta) "X 1) X (ta)
cumple que

(ta)” ‘xl(g(f))xu/\)
(LA) JG A|ge(MGf)X(lA)
(tA) " X(Mgf)X(1a)

(f).

para todo f € Gy — Alg;. Esto muestra que X se factoriza a través de ji. Como en el
Teorema 2.2.4, esta es la tnica extension posible. En efecto, si X: G — Alg; — C es un
funtor que extiende a X, tenemos un diagrama
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h
)|Ggr—Algk|
% gr g¢ h
Ggr —Algy —— kk\Ggr—AIng\

|
iﬂ!n

~

h
kké

y por la propiedad universal de j\hGg,— N Xn = X'. Finalmente, como j%(LA) es un
isomorfismo natural entre ni e 1,,1, se tiene que
G

X(o) = X3 (ea) mi(e)jE(ea)) = X(1a) " Xni(e)X(1a) = X(1a) "X U)X (1a)-

o=

2.3. Teoremas de adjuncién

Relacionaremos ahora la K-teoria bivariante hermitiana con sus versiones equiva-
riante y graduada a través de distintas adjunciones entre las categorias kk[, kk}é y kk™M.
Veremos también que podemos recuperar las K-teorias bivariantes de G-algebras y
algebras G-graduadas como un caso particular de sus versiones hermitianas.

2.3.1 PRODUCTOS CRUZADOS

La nocién de dlgebra de productos cruzados de una G-élgebra y su versioén dual para
algebras G-graduadas, definidas a continuacién, nos permitiran establecer la relacién
entre las categorias kk! y kk%.

Definicién 2.3.1. Dada una G-x-algebra A, el producto cruzado A x G es el -moédulo
A @ {G junto con la multiplicaciéon

(axg)-(bxh):=a(g-b)xgh.
La graduacién dada por
(AxG)g:=Axg=spanfaxg:ac A}

para cada g € G y la involucién

(axg) =g ' -a*xg’!

hacen de A x G una *-adlgebra G-graduada.

Observacion 2.3.2. El dlgebra A es una sub-x-dlgebra de A x G a través de la asignacion
ac€A—axleAxG.SiA esunital, la conjugacién por 1 x g coincide alli con la
accionde Gen A pues (1 x g)(ax1)(1xg)=(g-axg)(I1xg)=g-axl.
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Definicién 2.3.3. Si A es una *-dlgebra G-graduada, el producto cruzado G X A es el
¢-médulo £(©) @, A equipado con la multiplicacién

(Xg X @) (xn X b) :=xg X ag1,b

donde a1y, es la componente homogénea de grado g '"hdea € A. A través de la
accion

S-(Xg X @) i=Xsg X @

e involucién

~

(Xg X a)* =Xgq X a”,
definidas en cada elemento homogéneo a € A, tenemos en G X A una estructura de
G-*-algebra.
Observacion 2.3.4. La asignacion

Xg X @ €ggla ® @

paracada g € Gy a € A homogéneo identificaa G X A con una subdlgebra de Mg(A).

Observacion 2.3.5. Se tienen funtores
— % G: G—Alg; — Gg —Alg;, G KX —: Gg —Alg; — G —Alg;

y andlogamente tenemos funtores con codominio Alg;, que notaremos del mismo modo.

2.3.2 EL TEOREMA DE GREEN-JULG

En su versién original, el teorema de Green-Julg establece un isomorfismo entre la
K-teoria equivariante de una G-C*-4lgebra - donde G es un grupo compacto - con la
K-teorfa de su producto cruzado. Este resultado puede ser interpretado en términos de
una adjuncién entre la K-teoria bivariante de Kasparov y su versiéon G-equivariante.

Se prueba en [Ell14] una versién algebraica de este teorema, cuando G es un grupo
finito de orden inversible en {. Veremos a continuacién que el mismo resultado es cierto
en el caso hermitiano.

Observacion 2.3.6. Supongamos que G es finito de orden inversible en { y notemos
= H@ 2_geG 9- Se tiene un morfismo natural de G-x-dlgebras

1
pA:a €A — gst ®a € MGA.
A |G|S§G st G

Este se corresponde con tensorizar a 14 con el morfismo

End}({) ~ End} (£ - ¢) — End} (e toPrl-(g-1 )) ~ End} (£G)
g#1

inducido por la inclusién € - ¢ — {G.
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Lema 2.3.7. Supongamos que G es finito de orden inversible en { y sea A una G-x-dlgebra. EI
morfismo (a es un isomorfismo en Kk

Demostracion. Aplicando Mg y usando el isomorfismo natural (2.1.16), basta ver que
X € MGA — ﬁ . Zs,t €t ®x € MigMgA es un isomorfismo en kk}é. En particular es
suficiente probar que para cualquier G-*-algebra A el morfismo
—~ 1
ia€Am o D er®acMgA.
s, teG
es un isomorfismo.

Sean B ={g:g € GlyB' ={¢u{l—g: g € G}bases de {G. A nivel matricial,
tenemos un isomorfismo de cambio de base dado por funciones u: B’ xB — (y
u:BxB ¢

x € Mgl — uxu™" € MpL. (2.3.8)

Este morfismo no preserva las involuciones usuales de los anillos de matrices; definiendo
u*(x,y) := u(y, x)* debemos equipar a My con la involucién dada por el elemento 1-
hermitiano uu*. Un cdlculo directo muestra que uu*(¢, ¢) = 1/|G|y que paratodog € G
es

uu*((,1—g) =uu(1—g,0) =0.

En consecuencia existe una matriz 1-hermitiana \ € Mgn £ tal que uu* = (1/|G|) © P
y el morfismo Ca se corresponde a través de (2.3.8) con la inclusién

Por estabilidad hermitiana este tltimo es un isomorfismo en kk&, concluyendo la de-
mostracion. ¢

Proposicién 2.3.9 (cf. [Ell14, Proposition 5.1.1]). Sea A una G-*-dlgebra y X un G-conjunto.
Se tiene un isomorfismo natural

M Mx(AXG) = (MXA) X G, &y®(axg)— (exgy®a)g.

Demostracion. En [Ell14, Proposition 5.1.1] se prueba en particular que el morfismo
del enunciado es un isomorfismo de G-dlgebras. Veamos que ademads preserva las
involuciones. En efecto, paracadaa € A,g € Gyx,y € Xes

M(exy @ (@xg)*) =Tley @ (g a"xg7")) =gy g1, @9 'a*) g
lo cual coincide con

-1 1

= (sy,qu@g_] a*)xg .
¢

Mexy @(axg))* = ((exgy®@a)xg) =g - (egyx@a*) xg
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Lema 2.3.10. Si A es una G-*-dlgebra y
Pa: (et ®a)xge (MgA) X G — €91t ® (axg) € Mg(A xG)
es la inversa del isomorfismo de la Proposicién 2.3.9, entonces
Y (Ca X G) = Caxg:

Demostracién. Por un calculo directo, es

WP(la ¥ G)(axg) = |G|Zesglt®(a><g al Zsst®a><g)—CAxG(a>49)
s teG s, teG

¢

Lema 2.3.11. Sea B una G-x-dlgebra y A una x-dlgebra vista en G — Algy con la accién trivial.
Se tiene un isomorfismo natural

B:(A®RB) XG> A®(BxG)
de x-dlgebras.

Demostracion. Ponemos ng((a ®b) X g) := a® (b x g). Como la accién en A es trivial,
np es un morfismo de 4lgebras ya que

(a®@b)xg-(a’®@b')xh=(a®b) -gla’@b’) x gh=(aa’ ® bgb’) x gh

y
aa’ ® (bgb’ x gh) =aa’® (bxg)(b’ xh) = (a® (bxg))(a’® (b xh)).

El morfismo preserva la involucién pues

ne(((a®b) xg)*) =mp((a@*@g 'b) xg ') =(a*®(g 'b*xg "))
= (a* @ (bxg)") =np((a®Db) x g)*.

Proposicién 2.3.12. La composicion

h
i"(— % G): G— Alg; =5, Algy L kK"

define un funtor G-estable, homotépicamente invariante y ,-estable. En particular, existe un
tinico funtor triangulado que hace conmutar el siguiente diagrama

G—Algy —5 Alg;

jgl lj“

KKl --220C0 5 kkh



44 CAPITULO 2. K"-TEORIA BIVARIANTE EQUIVARIANTE Y GRADUADA

Demostraciéon. Como — X G preserva extensiones semi-escindidas, al componerlo con
i obtenemos una teoria de homologia escisiva. Para probar que se factoriza de for-
ma Unica a través de j'&, debemos observar que es G-estable, matricialmente estable,
homotépicamente invariante y 1, -estable.

El Lema 2.3.11 nos dice que el funtor — x G envia las inclusiones A — A[t] y
A — M4A a morfismos que en la categoria de flechas de G — Alg; son isomorfos a las
inclusiones A X G — (A x G)[t] y A x G — M4 (A x G). Por otro lado, la Proposicién
2.3.9 nos dice que si X e Y son G-conjuntos entonces — X G envia una inclusion MxA —
MxuyA a una flecha isomorfa a la inclusiéon Mx(A x G) — Mx_y(A X G). Resta notar
que el funtor j™ envia todas estas flechas a isomorfismos. ¢

Observacion 2.3.13. En la otra direcciéon tenemos un funtor
(=)": Alg; —» G—Alg;

que equipa a una *-algebra con la acci6n trivial. La composicién ji ((—)7) : Alg; — Kk
es una teorfa de homologia escisiva matricialmente estable, invariante por homotopia y
t-estable, ya que j& lo es y (—)7 preserva extensiones semi-escindidas. Se tiene por lo
tanto un tnico funtor triangulado que hace conmutar el siguiente diagrama

Algt -5 G- Alg

jhl li’é

()
Kk -2 » kKR

Teorema 2.3.14 (cf. [Ell14, Theorem 5.2.1]). Si G es un grupo finito cuyo orden es inversible
en {, se tiene una adjuncion

()"

Kk L kki

~N_

—xG
con (—)* adjunto a izquierda y — x G adjunto a derecha.

Demostracién. Por [Riel6, Proposition 4.2.6], basta definir endomorfismos naturales
OC:]kkh:>(—)T><lG, B:(—NG)T:>1kk}é

que satisfagan las identidades triangulares de unidad y counidad, es decir, que para
cada A € Alg; y B € G — Alg; los diagramas

(Al

AT —— (ATxG)" BxG —25 (BxG)"xG

" lBAT m l Bp)x

AT BxG
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conmuten.
Veamos primero que los morfismos

Bg: (Bx G)T — MgB
bNgHZS'b@)Es,sg

seG

definidos en [Ell14] respetan las involuciones. En efecto, es

€G geiG
* 1 * *
—@Za g]—@Za X g=axa(a")
geG

b><|g ZS b* ®5sgs—Zt ®£ttg
seG teG

=Bs(g b xg') = Ba((bxg)).

Notando (¢: C — MgC al morfismo natural de la Observacién 2.3.6, definimos

A = j*(&a) para cada A € Alg] y Bp = jE(CB)*ljg(EB) para cada B € G — Alg;.

Veamos que estas definiciones cumplen las identidades de unidad y counidad. Por un
lado se tiene que

Bar(oa)' = j&(Car) TR (BAT) M(&A))T = j&(Car) 'TE (Bar)ig (&)

ya que Bat&j = Car. La otra composicion es

(B X G)aguc = ((H&(C6)"i&(BB)) X G)j"(gonc)
=j"(Cs % G) (B % G)gc),
asi que basta probar quejh((BB X G)apgxg) =™ (Cp s G).

En vista del Lema 2.3.10, podemos ver que Pg (B X G)ogxc ¥ WB(Cp X G) = (BxG
tienen la misma imagen a través de j". Para ello podemos usar a su vez la Proposiciéon
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1.4.11, viendo que el primero de los morfismos coincide con la composicién del segundo
con cierta conjugacién. Un célculo directo muestra que

Pe(BB % G)agxg(b x g) = bp(Pp x G) <é| D (bxg)x h)

heG

= LZtl)EB(b X g)xh
|G|heG

1

= @ Z Pp((s-b®eseq) X h)
s,heG
1

e Z (s bxh)®egp 14
s,heG

Al hacer el cambio de variables t = h™'sg, se obtiene

~ 1 -
Vg (e X Glagxg(b x g) = al D (s-bxsgt!) @egy
s, teG

Considerando la unitalizacién B de B tenemos que
s-bxsgt ' =(1xs)(bxg)1xt),
y por lo tanto en Mg (B x G) 2 Mg(B x G) podemos escribir
(s-bx sgt*]) ®est=(I1Xs®egs)(bXg®egt)(1x t7' ® €tt)
Notandou:=) (1 xt)®@eys € MG(E X G), este elemento es unitario y
P (Be % G) = ad(u)Cexg

asi que
M(WB(Be % G)agxg) =i™(ad(W)ipxg) = i™(Lpxc),

como buscabamos. )

Aplicando el teorema anterior a { con la accién trivial, obtenemos el siguiente corola-
rio.

Corolario 2.3.15. Sea G un grupo finito cuyo orden es inversible en {. Si A es una G-x-dlgebra,
entonces

Kk (e, A) ~ kk™(¢, A x G) ~ K"Hy(A x G).
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2.3.3 INDUCCION Y RESTRICCION

Establecemos ahora la relacién entre kkl} y kkf! cuando H es un subgrupo de G.
Si A es una G-x-algebra, restringiendo la acciéon de G a H obtenemos una estructu-
ra de H-*-dlgebra en A. Esto define un funtor olvido Res{j que preserva extensiones
semi-escindidas. Al componerlo con j!; obtenemos un funtor G-estable, homotépica-
mente invariante, matricialmente estable y 1, -estable. Por lo tanto, hay un tinico funtor
triangulado que hace conmutar el siguiente diagrama

Resﬁ

G —Algy —— H—Alg;

j‘al lﬁh

el cual denominaremos funtor de restriccion.
Siguiendo a [Ell14], definiremos un funtor de induccion

Indf} : H—Alg} — G — Alg}

y veremos que se extiende a un funtor entre las K-teorfas bivariantes hermitianas H y
G-equivariantes.

Definicién 2.3.16. Sea G un grupo y H un subgrupo de G. Notemos t: G — G/H ala
proyeccién candnica. Dada una H-x-4lgebra A, se definen

Al .—[f: G = A :|r(sop(f))] < oo}

IndS(A) := {f € AlCH  f(s) = h-f(sh) (Vs € G,h € H)).

Un célculo directo muestra que esta tltima es una G-x-algebra con la multiplicacién
puntual, la accién

(g-f)(s):=f(g's)

y la involucién (f*)(s) := f(s)* para cada g, s € G. Se tiene un funtor
Ind{j: H— Alg; — G — Alg;

definido en morfismos enviando ¢: A — B a Indﬁ((p) (f) == @f, que preserva extensio-
nes semi-escindidas.

Ejemplo 2.3.17. Si A = € con la accién trivial, entonces { = Res{ (£) e

Indf (Resi (0)) = Indfj(¢) = {f € €O : £(s) = f(sh) (Vs € G, h € H)} ~ ¢(/H),
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Observacion 2.3.18. Si f: G — A es un elemento en Indg(A), entonces paracadah ¢ Hy
ge Ges
f(gh) = h'f(g).

Por lo tanto, una tal funcién estd determinada por sus valores en un sistema de represen-
tantes R de G/H. Si para cada a € Ay g € R notamos

£(ga)=) (A" a)xgn

heH

a la funcién que vale 0 fuera de gH y h™! - a en cada elemento gh € gH, entonces

f=> &(gf(g)

geR

y por lo tanto toda funcién de Ind§(A) se escribe como

> &g aq)

geR

para ciertos {aglqeg. Observemos también que &(g,a)* = &(g,a*) y ¢’ - &(g,a) =
£(9'g, a).

A partir de esta observacién, verificamos que los resultados técnicos de [Ell14] que
relacionan Indf con ResH respetan las involuciones.

Proposicion 2.3.19. Si A es una G-x-dlgebra y B una H-x-dlgebra, es
Ind& (B @ Resi A) ~ Ind§j(B) ® A.
Demostracién. Verificaremos que el isomorfismo de G-dlgebras
S:&(g,b)®ae Indﬁ(B) QA E(g,b® g_] -a) € Indﬁ(B ®Res‘él A)
definido en [Ell14, Proposition 6.7] respeta la involucién. En efecto,
S(&(g,b)@a)” =E(gb® g™ - a)" =E(g, (b g - a))

=&(g,b*®g ' -a*) =S(&(g,b*) ® a*)
=S((&(g,b) ® a)").

¢

Aplicando la proposicion anterior y usando el Ejemplo 2.3.17 tenemos los siguientes
corolarios.

Corolario 2.3.20. Si A es una G-x-dlgebra entonces

Indfj(ResH(A)) ~ Ind§({ @ ResH(A)) ~ (/M @ A,
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Corolario 2.3.21. Si A es una x-dlgebra y B una H-x-dlgebra, entonces tenemos un isomorfismo
natural
Ind§ (B ® AY) = Ind§j(B ® Resi A™) ~ Ind{j(B) ® A™.

Esto nos permite concluir que la composiciéon

Ind§

sh
H— Alg; =4 G — Alg} 25 Kkl

es homot6picamente invariante, matricialmente estable y 1, -estable, y por lo tanto se
. .h
factoriza por Ih-Aig)

Ind§

H— Alg; G —Alg;
mng;J/ l]ké
h h
KK _pggg) ~ r kg

El isomorfismo de H-conjuntos G/H x H ~ G induce un isomorfismo de H-*-algebras
Mg >~ Mg,/n ® My, lo que junto con la Proposicién 2.3.19 nos da isomorfismos naturales

Mg Indj(A) ~ Indj(A ® Resi(Mg)) =~ Ind§ (A ® My ® Mg /1) = Mg/ Ind(MpA)

para cada H-+-algebra A. Notando i : kk{§ — kkg_njg; al embedding canénico tenemos
un isomorfismo natural

Ind§

H — Alg; G —Alg;
MH®—l ll}é
H — Alg} g Kk

Indﬁl J/i

* * h
G —Algj ;i —— G—Alg -— Kks_p0
(4

entre ambas composiciones. Esto nos dice que ij} Ind§; coincide con un funtor homotépi-
camente invariante, matricialmente estable y 1 -estable precompuesto por My ® —. En
vista de la Proposicién 2.1.18, se tiene que 1jit Indfj es H-estable, y como 1 refleja isomor-
fismos, en definitiva j}}l Indﬁ es H-estable. Existe entonces un tinico funtor triangulado
que hace conmutar al siguiente diagrama

Indf

H— Alg} G —Alg}
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Teorema 2.3.22 (cf. [Ell14, Theorem 6.1.4]). Sea G un grupo y H un subgrupo de G. Se tiene
una adjuncion

Ind§

TN

Kkl 1 Kkki

~N_

G
Resy

con Ind§; adjunto a izquierda y Res$; adjunto a derecha.

Demostracién. En pos de alivianar la notacién, escribiremos Res e Ind para referirnos a
los funtores de induccién y restriccion. Construiremos transformaciones naturales

B: 1kk};{ = ResInd, «: IndRes = Ikkg

que satisfagan las identidades triangulares de unidad y counidad, esto es, que hagan
conmutar a los siguientes diagramas

Ind(B) —— ind(Bs) Ind ResInd(B) Res(A) ﬁI{L> ResInd Res(A)
m \L‘Xlnd h lRes o)
Ind(B Res(A

Para ello definiremos como en [Ell14] endomorfismos naturales de G y H-x-4lgebras

aa: Ind(Res(A)) — Mg /1A
E,(g, (l_) = 8gH,gH & g-a

Bg: B — Res(Ind(B))
b— &(1,b)

Veamos que preservan las involuciones. En efecto, es
&A(E(gl a)*) = &A(E(gr 0.*)) = &€gH,gH ®g- at = &A(a(gr 0.))*

y - ~
Be(b™) =£(1,b%) = (£(1,b))" = Be(b)"

Ademas, se tiene que

Res(a)Pres(a)(a) = Res(xa)(E(1,a)) = epn ® a = tyres(a)(a)

Sna(s) Ind(B) (£(g, b)) = Snags) (&(9, &(1,b))) = egrgn @ &(g, b).
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Si consideramos el zigzag natural

l,
A =2 Mg mus(A) €& Mgn(A)
entre dlgebras inducidas por G-conjuntos, como en (2.1.1), entonces
Res(th )t Res(A) (@) = ern @ @ € Mg /nusA.

Como H-dlgebras, tanto Mg,y como Mg /1y, tienen accién trivial, asi que por el Lema
1.4.51a anterior composicién y Res(t4) tienen la misma imagen a través de jl}. Definiendo

oan =3B (ta) iR(ARA),  Bs =il(Bs)
es
Res(ota ) Bres(a) = j1i(Res(ta)) i (Res (13 ) Res(&a) Bres(a))
= jﬁ(RGS(LA))_1J'ﬁ(R€S(LA)LH,Res(A))
= TRes(A)-
Para terminar, veamos que

ona(e) INd(Be) = 38 (Unap))~ 1J'2(Lfnd( &maes) Ind(Bg))

es la identidad de Ind(B) en kkg, es decir, que tanto tj,q(g) como (B )oqnd Ind(BB)

representan el mismo morfismo en kkt. Como antes, aplicando Ind a la igualdad
jﬁ(LH,B) = j}ﬁl(Res(LB)) esj}é(Ind(LH,B)) = jE(Ind(Res(LB))). Si notamos

I &(g, exy ® a) € Ind(Mg inA) = ggx,gy ® &(g,a) € Mg s Ind(A)
a la inversa del isomorfismo de la Proposicién 2.3.19, tenemos que
INnd(w,8)(&(g, b)) =T(&(g, er,n ® b)) = egh,gn ® &(g, b)
— () Sana(e) Ind (Be) (£(g, b))

INnd(Res(tg))(&(g, b)) =T(&(g, €4 @ D)) = €gsg.4 @ E(g, b)
=& ® 5(9/ )
= Und()(&(9, b)).

Aplicando j} finalmente es
J& (tn(s) Sma(e) Ind(B)) = j& (M Ind(1n8)) = j& (I Ind(Res(tg))) = j& (tna(p) ),
lo que concluye la demostracion. ¢

Corolario 2.3.23. Si A es una G-x-dlgebra y H un subgrupo finito de G cuyo orden es inversible
en {, entonces

Kk (0C/M)AY ~ kKl (6, A) ~ kKM€, A x H) ~ K"Ho(A x H).

Demostracion. Basta aplicar el Teorema 2.3.22 al Ejemplo 2.3.17. ¢
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2.3.4 DUALIDAD DE BAAJ-SKANDALIS

En [BS89] Baaj y Skandalis definen los grupos de K-teoria bivariante de Kasparov
para C*-dlgebras equipadas con una coaccién de un una C*-dlgebra de Hopf. Cuando el
algebra de Hopf en cuestién es C*(G), la C*-dlgebra de un grupo localmente compacto G,
muestran que estos grupos son naturalmente isomorfos a los de la K-teorfa de Kasparov
G-equivariante.

En el caso de la K-teoria algebraica, Ellis prueba en [Ell14] que los funtores de produc-
to cruzado inducen equivalencias inversas de categorias entre las K-teorias bivariantes
equivariante y graduada. Como veremos a continuacioén, verificando que las construc-
ciones utilizadas respetan las involuciones obtenemos una equivalencia de categorias
entre kkf y kk}é.

Proposicién 2.3.24 (cf. [Ell14, Proposition 7.4]). Sea A una G-x-dlgebra y B una *-dlgebra
G-graduada.

(i) Existe un isomorfismo natural de G-x-dlgebras G X (A x G) ~ MGA.
(ii) Existe un isomorfismo natural de x-dlgebras G-graduadas (G X B) x G ~ MgB.

Demostracién. Resta ver que los isomorfismos naturales

Mixg X (@Xs)) =g a®eqgs

O((xn X b)x8) =D &1, ®b;

reG
definidos en [Ell14] respetan las involuciones. En efecto, es

1

M((xg X (@x8)*) =T (xgs X (ax8)*) =T(xgs X (s -axs)

=(gs-s'-a*® €gs9) = (g-a" ®egsg)
=T(xg X (axs))*
y para cada b € B homogéneo tenemos que
O(((xn X b) x8)) = D(s™" - (xn K b)* 257) = Qs - (xpp X b) x57")

= O((Xs1hp X)X s =g 1ppp @b
= ®((xn X b) x8)"

¢
Teorema 2.3.25 (cf. [Ell14, Theorem 7.6]). Los funtores —x Gy G X — se extienden a funtores
—xG
/\
Kkl Kk}
N~

G X —
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que son equivalencias inversas entre las categorias Kk y kk%.

Demostracion. Como — x Gy G X — preservan extensiones semi-escindidas, componien-
doconijty j% son homotépicamente invariantes, matricialmente estables y 1, -estables.
Por la Proposicién 2.3.24 tenemos un zig-zag natural

GR(Mg(A) B GR(GRA)%G) S Ma(GRA) -2 MewGRACEAGRA

y todas las flechas son kk}é -isomorfismos, asi que jg (G X —) es G-estable. La G-estabilidad
de j}é (— % G) se sigue del argumento dado en la demostracién de la Proposicién 2.3.12.

Existen por lo tanto tnicos funtores triangulados entre kk{t y kk!: que hacen conmutar
los siguientes diagramas

G—Alg; % G, —Algf Gy —Alg; S5 G —Alg;

j‘él

Kk ---mT - > kkhl |3 ---» kkl

Ambas composiciones entre — x G y G X — son a su vez extensiones de las composiciones
a nivel de x-dlgebras, que por la Proposicién 2.3.24 son naturalmente isomorfas a los
endofuntores Mg: G —Alg; — G —Alg; y Mg: Gg — Alg; — Gg — Alg;. Resta notar
que los funtores inducidos en kk¥ y kk%L son naturalmente isomorfos a la identidad, por

G-estabilidad y G-estabilidad respectivamente. ¢
Corolario 2.3.26. Si A y B son x-dlgebras G-graduadas, entonces
kkE (A, B) ~ Kkg (G X A, G X A)

y en particular
KKE (6, A) ~ Kk (€%, G K A) ~ K"Ho(G X A).

2.3.5 FUNTORES DE OLVIDO E INVOLUCIONES LIBRES

Sea {y un anillo conmutativo unital e inv({y) el anillo del Ejemplo 1.1.2. Si A es un
(p-dlgebra, entonces inv(A) := A x A°P es una inv({y)-algebra y la asignacién inv(f) :=
f x f°P para cada morfismo f: A — B define un funtor

inv: Algg, — Algiye,)

que es una equivalencia de categorias. La inversa envia una inv({)-* -dlgebra B a (1,0)B
con la estructura de {y-dlgebra dada por A - (1,0)b := (A,0)b.
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Si tenemos una accién de G en A, la accién diagonal en A X A°P hace de induce una
en inv(A), que hace de inv(f) un morfismo equivariante cuando f lo es. De igual forma,
teniendo una G-graduacién en A podemos definir una en inv(A) poniendo

inv(A)g:=Ag X Ag1,

y de esta manera inv(f) resulta homogéneo si f lo es. Se tienen por tanto equivalencias
de categori.as G —Algy, — G—Algi i, Y Ger —Algg, — Ggr — Algg(q,), que también
notaremos inv.

Aplicando lo anterior al *-anillo {, y componiendo con las restricciones de escalares
inducidas por el *-morfismo de anillos A € £ — (A, A*) € inv({), en definitiva se obtienen
funtores

stg: G—Alg, — G —Algy, sts: Ggr —Algy — Ggr — Algg

8!
que son adjuntos a derecha de los funtores de olvido

resg: G —Alg; — G —Alg,, Tresg: Gg —Algy — Ggr — Alg,.
Omitiremos el subindice cuando la categoria ambiente se deduzca del contexto.

Convencién 2.3.27. En pos de alivianar la notacion, si 2 es la categoria de *-algebras, G-
algebras, o dlgebras G-graduadas notaremos e para la categoria asociada de algebras
sin involucién.

Como en [CV21, Seccién 9], los morfismos naturales de unidad y counidad de la
adjuncioén res - st son

nNa: A — st(res(A)) 7. res(st(B)) — B
a+— (a,a%) (b,b’) — b

En [CV21, Proposition 9.2] se muestra que res y st inducen funtores entre kk y kk™ que
son adjuntos a ambos lados. A continuacién verificamos que el mismo resultado es cierto
en el contexto de G-algebras y dlgebras G-graduadas.

Lema 2.3.28. Sea A una *-dlgebra y B una {-dlgebra.
(i) Se tiene un isomorfismo natural
Nag:x® (b,c) € A®st(B) — (x®b,x" ®c) € st(res(A) ® B)
entre st(res(A) ® —) y A @ st(—).
(ii) Si A 'y B son ademds G-dlgebras, el morfismona g es equivariante.

(iii) Si B es G-graduada, el morfismony (a),s: Ma(st(B)) — st(Mg(B)) es homogéneo con
respecto a las graduaciones definidas en la Seccion 2.1.
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Demostracién. Por un cdlculo directo, la aplicacién (x, (b,c)) — (x ® b, x* ® c) es bilineal
{-balanceada, por lo que 14 g esta bien definido a nivel de {-médulos. Resulta ademas
un *-morfismo, pues para cada par de tensores elementales x ® (b,c) yy ® (b’,c’) en
A ®st(B) es

nas(x® (b,c)nas(y® (b',¢)) = (x@b,x" @c)(y®@b’,y* @c’)
(x@b)lyab’), (Y @c)x @c))
= (xy ® bb’,y*x* @ c’c)

nas(xy ® (bb’,c’c))

=nas((x® (b,¢))(y® (b, c"))

Nas((x® (b,c))*) =mas(x" ®(c,b)) = (x" ®c,xDD)
=(x®b,x" ®c)" =nap(x® (b,c))".

Su inversa es
x®by®c) —»x®(b,0)+y"®(0,c),
lo que termina de probar el primer inciso. Si ademés A y B son G-algebras, para cada
g € G vemos que
nag(g- (x®(b,c))) =naplg-x®(g-b,g-¢c)) =(g-x®@9g-b,g-x"®@g-c)
=(g-(x®b),g- (x"®c)) =g - (x®b,x" @)
=9 ﬂA,B(X® (bl C))/

lo que prueba (ii). Veamos ahora (iii). Si A = Mg y B es G-graduada, es

(Mg(st(B)))g = spanglest @ (b, c) : (b, c) es homogéneo y sl(b, )t = g}
= spany{est ® (b, c) : b es homogéneo y Ic| = b7, slplt™ = g}

st(Mg(B))g = Mg(B)g X Mg(B)g-1.

Tomando &5t ® (b, c) € Mg(st(B)) un generador homogéneo de grado g € G se tiene
entonces que
nMG,B(ss,t ® (b/ C)) - (ss,t & b/ Et,s ® C)

es homogéneo, pues |et s ® o' = (tle|lsT) T =sle[TtT =sbtT = g5 @b, y de grado
g ya que MmB(est ® (b,c))| = et @b| = s/blt™! = g. Esto concluye la demostracion.
¢

Proposicién 2.3.29. Existen iinicos funtores triangulados que hacen conmutar los siguientes
diagramas
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G—Alg, —~ G—Alg; G—Alg, = G—Alg,

J'GJ f% i}él J]'G

kkg ----= oy kK Kkl -5 Kk

Ggr —Algy — Ggr —Alg]  Ggr — Alg; —== Gy — Alg,

j@l iﬁ‘é jgj fG

kkg -----Lt--- Kkt KKE - F2oooy Kk

Demostracién. Observemos en primer lugar que tanto res como st preservan sucesiones
semi-escindidas. El Lema 2.3.28 nos dice que para cada A € s y cada par de G-
conjuntos o conjuntos G-graduados X, Y tenemos diagramas conmutativos

st(ta) st(ix,A) 1A ®inc)

st(Alt])  st(A) ——= st(MxA) st(MxA) T2 SHA © My yA)

l o F o,

Mxst(A)  st(A)® MxA *> st(A) ® My yA

st(A) ——

Al postcomponer con j}é y j%, la estabilidad de estos funtores junto con lo anterior nos
dice que j} sty j% st son teorfas de homologia escisivas homotépicamente invariantes,

matricialmente estables, y G y G-estables en cada caso. Por lo tanto, se factorizan de
forma tnica a través de jg y jg, como afirmamos. De forma similar, el isomorfismo
natural res(— ® —) ~ res(—) ® res(—) nos dice que los funtores de restriccién inducen
funtores entre las K-teorias bivariantes. ¢

Teorema 2.3.30 (cf. [CV21, Proposition 9.2]). Se tienen adjunciones

res res
R R

kkf L kkg Kk kkg
st r\a/

donde en ambos casos st es adjunto tanto a izquierda como a derecha de res.

Demostracién. En ambos casos res es adjunto a izquierda de st ya que lo mismo es
cierto para los funtores a nivel de dlgebras. En [CV21, Proposition 9.2] se prueba la otra
adjuncioén verificando que hay morfismos naturales

. h
B —>](¢B) res(st(B)), st(res(A)) _}(be 1MLA <7(Can'M2) A
inducidos por morfismos de *-algebras
Pp: b € B (b,0) €res(st(B)), da:(x,y) € st(res(A)) — (7(; 5) € 1MA
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satisfacen las identidades de unidad y counidad.

Esto ultimo se reduce a verificar que ciertas composiciones de morfismos coinciden
a nivel de algebras. Por tanto, el mismo argumento funciona en este caso, una vez
que hayamos visto que g y ¢pa son morfismos equivariantes u homogéneos segiin
corresponda.

Si Ay B son G-algebras, entonces g y ¢pa son equivariantes ya que

Pp(g-b)=(g-b,0)=(g-b,g-0)=g-(b,0) =g-Ps(b)

para todo (x,y) € st(res(A)) y b € B. Por tltimo si A y B son algebras G-graduadas y
(x,y) € st(res(A)), b € B son homogéneos de grado g € G, entonces

Pp(b) = (b,0) € By x By-1 =res(st(B))q

Palx,y) =enn @x+e2®@Y" € (1MaA)g,

ya que
len@xl =K =g=W"" = =len®y"

¢

Concluimos esta secciéon observando la representabilidad de kkg y kkg, como se
hace en [CV21] para kk.

Definicién 2.3.31. Se define la x-dlgebra A como el {-médulo ¢ @ £ con el producto
coordenada a coordenada y la involucién (x,y)* = (y*,x*). Esta dlgebra viene equipada
de un *-automorfismo

t: (x,y) € A= (y,x) €A (2.3.32)

Para cada G-x-dlgebra B la accién diagonal hace de AB una G-x-4lgebra. Similar-
mente, una G-graduaciéon en B induce una en AB poniendo (AB)y = A(Bgy). Ademas,
con estas definiciones el morfismo tg :=t ® 1g: AB — AB es equivariante y homogéneo
en cada caso. Notemos también que como A es un {-médulo playo, preserva sucesio-
nes exactas semi-escindidas y por lo tanto define un endofuntor entre las respectivas
K-teorfas bivariantes hermitianas.

Observacion 2.3.33. En [CV21, Remark 9.7] se observa que hay un isomorfismo natural
kk™M(—, A ® —) ~ kk(res(—),res(—)) ~ kkMA ® —, —).
La demostracién consiste en notar que hay un isomorfismo natural

(x,y) € AB — (x,y*) € st(res(B))
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para cada x-algebra B, y luego usar la adjuncién entre st y res. Por como definimos
la accién y graduaciéon en AB, este mismo morfismo induce un isomorfismo natural
A®—=stresen G—Alg; y G gr — Alg; respectivamente. En consecuencia, se obtienen
isomorfismos naturales

Kkt (— A ® —) = kkg(res(—), res(—)) =~ kk&(A ® —, —)

y
Kk (— A ® —) ~ Kk (res(—), res(—)) ~ Kk (A © —, —).

En particular, de aqui se deduce que para toda *-dlgebra unital R € 2; y unidad e-
hermitiana ¢ € R* - de grado central o G-invariante - se tiene que AR® ~ AR. Més atin,
se puede verificar por un célculo directo que

ad(1,¢7"): AR — AR® (2.3.34)
es un tal isomorfismo. En particular, para cada e € ¢ hermitiano tenemos un isomorfismo

ad(1,h;"): AM; — AcM,. (2.3.35)

2.4. El teorema fundamental de Karoubi

El isomorfismo natural entre A ® — y stres de la Observacion 2.3.33 identifica la
unidad de la adjuncién res I st y el morfismo ¢ = ¢ del Teorema 2.3.30 que induce la
counidad de la adjuncién st i~ res con morfismos

d: A — 1Myl n:e{—- A

(le) = €1 ®X+€2,2 ®U X = (X/X)

En particular, se tienen inducidos mapas

Kk (A, AB) &y Kk (A,1M;B), kkE(A,B) X5 kkl (A, AB)

kk*é(A, AB) ¥4 kkg(A,1MzB), kkg(A,B) AL kk‘é(A, AB).

postcomponiendo por ¢ ® 15 y 11 ® 1p respectivamente.
En base a las identificaciones de la Observacién 2.3.33 y los Teoremas 1.7.9 y 1.7.14,
los anteriores morfismos son una generalizacién bivariante del morfismo de olvido

KE(R) 228, Ko (R) 2.4.1)
y el morfismo hiperbélico
Ko(R) 2P, KB(R). (2.4.2)

A partir de las fibras homotépicas U = Py y V = P;, tanto ¢ como 1 conforman
tridangulos distinguidos que son parte de los siguientes morfismos de extensiones
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Q(1M2) u ; A QA \% 0
| | . L7 h
QA

Q(1My) —— PGM2) = 1M, PA 25 A

Maés atin, dado que U y V son {-mddulos playos y tensorizar preserva pullbacks, los fun-
tores U = U® —y V =V ® — definen endofuntores a nivel de las K-teorias bivariantes
hermitianas y se tienen morfismos de extensiones

Q(1MyA) UA AA

H I

QG MaA) —— P(1MaA) — 15 1MhA

QAA VA A

H I

OAA — 5 PAA —2 5 AA

paracada A € 2.

2.4.1 LAS RELACIONES ENTRE LOS FUNTORES U, VYA

En kk" tenemos un producto natural, bilineal y asociativo
@: Kk (A1, Az) x Kk"(B1, By) — kk"(A1 @ By, A2 ® By)

compatible con la composicién, siempre que A} ® —y A, ® — preserven extensiones
semi-escindidas. Para morfismos representados por morfismos de algebras, coincide con
el producto tensorial usual.

Veremos a continuacién que la misma construccién se adapta a kkt. Por la Observa-
cién 1.1.14, cuando G es abeliano el producto tensorial de *-dlgebras G-graduadas es a
su vez G-graduado. En tal caso, o cuando A7 y A, vengan equipadas con la graduacién
trivial, el mismo argumento nos dard un producto en kk%.

Lema 2.4.3. Para cada Ay, Az, By, B, € G — Alg; existe un producto natural, bilineal y asocia-
tivo
®: kk& (A1, Az) X kk&(B1,B2) — Kk (A7 ® By, A2 ® B,)

compatible con la composicion. Para morfismos que son imagen de un morfismo de dlgebras,
coincide con el producto tensorial compuesto por j&.

Demostracion. Consideramos los endofuntores A; ® —y —® A; de G — Alg; dados por
tensorizar contra Aj y A;. Observemos que estos preservan secciones {-lineales, asi que
por la Observacion 1.5.5 preservan cualquier elecciéon de extensiones semi-escindidas.
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En particular, se tienen inducidos endofuntores de kk{ que notaremos de igual forma.
Para cada par de morfismos f: A; — A;, g: By — B, G-x-dlgebras, es

(A2®9)o(f®By) = (f®B)o (A1 ®g).

Con el mismo argumento que en la Observacion 1.7.17, aplicando sucesivas veces el
funtor ) de ser necesario la anterior igualdad nos dice mas generalmente que un
morfismo «: A7 — Az en kk]LGL induce una transformacién natural x ® 1: A} ® — =
Ay ® —. Para cada B € kkE(Bsz) definimos entonces el producto de o y 3 como
a® P = (a®B;)o(A; ® ). Por lo dicho, la anterior composiciéon también coincide
con (A7 ® B) o (x ® By). Por construccién se tiene que j}(‘;(f) ® j}é(g) = j}é(f@) g). Una
verificacién directa muestra que esta definicion es bilineal, asociativa y compatible con
la composicién. ¢

Lema 2.4.4. Sean Ay, A, € Gg — Algy. Si la graduacién en Ay y A; es trivial o G es abeliano,
para cada By, B, € Gy — Algy existe un producto natural, bilineal y asociativo

®: Kkl (A1, Az) X Kk (B1, B2) — Kk (A1 © By, A @ By)

compatible con la composicion. Para morfismos que son imagen de un morfismo de dlgebras,
coincide con el producto tensorial compuesto por j%. ¢

Demostracién. Al ser G abeliano o A7 y A; trivialmente graduadas, tensorizar contra
estas algebras define endofuntores de kk%‘. Por lo tanto, el mismo argumento que en el
Lema 2.4.3 funciona en el presente caso. ¢

En [CV21] se describen distintos kkM-isomorfismos naturales que relacionan los
funtores U, V, A, Q) y X entre si. En particular equipando a estas algebras con la accién o
graduacion trivial, tenemos inducidos isomorfismos entre ellas en kkf y kk]é. En particu-
lar, estos isomorfismos definen distintos isomorfismos naturales entre los endofuntores
dados por tensorizar por cada una de las dlgebras consideradas; pasamos a enunciarlos.
Por lo observado, sus demostraciones se reducen a isomorfismos entre algebras como
objetos de kk™, los cuales se pueden consultar en [CV21, Section 10, Section 11].

Proposicion 2.4.5 (cf. [CV21, Lemma 10.2, Lemma 10.8]). Sea A una G-x-dlgebra y B una
x-dlgebra G-graduada. Hay isomorfismos naturales

IR(UAA) ~ R (AA), JE(VAA) ~ iR (QAA), JE(ZVUA) ~ it (A), jE(VUA) ~ ik (QA)

y

jE(UAB) ~jE(AB), jE(VAB) ~j%(QAB), jX(ZVUB) ~jX(B), ji(VUB) ~j2(QB).
¢

El siguiente teorema y su corolario dan una versién bivariante del teorema funda-
mental de Karoubi para la K-teoria hermitiana, que relaciona las fibras homotépicas de
los mapas hiperbélico y de olvido.
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Teorema 2.4.6 (cf. [CV21, Theorem 11.3]). Existen isomorfismos

0A = 0@ Ta:i%(A) = j&(L1MaUP2A)

05 = 0@ 15: jE(B) = jE(L1MU™B)
para toda A € G —Alg; y B € Gg — Alg;. ¢

Corolario 2.4.7 (cf. [CV21, Corollary 11.4]). Sea e € { un elemento unitario. Para cada
A € G—Alg; y B € Gy — Algy tenemos isomorfismos

JE(ZeMaVA) = g (LeMaUA),  jR(ZeM2VB) = jE(_MoUB).

¢
2.4.2 LA SUCESION EXACTA DE DOCE TERMINOS
Si R es un *-anillo unital, su grupo de Witt es el conticleo
. hyp o n
W(R) := coker <K0(R) — Kj (R)> (2.4.8)
y su cogrupo de Witt
W/(R) := ker (K{;(R) forg, KO(R)> . (2.4.9)

En [Kar80, Théoreme 4.3] Karoubi exhibe, en un contexto mds general, una sucesion
exacta de doce términos que relaciona los (co)grupos de Witt con la cohomologia de
Z./2Z con coeficientes en Ky(R), donde la accién en este dltimo es la inducida por
la estructura de *-anillo. Se construye en [CV21, Theorem 12.2] una generalizacién
bivariante de esta sucesién en kk*. Veremos que el mismo argumento define sucesiones
exactas en kk{ y kk%, para lo cual precisamos dar primero algunas definiciones y
resultados auxiliares.

Definicién 2.4.10. Si € € { es un elemento unitario, definimos
ek (= =) = Kk (— Ma @ =), ki (—,—) = Kk (—, M @ —).
Observemos que a partir del isomorfismo (2.3.35) tenemos un isomorfismo

~ (2.3.35) g!
Ue: cMHAB 5 AcMyB —— AMHB — AB

en kk}Gl y kk%. En particular, esto induce isomorfismos
(We)s: ckkE (A, AB) = KkE(A, AB),  (ue)s: ckk2(A, AB) = kkf (A, AB)

paracada A,B € 2.
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Observacion 2.4.11. Sea A € 2. Observemos que el siguiente diagrama conmuta,

d(
A AMAOE A M,

ad(1,hg
A —2 AM, *> /\ 1Mz

En efecto, tenemos que
ad(1,hout(x,y) =ad(1,he) (€22 ® (y,x) = €2 @ (y,0) + e11 @ (0,x)
lo cual coincide con

tad(1,h;")u(xy) = tad(1,h ) (en ® (x,y)) = tlen ® (x,0) +e2 @ (0,y))
=en ®(0,x) +e22® (y,0).

Como a nivel de las K-teorias bivariantes 11 y 1, son iguales, esto nos permite decir que
en estas categorias es taule = Uet | M,A-

Definicién 2.4.12. Para cada A, B € 2 definimos los grupos de Witt bivariantes

We(A, B) = coker(ckka™(A, AB) 225 _kka™(A, B)),

W (A, B) = coker(ckks™(A, AB) 225 kk"(A, B))

donde ¢y es el morfismo i (11) 5% (pp) y j%(h )*]j}é(d)g) en cada caso, notando i;: B —
1M, B al mapa que se corresponde con L. bajo el isomorfismo (1.4.16). Se definen también
los cogrupos de Witt bivariantes,

WL(A, B) := ker(ckkg™(A, B) 225 (kkg™(A, AB)),
eWA(A, B) := ker(ckkg"(A, B) 225 kkg"(A, AB)).

Probaremos ahora una serie de resultados que relacionan los morfismos que inter-
acttian en las definiciones de (co)grupos de Witt.

Lema 2.4.13. Si para cada B € 2 definimos
diag: b€ B— 11 @b+ ®b € M;B,
notando A: B — B @ B al mapa diagonal el siquiente diagrama es conmutativo

AB — % M,B M2B ALAB

Al l(2.3.35)

ABOAB —— ABOAB ———— M;;B
id dt diag
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Demostracién. Procedemos por un cdlculo directo. Por un lado, es

diag(id &t)A(x,y) = diag(id &t)((x,y), (x,y))
= diag((x,y), (y,x))
=en ® (x,yY) +e2 @ (y,x)
para cada (x,y) € AB, y por otro

((Mme)de(x,y) = ((Mme)(en @x+en®@Y) = e @ (x,x) + €22 X (Y,y).

Ahora, observemos que el isomorfismo (2.3.35) dado por ad(1, h;) envia ¢ ® (x,y) a
&5; @ (x,0) + €353y ® (0,y), asi que efectivamente
ad(1,hy)(1Momp)ds(x,y) = ad(1, hy)(e11 @ (x,x) + €22 @ (y,y))
=en @ (x,0)+e.2®(0,x) +22® (y,0) + 1,1 ® (0,y)
=en ®@(xy)+ &2 (y,x)
= diag(id ®t)A(x,y)

Corolario 2.4.14. Paracada A € G —Alg; y B € Gg — Algy se tiene que

Wik ((Mmada) = idaa +ig(ta)

Wi (1Mampds) = idas +g (ts)-

Demostracion. Lo probamos para kkt, ya que el otro caso es idéntico, y omitimos escribir
j& para alivianar la notacién. Por el Lema 2.4.13, sabemos que

w (1Mana)da = 1! ad(1, hy)(1Mana)da = (' diag(id Bt)A

Notemos que ji se factoriza a través de Mg ® —, que preserva productos, y jthf Algi]

que es aditivo por el mismo argumento que en [CV21, Section 7]. Con estas hipdtesis
y usando que ambas inclusiones 17, 1,: AA — MAA inducen la misma flecha en Kkl
vemos que la composicién L?l diag coincide con el mapa codiagonal

ViAASAA = AA

y asi w (1 MZT]A)q)A = V(ld @t)A.
Resta notar que en una categorfa aditiva - como lo es kk!} - la suma de dos morfismos
f,g: C — D siempre se factoriza como

chbcecpep LD

con Ay V los mapas (co)diagonales y f & g el morfismo inducido por la propiedad
universal del coproducto. La demostracién de este hecho es un célculo directo y se puede
consultar, por ejemplo, en [ML98, VIII, 2, Proposition 3]. ¢
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Corolario 2.4.15. Sean A € G — Alg; y B € Gg — Alg;. Omitiendo a i} y j% de la notacion,
tenemos las siguientes igualdades

NAda =idaa +ta, medp =idap +ts
en kkg y KkE.

Demostracién. El presente corolario se reduce a probar que ¢ = ni;' ¢ coincide con
w1 (1Mm)¢ = 1+t en kk™. En vista del siguiente diagrama conmutativo

d(1,h 7!
A o) M, 1M2n 1M2/\a( ])Mz/\ Y A

ol E

) — A
basta ver que t; = ad(1, hy)i;. Por definicién de i; tenemos este diagrama conmutativo

4. d(T,
oA S M AT A

‘R

A A A

asi que basta ver que componiendo el isomorfismo ad(u,, uy) inducido por (1.4.16) con
ad(1,hy) obtenemos ad(1,hf1) = ad(1,hy). Dado que todos estos son isomorfismos,
alcanza ver que

id = ad(1, hy) ad(up, wp) ad(1, hy) = ad(wy, hiuphy)
en kk", para lo cual podemos aplicar la Proposicién 1.4.11. ¢

Definicién 2.4.16. Si B € 2, la postcomposicién por el *-morfismo involutivot =t ® 1g
inducido por (2.3.32) define una accién de Z/2Z en kkit (A, AB) y kk}é (A, AB). Por lo
tanto, en el caso equivariante se tienen definidos grupos

_ {x € KKE(A,AB) :x = t.x}  ker(id, —t,)

k A, B) = - . s
G( ) {X =y+ t*y} 1m(1d* +t*)
{x € KkR(A,AB) : x = —t,x}  ker(id, +t,)
; B) = G =
kg(A,B) x=y—t.y} im(id, —t,)

que corresponden a la cohomologia H*(Z/2Z, kk} (A, AB)) en grado par e impar res-
pectivamente. De igual modo definimos

{x e kk}é(A, AB) 1 x = tux}
a x=y+ty}

KL(ALB {x e kk}é(A, AB) i x = —t,x}

ka(A, B :
o 6 x=y—ty}

en el caso graduado.
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Habiendo dado las definiciones necesarias, estamos en condiciones de construir la
sucesion exacta de doce términos que relaciona los (co)grupos de Witt bivariantes con la
cohomologia de Z /2Z con coeficientes en en kkgL (A,AB)y kk% (A, AB).

Convencién 2.4.17. En virtud de alivianar la notacién y dado que en ambos casos el
argumento se sigue del argumento para kk*, omitimos los subindices que distinguen a
la K-teoria bivariante hermitiana equivariante de su contraparte graduada.

Teorema 2.4.18 (cf. [CV21, Theorem 12.2]). Dadas x-dlgebras A y B en 2l tenemos una
sucesion exacta

K(A,QB) - _;W(A,Q%B) -5 W/(A,B) -4 K/(A,QB) - _;\W/(A,QB) - _;W(A, QB)

TT lT
W(A,QB) <~ W/(A,QB) - K/(A,QB) < 1W/(A,B) ¢~ W(A,QB) «—— k(A,QB)
)

en la K-teoria bivariante correspondiente.

Demostracién. Probamos el caso equivariante, la versién graduada es anédloga. En la
demostracion de [CV21, Theorem 12.2] se considera el diagrama

\%
2 Ile

02 My — 5 0 MyU —"5 0 MuA —%5 0 M,

QA 0 9 ¢ 1 A

(2.4.19)

cuya fila superior es el tridngulo distinguido que define a V'y la fila inferior proviene del
tridngulo que define a UQ_1M; componiendo al morfismo ¢: AQ_1M; — 1MxQ_1M,;
con la inversa del morfismo i;: Q_1M; — 1M2Q_1M,; que se corresponde con L, bajo
el isomorfismo (1.4.16). A continuacién se prueba que

(u_7)p60 = id —t.

Viendo esta igualdad en kk{ a través de (—)7, tensorizando contra B y aplicando
kkg (A, —) se obtiene la identificacion

KKE (A, QAB) P20 kKR (A, QAB)

h le(ufl )«

Kkl (A, QAB)

Como se indica en [CV21, Theorem 12.2], una vez que tenemos la anterior descripciéon
de (p00), el teorema se reduce al argumento de [Kar80, Théoreme 4.3]. Veamoslo.
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Al ser kk una categoria triangulada, el diagrama (2.4.19) implica la existencia de un
diagrama de filas exactas

Kk (A, QB) (onk, Kk (A, OAB) — 2 kKR (A, VB) — % kkR(A,B) — X Kk (A, AB)

(Qe) lee*
Kkl (A, Q?B) =% kKR (A, Q2B) BLIIN _1kkR (A, QUB) 2 kKR (A, QAB) —2 kKR (A, QB)

dondep =u_jpy ¢ = $uj. De esta forma es (p69d). = 1 —t,. Usaremos también
que n.d, = 1+t,, por el Corolario 2.4.14. Damos a continuacioén la definicién de los
morfismos de la sucesion,

= Definicion de j: consideremos x € kk}GL (A, QAB) tal que x = t,x. Como
(p00)s = (u_1pB0)(x) = (1 —t,)(x) =0,

por exactitud de la fila inferior existe y € _4 kkEL (A, Q?B) tal que 8.(y) = (09).(x).
Definimos j: kg(A, QB) — W (A, Q?B) enviando la clase de x a la clase de y.
Para que esto esté bien definido resta verificar que la eleccién de [y] no depende
de la clase de x, o lo que es lo mismo, que si x = x’ + t.x” entonces podemos
tomar y € im(Qe). = ker .. Esto equivale a ver que (00).(x’ + t.x") = 0, es decir,
que 0, (x" +tyx’) = 0. En definitiva, lo que debemos probar se reduce a ver que
im(id +t.) C ker 9, = imms, y esto se deduce de que id +t, = n¢.

» Definicién de 3: como 5., = 0,la composicién (g0~'5). define un morfismo B con
dominio coker ¢, = W (A, Q?B) que se restringe a im g, = kern, = W((A, B).

» Definicion de d: si x € W((A,B) = kern, =img,, existe z € kkE(A,VB) tal que
g«(z) = x. Definimos d(x) como la clase de (p8).(z). Para que esto tenga sentido,
debemos ver que (1 —t,)(p0).(z) = 0. Esto se deduce de que (1 —t.)p, =0, ya
que usando la Observacién 2.4.11 es

(id +t)p = (id +t)u_1p = u_4(id +t_,m,0na8)p = ndp

y $.p+ = 0. La definicion es independiente de la eleccion de z pues dado otro z’
con g.(z) =xesz—z' € ker g, = im0, y por lo tanto

(0p)s(z—2') € im(p0?), = im(id —t,),
de forma que [z] = [z'] en k{;(A, QB).

» Definicion de j': si [x] € k;(A, QOB), entonces x € ker(id +t.) = ker(nd), y por
tanto definimos j’([x]) := ¢,(x) € _1W(A, QB). La buena definicion se sigue de
que six = (1 —t,)(y) entonces ¢, (1 —t.)(y) = ($pp0).(y) = 0, por exactitud.



2.4. EL TEOREMA FUNDAMENTAL DE KAROUBI 67

» Definicién de c: es la composicién de la inclusiéon WG (A, QB) — _1kk{(A, B)
con la proyeccién al cociente _; kk'é (A,B) = _1W;(A, QB).

» Definicion de r: como (id —t.)(n$). = (id —t.)(id +t.) = 0, el mapa 1. induce un
morfismo r entre coker ¢, = W (A, QB) y kg(A, QB) = ker(id —t.)/ im(id +t.).

Para terminar, indicamos como adaptar la exactitud del caso clasico:

» Exactitud en kg(A, B): como la imagen de j estd contenida en la proyecciéon de 0., y
r viene inducido por (Qn)s, de que 9,(0On), = 0 se obtiene jr = 0. Reciprocamente
si0 = r(x) = [y], donde (00).(x) = d«(y), debe ser y € im(Qe@), = kerd, y
entonces (00).(x) = 04(y) = 0. Como 6 es un isomorfismo, en definitiva x €
ker 0, = imm),, asi que [x] estd en la imagen de .

» Exactitud en _1Wg(A, Q?B):si [x] € kg(A,B), esj([x]) = [y] con 8.(y) = (00).(x)
y entonces B([y]) = (g0718).(y) = (gd)«(y) = 0.

Reciprocamente, si (g07'8).(y) = 0 entonces (07'8).(y) € ker g, = imd,, de
forma que (0778)4(y) = 04(2) para cierto z € kkE(A, QAB). Como (1 —1t).(z) =
(p00)«(z) = (pPd)«(y) = 0, estd bien definida la clase de z en kg (A, B) y j([z]) = [yl
ya que por definicién z satisface 8. (y) = 00.(z).

» Exactitud en W((A, B): por definicién de B y d es dB([x]) = p.d.(x) = 0 para todo
x. Por otro lado, si d(y) = 0, entonces existe z € kk}é(A VB) tal que g«(z) = xy
«(

(p6)«(z) = (1 —t.)(z'). De aqui se sigue que g.(z— 9 z’l)) =xy
P«(0:(z2—04(2"))) = (p8)s(2) — (pI)«(2") = (1 —t)(2") — (1 —t.)(z) = 0.
Por exactitud, existe entonces z” tal que 8.(z") = 0.(z— 0.(z')) y por lo tanto
B(1z"]) = (907'8)u(2") = gu(z—0.(2") = gu(2) = v,
como queriamos ver.

» Exactitud en k;(A, QB): Como $.px =0,six € kk}é(A,VB) y d(x) = [(p0)«(y)]
con g.(y) =x entonces i’d([x]) = ¢, (pH).(y) = 0. Para ver la reciproca, observe-
mos que si j’([x]) = ¢(x) = 0 entonces por exactitud es x = p.(y) para cierto y.

Usando la definicién de d se verifica que que d((g6 ). (y)) = x.

» Exactitud en _yW((A, QOB):la imagen de j’ estd contenida en la imagen de &, asi
que al c estar definida por la inclusién a _1kk"™(A, B) compuesta con la proyeccién
a coker ¢ debe ser ¢j’ = 0. Reciprocamente, si c([x]) = 0 entonces x pertenece a
kern, y n«(x) € im ¢,. Tomando y tal que ¢, (y) = x es,

(T+t)(y) =n:d.(y) =nu(x) =0

asi que [yl € K'(A, QB) yj'(lyl) = d.(y) = x.
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» Exactitud en _1Wg(A, QB): que r.c, = 0 se sigue de que c tiene como dominio al

nucleo de sy, y r viene inducido por este morfismo. Ahora, si r.( [x]) =0esny(x) =
(1+t)(y) = N«d,(y) para cierto y, de manera que x — ¢, (y) € 1WE(A,QB)y
su imagen via c es precisamente [x — ¢, (y)] = [x].

¢

Observacion 2.4.20. Como los grupos kg(A,B), k¢ (A, B) y kg (A, B),k’é(A, B) son de 2-

torsién, tensorizando las sucesiones exactas del Teorema 2.4.18 por Z[%] obtenemos
isomorfismos

LWG(A, Q'B) ® ZI[3] ~ WG (A, B) @ Z[}
IWe(A, Q*B) @ Z[3] ~ WL !



Capitulo 3

Algebras de Leavitt y K-teoria
graduada

En este capitulo definiremos el dlgebra de Leavitt asociada a un grafo E y comenzare-
mos a estudiar su estructura como objeto de kk%. En esta direccién, adaptamos algunos
resultados iniciales de la clasificaciéon de dlgebras de Leavitt salvo homotopia de [CM21]
al caso graduado.

3.1. Generalidades sobre grafos

Por un grafo entenderemos un multigrafo dirigido. Concretamente, un grafo E =
(EO,E',s, 1) para nosotros consistird de dos funciones

S,T: E' — E°

donde E° son los vértices del grafo y el conjunto E' sus aristas. Graficamente, represen-
tamos cada arista e € E! como una flecha; decimos que e comienza en s(e) y termina en
r(e). Es por esto que llamamos a s y r las funciones de salida y llegada respectivamente.

Diremos que E es finito cuando tanto E° como E' sean conjuntos finitos. En ese caso,
el grafo estd univocamente determinado por su matriz de incidencia

Ag € MEO (N0)/ (AE)v,w = |S_] (V) N T_] (W)|
que en el lugar (v, w) indica la cantidad de aristas que comienzan en v y terminan en w.

Ejemplo 3.1.1. La rosa de n-pétalos es el grafo R, que tiene un tinico vértice y n lazos.
Por ejemplo, si n = 2 el dibujo correspondiente a R; es

)

O

69
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La matriz de incidencia de R,, es Az, = (n).

Ejemplo 3.1.2. Para cadan > 1, el grafo A,, de n lineas orientadas es

e ey €n—1
o, — e, e, -0, —— e,
con matriz de incidencia (A 4, )ij = 0j,i41-

Ejemplos 3.1.3. Para cada n > 2, el n-ciclo orientado C,, es el grafo que contiene n-
vértices vi,..., vy y naristas ey, ..., e, tales que s(e;) =iy r(e;) =i+ 1 (méd n). Por
ejemplo, si n = 6 la representacion grafica de C¢ es la siguiente

o,
V &«

o, .,
o, o,
rex A
.,

Su matriz de incidencia satisface (Ac, )ij = 8111511 <,y (Ac, )Jnj = 6j1.
Definicién 3.1.4. El grafo doble ©(E) de un grafo E es el grafo definido por los conjuntos
D(E)° =€, D([E) =E"x{0,1)

y las funciones s(—,0) = s, s(—,1) =1, 1(—,0) =1, 1(—,1) = s. Escribimos e = (e,0) y
e = (e, 1). Con esta notacion es

Informalmente, el grafo doble agrega una arista en la direccién opuesta por cada arista
del grafo original. Los aristas de E' x {1} se dicen fantasmas, y los de E! x {0} reales.

Definicién 3.1.5. Sea E un grafo y v € E°. Decimos que v es:
» una fuente sit—'(v) = Q,
» unpozosis~'(v) =Q,
» un emisor infinito si |s~' (v)| = oco.

Notamos sour(E), sink(E) e inf(E) a los conjuntos de fuentes, pozos y emisores infinitos.
Un vértice se dice singular si es un pozo o un emisor infinito y regular en caso contrario;
escribimos sing(E) y reg(E) para referirnos a los conjuntos de vértices singulares y
regulares respectivamente.
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Definicién 3.1.6. Un camino en un grafo E es una sucesién finita de aristas x = e - - - e
tales que r(e;) = s(eiy1) para todo i. La longitud de « es |«| := n y, por convencién,
un vértice es un camino de longitud 0. Un camino « = ej--- e, se dice cerrado si
r(en) = s(e1), y un ciclo si es cerrado y ademads s(e;j) # s(e;) para todo i # j.

Notamos E™ al conjunto de todos los caminos de longitud n € INg y P(E) = ;>0 E™
Escribimos también

Py ={xe€P(E):r(x) =v}, P"={axeP(E):s(x)=v}

para cada vértice v € E°. Las funciones de salida y llegada se extienden a E™ definiendo
s(ej---en) =ejyr(e;---ey) = eq para cada camino o« = e - - - en, y hacen de E™ un
grafo. Un célculo directo muestra que su matriz de incidencia es Agn = AF.

Definicién 3.1.7. Sea E un grafo.Six =ej---eq,y p = fy - - - i son dos caminos con
() = s(B), su concatenacion es xf3 := ey - - - enfy - - - fry. El dlgebra de caminos (E de E
es el {-mddulo libre con base P(E) con la multiplicacién definida por la extensién lineal
del producto

{oqs sit(a) = s(B)
x- = )
0 en caso contrario
Observacion 3.1.8. Cuando E es finito {E es unital y 1 = } | _to v. En este caso podemos
describir a {E como el dlgebra libre en las variables {e, v : v € E%, ec EV} sujeta a las
relaciones

YW = 8y Y, Zv: 1, e=s(e)e=-er(e) (P)

vEES

paracadav,w € E0ye € E.

Ejemplo 3.1.9. Sin > 1, el dlgebra de caminos {R,, de la rosa de n pétalos es isomorfa al
algebra libre £{xy, ..., xn} en n generadores. Por otro lado, el dlgebra de caminos {A;, es
isomorfa a la subélgebra de matrices triangulares inferiores de M{.

Definicién 3.1.10. Una funcién de peso de un grafo E es una funcién w: E! — G.

Observacién 3.1.11. Si E es un grafo, entonces el dlgebra de caminos {®(E) de su grafo do-
ble es una *-dlgebra. La involucién estd definida enviando cada vértice v € E° a si mismo
y e a e* para cada arista real e € E'. Si w: E! — G es una funcién de peso, podemos ex-
tenderla a P(E) definiendo w(v) =1 paracadav € E° yw(er---en) =wler) - wlen).
Esto permite definir una G-graduacién en {E considerando los subespacios

((E)g :=spany{a € P(E) : w(x) = g}

En particular, si G = Z y w(e) = 1 para todo e € E', la graduacién sobre (E es la
inducida por la longitud de caminos. Concretamente, es ({E)y = (E¥sik >0 y {E)x =0
sik < 0.
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También podemos extender w a PO (E), aplicando lo anterior al peso w: ®(E) — G
que envia e* a w(e)~". Esto da una G-graduacién en ¢®(E) compatible con la involucién
definida anteriormente. Cuando G = Z y el peso viene dado por la longitud de caminos,
es la graduacion definida extendiendo las asignaciones [v| =0, |e| =1y |e*| = —1 para
cadav e E%, e € E'.

3.2. Algebras de Cohn y Leavitt

En esta seccién damos las definiciones de las dlgebras de Cohn y Leavitt asociadas
a un grafo E. Recordamos también la relacién entre el grupo de Bowen-Franks de un
grafo y la K-teoria del dlgebra de Leavitt asociada. Una exposicion detallada de la teoria
de 4lgebras de Leavitt se puede encontrar en [AASM17].

Definicién 3.2.1. El digebra de Cohn C(E) de un grafo E es el cociente del dlgebra de
caminos de ®(E) por las relaciones

e* - f=20¢¢-7(e) (CK1)
paracadae,f € E'.

Observacion 3.2.2. La relacién (CK1) es homogénea con respecto a la graduacién inducida
en D(E) por una funcién de peso w: E! — G. En consecuencia cada funcién de peso
w: E' — G determina una estructura de G-*-algebra en C(E).

Definicién 3.2.3. Para cada v € E®\ inf(E), se definen los elementos

S D ecs (v €€" if v € reg(E)
v 0 if v € sour(E)

que satisfacen

my,=m, mi=m, mw=>3d,,m, me= Oy,s(e)€ (3.2.4)
para cadaw € E e € E'. Definimos a C™(E) como la *-dlgebra que se obtiene adjuntan-
do a C(E) elementos m, para cada v € inf(E), sujetos a las relaciones (3.2.4). Se tiene un
morfismo de x-dlgebras canénico can: C(E) — C™(E), que por [CM21, Lemma 4.8] es
un monomorfismo. Escribiremos

Qv =V —m,.
para cada vértice v € E°.

Observacién 3.2.5. Sea E un grafo y w: E!' — G una funcién de peso. Consideremos
a C(E) con la G-graduacién inducida. Para cada v € E%\ inf(E), el elemento m, es
homogéneo de grado 1y las relaciones (3.2.4) son homogéneas. Definiendo |m,| = 1 para
todo v € inf(E) obtenemos una graduacién en C™(E) que hace de can un *-morfismo
homogéneo.
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Definicién 3.2.6. Dado un grafo E, se definen los x-ideales

K(E) = (qy: v € E®) c C™(E)

K(E) =(qy:v ereg(E)) C C(E) NK(E).

Definicién 3.2.7. El dlgebra de Leavitt de E es el algebra L(E) que resulta de dividir a
C(E) por KC(E), es decir, es el cociente de C(E) por las relaciones

v = Z ee” (CK2)

para cada v € reg(E).

Observacion 3.2.8. Concretamente, el dlgebra de Leavitt de un grafo E es el cociente de la
(-dlgebra libre en los simbolos {v: v € E%YU{e,e*:e € E'} sujeta a las relaciones

(V) vw = 9§, wvparacadav,w € E°,
(E1) e =s(eJe =er(e) paracadae € E,
(E2) e* =r(e)e* = e*s(e) paracadae € E,y
(CK1) e* - f=0¢¢-1(e) paracadae,f € ET,
(CK2) v=73} .cc1(y) €€” paracadav € reg(E).

El algebra L(E) es unital si y s6lo si E es finito, en cuyo caso 1 = Y o v. Es por este
motivo que llamaremos unital a un grafo con finitos vértices.

Ejemplos 3.2.9. Si R, es la rosa de n-pétalos del Ejemplo 3.1.1, su dlgebra de caminos
Leavitt es el dlgebra de Leavitt L, del Ejemplo 1.1.11. Por otro lado, el dlgebra de Leavitt
del grafo de n-lineas orientadas del Ejemplo 3.1.2 es L(An) >~ My ({). En el caso de un
n-ciclo como en el Ejemplo 3.1.3 tenemos que L(Cy) >~ My ({[t, ).

Observacién 3.2.10. Sea E un grafoy w: E! — G una funcién de peso. Para cada vértice v,
el elemento q, € C(E) es homogéneo de grado 1¢ para la graduacién inducida por w.
En consecuencia, toda funcién de peso determina una G-graduacién en L(E) que hace
de esta una *-dlgebra G-graduada.

Ejemplo 3.2.11. Si E es un grafoy w = 1 € Z, la graduacién inducida en L(E) esta
determinada por las asignaciones [v| =0y |e[ =1,|e*| = —1 paracadav € E% e c E.

Terminamos la seccién describiendo la relacién entre un grafo E y la K-teoria de su
algebra de Leavitt asociada.

Definicién 3.2.12. El grupo de Bowen-Franks de un grafo E sin emisores infinitos es

BF(E) := coker(I — A}).
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El grupo de Bowen-Franks es un invariante relacionado con la dindmica simbdlica. La
conexion entre este drea y las dlgebras de Leavitt viene dada a partir de la representacion
grafica de ciertos sistemas dindmicos que se denominan subshifts de tipo finito. La
relacién entre grafos y subshifts de tipo finito se puede consultar en [LM95, 2.2].

En esta direccion, el grupo de Bowen-Franks de un grafo E se corresponde con
Ko(L(E)), al menos cuando E no tiene vértices singulares.

Definicién 3.2.13. La matriz de incidencia reducida de un grafo E es la matriz A¢ €

E)xE° I . . L .
]N(r)eg( ) que resulta de eliminar las filas de A correspondientes a vértices singulares.

Teorema 3.2.14. Si E un grafo sin emisores infinitos y £ un cuerpo, entonces
Ko(L(E)) ~ coker(I— Ay : ZrsE) _ 7z(E),
Demostracion. Ver [AASM17, Theorem 6.1.9]. ¢

Corolario 3.2.15. Si E es un grafo finito sin pozos y £ un cuerpo, entonces Ko(L(E)) ~ BF(E).
¢

Podemos generalizar este resultado a una familia mas amplia de anillos, que incluye
por ejemplo a los dominios de ideales principales.

Proposicion 3.2.16. Sea E un grafo finito sin pozos. Si { es noetheriano y todo {-médulo proyec-
tivo tiene dimension proyectiva finita, entonces Ko(L(E)) ~ Ko({) @ BF(E). En particular, si {
es un dominio de ideales principales entonces Ko(L(E)) >~ BF(E).

Demostracién. Ver [CM21, Example 5.5]. ¢
Ejemplo 3.2.17. Sin > 2y L,, := L(R,), entonces BF (L) =Z/(n—1)Z.

Observacién 3.2.18. En el caso de la K-teorfa hermitiana, en [Cor21, Corollary 4.5] se
observa que si E tiene numerables vértices y aristas, y £ es un cuerpo de caracteristica
distinta de 2, entonces K (L(E)) ~ K} (¢) @ BF(E).

Utilizando resultados profundos de la teoria de dindmica simbdlica se tiene el si-
guiente resultado parcial de clasificacién, que se conoce como el teorema algebraico
restringido de Kirchberg-Phillips.

Teorema 3.2.19. Sean E y F grafos tales que L(E) y L(F) son dlgebras simples puramente
infinitas. Supongamos ademds que hay un isomorfismo Ko(L(E)) — Ko(L(F)) que envia [1y )]
a [l p). Sidet(I—A}) = det(I— Ap), las dlgebras L(E) y L(F) son isomotfas.

Demostracion. Ver [AASM17, Theorem 6.3.40] ¢

Es un problema abierto decidir si la hip6tesis sobre el determinante en el Teorema
3.2.19 puede eliminarse.
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3.3. Conjuntos graduados y dlgebras matriciales

Sea Ms, @ - - - @ Ms, una x-algebra matricial. Siempre y cuando estemos conside-
rando la K-teoria hermitiana bivariante Mx-estable con [X| > [S;| para cada i, en kk" es
Ms, ~ €y como j" es aditivo m4s atin se tiene que

Ms, @+ @ Mg, ~ "

Observemos ademés que un kk™-isomorfismo €™ ~ {™ induce a su vez un isomorfismo
en kk y por lo tanto es

KHo ()™ & KHo (") ~ kk(£, &%) ~ kk(L, (™) ~ KHo (™) ~ KHo(0)™.

Suponiendo que KHy(¢) tiene rango finito y positivo, esto nos dice que el tipo de iso-
morfismo de un algebra matricial en kk"* estd determinado por la cantidad de factores
involucrados.

Definimos en la seccién anterior al dlgebra de Leavitt de un grafo E como el cociente
del dlgebra de Cohn C(E) por cierto *-ideal C(E). Veremos mds adelante que este tltimo
es isomorfo a un dlgebra matricial, y es por ese motivo que la caracterizacion de dlgebras
matriciales en kk es de utilidad para estudiar a las dlgebras de Leavitt en esta categoria.

El objetivo de esta seccién es caracterizar el tipo de isomorfismo en kk%L de élgebras
matriciales Mg, @ - - - & Mg, equipadas con una graduacién inducida por graduaciones
en cada conjunto Si,...,Sy. Esto nos permitird estudiar a K(E) como *-algebra G-
graduada.

Definicién 3.3.1. Un conjunto G-graduado (X, d) es un conjunto X junto con una funcién
d: X = G. Un morfismo f: (X,d) — (Y, d’) entre conjuntos G-graduados es una funcién
f: X — Y tal que d’f = d. En otras palabras, la categoria de conjuntos G-graduados es la
categoria slice Set/ G sobre G visto como conjunto.

Ejemplo 3.3.2. Si E es un grafoy w: E! — G una funcién de peso, la extensién de w a
P(E) hace de este tltimo un conjunto G-graduado; lo mismo ocurre con los conjuntos
PVy P, paracadav € E°.

Recordemos que si (X, d) es un conjunto G-graduado y A una G-x*-algebra, se tiene
una graduaciéon en Mx(A) dada por

Mx(A)g = spani{exy ® a: d(x)lald(y)™" = g}, (3.33)

que es compatible con la involuciéon canénica. Cuando G es abeliano, coincide con la
graduacién canénica en Mx ® A inducida por (Mx)g = spang{exy : d(x)d(y)~" = g}.

Sif: (X,d) — (Y,d’) es un morfismo entre conjuntos G-graduados que es inyectivo
como funcién, induce un morfismo de *-algebras G- graduadas

M @14 Mx(A) = My(A),  exy @ a = ggx) fy) @ Q.
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Observacion 3.3.4. Si (X,d) y (Y,d’) son conjuntos G-graduadosy p: G x G — Gesla
multiplicacién de G, la funcién

dRd: XxY &Y exeh G,

define una graduacién en X x Y.

Lema 3.3.5. Sean (X, d) e (Y, d') conjuntos G-graduados y A € Gg — Algy. El isomorfismo de
*-dlgebras
Exy & Ezw ®Xae MX(MY(A)) = €(x,2),(yw) ®ac MXXY(A)

es homogéneo con respecto a las graduaciones inducidas por d,d" y dX d’.

Demostracion. En efecto, resta notar que para un elemento homogéneo de la forma
Exy @ €z,w @ ag su imagen es homogénea de grado

l€(z),(yw) @ agl = d(x)d’(z)g(d(y)d’ (W) = d(x)d(z)gd’(w) 'd(y) "
= d(x)|£z,w b2 ag|d(y)7] = |£x,y R ezw & ag|-

¢

Corolario 3.3.6. Sea (X, d) es un conjunto G-graduado y A una x-dlgebra G-graduada. Si
notamos |X| a X equipado con la graduacion trivial 1, el morfismo

€5t @ Exy ®a € MgMx(A) = exy @ Egapx)stdly) @ @ € MixMg(A) (3.3.7)
es un isomorfismo.
Demostracién. Bajo las identificaciones
Mg (Mx(A)) ~ Mgxx(A), MxMg(A) =~ Mixxg(A)
del Lema 3.3.5, la funcién (3.3.7) es un *-isomorfismo inducido por la biyecciéon
(g,x) € G x X (x,gd(x)) € X X G.

Como (idg Xd)(g,x) = gd(x) = (1Xidg)(x, gd(x)), resulta ademas un morfismo de
conjuntos G-graduados, y en consecuencia (3.3.7) es homogéneo. ¢

Proposici6én 3.3.8. Sea (X,d) un conjunto G-graduado, A una x-dlgebra G-graduada y
F: Ggr — Alg; — C es un funtor G-estable y Mx-estable. Si x € X es es un elemento de
grado central d(x) € Z(G), el morfismo homogéneo

Jx: @ €A g x®a € Mx(A)
tiene por imagen via F a un isomorfismo. Mds atin, si d(x) = d(y) entonces F(3x) = F(3y).

Demostracién. Tenemos un diagrama conmutativo



3.3. CONJUNTOS GRADUADOS Y ALGEBRAS MATRICIALES 77

Mg (Mx(A)) T MxMg(A)

LMX(A)T TLX
Mx(A) MGA
X A
A

y como F es tanto G-estable como matricialmente estable, envia a ty1, () y W @ isomorfis-
mos. Ademas, sabemos por el Lema 1.4.5 que F(1,) = F(1,) para todo x,y € X, asi que
efectivamente F()x) depende s6lo del valor de d(x) € G. En consecuencia, la proposicion
se reduce a probar que para cada *-dlgebra G-graduada A y g € Z(G) el funtor F envia
la inclusién homogénea

Jg: A €A = ggq®a € Mg(A)
a un isomorfismo. Al g ser central, el x-isomorfismo
Lg: Es/t ® ac MG(A) — SQS,Qt ® ac MG (A)

es homogéneo. Finalmente, como )4 = Lgta y F(1a) un isomorfismo por G-estabilidad,
tenemos que F()4) es un isomorfismo. ¢

Corolario 3.3.9. Sea f: (X,d) — (Y,d’) un morfismo entre conjuntos G-graduados que es
inyectivo como funcién y A € Gg, — Algy. Entonces todo funtor G-estable y My-estable F: Ggr —
Alg;y — C envia el morfismo

Mt @ 1a: Mx(A) = My(A)
a un isomorfismo.

Demostracién. Basta considerar el siguiente diagrama conmutativo

My(A) — M My(A)

lLMX llMY

Mg (Mx(A)) ™M Mg (My(A))

(3. 7)l l(3.3.7)

M|X|MG(A) W M\Y\MG( )

y aplicar F. ¢

Lema 3.3.10. Sean Si,...,Sn conjuntos G-graduados. Si vi € S; son elementos de grado
central, el morfismo

n
f=ol, Jvit "= GB Ms;
i=1

es un kkl-isomorfismo.
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Demostracion. Basta aplicar la Proposicion 3.3.8 y usar la estructura de categoria aditiva
de kK. ¢

Observacién 3.3.11. Observemos que, como antes, un isomorfismo (™ ~ {™ en kkE1 induce
uno en kk. Por lo tanto, bajo la hipétesis anterior - esto es, que KHo({) tenga rango finito
y positivo - un 4lgebra matricial en kk{t estd determinada salvo isomorfismo por su
cantidad de factores.

Terminamos la seccién incluyendo un lema técnico sobre homotopias graduadas que
precisaremos mds adelante.

Lema 3.3.12. Sea A € Gg — Alg;. Siu, v € A son elementos homogéneos de grado 1 € G, la
matriz
c(uv) = Au+Av A (u—v¥)
T M u =) Au 4 ARV

es un elemento homogéneo de grado 1 en M A.

Demostracion. Como
(V) =€ 1 @A UFAI )+ e, @A (U—V")+e21 AN U—V") + €22 @ (Au+A™V")

es una combinacion {-lineal de elementos de la forma ¢;; ® w con [w| = 1, cada uno de
estos pertenece a (M+A); = M A;, y por lo tanto [c(u, v)| = 1. ¢

3.4. El triangulo distinguido en el contexto graduado, parte I

Por construccién, para cada grafo E tenemos una extensiéon
K(E) — C(E) — L(E), (3.4.1)

que es semi-escindida para cualquier eleccion de categoria subyacente. Esto tiltimo es una
consecuencia de que la misma se parte como sucesién de {-médulos G-graduados, por
[AASM17, Proposition 1.5.11]. Consecuentemente (3.4.1) define un tridngulo distinguido
en kk%L para cualquier eleccién de categoria subyacente.

Este tridngulo es el punto de partida de la clasificacion de algebras de Leavitt en kk
de [CM21] y la clasificaciéon de las mismas salvo homotopia polinomial dada en [CM20].
Es también un componente importante en la clasificacion de dlgebras de Leavitt a menos
de homotopias que preservan involucién de [Cor21]. En ambos casos, el siguiente paso
es caracterizar a K(E) y C(E) en las categorias kk y kk". Por [CM21, 4.12] sabemos que
para cada grafo E tenemos un *-isomorfismo

D Mp, S K(E), eap aquB’, (VEE, o €P) (3.4.2)
VEEO
que se restringe a su vez a un *-isomorfismo

@ MP\; i) IC(E)/ E(X,ﬁ — ‘Xqvﬁ*/ (V € Eo/ (X/ B S 7)V)/ (343)
vereg(E)
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y entonces [CM21, Proposition 3.12] asegura que los morfismos

T= P uw: ") o @ Mp, ~ K(E) (3.4.4)
ecEo vEED
y
g= P uw:t=s® 5 P Mp, ~ K(E) (3.4.5)
ecreg(E) vereg(E)

son kk-isomorfismos.

Supongamos ahora que L(E) viene equipada con una G-graduacién inducida por
una funcién de peso w: E!' — G. No es inmediato que (3.4.2) y (3.4.3) sigan siendo
isomorfismos en kk':. En primer lugar, para que estos sean sean morfismos homogéneos
debemos equipar a cada algebra de matrices Mp, de una graduacién, y entonces la
prueba de que (3.4.4) y (3.4.5) son isomorfismos deja de ser inicamente un argumento
de estabilidad matricial.

Convencidn 3.4.6. En lo que sigue de esta seccion fijamos un grafo finito E y una funcién
de peso w: B! — G.

Dado un vérticevy «, 3 € Py, el elemento xq,p* € //C\(E) es homogéneo de grado
w(o)w(B)~". Por lo tanto, la graduacién en Mp, que hace de (3.4.2) y (3.4.3) morfismos
homogéneos es la inducida por la graduacién de P, visto como G-conjunto a través
de w. Como ademads cada vértice v tiene grado 15 en P,, el Lema 3.3.10 nos permite
concluir que con esta graduacion (3.4.2) y (3.4.3) son kk}é—isomorfismos.

Proposicion 3.4.7. Los morfismos (3.4.4) y (3.4.5) son isomorfismos en kk%. ¢

El siguiente paso en [CM21] es probar que el morfismo
©: gE) C(E), xv—v (vekt? (3.4.8)

es un kk-isomorfismo. La demostracion requiere desarrollar varios resultados técnicos y
ocupa gran parte de la Seccién 4 del articulo mencionado. Un ingrediente de la misma
es el uso de cuasimorfismos.

Definicién 3.4.9. Si A y D son dos *x-dlgebras graduadas y B <D un x-ideal homogéneo,
un cuasimorfismo (f,g): A — D> B es un par de morfismos f,g: A — D tales que
f(x) — g(x) € B paracada x € A.

Definicién 3.4.10. Dos morfismos de *-algebras graduadas f,g: A — B se dicen orto-
gonales si f(x)g(y) = g(y)f(x) = 0 para todo x,y € A. Escribimos en tal caso f L g.
Cuando f y g son ortogonales, la funcién (f + g)(x) := f(x) + g(x) es un *-morfismo
homogéneo.

Recordamos los principales resultados sobre cuasimorfismos de [CM21, Proposition
3.4]. Los mismos son una adaptacién de [CMRO07, Proposition 3.3], dada en el contexto
de algebras bornolégicas, y se extienden a Gg — Alg;.
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Proposicion 3.4.11. Sea X: Gg — Algy — T una teoria de homologia escisiva y (f,g): A —
D » B un cuasimorfismo. Se tiene inducido un morfismo X(f, g): X(A) — X(B) que satisface
las siquientes propiedades:

(i) X(f,0) = X(f).
(i) X(f,g) =—X(g,f).
(iii) X(f,f) = 0.

(iv) Si (f',g"): A — D B esotro cuasimorfismoy £ L £/, g L g’, entonces (f+ 1,9+ g’)
es un cuasimorfismo y X(f + 1/, g+ g') = X(f, g) + X(f', g).

(v) Sih: C — A es un morfismo, entonces X(fh, gh) = X(f, g)X(h).

(vi) Sin: D — D’ es un morfismo que envia el x-ideal homogéneo B a un *-ideal homogéneo
B"<aD’, es X(nf,ng) = X(nls)X(f, g).

(vii) Si X es homotdpicamente invariantey H = (H*,H™): A — DI[t] > B[t] un cuasimorfismo
tal que evo H = (f*,f7)yevi H = (g*, g7), entonces X(f*,f7) = X(gT.g7).

(viii) Si (g, h): A — D> B es un cuasimorfismo, entonces (f,h) también lo es y X(f, h) =
X(f, g) +X(g, h).

¢

A continuacién observamos que podemos obtener en kk% una inversa a un lado de
@ con el mismo argumento que para el caso no graduado. Si E es un grafo, se tiene un
*-morfismo

£ C(E) = C™E), &(v)=m,, Ele)=emy, ((veE’eckE) (3.4.12)

que es homogéneo pues [E(v)| = [m,| = 1g = ]y [E(e)| = [em,(e)| = w(e) = |e| para
cada vértice v € E y arista e € E'. Ademds, como

q\,m\,:m\,—m%:():nls_mv:quv (vEEO)/

los morfismos &g eTson ortogonales. Su suma ¢ +Tes un *-morfismo homogéneo bien
definido y coincide con can ¢. Mds atin, en [CM21] se observa que el par (can, &) define
un cuasimorfismo C(E) — C™(E) > K(E) y por la Proposicién 3.4.11 tenemos entonces
que

& (can, £)j% (@) = iR (can @, £@) =L (E@ +T, &) =ik (L@, £o) +iE(T,0) =R (D).

Habiendo visto en la Proposicion 3.4.7 que T es un isomorfismo en kk'%, conseguimos
una inversa a un lado para ¢ en esta categoria.
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Proposicion 3.4.13. Si can: C(E) — C™(E) es el morfismo candnico y T, @ y & son los
morfismos definidos en (3.4.4), (3.4.8) y (3.4.12) respectivamente, entonces

D)5 (can, £)i1 (0) = 1,c0,-

¢

Para adaptar la demostracion de que j(¢)j (1) "j(can, &) = Ter) a kk%, precisamos

algunas definiciones mas. Dado un grafo E, consideramos como en [CM21, 4.15] los
morfismos de *-dlgebras

$: K(E) = MpC(E), «quB* = €ap @V (3.4.14)

Te: C(E) = MpC(E), T&v) =ev®@V, Tele) =egepre®@e (vEE e€ Eh.
(3.4.15)
Si dotamos a P de la graduacién inducida por w, esto hace de Mp una *-algebra G-
graduada y de (3.4.14) y (3.4.15) morfismos homogéneos. Al igual que en [CM21, 4.16],
tenemos un diagrama conmutativo

() L 5 K(F)
@J lfp (3.4.16)
C(E) —— MpC(E)

Nuestro siguiente objetivo es probar que T; es un isomorfismo en kk!t. Para la K-teoria
bivariante kk esto es el contenido de [CM21, Lemma 4.17], que exhibe una homotopia
polinomial entre t; y una inclusién ,,: C(E) = MpC(E) conw € E°. Como se observa
en [Cor21, Theorem 3.2], se requiere una modificacién para conseguir una homotopia
que preserve las involuciones.

Lema 3.4.17 (cf. [CM21, Lemma 4.17]). El morfismo (3.4.15) es un kk}é‘— isomorfismo.

Demostracion. Fijemos w € E°. La demostracién consistira en explicitar la homotopia
entre entre L}, y 1 tr dada en [Cor21, Theorem 3.2] y verificar que preserva las gradua-
ciones. Para cada v € E°\ {w}, se definen

Av = [(1 - t)zf’zw,w + (t3 - 2t)5w,v + t":v,w + (] _tz)sv,v} X v,
Bv - [(1 - tz)Ew,w + (Zt - ts)aw,v - t£v,w + (1 _t)zsv,v} Ry
Aw - Bw = Eww KW,

que son combinaciones {-lineales de elementos de la forma p(t)e, v ® u” con p € £[t]
yu, 1/, u” € E°% Como estos tltimos son homogéneos de grado 1g, pues [u| = [u'| =
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lu”] = 1g, se tiene que Ay, By € (MpC(E)[t]);, para todo u € E®. A continuacién
ponemos

A*Au+ABY A*(Ay —BY)

— _ 0
Cui=clAuBu) = (A(Au—B;';) 7\Au+?\*B;j>’ (wet)

con A € { que satisfaga (1.0.1). Por el Lema 3.3.12, cada matriz C,, es un elemento
homogéneo de grado 1g en M+ MpC(E)[t]. La *-homotopia en cuestion es

H: C(E) - M_MpC(E)[t]
V= CVL+(£v,V ®V)C:
e Cs(e)L+(£s(e),r(e) ® G)Cj(e)

e’ — H(e)*
Como t; es un morfismo homogéneo, obtenemos

IHW)| = ICyts (euy @ VICI] = Gyl - Ity (£vp @ V)] [C T = ey @V =16

IH(e)l = |Cy(e)tr (E5(e)r(e) @ €)Cie|

= ‘Cs(e)| : |5s(e),r(e) ® e| : |Cr(e)|_]

=Is(e)l-lel-Ir(e)] 7" = w(e),

lo que prueba que H es homogéneo. En consecuencia los morfismos ;T y t4),, son
elementalmente homot6picos en Gy — Alg;.

Finalmente, como j%(q) es un isomorfismo, se obtiene que j}a1 (&) = }Gl (Ow), v este
altimo es un isomorfismo por la Proposicién 3.3.8. ¢

Consideraremos ahora el submédulo de MpC(E) definido como
A = genfey s @ o™ s(x) =7(v), s(B) =7(0), v(«) =7(B)} C MpC(E),

que resulta ser més atin una subdlgebra. Se observa también en [CM21, Proof of Theorem
4.2, part II] que la misma contiene las imagenes de ¢ y T, asi que a partir del diagrama
(3.4.16) correstringiendo se obtiene un diagrama

(e Ly K(E)

L

C(E) —— A

Lt

(3.4.18)

)

donde omitimos la notacién para ambas restricciones.
Al 2l estar generada como {-médulo por elementos homogéneos, definiendo 214 :=
AN (MpC(E))g para cada g € G esta es una subalgebra graduada de MpC(E) y por
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tanto el anterior diagrama es efectivamente un diagrama en Gg — Alg;. Ademads, como
Tr es un isomorfismo en kk}é, la imagen de su restriccién es un monomorfismo en esta
categoria.

Recordemos que, en vista de la Proposicién 3.4.13, queremos ver que

1

Te) =13 (0)iE @12 (can, €).

Lo observado nos dice que postcomponiendo por j% (t:) podemos probar equivalente-
mente que j}é (t¢) esigual a
IR (@) ()R (can, &) = i1 ()i (can, &).

Usando el item (vi) de la Proposicién 3.4.11, para ver esto tltimo construiremos un
algebra D y un morfismo Y: C™(E) — D que se restrinja a ¢, de forma que tengamos
un diagrama conmutativo

(pl l@ L (3.4.19)
C(E) T—> 2[ o s D
y en consecuencia j}é ((Ap)j]éL (can, &) = (YI,C )ik t(can, &) = ]%(Y can, YE).

Seap: C(E) = Tpel *—morﬁsmo deﬁmdo por

= Z Ea,0r ple) = Z Eea,otr p(my) = Z o, (3.4.20)

xePY aePrle) x€PW, o >1

paracadav € E% e c E! yw e inf(E),yseap:x € C™(E) = p(x) ®1 € FpC/m\/(E).
Se define como en [CM21] la *-4lgebra C™(E) x4 2, esto es, el {-médulo C™(E) © A
equipado con la multiplicacién

(r,x) - (s,4) := (rs, p(r)y +xp(s) +xy). (3.4.21)
Observacion 3.4.22. Notemos que la imagen del morfismo p’ cae en el dlgebra F;;C/m\/(E)
de la Definicién 2.1.4 y su correstriccién es un morfismo homogéneo. En consecuencia,
una verificacién directa a partir de la regla de multiplicacion (3.4.21) muestra que la
asignacion
(C™E) x5A)g:=C™(E)g DA (3.4.23)
para cada g € G define una estructura de x-dlgebra G-graduada en C™(E) x5 2. En
particular, el ideal

J = ((aquB", —€ap @V) :v=T1(a) =7(B))
= gen{(aquB”, —€ap ®V) 1V = T( «) =r(B)}
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es por definicién homogéneo y entonces
D:=(C™E)xzA)/]
es una *-dlgebra G-graduada.
En [CM21, Lemma 4.19] se muestra que la composiciéon
A= 0x5A— C™E)xzA—-D
es inyectiva y junto con la proyeccién
Y:C™(E)— D, Y(x)=I[x,0) (3.4.24)
hacen de (3.4.19) un diagrama conmutativo en G4, — Alg;. Como notamos, en particular
j&(@)jg (can, £) = j2 (Y can, YE),

y lo que debemos probar es que esto coincide con j% (To).
Por definicién de D los morfismos Y¢, L T; son ortogonales y en particular usando la
Proposiciéon 3.4.11 es

j& (Y can, Y& +T) = j& (Y can, Y&) +j3(0,Tc) =& (¥ can, V) — j (i)

Esto significa que para conseguir nuestro objetivo, debemos ver que j]é (Ycan, Y& +T;) =
0. Nuevamente por la Proposicién 3.4.11, una forma de mostrar esto es probando que
1+ Y cany ty (Y& +1;) son homot6picos. Un argumento similar sin tener en consideracion
a 1y sedaen [CM21, Lemma 4.21]. La homotopia alli definida no preserva las involu-
ciones, y es por eso que se deben realizar algunas modificaciones como se indica en
[Cor21, Theorem 3.2].

Lema 3.4.25. Los morfismos 1. Y cany 1 (Y& +7T;) en Gg — Algg son homotdpicos.

Demostracion. La demostracién consiste en exhibir la homotopia H entre 1, Y can y
1+ (Y& +7T;) de [Cor21, Theorem 3.2], que es un morfismo de x-algebras, y verificar
que es homogénea. Para cada e € E' ponemos
U, == ss(e),s(e)(] — tz)ee* + sels(e)te*, Ve = Es(e),s(e)ﬂ — tz)ee* + ss(e),e(Zt — t3)€,
ambos elementos homogéneos de grado 1¢ en A[t], y
. (MU +AVE A (Ue — V)
We i=clUe, Ve) = ()\(Ue —VE) AUe +A*VE

que por el Lema 3.3.12 es también homogéneo de grado 1. La homotopia se define
como
H: C(E) = M4D[t]
vi= g (v,0)
e — g (emy(e), 0) + (0, We) (0, Ly (€g(e),r(e)€))
e’ — H(e)*
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paracadav € E% e € E'. Como |m,| = Tg, lemy )| = lel = w(e), We| =16 ¥ lese)r(er €l =
w(e); usando que Ly es homogénea se obtiene [H(v)| = 0y [H(e)| = 1 para cada vértice
v € E¥ y arista e € E'. Esto muestra que H es homogénea, lo que concluye la prueba. 4

Esto concluye demostracién de la caracterizacion de algebras de Cohn en kk%.

Teorema 3.4.26. El morfismo (3.4.8) definido como
e: () S CE), xvov  (veEY

es un kk-isomorfismo. ¢

A partir del triangulo distinguido (3.4.1), esto nos permite obtener un tridngulo
distinguido en kk}é.

Corolario 3.4.27. Se tiene un tridngulo distinguido

plreg(B) __f o p(€®) _ 9 L(E) (3.4.28)

en kK" con £ =3 ()i (incq) y g = i (pe).

Demostracion. Basta observar que por la Proposicion 3.4.7 y el Teorema 3.4.26 se tiene el
siguiente diagrama

K(E) <" C(E) —% L(E)

I

en kk%, y la fila superior es un tridangulo distinguido. ¢

Observacion 3.4.29. Sea E un grafo finito equipado con una accién de G que fija vértices,
es decir, una accién G ~ E! tal quer(g-e) =r(e)ys(g-e) =s(e) paracadae € E'.
Definiendo g - e* = (g - e)* se tiene una estructura de G-*-adlgebra bien definida en C(E)
y L(E) extendiendo la accién definida sobre los generadores. Bajo estas condiciones sobre
la accién, un argumento similar al de esta seccién permite adaptar las demostraciones de
[CM21] al caso equivariante, pues tanto los morfismos como las homotopias involucradas
resultan morfismos de G-x-algebras. Se tiene por lo tanto un tridngulo como (3.4.28) en
kk!, y el morfismo g viene inducido por el mismo morfismo a nivel de 4lgebras.

3.5. Algebras de Leavitt y K-teoria graduada

Sea R un anillo unital G-graduado. Un R-mddulo G-graduado es un R-médulo M
junto con una descomposicién en R-submédulos M = Dgec Mg tales que RyM{ C M
para cada s,t € G. Un morfismo f: M — N entre R-médulos G-graduados es un
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morfismo R-lineal que satisface f(Mgy) C Ny para cada g € G. Notamos Ggr —R —mod a
la categoria de R-mddulos G-graduados.

Un R-médulo G-graduado es proyectivo si es proyectivo como R-moédulo. Por
[Haz16, Proposition 1.2.1] esta nocién coincide con la de objeto proyectivo en la ca-
tegorfa Ggr — R — mod. La suma directa de dos R-médulos G-graduados M y N es a su
vez G-graduada definiendo (M @& N)4 = My @ Ng. Con esta operacion, las clases de iso-
morfismo de R-médulos G-graduados proyectivos forman un monoide que denotaremos

VGer (R).

Definicién 3.5.1. El grupo de Grothendieck graduado de R es la completacién a grupo
de este monoide,

K$® (R) := VO (R)*.

Convencién 3.5.2. Si R es Z-graduado, escribimos V& (R) := V2« (R) y K§'(R) := KOZgr (R).

Si M es un R-médulo G-graduado y h € G, el h-shift de M es el R-médulo G-
graduado
M[h] = @ Mlhly, Mlhlg = My,.
gei

Esta asignacion define una accién Z-lineal de G en Kg ¥(R) y por lo tanto dota a este
altimo de una estructura de Z[G]-médulo.

Nuestra referencia para la teoria de anillos graduados y sus grupos de Grothendieck
graduados es [Haz16]. Enunciamos ahora algunos resultados que nos permitiran calcular
el grupo de Grothendieck graduado en casos particulares.

Observacion 3.5.3. En general, si R es un anillo G-graduado, notamos R; a la componente
homogénea de grado la identidad de G. Como R1R; C R;.; = Ry, este resulta un subanillo
de R. Cuando G sea abeliano y estemos empleando notacién aditiva escribiremos Ry
para referirnos a este subanillo.

Observacion 3.5.4. Sea R un anillo G-graduado. Si M es un R-médulo G-graduado, enton-
ces tiene una estructura canénica de Ry-médulo pues Ry - My C My.s = M, para cada
s € G. En particular, tenemos un funtor de restriccién de escalares

Ur: Ggr —R—mod — Ry —mod.

En la otra direccién podemos extender escalares. Concretamente, si N es un Rj-médulo,
entonces R ®g, N es un R-mdédulo y resulta G-graduado definiendo R ®g, N := Ry ®g, N
para cada g € G. Esto define un funtor R ®g, —: Ry —mod — Gg — R —mod.

Teorema 3.5.5 (Teorema de Dade). Sea R un anillo unital G-graduado. Son equivalentes:

(i) Los funtores Uy: Ggr —R—mod — Ry —mod y R®g, —: Rj —mod — Gg — R —mod
son equivalencias inversas de categorias.

(ii) El anillo R es fuertemente graduado, esto es, para cada par de elementos g,h € G se
tiene que RgRp = Rgh.
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Demostraciéon. Ver [Haz16, Theorem 1.5.1]. ¢

Corolario 3.5.6. Si R es un anillo unital fuertemente G-graduado, entonces Kg & (R) ~ Ko(Ry).

¢

En [Haz13b] Hazrat caracteriza a las algebras de Leavitt fuertemente Z-graduadas
para su graduacién canénica.

Teorema 3.5.7. Sea E un grafo finito. El dlgebra de Leavitt L(E) con coeficientes en un anillo
conmutativo unital es fuertemente Z-graduada si y sélo si E no tiene pozos.

Demostracién. Ver [Haz13b, Theorem 3.15] y las observaciones precedentes. ¢

En este caso, podemos determinar K§'(L(E)) a partir de L(E). Si E no tiene pozos
esta ultima es un 4lgebra ultramatricial con matriz de transicién Af, como se recuerda
en [Haz16, Section 3.9.3]. Por lo tanto

KE'(L(E)) = Ko(L(E)o) =~ Ko(t) @z colim (Z” Aty g A g > . (358)

Ejemplo 3.5.9. Sean > 2y L, = L(R,) el dlgebra de Leavitt de la rosa de n-pétalos.
Como Ry, no tiene pozos, es K§' (Ln) =~ Ko(f) @z Z[Tll] ~ KO(E)[%].

Como caso particular del ejemplo anterior, vemos que el grupo de Grothendieck
graduado de L, es Z[}] mientras que Ko(L,) = 0. En general, esto pareciera indicar que
la K-teoria graduada es un invariante mds fino.

Definicién 3.5.10. Sea R un anillo G-graduado. El cono positivo K((); & (R)y de K((); f(R)esla
imagen del morfismo canénico V¢« (R) — Kg ¥ (R) Dicho de otra forma, el cono positivo

es el submonoide de Kg ¥(R) generado por las clases de isomorfismo de R-mdédulos
G-graduados proyectivos.

En [Haz13a] Hazrat conjetura que un isomorfismo entre grupos de Grothendieck
graduados de dlgebras de Leavitt implica la existencia de un isomorfismo homogéneo
entre las algebras.

Conjetura (Hazrat, [[Haz13a, Conjecture 1]). Si E y F son grafos sin emisores infini-
tos, entonces L(E) ~ L(F) siy s6lo si hay un isomorfismo de Z[x, x~-médulos
&: K& (L(E)) — K§'(L(E)) tal que &(KE"(L(E))+) C K§'(L(F)) 4 y &E(IL(E)]) = [L(F)L.

En este mismo articulo Hazrat demuestra la conjetura para grafos aciclicos y una
familia de grafos llamados grafos policefédlicos, ver [Haz13a, Definition 8, Theorem 9].
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3.6. Revestimientos

Sea E un grafo y w: E' — G una funcién de peso. Como ya observamos, esta
funcién determina una estructura de x-dlgebra G-graduada en L(E). Cuandow =1¢€ Z
obtenemos la graduacién candnica inducida por la longitud de caminos.

El revestimiento Cov(E, w) de E asociado a w es el grafo cuyos vértices y aristas son

Cov(E,w)®=E°x G, Cov(E,w)' =E'xG,
y sus funciones de salida y llegada se definen como

s(e,g) = (s(e),g), r(e,g) = (r(e), gw(e)).

Por definicién, un vértice (v, g) € Cov(E, w) es un pozo, una fuente o un emisor infinito
siy s6losivloesen E. En particular, se tiene que reg(Cov(E, w)) = reg(E) x G.

El ejemplo que nos resultard de mayor interés es el caso en el que el grupoes Z 'y
la funcién de peso es w = 1. Cuando omitamos hacer referencia a una funcién de peso
asumiremos estar trabajando en esta situacién, en cuyo caso notamos E al revestimiento
de E y escribimos vy, = (v,n) y en = (e,n) paracadav € E% e € E',n € Z. En estos
términos, las funciones de llegada y salida son

s(en) =vn, 71(en) =enqr.

También consideraremos el revestimiento de n-hojas +E de E, que es el inducido por
la funcién de peso con valor constantemente [1] € Z,,. Una vez mds, escribimos v, =
(v,n]) y en = (e,[n]) paracadav € E%, e € E',n € Z. Veamos ahora algunos ejemplos.

Ejemplo 3.6.1. Sea E = R,. Su revestimiento consiste de una coleccién de vértices
indexada por Z, y n aristas entre cada uno y el siguiente. Por ejemplo, si n = 2 tenemos
las siguientes representaciones gréficas:
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Observacion 3.6.2. Si E es un grafo cualquiera, su revestimiento E es aciclico.

Ejemplo 3.6.3. Si consideramos el grafo

) )

E = vV —mmm W

su revestimiento de 2 hojas es

- <

En [AHLS18] se prueba que L(Cov(E, w)) coincide con el producto cruzado G x L(E).
Veremos ahora que este isomorfismo proviene de un isomorfismo a nivel de las dlgebras
de Cohn.

Proposicién 3.6.4 (cf. [AHLS18, Corollary 5.3]). Sea E un grafo finito y w: E' — G una
funcién de peso. La asignacion

¢: C(Cov(E,w)) — G X C(E)
Vg 9 Xg XV
eg ) Xg X €

= %

*
€g — Xgw(e) X €

define un isomorfismo de G-x-dlgebras que envia K(Cov(w, E)) a G X IC(E). En particular ¢
induce un isomorfismo entre ambos cocientes,

L(Cov(E,w)) ~ G X L(E).

Demostracién. Una vez que veamos que ¢ es un morfismo de 4lgebras bien definido,
serd un x-morfismo equivariante pues por construccion preserva esta estructura sobre
generadores.

Veamos entonces que las imagenes de vértices y aristas de Cov(E, w) a través de ¢
satisfacen las relaciones que definen a C(Cov(E, w)). Para cada par de vértices vq, wy, en
Cov(E, w) es

~

d)(vg)d)(vh) = (Xg X V) (Xn X w) = 6g,h *Xg X vw = 6g,hév,w)(g Xv= d)(ég,hév,wvg)-

y como vg =Wy siy sélosi g = hyv =w, esto nos dice que efectivamente

d)(vg)d)(vh) = ¢(5v9,whvg)-

Por otro lado, para cada arista eq se tiene que

~ ~

d)(s(eg))d)(eg) = (Xg X V)(Xg X e) = Xg X ve = Xg X e= d)(eg)
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y de igual modo ¢(eg)Pp(r(eg)) = Pp(eq). Similarmente, un calculo directo muestra que
dleg)d(sleg)) = d(r(eg))dleg) = d(eg). Siahora eg, fr € Cov(E, w)' son dos aristas, es

d)(eg)* : d)(fh) = (ng(e) X e*)(Xh X f) = 6g,h *Xgw(e) X ef
= 8gnde,t * Xgw(e) X T(€) = dgnderd(r(eg))
= ‘b(&eg,fhr(eg))r

lo que te termina de mostrar que ¢ es un x-morfismo bien definido. Como

q)(qvg) = P(vg) — Z $(ee”)

=Xg X Qv

se obtiene que ¢ (K (Cov(E, w))) =G x KC(E).

Para terminar debemos ver que ¢ es un isomorfismo. Usaremos que por [AASM17,
Proposition 1.5.6] el conjunto B = {«f* : «, 3 € P(Cov(E, w)), r() = r(B)} es una
(-base de C(Cov(E, w)). El mismo tiene por imagen via ¢ a todos los elementos de la
forma x4 X nv* conm,v € P(E) y r(n) = r(v). Usando [AASM17, Proposition 1.5.6]
una vez mads, vemos entonces que ¢(B) es una {-base de G x C(E), lo que termina la
demostracion. ¢

Corolario 3.6.5. Sean E y F grafos finitos y w: B! — G,0: F' — G funciones de peso. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

. L h
(i) Las «-dlgebras G-graduadas L(E) y L(F) son kkz-isomorfas.
(ii) Las G-x-dlgebras L(Cov(E, w)) y L(Cov(F,0)) son kkg—isomorfas.

Demostracién. Basta aplicar el Teorema 2.3.25 y luego la Proposicién 3.6.4. ¢

Observacion 3.6.6. En [AHLS18, Proposition 2.5] se muestra que si A es un anillo con
unidades locales, las categorias de A-médulos graduados y G X A-médulos unitales
son isomorfas. Dado g € G, el funtor que envia un médulo graduado a su g-shift se
corresponde bajo este isomorfismo con el funtor que envia un G X A-médulo M al
moédulo S9(M) que como grupo abeliano coincide con M y satisface (h X a) - m =
hg X a-m paracadam € M,h € G,a € A. Mas aulin, cuando A es el algebra de
Leavitt de un grafo en la demostraciéon de [AHLS18, Proposition 5.7] se muestra que
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este isomorfismo preserva los objetos proyectivos finitamente generados. Este resultado
junto con la Proposicién 3.6.4 nos da un isomorfismo

KS® (L(E)) ~ Ko(L(Cov(E, w))).

Bajo este isomorfismo, la estructura de Z[G]-médulo de K§'(L(E)) se corresponde con la
accién de G en Ky(L(Cov(E, w))) inducida por la accién de G en L(Cov(E, w)).

Ejemplo 3.6.7. Sin, m > 2 entonces %S(mﬁz) =Z/(n™—1)Z. Por lo tanto, si vemos a
L, como *-dlgebra Z,-graduada con la graduacién inducida por la graduaciéon canéni-
ca, es K%r(Rn) = Z/(n™—1)Z. La acciéon de Z,, se corresponde en este caso con la
multiplicacién por n.

Usando el Corolario 2.3.26, la Proposicién 3.6.4 también nos dice que

Kk (€, L(E)) ~ K"Ho(L(Cov(E, w))) (3.6.8)

para todo grafo E y funcién de peso w: E! — G.

Si E es finito y el grupo G es numerable, entonces Cov(E, w) tiene numerables
vértices y aristas. Si ademds { es un cuerpo de caracteristica distinta de 2, sabemos que
K"Ho(L(Cov(E, w))) es isomorfo a K} ({) ®z BF(Cov(E, w)).

Suponiendo que E no tiene emisores infinitos, tampoco los tiene Cov(E, w) y enton-
ces BF(Cov(E, w)) coincide con Ky (L(Cov(E, w))). En definitiva, tenemos la siguiente
proposicion.

Proposicion 3.6.9. Supongamos que G es contable y € es un cuerpo de caracteristica distinta de
2. Dado un grafo finito E y w: E' — G una funcién de peso, se tiene un isomorfismo

KKE (6, L(E)) =~ K} (0) @z Ko (L(E)). (3.6.10)

¢

A partir de la dualidad de Baaj-Skandalis, sabemos que el funtor G X —: kkit — kk}G‘
es una equivalencia de categorias. Aplicando esto al triangulo (3.4.28), y usando las
identificaciones

]0

e(reg(Cov(E,w))) i) e(reg(E)xG) i G EZ e(reg(E)), e(Cov(E,w EO%G) = E’Z e(EO)

=y =6
inducidas por las biyecciones reg(Cov(E, w)) — reg(E) x G y Cov(E, w)® = B9 x G,
obtenemos el siguiente diagrama en kk[.

K(Cov(E, w)) <" C(Cov(E,w)) — — L(

Cov(E, w))
2 2 Z\T
G x L(E)

G R K(E) <S5, gRC(E) —SXP

AG R q UG K ¢

G X ((reg(B) G i ((E)

2 2

Q(reg(Cov(E,w))) e(Cov[E,w)o)
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Las composiciones verticales coinciden a nivel de G-*-dlgebras con los morfismos

q: (reslCov®E@N)  K(Cov(E, w)), Glxvy) = du,s (Vg € Teg(Cov(E, w)))

§: (O EC®) — C(Cov(E, W), §lxv,) =Vvg, (vg € Cov(E, w)°).

Esto muestra que bajo esta equivalencia el tridngulo (3.4.28) asociado a E se corresponde
con el mismo tridngulo aplicado ahora a su revestimiento Cov(E, w) en el contexto de
G-x-algebras.

Teorema 3.6.11. Si E es un grafo finito, se tiene un tridngulo distinguido
glreg(Cov(Ew))) ___y (Cov(Ew)®) o [ (Cov(E,w)). (3.6.12)

en Kkl con f =R (@) ik (incq) y g = i (PP). ¢

En particular, si olvidamos la accién, a partir de este teorema obtenemos el tridngulo
para E en kk™ andlogo al construido en [CM21, Proposition 5.2].

Observacién 3.6.13. Si E es un grafo y v € E°, en [CM21, Proposition 5.2] se muestra para
el tridngulo andlogo a (3.4.28) que la composicién

¢ vy gres(E) T, p(E%)
se corresponde bajo los isomorfismos
Kk(€,0) = KHo(€),  Kk(€,€F)) = KHo(€F*)) = KHo(0) 07 ZF)

con la inclusion ;
1®c¢y: KHo(8) = KHo(¢) @7 ZF),

donde c, es la v-ésima columna de I — A}. Esto se corresponde con el hecho de que, bajo
hipé6tesis razonables, Ko(L(E)) = BF(L(E)) = coker(I — Af).

En el caso graduado, por (3.5.8) sabemos que como Z[x,x~']-médulo el grupo de
Grothendieck graduado de L(E) es

KE'(L(E)) =~ Ko(¢) ® coker (Z[x,x_]](Eo) Ay, Z[x, x_]](EO)> )

Definicién 3.6.14. Sea Z[o] := Z[(0)] el anillo de grupo de un grupo ciclico G = (o). El
Zol-moédulo de Bowen-Franks de un grafo E con respecto a G es

__ oAt
BF(E) := coker (Z[O‘](Eo) oA, Z[O‘](EO)> )
Cuando o tiene orden finito m € IN>,, este médulo es isomorfo al grupo dado por

el conucleo de la matriz I — (A)*: ZE) - 7)), junto con la accién inducida por la
multiplicacién por (A",
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3.7. El enriquecimiento de kk]é sobre Z[G] ®z K'Hy(£)

Para dar una mejor descripcién del tridangulo (3.4.28) en el contexto graduado, pre-
cisamos darle sentido a la multiplicacién de un morfismo de kk: por un elemento de
Z[G]. Observemos en primer lugar que tenemos isomorfismos

ZIG] @7 K"Ho(€) 2 KPHo(0)(®) = K"Ho(€©)) = KPH, (G & 0) “27 1k (1,0). (37.1)

Por lo tanto, a través del producto ® del Lema 2.4.4 podemos hacer de los hom-sets de
kk%1 médulos sobre Z[G] @z K'Ho (£).

Observacién 3.7.2. Més atin, tenemos un enriquecimiento de kk{t sobre la categoria de
Z[G] ®z K"Hy(£)-m6dulos, con la estructura monoidal dada por ®z. Las definiciones
de categoria monoidal y enriquecimiento pueden consultarse en [Riel4, 3.2, Definition
3.3.1].

En particular, restringiendo escalares, para cada par de x-dlgebras G-graduadas A y
B tenemos una estructura de Z[G]-md6dulo en kk}(l; (A, B). Por construccién, la multipli-

cacién por elementos de Z C Z[G] estd determinada por la estructura aditiva de kk}é.
Resta entender entonces la multiplicacién de un morfismo por un elemento de G.

Lema 3.7.3. Para cada g € G el isomorfismo
ZI[G] ©z KMHo(8) ~ Kk (G X £, G K £) ~ kk2(¢(9),¢(¢))

envia g ® (1] al morfismo Ry: £'¢) — €) dado por la multiplicacion a derecha por g.

Demostracién. El isomorfismo Z[G] ®z K"Ho () ~ K"H,(£(6)) envia g ® [1] a la clase de
Xg, la funcién caracteristica de {g}. Esta se corresponde a su vez con el morfismo incg: x €
—x-xg€ () en kk". El isomorfismo kk%(ﬂ(G,EG) ~ kk"(¢, £6) del Teorema 2.3.22 esta

dado por olvidar la accién y precomponer por la componente 1e: x € { — x - x3 € ¢(6)
de la unidad de la adjuncién. Resta notar que Rgne(x) = Rg(x - X1) = x - Xg = incg(x), asi
que Ry se corresponde con incg. ¢

Un célculo directo muestra que bajo el isomorfismo Mgl ~ (G X {) x G ~ 06 % G
la multiplicacién a derecha por g € G se corresponde con el morfismo

€5t ®x € Mgl = €519 ® x € MgL.
En particular, precomponiendo por t: x — €11 ® x € Mgl obtenemos el morfismo
Jg: X €L gq4®@x € Mgl.

En definitiva, esto nos dice que para cada g € G el elemento g ® [1] € Z[G] ® K"Hy(¢) se
corresponde con el morfismo Le_] )g € kk}é (£,£). Por ultimo, como la accién en los hom-sets
viene inducida por ®, obtenemos la siguiente caracterizacion.
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Proposicion 3.7.4. Supongamos que G es abeliano y sean A y B dos x-dlgebras G-graduadas.
Dadosg e Gy f € kk%(A, B), el morfismo g - f coincide con la composicion

-1
AL B2 MB 2o B.

Demostracién. La hipétesis de G abeliano hace que el producto ® esté bien definido tanto
para { como para Mg{. En este caso, como la accién de g se corresponde por tensorizar
contra L[1]g obtenemos

9 F =g @f=(y"g® 1)1 @R 1B) (g ® T8) (1) = 519 8(Te @ ).
Bajo la identificaciéon kk}é (A,B) ~ kk}é ({® A, ® B), este morfismo se corresponde con
el del enunciado de la proposicién. ¢
3.8. El tridngulo distinguido en el contexto graduado, parte II

En esta seccién buscamos dar una mejor descripcién del morfismo f que forma parte
del tridngulo (3.4.28). Recordemos que este tltimo era de la forma

glres(®) T (B 1 (E),

.. _ .h _] .h .
donde E es un grafo finitoy f = ]G((p) )a(mc q).
Definicién 3.8.1. Sea E un grafo finito y w: E!' — G una funcién de peso. Definimos la
matriz Ay, € Z[G]mg(E)XEO asociada a w como

(Aw)v,w = Z w(e)/ (V/W € EO)-

ecs— 1 (v)Nr—1(w)

Proposicién 3.8.2. Sea E un grafo finitoy w: E' — G una funcién de peso. EI morfismo f del
tridngulo (3.4.28) coincide con
—A

ereg(E) AL eEO,

es decir, para cada v € EC es

ecs—1(v)

Demostracion. Como G X — es plenamente fiel, basta ver que igualdad vale luego de
aplicar este funtor. Mds adn, por la adjuncién entre induccién y restriccién tenemos una
biyeccién natural kkf (¢(6), —) ~ kk"(¢, —) olvidando la accién y precomponiendo por la
componente 1 de la unidad,

Ne:x €= x-x e (19,
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La inclusién t, asociada a un vértice z € E° se corresponde a través de la identificacién
G X £re8(F) ~ greg(Cov(Ew)) con e] morfismo

Xh € e(G) — Xz, € ereg(Cov(E,w]]’
y de esta manera el morfismo g - t, se corresponde a su vez con
Xn € e(G) — Xzng e ereg(Cov(E,w))‘

Precomponiendo por 1 obtenemos luego las inclusiones t;, . y (-, asociadas a los vértices
z1,z¢4 € Cov(E, w)? respectivamente.
En definitiva, lo que debemos probar es que para cada v € E® en kk" se satisface la
igualdad
) =3 ) = Y M lter)

ecs—1(v)

Componiendo con j™(¢) esto se reduce a ver que

jh(inc qu]) :jh((PLv1) - Z jh((ptr(e)w(e))’

e€s—1(v)

de manera que todos los morfismos involucrados vienen inducidos por *-morfismos { —
C(Cov(E, w)). Estos se corresponden con proyecciones de C(Cov(E, w)); escribiremos
x: { — C(E) para referirnos al morfismo A € { — Ax € C(E) asociado a x. De esta
manera, tenemos que

®L =V, incqL = (y

para cada v € Cov(E, w)? y debemos probar que

"(q) =" = Y Mr(@)we)- (3.8.3)

ecs—1(v)

Esto se reduce al mismo argumento que en [CM21, Proposition 5.2], el cual pasamos
a recordar. Fijemos z € Cov(E, w)®. Como q, L m,, sabemos que v = ¢y +m, es un
x-morfismo y aplicando j" es j"(q.) = j™(z) — j"(m.). Por otro lado, la relacién (CK1)
nos dice que j"(m;) = Y .. ) i*(r(e)), ast que i*(q.) = i"(z) — 2 ees—1(2) i*(r(e)). La
ecuacion (3.8.3) se sigue de esta tiltima tomando z = v1, lo que completa la demostracién.

¢

Corolario 3.8.4. Sea E un grafo finito. Si w = o0 € G es una funcién de peso constante, el
morfismo f del tridngulo (3.4.28) coincide con

presle) UL, g0 (3.85)

es decir, para cadav € E° es
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En particular, aplicando el corolario anterior cuando G es ciclico y ¢ un generador
de G, obtenemos un tridngulo distinguido para L(E) con su graduacién candnica y la
asociada a cada revestimiento de n hojas.

La Proposicién 3.8.2 nos da condiciones suficientes para concluir que dos dlgebras
de Leavitt son kk}é -isomorfas.

Corolario 3.8.6. Sean E y F dos grafos finitosy w: E' — G,0: F! — G funciones de peso. Note-
mos n = |E°|, k = |reg(E)| y m = [F°|, 1 = |reg(F)|. Si existen matrices P € GLy1(ZI[G]),Q €
GLn,m(ZI[G]) tales que

I-AL =Q '(I-A})P,
las dlgebras L(E) y L(F) son kk%-isomorfas.

Demostracion. Por hipétesis, tenemos un diagrama conmutativo de flechas sélidas

At

ereg(E) FAw eEO L(E)
ﬂz %Q !
peg(p) TAD, gre L(F)

La existencia de la flecha punteada se sigue de los axiomas de una categoria triangulada,
ya que las filas del diagrama son tridangulos distinguidos. Por tltimo, como P y Q
inducen isomorfismos por el Lema 1.7.4 esta flecha también es un isomorfismo. )

Observacion 3.8.7. Usando el argumento del Corolario 3.8.6 cuando G es el grupo trivial y
la forma normal de Smith, en [CM21, Theorem 6.10] se prueba un teorema de estructura
para algebras de Leavitt en kk. Para esto se asume que KH_;({) = 0 y que el morfismo
canonico Ko (Z) — KHy({) es un isomorfismo; ver [CM21, Standing assumptions 6.1]. E1
resultado andlogo en el caso hermitiano es [Cor21, Theorem 6.10].

A partir de esto [CM21, Corollary 6.11] nos dice que si E y F son grafos finitos, las
algebras de Leavitt L(E) y L(F) son kk-isomorfas si y s6lo si KHo(L(F)) ~ KHo(L(F))
y Ising(E)| = [sing(F)|. En [Cor21, Theorem 6.11] se prueba que bajo las hipoétesis
anteriormente mencionadas L(E) y L(F) son kk-isomorfas si y s6lo si son kk-isomorfas;
veremos mds adelante una versiéon graduada de este resultado.

En general, un isomorfismo entre dlgebras de Leavitt en kk% implica que estas son

isomorfas en kk", pero la reciproca no es cierta. Por ejemplo, consideremos como anillo
base a C con la involucién dada por la conjugacion compleja y los grafos regulares

Ri= o Ry = R T T
O )
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Un célculo directo muestra que tanto [, = L(R;) como L, := L(R; ) tienen grupos de
Bowen-Franks nulos y por lo tanto L, ~ L,- en kk". Sin embargo, de forma similar a
[Cor21, Proposition 5.6] considerando a L, y L,- con su Z/2Z-graduacién canénica sus
Z|Z./27Z)-md6dulos de Bowen-Franks son

BF(L,) =2/37, BF(, )=2/77Z.

h
Esto muestra que L, % L,- en ka//Z\Z.

A falta de un resultado como la forma normal de Smith para Z[G], un analogo al
teorema de estructura [CM21, Corollary 6.11] en kk}é no es evidente. A continuaciéon
damos un resultado de clasificacién que si se adapta sin modificaciones.

Proposicién 3.8.8 (cf. [CM21, Proposition 5.10]). Sean E y F dos grafos finitos y w: E! —
G,0: F' — G funciones de peso. Sea Y: L(E) — L(F) un morfismo en kk}é. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(i) El morfismo Y es un isomorfismo.

(ii) Para cadan € Z, el morfismo kk%L (Q™, —)(Y) es un isomorfismo.
(iii) Los morfismos kk%(ﬂ, =My kk% (£, —) () son isomorfismos.

Demostracion. La funtorialidad de kk%L (Q™, —) nos dice que (i) implica (ii), y (ii) impli-
ca (iii1) tomando n = 0, —1. Veamos que (iii) implica (i) por el mismo motivo que en
[CM21, Proposition 5.10].

Escribiremos YA : kk}é (A,L(E)) — kk}é (A,L(F)) para la transformacién natural in-
ducida por la postcomposicién por Y. Asumiendo (iii) y usando la aditividad de kk}é
tenemos que Y i ro ¥ Y igreg(r) SON isomorfismos para i = 0, 1. Aplicando esta transfor-
macién natural al tridngulo

gres() R0, 0P 1 (),
la Observacién 1.7.5 y el lema de los cinco nos dicen que
TYiqey: KKE(L(F), L(E)) — KK (L(F), L(F))

es un isomorfismo.

Existe entonces un morfismo p: L(F) — L(E) tal que Yu = TyF. Como Y0 y
Y qigreg(r) SON isomorfismos para i = 0, 1, también lo son py;,r0 ¥ Kgigreg(r)- El argumento
anterior ahora aplicado a | nos dice que tiene una inversa a derecha, asi que es un
isomorfismo. En consecuencia Y también es un isomorfismo, lo que prueba (i). ¢
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3.9. Clasificacion de dlgebras de Leavitt en kk%

El objetivo de esta seccion es adaptar el siguiente teorema al contexto graduado.

Teorema 3.9.1 ([Cor21, Theorem 6.7, Theorem 6.11]). Sean E y F dos grafos finitos y supon-
gamos que KH_1 () = 0 y el morfismo candénico Z. — KHy({) es un isomorfismo. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(i) Las dlgebras L(E) y L(F) son kkM-isomorfas.
(ii) Las dlgebras L(E) y L(F) son kk-isomorfas.
(iii) Se tiene un isomorfismo de grupos BF(E) ~ BF(F) y |sing(E)| = | sing(F)|.
¢

Precisamos primero dar versiones graduadas de algunos resultados de [Cor21, Sec-
tion 6].

Convencién 3.9.2. En esta secciéon notamos o a un generador de Z y escribiremos
Zlol =Z[t,t™ " para el anillo de polinomios de Laurent.

Lema 3.9.3. Sea E un grafo finito con matriz de adyacencia Ag € lNgo <€ El morfismo
I—0-Ayp: Z[o8® - Z[o]"

es un monomorfismo. Si E es no trivial - es decir, si tiene al menos un vértice - entonces no es un
epimorfismo.

Demostracién. En primer lugar, veamos que I — 0Ag nunca es un epimorfismo. Supon-
gamos que lo es. Tomando rango se obtiene que reg(E) = E°, asi que E no tiene vértices
singulares y en particular la matriz I — oAg es cuadrada. Tomando determinante, debe
existir k € Z de forma que

0* = det(I — cAL) = ol det(o7 11 — Al) = 0'EO‘XAE ().

1s o|_ . ., . .
Reescribiendo, es xa. (0) = olF =K, y mds adin por consideraciones de grado debe ser
k = 0. En particular la matriz Ag es nilpotente y E resulta aciclico, lo cual contradice el
hecho de que E no tiene vértices singulares.
—t . . P .

Veamos ahora que I — 0A es siempre un monomorfismo. Atn si E no es regular,

, . t g . EO —1
el célculo anterior muestra que I — oAt tiene determinante o/® x4, (07') # 0y por lo

. . -t o

tanto es siempre un monomorfismo. Resta notar que I — oA es la restriccién de I — oAL
al submoédulo generado por las coordenadas de vértices regulares. ¢

Observacion 3.9.4. El resultado anterior nos dice que la sucesién exacta

0 —_—

0 — Z[o]™e8E 02, Z161E & BF(E) — 0
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determina una resolucién libre de @@(E) como Z[o]-médulo; la notaremos R (E).

De esta forma, un morfismo de Z[o]-médulos §&;: %\@(E) — /‘I;T;(F) se extiende a un
morfismo de complejos R(E) — R(F) tal que Ho(R(&)) = &. Si bien un morfismo asi no
es Unico, si lo es su clase de homotopia.

También sabemos a partir del lema anterior que a diferencia de Kyo(L(E)), el grupo
de Grothendieck graduado de un algebra de Leavitt siempre es no nulo.

Definicién 3.9.5. Sean E y F grafos finitos y &: g@(E) — /%\@(F) un morfismo de Z[o]-
modulos. Definimos R (&) como la clase de homotopia de algtn (y por lo tanto todo)
morfismo f: R(E) — R(F) tal que Ho(f) = &.

Observacion 3.9.6. Podemos entender a R como un funtor entre la subcategoria de
Z]ol—mod generada por los Z[o]-médulos de Bowen-Franks de un grafo finito y la
categoria de homotopia de complejos de Z[o]-mbdulos.

Definicién 3.9.7 (cf. [Cor21, 6.3]). Sea E un grafo finito. Aplicando kk! (¢, —) al tridngulo
(3.8.5) tenemos un monomorfismo BF(E) Rz KH]&(E) — KH}&(L(E)) ; al precomponerlo
por — ® [1]: BF(E) — BF(E) ®z KHB‘((’,) obtenemos un morfismo

can: BF(E) — KH}(L(E)).
En particular, para cada *-dlgebra Z-graduada R se tiene un morfismo
ev: kI (L(E),R) = homyg)_mod (BF(E), KHE(Z K R)), = KH}(Z K f) o can.

Lema 3.9.8 (cf. [Cor21, Lemma 6.4]). Sean €y F dos grafos finitos y &: BF(E) — BF(F) un
motfismo de Z[c]-mddulos.

(i) Un morfismo f: R(E) — R(F) tal que Hy(f) = & determina un morfismo &: L(E) —
L(F) en kKl tal que ev (&) = can o€,

(ii) Si & es un isomorfismo, todo morfismo & definido como en (i) es un isomorfismo. En
particular, si BF(E) ~ BF(F) como Z[c]-mbdulos entonces L(E) ~ L(F) en kk%.

Demostracién. Fijemos f: R(E) — R(F) tal que Ho(f) = &. Tenemos entonces el siguiente
diagrama

[-0-Ap 0
—

Z[O.]regE Z[G]E

o 5

Zlos" — Z[o]"
[-0-Af

y podemos pensar a fy y f; como matrices con coeficientes en Z[o]. En consecuencia
obtenemos el siguiente diagrama conmutativo en kk%
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I—G-KtE

gregE P 1(E) 2, peresE T1OAY g
fll lfo i 3 E l}:ﬁ lZfo
(regF I-0-Af o P I_E,F) 5 pregF I(I-0-Af) 5P

Los axiomas de una categoria triangulada garantizan la existencia de la flecha punteada.
Al aplicar kkJ (¢, —) obtenemos que ev(&) = can o, lo que prueba (i).

Veamos ahora (ii). Tomando otro morfismo de complejos g: R(E) — R(F) tal que
Ho(g) = & conseguimos del mismo modo un morfismo & tal que ev(§)’ = cano§, el
cual forma parte del siguiente diagrama.

—t —t

pregt TTE, R0 P () 2, yeresE 0 e

91l lgo % 3 z JZQ] lzgo
— v -t

[ LN 5 B Y 1 0 T

Como f y g son morfismos de complejos homotdpicos, existe un morfismo de Z[o]-
médulos h: Z[o]E° — Z[o]8F tal que fy = h(I— o - KT:_) +goyfi=h(I—-o- KE) +9g1;
notaremos también h al morfismo &° — ¢8F inducido en kk%.

A partir de esto y los diagramas que definen a & y ' vemos que

Ep=pfo=p'(h(I—0-AL)+go) =p'go=Ep

E=5(fo)d=2(h(I—0c-AL)+¢)d=2g;d =0'E .
Aplicando kk%(L(E), —)y kk%(—, L(F)) esto se traduce en que p*(& —Y =03 (E-8) =
0. Por exactitud obtenemos morfismos (y € kk%(ZBreg EL(R), G € kk%(L(E),!ZFO) tales
que pL(C1) = (o) =E—E .

Aplicando las observaciones anteriores a los morfismos &7 e id; ;) obtenemos el
siguiente diagrama.

| e

0 EEO
\ lCo
id—&n

Como la fila del medio es exacta vemos que

(id —&m)* =
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y por lo tanto &7 es un isomorfismo. Un argumento simétrico muestra que 1§, también
es un isomorfismo, asi que & y 1 lo son. ¢

El lema anterior nos permite dar una versioén graduada de [Cor21, Theorem 6.11].

Teorema 3.9.9. Sean E y F grafos finitos y supongamos que KH_1 ({) = 0y el morfismo candnico
Z. — KHo(€) es un isomorfismo. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) Las dlgebras L(E) y L(F) son kk%—isomorfas.
(i1) Las dlgebras L(E) y L(F) son kk-isomorfas.
(iii) Se tiene un isomorfismo de Z|ol-médulos %:?(E) ~ %@(F).

Demostracién. Considerando el funtor olvido kk% — kk5 vemos que (i) implica (ii). Bajo
las hipétesis sobre ¢, aplicando kk; (¢, —) al tridngulo (3.8.5) visto en kk5 obtenemos que

kk (¢, L(E)) ~ BF(E).

En particular, un isomorfismo entre L(E) y L(F) induce un isomorfismo entre los Z|o]-
modulos de Bowen-Franks correspondientes, probando que (ii) implica (iii). Por dltimo,
el Lema 3.9.8 nos dice que (iii) implica (i). ¢

Observacion 3.9.10. Un automorfismo g: R — R de un anillo unital R se dice localmente
interior si para cada x1,...,X, € R existe una unidad z € R tal que g(x;) = iz} =
ad(z)(x;) paratodoi e {1,...,n}

En [AP14], Ara y Pardo asocian a cada grafo finito E sin pozos ni fuentes y au-
tomorfismo localmente interior g de L(E)y un &lgebra graduada L(E)Y. Esta algebra
puede entenderse como un anillo de polinomios de Laurent sobre L(E), torcido por un

isomorfismo de esquina (ver [Haz16, Section 1.6.2]).

Teorema 3.9.11 ([AP14, Theorem 4.1]). Sean E y F grafos finitos sin pozos ni fuentes. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) Hay un isomorfismo de Z[o]-médulos &: K§' (L(E)) — K5'(L(F)) tal que E([L(E)]) =
L(F) y &(K§(L(E))4) C K§'(L(F)) .

(ii) Existe un automorfismo localmente interior g de L(E)o tal que L(F) y L(E)9 son isomorfas
como dlgebras graduadas.

En vista de lo anterior, para esta familia de grafos la conjetura de Hazrat se reduce a
decidir si L(E)Y y L(E) son (graduadamente) isomorfas. Hasta el momento, esta pregunta
permanece abierta.

El resultado de Ara y Pardo junto con el Teorema 3.9.9 nos dicen que L(E)Y y L(E)
son isomorfas en kk-, ya que alli ambas algebras son isomorfas a L(F).
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