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Introduccion

Las variedades toricas son variedades algebraicas muy especiales. Por ejemplo,
tienen un toro por abierto denso y por lo tanto son racionales. No obstante, esta
familia de variedades ha demostrado ser de mucha utilidad a la hora de ejemplificar
teorias generales de la geometria algebraica. Esto se debe probablemente a que los
calculos sobre este tipo de variedades son més sencillos, ya que tienen un factor
extra: la geometria térica se corresponde fuertemente con la geometria simplicial.
Originalmente, las variedades téricas surgen en los 70 como compactificaciones del
toro bajo el nombre “torus embeddings”. Ejemplos famosos de variedades téricas
son los espacios afines, los espacios proyectivos y los espacios proyectivos con pesos.

El objetivo principal de esta tesis es construir coordenadas homogéneas similares
a las que tenemos para los espacios proyectivos en una variedad torica normal arbi-
traria. El primero en notar la existencia de esta construccién fue M. Audin en [A]
en el ano 1991. Usaremos la construccién hecha por David Cox en 1993 y publicada
en [Cox] en el ano 1995.

En el primer capitulo daremos algunas nociones de grupos algebraicos y los obje-
tos simpliciales con los que trabajaremos. El Capitulo 2 provee los conceptos basicos
de la teoria clasica de variedades toricas. En el Capitulo 3 usaremos todo esto para
describir los grupos de divisores en términos de la informacién de los objetos simpli-
ciales asociados a nuestra variedad. El cuarto capitulo es un desarrollo detallado de
la construccién hecha por Cox en 1993. El dltimo tramo de la tesis esta dividido a
grandes razgos en dos partes: en la primera haremos algunas aplicaciones allegadas
a la geometria algebraica clésica. Por ejemplo, extenderemos la correspondencia de
Serre entre moédulos graduados y haces cuasi-coherentes sobre los espacios proyec-
tivos (ver[S]) al contexto de variedades téricas. La segunda parte de esta seccién
estd dedicada a hacer una descripcién en coordenadas homogéneas del espacio de

moduli de foliaciones en una variedad torica simplicial.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 EIl Toro

A lo largo del texto, N y M son reticulados de dimensién n duales entre si. De la
misma manera, el subindice —g hace referencia al R-espacio vectorial generado a
partir de dichos reticulados. Si bien N y M son isomorfos como grupos, les daremos
intepretaciones totalmente distintas: los puntos de N seran “curvas”, mientras que

los de M representaran funciones.
Definicién 1.1.1. Un toro es una variedad afin 7' ~ (C*)*® para algin s € N.

Mediante el isomorfismo, todo toro es automaticamente un grupo algebraico.

Decimos que o : C* — T es un grupo uniparamétrico si a es un morfismo
de grupos. Estos morfismos conforman al mismo tiempo un grupo mediante la
multiplicacién de 7. Si pensamos que « llega a (C*)* (aqui estamos fijando un
isomorfismo) y tenemos en cuenta que la composicién con las proyecciones nos dard
un caracter de C*, se tiene que el morfismo viene dado por una s-tupla (n; ..., ngs) €
Z° de modo que «(t) = (t",...,t"). De esta manera, llamando N al conjunto de
grupos uniparamétricos, tenemos N ~ Z°.

Por otro lado, cualquier caracter sobre T serd de la forma (ti,...,ts) X [t
para alguna s-tupla m = (my, ..., my) € Z*, donde para tomar coordenadas usamos
el mismo isomorfismo que antes. Entonces, llamando M al grupo de caracteres sobre
T, tenemos M ~ 7Z°. Mas aun, si " es un grupo uniparamétrico dado por n € Z°* y
x™ € M, tenemos que " o« es un caracter de C*. Luego, debe existir un z € Z tal

que el morfismo se reduce a t € C* — t*. Podemos definir entonces una dualidad

(X", a") = z.

9



10 1.1. El Toro

De este modo, M y N son reticulados duales. Mas atin, una vez fijado el isomorfismo
T ~ (C*)*, se tiene

(X", a")y = (m,n) = mez
i=1

Estas identificaciones nos permite pensar a 7' como el “producto” de sus grupos
uniparamétricos con sus evaluaciones. Mas formalmente, tenemos T ~ N ®z C*
donde n ® t — a”(t). Es por esto que muchas veces escribiremos Ty en vez de 7.

En general, vamos a querer que los morfismos algebraicos entre toros sean ademas
morfismos de grupos. La siguiente proposicién ilustra una de las ventajas de trabajar

con este tipo de morfismos:

Proposicién 1.1.1. Sean T y T5 toros y ¢ : 171 — T un morfismo algebraico que

es un morfismo de grupos. Entonces ¢(7}) es un toro cerrado en T5.

Toda accién de nuestro toro Ty en una variedad, induce una accién en sus fun-
ciones regulares. Estas tltimas forman un C-espacio vectorial, por lo que podemos
pensar a cada t € Ty como un autormorfismo en este espacio.

Supongamos que tenemos una accién de Ty en un C-espacio vectorial V' de
dimensién finita. Si pensamos a t € T como un automorfismo de V', tenemos para

cada m € M el autoespacio
Vm={veV|t-v=x"({tv Vt € Ty}.
Resulta que éstos subespacio diagonalizan todas las acciones simultaneamente:

Proposicién 1.1.2. En la situaciéon anterior, tenemos
V=P V.
meM
En la practica tendremos la accién de Ty en C[M] inducida por ¢-x™ = x™(t)x™.
Entonces la proposicién anterior nos dice que si V' C C[M] es un subespacio de

dimensién finita Ty-invariante, entonces

V=@ cy"

xmev

Las demostraciones para estas tltimas dos proposiciones pueden verse en [?].
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1.2 Conos y abanicos

A continuacién discutiremos algunos resultados sobre los objetos simpliciales cen-
trales en la teoria de variedades toricas. Las demostraciones faltantes pueden verse
en [F].

Definicién 1.2.1. Un cono poliedral o C Ng >~ R™ es un conjunto de la forma

.,
o= Cone(vy,...,v.) = { Zawﬂai € R+}.
i=1

Diremos que el cono es racional si podemos tomar a los v; € N.

La dimensiéon de o serd la dimensién del espacio vectorial mas chico que lo
contenga. De aqui en adelante cuando hablemos de un “cono” en Ny estaremos
hablando de conos racionales poliedrales estrictamente convexos, esto es, conos que

no contengan ningin subespacio distinto de {0}.

Definicién 1.2.2. Si 0 es un cono, una cara de o es un subconjunto 7 de la forma

T=H,, No con m € Mg, donde

H,, = {x € Ng|{m,z) =0}

Hl ={z € Ng|(m,z) >0} Do.
En este caso notaremos 7 < ¢ y diremos que H,, soporta a o.

Cabe aclarar que esta definicion de “cara” de una figura poliedral generaliza la
nocién habitual (pues ahora los aristas y los vértices también son caras). Las caras

de un cono o = Cone(v; .. .,v,) son nuevamente conos. Mas ain, si 7 < ¢ entonces
7 = Cone(v;|v; € 7).

A las caras de codimensiéon y dimension 1 las llamaremos facetas y rayos respecti-
vamente. Denotaremos o(k) al conjunto de caras de dimensién k de o. Para cada
p € o(1) existe un tnico “primer elemento” del reticulado que llamaremos wu,,.

Es facil convencerse de que el conjunto {m € My tales que o C H'} tiene la

misma informacién que el cono ¢ en si mismo. Esto motiva la siguiente definicién:

Definicién 1.2.3. Sea ¢ un cono en Ng. El cono dual a sigma es

o' ={me Mg|(m,z) >0 Vneo}C M.
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Ejemplo 1.2.1. Tomemos el cono o C R? definido por 0 = Cone(ey, 2¢; — €3). Es

facil ver que o¥ = Cone(ey, e; + 2es).

L 2

A

Ejemplo 1.2.2. En R?| si tomamos o = Cone(e;) entonces 0¥ = Cone(ey, €3, —€3).

L 2

A

Se puede ver facilmente que 0¥ C Mg es nuevamente un cono racional poliedral.
Sin embargo, éste tltimo ejemplo nos dice que o¥ puede no ser estrictamente con-

vexo.

Proposicion 1.2.1. Sea 0 C Ng un cono. Entonces oV es estrictamente convexo si

y sblo si dim(o) = dim(Ng).

Por construccién, ¥V = . Llamaremos S, al semigrupo ¢” (| M. Un resultado

fundamental para las construcciones posteriores es el siguiente:
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Proposicién 1.2.2. (Lema de Gordan) Sea ¢ C Nk un cono racional poliedral.

Entonces S, es finitamente generado.

Maés adelante, usaremos el concepto de interior relativo para diferenciar a o de

sSus caras.

Definicién 1.2.4. El interior relativo de o se define como el interior de ¢ dentro

del subespacio (o). Denotaremos a este conjunto Relint(o).
Se puede ver que
u € Relint(o) & (m,u) >0 Vm e o’ \ ot

Esto nos dice que Relint(o) es la parte de o que no estd en ninguna de sus caras
propias.

Nos interesaran dos tipos de regularidad para nuestros conos:

Definicién 1.2.5. Decimos que un cono o es suave si existe alguna base del retic-

ulado N que contenga a {u,|p € o(1)}.

Definicién 1.2.6. Decimos que un cono o es simplicial si existe alguna base del

R-espacio vectorial Ng que contenga a {u,|p € o(1)}.
Una forma natural de generalizar la definicién de cono es la siguiente:

Definicién 1.2.7. Un abanico X es una coleccién finita de finita de conos de Ng

tal que:
1. Sioce ¥ y7 <o entonces 7 € X.
2. Si 0y,09 € ¥ entonces o1 N oy < 012 (y por el item anterior, estd en X).

El soporte de ¥ es |X| = |J 0. Denotaremos (k) al subconjunto de conos de
ocEY
dimensién k y (3) al subespacio de Ng més chico que contiene a |X|.

Definicién 1.2.8. Decimos que X es completo si |X| = Ng.
La regularidad de estos objetos se define de forma local, es decir:
Definicién 1.2.9. 7 Decimos que > es suave si cada cono o € X es suave.

Definicién 1.2.10. 8 Decimos que X es simplicial si cada cono o € ¥ es simplicial.
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Si tenemos una colecciéon de conos {o;} tal que o, No; < o, ;, tiene sentido
considerar el abanico ¥ generado por los {o;}. De esta forma, 3 consistira de todas

las caras de cada elemento de la coleccidn.

Observacion 1.2.1. Dos reticulados N’ C N de la misma dimensién tienen el
mismo espacio vectorial asociado, por lo que podriamos pensar un abanico > tanto
en N como en N’. Las construcciones que haremos a lo largo de esta tesis son
sensibles a la aritmética de los conos, por lo que escribiremos ¥, N cuando sea

necesario hacer énfasis en que estamos pensando a X dentro del reticulado V.



Capitulo 2
Variedades toricas

En esta seccién daremos las definiciones y algunos resultados basicos de la teoria de
variedades toricas. Omitiremos algunas demostraciones, que pueden verse en [F] o
[CLS]. De ahora en adelante, cuando hablemos de una “variedad térica” estaremos

queriendo decir lo siguiente:

Definicién 2.0.1. Una variedad torica es una variedad algebraica normal X pro-
vista de un abierto Zariski 7' C X tal que T es un toro y la estructura de grupo
de T se extiende a una accién algebraica en X. Esto es equivalente a que haya un

morfismo g : T' x X — X que haga conmutar el diagrama:

I'xT——T
1xi i

TXXg—>X

2.1 Variedades afines

Recordemos que el anillo de coordenadas del toro Ty es el algebra C[M] generada
por sus caracteres. Las funciones en T que se extienden a X constituyen el anillo
C[X] € C[M]. Consideremos el conjunto S de caracteres de que se extienden a X.
La Proposicién 1.1.2 nos dice que C[X] = C[S]. Ademads, S tiene una estructura
natural de semigrupo. Resulta que éstos semigrupos ya nos son conocidos, como

muestra el siguiente teorema:
Teorema 2.1.1. Sea X una variedad afin. Son equivalentes:

1. X es una variedad tdrica con toro Th.

15



16 2.1. Variedades afines

2. Existe un cono o C Ny tal que

X = Spec(C[S,)).

En este caso usaremos la notacion X = U,.

La demostracion de este teorema usa fuertemente el Lema de Gordan. Para ver
una descripcion de U, en coordenadas, basta con tomar un conjunto de la forma
A={my,...,ms} C S, tal que NA = S, y considerar el morfismo ¢4 : Ty — C*
definido por

te (X)X (1)

De esta forma, se puede ver que U, =~ W, donde estamos tomando clausura
Zariski. Observemos que la Proposicién 1.1.1 nos dice que ¢p4(Ty) € (C*)® es un
toro cerrado en (C*)®. Con esta identificacién, tenemos que ¢ 4(7Ty) actia en U, via
la multiplicacion coordenada a coordenada.

Cuando hablemos de puntos en U, nos referiremos a puntos cerrados, es decir,

ideales maximales de C[S,]. Veamos otra forma de caracterizar a los puntos de Us,:
Proposicién 2.1.1. Sea ¢ C N un cono. Existe una biyeccion

{puntos de U,} — {morfismos S, — C},
donde estamos pensando a C como semigrupo con el producto.

Demostracion. Si bien no daremos una demostraciéon detallada, nos sera de utilidad
explicitar la biyeccion.

Para cada punto p € U, tenemos el morfismo estandar -,
feCl[S,]— f(p) € C.

Si nos restringimos a Sy, es claro que 7, : So — C es un morfismo de semigrupos.
Para construirnos una aplicacién inversa tomemos un morfismo . y extendamoslo

a un morfismo de algebras
5 :C[S,] — C.

Con esto en mente, podemos asignarle a v el punto correspondiente al ideal ker (7).
Es facil convencerse de que éstas funciones son inversas.
O
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Con esta nueva caracterizacion podemos explicitar facilmente la accién de Ty
en la variedad U,. La accién de Ty en C[M] induce una accién en el conjunto de

morfismos S, — C. Mas precisamente, sit € Ty y p € U,,

t-qp(m) = p(t-m) = (t-m)(p)

Como m +— x™(t)7y,(m) es un morfismo de semigrupos, define un punto p’ € U, tal

que
t . ’yp = ’)/p/.
Recordemos que S, C M. Observemos que

dim(o) = dim(Ng) <= S, N =S, = {0}.

Esto es equivalente a que el morfismo ~, definido por

1 sim=0
’Ya(m): .
0 sim#0

sea un morfismo de semigrupos. La siguiente proposicién caracteriza mejor a ,:
Proposiciéon 2.1.2. Sea ¢ C N un cono. Son equivalentes:

1. La accion de Ty sobre U, tiene un punto fijo.

2. dim(o) = dim(Ng).
Si este fuera el caso, el tinico punto fijo es ,.

Mis adelante volveremos a explorar la relacién entre la dim(o) y las orbitas de
la variedad U,. Volviendo a la primer caracterizacién, v, € Spec(C[U,]) es el punto
dado por el ideal maximal (x™|m € S, \ {0}).

En el caso en que dim(o) # dim(Ng) no tendremos puntos fijos. No obstante,

hay una forma de adaptar la construccién anterior.

Definicién 2.1.1. Sea ¢ C Ny un cono. El punto distinguido de U, es aquel cuyo

morfismo asociado es el definido por

(m) 1 simeot
o\m) =
E 0 simeS,\ot.
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Una de las ventajas de la identificacién de una variedad torica con un cono en
Nr es que preserva muchas de las propiedades geométricas. Por ejemplo, tenemos

la siguiente proposicion:

Proposicién 2.1.3. Sea 0 C Ng un cono. Entonces U, es no singular si y sélo si o

es suave.
Ejemplo 2.1.1. Sean 1 < r < n. Consideremos el cono o = Cone(ey,...,e.) C R"™
Es facil ver que

o' = Cone(ey,...,en,teri1,.... T ey),
por lo que Clo¥ N M] = Clzy, ...,z 54, ..., 25!, Luego,

Uo’ ~ C" x (C*)n—r'
Cuando entendamos el concepto de morfismo térico nos serd evidente que esto vale

para cualquier cono suave, es decir, podemos cambiar los puntos {ej,...,e.} por

cualquier subconjunto de r vectores con formen parte de alguna base de Z". A

Ejemplo 2.1.2. Vamos a usar el cono simplicial ¢ = Cone(es, 2¢; — e3) del Ejemplo
1.2.1. En este caso,
So = (e1,e1 + ez, €1 + 2e3)7,

por lo que
C[Ss] =~ C[z, zy, zy?]
= C[Q%%Za]“% - xy)

Concluimos entonces que U, ~ V(22 —zy) C R3, que es singular en {(0,0,0)}. Esto

se condice con el hecho de que ¢ no sea suave. A

Observacién 2.1.1. Més en general, cualquier cono o C R? es simplicial. M4s

adelante veremos que esto quiere decir que toda superficie térica es un orbifold.
Ejemplo 2.1.3. Veamos ahora un ejemplo de cono no simplicial. Tomemos

o = Cone(ey, e, e3,e1 — €3 + e3) C R,
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De esta forma, S, = (e1, e + eg, €2 + €3, €3)z, por lo que

C[S,]| = Clz, xy, yz, 2]
~ Clz,y, z, w]|/{wz — xy).

Luego, U, ~ V(wz — xy) C CL A

2.2 La variedad torica Xy

Como vimos anteriormente, un abanico ¥ es una coleccion de conos compatibles
entre si. Ya le hemos asignado a cada cono una variedad toérica afin. Para con-
struir la variedad torica abstracta Xy asociada a nuestro abanico, traduciremos la
compatibilidad de los conos en datos de pegado. Recordemos que para cada o € ¥
tenemos la variedad térica afin Spec(C[S,]), que llamaremos U,. Estos serdn nue-
stros abiertos afines.

Si 01,09 € X, tenemos 7 = 01 N oy € 2. Como T es una cara de o;, existe un
m € of N M tal que 7 = o; N {(m,n) = 0}. Para pegar U,, y U,, a lo largo de U,

debemos usar que S; = S,, + Zm y por lo tanto
(Ual)xm ~ U >~ (UUQ)X_m'

En lo que sigue, llamaremos a este isomorfismo g, 4, -
Es importante destacar que si 7 < ¢ entonces U, C U,. En particular, tomando
7 = {0}, tenemos S, = M y por lo tanto U, = Ty C U, para todo o € ¥. Para

terminar de formalizar estas ideas tenemos el siguiente teorema:

Teorema 2.2.1. 1 Xy, es una variedad térica normal y separable.

Demostracion. De la anterior tenemos que el toro T esta identificado de la misma
manera en cada abierto U,. Ademads, sabemos que cada U, es irreducible y normal,
por lo que Xy es irreducible y normal.

Como go,ney0, = td, las acciones de Ty en cada abierto se pegan para dar lugar
a una accién de T en Xy. Para ver que la variedad es separable vamos a probar
que la funciéon diagonal A : Xy — X5 X Xy, tiene imagen cerrada. Restringiendo a
nuestro cubrimiento, nos alcanza con probar que para cada 7 = o1 N 09, la imagen
del morfismo A : U, — U,, x U,, es cerrada. A nivel de anillos de coordenadas, este

morfismo de variedades afines se corresponde con

A* : C[S,,] ® C[S,,] = C[S,],
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donde x* ® x* ++ x***. Recordemos que S, = S,, +Zm y que —m € S,,. Entonces
A* es sobreyectiva y por lo tanto A(U,) es cerrado en U,, x U,,.
O

Una buena observacién es que, por construccion, cada abierto U, es Ty-invariante.
Esto sera de mucha importancia a la hora de analizar las orbitas de esta accién.
Antes de pasar a los ejemplos, veamos algunos resultados muy ttiles a la hora de

entender como afecta la eleccion del abanico ¥ en la variedad térica resultante.

Teorema 2.2.2. Sea Xy, la variedad torica asociada al abanico Y. Entonces
1. Xy es suave si y solo si X es suave.
2. Xy es un orbifold si y sélo si ¥ es simplicial.
3. Xy es compacta si y sélo si 2 es completo

Demostracion. Como la suavidad es una propiedad local, el primer item se desprende
del resultado analogo para variedades téricas afines. Para ver una demostracion
de la segunda afirmacion, consultar [CLS]. La ultima equivalencia requiere teoria
que desarrollaremos a lo largo de esta seccién, por lo que la dejaremos para mas
adelante. O]

Otra de las buenas propiedades de esta construccion es la siguiente:

Proposicién 2.2.1. Sean ¥; y ¥y dos abanicos en N y N’ respectivamente. En-
tonces
21 X 22 = {0'1 X O'2|O'1 € 2170'2 S 22} - N x N’

es un abanico y
XEleg ~ XE1 X XEQ‘

Demostracion. De la definicion se deduce inmediatamente que Y1 X 5 es un abanico.
Probemos entonces la segunda afirmacion.

Una primer observacion es que
(01 X 09)" =0 X 07,

y por lo tanto Sy, xo, = Sy, X S,,. Entonces podemos definir localmente un isomor-

fismo Uy, x0, >~ Uy, X Uy, via

C[S5,] ® C[Ss,] = C[Ss; xas)-
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Al igual que hicimos para definir la accién de Ty sobre Xy, estos morfimos se pegan
para dar lugar a un isomorfismo global. O]
La proposicién anterior nos dice que algo muy particular pasa cuando (¥) # Ng:

Definicién 2.2.1. Decimos que Xy tiene factores téricos si existe una variedad
térica Xy tal que
Xz; ~ Xzy X ((C*>S

para algin s > 0.

Proposicién 2.2.2. Sea ¥ C Ny un abanico tal que (3) # Ng. Entonces Xy tiene

factores toricos.

Demostracion. Si (X) # Ng, podemos tomar un complemento ortogonal O de modo
que

Si notamos ¥’ al abanico ¥ C (¥), tenemos
¥ =% x{0}.

El abanico {0} € R™ nos da la variedad térica (C*)™. Luego, la Proposicién 2.2.1
nos dice que
XE ~ XE/ X ((C*>dzm(0)

Observacion 2.2.1. Mas adelante veremos que la vuelta también es cierta: si
X5 ~ Xy x (C*)®, entonces X5, = Xsvyq03. Cuando hayamos definido el concepto

de morfismo torico quedard claro que esto implica (X) # Ng.
Ahora si, veamos algunos ejemplos:
Ejemplo 2.2.1. Consideremos el abanico ¥ C R? completo con
Y(1) ={eq,eq,—€1 — €3}
Analicemos los abiertos U,:

Usy = Spec(Clz, y])
Uy, = Spec(Clz™", 27 "y))
Uy, = Spec(Clzy™',y7'])
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00

01

Y

02

A

La numeracién de los conos fue elegida para que los abiertos U,, coincidan con los
U; = {x; # 0} que surgen de pensar a P? en coordenadas homogéneas (zg : 1 : T2).
Las variables x e y son facilmente identificables con x1/x¢ y x2/x¢ respectivamente.

Efectivamente, los datos de pegado para los U,,

coinciden con los que vienen de pensar a P? en coordenadas homogéneas.
A

Ejemplo 2.2.2. Podemos extender el ejemplo anterior a dimensiones mas grandes.

Definamos el abanico > C R™ cuyos conos de dimensiéon n son de la forma
o = Cone(S)

donde el conjunto S recorre todos los subconjuntos de {eq,...,e,, —e; — -+ —e,}

de cardinal n. Mediante calculos totalmente andlogos al caso anterior, se ve que
XZ ~ P
A

Ejemplo 2.2.3. Una familia de variedades mas general que la descrpita en el ejem-
plo anterior son los espacios proyectivos con pesos. Para ver una descripcion exhaus-
tiva de estas variedades consultar [D]. Fijemos elementos ¢i, ..., ¢,+1 € N tales que
(g1 : -+ :qns1) = 1. En este contexto, el espacio P(qy,...,qn+1) se construye de la

siguiente manera:
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Sea N el reticulado que resulta de cocientar a Z"! por la ecuacién

qi1e1 + -+ gny16ny1 = 0.

De la misma forma que antes, consideremos el abanico ¥ C N generado por los
conos de la forma o = Cone(S), donde S recorre todos los subconjuntos de cardinal

n de {e1,...,€,;71}. Llamaremos p; = Cone(€;). De esta forma, se puede ver que

XZ = ]P)n(qla B 7Qn+1)'

Daremos una presentacion mas clasica de este espacio en el Capitulo 3, donde le
daremos una estructura de cociente similar a la de P". Observemos que, como o(1)
es una base de Ny para todo o € X, podemos afirmar que X es simplicial y por lo

tanto P"(qi, ..., ¢ny1) es un orbifold. A

Observacion 2.2.2. El caso n = 2 es trivial, ya que el tinico abanico completo de
R es el correspondiente a P!. Luego, la tnica variedad térica completa de dimensién

1 es P! y por lo tanto P*(a, b) ~ P! para cualquier eleccién de a y b.

Ejemplo 2.2.4. Una superficie reglada es una superficie regladas son superficies
birracionalmente equivalentes al producto de una curva y una linea proyectiva. Las
superficies regladas con curvas base de género 0 son las superficies de Hirzebruch.
La superficie H, es el fibrado sobre P! asociado al haz O(0) @ O(—r). En este

contexto, H, es la variedad asociada al abanico

(_LT)

Y

Observemos que cuando r = 0 tenemos el abanico de P! x P!. Esto es,

HOZPI XPl.
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Observacién 2.2.3. Se puede ver facilmente que el cono generado por (0,1) y
(—1,7) es suave sélamente cuando r = 1 6 0, por lo que las tnicas superficies de
Hirzebruch suaves son H; ~ BI(P?) y Ho ~ P! x P1. En general, la superficie H, es

el blow-up de la superficie P?(1,1,7) en un punto singular.

A continuacién trateremos de entender el conjunto de orbitas de la accién de Ty
sobre Xy,. La herramienta clave para comenzar a hacer distinciones entre érbitas
viene de tomar ciertos limites de los grupos uniparamétricos de Ty .

Para fijar ideas, veamos qué pasa en el caso Xy, = C2, es decir, vamos a tomar
al abanico ¥ como el generado por o = Cone(ey, e3) C R? y sus caras.

Recordemos que (C*)? actiia sobre C? via la multiplicacién coordenada a coordenada.

El conjunto de orbitas serd entonces

{(C)? - (1,1); (C7)* - (1,0):(C7)* - (0,1): {(0,0)} }.

Por otro lado, tomemos un elemento n = (a,b) € Z* y consideremos el grupo
uniparamétrico o™ : C* — (C*)? C C?. Haciendo tender el parametro ¢t € C* a cero,
se ve claramente que

dlima"(t) <= n € o.
t—0

Mads atn, si llamamos p; = Cone(e;),

0,0) sin e {0}
t—0 0 1)
1,1)

si n € Relint(p;)
si n € Relint(o).

Observemos que si p € 3, vale que n € p si y sélo si el limite lim o™ (t) existe y

pertenece a U,. Esto vale en general, como muestra la siguiente proposicion:

Proposicién 2.2.3. Sean o0 C Ng un conoy n € N. Entonces el limite lim;_,o o™ (t)
existe en U, si y sélo si n € 0. Més aun, si n € Relint(o), vale que lim o"(t) = 7,

donde 7, es el punto distinguido de la Definicion 2.1.1.

Demostracion. Sea n € N. Vamos a usar el hecho de que

Jlim " (t) <= 3}}_{% fla™(t)) Vf e ClU,l.

t—0

Como C[U,] = Cle¥ N M], basta probarlo para los caracteres x™ con m € o”. Pero

an (D) =
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por lo que el limite lim; g a™(t) existird en U, si y sblo si (m,n) > 0 para cada
m € a”, es decir, n € (¢¥)¥ = 0.
Si ademds n € Relint(o), tenemos que (m,n) = 0 para m € ot y mayor que
cero param € ¢ \ o+. Luego, sim € ¥ N M,
. 0 sin€o\ot
X" (p) = lim x™(a"(t)) = {

50 1 siné€ot,

es decir, p = 7,.

Observacion 2.2.4. Esto nos permite recuperar el abanico > de una variedad toérica
X: sean T' ~ (C*)" el toro de X y N el conjunto de grupos uniparamétricos de 7.

Para cada p € X, definamos el conjunto
= Nl|lima™(t) = p}.
7, = {n e Nlima”() = p}
Estos conjuntos seran los conos del abanico .

La ultima proposiciéon nos permite probar una de las implicaciones pendientes
de la Proposicion 2.2.2, pues si Xy es completa, entonces todos sus grupos uni-
paramétricos tendran limite en algin U, C ax. Esto implica que |X| = Ng.

Observemos que 7, € U, s6lamente cuando 7 < ¢. Como ademads v, contiene la
informacién de 7V y 7+, resulta que la aplicacién o — 7, € Xy es inyectiva. Deno-
taremos O(o) a la 6rbita de ,. El siguiente teorema da una descripcién bastante
completa de como se distribuyen las érbtias de Xy. Para ver una demostracion
consultar [CLS].

Teorema 2.2.3. Sea X C Ng ~ R" un abanico.
1. La aplicacién ¥ —s {Orbitas de Xy} definida por
o+ O(0) ~ Homg (o™ N M, C¥)
es una biyeccion.
2. Si o € ¥ entonces dim(O(0)) = codim(o).

3. Para cada abierto de la forma U, vale que

U, = J o)

T7<0
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4. Si, 7,0 € ¥ entonces 7 < o siy sélo si O(o) C O(7). En particular,

En el teorema anterior, las clausuras de las dérbitas se entienden tanto en la
topologia Zariski como en la clasica. Esto se debe a que éstos son conjuntos con-
struibles. Para un mayor entendimiento del contenido del teorema, analicemos el
espacio de érbitas de una variedad afin U,. Tomemos como ejemplo C?, donde ya

describimos el espacio de érbitas.

De hecho, el espacio de orbitas sera el mismo para cualquier superficie torica afin.
Si ahora pensamos en una superficie abstracta, como por ejemplo la que resulta de
tomar el abanico de R? generado por dos conos o; # o3 con caras de dimensién 1
{p1,7} v {p2, T} respectivamente, los espacios de drbitas se pegardan de la siguiente

manera:
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4 v,

a ’ N
O(o1) "

o O(O’g)

°
P
o o
e N e
NP
U, J

2.3 Morfismos toricos

Dados dos abanicos ¥ C N, ¥ C N, es natural preguntarse cudles son los morfismos
Xy — Xy que son compatibles con las acciones de Ty y Ths. Comencemos dando

la siguiente definicion:

Definicién 2.3.1. Decimos que un morfismos ¢ : Xy — Xy es torico si ¢(Ty) C

Ty y el morfismo ¢|r, : Ty — T es un morfismo de grupos.

Como Ty C Xy es un abierto Zariski (denso), de la definicién se sigue que

cualquier morfismo térico ¢ es equivariante, es decir, el diagrama

TN X XZ _>XE

Sy ><¢j Lfb

TN/ X XZ’ —>XE/

donde las flechas horizontales vienen dadas por las acciones de los toros, conmuta.
Veamos qué implica esto en términos de grupos uniparamétricos. Si o € ¥y
a € Relint(o), tenemos que

121(1)@ (t) = 7.

Por otro lado, el morfismo f o a™ : C* — Ty es un morfismo de grupos por lo que

define un grupo uniparamétrico. Pero entonces, al ser f continua,
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lim f o a™(t) = /(7).

t-0

De esta igualdad podemos conlcuir que varias cosas:

1. El grupo uniparamétrico f o a” estd en ||, es decir, f o o™ = o para algin
n’ € N’y existe un cono o’ € Y tal que n’ € ¢’. En particular, podemos

tomar ¢’ tal que n’ € Relint(c’).
2. f(7») es el punto distinguido de o’

3. {f(a™)|n € Relint(c)} C {a™|n’ € Relint(c’)}. Clausurando, se ve que todos
los grupos uniparamétricos de o van a parar por f a grupos uniparamétricos

de o'.

Estas observaciones motivan la siguiente definicion:

Definicién 2.3.2. Si ¥ C N, ¥/ C N’ son dos abanicos, decimos que un morfismo
de reticulados ¢ : N — N’ es compatible con ¥ y ¥ si para cada o € ¥ existe un
cono o’ € ¥ tal que ¢(0) C o',

En la dltima definiciéon estamos aplicando el morfismo de reticulados ¢ a un
conjunto que, por definicién, vive en Ng. Para alivianar la notacion llamaremos de
la misma manera al morfismo extendido a Ng. Redondeemos lo hecho hasta ahora

con la siguiente proposicion:

Proposiciéon 2.3.1. Sean Xy, X5 dos variedades téricas. Existe una biyeccion
entre el conjunto de morfismos de reticulados N — N’ compatibles con X y ¥/ y el

conjunto de morfismos toricos Xy — Xy.

Demostracion. Como vimos antes, hay una aplicacion evidente

{ Morfismos téricos Xy — Xsv} — { Morfismos N — N compatibles con ¥ y ¥'}.
Esta viene dada por ¢ — ¢, donde E(n) es el elemento n’ € N’ tal que

poa” =a".

Es claro que ¢ es un morfismo de grupos. Ademads, las observaciones hechas anteri-

ormente nos dicen que es compatible con ¥ y X',
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Para definir una aplicacién inversa le asignaremos a a cada morfismo compatible
N — N’ un morfismo de grupos Ty — Ty' que se pueda extender a Xyx. La forma

canénica de hacerlo es asignarle a cada ¢ : N — N’ el morfismo
6®z1:Ty~N®y;C* - N @C* ~ Ty

que sugerentemente llamaremos ¢|r,. Por construccién, ¢|7, es un morfismo de

grupos. A nivel de anillos de coordenadas, tenemos el morfismo dual
¢l1y : C[M'] — C[M]

que coincide con el inducido por 5* : M" — M (recordemos que M y N son duales

entre si). Para cada 0 € ¥ tenemos la inclusién Ty C U, que se dualiza
CloY N M] — C[M].
Es facil ver que ¢(c) C o implica que ¢ ((¢/)Y N M') C ¥ N M. Pero entonces

tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

Cl(o")Y N M) 2 C[o¥ N M]

| |

ClM7] ClM]

A7y
Si miramos los morfismos duales y denotamos a ¢, al dual del primer morfismo,
resulta que ¢, extiende a @|r,:

UO‘ i) UJ’

I

TN —_— TN’
BTy

Los morfismos {¢,} se pegan para dar lugar a un morfismo ¢ : Xy — Xy que
extiende a ¢|r,. Las dos aplicaciones de esta demostracién son inversas por con-

struccion.

]

Con este resultado ya podemos probar la vuelta de la Proposicién 2.2.2: si una
variedad Xy admite un abanico ¥’ tal que Xy ~ X{ x C* entonces tenemos el
morfismo térico dado por la proyeccion 7 : Xy — C*. Este debe venir de un

morfismo 7 : N — Z compatible con ¥ y {0}. Esto es,

7([2]) =7 (%)) = {0}.
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Pero 7 no es el morfismo constante, por lo que ™ # 0. Luego, (3) # N. Ademés, si
miramos con detenimiento ésta ultima demostracién, podemos rescatar la siguiente

proposicion:
Proposicién 2.3.2. Sea ¥ C Ng un abanico. Son equivalentes:

1. Xy, no tiene factores toricos.

2. F(Xz, OXE)* - (C*



Capitulo 3

Divisores

En esta seccion demostraremos algunos resultados acerca de los divisores de una
variedad térica Xy y daremos una descripcién de los grupos Cl(Xy) y Pic(Xx) en
términos de la informacién de su abanico .

Comencemos estudiando la aplicacién div : C(Xy)* — Div(Xyx). Sabemos que

Tn € Xy es un abierto Zariski, por lo que tenemos la inclusién
C[Ty] = C[M|—— C(Xx)".

Dado m € M, el caracter x™ no tiene ceros ni polos a lo largo de Ty, por lo que
div(x™) € Div(Xy) debera estar soportado en Xy \ Ty. El Teorema 2.2.3 nos dice
que
Xs\Tyv = |J D,
peX(1)
Entonces div(x™) = >_,vp,(X™)D,, donde vp es la valuacién asociada al anillo
Ox,,p para cada divisor primo D. Resulta que la valuacién vp, es en realidad una

aplicacion que ya conocemos:

Proposicién 3.0.1. Para cada p € X(1) y m € M, se tiene que vp, = (m,u,) y
por lo tanto

div(x™) = Z (m, up) Dy.

pEX(1)

Demostracion. Para calcular el orden con el que x™ se anula sobre D, podemos
restringirnos al abierto U,. Pero U, = Spec(p¥ N M) ~ C x (C*)"!, donde el mor-
fismo térico viene dado por el morfismo de reticulados que manda u, — e; y luego

se completa a una base Bt = {v,,...,v,} de p. Este isomorfismo manda al divisor

31
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D, a {0} x (C*)"~'. Si pensamos en la aplicacién en los anillos de coordenadas,

n—1

Xm — xémvup) H lémﬂ)i)’
i=1

de donde es claro que vp, = (m, uy,). O

En realidad, los divisores de la forma ) a,D, constituyen un conjunto muy
particular. La accién de Ty en Xy induce una accién en Div(Xy). Esta viene
dada por t - > apD +— > aptD, donde tD es la imagen del divisor primo D por
la multiplicacién por ¢. Denotaremos Divr, (Xx) al subgrupo de divisores fijo por
la accién de Ty. Claramente, todo divisor de la forma ) a,D, estd en Divy, (Xy).

Veamos que éstos son todos:

Lema 3.0.1. Sea Y ;_, a;D; un divisor invariante por la accién de Ty. Entonces
existen p; tal que D; = D,, para cada 1 <17 <.
Luego,
Divr,(Xs)= € Z-D,.
)

peX(1

Demostracion. Sea D = 22:1 a; D; un divisor invariante. Para cadat € T, tenemos
Sop(D) = Sop(tD), es decir,

1=1 i=1

En particular, el conjunto |J D; es Ty invariante, por lo que debe ser una unién de

érbitas. Como dim(D;) = n — 1, debe existir un conjunto {p;}1<j<s3 C X(1) tal que

UJb:=JD,,
i=1 j=1

Para completar la demostracion basta con intersecar a ambos lados con D, .

Ahora ya estamos en condiciones de describir al grupo de clases de Xx:

Teorema 3.0.1. En una variedad toérica X, la sucesién
M — Divr, (Xy) — Cl(Xs) —0.

es exacta, donde el primer morfismo es m — div(x™) y el segundo es el cociente.
Ademas Xy, no tiene factores téricos si y sélo si el primer morfismo es inyectivo.

Esto es, la sucesion
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0——= M —— Divy, (Xs) — Cl(Xs) —=0

es exacta.

Demostracion. Comencemos por la iltima afirmacién. Sabemos de la Proposicién
2.3.2 que Xy no tiene factores téricos si y sélo si I'( Xy, Ox,,)* = C* o equivalente-
mente (X(1)) = Ng.

Supongamos entonces que Xy no tiene factores y tomemos m € M tal que
div(x™) = 0 € Divry(Xys). Pero etnonces x™ no tiene ceros ni polos en Xy, esto
es, x™ € I'(Xy, Ox,)*. Luego, X" = 1y por lo tanto m = 0.

Si por el contrario suponemos que el primer morfismo es inyectivo, tenemos

Z (m,u,)D, =0<=m =0
peEX(1)

Pero esto es equivalente a
(m,u,) =0 VpeX(l) <= m=0,

de donde se sigue que (3(1)) = Ng y por lo tanto Xy no tiene factores téricos.

Veamos ahora la exactitud en Divy, (Xyx). Claramente, la composicién
m — div(x™) — div(x™)
es el morfismo nulo.
Para ver la otra inclusién, tomemos D € Divy, (X3z) tal que D = 0 € Cl(Xy).
Debe existir entonces una funcién f € C(Xy)* tal que D = div(f). En particular,

div(f)|ry =0y por lo tanto f € C[Ty]* = C[M]*. Como C[M] ~ C[z}", ...,z y

n

Cla, ...,z = {ca¥c € C*, a € Z"}

(sale de calculo directo), se sigue que f = cx™ para algin ¢ € C* y m € M. Entonces

D = div(x™).

Por 1ltimo, probemos que el segundo morfismo de la sucesion es sobreyectivo.
Recordemos que Xy \ Tn = , Dy, por lo que tenemos la sucesion exacta
@pEZ(l) ZD,— Cl(Xy) — Cl(Ty) —0.

Para terminar la demostracién basta con observar que T =~ (C*)", por lo que

CU(Ty) = 0. O
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Este tltimo teorema nos dice que el grupo de clases de una variedad torica Xy
es el grupo abeliano generado por los D,, que cumplen (a lo sumo) n ecuaciones

dadas por M. Esto nos da una forma canonica de calcular grupos de clases.

Observacion 3.0.1. Mirando la sucesion exacta, es claro que el grupo de clases de
una variedad térica Xy depende sélamente del conjunto ¥(1). Esto es coherente con
el Teorema 2.2.3, ya que los conos de dimension mayor aportan érbitas de dimension

mas chica.
Una aplicacién directa del resultado anterior es la siguiente:

Proposicién 3.0.2. Si Xy,, Xy, son variedades toricas, entonces
CZ(XEI X XEQ) = CZ(XEI) ) CZ(XEQ)

Demostracion. Recordemos de la proposicion || que Xy, X X, es la variedad asociada

al abanico Yy X s y su toro es T, xn,. Ademas,
Yo x Xo(1) =%1(1) x {0} U {0} x 3a(1),
por lo que
Divry , n, (X5, x X5,) = Divry (Xx,) @ Divyy (Xs,).
Si ahora usamos la Proposicion 3.0.1, la sucesién exacta queda
My ® My — Divry (Xx,) @ Divyy, (Xs,) — Cl(X5, X Xz,) —=0,

de donde se sigue que Cl(Xy, X X5,) = Cl(Xy,) ® Cl(Xy,). O

Veamos algunos ejemplos de como lo desarrollado hasta ahora en esta seccion

nos permite calcular facilmente el grupo de clases de una variedad térica:

Ejemplo 3.0.1. Calculemos el grupo de clase de P". Recordemos del Ejemplo 2.2.2

que los rayos de ¥ estan generados por los elementos

{ug =e1,... Uy = €p,Upy1 = —€1 — - — €y}

respectivamente. Sabemos que una presentacion del grupo de clases es

CI(P") =(Dy,..., Dy, | div(x) =---=div(x*) =0).

Pero
n+1

div(x%) = Z<6i7uj>Dpj =D, — D, ..,

J=1
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Por lo que D_p1 =-.--=D, ., ypor lo tanto
Cl(P") ~Z
y es generado por cualquier m A

Ejemplo 3.0.2. El ejemplo anterior y la Proposiciéon 3.0.2 podemos deducir que
CI(P" x P™) ~ 77

con generadores D, x 01 Y D{oyxp;- A

Ejemplo 3.0.3. Veamos qué pasa en los espacios proyectivos con pesos P"(q1, . . ., ¢ni1)

del Ejemplo 2.2.3. En este caso, tenemos
M = {(my,...,my) €Z"™ | miqy + -+ Mpy1¢ui1 = 0}.
Ademés el abanico ¥ C N cumple (1) = {p; = Cone(e;)}. Entonces la sucesién
0— M —272"" —7—0,

donde el primer morfismo manda m — ((m, u;))1<i<n+1 y €l segundo morfismo estd
definido por (a1,...,an41) = qra; + -+ + Gui1an41, €S exacta.

Como la variedad no tiene factores téricos, tenemos la sucesion exacta corta
0 — M — Divry (P"(q1, - - -, gny1)) —> CUP™ (a1, - .-, gn41)) — 0.

Observemos que si identificamos a Divp, (P™(qy, ..., qne1)) con Z™! entonces el

primer morfismo de ambas sucesiones coincide. Luego,

Cl(Pn(qlv cee aQ’n-i-l)) ~ Z.
A

Ejemplo 3.0.4. Recordemos del Ejemplo 2.2.4 que cada superficie de Hirzebruch

H, viene dada por el abanico de R? completo con
Y(1) = {p1 = Cone(ey), po = Cone(ez), ps = Cone(—ey), py = Cone(—ey + rey)}.

Las ecuaciones para el grupo de clase son

4
0 = div(x®) = Z(el, u;)D,,
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Deducimos facilmente que el grupo estd generado libremente por D_p2 y D_p4. Luego,
para cada r € N tenemos

Cl(H,) ~ 7°.
A
El Teorema 3.0.1 también nos permite describir al grupo Pic(Xy). Llamemos
CDivr, (Xx) al subgrupo de Divr, (Xy) de divisores Cartier. Como tenemos la in-

clusién div(M) C CDivr, (Xx), podemos restringir la sucesiéon exacta para obtener

el siguiente resultado:

Teorema 3.0.2. En una variedad térica X, la sucesién

M — CDivr, (X5) — Pic(Xs) —0.
es exacta, donde el primer morfismo es m — div(x™) y el segundo es el cociente.
Ademas si Xy, no tiene factores téricos entonces la sucesion
0 — M — CDivr,(Xs) — Pic(Xs) —0

es exacta.

Para que esta descripcién sea igual de exhaustiva que la que tenemos para
Cl(Xy), todavia falta hacer una caracterizacién del grupo C'Divr, (Xy). Para ello,

veamos primero cémo deben verse sus elementos localmente.
Proposicién 3.0.3. Sea ¢ un cono en Ng. Son equivalentes:
1. D € CDivr,(U,).
2. D = div(x™) para alguin m € M

Demostracion. Ya sabemos que la segunda afirmacion implica la primera. Veamos
entonces la vuelta. Como dim(c") = dim(Mpg), podemos encontrar un m € o¥ N M
tal que (m, u,) > 0 para todo p € o(1).

Sea D =) a,D, € CDivp,(Xy). Sin pérdida de generalidad, podemos suponer

que D > 0. Si éste no fuera el caso, debe existir un k£ > 0 tal que
D = D+ div(x™) > 0.

En esta situacion,
D = div(x™) <= D = div(y™*™").



37

Como D es Cartier, para cada p € U, debe existir un abierto que contenga a p
de la forma U = (U,)s para algin f € Clo¥ N M| y un elemento g € C[(Uy)s] =
Cle¥NM]; tal que D|y = div(g). Como div(f)|y = 0, podemos tomar g € Clo¥NM]|

(es decir, sin denominadores). Si pensamos a div(g) de forma global, tenemos

div(g) = Y wp,(9)D,+ Y vp(g)D'

peo(l) D'#D,Vp

Observemos que hasta ahora no tenemos ninguna condicién para p € U, (y por lo
tanto para g). Si tuviésemos p € (] D, entonces el ltimo término seria igual a D.
Recordemos del Teorema 2.2.3 que O(o) C () D,, por lo que si pedimos p € O(0)

tenemos
(3.1) div(g) > D.

Por otro lado, el ideal

I ={heClc"NM)] | div(h) > D}
es Ty-invariante, por lo que la Proposicién 1.1.2 nos dice que
I = @ C-x™.
xmel
En particular, tenemos una escritura

N

9= Z eix™

i=1

donde cada ¢; € C* y x™ € I. Dividiendo por ¢, tenemos

N Xmi
1: 7 .

La ecuacién (1) nos dice que XTmi € C[U]. Luego, debe ser XTmi(p) # 0 para algin

1 <7 < N. Achicando el aberto U si fuese necesario, tenemos diU(XTmiNU =0y por
lo tanto

div(x™")|v = div(g)|v = D|v.
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Esto quiere decir que div(x™) y D coinciden en un abierto Zariski que interseca a
cada D,. Como ademsds el soporte de ambos esta contenido en J D,, se sigue que
div(x™) = D. O

Observacion 3.0.2. En particular, en cualquier variedad torica afin U, vale que
Pic(U,) = 0.

Con esta ultima proposiciéon en mente, es claro que un divisor invariante D es
Cartier si y solo si para cada o € 3 existe un m, tal que Dy, = div(x™)|v,. Més
atin, el elemento m, es tinico médulo o+ N M (pues éstos son los caracteres que
definen el divisor trivial en U,). De aqui en mds denotaremos M(c) = o+ N M.
Ahora bien, si 7 < o,

(Dl|v,) |, = Dlu,,

por lo que m,, es congruente con m, médulo 7+ N M. En otras palabras, el morfismo

coclente

Gro: M/M(o) — M/M(T)

cumple [m,] — [m,]. El poset (X, <) junto con los morfismos {¢,,} constituyen
un sistema inverso. Luego, si pensamos a un elemento D € CDivr, (Xx) como una

coleccion {m, }s que se pegan en las intersecciones, tenemos la siguiente proposicién:

Proposiciéon 3.0.4. En una variedad torica Xy, vale que
CDivy, (Xx) ~ @M/M(a)
Ejemplo 3.0.5. Sea ¥ C R? el abanico dado por
Y ={p1 = Cone(de; — e3), po = Cone(eq),{0}}.

Como todos sus conos son suaves, > es suave y por lo tanto la variedad toérica Xy
es no singular. En particular, Pic(Xy) = Cl(Xyx). Sabemos que el grupo de clase

estd generado por D, y D,, con ecuaciones

0 = div(x™) = (e1,dey — es) D, + (e1,e2)D,, = dD,,.

0 = div(x®) = (ea,de; — e2)D,, + (e2,€2) D,y = =D, + D,,.
Luego, Pic(Xx) ~ Z/dZ con generador D, = D,,.

Para un mayor entendimiento de la variedad Xy podemos usar el teorema 2.2.3

para obtener

XE = UG \ {’70}7
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donde 0 = Cone(de; — es,€3). Como el conjunto A = {(1,a) € Z*|1 < a < d}
generan S,, sabemos que U, es la clausura Zariski del morfismo que sale de (C*)?
definido por

(z,y) — (z,zy, ..., 2y?) € CHL

A
El ultimo ejemplo ilustra como el grupo de Picard de una variedad térica puede

tener torsion. La siguiente proposicion nos da una condicion suficiente para evitar

que esto pase.

Proposiciéon 3.0.5. Sea ¥ C Nr un abanico. Si X contiene un cono de dimensién

méxima entonces Pic(Xy) es un grupo abeliano libre.

Demostracion. Sea D un divisor Cartier tal que kD = 0 en Pic(Xy). La Proposicién
3.0.4 nos dice que podemos suponer que tenemos una escritura D = > a,D, y que
kD = div(x™) para algin m € M.

Sea ¢ € ¥ un cono de dimensién méxima. La restriccion D|y, es Cartier, por lo

que, gracias a la Proposicién 3.0.3, existe m’ € M tal que

Dy, = Z apDy = dw<Xm/)|Ua-

p€a(l)

En particular, a, = (m/, u,) para cada p € o(1). Ademas, kD = div(x™) implica

que ka, = (m,u,) para todo p € ¥. Luego, tenemos que
(km/ u,) = (m,u,) Vp € o(1).
Como (u,)s(1) = Nr, se sigue que km' = m. Pero entonces
kD = div(x*™).
Luego, D = div(x™) y por lo tanto D = 0 € Pic(Xy). ]

Un elemento D € Pic(Xy) esta caracterizado por su haz asociado Ox,, (D). Para
terminar esta secciéon daremos una descripcién de las secciones globales de este haz.

Esto nos sera de particular utilidad cuando trabajemos con foliaciones.

Definicién 3.0.1. Si D = ) a,D, es un divisor, definimos el poliedro Pp C Mg

asociado a D como

Pp = {z € Mg|(m,u,) > —a, VpeX(1)}.
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Notese que estamos usando la palabra “poliedro” en el sentido usual. No ob-

stante, Pp no tiene poqué ser acotado. Esto se condice con la siguiente proposicion:

Proposiciéon 3.0.6. Sea D un divisor T invariante en una variedad torica Xs.
Entonces

F(Xﬁvoxz(D)) = @ C'Xm~

meEPp

Demostracion. Para empezar, escribamos D = )" a,D,. Sea f una seccién global
de Ox.. (D). Por definicién, div(f) + D > 0. En particular,

(div(f) + D)z = div(f)|zy = 0.

Luego, f € C[Tn] = C[M]. Con esto en mente, la Proposicién 1.1.2 nos dice que

F(XEUOXZ(D)) = @ C’Xm~

X"€el(Xs,0xy (D))

Pero div(x™) + D > 0 si y s6lo si m € Pp, de donde

I(Xs, Ox, (D)) = €5 C-x™

mePp

Observacion 3.0.3. En el caso en que la variedad Xy sea completa, cualquier el
C-espacio vectorial de las secciones globales de un haz coherente es de dimension
finita (ver[Sh]). En particular, todos los poliedros Pp son acotados. Intuitivamente,

esto pasa porque X tiene “suficientes” rayos.

Ejemplo 3.0.6. Volvamos al Ejemplo 2.2.4 pare recordar el abanico > que asoci-
ado a la variedad H;. Ademds, en el Ejemplo 3.0.4 vimos que Cl(H,) ~ Z* con
generadores D,, v D,,. Ademds, la variedad H; es suave. Tomemos entonces un
elemento (a,b) = D en el grupo de Picard e identifiquémoslo con un representante

en Divr, de la forma D = aD,, + bD,,. Entonces
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r+y=-—1

Ppo1y C R

Luego, la cantidad de puntos enteros en Pp es

0 sia<06b<0
1 si a.b=0
I'(Xs, Oxy(a, b)) = b+D)(b+2)  (b—a—1)(b—a) .
5 — 5 sil<a<b
w sil<b<a

A

Cabe aclarar que el problema de contar puntos enteros en poligonos en el plano
fue estudiado por Georg A. Pick dando lugar a la conocida férmula

b
A=714+—-—1.
2+2

Su generalizacion a dimensiones mas altas se corresponde con los polinomios de
Erhart. En 1962 Erhart probé que la cantidad L(P,t) = |PNZ"| es un polinomio con
coeficientes racionales de grado d = dim(P). Barvinok, por otra parte, probd en el
ano 1994 que el problema de contar puntos enteros en un poliedro tiene complejidad

polinomial en el volumen del mismo.
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Capitulo 4

Variedades toricas como buenos

coclentes

4.1 Algunas definiciones

Para las construcciones que siguen vamos a usar algunos elementos de Geometric
Invariant Theory. A continuacion repasaremos los conceptos mas importantes. Para
mas detalle consultar [GIT]. Si bien el contexto natural para hablar de cocientes por
un grupo es el de los stacks (donde por definicién estos cocientes siempre existen),
vamos a restringirnos a cocientes de variedades algebraicas por grupos algebraicos
afines. Cuando no hagamos otra aclaracién, G sera un grupo afin actuando sobre

una variedad algebraica X.

Definicién 4.1.1. Sea 7 : X — Y un morfismo que es constante en las G-érbitas.

Decimos que 7 es buen cociente categorico si se cumplen las siguientes condiciones:

1. Para todo abierto U C Y el morfismo natural Oy (U) — Ox (7~ *(U)) induce
un isomorfismo

Oy (U) ~ Ox (7 1 (U))°.
2. Para todo cerrado G-invariante F' C X se tiene que 7(F) C Y es cerrado.

3. Si H,F C son cerrados G-invariantes disjuntos, entonces 7(F) y w(H) son

disjuntos.

En este caso, diremos que Y ~ X//G.

Teorema 4.1.1. Sea 7 : X — Y un buen cociente categérico. Entonces:

43
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1. Y es un cociente en la categoria de variedades. Es decir, para cualquier mor-
fismo ¢ : X — Z que sea constante sobre las G-drbitas existe una tnica

é:Y — Z tal que el siguiente diagrama conmuta:

X2z

7
r 7

s 9
Y

2. m es sobreyectiva.

3. Un conjunto U C Y es abierto < 7= }(U) C X es abierto. Es decir, Y tiene la

topologia cociente.
4. Six,y € X, entonces 7(z) = 7(y) & G.x NGy # 0.
5. Para cada y € Y, existe una unica G-drbita cerrada incluida en 71 (y).

Con este resultado podemos afirmar que la notacién Y ~ X//G no es abusiva,
pues el punto 1 nos dice que X//G (en caso de existir) es tinico salvo isomorfismo.
El punto 4 nos sugiere que un cociente categorico no tiene porqué separar orbitas.

El siguiente ejemplo ilustra esta cuestion:

Ejemplo 4.1.1. Consideremos la accién diagonal de G = C* sobre C" definida por

MA@, ooxn) = Az, .o, Axy).

La érbita {(0....,0)} se encuentra en la clausura de todas las érbitas, por lo que
cualquier funcién que sea invariante por G es constante. Con esto en mente, es facil

ver que el morfismo a un punto C" — * es un buen cociente categorico. A

Es sabido que, si en el ejemplo anterior decidimos quitar el origen antes de
cocientar, el resultado sera P". En este caso, todas las orbitas seran cerradas por lo
que podemos pensar al cociente como un espacio de orbitas. Idealmente, éste es el

tipo de cocientes sobre el que nos gustaria trabajar.

Definicién 4.1.2. Sea 7 : X — Y un buen cociente categérico. Decimos que X//G
es un buen cociente geométrico si todas las G-orbitas son cerradas. En este caso
notamos Y ~ X/G.

Si combinamos el teorema anterior con esta tultima definicién, obtenemos la sigu-

iente proposicién:
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Proposicién 4.1.1. Sea 7 : X — X//G un buen cociente categérico. Son equiva-

lentes:
1. X//G es un buen cociente geométrico.
2. Sixz,y € X entonces 7(z) = 7(y) & y € G.x.
3. 7 induce una biyeccién entre las G-6rbitas y los puntos de X//G.

Por 1ltimo, es muy importante destacar que los conceptos utlizados para definir
estos cocientes son de caracter local. En particular, tenemos el siguiente (muy 1til)

resultado:

Proposiciéon 4.1.2. Sear : X — Y un morfismo que es constante en las G-
érbitas. Sea {V;} un cubrimiento de Y. Entonces 7 es un buen cociente categérico

(geométrico) si y solo si cada morfismo

7T|ﬂ.—1(VZ,) : 7T71<V;) — V;

es un buen cociente categérico (geométrico).

4.2 El anillo de coordenadas homogéneas

Tomemos como modelo al espacio proyectivo P". La presentacion estandar de esta
variedad es el cociente de (C"™'\ 0), ., donde z ~ w si y sélo si existe A € C* tal
que Az = w. Es decir, pensamos a P" como el cociente de C"™! \ 0 por la accién
diagonal del grupo C*. Esto nos permite trasladar resultados, como por ejemplo el
Nullstellensatz, del espacio afin al proyectivo.

A continuacién vamos a generalizar estos conceptos para variedades téricas nor-
males. Sabemos que toda variedad térica es de la forma Xy, para algin abanico .

Nuestro objetivo sera dar una descripcion de X
Xg ~C" \ Z//G

En lo que sigue, asumiremos que Xy no contiene factores toricos o equivalente-
mente (X) = R".



46 4.2. El anillo de coordenadas homogéneas

4.2.1 El grupo G

La Proposicién 3.0.1 nos da la sucesién exacta
0= M % CDivyy (X) % CIU(X) = 0

donde C'Divp, denota los divisores Cartier invariantes por la accién del toro y el
primer morfismo est4 definido por m € M % > (m,u,)D, € CDivr,. Aplicando
Hom(—,C*), queda

1 - Hom(Cl(X),C*) - Hom(C Divr,,C*) = N C* — 1

Sabemos que CDivy, = @ZD, donde p recorre ¥(1). En otras palabras,
CDivy, ~ Z*Y, por lo que Hom(CDivy,,C*) ~ (C*)*1). Este dltimo iso-
morfismo manda un elemento de h € Hom(CDivp,,C*) a la tupla (a,)s@) de
modo que h(D,) = a, Por otro lado, tenemos N ® C* = Ty. Escribamos

G = Hom(CIl(X),C*) y reemplazemos todas estas identifiaciones en la sucesion:

1= G — (C)0 5Ty 51

Observacién 4.2.1. En particular, esta sucesion nos da la igualdad
(C*)E(l)/G ~ Ty

como grupos algebraicos. De esta forma, podemos entender la construccion que
sigue como un cociente m que extienda a 7* :

sk

l—=G—— (C)*) Ty 1

b

G—=C*W\ 7 — Xy

Si pensamos a Ty como el conjunto de caracteres de M,
(7’* (G’P)E(l))(m) - H a;<;m7up>7
P

de modo que tomando una base {ey,...,e,} de M podemos escribir a G como el

subgrupo de (C*)*®) que cumple las ecuaciones

[] ¢’ —1=0 vi<i<n
peEX(1)
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Observaciéon 4.2.2. Una vez fijado el isomorfismo N ~ Z" podemos identificar a

Ty de forma candnica con (C*)". En éstas coordenadas,

is(a)z) = (][ af" " cizn.

p

Como C1(X) es un grupo abeliano, G es el producto de un toro con un grupo
abeliano finito. En particular, G es reductivo. Esto es fundamental para nuestra
construccion, ya que nos provee de la siguiente proposicion, cuya demostracién se

puede consultar en [GIT]:

Proposicién 4.2.1. Sea G un grupo reductivo actuando sobre una variedad afin
X = Spec(A). Entonces

1. A% es una C-algebra finitamente generada.
2. El morfismo cociente X — Spec(AY) es un buen cociente categérico.

Observacion 4.2.3. En el caso en que Xy, es suave y tiene un punto fijo por la
acciéon de Ty (o equivalentemente, ¥ es suave con un cono de dimensién n), tenemos
que Cl(Xyx) = Pic(Xx) es un grupo abeliano libre, por lo que G serd un toro de
dimensién igual a |X(1)| — dim(Xy), pues dim(Xx) = dim(Ty).

Es claro que D € CI(Xyx) induce un caracter en G = Hom(Cl(Xx),C*) via la

evaluacion. Se puede ver que éstos son todos los caracteres de GG, es decir,

Cl(Xx) = Hom(G,C").

En coordenadas, D = " a,D, nos da el morfismo g = (g,) — [[g5" = ¢°. (Las
ecuaciones de GG nos dicen que el morfismo no depende de la eleccion de D: dos
representantes de la misma clase difieren en algin div(x™) y por lo tanto inducen
el mismo caracter).

Si bien hay dos formas estdndar de graduar a S (tomando un multigrado a Z>()
o asignando a todas las variables el mismo grado), esta tltima caracterizacién de

Hom(G, C*) sugiere tomar la graduacién al grupo de clases inducida por

pEX(1) pEX(1)

De esta forma, si tomamos un elemento g € G y un f = > b,x* homogéneo de
grado D,
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g-f(@)=> balg™") 2" = (g )P

Es decir, los subespacios de S de la forma {polinomios homogéneos de grado D}

diagonalizan simultaneamente las operaciones f — g.f.

Definicién 4.2.1. El anillo de coordenadas homogéneas de la variedad torica Xy

es el anillo de polinomios C|z,|p € £(1)] graduado por el grupo Cl(Xy,).

4.2.2 El conjunto Z

El anillo de coordeandas de C*W) es C[z,|p € $(1)] := S. Para cada o € X definamos

el monomio

7 = H z,
p¢o(1)

Observemos que si 7 es una cara de ¢ entonces z° divide a 27 en S. Llamemos C' al
ideal generado por estos monomios. La observacion nos dice que C' = (7|0 € X0z)-
Como C' es un ideal monomial, V(C') := Z serd unién de subespacios “cartesianos”.
Sea V = V(z,,,...,2,,) un subespacio maximal en Z. Si ¢ € 3, entonces z7 se
anula sobre V, por lo que debe ser divisible por algun z,,. Esto es, z,, ¢ o(1). Por
otro lado, si consideramos un subconjunto A de {z,,,...,z, }, la maximalidad de
V nos dice que V(A) € Z, de lo que se sigue que A C o(1) para algin o € X. Esto
sugiere la siguiente definicion:

Definicién 4.2.2. decimos que A C ¥(1) es una coleccion primitiva si es minimal

entre los subconjuntos que no estan contenidos en o(1) para algin o € X.

La discusion anterior nos dice que

Z= |J V.

ACE(1)prim.

Como G C (C*)®W)] tenemos una accién bien definida de G sobre C*W) \ Z.

Observacion 4.2.4. Toda coleccion primitiva tiene cardinal mayor o igual a 2, por
lo que codim(Z) > 2.
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4.2.3 El morfismo 7

Como nuestro objetivo es describir a Xy, como un cociente, necesitamos un morfismo
C*M\ Z — Xs que sea constante sobre las G-6rbitas. Para conseguirlo, vamos a
escribir a C*M\ Z = X y explicitar un morfismo de reticulados que sea compatible
con los abanicos 3 y 2.

Notemos que hay una “copia cuadrada” de ¥ en R*" (cuando decimos “copia”,
nos referimos al sentido combinatorio. En general, no sera una copia algebraica de

¥)): para cada o € X, escribamos
o := Cone(e,|p € (1))

y definamos ¥ = {6|oc € X}. De esta forma, es inmediato que el morfismo de
reticulados e, — u, es compatible con los abanicos. Esto induce un morfismo térico
Xs % Xs. En particular, tenemos un morfismo de grupos algebraicos (C*)* = Ty.
Visto desde el punto de vista uniparamétrico, Z> @ C* 5 N ® C* coincide con el
morfismo i, de la sucesién exacta corta de la Observacién 4.2.1 (pues e, ®t v u,®t).
Como consecuencia de esto, 7(G) = 1 y por lo tanto 7 es constante sobre las G-

Orbitas.

Veamos ahora que Xg = C*M\ Z. Para ello, vamos a hacer uso de la correspon-
dencia entre conos de un abanico y dérbitas de su variedad asociada. Si llamamos
5> al abanico que consiste de Cone(e,|p € X(1)) y sus caras, sabemos que su var-
iedad asociada es C*(1), Claramente, los conos de S estdn en ¥. Recordemos que el
teorema de correspondencia nos dice que

U, =Jo-
<o

Entonces podemos escribir a Xg = X5 \ UT@ O,. Mas aun, el mismo teorema nos

dice que O, = U, <o Os. Entonces la ultima igualdad nos queda
Xs=xs\ U O~
7€\ S minimal
Pero O, = V(z,|p € 7(1)). Ademés, al tomar los 7 minimales entre los que no estan

en Y nos quedamos sélo con las colecciones primitivas, de lo que se sigue que
J o=z
7€3\E minimal
Conseguimos entonces un morfismo 7 : C*'\ Z — Xy que es constante sobre

las G-orbitas. Con todo esto, podemos probar el siguiente teorema:
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Teorema 4.2.1. 1 Sea Xy una variedad sin factores téricos y 7 : C*M \ Z — Xy,

como antes. Entonces

1. 7 es un buen cociente categérico para la accién de G sobre C*M\ Z, de modo
que
Xy ~C*D\ 7//G

2. m es un buen cociente geométrico si y solo si X es simplicial.

Demostracion. Para el primer item, basta probar que w|,—1,) : 71 (Uy) = U, es
un buen cociente categérico. Recordemos que 7~ (U,) = Uﬂ(?)gg Us. Pero S es una
copia cuadrada de X, por lo que 771 (U,) = Us. Esto, junto con la Proposicién 4.1.2,
nos permiten restringir el problema a 7 : Us; — U,.

Como G es un grupo reductivo, sabemos que Us; — Spec(C[U;]%) es un buen
cociente categorico. Por otro lado, 7 es constante en las GG-érbitas, por lo que 7* se
factoriza

ClU,] = ClU5]¢ — C[U5]

Esto reduce la cuestion a probar que el primer morfismo es un isomorfismo.
Como T C Im(m), el morfismo es dominante y por lo tanto 7* es inyectivo.
Veamos entonces que es sobreyectivo:

El anillo de coordenadas de U; es

C[Us] = C[6¥ N Z=W).

Escribiendo ¢V = {a = (a,) € Z*W|a, > 0Vp € ¢} , tenemos

C[U&] - chr.

Si tomamos un elemento de (S,-)¢ y lo escribimos de la forma f = Y b,2?,

tenemos que

flgx)=fVgeG

Esto es, Y b,g%c® = > b,x® para cada g € G. Equivalentemente, los exponentes
a = (a,) tales que b, # 0 cumplen que g* = 1 para todo G. Entonces, por lo visto

en la seccion anterior, debe ser

> a,D,=0¢ Cl(Xy),

es decir, debe existir un m € M tal que a = ({(m, u,)). Ademas,
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((m,u,)) >0 Vpeo

implica que m € o¥ N M. Recordemos que 7* : ™ — [] :1:,<)m’u">.

Entonces todos los monomios de grado 0 estdn en la imagen de 7* y por lo tanto

el morfismo es sobreyectivo.

Observacién 4.2.5. En particular, probamos que 7* : Clo¥ N M] = (S;0)o es un

isomorfismo.

Pasemos ahora a la segunda proposicion del teorema . Nuevamente, la estrategia
general serd mirar el caso afin. Recordemos que Xy es simplicial si y sélo si todos
los conos de X lo son.

Veamos que si 7 es un cociente geométrico entonces Xy es simplicial. Supong-
amos por el contrario que existe un cono o que no lo es. Esto es, existen {n,},)
(no todos nulos) tales que > n,u, = 0. En un principio, n, € R. Es facil ver (por
ejemplo, por induccién en la dimensién del espacio) que podemos tomar n, € Z. A
continuacion vamos a usar esta identidad para encontrar una G-drbita que no sea
cerrada.

Extendiendo por 0 cuando p ¢ o(1), podemos definir n = (n,)xq) € Z". Pode-

£(1)

mos considerar entonces el grupo uniparamétrico a® de (C*) Recordemos que

las ecuaciones para G son

IT el —1=0 1<i<n

peX(1)

Si las evaluamos en o™, nos queda

H (tn,,)<e1;,up> —1

pEX(1)

Pero
an(ei>“p> = (ei, anup> =0,

y por lo tanto o™ es un grupo uniparamétrico de G.

Claramente, el limite

Pt
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existird sélamente cuando n, > 0 para todo p € o(1). Como no podemos garantizar
que esto pase, deberemos movernos a otra G-orbita: consideremos el punto y € Us

tal que

1 sin,>0
Yp = .
0 sin,<0

Si miramos la curva o™ -y C G - y, tenemos que que el limite

) 0 sin,>0
Yo = lima”(t) -y = r

t—0 1 sin, <0.
Una observacién muy importante es que yo ¢ Z, pues el elemento 27 de C' no se anula
sobre y,. Para conluir que la érbita de y no es cerrada vamos a necesitar suponer,

sin pérdida de generalidad, que existe algin py para el cual n,, > 0. Entonces

Gyg{$p07é0}

Como yo ¢ {x,, # 0}, se sigue que G -y no es cerrado y por lo tanto 7 no es un

buen cociente geométrico.

Para probar la otra implicacién, supongamos que o € X es simplicial y veamos
que las G-érbitas en U; son cerradas.

Recordemos que G es el producto de un toro con un grupo abeliano finito. En-
tonces la componente conexa de la identidad Gy (es un toro y) tiene indice finito.
Luego, basta ver que las Gy Orbitas son cerradas. Tomemos entonces p € U, y
p € Go-p. Afirmo: G- p es una variedad térica (afin). Para probar esta afir-
macién basta ver que Gy - p es isomorfo a un toro. En efecto, la érbita es un grupo
via (g-p,g -p) — (g-¢') - p. Recordemos que la accién de G es por multiplicacién
estandar. Sea S C X(1) el conjunto de coordenadas distintas de cero de p. Entonces

podemos pensar a la acciéon de Gy dentro del siguiente diagrama:

Go——=Go-p

| A
(C)*
donde ¢ es la proyeccién y -p es completar con ceros y multiplicar por p. Ahora, es
facil ver que Gy - p =~ q(Gp). Luego, la Proposicién 1.1.1 nos dice que Gy - p C (C*)®
es un toro.

Ahora estamos en condiciones de hacer uso del siguiente lema:
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Lema 4.2.1. Sea X una variedad térica afin con toro T'. Sip € T, p’ € X entonces

existe ¢ € T' y un grupo uniparamétrico « tal que
p =lima(t) q-p.
t—0

Si bien el lema nos dice que podemos tomar ¢, @ en Gy - p, podemos levantarlos

a un grupo uniparamétrico a y un punto q en Gy:

a=a-p y q=q-p
El levantamiento de « se corresponde con la correspondiente preimagen en el mor-
fismo § : Z4™G) — 75 de grupos uniparamétricos inducido por ¢. Para concluir
que p' € Gy - p, vamos a probar que « es el grupo trivial.
Por un lado, o € (C*)*®), por lo que debe venir dado por algin n € Z>W.

Ademas, a C G, de donde se sigue que para cada 1 <i <mn

I @) —1=0

peX(1)

Z nyu, = 0.

peX(1)

y por lo tanto

Por otra parte, recordemos que

C[U&] - Sxd.

En otras palabras, si p ¢ o(1), el monomio z, es inversible, de modo que p’ € Us

implica que p/, # 0. Entonces, mirando el limite en cada una de estas coordenadas

/T n
P, = im0 q,p,

debe ser n, = 0 para p ¢ o(1). Entonces la suma anterior es en realidad
Z nyu, = 0.
peo(l)

Luego, como ¢ es simplicial, se sigue que n, = 0 para todo p € 3(1). Esto implica
que « es el grupo uniparamétrico trivial y por lo tanto p’ = ¢ - p, es decir, la érbita

G - p es cerrada.
]

El teorema anterior se puede entender como un resultado de coordenadas glob-

ales. Si ¥ tiene un cono suave de dimensiéon maxima, (igual a la dimensién de Xy)
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digamos o, tenemos U, ~ C". Como n < [3(1)|, nos podemos preguntar si las co-
ordenadas usuales de C" son compatibles via algiin morfismo ¢ con la construccion

previa.
Definicién 4.2.3. Si ¥’ C ¥, diremos que X' es completo en X si
Y ={oeXo(l) C¥(1)}.

Observemos que si o € Y tiene dimensién maxima entonces el abanico generado
por o y todas sus caras es completo en 3. La siguiente proposicion responde nuestra

pregunta (para ver una demostracién ver [CLS]):

Proposicién 4.2.2. Sean Xy una variedad sin factores téricos y ¥’ completo en 3

tal que X5y C Xy no tiene factores téricos. Definamos ¢ : c¥® — Cc=® de modo

a, sipey
¢(a)P:{ 1p Slp¢2/

que

Entonces el siguiente diagrama conmuta:

C¥W\ zrl P\ 7z

Xy Xy

En particular, si tenemos un o € Y con las hipotesis de antes, podemos considerar
el abanico Y/ generado por o y sus caras. Entonces la proposicién anterior nos provee

del siguiente diagrama:

coe—4 c=m\ 7z

\ |

Up— Xy
Observacion 4.2.6. La proposicién no le pide ningun tipo de suavidad a .

Otra forma de entender este resultado es que ¢ es un levantamiento de 7 : Xy —
Xy a sus respectivas presentaciones cocientes. Un analisis interesante sobre la exis-

tencia de este tipo de levantamientos se puede ver en [B].

Ejemplo 4.2.1. Recordemos el Ejemplo 2.2.3. El abanico asociado a P"(qq, . .., Gnt1)
cumple que [X(1)| = n + 1. Ademas, la tinica coleccién primitiva es {p1, ..., pni1}-
Luego,

Z=V(xp,...,z,,.,)={0}.
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Recordemos del Ejemplo 3.0.3 la sucesion exacta
0— M —Z"" — CI(P"(q1,...,qns1)) — 0
donde CI(P"(q1, ..., Gnt1)) = Z (esto es, G ~ C*) y el segundo morfismo es
(a1, @ny1) = qag + - + Gng1Gnia-
En particular, e; — ¢; para cada 1 < i < n + 1. Entonces la sucesion exacta
0— C" — (CHY""' — Ty — 0
tiene por primer morfismo ¢t — (t%, ... t%+). Luego,
P™(q1, .-, qni1) = C"H1\ {0}/C,

donde la accién estd dada por t - (z1,...,2,51) = (t%2q,. .., t% 2, 1). A nivel de

su anillo de coordenadas homogéneas, si t € C* cada monomio z; cumple
t- Tr; = tqi.’ﬂi,
de donde se sigue que gr(z;) = ¢; € CUP™(q1,...,Gns+1)) = Z. A

Observacién 4.2.7. FEn el caso ¢ = --- = ¢,11 = 1 obtenemos la presentacion

estandar del espacio proyectivo P".

Ejemplo 4.2.2. Superficies de Hirzebruch. En el Ejemplo 2.2.4 vimos que la su-

perficie de Hirzebruh H, viene dada por el abanico completo de R? con
X(1) = {p1 = Cone(ey), po = Cone(es), p3 = Cone(—es), ps = Cone(—ey + 1e3)}.
Las colecciones primitivas para ¥ son {p1.p4} v {p2, ps}, por lo que Z C C* serd
Z ={x1 =24 =0} U{zy = x5 = 0}.

Ademds, G C (C*)* viene dado por las ecucaciones

4

[[e""=1 =12

=1

o equivalentemente z1 = x4 y x5 = xo2}. Es decir, G =~ (C*)2 via
(tl, tg) — (tl, tz, tqtg, tl)

Tenemos entonces para cada r € N el buen cociente geométrico H, ~ C*\ Z/(C*)?,
donde la accién esta dada por (t1,t3) - (21, Ta, 3, 24) = (t121, taZa, titaxs, t124).
A
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Para terminar, veamos qué pasa cuando nuestra variedad Xy tiene factores

toricos. Sabemos que podemos escribir

XE,N = XE,N’ X ((C*)S,

donde N' = NN (X) y Xy n no tiene factores téricos. Entonces, aplicando la

construccion previa a esta nueva variedad tenemos

Xz = (C*WN\ 2)//G x (C*)
~ (C*V % (C*)* \ Z x (C)")//G,

donde en la segunda linea extendimos la accién de G' a C*1) x (C*)* trivialmente
sobre (C*)*. Para que esta escritura se parezca més a lo conseguido en el caso sin
factores, podemos pensar C*(1) x (C*)* C C*W+s y definir

7' =C* Y x V(zy,...,x) UZ x C?,

de modo que

Xy = (CE(I)+S \ Z///G

Si bien en este caso conseguimos una expresion similar a la anterior, esta vez
tenemos que codim(Z') = 1. Esto le quita mucha utilidad a la construccién, ya que
por ejemplo no podemos aplicar el teorema de extension de Hartog para extender

las funciones regulares de C*M+s\ 7’ a todo C¥(V+s,



Capitulo 5

Aplicaciones

5.1 Algunas aplicaciones clasicas

Tanto en el espacio afin como en el proyectivo podemos dar una descripciéon de
las subvariedades cerradas en funcién de cierta familia de ideales. A contnuacion
vamos a imitar la demostracién del Nullstellensatz proyectivo para generalizar esta
descripcion para variedades toricas.

Si f € S es un polinomio homogéneo y z € C*M \ Z cumple que f(z) = 0,
entonces, por lo visto en la seccion 4.2.1, f se anula en G - x. Esto nos dice que
le ecuacién f = 0 esta bien definida en Xy. En general, dado un ideal homogéneo

I C S tenemos que
reV()e G xC V() (c cW),

Comenzaremos trabajando en el caso simplicial, donde el morfismo 7 es un cociente
geométrico. La ecuacion anterior sugiere definir la asignacion I — Vx(I) C Xy de

la siguiente manera:
Vx(I) = {p € Xz|n~'(p) S V(I)}.
En este caso, tenemos la siguiente proposicién:

Proposiciéon 5.1.1. Sea S el anillo de coordenadas homogéneas de la variedad

simplicial Xs. Entonces
1. Dado un ideal homogéneo I C S, Vx(I) es una subvariedad de Xx.
2. Todas las subvariedades son de esta forma.

3. (Nullstellensatz débil) Vx (1) = () si y sélo si C* C I para algtin k € N.

57
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Demostracion. Para probar la primer afirmacion basta con recordar que Xy tiene

la topologia cociente respecto a 7 y observar que
V(I) =n"(Vx(I))

es cerrado en C*W \ 7.
Por el contrario, si V es una subvariedad de Xy, entonces 7=*(V) es un cerrado G-
invariante y por lo tanto su clausura Zariski 7=1(V') =: W también lo es. Veamos que

I(W) es homogéneo: para ello, escribamos a f como suma de polinomios homogéneos

f: Z fa€[<W>
)

acCl(Xs

y veamos que cada f, € I(W). Sea z € W. Para cada ¢ € G tenemos que
f(g-z)=0. Esto es,

Y. fugrw)= ) gful2)=0
aeCl(Xs) aeCl(Xs)
Pero entonces Y fq.(x)y* = 0 en C[G]. Luego, como los caracteres de G son lineal-
mente independientes en su anillo de coordenadas, debe ser que f,(z) = 0 para cada
a € Cl(Xs). Como el elemento z era arbitrario, probamos que cada f, se anula
sobre todo W. Entonces I(W) es homogéneo y, como Vx(I(W)) = V|, la segunda
afirmacién queda demostrada.

Para probar el dltimo item basta observar que
Vx(I)=0< V() CZ=V(C)
s0hCl]
donde en la tultima equivalencia usamos el Nullstellensatz en el contexto afin. O
Con todas estas herramientas, es facil probar que la aplicacién I — Vx (I) induce
una biyeccién
{ideales radicales homogéneos I C C'} +— {subvariedades de Xx}.

En el caso en el que la variedad no sea simplicial, no podemos asegurar que
los cerrados de la forma 7~'(V) sean G-invariantes. Esto se traduce en que la
correspondencia deje de valer (para ver un ejemplo donde esto pase ver [Cox]). No

obstante, podemos recuperar un resultado intermedio:

Proposicién 5.1.2. Sea Xy una variedad torica y S su anillo de coordenadas ho-

mogéneas. Entonces
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1. Si I C S es un ideal homogéneo entonces Vx(I) = {p € Xx|n~ (p) NV} # 0}

es una subvariedad de Xsx..

2. Todas las subvariedades son de esta forma.

Una forma de generalizar lo hecho en esta seccion es pasar del ideal I de una
variedad V' C Xy, al haz de ideales Iy,. A continuacién analizaremos la relacion que
existe entre los haces cuasi-coherentes sobre una variedad térica Xy y el conjunto
de S-moédulos graduados. Las ideas desarrolladas surgen de llevar los conceptos
utilizados por Serre en el espacio proyectivo (ver [S]) al contexto térico. Nuevamente,

trabajaremos con variedades sin factores téricos.

La graduacién de S por Cl(Xy) nos da una descomposicién
S= & s.
acCl(Xx)
de modo que S,.S, C S, para cualquier eleccion de a y b. En particular, Sy.5, C S,
para todo a € Cl(Xy), por lo que podemos pensar a cada componente homogénea
como un Sp-médulo. El siguiente lema nos provee una informaciéon muy ttil acerca

de esta caracterizacion. Para ver una demostracién consultar [Cox] o [CLS].

Lema 5.1.1. Para cada a € Cl(Xx) se tiene que S, es un Sy-médulo finitamente

generado.

En la Observacién 4.2.5 afirmamos que 7* induce isomorfismos C[U,| LN (Sze)o-
Supongamos 7 < o,esto es, 7 = o N m’ para un cierto m € ¢V N M. Como
T™(x™) € So, tomar elementos de grado 0 conmuta con localizar por 7*(x™) y por
lo tanto

(Sar)o > ((Sz)o) e (xom)-

Con todas estas aclaraciones, es facil ver que el siguiente diagrama conmuta:

(5.1) Clr'NM]—=Cle¥ N M] = (C[r¥ N M])ym
(SzT)O (Saﬂ")O = ((SxT)O)ﬂ*(xm)

Definicién 5.1.1. Un S-médulo F se dice graduado si tiene una descomposicion
F= P F
aECl(XE)

que cumple S,.F, C F,;, para todo a,b € Cl(Xy).
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Veamos como podemos construir un haz sobre Xy a partir de un S-mddulo
graduado F. Si o € X, entonces la localizacién F,- es un S,.-mddulo. Como
(Sze)o-(Fro)o C (Fio)o, se sigue que (Fyo)g es un (S,e)o-médulo. La Observacién
4.2.5 nos dice que

Us = Spec(C[(Seo)ol,

por lo que podemos usar la teoria de hecha en espacios afines (ver [Har]) para
construir un haz cuasi-coherente sobre U, a partir de (F,-)o. Gracias a (1), estos
haces se pegan via la localizacién para dar lugar a un haz cuasi-coherente sobre Xy,

que denotaremos F. Observemos que F cumple
[(U,, F) = (Fye)o.

Los morfismos de médulos graduados se traducen en morfismos de haces en el

siguiente sentido:

Proposiciéon 5.1.3. Si 0 — I} — F, — F3 — 0 es una sucesién exacta de S-

modulos graduados, entonces
0—>F > F,—F;—0
es una sucesion exacta de haces cuasi-coherentes.

Demostracion. La demostracion es trivial restringiendo los haces a un abierto de la

forma U,, pues localizar y tomar elemenos de grado cero son funtores exactos. [

Una pregunta natural es si tomar un S-médulo finitamente generado resultara

en un haz coherente. En respuesta, demostremos la siguiente proposicion:

Proposicién 5.1.4. Sea F' un S-médulo graduado finitamente generado. Entonces

F' es un haz coherente sobre Xs.

Demostracion. Tomemos un conjunto finito de generadores homogéneos { f;} y note-

mos a; = gr(f;). Es claro que los f; también generan F,.. Sea f € (F,)o. Sabemos

[= Zsifi

para alguna eleccién de s; € S,-. El grado de f nos dice que cada sumando s, f;

que f se escribe de la forma

estd en (Fuo)o y por lo tanto s; € (Syo)_q,. Basta con ver entonces que (S;-)s es
un (S,o )o-médulo finitamente generado para todo 3 = B € Cl(Xy), pues si {si}

generan (Syo)_q, entonces el conjunto {s’f;} generard (Fo)o.
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Llamando E € Cl(Xy) al grado de 27, sabemos que los monomios de la forma

()"
que cumplen D — kE = 3 son un conjunto de generadores de (S, )z. Despejando,

tenemos D = (3 + kE, de donde se sigue que D = B + kE + div(x™) para algiin
m € M. Reemplazando, queda

T i

@)k (zo)

Pero zP € S5 y el factor que lo acompaiia estd en a (S )o. Como Sz es un Sp-

B+kE+div(x™) kE+div(x™)

.

médulo finitamente generado y So C (S44 )0, se sigue que (Szo)g es un (S, )o-moédulo
finitamente generado.
]

Ahora que tenemos una aplicacién
{S-médulos graduados } — { haces cuasi-coherentes sobre Xy}
que se restringe a
{S-médulos graduados finitamente generados } — { haces coherentes sobre Xy},

podemos estudiar su posible inyectividad/sobreyectividad. El siguiente teorema nos

dice que, en efecto, ambas funciones son sobreyectivas:

Teorema 5.1.1. Sea H un haz cuasi-coherente sobre Xs. Entonces:
1. Existe un S-médulo graduado F' tal que H ~ F.
2. Si H es coherente, podemos elegir un F' finitamente generado.

Demostracion. Si bien no haremos una prueba completa del teorema, hay algunos
elementos de la demostracién que vale la pena mencionar. Sabemos que si D ~ E en
Cl(Xy) entonces Ox (D) ~ Ox(E). Tiene sentido entonces pensar en el haz Ox(a)
para a € Cl(Xyx). Se puede probar sin mucha dificultad que

(5.2) I'(Xs, Ox(a)) ~ S
Ademés, si a = D y b= E, entonces los morfismos canénicos

Ox(D) ®(9X Ox(E) — Ox(D + E)
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inducen morfismos
(5.3) Ox(a) ®o, Ox(b) = Ox(a+b).
Sea H un haz cuasi-coherente sobre Xs. Definamos

H(a) = H ®oy Ox(a)

PH) = @ (X, M),

acCl(Xx)
Usando (4.2) y (4.3) se puede ver que I'(H) es un S-médulo graduado con graduacién
(C(H))a = T'( X5, H(a)).
Si llamamos a, = gr(z,), los elementos de (I'(H),o ) son de la forma,
h
(x7)*
con h € I'(Xx, H(k.a,)). Observemos que (z°)~% € T'(U,, Ox(—k.a,)), por lo que

tenemos un morfismo

['(U,, Ox(—k.a,)) @c T'(U,, H(k.ay)) — T(U,, H)

que induce un morfismo de (S;e)o-médulos (I'(H)ee)o — T'(U,, H). Esto, en el
aberto afin U,, es equivalente a un morfismo de haces

I%|UU — Hon"

—~—

Estos morfismos se pegan para dar lugar a un I'(H) — H, que resultard un isomor-
fismo.

En el caso en que H sea coherente, I'(H) podria no ser finitamente generado,
por lo que nos tendremos que quedar con un submdédulo adecuado que si lo es ( e

induce el mismo haz). O

Ejemplo 5.1.1. Si tomamos H = Ox, tenemos que I'( Xy, Ox(a)) ~ S, (por (2)).

En este caso, el S-médulo graduado asociado es ['(Ox) = S. A

La ultima frase de la demostraciéon anterior nos da la pauta de que la aplicacién
F' — F no es inyectiva. Tomando como ejemplo al espacio proyectivo, un resultado
de Serre (ver [S]) es que en P" un moédulo graduado finitamente generado F' induce

el haz trivial si y sélo si F,, = 0 para n suficientemente grande. Es decir,

F=0&s(x;...,2,)"-F=0 para n >> 0.

Generalizando una de las implicaciones de este resultado, tenemos las siguiente

proposicion (para la otra tendremos que poner hipétesis sobre Xy):
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Proposicién 5.1.5. Sea F' un S-modulo graduado finitamente generado tal que
C"-F=0 para n >> 0.
Entonces F = 0.

Demostracion. Recordemos que C' = (z7)x. En cada abierto afin U,, sabemos que

—_——

F|Ug = (FIG)O'
Luego, IVV|UU = 0siy sélosi (Fyo)o =0 para cada 0 € ¥ (aqui estamos usando nue-
vamente la correspondencia entre mddulos y haces en variedades afines; ver [Har]).
Pero (z7)" - F' = 0 implica que Fyo = 0, por lo que F|;, = 0. Luego, F=0. O

La vuelta no es cierta para variedades téricas generales. En [Cox] se puede ver
un ejemplo de S-moédulo graduado finitamente generado que cumple las hipdtesis
de la proposicién pero no induce el haz trivial sobre P(1,1,2). Para poder tener un

resultado en la otra direccion, debemos agregar la hipétesis de suavidad.

Proposicion 5.1.6. Sean Xy, una variedad torica suave y F un S-mddulo graduado

finitamente generado tal que F = 0 sobre Xyx. Entonces existe un n >> 0 tal que
c"-F=0.

Demostracion. El argumento en la prueba anterior nos dice que (Fy-)g = 0 para
todo o € X.
Tomemos un f € F,. Escribiendo a = D, tenemos 2 Pf € (Fyo)o = {0}. Esto

quiere decir que existe un k € N tal que
(z9)raPf=0€cF.

Si escribimos

-D= ) b,D,,
peX(1)
podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que b, = 0 para cada p € o(1). Si este
no fuera el caso (la hipdtesis de suavidad nos dice que el conjunto o (1) es linealmente
independiente) podemos tomar un m € M de modo que (m,u,) = —b, y cambiar a
D por D' = D + div(x™).

Recordemos que 27 = Hp¢a(1) z,. Como z~ P

es un monomio en las mismas variables

que 27, debe existir un g € S tal que g.x~? = (2°)" para algiin k¥ > 0. En particular,
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podemos mutiplicar la ecuacién anterior por g y obtener

(z°) g™ Pf=0
()N f = 0.

Probamos entonces que todo elemento de F' se anula al ser multiplicado por una
potencia suficientemente grande de x° para todo o € ¥. Como F' es finitamente

generado, esto implica que C" - F' = ( para n suficientemente grande.

]

5.2 Foliaciones en variedades toricas

5.2.1 Foliaciones en variedades suaves

En esta seccion estudiaremos algunos aspectos de los espacios de foliaciones en una
variedad torica suave y completa. Para ello, usaremos su anillo de coordenadas
homogéneas, junto con algunos resultados conocidos de la teoria de foliaciones holo-

morfas.

Definicién 5.2.1. Una foliacién regular holomorfa F de dimension k en una var-
iedad compleja X es una descomposicion del espacio X en subvariedades holo-
morfas conexas de dimension k, que llamaremos hojas, que cumplen las siguientes

propiedades:
1. Para todo p € X existe una unica hoja L, que pasa por p.

2. Para todo p € X existe una carta local holomorfa (U, ¢ : U — Vi, x V,,_}), con
p €Uy Viy V,_i son abiertos de C* y C"* respectivamente, que cumple
que para todo (z,y) € Vi x V,,_j se tiene

¢ (Vi) x {y} C Ly-1(a)
es un abierto de la hoja.

En una carta trivializadora, toda foliacién regular de codimensién 1 puede ser
definida por una 1-forma nunca nula e integrable. Esto se debe al teorema de

Frobenius.
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M4s en general, dada w € Q'(U) que cumple w A dw = 0 podemos definir una
foliacion regular F(w) en U \ sing(w), donde sing(w) = {w = 0}. Observemos que

este conjunto es una subvariedad de U, pues para cada abierto afin W de U tenemos

w(z) = Z fi(z)dzx;,

de donde sing(w) NW =V (fi,..., fn).

En un primer intento, podriamos decir que una foliacién global viene dada por
una 1-forma w € I'(X, 2'). No obstante, hay variedades, como por ejemplo los espa-
cios proyectivos, donde esto seria imposible de aplicar. Para describir una foliacion

F de forma global, necesitamos la siguiente proposicion:

Proposicién 5.2.1. Una foliacién (posiblemente con singularidades) de codimensién
1 en una variedad compleja X esta definida por un cubrimiento por abiertos conexos
{U;} junto con 1-formas w; € Q*(U;) y funciones de transicién g;; : U;; := U;NU; — C

tales que:
1. Para cada i, w; # 0 en QY(U;) y es integrable, i.e., w A dw = 0.
2. Si U;; # 0 entonces gij € O(Uy;)* y w; = gijw;.

La segunda condiciéon nos dice que w;(z) = 0 si y sélo si w; = 0 en U; N U;.

Podemos definir entonces el lugar singular de F como

sing(F) = sing(w,),

i
que nuevamente resulta una subvariedad de X por lo dicho anteriormente.

Observacién 5.2.1. La familia de funciones {g;;} junto con los abiertos {U;} de-
finen un line bundle £ sobre X, pues cumplen las condiciones de cociclo. Es por esto

que muchas veces pensamos a la familia {w;, g;;} como un elemento de H°(X, Q'(L)).

Supongamos que tenemos dos familias w = {w;, gi;}, W' = {w}, g, } que satisfacen
las condiciones de la proposicién. Es facil ver que las foliaciones que definen son
las mismas si y sélo si existe una familia {h; € O*(U;)} que cumple w; = hw,
en U;. En este caso diremos que las familias son equivalentes. Cuando esto pasa,
las condiciones de cociclo nos dicen que las dos familias de funciones de transicion
inducen el mismo line bundle. Ademés, las funciones {h;} se pegan para dar lugar
auna h € O*(X) bien definida y nunca nula. Todo esto nos induce una relacién de
equivalencia en H(X,Q(L)).
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Podemos pensar entonces a cada foliacion F en X como una tUnica clase de
equivalencia de un elemento w € H°(X,Q'(L£)). En el caso en que la variedad fuese
completa, tenemos que I'(X, O*) = C*, por lo que la relaciéon de equivalencia nos
dice w ~ W’ si y s6lo si existe A € C tal que w = M\'. Esto quiere decir que podemos

identificar a las foliaciones en X con un tinico elemento de PH(X, Q(L)).

A continuacion usaremos estas ideas para describir el espacio de foliaciones
Fol(Xs, L) para una variedad térica Xy suave y completa.

Dada una foliacién F en Xy podemos considerar la foliacién pull-back F* en
C*M\ Z. Esta tltima viene dada por una 1-forma w. Como Z tiene codimension al
menos 2, usando el teorema de extension de Hartog podemos pensar a w definida en

todo C*(1), M4s adelante veremos que w € Q'(C*() debe ser homogénea de grado
L e PZC(XE)
Para fijar ideas nos vamos a focalizar por un momento en el espacio proyectivo.

Alli tenemos la sucesién de Euler (ver [Har))

0 — Qb — Opn(=1)""' — Opn — 0.

Para describir el espacio Fol(n,d) podemos tensorizar la sucesién con O(d) y mirar

la sucesion exacta larga en cohomologia de haces:

0 — HY(Qp.(d)) — H*(Opn(d —1))"™ 5 H(Opn(d)) — - -

De esto podemos intepretar que todo elemento n € H°(Q4.(d)) se identifica con
un s € H%(Opn(d — 1))"™! que cumple la condicién r(s) = 0. Equivalentemente, en

coordenadas homogéneas, podemos pensar en una 1-forma diferencial

n+1

i=1

donde los polinomios A; son homogéneos de grado d — 1 (en este caso, decimos que

w tiene grado total d).

Observacién 5.2.2. Vale la pena mencionar que, si pensamos a la graduacion
en el contexto térico (es decir, llegando al grupo de clases), estamos pidiendo que
gr(4;) =d.D —1.D,,, donde D = D, para cualquier p.

La condicién de descenso se traduce en la anulacién del polinomio homogéneo

de grado d:
n+1

i=1
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Esto nos da ecuaciones lineales para los coeficientes de los A;. Desde un punto de
vista geométrico, esto es equivalente a pedir que tanto el lugar singular S, como las
hojas de foliacion que define w en el espacio afin sean conos con el origen removido.

A nivel de los espacios tangentes, esto es lo mismo que pedir w(%) =0.

Volvamos ahora a Xy. En [Ba-Cox]|, Baytrev y Cox dan la siguiente sucesién de

Euler para variedades téricas simpliciales sin factores téricos:

0— Q% — €D Oxu(-D,) — Cl(Xx) @z Ox,, — 0

peX(1)
donde QY es el haz de 1-formas Zariski. En el caso suave, tenemos

0— Qﬁ(z — @ OX2<_D/)) — PZC(XE) X7z OXE — 0.
peX(1)

Para describir Fol(Xy, £) tomemos o = D € Pic(Xy) tal que Oxy(a) ~ Ly

repitamos lo hecho en P" para conseguir la sucesién exacta larga

0 — H°(Q%, (o) — @ H°(Ox,(a—D,)) — H°(Pic(X5)®z0xy(a)) —> -+
peEX(1)

De la misma forma que antes, el anillo de coordenadas homogéneas nos permite

describir a un elemento de H%(Q_()) con una forma homogénea

w= Y Aydx, € Q'(CV)

peX(1)

de grado total . Esto es, gr(A,) = a — D,. La condicién de descenso vendra de
pedir que cada G-6rbita esté totalmente contenida en el lugar singular de w o bien
en una sola hoja. Veamos qué quiere decir esto en términos de los coeficientes de
los A,.

Recordemos de la Observacién 3.0.5 que estamos en el caso en que G ~ (C*)*,
donde s = [3(1)| — dim(Xyx). Fijemos un isomorfismo ¢ : (C*)* — G (habra uno
por cada base que encontremos para Pic(Xy)). Esto nos da, para cada z € X
una parametrizacién ¢, de la 6rbita G - x. Sit = (ty,...,ts), podemos definir
¢2(t) = ¢(t) - x. Observemos que G - x estd totalmente contenida en una sola hoja

o en el lugar singular si y sélo si ¢%(t)(w) = 0. Pero

P(t)w) =0 = (W) t)(5) =0 VI<i<s
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Entonces
) )
SO = 30 A0(0) - 2)6ldz) ()
(5.4) = Y0 ) ) = 0

Observemos que la proyeccién a la corrdenada z, es un caracter de G, por lo que

2,0 ¢ es un caracter de (C*)°. Luego, la coordenada p-ésima de ¢ es de la forma

5 p
a”
I
i=1
para algin (a,,,...,a,,) € Z* (si queremos ser mas precisos, los @/ son las coorde-

nadas de D, en la base de Pic(Xy) elegida). En particular,

B2 (G)0) = 5 (60)s

0
= 3,5 (8),(1)

= ,a{t; (), (t)
= z,alt, Qb(t)DT

Reemplazando en (4.4), tenemos
Do) P Ay(x) 6 (dz,) (5 - Z (1) Ay(w)zalt; o)
p :ti_lz:gb (t)*A,(z)z,a
=1, 1(;5 Z z,05 Ap(
Pero t; '¢(t)* # 0 por ser un caracter de (C*)®. Luego, debe ser
Z z,af Ay(x) =
p

Estas condiciones son equivalentes a pedir que las contracciones con los correspon-

dientes campos de Euler se anulen.

Ahora que sabemos qué condiciones deben cumplir los A,, veamos qué quiere

decir todo esto en términos de sus coeficientes.
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Definicién 5.2.2. Para cada D = 3 b,D, € Divr,(Xs), llamaremos np a la

cantidad de puntos enteros en el politopo
Pp ={x € Mg | (m,u,) > —b, Vpe X(1)}.
Es decir, np = |[Pp N M|.

Observacion 5.2.3. Como la variedad Xy es completa, tenemos que |X| = Ng y

por lo tanto todos los politopos de la forma Pp seran acotados.

La Proposicién 3.0.6 nos dice que
’pr = dim@F(Xg, OXE (D))

En particular, np estd bien definido en el grupo de clases. Como Cl(Xy) esta
generado por elementos de Divr, (Xx) podemos definir n, para a € Cl(Xy). Maés

atn, la cantidad de monomios en Clz,]x 1) de grado o es n,.

Con todo esto, probemos el siguiente lema:

Lema 5.2.1. El conjunto H°(Q («)) puede identificarse con un subespacio de
codimensién menor o igual a n.(|X(1)] — dim(Xyx)) de CV, donde N = > Ny B,

Demostracion. Antes en esta seccién habiamos identificado a los elementos de
H°(Qy,(a)) con ciertas formas diferenciales de la forma w = 37 A,dz,, donde

los A, son homogéneos de grado a — D, que ademds cumplen las ecuaciones

(5.5) > x,alA, =0 1<i<|2(1)]—dim(Xy) .
P

A esta altura podemos afirmar que el polinomio > p z,af A, es homogéneo de grado

a 'y que cada ecuacién polinomial induce n, ecuaciones lineales homogéneas en los

coeficientes de los A,. En otras palabras, tenemos n, ecuaciones lineales para cada
1<y <s.

Identificando a cada A, con sus coeficientes, podemos pensar a w en @ p C"e-Dp),

[

Observacién 5.2.4. La ecuacion de integrabilidad w A dw = 0 se traduce en (\2&1”)

ecuaciones cuadraticas homogéneas en los coeficientes de los A,.

Ahora ya estamos en condiciones de describir Fol( Xy, a).
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Proposiciéon 5.2.2. Sea Xy una variedad térica completa y suave. Para cada
a € Pic(Xy), el espacio Fol(Xs,a) es una subvariedad de PV, donde

N= Y nap 1
pEX(1)

dada por n,(|X(1)| — dim(Xs)) ecuaciones lineales y las ecuaciones cuadraticas

derivadas de la ecuacion de integrabilidad w A dw = 0.

Demostracion. La demostracion es un corolario inmediato de lo desarrollado en esta

seccién. Las ecuaciones lineales son las proyectivizadas de 5.5. [

Ejemplo 5.2.1. Veamos que lo desarrollado en esta seccién cocincide con las de-
scripciones clasicas de los espacios de foliaciones proyectivas. Es decir, vamos a
tomar Xy = P". De los Ejemplos 2.2.2 y 3.0.1 sabemos que |3(1)| —dim(P") =1y
que CI(P") ~ Z con generador D,,.

Ademas, tenemos el isomorfismo C* — G C (C*)"™! definido por
t— (t,...,1)

de modo que af = 1 para cada p € ¥(1). Entonces las ecuaciones de descenso seran

las derivadas de
n+1

Z ;i Ai(x) =0

Observemos que n; = 0 para k < 0, pues en este caso O(k) no tendra secciones

globales. Esto nos dice que los espacios

Fol(P", k) =P° =0

para k < 0.
Para k > 1, tenemos k = D con D = kD,.;. Entonces Pp C R® = My es el
tetraedro definido por los planos x; =0 paral <i:<ny —x; —---—x, = —k. Los

puntos enteros de Pp son las tuplas en Z" con coordenadas positivas que suman a

lo sumo k. De esta forma, es claro que
n+k
ne =
g k

n+1
tk—1
NZE:W1_1:M+D(nh4I)_L

=1

y por lo tanto
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Tendremos una ecuacién lineal por cada monomio de grado k. Es decir, para & > 1
podemos identificar el espacio Fol(P", k) con la subvariedad de PV que cumple las

ng = ("Zk) ecuaciones lineales y las ecuaciones cuadraticas de integrabilidad.

Un caso de particular interés es cuando n = 2, porque la ecuacién de integrabili-
dad es trivial (no hay 3-formas no nulas). En este caso, tenemos que Fol(P?, k) es un
subvariedad de Pg(ﬁi)_l definida por ecuaciones lineales . En particular Fol(P? k)

es irreducible. A

Ejemplo 5.2.2. Recordemos que P! x P! ~ H, viene dado por el abanico ¥ C R?

completo que cumple
Y(1) = {p1 = Cone(ey); po = Cone(ez), ps = Cone(—ez); py = Cone(—ey)}

por lo que ya sabemos que
CI(P' x P') ~ 7*

con generadores D,, v D,,. Por otro lado, el Ejemplo 4.2.2 nos dice que P! x P! es
el cociente

c*\ 7/G,

donde Z = {x; = x4 = 0} U {zy = 23 = 0} y el grupo G es la imagen del morfismo
(C*)? — (C*)* definido por

(tl,tg) — (tl,tg,tg,tl).
En este caso, los coeficientes aé» son
a; = (1,0,0,1) y ag = (0,1, 1,0),
por lo que las ecuaciones polinomiales de descenso seran

l’lAl + JZ4A4 =0
JIQAQ + I3A3 =0.

Tomemos un elemento (a,b) € Pic(P! x P!) y elijamos el representante en
Divr, (P! x P') definido por D = aD,, + bD,,. Su poliedro asociado es

Pp={(z,y) eR* | 0 <z <a;—b<y<0},

Sia>0yb >0, éste serd el rectdangulo con vértices (0,0),(—a,0),(—a,—b) y
(0, —b), por lo que
N(ap) = (CL + 1)(b + 1).
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De la misma forma tenemos que, como D, = D,, y D,, = D,,,

N =2n(4py1) + 2n(ay1p) — 1
=2/(a+1)b+ab+1)] —1.

Como P! x P! es una superficie, no tenemos condiciones de integrabilidad. Conl-

cuimos entonces que para a,b > 0 el espacio Fol(P' x P!, (a,b)) es la variedad lineal
v C pRlla+bta(e+1)-1
dada por las 2(a + 1)(b + 1) ecuaciones lineales derivadas de las condiciones de

descenso. A

Ejemplo 5.2.3. Por ultimo, hagamos un ejemplo menos habitual en la teoria de

foliaciones como lo es la variedad térica de los Ejemplos 3.0.6 y 2.2.4
H, ~ BI(P?).
En el Ejemplo 2.2.4 vimos que tenemos una presentacion
H,~C*\ Z/G

donde la variedad Z es la misma que en el ejemplo anterior y G es la imagen del
morfismo
(t1,t2) = (t1, o, tata, ).

Entonces las condiciones de descenso seran

ZL’1A1 + iL‘gAg + [L’4A4 =0
CL’QAQ + .173143 =0.

Por otro lado, en el Ejemplo 3.0.6 calculamos n ) para cada (a,b) € Pic(H).

Recordemos que

DPl = Dp4 y Dps = DP2 +DP4'

Luego, los polinomios A, Ay, A3 y Ay deberén ser de grado (a,b — 1), (a — 1,b),
(a—1,b—1)y (a,b— 1) respectivamente.

Una vez mas, no tenemos ecuaciones de integrabilidad. Luego, si
N =2 (2n@p-1) + Na-1) + Na—1-1)) — 1,

el espacio Fol(H;, (a,b)) se puede identificar con la subvariedad de PV dada por las

2n4,) ecuaciones lineales derivadas de las ecuaciones de descenso. A



5.2. Foliaciones en variedades toéricas 73

5.2.2 El caso simplicial

A lo largo de esta seccion ¥ serd un abanico simplicial y completo. Para adaptar
lo hecho en la seccién anterior a orbifolds, debemos cambiar nuestra definicién de

foliacion.

Definicién 5.2.3. Una foliaciéon F en Xy, viene dada por una forma global torcida
w € H( X, ﬁﬁ(z(a)), donde a € Pic(Xs), que cumple

1. (Condicién de integrabilidad) w A dw = 0.
2. Codim(sing(w)) > 2.

Observaciéon 5.2.5. Si w; y we cumplen la segunda condicién y definen la misma
foliacién F, entonces w; = Awy para algin A € C*. Para ver esto, podemos restringir
la foliacion F a la parte no singular de Xy, que llamaremos Xy. Por lo visto en la

seccién anterior, debe existir una funcion h € Ox_(Xx) tal que
w1|55£ = hw2|55£.

Como codim(X \ Xx) > 2, podemos extender a h (y por lo tanto la igualdad anterior)
a todo Xyx. Ademas, el anillo de coordenadas de cada abierto afin es noetheriano, por
lo que podemos usar el Hauptidealsatz de Krull en cada uno de ellos para obtener
codim(V(h)) < 1. Pero V(h) C sing(w;), por lo que V(h) = (). Pero entonces
h € I'(Xx, O%,,) = C*, pues X5 es completa.

Con esto en mente, podemos identificar a cada foliacién F en Xy con una clase
de equivalencia en P(H%( Xy, ﬁ}(z («))). Nuevamente, podemos usar la sucesiéon de
Euler

0— Q4 — @ Ox.(—D,) — Cl(X5) ®7 Oxy, — 0
peX(1)

y repetir lo hecho en la seccién anterior para escribir cada elemento w € H°( Xy, ﬁﬁ(z ()))
de la forma

w= Z A,dz, € QY(C*W)

peX(1)

donde los A, tienen grado o — ﬁp. Al igual que en el caso anterior, las condiciones
de descenso vendran de pedir que cada érbita G -z esté totalmente contenida en una
hoja de F o bien en sing(F). Esto es equivalentemente a que para cada x € C*(V\ Z
tengamos ¢*(w) = 0, donde ¢,(g) = g -z € C*W).
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Observemos que si Xy no es suave, sélamente podemos asegurar que G es el

producto de un toro por un grupo abeliano finito, digamos
G~ (C")° x H.

Nuevamente, la Observacién 4.2.1 nos dice que s = |X(1)| — dim(Xyx). Todos los
morfismos ¢, se factorizan por la componente de la identidad Gy ~ (C*)*: si G; es

la componente de g € (G, entonces el diagrama

G, —%Cz0\ 7

-1
J l bg

Go

conmuta. En particular,
$p(w) =0 Ve <= (¢zle,)"(w) =0 Va

y por lo tanto (ahora si) podemos hacer la misma cuenta que en el caso suave y

obtener las ecuaciones de descenso

Z:ppapr(x):O 1<i<s
p

donde los af son los exponentes de las variables ¢; en un isomorfismo ¢ : (C*)* — Gy
(que son los mismos que los del isomorfismo ¢ : (C*)* x H — G).

Analicemos brevemente qué quiere decir la condicién del lugar singular de F
con respecto a los A, (esto aplicard también al caso no singular). El conjunto
71 (sing(F)) es el conjunto V({A4,}x1)) € C*V \ Z descripto en la Seccién 5.1.

Como el morfismo 7 es un cociente geométrico (es dominante) entonces
dim(7~ Y (V) > dim(V) + s

(ver [M]). Luego, dim(V({A,}xq)) > n+s—1 = [X(1)] — 1. Pero entonces el
ideal I(V({A,}sq)) € Clz,|p € 3(1)] tiene altura 1 y por lo tanto es principal. En

particular, hemos demostrado la siguiente proposicion:

Proposicién 5.2.3. Sea w = >_ 5y Apdz,. Entonces codim(sing(w)) > 2 siy

sélo si los polinomios A, no tienen un factor en comun.

Observacion 5.2.6. En particular, la condicién codim(sing(w)) > 2 es una condicién
abierta en los coeficientes de los A, (podemos pensar, por ejemplo, en que ciertas

resultantes no se anulen).
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Con todo esto, podemos adaptar la Proposicién 5.2.2 al caso simplicial:

Proposicién 5.2.4. Sea Xy una variedad torica completa y simplicial. Para cada

a € Pic(Xy), el espacio Fol(Xyx, a) es un abierto Zariski de una subvariedad de PV,

donde
N = Z na_ﬁp — 1,
peX(1)
dada por n,(|X(1)| — dim(Xs)) ecuaciones lineales y las ecuaciones cuadraticas

derivadas de la ecuacion de integrabilidad w A dw = 0.

Ejemplo 5.2.4. Veamos que esta descripcién coincide con la hecha en [C-S] para los
espacios proyectivos con pesos. En el Ejemplo 4.2.1 vimos que el espacio proyectivo

P™(q1,...,qns1) es el cociente

i {0}/G

donde G C (C*)"™! es la imagen del morfismo C* — (C*)"*! dado por

q dn
s (19, ),
Entonces los coeficientes af vienen dados por a; = (qi,...,¢us1), por lo que la
condicién de descenso sera
n+1

> Ay =0,
j=1

Por otro lado, en el Ejemplo 3.0.3 se puede observar que el grupo

CIUP"(q1,-- -, Gnr1)) = Z

estd generado por la clase del divisor

n+1
D =) dD,,
i=1
donde los d; cumplen E?:ll d;qi = 1. Seam = mem(qy ..., Gns1). Se puede ver que,

mediante el mismo isomorfismo, el grupo Pic(P™(q1, ..., qn+1)) C CUP™ (g1, - - -, @nt1))
se corresponde con el subgrupo mZ C 7Z. Asi, para cada k € mZ podemos pensar
al espacio Fol(P"(q1, - .., qny1), k) como un abierto Zariski de la subvariedad de PV
dada por las ecuaciones cuadraticas de integrabilidad y las n,p ecuaciones lineales,
donde

n+1

N = Zn(kD,Dpi) —1.

=1
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