
UNIVERSIDAD DE BUENOS AIRES

Facultad de Ciencias Exactas y Naturales

Departamento de Matemática
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Introducción

Los problemas de control pueden describirse a partir de un modelo ma-
temático que describe el sistema en consideración a través de la ecuación de
estado

(0.1) A(y) = f(u).

Aqúı, u es el control que podemos elegir libremente en un conjunto de con-
troles admisibles para actuar sobre el sistema y la variable y, solución de la
ecuación (0.1) describe el estado del sistema dependiendo de u. Esta ecua-
ción de estado en la práctica puede ser un sistema algebraico o funcional.
En muchos problemas, se busca analizar la controlabilidad del sistema que
consiste en estudiar la existencia de un control que lleve el sistema en cierto
tiempo T > 0 de un estado inicial a un estado final deseado. Más precisa-
mente, diremos que un sistema es exactamente controlable a tiempo T > 0 si
dada una condición inicial para el sistema existe un control u en el espacio de
los controles de manera que lleve el sistema que estudiamos desde el estado
inicial hasta el un estado final deseado. En el caso en que el estado final es
cero, se lo conoce como controlabilidad a cero. Por otro lado, diremos que es
aproximadamente controlable si podemos llevar el estado inicial arbitraria-
mente cerca del estado final deseado. En esta tesis estudiaremos el problema
de controlabilidad para sistemas de evolución parabólicos de primer orden.

La controlabilidad de sistemas parabólicos fue investigado en un principio
por H.O. Fattorini y D.L. Russell en 1971 [7] y 1974 [8], en donde probaron
los primeros resultados de controlabilidad a cero para la ecuación del ca-
lor, primero en una dimensión y luego en una bola N dimensional. En estos
art́ıculos, los autores reformulan el problema de controlabilidad a cero en un
problema de los momentos en L2[0, T ] para la función control. Este método
es todav́ıa utilizado para resolver cierto tipo de problemas de controlabili-
dad, ver por ejemplo [3], en donde se prueba cierto tipo de controlabilidad
local bilineal para la ecuación de Schrödinger y [9] en donde se prueba con-
trolabilidad para un sistema de dos ecuaciones parabólicas de una dimensión
acopladas.
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6 ÍNDICE GENERAL

En 1988, J.L. Lions [13] presenta un método general para estudiar la
controlabilidad exacta de problemas de evolución llamado Hilbert Uniqueness
Method (HUM) extensamente utilizado en la literatura a partir de entonces.
Se puede ver una mención a este método en el teorema 3.7 del caṕıtulo 3. Más
tarde, en 1996, A. Fursikov y O. Imanuvilov en [10], y por otro lado en 1995,
G. Lebeau y L. Robbiano [12] prueban resultados de controlabilidad a cero de
sistemas parabólicos a primer orden para dominios en dimensión N usando
el método de las desiguadades de tipo Carleman, que no desarrollaremos en
esta tesis. En esta tesis desarrollaremos el método descripto por Fattorini
y Russell. Para ello comenzaremos con un ejemplo sencillo para mostrar
formalmente cómo se utiliza.

Consideremos el siguiente problema:

P :


yt = yxx + f(x)u(t), en (0, T )× (0, π) con f ∈ L2(0, π)
y(·, 0) = 0, y(·, π) = 0
y(0, ·) = y0, y0 ∈ L2(0, π) dado.

Nos preguntamos si existe un control u de manera tal que y(T ) = 0. Si
podemos encontrar u diremos que el sistema es controlable a cero y lo estu-
diaremos con más detalle en el caṕıtulo 3.

Sabemos que
{√

2
π
sen(kx)

}
k∈N

es una base ortonormal en el espacio L2(0, π),

entonces propondremos como una solución formal a este problema, la serie:

y(t, x) =
∞∑
k=1

yk(t)

√
2

π
sen(kx).

Sea f(x) =
∑∞

k=1 fk

√
2
π
sen(kx) y y0 =

∑∞
k=1 y

0
k

√
2
π
sen(kx). Luego si y es

solución tiene que cumplir:

y′k(t) = −k2yk(t) + fku(t)⇐⇒ yk(t) = e−k
2ty0

k +

∫ t

0

e−k
2(t−s)fku(s)ds.

Con lo cual si buscamos un control u que cumpla y(T ) = 0 debe ser:

(0.2) 0 = yk(T ) = e−k
2Ty0

k +

∫ T

0

e−k
2(T−s)fku(s)ds.

Supongamos que fk 6= 0 ∀k ∈ N, entonces podemos acomodar la ecuación
(0.2) y obtenemos : ∫ T

0

e−k
2su(T − s)ds = −e

−k2Ty0
k

fk
.
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Es decir, buscamos un control u ∈ L2(0, T ) que satisfaga:

〈e−k2t, u(T − ·)〉L2(0,T ) = ck, con ck = −e
−k2Ty0

k

fk
.

Esto es lo que se conoce como un problema de los momentos, que en su
forma más general consiste en lo siguiente: dada una sucesión {ck}k∈N ∈ `2

y una familia de funciones {gk}k∈N en un espacio de Hilbert H, se quiere
determinar si existe f ∈ H de modo que 〈gk, f〉H = ck ∀k ∈ N. El caso
que tendrá interés en esta tesis será el caso en el que la familia de funciones
{gk}k∈N son exponenciales y veremos que la resolubilidad de estos problemas
están relacionados con propiedades de estas funciones.
Retomando el ejemplo diremos que una familia de funciones {γk}k∈N es un
sistema biortogonal para la familia {e−k2t}k∈N si se cumple que:

〈e−k2t, γj(t)〉L2(0,T ) = δk,j.

En estas condiciones una solución formal al problema de los momentos viene
dada por:

u(T − s) =
∞∑
k=1

ckγk(s).

Para ver que esta expresión es efectivamente una solución al problema de con-
trolabilidad bastará con analizar si esta serie pertenece al espacio L2(0, T ).
Luego estudiaremos cuáles son las propiedades que necesitaremos de las fa-
milias {e−k2t}k∈N para poder asegurar que tenemos sistema biortogonal y en
ese caso qué necesitaremos pedir para que la serie converja.
En esta tesis estudiamos cómo resolver la controlabilidad de ciertos proble-
mas de evolución en espacios de Hilbert separables mediante el método de
los momentos que consistirá en transformar el problema de controlabilidad
en un problema de los momentos como hicimos en el ejemplo previo.

En el caṕıtulo 1 daremos resultados clásicos del análisis funcional que utili-
zaremos a lo largo de la tesis.

En el caṕıtulo 2 estudiaremos propiedades de familias de elementos de un
espacio de Hilbert que resultan más fuertes que el concepto de independen-
cia lineal y más débiles que el concepto de Base de Hilbert. Luego genera-
lizaremos estas propiedades a familias de subespacios mediante el concepto
de ángulo generalizado. Finalmente aplicaremos lo estudiado en el producto
tensorial entre espacios de Hilbert.
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En el caṕıtulo 3 describiremos cómo se utiliza el método de los momentos
para resolver problemas de evolución del tipo:{

dx
dt

+ Ax = f
x(0) = x0.

Finalmente en el caṕıtulo 4 daremos aplicaciones y ejemplos de lo expuesto
a lo largo de la tesis.



Caṕıtulo 1

Preliminares.

En este caṕıtulo daremos algunos resultados clásicos del análisis funcional
que pueden verse en [17]. Dada una familia de elementos {ϕα}α∈I notaremos
Span{ϕα}α∈I al subespacio generado por {ϕα}α∈I .

Definición 1.1. Dada una familia de elementos {ϕn}n∈N diremos que es
completa en el espacio de Hilbert H si Span{ϕn}n∈N = H.

Definición 1.2. Diremos que una familia {ϕα} es base del espacio H si todo
elemento x ∈ H se escribe de forma única como:

x =
∑
α∈I

〈x, ϕα〉ϕα.

Donde el conjunto de indices I es a lo sumo numerable.

Definición 1.3. Diremos que el espacio H es separable si admite una base
de cardinal a lo sumo numerable.

Definición 1.4. SeanH yW dos espacios de Hilbert, diremos que una trans-
formación lineal T : H → W es continua o acotada si existe una constante
C > 0 tal que para todo x ∈ H vale:

‖Tx‖W ≤ C ‖x‖H .

Llamaremos ‖T‖ a la menor de las constantes que satisfacen esta desigualdad
y puede verse que:

‖T‖ = sup
x∈H,‖x‖=1

‖Tx‖ .

A menudo llamaremos operador lineal a estas transformaciones.
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Dados dos espacios de Hilbert H , W notaremos H × W al espacio
formado por pares (h,w), h ∈ H, w ∈ W dotado del producto interno
〈(x, y), (z, w)〉H×W = 〈x, z〉H + 〈y, w〉W y la norma ‖(h,w)‖2

H×W = ‖h‖2
H +

‖w‖2
W . Puede verse que con esta definición H × W resulta un espacio de

Hilbert.

Definición 1.5. Sean H , W dos espacios de Hilbert y T : D(T ) ⊂ H →W
un operador acotado , aqúı D(T ) ⊂ H subespacio, es el dominio del operador
T . Definimos el gráfico de T como el conjuntoG(T ) = {(x, Tx)/x ∈ D(T )} ⊂
H ×W que por comodidad notaremos GT .

Definición 1.6. Diremos que un operador T : D(T ) ⊂ H → W es cerrado
si GT es cerrado dentro del producto H×W .

Teorema 1.1. (Teorema del gráfico cerrado) Sea T : D(T ) ⊂ H → W un
operador entre los espacios de Hilbert H y W. Entonces T es cerrado si y
solo si cada vez que una sucesión xn → x con xn ∈ D(T ) y Txn → y se tiene
que x ∈ D(T ) y Tx = y.

Definición 1.7. Dado un operador T : D(T ) ⊂ H → W diremos que el
operador T ′ es una extensión de T si:

D(T ) ⊂ D(T ′).

T ′|D(T ) = T .

Observación 1.1. Notemos que si T ′ es una extensión de T entonces tene-
mos que GT ⊂ GT ′ .

Definición 1.8. Diremos que un operador T : D(T ) ⊂ H →W es clausura-
ble si existe una extensión T ′ cerrada y en este caso la notaremos T .

Proposición 1.1. Sea T un operador clausurable, entonces existe una única
extensión cerrada normal T , además GT = GT .

Demostración. Como T es clausurable existe S una extensión cerrada y GT ⊂
GS con lo cual GT ⊂ GS. Luego si (0, y) ∈ GT implica que (0, y) ∈ GS con
lo cual y = 0 (y = Sx para algún x). Definimos T en D(T ) = {x ∈ H/∃yx ∈
H con (x, yx) ∈ GT} ⊂ H subespacio, como Tx = yx. Asi T resulta lineal,
extiende a T y GT = GT .

Definición 1.9. Sea T : D(T ) ⊂ H → H un operador con D(T ) denso en
H, definimos el operador adjunto T ∗ : D(T ∗) ⊂ H → H como aquel que
tiene como dominio al conjunto:

D(T ∗) = {z ∈ H/∃y ∈ H y 〈Tx, z〉 = 〈x, y〉 ∀x ∈ D(T )}
= {z ∈ H/〈T−, z〉 es un funcional acotado en D(T )}

y para cada z ∈ D(T ∗) definimos T ∗z = y.
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Observación 1.2. De la definición se deduce que T ∗ es lineal y 〈Tx, z〉 =
〈x, T ∗z〉.

Definición 1.10. Sea T : D(T ) ⊂ H → H, un operador T ∗ : D(T ∗) ⊂ H →
H su adjunto diremos que:

T es normal, si T ∗T = TT ∗.

T es autoadjunto, si T ∗ = T .

T es unitario, si T ∗T = TT ∗ = IdH.

Observación 1.3. Notemos que si T es unitario, entonces T (S⊥) = (T (S))⊥

para todo subespacio S.

Proposición 1.2. Sea T : H → H un operador, T ∗ : H → H su adjunto
entonces si T es acotado T ∗ también y además vale que:

‖T‖ = ‖T ∗‖ .

Proposición 1.3. Sea T : D(T ) ⊂ H → H un operador, T ∗ : D(T ∗) ⊂
H → H su adjunto entonces si T es inversible T ∗ también y además vale que
(T ∗)−1 = (T−1)∗.

Proposición 1.4. Sea T : D(T ) ⊂ H → H , D(T ) ⊂ H denso, entonces:

a) T ∗ es cerrado.

b) T es clausurable ⇐⇒ D(T ∗) es denso. Además en este caso se tiene
(T ∗)∗ = T .

Demostración. a) Sea V : H × H → H × H dado por V (x, y) = (−y, x).
Notemos que:

V ◦ V (x, y) = V (−y, x) = (−x,−y) = −IdH2(x, y)

y además V es unitario ya que:

〈V (x, y), (z, w)〉H2 = 〈(−y, x), (z, w)〉H2 = −〈y, z〉H + 〈x,w〉H
= 〈(x, y), (w,−z)〉H2 = 〈(x, y),−V (z, w)〉H2 .

Con lo cual V ∗ = −V y en consecuencia V ◦V ∗ = −V ◦V = Id. Para concluir
notemos la siguiente cadena de igualdades:

V (G⊥T ) = V (GT )⊥ = {(x, y) ∈ H2/〈(x, y), (−Tz, z)〉H2 = 0, ∀z ∈ D(T )}
= {(x, y) ∈ H2/〈y, z〉H = 〈x, Tz〉H, ∀z ∈ D(T )}
= {(x, y) ∈ H2/〈T−, x〉H = 〈−, y〉H en D(T )}
= {(x, y) ∈ H2/x ∈ D(T ∗) y y = T ∗x} = GT ∗ .
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Luego GT ∗ es cerrado , con lo cual T ∗ es cerrado.

b) ⇒ Supongamos que T es clausurable. Tenemos que:

GT = (G⊥T )⊥ = (V 2(G⊥T ))⊥ = (V (V (G⊥T )))⊥ = (V (GT ∗))
⊥.

Supongamos que D(T ∗) no es denso, existe entonces z 6= 0 ∈ D(T ∗)⊥ con lo
cual (z, 0) ∈ (GT ∗)

⊥ luego V (z, 0) ∈ V (GT ∗)
⊥ = GT = GT y necesariamente

z = 0 que es absurdo.
⇐ Supongamos ahora que D(T ∗) es denso, entonces por el ı́tem a) (T ∗)∗

es cerrado y además V (GT ) = V (G⊥T ∗) = G(T ∗)∗ , luego T es clausurable y
además (T ∗)∗ = T .

Usaremos la notación H∗ para describir al espacio dual del Hilbert H ,
esto es, el espacio formado vectorial formado por los funcionales de H → C
continuos.
Daremos ahora una lista de resultados clásicos.

Teorema 1.2. (Hahn-Banach) SeaH un espacio de Hilbert y S un subespacio
cerrado propio, sea ϕ : S → C un funcional acotado, entonces existe una
extensión de ϕ, ϕ′ : H → C acotada y además ‖ϕ‖ = ‖ϕ′‖.
Teorema 1.3. (Riesz) Sea H un espacio de Hilbert y ϕ : H → C un funcional
acotado, entonces existe xϕ ∈ H tal que:

ϕ(h) = 〈h, xϕ〉, ∀h ∈ H.

Además en este caso se tiene que ‖ϕ‖ = ‖xϕ‖H.

Notaremos 〈h, ϕ〉H×H∗ (que suele llamarse producto de dualidad) al valor
〈h, xϕ〉H = ϕ(h) ∈ C.

Definición 1.11. Sea H un espacio de Hilbert diremos que una función B :
H×H → R se dirá una forma bilineal si B(., h) : H → R y B(h, .) : H → R
son lineales.

Teorema 1.4. (Lax-Milgram) Sea H un espacio de Hilbert, B : H×H → R
una forma bi-lineal para la cual existen constantes a, b > 0 tales que:

|B(u, v)| ≤ a ‖u‖H ‖v‖H
y

b ‖v‖2
H ≤ B(v, v), v ∈ H.

Sea además un funcional ϕ : H → R acotado entonces existe un único ele-
mento u ∈ H tal que:

B(u, v) = 〈ϕ, v〉H∗×H
para todo v ∈ H.
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Definición 1.12. Un operador acotado T : H → H definido entre espacios
de Hilbert se dice positivo si 〈Tx, x〉 ≥ 0 para todo x ∈ H.

Definición 1.13. Sea T : H → H un operador acotado y positivo. La ráız
cuadrada de T es un operador A acotado y autoadjunto tal que A2 = T .

Teorema 1.5. Sea T : H → H un operador definido entre espacios de Hilbert
acotado y positivo. Entonces existe una ráız cuadrada para T , más aún dicha
ráız conmuta con todos los operadores con los que T conmuta.
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Caṕıtulo 2

El problema de los momentos.

2.1. Familias en espacios de Hilbert

En esta sección trabajaremos con familias de elementos en un espacio de
Hilbert separable. Definiremos distintos grados de independencia lineal que
luego utilizaremos para estudiar la resolubilidad del problema de los mo-
mentos. Comenzaremos con las definiciónes elementales y luego mostraremos
resultados que serán importantes a la hora de determinar si un problema de
momentos admite solución y en ese caso que podemos decir de ella.
Por comodidad a partir de ahora dado un espacio de Hilbert H denotaremos
el producto 〈f, g〉H de forma más simplificada como 〈f, g〉 , del mismo modo
para la norma de un elemento en H notaremos ‖f‖ a ‖f‖H sin hacer referen-
cia al espacio si queda claro en el contexto. Los resultados que exhibiremos
a continuación pueden verse en [2] y [15].

Definición 2.1. Diremos que la familia F = {ϕn}n∈N es linealmente inde-
pendiente W o también más sencillamente W − l.i. si no existe un vector
(an) ∈ `2 distinto de cero tal que

∑N
j=1 aj〈f, ϕj〉 → 0 para toda f ∈ H que

cumple
∑∞

n=1 |〈f, ϕn〉|
2 <∞ .

Supongamos que
∑∞

n=1 |〈f, ϕn〉|
2 < ∞ para toda f ∈ H en este caso

el concepto de independencia lineal W significa que la suma
∑∞

n=1 anϕn es
única en sentido débil, en otras palabras:

an ∈ `2,

∞∑
n=1

anϕn = 0 débil en H ⇒ an = 0 ∀n ∈ N.

Sin embargo esta propiedad no caracteriza a las familias W -l.i veámoslo con
el siguiente ejemplo.

15
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Ejemplo 2.1. Sea {ϕn}n∈N una base ortonormal de H y definimos:

φ1
..= ϕ1, φn ..= n(ϕn − ϕn−1), n = 2, 3, ...

Mostremos que la familia {φn}n∈N satisface que la suma
∑∞

n=1 anφn es única
en sentido débil pero la definición de independencia lineal W no se satisface.
Debemos ver que si (an) ∈ `2 y

∑∞
n=1 anφn = 0 débil en H entonces an = 0

para todo n ∈ N. Tenemos que para toda f ∈ H vale 〈
∑∞

n=1 anφn, f〉 = 0
entonces tomando f = ϕm y observando que:

〈φn, ϕm〉 =


m , si m = n

−(m+ 1) , si m+ 1 = n
0 , en otro caso

Obtenemos que : 0 =
∑∞

n=1〈f, anφn〉 = amm− am+1(m+ 1) y luego se tiene
am

m
m+1

= am+1 con lo cual am = m−1
m

m−2
m−1

...1
2
a1 = 1

m
a1 finalmente esto nos

permite escribir la suma parcial:

R∑
n=1

anφn = a1ϕ1 + 2a2(ϕ2 − ϕ1)...+RaR(ϕR − ϕR−1) =

= a1(ϕ1 + (ϕ2 − ϕ1)...+ (ϕR − ϕR−1)) = a1ϕR

Y entonces
∑∞

n=1 anφn = 0 débil si y solo si a1 = a2 = ... = 0 como
queŕıamos. Ahora mostremos que la definición de W -l.i. no se satisface.
Sea f =

∑∞
n=1 cnϕn tal que

∑∞
n=1 |〈f, φn〉|

2 < ∞ tomemos an = 1/n ∈ `2

como:
∑N

n=1 φn/n = ϕN entonces la suma
∑N

n=1 φn/n converge a 0 débil, ya
que

ĺım
N→∞

〈f,
N∑
n=1

φn/n〉 = ĺım
N→∞

∞∑
j=1

cj〈ϕj,
N∑
n=1

φn/n〉 = ĺım
N→∞

cN = 0.

Observación 2.1. Notemos que una familia de elementos F = {ϕn}n∈N
W − l.i. resulta linealmente independiente pues si tenemos que

∑N
j=1 cjϕnj =

0 entonces tomando la sucesión {an} ∈ `2 que surge de completar por cero
la secuencia finita {cj}j=Nj=1 y llamando f =

∑∞
n=1 anϕn obtenemos:

∞∑
n=1

|〈f, ϕn〉|2 <∞ y
∞∑
n=1

anϕn = 0 débil en H.

Como F es W − l.i. entonces an = 0 ∀n ∈ N y en definitiva cj = 0, j = 1...N .
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Definición 2.2. Decimos que la familia F = {ϕn}n∈N es minimal , si para
todo n ∈ N el elemento ϕn no pertenece a la clausura del subespacio generado
por los demás elementos, es decir:

ϕn /∈ Span{ϕj}j 6=n.

Definición 2.3. Dada una familia F = {ϕn}n∈N decimos que F ′ = {ϕ′n}n∈N
es un sistema bi− ortogonal para F si se cumple:

〈ϕi, ϕ′j〉 = δi,j =

{
1, si i = j
0, si i 6= j

Observación 2.2. De la definición previa se sigue que toda la familia que
sea ortonormal es un sistema biortogonal de si misma.

Proposición 2.1. La familia F = {ϕn}n∈N es minimal ⇐⇒ Existe un sis-
tema F ′ = {ϕ′n}n∈N biortogonal para F .

Demostración. ⇒ Si la familia es minimal por el teorema de Hahn-Banach
para cada n ∈ N existe Φn ∈ H∗ tal que Φn(ϕn) = 1 y Φn(Span{ϕj}j 6=n) = 0
llamemos ϕ′n al elemento de H que cumple Φn(f) = 〈f, ϕ′n〉 luego F ′ =
{ϕ′n}n∈N es el sistema biortogonal buscado.

⇐ Supongamos que existe n0 ∈ N tal que ϕn0 ∈ Span{ϕj}j 6=n0 ,entonces
existen vj ∈ Span{ϕj}j 6=n0 tales que: ϕn0 = ĺımj→∞ vj como 〈vj, ϕ′n0

〉 =
0, ∀j ∈ N− {n0} se tiene que 〈ϕn0 , ϕ

′
n0
〉 = 0 lo que es un absurdo.

Observación 2.3. Notemos que si la familia F = {ϕn}n∈N es minimal
tenemos que , llamando V ..= Span{ϕj}j∈N, resulta H = V ⊕ V ⊥ con lo cual
para cada n ∈ N existen γn ∈ V, γ⊥n ∈ V ⊥ de modo que ϕ′n = γn + γ⊥n y
como 〈ϕm, ϕ′n〉 = 〈ϕm, γn〉 siempre podemos tomar el conjunto biortogonal
dentro de V = Span{ϕj}j∈N. De esto se deduce que el sistema biortogonal
en general no es unico sin embargo en V si lo es por esto en lo que sigue
llamaremos el sistema biortogonal de una familia F al único sistema dentro
de V ..= Span{ϕj}j∈N.

Veremos ahora que las propiedades enunciadas no son equivalentes, más
precisamente que ser W -l.i. no implica necesariamente ser minimal.

Ejemplo 2.2. Sea H = L2(0, 1) , F = {tn}n∈N veremos que esta familia es
W -l.i. pero no minimal. Consideremos la familia de polinomios {P (t)} que
es densa en L2(0, 1), es sencillo verificar que para R ∈ N la familia {tRP (t)}
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es densa en L2(0, 1)(ver [11]). En consecuencia la familia {tR, tR+1, tR+2, ...}
es completa en L2(0, 1) pues:

Span{tR, tR+1, tR+2, ...} = {tRP (t)} = L2(0, 1)

y tk ∈ Span{tj}j>k ⊂ Span{tj}j 6=k con lo cual la familia F = {tn}n∈N no es
minimal. Veamos que si es W -l.i.
Sea χs la caracteŕıstica del intervalo [0, s] entonces:

(2.1) 〈χs, tj〉L2(0,1) =

∫ s

0

tj =
sj+1

j + 1
.

Con lo cual :

∞∑
n=1

∣∣〈χs, tj〉∣∣2 =
∞∑
n=1

s2j+2

(j + 1)2
<∞, s ∈ [0, 1].

Supongamos que F no es W -l.i. entonces existe {an} ∈ `2 distinta de cero
tal que

∑N
j=1〈ajχs, tj〉 −−−→N→∞

0 para todo s ∈ [0, 1]. Definimos la función

F (s) =
∑∞

j=1 aj〈χs, tj〉 como F no es W -l.i entonces F ≡ 0, pero por (1.1)

F (s) =
∞∑
n=1

aj
sj+1

j + 1

con lo cual F es anaĺıtica y en consecuencia aj = 0 para todo j lo que es
absurdo.
Luego F es W -l.i.

Definición 2.4. Diremos que la familia F = {ϕn}n∈N es minimal uniforme
si existe un sistema biortogonal F ′ = {ϕ′n} y M > 0 tal que

sup
n∈N
‖ϕ′n‖ ≤M.

Veamos que esta propiedad es estrictamente más fuerte que la de ser
minimal.

Ejemplo 2.3. Sea H un espacio de Hilbert y sea {ϕn}n∈N una base orto-
normal. Consideramos la familia F = { 1

n
ϕn}n∈N y F ′ = {nϕn}n∈N es claro

que F ′ es un sistema biortogonal para F y en consecuencia esta es minimal
pero sin embargo, como ‖nϕn‖ = n se tiene que la familia F no es minimal
uniforme.
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Definición 2.5. Una familia F = {ϕn}n∈N se dice que es una Base de Riesz
de V ..= Span{ϕj}j∈N si existe un operador T : V → V lineal, acotado e
invertible y una base {en} ortonormal de V de modo que T (en) = ϕn. Diremos
directamente que F = {ϕn} es base de Riesz sin hacer referencia al espacio
V si V = H y también llamaremos ortogonalizador de F al isomorfismo T .

Todas las propiedades para una familia F como las que enunciamos hasta
ahora quedan relacionadas de forma tal que cada una es implicada por la
siguiente, de forma más precisa se tiene la siguiente proposición:

Proposición 2.2. Sea H un espacio de Hilbert F = {ϕn}n∈N una familia
de elementos de H, V ..= Span{ϕj}j∈N y dadas las siguientes afirmaciones:

a) La familia F es base de Riesz de V .

b) La familia F es minimal uniforme.

c) La familia F es minimal .

d) La familia F es W -l.i.

Se tiene: a) ⇒ b) ⇒ c) ⇒ d)

Demostración. a) ⇒ b) Supongamos que F es base de Riesz de V sea el
ortogonalizador T : V → V y {en}n∈N base ortonormal de V tal que T (en) =
ϕn.
Para cada n ∈ N definimos:

ψ′n : V → C, ψ′n(ϕ) = 〈T−1(ϕ), en〉

entonces ψ′n es lineal y por Cauchy-Schwarz : |ψ′n(ϕ)| ≤ ‖T−1‖ ‖ϕ‖ ‖en‖ con
lo cual ‖ψ′n‖ ≤ ‖T−1‖.
Notemos que:

ψ′n(ϕn) = 〈T−1(ϕn), en〉 = 1 y ψ′n(ϕm) = 〈T−1(ϕm), en〉 = 0, m 6= n.

Sea ϕ′n ∈ V el elemento que cumple ψn(ϕ) = 〈ϕ, ϕ′n〉.
Por la construcción resulta que la familia F ′ = {ϕ′n} es un sistema biorto-
gonal para F y además:

sup
n∈N
‖ϕ′n‖ = sup

n∈N
‖ψn‖ = sup

n∈N
‖ψ′n‖ ≤

∥∥T−1
∥∥ .

Luego F es minimal uniforme.
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b) ⇒ c) Es inmediato.

c) ⇒ d) Supongamos que F es minimal, veamos que es W -l.i.
Supongamos que no, entonces existe {an} ∈ `2 distinta de cero de modo que
para toda f ∈ H que cumple

∑∞
n=1 |〈f, ϕn〉|

2 <∞ vale que

N∑
n=1

an〈f, ϕn〉 −−−→
N→∞

0,

consideremos F ′ = {ϕ′n}n∈N el sistema biortogonal a F , como

∞∑
n=1

|〈ϕ′m, ϕn〉|
2

= 1

y
∑N

n=1 an〈ϕ′m, ϕn〉 = am si N > m , tenemos que am = 0 para todo m ∈ N
lo que es absurdo. Luego F es W -l.i.

Estudiaremos con más profundidad a las familias que cumplen ser base
de Riesz pues serán muy importantes a la hora de comprender y estudiar el
problema de los momentos en general. Probaremos a continuación un resul-
tado de N.K.Bari que nos será de mucha utilidad a la hora de trabajar con
bases de Riesz.

Teorema 2.1. (Bari) Sea H un espacio de Hilbert, F = {ϕn}n∈N una fami-
lia de elementos de H, V ..= Span{ϕj}j∈N entonces:

a) Si {ϕn}n∈N es una base de Riesz de V , {en}n∈N una base ortonormal
en V y T el ortogonalizador que cumple T (en) = ϕn, entonces el sistema
biortogonal F ′ = {ϕ′n}n∈N contenido en V también es una base de Riesz
de V , más aún {ϕ′n}n∈N puede expresarse, v́ıa el ortogonalizador T y
la base ortonormal T−1ϕn de T−1(V ), mediante la fórmula:

ϕ′n = (T−1)∗T−1ϕn

b) La familia F = {ϕn}n∈N es base de Riesz de V ⇐⇒ Para toda
sucesión finita: {cj, j = 1, ...N} existen constantes m,M > 0 tales que

m

N∑
j=1

|cj|2 ≤

∥∥∥∥∥
N∑
j=1

cjϕj

∥∥∥∥∥
2

≤M
N∑
j=1

|cj|2 .
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Además en este caso , si F ′ = {ϕ′n}n∈N es el sistema biortogonal aso-
ciado a F , todo elemento f ∈ V tiene expansiones en serie de la
forma:

f =
∞∑
n=1

〈f, ϕ′n〉ϕn, f =
∞∑
n=1

〈f, ϕn〉ϕ′n.

Demostración. a) Vimos en la demostración de la primera implicación en
la proposición 2.2 que si F era base de Riesz entonces poséıa un sistema
biortogonal F ′ = {ϕ′n}n∈N que cumpĺıa que para todo n ∈ N y para toda
ϕ ∈ V :

〈T−1(ϕ), en〉 = 〈ϕ, ϕ′n〉

de aqúı se deduce que en ∈ D((T−1)∗) y como en = T−1(ϕn) se tiene:

〈ϕ, (T−1)∗en〉 = 〈ϕ, (T−1)∗T−1(ϕn)〉 = 〈ϕ, ϕ′n〉, ∀ϕ ∈ V

se deducen las fórmulas:

(T−1)∗en = ϕ′n, (T−1)∗T−1(ϕn) = ϕ′n

de la primera fórmula y el hecho de que como T−1 es un isomorfismo entonces
(T−1)∗ también, se tiene que {ϕ′n}n∈N es base de Riesz de V

b) ⇒ Si F es base de Riesz , {en}n∈N base ortonormal de V y T el or-
tonormalizador computando obtenemos:

1

‖T−1‖

N∑
j=1

|cj|2 =
1

‖T−1‖

∥∥∥∥∥
N∑
j=1

cjej

∥∥∥∥∥
2

=
1

‖T−1‖

∥∥∥∥∥
N∑
j=1

cjT
−1ϕj

∥∥∥∥∥
2

≤

∥∥∥∥∥
N∑
j=1

cjϕj

∥∥∥∥∥
2

∥∥∥∥∥
N∑
j=1

cjϕj

∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥
N∑
j=1

cjT (ej)

∥∥∥∥∥
2

≤ ‖T‖

∥∥∥∥∥
N∑
j=1

cjej

∥∥∥∥∥
2

≤ ‖T‖
N∑
j=1

|cj|2

⇐ Sea {en}n∈N base ortonormal de V , definimos T : V → V como T (en) =
ϕn extendemos por linealidad a Span{en}n∈N y luego por densidad a V .
Las cotas de la hipótesis nos dicen que T está bien definido , es acotado con
norma menor o igual que M1/2 e inversible con la norma de la inversa mayor
o igual que m1/2, luego F es base de Riesz

Si f ∈ V tenemos : T−1(f) =
∑∞

n=1 cnen con lo cual aplicando T se tie-
ne f =

∑∞
n=1 cnϕn y multiplicando por ϕ′n resulta cn = 〈f, ϕ′n〉.
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Ahora de forma similar T ∗(f) =
∑∞

n=1 c
′
nen =

∑∞
n=1 c

′
nT
−1ϕn y entonces

aplicando (T−1)∗ se tiene f =
∑∞

n=1 c
′
nϕ
′
n multiplicando por ϕn resulta

c′n = 〈f, ϕn〉

Para completar esta parte de la teoŕıa presentaremos un ejemplo de una
familia minimal uniforme que no es base de Riesz .

Ejemplo 2.4. Sea {ϕn}n∈N0 una base ortonormal de un espacio de Hilbert
H , para cada n ∈ N definimos φn = ϕ0 + ϕn y F = {φn}n∈N entonces:
a) F es completa.
b) F es minimal uniforme.
c) F no es base de Riesz pero su sistema biortogonal si lo es.

Demostremos estas afirmaciones:
a) Sea V ..= Span{φn}n∈N si f ∈ V ⊥ y f =

∑∞
j=0 cjϕj multiplicando por φn

con n > 1 obtenemos que c0 + cn = 0, con lo cual cn = −c0, ∀n ∈ N y como
{cn}n∈N0 debe estar en `2 necesariamente c0 = 0 y entonces cn = 0, ∀n ∈ N0.
Luego f = 0.
b) Es inmediato corroborar que la familia F ′ = {ϕn}n∈N es un sistema bior-
togonal uniformemente acotado en norma por 1 para F y además es base de
Riesz v́ıa el ortogonalizador T (ϕm) = ϕm+1.
c) Tomemos la sucesión an = 1/n ∈ `2 como

N∑
n=1

1

n
φn =

N∑
n=1

1

n
ϕn +

(
N∑
n=1

1

n

)
ϕ0

entonces
∑N

n=1
1
n
φn no puede converger en H ya que en la igualdad anterior

el primer término de la derecha converge pero el segundo no. Luego por el
teorema de Bari b) F no es base de Riesz.

Por último demostraremos unos lemas que serán útiles más adelante.

Lema 2.1. Sea H un Hilbert y F = {ϕn}n∈N una familia en H. Supongamos
que se tiene una sucesión {αn}n∈N ∈ `∞ con αn 6= 0 y consideremos la familia
F ′ = {αnϕn}n∈N entonces si F es W − l.i. también lo es F ′ .

Demostración. Sea {an}n∈N ∈ `2 de manera que para toda f ∈ H que satis-
face

∞∑
n=1

|〈f, αnϕn〉|2 <∞

se cumple
∑∞

n=1 an〈f, αnϕn〉 = 0 osea que
∑∞

n=1 anαn〈f, ϕn〉 = 0 para toda
f que cumpla:

∞∑
n=1

|αn|2 |〈f, ϕn〉|2 <∞
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como {αn}n∈N ∈ `∞ entonces {anαn} ∈ `2 y si f es tal que:

∞∑
n=1

|〈f, ϕn〉|2 <∞ entonces
∞∑
n=1

|αn|2 |〈f, ϕn〉|2 <∞

con lo cual como F es W − l.i. resulta anαn = 0 ∀n ∈ N y en consecuencia
an = 0 ∀n ∈ N. Luego F ′ es W − l.i..

Lema 2.2. (Invarianza por isomorfismos)
Sea H un Hilbert y F = {ϕn}n∈N una familia en H, T : H → H un isomor-
fismo, definimos T (F ) ..= {T (ϕn)}n∈N entonces :
a) F es base de Riesz ⇐⇒ T (F ) lo es.
b) F es minimal uniforme ⇐⇒ T (F ) lo es.
c) F es minimal ⇐⇒ T (F ) lo es.
d) F es W − l.i. ⇐⇒ T (F ) es W − l.i..

Demostración. a) Si S es un ortogonalizador para F , entonces T ◦ S es un
ortogonalizador para T (F ) y rećıprocamente : si S es un ortogonalizador de
T (F ) entonces T−1 ◦ S lo es para F .
b) Si F ′ = {ϕ′n}n∈N es un sistema biortogonal uniformemente acotado en
norma para F entonces {(T ∗)−1ϕ′n}n∈N lo es para T (F ) pues:

〈T (ϕm), (T ∗)−1ϕ′n〉 = 〈ϕm, T ∗(T ∗)−1ϕ′n〉 = 〈ϕm, ϕ′n〉

además
sup
n∈N

∥∥(T ∗)−1ϕ′n
∥∥ ≤ ∥∥(T ∗)−1

∥∥ sup
n∈N
‖ϕ′n‖

luego T (F ) es minimal uniforme , rećıprocamente , si {φn}n∈N es un sis-
tema biortogonal uniformemente acotado en norma para T (F ) entonces
{T ∗φn}n∈N lo es para F pues:

〈ϕm, T ∗φn〉 = 〈Tϕm, φn〉 y además sup
n∈N
‖T ∗φn‖ ≤ ‖T ∗‖ sup

n∈N
‖φn‖ .

c) Es inmediato de b).
d) Sea un vector {an}n∈N ∈ `2 tal que para todo f ∈ H que satisface∑∞

n=1 |〈Tϕn, f〉|
2 < ∞ se tiene ĺımN→∞

∑N
n=1 an〈Tϕn, f〉 = 0 sea g = T ∗f

entonces
∑∞

n=1 |〈ϕn, g〉|
2 < ∞ y ĺımN→∞

∑N
n=1 an〈ϕn, g〉 = 0 luego como F

es W − l.i. debe ser an = 0, ∀n ∈ N con lo cual T (F ) es W − l.i..

En general un sistema biortogonal para una familia minimal F = {ϕn}n∈N
puede ser incompleto en Span{ϕn}n∈N , este último lema nos dará una con-
dición que nos garantice que el sistema biortogonal es completo.
SeaH un espacio de Hilbert, {en}n∈N una base ortonormal deH y F : H → H
dado por F (en) = ϕn y extendiendo por densidad.
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Lema 2.3. Si F es completa , minimal y F ′ = {ϕ′n}n∈N es un sistema
biortogonal , resulta:
F ′ es completa en H ⇐⇒ El operador F definido arriba admite una clausura.

Demostración. Como F es minimal esto implica que ϕ′n ∈ D(F ∗) y también
F ∗(ϕ′n) = en pues

x =
N∑
n=1

cnen, 〈Fx, ϕ′k〉 = ck = 〈x, ek〉.

Si F ′ es completa en H entonces D(F ∗) es denso en H y como F ∗ está
definido en un conjunto denso si y solo si F admite una clausura se tiene el
lema.

A continuación mostraremos cómo se comportan las familias de subes-
pacios al aplicarle una proyección, esto será de interés a la hora de analizar
familias en L2(0,+∞) y su proyección al espacio L2(0, T ).

Lema 2.4. Sea F = {ϕn}n∈N una familia de elementos de un espacio de
Hilbert H y sea V = Span{ϕn}n∈N. Sea S un subespacio cerrado de H y
PS : H → S , PV : H → V las proyecciones, entonces si la familia PSF ..=
{PSϕn}n∈N es minimal en S, entonces F es minimal en V , más aún en este
caso se tiene que si PSF ′ = {(PSϕn)′}n∈N es el sistema biortogonal para
PSF entonces F ′ = {ϕ′n = PV (PSϕn)′}n∈N es biortogonal para F .

Demostración. Notemos que:

δi,j = 〈(PSϕi)′, PSϕj〉 = 〈(PSϕi)′, PSϕj + PS⊥ϕj〉
= 〈(PSϕi)′, ϕj〉 = 〈PV (PSϕi)

′, ϕj〉

con δi,j la delta de Kronecker, luego F es minimal y su sistema biortogonal
es {PV (PSϕn)′}n∈N.
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2.2. Familias de subespacios en espacios de

Hilbert

En esta sección estudiaremos familias de subespacios en un espacio de Hil-
bert H separable. Daremos definiciones y propiedades para familias de subes-
pacios similares a las propiedades ya vistas para familias de elementos y luego
analizaremos el producto tensorial entre espacios de Hilbert que necesitare-
mos para estudiar espacios del tipo L2(0, T ;H) que poseen una identificación
natural con el espacio L2(0, T ;C)⊗H. Durante esta sección asumiremos los
subespacios cerrados y dados S, T notaremos S⊥ y T⊥ a sus complemen-
tos ortogonales y también PS, PT a las proyecciones P : S ⊕ S⊥ → S y
PT : T ⊕ T⊥ → T a las que llamaremos proyectores ortogonales , también
distinguiremos el caso en el que P tenga dominio en una suma directa de
subespacios P : S ⊕ T → S y en ese caso diremos que P es un proyector
oblicuo sobre S paralelo a T . Los resultados expuestos aqúı pueden verse en
[2] .

Definición 2.6. Sea H un espacio de Hilbert y S, T dos subespacios de H
definimos el ángulo entre S y T como el número α = α(S, T ) ∈ [0, π/2] que
satisface la ecuación:

cos(α) = sup
s∈S,s6=0, t∈T,t6=0

|〈s, t〉|
‖s‖ ‖t‖

.

Observación 2.4. Notemos que para dos subespacios S, T de dimensión uno
esta definición coincide con la de ángulo entre rectas conocido. Sin embargo
si S y T tienen un elemento en común v distinto de cero entonces:

1 ≥ cos(α) ≥ |〈v, v〉|
‖v‖ ‖v‖

= 1

con lo cual α(S, T ) = 0 de modo que esta definición de ángulo no coincide
con la usual entre planos en R3.

Observación 2.5. Del mismo modo que en la observación anterior, si dos
subespacios S y T tienen un elemento en común distinto de cero su ángulo
α(S, T ) es cero, no obstante puede ocurrir que α(S, T ) = 0 pese a que S∩T =
{0}.

Ejemplo 2.5. Sea {en}n∈N una base ortonormal de un Hilbert H , sea
{an}n∈N ⊂ R con an > 0 ∀n ∈ N y ĺımn→∞ an = 0 y sean:
S = Span{e2m−1}m∈N , T = Span{e2m−1 + ame2m}m∈N entonces:
α(S, T ) = 0 pero S ∩ T = {0}.
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Veamos que S ∩T = {0} , sea fn =
∑

j∈N c
(n)
j (e2j−1 + aje2j) ∈ T (con cj = 0

salvo finitos) que converge a un elemento f en S.

Entonces la sucesión {{c(n)
j }j∈N}n∈N converge en `2 a alguna sucesión {cj}j∈N,

como fn → f se tiene que:

f =
∞∑
j=1

cje2j−1 +
∞∑
j=1

ajcje2j

y f ∈ S implica que cj = 0 ∀j ∈ N con lo cual f = 0 y luego S ∩ T = {0}.
Por otro lado:

cos2(α(S, T )) ≥ |〈e2m−1, e2m−1 + ame2m〉|2

‖e2m−1‖2 ‖e2m−1 + ame2m‖2 =
1

(1 + am)2
−−−→
m→∞

1

y entonces α(S, T ) = 0.

Lema 2.5. Sea H un espacio de Hilbert , S y T dos subespacios .
Si dim(S) < ∞ o dim(T ) < ∞ y α(S, T ) = 0 entonces S y T tienen un
elemento en común distinto de cero.

Demostración. Supongamos sin perdida de generalidad que dim(S) <∞.
Como α(S, T ) = 0 existen sucesiones:
{sn}n∈N ⊂ S y {tn}n∈N ⊂ T de norma 1 tales que 〈sn, tn〉 −−−→

n→∞
1 entonces

‖sn − tn‖ = 〈sn− tn, sn− tn〉 = 2− 2Re (〈sn, tn〉) −−−→
n→∞

0 como la dimensión

de S es finita , existe una subsucesión {snj} que converge a s ∈ S , entonces
‖s‖ = 1 y como

∥∥snj − tnj∥∥ −−−→
j→∞

0 entonces tnj también converge a s luego

s ∈ S ∩ T .

Observación 2.6. Notemos que el resultado previo vale en particular si
dim(H) <∞.

En el siguiente lema conectaremos la definición de ángulo con la noción
de proyector ortogonal.

Lema 2.6. Sea H un espacio de Hilbert y S, T dos subespacios, sean
PS : H → S y PT : H → T los proyectores ortogonales entonces se tiene que:

a) cos(α(S, T )) = ‖PS|T‖ = ‖PSPT‖.

b) Si existe (PS|T )−1 vale que: sen(α(S⊥, T )) = 1

‖PS |−1
T ‖

.



2.2. FAMILIAS DE SUBESPACIOS EN ESPACIOS DE HILBERT 27

c) sen(α(S, T )) = ı́nfs∈S,‖s‖=1,t∈T ‖s− t‖.

Demostración. Directo de las definiciónes se tiene:

a) cos(α) = sup
s∈S,s6=0, t∈T,t6=0

|〈s, PSt+ PS⊥t〉|
‖s‖ ‖t‖

= sup
t∈T,t6=0

sup
s∈S,s6=0

|〈s, PSt〉|
‖s‖ ‖t‖

= sup
t∈T,t6=0

‖PSt‖
‖t‖

= ‖PS|T‖ .

b)
1∥∥PS|−1
T

∥∥2 = ı́nf
t∈T,‖t‖=1

‖PSt‖2 = ı́nf
t∈T,‖t‖=1

(1− ‖PS⊥t‖2)

= 1− sup
‖t‖=1

‖PS⊥|T t‖2 = 1− ‖PS⊥ |T‖2 .

Ahora por el ı́tem a) tenemos que:
1− ‖PS⊥|T‖2 = 1− cos2(α(S⊥, T )) = sen2(α(S⊥, T ))

c) ı́nf
s∈S,‖s‖=1,t∈T

‖s− t‖2 = ı́nf
s∈S,‖s‖=1,t∈T

‖PT s+ PT⊥s− t‖2

= ı́nf
s∈S,‖s‖=1

‖PT⊥s‖2

= 1− sup
s∈S,‖s‖=1

‖PT s‖2 .

Nuevamente por el ı́tem a):

1− sup
s∈S,‖s‖=1

‖PT s‖2 = 1− ‖PT |S‖2 = 1− cos2(α(S, T )) = sen2(α(S, T )).

Notaremos P S
S⊕T al operador P : S ⊕ T ⊂ H → S dado por P (s+ t) = s

,este operador es un proyector (es decir P 2 = P ) y por otro lado dado un
proyector P con dominio D(P ) ⊂ H tomando S = Im(P ) y T = Nu(P )
resulta P = P S

S⊕T con lo cual todos los proyectores pueden pensarse como
P S
S⊕T para S y T adecuados.

A continuación daremos un lema que nos permitirá caracterizar mejor a estos
proyectores.

Lema 2.7. Sea H = S ⊕ T y el operador P ∗ definido como: P ∗ ..= (P S
S⊕T )∗

entonces este operador coincide con el operador dado por (P⊥) ..= P T⊥

S⊥⊕T⊥.
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Demostración. 1) Primero chequeemos que S⊥ y T⊥ están en suma directa
para corroborar que P⊥ está bien definido.
Como:

S⊥ ∩ T⊥ = {x ∈ Span{S, T}/x ⊥ S, x ⊥ T} = {0}.

2) Ahora chequeemos que P⊥ ⊂ P ∗ es decir. para todo a = s + t ∈ D(P ) y
un b = s⊥ + t⊥ arbitrario , debemos ver que:

〈Pa, b〉 = 〈a, P⊥b〉.

Efectivamente:

〈P (s+ t), b〉 = 〈s, s⊥ + t⊥〉 = 〈s, t⊥〉 = 〈s+ t, t⊥〉 = 〈a, P⊥b〉

3) Veamos que P ∗ es un proyector. Sea b ∈ D(P ∗) es decir, b satisface:

〈Pa, b〉 = 〈a, P ∗b〉, ∀a ∈ D(P ).

Entonces para todo a ∈ D(P ) vale que:

〈P (Pa), b〉 = 〈Pa, P ∗b〉.

Como P es proyector (P 2 = P ) se tiene:

〈a, P ∗b〉 = 〈P (Pa), b〉 = 〈Pa, P ∗b〉.

Comparando los extremos de esta igualdad se tiene que P ∗b ∈ D(P ∗) y
P ∗(P ∗b) = P ∗b, luego P ∗ es proyector. y además tenemos que:

P ∗ = P
Im(P ∗)
Nu(P ∗)⊕Im(P ∗) : Nu(P ∗)⊕ Im(P ∗)→ Im(P ∗).

Si podemos probar que Im(P ∗) ⊂ T⊥ y Nu(P ∗) ⊂ S⊥ entonces la igualdad
que buscamos mostrar se deduce del ı́tem 2).
Sea a ∈ D(P ∗) , como 0 = 〈Pt, a〉 = 〈t, P ∗a〉 para todo t ∈ T se tiene que
P ∗a ⊥ T con lo cual Im(P ∗) ⊂ T⊥. Si P ∗a = 0 entonces para s ∈ S se tiene
0 = 〈s, P ∗a〉 = 〈Ps, a〉 = 〈s, a〉 y en consecuencia Nu(P ∗) ⊥ S.

Estableceremos una relación entre los proyectores oblicuos y los proyec-
tores ortogonales mediante el siguiente lema.

Lema 2.8. Dados, S, T subespacios de un espacio de Hilbert H, los ope-
radores P = P S

S⊕T y P ′ ..= (PS⊥|T )−1PS⊥ existen al mismo tiempo y son
iguales.
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Demostración. P ′ está bien definido si y solo si PS⊥|T tiene núcleo trivial
que es equivalente a que S ∩ T = {0} ya que PS⊥s = 0 para s ∈ (S⊥)⊥ = S
Pero que S ∩ T = {0} es la condición necesaria para la existencia de P .
Veamos que P ⊂ P ′. Si a = s + t, s ∈ S, t ∈ T entonces PS⊥a = PS⊥s y
P ′a = s = Pa solo resta chequear que los dominios sean iguales. Sea a ∈
D(P ′), como D((PS⊥ |T )−1) = Im(P⊥S |T ) = PS⊥T se sigue que PS⊥a = PS⊥t
para algún t ∈ T con lo cual PS⊥(a− t) = 0 y en consecuencia a− t = s ∈ S
luego D(P ′) = D(P ) como queŕıamos.

Relacionemos estos conceptos con la definición de ángulo entre subespa-
cios.

Lema 2.9. Dados, S, T subespacios de un espacio de Hilbert H tales que
S ∩ T = {0} entonces:

a) El operador P S
S⊕T es acotado ⇐⇒ α(S, T ) > 0 y en ese caso se tiene

que
∥∥P S

S⊕T
∥∥ = 1

sen(α(S,T ))
.

b) El subespacio S ⊕ T es cerrado ⇐⇒ α(S, T ) > 0.

c) α(S, T ) = α(S⊥, T⊥).

Demostración. a) De la definición se tiene:

1∥∥P S
S⊕T
∥∥ = ı́nf

t∈T,t6=0,s∈S,s6=0

‖t− s‖∥∥P S
S⊕T (t− s)

∥∥ = ı́nf
t∈T,,s∈S,s6=0

‖t− s‖
‖s‖

.

Ahora por el ı́tem c) del lema 2.6 se tiene que

1∥∥P S
S⊕T
∥∥ = sen(α(S, T )).

b) ⇒ Si S ⊕ T es cerrado y ĺımn→∞(sn + tn, sn) = (x, y) entonces existen
s ∈ S, t ∈ T tales que x = s+ t. Como ĺımn→∞ sn = y se tiene que s = y con
lo cual el gráfico de P S

S⊕T es cerrado. Por el teorema de gráfico cerrado, P S
S⊕T

es acotado y en consecuencia por el ı́tem a) sen(α(S, T )) = 1

‖PSS⊕T‖
> 0 y en

definitiva α(S, T ) > 0.
⇐ Si α(S, T ) > 0 entonces por el ı́tem a) el operador P S

S⊕T es acotado,
en consecuencia la convergencia de una sucesión {sn + tn}n∈N implica la
convergencia de la sucesión P S

S⊕T (sn + tn) = sn. Como S es cerrado , existe
s ∈ S tal que ĺımn→∞ sn = s y entonces debe existir t ∈ T de modo que se



30 CAPÍTULO 2. EL PROBLEMA DE LOS MOMENTOS.

cumpla ĺımn→∞ tn = t. Luego S ⊕ T es cerrado.
c) Por el ı́tem a) y el lema 2.7 se tiene:

sen(α(S, T )) =
1∥∥P S
S⊕T
∥∥ =

1∥∥(P S
S⊕T )∗

∥∥ =
1∥∥∥P T⊥

S⊥⊕T⊥

∥∥∥ = sen(α(S⊥, T⊥)).

Más adelante trabajaremos con familias de exponenciales reales en L2(0,+∞)
y será de interés considerar la restricción de estas funciones al espacio L2(0, T ).
A continuación daremos un lema que nos ayudara a entender como los pro-
yectores funcionan con la restricción.

Lema 2.10. Sean S,T dos subespacios cerrados de un espacio de Hilbert H.
Sea PS|T el proyector PS : H → S restringido al subespacio T y PT |S el
proyector PT : H → T restringido a S. Entonces:

a) El proyector PS|T restringido a T es un isomorfismo con su imagen
⇐⇒ α(S⊥, T ) > 0.

b) Se tiene que:

(PS|T : T → S)∗ = PT |S : S → T.

c) El operador PS|T : T → S es un isomorfismo de subespacios ⇐⇒
α(S, T⊥) > 0 y α(S⊥, T ) > 0.

Demostración. a) ⇒ Si PS|T es un isomorfismo por 2.6 b) tenemos que
sen(α(S⊥, T )) = 1

‖PS |−1
T ‖

y en particular α(S⊥, T ) > 0.

⇐ Si α(S⊥, T ) > 0 volviendo en los pasos de la demostración de 2.6 ı́tem b)
tenemos que:

0 < sen2(α(S⊥, T )) = 1− sup
t∈T,‖t‖=1

‖PS⊥t‖2 = ı́nf
t∈T,‖t‖=1

‖PSt‖2 .

Con lo cual PS|T es inyectivo y luego biyectivo con su imagen.

b) Dados s ∈ S, t ∈ T escribimos s = sT + sT⊥ , sT ∈ T, sT⊥ ∈ T⊥ ,
t = tS + tS⊥ , tS ∈ S, tS⊥ ∈ S⊥ entonces:

〈PSt, s〉 = 〈tS, s〉 = 〈tS + tS⊥ , s〉 = 〈t, sT + sT⊥〉 = 〈t, sT 〉 = 〈t, PT s〉.

c) El operador PS|T : T → S es un isomorfismo de subespacios si y solo
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si es un isomorfismo con su imagen y esta coincide con el subespacio S.
Que este operador sea un isomorfismo por el ı́tem a) es equivalente a que
α(S⊥, T ) > 0.Por otro lado la imagen de este operador será densa en S si
y solo si el adjunto es inversible. Por el ı́tem b), que (PS|T : T → S)∗ sea
inversible es equivalente a que α(S, T⊥) > 0.

Observación 2.7. Notemos que si tenemos dos subespacios cerrados S ,
T tales que α(S, T ) > 0 entonces S ⊕ T es cerrado y podemos concluir la
igualdad:

S ⊕ T = Span{S, T}.

A continuación estableceremos una relación entre las propiedades de las
familias de elementos en un espacio de Hilbert vistas en la sección anterior
y la noción de ángulo entre subespacios.
Dada una familia {ϕn}n∈N dećıamos que era minimal si para todo n ∈ N,
resultaba que ϕn /∈ Span{ϕj}j∈N,j 6=n. Sean los espacios E = Span{ϕn}n∈N,

En = Span{ϕj}j∈N,j 6=n y por comodidad 〈ϕn〉 ..= Span{ϕn} por el lema 2.5
como 〈ϕn〉 ∩ En = {0} entonces α(〈ϕn〉, En) > 0 y con esto (por el lema 2.9
ı́tem a)) existen operadores acotados

Pn = P
〈ϕn〉
〈ϕn〉⊕En : E → 〈ϕn〉.

Si llamamos {ϕ′n}n∈N a el sistema biortogonal dentro de E asociado a {ϕn}n∈N
tenemos que:〈

ϕn,
P ∗n(ϕn)

‖ϕn‖2

〉
=

〈
Pn(ϕn),

ϕn

‖ϕn‖2

〉
=

〈
ϕn,

ϕn

‖ϕn‖2

〉
= 1

y también si n 6= m:〈
ϕm,

P ∗n(ϕn)

‖ϕn‖2

〉
=

〈
Pn(ϕm),

ϕn

‖ϕn‖2

〉
=

〈
0,

ϕn

‖ϕn‖2

〉
= 0.

Con lo cual podemos concluir que ϕ′n = P ∗n(ϕn)

‖ϕn‖2
y también Pn(x) = 〈x, ϕ′n〉ϕn

Luego:

‖Pn‖ = ‖ϕ′n‖ ‖ϕn‖ =
‖Pnϕ′n‖
‖ϕ′n‖

y entonces por el lema 2.9 se tiene que:

‖Pn‖ = ‖ϕ′n‖ ‖ϕn‖ =
1

sen(α(〈ϕn〉, En))
≥ 1.
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Observación 2.8. Notemos que de lo anterior se deduce que si la familia
{ϕn}n∈N satisface estimaciones m ≤ ‖ϕn‖ ≤ M para todo n ∈ N entonces
que exista c > 0 tal que para todo n ∈ N valga α(〈ϕn〉, En) ≥ c > 0 es
equivalente a que la familia {ϕn}n∈N sea minimal uniforme. Es decir si la
familia es minimal uniforme entonces existe K > 0 que acota las normas de
la familia biortogonal y:

1

sen(α(〈ϕn〉, En))
= ‖ϕ′n‖ ‖ϕn‖ < MK.

Con lo cual existe c > 0 y α(〈ϕn〉, En) ≥ c > 0. Por otro lado si existe c > 0
y α(〈ϕn〉, En) ≥ c > 0 entonces sen(α(〈ϕn〉, En)) > sen(c) y en consecuencia
:

‖ϕ′n‖ =
1

‖ϕn‖ sen(α(〈ϕn〉, En))
≤ 1

msen(c)
.

Con lo cual la familia es minimal uniforme.

Ahora daremos las definiciones de minimalidad, minimalidad uniforme
y base de Riesz para familias de subespacios similares a las ya vistas para
familias de elementos en un espacio de Hilbert.

Definición 2.7. Sean S = {Sn}n∈N una familia de subespacios de un espacio
de Hilbert H, sea E = Span{Sn}n∈N y En = Span{Sj}j∈N,j 6=n .
En estas condiciones decimos que S es minimal si para todo n ∈ N existe
un proyector acotado Pn : E → Sn paralelo a En.
Decimos que la familia de subespacios S ′={S ′n ..= P ∗nSn}n∈N es un sistema
biortogonal para S .

Definición 2.8. Diremos que la familia S = {Sn}n∈N es minimal uniforme
si existe M > 0 tal que:

sup
n∈N
‖Pn‖ ≤M.

Definición 2.9. Diremos que la familia S = {Sn}n∈N es base de Riesz de E
si existe un isomorfismo V : Span{Sn}n∈N → Span{Sn}n∈N tal que la familia
{V −1Sn}n∈N es ortogonal es decir V −1Sn ⊥ V −1Sm, n 6= m.

Definición 2.10. Diremos que la familia S = {Sn}n∈N es base de H si es
base de Riesz y H = Span{Sn}n∈N.

Observación 2.9. A veces puede ser conveniente trabajar con un sistema
biortogonal a la familia S = {Sn}n∈N que no este contenida en E , con lo
cual llamaremos a cualquier familia de subespacios {S ′n}n∈N que satisfaga:

PES
′
n = P ∗nSn, Pn = P Sn

Sn⊕En : E → Sn, PE : E ⊕ E⊥ → E

un sistema biortogonal para S .
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Observación 2.10. Estas definiciones para familias de subespacios son con-
sistentes con las ya dadas para familias de elementos en el sentido siguien-
te: Dada una familia de subespacios S = {Sn}n∈N que satisface alguna de
las propiedades previas. Si para cada n ∈ N tomamos una base ortonor-
mal {ϕj,n}dim(Sn)

j=1 de Sn entonces la familia {ϕj,n}j,n satisface la propiedad
homónima. De forma rećıproca si la familia de elementos {ϕn}n∈N tiene una
propiedad entonces la familia de subespacios {Sn ..= 〈ϕn〉}n inN también la
tiene.

Daremos un resultado útil sobre el comportamiento del ángulo entre
subespacios y los isomorfismos.

Lema 2.11. (Pavlov) Sean S, T subespacios de un Hilbert H y U : H → H
un isomorfismo.
Entonces:

sen(α(US,UT )) ≥
∥∥U−1

∥∥−1 ‖U‖−1 sen(α(S, T )).

Demostración. (del lema) Dados s ∈ S, t ∈ T se tiene:∥∥∥∥ Us

‖Us‖
− Ut

∥∥∥∥ ≥ 1

‖U−1‖

∥∥∥∥ s

‖Us‖
− t
∥∥∥∥ ≥ ‖U‖−1

‖U−1‖

∥∥∥∥ s

‖s‖
− ‖Us‖
‖s‖

t

∥∥∥∥ .
Ahora por el lema 2.6 ı́tem c) concluimos:

sen(α(US,UT )) ≥ ‖U
−1‖
‖U‖

sen(α(S, T )).

A continuación daremos el resultado análogo al teorema de Bari 2.1 para
familias de subespacios. Una exposición con más profundidad puede verse en
[15]

Teorema 2.2. Sean S = {Sn}n∈N una familia de subespacios minimal de
un espacio de Hilbert H, sea E = Span{Sn}n∈N y En = Span{Sj}j∈N,j 6=n.
Son equivalentes:

a) S = {Sn}n∈N es base de Riesz de E

b) En E las normas ‖.‖H y (
∑∞

n=1 ‖Pn(.)‖2)1/2 son equivalentes, es
decir, existen constantes m,M > 0 tales que:

m ‖x‖H ≤

(
∞∑
n=1

‖Pn(x)‖2
H

)1/2

≤M ‖x‖H .



34 CAPÍTULO 2. EL PROBLEMA DE LOS MOMENTOS.

c) Existe ε > 0 tal que para cualquier partición de la familia inicial
S = {Sn}n∈N en dos subfamilias S1 y S2 con S1 ∪S2 = S y
S1 ∩S2 = ∅ si J1

..= Span{Sn}Sn∈S1
y J2

..= Span{Sm}Sm∈S2
resulta:

α(J1, J2) ≥ ε > 0

.

Demostración. a) ⇒ c) Sea V : E → E el ortogonalizador de S como S1 y
S2 son disjuntas tenemos que V −1J1 ⊥ V −1J2. Luego por el lema de Pavlov:

sen(α(J1, J2)) = sen(α(V V −1J1, V V
−1J2)) ≥ ‖V

−1‖
‖V ‖

sen(α(V −1J1, V
−1J2))

=
‖V −1‖
‖V ‖

.

y entonces existe ε > 0 tal que α(J1, J2) ≥ ε > 0.
c)⇒ b) Notemos que como S = {Sn}n∈N es minimal, existen los proyectores
Pn : E = Sn ⊕En → Sn y su sistema biortogonal veńıa dado por S ′n = P ∗nSn
en particular en E tenemos que PnPm = 0 si n 6= m y PnPm = Pn si n = m
de aqúı deducimos que:

N∑
j=1

‖Pjx‖2
H =

∥∥∥∥∥
N∑
j=1

Pjx

∥∥∥∥∥
2

H

.

Sean JN = Span{Sj}
N

j=1 y LN = Span{Sj}j>N por hipótesis existe ε > 0
tal que α(JN , LN) ≥ ε > 0 para todo N ∈ N con lo cual existen proyectores
PJN : E = JN ⊕ LN → JN acotados y tales que ‖PJN‖ = 1

sen(α(JN ,LN ))
, se

satisface PJNx =
∑N

j=1 Pjx y en consecuencia dado x ∈ E con ‖x‖ = 1
tenemos que:

N∑
j=1

‖Pjx‖2
H =

∥∥∥∥∥
N∑
j=1

Pjx

∥∥∥∥∥
2

H

= ‖PJN‖
2 =

(
1

sen(α(JN , LN))

)2

≤
(

1

sen(ε)

)2

N∑
j=1

‖Pjx‖2
H =

∥∥∥∥∥
N∑
j=1

Pjx

∥∥∥∥∥
2

H

= ‖PJN‖
2 =

(
1

sen(α(JN , LN))

)2

≥ 1.

Con lo cual las normas son equivalentes.
b) ⇒ a) Sean los proyectores Pn : E = Sn ⊕ En → Sn como las normas son
equivalentes , el operador T : E → `2 , T (x) = {Pnx}n∈N es un isomorfismo
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más aún, de la definición de T se sigue que TSn ⊥ TSm para todo n 6= m.
Sea {en}n∈N una base ortonormal de H y J : `2 → H el isomorfismo dado por
J({an}) =

∑∞
n=1 anen, si S ⊥ T en H entonces JS ⊥ JT luego JP : H → H

es un ortogonalizador para S y luego esta es base de Riesz.

Será de ayuda tener un resultado equivalente al ya visto para familias de
elementos que nos muestre como se transfieren las propiedades enunciadas
por isomorfismos.

Teorema 2.3. (Invarianza por isomorfismos)
Sea T : H → H un isomorfismo, sea T (S ) ..= {TSn}n∈N el resultado de
aplicar T a la familia de subespacios S ..= {Sn}n∈N, sean E = Span{Sn}n∈N
y En = Span{Sj}j∈N,j 6=n entonces:

a) T (S ) es minimal ⇐⇒ S es minimal.

b) T (S ) es minimal uniforme ⇐⇒ S es minimal uniforme.

c) T (S ) es base de Riesz de ⇐⇒ S es Base de Riesz.

d) T (S ) es base ⇐⇒ S es base.

Demostración. a) Para ver que TS es minimal debemos ver que existen
proyectores
Qn : TE → TSn paralelos a TEn. Como S es minimal existen proyectores
acotados P : E → Sn paralelos a Sn y en particular (por el lema (1.8))
α(Sn, En) > 0. Como Sn ∩ En = {0} y T es un isomorfismo entonces TSn ∩
TEn = {0} y luego podemos tomar Qn

..= TPn que está bien definido y
TPn : TE → TSn paralelo a TEn. Para ver que es acotado por el lema de
Pavlov tenemos que:

sen(α(TSn, TEn)) ≥ ‖T
−1‖
‖T‖

sen(α(Sn, En)) > 0

y en consecuencia α(TSn, TEn) > 0 nuevamente por el lema (1.8) concluimos
que los operadores Qn son acotados, es decir TS es minimal .
b) Solo debemos ver la cota, como S es minimal por el lema (1.8) vimos
que para todo n ∈ N se teńıa que que ‖Pn‖ = 1

sen(α(Sn,En))
entonces de la

uniformidad se deduce que existe M > 0 tal que M ≥ 1
sen(α(Sn,En))

para todo
n ∈ N luego usando el lema de Pavlov tenemos :

sup
n∈N
‖Qn‖ = sup

n∈N

1

sen(α(TSn, TEn))
≤ sup

n∈N

‖T−1‖−1

‖T‖−1

1

sen(α(Sn, En))
≤ ‖T

−1‖−1

M ‖T‖−1
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Luego TS es minimal uniforme.
c) Si S es base de Riesz y V es un ortgonalizador, tomando V ′ = TV
entonces V ′−1TSn = (TV )−1TSn = V −1T−1TSn = V −1Sn con lo cual V ′ es
un ortogonalizador para {TSn}n∈N. Luego TS es base de Riesz.
d) El resultado se deduce de que E = H y en consecuencia: TE = TH = H.

A continuación definiremos el producto tensorial entre espacios de Hilbert
y mostraremos algunas propiedades clásicas.

Definición 2.11. SeaH y H dos C-espacios de Hilbert. DefinimosH⊗H el
producto tensorial algebraico entre los espacios H y H que se construye de la
siguiente manera. Consideremos el espacio vectorial formado por el conjunto
de pares

(H,H ) ..=

{
n∑
j=1

cj(hj, vj) : cj ∈ C, hj ∈ H, vj ∈H , j = 1...n, n ∈ N

}
.

Sea N el subespacio de (H,H ) generado por los elementos de la forma:

n∑
j=1

m∑
k=1

cjdk(hj, vk)− 1×

(
n∑
j=1

cjhk, bkvk

)
.

Donde en la expresión previa la notación 1×
(∑n

j=1 cjhk, bkvk

)
representa al

par
(∑n

j=1 cjhk, bkvk

)
con coeficiente 1.

El producto tensorial algebraico H⊗H consiste entonces en el cociente:

(H,H )/N.

Observación 2.11. El productoH×H puede pensarse como un subconjun-
to de (H,H ) identificando los pares del producto usual (h, v) con el elemento
1(h, v) ∈ (H,H ).

A la clase de equivalencia de un elemento (h, v) la notaremos h ⊗ v y
los llamaremos tensores simples. Todo elemento de H⊗H puede represen-
tarse como una combinación lineal finita de tensores simples. Notemos que
una combinación de este estilo es igual a cero solo si es una suma finita de
elementos de la forma:

n∑
j=1

m∑
k=1

cjbkhj ⊗ vk −

(
n∑
j=1

cjhj

)
⊗

(
m∑
k=1

bkvk

)
.
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En particular se tiene la siguiente igualdad:(
n∑
j=1

cjhj

)
⊗

(
m∑
k=1

bkvk

)
=

n∑
j=1

m∑
k=1

cjbkhj ⊗ vk =
n∑
j=1

m∑
k=1

hj ⊗ cjbkvk.

Observación 2.12. Sean {eα}α∈I y {lβ}β∈J bases ortonormales de H y H
respectivamente, entonces dada f =

∑n
j=1 cjhj ⊗ vj podemos representarla

como:
f =

∑
β

hβ ⊗ lβ =
∑
α

eα ⊗ vα

donde hβ ∈ Span{hj}j=mj=1 y vα ∈ Span{vj}j=mj=1 .

Notaremos 〈, 〉H y 〈, 〉H al producto interno de H y H respectivamente
y definimos un producto en H⊗H dado por :〈

n∑
j=1

cjhj ⊗ vj,
m∑
k=1

dkhk ⊗ vk

〉
..=

n∑
j=1

m∑
k=1

cjdk〈hj, hk〉H〈vj, vk〉H .

De esta manera la norma de un elemento f =
∑n

j=1 cjhj ⊗ vj resulta:∥∥∥∥∥
n∑
j=1

cjhj ⊗ vj

∥∥∥∥∥
2

H⊗H

=
n∑
j=1

n∑
k=1

cjck〈hj, hk〉H〈vj, vk〉H .

Puede verse que esta aplicación resulta un producto interno en H ⊗
H .(Ver [19] caṕıtulo 3) En consecuencia el espacio H ⊗H resulta un pre-
Hilbert, llamaremos producto tensorial completo a la completación del espacio
H⊗H y lo notaremos H⊗H .
Para el espacio H⊗H tenemos las siguientes propiedades que pueden verse
en [19].

Proposición 2.3. Sean H yH dos espacios de Hilbert y consideremos el
espacio H⊗H entonces:

Sean MH y MH dos conjuntos completos en H y H respectivamente
entonces el conjunto {h⊗v : h ∈MH, v ∈MH } es completo en H⊗H .

Si {eα}α∈I y {lβ}β∈J son bases ortonormales de H y H respectivamente
entonces {eα ⊗ lβ, α ∈ I, β ∈ J} es base ortonormal de H⊗H .

Se tiene que (dimH⊗H ) = (dimH)(dimH ) (dimensión como espa-
cios de Hilbert).



38 CAPÍTULO 2. EL PROBLEMA DE LOS MOMENTOS.

Si H 6= {0} y H 6= {0} entonces H⊗H es separable si y solo si H y
H son separables.

El espacio H⊗H es completo si y solo si H o H son de dimension
finita.

Supongamos ahora que el espacio H es separable y sea {en}n∈N una base
ortonormal numerable. Dada f =

∑∞
n=1 cnhn⊗en ∈ H⊗H podemos calcular

su norma de forma más sencilla haciendo directamente:

‖f‖2
H⊗H =

∞∑
n=1

|cn|2 ‖hn‖2
H .

De forma análoga si el separable resulta el espacio H con base ortonormal
{ln}n∈N podemos calcular la norma de f =

∑∞
n=1 ln ⊗ cnvn como:

‖f‖2
H⊗H =

∞∑
n=1

|cn|2 ‖vn‖2
H .

A continuación estudiaremos la noción de ángulo entre subespacios previa-
mente definida en el caso de que el espacio sea un producto tensorial entre
dos espacios de Hilbert que asumiremos separables.

Definición 2.12. Dado S un subespacio de H y ϕ ∈ H definimos:
ϕ⊗ S ..= {ϕ⊗ s, s ∈ S} ⊂ H⊗H subespacio.

Lema 2.12. Sea {ϕn}n∈N una familia de elementos en H distintos de cero
y sea {Sn}n∈N una familia de subespacios de H también distintos de cero.
Sean M ⊂ N, N ⊂ N dos subconjuntos. Consideremos los subespacios:

Hn
..= ϕn ⊗H ⊂ H⊗H

HM
..= Span{Hm}m∈M ⊂ H⊗H , HN

..= Span{Hn}n∈N ⊂ H⊗H

HM
..= Span{ϕm}m∈M ⊂ H, HN

..= Span{ϕn}n∈N ⊂ H
SM

..= Span{ϕm ⊗ Sm}m∈M ⊂ H⊗H , SN
..= Span{ϕn ⊗ Sn}n∈N ⊂ H⊗H

SM
..= Span{Sm}m∈M ⊂H , SN

..= Span{Sn}n∈N ⊂H .

Entonces:

a) αH⊗H (HM ,HN ) = αH(HM ,HN )

b) αH⊗H (SM ,SN ) ≥ αH(HM ,HN )

c) αH⊗H (SM ,SN ) ≥ αH (SM , SN )
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Demostración. a) Sea {en}n∈N una base ortonormal de H , dado η =
∑∞

j=1 η
(j)ej ∈

H por el lema 2.6 ı́tem c) tenemos:

sen2(αH⊗H (HM ,HN )) =

= ı́nf
ηm∈H ,ηn∈H ,‖∑m ϕm⊗ηm‖H⊗H

=1

∥∥∥∥∥∑
m∈M

ϕm ⊗ ηm −
∑
n∈N

ϕn ⊗ ηn

∥∥∥∥∥
2

H⊗H

= ı́nf∑∞
j=1 a

2
j=1

∞∑
j=1

ı́nf∥∥∥∑m η
(j)
m ϕm

∥∥∥2
H

=a2j ,η
(j)
m ∈C,η

(j)
n ∈C

∥∥∥∥∥∑
m∈M

ϕmη
(j)
m −

∑
n∈N

ϕnη
(j)
n

∥∥∥∥∥
2

H

= ı́nf∑∞
j=1 a

2
j=1

∞∑
j=1

a2
j ı́nf
‖∑m φm‖H=1,φm∈HM ,φn∈HN

∥∥∥∥∥∑
m∈M

φm −
∑
n∈N

φn

∥∥∥∥∥
2

H

= ı́nf∑∞
j=1 a

2
j=1

∞∑
j=1

a2
jsen

2(αH(HM ,HN )) = sen2(αH(HM ,HN ))

y concluimos αH⊗H (HM ,HN ) = αH(HM ,HN ).
b) Por el lema 2.6 ı́tem c) y el inciso a) tenemos que

sen2(αH(HM ,HN )) = sen2(αH⊗H (HM ,HN ))

= ı́nf
ηm∈H ,ηn∈H ,‖∑m ϕm⊗ηm‖H⊗H

=1,n∈N ,m∈M

∥∥∥∥∥∑
m∈M

ϕm ⊗ ηm −
∑
n∈N

ϕn ⊗ ηn

∥∥∥∥∥
2

H⊗H

≤ ı́nf
ηm∈Sm,ηn∈Sn,‖∑m ϕm⊗ηm‖H⊗H

=1,n∈N ,m∈M

∥∥∥∥∥∑
m∈M

ϕm ⊗ ηm −
∑
n∈N

ϕn ⊗ ηn

∥∥∥∥∥
2

H⊗H

= sen2(αH⊗H (SM ,SN ))

y luego αH(HM ,HN ) ≤ αH⊗H (SM ,SN ).
c) Sea {hk}k∈N una base ortonormal de H. Para cada n y m en M y N

respectivamente escribimos ϕn =
∑∞

k=1 ϕ
(k)
n hk y ϕm =

∑∞
k=1 ϕ

(k)
m hk.

Luego repitiendo el procedimiento realizado en el item a):

sen2(αH⊗H (HM ,HN )) =

= ı́nf
ηm∈H ,ηn∈H ,‖∑m ϕm⊗ηm‖H⊗H

=1

∥∥∥∥∥∑
m∈M

ϕm ⊗ ηm −
∑
n∈N

ϕn ⊗ ηn

∥∥∥∥∥
2

H⊗H
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= ı́nf∑∞
j=1 a

2
j=1

∞∑
j=1

ı́nf∥∥∥∑m ϕ
(j)
m ηm

∥∥∥2
H

=a2j

∥∥∥∥∥∑
m∈M

ϕ(j)
m ηm −

∑
n∈N

ϕ(j)
m ηn

∥∥∥∥∥
2

H

= ı́nf∑∞
j=1 a

2
j=1

∞∑
j=1

a2
j ı́nf
‖∑m φm‖

H
=1,φm∈SM ,φn∈SN

∥∥∥∥∥∑
m∈M

φm −
∑
n∈N

φn

∥∥∥∥∥
2

H

= ı́nf∑∞
j=1 a

2
j=1

∞∑
j=1

a2
jsen

2(αH (SM , SN )) = sen2(αH (SM , SN ))

y concluimos αH⊗H (HM ,HN ) = αH (SM , SN ) y finalmente por el item b)
αH⊗H (SM ,SN ) ≥ α(SM , SN ).

Como consecuencia del lema previo se tiene el siguiente resultado impor-
tante a la hora de decidir si una familia de subespacios del producto tensorial
posee alguna de las propiedades que trabajamos antes.

Corolario 2.1. Sea F ..= {ϕn}n∈N una familia de elementos de un espacio
H tal que existen m,M > 0 y se cumple:
m ≤ ‖ϕn‖ ≤ M, ∀n ∈ N , sea FH

..= {ϕn ⊗ H }n∈N una familia de
subespacios de H⊗H ,S ..= {Sn}n∈N una familia de subespacios de H
distintos de cero y FS

..= {ϕn⊗Sn}n∈N una familia de subespacios de H⊗H .
Entonces:

a) F es base de Riesz ⇐⇒ FH es base de Riesz.

b) F es minimal uniforme ⇐⇒ FH es minimal uniforme.

c) F es minimal ⇐⇒ FH es minimal.

d) FH es base de Riesz ⇒ FS es base de Riesz.

e)FH es minimal uniforme ⇒ FS es minimal uniforme.

f)FH es minimal ⇒ FS es minimal.

Demostración. a)⇒ Si F es base de Riesz entonces también lo es la familia
de subespacios {〈ϕn〉}n∈N. Por el teorema 2.2 existe ε > 0 tal que dados
M ⊂ N y N ⊂ N que cumplen M ∪N = N,M ∩N = ∅ resulta:

α(Span{ϕm}m∈M , Span{ϕn}n∈N ) ≥ ε > 0.
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Ahora por el lema 2.12 tenemos que

α(Span{ϕn ⊗H }n∈N , Span{ϕm ⊗H }m∈M )

= α(Span{ϕm}m∈M , Span{ϕn}n∈N ) ≥ ε > 0.

Con lo cual nuevamente por el teorema 2.2 concluimos que FH es base de
Riesz.
⇐ Con los mismos lineamientos que en la implicación anterior, tenemos que
si FH es base de Riesz entonces:

α(Span{ϕm}m∈M , Span{ϕn}n∈N )

= α(Span{ϕn ⊗H }n∈N , Span{ϕm ⊗H }m∈M ) ≥ ε > 0.

y luego por el teorema 2.2 F es base de Riesz.

b)⇒ Supongamos que F es minimal uniforme, entonces la familia de subes-
pacios {〈ϕn〉}n∈N también es minimal uniforme con lo cual existen proyecto-
res:
Pn : 〈ϕn〉 ⊕ Span{ϕm}m∈N,m 6=n → 〈ϕn〉 acotados y una constante C > 0 de
modo que supn∈N ‖Pn‖ ≤ C.
Como:

‖Pn‖ =
1

sen(α(〈ϕn〉, Span{ϕm}m∈N,m6=n))

tenemos que por el lema 2.12

sen(α(〈ϕn〉, Span{ϕm}m∈N,m 6=n)) = sen(α(ϕn⊗H , Span{ϕm ⊗H }m∈N,m 6=n))

y como vale la estimación

1

C
≤ sen(α(ϕn ⊗H , Span{ϕm ⊗H }m∈N,m 6=n))

concluimos que α(ϕn⊗H , Span{ϕm ⊗H }m∈N,m 6=n) > 0. Ahora por el lema
2.9 existen proyectores:

Qn : ϕn ⊗H ⊕ Span{ϕm ⊗H }m∈N,m 6=n → ϕn ⊗H

uniformemente acotados y en consecuencia FH es minimal uniforme.
⇐ Si FH es minimal uniforme existen los proyectores Qn y en particular
C > 0 tal que:

1

C
≤ sen(α(ϕn⊗H , Span{ϕm ⊗H }m∈N,m 6=n)) = sen(α(〈ϕn〉, Span{ϕm}m∈N,m 6=n))
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en particular se tiene que α(〈ϕn〉, Span{ϕm}m6=n) > 0 y como se satisfacen
las hipótesis de la observación 2.8 existen los proyectores

Pn : 〈ϕn〉 ⊕ Span{ϕm}m∈N,m 6=n → 〈ϕn〉

que resultan uniformemente acotados y en consecuencia F es minimal uni-
forme.

c) De la definición y el hecho de que:

αH⊗H (HM ,HN ) > 0⇐⇒ αH(HM ,HN ) > 0.

Se tiene que F es minimal ⇐⇒ FH lo es.

d) Sean M ⊂ N y N ⊂ N tales que M ∪ N = N,M ∩ N = ∅. Como
FH es base de Riesz existe ε > 0 tal que αH⊗H )(HM ,HN ) ≥ ε > 0 luego
por el lema 2.12 :

αH⊗H (SM ,SN ) ≥ αH(HM ,HN ) ≥ ε > 0

y nuevamente por el teorema 2.2 FS es base de Riesz.

e) Si FH es minimal uniforme entonces existen proyectores

Pn : 〈ϕn ⊗ Sn〉 ⊕ Span{ϕm ⊗ Sm}m∈N,m 6=n → 〈ϕn ⊗ Sn〉.

Estos proyectores serán acotados ya que

αH⊗H (SM ,SN ) ≥ αH(HM ,HN ) > 0

y luego la familia FS es minimal. Para chequear la uniformidad basta compu-
tar:

sup
n∈N
‖Pn‖ = sup

n∈N

1

sen(αH⊗H (SM ,SN ))
= sup

n∈N

1

sen(αH(HM ,HN ))
≤ C.

Donde la constante C existe por la minimalidad uniforme de la familia FH .

f) La demostración está contenida en la demostración del ı́tem e).

Observación 2.13. El resultado anterior es de gran importancia ya que
para decidir si una familia de subespacios del producto tensorial satisface
alguna de las propiedades enunciadas anteriormente alcanzará con analizar
si la familia de los coeficientes en alguno de los espacios que componen el
producto la satisface.
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2.3. El problema de los momentos

En esta parte estudiaremos en abstracto el problema de los momentos.
A lo largo de la sección daremos condiciones necesarias para que el problema
tenga solución que vendrán dadas en términos de las propiedades que cumpla
la familia F involucrada. Los resultados que expondremos pueden verse en
[2].

Sea H un espacio de Hilbert separable y F = {ϕn}n∈N una familia de ele-
mentos arbitraria en H. Definimos el operador de los momentos PF como:

PF : D(PF ) ⊂ H → `2, PF (f) = {〈f, ϕn〉H}n∈N.

El dominio de este operador es

D(PF ) = {f ∈ H/{〈f, ϕn〉H}n∈N ∈ `2}.

El problema de los momentos consiste en:
Dada una sucesión {cn}n∈N ∈ `2 decidir si el operador de los momentos es
sobreyectivo, es decir, determinar si existe f ∈ H (y hallarla si es posible) tal
que PF (f) = {cn}n∈N en otras palabras , determinar si {cn}n∈N ∈ Im(PF ).

Observación 2.14. El operador PF es cerrado pues si fn −−−→
n→∞

0

y PF (fn) −−−→
n→∞

{ck}k∈N ∈ `2 entonces como cada coordenada:

〈fn, ϕk〉 −−−→
n→∞

0 resulta {ck}k∈N = 0

Observación 2.15. Si la familia F no es completa en H definiendo
V ..= Span{ϕn}n∈N, tenemos que H = V ⊕ V ⊥ con lo cual el operador PF

tiene núcleo no trivial V ⊥.
Consideremos el operador PF restringido a V , PF |V : D(PF )∩V → `2, este
nuevo operador es un isomorfismo con su imagen y además como Im(PF ) =
Im(PF |V ) para estudiar la resolubilidad de un problema de los momentos
alcanzara con estudiar la imagen del operador PF |V que es inversible, cerrado
como PF y además su inverso PF |−1

V también es cerrado ya que si:

{〈fn, ϕk〉}k∈N −−−→
n→∞

0 ∈ `2 y fn −−−→
n→∞

f ∈ V

resulta 〈f, ϕk〉 = 0 ∀k ∈ N y entonces f = 0

A continuación enunciaremos y demostraremos un resultado que nos per-
mitirá caracterizar la resolubilidad de un problema de los momentos en térmi-
nos de las propiedades de la familia F asociada.
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Teorema 2.4. (Resolubilidad) Sea H un espacio de Hilbert, F = {ϕn}n∈N
una familia, V ..= Span{ϕn}n∈N , {en}n∈N la base estándar de `2 y PF el
operador de los momentos PF : D(PF )→ `2 entonces:

a) El operador PF |V es un isomorfismo entre V y `2 ⇐⇒ La familia
F es base de Riesz de V . En particular si F es base de Riesz de V
resulta Im(PF ) = `2.

b) Im(PF ) = `2 ⇒ F es minimal uniforme.

c) La familia F es minimal ⇐⇒ La base estándar de `2: {en}n∈N está
incluida en Im(PF ).

d) Im(PF ) = `2 ⇐⇒ La familia F es W − l.i..

Demostración. a)⇒ Si PF |V es un isomorfismo entre V y `2 entonces por el
lema 2.2 la familia {PF |−1

V (en)}n∈N es una base de Riesz de V .
Como:

{〈PF |−1
V (en), ϕk〉}k∈N = PFPF |−1

V (en) = PF |VPF |−1
V en = en

entonces F es un sistema biortogonal para {PF |−1
V (en)}n∈N contenido en V ,

luego por el teorema de Bari (teorema 2.1 a) ) F es base de Riesz de V .

⇐ Debemos ver que Im(PF |V ) = `2 . Si F es base de Riesz de V y
F ′ = {ϕ′n}n∈N su sistema biortogonal ,{φn}n∈N base ortonormal de V y
T : V → V el ortogonalizador que cumple T (φn) = ϕn dada {cn}n∈N ∈ `2

por (2.1) podemos tomar f ∈ V de la forma f =
∑∞

n=1 cnφn entonces:

PF |V ((T−1)∗f) = PF |V

(
∞∑
n=1

cn(T−1)∗φn

)

= PF |V

(
∞∑
n=1

cnϕ
′
n

)

=

{〈
∞∑
n=1

cnϕ
′
n, ϕk

〉}
k∈N

= {ck}k∈N

y entonces Im(PF |V ) = `2.

Observación 2.16. Notemos en este caso que si F es base de Riesz de V
entonces D(PF ) = H ya que podemos descomponer H = V ⊕ V ⊥.
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b) Como Im(PF ) = `2 , los elementos ϕ′n = PF |−1
V en existen en V y

como se vio en a) resultan un sistema biortogonal para F . Por el teorema
de gráfico cerrado el operador es PF |−1

V es acotado y en consecuencia:

sup
n∈N
‖ϕ′n‖ ≤

∥∥PF |−1
V

∥∥ sup
n∈N
‖en‖`2 =

∥∥PF |−1
V

∥∥ <∞,
luego F es minimal uniforme.

c) ⇒ Si F es minimal y F ′ = {ϕ′n}n∈N es su sistema biortogonal, por
definición:

PF (ϕ′n) = {〈ϕ′n, ϕk〉}k∈N = en.

⇐ Como antes los elementos ϕ′n = PF |−1
V en existen en V y son un sistema

biortogonal para F , luego la familia es minimal.

d) ⇒ Supongamos que F no es W − l.i. , existe una sucesión {an}n∈N ∈ `2

distinta de cero tal que para toda f ∈ D(PF ) se tiene〈
f,

N∑
n=1

anϕn

〉
−−−→
N→∞

0,

entonces {an}n∈N ∈ Im(PF )⊥. Efectivamente para toda f ∈ D(PF ) :

〈PFf, an〉`2 = ĺım
N→∞

N∑
n=1

(PFf)nan = ĺım
N→∞

N∑
n=1

〈f, ϕn〉 an = ĺım
N→∞

〈
f,

N∑
n=1

anϕn

〉
= 0

y luego {an}n∈N = 0.

⇐ Si Im(PF ) 6= `2 entonces tomamos {an}n∈N ∈ Im(PF )
⊥

distinta de cero
y como para toda f ∈ D(PF ) resulta:

〈PFf, an〉`2 = 0 entonces ĺım
N→∞

〈
f,

N∑
n=1

anϕn

〉
= 0

y F no es W − l.i.

Veamos algunos ejemplos donde el problema de los momentos tiene solu-
ción.
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Ejemplo 2.6. Consideremos el problema de los momentos asociado a la
familia F del ejemplo (1.4). Como D(PF ) = {f ∈ H/f ⊥ ϕ0} tenemos que:
dada {an}n∈N ∈ `2 tomamos f =

∑∞
n=1 anϕn ∈ D(PF ) y PFf = {an}n∈N

esto nos da un ejemplo de un problema de los momentos que es resoluble con
una familia que no es base de Riesz.
Si tomamos la familia del ejemplo (1.3) que es W − l.i pero no minimal nos
muestra que puede darse Im(PF ) = `2 sin que la base estándar de `2 este
contenida en Im(PF ).

En general dada una familia F = {ϕn}n∈N con sistema biortogonal F ′ =
{ϕ′n}n∈N y un elemento {an}n∈N ∈ `2 una solución formal al problema de los
momentos PFf = {an}n∈N es la siguiente :

f =
∞∑
n=1

anϕ
′
n.

Si esta serie converge entonces:

PFf = {〈f, ϕn〉}n∈N = {an}n∈N.

El siguiente resultado nos dará una forma de identificar cuando esta solución
formal es una solución correcta al problema.

Teorema 2.5. Sea H un Hilbert, F = {ϕn}n∈N una familia minimal con
sistema biortogonal F ′ = {ϕ′n}n∈N y {an}n∈N ∈ `2 entonces:

a) {an}n∈N ∈ Im(PF ) ⇐⇒ Existe f ∈ H tal que:〈
N∑
n=1

anϕ
′
n, g

〉
−−−→
N→∞

〈f, g〉.

Para cada combinación lineal finita g =
∑M

j=1 cjϕj.

b) Si Im(PF ) = `2 entonces la serie
∑∞

n=1 anϕ
′
n converge a una f ∈ H

y PFf = {an}n∈N.

Demostración. a) ⇒ Sea {an}n∈N ∈ Im(PF ) entonces existe f ∈ H tal que
PFf = {an}n∈N. Sea g =

∑M
j=1 cjϕj entonces si N > M :〈

N∑
n=1

anϕ
′
n, g

〉
=

M∑
n=1

ancn =
M∑
n=1

〈f, ϕn〉cn =

〈
f,

M∑
j=1

cjϕj

〉
= 〈f, g〉.
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⇐ Supongamos que existe f ∈ H tal que para cualquier g de la forma
g =

∑M
j=1 cjϕj vale: 〈

N∑
n=1

anϕ
′
n, g

〉
−−−→
N→∞

〈f, g〉

entonces tomando g = ϕj resulta que para N > j, 〈
∑N

n=1 anϕ
′
n, ϕj〉 = aj y

en consecuencia 〈f, ϕj〉 = aj. Luego {an}n∈N ∈ Im(PF ).

b) El resultado se sigue del hecho que el operador PF |−1
V es acotado y que

para cada N ∈ N

PF |−1
V ({aj}Nj=1) =

N∑
j=1

ajϕ
′
j.

Observación 2.17. El teorema anterior nos muestra que si la serie
∑N

n=1 anϕ
′
n

converge débil en H entonces tomar f =
∑∞

n=1 anϕ
′
n nos da una solución al

problema de los momentos PFf = {an}n∈N.

Ahora mostraremos un corolario del teorema que nos permitirá decidir
cuando un problema de los momentos es resoluble en base a estimaciones de
las normas de la familia biortogonal.

Corolario 2.2. Sea H un Hilbert, F = {ϕn}n∈N una familia minimal con
sistema biortogonal F ′ = {ϕ′n}n∈N entonces:

a) Si {an}n∈N ∈ `2 y
∑∞

n=1 |an| ‖ϕ′n‖ <∞ ⇒ {an}n∈N ∈ Im(PF ).

b) Si existe {an}n∈N ∈ `2 de modo que
∑∞

n=1 |an|
2 ‖ϕ′n‖

2 = ∞ entonces
Im(PF ) 6= `2.

Demostración. a) Como la suma
∑∞

n=1 anϕ
′
n converge en norma entonces

también lo hace en forma débil, luego por la observación previa se tiene el
enunciado.

b) Para mostrar este ı́tem necesitaremos un lema previo.

Lema 2.13. (Orlicz) Sea H un espacio de Hilbert y {x1, ...xN} una familia
finita de elementos de H, entonces

N∑
n=1

‖xn‖2 ≤ máx


∥∥∥∥∥

N∑
n=1

anxn

∥∥∥∥∥
2

/ |an| = 1, n = 1, ..., n = N

 .
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Demostración. (del lema) Hacemos inducción en N de la siguiente afirma-
ción:
Dados {x1, ...xN} ⊂ H existen {a1, ...aN} de modulo 1 de modo que:∑

1≤i<j≤N

Re (aiaj〈xi, xj〉) ≥ 0.

Para N = 1 no hay nada que probar, para N = 2 tomando a2 = 1 solo hay
que elegir un valor de a1 con modulo 1 tal que Re (〈a1x, y〉) ≥ 0. El paso
inductivo resulta de tomar los del paso N − 1, a2, ..., aN de manera que∑

2≤i<j≤N

Re (aiaj〈xi, xj〉) ≥ 0

y luego elegir a1 de modo que Re
(〈
a1x1,

∑N
j=2 ajxj

〉)
≥ 0 ya que

∑
1≤i<j≤N

Re (〈aixi, ajxj〉) = Re

(〈
a1x1,

N∑
j=2

ajxj

〉)
+

∑
2≤i<j≤N

Re (〈aixi, ajxj〉)

y cada sumando es mayor o igual que cero.
Finalmente para la demostración del lema, dados {x1, ...xN} elegimos {a1, ...aN}
como recién y entonces:∥∥∥∥∥

N∑
n=1

anxn

∥∥∥∥∥
2

=
N∑
n=1

‖xn‖2 + 2
∑

1≤i<j≤N

Re (aiaj〈xi, xj〉) ≥
N∑
n=1

‖xn‖2 .

Continuamos con la demostración del ı́tem b) del corolario.
Dados ϕ′1, ...ϕ

′
N por el lema existen b1, ..., bN de modulo 1 y c1, ..., cN con

|cj| = |aj| tales que bj = cj/aj y además:∥∥∥∥∥
N∑
j=1

cjϕ
′
j

∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥
N∑
j=1

cj
aj

(ajϕ
′
j)

∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥
N∑
j=1

bj(ajϕ
′
j)

∥∥∥∥∥
2

≥
N∑
j=1

|aj|2
∥∥ϕ′j∥∥2

.

Supongamos que Im(PF ) = `2 entonces el operador PF |−1
V es acotado y

llamando C =
∥∥PF |−1

V

∥∥ por (2.5) se tiene:∥∥∥∥∥
N∑
j=1

cjϕ
′
j

∥∥∥∥∥
2

=
∥∥PF |−1

V {cj}
N
j=1

∥∥2 ≤ C

N∑
j=1

|cj|2 = C

N∑
j=1

|aj|2 ≤ C ‖an‖`2 ,

que es absurdo.
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En general la estrategia para resolver un problema de los momentos con-
siste en lo siguiente: Dada {cn}n∈N ∈ `2 y una familia F = {ϕn}n∈N si existe
F ′ = {ϕ′n}n∈N sistema biortogonal para F entonces siempre se tiene una
expresión formal de la solución dada por:

f =
∞∑
n=1

cnϕ
′
n.

El problema consiste en evaluar cuando esta serie converge en H.

2.4. Familias de exponenciales reales.

En esta sección trataremos con funciones de la forma {e−λnt}n∈N en el caso
en el que la sucesión {λn}n∈N este formada por números reales pediremos que
la sucesión Γ = (λn)n∈N satisfaga:

(2.2) 0 < λ1 < λ2 < . . . λn < . . . , ĺım
n→∞

λn =∞.

Sin embargo, la gran mayoŕıa de los resultados que expondremos en esta
sección valen también para sucesiones en números complejos “ cerca de del
semieje real positivo ” donde cerca viene dado en el sentido siguiente: existe
δ > 0 de modo que :

∀n ∈ N,Re (λn) ≥ δ|λn|, ĺım
n→∞

|λn| =∞.

Para más simplicidad vamos mirar el caso (2.2) y usaremos las siguientes
notaciones:

C+ = {z ∈ C : Re (z) > 0}.

H(C+) el conjunto de funciones holomorfas en C+.

H∞(C+) es el espacio de Hardy de funciones holomorfas y acotadas
sobre C+.

Los resultados que expondremos pueden verse en [18].
La transformada de Laplace jugara un rol fundamental en esta sección. Re-
cordemos la definición y algunas propiedades importantes:

Definición 2.13. Sea g ∈ L2(0,+∞) le asociamos su transformada de La-
place dada por:

(2.3) G(λ) =

∫ ∞
0

e−λxg(x)dx, λ = a+ bi, a > 0.
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Teorema 2.6. La función G posee las siguientes propiedades:

G ∈ H(C+).

Para todo ε > 0 , G está acotada en Cε = {λ ∈ C : Re (λ) > ε} y
además se tiene que ĺım

|λ|→∞, λ∈Cε
G(λ) = 0.

Este importante resultado conduce a la definición del espacio de Hardy:

(2.4) H2(C+) = {G ∈ H(C+)/∃α > 0,

∫
R
|G(a+ bi)|2db ≤ α, a > 0}

munido de la norma :

‖G‖H2(C+) = sup
a>0

(∫
R
|G(a+ bi)|2db

) 1
2

.

Se tiene el siguiente resultado:

Teorema 2.7. Sea G ∈ H2(C+) entonces G se extiende a C+ a una función
G y satisface:

la asignación: b 7→ G(ib) pertenece a L2(R).

la asignación: a 7→
(∫

R |G(a+ bi)|2db
)1/2

es decreciente, más aún se

tiene que :
∥∥G∥∥H2(C+)

=
(∫

R |G(bi)|2db
)1/2

.

Y con esta norma el espacio H2(C+) resulta un espacio de Hilbert.

Teorema 2.8. La transformada de Laplace es una isometŕıa entre el espacio
L2(0,+∞) y el espacio H2(C+) es decir:

La transformada es un isomorfismo lineal.

para toda g ∈ L2(0,+∞) se tiene: ‖G‖H2(C+) = ‖g‖L2(0,+∞).

2.5. Familias de exponenciales reales en L2(0,+∞)

Trabajaremos con la familia de exponenciales reales ,
(
e−λnt

)
n∈N , donde

(λn)n∈N satisface las hipótesis 2.2. Nuestro objetivo es dar condiciones que
garanticen que esta familia es minimal y completa en L2(0,+∞).

Teorema 2.9. Sea la familia
(
e−λnt

)
n∈N con (λn)n∈N cumpliendo las hipóte-

sis (2.2) entonces:
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Si:
∑

n≥1
1
λn

=∞ entonces la familia
(
e−λnt

)
n∈N es completa en L2(0,+∞)

pero no es minimal.

Si:
∑

n≥1
1
λn

< ∞ entonces la familia
(
e−λnt

)
n∈N no es completa en

L2(0,+∞) pero si es minimal, más aún, tiene un sistema biortogonal
(qk)k∈N que satisface:∫ ∞

0

|qk(t)|2dt ≈
π

2|λkJ ′(λk)|2

cuando k →∞ y donde:

J(λ) =

∏
k∈N

1−λ/λk
1+λ/λk

(1 + λ)2
, λ ∈ C+.

La siguiente condición conocida en la literatura como condición de Blashc-
ke es la clave para entender el funcionamiento de estas familias.

Teorema 2.10. Sea f ∈ H∞(C+), f 6≡ 0 sea (zk)k∈N la sucesión de ceros de
fen C+ entonces se satisface la siguiente condición:

(2.5)
∑
k∈N

Re (zk)

1 + |(zk)|2
<∞

De forma inversa tenemos que: si (zk)k∈N es una sucesión que satisface
(2.5) podemos construir f ∈ H∞(C+) de modo tal que (zk)k∈N sean sus
ceros. Para ser más espećıfico, se tiene lo siguiente:

Teorema 2.11. Sea (zn)n∈N ⊂ C+ si

∑
n∈N

Re (zn)

1 + |(zn)|2
<∞

entonces el producto infinito:

(2.6) W (λ) =
∏
n∈N

1− λ/zn
1 + λ/zn

, λ ∈ C+,

que llamaremos producto de Blashcke, converge absolutamente en C+ a una
función W ∈ H∞(C+) y además los ceros de W son exactamente (zn)n∈N
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Demostracion de 2.9. Supongamos primero que vale
∑

n≥1
1
λn

= ∞, sea

ϕ ∈ L2(0,+∞) tal que∫ +∞

0

e−λntϕ(t)dt = 0, ∀n ∈ N

sea J : C+ → C la transformada de Laplace de ϕ :

J(λ) =

∫ +∞

0

e−λtϕ(t)dt.

Por el teorema 2.8 sabemos que J es holomorfa sobre C+ y uniformemen-
te acotada en el conjunto Cε = {λ ∈ C : Re (λ) > ε} para todo ε > 0.
Además por la elección de ϕ se tiene que J(λn) = 0, ∀n ∈ N. Supongamos
que ϕ 6≡ 0 entonces la función J es no-nula , por otro lado por las hipótesis
que cumple (λn)n∈N y el teorema 2.5 se tiene que

∑
n∈N

λn
1+λ2n

<∞ por com-

paración resulta
∑

n∈N
1
λn
<∞ lo que es absurdo pues la serie por hipótesis

diverge , luego ϕ ≡ 0 y en consecuencia la familia (e−λnt)n∈N resulta com-
pleta en L2(0,+∞). Sin embargo la familia no es minimal pues si fijamos
n0 ,la sucesión (λn)n∈N,n 6=n0 cumple las mismas propiedades que (λn)n∈N con
lo cual siguiendo el razonamiento anterior podemos concluir que la fami-
lia (e−λnt)n∈N,n6=n0 es completa en L2(0,+∞) y como consecuencia se tiene

e−λn0 t ∈ Span{e−λnt}n∈N,n6=n0
luego (e−λnt)n∈N no es minimal.

Supongamos ahora que
∑

n≥1
1
λn

< ∞ por el teorema 2.11 aplicado a la
sucesión {λn}n∈N tenemos que:

W (λ) =
∏
n∈N

1− λ/λn
1 + λ/λn

, λ ∈ C+

es una función holomorfa en C+ con lo cual si definimos:

J(λ) =
W (λ)

(1 + λ)2
, λ ∈ C+

también resulta holomorfa en C+. Como la transformada de Laplace es una
isometŕıa con L2(0,+∞) existe g ∈ L2(0,+∞) tal que

J(λ) =

∫ ∞
0

e−λtg(t)dt

y además vale que:

‖g‖2
L2(0,∞) =

∫ ∞
0

|g(t)|2 dt = ‖J(λ)‖2
H2(C+) =

∫ +∞

−∞
|J(iτ)|2 dτ.
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Como la sucesión {λn}n∈N son los ceros de J se sigue que J(ib) 6= 0 y en
consecuencia

∫ +∞
−∞ |J(iτ)|2 dτ > 0 luego g es un elemento no trivial en el

espacio Span{e−λnt}
⊥
n∈N y en definitiva la familia no es completa.

Para ver que es minimal propondremos un sistema biortogonal. Para k ∈ N
sea :

Jk(λ) ..=
J(λ)

J ′(λk)(λ− λk)
, λ ∈ C+.

Notemos que:

J ′(λ) =
W ′(λ)(1 + λ)2 −W (λ)2(1 + λ)

(1 + λ)4

=

∑
n∈N

−2λn
(λn+λ)2

∏
m 6=n

1−λ/λm
1+λ/λm

(1 + λ)2 −W (λ)2(1 + λ)

(1 + λ)4
.

Con lo cual J ′(λk) = W ′(λk)
(1+λk)2

= −1
2λk(1+λk)2

∏
m 6=k

1−λk/λm
1+λk/λm

6= 0.

Con lo cual la familia {Jk}k∈N resulta una familia de funciones holomorfas y
en consecuencia existen funciones qk ∈ L2(0,+∞) tales que:

Jk(λ) =

∫ ∞
0

e−λtqk(t)dt,

∫ ∞
0

|qk(t)|2 dt =

∫ ∞
−∞
|Jk(iτ)|2 dτ.

Notemos que Jn(λn) = 1 ya que:

Jn(λn) =
−1

2λn(1 + λn)2J ′(λn)

∏
m6=n

1− λn/λm
1 + λn/λm

=
−1

2λn(1 + λn)2 −1
2λn(1+λn)2

∏
m 6=n

1−λn/λm
1+λn/λm

∏
m6=n

1− λn/λm
1 + λn/λm

= 1

y además si n 6= m entonces Jm(λn) = 0 con lo cual la familia {qn(t)}n∈N es
un sistema biortogonal para {e−λnt}n∈N.
Buscaremos ahora una estimación para la norma de las funciones {qn(t)}.De
la definición de W se sigue que |W (ib)| = 1 para todo b ∈ R.Computando
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obtenemos: ∫ ∞
0

|qk(t)|2 dt =

∫ ∞
−∞
|Jk(iτ)|2 dτ

=
1

|J ′(λk)|2
∫ ∞
−∞

dτ

|(1 + iτ)2(iτ − λk)|2

=
2

|J ′(λk)|2
∫ ∞

0

dτ

(1 + τ 2)2(τ 2 + λ2
k)

y usando el teorema de convergencia dominada de Lebesgue, se deduce que:

ĺım
k→∞

∫ ∞
0

|qk(t)|2 dt =

(
ĺım
k→∞

2

|λkJ ′(λk)|2

)(
ĺım
k→∞

∫ ∞
0

dτ

(1 + τ 2)2(1 + τ 2/λ2
k)

)

=

(
ĺım
k→∞

2

|λkJ ′(λk)|2

)∫ ∞
0

dτ

(1 + τ 2)2

=

(
ĺım
k→∞

2

|λkJ ′(λk)|2

)
π

4
= ĺım

k→∞

1

2 |λkJ ′(λk)|2
.

Como queŕıamos.

2.6. Familias de exponenciales reales en L2(0, T )

El objetivo de esta sección es trabajar con la familia {e−λnt}n∈N esta
vez vista en el espacio L2(0, T ) queremos obtener condiciones similares a
las probadas en la sección anterior respecto a la convergencia de la serie∑

n∈N
1
λn

.En este caso si
∑

n∈N
1
λn

= ∞ obtendremos , como antes, que la

familia {e−λnt}n∈N es completa en L2(0, T ) pero no es minimal, sin embargo
si
∑

n∈N
1
λn
< ∞ para probar algo similar a lo anterior será necesario hacer

más trabajo y lo abordaremos en lo que sigue.

Definimos el espacio A(Γ, T ) ..= Span{e−λnt}
L2(0,T )

n∈N ⊂ L2(0, T ), 0 < T ≤ ∞.
Trabajaremos con la función:

J(λ) =

∏
k∈N

1−λ/λk
1+λ/λk

(1 + λ)2
.

Definida anteriormente con el producto infinito de Blashcke

W (λ) =
∏
n∈N

1− λ/zn
1 + λ/zn

.
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El objetivo será mostrar el siguiente resultado:

Teorema 2.12. Supongamos que {λn}n∈N satisface:
∑

n∈N
1
λn
<∞. Para to-

do T > 0 existe una familia {Υn(t)}n∈N biortogonal a {e−λnt}n∈N y constantes
C1 = C1(Γ, T );C2 = C2(Γ, T ) mayores que cero tales que:

C1 ‖J‖H2(C+)

|λnJ ′(λn)|
≤ ‖Υn‖L2(0,T ) ≤

C2 ‖J‖H2(C+)

|λnJ ′(λn)|
, ∀n ∈ N.

Este teorema será una consecuencia del siguiente:

Teorema 2.13. En las hipótesis del teorema 2.12 el operador RT dado por:

RT : A(Γ,∞)→ A(Γ, T ), RT (f) ..= f |(0,T )

es un isomorfismo , en particular, existe una constante CT > 0 tal que

‖f‖L2(0,T ) ≤ ‖f‖L2(0,∞) ≤ CT ‖f‖L2(0,T ) ,∀f ∈ L
2(0,∞).

Supongamos cierto el teorema 2.13 probemos 2.12.

Demostración de 2.12. Por el teorema 2.9 tenemos que :

δn,m = 〈e−λnt, qm〉L2(0,∞)

= 〈R−1
T RT e

−λnt, qm〉L2(0,∞)

= 〈e−λnt, (R−1
T )∗qm〉L2(0,T )

entonces poniendo Υm = (R−1
T )∗qm y por ser RT es un isomorfismo se sigue

el teorema.

Nos concentraremos entonces en mostrar que el operador de restricción
RT es un isomorfismo.
Definimos los polinomios de Dirichlet :

Q =

{
P (t) =

N∑
j=1

aje
−λjt, aj ∈ C, N ≥ 1, t > 0

}
.

Si podemos mostrar que existe CT > 0 tal que para todo polinomio P ∈ Q se
tiene ‖P‖L2(0,∞) ≤ CT ‖P‖L2(0,T ) entonces por densidad habremos probado el
teorema. Comenzaremos con un lema que nos dará una cota para un sector
de C que contiene a la semirrecta (ε,∞).
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Lema 2.14. Sea ε > 0 y el sector de C dado por:

SMε
..=

{
z = x+ iy, x > ε,

|y|
x− ε

< M

}
.

Entonces existe una constante CM
ε > 0 tal que para todo P ∈ Q se tiene que:

|P (z)| ≤ CM
ε ‖P‖L2(0,+∞) e

−λ1Re(z), ∀z ∈ SMε .

Demostración. Sea ∆ = {Dn}n∈N una sucesión de subconjuntos de Γ =
{λn}n∈N tales que:

D1 = {λ1}; Dk ∩Dl = ∅, k 6= l; ∪k∈NDk = Γ.

Sea P (t) =
∑N

j=1 cje
−λjt ∈ Q, si existem = m(N,∆) ≥ 1 tal que (λj)1≤j≤N ∈

∪k=m
k=1 Dk podemos escribir a P como:

P =
m∑
k=1

∑
λj∈Dk

cje
−λjt =

m∑
k=1

gk(t).

Ahora utilizando la familia biortogonal {qn(t)}n∈N de la familia {e−λnt} en
L2(0,+∞) tenemos que:

cn =

∫ ∞
0

P (τ)qn(τ)dτ.

Dado z = x+iy tenemos : gk(z) =
∑

λj∈Dk cje
−λjz =

∑
λj∈Dk

∫∞
0
P (τ)qj(τ)dτe−λjz

con lo cual:

|gk(z)|2 ≤

∫ ∞
0

∣∣∣∣∣∣P (τ)
∑
λj∈Dk

qj(τ)e−λjRe(z)

∣∣∣∣∣∣ dτ
2

≤
∫ ∞

0

∣∣∣∣∣∣
∑
λj∈Dk

qj(τ)e−λjRe(z)

∣∣∣∣∣∣
2

dτ ‖P‖2
L2(0,+∞)

Ahora para estimar la integral del miembro de la derecha, notemos que la
transformada de Laplace de

∑
λj∈Dk qj(τ)e−λjRe(z) viene dada por:∫ ∞

0

e−λτ
∑
λj∈Dk

qj(τ)e−λjRe(z)dτ =
∑
λj∈Dk

∫ ∞
0

e−λτqj(τ)dτe−λjRe(z)

=
∑
λj∈Dk

Jj(λ)e−λjRe(z).
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Como la transformada de Laplace es una isometŕıa tenemos que:

∫ ∞
0

∣∣∣∣∣∣
∑
λj∈Dk

qj(τ)e−λjRe(z)

∣∣∣∣∣∣
2

dτ =

∥∥∥∥∥∥
∑
λj∈Dk

Jj(λ)e−λjRe(z)

∥∥∥∥∥∥
2

H2(C+)

=

∫ +∞

−∞

∣∣∣∣∣∣
∑
λj∈Dk

Jj(iτ)e−λjRe(z)

∣∣∣∣∣∣
2

dτ.

Y en consecuencia podemos escribir :

|gk(z)|2 ≤ ‖P‖2
L2(0,∞)

∫ +∞

−∞

∣∣∣∣∣∣
∑
λj∈Dk

Jj(iτ)e−λjRe(z)

∣∣∣∣∣∣
2

dτ.

Sea Γk una curva cerrada que rodea solo a los λj con solo los indices j tales
que λj ∈ Dk y que no contiene a iτ entonces como λj es un cero simple de J
el teorema de los residuos nos dice que:∑

λj∈Dk

Jj(iτ)e−λjz =
J(iτ)

2πi

∫
Γk

e−ψz

J(ψ)(iτ − ψ)
dψ.

Con lo cual:∫ +∞

−∞

∣∣∣∣∣∣
∑
λj∈Dk

Jj(iτ)e−λjRe(z)

∣∣∣∣∣∣
2

dτ =
1

4π2

∫ +∞

−∞
|J(iτ)|2

(∫
Γk

∣∣∣∣ e−ψz

J(ψ)(iτ − ψ)

∣∣∣∣ |dψ|)2

dτ

≤ 1

4ρ2π2

(∫
Γk

∣∣∣∣ e−ψzJ(ψ)

∣∣∣∣ |dψ|)2 ∫ +∞

−∞
|J(iτ)|2 dτ

≤
‖J‖H2(C+)

4ρ2π2

(∫
Γk

∣∣∣∣ e−ψzJ(ψ)

∣∣∣∣ |dψ|)2

.

Donde recordemos que {λj} es una sucesión creciente y λ1 > 0. En la ecuación
ρ es aquel que cumple |iτ − ψ| ≥ ρ = mı́nk≥1 dist(Γk, iR) > 0 para todo
ψ ∈ Γk y todo k ∈ N. Finalmente obtenemos la estimación:

|gk(z)|2 ≤
‖J‖H2(C+)

4ρ2π2

(∫
Γk

∣∣∣∣ e−ψzJ(ψ)

∣∣∣∣ |dψ|)2

‖P‖L2(0,∞) .

Y entonces para acotar un polinomio P ∈ Q tenemos:

|P (z)|2 ≤
‖J‖H2(C+)

4ρ2π2

m∑
k=1

(∫
Γk

∣∣∣∣ e−ψzJ(ψ)

∣∣∣∣ |dψ|)2

‖P‖L2(0,∞) .
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Para terminar la demostración del teorema necesitamos una estimación de(∫
Γk

∣∣∣ e−ψzJ(ψ)

∣∣∣ |dψ|). Para poder hacer esto estudiaremos el comportamiento del

producto de Blashcke, empezando con el siguiente resultado que puede verse
en [5].

Proposición 2.4. Sea θ0 ∈ [0, π/2) fijo. Se tiene:

a) Existe una sucesión creciente de números positivos {rn}n∈N que cum-
ple ĺımn→∞ rn =∞ y tal que:

ĺım
n→∞

log
∣∣W (rne

iθ)
∣∣

rn
= 0

uniformemente para todo |θ| ≤ θ0.

b) En todo el sector −π/2 < α < θ < β < π/2 que no contiene a λn
vale que :

ĺım
r→∞

log
∣∣W (reiθ)

∣∣
r

= 0.

Asumamos cierto esto y además notemos que podemos suponer que o bien
{rn} o bien una subsucesión de {rn} es tal que toda franja rn < |z| < rn+1

contiene un elemento λj ∈ Γ. Sea 0 < θ0 < π/2 y consideremos los siguientes
subconjuntos de Γ:

Ok ..= {z = reiθ/rk < |z| < rk+1, |θ| < θ0} ∩ Γ.

Con lo cual una elección natural del conjunto Γk viene dado por la frontera
del conjunto {z = reiθ/rk < |z| < rk+1, |θ| < θ0} notemos que dicho conjunto
viene dado por los segmentos Γ±θ0k

..= {rk < |z| < rk+1, |θ| = θ0} y dos arcos
Γrlk = {|z| = rl, |θ| ≤ θ0}, (l = k, k + 1).
La elección de θ0 garantiza que las rectas {z = rei±θ0 , r > 0} no se cortan
con Γ y como Γrkk ∩ Γ = ∅, k ≥ 1 tenemos:∫

Γk

∣∣∣∣ e−ψzJ(ψ)

∣∣∣∣ |dψ| =
(∫

Γ
±θ0
k

+

∫
Γ
rk
k

+

∫
Γ
rk+1
k

)∣∣∣∣ e−ψzJ(ψ)

∣∣∣∣ |dψ| .
Ahora o bien utilizando el primer inciso de la proposición 2.4 para ψ ∈ Γrkk
y ψ ∈ Γ

rk+1

k o bien utilizando la segunda parte para ψ ∈ Γ±θ0k podremos
concluir que existe para todo η > 0 una constante Cη > 0 tal que si k es
suficientemente grande entonces:

|W (ψ)| ≥ Cηe
−η|ψ|, ψ ∈ Γk
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ya que esta desigualdad es equivalente a que la expresión:

rk

(
η +

log
∣∣W (rke

iθ)
∣∣

rk

)
sea mayor que cero y esto ocurre para k suficientemente grande como con-
secuencia de la proposición 2.4. Además si ψ = reiθ y z = x + iy ∈ C+

tenemos: ∣∣e−ψz∣∣ = e−Re(ψz) = e−r(xcos(θ)−ysen(θ).

Puesto que como x > 0 , |θ| ≤ θ0 < π/2 y z ∈ SMε tenemos que:

xcos(θ)− ysen(θ) ≥ xcos(θ)− |y| |sen(θ)|
≥ x(cos(θ)−Msen(θ))

y dado que ĺımθ→0(cos(θ) −Msen(θ)) = 1 vemos que para todo β ∈ (0, 1)
existe un θ0 ∈ (0, π/2) de modo que:

xcos(θ)− ysen(θ) ≥ βx, θ ∈ (0, θ0].

Aśı que volviendo tenemos que
∣∣e−ψz∣∣ ≤ e−rβx y con esto finalmente podemos

acotar:

eλ1x
∣∣∣∣ e−ψzJ(ψ)

∣∣∣∣ ≤ Cη(1 + r)2e−(rβ−λ1)x+ηr.

Además si r ≥ r2 :

−(rβ − λ1)x+ ηr ≤ −ηr ⇐⇒ x ≥ 2ηr

rβ − λ1

≥ 2ηr2

r2β − λ1

.

Siempre y cuando podamos elegir r2 tal que r2β − λ1 > 0. No obstante
siempre podremos hacer esto fijo primero β ∈ (0, 1). Finalmente tenemos:

∀η > 0,

(
x ≥ 2ηr2

r2β − λ1

⇒ eλ1x
∣∣∣∣ e−ψzJ(ψ)

∣∣∣∣ ≤ Cη(1 + r)2e−ηr, ∀r ≥ r2

)
.

Y usando esto:∫
Γ
±θ0
k

eλ1x
∣∣∣∣ e−ψzJ(ψ)

∣∣∣∣ |dψ| ≤ Cη

∫ rk+1

rk

(1 + r)2e−ηrdr

y si k es suficientemente grande:∫
Γ
rl
k

eλ1x
∣∣∣∣ e−ψzJ(ψ)

∣∣∣∣ |dψ| ≤ Cη(1 + rl)
2e−ηrl

∫ rle
+iθ0

rle
−iθ0

|dψ|

≤ 2θ0rlCη(1 + rl)
2e−ηrl , l = k, l = k + 1.
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Usando estas estimaciones podemos escribir:

e2λ1x |P (z)|2 ≤
‖J‖2

H2(C+)

4ρ2π2

m∑
k=1

e2λ1x

(∫
Γk

∣∣∣∣ e−ψzJ(ψ)

∣∣∣∣ |dψ|)2

‖P‖2
L2(0,∞)

≤ C2
η

‖J‖2
H2(C+)

4ρ2π2

(
1 +

∫ rm+1

r2

(1 + r)2e−ηrdr +
m+1∑
k=2

rk(1 + rk)
2e−ηr

)
‖P‖2

L2(0,∞) .

Por otra parte como:∫ rm+1

r2

(1 + r)2e−ηrdr <

∫ ∞
r2

(1 + r)2e−ηrdr

y también:
ĺım
k→∞

rk(1 + rk)
2e−ηrk = ĺım

k→∞
r3
ke
−ηrk

y la elección de Ok implica que cada intervalo (rk, rk+1) contiene al menos un
valor λn ∈ Γ , nos lleva a que ĺımk→∞ rk/k =∞ (ya que ĺımn→∞ λn/n =∞)
por lo tanto la serie

∑∞
k=2 rk(1 + rk)

2e−ηrk converge a una constante Cη > 0
y con esto concluimos:

e2λ1x |P (z)|2 ≤ C2
η ‖P‖

2
L2(0,+∞) .

Ahora para terminar la demostración de este lema notemos que dado un po-
linomio P (t) =

∑N
j=1 aje

−λjt nuestro objetivo es poder acotar las integrales:∫
Γk

∣∣∣∣ e−ψzJ(ψ)

∣∣∣∣ |dψ| .
Dado ε > 0 por el lema previo vimos que si k es suficientemente grande
entonces estas integrales están uniformemente acotadas, luego el resto de los
casos quedan acotados por ser finitos. En resumen hemos demostrado que
dado M > 0 para todo η > 0 existe una constante Cη > 0 de modo que si
z = x+ iy ∈ SMε se tiene:

|P (z)|2 ≤ C2
η ‖P‖

2
L2(0,+∞) e

−2λ1x.

Para terminar la prueba de que RT es un isomorfismo supongamos que
tenemos una sucesión de polinomios {Pm}m∈N ⊂ Q que satisface:

(2.7) ‖Pm‖L2(0,+∞) = 1, (∀m ≥ 1), ĺım
m→∞

‖Pm‖L2(0,T ) = 0.

Por hipótesis y el lema previo, dado θ0 ∈ (0, π/2) la sucesión {Pm}m∈N ⊂
Q está uniformemente acotada en el sector SMε . Utilizaremos el siguiente
teorema que puede verse en [1] caṕıtulo 5.



2.6. FAMILIAS DE EXPONENCIALES REALES EN L2(0, T ) 61

Teorema 2.14. Sea Ω un dominio de C y F ⊂ H(Ω) una familia de fun-
ciones. Supongamos que para todo compacto K ⊂ Ω existe una constante
CK > 0 tal que :

sup
z∈K
|f(z)| ≤ CK , ∀f ∈ F

entonces F es equicontinua.

Demostración de 2.13. Debemos mostrar que existe una constante CT >
0 tal que para cualquier polinomio P ∈ Q se tiene ‖P‖L2(0,+∞) ≤ CT ‖P‖L2(0,T )

, supongamos que esto no es aśı, existe entonces una sucesión {Pm}m∈N tal
que ‖Pm‖L2(0,∞) = 1, (∀m ≥ 1), ĺımm→∞ ‖Pm‖L2(0,T ) = 0, como la familia

{Pm}m∈N es uniformemente acotada en SMε , entonces resulta equicontinua en
SMε , con lo cual existe una subsucesión {Pmk}k∈N y una función P ∈ H(SMε )
de manera tal que Pmk → P uniformemente sobre compactos de SMε . Por el
teorema de convergencia mayorada de Lebesgue , tenemos que Pmk → P en
L2(η,∞) para todo η > ε. Por 2.7 tenemos que P = 0 en el intervalo (η, T )
para todo 0 < ε < η < T.
Como P es holomorfa tenemos que P = 0 en el intervalo (ε,∞) y en conse-
cuencia ĺımk→∞ ‖Pmk‖L2(T,+∞) = 0. Como por hipótesis ĺımk→∞ ‖Pmk‖L2(0,T ) =
0 se sigue que:

ĺım
k→∞
‖Pmk‖L2(0,+∞) = 0,

pero esto contradice que ‖Pm‖L2(0,+∞) = 1. Hemos concluido la demostración
de que RT es un isomorfismo.

Observación 2.18. Utilizando las proposiciones de la sección 1.2 hemos
mostrado que si la sucesión de números reales {λn}n∈N satisface la condición
de Blashcke (2.5) entonces la familia {e−λnt}n∈N es minimal en el espacio
L2(0,+∞). Por lo visto recién, resulta minimal en el espacio L2(0, T ), con lo
cual, dada una familia de subespacios {Sn}n∈N de un espacio de Hilbert H
tenemos que la familia conjunta de subespacios {e−λnt ⊗ Sn}n∈N es minimal
en el espacio L2(0, T )⊗H.

Observación 2.19. Es posible demostrar un resultado rećıproco, es decir, si
H es un espacio de Hilbert con dim(H) <∞ y una familia {e−λnt ⊗ Sn}n∈N
es minimal en L2(0, T )⊗H entonces la sucesión de números {λn}n∈N satisface
la condición de Blashcke. En el caso de que el espacio de Hilbert H sea de
dimensión infinita es todav́ıa un problema abierto determinar si la condición
de Blashcke (2.5) es necesaria para que la familia sea minimal.
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Volviendo al teorema 2.13 vimos que existen constantes que hacen verda-
dera la siguiente cadena de desigualdades:

C1 ‖J‖H2(C+)

|λnJ ′(λn)|
≤ ‖Υn‖L2(0,T ) ≤

C2 ‖J‖H2(C+)

|λnJ ′(λn)|
, ∀n ∈ N.

Para poder estimar la norma ‖Υn‖L2(0,T ) será útil conocer estimaciones de
J ′(λn).
Tenemos que:

J ′(λ) =
(1 + λ)2W ′(λ)− (1 + λ)W (λ)

(1 + λ)4
.

En particular evaluando en la sucesión {λk}k∈N obtenemos:

J ′(λk) =
W ′(λk)

(1 + λk)2
.

Computando resulta:

W ′(λk) =
−1

2λk

∏
n∈N,n 6=k

1− λk/λn
1 + λk/λn

.

Con lo cual:

J ′(λk) = −
∏

n∈N,n 6=k
1−λk/λn
1+λk/λn

2λk(1 + λk)2
.

Esto nos lleva a analizar el comportamiento del producto
∏

n∈N,n 6=k
1−λk/λn
1+λk/λn

.
Trabajaremos con el concepto de indice de condensación para una sucesión.

Definición 2.14. Sea Γ = {λn}n∈N una sucesión de números reales, defini-
mos la función de interpolación:

E(λ) =
∞∏
n=1

(
1− λ2

λ2
n

)
.

Una condición suficiente para que la función E este bien definida es que
exista un número d ∈ [0,+∞] tal que:

ĺım
n→∞

n

λn
= d.

A este número (si existe) se lo llamara densidad y diremos que la sucesión Γ
es medible. Además en este caso se tiene que:

E ′(λ) =
∞∑
n=1

−2λ

λ2
n

∏
m 6=n

(
1− λ2

λ2
n

)
,
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en particular evaluando en λn resulta:

E ′(λn) =
−2

λn

∏
m 6=n

(
1− λ2

n

λ2
m

)
=
−2

λn

∏
m 6=n

(
1− λn

λm

) ∏
m 6=n

(
1 +

λn
λm

)
.

Usando esto obtenemos la relación:

J ′(λn) = −
∏

n∈N,n 6=m
1−λm/λn
1+λm/λn

2λm(1 + λm)2

=
E ′(λn)

4(1 + λ2
n)

∏
m 6=n

1(
1 + λn

λm

)2 .

Como
∑∞

n=1
1
λn

< ∞ dado ε > 0 si n es suficientemente grande entonces

existe Cε > 0 tal que
∏

m 6=n

(
1 + λn

λm

)
≤ Cεe

ελn .

Definición 2.15. Dada una sucesión Γ = {λn}n∈N de números reales positi-
vos con densidad d definimos el indice de condensación como el número C(Γ)
dado por:

C(Γ) = ĺım
n→∞

log 1
|E′(λn)|

λn

y si d =∞ entonces definimos C(Γ) =∞.

Observación 2.20. De la definición se sigue que dado ε > 0 existe una
constante Cε > 0 tal que :

1

|E ′(λn)|
≤ Cεe

(C(Γ)+ε)λk , k ∈ N.

El siguiente resultado puede verse en [5]

Teorema 2.15. Si existe una constante k > 0 tal que para todo par de
números n,m ∈ N vale que:

|λm − λn| ≥ k |m− n|

entonces C(Γ) = 0.
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Usando estos resultados y volviendo a la cota:

‖Υn‖L2(0,T ) ≤
C2 ‖J‖H2(C+)

|λnJ ′(λn)|
, ∀n ∈ N.

Tenemos que si {λn}n∈N es una sucesión creciente de números reales positivos
y ε > 0 entonces para k suficientemente grande vale que:

‖Υk‖L2(0,T ) ≤
C2 ‖J‖H2(C+)

|λkJ ′(λk)|
≤ C2 ‖J‖H2(C+) Cεe

(C(Γ)+ε)λk .

Y en particular si C(Γ) = 0 concluimos que para cada ε > 0 existe una
constante Cε > 0 tal que:

‖Υk‖L2(0,T ) ≤ Cεe
ελk .



Caṕıtulo 3

El método de los momentos.

En este caṕıtulo estudiaremos sistemas de la forma :{
dx
dt

+ Ax = f
x(0) = x0.

con A un operador autoadjunto y estrictamente positivo con autovalores λn y
autofunciones ϕn. Veremos como entender soluciones de un problema de este
tipo en distintos espacios de Hilbert que construiremos durante el caṕıtulo.
A continuación introduciremos el control en la no homogeneidad f y es-
tudiaremos el problema de controlabilidad en forma abstracta. Finalmente
caracterizaremos la controlabilidad en términos de las propiedades ciertas fa-
milias de exponenciales como lo desarrollado en el caṕıtulo 1. Los resultados
que expondremos en esta sección pueden verse en [2].

Sea V , H dos espacios de Hilbert tales que V ↪→ H con V = H. Identificamos
H con H∗ y sea V∗ el espacio dual de V entonces H puede identificarse con
un subespacio de V∗ de modo que la inclusión H ↪→ V∗ resulta continua (Ver
[14]). Se tiene:

V ↪→ H ∼= H∗ ↪→ V∗.

SeaG(a, b) una forma sesquilineal y continua en V . Para cada α ≥ 0 definimos
la forma Gα como:

Gα(a, b) = G(a, b) + α〈a, b〉H.

Supondremos que existe Cα > 0 de modo que :

(3.1) ∀a ∈ V , Gα(a, a) ≥ Cα ‖a‖2
V .

Por la continuidad de las formas Gα y la desigualdad (3.1) tenemos que la

65
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norma generada por Gα que definimos como: ‖a‖α = Gα(a, a) es equivalente
a la norma en V , es decir existen constantes m,M > 0 tales que:

m ‖x‖V ≤ Gα(x, x) ≤M ‖x‖V .

Aśı el espacio V con la norma ‖.‖ : α y el producto 〈x, y〉α = Gα(x, y) resulta
un espacio de Hilbert. El siguiente resultado puede verse en [16] pág. 276.

Teorema 3.1. En las condiciones previas existe un único operador A auto-
adjunto y estrictamente positivo de modo que se satisface

〈Aa, b〉H = G(a, b) ∀a ∈ D(A), b ∈ V

y aśı para cada α ≥ 0 tenemos definido un operador Aα autoadjunto y es-
trictamente positivo que se corresponde con la forma Gα y viene dado por:
Aα = A+ αId. Además en este caso se tiene que D(Aα) = D(A).

También puede verse en [16] pág. 276 lo siguiente.

Lema 3.1. En las condiciones anteriores para cada α ≥ 0 existe un operador
Bα autoadjunto y estrictamente positivo que satisface B2

α = Aα con D(Bα) =

V y poniendo Bα = A
1/2
α satisface:

(3.2) 〈A1/2
α a,A1/2

α b〉H = Gα(a, b), a ∈ V , b ∈ V .

A partir de ahora asumiremos que el operador A tiene asociados autova-
lores (λn)n∈N y autofunciones (ϕn)n∈N que forman una base ortonormal de H
.

Observación 3.1. Como A es autoadjunto y estrictamente positivo se tiene
que {(λn)n∈N} ⊂ R≥C donde C es la constante (3.1) pues si Av = λv entonces
< Av, v >= λ ‖v‖2

H > C ‖v‖2
H con lo cual λ ≥ C .

Definición 3.1. Para r ∈ R definimos el espacio de sucesiones

`2
r =

{
(cn)n∈N/

∞∑
n=1

|cn|2 (λn + α)r <∞

}
munido del producto interno:

〈{an}n∈N, {bn}n∈N〉 =
∞∑
n=1

an(λn + α)r/2bn(λn + α)r/2

y la norma

‖(cn)n∈N‖r =

(
∞∑
n=1

|cn|2 (λn + α)r

)1/2

.
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Definición 3.2. Para r ≥ 0 definimos los espacios Wr = {f ∈ H/f =∑∞
n=1 cnϕn, (cn) ∈ `2

r} munido del producto:

f =
∞∑
n=1

cnϕn , g =
∞∑
n=1

dnϕn ; 〈f, g〉Wr := 〈(cn)n∈N, (dn)n∈N〉`2r

y la norma
‖f‖Wr

= ‖(cn)n∈N‖r .

Definición 3.3. Para r > 0 definimos los espacios W−r como la clausura de
las sumas finitas de la forma:∑

cnϕn, con la norma
∥∥∥∑ cnϕn

∥∥∥ =
∑
|cn|2 (λn + α)−r.

Observación 3.2. Notemos que W−r coincide con el espacio de series de la
forma

∑∞
n=1 cnϕn con {cn}n∈N ∈ `2

−r. Esto se debe a que si f ∈ W−r existe

fk =
∑
c

(k)
n ϕn tal que ĺımk→∞ fk = f luego la sucesión {c(k)

n }k∈N es de Cauchy

en `2
−r y en consecuencia existe {cn}n∈N tal que ĺımk→∞{c(k)

n } = {cn} y en
definitiva f =

∑∞
n=1 cnϕn.

Observación 3.3. Presentamos algunas observaciones que serán útiles
a lo largo del caṕıtulo:

Con las definiciones anteriores resulta que `2
r y Wr son espacios de

Hilbert.

ϕn ∈ Wr para todo r ∈ R.

Por la construcción de los espacios Wr y W−r′ y que por hipótesis
λn ≥ C tenemos que Wr ⊂ H ⊂ W−r′ para r > 0, r′ > 0.

Tenemos que Wr ⊂ Ws si s < r.

El espacio `2
r es isomorfo a `2 v́ıa la multiplicación M−r : `2

r → `2 defi-
nida como M−r({cn}) = {cn(λn +α)r/2} con inversa Mr y en definitiva

{cn}n∈N ∈ `2
r ⇐⇒ {(λn + α)r/2cn}n∈N ∈ `2.

De forma más general podemos definir M r
s : `2

r → `2
r+s dada por

M r
s ({cn}) = {cn(λn + α)−s/2}

Para r > 0 , por el teorema espectral, se tiene el siguiente lema:
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Lema 3.2. Los espacios Wr coinciden con los dominios de las potencias de
los operadores Aα es decir: Wr = D(A

r/2
α ).

Demostración. Notemos que:

D(Ar/2α ) =

{
f ∈ H, f =

∞∑
n=1

cnϕn /
∞∑
n=1

cn(λn + α)r/2ϕn converge en H

}

=

{
f ∈ H, f =

∞∑
n=1

cnϕn / {cn(λn + α)r/2}n∈N ∈ `2

}

=

{
f ∈ H, f =

∞∑
n=1

cnϕn / {cn}n∈N ∈ `2
r

}
= Wr.

Observación 3.4. En estas condiciones se tiene que

W0 = D(Id) = H, W2 = D(A) y tambien W1 = D(A1/2
α ) = V .

Notemos W ∗
r al espacio dual de Wr y 〈ϕ, f〉∗ al producto de dualidad

〈ϕ, f〉Wr×W ∗r que consiste en el valor de un funcional f ∈ W ∗
r en un objeto

ϕ ∈ Wr.
Definimos los operadores Jrs : Wr → Wr+s como :

Jrs

(
∞∑
n=1

cnϕn

)
=
∞∑
n=1

M r
s (cn)ϕn.

Notemos que:∥∥∥∥∥Jrs
(
∞∑
n=1

cnϕn

)∥∥∥∥∥
Wr+s

= ‖{M r
s (cn)}‖`2r+s =

∥∥{cn(λn + α)−s/2}
∥∥
`2r+s

= ‖{cn}‖`2r

=

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

cnϕn

∥∥∥∥∥
Wr

,

con lo cual estos operadores resultan isometŕıas entre los espacios Wr y Wr+s.
Por comodidad si r = 0 notaremos sencillamente Js : Ws → W0 = H al
operador J0

r .
A continuación daremos una caracterización del espacio dual de Wr.

Lema 3.3. El espacio W ∗
r es isomorfo al espacio W−r .
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Demostración. Sea g ∈ W−r, g =
∑∞

n=1 gnϕn. Definimos Tg : Wr → C de
la siguiente manera. Para f ∈ Wr , f =

∑∞
n=1 fnϕn definimos Tg(f) =∑∞

n=1 fngn. Veamos que estos operadores resultan acotados. Tenemos:

|Tg(f)| =

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

fngn

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
n=1

|fn| (λn + α)r/2 |gn| (λn + α)−r/2 ≤ ‖f‖Wr
‖g‖W−r .

Con lo cual Tg ∈ W ∗
r y además ‖Tg‖ = ‖g‖W−r .

Por otro lado, dada Ψ ∈ W ∗
r consideremos el operador dual a los operado-

res Jr definidos previamente. Esto es J∗r : W ∗
r → H∗ dado por J∗r (Ψ)(h) =

Ψ(Jr(h)). Ahora como J∗r (Ψ) ∈ H∗, por Riesz existe g ∈ H tal que J∗r (Ψ)(h) =
〈h, g〉H y como H ⊂ W−r entonces g ∈ W−r ,aśı definimos L : W ∗

r → W−r
como L(Ψ) = gΨ. Veamos ahora que la asignación T : W−r → W ∗

r dada por
T (g) = Tg es un isomorfismo.
Como ‖T (g)‖W ∗r = ‖g‖W−r y ‖L(Ψ)‖W−r = ‖gΨ‖W−r = ‖J∗r (Ψ)‖ = ‖Ψ‖ en-
tonces ambos operadores (T y L) son acotados con lo cual solo resta ver que
TL(Ψ) = Ψ y L(Tg) = g. Como J∗r (Tg)(h) = 〈h, g〉H tenemos que L(Tg) = g
y por otro lado TL(Ψ)(h) = 〈h, L(Ψ)〉H para todo h ∈ Wr con lo cual por la
definición de L concluimos que TL(Ψ) = Ψ.

Vamos a trabajar con un sistema de la forma:

(3.3) dx
dt

+ Ax = f 0 < t < T

con condición inicial:

(3.4) x(0) = x0

y con A un operador autoadjunto estrictamente positivo con autovalores
{λn} y autofunciones {ϕn} como antes. Para empezar debemos ver como
entendemos las soluciones del problema (3.3) aśı también como entendemos
que se satisfagan las condiciones iniciales (3.4).
Definimos nuevos espacios:

Definición 3.4.

El espacio L2(0, T ;Wr) es el espacio de funciones medibles f : (0, T ) → Wr

tales que:

‖f‖2
L2(0,T ;Wr)

:=

∫ T

0

‖f(t)‖2
Wr
dt <∞.

El espacio C(0, T ;Wr) es el espacio de funciones continuas en (0, T ) a valores
en Wr.
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Observación 3.5. El espacio L2(0, T ;Wr) resulta un espacio de Hilbert con
el producto:

〈f, g〉L2(0,T ;Wr) =

∫ T

0

〈f(t), g(t)〉Wrdt.

A partir de ahora abreviaremos el espacio L2(0, T ;C) directamente po-
niendo L2(0, T ).
Consideremos el espacio D(0, T ) de distribuciones sobre (0, T ).
Para f ∈ L2(0, T ;Wr) definimos su derivada generalizada como un elemento
de L (D(0, T ),Wr) de la siguiente manera.
Dada una función f ∈ L2(0, T ;Wr), f puede representarse como:

f =
∞∑
n=1

fnϕn

como
∫ T

0
‖f(t)‖2

Wr
dt < ∞ entonces fn(t) ∈ L2(0, T ) y además se tiene que∑∞

n=1 ‖fn‖
2
L2(0,T ) (λn + α)r <∞ pues:

∞∑
n=1

‖fn‖2
L2(0,T ) (λn + α)r =

∞∑
n=1

∫ T

0

|fn|2 (λn + α)rdt =∫ T

0

∞∑
n=1

|fn|2 (λn + α)rdt =

∫ T

0

‖f‖2
Wr
dt <∞.

En particular también tenemos que {|fn|}n∈N ∈ `2
r en casi todo t.

Para cada n ∈ N tomamos la derivada generalizada usual: si η ∈ D(0, T ) :

(3.5)
dfn
dt

(η) ..= −fn
(
dη

dt

)
= −

∫ T

0

fn(t)η′(t)dt

y definimos:
df

dt
=
∞∑
n=1

dfn
dt
ϕn,

df

dt
(η) =

∞∑
n=1

dfn
dt

(η)ϕn.

Por (3.5) se tiene que:∣∣∣∣dfndt (η)

∣∣∣∣2 ≤ ‖fn‖2
L2(0,T ) ‖η

′‖2
L2(0,T )

y en consecuencia df
dt

: D(0, T ) → Wr resulta lineal , continuo y satisface la
identidad:

df

dt
(η) = −f

(
dη

dt

)
.
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Nos interesa buscar una solución al problema (3.3) que sea continua respecto
de t.
Sea f ∈ L2(0, T ;Wr−1), x0 ∈ Wr decimos que x ∈ C(0, T ;Wr) es una solu-
ción de (3.3) con dato inicial (3.4) si la suma dx

dt
+ Ax pertenece al espacio

L2(0, T ;Wr−1) , vale dx
dt

+ Ax = f en ese espacio y x(0) = x0 en Wr.

Teorema 3.2. Sea f ∈ L2(0, T ;Wr−1), x0 ∈ Wr, entonces existe una única
solución x ∈ C(0, T ;Wr) al problema (2.3) que cumple x(0) = x0 y además la
asignación Γ : L2(0, T ;Wr−1)×Wr → C(0, T ;Wr); Γ(f, x0) = x es continua.

Demostración. Como f ∈ L2(0, T ;Wr−1) y x0 ∈ Wr podemos representar f
y x0 en la forma:

f =
∞∑
n=1

fnϕn x0 =
∞∑
n=1

x0
nϕn

con {|fn(t)|}n∈N ∈ `2
r−1 y {x0

n}n∈N ∈ `2
r, es decir:

∞∑
n=1

‖fn(t)‖2
L2(0,T ) (λn + α)r−1 <∞

∞∑
n=1

∣∣x0
n

∣∣2 (λn + α)r <∞.

Formalmente la solución buscada será de la forma:

(3.6) x(t) =
∞∑
n=1

xn(t)ϕn.

Entonces:

dx

dt
+ Ax =

∞∑
n=1

dxn(t)

dt
ϕn + A

(
∞∑
n=1

xn(t)ϕn

)
=
∞∑
n=1

(
dxn(t)

dt
+ λnxn(t)

)
ϕn

y

x(0) =
∞∑
n=1

xn(0)ϕn

con lo cual para que x sea solución, para cada n ∈ N debe valer:

(3.7)

{
dxn
dt

+ λnxn = fn
xn(0) = x0

n

De esto resulta:

(3.8) xn(t) = x0
ne
−λnt +

∫ t

0

e−λn(t−τ)fn(τ)dτ
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y xn ∈ C(0, T ;C) ya que fn ∈ L2(0, T ).
Proponemos x(t) con los coeficientes como (3.8) veamos que la solución pro-
puesta satisface (3.3) y (3.4). De (3.8) resulta:

|xn(t)| ≤
∣∣x0
n

∣∣ e−λnt+∣∣∣∣∫ t

0

e−λn(t−τ)fn(τ)dτ

∣∣∣∣ ≤ ∣∣x0
n

∣∣ e−λnt+∥∥e−λn(t−τ)
∥∥
L2(0,t)

‖fn‖L2(0,t) .

Para continuar necesitaremos el siguiente lema.

Lema 3.4. En estas condiciones, existe M > 0 tal que para todo n ∈ N y
para todo t ∈ [0, T ]∥∥e−λn(t−τ)

∥∥2

L2(0,t)
=

1− e−2λnt

2λn
≤ M

(λn + α)
.

Demostración. (del lema) Como λn ∈ R≥C basta ver que existe una constante
kα tal que la función g(x) = (1 + α

x
)(1− e−xT ) está acotada por kα para todo

x > C y esto se debe a que:(
1 +

α

x

)
(1− e−xT ) ≤

(
1 +

α

C

)
.

Continuamos con la demostración del teorema 3.2 .
Por el lema 3.4 existe una constante γα > 0 tal que:

|xn(t)|2 ≤ γα

(∣∣x0
n

∣∣2 +
‖fn‖2

L2(0,t)

(λn + α)

)
con lo cual:

(λn + α)r |xn(t)|2 ≤ γα

(
(λn + α)r

∣∣x0
n

∣∣2 + (λn + α)r−1 ‖fn‖2
L2(0,t)

)
y sumando sobre n ∈ N obtenemos:

(3.9) ‖x(t)‖2
Wr
≤ γα

(
‖x0‖2

Wr
+ ‖f‖2

L2(0,T ;Wr−1)

)
y por lo tanto {xn(t)}n∈N ∈ `2

r para cada t ∈ (0, T ).
Luego la solución construida con los coeficientes (3.8) satisface x(t) ∈ Wr

además por la construcción se satisface (3.3) y (3.4). Como la cota (3.9) es
uniforme en t, por el teorema de Weierstrass resulta que x es continua en
t, es decir x(t) ∈ C(0, T ;Wr) .Tomando supremo y ráız cuadrada en la cota
obtenida en (3.9) se tiene:

‖x(t)‖C(0,T ;Wr)
≤ γ′α

(
‖x0‖Wr

+ ‖f‖L2(0,T ;Wr−1)

)
y de esta desigualdad se deduce la unicidad de x y también que la asignación
Γ es continua.
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Definición 3.5. Definimos el espacio Xr(0, T ) como:

Xr(0, T ) = {x ∈ H/x ∈ L2(0, T ;Wr+1), dx/dt ∈ L2(0, T ;Wr−1)}

munido de la norma:

‖f‖2
Xr(0,T ) = ‖f‖2

L2(0,T ;Wr+1) +

∥∥∥∥dfdt
∥∥∥∥2

L2(0,T ;Wr−1)

Mas adelante necesitaremos que la solución del problema (3.3) y (3.4)
pertenezca al espacio Xr(0, T ).

Teorema 3.3. En las condiciones del teorema 3.2 la solución del proble-
ma (3.3) y (3.4) pertenece al espacio Xr(0, T ) ,más aún la asignación: Γ :
L2(0, T ;Wr−1)×Wr → Xr(0, T ), Γ(f, x0) = x es continua.

Demostración. Por el teorema 3.2 existe una solución al problema en el espa-
cio C(0, T ;Wr). Se quiere ver que x ∈ xr(0, T ) es decir que x ∈ L2(0, T ;Wr+1)
(notar que Wr+1 ⊂ Wr es un subespacio más chico).
Supongamos primero que en (3.7) las soluciones xn son reales.
De (3.7)

dxn(t)

dt
+ λnxn(t) = fn(t)

y entonces multiplicando por xn(t)(λn + α)r obtenemos:

xn(t)(λn + α)r
dxn(t)

dt
+ xn(t)(λn + α)rλnxn(t) = xn(t)(λn + α)rfn(t)

ahora integrando entre 0 y T obtenemos:

1

2
(λn + α)r(|xn(T )|2 − |xn(0)|2) + λn(λn + α)r

∫ T

0

|xn(t)|2 dt =

∫ T

0

(λn + α)
r−1
2 fn(t)(λn + α)

r+1
2 xn(t)dt

y finalmente sumando α(λn + α)r
∫ T

0
|xn(t)|2 dt de los 2 lados de la igualdad

, luego usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la desigualdad de Young
con ε > 0 se obtiene:

1

2
(λn+α)r(|xn(T )|2 − |xn(0)|2) + (λn + α)r+1

∫ T

0

|xn(t)|2 dt

= α(λn + α)r
∫ T

0

|xn(t)|2 dt+

∫ T

0

(λn + α)
r−1
2 fn(t)(λn + α)

r+1
2 xn(t)dt

≤ α(λn + α)r ‖xn‖2
L2(0,T ) +

1

2ε
(λn + α)r−1 ‖fn‖2

L2(0,T ) +
ε

2
(λn + α)r+1 ‖xn‖2

L2(0,T ) .
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Ahora eligiendo ε < 2 y pasando 1
2
(λn +α)r(|xn(T )|2− |xn(0)|2) para el otro

lado obtenemos y usando las desigualdades del teorema 3.2 resulta:(
1− ε

2

)
(λn + α)r+1 ‖xn‖2

L2(0,T ) ≤ α(λn + α)r ‖xn‖2
L2(0,T ) +

1

2ε
(λn + α)r−1 ‖fn‖2

L2(0,T )

− 1

2
(λn + α)r(|xn(T )|2 − |xn(0)|2)

≤ γα

(
(λn + α)r

∣∣x0
n

∣∣2 + (λn + α)r−1 ‖fn‖2
L2(0,t)

)
+

1

2ε
(λn + α)r−1 ‖fn‖2

L2(0,T ) −
1

2
(λn + α)r(|xn(T )|2 − |xn(0)|2).

Ahora sumando en n obtenemos que exista una constante Kα de modo que:

‖x‖2
L2(0,T ;Wr+1) ≤ Kα

(
‖f‖2

L2(0,T,Wr−1) + ‖x‖2
C(0,T ;Wr)

)
, Kα > 0

y por último usando nuevamente la desigualdad del teorema 3.2 resulta x ∈
L2(0, T ;Wr+1) y de las igualdades (3.7) dx/dt ∈ L2(0, T,Wr−1).
Obteniendo:

(3.10) ‖x‖2
Xr(0,T ) ≤ K ′α

(
‖x0‖2

Wr
+ ‖f‖2

L2(0,T ;Wr−1)

)
, K ′α > 0.

Ahora en el caso complejo debemos multiplicar por xn(t)(λn + α)r luego

multiplicar el conjugado de la igualdad dxn(t)
dt

+ λnxn(t) = fn(t) por el factor
xn(t)(λn + α)r juntar ambas expresiones y a partir de ah́ı las desigualdades
se siguen igual que antes. Queda probado el teorema.

Ahora llevaremos esto al contexto de los problemas de controlabilidad.
Sea U un espacio de Hilbert y pongamos U = L2(0, T,U). SeaB ∈ L (U ,Wr−1),
para r ∈ R consideremos el sistema:

(3.11)

{
dx
dt

+ Ax = Bu 0 < t < T, u ∈ U
x(0) = x0 x0 ∈ Wr

Notemos que como B es un operador acotado, tenemos que:∫ T

0

‖Bu(t)‖Wr−1
dt ≤ ‖B‖ ‖u‖L2(0,T ;U)

con lo cual Bu ∈ L2(0, T ;Wr−1). Por el teorema 3.2 tenemos que para cada
u ∈ U existe una solución xu ∈ C(0, T ;Wr) del problema (3.11) con lo cual
podemos definir el conjunto de alcanzables R(T, x0) como el conjunto del
final de las trayectorias xu(T ) con xu solución de (3.11) esto es:

R(T, x0) = {xu(T )/xu ∈ C(0, T ;Wr), u ∈ U }.
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Como B(u(t)) ∈ Wr−1 ponemos:

(3.12) B(u(t)) =
∞∑
n=1

(Bu(t))nϕn, {B(u(t))n}n∈N ∈ `2
r−1 ctp.

Definimos dos operadores S(T ) ∈ L (Wr,Wr) y K(T ) ∈ L (U ,Wr) como:

(3.13) S(T )x0 =
∞∑
n=1

(
x0
ne
−λnT

)
ϕn.

(3.14) K(T )u =
∞∑
n=1

[∫ T

0

e−λn(T−τ)(Bu(τ))ndτ

]
ϕn.

Con lo cual por la relación (3.8) tenemos que:

(3.15) xu(T ) = S(T )x0 +K(T )u

Nos interesa analizar el conjunto R(T, 0) ..= R(T ) ya que el conjunto R(T, x0)
puede obtenerse de R(T ) v́ıa un traslado S(T )x0.
Nos concentraremos ahora en el estudio del conjunto R(T ) = Im(K(T )).
Recordemos que W ∗

r
∼= W−r y dada f ∈ W ∗

r le asociamos una serie
∑∞

n=1 cnϕn
con (cn) ∈ `2

−r con lo cual para g ∈ Wr, g =
∑∞

n=1 bnϕn escribimos:

〈g, f〉∗ = f(g) =
∞∑
n=1

bncn.

Identificando U con U∗ y dado que B ∈ L (U ,Wr−1) definimos:
B∗ ∈ L (W ∗

r−1,U∗) = L (W1−r,U) por la igualdad:

(3.16) 〈Bg, f〉∗ = 〈g,B∗f〉U , g ∈ U , f ∈ W1−r.

Con lo cual los coeficientes de Bu(t) pueden expresarse como:

(3.17) B(u(t))n = 〈B(u(t)), ϕn〉∗ = 〈u(t), B∗ϕn〉U .

Poniendo:
xu,n(T ) = 〈xu(T ), ϕn〉∗

resulta:

xu(T ) =
∞∑
n=1

〈xu(T ), ϕn〉∗ϕn
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Como ‖xu(T )‖Wr
= ‖xu,n(T )‖`2r el conjunto de alcanzables R(T ) ⊂ Wr queda

caracterizado por el conjunto de sucesiones {(xu,n(T ))n∈N/u ∈ U} ⊂ `2
r.

Observemos ahora que por (3.14) y (3.17) tenemos que:

xu,n(T ) =

∫ T

0

e−λn(T−τ)(Bu(τ))ndτ =

∫ T

0

〈u(τ), e−λn(T−τ)B∗ϕn〉Udτ(3.18)

= 〈u(τ), e−λn(T−τ)B∗ϕn〉U .

Consideremos la familia:
(3.19)

F = {en(T − τ)}n∈N, en(T − τ) = e−λn(T−τ)B∗ϕn ∈ U = L2(0, T ;U).

Llamaremos a este tipo de familias, familias de vectores exponenciales por
que consisten en una multiplicación de una función escalar en L2(0, T ) y un
vector del espacio U . Notemos que el espacio U puede ser de dimensión finita
o de dimensión infinita y más adelante trataremos ambos casos.
Realizamos el cambio de variable t = T − τ con lo cual la fórmula (3.19)
queda expresada:

xu,n(T ) = 〈u(T − t), e−λntB∗ϕn〉U = 〈u(T − t), en(t)〉U

Y con esto el problema de controlabilidad se transforma en un problema de
los momentos de la familia F .
Hemos concluido el siguiente resultado:

Teorema 3.4. El conjunto de alcanzables R(T ) ⊂ Wr del problema (3.11)
es isométrico al conjunto {(xu,n(T ))n∈N/u ∈ U} ⊂ `2

r v́ıa la asignación:
xu(T ) → (xu,n(T ))n∈N. Además el conjunto {(xu,n(T ))n∈N/u ∈ U} coinci-
de con el conjunto de sucesiones (cn)n∈N ∈ `2

r tales que el problema de los
momentos cn = 〈u(T − t), e−λntB∗ϕn〉U tiene alguna solución u ∈ U .

Podŕıamos enunciar un problema de los momentos en `2
r pero ya que lo

hemos hecho en `2 y siendo que estos espacios son isomorfos v́ıa la asignación
Mr como lo visto en las observaciones 3.3 tenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.1. El conjunto R′(T ) ..= {Mr(cn)}n∈N ⊂ `2 coincide con el
conjunto de sucesiones (c′n)n∈N para las cuales el problema de los momentos:

(3.20) c′n = 〈u(T − ·), (λn + α)r/2en〉U

tiene alguna solución u ∈ U .
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Notaremos e′n = (λn + α)r/2en.
Volvemos al análisis del conjunto R(T ) de alcanzables.
Queremos estudiar la imagen del operador K(T ) que veńıa dado por:

(3.21) K(T )u = xu(T ) =
∞∑
n=1

〈u(T − ·), en〉U ϕn.

Sea H0 un espacio de Hilbert incluido de forma continua en Wr que contiene
a todas las autofunciones ϕn (en particular puede ocurrir H0 = Wr).
Introducimos las definiciones de controlabilidad:

Definición 3.6. Decimos que un sistema de la forma (3.11) es exactamente
controlable relativo a H0 en tiempo T si H0 ⊂ R(T ).

En otras palabras la definición anterior es equivalente a que dada f ∈
H0 ⊂ Wr exista u ∈ U tal que xu(T ) = K(T )u = f .

Observación 3.6. En particular puede ocurrir H0 = R(T ). Esta condición
especial está relacionada con una importante propiedad de la familia F que
veremos más adelante.

Definición 3.7. Decimos que un sistema de la forma (3.11) es aproximada-

mente controlable a tiempo T > 0, si R(T )
‖.‖Wr = Wr.

La definición anterior significa que dada f ∈ Wr y ε > 0 existe u ∈ U de
modo que se satisface: ‖xu(T )− f‖Wr

< ε.

Observación 3.7. Un caso particular de esto es que existan un ∈ U de
modo que K(T )un = ϕn. Distinguiremos este caso del resto como también el
caso en el que existan un ∈ U de modo que K(T )un = ϕn y además exista
k > 0 de modo que: ‖un‖U ≤ k ‖ϕn‖H0

∀n ∈ N. Estas dos propiedades

más fuertes que cumplir R(T )
‖.‖Wr = Wr están intŕınsecamente ligadas a las

propiedades de la familia F vistas en el caṕıtulo anterior.

Establezcamos la relación entre la controlabilidad del sistema (3.11) y las
propiedades de la familia F en el espacio U .
Sea {an}n∈N, an > 0 ∀n ∈ N y consideremos el espacio W(an) dado por la
clausura de las sumas finitas de la forma

∑
j cnjϕnj con la norma∥∥∥∥∥∑

j

cnjϕnj

∥∥∥∥∥
(an)

..=

(∑
j

∣∣cnj ∣∣2 a2
nj

)1/2

.
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Enunciaremos los resultados de controlabilidad para espacios particulares
H0 = W(an).Para que estos estén contenidos en nuestra teoŕıa pediremos que
H0 ↪→ Wr y para esto bastara con que exista una constante N > 0 y se
satisfaga:

(3.22) (λn + α)r ≤ Nan ∀n ∈ N.

Junto a estos nuevos espacios definimos:

`2
(an)

..= {(cn)n∈N/(ancn)n∈N ∈ `2}.

Con lo cual f ∈ W(an) si y solo si f =
∑∞

n=1 cnϕn, {cn}n∈N ∈ `2
(an) como lo

visto para los espacios Wr.

Observación 3.8. Notemos que en estas condiciones se tiene queWr = W(rn)

tomando {rn}n∈N como rn = (λn +α)r/2 y que, como antes, los espacios `2
(an)

son isométricos al espacio `2 v́ıa la multiplicación M(a−1
n ) .

Definimos F0 = {anen(t)} y F ′ = {rnen(t)} = e′n(t), con rn = (λn+α)r/2

. Aśı como antes definimos las isometrias Mr entre los espacios `2 y `2
r en este

contexto podemos definir los siguientes operadores que resultan isometŕıas:

L0 : `2 → H0, L0((xn)n∈N) =
∞∑
n=1

xn
an
ϕn

L′ : `2 → Wr, L′((xn)n∈N) =
∞∑
n=1

xn
rn
ϕn

aśı como también los operadores de los problemas de momentos de F0 y F ′,
PF0 y PF ′ que recordemos vienen dados por:

PF0 : D(PF0) ⊂ U → `2, PF0(g) = {〈g, anen〉U }n∈N

y
PF ′ : D(PF ′) ⊂ U → `2, PF ′(g) = {〈g, rnen〉U }n∈N.

Recordemos que:

D(PF ′) = {v ∈ U /{〈v, rnen〉U }n∈N ∈ `2} = {v ∈ U /{〈v, en〉U }n∈N ∈ `2
r}.

Además

D(PF0) = {v ∈ U /{〈v, anen〉U }n∈N ∈ `2} = {v ∈ U /{〈v, en〉U }n∈N ∈ `2
(an)}
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que es un subconjunto de U debido a la cota pedida en (3.22).
En estas condiciones notemos que si u ∈ D(PF0) entonces:

L0(PF0(u)) = L0({〈u, anen〉U }n∈N) =
∞∑
n=1

〈u, anen〉U
an

ϕn =
∞∑
n=1

〈u, en〉U ϕn.

Análogamente si u ∈ D(PF ′) entonces:

L′(PF ′(u)) = L′({〈u, rnen〉U }n∈N) =
∞∑
n=1

〈u, rnen〉U
rn

ϕn =
∞∑
n=1

〈u, en〉U ϕn.

En estas condiciones se tiene la siguiente proposición.

Proposición 3.1. Los operadores L0 y L′ son isometŕıas en sus espacios y
además valen las fórmulas:

K(T ) = L′PF ′L, K(T )|L−1D(PF0
) = L0PF0L|L−1D(PF0

)

donde L : U → U es la isometŕıa L(u)(t) = u(T − t).

Demostración. L0 es isometŕıa pues:

‖L0(xn)‖H0
=
∞∑
n=1

∣∣∣∣xnan
∣∣∣∣2 a2

n =
∞∑
n=1

∣∣x2
n

∣∣ = ‖xn‖`2

luego L′ también lo es por ser un caso particular tomando an = rn, H0 = Wr.
Las fórmulas se verifican por las igualdades (3.20) y (3.21).

Observación 3.9. Supongamos que {%n}n∈N es un sistema biortogonal para
la familia F entonces {a−1

n %n}n∈N lo es para F0 y también {r−1
n %n}n∈N lo es

para F ′.
Esto se debe a que an ∈ R ∀n ∈ N y las formulas:

〈a−1
m %m, anen〉U = a−1

m an〈%m, en〉U = δm,n

〈r−1
m %m, rnen〉U = r−1

m rn〈%m, en〉U = δm,n.

Estamos en condiciones de enunciar el teorema de controlabilidad para
un sistema como (3.11).
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Teorema 3.5. (Controlabilidad) SeaH0 = W(an) ,las familias F0 = {anen(t)}
y F ′ = {rnen(t)} = e′n(t) , los espacios V0

..= Span{anen(t)}n∈N y

V ′ ..= Span{rnen(t)}n∈N, entonces:

a) El sistema (3.11) es exactamente controlable relativo a H0 = W(an)

y más aún R(T ) = H0 en tiempo T ⇐⇒ La familia F0 es una base de
Riez de V0.

b) Si el sistema (3.11) es exactamente controlable a tiempo T relativo
a H0 ⇒ La familia F0 es minimal uniforme.

c) Para todo n ∈ N existen un ∈ U tales que K(T )un = ϕn y una
constante k > 0 tal que ‖un‖U ≤ k ‖ϕn‖H0

(En particular el sistema
(3.11) es aproximadamente controlable a tiempo T ) ⇐⇒ La familia F0

es minimal uniforme en U .

d) Para todo n ∈ N existen un ∈ U tales que K(T )un = ϕn (En
particular el sistema (3.11) es aproximadamente controlable a tiempo
T ) ⇐⇒ La familia F0 es minimal en U .

e) El sistema (3.11) es aproximadamente controlable a tiempo T ⇐⇒
La familia F ′ es W − l.i.

Demostración. Comenzaremos mostrando que :

D(PF0) = U ⇐⇒ R(T ) = Im(K(T )) ⊂ H0.

⇒ Como R(T ) ⊂ H0 entonces D(PF0) = U pues:
Dada u ∈ U y f = K(T )u ∈ H0, es decir f =

∑∞
n=1 cnϕn, {cn}n∈N ∈ `2

(an)

de la definición de K(T ) resulta 〈u(T − ·), en〉U = cn ∀n ∈ N con lo cual
〈u(T − ·), anen〉U = ancn y en definitiva {〈u(T − ·), anen〉}n∈N ∈ `2.Luego
Lu ∈ D(PF0) y como L es isometŕıa resulta D(PF0) = U .
⇐ Supongamos que D(PF0) = U entonces para toda u ∈ U tenemos que
{〈u(T − ·), anen〉U }n∈N ⊂ `2 con lo cual:

K(T )u =
∞∑
n=1

〈u(T − ·), en〉U ϕn ∈ H0.

Continuamos con la demostración del teorema.
a) ⇒ Supongamos que el sistema (3.11) es exactamente controlable relativo
a H0 = W(an) y más aún R(T ) = H0. Por lo visto previamente tenemos que
D(PF0) = U y además por el teorema 2.4 tenemos que F0 es base de Riesz
de V0 si y solo si PF0|V0 es un isomorfismo con `2. Dada {cn}n∈N ∈ `2 entonces
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{ cn
an
}n∈N ∈ `2

(an), como R(T ) = H0 existe u ∈ U tal que K(T )u =
∑∞

n=1
cn
an
ϕn

luego L0PF0(u(T − ·)) =
∑∞

n=1
cn
an
ϕn con lo cual PF0(u(T − ·)) = {cn}n∈N

luego el operador PF0|V0 es inversible y en consecuencia por el teorema del
gráfico cerrado resulta un isomorfismo.
⇐ Para ver que R(T ) = H0 notemos que como F0 es base de Riesz de V0

entonces por el teorema 2.4 PF0|V0 es un isomorfismo entre V0 y `2. En parti-
cular Im(PF0) = `2.Dada f =

∑∞
n=1 cnϕn ∈ H0 tenemos que {cn}n∈N ∈ `2

(an)

con lo cual {cnan}n∈N ∈ `2. Sea u ∈ U tal que PF0(u(T − ·)) = {cnan}n∈N
entonces por las formulas de la proposición 3.1 obtenemos que K(T )u =
L0PF0(u(T − ·)) = f luego H0 ⊂ R(T ). Para la otra inclusión solo notemos
que por 2.4 tenemos que D(PF0) = U y entonces R(T ) = Im(K(T )) ⊂ H0.

b) Por las fórmulas de la proposición 3.1 H0 ⊂ R(T ) es equivalente a que
Im(PF0) = `2 con lo cual por 2.4 implica que F0 es minimal uniforme.

c) Sea Φn la base canonica de `2.
⇒ Supongamos que para cada n ∈ N existe un ∈ U que satisface la igualdad
K(T )un = ϕn entonces por la definición de K(T ) y el hecho de que ϕn son
base de H se tiene que :

〈un(T − t), ek(t)〉U =

{
0 , si k 6= n
1 , si k = n

Luego se tiene:

〈a−1
n un(T − t), akek(t)〉U = δk,n

con lo cual la familia {a−1
n un(T − t)}n∈N es un sistema biortogonal para F0.

Para terminar notemos que:

sup
n∈N

∥∥a−1
n Lun

∥∥ = sup
n∈N

a−1
n ‖un‖ ≤ k sup

n∈N
a−1
n ‖ϕn‖H0

= k

y entonces F0 es minimal uniforme.

⇐ Supongamos que F0 es minimal uniforme , entonces existe {%n}n∈N ⊂
U un sistema biortogonal para F0, podemos evaluar en la fórmula de la
proposición 3.1 y obtenemos:

K(T )(L−1(%n)) = L0PF0L|L−1D(PF0
)(L
−1(%n))

= L0PF0(%n)

= L0(Φn) = a−1
n ϕn.
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Con lo cual la implicación queda probada tomando un = anL
−1(%n) ya que

‖un‖U =
∥∥anL−1(%n)

∥∥
U

= ‖%n‖U an ≤ sup
n∈N
‖%n‖U an = sup

n∈N
‖%n‖U ‖ϕn‖H0

.

d) La demostración está contenida en el ı́tem c).

e) Siendo L′ y L isometŕıas por la fórmula K(T ) = L′PF ′L que el sistema
(3.11) sea aproximadamente controlable es equivalente a que Im(PF ′) = `2

y por 2.4 esto es equivalente a que F ′ sea W-l.i.

Mostraremos ahora un resultado de controlabilidad en relación a los di-
ferentes espacios de la forma H0 = W(an).

Teorema 3.6. a) Sea {an}n∈N y {bn}n∈N dos sucesiones de números positivos

tales que
∑∞

n=1
a2n
b2n
< ∞. Si el sistema (3.11) es aproximadamente controla-

ble a tiempo T y la familia F0 es minimal uniforme, entonces el sistema es
exactamente controlable a tiempo T en W(bn).

b)Supongamos que la familia F es minimal en U , sea {%n}n∈N un siste-
ma biortogonal para F , {an}n∈N una sucesión de modo que se satisface:

sup
n∈N
‖%n‖U a−1

n =∞

entonces el sistema (3.11) no es exactamente controlable a tiempo T relativo
al espacio H0 = W(an).

Demostración. a) Mostremos que W(bn) ⊂ R(T ). Por la demostración del
teorema (3.5) ı́tem c) y como la familia F0 es minimal uniforme relativo
a W(an), tenemos que por ser minimal podemos construir como en la de-
mostración a−1

n Lun que es un sistema biortogonal a F0 y por ser uniforme
entonces existe M > 0 tal que ‖a−1

n Lun‖U < M para todo n ∈ N. Llamemos
%n = Lun .Tenemos por la construcción que %n es biortogonal para F y sa-
tisface ‖%n‖U < Man. Tomamos %′n = r−1

n %n, esta familia resulta un sistema
biortogonal para F ′ y además satisface ‖%′n‖U ≤Manr

−1
n .

Sea x =
∑∞

n=1 xnϕn ∈ W(bn), o sea que
∑∞

n=1 |xn|
2 b2

n < ∞, mostremos que
x ∈ R(T ). Por la fórmula de la proposición (3.1) basta ver que la sucesión
{xnrn} pertenece a la imagen del operador PF ′ pero para esto por 2.2 es
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suficiente mostrar que la serie
∑∞

n=1 |xnrn| ‖%′n‖U es convergente. Veámoslo:

∞∑
n=1

|xnrn| ‖%′n‖U ≤M
∞∑
n=1

|xnrn| anr−1
n = M

∞∑
n=1

|xn| an =

= M

∞∑
n=1

|xn| bnanb−1
n ≤M

(
∞∑
n=1

|xn|2 b2
n

)1/2( ∞∑
n=1

a2
n

b2
n

)1/2

<∞.

b) Como supn∈N ‖%n‖U a−1
n =∞ existe {vn}n∈N ∈ `2 de modo que se cumple∑∞

n=1 |vn|
2 ‖%n‖2

U a−2
n =∞ en otras palabras ,

∑∞
n=1 |vn|

2 ‖%0
n‖

2
U =∞ donde

{%0
n}n∈N = {a−1

n %n}n∈N es un sistema biortogonal de la familia F0.
Luego por el corolario 2.2 ı́tem b) resulta Im(PF0) 6= `2 y en consecuencia
W(an) * R(T ) como queŕıamos.
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A continuación exhibiremos un resultado muy importante que nos dirá
que la controlabilidad aproximada en realidad se corresponde con una contro-
labilidad exacta para un espacio adecuado. Este resultado utiliza el método
de Hilbert Uniqueness Method introducido por J.L. Lions en [13].

Teorema 3.7. Si el sistema (3.11) con x(0) = 0 es aproximadamente con-
trolable a tiempo T > 0 entonces existe un espacio H0 denso en Wr de modo
que R(T ) = H0 .

Demostración. Vamos a considerar el operador A esta vez como operador
entre los espacios Wr+1 y Wr−1 siguiendo la regla:

A

(
∞∑
n=1

cnϕn

)
=
∞∑
n=1

cnλnϕn

Es inmediato que el operador es continuo entre estos espacios y en consecuen-
cia su operador dual A∗ : W ∗

r−1 = W−r+1 → W ∗
r+1 = W−r−1 es un operador

acotado.
Consideremos el sistema dual:

(3.23)

{
−dy

dt
+ A∗y = 0 0 < t < T

y(T ) = yT yT ∈ W ∗
r = W−r

Análogamente a lo hecho en el teorema 3.3 se puede probar que existe solución
de este sistema con dato final yT ∈ W−r y y ∈ L2(0, T ;W−r+1), dy/dt ∈
L2(0, T ;W−r−1) con lo cual A∗y ∈ L2(0, T ;W−r−1). Además se puede probar
una cota similar a la probada en (3.10) obteniendo en este caso:

‖y‖L2(0,T ;W−r+1) ≤ K ‖yT‖W−r .

Como B∗ ∈ L (W−r+1,U) definimos v(t) = B∗y(t) entonces v ∈ U =
L2(0, T ;U) y además existe K > 0 tal que:

‖v‖U ≤ K ‖y‖L2(0,T ;W−r+1) ≤ K ‖y0‖W−r .

Definimos en W−r una nueva norma de la siguiente manera: dada yT ∈
W−r definimos ‖yT‖ = ‖B∗y‖U donde y es la solución de la ecuación (3.23).
Veamos que efectivamente es una norma en W−r. Es claro que como la ecua-
ción y B∗ son lineales y ‖·‖U es efectivamente una norma tenemos que vale
la desigualdad triangular y los escalares salen en modulo. Resta ver enton-
ces que si ‖yT‖ = 0 entonces yT = 0, esto equivale a ver que si B∗y = 0
entonces yT = 0. Sea ahora u ∈ U = L2(0, T ;U) y x ∈ L2(0, T ;Wr+1) con
dx/dt ∈ L2(0, T ;Wr−1) una solución del problema (3.11) , esto es:

dx

dt
+ Ax−Bu = 0 como función en L2(0, T ;Wr−1)
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con condición inicial x(0) = 0.
Por otro lado sea yT ∈ W−r e y la solución del problema (3.23) , esto es
y ∈ L2(0, T ;W−r+1) que satisface:

−dy
dt

+ A∗y = 0 como función de L2(0, T ;W−r−1)

con condición final y(T ) = yT .
Tenemos entonces:
(3.24)

0 =

∫ T

0

〈
dx

dt
+ Ax−Bu, y

〉
Wr−1×W−r+1

dt−
∫ T

0

〈
x,−dy

dt
+ A∗y

〉
Wr+1×W−r−1

dt.

Entonces tenemos:∫ T

0

〈
dx

dt
, y

〉
Wr−1×W−r+1

dt+

∫ T

0

〈
x,
dy

dt

〉
Wr+1×W−r−1

dt =

=

∫ T

0

d

dt
〈x, y〉Wr×W−rdt

= 〈x(T ), y(T )〉Wr×W−r − 〈x(0), y(0)〉Wr×W−r .

(3.25)

Por otro lado:∫ T

0

〈Ax−Bu, y〉Wr−1×W−r+1
dt−

∫ T

0

〈x,A∗y〉Wr+1×W−r−1
dt(3.26)

= −
∫ T

0

〈u,B∗y〉U = −〈u,B∗y〉U .

Ahora combinando (3.25) y (3.26) con (3.24) y usando que x(0) = 0
obtenemos:

(3.27) 〈x(T ), yT 〉Wr×W−r = 〈u,B∗y〉U .

Si B∗y = 0 entonces el lado izquierdo de (3.27) es cero para cualquier u ∈ U .
Como el sistema (3.11) es aproximadamente controlable, el conjunto R(T ) es
denso en Wr , y en consecuencia yT = 0.
Definimos J como la clausura del espacio W−r con esta nueva norma. Por lo
visto el espacio J está bien definido y vale W−r ⊂ J .
Sea H0 el espacio dual de J entonces H0 ↪→ Wr de forma densa y continua.
Resta ver que el sistema (3.11) satisface R(T ) = H0.
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Dado xu(T ) ∈ R(T ) ⊂ Wr tenemos por (3.27) que para todo yT ∈ W−r
resulta:

〈xu(T ), yT 〉Wr×W−r ≤ ‖u‖U ‖yT‖J
entonces xu(T ) ∈ W ∗

r es lineal y continuo se extiende por Hahn-Banach a J
y en definitiva xu(T ) ∈ J ∗ = H0 con lo cual R(T ) ⊂ H0.
Definimos el operador Λ : W−r → Wr de la siguiente manera:

W−r → L2(0, T ;W−r+1)→ L2(0, T ;U)→ C(0, T ;Wr)→ Wr

yt → y solución de (3.23)→ u = B∗y → xu solución de (3.11)→ xu(T ).

Es fácil verificar que Λ es lineal y además se tiene que:

‖ΛyT‖Wr
= ‖xu(T )‖Wr

≤ k ‖Bu‖L2(0,T ;Wr−1) ≤ k′ ‖u‖U = k′ ‖B∗y‖U = k′ ‖yT‖J

con lo cual podemos extender Λ a J y además J resulta un espacio de
Hilbert con el producto interno que se deduce de la norma.
Ahora por (3.27) tenemos que:

〈xu(T ), yT 〉 = 〈ΛyT , yT 〉Wr×W−r = 〈B∗y,B∗y〉 = ‖B∗y‖2
U = ‖yT‖2

J .

Definimos B : W−r×W−r → C como B(yT , zT ) = 〈ΛyT , zT 〉Wr×W−r . B resulta
una forma bilineal continua que además satisface |B(yT , zT )| ≤ ‖yT‖J ‖zT‖J .
Con un argumento similar podemos extender B al espacio J × J . Como
|B(yT , zT )| ≤ ‖yT‖J ‖zT‖J y B(yT , yT ) = 〈ΛyT , yT 〉 ≥ ‖yT‖2

J estamos en las
hipótesis del teorema de Lax-Milgram.
Dado un elemento Ψ ∈ H0 = J ∗ existe un único elemento z ∈ J tal que
B(z, yT ) = Ψ(yT ) para todo yT ∈ J como ΛyT cumple esto concluimos que
ΛyT es el único z ∈ J que cumple B(ΛyT , yT ) = Ψ(yT ) con lo cual Λ es una
biyeccion entre J y H0 y como Λ es lineal y continuo concluimos que es un
isomorfismo y en definitiva H0 ⊂ R(T ).



Caṕıtulo 4

Aplicaciones y ejemplos.

En esta sección presentaremos algunas aplicaciones de lo expuesto en las
secciones 1 y 2. Sea Ω ⊂ RN un dominio acotado con frontera ∂Ω = Γ.
Sea Q = Ω × (0, T ) , Σ = Γ × (0, T ), T > 0 y sean a0, aij ∈ L∞(Ω) (i, j =
1...N), aij = aji. Vamos a suponer en esta sección que existe k > 0 tal que
para todo v = (v1, ..., vn) ∈ RN vale que:

(4.1)
N∑

i,j=1

aij(x)vivj ≥ k
N∑
j=1

v2
j , en casi todo x ∈ Ω.

Usando la notación del caṕıtulo anterior, ponemos H = L2(Ω), V = H1
0 (Ω)

aśı se tiene que V∗ = H−1(Ω) (ver [14]). Para f, g ∈ H1
0 (Ω) definimos:

G(f, g) =
N∑
n=1

∫
Ω

aij(x)
∂f

∂xi

∂g

∂xj
+

∫
Ω

a0(x)fg.

Puede verse el siguiente lema en [6].

Lema 4.1. La forma G definida anteriormente es sesquilineal y continua .

Continuamos con definiciones que utilizaremos durante esta sección.
Sea Gα(f, g) = G(f, g)+α〈f, g〉L2(Ω) como en el caṕıtulo anterior y tomamos
α0 > ‖a0‖L∞(Ω) para que se satisfaga valga la ecuación (4.1). Llamamos A
al operador generado por Gα0 , puede verse en [6] teorema 5 pagina 305 que
existen autovalores λn de A que satisfacen ĺımn→∞ λn = +∞ y autofunciones
ϕn ∈ L2(Ω) correspondientes a λn que cumplen:

Aϕn(x) = λnϕn(x) para x ∈ Ω, ϕn|Γ = 0.

87



88 CAPÍTULO 4. APLICACIONES Y EJEMPLOS.

Supondremos a partir de ahora que ϕn son funciones reales. Se tiene que
el operador A también admite la siguiente expresión diferencial:

Af = −
N∑

i,j=1

∂

∂xi

(
aij(x)

∂f

∂xj

)
+ a0(x)f.

A continuación analizaremos el problema de control de un sistema como
(3.11) para un espacio U de dimensión finita y también de dimensión infinita.

Observación 4.1. En general para un sistema como este caracterizar los
espacios Wr definidos en el caṕıtulo 2 no es nada sencillo, sin embargo en
este ejemplo y bajo las hipótesis previas puede probarse que existe un número
que llamaremos r∗ (que depende de la suavidad de los coeficientes aij, a0 ) y
satisface que para r ∈ [0, r∗]:

Hr
0(Ω) ⊂ Wr ⊂ Hr(Ω)

(ver [14]) .Por ejemplo para V = W1 = H1
0 (Ω) tenemos que:

H2
0 (Ω) ⊂ W2 = D(A) = H2(Ω) ∩H1

0 (Ω)

y
W4 = D(A2) = {f ∈ H4(Ω)/f ∈ H1

0 (Ω), Af ∈ H1
0 (Ω)}.

Con las notaciones y los supuestos anteriores desarrollaremos algunos
ejemplos de controlabilidad.

Ejemplo 4.1. Sea H = L2(Ω), V = H1
0 (Ω), V∗ = H−1(Ω) , r = 1 , A como

antes y U = H = L2(Ω) y sea B = IdH : H = U → W1−1 = W0 = H.
Finalmente sea x la solución del problema:

(4.2)

{
dx
dt

+ Ax = Bu = u Q
x|Γ = 0 u ∈ U = L2(0, T ;U) = L2(Q)

con condición inicial x(., 0) = 0 en Ω.

Por el teorema (3.2) (para el caso r = 1) se sigue que para todo u ∈
U existe una única solución x ∈ C(0, T ;H1

0 (Ω)) del problema (4.2) con la
condición inicial dada.
Para el sistema (4.2) como B∗ = IdH tenemos:

〈Bf, ϕn〉∗ = 〈f, ϕn〉L2(Ω), f ∈ U = L2(Ω).

En consecuencia la familia F = {en}n∈N ∈ U de la fórmula (3.19) tiene
la forma: en(x, t) = e−λntϕn(x). Para este problema tenemos el siguiente
resultado de controlabilidad.
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Proposición 4.1. El sistema (4.2) es exactamente controlable relativo a
H1

0 (Ω) para cualquier tiempo T > 0. Mas aún vale que R(T ) = H1
0 (Ω).

Demostración. Por el teorema (3.5) basta ver que la familia F0
..= {anen},

con an = (λn + α)1/2 , es una base de Riesz del espacio Span{anen}n∈N.
Como la familia {ϕn}n∈N es ortonormal en L2(Ω) se tiene que las familias
F = {en}n∈N y F0 = {(λn + α)1/2en} son ortogonales en U . Calculemos la
norma de un elemento de F0.

∥∥(λn + α)1/2en
∥∥2

U
= (λn + α)

∫ T

0

e−2λntdt =
(λn + α)

2λn
(1− e−2λnT ).

Entonces como λn ≥ C para todo n por el lema (3.4) existen constantes
m,M tales que:

m ≤
∥∥(λn + α)1/2en

∥∥2

U
≤M, ∀n ∈ N.

Luego dados c1, ..., cN se tiene que:∥∥∥∥∥
N∑
n=1

cn(λn + α)1/2en

∥∥∥∥∥
2

U

=
N∑
n=1

|cn|2
∥∥(λn + α)1/2en

∥∥2

U

y en consecuencia:

m
N∑
n=1

|cn|2 ≤

∥∥∥∥∥
N∑
n=1

cn(λn + α)1/2en

∥∥∥∥∥
2

U

≤M
N∑
n=1

|cn|2 .

Finalmente por el teorema de Bari (2.1) concluimos que F0 = {anen} es base
de Riesz de Span{anen}n∈N con lo cual R(T ) = W(an) = W1 = H1

0 (Ω).

Comenzamos con un ejemplo sencillo donde B es el operador identidad
con lo cual para un sistema como (3.11) el lado izquierdo de la igualdad no
tiene restricciones y en consecuencia al poder variar u en todo H = L2(Ω) es
natural esperar que se tenga controlabilidad exacta , a continuación trabaja-
remos con el caso en el que el espacio U tenga dimensión finita.

Para trabajar el siguiente ejemplo que es el caso en el que dim(U) < ∞
necesitaremos algunos resultados previos.

Teorema 4.1. (Leont’ev) Sea {λn} una sucesión de números reales que sa-
tisface 0 < λ1 < λ2 < ... y:

ĺım
n→∞

λn
log n

=∞.
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Si la serie f(z) =
∑∞

n=1 ane
−λnz converge para z = t0 ∈ R entonces converge

absolutamente y de forma uniforme en el semiplano Re (z) ≥ t0 +ε para todo
ε > 0 donde representa una función anaĺıtica. Mas aún, en este semiplano la
función f(z) es acotada y decae en forma exponencial cuando Re (z) → ∞
con la cota:

|f(z)| < e−δRe(z), δ > 0.

Demostración. Como la serie converge en z = t0 entonces el término general
de la serie está acotado, es decir, existe C > 0 tal que:

|an| e−λnt0 ≤ C.

Sea ε > 0 y z tal que Re (z) ≥ t0 + ε entonces:

∞∑
n=1

∣∣ane−λnz∣∣ =
∞∑
n=1

|an| e−λnt0e−λn(Re(z)−t0) ≤ C

∞∑
n=1

e−ελn .

Como ĺımn→∞
λn

logn
=∞ existe N > 0 tal que si n ≥ N vale que ελn > 2 log n

con lo cual:

∞∑
n=N

∣∣ane−λnz∣∣ ≤ C
∞∑
n=N

e−2 logn = C
∞∑
n=N

1

n2
<∞.

Entonces la serie converge uniformemente y por lo tanto representa una fun-
ción anaĺıtica.
Para el decrecimiento exponencial escribimos f en la forma:

f(z) = e−λ1z
∞∑
n=1

ane
−(λn−λ1)z.

Entonces si 0 < δ ≤ λ1 obtenemos |f(z)| < e−δRe(z).

Corolario 4.1. Supongamos que tenemos una sucesión {λn}n∈N que satisface
las hipótesis del teorema (4.1) , sea ε > 0 tal que la serie

∑∞
n=1 ane

−λnt

converge a cero en el intervalo (t0, t0 +ε). Entonces todos los coeficientes son
cero.

Demostración. Por el teorema previo la serie f(z) =
∑∞

n=1 ane
−λnz es anaĺıti-

ca en el semiplano Re (z) > t0 en consecuencia como converge a cero tenemos
que f(z) = 0 en Re (z) > t0. Supongamos que no todos los coeficientes an
son cero, sea aj 6= 0 el mı́nimo con la propiedad, escribimos f en la forma:

f(t) = aje
−λjt

(
1 +

∞∑
n=j+1

an
aj
e−(λn−λj)t

)
.
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Como la serie
∑∞

n=j+1
an
aj
e−(λn−λj)t satisface las hipótesis del teorema 4.1 en-

tonces decrece exponencialmente cuando t → ∞ luego f(t) = 0, t > t0 es
imposible para aj 6= 0.

Corolario 4.2. Sea {λn}n∈N una sucesión en las hipótesis del teorema 4.1
. Si la serie f(t) =

∑∞
n=1 ane

−λnt converge a cero débil en L2(0, T ) entonces
todos los coeficientes an son cero.

Demostracion de 4.1. Si la serie
∑∞

n=1 ane
−λnt converge a cero débil en

L2(0, T ) entonces está acotada en norma, en particular cada término de la
serie está acotado uniformemente de n. Para λ≥λ0 > 0 tenemos por el lema
(3.4) que existen m,M > 0 tales que:

m

λ
≤
∥∥e−λt∥∥2

L2(0,T )
=

1− e−2λT

2λ
≤ M

λ

por lo tanto existe C > 0 y:

(4.3)
|an|√
λn
≤ C, ∀n ∈ N.

Mostremos que en este caso la serie
∑∞

n=1 ane
−λnt converge absolutamente

para t > 0 y uniformemente para t ≥ t0. Por (4.3) tenemos:

∞∑
n=1

|an| e−λnt ≤ C
∞∑
n=1

√
λne

−λnt =
∞∑
n=1

√
λne−λnte

−λnt/2.

La función λe−λt es acotada para t > t0 > 0 y λ ≥ 0 en consecuencia la
desigualdad previa implica que:

∞∑
n=1

|an| e−λnt ≤ C

∞∑
n=1

e−λnt/2.

Si t ≥ t0 > 0 entonces como se satisfacen las hipótesis del teorema 4.1 se
tiene que para n > N(t0) ∈ N vale la cota λnt/2 > 2 log n y entonces:

∞∑
n=1

|an| e−λnt ≤ C ′
∞∑
n=1

e−2 logn = C ′
∞∑
n=1

1

n2
<∞.

La convergencia uniforme de esta serie implica la convergencia en L2(t0, T )
pero como el limite débil de las sumas parciales coincide con el limite en la
norma y la serie tiende a cero para t ∈ [t0, T ] entonces el corolario se sigue
del corolario 4.1.
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Veamos entonces el caso en el que U es de dimensión finita. Necesitaremos
pedir restricciones especiales para el borde Γ de modo los autovalores λn
tengan el orden de n2/N , condiciones como estas pueden verse en [4].

Ejemplo 4.2. Sea Ω ⊂ RN , H = L2(Ω), V = H1
0 (Ω), V∗ = H−1(Ω), A como

antes , r = 1 ,U = Cm y sea B : Cm → H dado por:

para u(t) = (u1(t), ..., um(t)), Bu(t) =
m∑
j=1

bjuj(t) con bj ∈ L2(Ω) y uj(t) ∈ L2(0, T ).

Consideremos el problema:

(4.4)

{
dx
dt

+ Ax = Bu Q
x|Γ = 0 u ∈ U = L2(0, T ;Cm)

con condición inicial x(., 0) = 0 en Ω.
En estas condiciones tenemos que

〈Bu(t), ϕn〉∗ = 〈Bu(t), ϕn〉L2(Ω) =
m∑
j=1

uj(t)〈bj, ϕn〉L2(Ω).

Pongamos ηn = (〈b1, ϕn〉L2(Ω), ..., 〈bm, ϕn〉L2(Ω)) = (ηn,1, ..., ηn,m) ∈ Cm, en-
tonces B∗ : L2(Ω)→ Cm viene dado por B∗(ϕn) = ηn y tenemos la igualdad:

〈Bu(t), ϕn〉∗ = 〈u(t), ηn〉Cm .

En consecuencia la familia F = {e−λntB∗ϕn}n∈N tiene la forma:

F = {e−λntηn}n∈N.

De acuerdo a la multiplicidad de los autovalores λn escribimos a la familia
F como:

F = {e−µntηn,i}, i = 1...κn, n ∈ N, ηn,i ∈ Cm

donde κn es la multiplicidad del autovalor µn, los µn son todos distintos y
llamemos {ϕn,i}i=1,...,κn a las autofunciones del autovalor µn.
Tenemos entonces el siguiente resultado de controlabilidad:

Proposición 4.2. Bajo las hipótesis anteriores se tiene:

a) Si la sucesión {κn}n∈N no está acotada entonces el sistema (4.4) no
es aproximadamente controlable para ningún T > 0.
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b) Si supn∈N κn = κ <∞ entonces para todo T > 0 el sistema (4.4) es
aproximadamente controlable ⇐⇒ m ≥ κ y para todo n ∈ N el rango
de la matriz:

(4.5) Cn ..= [〈bj, ϕn,i〉L2(Ω)]
i=1,...,κn
j=1,...,m ∈ Cm×kn

es κn.

c) Para N > 1 existe algún n ∈ N de modo que no puede encontrarse
un ∈ U y K(T )un = ϕn.

d) Para N = 1 si el rango de la matriz Cn definida arriba es n entonces
existen un ∈ U tales que K(T )un = ϕn, ∀n ∈ N.

Demostración. a) Por el teorema 3.5 que el sistema (4.4) sea aproximada-
mente controlable es equivalente a que la familia

F ′ =
{(

(µn + α)1/2e−µntηn,i
)
i=1,...,κn

}
n∈N

sea W − l.i.. Esto por el lema 2.1 es equivalente a que la familia F sea
W − l.i. , para esto es necesario que primero sea linealmente independiente
y esto es equivalente a que los vectores ηn,i, i = 1, .., κn que corresponden
a una única exponencial e−µnt sean l.i. en Cm. Si para algún n tenemos que
κn > m entonces estos vectores no pueden ser linealmente independientes y
en consecuencia el sistema no es aproximadamente controlable.

b) Si κn ≤ m entonces la independencia lineal de los vectores ηn,j, j =
1, ..., κn es equivalente a que el rango de la matriz Cn sea κn con lo cual
para que el sistema sea aproximadamente controlable será necesario que el
rango de Cn sea κn, veamos que además es suficiente. Debemos ver que F ′ es
W-l.i.. Sea entonces {an,j} ∈ `2 tal que la serie

∑
n,j an,j(µn + α)1/2e−µntηn,j

converge débil a cero en el espacio L2(0, T ;Cm), definimos los vectores:

An =
κn∑
j=1

an,j(µn + α)1/2ηn,j ∈ Cm.

Llamemos A p
n para p = 1, ...,m a las componentes del vector An enton-

ces tenemos que la serie
∑

n A p
n e
−µnt converge a cero débil en el espacio

L2(0, T ) para todo p = 1, ...,m con lo cual (notar que ĺımn→∞ λn/ log n =∞
por la hipótesis del orden de λn) por el corolario 4.2 tenemos que A p

n = 0
para p = 1, ...,m, n ∈ N. Luego la independencia lineal de los vectores
ηn,j, j = 1, ..., κn implica que an,j = 0, ∀j = 1, ..., κn,∀n ∈ N.
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c) Sea N > 1. Por el teorema 3.5 el enunciado es equivalente a que la familia
F = {e−µntηn,i}, i = 1...κn, n ∈ N no sea minimal en el espacio L2(0, T ;Cm).
Supongamos que si lo es , entonces la familia Fα = {e−(λn+α)tηn} es minimal
en L2(0, T ;Cm) (pues si α > 0 la asignación f → e−αtf es un isomorfismo).
Como Fα = {e−(λn+α)tηn} es minimal en L2(0, T ;Cm) entonces por el lema
2.4 la familia será minimal en L2(0,+∞;Cm) aqúı identificaremos el espa-
cio L2(0,+∞;Cm) con el espacio L2(0,+∞)⊗Cm y en consecuencia por la
observación 2.19 tenemos que la sucesión {λn +α}n∈N debe satisfacer la con-
dición de Blashcke con lo cual comparando la sucesión { λn+α

1+(λn+α)2
}n∈N con la

sucesión { 1
λn+α
}n∈N resulta que:

∞∑
n=1

1

λn + α
<∞.

Esto finalmente es un absurdo debido a las estimaciones cumple la sucesión
{λn}. Luego F = {e−µntηn,i} no puede ser minimal.

d) Debemos mostrar que la familia F = {e−λntηn} es minimal. Como el
rango de la matriz Cn es n, notemos que κn = 1 con lo cual que el rango
sea n es equivalente a que ηn 6= 0 ∀n ∈ N. Veamos que en realidad ηn 6= 0
es suficiente para garantizar la minimalidad. Que ηn 6= 0 garantiza que los
subespacios Sn ..= 〈ηn〉 son todos distintos de cero, como N = 1 y la suce-
sión {λn}n∈N tiene el orden de n2/N = n2 entonces la serie

∑∞
n=1 1/(λn + α)

converge con lo cual, por comparación, la sucesión {λn + α}n∈N satisface la
condición de Blashcke. Luego la familia {e−(λn+α)t} es minimal en L2(0, T ) en-
tonces {e−λnt} es minimal en L2(0, T ) y por lo tanto por (2.1) F = {e−λntηn}
es minimal en L2(0, T ;Cm).

Definición 4.1. Diremos que un sistema como (3.11) es controlable a cero
en tiempo T si dado T > 0 existe un control u de modo que la solución xu
del sistema satisfaga:

xu(T ) = 0.

A continuación mostraremos un ejemplo de cómo se aplica el método de
los momentos para el control a cero de una ecuación del calor en un dominio
acotado de R2 y con el control en la frontera.
Sea Ω = (0, a)× (0, b) con a > 0, b > 0 y Σ = (0, T )× ∂Ω.
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Ejemplo 4.3. Consideremos el problema:

P :


vt = 4v Q = (0, T )× Ω
v = 1Γ0u Γ0 = (0, T )× (0, a)× {0} ⊂ (0, T )× ∂Ω
v = v0 {0} × Ω

Donde u ∈ L2(Σ) y v0 ∈ H−1(Ω).
Observar que en la teoŕıa desarrollada hasta el momento estudiamos el pro-
blema de controlabilidad para controles internos, es decir controles que entran
con una no homogeneidad en la ecuación. Formalmente , usando partes, se
puede reescribir el problema de controlabilidad de borde como un problema
de controlabilidad interno, mostrando que una solución débil del problema
con control de borde P es equivalente a una solución débil del problema con
control interno:

Z :


zt = 4z −Bu Q = (0, T )× Ω

z = 0 (0, T )× ∂Ω
z = 0 {0} × Ω

Con B : L2(Γ0) → W−2 de manera que B∗ : W2 → L2(Γ0) este defini-

do por B∗(φ) = ∂φ
∂η

. De esta manera por el teorema 3.5 el problema de

controlabilidad aproximada se reduce a estudiar si la familia F = {(λn +
α)−1/2e−λntB∗(ϕn)} = {(λn +α)−1/2 ∂ϕn

∂η
} es W − l.i. puesto que estamos mi-

rando R(T ) ⊂ W−1 = H−1 en el caso r = −1.
Sin embargo, no analizaremos el problema de controlabilidad aproximada
en este caso sino que estudiaremos el problema de controlabilidad exacta a
cero. Para esto desarrollaremos a modo de ejemplo cómo utilizar la técnica
del método de los momentos en forma directa en un problema de control de
borde.
Tenemos los siguientes resultados que pueden verse en [9].

Proposición 4.3. Sea u ∈ L2(Σ), v0 ∈ H−1(Ω). El problema P admite una
única solución v que satisface:

v ∈ L2(Q) ∩ C0([0, T ];H−1(Ω))

‖v‖L2(Q) + ‖v‖C0([0,T ];H−1(Ω)) ≤ C(‖v0‖H−1(Ω) + ‖u‖L2(Σ)).

Donde C es una constante positiva que no depende ni de u ni de v0.
Para este caso el problema dual viene dado por:

P ′ :


−wt = 4w Q = (0, T )× Ω
w = 0 Σ
w = w0 {T} × Ω

De forma reciproca tenemos el siguiente teorema que puede verse en [6] .
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Teorema 4.2. Para toda w0 ∈ H1
0 (Ω), el problema P ′ admite una única

solución w que satisface:

w ∈ L2(0, T ;H2(Ω)) ∩ C0([0, T ];H1
0 (Ω)).

‖w‖L2(0,T,H2(Ω)) + ‖u‖C0([0,T ];H1
0 (Ω)) ≤ C(‖u0‖H1

0 (Ω).

Enunciemos entonces un resultado de controlabilidad para este problema.

Teorema 4.3. Sea T > 0 y v0 ∈ H−1(Ω), P el problema como antes. En-
tonces existe un control u ∈ L2(W ) tal que v(T ) = 0 en Ω.

Demostración. Transformaremos este problema de controlabilidad en un pro-
blema de los momentos. Primero busquemos la relación entre la solución v del
problema P y la solución w del problema P ′ que viene dada por la integración
por partes:

0 =

∫ T

0

〈vt −4v, w〉dt−
∫ T

0

〈v,−wt −4w〉dt

0 =

∫ T

0

〈vt, w〉dt−
∫ T

0

〈v, wt〉dt+

∫ T

0

〈4w, v〉dt−
∫ T

0

〈4v, w〉dt

0 =

∫ T

0

d

dt
〈v, w〉dt+

∫
Γ0

v
∂w

∂η
dσdt−

∫
Γ0

w
∂v

∂η
dσdt

0 = 〈v(T ), w0〉 − 〈v0, w(0)〉+

∫
Γ0

v
∂w

∂η
dσdt

y con esto concluimos:

(4.6) 〈v(T ), w0〉 = 〈v0, w(0)〉 −
∫

Γ0

v
∂w

∂η
dσdt

Aqúı para cada par (v0, w0) ∈ H−1(Ω) × H1
0 (Ω) 〈, 〉 denota el producto de

dualidad entre H−1(Ω) , H1
0 (Ω) , ∂w

∂η
es la derivada exterior de Ω y dσ es la

medida de ∂Ω.
Sabemos que el operador A = −4 con dominio D(A) = H2(Ω) ∩ H1

0 (Ω)
posee como autovalores:

λk,l =
π2

a2
k2 +

π2

b2
l2 k, l ≥ 1.

Esta sucesión de autovalores posee como autofunciones asociadas, a la base
ortonormal de L2(Ω):

ϕk,l(x, y) =
2√
ab
sen

(π
a
kx
)
sen

(π
b
ly
)
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Aśı una solución de P ′ con dato inicial ϕk,l viene dada por:

ϕ(t, x, y) = e−λk,l(T−t)ϕk,l(x, y).

Entonces por (4.6) puesto que u0 ∈ H−1(Ω)y ϕk,l ∈ H1
0 se tiene que u(T ) = 0

en Ω si y solo si para cada par v0 y ϕk,l se tiene:

(4.7) e−λk,lT 〈u0, ϕk,l〉 =

∫ T

0

eλk,l(T−t)
∫
W0

v
∂ϕk,l
∂η

dσdt.

Sobre Γ0 se tiene que:

∂ϕk,l
∂η

(x) = − 2πl

b
√
ab
sen

(π
a
kx
)
.

Luego la ecuación (4.7) podemos escribirla como:

(4.8) e−λk,lT 〈u0, ϕk,l〉 = −
√

2πl

b
√
b

∫ T

0

eλk,l(T−t)
∫ a

0

vφkdσdt,

donde para todo k, l ≥ 1 ponemos:

φk(x) =

√
2

a
sen

(π
a
kx
)
, x ∈ (0, a).

Notemos que la familia (φk)k≥1 resulta una base ortonormal de L2(0, a).
Sea:

uk(t) =

∫ a

0

u(t, x)φk(x)dx.

Con estas nuevas notaciones, re-escribimos (4.8) en la forma:

(4.9)

∫ T

0

e−λk,l(T−t)uk(t)dt = −ρ
l
e−λk,lT 〈v0, ϕk,l〉

con ρ = b
√
b√

2π
. Fijemos k ≥ 1 y sean:

fk(t) = uk(T − t)

ck,l = −ρ〈u0, ϕk,l〉.

Aśı, queda resolver el problema de los momentos dado por:∫ T

0

e−λk,ltfk(t)dt =
1

l
e−λk,lT ck,l , l ≥ 1.
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Para cada k ∈ N fijo, como
∑∞

l=1 1/λk,l <∞ ,la familia {e−λk,l}l∈N es minimal
en L2(0, T ) por el teorema 2.12 ,posee una familia biortogonal Υk,l(t) en
L2(0, T ) con la que podemos expresar formalmente la solución al problema
de los momentos en la forma:

fk(t) =
∑
l≥1

1

l
e−λk,lT ck,lΥk,l(t).

Como fk(t) = uk(T − t) se tiene que para todo (t, x) ∈ Γ0:

u(T − t, x) =
∑

l≥1;k≥1

1

l
e−λk,lT ck,lΥk,l(t)φk(x).

Lo que debemos ver es que esta solución formal pertenece a L2(W0). Formal-
mente tenemos que:

u(T − t, x) =
∞∑
k=1

(
∞∑
l=1

1

l
e−λk,lT ck,lΥk,l(t)

)
φk(x).

Con lo cual se tiene que:∫ a

0

|u(T − t, x)|2dx =
∞∑
k=1

(
∞∑
l=1

1

l
e−λk,lT ck,lΥk,l(t)

)2

.

Lo que tenemos que chequear para concluir que esta solución formal es efec-
tivamente una solución tradicional es:

1. para todo k ≥ 1 , la función gk(t) =
∑

l≥1
1
l
e−λk,lT ck,lΥk,l(t) ∈ L2(0, T ).

2. la sucesión {||
∑∞

l=1
1
l
e−λk,lT ck,lΥk,l(t)||L2(0,T )}k∈N ∈ `2.

Como para todo k ≥ 1 fijo se tiene que∑
l≥1

1

λk,l
<∞,

el teorema (2.9) nos dice que la familia Fk = {e−λk,lt}l∈N admite una familia
biortogonal (pk,l)l≥1 en L2(0,+∞) tal que:

ĺım
l→∞

∫ ∞
0

|pk,l(t)|2dt = ĺım
l→∞

π

2|λk,lJ ′(λk, l)|2
,

donde:

J(λ) =

∏
l≥1

1−λ/λk,l
1+λ/λk,l

(1 + λ)2
, λ ∈ C+.
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Luego si ponemos: Γk = (λk,l)l≥1 ∈ `2 resulta que c(Γk) = 0 , k ≥ 1 ya que:

|λk,l − λk,m| =
π2

b2
|l2 −m2| ≥ 2

π2

b2
|l −m|

y el resultado se sigue del teorema (2.15).
Como consecuencia se tiene que para todo ε > 0 existe una constante Cε que
no depende ni de k ni de l de modo que:∫ ∞

0

|pk,l(t)|2dt ≤ Cεe
ελk,l .

Pongamos:

A(Γk;T ) = 〈e−λk,lt; l ≥ 1〉L2(0,T ) , 0 < T ≤ +∞ , k ≥ 1.

El operador de restricción dado por:

RT,k : A(Γk,+∞)→ A(Γk, T )

resulta un isomorfismo como consecuencia del teorema (2.13). La familia:

Υk,l(t) = (R−1
T,k)

∗pk,l , l ≥ 1

es la familia biortogonal a la familia Fk sobre L2(0, T ) y:

‖Υk,l(t)‖L2(0,T ) ≤ Cεe
ελk,l||(R−1

T,k)
∗|| , l ≥ 1.

Para terminar necesitamos el siguiente lema

Lema 4.2. Existe una constante C = CT tal que:

sup
k∈N
||(R−1

T,k)
∗|| ≤ C.

Con este lema se tiene que:

1

l2
e−2λk,lT |ck,l|2 ‖Υk,l(t)‖2

L2(0,T ) ≤
Cε
l2
e−2λk,l(T−ε)||ck,l|2.

Esto prueba que :
∑

l≥1
1
l
e−λk,lT ck,lΥk,l(t) ∈ L2(0, T ) para todo k ≥ 1,

además:∑
l≥1

Cε
l2
e−2λk,l(T−ε)|ck,l|2 ≤ Cε||u0||2L2(Ω)e

−2π
2

b2
k2(T−ε)

∑
l≥1

e−2π
2

a2
l2(T−ε)

l2

≤ Cε||u0||2L2(Ω)e
−2π

2

b2
k2(T−ε).

Por lo tanto se tiene que: {
∥∥∑

l≥1
1
l
e−λk,lT ck,lΥk,l(t)

∥∥
L2(0,T )

}k≥1 ∈ `2 con esto

hemos probado el resultado de controlabilidad.
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Ahora probemos el lema:

Demostracion de 4.2. Notemos probar la cota del lema es equivalente a
probar una cota similar para ||R−1

T,k||.
Sea P (t) =

∑
ane

−λk,nt un polinomio cualquiera de A(Γk, T ) se tiene que:

|an| =
∣∣∣∣∫ T

0

P (t)Υk,n(t)dt

∣∣∣∣ ≤ ‖P‖L2(0,T ) ‖Υk,n(t)‖L2(0,T ) ≤ Cεe
ελk,n ‖P‖L2(0,T ) , ∀n ∈ N.

Con lo cual podemos ver que:

|P (t)| ≤ Cε ‖P‖L2(0,T )

∑
n≥1

e−λk,n(t−ε)(4.10)

≤ Cε ‖P‖L2(0,T )

∑
n≥1

e−(π
2

a2
k2+π2

b2
n2)(t−ε)

≤ Cε ‖P‖L2(0,T ) e
π2

a2
(t−ε)

∑
n≥1

e−
π2

b2
n2(T−ε)

≤ Cε,T ‖P‖L2(0,T ) e
π2

a2
t, ∀t ≥ T > ε.

Donde:

Cε,T = Cεe
π2

a2
ε
∑
n≥1

e−
π2

b2
n2(T−ε).

De (4.10) se sigue que:

‖P‖L2(T,∞) ≤ Cε,T ‖P‖L2(0,T ) e
−π

2

a2
T

y en consecuencia:

‖P‖L2(0,∞) ≤ (1 + Cε,T e
−π

2

a2
T ) ‖P‖L2(0,T ) .

Esto prueba que: ∥∥R−1
T,k

∥∥ ≤ 1 + Cε,T e
−π

2

a2
T ,∀k ≥ 1.

Sea ahora P (t) = e−λ1,1t se tiene que:

‖P‖L2(0,∞)

‖P‖L2(0,T )

=
1√

1− P (T )
.

Esto nos permite llegar a la estimación:

(4.11)
1√

1− p(T )
≤
∥∥R−1

T,k

∥∥ ≤ 1 + Cε,T e
−π

2

a2
T , ∀k ≥ 1, ∀ε > 0, ∀T > ε

como queŕıamos.
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