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Introduccion

La cohomologia de Hochschild es un invariante relevante: es invariante por equivalen-
cias Morita, por procesos inclinantes y por equivalencias derivadas. Las técnicas que
utilizamos han permitido calcular la cohomologia de Hochschild de numerosas algebras.

El calculo de estos invariantes requiere de una resolucién del dlgebra considerada co-
mo bimédulo sobre si misma. Siempre se cuenta con una resolucién canénica, la resolu-
cién bar, muy dtil desde el punto de vista tedrico, pero poco satisfactoria en la practica: la
complejidad de esta resolucién rara vez permite llevar a cabo cédlculos explicitos. Existen
familias de dlgebras que poseen una resoluciéon minimal, tinica a menos de isomorfismo,
por ejemplo los cocientes de dlgebras tensoriales de espacios vectoriales de dimensién
finita por ideales que contienen el radical de Jacobson, o por ideales graduados [BK].
Una resolucién minimal permite obtener inmediatamente algunos invariantes del &lge-
bra considerada. Por ejemplo, su longitud es igual a la dimensién global del algebra. Sin
embargo, atin cuando su existencia esta asegurada, una resolucién minimal no es sencilla
de construir.

Las dlgebras de Nichols son generalizaciones de las dlgebras simétricas en el contexto
de las categorias tensoriales trenzadas. Se trata de dlgebras graduadas, que aparecie-
ron por primera vez en un articulo de Nichols [Ni] en 1978, en el cual el autor buscaba
ejemplos de algebras de Hopf. Estas algebras fueron redescubiertas més tarde por Wo-
ronowicz [Wo]. Se trata de objetos fundamentales para la clasificacién de las dlgebras de
Hopf punteadas, como fue puesto de manifiesto por los trabajos de Andruskiewitsch y
Schneider (ver por ejemplo [AS]).

Heckenberger clasific6 las algebras de Nichols de dimension finita de tipo diagonal.
La clasificacién separa a las dlgebras de Nichols en diversas clases: dlgebras de Nichols
de tipo Cartan, relacionadas esencialmente con los grupos cudnticos finitos de Lusztig;
dlgebras de Nichols relacionadas con supergrupos cuanticos finitos; y una tercera clase
relacionada con superdlgebras de Lie contragradientes. Posterioremente, Angiono des-
cribi6 las relaciones de definicién de las dlgebras de Nichols de la lista de Heckenberger
[Ang]. Estos resultados abrieron el camino para el estudio nuevos problemas en teoria
de representacion y en la clasificacion de las algebras de Hopf punteadas.

La categoria de médulos sobre un algebra de Hopf H es, gracias a la existencia de
la comultiplicacién, de la counidad y de la antipoda, una categoria tensorial con objeto
unidad y duales. La cohomologia de H se define como la generalizacién de la cohomo-
logia de un grupo, es decir H*(H, k) = Exty;(k, k). Tal como sucede para el caso de la
cohomologia de un grupo, H*(H, k) es un édlgebra conmutativa graduada con el producto
cup.

La generacion finita del anillo de cohomologia de las dlgebras de Hopf de dimensién
finita es un problema abierto e interesante por sus consecuencias sobre la categoria de
representaciones y porque permite el uso de métodos geométricos. En algunas situacio-
nes este resultado es conocido, como sucede en el caso de las algebras de grupo (finito)



en caracteristica positiva. Se trata de resultados ya clasicos de Venkov [Ve], Golod [Go] y
Evens [Ev]. Friedlander y Suslin [FrSu] probaron que el resultado es cierto para dlgebras
de Hopf coconmutativas de dimension finita. En 1993, Ginzburg y Kumar demostraron
la generacién finita de la cohomologia de grupos cudnticos pequetios cuando el cuerpo
de base son los ntimeros complejos y bajo ciertas restricciones de los pardmetros [GiKu].
Mads recientemente, Bendel, Nakano, Parshall, y Pillen [BNPP] calcularon la cohomologia
de los grupos cudnticos pequefios bajo condiciones mucho mas generales sobre los para-
metros. Todos estos resultados llevan a preguntarse si es cierto que el dlgebra de cohomo-
logia de cualquier dlgebra de Hopf finito dimensional es finitamente generada. En 2004
Etingof y Ostrik conjeturaron este resultado en el contexto mds general de las categorias
tensoriales finitas [EtOs]. En un articulo reciente de Mastnak, Pevtsova, Schauenburg y
Witherspoon [MPSW], los autores obtuvieron resultados parciales para algebras de Hopf
no conmutativas de dimension finita y punteadas sobre un cuerpo de caracteristica 0 cuyo
grupo de elementos de tipo grupo es abeliano, bajo algunas restricciones sobre el orden
del grupo. En este trabajo los autores usaron la clasificacion de [AS]. El articulo trata de
dlgebras de Hopf cuya estructura de algebra es una deformacién de un producto smash,
en el sentido siguiente: puede darse una filtracion del algebra de Hopf cuyo graduado
asociado es isomorfo al producto smash B(V)#kG, donde B(V) es el dlgebra de Nichols
de un moédulo de Yetter-Drinfeld V sobre kG.

Este problema se relaciona con la cohomologia de Hochschild, ya que para toda al-
gebra A con aumentaciéon ¢ : A — k, el espacio graduado Extj (k, k) es isomorfo a la
cohomologia de Hochschild de A con coeficientes triviales, es decir Extj.(A, k). Mads
adn, si A es un édlgebra de Hopf cuya antipoda es biyectiva, Ext} (k, A%Y) es isomorfo
como 4lgebra a Extj. (A, A) y Ext} (k, k) es isomorfa a un sumando directo de la cohomo-
logia de Hochschild H*(A, A). Como consecuencia, si esta tiltima es finitamente generada
como &lgebra, lo mismo sucederd con la primera.

El objetivo de esta tesis es calcular la homologia y cohomologia de Hochschild del
dlgebra A = k(x,ylx? y?x — xy? — xyx), llamada el super plano de Jordan cuando k es
un cuerpo de caracteristica 0 y algebraicamente cerrado. Se trata del dlgebra de Nichols
B(V(—1,2)), cuya dimensién de Gelfand-Kirillov es 2. Este es el caso mds simple, después
del plano de Jordan, de la familia de 4lgebras que queremos estudiar posteriormente: la
familia de dlgebras de Nichols B(V) con dimensién de Gelfand-Kirillov finita.

Los resultados principales obtenidos son los siguientes.

En el Teorema 3.2.1 damos bases explicitas para los espacios de homologia de Hochs-
child Hi(A, A), para todo i > 0. En el Teorema 3.3.1 hacemos lo mismo para los espacios
de cohomologia H'(A,A). Los espacios Hi(A,A) y H'(A,A) son todos de dimensién
infinita salvo el centro HO(A, A), que es isomorfo a k.

En la Tabla 3.1 describimos el producto cup entre los generadores de los espacios
de cohomologia H'(A, A). A partir de esta descripcién vemos que el isomorfismo entre
H?P(A,A) y H?*2(A, A), donde p > 0, estd dado por la multiplicacién con u%. Para los
grados impares sucede lo mismo.

Finalmente, en la Seccién 3.5 describimos la estructura de dlgebra de Lie de H'(A,A)
con el corchete de Gerstenhaber (Teorema 3.5.1). La misma resulta isomorfa a una subal-
gebra de Lie del algebra de Virasoro: H' (A, A) es isomorfo como élgebra de Lie a h @ Vir ™.
Queda por describir la estructura de médulo de Lie de H"(A, A) para todo n > 0 y ver
cudles son las representaciones del dlgebra de Virasoro que estos inducen.

Los contenidos de la tesis son los siguientes. En el Capitulo 1 damos una introduccién
a las dlgebras de Hopf con el objetivo de presentar el concepto de dlgebra de Nichols y ex-
poner algunos ejemplos. En el Capitulo 2 resumimos las definiciones y los resultados del



dlgebra homolégica que serdn necesarios para el siguiente capitulo. En el capitulo 3 cal-
culamos la homologia y cohomologia de Hochschild del super plano de Jordan. También
describimos parte de la estructura de dlgebra de Gerstenhaber que tiene la cohomologia
de Hochschild. Por dltimo, en el Apéndice incluimos las reglas de conmutacién del super
plano de Jordan.



Capitulo 1

Algebras de Hopf

El objetivo de este capitulo es presentar el concepto de dlgebra de Nichols y exponer
algunos ejemplos, entre ellos el super plano de Jordan que serd nuestro objeto de estudio.
Para esto, primero haremos una introduccién a las dlgebras de Hopf. A partir de ahora y
por el resto de la tesis ® denota el producto tensorial sobre k.

1.1 Definiciones basicas

Esta seccion se basa en [Mon].

1.1.1  Algebras y coalgebras

Empecemos definiendo k-dlgebra de una manera alternativa a como usualmente se define
en un curso basico de estructuras algebraicas, con el propésito de definir luego de manera
andloga k-coélgebras.

Definicién 1.1.1. Una k-dlgebra con unidad es un k-espacio vectorial A junto con dos
transformaciones k-lineales

m:AQA—=A vy n:k—=A
tales que los siguientes diagramas conmutan:
(a) (asociatividad)

m®id

ARARA A®A
id®m m
ARA m A




(b) (unidad)

ARA

k®A m ARk

L7

A

El morfismo m se llama multiplicacién y el morfismo n unidad. Notar que el elemento
unidad de A viene dado por 15 =n(1y).

Definicién 1.1.2. Sean V y W dos k-espacios vectoriales. Definimos la transposicién
Tvyw: VAW - WRV

como la tnica transformacién k-lineal tal que Tvw(v®w) = w®v paratodov € Vy
weWw.

Notar que A es conmutativa si y s6lo si moTa A =m.

Observacién 1.1.1. Si A y B son dos k-dlgebras, entonces A @ B también lo es con multi-
plicacion magp definida en los elementos homogéneos como

mags((a1 ®b1) ® (a2 ®by)) = aja; ®biby
y unidad nagp definida como la tnica transformacién k-lineal tal que
NazB(Tk) =na(lk) @ n (1)

Esta reformulaciéon de la definicién de k-dlgebra mediante morfismos y diagramas
nos permite dualizar facilmente esta estructura.

Definicién 1.1.3. Una k-codlgebra con unidad es un k-espacio vectorial C junto con dos
transformaciones k-lineales

A:C—-C®C y e:C—k
tales que los siguientes diagramas conmutan:

(a) (coasociatividad)

C A CeC
A A®id
CoC— 1% _cocCcec



(b) (counidad)

C

I

k® C A Ck

CxC

El morfismo A se llama comultiplicacion y el morfismo ¢ se llama counidad. Decimos que
C es coconmutativo si Tcgc 0 A = A.

Definicién 1.1.4. Sean C y D codlgebras con comultiplicaciénes Ac y Ap y counidades
ec y €p respectivamente. Decimos que f : C — D es un morfismo de codlgebras si es una
transformacion k-lineal y los siguientes diagramas conmutan.

C f D C f D
Ac Ap £C €D
cCoCc—"" . pDeD k

Notar que si damos vuelta las flechas en estos diagramas, cambiamos comultiplica-
cién por multiplicacién y counidad por unidad obtenemos la definicién de morfismo de
algebras.

Definicién 1.1.5. Sea C una codlgebra. Un subespacio I C C es un coideal si
A CI®C+C®Iye(l)=0.

Si I es un coideal, el espacio vectorial C/I con la comultiplicacién y la counidad
inducidas por A y ¢ respectivamente, es una codlgebra.

Definicién 1.1.6. Sea C una codlgebra. La codlgebra coopuesta C°P tiene a C como espacio
vectorial subyacente, comultiplicacién A®°P = Tcge o Ay counidad €°°P = e.

Observacién 1.1.2. Andlogamente a lo que sucede para las dlgebras, si C y D son codlge-
bras, entonces C ® D es una codlgebra con comultiplicacién

Acgp = (id ® Tegp ®id) o (Ac ® Ap)
y counidad
€coD = Mg © (ec ® ep).

1.1.2 Bialgebras

Combinaremos ahora las nociones de dlgebra y coalgebra.
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Definicién 1.1.7. Un k-espacio vectorial B es una bidlgebra si (B, m,n) es un é&lgebra,
(B, A, ¢) es una codlgebra y alguna de las siguientes condiciones equivalentes se cumple:

e Ay & son morfismos de dlgebras
e m y 1 son morfismos de codlgebras.

Definicién 1.1.8. Sean B y E dos bidlgebras. Decimos que f : B — E es un morfismo de
bidlgebras si es un morfismo de algebras y de coalgebras.

Ejemplo 1.1.1. Sea G un grupo. El dlgebra de grupo kG resulta ser una bidlgebra defi-
niendo A(g) = g® gy ¢(g) = 1 para todo g € G. Esta bidlgebra es coconmutativa pero
s6lo es conmutativa cuando G es abeliano.

Ejemplo 1.1.2. Sea g un &lgebra de Lie. El algebra envolvente U(g) es una bidlgebra
definiendo A(x) = x® 1+ 1®x y ¢(x) = 0 para todo x € g. Esta bidlgebra también
resulta ser coconmutativa y sélo es conmutativa cuando g es abeliana.

Estos dos ejemplos motivan las siguientes definiciones.
Definicién 1.1.9. Sea C una codlgebra y ¢ € C. Decimos que c es tipo grupo si
Alc) =c®ec.
Definicién 1.1.10. Sean C una codlgebra y ¢ € C. Decimos que c es primitivo si
Alc)=c®1+1®c.

Ejemplo 1.1.3. Sean q € k, q # 0y B = k(x,y | xy = quyx). Si definimos A(x) = x ® x,
Aly) =y®1+1®vy, e(x) =1y e(y) =0, B resulta ser una bidlgebra conocida como
el plano cudntico. Notar que x es un elemento tipo grupo e y es primitivo. El conjunto
{y"J :1,j > 0} es una base de B como k-espacio vectorial.

Definicién 1.1.11. Sea B una bidlgebra. Un subespacio I C B es un biideal de B si es un
ideal y un coideal simultdneamente.

Ejemplo 1.1.4. Sea B el plano cuédntico del Ejemplo 1.1.3. El ideal bildtero I C B generado
por y resulta ser un coideal y por lo tanto un biideal. Para ver esto primero verifiquemos
que A(I) CI®B+B®I Seap € I, como A es lineal podemos suponer que p es un
elemento de la base, es decir p = y™x™, conn > 1. Luego

Alp) = AAy™™) =AA(Y)"A(X)™

n
“My®T+1ey)")E"@x™) = A (Zyi ®y“) (x™ @ x™)
i=0
n . .
= A Z ylxm ® yn—lxm‘
i=0

Como yx™ @ y™'x™ € I® B para todoi > 1y x™®@y™x™ € B ® I, obtenemos que
Alp) € I® B+ B ® L. Es facil ver que ¢(I) = 0 usando que ¢ es morfismo de algebras.
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1.1.3 Notacién de Sweedler y producto de convolucién

Antes de continuar con nuevas definiciones y ejemplos vamos a introducir una nueva
notacién muy 1til a la hora de trabajar con coalgebras. Si C es una codlgebray c € C,
existen a;, by € C tales que A(c) = Y I'; a; ® bi. Lo que sugiere Sweedler es que no
usemos nuevas letras a y b sino subindices c(y), ¢;) de modo que

n

Ac) = Z Ci @ i

i=1

Para ciertas manipulaciones que involucren operaciones lineales no necesitamos tener
en cuenta el indice i de la sumatoria y por lo tanto podemos escribir:

A(C) = Z cm & C(z)

0 més atin podemos no escribir el simbolo de la suma. Esta notacién se vuelve muy
atil cuando aplicamos A varias veces. La coasociatividad de la comultiplicacién dice en
notacién de Sweedler que

cnH @ C(z)(” & C(Z)(Z) =(1ld®A)oAlc) =(A®id)oAlc) = C“)(U & C(U(Z) & C(2)-
Esto nos permite escribir

(A®id)oAlc) = (1d®A)o A(c) = C(1) @ Cc(z) ®c3)
y mds en general

An(c) = CHXDC2) B ... Q0 Cny1y,

donde A; = Ay Apii(c) = (A®1d®") o Ay.
Utilizando esta nueva notacién el axioma de counidad se puede expresar de la si-
guiente forma:

Definicién 1.1.12. Sea (A, m,n) un dlgebra y (C, A, €) una codlgebra. Definimos el produc-
to de convolucion * sobre Homy (C, A) de la siguiente manera: Dados f, g € Homy(C, A),

fxg=mo(f®g)oA.
En notacién de Sweedler el producto estd dado por
(f*g)(c) =f(cq))glcrz)) para todo ¢ € C.

Este producto y la unidad 1 o ¢ le dan a Homy(C, A) estructura de algebra.

1.1.4 Algebras de Hopf

Definicién 1.1.13. Una bidlgebra (H, m,n, A, ¢) es una k-dlgebra de Hopf si existe un mor-
tismo S € Homy (H, H), llamado antipoda, tal que

Sxidy =idp*S=mnoe.

Es decir, S es la inversa de idy para el producto convoluciéon.
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En notacién de Sweedler la antipoda S cumple que
S(h(]))h(z) =¢(h)ly = h(])S(h(z)) para todo h € H.

Definicién 1.1.14. Sean H, K algebras de Hopf con antipodas Sy y Sk respectivamente.
Decimos que f : H — K es un morfismo de dlgebras de Hopf si es un morfismo de bidlgebras
y foSy=Skof.

Definicién 1.1.15. Un subespacio I C H es un ideal de Hopf si es un biideal y S(I) C I. En
este caso H/I es un algebra de Hopf con la estructura inducida por H.

Ejemplo 1.1.5. El dlgebra de grupo H = kG es un élgebra de Hopf definiendo Sg = g~
para todo g € G. En general si H es un algebra de Hopf y h € H es un elemento tipo
grupo, entonces S(h) = h~' debido a que S(h)h = Tye(h) = Th.

Ejemplo 1.1.6. El dlgebra asociativa envolvente H = U(g) es un algebra de Hopf defi-
niendo S(x) = —x para todo x € g. En general si H es un algebra de Hopf y h € H es un
elemento de primitivo, entonces S(h) = —h.

Ejemplo 1.1.7. (Algebra de Sweedler) Hasta ahora todos los ejemplos que dimos son
coconmutativos. El dlgebra de Hopf més chica no conmutativa y no coconmutativa tiene
dimension 4 y es tnica si car(k) # 2. Se trata del algebra

k<1,g,x | gz,xz,xg + gx> ,

con estructura de algebra de Hopf dada ademads por A(g) =g® g, A(x) =x®@1+g®x,
e(g)=1,e(x) =0,5(g) =g=g" y S(x) = —gx.

Las siguientes dos propiedades de la antipoda son muy importantes. Daremos la
demostracién de la primera para mostrar la utilidad de la notacién de Sweedler.

Proposicién 1.1.1. Sea H un algebra de Hopf con antipoda S.

(1) S es un antimorfismo de &lgebras, es decir,

S(hk) = S(k)S(h) para todo h,k € Hy S(11) = Th.

(2) S es un antimorfismo de codlgebras, es decir,

AoS=T10(S®S)oAyeoS=c.

Demostracién. Notemos primero que como H ® H es una codlgebra, Homy(H ® H, H) es
un 4lgebra con el producto de convolucién. Sean fy g € Homy(H ® H, H) los tnicos
morfismos k-lineales que cumplen que f(h ® k) = S(hk) y g(h ® k) = S(k)S(h) para todo
h, k € H. Para ver que f = g vamos a probar que f es la inversa a izquierda de my y g la
inversa a derecha, es decir,
f*mpy = my * g =My O EHgH-
Seanhyke€H,
(fxmp)(hek)=f ((h® k)(])) my (((h@ k)(z)) =f (h(]) ® k(])) my (h(z) X k(z))
=S (haykm) hke) =S ((hk))) (hk)
=Mn 0 ep(hk) =nn o engn(h @ k).
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De manera similar,

(mu*g)(h@k) =mu (h@k)y) g ((h@k)y)
=mu (hgy ® k) g (hay ® k) = hakmS (k) S (ha)
=hp)moe)(k)S (hy) =hmS (hy) e(k)Tn
= e(h)e(k)Ty =np o eHen(h @ k).

Por lo tanto f = g. Para ver que S(11) = Ty alcanza con evaluar la expresién
Sxidy =moe

en 1y. Esto prueba (1), para probar (2) se utiliza un argumento similar. O

1.1.5 Médulos y comédulos

Al igual que para las codlgebras primero vamos a dar una definicion alternativa de mo-
dulo que facilite dualizar la estructura.

Definicién 1.1.16. Sea A una k-dlgebra. Un A-mddulo a izquierda es un k-espacio vectorial
M junto con una transformacién k-lineal

Y:AQM —- M
tal que los siguientes diagramas conmutan:

ma ®id ﬂ@id

ARARM AM k@M A®M
1d®y Y Y
A®M Y M M

Denotamos por 5 M a la categoria de A-médulos a izquierda. Los A-médulos a derecha
se definen de manera anéloga.

Definicién 1.1.17. Sea C una k-coalgebra. Un C-comddulo a derecha es un k-espacio vecto-
rial M junto con una transformacién k-lineal

p:-M—->MEC
tal que los siguientes diagramas conmutan:

p

M M® C M M® C
[ 1d®A id®e
MeC—"  MeCeC M ® k

Denotamos por M a la categoria de C-comédulos a derecha.
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La notaciéon de Sweedler se puede extender a comédulos a derecha escribiendo
p(m) = m(e) ® M1y,

manteniendo la convencién de que m;; € C para todo i # 0. El primer diagrama de la
definiciéon de comédulo dice que (id ® A) o p = (p ® id) o p. Si escribimos esta condiciéon
en notacién de Sweedler obtenemos que

M(0) () & TM0) (1) ® M(1) = M(0) ® (1) 3y @ M(1) )
Esto permite escribir
(id®A)op(m) = (p®1id) o p(m) = My ® My ® M().
El segundo diagrama dice, en notacién de Sweedler, que
m = mpe(my)).
De manera analoga se define k-comddulo a izquierda mediante un morfismo
p/:M — C® M.
En este caso escribimos p’(m) = m_;) ® myg).

Definicién 1.1.18. Sean M y N dos C-comédulos a derecha con morfismos de estructura
PM V pN respectivamente. Una transformacion k-lineal f : M — N se dice morfismo de
C-comodulos a derecha si py o f = (f ®1d) o pm.

Ejemplo 1.1.8. Sea C una codlgebra, el espacio vectorial M = C es un cémodulo a derecha
definiendo p = A.

Ejemplo 1.1.9. Si G es un grupo y M un k-espacio vectorial, entonces M es un kG-
comoédulo si y s6lo si M es G-graduado. Para ver esto empecemos suponiendo que M es
un kG-comoédulo. Debido a que los elementos de G forman una base de kG, podemos
escribir p(m) = }_ gec Mg ® g de manera tnica para todo m € M. Esto define, para cada
g € G, el subespacio My ={m4 | m € M}. Como

p id®e ~
M) jccMg®g——>2 jegMg®@TH———>3 oMy

para todo m € M y esta composicién de morfismos resulta ser la identidad, entonces
M =} ,cG Mg. Nos resta ver que la suma es directa. Si usamos que

(id®A)op=(p®id)op

obtenemos que para todom € M

> myegrg=>) Y (mg),®goh

geaG geG heG

Como los elementos de G forman una base de kG, entonces (mg) = d4nmy y luego,
M = @g4ecMy. Si empezamos suponiendo que M = @gecgMy definimos p(m) = m® g
para todo m € M.

15



1.1.6 Invariantes y coinvariantes

Dado un grupo G actuando sobre un k-espacio vectorial M, los invariantes y los coinva-
riantes de M por esta accién son isomorfos cuando el orden de G no es cero en k. Vamos
a ver como estos objetos se generalizan al caso de la accion de un algebra de Hopf.

Definicién 1.1.19. (1) Sean H un algebra de Hopf y M un H-médulo a izquierda. Los
invariantes de M por la accién de H son los elementos m € M tales que h-m = ¢(h)m
para todo h € H. Este conjunto lo denotamos por M.

(2) Sean H un algebra de Hopf y M un H-comédulo a derecha. Los coinvariantes de H en
M son los elementos m € M tales que p(m) = m ® 1. Este conjunto los denotamos
por MeoH,

Ejemplo 1.1.10. Sea H = kG. Si M es un H-médulo a izquierda, entonces MH = ME.
Si M es un H-comédulo a derecha, entonces M = M;, donde M; es la componente
identidad de la graduacién del Ejemplo 1.1.9.

Ejemplo 1.1.11. Sea H = U(g). Si M es un H-moédulo a izquierda, entonces

MH:{mEMlx-m:Oparatodong}.

1.1.7 Producto tensorial de médulos y comédulos

Sea H un algebra de Hopf y sean V y W dos H-médulos a izquierda. El espacio vectorial
V ® W resulta ser un H-moédulo a izquierda definiendo

h'(V@W):h(])'V@)h(z)'W

paratodoh € H,v € Vyw € W. Lo mismo sucede para H-médulos a derecha.

Si H es coconmutativo, entonces V@ W = W ® V, donde el isomorfismo estd dado
por la transposicion Ty,w. Si removemos la hipétesis de que H sea coconmutativo este
resultado es falso. Por ejemplo, sea H = Homy (kG, k), donde G es un grupo finito no
conmutativo. Veamos primero que H es un algebra de Hopf. Su estructura de algebra
estd dada por my (f ® g) (x) = f(x)g(x) y n1(A) = Aegg paratodo f,ge H,x € Gy A € k.
Para describir la estructura de coélgebra consideramos la base {py | g € G} de H, dual a
la base de elementos de G, es decir, pg(h) = 84 para todo g, h € G. La comultiplicacién
se define en esta base como A (pg) = ) jcq Ph @ Prt ¢ y se extiende linealmente a H. La
counidad ey estd dada por en(f) = fomngg(lx). Por dltimo la antipoda se define como
SH = Sg- Sean g, h € G tales que gh # hg y sean (pg) € Hy (pr) € H los subespacios
generados por pgy y pr respectivamente. Estos subespacios son H-médulos con la accién
dada por la multiplicacién a izquierda. Es facil ver que pgn((pg) ® (pn)) = (pg) ® (pn)
y que pgr((pn) ® (pg)) = 0. Luego (pg) ® (pn) ¥ (pn) ® (pg) no son isomorfos como
H-moédulos.

Vimos que si H es un algebra de Hopf y V y W son dos H-médulos a izquierda,
entonces V ® W resulta ser un H-médulo a izquierda y dimos una férmula para la ac-
cion. Reescribamos esta formula en términos de morfismos para que resulte mds sencillo
dualizar. Si ¢y : H®V = Vy dw : H®W — W son las acciones de H sobre Vy W
respectivamente, entonces la acciéon de H sobre V ® W esta dada por

dvaw = (bv @ dw)o (ld@ THy ®1id) o (A®id®1id).
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Sea H un élgebra de Hopf y sean V y W dos H-comédulos a derecha con coacciones py
y pw respectivamente. El espacio vectorial V ® W resulta ser un H-comoédulo a derecha
mediante el morfismo

Ppvew = (ild®@m)o (id ® THw ®id) o (pv ® pw) .

En notacién de Sweedler p(v ® w) = v(g) @ W) ® v(yw(1) paratodov € Vyw € W.

1.1.8 Moédulo algebras, comédulo adlgebras y productos smash

A partir de ahora todos los médulos son médulos a izquierda y todos los comédulos son
comoédulos a derecha.

Definicién 1.1.20. Sea H un algebra de Hopf. Un élgebra A es un H-mddulo dlgebra si:
(1) A es un H-médulo con accién - : H® A — A,
(2) h-(ab) = (hqy - a)(hp) - b),
(3) h-Ta =¢(h)1a,

para todo h € H, a,b € A. Las condiciones (2) y (3) dicen que la multiplicacién ma y la
unidad na son morfismos de H-médulos.

Definicién 1.1.21. Sea H un algebra de Hopf. Un dlgebra A es un H-comddulo dlgebra si:
1. A es un H-comédulo con coaccién p: A — A ® H,
2. la multiplicacién ma y la unidad na son morfismos de H-comoédulos.

En notacién de Sweedler la condicién (2) dice que
(ab)(oy ® (ab)y = plab) = a(g)b) ® ayb
paratodoa,bc Ayquep(l)=1®1.

Definicién 1.1.22. Sean H un dlgebra de Hopf y A un H-médulo &lgebra. Se define el
producto smash A#H de la siguiente manera:

(1) El espacio vectorial subyacente es A ® H y escribimos a#h en vez de a ® h.

(2) La multiplicacién estd dada en los tensores elementales por

Ejemplo 1.1.12. Sean H un élgebra de Hopf y A un 4lgebra. La accién trivial h-a = ¢(h)a
para todoh € Ay a € A le da estructura a A de H-médulo élgebra. Es facil ver que en
este caso A#H = A ® H.

Ejemplo 1.1.13. Sea A un kG-médulo élgebra. Como A(g) = g® g paratodog € Gy
ma es un morfismo de kG-médulos, entonces g - (ab) = (g-a)(g-b) para todo g € G
y a,b € A, es decir que cada g actia como endomorfismo de A. Mads atin como g es
inversible, g actia como un automorfismo. Luego la estructura de kG-mdédulo algebra de
A induce un morfismo de grupos G — Auty A. Reciprocamente un morfismo de grupos
de G en los automorfismos de A induce una estructura de kG-médulo algebra en A. En
este caso A#kG es el producto semidirecto de A con G.

17



Ejemplo 1.1.14. Sea A un kG-comédulo algebra. Ya sabemos que A = ©gcgAy como
k-espacio vectorial y que para todo a4 € Ay, p(ag) = ag ® g. Como ma es un morfismo
de H-comoédulos, entonces p(agbn) = agby ® gh, es decir, agby, € Agn 0 lo que es lo
mismo AgAp C Agn. Mads atin, como na es un morfismo de H-comdédulos, entonces
p(1a) = 1A ® 1g y por lo tanto A es un dlgebra G-graduada.

Ejemplo 1.1.15. Sea A un U(g)-moédulo algebra. Como A(x) =x® 1+ 1® x para todo
X € g, entonces x - (ab) = (x-a)b+ a(x-b) para todo x € gy a,b € A, es decir, los
elementos de g actian como k-derivaciones y esto induce un morfismo de algebras de
Lie U(g) — Dery A.

1.1.9 Dimensién de Gelfand-Kirillov

En esta subseccion definimos la dimensién de Gelfand-Kirillov que serd mencionada al
final de la préxima seccion. Nos basamos en [McR, Capitulo 8]. Todas las demostraciones
omitidas se encuentran en ese capitulo.

Empezamos con una definicién auxiliar.

Definicién 1.1.23. Sea f : N — R>7 una funcién. Decimos que f tiene crecimiento polino-
mial si existen v € Ry N € N tales que f(n) < n" para todo n > N. Si este es el caso
llamamos

v(f) = inf{v | f(n) < n" para todo n lo suficientemente grande }.

Si f no tiene crecimiento polinomial decimos que y(f) = oo.

Sea A una k-élgebra finitamente generada y sea V C A un subespacio generador de
dimensioén finita. Llamamos V™ al subsespacio de A generado por los elementos de la
forma x1...%,, donde x; € V para todo i y llamamos R, = Z?:o Vi donde Ry = V° = k.
El conjunto {Rn},~, es una filtraciéon de A. Resulta que y(dim(R,)) no depende del
subespacio generador V y eso permite hacer la siguiente definicién.

Definicién 1.1.24. Sea A una k-dlgebra finitamente generada, sea V C A un subsespacio
generador y sea {Rq}, > la filtracién asociada a V. Se define la dimension de Gelfand-Kirillov
de A como

GK(A) = y(dim(Ry)).
Esta definicion se extiende a k-algebras arbitrarias como sigue
GK(A) =sup{GK(R) | R es una subélgebra de A finitamente generadaj}.
Ejemplo 1.1.16. Damos algunos ejemplos sencillos:
e Si A=klxq,...,xs], entonces GK(A) = s.
e Si g es un algebra de Lie de dimension finita, entonces GK(U(g)) = dim(g).

e Si A es el dlgebra libre k < x1,...,xs >, con s > 2, entonces GK(A) = co.

1.2 Algebras de Nichols

Esta seccién se basa en [AS2]. Todas las demostraciones omitidas se encuentran en ese
articulo salvo que aclaremos lo contrario.
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1.2.1 Espacios vectoriales trenzados y médulos de Yetter-Drinfeld

En esta subseccion estudiaremos cudndo el producto smash de un dlgebra de Hopf H por
un H-moédulo algebra resulta ser un 4lgebra de Hopf. Un teorema de Radford [Ra] dice
que si H es un édlgebra de Hopf y B es un dlgebra de Hopf en la categoria de médulos
de Yetter-Drinfeld sobre H, entonces B#H es un &lgebra de Hopf. En general que B sea
un algebra, codlgebra, bidlgebra o 4lgebra de Hopf en una categoria k-lineal C quiere
decir que los morfismos de estructura de B son morfismos en C. Las categorias que nos
interesan son las de médulos y comédulos sobre un dlgebra de Hopf H. Por ejemplo,
un algebra A en ;M es simplemente un H-médulo algebra a izquierda. Andlogamente
una codlgebra C en y M es un H-médulo codlgebra. Para que B sea una bidlgebra en
una categoria C no solo se requiere que B sea un élgebra y una coalgebra en C, sino que
también la comultiplicacién Ag : B — B ® B debe ser un morfismo en la categorfa. En
particular B ® B debe ser un élgebra en C. La multiplicacién usual del producto tensorial
de dos algebras A y B estd dada por

magp = (Ma ®@mgp) o (id ® TAp ®1id).

Notar que antes de usar los morfismos ma y mg se aplica la transposicién 1o g. Esto
sugiere que en la categoria C debe haber una forma de "torcer" productos tensoriales.

Definicién 1.2.1. Sean V un k-espacio vectorial y ¢ : V® V — V ® V un isomorfismo
lineal. Decimos que (V, ¢) es un espacio vectorial trenzado si c es solucién de la ecuacion de
trenzas, es decir,

(c®id)o(ld®c)o(c®id) = (id®c)o(c®1id) o (id® ¢).

Ejemplo 1.2.1. Sea V un k-espacio vectorial con base {xi};; y sea {q;}
de escalares no nulos. El isomorfismo c:V®V — V ® V dado por

ijer € kun conjunto

C(Xi ® Xj) = qi,jXj & xi

es solucién de la ecuacion de trenzas. A estos espacios vectoriales trenzados se los llama
de tipo diagonal.

En esta seccién nos vamos a concentrar en estudiar ejemplos de espacios vectoriales
trenzados que provengan de médulos de Yetter-Drinfeld.

Definicién 1.2.2. Sea H un édlgebra de Hopf. Un k-espacio vectorial V es un mddulo de
Yetter-Drinfeld a izquierda sobre H si (V,-) es un H-médulo a izquierda, (V,p) es un H-
comoédulo a izquierda y se satisface la siguiente condicién de compatibilidad:

p(h-v) =hawi1Slh) @ hea) - v

para todo h € H y para todo v € V. La categoria de médulos de Yetter-Drinfeld a
izquierda sobre H se denota por }1)D y sus morfismos preservan la accién y la coaccion.

Sea H un algebra de Hopf y sean V, W € 1 VD. El espacio vectorial V ® W resulta ser
un moédulo de Yetter-Drinfeld a izquierda sobre H definiendo

p(V@W) :V(,])W(,” ® (\)(0) ®W(O)) y h- (V@W) = h(]) 'V@h(z) W

paratodove V,we WyheH.
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Definicién 1.2.3. Sea H un algebra de Hopf y sean V, W € {{VD. La trenza
cyw: VAW WV

es la tinica transformacioén k-lineal que cumple que
cvw(vAW) =vi ) W&V

paratodove VyweW.

Los médulos de Yetter-Drinfeld sobre algebras de grupo son muy importantes por
sus aplicaciones al estudio de dlgebras de Hopf punteadas.

Ejemplo 1.2.2. Sean G un grupo abeliano y V € £&)D. Anélogamente a lo que sucede pa-
ra kG-comédulos a derecha, resulta que V = ©yccVy, donde Vg ={v € V| p(v) = gV}
Debido a la condicién de compatibilidad, resulta que p(h-v) = hgh'®@h-v=g®h-v
para todov € Vy h € H. Luego para cada g € G, el subespacio vectorial V4 es un
G-moédulo. En este caso la trenza asociada a V ® V estd dada por cyyv(x ®y) =g-y®x
paratodoge G, x € Vg, y e V.

Si suponemos que para cada g € G el grupo G actta por caracteres sobre Vy, entonces
Vy =& aeévg, donde

Véz{vevg | h-v=E&(h)v para todo h € G}.

Notar que V es un médulo de Yetter-Drinfeld de tipo diagonal. Si k es algebraicamente
cerrado, la caracteristica de k es cero y G es un grupo finito abeliano, entonces todo
modulo de Yetter-Drinfeld sobre kG de dimension finita es de tipo diagonal.

1.2.2 Algebras de Hopf trenzadas

El hecho de que haya productos tensoriales en la categoria de médulos de Yetter-Drinfeld
permite definir allf la nocién de dlgebra y codlgebra.

Definici6én 1.2.4. Sean H un algebra de Hopf y B € i)D. Decimos que B es un algebra
en E;VD si (B, mp,mp) es una k-dlgebra tal que la multiplicacién mg y la unidad ng son
morfismos en 1 )D.

Definicién 1.2.5. Sean H un dlgebra de Hopf y B € [{)’D. Decimos que B es una coalgebra
en YD si (B, A, ep) es una k-coalgebra tal que la comultiplicacion Ag y la counidad e
son morfismos en {{VD.

Sean H un élgebra de Hopf y B un algebra en [{)D. La trenza cgp : B®B — B® B le
da a B ® B estructura de algebra en |{ VD definiendo

mpgp = (Mp ® mp) o (id @ cpp ® id).

Esta estructura de algebra trenzada que tiene el producto tensorial de algebras permite
hacer la siguiente definicién.

Definicién 1.2.6. Sea H un algebra de Hopf. Decimos que B es un dlgebra de Hopf trenzada
H .
en YD si

e (B, mp,mp) es un dlgebra en E)}D,

20



e (B, A, ep) es una codlgebra en ﬂyD,
e Ag y eg son morfismos de algebras en Eyp,

e existe un morfismo Sg : B — B en YD que resulta ser la inversa de idg para el
producto de convolucién.

Para no confundir el coproducto de B con el de H escribimos Ag(b) = b(") @ b(?) para todo
b € B. Un algebra de Hopf trenzada graduada en {{)D es un é&lgebra de Hopf trenzada
B en ﬂyD junto con una graduacién B = @,>0B(n), donde cada B(n) es un médulo
de Yetter-Drinfeld y con esta graduaciéon B es un algebra graduada y una codlgebra
graduada.

Ejemplo 1.2.3. Si H es el algebra del grupo trivial, entonces B es un algebra de Hopf
trenzada en 11D si y s6lo si B es un algebra de Hopf.

Ejemplo 1.2.4. Sean H un é&lgebra de Hopf y V € [1YD. El algebra tensorial T(V) =
Dn>oVZ™ es un dlgebra de Hopf trenzada en {{D con comultiplicacién y counidad
dadas por

AV)=v®1+1®v, ¢v)=0 paratodoveV.

La existencia de la antipoda se puede encontrar en [Mon, 5.2.10]. Si H = kG, V es de tipo
diagonal, g € G, v € V5 y w € W, entonces

AwWw)=TRwW+ (g- W) @v+vRw+w® 1.

Proposicién 1.2.1. (Biproducto de Radford, bosonizacién de Majid) Sean H un &lgebra
de Hopf y B € {{ D un &lgebra de Hopf trenzada. El product smash B#H resulta ser un
dlgebra de Hopf definiendo:

Alb®h) = (b(” ® (b(z))H)hm) ® ((b(z))(o) ® h(z]) )
S(b®h) = (1®@SM)S (b_1))) (S (b)) ®1)
para todo b € B y para todo h € H.

Demostraciéon. Ver [Ra]. O

1.2.3 Definiciones y ejemplos de dlgebras de Nichols

Una herramienta esencial para el estudio de 4lgebras de Hopf punteadas es la filtracion
coradical

Ao C Aq C---CA,UnzoAn:A

donde A es un algebra de Hopf, Ay es la suma de todas las subcodlgebras simples de A
y Ant1 = AT ALRA+A®A)), para todon > 1. En el caso en el que A sea un algebra
de Hopf punteada, esta filtracién resulta ser una filtraciéon de algebras de Hopf. Por un
teorema de Radford [Ra] el graduado asociado gr(A) a esta filtraciéon es el biproducto
R#kT", donde T" es el grupo de todos los elementos tipo grupo de A y R es un dlgebra de
Hopf trenzada graduada en la categoria de médulos a izquierda de Yetter-Drinfeld de kT
El espacio vectorial V formado por todos los elementos primitivos de R es un submdédulo
de Yetter-Drinfeld de R. La subdlgebra B(V) de R generada por los elementos de V es
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una subélgebra de Hopf trenzada. En su tesis [Ni], Nichols estudi6 las dlgebras de Hopf
de la forma B(V)#kT. El dlgebra B(V) se llama dlgebra de Nichols de V.

Para poder definir formalmente algebra de Nichols necesitamos enunciar el siguiente
lema.

Lema 1.2.1. Sean H un algebra de Hopf, V € YD y T(V) el algebra de Hopf trenzada
del Ejemplo 1.2.4. Existe un tnico coideal maximal J(V) entre todos los coideales de
T(V) que estan contenidos en @,>,V®™. Este coideal es homogéneo con respecto a la
graduacion de T(V) y resulta ser un ideal.

Definicién 1.2.7. La codlgebra cociente B(V) = T(V)/J(V) se llama dlgebra de Nichols de
V.

Teorema 1.2.1. La coélgebra B(V) es un algebra de Hopf trenzada Ny-graduada.

Los siguientes dos ejemplos son los mas sencillos de algebras de Nichols. Para sim-
plificar no vamos a escribir los elementos de T(V) con el simbolo del producto tensorial.

Ejemplo 1.2.5. Si H es el dlgebra del grupo trivial, entonces V = V; y 1-v = v para todo
v € V. Utilizando la férmula del Ejemplo 1.2.4 obtenemos que

Avw—wv) =1 (vw—wv) + (vw—wv) ® 1

y por lo tanto vw —wv € J(V) para todo v,w € V. Se puede ver que J(V) es el ideal
generado por los elementos de la forma vw —wv con v,w € V y luego B(V) resulta ser
el dlgebra simétrica S(V).

Ejemplo 1.2.6. Sea H = kZ; y supongamos que V = V_; y que —1-v = —v para todo
v € V. Utilizando la misma férmula que en el ejemplo anterior obtenemos que

AV) =1V +vV @ 1

y por lo tanto v* € J(V). Nuevamente se puede ver que J(V) estd generado por los
elementos de la forma v con v € V. En este caso B(V) resulta ser el algebra exterior

AV).

Un problema importante y dificil es determinar el coideal J(V) como hicimos en los
ejemplos anteriores.

A partir de ahora H = kG, donde k es un cuerpo algebraicamente cerrado, car(k) =0
y G es un grupo abeliano. Sea V un médulo de Yetter-Drinfeld a izquierda sobre H. Ya
sabemos, por lo que vimos en el Ejemplo 1.2.2, que V = @4cc Vg ¥ que V4 es un G-médulo
para cada g € G.

En el articulo [AAH2] y las referencias incluidas, los autores estudian la siguiente
versién del problema que mencionamos antes. Supongamos que la dimensién de V
es finita. Se quiere determinar cudndo la dimensiéon de Gelfand-Kirillov de B(V) es
finita y describir el coideal J(V). Por hipétesis, V es suma directa de indescomponibles,
lo cual permite suponer que V es indescomponible y por lo tanto V C Vy para algiin
g € G. A su vez esto nos permite suponer que V € [2YD donde Z = (g). Como
restringimos escalares, V puede dejar de ser indescomponible. Sea V;, (¢, 1) un objeto en
“2YD, homogéneo de grado g" y dimensién | > 1, donde la accién de g esta dada por
un bloque de Jordan de tamafio | y autovalor e. En este caso, vale el siguiente teorema
[AAH].
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Teorema 1.2.2. La dimensién de Gelfand-Kirillov de B (Vn (¢, 1)) es finita si y s6losil =2
y € = £1. Ademas,

e si ¢ = 1, entonces
1
B (Va(1,2)) =k <x,y lyx—xy + 2x2>.

e Si ¢ = —1, entonces
B (Vh(—1,2)) =k <x,y | xz,yzx—xyz —xyx> .

El dlgebra B (V1 (1,2)) se conoce como el plano de Jordan y B (Vn(—1,2)) se conoce
como el super plano de Jordan.

En el mismo articulo en el que se encuentra el teorema recién mencionado, se de-
muestra que el super plano de Jordan tiene como base al conjunto

B = {xa(yx)byc |lae{0,1},b,c > 0}.
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Capitulo 2

Preliminares homoldgicos

En este capitulo daremos ciertas definiciones y resultados del dlgebra homolégica que
serdn necesarios para el proximo capitulo. En la primera seccién daremos una definicién
de la homologia y la cohomologia de Hochschild. En la segunda seccién describiremos
ciertas estructuras algebraicas que tiene la cohomologia de Hochschild. En la dltima
seccion resumiremos algunos resultados de sucesiones espectrales que serdn utilizados
para facilitar los cdlculos del siguiente capitulo.

2.1 Homologia y cohomologia de Hochschild

Esta seccién se basa en [We] y en [Gi].

Antes de definir homologfa y cohomologia de Hochschild es necesario observar el
siguiente hecho. El dlgebra envolvente de A es la k-dlgebra A® = A ® A°P con producto
definido por (a ® b)(c ® d) = ac ® db. Debido a que el producto en A°P esta invertido,
es lo mismo considerar un A-moédulo a derecha que un A°?-médulo a izquierda. Por lo
tanto dar un A — A bimédulo M es lo mismo que dar un A®-médulo a izquierda, con
accion de A® dada por (a®b)-m = a-m-b para todo a,b € A y para todo m € M;
también es lo mismo que un A®-mdédulo a derecha, con accién dada por m- (a® b) =
b-m-a. Esto permite identificar a la categoria de A — A bimédulos con la categoria
de A®-moédulos a izquierda, lo cual asegura que la categoria de A — A bimédulos tiene
suficientes proyectivos.

Definicién 2.1.1. Sea A una k-dlgebra y M un A — A bimédulo. Se define la homologia de
Hochschild de A con coeficientes en M como

H.(A, M) = Tor® (A, M)
y se define la cohomologia de Hochschild de A con coeficientes en M como
H*(A, M) = Extj(A, M).

Para calcular los grupos de homologia y cohomologia de Hochschild es necesario
elegir alguna resolucién de A como A — A bimdédulo, o lo que es lo mismo, como A®-
moédulo a izquierda. Sabemos que siempre existe una tal resolucién porque la categoria
tiene suficientes proyectivos. La resolucion que fue usada en la definicién original de
homologia y cohomologia de Hochschild es la resolucién bar.
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Definicién 2.1.2. Sea A una k-algebra. Se define el complejo bar de A de A — A bimédulos

b b/ b/ b/,
BeA:...— > ARQADBA 2 AQADA S AQARA 2 >ARA——>0

donde, para cada n > 0, el diferencial b, : A®@ A® 1 @ A —» A ® A" ® A estd dado
por

b1 Ra,®1) =R Qa, X1

n—1
+) (N Ra® - ®aan® - Qa@l+ ()" e ©an.
i=0

El complejo bar junto con la multiplicaciéon ma : A® A — A es una resolucion libre
de A como A®-mddulo a izquierda. Una demostracién de este hecho se puede encontrar
en [CE, Capitulo 9].

Para calcular los espacios Hi(A, M) aplicamos el funtor M ®xe — al complejo bar y
obtenemos

id®b/ idwb! id®b/,
M@pe BoA : i — 2o M @pe A% 2L M @pe AS3 20 M @ae A®2 — 0,

Es posible realizar la siguiente simplificacion. Dado
M®ae (AR -+ ®an) € M@ae A“M,
observemos que:

M®ae (AR - ®ap) =Mm®ae (ap®af) (1®a - ®ap_1®1)
=m-(a®a)@ac(1®@ar - @an_1®1)
=(an-m-ay) @ae (1®ar - Qa1 @1).

Esta igualdad sugiere el siguiente isomorfismo k-lineal
M®@pe (AR @ an) € M@ae AS™ 5 (an - M- ag) Dace (@1 @ an_1) € M ®@ae AZ2

que identifica M ® e A®™ con M ®ac A®™2 e induce el siguiente complejo isomorfo

_.gM@)A@zL)M@A@zL)M@ALM;)O_
donde los diferenciales estan dados por
by(m®a)=m-a—a-m,

baimRa®...0an)=m-a;®---Q an

n—I1
+) (MO ® - 0aan® - Qan+ (1) "an MO @+ @ an 1.
i=1

paratodon > 1.
Para calcular la cohomologia de Hochschild aplicamos el funtor Homae(—, M) al com-
plejo bar y obtenemos

o< Hompae (A%, M) <4 Hompe (A®3, M) % Hompe (A%, M) <—0
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donde d/,(f) = fb}, para todo f € Homae (A®™2, M) y para todo n > 0.
Nuevamente es posible realizar una simplificacién. Para todon > 0,

Homae (A%, M) = Homy (A°", M),

mediante el isomorfismo que asocia ¢ € Homae (A®(“+z), M) con la transformacién k-
lineal

(A1 ®...0a) EA" 010 ®...0a,®1) € M.

Esto reduce el cédlculo de la cohomologia de Hochschild al célculo de la homologia del
siguiente complejo:

... <2 Homy (A%2, M) <2 Homy (A, M) <®- M <—0

donde los diferenciales estan dados por

do(m)(a)=a-m—m-aq,
di(f)a1®@...0an1) = a1 flaa®...® any1)
n .
+3 (@ ® - ® @ @ @ angt) + (1) @ @ - @ an) - angs

i=1

para todo f € Homy (A®™, M) y para todon > 1.

A partir de la definicién, es claro que si A es proyectivo como A®-médulo, resulta que
H"(A,M) = Hy(A,M) = 0 para todo n > 1y para todo A®-médulo M. Por lo tanto, es
importante poder determinar cudndo A es A®-proyectivo. Al igual que en el Capitulo 1,
llamamos ma : A®* — A a la multiplicacién del dlgebra.

Proposicién 2.1.1. El dlgebra A es A®-proyectiva si y solo si existe un elemento e € A® tal
que ma(e) =1y ae = ea para todo a € A.

Demostracién. Supongamos primero que A es un A°-moédulo proyectivo. Como el mor-
fismo ma es sobreyectivo, existe un morfismo o : A — A° tal que mao = ida. Llamamos
e =0(1), luego ma(e) =1y ae = ao(1) = o(a) = o(1)a = ea para todo a € A.

Ahora supongamos que existe un elemento e perteneciente a A que cumple las con-
diciones del enunciado. Sea o : A — A¢® la funcién dada por o(a) = ae. Debido a
que ae = ea para todo a € A, resulta que o es un morfismo de A®-médulos y como
ma(e) = 1, entonces mao = idy. Veamos que A es A®-proyectivo. Sean M y N dos
A¢-bimédulos y sean f : M — Ny g: A — N dos morfismos de A°-mdédulos, con f so-
breyectivo. Como A® es A¢-proyectivo, existe un morfismo h: A®* — M tal que fh = gmap
y por lo tanto fho = g. O

Ejemplo 2.1.1. Sea A = M, (k), el dlgebra de matrices cuadradas de tamafio n con coe-
ficientes en un cuerpo k y sea e = ) ' E;y ® Ejy € A®. Veamos que e verifica las
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condiciones de la proposicién anterior. Dado B € A, resulta que

n
Be=) BE;y®E; = Z Z BjiEj | ® Eyi = Z Z Ejn @ BjiEys

i=1 i=1 j=1 i=1 j=I

n o on n o on
ZZE1®E11 ]l_ZZE]®E]l ]1—ZE)1®<ZE11 )1)

=1 i=1 =1 i=1

n

:Z ]1®E]J = eB.
]:

Por otro lado, ma(e) = Y i, Ei1Eqi = Ida y por lo tanto H™ (M (k), M) y Hn (My (k), M)
son nulos para todo m > 1y para todo M, (k)-médulo M.

Ejemplo 2.1.2. Sea A = kG, donde G es un grupo finito cuyo cardinal es inversible en
k. El elemento e = H@ Y e X ' ®x € AF® verifica las condiciones de la proposicién
anterior y por lo tanto H™(kG, M) y Hy;,(kG, M) son nulos para todo m > 1y para todo
kG-moédulo M.

Describamos ahora los primeros dos espacios de cohomologfa.

e H°(A,M) es isomorfo Ker(dy). Un elemento m pertenece a Ker (dp) si y solo si
a-m—m-a=0paratodo a € A. En particular, si M = A, resulta que H°(A, A) es
el centro del dlgebra.

e Para obtener una descripcién de H'(A, M) vamos a calcular por separado Ker(d)
e Im(dy). Dado f € Homy (A, M), f pertenece a Ker(d;) si y solo si

0=di(f)(a1 ® az) = a7 - flaz) — f(ayaz) +flay) - a2

para todo aj, a; € A. Por lo tanto, Ker(d;) es el subespacio de Homy (A, M) cuyos
elementos son las derivaciones, Dery(A, M). Por otro lado la imagen de dy es el
conjunto de derivaciones interiores Inng(A, M), es decir, los morfismos de la forma
a+ a-m—m-a para algin m € M. Luego H'(A, M) resulta ser isomorfo al
conjunto de derivaciones exteriores

Dery (A, M)/ Inni (A, M).

Notar que si M = A, entonces Dery (A) := Dery (A, A) es un algebra de Lie e Inny (A)
es un ideal de Lie. Por lo tanto H' (A, A) es un algebra de Lie.

Ejemplo 2.1.3. Sea Q un carcaj finito y sea kQ el slgebra de caminos. Sea A = kQ/J?,
donde ] es el ideal generado por las flechas. Vamos a probar que si H' (A, A) es igual
a cero, entonces Q es un arbol. Sea Qo = {ey,...,en} el conjunto de vértices, sea Q; =
{a1,..., 0} el conjunto de flechas y llamamos G al grafo que resulta de ignorar el sentido
de las flechas en Q. Dada una flecha &, llamamos G \ « al grafo que resulta de eliminar
la arista correspondiente. Si Q no es un arbol, entonces existe una flecha « € Q; tal que
G\ « es conexo. Supongamos que « = 7. Sea 6 : A — A la derivacién definida como

d(ei) =0paratodoi, 1 <1<n,
5(
5(

o) = «,
®i) =0 paratodoi, 2<i<r.

27



Si vemos que & no es una derivacién interior obtendremos el resultado buscado ya que
H'(A, A) es isomorfo a Deri(A, M)/ Inng (A, M). Supongamos que & es una derivacion
interior y sea x € A tal que 5(a) = ax —xa para todo a € A. Escribimos x = Y " ; Me; +
er:] wjoj, donde A; y p; pertenecen a k para todo i y para todo j. Llamamos, para
todo « € Qy, s(x) al vértice donde empieza « y t(«) al vértice donde termina. Como
d(a) = ax —xa para todo a € A, resulta que

oq =8(ar) = arx —xo1 = (Ag(o) = Me(ay)) 1,
0=258(0) = aix —x0ti = (Ag(o;) — (o)) i Paratodoi, 2 <i<r.

Por lo tanto Ag(s,) = At(a;) = T Y As(ey) — Mt(y) = O para todo i, 2 <1 < r. Como G\ ; es
conexo, existe un camino en G \ «; que conecta s(x;) con t(xq). Sean «,, i,, ..., ®;, las
flechas que componen este camino.

s(otr) />\ t(aq)

Al recorrer el camino empezando en s(o7) podemos asignarle a cada flecha un ntimero,
1 6 —1, segtn si la flecha apunta en el sentido del recorrido o no, respectivamente. Para
cada j, llamamos sg(a;) a este nimero. Resulta que

k
1= Aton) = M) = D 59(0ti) <}\s(oc~1j) _At(ocij)> =) 0=0,
=1 =1

lo cual es absurdo. Esta contradiccion proviene de suponer que & es una derivacion
interior.

Ejemplo 2.1.4. Sea k un cuerpo de caracteristica distinta de 2 y sea A = k[x]/(x?). En
este ejemplo vamos a calcular la homologia y la cohomologia de Hochschild de A con
coeficientes en A. Consideramos el siguiente complejo de A®-moédulos

on 52 & o ma

A° A° e A€ A° A° A° A 0,

donde ma es la multiplicacién del dlgebra y para todo i > 0, 6,; es la multiplicacién por
x®1—=1®xy 841 es la multiplicaciéon por 1 @ x +x ® 1. Veamos que el complejo es
una resolucién proyectiva de A como A®-moédulo. El conjunto {1,x} es una base de A
como k-espacio vectorial y por lo tanto {1 ® 1,1 ®x,x ® 1,x ® x} es una base de A® como
k-espacio vectorial. Resulta que

ma(a-1®14+b-1T®x+c-x®@1T+d-x®Rx)=a-T+(b+c)-x,
525 (a-1T®14+b-1T®x+c-x®@T+d-x®x)=a- xRT—-1Rx)+(b—c)(xRx),
52i1(@a-1T®14b-T®x+c-x®@T+d - x®Rx)=a- x@T+1R@%x)+ (b+c)(x®x).

A partir de este cdlculo es sencillo verificar que el complejo es efectivamente una reso-
lucién. Empecemos con el célculo de la homologia de Hochschild. Aplicamos el funtor
A ®@pe — al complejo truncado y obtenemos el siguiente complejo

e s ARpe AT T2 A o AU A g A NI A g A
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que a su vez resulta ser isomorfo al complejo

da d do

A A A A 0,

donde los diferenciales estan dados por dyi(a) = ax —xa = [a,x] y dyi+1(a) = ax +xa
para todo i > 0 y para todo a € A. Es fdcil verificar que Ker(dy;) es igual a A y que
Im(dyiy1) = Ker(dpi41) estd generado por x, luego se tienen los siguientes isomorfismos

Ho(A,A)=A, Hu(A A)=kparatodon > 1.

Continuemos con la cohomologia de Hochschild. Aplicamos el funtor Homae(—, A) a la
resolucién proyectiva y obtenemos el siguiente complejo

*

8% o3 5%
<2 Hompe (A, A) <—— Hompe (A€, A) <—— Hompe (A, A) < 0

donde 6} (f) = fo; para todo i > 0 y para todo f € Homae(A®, A). A su vez, este nuevo
complejo es isomorfo al siguiente complejo

LS L. O L. 0

donde los diferenciales estan dados por d®*! = dj;,1 y d** = —dy; = 0. Debido a que los
diferenciales son los mismos que para la homologfa, se tienen los siguientes isomorfismos

HY(A,A) = A, H“(AA)=k para todon > 1.

Es importante aclarar que si bien los espacios H?(A, A) y H?"(A, A) son isomorfos a k
para todo i > 1, el primero estd generado por la clase del morfismo 1 ® 1 — 1, mientras
que el segundo esta generado por la clase del morfismo 1® 1 — x.

2.2 Estructura de dlgebra de Gerstenhaber

Sea A una k-dlgebra. La cohomologia de Hochschild de A con coeficientes en A tiene
estructura de &dlgebra conmutativa graduada y de &lgebra de Lie graduada junto con
cierta relaciéon de compatibilidad.

Definicién 2.2.1. Un dlgebra de Gerstenhaber es un édlgebra conmutativa graduada G* =
®; Gt junto con un corchete [, -] : GP x GY — GPra-T tal que (G*,[-,-]) es una algebra de
Lie graduada y para todo a € G*, el morfismo b € G* — [a,b] € G* es una derivaciéon
graduada con respecto al producto, es decir,

[a,be] = [a, bl e+ (—1)EVE b g, o]
para todo a,b,c € G*.
Empecemos dandole estructura de algebra graduada a @n>o Homy (A®™, A).

Definicién 2.2.2. Sean f € Homy (A®",A) y g € Homy (A®™, A), se define el producto
cup f — g € Homy (A®™™, A) como la tnica transformacion k-lineal que cumple que

fegla1®..0an®an 1 ®...Q anim) = fla1 ®@...®an)glans1 ®... @ anim)

para todo aj, ..., anym € A.
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Los diferenciales del complejo resultan ser derivaciones graduadas con respecto a este
producto, es decir, si f y g son dos elementos homogéneos de grados n y m respectiva-
mente, entonces

dnym(f — g) = dn(f) — g+ (=1)""f — dn(g).

Esta formula muestra que el producto de dos cociclos es un cociclo y que el producto de
un coborde con un cociclo es un coborde. Por lo tanto H*(A, A) resulta ser una k-dlgebra
graduada con el producto inducido por el producto cup.

También existe en Gn>o Homy (A®™, A) una estructura de algebra de Lie graduada.

Definicién 2.2.3. Sean f € Homy (A®",A) y g € Homy (A®™, A), se define el asociador
entre fy g, fog € Homy (A®™™~1 A) como la tinica transformacién k-lineal que cumple
que

fogla1 ®...®anym-1) =
n
D ENEVM (0@, @4 ®9(ai® ... ® ipm1) ® Qg @ .. @ Anym1)

i=1

para todo ay,...,antm-1 € A. Se define el corchete de Gerstenhaber entre estos dos ele-
mentos como

[f,gl =fog— (_])(nJ)(m—Ug of.

El producto cup y el corchete de Gerstenhaber hacen de H*(A,A) un élgebra de
Gerstenhaber.

Ejemplo 2.2.1. Vamos a calcular la estructura de dlgebra de Gerstenhaber de la cohomo-
logia de Hochschild del dlgebra A = k[x]/(x?), donde k es un cuerpo de caracteristica
distinta de dos. Si bien para calcular la cohomologia podemos usar cualquier resolucién
proyectiva, el producto cup y el corchete de Gerstenhaber estan definidos a partir de la
resolucién bar. Para transportar la estructura de algebra de Gerstenhaber de la cohomo-
logia calculada a partir de la resoluciéon bar a la cohomologia calculada en el Ejemplo
2.1.4 es necesario encontrar morfismos de comparacion f y g entre las dos resoluciones:

Ac 52 Ac it Ae %0 e MA_ A 0
QST\Lfg, gZTifz 91Tlf1 idA@A ida
b/ b’ b/
s AQABRA - ARATI QA L~ AQARA = A AL A 0

Es sencillo verificar que la sucesiéon de morfismos de A¢-médulos {f, : A® =5 A ® A" ®
Al>o definida como fp = idaga y fn(1®1) = 1@ x" ® 1 para todo n > 1 resulta ser
un morfismo de complejos y un levantado de la identidad. Para todo n > 0, definimos el
morfismo de A®-médulos g, : A @ A® ® A — A° como

gn(1ex" " 1) =131,
(1041 ®...00101®a11®...0a,) =0

para todoi, 1 < i < ny para todo ay,...ai_1,Qi41,...an € A. La sucesion {gnjn>0
resulta ser un levantado de la identidad. Para encontrar estos morfismos nos basamos en
[GGRSV].
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Ya estamos en condiciones de calcular el product cup. Debido a que el producto es
bilineal, alcanza con calcular los productos entre los elementos de la base de H*(A, A).
El espacio HC°(A, A) tiene como base al conjunto formado por la clase del morfismo « :
1®1+— 1y ladel morfismo «; : 1 ® 1 +— x. Denotamos por

B 1@l 1cH™MAA) yy™ ! 1®1 - xec H™(AA)

a los generadores de sus respectivos espacios de cohomologia para todon > 1y para todo
m > 0. Por definicién, si ¢ € H'(A,A) yy € H/(A, A), entonces ¢ — p € HTI(A,A).
Por lo tanto, para calcular ¢ — 1 necesitamos saber qué valor toma en el elemento 1 ® 1.
Resulta que

e —b(1®1) =(pgi — bgj) fij(1®1) = (@gi — Vg;) (1 ® x®iH ®1)

— g (1 ®x®i®1)¢gj (1 ®x®j®1) — (111 ®1)

y por lo tanto es sencillo verificar las siguientes igualdades:

X — X = ot o — B =0

X — & = X o — yIt =0

o — BZi — {321 BZi — ﬁZ] — 62(i+j)
oo — ,Y2j+] _ ,YZj-H (321 — ,YZj-H _ y2('1+j)+1

o — o =0 V2T 42 —

para todo iy para todo j.

Por dltimo vamos a calcular la estructura de algebra de Lie graduada. Aligual que pa-
ra el producto, solo es necesario conocer los valores que toma el corchete de Gerstenhaber
entre los elementos de la base. Empecemos calculando los asociadores. Si ¢ € H™(A, A)
y ¥ € H"(A, A), resulta que

eop(1T®1) =(@gmoWgn) frin1(1® 1) = (@gm 0 Pgn) (1 X" @ 1)

m
=Y (NETNegn (1ex g (10X @ 1) @x* @ 1)
i=1

m
=Y (N Teg, (Tex® ap(leex™™e1).
i=1

Separamos el calculo del asociador en casos.

e Sin es par,

eov(1an) =) (-1 egn (1ex* T @vienex* " a1),

i=1

— sim es par,
pop(T®1) =0,
-simesimpary Pp(1®1) =1,

pop(1®1) =0,
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- simesimpary Pp(1®1) =x,
poP(T®1)=0(1®1),

e sin esimpar,

poP(1®1) ZZ(pgm (1@x*m™®1) =me(1®1).

i=1

A partir de este calculo es facil verificar las siguientes igualdades:

[0, 0] =0 [o1, 2] =0

[0, %] =0 [oq,.szfl] =0
(o0, BH] =0 [B%,BY] =0
(0o, v241] =0 [B2,y2+1] = 2ip2it)

[, 1] =0 [YZiHIYZjH] =2(i— ]’)YZ(H]’)H

para todo iy para todo j.

2.3 Sucesiones espectrales

En esta seccién resumiremos algunos resultados sobre sucesiones espectrales que provie-
nen de una filtracién de un complejo.

Empecemos considerando el problema de calcular la homologia del complejo total T,
de un complejo doble E, . de espacios vectoriales, cuyas tinicas columnas no necesaria-
mente nulas son Epe y E1 .

dO q+2 ¥ dl q+2 dZ q+2
<— — —Q0=— 0,q+2 0
dO q+2 d] q+2
0,q+1 d‘?,qul dZ q+1
<---0<——Fyqr1=—Egn=——0=<--~
dO q+1 d] q+1
ar ar a
,q 1.q 2,q
<-—-0 Eoq E1q (——
g q dj 4
dO q—1 d?,q—l d?q71
<7770<7E0q]%1:_]q]<70<777
\ \
I I
\ | | \
[ [ [ [
A N Y Y

Como primer paso, calculamos la homologia vertical Ho(E; o) para todo p. Denota-
mos por Eg,,q al espacio vectorial Hy (E; «) y lo ubicamos en el punto (p, q) de un nuevo
diagrama junto con los diferenciales horizontales inducidos.
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h
dl,q +2 1 dZ q+2

Oq+2
<- - 0<—"Byg=—Bgo~—0=<---
0 d8q+1 E] d?,qul 1 d?qu] 0
<~ - V= Oq+1<7 1,q+1<7 -
dg L dy
/q 1 1.q 1 2,4
<---0 E) g El g 0<—— -
0~ 4! h E d}ﬁq—l 1 dlZi/q—1 0
<--- 0q1<; 1,q—1<; <- -~

Denotamos por E%,q al espacio de homologia horizontal H,, (El,q). El objetivo es
encontrar, para cada q, la relacién entre los espacios Eé,q 1 E%/ qy Hg41(Te). Como solo las
columnas Eg . y E; . son no necesariamente nulas, escribimos (a, b) € Eo 441 X Ey,q cuando
nos referimos a un elemento de Ty y llamamos d, a los diferenciales del complejo total.

Si a pertenece a Ker <d8,q +1>' resulta que

dg1(0,0) = (dfgy1(a) + i 0), 7 4(0)) = (0,0).
Esta observacion permite definir el morfismo
T:a € Ker (d&qH) = [(a,0)] € Hqur(T).

Sea a € Ker ( 5 q—H) Sia= d(V),q+z(b) para algin b € Eg 42, entonces (a,0) = dq42(b,0),

ysia= d?,q+1 (c) para algtn c € Ker (dY,qH), resulta que (a,0) = dq42(0,c). Luego el
morfismo T pasa al cociente y obtenemos un nuevo morfismo inyectivo

LG i1 — Han (T).
Por otro lado, el elemento (a, b) pertenece a Ker (dq;1) siy solo si b pertenece a Ker <d‘{,q)
y d‘(;,q la) = —d}f,q(b). Esto permite definir un morfismo

7 [(a,b)] € Hep(T) = [b] € ET,

Es claro que Im(t) estd incluida en Ker(7). Sea [(a,b)] € Ker(7), queremos encontrar
un elemento a’ tal que (a’ — a,b) pertenezca a Im (dq42). Como 7([(a,b)]) = 0, existe
¢ € By g4 tal que dj ;;(c) = b, y como (a,b) pertenece a Ker(dq+1), se cumple que

df qr1(a) = —di (b) = —d d} o 11(c) = df g 1dT g (c).

Por lo tanto dg,qﬂ (a— dﬁ‘,qﬂ(c)) = 0 y si llamamos a’ = a— dﬁ‘,qﬂ (c), obtenemos lo
que buscdbamos. Acabamos de probar que hay una sucesion exacta corta

0——> E2

0,q+1 - Hq—H (T) = E%,q O/
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que relaciona E} a1y E? q con Hg1(T). Como estamos trabajando con espacios vectoria-
les, 7t es una retraccién y resulta que

Hg1(T) = E§ g1 D E%,q

Definicién 2.3.1. Una sucesién espectral de homologia (que empieza en s) en una categoria
abeliana 2l consiste de los siguientes objetos:

e Una familia {E{J,q} de objetos de 2 definidos para todo p,q,r € Z, v > s.

e Una familia de morfismos {d{,,q tELq = Bporgara } que resultan ser diferenciales,

es decir dj jody,, ;1 =0, de manera que la recta de pendiente —(r+1)/r en el

reticulado E| , resulte ser un complejo.

e Isomorfismos entre ET” y la homologia de E{ , en el punto Ej ;:

BN =Ker (dy ) /Im (d,, g ri1) -

El grado total de Ej, ; esn = p + . Los términos de grado total n yacen en una recta de
pendiente —1 y cada diferencial hace decrecer el grado total por uno. Llamamos pdginas
a cada reticulado E, para todor > s.

Una sucesion espectral de homologia ubicada en el primer cuadrante es una sucesion
espectral tal que Ej , = 0 a menos que p > 0y g > 0. Si fijjamos p y g, entonces
Bl q E”] para todo r suficientemente grande. Esto se debe a que eventualmente el
domlmo de d, q—r+1 Va a estar ubicado en el cuarto cuadrante y el codominio de dj,
en el segundo cuadrante. Denotamos por E>°, a este valor estable de Ej

Definicién 2.3.2. Una sucesion espectral de cohomologia (que arranca en s) en 2 es una familia

{EP9} de objetos de 2 junto con morfismos {d?’q (BP9 E?H’q*rﬂ} que son diferen-
ciales, es decir d, o d, = 0, e isomorfismos entre E,; y la homologia de E,.

Definicién 2.3.3. Una sucesion espectral de homologia se dice acotada si para todo n
existe una cantidad finita del términos no nulos de grado total n en E{,. Recordar que
E; . es la primera pagina. Si este es el caso, para cada p, q existe un o tal que B} , = =Epq
para todo r > rp. Denotamos por B, a este valor estable de | Dec1mos que una
sucesion espectral acotada converge a H si existe una familia de objetos {Hn}, .7 en 2,
cada uno con una filtracién finita

O:Fang”'ngf1HnngHnng+1Hng"'gFtHn:O

tal que EJ%, = Fpy Hpuq /Fp—1 Hpiq. Si la sucesion espectral E converge a H, escribimos
E}q = Hpiq-

Una sucesién espectral de cohomologia se dice acotada si para todo n existe una can-
tidad finita de términos no nulos de grado total n en EJ"®. Decimos que una sucesion
espectral acotada converge a H*® si existe una familia de objetos {H"}, ., en 2, cada uno
con una filtracién finita

O=FH"C.---CPH'CFPH"CFP 'H"C..- CFH"=0

tal que ER! = FP HPT9 /Fp+T P,
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Una filtracién F de un complejo C es una familia ordenada de subcomplejos de C
- CFpCCFCC -,

Como en los célculos que se hardn en esta tesis las sucesiones espectrales se estabilizaran
en la segunda pagina, al igual que en el ejemplo introductorio de esta seccién, omitimos
la demostracién del siguiente teorema. Ver el Capitulo 5 de [We].

Teorema 2.3.1. Una filtracién F de un complejo C determina una sucesién espectral que
empieza con Eg,q =F,Cpiq/Fp-1Cpiq y contintia con E;/q = Hp+q(Eg,,).

Una filtracién de un complejo C induce una filtracién en la homologia de C, el espacio
F, H, (C) es la imagen del morfismo Hy (F,C) — Hy (C).

Teorema 2.3.2. Si C un complejo provisto de una filtracién F acotada, entonces la sucesion
espectral asociada es acotada y converge a Hq(C):

E:J,q = Hp1q(Fp,C/Fp1(C)) = Hp4q(C).

Hay dos filtraciones usuales asociadas a cualquier complejo doble C que resultan en
sucesiones espectrales relacionadas con la homologia del complejo total Tot(C). En esta
tesis vamos a hacer uso de una de estas.

Definicién 2.3.4. (Filtraciéon por columnas) Si C es un complejo doble, se puede filtrar
el complejo total Tot(C) de la siguiente manera. Sea 'F,Tot(C) el complejo total del
subcomplejo doble de C

Cpq sip<nm,

( SHC) =
‘ P4 0 si no.

Esta filtracion da lugar a una sucesién espectral {E{,,q} que empieza con Eg,q = Cp,q- Los
morfismos d° son los morfismos verticales d¥ de C y por lo tanto E]L/q = HY](CP,.). Los
morfismos d' son los morfismos horizontales d" inducidos en al homologia. Si C es un
complejo doble ubicado en el primer cuadrante la filtraciéon es acotada y por lo tanto la
sucesion espectral es convergente: Eg,q = Hpyq(Tot(C)).

La otra sucesion espectral usual es la que surge de filtrar por filas y se define de
manera andloga.
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Capitulo 3

Super plano de Jordan

El super plano de Jordan es la k-dlgebra A =k <x,y | %%, y*x —xy? — xyx>. En este ca-
pitulo calcularemos la homologia y cohomologia de Hochschild de A con coeficientes
en la misma 4lgebra. Luego describiremos la estructura de algebra graduada que tiene
H*(A, A) y por dltimo calcularemos la estructura de dlgebra de Lie de H'(A,A).

El dlgebra libre k (x,y) tiene una graduacion tal que el grado x y el grado de y es 1.
Como el ideal (x%, y>x —xy? —xyx) es homogéneo con respecto a esta graduacion, resulta
que A es un algebra graduada. Dado a € A, denotaremos por gr(a) al grado de este
elemento. Recordemos que A tiene como base al conjunto

B={x"(y0)y* la € 0,1, b,c>0}.

Todos los calculos los haremos utilizando esta base, por eso es necesario conocer las
reglas de conmutacion del dlgebra que se encuentran en el Apéndice A.

3.1 La resolucién proyectiva

Si bien la resolucién bar es muy ttil para probar resultados tedricos, a la hora de rea-
lizar calculos explicitos es conveniente trabajar con resoluciones mas chicas. Cuando se
trata de un dlgebra graduada, como es el caso del super plano de Jordan, sabemos que
existe una resolucién minimal. En esta seccién construiremos una resolucién proyectiva
minimal de A como A¢-mddulo utilizando el método desarrollado en el articulo [CS].

Primero debemos definir un sistema de reduccién R que satisfaga la condicion del
diamante para el el ideal I = (x?,y>x—xy? —xyx). Fijamos el orden y < x entre las
variables, que induce un orden entre los monomios de k(x,y) y sea

R ={(x%0), (y?, xy* +xyx)}

el sistema de reduccién asociado a este orden y al ideal I. Es claro que, para todo (s, f) €
R, f es irreducible. Nos resta verificar que todas las ambigiiedades se resuelven. El
conjunto de ambigiiedades es {x3,y*x?} y los siguientes diagramas muestran que ambas
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ambigiiedades se resuelven:

x(x%) — x0

x)x — (xy? + xyx)x == xyx + xyx? — x(xy? + xyx)

y20 0

Denotamos por A, al conjunto de n-ambigiiedades para todo n > 2. Es inmediato
verificar que A, = {x"*,y?x"}. Ademés llamamos Ay al conjunto {x,y} y A; al conjunto
{x?,y*x}. Ya estamos en condiciones de construir la resoluciéon proyectiva. Consideramos
el siguiente complejo P,A de A®-mddulos

PA: - —SCAkA A ZAGKA A S ARKA DAL ~ADA >0
donde los diferenciales estdn definidos como

d(1®x®1)=x®1-1Qx,
d(1eye1)=yx1-1Qvy,

G =x@x®1+10x®Xx,

A1y 1) =y’ 2x@1+yRyex+10yyx
—(xy®y®1+x®y®y+1®x®y2>
—(xy@x@1+xQ@Yy@x+10x®yx),

(13X @1) =xx" @1+ (-1 @x"®x,
dn(] ®y2xn®]) :y2®xn®]+(_])n+1 ®y2xn71 ® X
- (x®y2x“*] RT+xy X" R1+1x " Qy? + 1 ®x“®yx)

para todo n > 2. Veamos que P,A resulta ser una resoluciéon proyectiva de A. Primero
debemos verificar que mady = 0:

MaAdo(1Rx®1)=maA(x®1—-1T®x) =x—x=0,
mado(T@Y®1) =maly®1-1®y)=y—y=0.
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Ahora vamos a probar que P,A es efectivamente un complejo:

dody <1®x2®1) =d(xxRT+TRxRx)=x(x®1—-1T®x)
+(x®1—-1®x)x
=T —x@x+x@x—10x¥=001-120=0,
dod; (1 ®y2x®1) =d <y2®x®1—|—y RYRXx+TRYRyx
— (xy®y®1+x®y QY+ 1 ®x®y2)
—(xy®x®1+x®y®x+1®x®yx)>

= x®1-10%) +yy@1-10yx+ [y 1-10y)yx
—xyy®1-1ey) —xyo1-1eyly—x®1-12x)y?
—xyx@T—-1T0x) —x(y@1-1T@y)x—x®1—-1®@x)yx

= (yzx—xyz—nyX) ®1-1® (yzx—xyz—xyX) =0,

didy (1®x3®1) =d1(xx*®@1-19x* ®@x)
=x(x®xRT+TRxXx%x)—(xxXT+TRXx®x)x
=X xRT+XxRxAXx—xxRx+1Rx@%x> =0,

didy (1 ®y2x2®1> =d <y2®x2®1—1 ®yzx®x—x®yzx®1—xy %1

—TexXy*—1 ®x2®yx>

:y2x®x®1+y2®x®x—y2®x®x+xy RYRx
FXRYAYXFTRXRY X+ XYy DX X — Xy @ x @ |
—XYRYRX—XQYRYX+Xx DX DY? +X ® X @ Yx
—xYx XD T —xy ®x X —xDxQY> — 1@ x @ xy?
—X®@xQ@Yx —1 Q@ x @ xyx

= (yzx—xyz—xyx) RxRT+TRx® (UZX—XUZ_X‘JX>
0,

dndn (1 X" ® 1) =d, (x®xn+] @14 (—1)H2 @ 5] ®x)
—x(x@x @1+ (1 ext o x)
+ (=12 (x®x“®1+(—])““ ®x”®x>x
= (D)X @x" @ x4 (—1)""2x @ x" @ x =0,
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dndn (1 Ry @ 1) =d, <y2 X" @1+ ()" Ry @ x —x @y ® 1

_Xy®xn+] ®]_1 ®Xn+1 ®y2_] ®Xn+1 ®1JX>
=y? X" @1+ (-1 @x" ®@x

+ (_])n+2 <y2 ®x" ®X_X®yzxnf1 ®x

—xy X" @x—1 ®xn®y2x> Xy X" @1

+ ()" @yt @x +x @ X" @ y?
+Xx QX" @YX —xyx @ X" @ 14 (=1 2xy @ x" @ x
—x@X" @Y+ ()" @x" @ xy? —x @ X" @ yx
+ (=) @ x™ @ xyx

= <y2x—xy2—xyx> Rx"®1
+ (=T ex*® <y2x—xy2—xyx> =0.

Llamamos 0, a los diferenciales de la resolucién de Bardzell del dlgebra monomial aso-
ciada k(x,y)/(x?,y*x). El teorema [CS, Thm. 4.1] dice que si P,A es un complejo y para
todo i > 0, los elementos que aparecen en la expresiéon (d; —4;)(1 ® q ® 1) al borrar
los tensores, son mds chicos en el orden inducido por el sistema de reduccién, entonces
P.A — A — 0 resulta ser exacto. Como este es el caso y todos los A®-médulos que
componen la resolucién son libres, resulta que P,A es una resolucién proyectiva. Co-
mo la imagen de cada diferencial estd contenido en el radical del médulo codominio, la
resolucién es minimal.

3.2 Homologia de Hochschild

Para calcular la homologia y la cohomologia va a ser conveniente pensar a la resoluciéon
P.A como el complejo total del siguiente complejo doble

| |
0 o
AQkix®A <1 Axkiyhx'® A
5 5!

AQKPI®A <1 ARkiy’3 @A
0 o’

AQk{x}®A <1 A@kiy’x3®A

5 5’

ARA LAk Yy @A <2 A@kiyh)® A

39



donde A ® A esta en la posicién (0,0), A ® k{x,y} ® A estd en el lugar (1,0) y asi sucesi-
vamente. Los diferenciales de A®-mddulos son los siguientes:

d(1®ve1l)=v®1-1®v, paratodov € k{x,y},

d1oyx®1) =1 x®@1+y®yx+1Qy@yx
—(xyRYT+x0yey+1xey?)
—(xydx@1T+xy@x+1Q@xdYx),

dIuix™"® 1) =y x" @1 —xyx"®1-19x"y? —1@x"Qyx n>2,

S1Xx"®1) =x@x" '"@1+1ex" ' ®x,
S1yx"@1) =—xux" " T+1eyxx™Tox) n>2,

1Xx" @) =xx" " @1-12x""x,
VIy’x"@1)=—xy*’x" '@ 1-1y’>x" '®x) n>3.

Llamamos X, . a este complejo doble. Los diferenciales estdn elegidos de manera tal que
el complejo total de X, . sea P,A. Al mirar las columnas, vemos que los diferenciales son
muy similares a los diferenciales de la resolucién proyectiva de k [x] / (xz). Esto se debe
a que las columnas se corresponden con la relacién cuadratica. Por otro lado las filas se
corresponden con la relacién ctibica y son finitas debido a que esta relacién no produce
ambigiiedades consigo misma.

Para calcular la homologia de Hochschild aplicamos el funtor A ®ae (—) al complejo
doble X, . y obtenemos un nuevo complejo doble tal que la homologia de su complejo
total es isomorfa a He(A, A). El complejo es el siguiente

412 REELY
A®p (AKX @A) <224 A @ (A® k{y2x4} ®A)
1d®o id®d’
A @ac (A QKX ®A) <224 A @ (A @ k{y*x3} @ A)
id®o id®o’
A @ (AKX @A) <22 A @ae (A @Ky © A)
1d®6 id®s’
A@rc (ADA) 2L A @ae (AR K,y ©A) L2 A @i (A2 kyix) ® A)

Identificando de manera natural A ®aec (A ® W ® A) con A ® W para todo espacio vec-
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torial W resulta el complejo doble

—0

\ \
\ d \
A A

5 —d
A< A

0 —0
A<L A

5 b
A<BApAL A

con los siguientes diferenciales k-lineales

do(a,b) = [a,x] + [b,y],
di(a) = ([a,yz] — (axy +yxa), [x, aly +y [x, a] —xax) ,

d(a) = — (axy +yxa),
5(a) = (ax+xa 0),
5(a) = ax +xaq,
d(a) = la,x].

Para calcular la homologia total de este complejo vamos a utilizar la sucesién espectral
inducida por la filtracién por columnas. Denotamos por E , a la sucesion espectral.

3.2.1 Primera pagina

Para poder calcular los espacios de homologia de la primera pédgina de la sucesién espec-
tral vamos a necesitar saber qué valores toman los morfismos 5, 6 y 0 en los elementos
de la base B.

Empecemos con 8. Sea z = x%(yx)°y® € B, luego §(z) = x®(yx)yx + x4+ (yx) yc.
Nos va a resultar conveniente escribir esta tltima expresién como combinacién lineal de
elementos de B usando las reglas de conmutacion demostradas en el Apéndice. Para eso
vamos a necesitar considerar diferentes casos.

a+1 (

e Sia=0yc=2k,

8(2) = () y o+ x(yx) "y = (yx)* (Z ]jx(yx)“yﬁ> +x(yx)y**
i=0

k
=D 5 W)™ x(yx) Ty x(yx) Py

i=0
~Sib=0,
6&)=§iwxwﬂkwh+xy
P il
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- Sib>1,comox?=0,

k' 1 1

5(z) = Z (y) " (yx)x(yx) Ty 4+ x(yx) Py = x(yx) Py

i=0 u
eSia=0yc=2k+1,
5(2) = (yx) "y x4+ x(yx) "y

L o

_ (yx)b (Z ."(yx)k—1+1y21> er(yx)bka-H
— i

k
k!
— Z F(yx b+k 1+1y21 er(yx)bka-H‘

e Sia=1lyc=2k,

§(z) = x(yx)Pyx +x* (yx)Py* = x(yx) y*x

= x(yx)° (Z ISX(yXJkiyZi)
) i=0
Z

)kfi 2i

r‘\(f

ya que como x? = 0, resulta que x(yx)’x = 0 para todo b > 0.

eSia=1lyc=2k+1

K
k! i1 2%
8(x) = x(yx)*y**x = x(yx)° (Z =)k 1”921>
— i
k
k! i1 2%
_ Z Ex(yx)b-i-k H-]yh‘
i=0
Con este célculo probamos que
K i
Im(8) = <Z i7")((yx)k 1y21+xy b+1 2k Z b+k 1+1y21_’_x(yx)by2k+1,
i=0

K k! . .
i=0

Ahora que ya tenemos un conjunto de generadores de Im(8), queremos extraer una base.

Proposicién 3.2.1. El conjunto

k

k!

{ (yx)bka E i(yx)b-‘rk ‘L+]y21+x(yx)by2k+] :b,k 2 O}
i=0

es una base de Im(9).
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Demostracién. Vamos a usar las siguientes notaciones:

k!
me= Dy iy

i—0
Opx = x(yx)* 1y,
K
Aoje =D = (yx)* Iy 4 x(yx) Py,
i=0

k

k! . ;

Lok = Z iX(yx)b+k 1+1y21.
i=0

Sabemos que el conjunto {nx, Ok, Abk, Mok : b,k > 0} genera Im(5). Como
k! k—i, 21 k! k—i, 21 2k
M = ZO PR TR Ty ZO XX Ty + 20y
1= 1=

k—

k!
27 ki1 + 2y
i=0 v

y la caracteristica de k es o, resulta que xy?* pertenece a Im(8) para todo k > 0. Por otro
lado,

K g Ky

_ . b+k i+1 21

Hpk = E *UX(UX E T Obrk—i,i-
i=0 i—0

Por lo tanto

{eb,k/ XHZk/ }\bk : b/k Z 0}

{ b 2k Z b+k 1+1y21+x(yx)by2k+1 b k> O}

genera Im(3). Mads aun, se trata de una base ya que cualquier combinacién lineal de
elementos de este conjunto es una combinacién lineal de elementos distintos de 5. [

Proposicién 3.2.2. El conjunto
Kok
{(X(yx)bka O) ) (Z T"(yx)b-i-k 12 +X(yx)by2k+1’0> bk > 0}
i=0
es una base de Im(5).
Demostracién. Se deduce de que para todo z € A, §(z) = (8(z),0). O

Nos resta calcular los valores que toma 0 en los elementos de la base y obtener una
base de su imagen. Calculemos 9(z) para z = x%(yx)"y¢ € B. Como

3(z) = x“(yx) "y x — x* (yx)°y¢,

resulta que
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esia=0yc=2k,

3(z) = (yx) "y x —x(yx)Py* = ) () Py )iy — xlyx) Py

-Sib=0,
- Kl k—i, 2i 2k T« K k—i, 2i
d(z) = % gX(UX) Yo —xy" = % ?x(yx) y-
- Si b > 1, usando nuevamente que x2 =0,
d(z) = —x(yx)*y*™.
e Sia=0yc=2k+1,

k

k! ) .
0(z) = (yx)by2k+1x _x(yx)bka-H _ Z F(yx)bJr1<—1+1y21 _x(yx)byzk_l,_].
i=0
e Sia=1yc=2k,
£ o
0(z) =x(yx) Yy x =)y = ) Tx(yx)*x(yx)Ty* =0,
i=0

ya que x(yx)®x = 0 para todo b > 0.

eSia=1lyc=2k+1,

k
k! . .
0(z) = x(yx) yHx = (yx)*yH = Y Txlyx)P TR
i=0

Con este célculo probamos que

k—1

k! kl . .

<Z . yX k 1 21 (yX)bH 2k Z . b+k 1+1921 (yX)b 2k+1
i=0 i=0

il

Ky o
Z ;X(yx)b+kfl+]y21 . b,k Z O>.
i=0

Proposicién 3.2.3. El conjunto

{ b+1 Zk Z b+k 1+1y21 (gx)bkaJﬂ ‘b k> O}

es una base de Im(9).
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Demostracion. Llamamos como antes

KT o
M1 =) T{X(yx)k_lyh/

i=0

Opx = x(yx)" Ty,

k
k! 1
)\b,k — E F(yx)b-i-k 1+1y21_x(yx)by2k+1’
i=0

k
k! . .
Wpk = § FX(yx)b-i-k 1+1y21'
i=0

Como k—1 > 1 para todoi, 0 <i < k—1, entonces

_y K k—iy 20 _ = k!e
Nk-1 = Z )Ty = Z 7 1t
i=0 i=0
Por otro lado como b+k—1i+1 > 1 para todo 1, 0 < i < k, entonces
= K b+k—it1,,2i = K
Mok =) XX yi=) = 77 Foreii
i=0 i=0
Luego el conjunto
{ x) D+ Z X)PHEHIGZ () by 2t Lk > O}
genera Im(0) y es facil ver que es una base. O

Ya estamos en condiciones de calcular la primera pédgina de la sucesiéon espectral.

ABA

m(5) tiene como base al conjunto

Proposicién 3.2.4. El espacio vectorial E1 0= A

{ {((yx)byc,O)} :b,c> O} U { [(O,xa(yx)byc) :aef{0,1}yb,c> O}.

Demostracién. Debido a la Proposiciéon 3.2.2, resulta que
[(X(yX)bka,O)} =0,

[(7x(yx)b 2+l } i 1!' [ okt 2 O)}

i=0

y por lo tanto, el conjunto que aparece en el enunciado de la proposicién genera E},O. Es

tacil verificar que también es linealmente independiente. O
Vamos a identificar a £}, = % con Im 7 @Ay vamos escribir a los elementos

[(a,b)] € E1 o como ([a], [b]) para poder traba]ar mas facilmente con cada coordenada
por separado
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Proposicién 3.2.5. El espacio vectorial E2 0= T tiene como base al conjunto

{ [(yx)byc} :bc> O} .
Demostracién. Se deduce mediante un razonamiento andlogo al anterior. O

Proposicién 3.2.6. Los espacios vectoriales E},ﬁ 1 = E} .., tienen como base al conjunto
{[xy*™] : n >0}, para todo i > 0.

Demostracién. Es claro que el nicleo y la imagen de 5 : E?/Zi IR E?,Zi son isomorfos,
respectivamente, al ntcleo y la imagen de —5 : Eg 2ig1 Eg 5~ Lo mismo ocurre con los
morfismos 9 y —3. Ademés Ker(8) es igual a Ker(5) y luego E! iy €s isomorfo E2 21
para todo i > 0. Sea z € Ker(d), como d(w) =0 6 gr(d(w)) = gr(w) + 1 para todow € A
y las relaciones que definen a A son homogéneas, podemos suponer que z es homogéneo.
Separamos el célculo segtin la paridad del grado de z.

e Sigr(z) = 2n, entonces
n
ZZZoq(yX n 1 21+ZE)1X UX n 1y21 1
1=0 i=1

Por la Proposicién 3.2.3, sabemos que x(yx)" y#—! — Z; (]) L ],1 (yx)"Jy? perte-
nece a la imagen de 9 para todo 1 < i < n. Por lo tanto, reduciendo médulo

bordes, podemos suponer que z = Y |, oq(yx)™"'y?". Si z pertenece al nicleo de 3,
entonces
0:5( _6<Zoqyxn121> Z“lé yxnlzl)
1=0
n—1
=Y od((y)™ Yy + and(y™™)
1=0
n—1
_ oqx(yx n l 21 + o Z X yx n lyZI + (Xan
1=0
n—1 n!
=) (q+ ocnl—")x(yx)“ YW 4 200 xy™
1=0

Como el monomio xy?™ no aparece en la sumatoria, resulta que o, = 0. Luego

=

.
aax(yx)" 'yt =0

L

Il
o

y como los monomios que aparecen en la suma son linealmente independientes,
entonces «; = 0 para todo 1,0 <1 <n—1. Es decir, z= 0.

e Sigr(z) =2n+ 1, entonces

n
Z yx n l 2141 + Z le yx n 1y21

1=0
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La Proposicién 3.2.3, asegura que x(yx)" ty?' € Im(d) para todo 0 <1 < n— 1. Por
lo tanto, reduciendo médulo bordes, podemos suponer que z = 3 |-, oq (yx)" y?H T +
Bxy®™. Siz pertenece al ntcleo de §, entonces

n
0=>5(z) =) oud((yx)™ 'y?) + Bs(xy™)
1=0
n 1 u
_ Z o <Z j(yx)n+]_1921 -{—X(yX)n_lyZH_])
1=0 i=0
n 1 1 ) n
_ Z Z O‘lj(yx)n-i_]_lyh + Z OC[X(yX)n 1y21+1
1=0 i=0 ) 1=0
En particular ) |-, oax(yx)" ! =0, por lo tanto &) = 0 para todo 1, 0 <1 < n.

Es decir, z = Bxy*" y
Eloiyr = Edpir = <[Xyzn} P> 0>-

Ker(5)
Im(0)

combinaci6n lineal de elementos de la forma [xy?"] y supongamos que [w] = 0, es decir,
w € Im(9d). Como los elementos que generan Im(6) son homogéneos podemos suponer
que w también lo es y por lo tanto w = Axy”™ para algtin n > 0 y para algtn A € k. Pero

los tnicos elementos de la forma x(yx)®y¢ que pertenecen a Im(8) cumplen que b > 1.

Ker(8)
Im(0) * O

Veamos que los generadores que encontramos forman una base. Sea [w] € una

Por lo tanto A = 0 y el conjunto {[xy*"] : n > 0} es una base de

Proposicién 3.2.7. Para todo i > 1, los espacios vectoriales E! ,, = E} ,. tienen como base
al conjunto {Y o ™ [(yx)" y*] : n >0}

Demostracion. Sea z € Ker(9), nuevamente podemos suponer que z es homogéneo por la
misma razén que antes. Separamos el cdlculo de z segtn la paridad de su grado.

e Sigr(z) =2n,n >0,

n
oa(y)™ 'y 4+ Y Box(yx) iy

i=1

M=

z=
L

Il
o

Debido a la Proposicién 3.2.1, sabemos que x(yx)™ ty?! + Z};(‘, (1;11)! (yx)"Iy? €

Im(8) para todo T < i < n. Por lo tanto, reduciendo médulo bordes, podemos
suponer que z = Y |, oq(yx)"ty?. Si z € Ker(d), entonces

3

Yy =) ad((y)™ 'y + omd(y™)
1

)n—l

il
M-

oqd((yx

T
=3
I

=3

=

=

n—1 —1

| |

o (—x(yx)" Y + o Y %X(lyc)“‘ly21 = (—ou+ ocn%)X(yXJ“‘lyﬂ-
1=0 =0 1 )

I
[

Por lo tanto oy = o, ™ paratodo 0 <1< ny

n
_ n! _
z=) aly" Yyt =an ) Tryx)" Ty
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e Sigr(z) =2n+1,n >0,

n
o)™y Y Byt Y
1=0

M=

z=
L

Il
o

Por la Proposicién 3.2.1, x(yx)* " 'y? € Im(8) para todo 1, 0 < 1 < n. Nuevamente

reduciendo médulo bordes, podemos suponer que z = Y -, oq(yx)" Y2t Si z

pertenece al ntcleo de 0, entonces

T
M=

n 1
B U i1 9 _
ad((yx)" 'y =) « (Z = ()" Iy —x(yx)" Hf“‘)

1=0 1=0 i=0
n 1 u ) ) n
— Z Oqj(yx)nfwr]yh . Z qu(yx)nflyﬂJr] )
1=0 i=0 ) 1=0
En particular Y |\ oax(yx)" Yt =0 y por lo tanto oy = 0 para todo 0 <1 < n.

Luego E},Zi = E},Zi y estan generados por el conjunto

{ ; %' {(yx)“_lym} n> O}.

1=0

Nuevamente para verificar que estos generadores forman una base alcanza con probar

que para todon > 0, w = Y ' s ®(yx)"'y* no pertenece al subespacio Im(§). Como

el grado de w es par, si w € Im(5), entonces necesariamente w deberia pertenecer al
subespacio

k
k! ; .
<§ ?(yx)bﬂcfﬂﬂyh +X(yx)by2k+1 . b,k > O> )

i=0
Pero esto es absurdo debido a que aparecen términos de la forma x(yx)®y?<+'. O

El siguiente diagrama describe la primera pagina de la sucesion espectral:

(™)) ¢ (ay™])

(B 4’ (B
| |
| ; |
(0o ™ [y y2)) < (0 (o)

| |

1 1

2 2

|

|

|

(1)

al alV
A <~——(([(y0)*y°],0)) DA

([y)®ye])

donde dé”, dg” y d son los morfismos inducidos en la homologia por dy, di y d,
respectivamente.
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3.2.2 Segunda pagina

Debido a la forma del complejo doble, la sucesion espectral se estaciona rapidamente y
E? = E*. Para el calculo de la segunda pédgina procederemos de igual manera que para la

primera. Calcularemos qué valores toman los morfismos d(()”, dg” y A" en los elementos
de las bases correspondientes y luego obtendremos una descripcién de las imagenes de
estos morfismos. Por tltimo calcularemos las homologias en cada lugar.

Proposicién 3.2.8. Para todo k > 0, el morfismo d'! : E},Zk i E},Zk 41 es nulo.

Demostracion. Sea [xy”"| un elemento de la base de E} ,, ., entonces

n
n! _
d(xy®) = [xgzn,yz} —xyPxy = [xyzn,yz} _x Z FX(UX)T‘ Ly 241
=0

— (XUZ _UZX)HZTL — (_xyx)y}n‘
Luego d(xy™™) € Im(d) y por lo tanto dV([xy*"]) =0. -
Proposicién 3.2.9. Para todo k > 1, el morfismo dV : E},Zk — E},Zk es nulo.

Demostracion. Seaw = ¥ 1, ™(yx)" 2, de modo que W] es un elemento de la base de
! 1=0 \Y Y q
SF0%

e Sin =0, entonces
d(w) =d(1) = [Lyz} — (xy +yx) = —xy —yx.

Luego d(w) € Im(3) y dM([w]) = 0. De hecho, utilizando la notacién de la demos-
tracion de la Proposicién 3.2.1, resulta que d(w) = —Agp.

e Sin > 1 podemos suponer que n = m+ 1, donde m > 0. Usando en la dltima
igualdad la Proposicién A.0.1, deducimos que

T (m+1)! 2 o m! -1, 21 m+2
w=) ™ = ((m1) ) g™ ) 4yt
1=0 1=0

_ (m+ 1 )UZm—HX _‘_yZm-ﬁ-Z.
Aplicando d obtenemos que

dw) = d((m+ Dy?™ % +y2™2) = (m+ 1)d[y?™ %) + d(y?™+2).
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Calculemos d(y*™*'x) y d(y*™*?) por separado:

Y2y [ 2my } —yxy?mHly = y2m [x yz} —yxy?™Hx
y2m+1( ny) yxy2m+1x zmHX}jX 1:JXyZmHX
m
m! s :
- _ Z 5 yX m 1+1y21+1 Z T(yx)m ]+2y2]
i=0 j=0 ):

m i i m
m! s : . s :
= _Zj(yx)m i+1 (ZO ),(yx)l J+1UZJ) _ZO i (yx)m J+2y2)
i=0 ) )

m

_ _ZZ : yx m ]+2 2j Z TTT' (yx)m )+2y2]
i=0 j=0 J j=0 ):
-y m—j+2, 2 m! m—j+2. 2
== > IR =y (yx) Ty
=0 i ) =0 )’
m
==Y (m—j+ )= y)™TyT = 3 ()" Ty
j=0 j=0

y
d(yZm-i-Z) _ [y2m+2,y2} o (y2m+2Xy +yxy2m+2) _ _y2m+zxy _yxyzm+z
m+1
(m+1)! _
- Z 1 ) X(yX)m l+1y21+1 _yxy2m+2‘
1=0 ’
Luego
= (m+1)! - .
Al (wl) = = 3 (m—j+2) 7 [y ™y
j=0 ‘
m+1
(m+1)! _
_ Z 0 [X(yx)m 1+1y21+1} _ [yxy2m+2}
1=0 ’
m+1
m+1 s ;
==Y (m—j+2) T [ 2]
j=0 '
m+1
(m+1)! _
_ Z TR [X(yx)m 1+1y21+1} _
1=0 )

Como Zl ~o Byx) P2 4 x(yx)PyP*H! € Im(8) para todo b, k > 0, eligiendo
k=1b=m—1+1, obtenemos que — [x(yx)™ H1y?H1] = Z]l 03l [(yx)m Ity
Por lo tanto
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mA 1 m+1
d'(w) =) (m—j+ 2)(”‘;”! [lmiv2y] - 3 w ()t
j=0 ' 1=0 :
m+1 1 - .
= — Z (m—j+2) (m]-il— )! [(yx)m—]-i-ZyZ)]
j=0 '
s N« U o
Z ( ‘|" ) (Z JT [(yx)m]+2y2]])
1=0 j=0
m+1 m . .
= — Z (TTL—] +2) (m]""— ) [(yx)mf]JrZyZ]]
j=0 '
m+1 1
(m+1)! i )
- 2 JZO 1 [(yx) J+2y2)}
m+1 (m+ ) )y
=3 mg ) D [y
=0 '
m+1m+1
+ (m:'_ 1)! [(yx)m—j-&-zyz]}
=0 1=
o (m+1) Lo o
:—Z(m—]—i—Z) 7 [( X)m*HyJ]
j=0 )
e (m+1)! o
F 2 m—j 422 [y

O]

El siguiente paso va a ser calcular qué valores toma dg]) en los elementos de la base
de E;,o- Llamemos f a la composiciéon de d; con la proyeccion en la primera coordenada
y llamemos g a la composiciéon de d; con la proyeccién en la segunda coordenada, de
modo que

di(a) = ([a,yz} — (axy +yxa), [x,aly +yx, al —xax) = (f(a), g(a)), para todo a € A.

Para no complicar la notacioén seguiremos llamando f al morfismo inducido por f en la
homologia. Lo mismo haremos con g. Empecemos calculando qué valores toma f en
los elementos de la base de E} ;. Sean b,c > 0y z = (yx)°y®, de modo que [z] sea un
elemento de la base de E;,o- Luego

(2) = [(w0°y" v?] = (w0 y"xy + yx(yo y©)

= [(yX)b,yz} y¢ — (yx)° (y*x)y — (yx)**y¢
)by UZ( b+1. ¢

2 42 (yx) Py — (yx)P (yx)y — (yx)® 1y

= (yx
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y debido a la Proposiciéon A.o0.3,

f(z) = (yx)°y“ — ((yx) "y + byx)* )y — (yx) (yx)y — (yx)*y*

—(b+ 1) (yx) My — (yx) P (yx)y.

En la homologia, resulta que

e sic =2k,
f(lz) = —(b+ 1) [ o+ Zk] i 1" [ )kfiy2i+1} ‘
i=0
-Sib=0
<y .
f(z)) = — [(poy™] = Y =[xy ™).

i=0
Como (Y 11, ™ (yx)
podemos elegir n =1, d = k —1iy obtenemos que

_ [X(yx)quzm] _ i{: [(yx)kfmyu} '

dn-UTy2l 4 x(yx)Py?™1,0) € Im(3) para todo n,d > 0,

1=0
Luego
_ 2 o Kkl k—1+1. 2L
) == o] + 3 3+ [ y?]
i=0 1=0
=— 2 - _ k! k—1+1, 21
= [(yx)y ] +) (k=1+1)3 [(yx) y }
1=0
k1 Kl
=Y (k—1+1)= [(yx)k—l—i—]yZl] .
1=0 '
-Sib>1
([2) = —(b+1) [y Ty ]
o Sic=2k+]1,
K
f(lz) = —(b+1) [(UX)bHkaH} B Z l;' {(yx)wamyzm]
i=0
k1 o
—(b+2) [(yx)bﬂyzml} 5 [(yx)k%—wlyzwl] ‘

i=0

Ahora vamos a calcular qué valores toma g. Dados b, c y z como antes,

g(z) =x,zly +y[x,z] —xzx = [X, (yX)byc} y+y [X, (yX)byC] —x(yx)Pyx
= x(yx)Py“ — (yx)Pyxy + (yx) "y —yyx)Pyex — x(yx)Py°x.
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g9(z) = xy" —yxy +yxy© —yx —xyx.

- Sic=2k
g(z) = xy? —yPxy 4 yxy? —y2Hx — xyPx
21 k! ki, 2i+1 I PR
=xy? =) Sxlyd Ty by - ) o)y
i=0 i=0
T o
— Z fx UX k 1 2i+1 Z ﬁ(yx)k+1fly21.
i=0
- Sic=2k+1,
g(Z) — Xy2k+2 _ka-HXy _|_yxy2k+1 _UZk-‘rZX _xyzk-HX
k k+1
k! (k+1)! s
_ Xy2k+2 o Z ?(yx)k-‘r] 1U21+1 erXUZk-H o Z T X(yx)k-i-] 1y21
i=0 = i=0 '
k
k! k+1—i, 21
- Z HX(UX) Y
i=0
(k+1)! k! i 9
_ _Z k-H 1 2i+1 Z < q +i X(yX)k+] 1y21
i=0
' © (k+2)K! o
— _Z k-H 1 2041 T 'X(yx)k+]—ly21.
i=0 ’

e Sib > 1, debido a la Proposicién A.o.3,

9(z) = x(yx) "y — (yx)Pyxy + (yx) "y —x(yx) > Ty x — (b + x(yx)Py“x
- Sic =2k,
9(z) = x(yx) "y + (yx)*H 1y,
- Sic=2k+1,
g(Z) — X(yX)by2k+2 . (yx)bUZk-ny + (yx)b+1y2k+1
. X(yx)b—1y2k+3x o (b + 1 )X(yx)bka-Hx
K
k! o
= x(yx)°y? 2= ) TR ()P Ty
i=0
Kt 1 K
Z k+ 1! X)L (p ) Z ]%!X(yx)b—i-k—s—l—iyﬁ
=0 i=0 s
“ K bkt 201 - k+b+2 bikl—i, 2
=—) (v Z X(yx) y.
i=0 i=0
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Con este calculo encontramos generadores de Im (dg”). Nos resta obtener una base de

este espacio.
Para enunciar la préxima proposicién vamos a utilizar la siguiente notacién:

O =—(b+1) [(UX)b“UZk] ,

e%/k _ [X(yx)bka-&-]] 4 [(yx)b+1y2k] )

k-1
k!
)\L,k:(b'i_”[ )b 2k+1} 4 5 [ kb 21+1}
i=0
k-1 k
)\bk =) o [(yx)bJrk 2 +1} +Z S [X(yx)b+k yz}
i=0 i=0
paratodok >0,b > 1.

Proposicién 3.2.10. El conjunto {(62)/]{, 6%,k> , <7\g,,k, ?\%rk) [k >0,b> 1} es una base de

im ("),

Demostracién. Llamamos

_ Z SR [(yx)k—l-i—]yﬂ} )

z_ Z [ k121+1}
N =—
i=

para todo k > 0. Sabemos que el conjunto

;co
7\4

Ty

o [(yx)k-i-]—iyzi}

K"

Il
o
o

i

{(eb 0% k) ()\L,k/ A%,k) / (ﬂllzﬂi) |k >0,b> ]}

genera Im (dg”). Si k = 0, entonces nf( =0y ni =0. Si k > 1, entonces

=~

Th]aﬂ% = ek llrek Ll
(monit) =3 ( )

L

Il
o

Por lo tanto el conjunto {(Gérk, E)%lk) , (Aé,k' Alzn,k) |k >0,b> 1} genera Im (dg”) y es
facil ver que es una base. O

Nos resta calcular qué valores toma dé” en los elementos de la base de E}/O y obtener
una base de su imagen. Recordemos que E},o estd generado por los elementos de la
forma ([(yx)®y°],0) y (0, [x®(yx)®y¢]) para todo a € {0,1} y para todo b,c > 0. Sea
z = ((yx)*y¢,0) € A® A, como do(z) = d(z), resulta que:

esic=2kyb=0,

k! i
do(z) = > Trxlyn) Ty
i=0

54



e Sic=2kyb>1,

do(z) = —x(yx)*y™.
e Sic=2k+1,
K okl o
do(Z) — Z T{(yx)k+b+]_ly21 o X(yx)bylk-i-] )
i=0

Sea z = (0,x%(yx)y®), como do(z) = do((0,x*(yx)?y®)) = x*(yx)Py*™ —yx*(yx)°y¢,
resulta que:

esia=1,

do(z) = x(yx)"y™ — (yx)*Ty".

e Sia=0yb=0,
do(z) = 0.
e Sia=0yb>1,
do(z) = (yx) Pyt —x(yx)* Ty — bx(yx)y°".

Estos valores que obtuvimos generan Im(d(()”)‘ Antes de encontrar una base de Im(d(()”)
vamos a darle nombres a estos generadores, como hicimos antes, para simplificar la

escritura del calculo:

K o
me=)_x(y) Ty,
i=0
Opx = x(yx)* 1y,
£kl o
}\b,k — Z ?(yx)kerJHflyZl _X(yx)bylkJr]’
i=0

Mo, = x(yx)y T — (yx)*y¢,
Vo = (Yx) 1y —x(yx) Py — (b + 1x(yx) " ye,
para todo b, k,c > 0. Sabemos que el conjunto
Nk, Ov ks Ab ks Hbe, Voo | Bk, ¢ > 0}
genera Im (dé”). Como Wy ei1 + Ve = —(b+ 1)x(yx)®T1y¢ para todo b,c > 0, resulta

que x(yx)°T1y¢ € Im (dé”) y por lo tanto x(yx)®* Ty — w1 . = (yx)®+4y° € Im (dé”)

para todo b,c > 0. A partir de esta observacion es facil probar la siguiente proposicién.

Proposicién 3.2.11. El conjunto

{ [X(yX)b“yﬂ , [(yX)b“yC} , [Xy”‘ - (yX)yC] |b,c > 0}

es una base de Im (dé”).
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Ya estamos en condiciones de calcular E2. Vamos a escribir @, en vez de [a], cuando
nos refiramos a un elemento de la segunda pagina.
Las siguientes tres proposiciones son consecuencia inmediata de las Proposiciones
3.2.8, 3.2.9 y 3.2.11 respectivamente.
o« o, . . . 2 ~ 2 .
Proposicion 3.2.12. Para todo i > 0, los espacios vectoriales E7,;,; = E5,; ; tienen como

base al conjunto {xyzn n > O}.

Proposicién 3.2.13. Para todo i > 1, los espacios vectoriales E%/ﬁ = E%,Zi tienen como base

al conjunto {Zt o Hlyx)vly?t : n > 0}.

Proposicién 3.2.14. El espacio vectorial Eé,o tiene como base al conjunto {xy“,yT n> 0} .
Nos resta calcular E%,o y E%,o-

Proposicién 3.2.15. El espacio vectorial E% o tiene como base al conjunto

Demostracion. Nuevamente escribimos dg” = (f,g). Sea [z] € Ker (dg”), como f(z) =06
gr(f(z)) = gr(z) +3, g(z) =0 6 gr(g(z)) = gr(z) + 3 y la graduacién pasa a la homologia,
debido a que los diferenciales son graduados, podemos suponer que [z] es homogéneo.
Separamos el célculo de [z] segtin la paridad de su grado.

e Sigr(z) =2n,z=Y ', ou(yx)" 'y?". Como [z] pertenece a Ker (dg”), en particular

f([z]) = 0 y por lo tanto

=3t (1))

n—I1
_ n! _
==Y aln—1+1) [0 ]+ ) a1+ DT [yor Ty
1=0 1=0
1

=

n—

!
N e I (Tl
1=0
Por lo tanto o = ocn%l paratodo 1,0 <1< mnylz] = on ) |, %' [(yx)"y?]. Es
facil verificar que si este el caso, dg” (z]) =0.

e Sigr(z)=2n+1,z=3 [\, oq (yx)"ty?H1. Al igual que antes, como [z] pertenece a
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Ker (dg”), resulta que f([z]) = 0 y por lo tanto

Zo‘lf([ -t sz
= —Z oqn—1+2) [(yx U 2”1} iZoq [ v ”11_42”1}
1=0 o

=- i xqn—1+2) [(yx)“f”yz”‘} — i %061 {(yx)“*1+‘y21+1}
- =l+1

n—1

n .!
=20 (x ™ = Y [ (=12 Y T ) [yon Ty
1=0 j=1+1

Luego oy =0 paratodol,0 <1 <n.

De este cdlculo se deduce que E3, = (3 1" % [(yx)"'y?] [ n > 0). Mas atin, como los
generadores que encontramos son combinaciones lineales homogéneas no nulas de ele-
mentos de la base de E},o y entre ellos tienen grados distintos, resulta que son linealmente
independientes. O

Proposicién 3.2.16. El espacio vectorial Ef , tiene como base al conjunto

n Vo B
{ Z Tll' ((gx)“flyﬂ, ()) , <—(yx)2n, Xy2n+1 + (yx)y2n> , (Olyn) ,
(UZTH-]ZTUTH_] inyxnlyﬂ“),nzo},
. Un+1 — u

Demostracién. Sea ([z], [w]) € Ker(d(()l)), nuevamente podemos suponer que w y z son
homogéneos y tienen el mismo grado. Separamos el calculo de [z] y de [w] segtn la
paridad sus grados.

e Siel grado es 2n,

“Z]'[W”:<i R nlﬁl[ “”yz‘“}+im [(yx)“yz‘D

1=0 1=0 1=0

57



y por lo tanto

0=d, ([z], W] —och:Z;TLL,'[ yx”lﬂ} T:_;oq[ “121}
n—1
4 Bl ([X(yx)n—myzwz} _ [(UX)“_IUZMD
1=0
- ¥ " ([(yX)“‘lyz”‘} — {X(yX)““‘]yz”z} —(n-1 [X(yX)“‘lyZ‘])
1=0
S on-m o)+ Y B ey 1y
1=0 1=0

# 3 (oo —onm vt [ty ).

Como todos los monomios que aparecen en las sumas son linealmente indepen-
dientes, resulta que 31 = 1y oq = ochl‘—!! —(n—Vyrparatodo, 0 <1 <n-—1.
Luego

~ =t ) [ 2],
Y1 [X(yX)”’L"yz”‘ - (yX)“"yﬂ +Yn [UZ“} )
™ 0) + v (0 v )

+ > (== [wor ] [eyom Ty 4 [ax )

La tdltima igualidad se debe a que
(—n = [, [xwom 2]+ [xm )

pertenece a Im (dg”) para todo 1, 0 <1 < n — 2. De hecho, utilizando la notacién
de la Proposicién 3.2.10, resulta que

(—n =0 [w0m ] ey 2 |+ [0 ] ) = (0h i 0doy) -

e Siel gradoes2n+1,

([z], W]) = (i oq {(yx)n—lyzm} ’i Bl {X(yx)n—lyﬂ} 4 im [(yx)n—Lysz ‘
1=0



Por la Proposicién 3.2.10, (7\{, o A k) pertenece a la imagen de d para todob > 1
y para todo k > 0. Por lo tanto reduciendo médulo bordes podemos suponer que

(], [w)) = < ], iﬁl[ (2] +Zw[yx)n tyzm])
1=0

1=0

Si ([z], [w]) pertenece al ntcleo de dO , entonces

0= d0 ], = ocZ [ n+1—1921] —x [Xyznﬂ]

Bl ([X(yx)n—tyzm] . [(yx)n—myzlb

M=

+

I
o

3

+Y v ({(yx)n—lyzwz} _ {X(yx)n—myzws} (-1 [X(yx)n—LyﬂHD
1=0

= (an! — o) [ “H —i—Z(T;"oc (51+Y11> [(UX)M]*LUZL}
=1

n—1
+ (Bo—von) x(yx)"yl + Y _ (Bi—v11 —vi(n—1)) {X(Ux)nflyﬂﬂ}
1-0

+ (Bn— Va1 — [mf““} .

Como todos los monomios son linealmente independientes obtenemos el siguiente
sistema de ecuaciones:

Bo =nlg,
n!

Pr= XY 1 paratodol,1<1<mn,

Bi=vi1+vin—1) paratodol,1<n<n-—1,
1

Yo = —Bo,
n

Yn—1 :Bn_

De estas ecuaciones se deduce que y; = oc%!ﬁ paratodol, 0 <1 <n—1yque

B = oc*f—!! nTjJr] para todo 0 <1 < n. Por lo tanto, ([z], [w]) es igual a

. 1 .
({zm] % Tjﬂ{ o] + Z%*[ nlymD

1=0 1=0

o)

Con este cédlculo probamos que el conjunto que aparece en el enunciado de la proposicién
genera. Alcanza con mirar los grados de estos generadores para deducir que el conjunto
es una base. O

De manera similar al ejemplo introductorio de la Seccién 2.3 se tiene la siguiente

sucesion exacta corta

0 Ef, —=Hp(AA) ——E5 0.
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Para encontrar una base de Hy,1(A, A) alcanza con completar una base de t (E%,p) con

elementos tales que sus imdgenes, por medio de 7, formen una base de E3 p—1- Mas

concretamente, si {ai}; es una base de E%,p, el conjunto {E}j es una base de E%,pq y {Gj}j son
elementos tales que f(c;) = —d(b;) para todo j, donde f = 6 6 f = 0 segtin corresponda,
entonces el conjunto {(ai, 0)} U {(b?,cﬁ-)}i es una base de Hy (A, A). A partir de esta
observacion es sencillo verificar el siguiente teorema.

Teorema 3.2.1. Se tienen los siguientes isomorfismos:

Ho(A,A) = (xy™,y™ [n >0),
H;(A,A) =

2n+1 - n—iq,2i n—i, 2i+1 >
<<y 'g“ (n_(i_])X(yX) Y2+ —— ()" Ty ) In>0
n nl-—— _
@ Z Ty, 0 ,(O,y“),<—yxy2“,xy2"“ +yxy2“) In>0),
i=0
Hy(A,A) = <(xy2“ O) <O Z (yx)n-i 21) In > O>,
Hoyp 1 (A A) = ([ D g(yX)“ﬂyzEO , (—(yX)yz“, xyz“) In>0),

i=0

n n
Hopia(A,A) = <(xy2“, 0) , (Z Sy Y U(UX)“_‘Uh) In> O> :

i=0 i=0

para todo p > 1. En cada caso los conjuntos generadores son bases del espacio que
generan.

3.3 Cohomologia de Hochschild

Para calcular la cohomologia de Hochschild procederemos de manera similar al calculo
de la homologia. Nuevamente consideramos el complejo doble X,. pero esta vez le
aplicamos el funtor Homae(—, A). La homologia total de este nuevo complejo es isomorfa
a H*(A, A). Identificando de manera natural Homae (A @ W ® A, A) con Homy (W, A),
Homy (W, A) con W* ® A y luego este tltimo con A4™W) para todo espacio vectorial W
de dimension finita, resulta el complejo doble
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a: a’:
A—2L A
5 5!
A—L A
0 9/
A—2L A
5 5
A—Lapgad.a

con los siguientes diferenciales k-lineales

d'(a,b) = y?, al + [yb + by, x] — (xya + ayx) — xbx,

)
)
d(a) = [y% a] — (xya + ayx),
5(a,b) =xa+ ax,
5(a) =xa+ ax,
d(a) =[x, a]

Para calcular la homologia total de este complejo vamos a utilizar la sucesién espectral
inducida por la filtracién por columnas. Denotamos por E¥** a la sucesion espectral.
3.3.1 Primera pdgina

Esta vez no es necesario calcular las imagenes de los morfismos verticales debido a que
los morfismos son los mismos que en el complejo doble asociado a la homologia de
Hochschild. Procederemos directamente al calculo de la primera pégina. Es claro que
E?’O =A, E}’O = Ker(8) = Ker(5) ® A y E%’O = Ker(d’) = Ker(d), por lo tanto empezamos
calculando Ker(5).

Proposicién 3.3.1. El espacio vectorial Ker(d) tiene como base al conjunto
Kl
{ [x Ik 2k+1] ZO . [ b1 1y21:| [X(yx)bka} bk > O}.
1=

Demostracién. Sea z € Ker(d). Al igual que en todos los célculos anteriores podemos
suponer que z es homogéneo y separar el célculo segtin la paridad de su grado.

e Sigr(z) =2n,

n —1
— Z yx n l 21 Z le(yx)n—l—lyﬂﬁ-] )

1=0 1=0
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n n—1
0=5(z) = Y aud ((ux)"y™) + 3 Bi5 (xly)" Ty )
1=0 1=0
- ! n—L 21 L U n—i, 2i
=> <oq + ot > X"+ DY Bisx(y)™ Ty
1=0 1=0 i=0
n | n—1n—1 u
=) <oq + otn U’) x(yx)"™ Y+ Bux(yx)" 'y
1=0 ’ i=0 1=i
= n =l nl 21
=) |ty + ) By | xyx)" Ty

Como los monomios que aparecen en la suma son linealmente independientes,
resulta que xn =0y ; = — Z;l;f leﬂ[ para todo 1, 0 < 1 < n. Por lo tanto

n—1

7!
A Z Z B]]ﬁ (yx)n—lyﬂ + Z le(yx)n—1—1y21+1

1=0 \ j=l 1=0
1

n— j ‘) - ‘
= — [3]. (Z %(yx)n ly21+x(yx)n]192]+1> )

1=0 1=0

Zo(lf)(yxnlzm)JrZBlé( anl)
1
izoq oy UX n+1 —i 21+Z(X1X yx)n 1y21+1

1=0 i=0 1=0

y por lo tanto &; = 0 para todo 1, 0 <1 < mn, es decir, z = Z?:o le(yx)“*lyﬂ.

Este calculo prueba que el conjunto del enunciado genera Ker(d) y es claro que es lineal-
mente independiente. O

Como E}’ZH] = E%’Ziﬂ = Ker(0)/ Im(8) paratodoi > Oy E}’zi = E%’Zi = Ker(6)/Im(0),

se obtienen las siguientes dos proposiciones.

Proposicién 3.3.2. Los espacios vectoriales E}’ZH] = Ef’ﬁﬂ = Ker(9)/Im(6) tienen como
base al conjunto {} [, T—,’ [(yx)"'y?'] In > 0}, para todo i > 0.

Proposicién 3.3.3. Los espacios vectoriales E}’Zi = E%’zi = Ker(6)/ Im(0) tienen como base
al conjunto { [xy*"] n > 0}, para todo i > 1.
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El siguiente diagrama describe la primera pédgina de la sucesién espectral

(S om0 (51w [yt
yon yon

di

(Bv™™]) (Bv™])

(5T [lam 2] 20 (5 [y

d]

0
dq (1

|
|
A Ker(8) ® A Ker‘(5)

donde d?”, dgl) y d(1) son los morfismos inducidos en la homologia por d° d' y d respec-
tivamente.

3.3.2 Segunda pagina

Al igual que para el calculo de la homologia de Hochschild, la sucesion espectral se
estaciona rdpidamente y E; = E.,. Vamos a empezar calculando bases para las imagenes
de df}, df;, y dq

Proposicién 3.3.4. Para todo i > 0, el morfismo d(y) : E}’ZH] — E%’Ziﬂ es nulo.

Demostracion. Seaw =Y |-, ’f—,!(yx)“*lyﬂ, de modo que [w] es un elemento de la base de
E},zm. '
e Sin =0, resulta que d(w) = d(1) = [y% 1] —xy —yx = —xy —yx. Luego d(w)
pertenece a la imagen de 5 y d(j)([w]) = 0.

e Sin > 1, podemos suponer que n = m + 1, donde m > 0. Esto permite reescribir
w de la siguiente manera

1!
W = w(yx)m+] 1y21 (m+])y2m+1x+y2m+2‘

[
= U

Aplicando d obtenemos que d(w) = (m+1)d (y*™'x) + d (y*™*?). Calculamos
d (y*™'x) y d (y*™*?) por separado:

d <y2m+1x) _ [yz,yzwﬂx} _Xyszer_yzwf]xyX
:yzmﬂ [gz,x} _yzmﬂny

2m+1 (

=y yzx—xyz—xyx) =0

d <ylm+2> _ [y{ylmﬂ} _Xy2m+3 _ylm+3x

1
o 2m43 © (m+1)! m42-1, 21
=xyP =y )y

1=0
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Como xy?™3 — {1:51 (mf?”! (yx)™ 2y pertenece a la imagen de 8, entonces
do(wl) =0.
O
Proposicion 3.3.5. Para todo i > 1, el morfismo dy) : E}’Zi — E#* es nulo.

Demostracion. Dado un elemento [xy?"] de la base de E}’zi, sabemos que

d(XyZn) _ [yz,xyzn} _nyym _Xy2n+lx
n
n! _
_ yZXyZn o Xyszrz _ nyyln _ Z - B yx)m 1+1y21
1=0
n T]_'
— Xy2n+2 + nyyzn o Xy2n+2 _ nyyzn _ Z ]T‘X(yx)nfhr]yﬂ
=0

72 n 1+1 21

Como x(yx)®y® pertenece a Im(d) para todo b > 1y para todo ¢ > 0, resulta que
din( [xyzn]) = 0 para todon > 0. O

2,21
EZ

Corolario 3.3.1. Para todo i > 0, los espacios vectoriales E;’Zi y tienen como base al

conjunto {xyﬁ\n > O}.

El siguiente paso consiste en calcular qué valores toma dO en los elementos de la

base de E?’O = A. Por definiciéon d°(z) = ([x, z], [y, zl) para todo z € A. Ya hemos escrito
[x,z] y [y, z] en términos de la base de A cuando obtuvimos las bases de las imdgenes de
los morfismos 9 y do en el cdlculo de la homologia de Hochschild. Si z = x%(yx)®y¢ € B,
resulta que

esia=0,
- sic =2k,
* sib=0,
k—1
k!
df)) ([z) = (- T [X(yX)k Hﬂ} ,0>,
1=0
x sib>1
d?n([z]) = <[x(yx)by2k} ) {x(yx)b—‘yz““} +b [X(yx)bka} _ [(yx)byzw}) .
- Sic=2k+1,
* sib=0,

=

—

_ ( % ,' [ eti-L 21} n {Xy2k+1} ’0> ,
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x sib>1,
0 = Kl KHT+b—L 21 b 2kt
afy (i) = | =3 3 [y ety

[x(yx)b*1y2k+3} b [x(yx)byzwq . [(yx)byzuz} )

e Sia=1,
~ sic=2k,
a0 = (0 s 4] - eunl).
- sic=2k+1,

k
d‘()n([z]) = <_Z];' [X(yx)kﬂ-i-b—lyﬂ} ) [(yx)bHka-&-]} _ [x(yx)byz'“fz} )
=0

Es posible simplificar el conjunto de generadores que acabamos de obtener notando que
sib>0yk >0, entonces

a° ((yx)bHkaH +X(yx)by2(k+1)> _
!
!

k
k _
< § l'7(.97()k-i-2-§—b ly21 + X(yx)b+1y2k+1/ (b + ])X(yx)b+1y2k+1>
1=0

U

k—T1
k! _
a° (X(yx)bkaH +(yx)b+1y2k) _ (_ o (yx) ko2 (b+1)x(yx)b+1yzk>_
1=0

Para enunciar la préxima proposicién vamos a utilizar la siguiente notacién:
x(yx)bHka} ) [x(yx)byz"”} +(b+1) [X(Ux)bﬂyzﬂ . [(yx)bﬂyzkHD )

(
0
_ik" [(yx)k+z+b4y21} n [X(yx)bHkaH} (b4 1) [X(yx)bHkaH} >,
Vo = (0, [(yx)b+1y2k] o [X(yx)bkaHD )

: [x(yx)“”b’lyﬂ] J(b+1) [X(UX)bHka} )

™
(=2
=
|
N
|
T
=| =

Proposicién 3.3.6. El conjunto {1y, Oy k, Ak, ok, Vb ks &bk | b, k > 0} es una base de Im <d‘()])> .
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Demostracién. Ya sabemos que el conjunto del enunciado genera Im (d?”). Nos resta
verificar que los generadores son linealmente independientes. Sea w una combinacién
lineal de los generadores y supongamos que w es igual a cero. Como todos los elementos
son homogéneos, en el sentido que cada coordenada es homogénea y a su vez tienen
el mismo grado, podemos suponer que w es una combinacién lineal homogénea. Si
gr(w) = 2k + 1, entonces

k—1 k—1 k—1

O=w=om+ ) Bibkirit) Vifxiri=om+) Vil i1i

i=0 i=0 i=0

+Z Bl< [ - 21} [X(yx)k—i—1y21+2] +(k—1) [X(yx)k—iyﬁ]

. [(yx)kfiyzm] ) '

Los términos de la forma (yx)* 'y no aparecen en los elementos &, . ni en los ele-
mentos 1, por lo tanto 3; = 0 para todo i, 0 < i < k—1 y obtenemos la siguiente
igualdad

2i+1

K1
O=w=om+ ) Yifiils

i=0

CXle-f—Z%(

Como la segunda coordenada de ny es cero, entonces y; =0 paratodo i, 0 <i<k—1y
por lo tanto o = 0. El caso gr(w) = 2k es analogo. O

i—1

v [ (yx)* ‘yﬂ ,(k—1) [XKyXJk‘iyﬁ] >

10

Nos resta calcular una base de Im (dg”>. Sea z = (z1,z2) un elemento de la base de
Ker(d) ® A. Como ya obtuvimos una base de Im (d?”) podemos reducir a z médulo
Im (d(()”) para simplificar el calculo. Utilizando la notacién de la proposicién anterior,

sabemos que Oy, Ak V Wy x pertenecen Im (d(()1]> para todo b,k > 0y por lo tanto po-

demos restarle a z una combinacién lineal de estos elementos. Esta observacién permite
suponer que z = (xy?,0) 6 z = (0,x*(yx)°y®). Si z = (xy?*,0) para algtin k > 0, entonces

k

k! o

d'(z) = [yz, ngk} —x(yx)ka—xka“x _ Z - (yx)kﬂ 1y2‘.
i=0

Si z = (0,x%(yx)®y°), separamos el calculo en distintos casos.

eSia=0,
d'(z) = [ylx)Py© + (P, x| = x(yx)Py©x
-Sib=0,
al(z) =2 [yCH,x} —xyx =2 (y”]x — XQCH) —xy“x.
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* Sic =2k,
<ok o
d] (Z) =2 <y2k+1x . XUZk-H) -2 (Z i7"(1‘J7()k+1—1yll o Xy2k+]>
i=0
* Sic=2k+1
d'(z) =2 (yszer _Xyzmz) _WZkHX

k k
(k+1)! . k! s
ZZZ - (yx)k+1 1y21_Z ?x(yx)kﬂ 1y21
1i=0 ’ i=0
L
(2k—|— ]) Z ilx(yx)k-&-] 1y21
i=0
-Sib>1,
) =[xy 4 bxlyx) Py + ()P x| = x(yo®y©
= x(yx) >yt x + bx(yx) PySx + (yx)Pyctx
—x(yx) Py —x(yx)Pyx
_ b—1, c+2 _ b,,c by c+l, b, c+1
x(yx)” Y x4+ (b= 1)x(yx) yx + (yx) "y x —x(yx) "y,
x Sic =2k,
k K!
1 _ k+b+1—1 21 b, 2k+1
d'(z) = Zg(yX) Y —x(yx) Py
i=0
x* Sic=2k+1,
k K!
1 _ . k+b+1—i, 21
d'(2) = 3_ 3 (k4 DIx(yx) Py,
i=0
e Sia=1

d'(z) = [(UX)b“yCX+X(y><)byC“ X

_ (y )b+1ycx X(yX)bHyc—i-X(yX)byCHX.
- Sic =2k,
KT o
d] (Z) — iT‘X(yx)l<+‘b+1flyh.
i=0
- Sic=2k+1
k K!
d1 (Z) _ Z i(yx)ker+2 1y21 (yX)b+1ka+l‘
i=0

Como Y ¥, B [x(yx)ker-iyl] y > [ x)} o1y 2l pertenecen a Im (dg])), enton-

b+1 21]

ces su resta también, es decir, [x(yx) pertenece a Im ( b )> para todo b,i > 0. Con

esta observacion y el calculo anterior probamos la siguiente proposicién.
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Proposicién 3.3.7. El conjunto
L .
{Z _f(yX)k+b+] 1y21 (yx)by2k+1,x(yx)b+1y21 | b,k > O}

es una base de Im (dg”).
La siguiente proposicioén es consecuencia inmediata de la proposiciéon anterior.

Proposicién 3.3.8. El espacio vectorial E%’O tiene como base al conjunto {xyzn [n> O}.

Nos resta calcular Eg,o y El’o.

Proposicién 3.3.9. El espacio vectorial Eg’o = Ker(d(()])) es isomorfo a k.

Demostracion. Sea [z] € Ker (d‘()”) homogéneo de grado 2n. Por definicién, z € Ker (d°)
si y solo si [x,z] = [y,z] = 0. Veamos qué condiciones impone sobre z la ecuacién
ly,z] = 0. Como gr(z) = 2n, resulta que z = Y |-, aq(yx)™~ Wyt 4 > [.’nx yx )Tyl
y por lo tanto, usando la Proposicién A.o.2, sabemos que

n—1

0=,z = i o [y, (yx)“_lyﬂ - Z Br [y,x(yx)“_myz‘“}

1=0 1=0
n—1
_ o (X(yx)n—l—1y21+2 +(n— L)X(yx)n—lyﬂ . (yx)n—lyZH-])
1=0
n—1
4 BL ((yx)”‘lyﬂH _X(yx)n—1—1y21+2>
1=0
n—1 n—2

(Br— o) ()" Y+ D (n— 1= Tx(yx)" Ty
1=0 1=—1

+ Y (oq —Br)x(yx) Ty R

Debido a que en las dos tltimas sumas no aparecen términos de la forma (yx)"ty?+!,

resulta que ¢ = By paratodo, 0 <1<n-—-1y
n
Z o1 (n—1—T)x(yx)" " 1y?H2 = 0.
1=—1

Por lo tanto o = 0 paratodo ltalque 0 <1 <n—-1lyz = ocnyzn. Por otro lado z debe
cumplir la ecuacién [x, z] =0, es decir,

n

n!
0=[xzl=an (Xyzn -y UX(UXJ“lyﬂ) :

Luego o, =0 6 n =0y entonces z debe pertenecer a k.
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Si el grado de z es 2n+ 1, resulta que z = Y |~ ot (yx)™ T2 + 31 Bix(yx)“ Tyt

Como z pertenece a Ker (d°), entonces

=

0= [ ,Z] — o (X(yx)n—l—1y21+3 + (Tl— l)x(yx)n—lyﬂ-i-] _ (yx)n—lyZl-‘rZ)
L

Bl ((yx)n—l+1y21 o X(yx)n—lyZl-H )

Il
[

M=

+
1

n—1
— Z X1 yX)n L 2141 + Z oq _ 1) (yx)n L 2141 Z o1 yx)n I.Jr]yll
1=1 1= 0 1=1

Il
o

n

Z yX n l+1 21 Z B X yx)n ly21+1

1=0 1=0

= (Br—ou 1) (Y™ Ty + Bolyx)™! + (aon — o) x(yx)™y
=1

=

+Y (o1 +oaa(m—1) — ) x(yx)" 'y + (o1 — Br) xy™
1

I
=

Como todos los monomios son linealmente independientes obtenemos el siguiente siste-
ma de ecuaciones:

Bo=0, (3.1)
Bi—o—1 =0paratodol,1 <1 <m, (3.2)
Xon — [?)0 = 0, (33)
a1 +omn—1)—p=0paratodol,1 <1<n-—1. (3-4)

Sumando (3.2) y (3.4) obtenemos que &) =0 paratodol,1 <1 <n—1. De (3.1) y (3.3) se
deduce que oy = 0y de (3.1) y (3.2) se deduce que 3; =0 paratodo 1, 0 <1 <n. Luego
zesigual a ocnyZ““. Ademas [x, z] debe ser nulo, es decir

n
n!
0= [X, Z] _ [X, anyZn-H] = ot <Xy2n+1 o Z U(yx)n-i-]—lyﬂ) )

1=0
La tnica posibilidad es que «;, sea cero y por ende z también. O
Para terminar de calcular la segunda pédgina de la sucesion espectral debemos obtener
una base de E;’O. Sea [z] = ([z1], [z2]) € Ker (dgn). Como siempre, podemos suponer que
cada coordenada de [z] es homogénea y que z; y z, tienen el mismo grado. Al igual que

en el calculo de la base de Im (dgn), podemos reducir a [z] médulo bordes y suponer

que [z] se escribe como combinacién lineal de elementos del conjunto

{([xyzn} ,O) , (O, {xa(yx)byCD In>0,ae{0,1},b,c > O}.

Si el grado de z es 2k, resulta que

k k—1
7z = <O,ZOH(UX k — 21_|_Z le yx k i— 1y21+1>
i=0

i=0
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y luego

k—1 i .
Z Z u i 2i
0= d] (Z) — o ( ﬁ(yx)kJﬂ ly21 (yX)k UZ +1>

i=0 1=0
K k! o
+ ZO(k <Z ?"(yx)kanlyll . Xy2k+1>
i=0

K—T1 i,
il _ s
+ Z Bi ( ﬁ(yx)kﬂ byt —x(yx)® 1921+1> )
i=0 =0

Debido a que el término (yx)y?* solo aparece en la suma que acompafia al coeficiente oy,
resulta que o = 0 y por lo tanto

k=1 /k— k—1
0= (Z ocHrB))( )Y N (o B x(yx) Ry

1=0 \i=l i=0

De esta igualdad se deduce que o; = —f3; para todoi, 0 < i < k—1y como o = 0,
resulta que

=~
—_

2] = o (O, [(yx)kfiyzﬂ . [X(yx)kfiflyzwl}) —o,

i

i
S

donde la tltima igualdad proviene de que [(yx)*y?| — [x(yx)* ' 'y?"*!] pertenece a
Im (d?”) paratodoi, 0 <i<k-—-1.
Mientras que si el grado de z es 2k + 1, podemos escribir

o (O, (yx)k—iyZiH) + i Bs (O’x(yx)k—iy21> v (Xy2k/ O)

M-

z=
i=0 i=0
y luego
k-1 i kil
0= d](Z) _ OCLUkX(UX k+1 -1 21+Z Bl 'X yx k+1 1 21
i=0 1=0 i=0 1=0 u
L o
+(o0(2Zk+1) —y) p_ oxlyn) Ty
i=0
Esta ecuacién dice que oy (2k +1) = 7y, ya que solo podemos encontrar al término

x(yx)y?* en la tltima suma, y por lo tanto

k=1 1 k i1
— Z Z all’kx yX k-‘r] lyZI + Z Z Bl X k-H—LyZl
i=0 l:O i=0 1=0
—1 k—1
— k) X )k+]fly21+ (Z Blv> k+] lyZl
1= 1=0 \i=l+1
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A partir de esta observacién obtenemos que Z 1 ot T U =— ZLI . Bi% =— ZL_J .
para todo 1, 0 <1 < k—1. Si llamamos ¢; = Z]f:l] aiilk + Bip1(i+1)! = 0, resulta que
0 =cr—ciy1 = xqllk+ B141(1+1)! y por lo tanto By = —oql% paratodol,0 <1< k—2.
Como 0 = cx_1 = ax_1k! + pBxk!, entonces 11 = —oql% paratodol, 0 <1 <k—-1y
luego

z= . oG (O, (yx)kt 21”) Z X1 (O x(yx)* iyﬁ) + ox ((2k+1)xy2k,y2k+1>

+Bo (0,x(y0))

—1

=~

i k s
o (0, (yX)k 1y21+1 o mx(yx)k 1 1y21+2> + oy ((2k—|— ])XUZkIUZk-H)

I
o

+ Bo (O,x(yx)k) .

Con este célculo probamos que

£l - < (O,W_ Wx(yx)by%ﬁ) , (0. x(x)F),

Kt 1
((2k+1)xy2k,y2k+1) kb > o>.

Proposicion 3.3.10. El conjunto {(O, X), <(2k—|— 1)xy2k,y2k+‘> |k > O} es una base de E;’O.

Demostracién. Vamos a utilizar la notacién de la Proposicién 3.3.6. Es un célculo directo
verificar las siguientes igualdades:

(O’ [XWX)W}) - k1+ 7 Eox

(O, [(yx)kaH] . [xka“D — Qo+ Eox + -

b+k+1
bl 2kl bo2ki2] ) B
<O, [(UX) y } rT [X(UX) y D Op,x + &bk

1 Nk+1,

i T3 Eb—1 k41
para todo b > 1y para todo k > 0. Por lo tanto, el conjunto del enunciado genera E;’O.
Sea w una combinacién lineal homogénea de estos generadores y supongamos que w = 0.
Si w es combinacion lineal de elementos de grado 1 de este conjunto, entonces 0 = w =
a(0,X%) + B(X,Y). Como no aparecen monomios de grado 1 en las segundas coordenadas

de los generadores de Im <d(()1 )> , resulta que & = 3 = 0. Si w se escribe como combinacién

lineal de elementos de grado mayor que 1, entonces w = ((Zk + 1)xy?k, y2k+‘> para algin

k > 1. El monomio [ka“}

de Im (d?”), por lo tanto &« = 0. O

no aparece en las segundas coordenadas de los generadores

Debido a la forma del complejo doble, es claro que HY(A,A) = Eg’o y H'(AA) = E;’O.
De manera similar al ejemplo introductorio de la Seccién 2.3, s6lo que con las flechas
invertidas, se tiene la siguiente sucesién exacta corta

0—=E" ' = H (A A) S E)P 0.
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donde (@) = (0, a) paratodo @ € E%’pq y7((a,b)) = b paratodo (a,b) € HP*'(A, A).Para

2p—

encontrar una base de H?*'(A, A) alcanza con completar una base de t ( 5 ) con ele-

. . 1, .
mentos tales que sus imagenes, por medio de 7, formen una base de E,¥. A partir de
esta observacion es sencillo verificar el siguiente teorema.

Teorema 3.3.1. Los espacios de cohomologia de Hochschild de A con coeficientes en A
puede describirse como:

H°(A,A) =k,
H'(AA) = <(o %), ((2n+1)xgﬁ,yzﬁ) > o>,
(

n
O,Xy2n> (Z (yx)™ 1 2i _yZn—H) ‘> O> ,

=0
H2r+1 (A) = < (o i m(yx)niy2i> (Xy2n XUZnJr]) ‘n > O>
7 < i! 7 4 M —

para todop > 1.

Existe una clara identificacién entre los espacios de cohomologia de grado par positi-
vo, dada por el siguiente isomorfismo

HZp qu

(Z?:o %!(yx)nfiyﬁ, _y2n+1) . (Z?:o %E(yx)nfiyﬁ, _y2n+1)

(O Z1 0 u (yx)" UZi> <O Zm 0 1! (yx)" UZi>

De manera andloga existe una identificacion entre los espacios de cohomologia de grado
2p+1,conp > 1. Dos espacios vectoriales que tienen la misma dimensién son isomorfos,
por lo tanto no resulta interesante decir que los espacios de cohomologia de grado 2p,
con p > 1, son simplemente isomorfos, lo importante es cudl es el isomorfismo entre
ellos. Lo mismo podemos decir para los espacios de cohomologia de grado impar. La
identificacién evidente que mencionamos antes proviene del hecho que la resolucién es
periddica, de periodo 2, a partir de grado 2, explicitamente para todon, m > 2,los A — A
bimédulos P,A y Py A son isomorfos mediante

PmnA — P A

XM X"

Yy s y2x

n—1 .

Una vez que realizamos estas identificaciones entre los A — A bimodulos que compo-
nen la resolucion, los isomorfismos entre los espacios de cohomologia que mencionamos
antes se vuelven igualdades. Mas adelante, cuando calculemos la estructura de alge-
bra graduada que tiene la cohomologia, vamos a ver que estas identificaciones entre los
espacios de cohomologia pueden ser pensadas de otra manera.
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3.4 Estructura de adlgebra graduada de H*(A, A)

En la Seccién 2.2 vimos que la cohomologia de Hochschild de un édlgebra A con coefi-
cientes en A tiene estructura de dlgebra de Gerstenhaber. El objetivo de esta seccién es
calcular la estructura de algebra graduada de la cohomologia en el caso en el que A es el
super plano de Jordan.

3.4.1 Morfismos de comparacion

Si bien la resolucién P, A resulté muy util para calcular la homologia y la cohomologia de
Hochschild, el producto cup y el corchete de Gerstenhaber estdn definidos a partir de la
resolucién bar B, A. Suele ser posible calcular el producto cup a partir de otra resolucién
pero no sucede lo mismo con el corchete de Gerstenhaber. Es por esto que necesitamos
encontrar morfismos de comparacién entre las dos resoluciones, es decir, morfismos de
complejos

fo : PeA — BeA y g : BsdA — P,A

que extiendan a ida. Como las dos resoluciones son proyectivas, sabemos que estos
morfismos existen.

Proposicion 3.4.1. Sea f, : PoA — Bl A la sucesién de morfismos de A®-méddulos
{fn: PhA — BrA} 5
definidos como
esin=0,

fo:ARA - ARA, fy=1idasa,

esin=1,
f1:AQk{x, yYI® A 2 ARARA,
fillevel)=1T®v®1l paratodov € kix, y},

e sin>2,

fn:A®k{xn,y2x“*‘}®A—>A®A®“®A,

f1x"®1) =1x""®1,

(1 ®y2xn4 ®R1)=y®y x® T @141 Ry ®yx®x®n72®1
—xQURYAX"?RT-10x0y?@x" "2 ® 1
—xRYXMT T -10x@yx@x @1

n—3
+) (-1) (1 XM @yt @x 31 +1x® T @uyx @ x5 1) ,
i=0

donde la ultima suma es cero si n = 2.

El morfismo f, resulta ser un morfismo de complejos que levanta a la identidad.
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Demostracién. Es claro que f, levanta a la identidad ya que fo = idaga. Para probar que f
es un morfismo de complejos debemos verificar que by, o fy1 = f, 0 dy para todon > 0.
Es un célculo directo, aunque tedioso, hacer esta verificaciéon por inducciéon y omitiremos
la demostracion. O

El morfismo f, guarda la informacién de los distintos términos que aparecen al
aplicarle las reglas de reescritura a las n—ambigiiedades: estos términos pueden ob-
tenerse cambiando los tensores por productos en la definiciéon de f(1 @ x" ® 1) y de
f(lRyx"T®1).

No vamos a dar una férmula explicita de g, : BsA — P, A sobre todo el complejo bar
sino solo sobre los términos que nos interesan para poder calcular el producto cup y el
corchete de Gerstenhaber. Como B, A es una resolucion libre, es posible definir, para cada
n > 0, el morfismo g, sobre un conjunto linealmente independiente B, C A ® A" ® A
siempre y cuando d, o gn(z) = gn 0 bn(z) para cada z € B, 1. Notar que para que sea
posible verificar esta condicién b, (Bn41) debe estar incluido en B,. Al igual que para
el morfismo f, no daremos una demostracién de la siguiente proposicién ya que es una
verificacion directa por induccion.

Proposicién 3.4.2. Existe un morfismo de complejos ge : BeA — P4 A que cumple que
* go = idawa,
e para todo x%(yx)Py® perteneciente a la base de A,

b—1

g1 (xa(yX)byc) =a®x® (Y)Y + ) x4y @y @x(yx)® Ty
i=0
b—1

—l—Z Yyx)ly @x @ (yx)°o 1t C—i—Zx )Pyt ey ey
-0

y para todon > 2,
e gn (T®Y®Xx*™1®1) =0,

gn (1@y@yx@x®2@1)=1Teyxx"'®1,

e gn (1®Yy®YRx*"2®1) =0,

e gn (1OX"®1) =10x"®]1,

e g (10X T @1) = 1@yl e,

e gn (1 ®x®i®y2®xn_1_"®l) =Oparatodoi, 1 <i<n-—1,

e g (TOYX@ X" 'T®1) =yax"®1,

e gn (1TOXx¥'@yx@x®™ 1" ®@1) =0paratodoi, 1 <i<n-1,

¢ g (1@ xY? @ x* 1@ 1) =x@yx" '@ 1+10x"®@y*+ 1@ x" @ yx

TxT@xy? @x* 1@ 1) =1@x"®y?+1®x™ @ yx para todo i,

og(
1<i<n—-2,

* gn (1 ® x&n-1 ®xy2®1) =1x"®y?,
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e gn (1@ xyx@ X1 @1) =xy@x"®1,
e gn (1 ®x®i®xyx®x®“*1*i®1) =0paratodoi, 1 <i<n-2,
e gn (TOX* " T@xyx®1) =1@x" @ yx.

El morfismo g, también guarda la informacién de los distintos términos que aparecen
al aplicarle las reglas de reescritura a las n—ambigiiedades.

3.4.2 Producto cup

Como f y g son levantados de la identidad, resulta que los morfismos inducidos en la
cohomologia f* y g* son isomorfismos y més atn (f*)" = g*. Esta observacién nos
permite transportar la estructura de algebra de Gerstenhaber de la cohomologia calcu-
lada a partir de la resolucién bar a la cohomologia calculada a partir de P,A. Dados
¢ € Hompe (PhA,A) y & € Homae (PA, A), el producto cup entre las clases de estos
dos elementos resula ser @ — ¢ = (@gn — $gm) fnrm. Como todos los calculos serdn
realizados en la cohomologia, dejaremos de escribir la barra sobre los elementos para
indicar que se trata de una clase en el cociente. Ademads, utilizaremos indistintamente la
notacién de morfismo y la notacién de vector de dos coordenadas para los elementos de
H*(A,A).

Antes de calcular los productos entre los distintos generadores de H*(A, A) vamos a
introducir una notacién para estos elementos:

c=(0,x) € H'(A,A),
sn= ((2n+ 1™y ) € HI(A,A),

2 = (o, xyZ“) € H™(A,A),

n
n! i 9
uy = (E RO A T —yz"“> € H?(A,A),

Wier] _ (xyzn,xyznﬂ) € H¥ (A, A)

para todon > 0.
Es sencillo verificar que si A € H(A,A) y ¢ € H"(A, A), entonces

Observacién 3.4.1. Como H'(A, A) es de dimensién infinita y H°(A, A) = k acttia sobre
la cohomologia como producto por escalares, resulta que H*(A, A) no es finitamente
generada como élgebra.

Sean n,m > 1y sean ¢ € H'(A,A) y & € H™(A,A) elementos homogéneos de
la cohomologia. Por definicién del producto cup, el morfismo ¢ — ¢ pertenece a
H™™(A, A), por lo tanto para calcular ¢ — ¢ debemos saber qué valor toma en 1 ®
XM @1 yenl®y’x™™ 1 ®1. Como el producto cup es conmutativo en el sentido
graduado, podemos calcular los productos en el orden que nos resulte mas conveniente.

Ahora vamos a calcular estos productos para finalmente resumir los resultados en la
Tabla 3.1.
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1) C — Spt

C— Sn (1 ®X2®1> = (cg1 — sng1) f2 (1 ®X2®1) = (cg1 — sng1) (1®@x%2®1)
=c(1@x®@Nsn(1@x® 1) =0(2n+ 1)xy*™ =0,

C— Sp (1 ®y2x®1> = (cg1 — sng1) T2 <1 ®y2x®1)

= (cg1 — sng1) <y®y®x®1+1 RYURAYXRKT—x®Ryy 1

—]®x®y2®1—x®y®x®1—1 ®x®yx®1>

=yc(TRy® s (13x@1)+c(1y@Nsp(y@x@1+10y @x)
—xc(1@y@Msn(1TRy®1)—c(1x@1N)sn(yRy1+1R0yy)
—xc(1RY@Nsn(1xR1)—c(1xR1)sn(y@xR1T+1RQYRX)

=yx(2n+ 1)xy™ +x <U (2n + 1)xy*™ + yznﬂx) — xAyntl

_0 <y2n+2+y2n+2> —X2(2n+ 1)Xyzn_0 <y(2n+1)xy2n+y2n+1x>

n
| L.
= (2n+ Dxyxy™ + xy®™x = 2n + xyxy™ + Z %x(yx)““’lyz‘.
i—0

Si bien con este calculo obtuvimos que
ol .
C— Sp = (0, (2n+ 1)xyxy2” + ; i!'x(yx)nﬂlyh) ,
1=

el producto no esté escrito en términos de la base de H?(A, A). Esto dice que es posible
reducir a ¢ — s, médulo bordes. Haciendo esto veremos que este producto es nulo.
Para esto, denotamos por d™ a los diferenciales del complejo Homae (PoA, A). Sea o €
Homae (A @ k{x,y} ® A, A) tal que

x(TRxR1) :—xyznyoc(l ®Ry®1)=0,
luego
d'(«) (1 ®x2®1> :oc<d1 <1®x2®1)> (xR xR1T+1RxRx)

=x (—xyzn) —xyMx =0
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d'(«) (1 ®yzx®1) :oc<d1 <] ®yzx®1))
:oc<y2®x®1+y PUIX+TRYRYX—xyRYe1-xyey—10x0y*

—xyRxRQT—xRyex—1 ®x®yx>

n+2 2n+1 x

= —yzxyzn + xy + xyxyzn + xy

n

n! _—

_ _xy2n+2_nyy2n+xy2n+2+xyxy2n+§ ?X(yx)n-‘r]—lyZL
i=0

n
n! nl—i 24
—E HX(UX) vy
i=0

Por otro lado, sea f € Homae (A @ kix,y} ® A, A) tal que
BI@x®1)=0yB1oy®1) =y —(2n+xy™,

luego

a'(p) (1 ®X2®1> =B(x@x®T+1®x®x)=0

d'p) (Tovxe1) =p (4 (Teyxe1))
=f5<92®><®1 +yRYOX+1RYOUX— XYY 1 —x@y0y—1®@x®y’
—xyR/xR1—xRyx—1 ®x®yx)

_ <yzn+zX . Xy2n+2> . xyzn“x —(2n+1) (XUZn-HX . XyXyZn)

n

) i (n+1)!x( Xy 2t _ZEX( Xy 2
<\ TR Y TR Y

i=0

i
L 2n+1) nl . L o
= Z < _ 11) X(Ux)n+1 1.921 —(2n+1) Z ﬁx(yx)n—&-] 1y21

i=0 i=0
n n! n—1 n!
_ . n+1—i, 2i : n+1—i 21
=2n+1) ;_0 A x(yx) Yy —(2n+1) ;—0 A x(yx) y

= (2n + Dxyxy®™™.

Por lo tanto ¢ — sp = d'(ax+ p) = 0.
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2) S — Snt

Sm — Sn (1 ®x2®1> = (smg1 — sng1) 2 <1 ®x2®1)

= (smg1 — sng1) 1 X2 ®1) =spn(1@x @ Nsn(1©x @ 1)
= 2m+ Dxy®™2n+ Hxy™ =0,

Sm — Sn (1 ®yzx®1) = (smg1 — sng1) f2 <1 ®y2x®1)

= (Smg1 — sng1) (y®y®x®1+1®y®yx®1—x®y®y®1

—1®x®y2®1—x®y®x®1—1 ®x®yx®1>

=ysm(1 @Yy @ Nsn(1@x@ DN +sn(1Qy@ Nsp(y@x@1+1Q0y @x)
—xsm(1@Y@1Nsn(10y®1) —sm(12x@ Nsn(y@yR1+10y @)
_XSm(] ®y ®])ST‘L(] ®X®1)—Sm(] XXX ])Sn(y ®X®] +] ®y ®X)

— (zn_i_])yZerZXyZn_’_ (2TL+ ])UZm+ZXUZn+y2(m+n+1)x_xy2(m+n+1)
+22m + Dxy?™ ™) 20 4+ Dxy?™  xy?™ — 2m + 1) (2n 4 1)xy?™ xy?™

(2m+ 1)xy (m4n —HX

m+1 m+n+1
Z +1 —|—n+1 o
— (4n+2) ( S ) (y )m+1 —i, 2(i4m) + § X(yx)m-l,-n-i,-] 1y21
i=0 ’
m+1

1)! C
— (4m+3)xy? ™) _ 2m 4 2)(2n+ 1) Z (m:; ) x(yx)™H iy 20

i=0

m+n (m+n)! o
—(@mA1) Y xR,

i=0
Cuando escribimos a ¢ — s, en términos de la base, encontramos un elemento 3, tal
que d'PB)I1ex¥1)=0 y dA'B)1@y*x®1) = (2n+ 1)x(yx)y*™. Esto permite borrar
cualquier término de la forma x(yx)y?* de la segunda coordenada de s,, — s,. Notar
que es esencial que d'B)1®x*® 1) sea 0.

Ahoraseanb > 1ei> 0y seavyp: € Homae (A ®k{x,y} ® A, A) tal que

b, 2it1 b, 2i

L.(QX) Yy —x(yx)"yT,

Yb,i“ ®X®]) :Oyybliﬂ ®y®1) = bl

resulta que
d'(voi) (10X @ 1) =0y d'(yo1) (1@ Y@ 1) =x(yx)" Ty,

Por lo tanto podemos borrar cualquier término de la forma x(yx)**'y?* de la segunda
coordenada de s, — sn y obtenemos que

S — Sn“ ® yZX ® ]) _ (4T‘L+ 2)y2(m+11+1) + XyZ(m+TL+1] - (4m+ 3)xy2(m+11+1)
— 4(11 _ m)xym+n+1 ,

) . 2
es decir, sy, — s =4(n— m)tn+m+1~
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3)c—c

Como el producto cup es conmutativo graduado y el grado de c es 1, resulta ¢ — ¢ = 0.

Pl —c

2P~ c(1x®T@1) =t (1 ®x2p®1)0(1 Rx®1) =0,

t —c(leyxP 1) = (t%?gzp v691) (u RYOX*PR1+10y @yx®x“P!
_ ®2p—1 . 2 ®2p—1 _ ®2p
XQUYUOYRxX RTI-13xQY " ®x RT—xRY®x

2p—2
—1 ®X®yx®x®2p_1 @1+ Z(_‘I)l(‘l ®x®2+i®y2®x®2p—2—i®1
i=0
+ 1 ® X®2+i ® yx ® X®przfi ® 1>>
:ytﬁg(mc(l®x®1)+t§3(1®g2x2p—‘@1)c(1®x®1)—xtﬁ(0)c(1@x@])

—t2(0)c(1@x® 1) —xt2P(0)c(1®@x® 1) —t2P(0)c(1 ®@x ® 1)
2p—3

+y (1)i<t§3(0)c(1 Rx® 1)+t (0)c(l®x® 1))
i=0

+t2P <1®x2p®1)c(y®y®l+1®y®y)

+#(1e?el)dyexal+1ayex) =0,

yaquec(l®@x®1) =t (1@x® @1) =0y por lo tanto t3f — c es igual a 0.
5) t%f — Snt

t2P — sy (1 ® x2PH! ®1) =t <1 ®x2p®1> sn(1@x®1) =0,
2P s, (1 ®y2x2p®1> _ (1 2 y?x! ®1) sn(1@x®1)

2 (1 ®x2p®1) sy@yel+10yoy)
—l—tﬁf (1 ®x2p®1>sn(y RxR1T+TR®Y®X)
= xy?™(2n + 1)xy* = 0.

2 .
Nuevamente resulta que ti} — s, es igual a 0.
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6) u%ﬁf - c:

u%npvc(1®x21)+‘®1> = u <1®x2p®1>c(1 ®x®1) =0,

uﬁf vc<] ®g2x2p®1> :uﬁf (1 ® y*x?P! ®1) c(Tox®1)
+up (1 ®x2p®1)c(y RYR1+18y®Y)

+uZp (1 ®X2p®1)c(y RxRT+1Ry®x)

m! Py
=2 )™y (yx+xy)
— m! m—i, 2i+1 — m! m—i, 2i
:ZT(yx) y X+ZT(W Yy
i=0 i=0
— Z = Z ﬁ(yx)mJﬂflyZl +y2mxy

i

m . m
! il _ m! o
= E TS E ﬁ(yx)‘““ ly2‘+ E o x(yx)™ lth

i=0  1=0 i=0
o LIy .

— Z T <Z ﬁ(yx)mJﬂflyZl +X(yx)m1g21+1> )
i=0 =0

Sea o, ; € Homae (P2pA, A) tal que
0, (1 xP @ 1) =0y o, (1 YT ® 1) = —(yx)*y?,

luego

L : .
a% () (1 & xPH ]> —0y a% () (1 2y ]) _ %(yx)bﬂﬂqya+X(Ux)byzl+1

y por lo tanto uP —c= > %!dZP (tm-—ii) = 0.

Antes de continuar calculando los productos vamos a probar un lema auxiliar.

Lema 3.4.1. Sean n, m > 0, resulta que

m

(nm+i)!  (m+n+1)!

il mln+1)

i=0

Demostracién. Si dividimos por n! ambos lados de la igualdad que aparece en el enuncia-

do obtenemos la siguiente expresion 3 o ("*) = (™). Probaremos por induccién

en m que esta nueva igualdad vale para todo n, m > 0. Si m = 0, resulta que

(") = () =1= ()

8o



Sim>1,

> () -E (V)R - )R - ()

i=0 i=0

Sigamos ahora calculando el producto cup entre los generadores.

2
7) Uit — St

uZP (1®x2P+‘®1) u2p (1®x2p®1>sn(1®x®1)
m m m! . .
Z y )™yt 2n+ xy™ = (2n+ 1) Z i—"x(yx)mﬂyz(w“),
i=0

u? s, (1 ®y2x2p®1> =u® (1 ®Q y*x?P- 1®1> sn(1®x®1)
+u?p (1 ®x2p®l) snyRyeT+10yQy)

—i—ufnp (1 ®x2p®1>sn(y RxRT+TRxRY)

m
| . s
_ _yZm-H (ZTL + ])XUZn +2 Z %(yx)m—lyhyZn-&—Z
i=0
+Z m 1 2i <(2n+])yxy2n+y2n+1x>
m m—1 m!
Z o m 1 2(i4n+1) (2n+1) Z T(yx)m 1y21+1 yz
i=0 i=0
m l
Z il m 1 2( 1+n)+1x.
1!
= 1!

Calcularemos cada una de las sumas por separado:

m+n+1

m 1 2(i+n+1) m! m+n+1-1, 2
ZZ il UX V=2 Z mhﬁ() Yyl
l=n+1
m ]TTL' o m—1 i m!
(ZT‘L—I- 1) Zj(yx)m—lyhﬁ-]XyZn _ T(yx)m+1 lyH-n

I
[

i=0 i 1=0

m—1
l
(2T1+] Z 0 m l)(yx)m-‘r] IUZ(H-TL)

m+n—1

=(2n+1) >

m!

1—n)!

(m +n— l) (yx)m-i-n-i-]—lyZl’
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m ml ) ] m i+n
Zv(yx)mflyﬂurn)ﬂx — Z 1+T1+1 LyZL
i=0 i=0 1=
m i+n . n m
m! (i+n)! m! H—n' _
— Z ~ 1 (yx)m+n+1 —1..2l Z 7 (Z ) )m+n+1 1921
i=0 1=0 ' =0 =0
+ mZJF“ E‘ i (i+n!) ( X)m+n+1—l 21
u T A Y
l=n+1 i=l-n
Debido a las reglas de conmutacién del Apéndice y al Lema 3.4.1, resulta que
m n+m
m! i 20+, m! (TL—|— m + 1)' +n+1-1, 21
Z?(Ux)m Y=y T\ i) (yx) ™y
i=0 1=0
+
— E m! < u ) (yx)m-i-n-i-]—lyZl
Nt UV \1l=—n—=1In+1)

A partir de ahora denotaremos por A; a (yx)™m+1—1y2t,

obtuvimos que

Con los célculos que hicimos

i < (n+m+1)!
2pvsn<1®y2x2p®1)_2 Z (1 1+Z Un+1) A
mnt m!l " jlash m!
+(2n+1) 1Zn u_n)!(m+n—1)m—1§] in _])(n+])?\

Seai, 0 <i<myseaa; € Homae (P2pA, A) tal que

o (1 ®x2p®1) (2n+1) (yx)m—iyz(”“ y (1 Ry~ ]®1) —0,

resulta que

' . .
dZP( ) (] ®X2P+1 ® ]) — (2n+ ])%X(yx)m71y2(l+n)

y
1(m — i ) )
(o) (10yP ©1) = (2n+ 1)“'(“5 Y fymoseyatien)
m! & (i+n)! m+n+1-1 21
—(2n+1)u§ 7 (yx) y-.
Reduciendo a u%f — s modulo bordes, obtenemos que
m—1
ul — s, (1 x*1 @ 1) = (uﬁf — Sp— Z dzP(oq)) (1 xP ® 1)
i=0

= (2 + T)xy?nim)
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m—1
ul - sy (1 RYxP ® 1) = <uﬁf — Sp — Z dzP(oq)) <1 RUYxP ® 1)
i=0
m+n+1 n+m
Mm+m+1)!
=2
Z (A Z Umen)
l=n+1
m+4n m—1 i+n ;.
! (i+mn)!
— Z A+2n+1))y — AL
Nt l—m —1 ( +1) = il = 1
m+n+1 n+m m+n
Mm4+m+1)! m!
=2 —A — AL
DI ——T ‘*Z Ui M X T i)
l=n+1 l=n+1
m i+n m! m+n (m+n)!
+(2n+1) ZZT (zn+1)ZT7\1
i=0 1=0 1=0
m+n+1 n+m
m+m+1)!
=2 )\ 2 2 —A
Z 1+(TL+)Z e
l=n+1 1=0
—(2n+2) mf ™y nen Y mEnh
I—n—Dln+1"™" T
l=n+1 1=0
n+m
(n+m)!
= D +(2m+1) ) N
1=0
n+m+1 n+m n+m
B Mm+m+1)! m+m+1)! (n+m)!
_z< > 0 7\1—271! Al +(zm+1)Ziu AL
1=0 1=0 1=0
n+m+1 n+m
+m+1 (n+m)!
=2 Z )7\1 (2“+])ZT7\1
1=0
Sea 3 € Hompe (P2pA, A) tal que
B <] ®X2‘p®]> 70}7 B <] ®y2 2p—1 ®1) :_yZ(T‘H—m)-‘r],
resulta que
n+m (n+ )
AR TP @) =0y dPR)1eyxPel) =) 17?\1+xy (nbm)+1
1=0 ’

y por lo tanto el producto cup u — s, queda escrito en términos de la base como sigue
2p+1 2p+1
u o sy =uP ZdZP —i—de((Zn—H)B)—2vnﬂl+1+(2n+1)wnﬂtn.

8) V%?+] — c:

vt e (12 @1) =vE (1ex T @) cloxe1) =0,
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VP e (1 ® y*x?Pt] ®1) = v (1 ®y2x2”®1> clox®1)
i (1 @ x 2P ®1) cYyRy1+1yey)
T (1ex @1)cyex@T+18y@x) =0

Por lo tanto v&7 ™! — ¢ es igual a cero.

9) vl s
v sy (1 Rx?P? 1) — 2P (1 ® x*PF1 ®1> sn(T®@x®1) =0,
W g (1 2yPH © ]) = V2Pt (1 Ry ® 1) sn(1®@x®1)

— 2P (1 @ xPH! ®1) shyRyYR1+10yey)

— 2] (1 ® x2PH! ®1) sny®xR1+1RYy®x)

m m
— m! m—i, 21 n _ m! m—L, 2(l4n)
= % T(yx) yt2n+1)xy™ = 2n+1) % Tx(yx) y .

Como x(yx)by? pertenece a Im (0) para todo b > 1 y para todo i > 0, resulta que
v%f“ — Sn (1 RUNPH ® 1) =2n+1 )xyz(“““) y por lo tanto

2p+2
sy = (2n+ NP

Es importante notar nuevamente que este argumento solo puede ser utilizado para tér-
minos que aparezcan en la segunda coordenada del producto que estemos calculando.

10) wﬁ‘{’“ -

wH ¢ (1 ®x2p+2®1> = WP (1 ® xPH ®1) c(Tex®1)=0,

Wit —e(Teyd 1) =wi (o e1) dloxel)
—wIT (1exd M @) cyeyel+18y@y)

— w2t (1®x2p+‘®1)c(y®x®1+1®y®x)
— —xy?™( _ - m! mH1—i, 2i
= =y Myxay) = 3 ey
i=0

Como x(yx)®y? pertenece a Im (d) para todo b > 1y para todo i > 0, resulta que

w2t sl (1@y*>x*T®1) =0y por lo tanto w2t _ ¢ =o.



11) WP s

wﬁ?“ NP (1 ®x2p+2®1> :wfﬁf*] (1 ® x*PH1 ®1> sn(1®x®T)

= xy’™(2n+ 1xy?™ =0,

wipl (1 ® X2t ®1) sny®yel+loyoy)
Wi (18x @ 1) sily ©x@1+10y )

— xy?™H (20 + 1)xy?t — 2xy Py P xy?m <(2n+1)yxy2n+y2n+1x>
2m, 2n+2 2(n+m)+1

= —2xy“™y Xy X
2(m4n+1) s (n+m)! mAn+l—i, 2i
= —2xy — % Tx(yx) y-.

Como x(yx)™ 11yt pertenece a Im () para todo i, 0 < i < n +m, resulta que
wgﬁﬂ < $p (1 ®sz2p+1 ® 1) _ nyz(n+m+1)

2p+1 _2t2p+2

y por lo tanto wiy A

— Sn
12) 20— 24
2P — t2d (1 ®x2p+zq®1> =t <1 ®x2p®1>t3ﬂ (1 ® x* ®1) =0,

2P — t2d (1 @yl @ 1) =t (1 Ry ® 1) t2d (1 %M ® 1)
+ 2P (1 RxP ® 1) t2d (1 2yx* T ® 1)
+ %P (1 @xP ® 1) t2d (y %M ® 1) =0.
En consecuencia, t%]f — tiq es igual a cero.

13) ul — 5%

w2 (1 ®x2p+2q®1) =u% (1 ®x2p®1)t$ﬁ (1 ®x2q®1) =0,

uZP — (1 @yl g 1) up (1 RuixP 1 ® 1) 2 (1 Rx* ® 1)
+u?p <1®x2p®1> t2d <1®y2x2q ‘@1)

+uZ (1 ®x2p®1)tﬁq (y ® x4 ®1)
m

m
m! R m! B
=3 0 = 3 Sy
i=0 1=0
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Como x(yx)m_lyz(“r“) pertenece a Im (9) para todo [, 0 <1 < m —1, resulta que

2 2q _ +2p+2q
unf ~ tnq =tm

Antes de continuar calculando productos vamos a probar el siguiente lema que utili-
zaremos en los cédlculos que siguen.

Lema 3.4.2. Sean n, m > 0, resulta que

—oml nloon T (m+n)! m4n—k, 2k
2™y Z 7 () W =) ™y
i =0 k=0 '

Demostracién. Dados n, m > 0, calculamos el producto de la izquierda de la igualdad

- ! m—i, 2i . n! n SR m'n' m i, .21 n—j, .2j
> BTRCA A ) ](UX Wi =5 § 0 (yx) ™y (yx) Iy
- v - 5| !

j=0 7° i=0

(yx)m 1921(yx)n ja.2j +Z )mfiy2(i+n)‘
i=0 i

(Z i,!(yX)miyﬁ> > T;' (yx)" Ty
il .

j=0

m n—1 i . . .
min! s NNn—j+i—-1—-1)! i :
=3 3 S X (o) e

1—01'; Y = (n—j—1)
m ' . .
+ ) )Ty
i=0
m n—-1 i i . .
= Z Z TI.l!‘T‘L! <1> (Tl_] +T—l— ])! (yX)m+n7(j+1)yz(1+j)
i=0 j=0 1=0 it Al (n—j—1)!
L
+ ) )Ty
i=0
n—-1 m m . .
= Z Z (n—jti-l-1) m!T‘! (yx)m+n—(j+l)yZ(l+j)
j=0 1=0 \i=l (n—j—Nia-u! Uj!
m ' . .
+ )y )y
i=0
n—-1 m m—1 nf]*]ﬁ’r min! L 20 y )
— . m+n—(G+1),,2(1+ m 1 (i4n
) Z<Z< ' >>Uj!(yx) ' J+Z,
i=0 1=0 \r=
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Debido al Lema 3.4.1, resulta que Y o' ("' 777) = (™™2UFY) y por lo tanto

T n—j

™o s “
(Z 1E'(L«J><)’“‘lyh> y = 7 oy

j=0

_ i (m—i—n— G+ U) min! (yx)m+n ]+l 204H) 4 Z ym— 1 2(i+n)

=5 n—j Uj!
n m

=2 ) (T) (“) (nm =+ D) yx) WUy,
j=0 1=0 )

Como la igualdad que queremos probar es simétrica en m y en n, podemos suponer, sin
pérdida de generalidad, que n < m y escribir m =n+t con t > 0. Realizamos el cambio
de indice k = j+ 1y denotamos por Ay a (yx)™™*y?* para simplificar la escritura.
Separamos la suma en tres partes, segtin el valor de k

22 <T> (?) (= (4 1)y Y2

j=0 1=0
n k n+t n
:ZZ@“)( )(z -+ Y Z(““)( >(2n+t 1)
k=0 j=0 —) ] k=n+1 j=0
2n+t n
+ > <n+t><1>(2 n+t—k) A

Kot jmk—(nat) o)

Para probar la proposicion lo tinico que falta verificar es que se cumplen las siguientes
igualdades

13
2
Z <n+j£> <n> = < n+t> paratodok,0 <k <mn,
j=0
n
Z (TH_T[) (n> = (2n+t> paratodok,n+1<k<n-+t,
, k—j k
j=0
n

n+t
( n]j > paratodok,n+t+1 <k <2n+t.

Y
~ 3
I+
—. o+
N———
Y
\_4.3
N——
Il

Vamos a probar estas igualdades mediante un argumento combinatorio. El coeficiente
binomial (2““) cuenta de cudntas maneras es posible elegir k elementos de un conjunto
de tamafio 2n 4 t. Una manera de calcular esto es dividir el conjunto en dos subconjuntos,
uno de tamafio n y el otro de tamafio n +t, y elegir j elementos del primer conjunto y
k —j del segundo. O



2 2
14) Uy, — up’:

= ml o Y
u — w1 ex?Pel) = (Z Tirt(yx)“”yzﬁ > 2 yrriy?
i=0

m+n
(m+mn)! _
— Z 7(yx)m+n kka’

donde la igualdad se desprende del lema anterior.
WP w1 @yt e1) =u® (1 @ y*x?! ®1)uiq (1 ® x4 ®1>
+uZ <1®XZP®1) (1®y2 2q- ‘@1)

+u?p (1 ®x2p®1)u721q (y ®x2q®1>

m
I
_ _Z - y2m+1 - 1y21 o Z %(yx)n ly21y2n+1
=0

JrZ 0 yxml21+1z n121

n m
n! - m! .
— Ty2m+1 (yx)n 1y21 . Z T(yx)n IyZ(n-H)-H
1=0 1=0
m—1 m! m—1n—1 mn! o
+ T(yx)n*lyz(nJrUH + o (yx)mflyzwl (yX)nilyZl

,
M= 1 l\/]

o

—

]

o

—

I

o

n! _
FUZmH (yx)n ly21 _ _UZ(ern]H‘

_l’_

1

Il
S

Es decir, u2? — 129 es igual a uf,f:éq.

2 2q+1
15) tn{) ~ an :

2P 2t (1 Q xPH2aH 1) =t (1 %P ® 1) v2a+ (1 Q%M 1) =0,

tz vv2q+1 (1 ®y2xlp+2q ®]) _th <] ®yz 2p— 1®])v721q+1 (1 & x24+] ®]>
+ 2P <1 ®x2p®1>v121q+1 (1 ®y2x2q®1>
+ 2P <1®x2¥’®1)vﬁq+‘ <y®x2q+‘®1> =0.

2q-+1

y en consecuencia tm — v esigual a cero.

16) 2P — w2t
2w (Tex 2 @ 1) = (1ox? @ 1) wit (1ax" e1) =0,
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thff — Wiqﬂ (1 @y g 1) _ t121119 (1 AT s 1) Wﬁqﬂ (1 ® X2 @ ]>
+t2P (1 RxP ® 1) wiat <1 Ry ® 1)
+t2P <1 RxP ® 1) wiatl (y @ x* ® 1) = xy?Mxy?™ = 0.

Por lo tanto tfﬁ wqu es igual a cero.

2q,

2p+1
LN P

17) v

VTZT‘E)+] — u]ziq“ ® X2q+2p+1 ® ]) — 0’

VEPHT 201 @ y 220 @ 1) = 2Pt (1 2yPF @ 1) 12 (1 2x29 @ 1)
_vﬁﬂr] (1 0 xP 1 ® ]) uﬁq (] 2y e ]>
— 2] (1 X @ 1) u2d (y Q%% ® 1)

Ly o ki s
= (Z T!'(yX)’““yz‘> Z g () iy?

i=0

| A,
_ M(yx)m-ﬁ—n—lyh.

2p+1 2q . 2p+2q+1
y luego vit ™' — upd es igual a viP 9T

2 2q+1
18) uy — width:

uﬁf — wﬁqﬂ (1 QX 1) = u,sz (1 RxP ® ]) W,zqu (1 Rx¥ 1 @ 1)

m
m! m! _
— Z T(‘JX )m- 1y21xy _ yZmeZn _ Z TX(Ux)m lyl(l+n)’

uﬂ) v Wiqﬂ (1 © Y=t g 1) _ u%]la (1 T s 1) Wqu (1 ®x2H g 1)
+u?p (1 RxP ® 1) widtt (1 @y ® 1)
+up (1 2 %P ® 1) waat] (y ®x29H @ 1)

|
y2m+1xy2n+z yX m 1921 y2n+1 +Z m. yx)m 1y21+1 UZ

i=0 i=0
m—1 i m!
_ UZmXUZTL-H + Z T"(yx)m—&-]—lyZ(H-n)
i=0 1=0
- m! Lol | e ml(m—1) -1, 2(1
_ Z 7X(yx)m— y (I4n)+ + Z 7(yx)m+ Ly (4n)
= U P—” U
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Como X(yx)m 1y2(l+n )41 + ZHTI
1,0 <1< m-—1,resulta que

uf}f — Wﬁqﬂ (1 ®sz2p+2q ® ]> _ Xyz(m+n)+1

(yx)m“”] ~y% pertenece a Im(8) para todo

m—1 l4n | 1 m—1 '
B Z Z m!(l+n)! X2 Z ml( )™ Ly 2)
H :
1=0 i=0 uit 1=0 u

Seanl,0 <1< m—1y o € Homae (P2,124A, A), tales que
a0 (Tox 2 @1) = (Yo y ™ y o (Teyh@ 2 g 1) =0,
resulta que

A% +24( ) (1 @ X229+ ]) _ X(yx)mfly2(1+n)’

42r+2d (1 2y 2, 2p+2q— 1®]) (m _U(yx)m+1—1y2(1+n)
(1+

m+n+1 1,21
Yy

(1
+
i=0

y por lo tanto

2p 2q+1 _ 2q+1 2p+2q 2p+2q+1
Uy ~— Wy u d Wiim -

2p+1 2q+1
19) Vm]:J ~ vnq :

vﬁf*‘ _ Viq—H <] ® x2PH2a+2 g 1) Zp-H (1 ®xP ® 1) viqﬂ (1 ® 2t & 1) —0,
V%EH _ Vqu (1 @y g 1) :vﬁfH (1 Dyh® @ ]> v121q (1 ® 2t & ])
—vﬁ‘f” (1 ®xPH @ 1) Viqﬂ (1 2y @ 1)

—v%{’“ (1 o xPH @ ]) Viqﬂ (y %29t 1) —o.

Lo cual implica que vif ™ — vi7™ es igual a cero.

v%}f—H _ Wﬁq—i—l (1 ® x2PH2a+2 g ]) :\)121?“ (] ®xPH ]) Wiq+1 (1 ® 29t @ ])
=0,
vﬁ’f“ _ W121q+1 (] ®y2X2p+2q+1 ® 1) :vﬁ‘f“ (1 ®y2X2p ® ]) Wﬁq (] ® x29H @ ])
_v121113+1 (1 ®x" 1 ® 1) Wiq+1 (1 2y © 1)

— 2Pt (1 X ® 1) wt*! (‘J @x @ ]>

m m
m! _ m! _
_ § g (yx)m 1y21xy § y X(yX)m 1y2(1+n)'
i=0 =0
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Como x(yx)m_lyz(“r“) pertenece a Im(9) para todo 1, 0 <1 < m —1, resulta que

VP 2aHT g igual a tiﬂﬁqﬂ.

21) WP w2t

W%EH _ WTZIq—H (1 ® x2P20+2 g 1) :wfﬂf“ (1 ®xP ® 1) W121q+1 (1 ® x24It 1)

— XHZmXHZn — 0,

wﬁ?“ _ W121q+1 (1 ® yIxPP e g ]> :wf,]f” (] 2y © ]> szlq (1 ®x2H & 1)
_W%EH (1 ®xP 1 ® 1) Wﬁq—H (1 2y @ 1)
—wfﬂf” (1 2 xPH @ 1) Wqu (U ® X2t & 1)

n+1 X

—x 2m+1 y

y Xy n Xy mey

L |
m! 1—i 2(i
§ 5 X( X)m+ —1,.2(i+n)
i=0

2m+2xy2n

Como x(yx)m“*iyz(”“) pertenece a Im (9) para todo i, 0 < i < m, resulta que

2p+1 2q+1 _
wir — w1 =0.

Resumimos los resultados obtenidos en la siguiente tabla, donde en la entrada (i,j)
escribimos el producto entre el i-ésimo término de la primera columna y el j-ésimo tér-
mino de la primera fila.

c Sn 2 uZd VAT wid T
c |0 0 0 0 0 0
smo | 0| 4n— m)tﬁ+m+1 0 2\}33:1114-1 —(2n+1 )tﬂ:ﬁ thﬁjniﬂ

+(2n+ 1wt
t? |0 0 0 P2 0 0
B R A BT - BT U R
+(2n+ Nwikt]

Al N P 4 O - 0o | e
w10 21z 0 wap A —tZPr2ate 0

Tabla 3.1: Productos entre los elementos de la base de H*(A, A).

A partir de esta descripcion es sencillo verificar que H®*(A, A) estd generado como
dlgebra por los elementos 1, c, té, Sn, ufl y vfl para todon > 0.

Al final de la Seccién 3.3, mencionamos que todos los espacios de cohomologia de
grado 2p, con p > 1 se pueden identificar entre si de manera evidente y lo mismo sucede
con los espacios de cohomologia de grado 2p + 1, con p > 1. Mds atin, observamos de
dénde proviene esta identificacién. Podemos ver en la tabla que estos isomorfismos estan
dados por la multiplicacién con uép. Mads precisamente, la identificacién estd dada por
los morfismos

@ e HMY— ¢ — uép € H29+p, e e HMY 5 — uép € H2a+2p T,
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3.5 Estructura de dlgebra de Lie de H'(A,A)

Si restringimos el corchete de Gerstenhaber a H'(A, A) obtenemos un dlgebra de Lie. En
esta secciéon vamos a describir esta estructura que resultard ser isomorfa a una subalgebra
de Lie del dlgebra de Virasoro. Al igual que para el producto cup solo vamos a calcular
el corchete entre los elementos de la base de H'(A, A). Vamos a empezar con el corchete
entre c y s, y para eso debemos calcular los respectivos asociadores:

cosp(1®@x®1) =(cgrosng) fi(1®@x®1) =(cgrosngr) (1@x® 1)
—cgi(1@sn(1@x®1)®1) = cg (1®(zn+1)xy2“®1)

2n—1
=(2n+1)c (1 Rxy™"+ ) xy'oy ®y2“—‘—i>

i=0
2n—1 ) )
=(2n+1) Z xytxy? 1
i=0
n—1
_ (2Tl+ ]) XUZH-]X.yZ(TL—L—])
i=0
n—1 i il ) )
_ (211 + ]) ZX *;(UX)I_H_]}JZ(TL_H_FU
i=0 1=0
n—1 i il
- (2 1 : k+1, 2(n—1—k)
133 gy
n—1 /n—1 il
=(2n+1) - X(UX)kHyZ(n—]—k)
k=0 \i=k (L=t
n—1 /m—1—k
(k+1)! 1
_ (2T1—|—]) ( T X(yx)k-‘r]yZ(n 1-k)
k=0 1=0 )
n—1 |
=(2n+1) ——x(yx)" %,
- Y
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donde en la dltima igualdad utilizamos el Lema 3.4.1. Ahora vamos a calcular el otro
asociador:

cosn(1@y @ 1) = (egrosngn) il @y @ 1) = (cgi 0sngr) (1 @Y &)
=Cch “ ®Sn(] ®y®1)®1) = cgq (] ®y2n+1 ®]>

2n m 0 .
= (Z yi RY® yln—i> _ Z inyZn—i _ Z yZiXyZ(n—i) + Z y21+1xy2(n—i)_1

i=0 i=0 i=0 i=0
WR] '12'1n_]li' 141, 2 -1
_ Z TX(UX)l_ y (n—i+1) + Z T(yx)l + y (n—i+1)
i=0 1=0 i=0 i=0
n i il K 2k n—1 i+1 il K 2]
_ n n +
i=0 k=0 i=0 k=1
n n il n n—1 il
= k,,2(n—k) : Ky 2(n—k)+1
kZ(Z (i_k),>><(y><)y +Z< (1_k+”,>(y><)y
=0 \i=k k=1 \i=k—1
n n—k n n—k
_ (k+D)! k. 2(n—k) (k+1-1)! K. 2(n—k)+1
_Z ( 1 x(yx)*y —I—Z T (yx)*y
k=0 \1=0 k=1 \1=0
n n—1
_ (n+1)! k—i. 2i n! K, 2041
_éu(n—wn W)™y +§v(n—1)(y") v

snoc(T@x®1) = (sng1ocgr) F1H{1@x® 1) =(spgrocgr) (1®x® 1)
=101 (1Rc(1@x®1)®1)=s,g1 (1R0®1) =0,

snoc(1®@y®1) = (sng10ocgr) FH{T@Y®1) =(sngrocgy) (1@Y®1)
=091 (10c(1@Yy®1)®1) =591 (1@x®1) = (2n+ 1)xy™"

luego

Csnl(T®x®1)=02n+1) Z U(T?!_l)x(yx)“_lym,

(m+1)! _ n!
[c,sn]l(1T®y®1) ZU 1) x(yx)* 1y 21+Zm(yx)ky21+]

—(Zn—H)xy

Utilizando la notacién de la Proposicién 3.3.6, sea l tal que 0 <1 <n—1 y sean

On i1y = (X(yx)nflyﬂ,X(yx)nflflyﬂJrZ+ (n_l)x(yx)nflyﬂ_ (yx)nqyzm) )

-1
I o B
Enot11 = (—Z )"y, (= Ux(yx)” 1y21>,
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pertenecientes a Im (d°). Por un lado

n!
LY. T 1 Z 1,21
i 7 ol @x® Un Y

—— 0 (1®y®1)

n—1
n! - _ _
— Z T <X(UX)n 1 1y21+2 + (T'L o l)X(UX)n IUZI o (yx)n ly21+1>
= n—1)

n
n! _ n! _
— Z (l — ])'(n I ) X(yX)n IUZI + Tx(yx)n lyll

T
LR
-
I
o

n—1 n!
_ (yx)n%yzlﬂ
I
= U(n-1)
=m<y2”+nZ] v + ) xym B iy
Z\ =N =1+1) " U '
n—1 n!
o : (yx)nflyﬂJr]
M —
= Un-—1)
n n—I1
o n (n+1)! )y )Ly 2
-y +§U( T 1:01' v

teniendo en cuenta ahora al elemento &, 11, resulta que

n—1 n—1
n—H) B 2(n+1)! L
mientras que
n—1
2(n+1)!

11101 1

— l'(n_l—F])(Tl—l)an 1 1,1( XX & )

n—1 1-1 Z(TL—I—])!

_ n—i  2i
- - (n— o Y

1=0 i=

n-2 / n—1 1 2m+1)! n—i 2i
:_§ (1—’;1 (n—1+])(n—l)> u R

n-2 /n—i-1 1 2(n+1)! n—i, 2i
=—_Z< (k—H)(k)) T

i=0 k=1

i 1)2m1)! n—i 2i
=- g T

i=0
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donde en la dltima igualdad usamos que ¥ || - = Es sencillo verificar que

i+Ni n+1
n—1 n—1 Tl—l-”
[, sn] +ZU On—1- = Zl] n—1+1)(n )Evﬂ—l—1,1:2(n+1)r|n
1=0 1=0

y por lo tanto [c, s,] resulta nulo en la cohomologfa.
Ahora vamos a calcular el corchete entre s, y s, para todo m,n > 0. Como antes,
empezamos con los asociadores:

2n—1
$Smosn (T @x®1) = (Zn+1)sm (1 Qx Uy + Z xy' @y ®y2n—1—i>
i=0
2n—1
=2n+1)2m+ ])XUZ(n+m) +(2n4+1) Z Xy1y2m+1y2n 1—i
i=0
=(2n+1)2m+ ])XyZ(n+m) + (2n+ ])anyZ(ern)
=2n+1)2(m+n)+1 )Xyl(m+n)/

por otro lado

2n

smosn(1QYy @ 1) = s, (Z y' ey ®y2“i> = (2n+ yPmEn
i=0

luego [sm, sn] = 2(n —M)smin.

El algebra de Virasoro, denotada por Vir, es el dlgebra de Lie con base {L,,c | n € Z}
y corchete definido, para todo n, m € Z, como

m3—m

U—mr I—n] = (m - n)I—ern + 6m,fn 12

Ly, cl =0.

C,

Esta 4lgebra es la tnica extension no trivial, unidimensional y central del dlgebra de Witt,
que consiste en la subalgebra de Lie generada por el conjunto {L,, | n € Z}. Notar que Vir
tiene la siguiente descomposicion triangular en subélgebras de Lie:

Virt =PkL, b=keokly, Vir =PkL ..

Para identificar a H'(A, A) con una subélgebra de Lie del 4lgebra de Virasoro va a
ser conveniente hacer un cambio de base. Llamamos L_,;, = 2"™ s, para todo m > 0.
Es claro que el conjunto {L_,,,,c | m > 0} resulta ser una base de H'(A,A) y es sencillo
verificar que el corchete cumple las siguientes igualdades

L, L] =(—m-— (—Tl))l_,(m+n) y [L_m,c]=0.

A partir de esta observacion es evidente que H' (A, A) es una subélgebra de Lie de Vir.
Maés precisamente se tiene el siguiente teorema.

Teorema 3.5.1. Existe un isomorfismo de algebras de Lie

H'(A,A) = h @ Vir .
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3.6 Comentarios finales y perspectivas

Al final de la dltima seccién probamos que H'(A, A) resulta ser isomorfo a h & Vir—. Si M
es un modulo de Lie sobre h @ Vir—, o lo que es lo mismo, una representacioén del algebra
envolvente U(h & Vir~), entonces U (Vir) ®yaviy-) M resulta ser una representacion de
U (Vir). La familia de espacios vectoriales H"(A, A) da una familia de representaciones de
H'(A,A) y debido al comentario anterior, se obtiene asi una familia de representaciones
del dlgebra de Virasoro. Queremos saber cudl es esta familia y si se trata de represen-
taciones ya conocidas. También nos interesa saber cudles son las édlgebras de Lie que
aparecerdn para otras dlgebras de Nichols de dimensién de Gelfand-Kirillov finita.
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Apéndice A

Reglas de conmutacion

En este apéndice se incluyen las reglas de conmutacién del super plano de Jordan.

Proposicién A.o.1. Para todo ¢ > 0,

o T X(YxX iy sic= Zk,
110 ]3 (y )k 1y21
c

Yyx=
5 Bl )y sic=2k+1.

Demostracién. Lo probaremos por induccién. Los casos ¢ = 0,1,2 son claros. Sik > 1y

c=2k+1,

k
k! _
UZK—H U(U X) U(E TX yx k 1 21 E k i+1 21
i=0 i=0
Sik>1yc=2k+2,

¥ = y Pyt =y (xy? +xyx) = yHx(y? +yx)

K o
=D ) )

i=0
K
k! k!
— Z T (yX)k i, 2i4+2 + Z yX)k 1y21+1
i=0 i=0 i
£kl i L e K K : 1.2
— -~ —i, 21+ o~ —i i—j+1..2j
=2 XY ) () > - J,(yX) y
i=0 i=0 j=0
_iklx(xklzwzJFZZ K1y
=2 v !
i=0 i=0 j=0
v K il ity
5 3
=1 )= i= O] =0 7’
2w ket 2 k—j+1, 2j
zz(j_”,X(y) +Z —J+1)] x(yx) Ty
— !

j=0
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k! ; :
:XUZk+1+Z : X(yx)ka]yZ]
+ (ke 1) (yx)*<! +Z —] +1) (yx)k Hy?
j=1
k!
Zk-H +Z < ]+])] ) (yx)k ]+1y2] —|—(k—|—1)'x(yx)k+]

k+1)! L
— Xka+1 + Z (j')(yx)k]JHyZ] + (k +1 )!X(yX)kJr]
=1

k+1

(k+1)! o

_ T(yx)k J+]UZJ-
j=0

O
El siguiente resultado serd utilizado en la demostracién de la Proposicién A.o.3.
Proposicién A.o.2. Sea b > 1, entonces y(yx)® = x(yx)°Ty? + bx(yx)®.
Demostracién. Lo probaremos por induccién. El caso b =1 es claro. Sea b > 1, luego
y(y)* T =y(yx)° (yx) = (x(yx)®y? +bx(yx)yx = x(yx)* 1y x + bx(yx) !
= x(yx)* " (yxy® + (yx)?) + bx(y) ™ = x(yx)®y? + (b + 1x(yx) "+
O

Proposicién A.0.3. Sik > 0y b > 1, entonces

£\ (b+k—i—1)! .
HZk(UX)b:Z<.>( +(b]l)! )(yx)bwﬂyzl’

1

i=0
K+1 .
k+1\ (b+k—1)! i
2k+1 b _ bk—i, 2i
Yy (yx) —E ( i >(b—1)! x(yx) y

i=0

Demostracion. Lo probaremos haciendo induccién en k. Empecemos con los elementos
de la forma ka(yx)b. El caso k =0 es claro. Si k > 1,

(b+k—1-1)! o
UZk(UX)b :yyZ(k 1 -H —y Z < ) ]) X(yx)b+k 1 1y21

K
Z ( ) b‘*‘k_]])._ i)! (yx) Py,

Continuemos con los elementos de la forma y?**'(yx)?. El caso k = 0 es el resultado de

la Proposicién A.o.2. Sik > 1,

k .
Y (yx)® = gy = 3 (]f) e ety
i=0 ’
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y debido a la Proposicién A.o.2, resulta que

k .
K\ (b+k—1i—1)! C1-i 261
yzk+1 (yx)b _ Z (i)( " ) X(yx)b+k 1 yz( +1)

k .
+) (]f) (b(;]j B;)!X(yx)"*‘“yﬁ

k+1 .

k .
)t

k+1 .
)
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