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pletar una licenciatura. Al tiempo que tarde en licenciarme, que me dio la
posibilidad de tener como directora a una excelente persona y profesional.
Gracias Constanza por aceptar el arduo trabajo de dirigirme a distancia,
por tu compromiso, predisposición, dedicación, amabilidad y buena volun-
tad. Por ser un ejemplo de mujer a seguir en la vida y en esta institución.
Gracias totales.

A los docentes que pusieron su granito de arena para que este proyecto
de ser licenciada no caduque a lo largo de los años, por orden de aparición, a
Ezequiel Mart́ın, Constanza, Pablo Solernó, Norberto Fava, Maŕıa Angélica
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3
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Caṕıtulo 1

Introducción

Los problemas de control óptimo pueden describirse a partir de un modelo
matemático que describe el sistema en consideración a través de la ecuación
de estado

(1.1) A(u) = f(φ).

Aqúı, φ es el control que podemos elegir libremente en un conjunto de con-
troles admisibles para actuar sobre el sistema y la variable u, solución de la
ecuación (1.1) describe el estado del sistema dependiendo de φ. Esta ecuación
de estado en la práctica puede ser un sistema algebraico o funcional. En mu-
chos problemas, se busca optimizar un funcional de costo que depende tanto
del estado como del control. En estos casos, es natural analizar existencia de
control óptimo e intentar dar una caracterización del mismo.

El estudio de problemas de control óptimo para sistemas descriptos por
una ecuación diferencial ordinaria, se remonta a la década del 60, con los
trabajos de Pontryagin-Boltyanskii-Gramkrelidze-Mischenko [11] y Hestenes
[14] sobre la condiciones necesarias que debe satisfacer un control óptimo. En
esos mismo años comenzó el estudio de problemas de control óptimo cuando
la ecuación de estado (1.1) es una ecuación en derivadas parciales, por J.L.
Lions [13].

Desde entonces se ha profundizado la investigación de sistemas de control
óptimo donde el estado es descripto por una ecuación diferencial en deriavdas
parciales, especialmente los problemas de control cuántico descriptos por la
ecuación de Schrödinger. En esta tesis estudiaremos un problema de control
óptimo bilineal para la siguiente ecuación de Schrödinger no lineal,

(1.2)

{
iut + ∆u+ λ|u|2σu+ φ(t)V (x)u = 0 , (t, x) ∈ [0,∞)× RN

u(0, x) = u0(x)

donde φ es el control y u el estado.
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6 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

Los problemas de control cuántico son un ejemplo espećıfico de problemas
de control óptimo, que consiste en la minimización de la función de costo en
función de la solución de la ecuación de estado y del control y caracterizar el
mı́nimo del funcional por una condición de optimalidad.

El problemas de control para la ecuación de Schrödinger que trabajaremos
se aplica en la teoŕıa de condensados de Bose-Einstein y también en muchos
problemas f́ısicos. Básicamente lo que haremos es optimizar un sistema que
evoluciona con el tiempo y que es influenciado por fuerzas externas. Encontrar
un control óptimo nos da un camino de comportamiento para las variables
de control, nos indica como llevar el sistema de un estado inicial dado en un
intervalo de tiempo acotado a uno final de forma óptima.

Esta tesis se basa en el trabajo de Feng-Zhao-Chen [12] que mejora los
resultados obtenidos por Hintermüller-Marahrens-Markowich-Sparber en el
trabajo [10] utilizando la misma función de costo que utiliza Hintermüller
para analizar nuestro problema. La diferencia entre ambos trabajos radi-
ca en emplear un método completamente diferente para generalizar resul-
tados dada la falta de compacidad al trabajar en todo RN . Hintermüller
prueba la existencia de un control óptimo usando la inclusión compacta del
espacio de enerǵıa en L2(RN) y en nuestra situación, dado que la inclusión
H1(RN) ↪→ L2(RN) no es compacta, el método que utiliza Hintermüller falla.
Pero utilizando resultados de compacidad, Lema 2.1 y 2.2 podemos derivar
la compacidad de la sucesión minimizante.

Nuestro problema será considerar el funcional objetivo,

(1.3) F (u, φ) := 〈u(T, .);Au(T ; .)〉2L2 + γ1

∫ T

0

(E ′(t))2dt+ γ2

∫ T

0

(φ′(t))2dt

donde u es solución de la ecuación de estado,φ el parámetro de control,
A : H1 → L2 un operador lineal acotado, E la enerǵıa correspondiente a
la ecuación de estado y γ1 ≥ 0, γ2 > 0 parámetros dados. Pensemos este
funcional definido en algún espacio, Λ(0, T ) que por ahora no definiré. El
problema de minimización que queremos resolver será

F∗ = ı́nf
(u,φ)∈Λ(0,T )

F (u, φ).

En primer lugar probaremos buen planteo de la ecuación de estado (1.2)
para los controles en H1(0, T ). Esto nos permitirá considerar cada variable
de estado u = u(φ). Luego, estudiaremos la existencia de un minimizador
para el problema anterior. Esto lo mostraremos en el Teorema 4.1 y gracias al
buen planteo global de nuestra ecuación para cualquier dato inicial en H1(R)
podemos definir un funcional F(φ) para el cual analizaremos diferencialidad y
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obtendremos el primer orden de optimalidad del sistema, esto lo mostraremos
en el Teorema 5.1.

A continuación, hacemos una descripción breve de cada caṕıtulo.
En el Caṕıtulo 2, recordaremos definiciones, resultados conocidos de los

espacios de Sobolev, probaremos algunos resultados de compacidad que nos
garantizarán la existencia de una sucesión minimizante y por último veremos
algunas estimaciones y resultados clásicos de la ecuación de Schrödinger que
ultizaremos a lo largo de este trabajo.

En el Caṕıtulo 3, veremos el buen planteo local de nuestro problema de
control que nos garantizará existencia de solución global.

En el Caṕıtulo 4, estudiaremos la existencia de un minimizador para
nuestro problema de control óptimo demostrando el Teorema 4.1.

En el Caṕıtulo 5, estudiaremos la derivada y análisis de lo que llamaremos
ecuación adjunta y luego la Lipschitz continuidad con respecto al control, lo
que nos permitirá establecer condiciones necesarias de primer orden.
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Caṕıtulo 2

Preliminares

2.1. Espacios de Sobolev

En esta sección recordaremos definiciones y resultados conocidos de los
espacios de Sobolev que utilizaremos a lo largo de este trabajo. Todas las
definiciones podemos encontrarlas en [1], [2] y [4].

En lo que sigue consideraremos Ω un dominio en RN .

Definición 2.1. Notamos con Lp(Ω) al espacio de funciones medibles a va-
lores complejos, cuya norma es finita. Es decir,

Lp(Ω) =

{
u : Ω→ C medibles, tal que (

∫
Ω

‖u(x)‖pdx)
1
p <∞

}
si p ∈ [1,∞)

y en el caso p =∞
‖u‖Lp(Ω) = essupΩ‖u‖

Teorema 2.1. Lp(Ω) es un espacio de Banach y L2(Ω) es un espacio de
Hilbert real cuando equipamos el espacio con el producto escalar

〈u, v〉L2(Ω) = Re

(∫
Ω

u(x)v(x)dx

)
Podemos encontrar una demostración de este teorema en [2] Theorem

2.16 y Corollary 2.18 .

Notamos C∞c (Ω) al conjunto de todas las funciones φ : Ω → R infinita-
mente diferenciables con soporte compacto en Ω.

9



10 CAPÍTULO 2. PRELIMINARES

Definición 2.2. Sean u, v ∈ L1
loc(Ω). Decimos que v es la derivada débil de

u respecto de xi si ∫
Ω

u∂xiφdx = −
∫

Ω

vφdx

para toda φ ∈ C∞c (Ω).

Observación 2.1. Si existe una derivada bébil de u respecto de xi, entonces
es única. Y en tal caso notamos v = ∂xiu.

Definición 2.3. El espacio de Sobolev Wm,p(Ω) se define por

Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω) : Dαu ∈ Lp(Ω), |α| ≤ m}.

Para u ∈ W 1,p(Ω), notamos 5u = (∂1u, ∂2u, ..., ∂Nu) al gradiente de u en
el sentido débil.

El espacio Wm,p(Ω) está dotado de la norma:

‖u‖Wm,p(Ω) =
m∑
|α|=0

‖Dαu‖Lp(Ω)

Cuando p = 2 notaremos con Hm(Ω) = Wm,2(Ω) y equipamos este espacio
con la norma equivalente:

‖u‖Hm(Ω) = (
N∑
|α|=0

‖Dαu‖2
L2(Ω))

1
2

Teorema 2.2. El espacio Wm,p(Ω) es un espacio de Banach para 1 ≤ p ≤ ∞.

Podemos ver una demostración de este teorema en [2] Theorem 3.3.

Observación 2.2. H2(Ω) podemos equiparlo con la norma equivalente

‖u‖H2(Ω) = ‖u‖L2(Ω) + ‖∆u‖L2(Ω).

Observación 2.3. Cuando p = 2, H1(Ω) = W 1,2(Ω) es un espacio de Hilbert
con el producto interno:

〈u, v〉H1(Ω) = 〈u, v〉L2(Ω) +
N∑
i=1

〈∂iu, ∂iv〉L2(Ω)

con la norma asociada

‖u‖H1(Ω) = (‖u‖2
L2(Ω) +

N∑
i=1

‖∂iu‖2
L2(Ω))

1
2 .
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Definición 2.4. Sea E un espacio de Banach. Definimos el espacio dual de
E como:

E∗ = {ϕ : E → R : ϕ es lineal y continua}

Dada ϕ ∈ E∗, notamos 〈ϕ, x〉E∗,E = ϕ(x) para cada x ∈ E

Definición 2.5. Sea E un espacio de Banach. Decimos que E es reflexivo
si J(E) = E∗∗ donde J : E → E∗∗ es la inyección canónica J(x)(ϕ) = ϕ(x)
para toda ϕ ∈ E∗, que también notamos

〈Jx, ϕ〉E∗∗,E = 〈ϕ, x〉E∗,E.

Definición 2.6. Diremos que un espacio normado (E, ‖.‖E) es separable,
cuando exite un subconjunto H ⊂ E numerable, de manera que H resulte
denso en E.

Proposición 2.1. El espacio W 1,p(Ω) es un espacio reflexivo para 1 < p <∞
y separable para 1 ≤ p <∞.

Podemos encontrar una demostración de este resultado en [2] Corollary
2.40 y Theorem 2.21 .

Corolario 2.1. El espacio H1(Ω) es un espacio de Hilbert separable.

Definición 2.7. Definimos el espacio H1
0 (Ω) = C∞c (Ω)

‖.‖H1(Ω) .

Observación 2.4. El espacio H1
0 (Ω) es un espacio de Hilbert y reflexivo.

Proposición 2.2. Las funciones C∞c (RN) son densas en H1(RN) entonces
H1

0 (RN) = H1(RN).

Podemos encontrar una demostración de esta proposición en [2] Theorem
3.22 y Corollary 3.23 .

Teorema 2.3 (Inmersiones de Sobolev). Sea Ω un dominio en RN con fron-
tera Lipschitz continua, entonces:

1. H1
0 (Ω) ↪→ Lq(Ω) para todo q ∈ [2, 2N

N−2
) con N > 2.

2. Si N = 2, entonces H1
0 (Ω) ↪→ Lq(Ω) para q ∈ [2,∞).

3. H2(Ω) ↪→ L∞(Ω), N ≤ 3.

Una demostración de este teorema se puede encontrar en [2] Theorem
4.12, para el item 1 y 3, parte I, caso C, con parámetros j = 0, m = 1, p = 2
, caso B con j = 0, m = 1, p = 2 y para el item 3 basta con usar parte 1,
caso A con m = 2, p = 2 y q =∞.
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Definición 2.8. Definimos el espacio H−1(Ω) = (H1
0 (Ω))∗, el espacio dual

de H1
0 (Ω). Es decir, f ∈ H−1(Ω) si f : H1

0 (Ω)→ R es lineal y continua.

Notaremos 〈, 〉H−1,H1
0

al par dual entre H−1(Ω) y H1
0 (Ω).

El espacio H−1(Ω) esta dotado de la norma:

‖f‖H−1(Ω) = sup
u∈H1

0 (Ω):‖u‖
H1

0(Ω)
≤1

〈f, u〉H−1,H1
0
.

Definición 2.9. Sean X e Y dos espacios de Banach, X ⊂ Y diremos que la
inclusión es continua, cuando el operador inclusión lo sea. Es decir, siempre
que:
‖x‖Y ≤ C‖x‖X (x ∈ X) para alguna constante C.

Definición 2.10. Sean X e Y dos espacios de Banach, X ⊂ Y . Decimos
que X está compactamente contenido en Y y lo notaremos como X ⊂⊂ Y .
Cuando el operador inclusión sea un operador continuo y compacto. Es decir,
si se verifica:

i) ‖x‖Y ≤ C‖x‖X (x ∈ X) para alguna constante C.
ii)Cada sucesión en X es precompacta en Y.

Observación 2.5. Equivalentemente podemos decir que X está compacta-
mente contenido en Y si para toda sucesión acotada en X existe una subsu-
cesión convergente en Y.

Proposición 2.3. Las siguiente inclusiones son continuas:

H1(RN) ⊂ L2(RN) ⊂ H−1(RN).

Haremos una breve demostración de este corolario.

Demostración. Es fácil ver que H1(RN) ⊂ L2(RN) continuamente.
En efecto, dada u ∈ H1(RN)

‖u‖2
L2(RN ) ≤ ‖u‖

2
L2(RN ) +

N∑
i=1

‖∂iu‖2
L2 = ‖u‖2

H1 .

Ahora para ver que L2(RN) ⊂ H−1(RN) continuamente. Sea u ∈ L2(RN)
consideremos Tu : H1 → R dada por Tu(v) = 〈u, v〉L2 .

Asi, por abuso de notación decimos

‖u‖H−1 = ‖Tu‖H−1 = sup
v∈H1:‖v‖

H1
0

=1

|〈u, v〉L2|.
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Entonces, por Cauchy -Schwarz

‖u‖H−1 ≤ sup
v∈H1:‖v‖

H1
0

=1

(‖u‖L2‖v‖L2) ≤ sup
v∈H1:‖v‖

H1
0

=1

(‖u‖L2‖v‖H1) = ‖u‖L2 .

Observación 2.6. Algunas propiedades útiles del espacio H−1(Ω) :

1. De la inclusión densa de C∞c (Ω) ↪→ H1
0 (Ω) deducimos que H−1(Ω) es

un espacio de distribuciones. Además se sigue de la inclusión densa
H1

0 (Ω) ↪→ L2(Ω) que L2(Ω) ↪→ H−1(Ω) y entonces es densa también.
En particular C∞c (Ω) es denso en H−1(Ω).

2. Dado q para el cual H1
0 (Ω) ↪→ Lq(Ω) resulta que Lq

′
(Ω) ↪→ H−1(Ω) y

la inclusión es densa (ver teorema de inmersiones 2.3).

3. Aunque H1
0 (Ω) es un espacio de Hilbert, en general no se identifica

H−1(Ω) con H1
0 (Ω). Se identifica en vez, L2(Ω) con su dual.

H1
0 (Ω) ↪→ L2(Ω) ∼ (L2(Ω))∗ ↪→ H−1(Ω).

De modo que, H−1(Ω) se convierte en un subespacio de (C∞c (Ω))∗ que
contiene a L2(Ω).

En particular, si u ∈ H1
0 (Ω) y v ∈ L2(Ω) entonces

〈v, u〉H−1,H1
0

= Re

(∫
u(x)v(x)dx

)
= 〈v, u〉L2 .

Esto muestra que

(2.1) ‖u‖2
L2 ≤ C‖u‖H1

0
‖u‖H−1 para toda u ∈ H1(Ω)

Veamos (2.1). Sea u ∈ H1
0 (Ω) u 6= 0, si consideramos v = u

‖u‖
H1

0

, tene-

mos que ‖v‖H1
0

= 1. Luego por definición de norma:

‖u‖H−1 = sup
v∈H1:‖v‖

H1
0

=1

〈u, v〉H−1H1
0
≥ 〈u, u

‖u‖H1
0

〉H−1H1
0

=〈u, u

‖u‖H1
0

〉L2 =
‖u‖2

L2

‖u‖H1
0

⇒ ‖u‖H−1‖u‖H1
0
≥ ‖u‖2

L2

y si u = 0 la desigualdad es trivial.
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4. Veamos que se tiene la identificación (Lp(Ω))′ ∼ Lp
′
(Ω) para 1 ≤ p <∞

con p′ tal que 1
p

+ 1
p′

= 1.

Consideremos para cada elemento, v ∈ Lp′(Ω) el funcional Tv en Lp(Ω)
dado por

Tv(u) =

∫
u(x)v(x)dx, u ∈ Lp(Ω).

Por la desigualdad de Hölder tenemos que |Tv(u)| ≤ ‖u‖p‖v‖p′ , por lo
que Tv ∈ (Lp(Ω))∗ y es claro que ‖Tv‖ ≤ ‖v‖p′ .
Veamos que este operador es una isometŕıa, es decir, que la desigualdad
anterior es una igualdad.

Para 1 < p <∞ consideramos

u(x) = |v(x)|p′−2v(x) si v(x) 6= 0 y u(x) = 0 en otro caso

Es fácil ver que u ∈ Lp(Ω) y que Tv(u) = ‖u‖p‖v‖p′ .
Para p = 1 y p′ = ∞ si ‖v‖p′ = 0 ⇒ u(x) = 0. En otro caso, sea
0 < ε < ‖v‖∞ y A un subconjunto medible de Ω tal que 0 < µ(A) <∞
y |v(x)| > ‖v‖ − ε en A. Sea u(x) = v(x)

v(x)
en A y u(x) = 0 fuera de A.

Entonces u ∈ L1(Ω) y Tv(u) ≥ ‖u‖1(‖v‖∞ − ε).
Esto muestra que ‖Tv‖ = ‖v‖p′ es decir, el operador L : v 7→ Tv es una
isometŕıa de Lp

′
(Ω) en (Lp(Ω))∗.

Resta ver que es un isomorfismo. Es decir, queremos probar que cada
funcional lineal en (Lp(Ω))′ es de la forma Tv para algún v ∈ Lp

′
(Ω)

con 1 ≤ p <∞. En efecto, si p = 2 es una consecuencia inmediata del
Teorema de Representación de Riez y para p general podemos basarnos
en una prueba de Radon-Nykodym en [7], Theorem 6.16.

5. Más generalmente, sea p tal que H1
0 (Ω) ⊂ Lp(Ω) (ver Teorema de in-

mensión 2.3). Por el item 2, Lp
′ ∼ (Lp)′ ⊂ H−1.

Luego, dado u ∈ H−1(Ω) , si u ∈ Lp
′
(Ω), el producto de dualidad

〈u, v〉H−1,H1
0

se puede pensar como el producto de dualidad de 〈u, v〉(Lp)′,Lp

y usando la identificación Lp
′ ∼ (Lp)′ se tiene

〈u, v〉H−1,H1
0

= 〈u, v〉(Lp′ ),Lp = 〈ũ, v〉L2

Donde, en esta última desigualdad identificamos ũ ∈ Lp′ con u = Tũ en
(Lp)′,

Tũ(v) = Re

(∫
ũv

)
= 〈ũ, v〉L2 .
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Teorema 2.4 (Desigualdad de Gagliardo - Niremberg). Sean 1 ≤ p, q, r ≤ ∞
y sean j,m dos enteros, tal que 0 ≤ j < m. Si

1

p
=

j

N
+ a(

1

r
− m

N
) +

1− a
q

para a ∈ [ j
m
, 1] (a < 1 si r > 1 y m − j − N

r
= 0), entonces existe

C(N,m, j, a, q, r) tal que∑
|α|=j

‖Dαu‖Lp ≤ C(
∑
|α|=m

‖Dαu‖Lr)a‖u‖1−a
Lq

para toda u ∈ C∞c (RN).

Ver [4] Theorem 1.3.7.
Usaremos repetidamente las siguientes desigualdades.

Corolario 2.2. Para a = N
2p

con p > N
2

y p ≥ 1, r = 2, q = 2, p̃ = 2p
p−1

,
j = 0, m = 1 tenemos:

(2.2) ‖u‖2

L
2p
p−1
≤ C‖u‖

N
p

H1‖u‖
2p−N
p

L2 .

Para a = Nσ
2σ+2

con σ ≥ 0 y Nσ < 2, r = 2, q = 2, p = 2σ + 2, j = 0, m = 1
tenemos:

(2.3) ‖u‖2σ+2
L2σ+2 ≤ C‖u‖NσH1 ‖u‖2σ+2−Nσ

L2

Corolario 2.3. Para los escalares como en el Corolario 2.2 se deduce fácil-
mente que

‖u‖L2σ+2 ≤ C‖u‖H1 .

Teorema 2.5 (Desigualdad de Young). Sean a, b ≥ 0, p, q > 1, 1
p

+ 1
q

= 1
entonces

ab ≤ ap

p
+
bq

q
.

Podemos encontrar una demostración de esta desigualdad en [1] Appen-
dice B2.c.

Teorema 2.6 (Desigualdad de Hölder generalizado). Dadas fi ∈ Lpi con
pi, r ≥ 0, 1 < i < k si

k∑
i=1

1

pi
=

1

r

entonces
‖f1f2...fk‖r ≤ ‖f1‖p1‖f2‖p2 ....‖fk‖pk .
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También en [1] Appendice B2.g podemos encontrar una demostración de
este teorema.

Definición 2.11. Sean M,N espacios métricos y E el conjunto de aplica-
ciones f : M → N . El conjunto E se dice equicontinuo en el punto a ∈ M
cuando, para todo ε > 0 existe un δ > 0 tal que d(x, a) < δ implique que
d(f(x), f(a)) < ε para cada f ∈ E.

Si E es equicontinua en todo punto de M diremos que E es equicontinua
en M.

Teorema 2.7 (Arzela- Ascoli). Sean M,N espacios métricos, con M sepa-
rable, y N completo. Sea E ⊂ C(M,N) una familia equicontinua tal que
para cada x ∈ M, {f(x)|f ∈ E} es compacto en N . Entonces toda suce-
sión (fn) ⊂ E tiene una subsucesión (fnk) que converge puntualmente a
f ∈ C(M,N) y la convergencia es uniforme en cada compacto de M.

Podemos encontrar una demostración en [6] Appendice A5.

Definición 2.12. Sea E un espacio de Banach y E∗ su espacio dual. Sea
(xn)n∈N una sucesión en E, notaremos por xn ⇀ x la convergencia de xn a x
en la topoloǵıa débil σ(E,E∗), es decir, diremos que

xn ⇀ x si y solo si 〈f, xn〉E∗,E → 〈f, x〉E∗,E

para toda f ∈ E∗ donde, como antes 〈f, x〉E∗,E = f(x).

Teorema 2.8 (Banach - Alaoglu). Sea E un espacio normado y

BE∗ = {f ∈ E∗ : ‖f‖ ≤ 1}

Entonces BE∗ es compacta en la topoloǵıa débil.

Podemos encontrar una demostración de este teorema en [3] Teorema
3.16.

Teorema 2.9 (Rellich - Krondrachov).

H1(0, T ) ↪→ L2(0, T ) es compacta.

Una desmostración de este teorema se puede encontrar en [2]Theorem 6.3
parte II, con j = 0, k = 1, m = 1, p = 2, n = 1, 1 ≤ q <∞.

Consideremos ahora un intervalo abierto I ∈ R y un espacio de Banach
X equipado con su norma ‖.‖.
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Definición 2.13. Definimos por Cc(I,X) al conjunto de funciones u : I → X
continuas con soporte compacto. Dotado de la norma:

‖u‖C(I,X) = máx
t∈I
‖u(t)‖X .

Definición 2.14. Definimos el espacio Lp(I,X) como el cunjunto de funcio-
nes medibles u : I → X tal que la función

t 7→ ‖u(t)‖ pertenece a Lp(I)

Asi, el espacio Lp(I,X) queda dotado de la norma

‖u‖Lp(I,X) = (

∫
I

‖u(t)‖pXdt)
1
p si p <∞

y

‖u‖L∞(I,X) = esssupt∈I‖u(t)‖X .

En adelante trabajaremos con I = [0, T ].

Definición 2.15. Análogamente definimos el espacio de Sobolev W 1,p(I,X)
como el conjunto de todas las funciones u ∈ Lp(I,X) tal que u′ existe en
sentido débil y pertenece a Lp(I,X).

Dotado de la norma

‖u‖W 1,p(I,X) = ‖u‖Lp(I,X) + ‖u′‖Lp(I,X) si 1 ≤ p ≤ ∞

Observación 2.7. Escribimos aśı H1(I,X) = W 1,2(I,X).

Teorema 2.10. Sea u ∈ W 1,p(0, T ;X) para algún 1 ≤ p ≤ ∞ Entonces:
i)u ∈ C([0, T ];X) (eventualmente, después de ser redefinido en un con-

junto de medida cero).
ii) u(t) = u(s) +

∫ t
s
u′(τ)dτ para todo 0 ≤ s ≤ t ≤ T.

iii) Además, se tiene la siguiente estimación:

máx
0≤t≤T

‖u(t)‖X ≤ C‖u‖W 1,p(0,T ;X)

y la constante C sólo depende de T.

Se puede ver una demostración de este teorema en [1] Sección 5.2.9 Teo-
rema 2.



18 CAPÍTULO 2. PRELIMINARES

Teorema 2.11. Supongamos que u ∈ L2(0, T ;H1
0 (U)) con u′ ∈ L2(0, T ;H−1(U)).

i) Entonces
u ∈ C([0, T ];L2(U))

(eventualmente, después de ser redefinido en un conjunto de medida cero).
ii) La función

t 7→ ‖u(t)‖2
L2(U)

es absolutamente continua, con

d

dt
‖u(t)‖2

L2(U) = 2〈u′(t), u(t)〉

para casi todo t ∈ [0, T ].
iii) Además tenemos la siguiente estimación

máx
0≤t≤T

‖u(t)‖L2(U) ≤ C(‖u‖L2(0,T ;H1
0 (U)) + ‖u′‖L2(0,T ;H−1(U)))

con C una constante que depende sólo de T.

Podemos ver una demostración de este teorema en [1] Sección 5.9.2 Teo-
rema 3.

Definición 2.16. Definimos los siguientes espacios de Banach

Cb,u(I,X) =
{
u : I → X uniformemente continua y acotada con la topoloǵıa uniforme

}
Cm
b,u(I,X) =

{
u : I → X, cuya derivada de orden j pertenece a Cb,u(I,X)

para todo 0 ≤ j ≤ m} .

Este espacio está equipado con la norma de Wm,∞(I,X).

Cm,α(I,X) =
{
u ∈ Cm

b,u(I,X) tal que

‖u‖Cm,α = ‖u‖Wm,α + sup
s,t∈I
{|t− s|−α‖d

mu

dtm
(t)− dmu

dtm
(s)‖} <∞

}
Corolario 2.4. Se desprende facilmente del Teorema 2.10 que:

W 1,1(I,X) ↪→ Cb,u(I,X)

y que si p > 1 entonces

W 1,1(I,X) ↪→ C0,α(I,X)

con α = p−1
p
.
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Proposición 2.4. Asumimos X reflexivo y sea f ∈ Lp(I,X). Resulta que
f ∈ W 1,p(I,X) si y solo si existe ϕ ∈ Lp(I) y un conjunto N de medida cero
tal que

‖f(t)− f(s)‖ ≤ |
∫ t

s

ϕ(σ)dσ| ∀ s, t ∈ I −N.

En ese caso,
‖f ′‖Lp(I,X) ≤ ‖ϕ‖Lp(I).

Ver [4] Proposition 1.3.12.

Observación 2.8. Aplicando la Proposición 2.4 se puede mostrar los si-
guientes resultados:

i) Sea X reflexivo, y f : I → X Lipchitz continua y acotada. Resulta que
f ∈ W 1,∞(I,X) y ‖f ′‖L∞(I,X).

ii) Sea X reflexivo y que 1 < p ≤ ∞. Sea (fn)n∈N una sucesión acotada
de W 1,p(I,X) y sea

f : I → X : fn(t) ⇀ f(t) en X si n→∞

para casi todo t ∈ I. Resulta que:

f ∈ W 1,p(I,X) y ‖f‖W 1,p(I,X) ≤ ĺım inf
n→∞

‖fn‖W 1,p(I,X).

iii) Sea X reflexivo y que 1 < p ≤ ∞ y sea f ∈ Lp(I,X). Si existe K tal
que para todo J ⊂⊂ I y todo |h| < d(J, ∂I) tal que

‖f(.+ h)− f(.)‖Lp(J,X) ≤ K|h|.

Entonces
f ∈ W 1,p(I,X) y ‖f ′‖Lp(I,X) ≤ K.

Ver [4] Remark 1.3.13.

2.2. Compacidad

En esta sección demostraremos algunos resultados que nos permitirán
probar resultados de compacidad en ciertos espacios de funciones.

Proposición 2.5. Sean X ↪→ Y dos espacios de Banach. Consideremos
x ∈ X y una sucesión (xn)n∈N ⊂ X. Si xn ⇀ x en X, entonces xn ⇀ x en Y.
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Demostración. Probemos algo más general:

Sean X, Y dos espacios de Banach. A ∈ L(X, Y ). Si (xn) ⊂ X, xn ⇀ x
en X. Entonces Axn ⇀ Ax en Y.

Sea y′ ∈ Y ∗ , y′ : Y −→ K lineal. Entonces y′ ◦ A : X −→ K lineal, es
decir, y ◦ A ∈ X∗.

Por definición de convergencia débil, tenemos que:

〈y′, Axn〉Y ∗Y = 〈y′ ◦ A, xn〉X∗X −→ 〈y′ ◦ A, x〉X∗X = 〈y′, Ax〉Y ∗Y
por lo tanto Axn ⇀ Ax en Y.

En particular, si A = ı la inclusión canónica ı : X −→ Y tenemos que si
xn ⇀ x en X entonces xn ⇀ x en Y . Lo que demuestra nuestra Proposición.

Proposición 2.6. Sean X ↪→ Y dos espacios de Banach. X reflexivo. Sea
y ∈ Y , (xn) ⊂ X una sucesión acotada. Si xn ⇀ y en Y, entonces y ∈ X y
xn ⇀ y en X.

Demostración. Veamos primero que y = x ∈ X:

X es reflexivo y (xn) ⊂ X acotada, por lo tanto admite una subsucesión
débilmente convergente.

Es decir, existen x ∈ X y (xnk) ⊂ X tal que xnk ⇀ x en X cuando
k →∞

En particular, por la Proposición 2.5, se tiene que xnk ⇀ x en Y.
Por hipótesis sabemos que xn ⇀ y en Y , por lo tanto xnk ⇀ y en Y y

por unicidad de ĺımite débil tenemos que x = y.

Resta ver que xn ⇀ y en X:

Sea x′ ∈ X∗ , como X ↪→ Y por Hahn Banach, sabemos que x′ se puede
prolongar a una aplicación lineal y continua de Y en R, es decir, x′ ∈ Y ∗.
Además, (xn) ⊂ X ⊂ Y.

Luego:

〈x′, xn〉X∗X = 〈x′, xn〉Y ∗Y −→ 〈x′, y〉Y ∗Y = 〈x′, y〉X∗X pues hemos visto
que y ∈ X.
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Proposición 2.7. Sean X ↪→ Y dos espacios de Banach y sea I ⊂ R abierto
y acotado. Sea u : I −→ Y débil continua. Si X es reflexivo y existe un
subconjunto denso E de I tal que u(t) ∈ X ∀ t ∈ E y sup{‖u(t)‖X , t ∈ E} =
K <∞ entonces u(t) ∈ X ∀ t ∈ I y u : I −→ X es débil continua.

Demostración. Sea t ∈ I (en particular t ∈ E) y (tn)n∈N ⊂ E tal que
tn −→ t en E ⊂ I.

Como u : I −→ Y es débil continua, se tiene u(tn) ⇀ u(t) en Y.
Si xn = u(tn), como tn ∈ E para todo n ∈ N resulta que xn ∈ X para

todo n ∈ N y u(t) ∈ Y.
Luego, por ser X es reflexivo, se deduce de la Proposición 2.6, que u(tn) ⇀

u(t) en X y u(t) ∈ X.
Además, para todo t ∈ I, ‖u(t)‖X ≤ ĺım inf ‖u(tn)‖X ≤ K.
Luego, sup{‖u(t)‖X , t ∈ I} ≤ K.

Hemos visto que u : I −→ X y sup{‖u(t)‖X , t ∈ I} ≤ K.

Veamos finalmente que u es débil continua en X para todo t ∈ I:

Sea (sn), s ∈ I tal que sn ⇀ s, como u es débil continua en Y tenemos
que:

u(sn) ⇀ u(s) en Y y al ser X reflexivo, por la Proposición 2.6, conclúımos
que:

u(sn) ⇀ u(s) en X y u(s) ∈ X.

Lema 2.1. Sean X ↪→ Y dos espacios de Banach y sea I un intervalo abierto
y acotado de R. Sea (un)n∈N una sucesión acotada en C(I, Y ). Asumimos que
un(t) ∈ X para todo (n, t) ∈ N× I y que Sup{‖un(t)‖, (n, t) ∈ N× I} = K <
∞. Asumimos además que (un) es uniformemente equicontinua en Y.

(i.e ∀ ε > 0 existe δ > 0 tal que ∀ n, s, t ∈ N×I×I ‖un(t)−un(s)‖Y < ε
si |t− s| < δ).

Si X es reflexivo, entonces existe una función u ∈ C(I, Y ) débilmente
continua de I −→ X y una subsucesión unk tal que unk(t) ⇀ u(t) en X si
k →∞ ∀ t ∈ I.

Demostración. Como X es reflexivo y (un(t)) es una sucesión acotada en
X para todo t ∈ I. Existe un funcional u : I −→ X y una subsucesión
(unk(t)) tal que unk(t) ⇀ u(t) en X.

Consideremos (tn)n∈N una numeración de Q ∩ I y veamos que existe una
subsucesión, tal que unk(tj) ⇀ u(tj) (k →∞) en X ∀ j con u : Q∩ I −→ X.
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E = Q ∩ I es un denso numerable de I.
Como un(t) ∈ X ∀ (n, t). En particular para t1 ∈ E, un(t1) ∈ X para

todo n ∈ N y es una sucesión acotada en X reflexivo. Por lo que existe una
subsucesión débilmente convergente, que llamaremos (un1j(t1))j.

Para t2 ∈ E, (un1j(t2))j también resulta acotada y por lo tanto admite
una subsucesión débilmente convergente, que llamaremos (un2j(t2))j.

Notemos que la sucesión (un2j(t1))j también converge débil por ser una
subsucesión de (un1j(t1))j.

Luego, siguiendo este procedimiento, construimos sucesiones para todo
k ∈ N tal que (unk+1j(tl))j es subsucesión de (unkj(tl))j y que (unkj(tl))j es
subsucesión de (un1j(t1))j ∀ k, l ∈ N.

Definimos la sucesión diagonal unk(tj) = (unkj(tj))j la cual verifica que:

unk(tj) ⇀ u(tj) en X ∀ j ∈ N con u : E −→ X.
Como X ↪→ Y son Banach, por la Proposición 2.5, se tiene que unk(tj) ⇀

u(tj) en Y .
Veamos que u se puede extender a una función continua de I → Y :

Sea t ∈ I, por densidad existe (tnj) ⊂ E tal que tnj → t. Veamos que
u(tnj) converge:

s(u(tnj)) ⊂ Y completo. Si vemos que es una sucesión de Cauchy, tendrá
ĺımite y tal ĺımite caerá en Y.

Sea ε > 0 por la equicontinuidad uniforme de las (un) existe δ > 0 tal que
si |tnk − tnj| < δ se tiene que ‖unk(tnk)− unk(tnj)‖Y < ε.

Luego ‖u(tnk)− u(tnj)‖Y 6 ĺım inf ‖unk(tnk)− unk(tnj)‖Y < ε.
Por lo tanto u(tnj) converge en Y y aśı podemos definir U : I −→ Y de

forma continua de la siguiente forma:

U(t) =

{
u(t) si t ∈ E

ĺımj→∞ u(tnj) con tnj → t si no

Veamos que U está bien definida y que efectivamente es continua.

Buena definición:

Sea t ∈ I y (tnj), (snj) ⊂ E tal que tnj → t y snj → t cuando j →∞.
Por la equicontinuidad uniforme de las (un) sabemos que existen los ĺımi-

tes de (u(tnj)) y (u(snj)).
Sea U(t) = ĺımj→∞ u(tnj) y veamos que es el mismo ĺımite de la sucesión

u(snj).
Dado ε > 0 podemos suponer que existe δ > 0 tal que
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|tnj − snj|, |tnj − t|, |snj − t| < δ para j suficientemente grande.

‖u(snj)− U(t)‖Y = ‖u(snj)− u(tnj) + u(tnj)− U(t)‖Y
6 ‖u(snj)− u(tnj)‖Y + ‖u(tnj)− U(t)‖Y
6 ĺım inf ‖unk(snj)− unk(tnj)‖Y + ‖u(tnj)− U(t)‖Y
6 ε/2 + ε/2 = ε.

Luego

U(t) = ĺım
j→∞

u(tnj) = ĺım
j→∞

u(snj).

Ahora veamos que U es continua:
Como u : E −→ X es continua para todo s ∈ E. Se tiene que para todo

s ∈ I

ĺım
t→s

u(t) = U(s).

Dados s ∈ I y ε > 0 existe δ > 0 tal que, para t ∈ E, |t− s| < δ

⇒ ‖u(t)− U(s)‖Y < ε/2.

Veamos que para todo s ∈ I con |s− s| < δ tenemos que

‖U(s)− U(s)‖Y < ε.

Sea (sn)n∈N ⊂ E tal que sn → s. Sin pérdida de generalidad podemos
admitir que

|sn − s| < δ ∀ n ∈ N.

Por lo tanto
‖U(s)− u(sn)‖Y < ε/2 ∀ n.

Luego, como
U(s) = ĺım

t→s
u(t),= ĺım

n→∞
u(sn)

se sigue que:

‖U(s)− U(s)‖Y 6 ĺım inf ‖u(sn)− U(s)‖Y 6 ε/2 < ε.

Por abuso de notación llamaremos a U como u.
Luego u ∈ C(I, Y ) y está bien definida. En particular, u es débilmente

continua de I −→ Y es decir, si tn → t⇒ u(tn) ⇀ u(t) en Y.
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Como X es reflexivo, por la Proposición 2.6 se tiene que, u(t) ∈ X y
u(tn) ⇀ u(t) en X es decir, u es débilmente continua de I −→ X y además

∀ t ∈ I, ‖u(t)‖X 6 ĺım inf ‖u(tnj)‖X 6 K.

Resta ver que para todo t ∈ I la sucesión (unk(t))k converge débil a u(t) en
X:

Para cada t ∈ I existe (tj) ⊂ E tal que tj → t cuando j →∞.
Sea y′ ∈ Y ∗ , ε > 0

| < y′, unk(t)−u(t) >Y ∗Y | 6 | < y′, unk(t)−unk(tj) >Y ∗Y |+ | < y′, u(t)−u(tj) >Y ∗Y |

+ | < y′, unk(tj)− u(tj) >Y ∗Y |.
Por la equicontinuidad uniforme de las (un) y la continuidad de u, el

primer y segundo término del lado derecho en la desigualdad anterior es
menor o igual que ε/3 para j suficientemente grande; y el tercer término,
como

unk(tj) ⇀ u(tj) en Y para todo j

también será menor que ε/3 para j suficientemente grande.
Luego

| < y′, unk(t)− u(t) >Y ∗Y | −→ 0 si k →∞
ie unk(t) ⇀ u(t) en Y y por la Proposición 2.6 unk(t) ⇀ u(t) en X.

Lema 2.2. Sea I un intervalo acotado en R y (un)n∈N una sucesión acotada
en L∞(I,H1

0 )∩W 1,∞(I,H−1). Entonces, existe u ∈ L∞(I,H1
0 )∩W 1,∞(I,H−1)

y una subsucesión (unk)k∈N tal que para cada t ∈ I, unk(t) ⇀ u(t) en H1
0 .

Demostración. Aplicaremos el Lema 2.1, con X = H1 e Y = H−1.

Veamos que estamos bajo las hipótesis del lema:

X ↪→ Y , pues H1 ↪→ H−1 por el Teorema 2.3 y H1 es reflexivo. Además
I = [0, T ] y por el Corolario 2.4 tenemos que W 1,∞(I,H−1) ⊂ C(I,H−1),
lo que implica que (un)n∈N ⊆ C(I,H−1) y es acotada por hipótesis. Resta
ver que es uniformemnte equicontinua en H−1. En efecto, Como un ∈ es
una sucesión acotada en L∞(I,H1

0 ) ∩ W 1,∞(I,H−1), existe C > 0 tal que
‖(un)t‖H−1 < C uniformemente en n y t. Si s < t, sabemos que

un(t)− un(s) =

∫ t

s

(un)t(r)dr
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⇒ ‖un(t)− un(s)‖H−1 ≤
∫ t

s

‖(un)t(r)‖H−1dr ≤ C|s− t|.

Luego, dado ε > 0 alcanza con tomar δ < ε
C
.

En consecuencia, por el Lema 2.1. Existe una u ∈ C(I,H−1), que es
débilmente continua de I → H1

0 y una subsucesión (unk)k∈N tal que para
cada t ∈ I, unk(t) ⇀ u(t) en X = H1 cuando k →∞.

Por la Observación 2.8, al estar (un) acotada en W 1,∞(I,H−1) y u : I →
H−1 tal que un(t) ⇀ u(t) en H−1 ⇒ u ∈ W 1,∞(I,H−1) y

‖u‖W 1,∞(I,H−1) ≤ ĺım inf
n
‖un‖W 1,∞(I,H−1) <∞.

Asi, un(t) ⇀ u(t) en H1 y u ∈ L∞(I,H1)∩W 1,∞(I,H−1) lo que termina
la demostración.

2.3. Estimaciones

A continuación definimos ∆ como un operador lineal de H1 en H−1 y
probaremos algunas estimaciones que usaremos a lo largo de este trabajo.

Observación 2.9. Definimos ∆ : H1 → H−1 como un operador lineal y
continuo. Notemos que para u ∈ H1(RN) queda definida la forma lineal,

T∆u : H1(RN)→ R por

T∆u(v) = 〈∆u, v〉H−1×H1 = −Re
∫
5u5v

Sin olvidar que podemos escribirla aśı porque estamos usando : (H1
0 )∗ = H−1

y H1
0 (RN) = H1(RN).

Con esta definición y por abuso de notación tenemos que:

Para u ∈ H1, ∆u ∈ H−1,

‖∆u‖H−1 = ‖T∆u‖H−1 = sup
v∈H1(RN )/‖v‖

H1(RN )
=1

|〈∆u, v〉H−1,H1|.

Veamos que efectivamente es continuo:

Para ello probaremos que ‖∆u‖H−1 ≤ ‖u‖H1 :
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Sean u, v ∈ H1

〈∆u, v〉H−1,H1 = −Re
∫
5u5v = −〈5u,5v〉L2

≤ ‖5 u‖L2(RN )‖ 5 v‖L2(RN ) ≤ ‖u‖H1‖v‖H1 .

Entonces tomando supremo sobre v ∈ H1 tal que ‖v‖H1 = 1 tenemos que

(2.4) ‖∆u‖H−1 = sup
v∈H1:‖v‖H1=1

|〈∆u, v〉H−1,H1| ≤ ‖u‖H1 .

Lo que muestra que ∆ ∈ L(H1, H−1).

Observación 2.10. Para u ∈ L∞(0, T ;H1)∩W 1,∞(0, T ;H−1). Se tiene que:

(2.5) ‖u(t)− u(s)‖L2 ≤ C|t− s|
1
2 para todo t, s ∈ (0, T ).

Demostración. Veamos (2.5): Usando (2.1)

‖u(t)− u(s)‖2
L2 ≤ ‖u(t)− u(s)‖H1‖u(t)− u(s)‖H−1

≤ 2‖u‖L∞((0,T ),H1)‖u(t)− u(s)‖H−1 ≤ 2C|t− s|

Esta última desigualdad es por la inclusión W 1,∞ ↪→ C0,1 ya que

‖u(t)− u(s)‖H−1

|t− s|
≤ ‖u‖C0,1((0,T ),H1) ≤ ‖u‖W 1,∞((0,T ),H−1) para todo t 6= s

Entonces,
‖u(t)− u(s)‖H−1 ≤ C|t− s|

y por lo tanto

‖u(t)− u(s)‖L2 ≤ C|t− s|
1
2 para todo t, s ∈ (0, T ).

Probaremos a continuación una acotación que nos permitirá trabajar con
la no linealidad |u|2σu.

Observación 2.11. Para todo z, w ∈ C se tiene que:

||z|2σz − |w|2σw| ≤ C(|z|2σ + |w|2σ)|z − w|.
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En efecto:

||z|2σz − |w|2σw| =
∣∣|z|2σz − |z|2σw + |z|2σw − |w|2σw

∣∣
≤
∣∣|z|2σz − |z|2σw∣∣+

∣∣|z|2σw − |w|2σw∣∣
= |z|2σ|z − w|+ |w|

∣∣|z|2σ − |w|2σ∣∣ .
Por Lagrange tenemos que si x, y ∈ R

|x2σ−y2σ| = |2σξ2σ−1(x−y)| ≤ 2σ|ξ|2σ−1|x−y| ≤ 2σ(máx(|x|, |y|))2σ−1|x−y|

con ξ ∈ int(x, y).
Luego si x = |z| e y = |w| tenemos que:∣∣|z|2σz − |w|2σw∣∣ ≤ |z|2σ|z − w|+ |w|||z|2σ − |w|2σ|

≤ |z|2σ|z − w|+ |w|2σ(máx(|z|, |w|))2σ−1||z| − |w||
≤ |z|2σ|z − w|+ |w|2σ(máx(|z|, |w|))2σ−1|z − w|.

Podemos suponer que |w| ≥ |z| ya que el problema es simétrico en el caso
contrario. Asi tenemos:∣∣|z|2σz − |w|2σw∣∣ ≤ |z|2σ|z − w|+ |w|2σ|w|2σ−1|z − w|

= |z − w|(|z|2σ + |w|2σ2σ)

≤ máx(1, 2σ)|z − w|(|z|2σ + |w|2σ).

2.4. Existencia de solución en H1

A continuación daremos algunas definiciones y resultados de existencia
de solución de la ecuación no lineal de Schrödinger que se pueden encontrar
en el caṕıtulo 3 de [4].

Sea Ω ⊂ RN abierto.

Definición 2.17. Dada g una no linealidad, consideramos el problema a
valores iniciales

(2.6)


iut + ∆u+ g(u) = 0 , (t, x) ∈ [0,∞)× Ω

u|∂Ω = 0
u(0, x) = u0(x)

Consideramos g ∈ C(H1
0 (Ω), H−1(Ω)), u0 ∈ H1

0 (Ω) y un intervalo I tal que
0 ∈ I.
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Decimos que u es una solución débil en H1
0 de (2.6) en I si u verifica (2.6)

en H−1(Ω) para casi todo t ∈ I y

u ∈ L∞(I,H1
0 (Ω)) ∩W 1,∞(I,H−1(Ω)).

Y decimos que u es una solución fuerte en H1
0 (Ω) de (2.6) en I si u verifica

(2.6) en H−1(Ω) para todo t ∈ I y

u ∈ C(I,H1
0 (Ω)) ∩ C1(I,H−1(Ω)).

En nuestro caso, la no linealidad es g(u) = |u|2σu + φ(t)V u, con V =
V1 + V2, V1 ∈ Lp, V2 ∈ L∞

Observación 2.12. Si u ∈ L∞(I,H1
0 (Ω))∩W 1,∞(I,H−1) entonces u ∈

C(I, L2(Ω)) y aśı tiene sentido la condición u(0) = u0.

Sea u ∈ L∞(I,H1
0 (Ω)). Si g(u) ∈ L∞(I,H−1(Ω)) (o si g : H1

0 (Ω) →
H−1(Ω) es acotado en subconjuntos acotados) entonces ∆u + g(u) ∈
L∞(I,H−1(Ω)) por lo tanto, si u satisface iut + ∆u + g(u) = 0 en
sentido distribucional, entonces u ∈ W 1,∞(I,H−1(Ω)). Además si u ∈
C(I,H1

0 (Ω)) satisface iut + ∆u + g(u) = 0 en sentido distribucional,
entonces u ∈ C1(I,H−1(Ω)).

Definición 2.18. Diremos que u continua en I con 0 ∈ I es una mild solu-
tion del problema a valores iniciales (2.6) cuando es solución de la ecuación
integral

u(t) = U(t)u0 + i

∫ t

0

U(t− s)g(u(s))ds para todo t ∈ I.

donde U es el grupo de isometŕıas generado por i∆ en H1.

Proposición 2.8 (Fórmula de Duhamel). Sea I un intervalo tal que 0 ∈
I, g ∈ C(H1

0 (Ω), H−1(Ω)) y u0 ∈ H1
0 (Ω). Si g es acotada en subconjuntos

acotados y u ∈ L∞(I,H1
0 (Ω)). Entonces, u es una solución débil en H1

0 (Ω)
de (2.6) en I si y solo si

(2.7) u(t) = U(t)u0 + i

∫ t

0

U(t− s)g(u(s))ds ctp t ∈ I.

La función u ∈ C(I,H1
0 (Ω)) es una solucioón fuerte en H1

0 (Ω) para (2.6)
en I si y sólo si satisface (2.7) para todo t ∈ I, donde U es el grupo de
isometŕıas generado por iA.
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Definición 2.19 (Unicidad en H1). Consideramos g ∈ C(H1
0 (Ω), H−1(Ω))

decimos que hay unicidad en H1(Ω) para el problema (2.6) si dada cual-
quier u0 ∈ H1

0 (Ω) y cualquier intervalo I tal que 0 ∈ I, si cualesquiera dos
soluciones débiles en H1

0 de (2.6) coinciden en I.

Definición 2.20 (Buen planteo local enH1
0 ). Consideramos g ∈ C(H1

0 (Ω), H−1(Ω)),
decimos que el problema a valores iniciales (2.6) está localmente bien plan-
teado en H1

0 (Ω) si valen las siguiente propiedades:

Hay unicidad en H1(Ω) para el problema (2.6).

Para cada u0 ∈ H1
0 (Ω) existe una solución fuerte en H1

0 (Ω) que se define
en un intervalo maximal (−Tmin, Tmax) con Tmax = Tmax(u0) ∈ (0,∞]
y Tmin = Tmin(u0) ∈ (0,∞].

Se tiene la alternativa blow-up: si Tmax <∞ entonces

ĺım
t↗Tmax

‖u(t)‖H1 = +∞.

(respectivamente si Tmin <∞, entonces ĺımt↘Tmin ‖u(t)‖H1 = +∞)

La solución depende continuamente del dato inicial, es decir, si u0
n → u0

en H1
0 (Ω) y si I ⊂ (−Tmin, Tmax) es un intervalo cerrado, entonces la

solución maximal un de (2.6) con condición inicial un(0) = u0
n está

definida en I para n suficientemente grande y satisface que un → u en
C(I,H1

0 (Ω)).

Observación 2.13. La propiedad que (−Tmin, Tmax) es el intervalo
maximal de existencia, significa que si I es un intervalo tal que 0 ∈ I y
existe solución fuerte en H1

0 de (2.6) en I, entonces I ⊂ (−Tmin, Tmax).

Si Tmax < ∞ (respectivamente Tmin < ∞) entonces por la alternativa
blow-up

ĺım
t↗Tmax

‖u(t)‖H1 = +∞ ( respectivamente ĺım
t↘Tmin

‖u(t)‖H1 = +∞).

En este caso se dice que la solución u explota en Tmax (respectivamente
−Tmin). Si Tmax = ∞ se dice que la solución es positivamente global.
En este caso, la alternativa blow-up no dice nada sobre la limitación de
‖u‖H1 cuando t→∞.

La propiedad de la dependencia continua implica que las funciones Tmax
y Tmin son semicontinuas inferior de H1

0 (Ω) en (0,∞].
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Conclúımos que la noción de buen planteo requerida es bastante fuerte,
dado que se requiere, unicidad, la alternativa blow-up y la continua depen-
dencia.

En nuestro problema consideraremos Ω = RN donde también valen los
resultados del caṕıtulo 3 de [4].

Teorema 2.12. Consideremos A un operador C-lineal, autoadjunto, ≤ 0 en
L2(Ω) con dominio en H2(Ω) y A la extensión de A a H−2(Ω). Sea τ(t) el
grupo de isometŕıas generado en H−2(Ω), H−1(Ω), L2(Ω), H1(Ω) o H2(Ω)
por el operador iA. Asumimos que g : L2(Ω)→ L2(Ω) es Lipschitz continua
en subconjuntos acotados de L2(Ω) y que existe G ∈ C1(H1(Ω),R) tal que
G′(x) = g(x) para todo x ∈ H1(Ω). Asumimos también que

1. 〈g(x), ix〉L2(Ω) = 0 para todo x ∈ L2(Ω).

2. Para cada x ∈ H1(Ω), sea

E(x) =
1

2
(‖x‖2

H1(Ω) − ‖x‖2
L2(Ω))−G(x) = −1

2
〈Ax, x〉L2(Ω) −G(x)

tal que E ∈ C1(H1(Ω),R) y E ′(x) = −Ax− g(x) ∈ H−1(Ω).

Entonces para cada x ∈ L2(Ω) existe una única solución u del problema

(2.8)


u ∈ C(R, L2(Ω)) ∩ C1(R, H−2(Ω))

iut + Au+ g(u) = 0 , t ∈ R
u(0) = x

y además valen las siguientes propiedades:

‖u(t)‖L2(Ω) = ‖x‖L2(Ω) para todo t ∈ R (conservación de carga).

Si x ∈ H1 entonces u ∈ C(R, H1(Ω)) ∩ C1(R, H−1(Ω)) y E(u(t)) =
E(x) para todo t ∈ R (conservación de enerǵıa).

Si x ∈ H2 entonces u ∈ C(R, H2(Ω)) ∩ C1(R, L2(Ω)).

El teorema anterior no se puede aplicar a nolinealidades como la nuestra,
ya que no es Lipschitz en acotados de L2, por eso enunciaremos el siguiente
teorema más general.

Teorema 2.13. Sea g = g1 + ....+ gk donde cada gj satisface las siguientes
propiedades para algunos exponentes rj, ρj:

1. g = G′ para alguna G ∈ C1(H1
0 (RN),R). En particular g ∈ C(H1

0 (RN), H−1(RN)).
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2. Existen r, ρ ∈ [2, 2N
N−2

) (r, ρ ∈ [2,∞] si N = 1) tal que g ∈ C(H1
0 (RN), Lρ

′
(RN)).

3. Para cada M <∞ existe C(M) <∞ tal que

‖g(v)− g(u)‖Lρ′ ≤ C(M)‖v − u‖Lr para todo u, v ∈ H1
0 (RN)

tal que ‖u‖H1 + ‖v‖H1 ≤M.

4. Para cada u ∈ H1
0 (RN), Im (g(u)u) = 0 a.e en RN .

Sea G = G1 + ...+Gk y E = E1 + ...+Ek. Para cada M > 0, existe T (M) > 0
con la siguiente propiedad. Para cada ϕ ∈ H1

0 (RN) tal que ‖ϕ‖H1 ≤M existe
u solución débil en H1

0 de

(2.9)

{
iut + ∆u+ g(u) = 0

u(0) = ϕ(x)

en I = (−T (M), T (M)). Además ‖u‖L∞(−T (M),T (M)),H1) ≤ 2M , ‖u(t)‖L2 =
‖ϕ‖L2, E(u(t)) ≤ E(ϕ) para todo t ∈ (−T (M), T (M)).

Observemos que el teorema anterior nos da existencia pero no unicidad de
solución. A continuación enunciaremos un resultado por el cual, asumiendo
unicidad de solución, tendremos buen planteo local en H1.

Observación 2.14. El operadorA representa un observable f́ısico, con spec(A) ⊂
R. Un ejemplo seŕıa A = Pϕ − 1 donde Pϕ denota la proyección ortogonal
sobre ϕ ∈ L(RN). Aśı

〈u(T, .);Au(T, .)〉L2(RN ) = |〈u(T, .), ϕ(.)〉L2(RN )|2 − 1.

Usando el hecho que ‖u(T, 0)‖L2(RN ) = 1.

Teorema 2.14. Sea g = g1 + ....+ gk donde cada gj satisface las siguientes
propiedades para algunos exponentes rj, ρj:

1. g = G′ para alguna G ∈ C1(H1
0 (RN),R). En particular g ∈ C(H1

0 (RN), H−1(RN)).

2. Existen r, ρ ∈ [2, 2N
N−2

) (r, ρ ∈ [2,∞] si N = 1) tal que g ∈ C(H1
0 (RN), Lρ

′
(RN)).

3. Para cada M <∞ existe C(M) <∞ tal que

‖g(v)− g(u)‖Lρ′ ≤ C(M)‖v − u‖Lr para todo u, v ∈ H1
0 (RN)

tal que ‖u‖H1 + ‖v‖H1 ≤M.

4. Para cada u ∈ H1
0 (Ω), Im (g(u)u) = 0 a.e en RN .
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y sea G = G1 + ...+Gk y E = E1 + ...+Ek. Asumimos además que tenemos
unicidad para el problema

(2.10)

{
iut + ∆u+ g(u) = 0

u(0) = ϕ(x)

Entonces (2.10) está localmente bien planteada en H1
0 (RN) y que se tiene

conservación de carga y enerǵıa. Es decir, ‖u(t)‖L2 = ‖ϕ‖L2 y E(u(t)) =
E(ϕ) para todo t ∈ (−Tmin, Tmax) donde u es la solución de (2.10) con valor
inicial ϕ ∈ H1

0 (RN).

Observemos que para tener buen planteo en H1(RN) necesitamos probar
unicidad. Las técnicas para probar unicidad dependen de las nolinealidades.
En nuestro caso necesitaremos de las estimaciones de Strichartz que descri-
biremos en la próxima sección.

2.5. Estimaciones de Strichartz

A continuación daremos algunas definiciones y resultados de estimaciones
de Strichartz y existencia y unicidad de solución que se pueden encontrar en
los caṕıtulos 2 y 4 de [4].

Definición 2.21. Diremos que un par (q, r) es admisible, si 2
q

= N(1
2
− 1

r
) y

2 ≤ r ≤ 2N
N−2

, donde 2 ≤ r ≤ ∞ si N = 1, y 2 ≤ r <∞ si N = 2.

Observación 2.15. Si el par (q, r) es admisible, entonces 2 ≤ q ≤ ∞. El
par (∞, 2) es siempre admisible. El par (2, 2N

N−2
) es admisible si N ≥ 3.

Consideremos U(t) el grupo de isometŕıas generado por i∆.

Proposición 2.9. Sea p ∈ [2,∞] y t 6= 0. Entonces U(t) es una función
continua de Lp

′
(RN) a Lp(RN) y

‖U(t)φ‖Lp(RN ) ≤ (4π|t|)−N( 1
2
− 1
p

)‖ϕ‖Lp′ (RN )

para toda ϕ ∈ Lp′(RN).

Teorema 2.15. [Estimaciones de Strichartz] Valen las siguientes propieda-
des:

1. Para cada ϕ ∈ L2(RN), la función t 7→ U(t)ϕ pertenece a Lq(R, Lr(RN))∩
C(R, L2(RN)) para cada par admisible (q, r). Además existe una cons-
tante C tal que ‖U(.)ϕ‖Lq(R,Lr(RN )) ≤ ‖ϕ‖L2(RN ) para cada ϕ ∈ L2(RN).



2.5. ESTIMACIONES DE STRICHARTZ 33

2. Sea I un intervalo de R (no necesariamente acotado), J = I y t0 ∈ J .
Si (γ, ρ) es un par admisible y f ∈ Lγ′(I, Lρ′(RN)).

Entonces para cada par (q, r) admisible la función

t 7→ φf (t) =

∫ t

t0

U(t− s)f(s)ds, t ∈ I

pertenece a Lq(I, Lr(RN))∩C(J, L2(RN)). Además existe una constante
C independiente de I tal que

‖φf‖Lq(I,Lr) ≤ C‖f‖Lγ′ (I,Lρ′ )

para cada f ∈ Lγ′(I, Lρ′(RN)).

Proposición 2.10. [Unicidad] Consideremos g1, ..., gk ∈ C(H1(RN), H−1(RN))
y sea g = g1 + ...+ gk. Asumimos que cada gj satisface:

Existe Cj tal que

‖gj(u)− gj(v)‖
L
ρ′
j
≤ Cj(M)‖u− v‖Lrj

para exponentes rj , ρj ∈ [2, 2N
N−2

), (rj, ρj ∈ [2,∞] si N = 1) y para toda

u, v ∈ H1(RN) tal que ‖u‖H1 , ‖v‖H1 ≤ M . Si ϕ ∈ H1(RN) y u1, u2 son dos
soluciones débiles en H1 de

(2.11)

{
iut + ∆u+ g(u) = 0

u(0) = ϕ(x)

en algún intervalo I tal que 0 ∈ I, entonces u1 = u2.

Los siguientes resultados serán necesarios para probar buen planteo en
L2(RN) de la ecuación adjunta.

Teorema 2.16. Asumimos que valen las siguiente hipótesis
(2.12)

g : L2(RN)∩Lr(RN)→ Lr
′
(RN) para algún r ∈ [2,

2N

N − 2
)(r ∈ [2,∞] si N = 1).

Además, que existe

(2.13)

α > 0 tal que para cada M > 0 existe K(M) <∞ tal que

‖g(v)− g(u)‖Lr′ ≤ K(M)(‖u‖αLr + ‖v‖αLr)‖v − u‖Lr
para u, v ∈ L2(RN) ∩ Lr(RN) tal que ‖u‖L2 , ‖v‖L2 ≤M
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y
2

q
= N(

1

2
− 1

r
)

tal que (q, r) es un par admisible. Si α+2 < q entonces para cada ϕ ∈ L2(RN),
existe Tmax, Tmin ∈ (0,∞] y una única solución maximal

u ∈ C((−Tmin, Tmax), L2(RN)) ∩ Lqloc((−Tmin, Tmax), L
r(RN))

del problema

(2.14)

{
iut + ∆u+ g(u) = 0

u(0) = ϕ(x)

Además se tienen las siguientes propiedades.

1. (Alternativa Blow-up) Si Tmax <∞ (respectivamente si Tmin <∞) en-
tonces ‖u(t)‖L2(RN ) →∞ si t↗ Tmax (respectivamente si t↘ −Tmin).

2. u ∈ Lγloc((−Tmin, Tmax), Lρ(RN)) para cada par admisible (γ, ρ).

3. u depende continuamente de ϕ en el siguiente sentido, las funciones
ϕ 7→ Tmin, Tmax son semicontinuas inferiores de L2(RN) → (0,∞]. Si
ϕn → ϕ en L2 y si un denota la solución de (2.14) con dato incial
ϕn entonces un → u en Lγ((−S, T ), Lρ(RN)) para cada par admisible
(γ, ρ) y −Tmin < −S < 0 < T < Tmax.

4. Si 〈g(ω), iω)〉Lr′ ,Lr = 0 para toda ω ∈ L2(RN)∩Lr(RN) entonces Tmin =
Tmax = +∞ y ‖u(t)‖L2 = ‖ϕ‖L2 para todo t ∈ R.

Teorema 2.17. Sea g = g1 + ....+ gk donde cada gj satisface (2.12), (2.13)
para algunos exponentes rj, αj. Sea 2

qj
= N(1

2
− 1

rj
) y sea r = máx{r1, ..., rk},

q = mı́n{q1, .., qk}. Si 2 + αj < qj para j = 1, .., k entonces se verifican las
conclusiones del teorema 2.16.

A continuación daremos un lema previo que permite probar buen planteo
local de soluciones de la ecuación no lineal de Schrödinger en H2, siguiendo el
método de Kato (ver sección 4.8 de [4]) y también enunciaremos el resultado
de buen planteo local en H2. La existencia de solución de la ecuación de
estado en H2 será necesaria para tener bien planteada la ecuación adjunta
en la cual potencias del estado u intervienen como potenciales.

Lema 2.3. Sea J un intervalo acotado, tal que 0 ∈ J , (γ, ρ) un par admi-
sible. Consideremos f ∈ L∞(J, L2) tal que ft ∈ Lγ

′
(J, Lρ

′
). Si

v(t) = i

∫ t

0

U(t− s)f(s)ds ∀ t ∈ J.
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Entonces
v ∈ L∞(J,H2) ∩ C1(J, L2) ∩W 1,a(J, Lb)

para cada par admisible (a, b) y

‖∆v‖L∞(J,L2) ≤ ‖f‖L∞(J,L2) + ‖f(0)‖L2 + C‖ft‖Lγ′ (J,Lρ′ )

donde C es independiente de J y de f.

Teorema 2.18. Sea g = g1+...+gk donde cada gj satisfacen: gj : H2(RN)→
L2(RN), asumimos que existe 0 ≤ sj < 2 y 2 ≤ rj, ρj <

2N
N−2

(2 ≤ rj, ρj <

∞ si N = 1) tal que gj ∈ C(Hsj(R2), L2(RN)) es acotada en subconjuntos
acotados y

‖gj(u)− gj(v)‖
L
ρ′
j
≤ Lj(M)‖u− v‖Lrj para todo u, v ∈ H2(RN)

tal que ‖u‖Hsj , ‖v‖Hsj ≤ M para algunos exponentes sj, rj, ρj y alguna fun-
ción Lj(M) para cada ϕ ∈ H2(RN) existe Tmax, Tmin > 0 y una única solu-
ción maximal

u ∈ C((−Tmin, Tmax), H2(RN)) ∩ C1((−Tmin, Tmax), L2(RN))

de (2.14). Además valen las siguientes propiedades:

u ∈ W 1,q
loc ((−Tmin, Tmax), Lr(RN)) para cada par admisible (q, r)

(Alternativa Blow-up) Si Tmax < ∞ (respectivamente si Tmin < ∞)
entonces ‖u(t)‖H2 → ∞ cuando t ↗ Tmax (respectivamente cuando
t↘ −Tmin).

u depende continuamente de ϕ en el siguiente sentido:

Exite T > 0 dependiendo de ‖ϕ‖H2 tal que si ϕn → ϕ en H2(RN) y si
un es la correspondiente solución de (2.14) entonces un está definida
en [−T, T ] para n suficientemente grande y ‖un‖L∞((−T,T ),H2).

Si 〈g(w), iw〉L2 = 0 para todo w ∈ H2(RN) entonces se tiene conserva-
ción de carga.

Si para cada j existe Gj ∈ C1(H2(RN ,R)) tal que gj = G′j entonces se
tiene conservación de enerǵıa.
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Caṕıtulo 3

Buen Planteo

3.1. Conservación de masa y variación de la

enerǵıa

En este trabajo estudiaremos un sistema de control en donde la ecuación
de estado viene dada por la ecuación de Schrödinger no lineal:

(3.1)

{
iut + ∆u+ λ|u|2σu+ φ(t)V (x)u = 0 , (t, x) ∈ [0,∞)× RN

u(0, x) = u0(x)

Donde u0 ∈ H1(RN), φ(t) denota el parámetro de control y V (x) un potencial
dado, con φ(t) y V (x) funciones a valores reales.

Para simplificar, notaremos con Lp a Lp(RN), con L∞ a L∞(RN) y con H1

a H1(RN) , en cualquier otro caso, haremos la especificación correspondiente.
Definimos E(t), el candidato natural para la enerǵıa correspondiente a

(3.1):

(3.2)

E(t) :=
1

2

∫
RN
|5u(t, x)|2dx− λ

2σ + 2

∫
RN
|u(t, x)|2σ+2dx−φ(t)

2

∫
RN
V (x)|u(t, x)|2dx

Veamos que en esta ecuación tenemos conservación de masa, es decir :
‖u(t,−)‖L2 = ‖u0‖L2 para todo t ∈ R.

Consideremos G(u(t)) = ‖u(t,−)‖2
L2 y veamos que d

dt
G(u(t)) = 0.

G(u(t)) = Re

(∫
RN
u(t, x)u(t, x)dx

)
= 〈u(t);u(t)〉L2

y usando el hecho de que u es solución de la ecuación (3.1) se tiene que,

37
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d

dt
G(u(t)) = 〈ut(t);u(t)〉L2 + 〈u(t);ut(t)〉L2

= 2〈u(t);ut(t)〉L2 = 2Re

(∫
u(t)ut(t)dx

)
= 2Re

(∫
u(∆u+ λ|u|2σu+ φ(t)V (x)u)i

)
= −2Re

(∫
u∆uidx

)
− 2Re

(∫
uλ|u|2σuidx

)
− 2Re

(∫
uφ(t)V uidx

)
= 2Re

(∫
5u5 uidx

)
− 2Re

(∫
λ|u|2σ+2idx

)
− 2Re

(∫
|u|2φ(t)V idx

)
= 2Re

(∫
| 5 u|2idx

)
− 2Re

(∫
λ|u|2σ+2idx

)
− 2Re

(∫
|u|2φ(t)V idx

)
= 0

Por ser cada término un imaginario puro.

⇒ G(u(t)) = cte para todo t ∈ R y al ser u(0, x) = u0, conlúımos que
‖u(t,−)‖L2 = ‖u0‖L2 como queŕıamos ver. Veamos también que no tenemos
conservación de enerǵıa y que,

(3.3)
dE(t)

dt
= −1/2φ′(t)

∫
V (x)|u(t, x)|2dx.

En efecto, podemos reescribir (3.2) de la siguiente manera,
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E(t) =
1

2
〈5u;5u〉L2 − λ

2σ + 2
〈|u|2σu;u〉L2 − φ(t)

2
〈V u;u〉L2

⇒ E ′(t) =
1

2
〈(5u)t;5u〉L2 +

1

2
〈5u; (5u)t〉L2 − λ

2σ + 2
[〈(|u|2σu)t;u〉L2

+ 〈|u|2σu;ut〉L2 ]− φ′(t)

2
〈V u;u〉L2 − φ(t)

2
[〈V ut;u〉L2 + 〈V u;ut〉L2 ]

= −Re

(∫
RN

∆uut

)
− λ

2σ + 2
[2Re

(∫
RN
σ|u|2σuut

)
+ 2Re

(∫
RN
|u|2σuut

)
]− φ(t)Re

(∫
RN
V uut

)
− φ′(t)

2

∫
RN
V uu

= −Re

(∫
RN

(∆u+ λ|u|2σu+ φ(t)V u)ut

)
− φ′(t)

2

∫
RN
V |u|2

= −Re

(∫
RN

(∆u+ λ|u|2σu+ φ(t)V u)(∆u+ λ|u|2σu+ φ(t)V u)i

)
− φ′(t)

2

∫
RN
V |u|2

= −φ
′(t)

2

∫
RN
V |u|2.

Pues, Re
(

(a+ bi)(a+ bi)i
)

= Re ((a2 + b2)i) = 0 por ser imaginario
puro.

3.2. Existencia global

Lema 3.1. Sea u0 ∈ H1 y V ∈ Lp + L∞, p ≥ 1, p > N
2

. Asumimos que
si λ < 0, 0 < σ < 2

N−2
y si λ > 0, 0 < σ < 2

N
. Dados cualquier T > 0,

φ ∈ H1(0, T ) existe una única solución u ∈ C([0, T ], H1) del problema (3.1)
donde u0 ∈ H1(RN), φ(t) el parámetro de control y V (x) el potencial dado.
Además

(3.4) ‖u‖L∞(0,T :H1) ≤ C(T, ‖u0‖H1 , ‖φ‖H1(0,T )).

Demostración. Procederemos como es standard en los problemas de exis-
tencia global de solución. Primero probaremos existencia local y luego usando
las estimaciones para la enerǵıa probaremos que ‖u‖H1 está acotada, con lo
cual por tener buen planteo, podremos deducir la existencia global.
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Para probar esto analizaremos los resultados de existencia dados en [4]
en el caso φ(t) = cte. En el Teorema 2.12 tenemos resultados de existencia
para no linealidad Lipschitz continua en acotados de L2. El autor prueba este
hecho en varios pasos. Primero, muestra que si el dato inicial u0 ∈ L2 existe
una única solución maximal u ∈ C(T1, T2;L2) con T1 < 0 < T2 y además si
u0 ∈ H2 se tiene u ∈ C(T1, T2;H2) ∩ C1(T1, T2;L2) y que u depende conti-
nuamente de dato inicial en L2 uniformemente sobre subconjuntos compactos
del intervalo maximal de existencia.

Segundo, prueba que si u0 ∈ H2 se tiene conservación de carga y enerǵıa.
En nuestro caso, tenemos

E ′(t) = −1

2
φ′(t)

∫
V (x)|u(t, x)|2dx.

Tercero, muestra que por el paso anterior y la dependencia continua,
se tiene conservación de masa para u0 ∈ L2. Entonces la solución u ∈
C(T1, T2, L

2) está acotado en L2 para todo t en el intervalo maximal de
existencia y aśı por la alternativa Blow-up la solución debe existir en todo
[0, T ].

Aśı tenemos que u ∈ C(0, T ;L2) y además si u0 ∈ H2 la solución es más
regular, es decir, u ∈ C(0, T ;H2) ∩ C1(0, T ;L2).

Cuarto, prueba que si u0 ∈ H1 como H2 es denso en H1 existe una
sucesión (xn)n∈N ⊂ H2 tal que xn → u0 en H1. Siendo un soluciones con
dato inicial xn, tenemos por lo anterior que un ∈ C(0, T ;H2) ∩ C1(0, T ;L2)
entonces (un)t ∈ C(0, T ;L2). Además se obtiene que las un son acotadas
uniformemente en L∞(0, T ;H1) y como la ecuación vale para (un)t en L2 se
puede ver que (un)t son acotadas uniformemente en L∞(0, T ;H−1). Lue-
go como un(t) → u(t) en L2 y un(t) ⇀ u(t) en H1 se tiene que u ∈
L∞(0, T ;H1) ∩W 1,∞(0, T ;H−1).

Finalmente, muestra que u ∈ C(0, T ;H1) ∩C1(0, T ;H−1) usando la con-
tinuidad de la función t 7→ ‖u(t)‖2

H1 y el hecho que u : [0, T ] → H1 es débil
continua.

El problema con el Teorema 2.12 es que funciona solo para no linealidades
Lipschitz continuas en acotados de L2 y la no linealidad |u|2σu no lo es,
aunque śı en acotados de H1. Es por esto que en el Teorema 2.13 usando
aproximaciones de la no linealidad, prueba un resultado de existencia en H1

para no linealidades del tipo |u|2σu y el buen planteo local en el Teorema
2.14, asumiendo unicidad. Por último, gracias a la unicidad probada en la
Proposición 2.10 deduce el buen planteo del problema.

La pregunta es por qué en nuestro caso podremos reproducir los pasos
anteriores para g = g1 + g2 = λ|u|2σu + φ(t)V u. El punto clave de este
hecho consiste en observar que como φ ∈ H1(0, T ) ↪→ L∞(0, T ) podemos
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conseguir cotas uniformes en t para φ(t). Esto nos permitirá en un principio
probar el primer paso del Teorema 2.12 para g1 una no linealidad Lipschitz
continua en acotados de L2 y g2 = φ(t)V u pudiendo acotar uniformemente
φ(t). Los siguientes pasos se prueban en forma totalmentente análoga a lo
hecho por el autor para φ constante, con la única diferencia en que al no tener
conservación de la enerǵıa, tendremos que acotar ‖u(t)‖H1 como lo haremos
en la segunda parte de esta demostración. Estas mismas acotaciones son las
que nos permitirán estimar la norma H1 de las aproximaciones um, solución
de los problemas con las regularizaciones de las nolinealidades, que se utilizan
en la demostración del Teorema 2.13.

Finalmente, extendiendo de manera análoga el Teorema 2.14 y la Pro-
posición 2.10 para nuestro caso, podremos reproducir los resultados de [4]
descriptos anteriormente y probar aśı existencia local y buen planteo de so-
lución para el problema (3.1).

A continuación probaremos existencia global de solución. Para ello, su-
pongamos que u existe en [0, τ ] ⊆ [0, T ]. Si vemos que ‖u(t)‖H1 ≤ C para
todo t ∈ [0, τ ] por la alternativa blow up, u(t) existirá en [0, T ], donde tam-
bién esta definida φ.

Por lo tanto, para demostrar este lema, nos queda mostrar que:

‖u(t)‖H1 ≤ C(T, ‖u0‖H1 , ‖φ‖H1(0,T ))

para todo t en donde existe la solución u(t).
Recordemos que V ∈ Lp + L∞, V = V1 + V2 con V1 ∈ Lp y V2 ∈ L∞.

Comenzaremos por probar que,

(3.5) ‖E ′‖L2(0,T ) ≤ C‖φ′‖L2(0,T )(‖V1‖Lp‖u‖2

L∞(0,T ;L
2p
p−1 )

+ ‖V2‖L∞‖u0‖2
L2).

Para ver esto, llamaremos

g(t) =

∫
|V (x)||u(t, x)|2dx.

Aśı, de la expresión (3.3) tenemos

(3.6)

∫ T

0

|E ′(t)|2dt ≤ C

∫ T

0

|φ′(t)|2|g(t)|2dt.

Veamos que

(3.7) ‖g‖L∞(0,T ) ≤ ‖V1‖Lp‖u‖2

L∞(0,T ;L
2p
p−1 )

+ ‖V2‖L∞‖u0‖2
L2 .

Sea t ∈ [0, T ] fijo,
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g(t) =

∫
|V1(x)+V2(x)||u(t, x)|2dx ≤

∫
|V1(x)||u(t, x)|2dx+

∫
|V2(x)||u(t, x)|2dx.

Como V2 ∈ L∞, se tiene que∫
|V2(x)||u(t, x)|2dx ≤ ‖V2‖L∞

∫
|u(t, x)|2dx ≤ ‖V2‖L∞‖u(t,−)‖2

L2 = ‖V2‖L∞‖u0‖2
L2 ,

por conservación de la carga.

Y como V1 ∈ Lp se tiene que, por Hölder:

∫
|V1(x)||u(t, x)|2dx ≤ ‖V1‖p‖u(t,−)2‖p′

donde 1
p

+ 1
p′

= 1.

Donde esta última norma podemos reescribirla de la siguiente manera

‖u(t,−)2‖p′ =

[(∫
u(t, x)2p′dx

) 1
2p′
]2

= ‖u(t,−)‖2
2p′ = ‖u(t,−)‖2

2p
p−1

.

Luego, de las acotaciones (3.6) y (3.7) se obtiene (3.5).

Asi, como E ′(t) ∈ L2 se tiene de Cauchy Schwarz y de (3.5) que,

E(t) = E(0) +

∫ t

0

E ′(s)ds ≤ E(0) + T 1/2‖E ′‖L2(0,T )

≤ E(0) + T 1/2C‖φ′‖L2(0,T )(‖V1‖p‖u(t,−)‖2

L∞(0,T ;L
2p
p−1 )

+ ‖V2‖∞‖u0‖2
2).

Podemos reescribir la expresión de la enerǵıa vista en (3.2)de la siguiente
manera,

E(t) =
1

2
‖ 5 u(t)‖2

L2 −
λ

2σ + 2
‖u(t)‖2σ+2

L2σ+2 −
φ(t)

2

∫
RN
V (x)|u(t, x)|2dx.

Cuando λ ≤ 0, como φ ∈ H1(0, T ) ↪→ L∞(0, T ) se tiene que:



3.2. EXISTENCIA GLOBAL 43

‖ 5 u(t)‖2
L2 ≤ CE(t) + C‖φ‖L∞(0,T )

∫
V (x)|u(t, x)|2dx

≤ CE(0) + CT 1/2‖φ′‖L2(0,T )(‖V1‖p‖u(t)‖2
2p
p−1

+ ‖V2‖∞‖u0‖2
2)

+ C‖φ‖L∞(0,T )

∫
V (x)|u(t, x)|2dx

≤ CE(0) + CT 1/2‖φ′‖L2(0,T )(‖V1‖p‖u(t)‖2
2p
p−1

+ ‖V2‖∞‖u0‖2
2)

+ C‖φ‖L∞(0,T )(‖V1‖p‖u(t)‖2
2p
p−1

+ ‖V2‖∞‖u0‖2
2)

= CE(0) + C‖V2‖L∞‖u0‖2
2(T

1
2‖φ′‖L2(0,T ) + ‖φ‖L∞(0,T ))

+ ‖u(t)‖2
2p
p−1

‖V1‖p(CT
1
2‖φ′‖L2(0,T ) + C‖φ‖L∞(0,T )).

Usando que H1(0, T ) ↪→ L∞(0, T ) continuamente y la desigualdad de
Gagliardo-Nirenberg (2.2)

‖ 5 u(t)‖2
2 ≤ C(T, ‖φ‖H1 , ‖u0‖L2)

(
‖u(t)‖2

2p
p−1

+ 1
)

≤ C(T, ‖φ‖H1 , ‖u0‖L2)

(
C̃‖u(t)‖

N
p

H1‖u(t)‖
2p−N
p

2 + 1

)
si p > N

2
.

Notemos C = C(T, ‖φ‖H1 , ‖u0‖L2) = C̃C(T, ‖φ‖H1 , ‖u0‖L2).
Por conservación de masa y la desigualdad de Young, tenemos que

‖ 5 u(t)‖2
2 ≤ C + (Cε‖u(t)‖

N
p

H1)(
1

ε
‖u(0)‖

2p−N
p

2 )

≤ C +
(Cε‖u(t)‖

N
p

H1)α

α
+ (

1

εα′
‖u(0)‖

2p−N
p

α′

2

α′
).

Para α = 2p
N

, α′ = 2p
2p−N donde 1

α
+ 1

α′
= 1.

⇒ ‖5 u(t)‖2
2 ≤ C +

εαCα‖u(t)‖2
H1

α
+
‖u(0)‖2

2

εα′α′

≤ C +
εαCα

α

(
‖u(0)‖2

2 + ‖ 5 u(t)‖2
2

)
+

1

εα′α′
‖u(0)‖2

2.

Si elegimos ε > 0 tal que εαCα

α
< 1 obtenemos



44 CAPÍTULO 3. BUEN PLANTEO

(1− εαCα

α
)‖ 5 u(t)‖2

2 ≤ C(T, ‖φ‖H1(0,T ), ‖u0‖L2).

Tomando supremo para t ∈ [0, τ ] tenemos que

sup
t∈[0,τ ]

‖ 5 u(t)‖2
2 ≤ C(T, ‖φ‖H1(0,T ), ‖u0‖H1)

⇒ sup
t∈[0,τ ]

‖u(t)‖2
H1 ≤ C(T, ‖φ‖H1(0,T ), ‖u0‖H1).

En el caso que λ > 0, usando el mismo argumento tenemos que

‖ 5 u(t)‖2
2 ≤ CE(0) + CT 1/2‖φ′‖L2(0,T )(‖V1‖p‖u(t)‖2

2p
p−1

+ ‖V2‖∞‖u0‖2
2)

+ C‖φ‖L∞(0,T )(‖V1‖p‖u(t)‖2
2p
p−1

+ ‖V2‖∞‖u0‖2
2) + C‖u(t)‖2σ+2

L2σ+2

Y por las desigualdades de Gagliardo-Nirenberg (2.2) y (2.3) , junto con la

desigualdad de Young para ε > 0 tal que Cαεα

α
+ C̃γεγ

γ
< 1 con α = 2p

N
como

antes y γ = 2
Nσ

tal que 1
γ

+ 1
γ′

= 1 y C̃ la constante de la desigualdad (2.3)

(Nσ < 2) tomando supremo para t ∈ [0, τ ] obtenemos que:

sup
t∈[0,τ ]

‖u‖2
H1 ≤ C(‖φ‖H1 , T, ‖u0‖2).

Luego, se tiene que u está definida en [0, T ] y vale (3.4)

A continuación daremos un resultado de existencia de solución de (3.1)
en H2, que será necesario para la última parte de esta tesis.

No haremos una demostración de la misma ya que se escapa a la teoŕıa que
desarrollamos en este trabajo. Los detalles de esta teoŕıa se pueden encontrar
en el caṕıtulo de regularidad en H2 de soluciones de la ecuación de Scrödinger
no lineal en el caṕıtulo 5, sección 3 de [4]. Para probar el lema alcanza con
usar los Teoremas 5.3.1 y 5.3.4 de [4], ver Remark 5.3.3 y Remark 5.3.5.
Notamos que los Teoremas 5.3.1 y 5.3.4 se basan en el teorema de existencia
en H2 2.18 enunciado en preliminares.

Lema 3.2. Sea u0 ∈ H2 φ ∈ W 1,∞(0, T ) y V,5V ∈ Lp + L∞ para p ≥
2, p ≥ N

2
. Asumimos que 0 ≤ σ < 2

N−2
si λ < 0 o 0 ≤ σ < 2

N
si λ > 0.

Entonces la mild solution de (3.1) satisface u ∈ L∞(0, T ;H2).



Caṕıtulo 4

Existencia de mı́nimo

En esta sección estudiaremos la existencia de un minimizador para el
problema de control óptimo bilineal (3.1) Nuestro objetivo consiste en la
minimización de la función de costo, dependiendo de la solución de la ecuación
de estado.

Consideramos: V ∈ W 1,p(RN) + W 1,∞(RN) con p ≥ 2, p > N
2
. Dado

un T ≥ 0 fijo, H1(0, T ) será el espacio vectorial real para el parámetro de
control φ,

X(0, T ) := L2(0, T ;H1
0 ) ∩W 1,2(0, T ;H−1)

el espacio para el estado u y los conjuntos

B1 = {u0 ∈ H1 : ‖u0‖H1 ≤M1} y B2 = {φ0 ∈ R : |φ0| ≤M2}

para M1 > 0 y M2 > 0 dados.
Definimos el conjunto de los pares (u, φ) admisible como

Λ(0, T ) :=
{

(u, φ) ∈ X(0, T )×H1(0, T ) :(u, φ) satisfacen la ecuación (3.1)

con u(0) ∈ B1 y φ(0) ∈ B2}

En virtud del próximo lema el conjunto Λ(0, T ) es no vaćıo. En conse-
cuencia, definimos el funcional objetivo

(4.1) F (u, φ) := 〈u(T, .);Au(T ; .)〉2L2 + γ1

∫ T

0

(E ′(t))2dt+ γ2

∫ T

0

(φ′(t))2dt

donde los parámetros γ1, γ2 ≥ 0, A : H1 → L2 es un operador lineal
acotado, esencialmente autoadjunto y localizado en L2. Es decir, existe R > 0
tal que para toda ψ ∈ H1, Suppx∈RN (Aψ(x)) ⊆ B(R).

45
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Asi, definimos el problema de minimización:

(4.2) F∗ = ı́nf
(u,φ)∈Λ(0,T )

F (u, φ)

y nos encargaremos de probar la existencia de un minimizador para el pro-
blema anterior en el Teorema 4.1.

A continuación probaremos existencia de mı́nimo.

Teorema 4.1. Asumiendo que 0 < σ < 2
N−2

si λ < 0 o 0 < σ < 2
N

si

λ > 0. Sea V ∈ Lp + L∞ para algún p ≥ 1, p > N
2

. Entonces, para cualquier
T > 0, M1 > 0, M2 > 0, γ1 ≥ 0 y γ2 > 0 el problema de control óptimo
F∗ = ı́nf(u,φ)∈Λ(0,T ) F (u, φ) tiene un minimizador (u∗, φ∗) ∈ Λ(0, T ).

Demostración. Vamos a hacer la prueba en tres etapas. Primero probare-
mos que el funcional es acotado inferiormente y el conjunto de admisibles
Λ(0, T ) es no vaćıo. Con lo cual, podemos asegurar la existencia de una suce-
sión minimizante. Luego probaremos que esta sucesión tiene ĺımite en algún
sentido y por último veremos que este ĺımite es admisible, por lo tanto será
un mı́nimo.

Etapa 1: Estimaciones de (un, φn)n∈N.
Dados T > 0, M1,M2 > 0, γ1 ≥ 0, γ2 > 0, u0 ∈ B1 y φ ∈ H1(0, T ) tal

que φ(0) ∈ B2.
Como φ ∈ H1(0, T ) por el lema 3.1 existe una única solución suave u ∈

C([0, T ], H1) del problema (3.1).
Y despejando de la ecuación (3.1), es fácil ver que ut ∈ L2(0, T,H−1),

como veremos en la página 45, ecuación (4.4) para (un)t. Por lo tanto u ∈
X(0, T ) y resulta que el conjunto Λ(0, T ) es no vaćıo y al ser F ≥ 0, es
decir, acotada inferiormente, se tiene que existe un ı́nfimo. Luego existe una
sucesión minimizante (un, φn)n∈N ⊂ Λ(0, T ) tal que

ĺım
n→∞

F (un, φn) = F∗.

Como la sucesión (F (un, φn))n∈N converge, es acotada, por lo tanto existe
C tal que

F (un, φn) ≤ C <∞

para todo n ∈ N, y como γ2 > 0 resulta que

‖φ′n‖2
L2[0,T ] ≤ C <∞.

Usando que H1(0, T ) ↪→ C[0, T ] y que φn(0) ∈ B2, donde
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B2 = {φ0 ∈ R/|φ0| ≤M2}
tenemos por Cauchy Schwarz que:

φn(t) = φn(0) +

∫ t

0

φ′n(s)ds ≤M2 + (T

∫ T

0

(φ′n(s))2ds)
1
2 <∞

para todo t ∈ [0, T ]. Esto implica que la sucesión (φn)n∈N está acotada unifor-
memente en L∞(0, T ), por lo tanto, está acotada uniformemente en L2(0, T )
y en consecuencia, en H1(0, T ), pues ‖φ′n‖2

L2 < C y ‖φn‖2
L2 < C.

Es decir, φn resulta uniformemente acotada en H1(0, T ). Luego, por el
Teorema 2.8 existirá una subsucesión, que también llamaremos φn y un ĺımite
φ∗ ∈ H1(0, T ) tal que φn ⇀ φ∗ en H1(0, T ) si n→∞.

Por el corolario 2.9 del Teorema de Rellich Kondrachov existirá también
ψ∗ ∈ L2(0, T ) y una subsucesión que seguiremos llamando φn tal que φn → ψ∗
en L2(0, T ) si n → ∞. Claramente, φ∗ = ψ∗. En efecto, como φn → ψ∗
en L2(0, T ) tenemos que φn ⇀ ψ∗ en L2(0, T ), ya que convergencia fuerte,
implica convergencia débil. Pero también por la Proposición 2.5 tenemos que
φn ⇀ φ∗ en L2(0, T ) y por unicidad del ĺımite, resulta que φ∗ = ψ∗.

Conclúımos entonces que existe una subsucesión φn y ĺımite φ∗ enH1(0, T )
tal que φn ⇀ φ∗ en H1(0, T ) y además φn → φ∗ en L2(0, T ).

Observemos que como (un, φn) ∈ Λ(0, T ) para todo n ∈ N, entonces
(un, φn) satisface la ecuación (3.1), con φn ∈ H1(0, T ) y un ∈ L2(0, T ;H1) ∩
W 1,2(0, T ;H−1). Luego satisface la desigualdad (3.5)

‖E ′n‖L2(0,T ) ≤ C‖φ′n‖L2(0,T )(‖V1‖Lp‖un‖2

L∞(0,T,L
2p
p−1 )

+ ‖V2‖L∞‖un0‖2
L2).

Vamos a probar que

un ∈ L∞(0, T ;H1) ∩W 1,∞(0, T ;H−1) ⊆ L2(0, T ;H1) ∩W 1,2(0, T ;H−1).

Usando el mismo argumento que en el Lema 3.1 y que un(0) ∈ B1, donde
B1 = {u0 ∈ H1/‖u0‖H1 ≤M1} se tiene de (3.4):

(4.3) ‖un‖L∞((0,T ),H1) ≤ C.

Pues, ‖un(t)‖H1 ≤ C(T, ‖un0‖H1 , ‖φn‖H1) para todo t ∈ [0, T ] , ‖φn‖H1 con
cota uniforme y ‖un0‖H1 está en B1.

Combinando esta estimación y el hecho que un es solución de (3.1) vere-
mos que

(4.4) ‖(un)t‖L∞((0,T ),H−1) < C.
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En efecto, despejando de la ecuación (3.1) tenemos que

(un)t = i(∆un + λ|un|2σun + φn(t)V (x)un)

Veamos entonces que para cada t ∈ [0, T ] el lado derecho está acotado
uniformemente en t y en n en norma H−1(RN).

Para el primer término:

Por la desigualdad (2.4) tenemos que, como un ∈ L∞(0, T,H1)

‖∆un(t)‖H−1 ≤ ‖un(t)‖H1 ≤ C(T, ‖un0‖H1 , ‖φn‖H1)

por lo que, tenemos una cota uniforme en t y n como queremos.
Para el segundo término:

(4.5) ‖|un(t)|2σun(t)‖H−1 = sup
v∈H1

0 (RN )/‖v‖
H1

0(RN )
=1

|〈|un(t)|2σun(t), v〉H−1,H1|.

Como un(t) ∈ H1(RN), por la desigualdad de Gagliardo Niremberg (2.3)
tenemos que un(t) ∈ L2σ+2(RN). Este hecho implica que |un(t)|2σun(t) ∈
Lp(RN) con p = 2σ+2

2σ+1
y por el Corolario 2.3 se tiene:

(4.6) ‖|un(t)|2σun(t)‖Lp = ‖un(t)‖2σ+1
L2σ+2 ≤ C‖un(t)‖2σ+1

H1 <∞

Luego por la observación 2.6 item 4, podemos reescribir el producto de dua-
lidad de la siguiente manera:

|〈|un(t)|2σun(t), v〉H−1,H1| = |〈|un(t)|2σun(t), v〉Lp,Lq |

donde p = 2σ+2
2σ+1

y q tal que 1
p
+ 1

q
= 1. Asi, como p > 1 por Hölder tenemos

|〈|un(t)|2σun(t), v〉Lp,Lq | ≤ Re

(
|
∫
|un(t)|2σun(t)v|

)
≤
∫
|un(t)|2σ+1|v|

≤
(∫
|un(t)|(2σ+1)p

) 1
p
(∫
|v|q
) 1

q

≤
(∫
|un(t)|2σ+2

) 2σ+1
2σ+2

(∫
|v|2σ+2

) 1
2σ+2

= ‖un(t)‖2σ+1
L2σ+2‖v‖L2σ+2
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Como ‖un(t)‖L2σ+2 está acotada por la norma ‖un(t)‖H1 uniforme en t y
n por el Corolario 2.3 usando la misma desigualdad para la norma ‖v‖L2σ+2 ,
al ser ‖v‖H1 = 1 desaparece y aśı obtenemos que:

‖|un(t)|2σun(t)‖H−1 ≤ C(T, ‖un0‖H1 , ‖φn‖H1)

para todo t y n es decir, tenemos cota uniforme como queremos.

Para el tercer término:
(4.7)
‖φn(t)(V1+V2)un(t)‖H−1 = sup

v∈H1
0 (RN )/‖v‖

H1
0(RN )

=1

|〈φn(t)(V1+V2)un(t), v〉H−1,H1|

Veamos los dos términos por separado:

Primero 〈φnV2un, v〉H−1,H1 .

Como V2 ∈ L∞ y φn ∈ H1 ⊆ L∞ y por (4.6), un ∈ L2σ+2 se tiene que
φnV2un(t) ∈ L2σ+2. En efecto,(∫

|φnV2un|2σ+2

) 1
2σ+2

≤ ‖φn‖L∞‖V2‖L∞
(∫
|un|2σ+2

) 1
2σ+2

<∞

Luego por la observacion 2.6 item 4, podemos pensar el producto de dualidad
de la siguente manera,

〈φnV2un, v〉H−1,H1 = 〈φnV2un, v〉Lp,Lq

con p = 2σ + 2 donde q es tal que 1
p

+ 1
q

= 1. Asi,

|〈φnV2un, v〉Lp,Lq | ≤ Re

(∫
|φnV2unv|

)
≤
∫
|φnV2unv|

≤ ‖φn‖∞
∫
|V2unv| ≤ ‖φn‖∞‖V2‖∞

∫
|unv|

≤ ‖φn‖∞‖V2‖∞‖un‖L2σ+2‖v‖Lq

Análogamente a lo hecho anteriormente es claro que esta acotado unifor-
memente en t y n.

Para el otro término 〈φnV1un, v〉H−1,H1

Observemos que por la desigualdad de Gagliardo Niremberg (2.2) y el

Corolario 2.3 como un(t) ∈ H1 se tiene que un(t) ∈ L
2p
p−1 , lo que implica que
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φnV1un ∈ Lr con r = 2p
p+1

.En efecto, por Hölder para α = p
r

con 1
α

+ 1
α′

= 1
se tiene que,

(4.8)

(∫
|φnV1un|r

) 1
r

≤ ‖φn‖L∞
(∫
|V1|r|un|r

) 1
r

≤ ‖φn‖L∞
(∫

V p
1

) 1
p
(∫
|un|rα

′
) 1

α′r

= ‖φn‖L∞‖V1‖Lp‖un‖ 2p
p−1

<∞.

Luego podemos reescribir el producto de dualidad de la siguiente manera,

〈φnV1un, v〉H−1H1 = 〈φnV1un, v〉Lr,Lq

donde q = 2p
p−1

y 1
r

+ 1
q

= 1. Asi,

|〈φnV1un, v〉Lr,Lq | ≤ Re

(∫
|φnV1unv|

)
≤
∫
|φnV1unv|

≤
(∫
|φnV1un|r

) 1
r
(∫
|v|q
) 1

q

= ‖φnV1un‖Lr‖v‖Lq
≤ ‖φn‖L∞‖V1‖Lp‖un‖

L
2p
p−1
‖v‖Lq .

Por (4.8) y acotando ‖v‖Lq por Gagliardo Niremberg (2.2) queda acotado
uniformemente en t y n.

Luego, hemos visto (4.4).

Etapa 2: Pasando al ĺımite.

Aplicando las cotas (4.3) y (4.4) se tiene que

un ∈ L∞((0, T ), H1) ∩W 1,∞((0, T ), H−1)

y están acotadas uniformemente para todo n ∈ N . Luego por el lema 2.2
deducimos que existe

u∗ ∈ L∞((0, T ), H1) ∩W 1,∞((0, T ), H−1) ⊆ X(0, T )

y una subsucesión que seguimos denotanto por (un)n∈N tal que para todo
t ∈ [0, T ],

un(t) ⇀ u∗(t) en H1 si n→∞
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Como u∗ ∈ L∞((0, T ), H1) ∩W 1,∞((0, T ), H−1) por la observación 2.10
se tiene que,

‖u∗(t)− u∗(s)‖L2 ≤ C|t− s|
1
2 para todo t, s ∈ (0, T ).

Veamos que |un|2σun es acotada en C0,a
2 (0, T ;Lr

′
) para algún a > 0 y

r′ > 1 que nos permitirá usar el lema 2.1. Para eso probaremos la desigualdad,

(4.9) ‖|un(t)|2σun(t)− |un(s)|2σun(s)‖Lr′ ≤ C|t− s|
a
2

donde r = 2σ + 2 y a = 1−N(1
2
− 1

2σ+2
).

En efecto,
Veamos primero que:

(4.10)
‖|un(t)|2σun(t)−|un(s)|2σun(s)‖Lr′ ≤ C(‖un(t)‖2σ

Lr+‖un(s)‖2σ
Lr)‖un(t)−un(s)‖Lr

Por la observación 2.11 tenemos que

‖|un(t)|2σun(t)− |un(s)|2σun(s)‖r′
Lr′
≤ C‖(|un(t)|2σ + |un(s)|2σ)|un(t)− un(s)|‖r′

Lr′

≤ C
(
‖|un(t)|2σ|un(t)− un(s)|‖r′

Lr′

+‖|un(s)|2σ|un(t)− un(s)|‖r′
Lr′

)
Usando el Teorema 2.6 (desigualdad de Hölder generalizado) para el pri-

mer término del lado derecho de la última desigualdad tenemos que:

‖|un(t)|2σ|un(t)− un(s)|‖r′
Lr′
≤ ‖|un(t)|2σ‖r′p ‖un(t)− un(s)‖r′q

con 1
p

+ 1
q

= 1
r′

.
Análogamente tratamos el segundo término, obteniendo aśı:

(4.11)
‖|un(t)|2σun(t)−|un(s)|2σun(s)‖r′

Lr′
≤ C‖un(t)−un(s)‖r′q (‖|un(t)|2σ‖r′p +‖|un(s)|2σ‖r′p ).

Siendo r = 2σ + 2, tendremos r′ = 2σ+2
2σ+1

pero además

1

p
+

1

q
=

1

r′
⇒ 1

q
=

2σ + 1

2σ + 2
− 1

p
.

Como queremos que 2σp = r, p = r
2σ
⇒ 1

q
= 1

2(σ+1)
es decir, q = 2(σ+1) = r.

Por lo tanto

‖|un(t)|2σ‖r′p = ‖un(t)‖
rr′
p
r = ‖un(t)‖2σr′

r
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luego si elevamos a la 1
r′

la desigualdad (4.11) probamos la desigualdad (4.10)
que queŕıamos ver.

En segundo lugar, veamos que :

(4.12) ‖un(t)− un(s)‖r(‖un(t)‖2σ
r + ‖un(s)‖2σ

r ) ≤ C‖un(t)− un(s)‖a2

con a = 1−N(1
2
− 1

2σ+2
).

En principio podemos acotar por el corolario 2.3 y (3.4) de la siguiente
manera,

‖un(t)− un(s)‖r(‖un(t)‖2σ
r + ‖un(s)‖2σ

r ) ≤ 2‖un‖2σ
L∞((0,T ),Lr)‖un(t)− un(s)‖r

≤ C‖un(t)− un(s)‖r

y luego usando la desigualdad de Gagliardo Niremberg (2.3) con r = 2σ+2
y (3.4) se tiene que

‖un(t)− un(s)‖r ≤ C(‖un(t)− un(s)‖NσH1 ‖un(t)− un(s)‖2σ+2−Nσ
L2 )

1
2σ+2

≤ C‖un(t)− un(s)‖
2σ+2−Nσ

2σ+2

L2 = C‖un(t)− un(s)‖aL2

Esta última igualdad es cierta , ya que:

2σ + 2−Nσ
2σ + 2

= 1− Nσ

2σ + 2
= 1− Nσ

r
y

a = 1−N
(

1

2
− 1

2σ + 2

)
= 1−N

(
2σ

2(2σ + 2)

)
= 1− Nσ

2σ + 2
= 1− Nσ

r

lo que prueba la desigualdad (4.12).
Luego, usando consecutivamente (4.10), (4.12), y finalmente por (2.5)

obtenemos la desigualdad (4.9) como queŕıamos probar.

Esto implica que (|un|2σun)n∈N es acotada en C0,a
2 ([0, T ], Lr

′
), y por la

definición 2.16 de la norma en este espacio , (|un|2σun)n∈N resulta unifor-
memente equicontinua en Lr

′
. Tomando X = Y = Lr

′
, como Lr

′
es un

espacio reflexivo, estamos en condiciones de aplicar el lema 2.1, de lo que
se deduce que existe una subsucesión que seguimos notando (|un|2σun)n∈N y
f ∈ C0,a

2 ([0, T ], Lr
′
) tal que para todo t ∈ [0, T ], |un(t)|2σun(t) ⇀ f(t) en Lr

′

si n→∞.
Resta ver que f(t) = |u∗(t)|2σu∗(t) para casi todo t ∈ [0, T ] y que (φ∗, u∗)

satisface la ecuación (3.1), para obtener aśı que (φ∗, u∗) ∈ Λ(0, T ) .
Se sigue de (un, φn) ∈ Λ(0, T ) que para cada w ∈ C∞c (RN), multiplicando

la ecuación (3.1) por w ∈ C∞c (RN) tenemos
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〈i(un(t))t, w〉H−1H1 + 〈∆un(t) + λ|un(t)|2σun(t) + φn(t)V un(t), w〉H−1H1 = 0

y luego multiplicando por η ∈ C∞(0, T ) tenemos:

〈i(un(t))t, w〉H−1H1η(t)+〈∆un(t)+λ|un(t)|2σun(t)+φn(t)V un(t), w〉H−1H1η(t) = 0

entonces,

d

dt
(〈iun(t), w〉H−1H1)η(t)+〈∆un(t)+λ|un(t)|2σun(t)+φ(t)V un(t), w〉H−1H1η(t) = 0.

Luego integrando la igualdad y haciendo partes en el primer término, se
obtiene:

∫ T

0

[−〈iun(t), w〉H−1H1η′(t)+〈∆un(t)+λ|un(t)|2σun(t)+φn(t)V un(t), w〉H−1H1η(t)]dt = 0

pues η(t)〈iun(t), w〉|T0 = 0 ya que η ∈ C∞(0, T )

Aplicando que:

1. φn ⇀ φ∗ en H1(0, T ), φn → φ∗ en L2(0, T ) si n→∞.

2. un(t) ⇀ u∗(t) en H1 si n→∞.

3. |un(t)|2σun(t) ⇀ f(t) en Lr
′

si n→∞.

y el Teorema de Convergencia Mayorada, deducimos que se puede pasar
al ĺımite en la ecuación anterior. Es decir, probaremos que vale la igualdad

∫ T

0

[−〈iu∗(t), w〉η′(t) + 〈∆u∗(t) + λf + φ∗(t)V u∗(t), w〉η(t)]dt = 0

para todo η ∈ C∞c (0, T ), w ∈ C∞c .
Probemos esta convergencia término a término:
Para ∫ T

0

〈−iun(t);w〉H−1H1η′(t)dt
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tenemos que para cada t ∈ [0, T ], un(t) ⇀ u∗(t) en H1, por lo tanto también
un(t) ⇀ u∗(t) en L2(0, T ), y como H1 ↪→ H−1 tiene sentido pensar en este
producto de dualidad de la siguiente manera

〈un(t);w〉H−1H1 = 〈un(t);w〉L2 → 〈u∗(t);w〉L2 = 〈u∗(t);w〉H−1H1

cuando n→∞.
Luego como:

|〈un(t);w〉L2η′(t)| =
∣∣∣∣Re

(∫
RN
un(t, x)w(x)dxη′(t)

)∣∣∣∣
≤ ‖un(t)‖L2‖w‖L2|η′(t)|
≤ ‖un(t)‖H1‖w‖L2|η′(t)|
≤ ‖un‖L∞(0,T,H1)‖w‖L2 |η′(t)| ∈ L1(0, T ).

Por convergencia mayorada, tenemos que:∫ T

0

〈−iun(t);w〉H−1H1η′(t)dt→
∫ T

0

〈−iu∗(t);w〉H−1H1η′(t)dt cuando n→∞

Para el segundo término:∫ T

0

〈∆un(t);w〉H−1H1η(t)dt.

De la definición de ∆, y haciendo partes, ya que un−u∗ ∈ H1 y w ∈ C∞c (RN)
obtenemos

〈∆un(t), w〉H−1,H1 − 〈∆u∗(t), w〉H−1,H1 = 〈∆(un(t)− u∗(t)), w〉H−1,H1

:= −〈5(un − u∗)(t),5w〉L2

= 〈(un − u∗)(t),∆w〉L2 → 0

porque un(t) ⇀ u∗(t) en L2.
Y para usar convergencia mayorada observamos que:

|〈∆un(t), w〉H−1,H1η(t)| ≤ ‖∆un(t)‖H−1‖w‖H1|η(t)|
≤ ‖un(t)‖H1‖w‖H1 |η(t)|
≤ ‖un‖L∞(0,T,H1)‖w‖H1|η(t)| ∈ L1(0, T )
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Por lo tanto∫ T

0

〈∆un(t);w〉H−1H1η(t)dt→
∫ T

0

〈∆u∗(t);w〉H−1H1η(t)dt cuando n→∞

Para el tercer término:∫ T

0

〈|un(t)|2σun(t);w〉H−1H1η(t)dt

Como |un(t)|2σun(t) ⇀ f(t) en Lr
′
, y w ∈ C∞c por lo que w ∈ Lr. Tenemos

〈|un(t)|2σun(t), w〉Lr′Lr → 〈f(t), w〉Lr′Lr

y por la observación 2.6 item 4, podemos ver el producto 〈, 〉Lr′Lr = 〈, 〉H−1,H1

por lo que, podemos decir que

〈|un(t)|2σun(t), w〉H−1H1 → 〈f, w〉H−1H1 .

Finalmente para usar convergencia mayorada, acotamos la sucesión de la

siguente manera. Como |un(t)|2σun(t) ∈ L
2σ+2
2σ+1 , que w ∈ C∞c usando los

mismos argumentos que utilizamos para acotar (4.5), tenemos

‖|un(t)|2σun(t)‖H−1 ≤ C(T, ‖un0‖H1 , ‖φn‖H1)

para todo t y n es decir, esta acotado uniformemente. De esta manera,

|〈|un(t)|2σun(t), w〉H−1H1η(t)| ≤ ‖|un(t)|2σun(t)‖H−1‖w‖H1|η(t)|
≤ C|η(t)| ∈ L1(0, T ).

Por lo que∫ T

0

〈|un(t)|2σun(t);w〉H−1H1η(t)dt→
∫ T

0

〈f(t);w〉H−1H1η(t)dt.

Y para el último término,∫ T

0

〈φn(t)V un(t);w〉H−1H1η(t)dt.

Usando argumentos análogos a los que venimos utilizando y por tener la
convergencia φn(t)→ φ∗(t) en L2 se tiene que φn(t)→ φ∗(t) a.e.

Sea t ∈ [0, T ]
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|〈φn(t)V un(t);w〉H−1H1 − 〈φ∗(t)V u∗(t);w〉H−1H1 |
=|〈φn(t)V un(t);w〉H−1H1 − 〈φ∗(t)V un(t);w〉H−1H1+

+〈φ∗(t)V un(t);w〉H−1H1 − 〈φ∗(t)V u∗(t);w〉H−1H1|
≤ |φn(t)− φ∗(t)|〈V un(t), w〉H−1H1 + |φ∗(t)|〈V (un(t)− u∗(t)), w〉H−1H1

El primer término de esta última desigualdad podemos acotarlo de la
siguiente manera:

|φn(t)− φ∗(t)|〈V un(t), w〉H−1H1 = |φn(t)− φ∗(t)|(〈V1un(t), w〉H−1H1

+〈V2un(t), w〉H−1H1)

≤ |φn(t)− φ∗(t)|(‖V1‖Lp‖un(t)‖
L

2p
p−1
‖w‖Lq

+ ‖V2‖L∞‖un(t)‖L2σ+2‖w‖Lr)

con q tal que p+1
2p

+ 1
q

= 1 y r tal que 1
2σ+2

+ 1
r

= 1, análogamente a
lo hecho en la demostración del Teorema 4.1 y como hemos visto repetidas
veces, estas cotas son iniformes en n y t. Por lo tanto, se tiene que

|φn(t)− φ∗(t)|(‖V1‖Lp‖un(t)‖
L

2p
p−1
‖w‖Lq + ‖V2‖L∞‖un(t)‖L2σ+2‖w‖Lr)→ 0

cuando n→∞
Por último, para ver que

〈φ∗(t)V (x)un(t);w〉H−1H1 → 〈φ∗(t)V (x)u∗(t);w〉H−1H1

usamos las cuentas hechas para (4.7) que nos permiten ver el producto dual
anterior de la siguiente manera
(4.13)
〈φ∗(t)V (x)(un(t)− u∗(t));w〉H−1H1 =

|φ∗(t)| (〈V1(un(t)− u∗(t));w〉LrLr′ + 〈V2(un(t)− u∗(t));w〉LpLq)
≤ ‖φ∗‖ (〈V1(un(t)− u∗(t));w〉LrLr′ + 〈V2(un(t)− u∗(t));w〉LpLq)

con r′ = 2p
p−1

y r tal que 1
r

+ 1
r′

= 1 , p = 2σ + 2 y q tal que 1
p

+ 1
q

= 1. Asi,

del hecho que un(t) ⇀ u∗(t) en H1 y V1 y V2 son reales, tenemos que los dos
términos anteriores tienden a cero cuando n → ∞. Luego, hemos visto que
la sucesión 〈φn(t)V un(t);w〉H−1H1 → 〈φ∗(t)V u∗(t);w〉H−1H1
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Además como ‖un(t)‖
L

2p
p−1

y ‖un(t)‖L2σ+2 están acotadas por ‖un(t)‖H1

uniforme en t, gracias a los corolarios de Gagliardo Niremberg (2.2), (2.3), y
2.3 se tiene

|〈φnV (x)un(t);w〉H−1H1η(t)| ≤ ‖φn‖L∞(‖V1‖Lp‖un(t)‖H1‖w‖Lq
+ ‖V2‖L∞‖un(t)‖H1‖w‖Lr)|η(t)|
≤ ‖φn‖L∞C(‖V1‖Lp‖w‖Lq + ‖V2‖L∞‖w‖Lr)|η(t)|
∈ L1(0, T )

y finalmente por convergencia mayorada tenemos:∫ T

0

〈φ∗V (x)un(t);w〉H−1H1η(t)dt→
∫ T

0

〈φ∗V (x)u∗(t);w〉H−1H1η(t)dt

Esto implica que u∗ satisface la ecuación:

i
d

dt
u∗ + ∆u∗ + λf + φ∗(t)V u∗ = 0 para casi todo t ∈ [0, T ]

en sentido distribucional.
Lo próximo a mostrar es que:

|u∗(t, x)|2σu∗(t, x) = f(t, x) para casi todo (t, x) ∈ [0, T ]× RN

como funciones en Lr
′
. Para ello, alcanza con ver que son iguales como dis-

tribuciones. Es decir, que para cualquier t ∈ [0, T ] se tiene que

(4.14)∫
RN
|u∗(t, x)|2σu∗(t, x)ϕ(x)dx =

∫
RN
f(t, x)ϕ(x)dx para ϕ ∈ C∞c (RN).

Probaremos esta igualdad por el absurdo:

Si no fuera cierta, existiŕıa ϕ0 ∈ C∞c (RN) tal que∫
RN
|u∗(t, x)|2σu∗(t, x)ϕ0(x)dx 6=

∫
RN
f(t, x)ϕ0(x)dx

Y como |un(t)|2σun(t) ⇀ f(t) en Lr
′

si n→∞ se tendŕıa que

∫
RN
|un(t, x)|2σun(t, x)ϕ0(x)dx→

∫
RN
f(t, x)ϕ0(x)dx si n→∞
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Por otro lado, se deduce de que un(t) ⇀ u∗(t) en H1 que existe una
subsucesión, que seguiremos notando (un(t))n∈N tal que un(t) → u∗(t) en
L2
loc(RN) y por Gagliardo Niremberg en L2σ+2

loc (RN) y por lo tanto |un(t)|2σ →
|u∗(t)|2σ en L

2σ+2
2σ

loc (RN).

Luego combinando: ‖un‖L∞((0,T ),H1) ≤ C, que un(t) ⇀ u∗(t) en H1, y
usando el teorema 2.6 (desigualdad de Hölder generalizado) se tiene:

∣∣∣∣∫
RN
|un(t, x)|2σun(t, x)ϕ0(x)dx−

∫
RN
|u∗(t, x)|2σu∗(t, x)ϕ0(x)dx

∣∣∣∣
≤
∫
RN
||un(t, x)|2σun(t, x)ϕ0(x)− |un(t, x)|2σu∗(t, x)ϕ0(x)

+ |un(t, x)|2σu∗(t, x)ϕ0(x)− |u∗(t, x)|2σu∗(t, x)ϕ0(x)|dx

≤
∫
RN
|un(t, x)|2σ|un(t, x)− u∗(t, x)||ϕ0(x)|

+
∣∣|un(t, x)|2σ − |u∗(t, x)|2σ||u∗(t, x)|

∣∣ |ϕ0(x)|dx
≤ ‖un(t)‖2σ

L2σ+2(Ω)‖un(t)− u∗(t)‖L2σ+2(Ω)‖ϕ0‖L2σ+2(Ω)

+ ‖|un(t)|2σ − |u∗(t)|2σ‖
L

2σ+2
2σ (Ω)

‖u∗(t)‖L2σ+2‖ϕ0‖L2σ+2(Ω)

donde en esta última desigualdad estamos usando para el primer y segundo
término, Hölder con p1 = 2σ+2

2σ
, p2 = 2σ + 2, p3 = 2σ + 2 y r = 1, con Ω

el soporte compacto de ϕ0. Asi obtenemos que cuando n → ∞ estos dos
términos tienden a cero. Lo que contradice el hecho de que:∫

RN
|u∗(t, x)|2σu∗(t, x)ϕ0(x)dx 6=

∫
RN

f(t, x)ϕ0(x)dx

y aśı, hemos visto (4.14).
En resumen, u∗ ∈ L∞((0, T ), H1)∩W 1,∞((0, T ), H−1) y satisface la ecua-

ción:

i
d

dt
u∗ + ∆u∗ + λ|u∗|2σu∗ + φ∗(t)V (x)u∗ = 0 para casi todo t ∈ [0, T ]

en sentido distribucional. Luego, usando el clásico argumento basado en las
estimaciones de Strichartz, podemos obtener la unicidad de la solución débil
u∗ de (3.1).

Argumentando como en la prueba del Teorema 2.14 de [4] para nuestro
caso, como hemos hecho en el análisis de buen planteo en el caṕıtulo 3, resulta
que u∗ es una solucion suave de (3.1) y u∗ ∈ C((0, T ), H1)∩C1((0, T ), H−1).
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Etapa 3: Conclusión.
De etapa 2 conclúımos que existe un par (u∗, φ∗) ∈ Λ(0, T ) que es ĺımite

de la sucesión minimizante (un, φn) en el sentido 1, 2 y 3 de la página 51.
Para concluir que el par (u∗, φ∗) es un minimizador del problema de control
óptimo:

F∗ = ı́nf
(u,φ)∈Λ(0,T )

F (u, φ).

Necesitamos mostrar que:

F∗ = ĺım
n→∞

F (un, φn) ≥ F (u∗, φ∗).

Recordemos la definición de nuestro funcional objetivo (4.1)

F (u, φ) := 〈u(T, .);Au(T ; .)〉2L2 + γ1

∫ T

0

(E ′(t))2dt+ γ2

∫ T

0

(φ′(t))2dt.

De la suposición del operador A : H1 → L2 acotado, existe R > 0 tal
que para todo n ∈ N suppx∈RN (Aun(T, x)) ⊆ B(R) por lo que deducimos de
un(T )→ u∗(T ) en L2

loc que Aun(T ) ⇀ Au∗(T ) en L2. En efecto, sea v ∈ L2

(4.15)
〈Aun(T ), v〉 − 〈Au∗(T ), v〉L2 = 〈A(un(T )− u∗(T )), v〉L2

= Re

(∫
B(R)

A(un(T )− u∗(T ))vdx

)
por ser A localizado

= 〈A(un(T )− u∗(T )), v〉L2(B(R)).

Por densidad de H1 en L2 existe una sucesión (vj) ⊂ H1 tal que vj → v
en L2 Asi, se tiene que

〈Aun(T ), v〉 − 〈Au∗(T ), v〉L2 = 〈A(un(T )− u∗(T )), v − vj〉L2(B(R))

+ 〈A(un(T )− u∗(T )), vj〉L2(B(R)).

Para el primer término de la igualdad anterior, se tiene que

〈A(un(T )− u∗(T )), v − vj〉L2(B(R)) ≤ ‖A(un(T )− u∗(T ))‖L2(B(R))‖v − vj‖L2(B(R))

≤ C‖un(T )− u∗(T )‖H1‖v − vj‖L2

≤ C(‖un(T )‖H1 + ‖u∗(T )‖H1)‖v − vj‖L2

≤ C(‖un(T )‖H1 + ‖u∗(T )‖H1)‖v − vj‖L2

→ 0 cuando j →∞
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Para el segundo término, para j fijo conveniente, como vj ∈ H1 tenemos
que

〈A(un(T )− u∗(T )), vj〉L2(B(R)) = 〈un(T )− u∗(T ), Avj〉L2(B(R))

→ 0 cuando n→∞

ya que un(T ) ⇀ u∗(T ) en L2
loc.

Usando este hecho, veamos la convergencia del primer término del fun-
cional F :

(4.16)
|〈un(T ), Aun(T )〉 − 〈u∗(T ), Au∗(T )〉|

≤ 〈un(T )− u∗(T ), Aun(T )〉+ 〈u∗(T ), A(un(T )− u∗(T ))〉
= 〈un(T )− u∗(T ), Aun(T )〉L2(B(R))

+ 〈u∗(T ), A(un(T )− u∗(T ))〉L2(B(R))

≤ ‖un(T )− u∗(T )‖L2(B(R))C‖un(T )‖L2(B(R))

+ 〈u∗(T ), A(un(T )− u∗(T ))〉L2(B(R))

≤ C‖un‖L∞(0,T,H1)‖un(T )− u∗(T )‖L2(B(R))

+ 〈u∗(T ), A(un(T )− u∗(T ))〉L2(B(R)) → 0

si n→∞.

Para el término que acompaña a γ1, queremos probar que

ĺım inf
n→∞

∫ T

0

φ′n(t)2wn(t)2dt ≥
∫ T

0

φ′∗(t)
2w∗(t)

2dt

donde llamamos

wn(t) =

∫
RN
V (x)|un(t, x)|2dx y w∗(t) =

∫
RN
V (x)|u∗(t, x)|2dx.

Sumando y restando ∫ T

0

φ′n(t)2w∗(t)
2dt

se tiene que;
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(4.17)

ĺım inf
n→∞

∫ T

0

φ′n(t)2wn(t)2dt = ĺım inf
n→∞

∫ T

0

(φ′n(t)2wn(t)2

+ φ′n(t)2w∗(t)
2 − φ′n(t)2w∗(t)

2)dt

≥ ĺım inf
n→∞

∫ T

0

φ′n(t)2w∗(t)
2dt

+ ĺım inf
n→∞

∫ T

0

φ′n(t)2(wn(t)2 − w∗(t)2)dt.

Para el primer término de esta última desigualdad, recordemos que

|w∗(t)| ≤ ‖V1‖LpC(T, ‖u0‖H1 , ‖φ‖H1) + ‖V2‖L∞‖u0‖2
L2

independiente de t. Veamos que

φ′nw∗ ⇀ φ′∗w∗ en L2

En efecto, como φn ⇀ φ∗ en H1 y φn → φ∗ en L2, por el Lemma 8.2 de [3]
tenemos que φ′n ⇀ φ′∗ en L2 y en consecuencia que φ′nw∗ ⇀ φ′∗w∗ en L2.

Luego de la observación 2.8 (ii) se tiene que

(4.18)

ĺım inf
n→∞

‖φ′n(t)w∗(t)‖2
L2 ≥ ‖φ′∗(t)w∗(t)‖2

L2

ĺım inf
n→∞

∫ T

0

(φ′n(t))2w∗(t)
2dt ≥

∫ T

0

(φ′∗(t))
2w∗(t)

2

Para el segundo término de (4.17). Es fácil ver que vale la siguiente de-
sigualdad

(4.19) ĺım inf
n→∞

w2
n(t) ≥ w2

∗(t)

y de las desigualdades (4.18) y (4.19) por el lema de Fatou se tiene

ĺım inf
n→∞

∫ T

0

(φ′n(t))2w2
n(t)dt ≥

∫ T

0

(φ′∗(t))
2w2
∗(t)dt

+

∫ T

0

ĺım inf
n→∞

(φ′n(t))2. ĺım inf
n→∞

(w2
n(t)− w2

∗(t))dt

≥
∫ T

0

(φ′∗(t))
2w2
∗(t)dt.
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Para el término que involucra a γ2:∫ T

0

(φ′n(t))2dt

Usando otra vez el hecho de que al tener φn ⇀ φ∗ en H1 y φn → φ∗ en L2 se
tiene que φ′n ⇀ φ′∗ en L2. De la observación 2.8(ii), se desprende

(4.20) ĺım inf
n→∞

∫ T

0

(φ′n(t))2dt ≥
∫ T

0

(φ′∗(t))
2dt

Luego de (4.16), (4.18) y (4.20) se deriva que:

F∗ = ĺım inf
n→∞

F (un, φn) ≥ F (u∗, φ∗)

y como la otra desigualdad es obvia, porque (u∗, φ∗) ∈ Λ(0, T ), se tiene
queF∗ = F (u∗, φ∗) con (u∗, φ∗) ∈ Λ(0, T ) que resuelve nuestro problema, lo
que completa la prueba.



Caṕıtulo 5

Condiciones necesarias de
primer orden

Con el fin de obtener una caracterización rigurosa del minimizador (u∗, φ∗) ∈
Λ(0, T ) tenemos que derivar las condiciones de optimalidad para nuestro pro-
blema de control óptimo. Para ello, en primer lugar calculamos formalmente
la derivada de la función objetivo F (u, φ) y analizamos el resultado del pro-
blema adjunto en la siguiente subsección.

5.1. Derivada y análisis de la ecuación adjun-

ta

Queremos derivar el funcional objetivo F (u, φ).
Siendo u solución del problema (3.1) y φ el control correspondiente. He-

mos visto en el Lema 3.1 que dada φ ∈ H1(0, T ) tal que φ(0) ∈ B2 existe u
solución tal que u ∈ X(0, T ), u(0) ∈ B1. Esto define para cada φ ∈ H1(0, T )
la siguente función:

u : H1(0, T )→ X(0, T ), φ 7→ u(φ)

donde
X(0, T ) := L2(0, T,H1

0 ) ∩W 1,2(0, T,H−1)

que introduce un funcional

J : H1(0, T )→ R, φ 7→ J (φ) = F (u(φ), φ)

con

F (u, φ) = 〈u(T, .);Au(T, .)〉2L2 + γ1

∫ T

0

(E ′(t))2dt+ γ2

∫ T

0

(φ′(t))2dt.
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Para caracterizar los puntos cŕıticos tenemos que calcular la derivada de J .
Para ello, en virtud de la derivada Gâteaux , que podemos recordar una de-
finición en [9], consideramos δφ ∈ H1(0, T ) con δφ(0) = 0 un control posible.
Recordemos que H1(0, T ) ↪→ C(0, T ) y por lo tanto tiene sentido evaluar
δφ(t) en t = 0.

Observemos que:

J : H1(0, T )→ R
J ′ : H1(0, T )→ (H1(0, T ))∗ = H−1(0, T )

J ′(φ) : H1(0, T )→ R.

Por definición

〈J ′(φ), δφ〉H−1(0,T ),H1(0,T ) = J ′(φ)(δφ) =
d

dε
J (φ+ εδφ)|ε=0

es la derivada de J respecto a φ en la dirección de δφ. Haciendo regla de la
cadena obtenemos:
(5.1)

〈J ′(φ), δφ〉H−1(0,T ),H1(0,T ) :=
d

dε
J (φ+ εδφ)|ε=0 =

d

dε
F (u(φ+ εδφ);φ+ εδφ)|ε=0

= 〈∂F
∂u

(u(φ), φ);u′(φ).δφ)〉X(0,T )∗,X(0,T )

+ 〈∂F
∂φ

(u(φ), φ); δφ)〉H−1(0,T ),H1(0,T )

con X(0, T )∗ el dual de X(0, T ).
Observemos que:

∂F

∂u
(u(φ), φ)[v] = ĺım

h→0+

F (u(φ) + hv, φ)− F (u(φ), φ)

h

que se define para v ∈ X(0, T ) y si existe el ĺımite nos da un valor real, por
lo que ∂F

∂u
(u(φ), φ) ∈ X(0, T )∗ y

u′(φ)[ψ] = ĺım
h→0+

u(φ+ hψ)− u(φ)

h
.

Como u : H1(0, T )→ X(0, T ) el ĺımite anterior si existe, pertenece a X(0, T ),
es decir

u′(φ)[δφ] ∈ X(0, T ) si φ, δφ ∈ H1(0, T )

con δφ(0) = 0 para que (φ + hδφ)(0) = φ(0) y aśı verifique ‖φ(0)‖ ≤ M2.
Escribimos la ecuación en una forma más abstracta:

i.e P (u, φ) = iut + ∆u+ λ|u|2σu+ φ(t)V (x)u = 0
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siendo u = u(φ). La diferenciación con respecto a φ formalmente queda:

(5.2)
dP

dφ
(u(φ), φ) = ∂uP (u(φ), φ).u′(φ) + ∂φP (u(φ), φ) = 0.

Calculemos ∂uP (u, φ):

(5.3) 〈∂P
∂u

(u, φ);u′(φ)δ〉 =
dP

dε
(u+ εu′(φ)δ;φ)|ε=0.

Dado ξ ∈ X(0, T ) calculamos ∂P
∂u

(u, φ)[ξ]. Aśı,

ĺım
ε→0

P (u+ εξ, φ)− P (u, φ)

ε
= iξt + ∆ξ + φ(t)V (x)ξ + ĺım

ε→0

λ|u+ εξ|2σ(u+ εξ)− λ|u|2σu
ε

.

La dificultad de este ĺımite radica en calcular la derivada de la función

f : C→ C, f(z) = |z|2σz.

Haremos esté cálculo con cuidado: Una forma equivalente de pensar a la
función f seŕıa:

f : R2 → R2, f(x, y) = |(x, y)|2σ(x, y) = (x2+y2)σ(x, y) = ((x2+y2)σx; (x2+y2)σy)

cuya matriz diferencial viene dada por:

Df(x, y) =

(
σ(x2 + y2)σ−12x2 + (x2 + y2)σ σ(x2 + y2)σ−12yx

σ(x2 + y2)σ−12yx σ(x2 + y2)σ−12y2 + (x2 + y2)σ

)
Luego si (u, v) es la dirección, tenemos:

Df(x, y)(u, v) = σ(x2 + y2)σ−1

(
2x2 2yx
2yx 2y2

)(
u
v

)
+ (x2 + y2)σ

(
u
v

)
Aśı podemos escribir a la derivada direccional como:

Df(x, y)(u, v) = σ|z|2σ−2

(
2x2u+ 2yxv
2yxu+ 2y2v

)
+ |z|2σ

(
u
v

)
donde z = x+ iy y la dirección w = u+ iv.

Veamos que: (
2x2u+ 2yxv
2yxu+ 2y2v

)
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representa al número complejo (w.z + w.z).z

(w.z + w.z).z = (u+ iv).(x+ iy) + (x+ iy)(u+ iv)

= (2ux+ 2vy).(x+ iy) = 2x2u+ 2yxv + i(2yxu+ 2y2v).

Luego podemos decir que la derivada direccional viene dada por

f ′(z)[w] = σ|z|2σ−2z(w.z + w.z) + |z|2σw.

Aśı finalmente hemos calculado:

〈∂P
∂u

(u, φ); ξ〉 = iξt + ∆ξ + φ(t)V (x)ξ + λ(σ|u|2σξ + σ|u|2σ−2u2ξ + |u|2σξ)

= iξt + ∆ξ + φ(t)V (x)ξ + λ(σ + 1)|u|2σξ + λσ|u|2σ−2u2ξ

con ξ ∈ X(0, T ).
Consideraremos a continuación la ecuación adjunta. Sin mucho detalle

justificaremos existencia de solución en la Proposición 5.1, lo cual nos per-
mitirá junto con la Lipschitz continuidad que probaremos en la Proposición
5.2 justificar la diferenciabilidad de F .

Sea ϕ solución de la siguiente ecuación adjunta

(5.4)

iϕt + ∆ϕ+φ(t)V (x)ϕ+ λ(σ + 1)|u|2σϕ+ λσ|u|2σ−2u2ϕ

= 4γ1(φ′(t))2w(t)V (x)u(t, x)

ϕ(T ) = i4〈u(T ), Au(T )〉L2
x
Au(T )

En la siguiente proposición vamos a analizar la existencia de solución de (5.4)

Proposición 5.1. Sea N ≤ 3, u0 ∈ H2 , φ ∈ W 1,∞(0, T ) y V ,5V ∈ Lp+L∞
para p ≥ 2. Asumimos que 0 < σ < 2

N−2
si λ < 0 o 0 < σ < 2

N
si λ > 0.

Entonces, para cada T > 0 la ecuación (5.4) admite una única mild solution
ϕ ∈ C([0, T ], L2).

Demostración. Como V es un potencial ilimitado, no puede ser tratado por
el argumento de perturbación como en la Proposición 3.6 [10]. Bajo nuestras
suposiciones en V, u0, N, y A deducimos de H2 ↪→ L∞ y el Lema 3.2 que
|u|2σ, |u|2σ−2u2 ∈ L∞,

4γ1(φ′(t))2w(t)V (x)u(t, x) ∈ L1(0, T ;L
2p
p+1 ) , i4〈u(T ), Au(T )〉L2

x
Au(T ) ∈ L2.

Observemos que en nuestro caso al ser

g1(ϕ) = φV ϕ, g2(ϕ) = λ(σ + 1)|u|2σϕ, g3 = λσ|u|2σ−2u2ϕ
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lineales, es fácil verificar las hipótesis (2.12) y (2.13) del Teorema 2.17. En
consecuencia, aplicado el teorema podemos obtener el buen planteo local. La
existencia global se puede derivar por el argumento clásico para la ecuación
de Schrödinger y la desigualdad de Gronwall. Pero no desarrollaremos esto
último en esta tesis por ser similar a lo hecho para la existencia global de u.

5.2. Lipschitz continuidad con respecto al con-

trol

Esta sección se dedica a probar que la solución (3.1) depende en forma
Lipschitz continua del parámetro de control φ.

Para empezar, estudiamos la dependencia continua de la solución u =
u(φ) con respecto al control.

Proposición 5.2. Sea N ≤ 3, V , 5V ∈ Lp + L∞ y V ∈ L2p para p ≥ 2.
Asumimos que 0 < σ < 2

N−2
si λ < 0 o 0 < σ < 2

N
si λ > 0. Sean

u, ũ ∈ L∞(0, T ;H2) dos mild solution de 3.1 con mismo dato inicial u0 ∈ H2

correspondiendo a los parámetros de control φ, φ̃ ∈ W 1,∞(0, T ) respectiva-
mente. Dado M > 0 constante, si

‖φ‖W 1,∞(0,T ) , ‖φ̃‖W 1,∞(0,T ) , ‖u(t)‖L∞(0,T ;H2) , ‖ũ(t)‖L∞(0,T ;H2) ≤M

Entonces, existe τ = τ(M) > 0 y una constante C = C(M) tal que

(5.5)
‖u− ũ‖L∞(It;H2) ≤ C(‖u(t)− ũ(t)‖H2 + ‖φ− φ̃‖H1(It))

≤ C(‖u(t)− ũ(t)‖H2 + ‖φ− φ̃‖W 1,∞(It))

donde It := [t, t+ τ ]∩ [0, T ] En particular la solución u(φ) depende continua-
mente en el parámetro control φ ∈ W 1,∞(0, T ).

Demostración. Para simplificar notación, asumimos que t + τ ≤ T . Apli-
cando el lema 3.1 existe un τ > 0 dependiendo solamente de M tal que u|It
es un punto fijo del operador

Φ(u) := U(.− t)u(t) + i

∫ .

t

U(.− s)(λ|u(s)|2σu(s) + φ(s)V u(s))ds

que mapea el espacio de Banach

Y = {u ∈ L∞(It;H
2), ‖u‖L∞(It;H2) ≤ 2M}, en si mismo,
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con U el grupo de isometŕıas en H1.
Lo mismo vale para ũ en consecuencia obtenemos:

(5.6)

ũ(s)−u(s) = U(s−t)(ũ(t)−u(t))+i

∫ s

t

U(s−r)(λ[|ũ|2σũ−|u|2σu]+V (ũφ̃−uφ))(r)dr

donde s ∈ [t, t+ τ ].
En lo que sigue establecemos r = 2σ + 2 y ρ = 2p

p−1
tomando q y γ tal

que (q, r) y (γ, ρ) son dos pares admisibles como se define en 2.21. Aplicando
estimaciones de Strichartz (Teorema 2.15) para (5.6), los teoremas de inclu-
sión , Teorema 2.3. φ̃, φ ∈ H1(0, T ) ↪→ L∞(0, T ) y ũ(t, .), u(t, .) ∈ H2(RN) ↪→
L∞(RN) donde N ≤ 3, la desigualdad de Hölder y (2.11) Veremos:

(5.7)
‖ũ− u‖L∞(It;L2) ≤ C‖ũ(t)− u(t)‖L2 + Cτ

1
q′ ‖ũ− u‖L∞(It;H2)

+ Cτ
1
γ′ ‖ũ− u‖L∞(It;H2) + C‖φ̃− φ‖H1(It).

Utilizando los resultados de Strichartz vistos en 2.15, y siendo (∞, 2) , (q′, r′)
y (γ′, ρ′) pares admisibles se tiene
(5.8)
‖ũ− u‖L∞(It,L2) ≤ ‖U(s− t)(ũ(t)− u(t))‖L∞(It,L2)

+ ‖i
∫ s

t

U(s− t)[λ(|ũ|2σũ− |u|2σu) + V (ũφ̃− uφ)](r)dr‖L∞(It,L2)

≤ C‖ũ(t)− u(t)‖L2 + C‖f1‖Lq′ (It,Lr′ ) + C‖f2‖Lγ′ (It,Lρ′ )

con f1 = |ũ|2σũ− |u|2σu y f2 = V (ũφ̃− uφ).
Veamos ‖f1‖Lq′ (It,Lr′ ):

(5.9) ‖f1‖Lq′ (It,Lr′ ) =

(∫
It

‖ũ|2σũ− |u|2σu‖q
′

Lr′
dt

) 1
q′

y usando la desigualdad de la Observación 2.11
(5.10)

‖|ũ|2σũ− |u|2σu‖q
′

Lr′
=

(∫
RN

(
∣∣|ũ|2σũ− |u|2σu∣∣)r′) q′

r′

≤
(∫

RN
(
∣∣|ũ|2σ + |u|2σ

∣∣)r′(|ũ− u|)r′) q′
r′

=

(∫
RN
|ũ|2σr′(|ũ− u|)r′ + |u|2σr′(|ũ− u|)r′

) q′
r′

≤ C

(∫
RN
|ũ|2σr′(|ũ− u|)r′

) q′
r′

+ C

(∫
RN
|u|2σr′(|ũ− u|)r′

) q′
r′
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Veamos con más detalle el segundo término de esta última desigualdad. Usan-
do Hölder para α = r

r′
, siendo r = 2σ + 2 y r′ tal que 1

r
+ 1

r′
= 1 y α′ tal que

1
α

+ 1
α′

= 1 se tiene

(5.11)(∫
RN
|u|2σr′(|ũ− u|)r′

) q′
r′

≤
(∫

RN
|u|2σr′α′

) q′
α′
(∫

RN
(|ũ− u|)r

) q′
αr′

≤
(∫

RN
|u|r
) 2σq(2σ+1)

(2σ+1)(q−1)((2σ+2))
(∫

RN
(|ũ− u|)r

) q(2σ+1)
(2σ+1)(q−1)(2σ+2)

= ‖u‖2rq′

Lr ‖ũ− u‖
q′

Lr .

Análogamente podemos tratar el primer término de (5.10) y aśı obtenemos

(5.12)

‖f1‖Lq′ (It,Lr′ ) ≤
(∫

It

C‖ũ‖2rq′

Lr ‖ũ− u‖
q′

Lr + C‖u‖2rq′

Lr ‖ũ− u‖
q′

Lr

) 1
q′

≤ C
(
‖ũ‖2σ

L∞(It,Lr) + ‖u‖2σ
L∞(It,Lr)

)(∫
It

‖ũ− u‖q
′

Lr

) 1
q′

haciendo Hölder con las funciones h1 = 1 y h2 = ‖ũ − u‖q
′

Lr para α = q
q′

tenemos que
(5.13)

‖f1‖Lq′ (It,Lr′ ) ≤ C
(
‖ũ‖2σ

L∞(It,Lr) + ‖u‖2σ
L∞(It,Lr)

)(
(

∫
It

‖ũ− u‖qLr)
q
q′ (

∫
It

1)
1
α′

) 1
q′

≤ C
(
‖ũ‖2σ

L∞(It,Lr) + ‖u‖2σ
L∞(It,Lr)

) (
‖ũ− u‖Lq(It,Lr)|It|

1
α′q′
)

donde |It|
1

α′q′ = τ
q−q′
qq′ . Aśı

‖f1‖Lq′ (It,Lr′ ) ≤ C
(
‖ũ‖2σ

L∞(It,Lr) + ‖u‖2σ
L∞(It,Lr)

) (
‖ũ− u‖Lq(It,Lr)τ

1
α′q′
)
.

Para f2 = V (ũφ̃−uφ), si sumamos y restamos uφ̃ por desigualdad triangular
tenemos que

‖f2‖Lγ′ (It,Lρ′ ) ≤ ‖V φ̃(ũ− u)‖Lγ′ (It,Lρ′ ) + ‖V u(φ̃− φ)‖Lγ′ (It,Lρ′ ).

Veamos el primer término:

(5.14) ‖V φ̃(ũ− u)‖Lγ′ (It,Lρ′ ) =

(∫
It

‖V φ̃(ũ− u)‖γ
′

Lρ
′

) 1
γ′
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haciendo Hölder para α = ρ
ρ′

y α′ tal que 1
α

+ 1
α′

= 1 se tiene

(5.15)

‖V φ̃(ũ− u)‖γ
′

Lρ′
=

(∫
RN

(V φ̃(|ũ− u)|)ρ′
) γ′

ρ′

≤ ‖φ̃‖γ
′

L∞

(∫
RN

(|V (ũ− u)|)ρ′
) γ′

ρ′

≤ ‖φ̃‖γ
′

L∞

(∫
RN
|V |ρ′γ′

) γ′
α′ρ′
(∫

RN
(|ũ− u|)ρ

) ρ′γ′
ρρ′

≤ ‖φ̃‖γ
′

L∞‖V ‖
γ′

Lp‖ũ− u‖
γ′

Lρ .

Para el segundo término :

‖V u(φ̃− φ)‖Lγ′ (It,Lρ′ ) =

(∫
It

‖V u(φ̃− φ)‖γ
′

Lρ′

) 1
γ′

Haciendo Hölder para α = ρ
ρ′

con α′ tal que 1
α

+ 1
α′

= 1 tenemos que

(5.16)

‖V u(φ̃− φ)‖γ
′

Lρ′
=

(∫
RN

(|V u(φ̃− φ)|)ρ′
) γ′

ρ′

= (|φ̃− φ|)γ′
(∫

RN
(|V u|)ρ′

) γ′
ρ′

≤ (|φ̃− φ|)γ′
(

(

∫
RN
|V |α′ρ′)

1
α′ (

∫
RN
|u|αρ′)

1
α

) γ′
ρ′

= (|φ̃− φ|)γ′‖V ‖γ
′

Lp‖u‖
γ′

Lρ .

Luego
(5.17)

‖f2‖Lγ′ (It,Lρ′ ) ≤
(∫

It

‖φ̃‖γ
′

L∞‖V ‖
γ′

Lp‖ũ− u‖
γ′

Lρ

) 1
γ′

+

(∫
It

(|φ̃− φ|)γ′‖V ‖γ
′

Lp‖u‖
γ′

Lρ

) 1
γ′

= ‖φ̃‖L∞‖V ‖Lp‖ũ− u‖Lγ′ (It,Lρ) + ‖V ‖Lp
(∫

It

(|φ̃− φ|)γ′‖u‖γ
′

Lρ

) 1
γ′

= ‖φ̃‖L∞‖V ‖Lp‖ũ− u‖Lγ′ (It,Lρ) + ‖V ‖Lp‖φ̃− φ‖Lγ′ (It)‖u‖Lρ

Aśı podemos escribir (5.8) de la siguiente manera
(5.18)
‖ũ− u‖L∞(It,L2) ≤ C‖ũ(t)− u(t)‖L2

+ C
(
‖ũ‖2σ

L∞(It,Lr) + ‖u‖2σ
L∞(It,Lr)

) (
‖ũ− u‖Lq(It,Lr)τ

1
α′q′
)

+ ‖φ̃‖L∞‖V ‖Lp‖ũ− u‖Lγ′ (It,Lρ) + ‖V ‖Lp‖φ̃− φ‖Lγ′ (It)‖u‖Lρ .
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El segundo y tercer término de esta última desigualdad se puede escribir
como sigue

(5.19)

I2 = C
(
‖ũ‖2σ

L∞(It,Lr) + ‖u‖2σ
L∞(It,Lr)

) (
‖ũ− u‖Lq(It,Lr)τ

1
α′q′
)

≤ Cτ
q−q′
qq′ C̃

(∫
It

‖ũ− u‖qLr
) 1

q

≤ Cτ
q−q′
qq′

(∫
It

‖ũ− u‖qH2

) 1
q

≤ Cτ
q−q′
qq′ ‖ũ− u‖L∞(It,H2)|It|

1
q

= Cτ
1
q′ ‖ũ− u‖L∞(It,H2).

El cuarto término

I4 = ‖φ̃‖L∞‖V ‖Lp‖ũ− u‖Lγ′ (It,Lρ) ≤ C‖ũ− u‖L∞(It,H2)τ
1
γ′

y el quinto, usando la inclusión de H1(0, T ) ↪→ L∞(0, T ) tenemos que

‖V ‖Lp‖φ̃− φ‖Lγ′ (It)‖u‖Lρ ≤ C‖φ̃− φ‖H1(It)

y aśı podemos concluir que

(5.20)
‖ũ− u‖L∞(It,L2) ≤ C‖ũ(t)− u(t)‖L2 + Cτ

1
q′ ‖ũ− u‖L∞(It,H2)

+ C‖ũ− u‖L∞(It,H2)τ
1
γ′ + C‖φ̃− φ‖H1(It)

como queŕıamos ver.
Sea f1(t) = λ(|ũ|2σũ − |u|2σu)(t) y f2(t) = V (ũφ̃ − uφ)(t), se deduce del

Lema 2.3 que
(5.21)
‖∆(ũ− u)‖L∞(It,L2) ≤ ‖∆(ũ(t)− u(t))‖L2 + C‖f1(t) + f2(t)‖L2 + ‖f1 + f2‖L∞(It,L2)

+ C‖(f1)t‖Lq′ (It,Lr′ ) + C‖(f2)t‖Lγ′ (It,Lρ′ ).

Estimamos estos términos por argumentos similares a lo usado en (5.7) ob-
tenemos

(5.22)

‖f1(t) + f2(t)‖L2 ≤ C‖(|ũ|2σ + |u|2σ)(t)(ũ− u)(t)‖L2 + ‖V φ̃(t)(ũ− u)(t)‖L2

+ ‖V u(t)(φ̃− φ)(t)‖L2

≤ C‖ũ(t)− u(t)‖L2 + φ̃(t)‖V ‖Lp‖(ũ− u)(t)‖
L

2p
p−2

+ |(φ̃− φ)(t)|‖V u(t)‖L2

≤ C‖ũ(t)− u(t)‖L2 + C‖ũ(t)− u(t)‖H2 + C‖φ̃− φ‖H1(It)
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Donde 2 < p <∞, 2 < 2p
p−2

<∞ deducimos de la desigualdad

‖u‖
L

2p
p−2
≤ C‖u‖

N
2p

H2‖u‖
2p−N

2p

L2

y la desigualdad de Young que

(5.23)

‖f1 + f2‖L∞(It;L2) ≤ C‖(|ũ|2σ + |u|2σ)(ũ− u)‖L∞(It;L2) + ‖V φ̃(ũ− u)‖L∞(It;L2)

+ ‖V u(φ̃− φ)‖L∞(It;L2)

≤ C‖ũ− u‖L∞(It;L2) + C‖V ‖Lp‖ũ− u‖
L∞(It;L

2p
p−2 )

+ ‖φ̃− φ‖H1(It)‖V ‖Lp‖u‖L∞(It,H2)

≤ C‖ũ− u‖L∞(It;L2) + ε‖ũ− u‖L∞(It;H2) + C‖φ̃− φ‖H1(It).

Cuando p = 2 por argumentos similares al anterior, tenemos:

(5.24)
‖V φ̃(ũ− u)‖L∞(It;L2) ≤ ‖V ‖L4‖φ̃(ũ− u)‖L∞(It,L4)

≤ C‖ũ− u‖L∞(It;L2) + ε‖ũ− u‖L∞(It;H2).

Cuando p =∞

(5.25) ‖V φ̃(ũ− u)‖L∞(It;L2) ≤ ‖V ‖L∞‖φ̃(ũ− u)‖L∞(It,L2).

Después de algunos cálculos con argumentos similares a los hechos en
(5.7) obtenemos

(5.26)
‖(f1)t‖Lq′ (It;Lr′ ) ≤ C‖|ũ|2σũt − |u|2σut‖Lq′ (It;Lr′ )

+ ‖|ũ|2σ−2ũtũ
2 − |u|2σ−2utu

2‖Lq′ (It;Lr′ )
≤ C‖ũt − ut‖Lq′ (It;L2) + ‖|ũ|2σ−2ũ2(ũt − ut)‖Lq′ (It;Lr′ )
+ ‖(|ũ|2σ−2ũ2 − |u|2σ−2u2)ut‖Lq′ (It;Lr′ )
≤ C‖ũt − ut‖Lq′ (It;L2) + C‖(ũ− u)(|ũ|2σ−1 + |u|2σ−1)ut‖Lq′ (It;Lr′ )
≤ C‖ũt − ut‖Lq′ (It;L2) + τ

1
q′ ‖ũ− u‖L∞(It;H2).

donde
(5.27)

‖ũt − ut‖Lq′ (It;L2) ≤ C‖∆(ũ− u)‖Lq′ (It;L2) + C‖V (ũφ̃− uφ)‖Lq′ (It;L2)

+ C‖|ũ|2σũ− |u|2σu‖Lq′ (It;L2)

≤ Cτ
1
q′ ‖ũ− u‖L∞(It;H2) + C‖φ̃− φ‖H1(It) + τ

1
q′ ‖ũ− u‖L∞(It;L2).
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Similarmente,
(5.28)

‖(V (ũφ̃− uφ))t‖Lγ′ (It,Lρ′ ) ≤ ‖V (φ̃′ − φ′)ũ‖Lγ′ (It,Lρ′ ) + ‖V φ′(ũ− u)‖Lγ′ (It,Lρ′ )
+ ‖V (φ̃− φ)ũt‖Lγ′ (It,Lρ′ ) + ‖V φ(ũt − ut)‖Lγ′ (It,Lρ′ )

≤ C‖φ̃− φ‖H1(It) + τ
2−γ′
2γ′ ‖φ′‖L2‖ũ− u‖L∞(It,H2)

+ ‖V ‖L2p‖φ̃− φ‖H1(It) + ‖V ‖L2p‖ũt − ut‖Lγ′ (It;L2).

Notar que las estimaciones (5.7) - (5.28) se mantiene para V ∈ L∞.
Combinando (5.7) - (5.28), usando la equivalencia de normas para H2

vista en la Observación 2.2 obtenemos

(5.29)

‖ũ− u‖L∞(It;H2) ≤ C‖ũ(t)− u(t)‖H2 + Cτ
1
q′ ‖ũ− u‖L∞(It;H2)

+ Cτ
1
γ′ ‖ũ− u‖L∞(It;H2) + C‖φ̃− φ‖H1(It)

+ τ
2−γ′
2γ′ ‖ũ− u‖L∞(It;H2) + ε‖ũ− u‖L∞(It;H2)

Por lo tanto, la estimación (5.5) se mantiene para una elección de τ y ε sufi-
cientemente pequeña. Debido a que ũ(0) = u(0) deducimos por argumentos
de continuidad y de (5.5) que el mapeo:

φ→ u(φ) es continuo con respecto a φ ∈ W 1,∞(0, T ).

Ahora estamos en condiciones de mostrar la Lipschitz continuidad de la
solución u(φ) con respecto a φ ∈ W 1,∞(0, T ). Con la estimación (5.5) a mano,
la prueba es análoga a la Proposición 4.5 de [10].

Proposición 5.3. Sea N ≤ 3 V,5V ∈ Lp + L∞ y V ∈ L2p para p ≥
2. Asumimos que 0 < σ < 2

N−2
si λ < 0 o 0 < σ < 2

N
si λ > 0. Sea

φ ∈ W 1,∞(0, T ), y u = u(φ) ∈ L∞(0, T ;H2) solución de (3.1). Dados δφ ∈
H1(0, T ) con δφ(0) = 0, para todo ε ∈ [−1, 1], sea ũ = u(φ+ εδφ) solución de
(3.1) con control φ + εδφ y el mismo dato inicial u(φ). Entonces existe una
constante C > 0 tal que:

‖ũ− u‖L∞(It;H2) ≤ C‖φ̃− φ‖H1(0,T ) ≤ C‖φ̃− φ‖W 1,∞(0,T ) = C|ε|‖δφ‖W 1,∞(0,T ).

Demostración. Como podemos encontrar una cota uniforme en ε con |ε| <
1 para φ̃, obtenemos que el valor de τ que determina la longitud del intervalo
en donde vale la estimación (5.5) es uniforme en ε, depende solo de la cota
M . En consecuencia, gracias al buen planteo de la ecuación que determina
la solución u y dado que u(0) = ũ(0), sumas finitas de la estimación en
intervalos de la forma [nτ, (n+ 1)τ ] nos dan el resultado deseado.
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Teorema 5.1. Sea N ≤ 3, u0 ∈ H2, φ ∈ W 1,∞(0, T ), V,5V ∈ Lp + L∞ y
V ∈ L2p para p ≥ 2. Asumimos que 1

2
< σ < 2

N−2
si λ < 0 o 1

2
< σ < 2

N
si

λ > 0. Entonces la solución de (3.1) satisface u ∈ L∞(0, T ;H2) y el funcional
F(φ) es Gâteaux diferenciable para todo t ∈ [0, T ] con

(5.30) F ′(φ) = Re

(∫
RN
ϕ(t, x)V (x)u(t, x)dx

)
− 2

d

dt
(φ′(t)(γ2 + γ1(w(t))2))

en sentido distribucional, donde w(t) esta definida por:

(5.31) w(t) =

∫
RN
V (x)|u(t, x)|2dx

y ϕ ∈ C([0, T ];L2) es la solución de la ecuación adjunta
(5.32)
iϕt+∆ϕ+φ(t)V (x)ϕ+λ(σ+1)|u|2σϕ+λσ|u|2σ−2u2ϕ = γ1(φ′(t))2w(t)V (x)u

sujeto a las condiciones iniciales de Cauchy: ϕ(T ) = 4i〈u(T );Au(T )〉L2Au(T )

Demostración. En virtud de la definición de derivada Gâteaux.
Sea u = u(φ), ũ = u(φ̃) con φ̃ = φ + εδφ. Vamos a calcular la derivada

direccional en la dirección de δφ es decir, calcularemos

F ′(φ)[δφ] = ĺımε→0
F (φ+εδφ)−F (φ)

ε
. Necesitamos probar que ese ĺımite existe

y que se satisface la ecuación (5.30). Para ello, sea: u = u(φ), ũ = u(φ̃) con
φ̃ = φ + εδφ que satisface las hipótesis de la Proposición 5.3 y por lo tanto
ũ, u ∈ L∞(0, T ;H2) ↪→ L∞(0, T ;RN).

Consideremos la diferencia de las funcionales objetivo correspondiente:
F(φ), F(φ̃). Esta diferencia la podemos escribir como suma de tres términos:

F(φ̃)−F(φ) = J1 + J2 + J3

donde

J1 := 〈ũ(T ), Aũ(T )〉2L2 − 〈u(T ), Au(T )〉2L2

J2 := γ2

∫ T

0

[(φ̃′(t))2 − (φ′(t))2]dt

J3 := γ1

∫ T

0

(φ̃′(t))2(

∫
RN
V (x)|ũ(t, x)|2)2dt− γ1

∫ T

0

(φ′(t))2(

∫
RN
V (x)|u(t, x)|2)2dt.

La estrategia general será utilizar la Lipchitz continuidad establecida en
la Proposición 5.3 y reescribir los términos J1,J2,J3 de tal manera que

F(φ̃)−F(φ) = término lineal en(φ̃− φ) +O(‖φ̃− φ‖2
H1
t
).
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Dado que φ̃ = φ+ εδφ y por lo tanto O(‖φ̃−φ‖2
H1
t
) = O(ε2) el ĺımites cuando

ε→ 0 nos dará la derivada funcional que buscamos.
En lo que sigue usaremos repetidamente la siguiente identidad:

(5.33) a2 − b2 = 2b(a− b) + (a− b)2.

Empecemos con el primer término J1:
Podemos reescribirlo en la forma:

(5.34)

J1 = 〈ũ(T ), Aũ(T )〉2L2
x
− 〈u(T ), Au(T )〉2L2

x

= 2(〈u(T ), Au(T )〉L2
x
)(〈ũ(T ), Aũ(T )〉L2

x
− 〈u(T ), Au(T )〉L2

x
)

+ (〈ũ(T ), Aũ(T )〉L2
x
− 〈u(T ), Au(T )〉L2

x
)2.

Usando el hecho de que A es esencialmente autoadjunta, los términos entre
paréntesis los podemos reescribir aśı:

〈ũ(T ), Aũ(T )〉L2
x
− 〈u(T ), Au(T )〉L2

x
= 2〈ũ(T )− u(T );Au(T )〉L2

x
+

〈ũ(T )− u(T );A(ũ(T )− u(T ))〉L2
x
.

Usando la cota que nos da la Proposición 5.3 obtenemos que:

|〈ũ(T )−u(T );A(ũ(T )−u(T ))〉L2
x
| ≤ ‖A‖L(H2,L2

x)‖ũ(T )−u(T )‖2
H2 ≤ Cε2‖δφ‖2

H1
t

y por lo tanto

〈ũ(T ), Aũ(T )〉L2
x
−〈u(T ), Au(T )〉L2

x
= 2〈ũ(T )−u(T );Au(T )〉L2

x
+O(‖φ̃−φ‖2

H1
t
).

Luego

(5.35) J1 = 4〈u(T ), Au(T )〉L2
x
〈ũ(T )− u(T );Au(T )〉L2

x
+O(ε2)

Ahora consideramos, J2, que podemos escribirlo aśı, en virtud de la identidad
(5.33)

(5.36)

J2 = 2γ2

∫ T

0

φ′(t)(φ̃′(t)− φ′(t))dt+ γ2

∫ T

0

(φ̃′(t)− φ′(t))2dt

= 2γ2

∫ T

0

φ′(t)(φ̃′(t)− φ′(t))dt+O(ε2).

Finalmente para el tercer término J3, por la definición de

w(t) =

∫
RN
V (x)|u(t, x)|2dx,
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podemos escribir a J3 aśı:

(5.37)

J3 = γ1

∫ T

0

((φ̃′(t))2 − (φ′(t))2)(w(t))2dt

+ γ1

∫ T

0

(φ̃′(t))2

(
(

∫
RN
V (x)|ũ(t, x)|2dx)2 − (w(t))2

)
dt.

Gracias a la cota de la Proposición 5.3 cualquier error cuadrático ‖ũ−u‖L∞t L2
x

es acotado por O(‖φ̃ − φ‖2
H1
t
). Veamos que podemos obtener la siguiente

escritura para J3:

(5.38)

J3 = 4γ1

∫ T

0

(φ′(t))2w(t)[Re

(∫
RN

((ũ− u)V u)(t, x)dx

)
]dt+

2γ1

∫ T

0

(φ̃′(t)− φ′(t))φ′(t)(w(t))2dt+O(ε2).

Notemos por

w̃(t) =

∫
RN
V (x)|ũ(t, x)|2dx.

Usando la identidad (5.33) podemos escribir el primer término de J3 como
sigue:

(5.39)

I1 = γ1

∫ T

0

((φ̃′(t))2 − (φ′(t))2)(w(t))2dt

= γ1

∫ T

0

[2φ′(t)(φ̃′(t)− φ′(t)) + (φ̃′(t)− φ′(t))2](w(t))2dt

= 2γ1

∫ T

0

[φ′(t)(φ̃′(t)− φ′(t))(w(t))2dt+O(ε2).

Para el segundo término de J3, usando la identidad (5.33) tenemos que,

(5.40)

I2 = γ1

∫ T

0

(φ̃′(t))2((w̃(t))2 − (w(t))2)dt

= γ1

∫ T

0

(φ̃′(t))2[2w(t)(w̃(t)− w(t)) + (w̃(t)− w(t))2]dt.

Usando el hecho que |ũ(t, x)|2 − |u(t, x)|2 es O(ε) tenemos que (w̃(t) −
w(t))2 es O(ε2) y además de la identidad (5.33) tenemos que

(φ̃′(t))2 = (φ′(t))2 + 2φ′(t)(φ̃′(t)− φ′(t)) + (φ̃′(t)− φ′(t))2 = (φ′(t))2 +O(ε).
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De esta manera, el término I2 queda

I2 = γ12

∫ T

0

(φ′(t))2w(t)(w̃(t)− w(t))dt

y de la identidad

|a|2 − |b|2 = −|a− b|2 + 2Re
(
a(a− b)

)
se tiene que

w̃(t)− w(t) =

∫
RN
V (x)

(
|ũ(t, x)|2 − |u(t, x)|2

)
dx

=

∫
RN
V (x)

(
−|ũ(t, x)− u(t, x)|2 + 2Re

(
ũ(t, x)(ũ(t, x)− u(t, x))

))
= 2Re

(∫
RN
V (x)ũ(t, x)(ũ(t, x)− u(t, x))dx

)
+O(ε2).

Por lo tanto el segundo término queda de la forma que queŕıamos:

I2 = 4γ1

∫ T

0

(φ′(t))2w(t)[Re

(∫
RN

((ũ− u)V u)(t, x)dx

)
]dt+O(ε2).

Luego, hemos visto que

(5.41)

J1 + J2 + J3 = 4〈u(T ), Au(T )〉L2
x
〈ũ(T )− u(T );Au(T )〉L2

x

+ 2γ2

∫ T

0

φ′(t)(φ̃′(t)− φ′(t))dt

+ 4γ1

∫ T

0

(φ′(t))2w(t)[Re

(∫
RN

((ũ− u)V u)(t, x)dx

)
]dt

+ 2γ1

∫ T

0

(φ̃′(t)− φ′(t))φ′(t)w(t)2dt+O(ε2).

Estos cuatro términos son O(ε) y por eso relevantes para el cálculo del ĺımite

F ′(φ)[δφ] = ĺım
ε→0+

F(φ+ εδφ)−F(φ)

ε
= ĺım

ε→0+

J1 + J2 + J3

ε
.

Si tomamos ĺımite en el segundo y cuarto término en sentido distribucional,
notemos este ĺımite por

F ′2(φ)[δφ] + F ′4(φ)[δφ]
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tenemos que

(5.42)

F ′2(φ)[δφ] + F ′4(φ)[δφ] = −2
d

dt

(
φ′(t)(γ2 + γ1(w(t))2)

)
[δφ]

=−
∫ T

0

2φ′(t)(γ2 + γ1(w(t))2)[(δφ)′(t)]dt.

Resta ver el ĺımite del primer y tercer término, que notaremos por

F ′1(φ)[δφ] + F ′3(φ)[δφ].

Para ello, consideremos ϕ solución de la ecuación adjunta (5.4).
El tercer término de J1 + J2 + J3 lo podemos reescribir de la siguiente

manera

4γ1

∫ T

0

(φ′(t))2w(t)[Re

(∫
RN

((ũ− u)V u)(t, x)dx

)
]dt

= 〈4γ1(φ′(t))2w(t)V (x)u(t, x); ũ(t, x)− u(t, x)〉L2
tL

2
x

notando δu(t,x) = ũ(t, x) − u(t, x) y de la ecuación (5.4) podemos escribir el
producto interno anterior como

〈iϕt + ∆ϕ+ φvϕ+ λ(σ + 1)|u|2σuϕ+ λσ|u|2σ−2u2ϕ; δu〉L2
tL

2
x

=〈iϕt; δu〉L2
tL

2
x

+ 〈∆ϕ+ φV ϕ+ λ(σ + 1)|u|2σuϕ+ λσ|u|2σ−2u2ϕ; δu〉L2
tL

2
x

haciendo partes en t y en x queda

−〈iϕ;(δu)t〉L2
tL

2
x

+ 〈iϕ; δu〉L2|T0
+〈ϕ; ∆δu + φV δu + λ(σ + 1)|u|2σuδu + λσ|u|2σ−2u2δu〉L2

tL
2
x

y usando que δu(0) = 0 que −〈iϕ; (δu)t〉L2
tL

2
x

= 〈ϕ; i(δu)t〉L2
tL

2
x

y de la expresión
de ∂uP (u, φ)(δu) tenemos que el tercer término queda igual a

〈ϕ;∂uP (u, φ)(δu)〉L2
tL

2
x

+ 〈iϕ(T ); δu(T )〉L2
x

=

〈ϕ; ∂uP (u, φ)(δu)〉L2
tL

2
x
− 4〈u(T ), Au(T )〉L2

x
〈δu(T ), Au(T )〉L2

x
.

Asi, la suma del primer y tercer término queda sólo

〈ϕ; ∂uP (u, φ)(δu)〉L2
tL

2
x

Calculemos explicitamente ∂uP (u, φ), donde ∂uP (u, φ) es la derivada de P
calculada en (5.3). Como ũ y u resuelven (3.1) podemos escribir:
(5.43)
∂uP (u, φ)(δu) = i(ũ− u)t + ∆(ũ− u) + φ(t)V (x)(ũ− u) + λ(σ + 1)|u|2σ(ũ− u)

+ λσ|u|2σ−2u2(ũ− u)

= i(ũ− u)t + ∆(ũ− u) + V (x)(φ̃(t)ũ− φ(t)u) + V (x)ũ(φ̃(t)− φ(t))

+ λ|ũ|2σũ− λ|u|2σu+ %(ũ, u)

= V (x)ũ(φ̃(t)− φ(t)) + %(ũ, u)
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donde %(ũ, u) está dado por:

%(ũ, u) = λ[σ|u|2σ−2u2(ũ− u)− |ũ|2σũ+ |u|2σu+ |u|2σ(ũ− u) + σ|u|2σ(ũ− u)]

Por hipótesis ‖ũ‖L∞t L∞x , ‖u‖L∞t L∞x ≤ Cte y como H2(RN) ↪→ L∞(RN) el resto
puede ser acotado por:

|%(ũ, u)| ≤ Cte(|ũ|2σ−1 + |u|2σ−1)|ũ− u|2.

Además como ϕ ∈ C([0, T ];L2) y H2(RN) ↪→ L4(RN) tenemos que:∫
RN
|ϕ(t, x)||ũ(t, x)− u(t, x)|2dx ≤ ‖ϕ‖L∞t L2

x
‖ũ− u‖2

L∞t L
4
x
≤ O(‖φ̃− φ‖2

H1
t
),

y del hecho de que (φ̃(t)− φ(t))V (x)ũ en (5.43) es igual a

(φ̃(t)− φ(t))V (x)u+ (φ̃(t)− φ(t))V (x)(ũ− u)

donde este último término puede ser estimado por O(‖φ̃−φ‖2
H1
t
) como antes,

obtenemos que la suma del primer y tercer término queda

F ′1(φ)[δφ] + F ′3(φ)[δφ] =

∫ T

0

Re

(∫
RN
ϕ(t, x)V (x)u(t, x)dx

)
(δφ)(t)dt.

En resumen, juntando todas las expresiones obtenidas para J1,J2 y J3

y tomando ĺımite cuando ε→ 0 hemos mostrado que F(φ) es Gâteaux dife-
renciable con derivada F ′(φ) dada por la fórmula (5.30) lo que concluye la
prueba del teorema.

En el siguiente corolario derivamos la caracterización precisa para los
puntos cŕıticos φ∗ ∈ H1(0, T ) del funcional F

Corolario 5.1. Sea u∗ la solución de (3.1) con control φ∗ y ϕ∗ la solución
correspondiente a la ecuación adjunta (5.4)

Entonces, φ∗ ∈ C2(0, T ) es solución clásica de la ecuación diferencial
ordinaria siguiente:

(5.44)
d

dt
(φ′∗(t)(γ2 + γ1w

2
∗(t))) =

1

2
Re

(∫
RN
ϕ∗(t, x)V (x)u∗(t, x)dx

)
sujeto al dato inicial φ∗(0) = φ0 y φ′∗(T ) = 0
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Demostración. Sea µ ∈ C∞c (0, T ) una función test con soporte compacto
en (0, T ). Por los teoremas 4.1 y 5.1 tenemos que existe φ∗ ∈ H1(0, T ) tal
que F ′(φ∗) = 0 satisfaciendo (5.30) en el sentido distribucional.

Es decir,

∫ T

0

φ′∗(t)µ
′(t)(γ2+γ1w∗(t)

2)dt =
1

2
Re

(∫ T

0

∫
RN
µ(t)ϕ∗(t, x)V (x)u∗(t, x)dxdt

)
donde hemos usado el hecho que los términos de borde en t = 0 y t = T
desaparecen, ya que µ(t) es de soporte compacto.

Mostraremos que la solución débil φ∗ es única. Consideremos dos solucio-
nes diferenctes φ1

∗(t) y φ2
∗(t) satisfaciendo φ1

∗(0) = φ2
∗(0) = φ0

Denotaremos su diferencia por ψ∗ = φ1
∗ − φ2

∗. Asi, ψ∗ resuelve∫ T

0

ψ′∗(t)µ
′(t)(γ2 + γ1w∗(t)

2)dt = 0 ∀ µ ∈ C∞c (0, T )

como γ2 > 0 y γ1 ≥ 0, se tiene que ψ′∗(t) = 0 en sentido distribucional y como
φ1
∗ , φ2

∗ ∈ H1(0, T ) ↪→ C(0, T ) conclúımos que ψ∗ ∈ C[0, T ] y que φ∗(t) = cte
para todo t ∈ [0, T ]. Dado que ψ∗(0) = 0 por hipótesis, obtenemos la unicidad
de solución débil, es decir φ∗(t) es la única solución.

Por otro lado, argumentos conocidos implican que (5.44) admite una so-
lución clásica φ∗ ∈ C2(0, T ), siempre que w∗ ∈ C1(0, T ) y el lado derecho es
continuo en el tiempo. Esto último es claramente cierto gracias a que el u∗ es
mild solution de (3.1) y la Proposición 5.1. Además, como V,5V ∈ Lp +L∞

deducimos que para toda u(t) ∈ X(0, T ) se cumple que V (x)u(t) ∈ X(0, T )
y también se cumple que

(5.45)
w′∗(t) = 2Re

(∫
RN
∂tu∗(t, x)V (x)u∗(t, x)dx

)
= 〈V (x)u∗(t), u

′
∗(t)〉X(0,T ),X(0,T )∗ <∞

Aśı, w(t) ∈ C1(0, T ) dando lugar a la existencia de una única solución
clásica φ∗ ∈ C2(0, T ). Por lo tanto, concĺımos que la única solución débil
φ∗ obtenida es una solución clásica satisfaciendo (5.44) sujeto a φ∗(0) = φ0,
φ′∗(T ) = 0

En conclusión, hemos probado el siguiente teorema

Teorema 5.2. Si (u∗, φ∗) minimiza el problema

(5.46) mı́n
(u,φ)∈Λ(0,T )

F (u, φ)
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donde

Λ(0, T ) :=
{

(u, φ) ∈ X(0, T )×H1(0, T ) :(u, φ) satisfacen la ecuación (3.1)

con u(0) ∈ B1 y φ(0) ∈ B2} ,

para
X(0, T ) = L2(0, T,H1

0 ) ∩W 1,2(0, T,H−1),

B1 = {u0 ∈ H1/‖u0‖H1 ≤M1} y B2 = {φ0 ∈ R/|φ0| ≤M2}.

u∗ satisface la ecuación

{
iut + ∆u+ λ|u|2σu+ φ(t)V (x)u = 0 , (t, x) ∈ [0,∞)× RN

u(0, x) = u0(x)

con control φ∗. Entonces existe ϕ∗ solución del problema adjunto


iϕt + ∆ϕ+ φ(t)V (x)ϕ+ λ(σ + 1)|u|2σϕ+ λσ|u|2σ−2u2ϕ

= 4γ1(φ′(t))2w(t)V (x)u(t, x)
ϕ(T ) = i4〈u(T ), Au(T )〉L2

x
Au(T )

u(0, x) = u0(x)

y se satisface

d

dt
(φ′∗(t)(γ2 + γ1w

2
∗(t))) =

1

2
Re

(∫
RN
ϕ∗(t, x)V (x)u∗(t, x)dx

)
sujeto al dato inicial φ∗(0) = φ0 y φ′∗(T ) = 0. Es decir, se satisfacen las
condiciones necesarias de primer orden.
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