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Resumen.

En la presente tesis nos interesa hacer una construcciéon analitica del grado de Brouwer
y tratar su existencia y unicidad respecto a un sistema de axiomas. Asimismo, deseamos
ilustrar la aplicacion de dicha herramienta a los problemas no lineales (no resonante y
resonante), primero en un contexto abstracto y luego en algunos ejemplos concretos.

La axiomatizacion seleccionada se debe a Deimling y consta de tres propiedades prin-
cipales [4]. Con base en dicha axiomatizacion construimos el grado en R" de manera
analitica y elemental, utilizando una version modificada de la definiciéon integral dada por
Heinz [7], que no involucra necesariamente funciones radiales. Mostramos, ademas, que tal
definicion puede emplearse para el grado de funciones C*. Luego tratamos la unicidad del
grado usando argumentos similares a los que se encuentran en [12, 5|. Complementamos
lo hecho con la generalizacion del grado a espacios vectoriales de dimensién finita y una
formula de reduccion, que nos seran de utilidad para estudiar el siguiente tema.

A continuacion, tratamos los problemas no resonante y resonante, en un contexto
abstracto de dimension finita. Para ello combinamos los enfoques hallados en |2, 5].

Finalmente, aplicamos los resultados abstractos demostrados a algunos problemas de
ecuaciones en diferencias finitas de segundo orden. Demostramos en este caso los resultados

expuestos en [5], con algunas modificaciones.






Capitulo 1

Introduccion.

1.1. Resena historica.

El grado de Brouwer es una herramienta topolégica que ha demostrado tener impor-
tantes aplicaciones y consecuencias. Algunas de dichas aplicaciones se dan en el estudio
de la existencia y multiplicidad de soluciones de ecuaciones y sistemas de ecuaciones
(diferenciales, en diferencias finitas, algebraicas).

Los origenes de las ideas del grado se remontan a los trabajos de Gaufs y Cauchy. Las
primeras ideas aparecen en dos demostraciones del Teorema Fundamental del Algebra
por Gaufs (1799, 1850), y fueron desarrolladas muchos anos después. En los trabajos
de Cauchy (1831) figuran, en el plano, el indice de una funciéon alrededor de un punto
y el principio del argumento. Se trataba de determinar la cantidad de soluciones de un
sistema de dos ecuaciones con dos incognitas. El 1869 Kronecker, estudiando las soluciones
de ecuaciones algebraicas, desarrolla la nocién de caracteristica de una funcién y obtiene
una generalizacion de los resultados de Cauchy a n ecuaciones con n incognitas. Mas tarde
(en 1891/1905), Poincaré aplica resultados de Kronecker al problema de tres cuerpos y
logra demostrar la existencia de infinitas soluciones especiales. Luego (1891/1905), Picard
modifica los resultados de Kronecker para determinar el ntimero exacto de soluciones, cosa
que la integral de Kronecker no daba.

La formacién de la nocion del grado corresponde a los trabajos de Hadamard y Brou-
wer, quienes mantenian un activo intercambio de ideas. Hadamard (1910) logra demostrar
varios resultados clésicos de la teoria del grado, entre otros el hecho clave de que la inte-
gral de Kronecker da como resultado un ntimero entero. Brouwer (1912) define el grado
recurriendo a métodos simpliciales, y obtiene varias propiedades y resultados clésicos de
la teorfia.

Mas tarde aparecen nuevas construcciones que no utilizan métodos simpliciales. Los
precursores en este sentido son Hadamard (1910) y Sard (1942). En 1950 Nagumo obtiene
una construcciéon analitica elemental que no utiliza ninguna integral en su formulacion.
Luego, de Rham (1955) desarrolla su cohomologia y a partir de ésta construye el grado
desde un punto de vista completamente diferente. Después, inspirandose en los trabajos
de de Rham, Heinz (1959) realiza una construccion analitica mas elemental que la de

Nagumo.
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Otro aspecto importante de la teoria de grado es la axiomatizacion. En este sentido
el precursor es Nagumo (1951), quien extrajo un conjunto de propiedades, sin probar la
unicidad. En su tesis doctoral, Fithrer (1971) aporta la primera axiomatizacion completa
del grado de Brouwer. Unos anos después, Deimling (1985) obtiene una caracterizacion
reducida a solo tres propiedades principales.

En la seccién que sigue ilustraremos las propiedades del grado y su relaciéon con el
estudio de soluciones de ecuaciones, examinando el caso bidimensional. Luego, analiza-
remos algunos aspectos de la integral de Kronecker y la relacionaremos con la definicion

integral que utilizaremos méas adelante.

1.2. El caso bidimensional.

Supongamos que queremos estudiar las soluciones de un problema del tipo

(1.2.1) f (@) =p,

donde f : D — R™ es continua, con D C R” abierto acotado y p € R”. En principio,
suponemos que la ecuacion 1.2.1 presenta dificultades y no sabemos si tiene alguna solucion
en D. Para averiguarlo, nuestro deseo seria cambiar el problema dificil por uno més facil,

que podriamos escribir, por ejemplo como:

(1.2.2) 9(x)=q,

donde g : D — R™ es continua. Aqui deberiamos tener alguna herramienta que relacione
la existencia de soluciones de ambos problemas, que podemos asociar a ternas del tipo
(f,D,p) vy (g,D,q). Dicha herramienta tendria que informar una caracteristica en comtn
de los dos problemas, quizéd dada por un ntimero que tenga que ver con la existencia de
soluciones de cada ecuacion. Lo ideal seria que ese nimero fuera precisamente la cantidad

de soluciones de cada ecuacion, pero para empezar pensamos en una funciéon
d: {(f,D,p) : D C R"abiertoacotado, f € C (D’ Rn) pc Rn} 7

Ahora digamos que si
dlf,D,p]=dlg,D,q],

entonces, de alguna manera, la existencia (o no) de soluciones de 1.2.2 esté relacionada con
la existencia (o no) de soluciones de 1.2.1. Si d informara la cantidad exacta de soluciones,
es claro que una tal relacion tendria lugar. La funcion que buscamos definir y que cumple
el papel de d es el grado de Brouwer, que aunque en general no cuenta exactamente
las soluciones de una ecuacién, en muchos casos es ttil para estudiar problemas en la
forma que hemos vagamente descripto. Més atn, el grado de Brouwer tiene una suerte

de unicidad respecto a ciertas propiedades que hacen ttil y posible la metodologia de
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cambiar una ecuacion por otra, contando (en cierta forma) soluciones. Por ejemplo, si de

alguna manera d cuenta soluciones, es razonable considerar que debe cumplir

1 sipeD

d[Id,D,p|] = .,
0 sip¢ D

y que d [f, D, p| # 0 implica que existe alguna soluciéon de 1.2.1 en D. Por otro lado, jcomo
llegamos a 1.2.2 partiendo de 1.2.17 ; Es tal cosa siempre posible? La respuesta a la segunda
pregunta es claramente negativa, ya que de otra forma d seria inutil. En cuanto a la primera
pregunta, la respuesta es tiene que ver con una deformaciéon continua que comienza con
1.2.1 y termina con 1.2.2. Esto serfa, una funcién (homotopia) H € C' (D x [0,1],R") tal
que Hy = H(-,0) = f, H = H(-,1) = g, con una funciéon y € C (]0,1],R") tal que

y(0) =pey(l) =q. Siestas funciones existen, tendria que poder afirmarse

d[f?‘D7p] :d[g7DJQ]'

Pero hay un inconveniente: si definimos

H(x,t) =1 —=1)f(x) +1g(z),

entonces, cualquiera sea y, H siempre existe, y por consiguiente la funcién d es inttil.
Para evitar este inconveniente, la clave estd en el hecho de que nunca se toque el borde
de D, es decir, que p ¢ 0D, ¢ ¢ 0D y que para todo todo ¢t € (0,1) se cumpla que
y(t) ¢ H (0D x {t}). Estas condiciones eliminan la posibilidad de relacionar ternas que
corresponden a problemas esencialmente diferentes (por ejemplo: D = (—1,1) C R,

f=1d,g=1yp=q=0). Por lo tanto, debemos definir una funciéon
d:{(f,D,p): D C R"abiertoacotado, f € C (D,R"),peR"\ (D)} — Z

teniendo en cuenta las observaciones recién hechas.

Antes de abordar el caso general sera bueno ilustrar lo que venimos diciendo con el caso
n = 2, ya que se trata de una situacion especial en la que, como veremos pronto, el grado
tiene una interpretaciéon conocida y resultan intuitivas sus propiedades mas importantes.
Consideremos p € R?, D C R? un conjunto abierto acotado con borde suave orientado 9.D
y feCt (D,R2) tal que p ¢ f(0D). En este caso la integral de Kronecker I [f, 0D, p),
que define al grado de Brouwer y cuya féormula general es 1.3.1, se puede escribir como
una integral curvilinea a la que habia llegado Cauchy, también llamada indice de Poincaré

de f respecto a D y p. Asi, el grado de Brouwer de f con respecto a D y p resulta ser

1 —p1)dfs — (f2 — p2) dfr
d[f’D,P]—f[f,(‘?D,p]_%/aD(f p>”§_;ﬁ; p2) dfy
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Si OD tiene una representacion paramétrica dada por v : [0, 27] — R? con v (0) = v (27),

entonces

L (7 (fi=p)ov(s) - (fa07) () = (fo—p2) 07 (s)- (fron) (5)

d = — d
0= 5 (= po7 G

Llamando 6 = (6,05) = (f — p) o, tenemos

1 2m 0,0, — 050,
1.2.3 d[f,D,p] = —/ —2 =71

Identificando R? con C podemos dar una formulacién compleja de d [f, D, p|. En efecto,

S.

podemos escribir 1.2.3 como

d[f,D,p| = QLM/O%Um (Z((;)) ds.

Asimismo, observamos que

[ e (52 as = [Ty as o

de lo que deducimos

(1.2.4) d[f, D,p| = %/0 ’ Z/éj;ds -

LT 6, L [T (o) ()
2mi o (f—p)ov(s) 2mi Jo oy (s)—p
Por lo tanto llegamos a la siguiente formulaciéon mediante una integral compleja:

(1.2.5) d[f,D,p]:%/f Zipdz:W(fo%p).
oy

Esta formula mide la cantidad de giros (indice) de la curva f o~ alrededor del punto p, que
notamos W (f o v, p). Si 7y es simple, cerrada y orientada en sentido antihorario, entonces
d[f, D, p] puede interpretarse como la niimero de giros de f|,,, alrededor de p.

A partir de la formula 1.2.5 podemos vislumbrar algunas propiedades del grado de
Brouwer que lo hacen muy util y permiten caracterizarlo. Abordaremos la cuestion de
la caracterizacion y la demostracion de dichas propiedades en el siguiente capitulo. Por
el momento, s6lo nos motivaremos con algunas observaciones que nos permitiran lograr
cierta familiaridad con nuestro objeto de estudio.

Primero, la integral compleja en 1.2.5 esta definida para f y ¢g continuas, y ademés
d[f, D, p] resulta ser un numero entero. Esto se debe a la teoria de variable compleja y a
la nocién de indice de una curva respecto a un punto.

Una propiedad fundamental del grado es la normalidad:

d[Idp,D,p]=1 (pe D).
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Este hecho es claro por 1.2.5, ya que 7 es una curva simple cerrada. Otra propiedad clara
que vale la pena mencionar es que si dos funciones coinciden en el borde de D, entonces
tienen el mismo grado respecto a p. También, de 1.2.5 se deduce la llamada propiedad de
traslacion:

d[f,D,pl =d[f —p,D,0].

Otra propiedad fundamental del grado es la invariancia homotopica. En este caso se
la puede ver como heredada del indice W. Decimos que f,g € C (D, R”) son homotopicas
si existe una funcion H € C (D x [0,1],R") (que llamamos una homotopfa entre f y g)
tal que Hy = H(-,0) = f , H = H(-,1) = g y para todo t € (0,1) vale p ¢ H;(0D)
(donde H; = H (-,t)). La propiedad dice que en si f y g son homotopicas, entonces
d[f,D,p] = dlg, D,p]. En efecto, esto vale porque si f y g son homotopicas, entonces
también lo son las curvas cerradas f o~y y g o, y por lo tanto ambas tienen el mismo
indice respecto a p.

Maés atin, podemos dar un enunciado mas fuerte para la invariancia homotopica: para
todo conjunto abierto D C R”, toda funcion H € C (D x [0, 1] ,R”) y toda funcion
y € C([0,1],R") tal queen todo t € [0, 1] se cumple y (t) ¢ Hy (0D), el valor d [Hy, D,y (t)]
es independiente de ¢t € [0, 1]. Es decir que podemos mantener la invariancia del grado,
con tal de mover el valor de p de manera continua respecto a t y sin tocar H; (0D). En
efecto, a partir de 1.2.5 escribimos

d[H,, D,y ()] = i./ -
2T J 0y 2 —
1 1
=5 Jde=W((H: —y(t)o7,0).
(He—y(t))oy
Pero las curvas (H; — y (t)) o son homotopicas entre si y no pasan por el origen. Entonces,
por la invariancia homotépica de W, se verifica que d [Hy, D, y (t)] no depende de t € [0, 1].

Llegamos ahora a la propiedad de solucidn, la cual dice que si d [f, D, p] # 0, entonces
existe algin x € D tal que f(x) = p. Este hecho no es evidente y vale para n € N,
lo que permite estudiar la existencia de soluciones de sistemas de ecuaciones no lineales
utilizando el grado de Brouwer en la dimensién adecuada. En el caso especial en que f es
holomorfa en D, si 7 es simple, cerrada, orientada en sentido antihorario y f o~y no toca

a p, por el principio del argumento tenemos la igualdad:
1 /' (z)
#{zGD:f(z):p}:—,/—dz.
271 ~ f (Z) - D
Pero entonces, por 1.2.4 y 1.2.5 tenemos

(1.2.6) #{zeD:[(z)=p}=d[f,D,pl=W(feor,p),
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donde las soluciones de la ecuacion f (z) = p se cuentan con multiplicidad. Asi, por lo
tanto, la propiedad de solucién resulta evidente en esta situacion particular. Veremos,
ademas, que si f es holomorfa en D y p es un valor regular de f (segtin la definicion 24),
entonces d [f, D, p|] cuenta exactamente las soluciones de la ecuacion f (z) = p, ya que en
este caso la multiplicidad de cada cero de f — p es 1. Este hecho se puede ver en conexion
con un contexto més amplio en la observacion 27.

En general, el numero entero d [f, D, p] da, de alguna manera, la cantidad de ceros de
la funciéon f — p en D, pero no siempre exactamente como en 1.2.6. Mas tarde veremos
como se hace dicho recuento, el cual es el punto de partida de la construccion analitica
del grado por Nagumo.

La idea de la cuenta de ceros de f — p nos permite motivar la propiedad de aditividad
del grado. Tal aditividad se da respecto a los conjuntos: si Dy, Dy C D son abiertos
disjuntos tales que p ¢ f (D \ (D1 U D5)), entonces

d[f,D,p]l =d[f,Dy,p| + d[f, D2, p].

Esto puede interpretarse como que el conjunto D\ (D; U Dy) “no agrega ceros de f —p a
los que hay en Dy U Dy”.

En el capitulo siguiente daremos la caracterizacion de Deimling del grado de Brouwer y
demostraremos las propiedades recién mencionadas. También haremos una construccion
analitica del grado y probaremos la unicidad del mismo respecto a la caracterizacion
adoptada. En dicho proceso se vera la equivalencia con la construccién de Nagumo y el

recuento de ceros de f —pen D.

1.3. La integral de Kronecker.

La integral de Kronecker fue la primera férmula ttil para definir el grado en dimensiéon
n. Se trata de una integral de superficie aplicada a condiciones especiales. La historia
conservo la importancia de esta férmula, que aqui presentaremos en dimensién mayor o
igual que 2. Comenzamos con un poco de terminologia moderna de geometria diferencial,
que es conveniente para nuestro objetivo.

Sea n > 2 un entero. El elemento de volumen en R™ es la n-forma diferencial
w=dri N...Ndx,,

y el dngulo sdlido es la (n — 1)-forma diferencial

o= (~1Y " aydey A Adag A A da,
j=1



1.4. DE LA INTEGRAL DE SUPERFICIE A LA INTEGRAL DE VOLUMEN. 15

donde dz; significa que dz; no aparece. De acuerdo a esto tenemos la relacion

=a(3)

Ahora damos una primera definiciéon del grado de Brouwer y la integral de Kronecker,
ésta tltima también conocida como indice de Kronecker, y llamada caracteristica en los

trabajos originales.

DEFINICION 1. Sean p € R™, D C R™ un conjunto abierto acotado con borde suave
orientado D y f € C* (D,R") tal que p ¢ f(0D). El indice de Kronecker I [f,0D,p| se
define por

[[f,0D,p] = —— _ _ _

1,007l = 1y f, =) (nyn") 51 Jop 17— 0"
1 - i1 i —p -

(1.3.1) —@W?WEJAYIFZﬁ%AmA%AmA%r

donde dfy, es la 1-forma diferencial

j=1
y ~ 7| es la medida de la esiera (n — -dimensiona.
S"1 es la medida de la esf 1)-dimensional
Sl = {z eR": |z] = 1}

para la norma euclidea en R".

En esta situacion, el grado de Brouwer es

d[f,D,pl =11[f,0D,p].

1.4. De la integral de superficie a la integral de volumen.

Como anteriormente dijimos, Heinz logré pasar de la integral de Kronecker, que se hace
sobre 0D, a una integral de volumen sobre D. Dicha integral constituye una definicion
analitica y elemental del grado de Brouwer, a la vez que tiene algunas ventajas técnicas al
momento de tratar casos de menor regularidad en las funciones y conjuntos involucrados.
A continuacion escribiremos algunos pasos que nos permitirdn llegar a una integral muy
similar a la dada por Heinz.

Por la definicion 1 tenemos que

1 (f =) (o)
S* = Jop If —plI"

(1.4.1) d[f,D,p] =
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Haremos el paso a la integral de volumen aplicando el teorema de Stokes. Ahora, dado que
el integrando tiene una singularidad en p, y eso se debe al denominador, consideraremos

una funciéon adecuada que nos permitira prescindir del mismo y eliminar el problema en

p.
Puesto que p ¢ f (0D), podemos tomar dos ntimeros § y r tales que

(1.4.2) O<5<r<u:;r€%%||f(x)—p||.

Asi, tomamos una funcion ¢ € C* (R™, [0, +00)) tal que

= ¢ (y) =0si [y € [0,]
= ¢ (y) = g syl € [r, +o0).

Ahora, de la formula 1.4.1 se sigue

(143) d[f.D.p] - ’Sn—lll/wwo(f—p)-(f—p)* (0) = @/@D(f—p)* (6.0).

Aplicando el teorema de Stokes al tercer miembro y las propiedades de los diferenciales

obtenemos
1 N 1 "
(Lad)  dlf. Dl = /D Al =) ()] = g /D (f —p) [ (w.0).

Trataremos de escribir de forma més elemental el ultimo miembro. Para empezar,

usando diferencial exterior y recordando que do = nw tenemos
d(.o)=dp No+pdo =dp Ao+ npw.

Por otro lado, mediante las definicién de o y las propiedades del producto exterior no es

dificil demostrar que
dpNo = (Vi -y)w,

de lo que se deduce finalmente

(1.4.5) d(.0) = (Vi-y+n)w = div (¢Yy) w.

Ahora, a partir de 1.4.4 y 1.4.5 seguimos con

d1f.D.p) = ‘S#' /D (f = p)* [div (1) w] =
= |Sn—1_1,/Ddiv (Wy)o(f=p).(f—p) (w) = ,gn—l_l, /D (div (Vy) o (f — p)] Tj_pw =
= |S—1| /D [div () o (f — p)] Jj0.
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Sea t_, : R* — R" la traslacion dada por t_, (y) =y —p (y € R"). Podemos escribir el

grado en la forma elemental

1 .
Al Dp) = g [ v o) atyof)]
S*=1 Jb
Entonces, definiendo la funcién continua ¢ : R" — R mediante

_ div (Yy) ot_,

1.4.
( 6) |Sn—1| )

llegamos a

Esta integral de volumen coincide con la que aparece en la definicion que usamos,
que esta basada en la definicion de Heinz. Una condicion que figura alli para la funciéon
continua ¢ es que tiene soporte incluido en un cubo centrado en p, a su vez contenido en

el complemento de f (0D). La otra condicion es que

(1.4.7) /nw _1

En el siguiente capitulo veremos, con ayuda del lema de Poincaré, que estas dos condiciones
son suficientes y que no es necesario definir . También veremos la definiciéon general
de grado de Brouwer, para la que alcanzara con que f sea continua y D sea abierto
acotado. Por el momento verificaremos que la funciéon ¢ definida en 1.4.6 cumple las dos
condiciones mencionadas. En cuanto a la relativa al soporte, es claro que basta tomar r lo

suficientemente chico en 1.4.2. En efecto puesto que 1 (yo) = para ||yo|| € (r, +00),

_1
llyoll™
podemos escribir

. . Y
div (9) (w) = div (55) (o) =0
de lo que deducimos
sopp C B (p,7).
Probemos ahora que si ¢ esté definida por 1.4.6, cumple 1.4.7. En efecto,

div (Yy) ot_, 1 ,
d )
/ . / LT e fe W)

Pero, por el soporte de ¢ y el teorema de Gaufs vale

1 1 1
| o= [ awtn) =g [ weds = o

Yrds.
B(0,r) 1S™= Jopo.r) ™7 Jonor)

Por lo tanto, recordando nuevamente la forma en que tomamos 1) podemos escribir

1 1 1 1
o= Yrds = - —ds = — — ds = 1.
/n 1S Jas. 5" Japom ™ =S Jasor)







Capitulo 2

El grado de Brouwer.

2.1. Caracterizacion. Las tres propiedades principales.

De las propiedades que motivamos mediante el caso bidimensional, hay tres que con-
sideraremos como principales: normalidad, aditividad y la forma mas general que vimos
de la invariancia homotdpica. Se constituye asi la caracterizacion de Deimling del grado

de Brouwer, que exponemos en el siguiente resultado.

TEOREMA. (DEIMLING) Sea n € N. Existe una unica funcion
d: {(f,D,p) . D C R"abiertoacotado, f € C (D, ]R") ,pE€R™\ f(@D)} — 7

que verifica las siguientes condiciones:
1. NORMALIDAD: para todo conjunto abierto acotado D C R™ y todo p € D,

d[Idp, D,p] = 1.

2. ADITIVIDAD: para todo conjunto abierto acotado D C R", todo par de
conjuntos abiertos disjuntos Dy, Dy C D, toda funcion f € C (D,R”), y
todo punto p € R™\ f (D \ (D1 U D)),

d[f>Dap] :d[f>Dlap]+d[f7D2>p]‘

3. INVARIANCIA HOMOTOPICA: para todo conjunto abierto D C R™, to-
da funcion H € C (D x [0,1],R") y toda funcion y € C([0,1],R")
tal que en todo t € [0,1] se cumple y(t) ¢ H (0D x {t}), el valor
d[H (-,t), D,y (t)] es independiente de t € [0,1].

2.2. Existencia del grado. Definicion y construccion.

2.2.1. Definicién para funciones C? y C'. En esta subseccién nos dedicamos a
la definicién integral que se obtuvo en la seccion 1.4 a partir del indice de Kronecker. Al
principio la daremos para funciones C? y luego, aunque no seria necesario para construir
el grado de Brouwer, demostraremos la validez de dicha férmula para funciones C!. Vale
destacar que con esta definicién no necesitamos regularidad en el conjunto D. Llamaremos

n-cubo, o cubo, a un conjunto de la forma I, donde I es cualquier intervalo abierto de R.

19
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DEFINICION 2. Sean D C R”™ un conjunto abierto acotado, f € C (D,R”)QC2 (D, R"),
p € R"\ f(0D), K un cubo centrado en p tal que K N f (0D) = O, ¢ € C.(K) tal que

Jgn © =1 (una tal ¢ se llama admisible). Definimos el grado de Brouwer como

d[f,D,p]—/ (oo f)- Iy

D

A continuacién veremos que esta definiciéon no depende de la funciéon admisible ¢ ni

de K, es decir que dadas dos funciones admisibles 1 y @9,

/D(SOlOf)'Jf:/D(%Of)'Jf,

/D<<gol—¢2>of>~Jf=0-

Teniendo en cuenta que [ p (01 = 2) = 0, esto equivale a demostrar lo siguiente.

o bien

LEMA 3. Sean D C R™ un conjunto abierto acotado, f € C (D,R”) N C?(D,R"),
p € R*\ f(0D), K un cubo centrado en p tal que K N f(0D) = 0, p € C.(K) tal que
Jgn @ = 0. Entonces,

[ won-i=o

Antes de probar este lema, debemos enunciar y demostrar algunos resultados necesa-
rios para ello. El primero, y fundamental, es el lema de Poincaré, que aqui damos en su
version tradicional y s6lo para funciones con soporte compacto en un cubo. El lema dice
que una funcién con soporte compacto en un cubo, e integral nula, es la divergencia de

un campo vectorial con soporte en el mismo cubo. El segundo lema fundamental es el 7.

LEMA 4. (POINCARE) Sea ¢ € C, (K), con K un n-cubo, tal que [g, ¢ = 0. Entonces
existe F € C! (K, R") tal que div F = .

DEMOSTRACION. Probaremos esto por induccién en n.

Para n = 1 definimos F(z) = ffoo ©, que cumple lo necesario.

Veamos para n > 1. Sea K = K; X Kj, con Kj el (n — 1)-cubo correspondiente.
Para x € R definimos a () = [ ¢ (x,t) dt. Resulta entonces o € C, (K7) . Por hipotesis
inductiva, existe A € C! (K;,R"™1) tal que div A = a.

Tomamos ahora una funcion 7 € C! (K3) tal que [,7 = 1y definimos para y € R
T (y) = [ 7. Entonces, T € C' (K>).
Sea F € C! (K) definida por:

Fa)= (4@, [

—0o0

Y

¢ (x,t)dt — a(x) T(y)) , teR™ yeR.



2.2. EXISTENCIA DEL GRADO. DEFINICION Y CONSTRUCCION. 21

Calculamos:

div F (z,y) = divy A(2) -7 (y) + ¢ (z,y) —a () -7 (y) = ¢ (z,y).
O

Ahora veremos dos identidades relativas a la divergencia de campos vectoriales. La
primera se debe al matematico Gabrio Piola (1794-1850) y resulta fundamental en la

demostracion del lema 7. Notamos V f a la matriz jacobiana de f.

LEMA 5. (IDENTIDAD DE PIoLA) Si D C R" es abierto y f € C?(D,R"), entonces
divcof (Vf) =0.

DEMOSTRACION. 1. Para empezar, dada la naturaleza de la matriz de cofactores, es
conveniente saber algo de las derivadas parciales del determinante de una matriz, dada

por columnas, C' = (Cy,---,C,) € R™™. Probaremos que

(C,y- - ,Cn):Zdet(Ol,--- ,acj,--- ,cn) (1<i<n).
j=1

(2.2.1) o

Usando la definicion de determinante, luego la regla generalizada del producto, y nueva-

mente la definicion de determinante, escribimos:

) 9 .
or; (Cr,--+,Cn) = Z sg (o) o, <C’1 ... _Cz(n)) _

oES,
"L 907V
I IL)S 1Ho
gES,
" ocs aC,
:Zng( 8:10 HC Zda(@, Y --,(Jn>.

2. Definimos primero el campo de n — 1 coordenadas
fm: <f17”' 7fm7”' an>7

donde “ 7 indica que la correspondiente coordenada fue eliminada del vector original de
n coordenadas.

Aplicando la ecuacion 2.2.1 a

e, (0T afm o7
(cof(Vf))mj—(—l) det<ax17”.’8:Ej""’8xn>’

podemos derivar:

DS (T Ds _ (oS g (U7 207 O o™
oz Oz, Ox;0x, ' 0x;0 Oxy

k<j
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nm*f§:¢kt<8fm OO ViR i ”.,afm> _

kg 81’1 ’ ’ 8xj ’ ’ a$j8$k7 89[;”
et _ of" of™ ofm ofn  ofT
— (—1)"td _1)k T
( ) ;( ) det <8xj8xk’ 8x1 ’ ’ (%;k ’ ’ al’j ’ ’ al‘n +

+ (=1 " (=1)  det
k>
Ahora sumamos en j el tltimo miembro y después permutamos las sumas del segundo

oft_oft ofm ofm o7
8xj8xk’ 8x1’ ’ 8Ij ’ ’ 8xk’ ’ Gxn .

término: " (cof (V1))
co "
(divcof(Vf))m:Z o I =
=1 v
st of"_of™ oft ofm  ofT
+j+k—1
det , I S I —+
lkz: (8%8% 8x1 a(L’k 8mj aZEn
n Z m+j+kdet afm afﬁ”” afﬁz ‘ afm N afm _
— (%j@xk’ 8I1 ’ ’ 81’j ’ 81’k ’ al’n
=1 k>
- st of"_of™ oft . ofm  ofT
+j+k—-1
— det
mis of"_of™ oft ofm  of”
+ 1) HItE et : e A =0,
—1 ; ( ) (8%8% 8x1 8a:j (9xk 8xn
donde (permutando en el Gltimo término los indices k y j) la ultima igualdad vale por el
teorema de Schwarz, ya que f™ € C?(D,R*1). O

Continuamos con la segunda identidad matricial, que ayuda a lograr una escritura

sintética de la demostracion del lema 7.

HECHO 6. Sean A € (C (R™))"™ yv € (C (R™))" diferenciables. Entonces:

(2.2.2) div(A-v) =Tr(A-Vov)+v-div (A").

DEMOSTRACION. En esta prueba respetamos la transposicion de los vectores y ma-

trices. Sea e; el i-ésimo vector candnico de R™, puesto como columna. Escribimos:

, J (et Av 0 (Av 0A v
dw(A-v):Z%:Zd%:Zeﬁ (%U—FA(?Q?-) =

(2

t t,\t
:< aaeiA>v+Ze§AVvei:(Za(gleZ))v—i-ZeﬁAVvei:

)
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t,. ¢ to.
(S s etave =y (S Petave -

=o' div (A") + Tr (AVv) = v-div (A") + Tr (A- Vv).

O

Hemos llegado al segundo lema fundamental. Como el lema de Poincaré, éste es tam-

bién un lema de “antidivergencia’.

LEMA 7. Sean D C R"™ abierto acotado y f € C (D,R") NC?*(D,R"), v € C! (R",R")
tal que sop (v) N f(0D) = (. Entonces existe u € C} (D, R") tal que para todo x € D

divu (z) = dive (f (x)) Jy ().
DEMOSTRACION. Definimos
u=(cof (Vf))'-(vof).
Para z € R, aplicando 2.2.2 y la identidad de Piola tenemos
divu(z) =Tr ((cof (Vf ()" -V (vo [) (x)) + (vo f (2)) - diveof (V) (x) =
=Tr ((cof (VS ()" V (vo f) (@) =Tr ((cof (VS (2))" - V([ (2)) - Vf ().

Usando propiedades de la traza y de la matriz de cofactores escribimos
divu(z) =Tr ((cof (Vf ()" Vf(x) - Vo (f () = Tr(J;(2) L, Vo (f (2))) =
= Jy () Tr (Vo (f () = Jg (z) dive (f (x)).
Falta ver que u € C* (D, R"). Debido a la continuidad de f y de v tenemos
sop(vo f)=(vo f) " (R*\{0}) = f~L (v T (R*\ {0})) C
C /! (v T®RA{ON) = 7 (sop (v) € D.

Por lo tanto, basta ver que f~* (sop (v)) N 9D = . En efecto,

f™ (sop () NAD C 7 (f (f~" (sop (v)) NOD)) <

C [~ (sop(v)N f(OD)) = [~ (0) = 0.

Ahora demostramos el lema 3 de la buena definicion:

DEMOSTRACION. Por el lema de Poincaré¢, existe v € C! (K, R") tal que divv = .

Ahora, aplicando el lema 7 tenemos

/DSO(f(w)) Jg (z) dw:/Ddivv(f(a:)) Jy(x) dx:/divu(x) dzr = 0.

D
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Antes de seguir, agregamos un resultado clasico, presente en [8|.

TEOREMA 8. (DE APROXIMACION DE WEIERSTRASS). Sea 2 abierto en R™. Entonces
dados cualesquiera f € C*(Q), k € Ny, € > 0 y un conjunto compacto K C ), existe una
funcion polinomica P € C* (R™) tal que

méx | D (f = P)ll < €

la| <k

OBSERVACION 9. Podemos extender la definicién 2 a cualquier
fecC (D,R”) NCY(D,R") tal que p ¢ f(0D). En efecto, solo es necesario ampliar el
alcance del lema 3 a tales funciones.

Anélogamente a como hicimos en el final de la demostracién del lema 7, se puede ver
que sop (po f) C f~1(sopp) C Dy f~(sopp)NdD = (), y por lo tanto sop (¢ o f) C D.
Como sop ¢ C K, tomando un cubo més chico, podemos suponer que
K N f(0D) = (. Entonces, debido a la compacidad de D, dado que f es continua y
R" \ K es abierto, existen x1,--- ,x,, € 0D tales que para algtin r > 0,

(2.2.3) oD C | B (a:,r) € UB z,m) C fH R\ K).
i=1
Definimos ahora 2 = D \ UB (z;,7), que cumple sop (po f) CNCOQC DYy
Knf(092) =0.En efecto por 2.2.3 tenemos
sop(pof) S f 1l (sopyp) Cf(K) =D\ fH(R"\K) C

m

D\UB (x;,7) D\UB i, T) = U (x;,7

i=1

N

y
KnfO)=Knf(Q\Q CKNFf (QﬂUB(wi,r)> CENf(f(R*"\K))=0.
i=1
Por el teorema de aproximacion de Weierstraf, tomamos una sucesion
(fj)jeN - C(D,R”) N C*(D,R") tal que ||f; — fH& -0y HJf]. — Jf||SO — 0. Por la
J j

convergencia uniforme y la compacidad de K y f (992), puesto que K N f (9Q) = 0, para
4 mayor que cierto jo vale KN f; (0Q) = 0. Entonces, dado que sop (po f) CQCQC D,

tenemos:
of)-Jr= of)-Jr= [ lim(po f:)-Jr =lim ofi) -Jp =
/ (pof) Jy /Q(SO f)-Jy /Q i (o fj) i i /Q(SO i) 5 =0,

donde la ultima igualdad se obtiene aplicando el lema 3 a €2y f; para cada j € N.
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2.2.2. Algunas propiedades y definiciéon para funciones continuas. En esta
subseccion vamos a extender la definicion del grado de Brouwer de las funciones
fecC (D, R")ﬂC’l (D,R™) alas funciones f € C (D, R”). Dicho procedimiento lo haremos
usando la densidad (uniforme) de C' (D,R") N C"* (D,R") en C (D,R") y tomando limite
de d (f;, D,p) respecto a j. Naturalmente, debemos verificar que dicho limite no depende
de la sucesion de las f; € C (D,R”) N C'(D,R"). Para ello demostraremos primero
algunas propiedades especiales y lemas intermedios.

La siguiente propiedad resulta intuitiva si se tiene en cuenta la interpretacion del grado,
dada en la secciéon 1.2 para el caso bidimensional, como el indice de la curva f o~ alrededor
del punto p, donde v parametrizaba 9D en sentido positivo. Mas adelante demostraremos

esta propiedad en el caso general.

LEMA 10. Sean D C R™ un abierto acotado y f € C (D,R") NC*(D,R™). Entonces
d[f,D,-] es constante en cada componente conexa de R™\ f (0D).

DEMOSTRACION. Si K C R"\ f(0D) es un cubo, entonces por la definicion 2 y la
observacion 9, d [f, D, -] es constante en K. En efecto si p,q € K y K esta centrado en p,
entonces cualquier ¢ admisible para ¢, soportada en un cubo centrado en ¢ y contenido

en K, también es admisible para p. Por lo tanto,

Al D.p) = [ (o) Iy =dlf.D.q).
D
Ahora, para cada d € R el conjunto

Ai=A{peR"\ f(9D): d[f,D,p] =d},

resulta abierto en R™. Entonces, como R"\ f (D) = [] A4 , cada componente conexa de
deR
R™\ f(0D) esta contenida en un A,. O

La siguiente observaciéon es un caso particular de la propiedad de traslacion para

funciones C*. Mas tarde probaremos la propiedad para funciones continuas.

OBSERVACION 11. Sean D C R™ un abierto acotado, f € C (D,R”) NCY(D,R") y
p ¢ f(0D). Entonces d|[f —p,D,0] = d|[f, D, p|. Esto se debe a que 0 ¢ f —py dada ¢
admisible para p y f, resulta ¢ — p admisible para 0y f — p.

El lema 10 implica, en particular, que para f € C (D,R") N C'(D,R") es posible
mantener el valor de d [f, D, p] cambiando p lo suficientemente poco. Veamos ahora que si
dejamos fijo a p, lo mismo vale para f. El siguiente es el lema fundamental para nuestra

definicion del grado de una funcién continua.
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LEMA 12. Sean D C R™ un abierto acotado, f1, f» € C* (D,R")NC (D,R") yp € R™\
(f1(@D)U f2(OD)). Si7| f1 — foll < dist(p, f1 (OD) U f>(0D)), entonces d|f1, D, p| =
d[f27D7p]'

DEMOSTRACION. En virtud de la observacion 11 suponemos p = 0. Ahora, usando la
desigualdad de la hipotesis tomamos € > 0 tal que

lo que implica

(2.2.4) B0.7) C R"\ (f1 (9D) U f» (9D))
y
(2.2.5) Ifi — foll o <&

Sea A € C' ([0, +0), [0, 1]) tal que

1 s10<r<2¢

0 si3e<r

(2.2.6) A(r) =

Definimos, para cada z € D,

f3 (@) = (L =X (If @)D) fr (@) + AL @) f () -

Es claro que f3 € C (D,R”) NC' (D,R").
Por la acotacion 0 < A <1, 2.2.4 y 2.2.5 se verifican las siguientes desigualdades:

(2.2.7) |fi(x) = fj (@)| <e (x€D,ij=1,23)
y
(2.2.8) | fi (z)|| > 6e (x €0D,i=1,2,3).

Asimismo, por 2.2.6 tenemos:

(2.2.9) fa(x) = fi(x) si||fy(2)]] > 3¢

y

(2.2.10) fs(x) = fo(x) si||fi(z)] < 2e.
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Sean ¢, € C. (B (0,5¢) \ B (0, 48)) y @2 € C. (B (0,¢)) funciones admisibles para

¢ € B(0,5¢) \ B(0,4¢) y g2 € B(0,¢), respectivamente. Se verifican las siguientes igual-
dades, que demostraremos luego:

(2.2.11) (profs) Jp = (p10f1) Jp
y
(2.2.12) (20 f3) - Jpy = (p20 fa) - Ip,.

De 2.2.8, 2.2.11, 2.2.12 y el lema 10 aplicado a f3 con ¢ y g2 obtenemos:

d[th;U]:/D(%Dlofl)‘Jfl:/D(Wlofs)'t]fgzd[f&Dﬂﬂ:

—d[f37D,Q2]:/D(%Ofs)'Jfg:/D(%sz)'Jfg:d[f%DaO]-

Ahora demostramos 2.2.11. En efecto, por los soportes de ¢ y @9, y las ecuaciones
2.2.7,2.2.8 y 2.2.9, se verifican:

sop (10 fs) - Jp.) € f5" (sop (91)) € £ (B(0,59)\ B (0,49)) =

={reD:de<|fs(@)l| <5} S{reD: 3 <|[fi(x)ll} S{zreD: fi(z) = fs(2)}
y

sop (10 f2) - J) € fi (sop (91)) € S (B(0,52)\ B(0,49)) =
={reD:de<|fi(@)l <de} C{reD:3e<|i(@)} S{zreD: fs(x) = fi(x)}.
Esto implica la verdad de 2.2.11.

Analogamente demostramos 2.2.12. En efecto, por los soportes de @1 y @9, v las ecua-
ciones 2.2.7, 2.2.8 y 2.2.10, se verifican:

sop (g2 f3) - Jp) C f5" (sop (2)) € f57 (B(0,¢)) =
={zeD: [fs@)|<etC{zeD: i@ <2} S{zeD: fs(z) = fa(z)}

y
sop (20 f2) - Jp,) C f3 (sop (2)) € f5 (B(0,¢)) =
={zeD: @) <ctC{zreD: |il@)| <2} C{zeD: f3(z)=f2(x)}.
Esto implica la verdad de 2.2.12. O

A continuaciéon daremos un resultado que mejora al anterior en el sentido de que la

cota en la condiciéon suficiente sélo depende de una de las funciones y del punto p.
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LEMA 13. Sean D C R"™ un abierto acotado, f,qg € C (D,R”) NCY(D,R") y
peR"\ f(0D). Si
1
15 = gll.. < gdist (p. £ (OD)).

entonces

d[f,D,p] =d[g,D,p|.

DEMOSTRACION. Primero hacemos algunas observaciones sobre distancias.

Si z € 0D, entonces
If (@) =pll < |If (@) = g (@)| + llg () — pll,
de lo que se deduce que

dist (p, f (OD)) < ||f = gl + llg () = pl|.-

Por lo tanto,
dist (p, f (OD)) < ||f = gll + dist (p, g (OD)).

Permutando f y ¢ deducimos

(2:2.13) |dist (p, f (OD)) — dist (p, g (OD))| < [|f — gl -

Por otra parte,

(2.2.14) dist (p, f (0D) U g (0D)) = min {dist (p, f (0D)),dist (p,g (0D))} .

En efecto, por la continuidad de f y g, la compacidad de 9D y la monotonia de la distancia

respecto a la inclusion, podemos escribir, para algin y € f (0D) U g (0D),
ly — pll = dist (p, f (D) U g (0D)) < min{dist (p, f (0D)) , dist (p, g (9D))} .
Pero es claro que

min {dist (p, f (OD)),dist (p,g (0D))} < [ly — pll,

lo que termina de probar la igualdad.
Ahora por 2.2.14 y 2.2.13 tenemos

0 < dist (p, f (9D)) — dist (p, ] (9D) U g (9D)) <

< |dist (p, f (OD)) — dist (p, g (0D))| < [If — gll »

y entonces
(2.2.15) dist (p, f (OD)) = ||f — gl < dist (p, f (D) U g (OD)).

Por lo tanto, si
1.
If = gl < gdist (. f (OD)).
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se cumple

TNf =9l <dist(p, f(OD)Ug(dD)),
y usando el lema 12 se concluye que d[f, D,p| = d|[g, D, p]. O

El siguiente lema mejora al anterior en el sentido de que permite considerar una f
continua, con tal de tomar una funcién g, que sea C' y aproxime suficientemente a f.
Resulta, entonces, que el grado es “localmente constante en las funciones C! que estan

alrededor de una f continua’.

LEMA 14. Para D C R"™ un abierto acotado, sean f € C (D,]R”), p€eR"\ f(OD) y
91,92 € C(D,R") nC* (D,R"). Si

If = g1ll oo <—d28t(p,f(3D))

\f = g2l < —d@st (p.g1(0D)),
entonces
d[ng’p] = d[927D7p] .

DEMOSTRACION. Aplicando la desigualdad 2.2.13 a f y ¢1, y la hipdtesis, escribimos
(22.16)  dist (p, g1 (9D)) = dist (p, f (D)) + dist (p, g, (D)) — dist (p, f (D)) =

> dist (p, f (D)) = [If = g1lloc > 16]lg1 — fllc =

con lo que esta definido d [g1, D, p.
Entonces, por la hipotesis y 2.2.16 vale

191 = 92lloe < Mlgr = flloo + llg2 = fll dlst (P, 91 (OD)) + 1—6d18t (P, 91(0D)) =

= gdié‘t (p, g1 (0D)),

y por el lema 13 tenemos que d g1, D, p|] = d [g2, D, p|. O

Ahora definimos el grado de Brouwer para funciones continuas.

DEFINICION 15. Sean D C R™ un abierto acotado, f € C (D,R”) yp€R"\ f(0D).
Definimos el grado de Brouwer como

donde (f;);e € C (D,R") N C* (D, R™) verifica que || f; — f||f)o — 0y, si jo es tal que
j
para cada j > jo vale que p € R"\ f(9D), entonces d[f;, D, p] es el namero dado por la

definiciéon 2 y la observacion 9.



30 2. EL GRADO DE BROUWER.

OBSERVACION 16. La buena definicion se deduce del lema 14 | que (por la segunda
condicion) permite asegurar la independencia de cual sucesion
(fi)jen €C (D,R")NC* (D,R™) tomemos, siempre que | f; — fHODO ry 0. La existencia de
una tal sucesion de funciones la asegura el teorema de Stone-Weierstrafs. Naturalmente,

jo puede depender de p y de (f;),.y. Ademas, el limite se alcanza.

A partir de lo expuesto podemos deducir una propiedad del grado que luego nos sera
util. Se trata de una mejora del lema 14 porque permite tomar g, como una g continua,
no necesariamente C'!. Resulta asi que el grado es “localmente constante respecto a las f

continuas’.

OBSERVACION 17. Para D C R™ un abierto acotado, sean f,g € C (D,]R”),
pER"\ f(OD)y g1 € C (D,R") N C*(D,R") tal que
I
If = 9lle < =dist (v, f (OD)) -
Si

@207) 1= gl < i { Jodist (91 QD) it (£ D)}

entonces
d[gaDap] = d[faDap] = d[ngap] .
En efecto, usando 2.2.13 y 2.2.17 podemos escribir

dist (p, g (0D)) = dist (p, f (0D)) + dist (p, g (D)) — dist (p, f (0D)) >

> dist (p, f (OD)) — [If — gll« >0,
lo que prueba que p € R™\ g (0D), y por lo tanto d [g, D, p| esta definido. Asi, por el lema
14, para toda ¢, € C (D,R”) NC* (D, R") tal que

1
1f = g2l < Tgdist (p, g1 (0D)),
se verifica
d[g%Dap] - d[glaD7p] .

Entonces, por la definiciéon 15 y 2.2.17 tenemos que
d[gaDvp] = d[f7D7p] .

2.2.3. Verificacion de la caracterizaciéon. A continuacién vamos a probar la
existencia de la funcién d en el teorema 2.1 de caracterizacion. Sea trata de ver que el
grado de Brouwer es entero y cumple las propiedades principales. Dejamos la unicidad

para la siguiente seccion.
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PROPOSICION 18. (NORMALIDAD) Para todo conjunto abierto acotado D C R™ y
todop € D,
d[ldp, D, p] = 1.

DEMOSTRACION. Como Idp € C' (D, R")NC (D, R”), para una funcién admisible ¢

tenemos
Altdp. D3l = [ (oo tdp) sy = [ o=1.
D D
O

PROPOSICION 19. (ADITIVIDAD) Sean D C R"™ un abierto acotado, D1, Dy C D
abiertos disjuntos y f € C (D,R"). Sip ¢ f(D\ (D1 U Ds)), entonces
(2.2.18) d[f, D, pl=d[f, Dy, pl +d[f, D2, p|.

DEMOSTRACION. Veamos primero que los términos en 2.2.18 estan definidos. Supon-
gamos que p & f (D \ (D; U D,)). Entonces, como

f(@D) = f(D\ D) C f(D\ (D1 U Dy))
y para ¢ = 1,2 vale
f(0D;) = f(Di\ Di) C f(Di\ (D1UD,)) € f(D\(DiUDs)).
Por lo tanto, tenemos que
p & f(OD)U f(OD1) U f(0D:),

que asegura que los tres grados en 2.2.18 estan definidos.
Primero supongamos que f € C' (D, R*)NC (D, R”). Entonces tomando ¢ admisible
tal que sopp CR™\ f (D \ (D; U D,)), tenemos:

af. D,p1—/D«oof)df—/f)(soof)'nff—

~[won-s [ wonn+f o=

D\(D1UD3)

—d[f, Dy, o]+ dlf. D2,p]+/D\(D o)y

/ (pof)-Jr=0,
D\(D1UD2)

sop(pof) S f 7 (sope) © fH R\ f(D\ (D1 U Da))) =
=D\ f7 (f(D\(D1UDy))) CD\ (D\ (D1UD,)) =D;UDs,.

Pero

ya que
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Veamos ahora el caso general de f € C (D, R"). Tomemos una sucesion
(fi)jen € C (D,R") N C* (D,R") tal que ||f; — f||ODO — 0. Por la convergencia uniforme,
j
existe jo tal que para todo j > jo vale que p ¢ f; (D \ (Dy U Dg)). Entonces podemos

escribir

= lim d[fJ,Db ]_'_]ll;g_nood[fj;D%p]:d[faDlap]+d[faD27p]

jtoo

O

La invariancia homotopica es mas dificil de demostrar. Para ello recurriremos al si-

guiente lema, que generaliza el lema 10 al caso de f continua.

LEMA 20. Sean D C R™ un abierto acotado y f € C (D,R"). Entonces d[f, D, -] es

constante en cada componente conexa de R\ f (0D).

DEMOSTRACION. Razonando como en la demostracion del lema 10, tenemos que para
en caso f € C (D, R”) basta ver que d[f, D, | es localmente constante.
Sea p € R™\ f (0D). Tomemos f, € C (D,R") N C* (D,R") tal que

1f = foll <—d@8t(p,f(3D))-

Por la observacion 17, tenemos que

d[f7D>p] :d[f07D>p]

Ademas, por el lema 10 existe § > 0 tal que si ||[p — ¢|| < 9, entonces

d[f07D7p] :d[anDaq]

Ahora, si tomamos ¢ tal que ||p — ¢|| sea lo suficientemente pequeno para que

If = foll <—dzst(q,f(aD)),

tenemos

d[fo, D,q) = d[f,D.dq],
y por lo tanto

dlf,D,pl =d[f,D,q].

Veamos que tal ¢ se puede tomar. Sabemos que si y € f (9D), entonces

dist (p, f(OD)) = lp—qll < llp =yl = llp —all < llg — v,

y por lo tanto
dist (p, f (OD)) — |lp — ql| < dist (g, f (OD)).
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Entonces, basta tomar ¢ tal que

dist (p, £ (OD)) — llp —qll > 171 f — foll» -

Finalmente, para todo ¢ tal que

Ip — qll <min {4, dist (p, f (D)) =17 [|f = foll o}

se tiene

df,D,p| =dl[f,D,ql.

A continuacion enunciaremos y demostraremos la invariancia homotopica.

PROPOSICION 21. (INVARIANCIA HOMOTOPICA) Para todo conjunto abierto
D C R", toda H € C (D x [0,1],R") y toda funcion y € C([0,1],R"™) tal que en todo
t €[0,1] se cumple y (t) ¢ H (0D x {t}), el valor d[H (-,t), D,y (t)] es independiente de
t€10,1].

DEMOSTRACION. Basta ver que d : [0,1] — R dada por d(t) = d[H;, D,y (t)] si
Hy=H (-,t) y t € [0,1] es localmente constante. En efecto, por el lema 20 y la continuidad
de y, dado t; € [0, 1] existe § > 0 tal que, para todo ty € [0,1], |ts — 1| < ¢ implica

d[thD?y(t?)] = d[HtuD’y(tl)]'

En principio, § depende de t;, pero aprovechando la compacidad de [0, 1] lo tomamos
independiente de dicho valor. Sea ahora t, € [0, 1] cualquiera. Por la observacion 17 y la
continuidad (uniforme) de H, existe 7 (ty) > 0 tal que para todo ¢; € [0,1] que verifica
|t1 — to] < 7y (to) vale

d[Hy,, D,y (to)] = d[Hy,, D,y (t)] -

Entonces, para todo t; € [0, 1] tal que |t; — to| < min{d, v (to)} se tiene que
d[Htla Dvy (tl)] =d [thDay (tO)] = d[Htoa D,y (tO)] :
U

Resta probar que el grado es entero. Para ello necesitaremos extender la propiedad
de aditividad a una cantidad finita cualquiera de abiertos mutuamente disjuntos. Tal
aditividad generalizada también resulta intuitiva, si tenemos en cuenta lo visto en el final

del capitulo introductorio.
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PROPOSICION 22. Sea D C R™ un abierto acotado, D1, Ds,...,D,, C D abiertos

mutuamente disjuntos y f € C (D,R”). Sipé f <D\ U Dj) , entonces
j=1

m

(2.2.19) d[f,D,pl = _d[f.Djp).
j=1
DEMOSTRACION. Aplicamos induccion en m.
Para m = 2, tenemos probada la propiedad de aditividad del grado de Brouwer.

Ahora tomemos la hipotesis inductiva para cierto m > 1.

. m+l1
Supongamos que Dy, Do, ..., Dy CDypé f (D \ U Dj> . Cambiando los subindices
j=1

_ m
si es necesario, podemos asumir que p ¢ f (D \ U Dj> . Por el caso m = 2 y la hipotesis
j=1

inductiva escribimos
m

+d[fa Dm-i-lvp] = Zd[f’ Djvp] +d[f7Dm+1ap]'

J=1

d[f7D7p] =d [vaDjvp

J=1

[l

OBSERVACION 23. Noétese que en la demostracion anterior sélo se us6 la aditividad.
Por lo tanto, la propiedad demostrada sélo depende de la caracterizacion del grado de

Brouwer.

La propiedad anterior nos permite relacionar al grado de una funcién con los ntimeros
enteros, pero esto (en principio) es en el caso en que f € C! y p es un valor regular de f.

Primero, veamos algo sobre valores regulares.

DEFINICION 24. Sean D C R" abierto y f € C'(D,R"). Decimos que p € R" es
un valor regular de f si para todo x € f~!(p) vale que J (z) # 0. Observamos que si
f~Y(p) = 0, entonces p es un valor regular de f. Si p no es un valor regular de f, decimos

que p es un valor critico de f.

Pronto usaremos el siguiente y muy conocido resultado, que nos permitira pasar al

caso en que p no es necesariamente un valor regular de f.

TEOREMA 25. (SARD) Sean D C R™ abierto y f € C* (D,R™). El conjunto de valores

criticos de f tiene medida de Lebesgue nula.

En particular, el conjunto de valores regulares de f es denso en R".
La siguiente proposiciéon para valores regulares sugiere un punto de partida alternativo

para definir el grado de Brouwer, a la vez que da una importante interpretaciéon del mismo.
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Se trata del enfoque de Nagumo, que esta relacionado con la idea del “conteo de ceros de
f—pen D”. Mas tarde, cuando demostremos la unicidad, volveremos sobre esta idea. En

particular, queda claro que, para el caso de valores regulares, el grado es entero.

PROPOSICION 26. Sean D C R™ un abierto acotado, f € C (D,R”) NCY(D,R") y
p & f(OD) un valor reqular de f. Entonces

(2.2.20) d[f.D.pl= > sign(Js(q)).
a€f~(p)

DEMOSTRACION. Si f~! (p) = 0, el resultado es obvio.

Supongamos que f~! (p) # 0. Entonces f~! (p) C D es un conjunto compacto no vacio.
Por el Teorema de la Funciéon Inversa, f~!(p) es también discreto, y por lo tanto finito.
Asi, podemos escribir f~!(p) = {q1,...,¢n}. Por la continuidad de f y nuevamente por
el Teorema de la Funcién Inversa, consideramos para cada 1 < j < m un abierto D; tal
que ¢; € D; € D, de manera que f|p, : D; — V es difeomorfismo y, para cualesquiera
j # j  vale D; N D;j- = (. Entonces, V resulta ser un entorno abierto de p y como
f~t(p) C GD]-, se tiene que p ¢ f [ D\ GD]- . Sea, para cada 1 < j < m, ¢, una

~ ~
funcion ad]misible para d[f, D;,p] con sopérte en V. Aplicando la proposiciéon 22 y el

Teorema de Cambio de Variables escribimos:
RS IIES o) METHR/E
j=1 j=1""Di

m

= Ssion (5 @) [ o0 £)- 131 = Sosion Uy () [ 05 = Dsian (7 4).

j=1 D; j=1

U

OBSERVACION 27. Como dijimos en la seccién 1.2, en el caso n = 2 con f holomorfa
en D la cuenta de los ceros de f — p en D es exacta si p es valor regular de f. En efecto,
por las ecuaciones de Cauchy-Riemann los jacobianos en 2.2.20 resultan positivos. Esto
también puede observarse por el teorema de ceros y polos, ya que por ser p un valor
regular de f | la multiplicidad de cada cero de f —p es 1.

COROLARIO 28. Sean D C R™ un abierto acotado, f € C’(D,R”) NCY(D,R") y
p & f(OD). Entonces d[f, D,p| es un entero.

DEMOSTRACION. Por el lema 10, d[f, D, -] es constante en cada componente conexa
del abierto R™\ f (0D). Por el Teorema de Sard, toda componente conexa de dicho abierto
contiene algtun valor regular de f, ya que es abierta en R". Entonces, por la proposicion
26 d[f,D,-] da un valor entero en cada punto de R™\ f (9D). O



36 2. EL GRADO DE BROUWER.

COROLARIO 29. Sean D C R™ un abierto acotado, f € C(D,R") yp ¢ f (D).

Entonces d[f, D, p| es un entero.

DEMOSTRACION. Es claro por la definicién 15. U

2.3. Unicidad del grado.
Sea ahora
d: {(f,D,p) : D C R"abiertoacotado, f € C (D,R") ,pER™\ f (8D)} — 7

una funciéon que verifica las tres propiedades principales del grado de Brouwer dadas en
el teorema 2.1. Veremos que esta funciéon es tnica. Nuestra estrategia puede dividirse
en dos partes: primero demostrar la unicidad de d para valores regulares de funciones
C', y luego demostrar que tal unicidad es suficiente. El primer objetivo se alcanzara al
probar un enunciado similar al de la proposicion 26. Lograremos nuestro segundo objetivo
usando dicho enunciado, el teorema de Sard, la observaciéon 32 y la proposicion 33. En esta
seccion se pondré de manifiesto el hecho de que la propiedad de invariancia homotoépica
que usamos es muy fuerte, ya que interviene de manera fundamental en casi todas las
demostraciones.

Comenzamos con algunas propiedades, derivadas de las principales, que nos serviran
para conseguir nuestros dos objetivos.

PROPOSICION 30. Se satisfacen:

1. (NULIDAD) Para todo p € R™ se satisface d[f, D, p] = 0.

2. (BESCISION) Sip & f (D \ Dy), entonces d[f, D,p] = d|[f, D,p.

3. (SOLUCION) Sip ¢ f (D), entonces d[f, D, p] = 0.

4. (TRASLACION) Sip ¢ f(0D), entonces d[f,D,p] =d[f — p, D,0].
DEMOSTRACION. 1. Basta tomar D = () en la propiedad de aditividad.
2. Basta tomar Dy = () en la propiedad de aditividad y usar la propiedad de nulidad.
3. Basta tomar D; = () en la propiedad de escision y usar la propiedad de nulidad.
4. Consideramos la homotopia H € C (D x [0, 1] ,R”) definida por

H (2,t) = f (2) — tp
y la funcion y € C ([0, 1], R™) definida por
y () =1 —=1)p.

Se tiene que Hy = f , Hy = f —p, y(0) = pey(1) = 0. Ademés, si (x,t) € 9D x [0, 1],
entonces
H(z,t)—y(t)=f(z) —p#0,

y por lo tanto y () ¢ H; (0D). Asi, por la invariancia homotopica tenemos el resultado. [
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En la demostracion de la propiedad de traslacion podemos ver el principio de lo que
serd un esquema frecuente de procedimiento para demostrar proposiciones mediante el
uso del grado de Brouwer. Esto es: probar una o varias igualdades de grados mediante
la seleccion de funciones H e y adecuadas. En general, las igualdades de grados a probar
estaran relacionadas con nuestro problema a través de otras propiedades del grado, sean
éstas principales o derivadas. Por ejemplo, veamos que la aplicacion d [f, D, -] es localmente

constante.

PROPOSICION 31. Sip e R™\ f(9D), ¢ € R" y ||p — q|| < 3dist (p, f (OD)), entonces
dlf,D,pl =d[f,D,q].

DEMOSTRACION. Tomamos la homotopia H € C (D x [0,1] ,R”) definida por
H(z,t) = f(x)
y la curva y € C ([0, 1] ,R"™) definida por
y(t) =tlq—p)+p

Tenemos entonces que y (0) =p, y(1) =qy Hy= H, = f.
Sea ahora (x,t) € 9D x [0, 1]. Entonces,

1H (z,8) =y @) = lf (2) —=p = tlg = p)l| = [If () = pll = llg — pll >
1 1
> §di5t (p, f(OD)) — Zdist (p, f(OD)) > 0.
Por lo tanto, y (t) ¢ H; (0D), y el resultado se sigue de la invariancia homotopica. O

Razonando como hicimos en otras oportunidades, es claro que se cumple el siguiente

hecho, que vimos como una propiedad derivada del grado de Brouwer.

OBSERVACION 32. La aplicacion d[f, D, -] es constante en cada componente conexa
de R™\ f(9D).

Otra propiedad conocida del grado, que no resulta obvia de nuestra definicion, es que
si dos funciones coinciden en el borde de dD, entonces tienen el mismo grado. Este hecho
lo mencionamos en la seccion 1.4, y parece razonable si se tiene en cuenta que la integral
de Kronecker se realiza sobre 0D. La siguiente proposiciéon aporta una cota y la propiedad
mencionada resulta inmediata a partir de ella.

PROPOSICION 33. Si f,g € C (D,R"), pe R"\ f(dD) y

If = gll2” < dist (f (9D),p),

entonces

dlf,D,pl =dlg,D,pl.
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DEMOSTRACION. Tomamos algin § € (0,1) tal que

If — gll22 < ddist (f (9D, p)).

Sea la homotopia H € C' (D x [0, 1] ,R”) definida por

H(z,t)=(1—-1t)f(z)+tg(x).

Ahora, para (z,t) € 9D x [0, 1] tenemos
1H (z,t) = pll = [If (x) —p+t(g (x) = f(x)]| =

> |f (@) =pll = tllg(x) — f (@)l = (L —td) dist (f (9D, p)) > 0.
Entonces, como Hy = fy Hy = g, vale d[f, D,p| = d|g, D, p. O

OBSERVACION 34. Si f,g € C(D,R"), p € R"\ f(0D) y flyp = 9lsp, entonces
d[f,D,p] = dlg,D,pl.

Recordamos que de la proposicion 22 y la observacion 23 se deduce la siguiente pro-

piedad de aditividad generalizada.

PROPOSICION 35. Sea D C R™ un abierto acotado, D1, D>,...,D,, C D abiertos

mutuamente disjuntos y f € C (D,R“). Sipé¢ f (D\ U Dj> , entonces
j=1

m

(23.1) d[f, D, p)=> dIf,Djpl.
j=1

A partir de esta propiedad nos dirigiremos hacia nuestro primer objetivo, pero antes
necesitamos saber como es el grado de los isomorfismos lineales. Ello se debe a que,
en cierta forma, para abiertos D; suficientemente pequenos, reduciremos el célculo de
d[f,Dj,p] al caso lineal. Méas especificamente, pasaremos a considerar la aproximacion
lineal de f alrededor de un punto, como luego veremos en detalle.

Ante todo, estudiaremos el caso de un isomorfismo lineal en el origen. Primero ve-
remos dos resultados acerca de equivalencia homotoépica entre matrices no singulares. Si
mi,...,m, € R, notaremos diag (m1,...,m,) a la matriz diagonal cuya diagonal consta
de tales nimeros en el mismo orden. Si Ay,..., A; son matrices cuadradas, notaremos
blog (Ay, ..., Ax) a la matriz por bloques A;,..., Ax. Si A, B € C'(R",R") son lineales
no singulares, escribiremos A = B si existe una homotopia H € C' (R™ x [0, 1],R") tal
que para todo t € [0,1] vale det H; # 0. En esta seccion a menudo identificaremos los
endomorfismos lineales de R™ con su correspondiente matriz en la base canénica de dicho

espacio.
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2 2 _

LEMA 36. Simq,...,m, € R son tales que m{ = --- = m; =1, entonces

diag (mq,...,my) = diag(my...my,1,...,1).

DEMOSTRACION. Procederemos por induccién en n. El caso n = 1 es obvio.
El caso n = 2 se deduce de que blog (+1,1) = blog (¥1,—1) a través de la homotopia

dada por
+coswt Fsinwt

H t = .
sin 7wt cos Tt

Ahora suponemos valido el resultado para algin n > 2 y vemos que vale para n + 1. En

efecto, sean my, ..., m, 1 € R tales que m? = --- = m%H = 1. Usando el cason =2 y la

hipotesis inductiva escribimos

dZCLg (mh s Jmn+1) = bqu (dzag (m17 s 7mn71) 7dia‘g (mn7 mn+1>> =

= blog (diag (mq,...,my_1),diag (mymp4q1,1)) =

1%

= bloq (diag (my, ..., Mp_1,MyMpy1),diag (1))
= blog (diag (my ... myyq,1,...,1)  diag (1)) = diag (mq ... My, 1,...,1).

LEMA 37. Si A € R™™ es no singular, entonces A = diag (signdet A, 1,...1).

DEMOSTRACION. Veamos primero que multiplicar una columna por una constante
positiva y sumar columnas preserva la pertenencia a una clase homotoépica de matrices
no singulares, y por lo tanto (por continuidad) no se modifica el signo del determinante
al aplicar de manera sucesiva estas operaciones.

En efecto, sean A = (C4,...,C,) € R y A > 0. Tomando, para t € [0,1] y
1<i<j<m,

Hi(t)=(C,...,(M+(1—-1))Cj,...,Ch),

Gij:(Cl,---,Ci,u-,tci“‘cj,---,cn)

Ll]:(clﬁ7tCZ+C]aac7,770n)7

y aplicando las propiedades del determinante, resulta que
A= (Ch,...,0C4, ..., Ch),
A= (Cy,...,C...,Ci+Cy, ..., C)

A (Ch,....Ci+Ch . Cie . C).
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Entonces existen my,...,m, € Rtalesque mi=---=m2 =1y
A= diag (mq,...,my,).
Ahora, por el lema 36 vale

A= diag(my...my,1,...,1).
Dado que el signo del determinante se mantiene, tenemos que my ...m,, = signdet A. [
El siguiente resultado fundamental es la herramienta que nos faltaba para alcanzar

nuestro primer objetivo. Este enunciado es evidente si se tiene en cuenta la descripciéon

de grado de Brouwer para valores regulares dada en la proposicion 26.

PROPOSICION 38. St A : R" — R"™ es lineal no singular y D es un entorno abierto y
acotado de 0, entonces d[A, D, 0] = sign det A.
DEMOSTRACION. Por el lema 37
d[A, D,0] = d[diag (signdet A, 1,...1),D,0],

y por la propiedad de escision este niimero no depende del entorno D.
Si signdet A = 1, entonces por la propiedad de normalidad d [A, D, 0] = 1.

Supongamos ahora que signdet A = —1 y veamos que
d[diag (—1,1,...,1),D,0] = —1.

Definimos los abiertos

Ul = (_17 1)71 s
Uy = (1,3) x (=1, )"

U=(-1,3)x (-1,1)"".
Entonces tenemos que Uy, Uy C Uy Uy NUy = 0. Sean My, M, : R x R*™! — R” las

aplicaciones dadas por
M1 (1‘175}) = (|$1 — ]_| — 1,%)

MQ (Il,fi) = (1,@') s

respectivamente. Tomamos la homotopia H : U x [0, 1] — R™ dada por

Entonces, Hy = M, y H, = M,.
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Veamos que esta homotopia es valida para U y 0. Para ello usamos el hecho de que
U =0 ((-1,3) x (=1,1)" ) = ({-1,3} x [-1,1]" ) U ([-1,3] x 2 ([-1,1]" "))

A partir de esta igualdad analizamos las posibilidades para ¢t € [0,1] y (z1,2) € OU.
Para (z,%) € {—1,3} x [=1,1]"" tenemos

H(z1,2,t) =t(lz1 — 1 —1,2)+ (1 —¢t)(1,%) = (1,%) #0.
Para (v,7) € [-1,3] x 0 ([-1,1]""") tenemos
H(zy,Z,t)=t(le1 =1 —-1,2)+(1-t)(1,2) = (t(Jar — 1] = 1)+ (1 —t),2) #0.

Entonces, H es valida y por lo tanto d [My, U, 0] = d [My, U, 0]. Pero, por la propiedad
de solucion, vale d [Ms, U, 0] = 0. Asi, resulta d [My,U, 0] = 0. Ahora, como

M;(0) = {(0,0),(2,0)} S Uy U U,
aplicando la aditividad escribimos
0=d[M,U,0] =d[M;,U,0]+d[M;,Us0].
Como M|y = diag (=1,1,...,1)y Mg, = Idg: — (2,0), vale
d[diag (—1,1,...,1),U;,0] = d[M,,U;,0] =
= —d[My,Us,,0] = —d[ldg~ — (2,0),Us,0].

Ahora, como (2,0) € Us, aplicando las propiedades de traslacion y normalidad obtenemos
d[diag (—1,1,...,1),U1,0] = —=d [Idgn — (2,0),Us,0] = —d [Idgn, Us, (2,0)] = —1.

Observamos que el hecho de que d[M;,U;,0] = 1y d[M;,Us,0] = —1 es en cierta
forma intuitivo, si tenemos en cuenta la definicion de la funciéon M; y recordamos el
comportamiento del grado de Brouwer con respecto a los valores regulares dado por el

teorema 26. O

Llegamos ahora a la proposiciéon que establece la igualdad de la funcion d con el grado
de Brouwer en el caso especial de un valor regular de una funciéon C'. Dicha igualdad
resulta clara por la proposicion 26. Pero principalmente, queda establecida la unicidad
de d en el caso especial mencionado, que es nuestro primer objetivo. Como habiamos
dicho, la idea de la demostracion es usar la aditividad extendida para descomponer el
grado en una suma de grados respecto a abiertos mas pequenos, y en cada uno de esos
abiertos reducir la situacion al caso lineal, usando la aproximaciéon de primer orden de f.

Lo primero es posible por la aditividad y por tratarse de un valor regular, cosa que ademas
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permite tomar los abiertos de manera que f restringida a cada uno sea un difeomorfismo.

Lo segundo podemos hacerlo aplicando esto tltimo y otras propiedades del grado .

PROPOSICION 39. Sean D C R™ un abierto acotado, f € C (D,R”) NCY(D,R") y
p € R"\ f(0D) un valor regular de f. Se verifica

d[f,D,p] = Z szgn (Jr (g

gef~1

DEMOSTRACION. Si f~! (p) = 0, por la propiedad de solucion vale

d[f,D,p] =0.
Ahora supongamos que f~! (p) # (). Por la aditividad extendida vale
(2.3.2) d[f,D,p] = Z d[f, Uy 1],
qeft

donde si q1,q2 € f~! (p) son distintos, entonces Uq1 y U,, son abiertos disjuntos de D.
Sea ¢ € f~!(p). Por la diferenciabilidad de f tenemos

(2.3.3) f@)=Vf(g)(x—q)+ f(q)+w,(x) =Vf(g)(r—q) +p+w,(x),

donde w, es continua tal que hmH a(@ fl 0.
T—rq

Como p es valor regular de f, existe ¢ > 0 tal que para todo = € R™\ {0} vale
IVf(q) - zll > cll]].
Ademas, elegimos U, de manera que en todo = € Uq vale
c
lwg ()1 < 5 llz = qll -

Ahora tratamos de reducir d[f,U,, p| al caso lineal, usando la aproximaciéon de primer
orden de f alrededor de ¢q. Tomamos la homotopia H € C (Uq x [0, 1] ,]R") dada por

H(z,t) =1 =1)(f(z) =p) +tV[(q) (x = q) +p.

Si (x,t) € OU, x [0, 1], entonces por la ecuacion 2.3.3 escribimos

I (z,t) = pll = [[(1 =) (V£ (q) (x = q) + wq () + TV f (q) (x — q)|| =

c
= Vg (@ —q)+ 1 =t)wy ()] > cllz —gll = (1 =) [lwg (@)[| > 5 [lz = ql| > 0.
Asi, aplicando la invariancia homotoépica y la traslacién obtenemos

(2.3.4) d[f,Uy,p| =d[Hy, Uy p| = d[Hy, Uy, p| =

:d[vf(Q)( _Q)+anq7 ]_d[vf(Q><'_Q)7Uq70]'
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Ahora necesitamos cambiar V f (¢) (- — ¢) por la matriz V f (¢). Consideremos r > 0

tal que U, C B (0,r). Sea la homotopia G € C (B (0,7) x [0, 1] ,R”) definida por
G (z,t) =Vf(q) (z —tq).
Entonces, para (z,t) € 0B (0,7) x [0, 1] tenemos
Gz, t)=0<=Vf(¢)(x —tq) =0<=ax=tqg=x € B(0,r),
y lo ultimo es falso. Por lo tanto, esta homotopia es vélida y tenemos
(2.3.5) d[Vfg)(-—q), Uy 00 =d[Vf(g) (- —q),B(0,r),0] =
=d|[G1,B(0,7),0] =d[Gy,B(0,7),0] =d[Vf(q),B(0,7),0].
Pero como p es valor regular de f, det V f (q) # 0, y por la proposicion 38
(2.3.6) d[Vf(q),B(0,7),0] =signdet Vf (q) = sign(Js(q)).
Entonces, por las ecuaciones 2.3.4, 2.3.5 y 2.3.6 tenemos
d[f,Uq,p] = sign (Jy (q)) .
lo que junto con la ecuaciéon 2.3.2 termina de probar el resultado. 0

A continuaciéon demostraremos la unicidad de la funcion d. Esto constituye nuestro
segundo objetivo. Si f € C (D, R") y p € R\ f(9D), por el teorema de aproximacion
de Weierstrak consideramos una funcién g € C' (D, R”) NC' (D, R"™) tal que

If = gll2 < dist (f (9D) ,p).

Asi, por la proposicion 33 tenemos que

d[f,D,p]=dlg,D,p].

Ahora, por el teorema de Sard, podemos elegir un valor regular ¢ de g que pertenece a la

misma componente conexa de R"\ g (0D) que p. Por la observaciéon 32 se verifica que

dlg,D,p| =dl[g,D,q].

Pero por la proposicion 39 el valor d [g, D, g| esta univocamente determinado. Esto termina

de probar la unicidad de la funcién d.

2.4. Generalizacién a espacios vectoriales de dimensioén finita.

Mas adelante abordaremos resultados para cuyo tratamiento es conveniente contar con
un poco més de generalidad en la nocién de grado. La primera y mas natural generalizacion
es a espacios vectoriales de dimension finita. Para ello nos inspiraremos en la idea de carta

global de coordenadas, presente en la geometria diferencial. Pero sélo necesitamos ver
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como afecta al grado la composicion con isomorfismos lineales. El siguiente lema ilustra

esta situacion.

LEMA 40. Sean D C R"™ abierto acotado, g : D — R"™ continua, p € R"\ Ao g(dD) y

A, B : R" — R" isomorfismos lineales. Entonces

d[AogoB, B (D),p] = sign(det (AB))d [g, D, A~" (p)] .

DEMOSTRACION. La aplicacion f = Ao go B es continua en B! (D) = B~ (D)
yvp ¢ f(OB™1 (D)) = f(B~1(0D)), lo que es equivalente a que A~!(p) ¢ ¢g(dD). En
consecuencia, los grados d[Aogo B,B™* (D) ,p|y d[g, D, A~! (p)] estan definidos.

Por la definiciéon de grado de Brouwer para funciones continuas, el teorema de Sard y
la proposiciéon 26, podemos asumir sin pérdida de generalidad que g € C (D) NCY(D)y

que p es un valor regular de Ao go B, y escribir:

d[AogoB,B"(D),p| = Z sign Jaogon () =

ze(AogoB) 1 (p)

= Z sign (det A J, (Bz) det B) = sign det AB Z sign J, (y) =
z€(AogoB) " L(p) yeg—1(A-1p)
= (sign det AB) d [g,D, A" (p)] .
U

Ahora damos una primera generalizacion del grado de Brouwer. Las cartas globales se

corresponderian con los isomorfismos g y h que figuran en el enunciado.

DEFINICION 41. Sean X, Y dos espacios vectoriales topolégicos de dimension n. Sean
g: X > R"y h:Y — R" dos isomorfismos lineales. Sean D C X abierto acotado,
f:D =Y continuayp €Y\ f(0D). Llamando p, y uy, a las orientaciones inducidas

por gy hen X e Y, respectivamente, definimos:

d[f,D,p, g, ) =d[go foh™ h(D),g(p)].

El segundo miembro de la igualdad est4 definido porque I = go f o h™! es continua en
h(D)=h(D)y g(p)¢1(0h(D))=go f(ID) equivale a p ¢ f (D).

Esta definicion depende solo de las orientaciones inducidas por g y h. En efecto, sean
G:X - R"yh:Y — R" dos isomorfismos lineales que inducen las mismas orientaciones

que g y h, respectivamente. Sean i = hoh™t y j = go g '. Escribimos:
(241)  d[gofon ™ h(D),g)] =d|j o (30 0k ™) 0ih(D),g(p)| =

—dfi o (goroh)oii (D) .0 ()]
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y por el lema 40,
(24.2) ali o (gofoh)oii™ (h(D)) . @0)] =

= sign (det j~'i) d [g ofoh ' h(D),§ (p)] :
Ahora, j7'i = (gog 1) o (ﬁ o h*1>, y como las orientaciones inducidas son las mismas,
sign (det j7') =1, con lo que se tiene
dlgofoh™ h(D).g(p)] =d|gofoh™ h(D).d(p)|.

A partir de esto definiremos el grado de Brouwer en un espacio vectorial topologico

de dimension finita.

DEFINICION 42. Sean X un espacio lineal topolégico de dimensiéon finita, D C X
abierto y acotado, f : D — X continuay p € X \ f(dD). El grado de Brouwer se define

Ccomo
d[f,D,pl =d[ho foh " h(D), h(p)],

donde h : X — R"™ es un isomorfismo lineal.

Esta definiciéon es un caso particular de la definicion anterior, en la forma

d[f>D7p] :d[faDapmuhﬁth]a

por lo que en principio s6lo depende de pj. Mas atin, si se considera otro isomorfismo
lineal 7 : X — R", poniendo ¢ = h y § = h en las ecuaciones 2.4.1 y 2.4.2, dado que
jli = (h o ff1> o (ﬁ o h*1> = Idgn, se tiene

d[hofoh™ h(D),h(p)] =d [Bofoﬁ—l,ﬁ(z)),h(p) .
Por lo tanto, la definicién no depende de h.

OBSERVACION. Puede probarse que este grado verifica propiedades analogas al grado

de Brouwer en R™.

Veremos a continuacién una propiedad que es importante por tratar el grado en el

caso de la intersecciéon con un subespacio de menor dimension.

PROPOSICION 43. (FORMULA DE REDUCCION) Sean X un espacio vectorial topoldgico
de dimension finita, Y C X un subespacio de X tal que 1 < dimY < dimX, D C X
abierto y acotado, f: D —'Y continua yp € Y \ (Idx — f) (0D). Se verifica:

DEMOSTRACION. Llamemos g = Idx — f. Sean m = dimY < dim X = n. Extendien-

do una base de Y a una base de X podemos definir isomorfismos lineales s : X — R" y
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r:Y — R™ tales que s|y =7 X ¢g, donde ¢y : R"™™ — R"™™ es la funcién nula. Quedan
asi, X identificado con R™ e Y identificado con R™ y R™ x {0}"™. Por las definiciones

recién vistas podemos escribir

(2.4.3) dlg,D,p] =d [Sgs_l, s(D),s (p)}
Yy
(2.4.4) dlgly . DNY,pl=d[rglyr ", r(DNY),r(p)].

Llamando § = sgs™'y f = sfs!, tenemos § = I,, — f. Sean también f =rflyrty
g=rglyr ' =1, — f. Ahora, si (z,0) € s(DNY)=7r(DNY) x {0}" ™, entonces

§(2.0) = (L= f) (2,0) = (2,0) = f (2,0) = (2,0) = sfs7" (,0) =

= (2,0) — s|y s (x,0) = (2,0) — (r x ) fs~ ' (2,0) =

= (z,0) — (rfs_l (x,0) ,O) = (:E —rfs'(z,0) ,0) =
= (x—rf|yr_1 (x),O) = (x—f(x),O).
Por lo tanto, si (x,0) € 7 (DNY) x {0}"™, valen

(1) 0= (10 1) 1.1
y

(2.4.5) F(2,0) = (f (z,0) ,o) .

Ahora, por la definicién de grado de Brouwer y el teorema de aproximacion de Weierstrafs

podemos asumir que
fecC(s(D)R)NC (s (D), R,
por lo que
fec <r(DﬂY),Rm> NC (r(DNY),R™),

ya que valen

r(DNY)x{0}" " =s(DNY)=s(D)n (R™ x {0}"™),

r(DNY)x{0}""=s(DNY)=s(D)N (R™ x {0}"™)
y la igualdad 2.4.5.
Entonces, si (2,0) € r (DNY) x {0}"™™, tenemos
ofi

b= (3],) #
Va0 = | "\l \®leo) g
g\, = =nj=m ) 1<i<m;m+1<5j<n )
0 [nfm
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y asi

of;
8&b

(2.4.6) J5 (z,0) =det |1, — <

) = Jy(x).
x/ 1<i,5<m

Por lo tanto, (y,0) € R™x {0}"™ es un valor regular de g si y solo si y es un valor regular
de g. Asi, por el teorema de Sard y el lema 20 podemos asumir que s (p) = (r(p),0) =

(y,0) es valor regular de g, lo que equivale a que y = r (p) es valor regular de g. Ahora,
teniendo en cuenta las ecuaciones 2.4.3, 2.4.6 y 2.4.4, escribimos

dlg,D,pl =d[g,s(D),(y,0]= > signJ;(z,0)=

(z,00€51(y,0)

1

= sign Jy (x) =d[g,r (DNY),yl =d[gly,.DNY,p|.
(v)

TEGT






Capitulo 3

Problemas en dimension finita.

3.1. Introduccién.

En este capitulo veremos dos tipos de problemas no lineales abstractos en el contexto
de dimension finita. En las dos secciones que siguen, con ayuda del grado de Brouwer,
daremos condiciones para la existencia de soluciones de estos problemas. Los ejemplos
concretos y aplicaciones se desarrollaran en el siguiente capitulo. Si bien nosotros tratamos
el caso de dimensién finita, existe también un a versiéon para dimension infinita, que se
aplica a ecuaciones diferenciales.

Los problemas abstractos que queremos estudiar corresponden a ecuaciones de la forma
Lz =A(x),

donde L y A son operadores en un espacio vectorial real topologico de dimensién finita
adecuado, L es lineal y A es no lineal y continuo. El problema se llamara no resonante si

L es inversible, lo que permite plantearlo como un problema de punto fijo equivalente:
r=L"1A().

Si L no es inversible, diremos que el problema es resonante. Como la dimensioén es finita,
este caso equivale a que el nicleo de L no es trivial.

El nombre de resonante se debe a una analogia con la excitaciéon de los modos normales
de oscilacion de un sistema fisico. Vagamente hablando, si L correspondiera a un sistema
capaz de oscilar y A fuera un término forzante (una fuerza externa), cada modo normal
de oscilacion, que es un generador “especial” del nicleo de L, podria ser excitado por un A
adecuado. Tal A adecuado podria ser, por ejemplo, una fuerza oscilando a una frecuencia
suficientemente cercana a la frecuencia de resonancia del modo normal a excitar.

Cabe destacar que, para poder asegurar existencia de soluciones, el caso resonante

requiere mas condiciones que el no resonante, por lo que sera abordado en segundo lugar.

3.2. El problema no resonante.

DEFINICION 44. Sean X un espacio vectorial real topoldgico de dimension finita,
L : X — X un isomorfismo lineal y A : X — X una aplicaciéon continua. En este

49
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contexto, llamamos problema no resonante a la ecuacion
Lx = Ax.

El siguiente es el primer resultado de existencia, ampliamente aplicado y de simple
demostracion. Notese que se aplica, ademas de las propiedades del grado, el lema que

establece el grado de un isomorfismo lineal en el origen.

TEOREMA 45. Sean X un espacio vectorial topolégico de dimension finita, L : X — X
un isomorfismo lineal y A : X — X wuna aplicacion continua y acotada. Si, para alguna
norma || || en X, llamamos

v = min1 |Lz| > 0,

llzll=

A
entonces para todo r > 14l

d[L — A,B(0,r),0] = sign det L = £1.
En particular, el problema no resonante

Lx = Az

: . A
tiene al menos una solucion en B (0, H J“’)

DEMOSTRACION. Basta suponer que A es no nula. Definimos la homotopia
H:X x[0,1] - X dada por
H (z,t) = Lz — tAx.
Entonces H es continua, Hy = L y H; = L — A. Veamos que esta homotopia es valida.

En efecto, si ||z|| > 0, entonces

H(z,t)=0= Lr = tAz = |jz| v < ||z| HLH‘”—HH -
s

1Al
= 2zl = tlAzl < tAlloo < [ Alloe = ll2ll < ===,

HAWHOO’ t€[0,1] y x € 9B(0,r), vale H (x,t) # 0. Entonces H

es valida para, con ayuda de la proposicion 38, afirmar

Por lo tanto, para r >

(VT> %) d[L—A,B(0,r),00=d[L,B(0,7),0] = sign det L = £1.
Y

, ) . A
Ademas, por la propiedad de solucién, si r > %, entonces el problema no resonante

tiene al menos una solucion en B (0, 7). Por lo tanto, dicho problema tiene al menos una

solucién en B (O, %) O
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3.3. El problema resonante.

DEFINICION 46. Sean X un espacio vectorial real topologico de dimensiéon finita,
L : X — X un morfismo lineal no inversible y A : X — X una aplicacién continua.

Llamamos problema resonante a la ecuacion

(3.3.1) Lz = Ax.

OBSERVACION 47. (REDUCCION DE LYAPUNOV-SCHMIDT) En el contexto de la defi-
niciéon anterior haremos algunas consideraciones para, bajo ciertas condiciones, aplicar el
grado de Brouwer al problema resonante.

Sea P : X — ker L una proyecciéon a ker L. Se tiene que

X=kerL@kerP=1ImL®W,
donde W es algtn subespacio de X. Sea también () : X — W la proyeccion a W tal que

ker QQ = ImL.

Entonces,
dimker L = codim ImL = dim W = dim ImQ@),

dim ImL = dim ker P.

Como ademéas X = ker L @ ker P, L|, p : ker P — I'mL es un monomorfismo entre
dos espacios de igual dimension finita, y por ende es un isomorfismo. Podemos, entonces,
considerar dos isomorfismos lineales K : ImL — ker Py J : Im(@) — ker L, donde K es

inversa de L|, p : ker P — ImL. Esto se completa con la siguiente proposicion.
PROPOSICION 48. Bajo las condiciones de la observacion 47, la ecuacion 3.5.1 equivale

a la ecuacion

(3.3.2) r=Pr+ JQAx+ K (I — Q) Ax.

DEMOSTRACION. Si Lx = Az, aplicando () tenemos que QAx = QLx = 0, y por lo

tanto
Lz = Az — QAx = (I — Q) Az € ImL,

y como K es inversa de L|,_ p : ker P — ImL, vale
Lz =LK (I — Q) Ax.
Ahora, por definicion de P, Lz = L (x — Pzx), por lo que
L(x— Pz)=LK (I —Q) Ax.
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Entonces, como v — Pz y K (I — Q) Ax pertenecen a ker Py L|, p : ker P — ImL es

isomorfismo, podemos escribir
x—Pr=K(I—Q) Az,
y dado que QAz = 0, tenemos
r— Pr=JQAx+ K (I — Q) Ax,

que equivale a la ecuacion 3.3.2.

Supongamos ahora la verdad de 3.3.2. Esto implica que
0=Pr—z+ JQAx + K (I — Q) Ax,
donde Pr —z € ker P, JQAz € ker Ly K (I — Q) Az € K (ker Q) = K (ImL) = ker P.

Entonces,

JQAx =0,
con lo que QAz =0y
0=Pr—zx+K(({—-Q)Ar = Pr — o+ KAx.
Asi, puesto que
(3.3.3) r— Pr= KAz

y Az = (I — Q) Az € ker @Q = ImL, aplicando L a ambos miembros de 3.3.3 tenemos la

ecuacion 3.3.1. 0
Ahora veremos el resultado principal de esta seccion.

TEOREMA 49. En el contexto de la observacion 47, st D C X es un abierto acotado y
1. Lz # tAx para todo (z,t) € 0D x (0,1]
2. QAx # 0 para todo x € ker LN OD
3. d[JQA,D nkerL,0] #0,

entonces el problema resonante
Lx = Ax

tiene al menos una solucion en D.
DEMOSTRACION. Consideramos la homotopia H : D x [0,1] — X definida por
(3.3.4) H(z,t) =2 — [Px+ JQAx +tK (I — Q) Az].

Veamos la validez de H.

Supongamos primero que t # 0y H (z,t) = 0. Entonces aplicando P a 3.3.4 tenemos
0=P(x— Px)+ PJQAx+tPK (I — Q) Az = PJQAx = JQAx,
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con lo que
QAx =0,
y por lo tanto 3.3.4 puede escribirse:
(3.3.5) x— Px =tKAx.
Ahora, aplicando L a 3.3.5 tenemos
Lz =tAx,

y por lo tanto, debido a la condicion 1 de la hipotesis, ¢ dD. Luego, podemos afirmar
x € 0D x (0,1 = H (z,t) # 0.
Ahora supongamos que 0 = H (x,0). Por 3.3.4 tenemos
0=xz— Pxr— JQAx,

y como X = ker L @ ker P, JQAx € ker L y J es isomorfismo, tenemos que xr = Px y
QAx = 0. Por lo tanto,
x € ker L, QAx = 0,

con lo que, debido a la condicion 2 de la hipotesis resulta que x ¢ 9D. Luego, tenemos
(3.3.6) x € 0D = H (x,0) # 0.
Esto termina de probar que H es una homotopia valida para escribir
d[I — [P+ JQA+ K (I —-Q)A],D,0] =d[Hy,D,0] =
=d[Hy,D,0] =d[l — (P+ JQA),D,0].

Por lo tanto, por la proposicion 48, la propiedad de soluciéon y la invariancia homotopica,

basta probar que
(3.3.7) d[I — (P+ JQA),D,0] #0.

Veamos la verdad de 3.3.7. Por 3.3.6 tenemos que 0 ¢ [ — (P + JQA) (0D). Aplicando
la condicion 3 de la hipdtesis, luego de la formula de reducciéon probada en la proposicion
43 (con Y =ker L, f = (P+ JQA) y p=0) y el lema 40, escribimos

dlI —(P+JQA),D,0)=d[[l — (P+ JQA)||\e, , D Nker L,0] =

= d[-JQA|,,,,DNker L,0] = (=1)"™ " " d[JQA|,.,, , D Nker L,0] # 0,

lo que prueba 3.3.7. l






Capitulo 4

Una aplicacién: ecuaciones en diferencias finitas de segundo

orden.

4.1. Introduccidn.

En este capitulo aplicamos las propiedades del grado de Brouwer y los resultados
dados en el anterior (sobre los problemas resonante y no resonante) a las ecuaciones
de segundo orden en diferencias finitas. El presente capitulo contiene algunas nociones
tipicas de la teoria de diferencias finitas, pero abordadas con el enfoque de operadores en
espacios lineales. Ello se debe a que nuestra intencion ha sido manifestar con claridad la
metodologia abstracta relacionada con el grado de Brouwer. Asimismo, aparecen algunas

nociones y problemas concretos que poseen analogo en la teorfa de ecuaciones diferenciales.

4.2. Planteo del problema.

Para un enteron > 2y x = (xg,- -+ , 2,) € R""! definimos la segunda diferencia finita
T:R*™ — R T = (A%, -+, A%z, _5) € R mediante

(4.2.1) T2 = N2 1 = Ty — 2T + Ty (1<m<n—1).

Para funciones continuas f,, : R"™' — R (1 <m < n — 1), consideramos el problema de
Dirichlet

(4.2.2) AN 1= fn (20, ,2), 1<m<n—1), 20=0=ux,.
Definimos el espacio lineal

Vit={z eR" igp=0=1ua,} ~R",
donde la identificacién se hace en la forma

x= (0,21, ,Tp_1,0) = (T1, -+ ,Tp_1).

Ahora, teniendo en cuenta esta identificacion, podemos pensar la segunda diferencia finita

como la transformacion lineal L : R"~! — R"~! dada por
(4.2.3) Lr=T (0,21, -+ ,2,-1,0),

es decir,
(Lz), = =21 + 22,
55
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(Lz),, = Tmi1 — 2Tm + Tmo1 (2<m <n—1),

(LI)n_l = —2r,_1 + Tpn—2,

y tiene la matriz simétrica

[—2 1 0 0|
1 -2 1 0
L]0 1
1 0
0 0 1 -2 1
K 0 1 -2

También definimos la aplicacién continua F' : R*~! — R"~! mediante
Fo(z)=fm (0,21, ,2,-1,0) (1<m<n-—1).
Ahora el problema dado en 4.2.2 puede escribirse:

(4.2.4) Lr=Fz (z= (1, ,2,01) ER").

4.3. Espectro de la parte lineal.

Como también sucede en la teoria de ecuaciones diferenciales, al abordar un problema
como 4.2.4 es conveniente conocer los autovalores y los autovectores de la parte lineal L.
Teniendo en cuenta las identificaciones hechas en la seccidén anterior observamos que

el problema de autovalores de Dirichlet
(4.3.1) Ny 1=, 1<m<n—1), 29=0=m,,
donde X\ € R, es equivalente al problema de autovalores en R"~!
Le =Xz, (z= (21, ,2p_1) ER"),
que en R"*! podemos escribir
Tr=\x, o =0=z,,

donde sin identificar ponemos x = (zg,- - ,2,) y T = (21, -+ ,x,_1). Observamos, usando

esta ultima notacion, que si xo = 0 = x,,, entonces

Ty =LzZ.
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Si para 0 € R tomamos el vector z (6) = (2 (0),- - , 2z, (8)) dado por
Zm (0) =™ (0<m <n),

entonces, para 1 < m < n — 1, y extendemos T a un operador T : C**! — C"~! con la

misma féormula, tenemos

= ei(m+1)0 _ 2eim9 + ei(mfl)e _

Tz (), = A%z (0)

_ eimQ (eiﬂ — 24 €_i0) =z (Q)mQ (COSQ — 1) .

Por lo tanto,

—_—

Tz(0)=2(cosf —1)z(0).

Entonces, si definimos
z(0) — z(-0)

— RnJrl
s(0) — € ,
tenemos
Ts(6) =2(cosh —1)s(6),
con
s(0),, =sinmf (0 <m <n),
s(0),=0 (8 eR)
y

S(Q)n:SinTLQ:O@@:%, ke Z.

Ahora podemos escribir los autovectores de L en la forma

e~

k
<pk:3<—7r), 1<k<n-—1,
n
o bien,
k
gpﬁlzsinm 7T, 1<km<n-—1.

km

En efecto, dado que s (7) € V, por las consideraciones anteriores tenemos

Ly* = Ls (kl> =Ts (kl) :2<cosk1—1>s(kl) =
n n n n
km &
=2 6087—1 " (1<k<n-1).

Por lo tanto, para 1 < k <n — 1, ©* es autovector de L con autovalor

k k
A =2 (cos—7T — 1) = —4sin? "
n 2n
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Ademas, por tratarse de los autovectores de n — 1 autovalores distintos de L, que es un
operador simétrico, el conjunto ¢ = {gpk 1<k<n-— 1} es una base ortogonal de R" 1.
No obstante, observamos que ® no es ortonormal, como lo muestra el siguiente célculo.
Sil<k<n-—1, entonces
n—1 n—1 2mkr n—1
112 . o mkT l—cos=* n—-1 1 2mkm
= sin = = — =) cos =
=3 : )Y

n
m=1 m=1 n

2 2 et —1

n—1 (em)n 1
-1 1 i2km \ -1 1 " -
:n —§R€< <€%> >:n — —Re T—l =

Por lo tanto,

H@'“Hf\/g (1<k<n-—1).

Mas delante haremos uso del siguiente hecho.

OBSERVACION 50. El autovector
—1
901 g (Sinﬁ). .. ,Slnu)
n

correspondiente al autovalor

Al =2 (cosz — 1> = —4sin? ul
n 2n

tiene todas sus coordenadas positivas.

4.4. No linealidades acotadas.

Tratamos ahora un problema de Dirichlet similar a 4.3.1 pero con una perturbaciéon

no necesariamente lineal:
(441> Azxm—l - )\.Tm + anm (0,1’1, tee 7In—170) (1 <Sm<n-— 1) y Lo = 0= T,

donde cada a,, : R*™ — R es continua y acotada.
Si definimos L como en 4.2.3 y A : R*! — R"~! mediante

Ap (1, 20 1) = @ (0,21, -+ ,25-1,0) (1<m<n—1),
el problema 4.4.1 equivale al problema semi lineal en R*~1

Ly =Xz + A(x),
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o bien,
(4.4.2) (L=X)z=A(x).

Ahora, si A no es autovalor de L, entonces (L — AI) es inversible y por lo tanto 4.4.2 es
un problema no resonante. Como A es continua y acotada, por aplicacion del teorema 45

tenemos el siguiente resultado de existencia.
TEOREMA 51. En el contexto de los problemas 4.4.1 y 4.4.2, si

k
)\7é2cos—7r—2 (1<k<n-1)
n

ANl

min ||Lz—Az||
llll=1

y las funciones a,, son continuas y acotadas, entonces para todo r > se verifica

d[L— X — A, B(0,r),0] = £1.

En particular, el problema 4.4.1 tiene al menos una solucion en B (0, %)
lzll=1

En particular, este resultado es véalido para cualquier A € (—oo, —4] U [0, +00).

4.5. Subsoluciones y supersoluciones.

Seann > 2y fn: R = R (1<m<n-—1) funciones continuas. Estudiaremos la

existencia de soluciones del problema de contorno de Dirichlet

(4.5.1) NTp 1= fu(zm) 1<m<n—1), 20=0=x,.
Definiendo para cualquier = (g, ,x,) € R"™ el vector Z = (z1, -+ ,1,_1) € R" 1,
F:R*" ' - R"! como F(x1, -+ ,2,_1) = (fi (x1), -+, fa1i (zn_1)) ¥ usando los opera-

dores T'y L definidos anteriormente, el problema 4.5.1 puede escribirse
(4.5.2) Ter=F(Z), vo=0=ux,,

o bien
Lu=F(u), ueR"

Por comodidad utilizaremos algunas notaciones especiales. Parak € Ny z = (zq,- -+ , xy)
ey = (y1, - ,yr) pertenecientes a R* escribiremos
T <y,
0
y=z,
si y s6lo si
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También podremos escribir

T <y,

Yy,
cuando
<y 1<i<k).
Negaremos “z < y” escribiendo “z £ y” y negaremos “x < y” escribiendo “x A y”.

La siguientes nociones tienen analogo en la teoria de ecuaciones diferenciales.

DEFINICION 52. a = (ag, -+ ,a,) € R™™ se dice una subsolucion para 4.5.1 si
ap <0, a, <0, F (&) <Ta.
Anélogamente, 3 = (B, - , 3,) € R"™ se dice una supersolucion para 4.5.1 si

By >0, B, 20, F(3) =75,

a se llama estricta si F' (&) < Ta, y andlogamente, 5 es estricta si F' B = T0.
Diremos ademas que la subsoluciéon a y la supersolucion 8 forman un par bien ordenado

(v : B) para 4.5.1 si a < 3, 0 equivalentemente, & < B.

Demostraremos que todo par bien ordenado (« : ) de 4.5.1 tiene una solucion inter-
media, es decir, que hay por lo menos una solucién en el intervalo [o, 3] de R"™!. Para
probar este hecho recurriremos al siguiente principio del mdzimo, el cual es una propiedad

que verifica el operador T en analogia con el que verifica la derivada segunda de funciones.

LEMA 53. (PRINCIPIO DEL MAXIMO) Si x = (x¢, -+ ,x,) € R"! y 1 <j<n-—1,
entonces
0. . = { S >
(4.5.3) Tj = i T, =Tz; >0
Y
.D. ;= A ;< 0.
(4.5.4) Tj = DaxX T, =Tx; <0
DEMOSTRACION. Veamos la verdad de 4.5.3. Si z; es como en el antecedente, entonces
(455) Tl'j = (l’j+1 — %’j) + (fL’jfl — Ll'j) > 0,

ya que ambos términos son no negativos. Analogamente se demuestra 4.5.4, ya que en ese

caso ningin término de 4.5.5 serfa positivo. U

TEOREMA 54. Si (a: ) es un par bien ordenado para el problema 4.5.1, entonces
existe una solucion x de 4.5.1 tal que o < = < . Mds aun, si o y 8 son estrictas,
entonces @ < T < B
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DEMOSTRACION. I. Un problema modificado.

En principio no podemos suponer que la funcién F' es acotada, asi que no podemos
aplicar el grado de Brouwer directamente. Por consiguiente, reduciremos 4.5.1 a un pro-
blema modificado de manera tal que junto con las hipétesis se le puede aplicar el problema
no resonante. Primero veamos que tal reduccion es posible. En esto serd de importancia
el principio del méximo recién demostrado.

Sean h,, : R — R (1 <m < n—1) las funciones continuas definidas por
Oy ST Ty, < Oy,
P (Tm) = S T 81 Oy < Zin < B
B 81 By < Ty
y la funcion de truncamiento h : R*~* — R"~! dada por
h(xy, - xp1) = (hi (1), hp1 (Tn1)).
Consideramos el problema modificado
(4.5.6) Tex=Fh(Z)+z—h(Z), ©o=0=x,,
que también puede escribirse
Lu=Fh(u)+u—nh(u), ueR""

Veamos que si = (xg, -+ ,Tpy1) € R™ es solucion de 4.5.6, entonces a < o < 3, y por

lo tanto es solucion de 4.5.2 y de 4.5.1. Para probar que a < z definimos el conjunto
A={je[l,n—1NN: z; <a;}.

Observamos que si A = (), entonces @ < Z, y no hay nada que hacer. Por otro lado, si
A # (), para algin k € A tenemos

4.5.7 Tp— o =minxr;, —o; = min z;, —ao; = min xr, — «;

( ) pEy i Oa I gyt 3

por lo que aplicando del principio del maximo, para tal k € A, podemos afirmar
(4.5.8) T(x—a), >0.
Ahora, por 4.5.6, para dicho k € A, escribimos
Ty = (Fh (), + (& — h (2)),
y como h(Z), = oy (porque k € A), vale

Txy=F (&), + (2 —a),,
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o bien,
(4.5.9) T(x—a),+ (Ta—F (&), =z — .

Como « es subsolucion de 4.5.1, por 4.5.8 el primer miembro de 4.5.9 es no negativo. Pero,
dado que k € A, el segundo miembro no es positivo. En consecuencia, si k € A satisface

4.5.7, entonces x — a = 0. Por lo tanto, por 4.5.7, vale:
(4.5.10) A#D= (a<z, a4I).

En consecuencia, tanto si A es vacio como si no, se satisface a < x. Por otra parte, si «
es una subsolucion estricta y A no es vacio, entonces Tav = F' (&) y el primer miembro de
4.5.9 resulta positivo y el segundo no, lo que es falso. Por lo tanto, si a es estricta, A es
vacio, y entonces & < .

Anélogamente puede probarse que x < 'y que si 3 es supersolucién estricta, entonces
T <A

I1. Solucion del problema modificado.

Escribimos 4.5.6 en la forma
(4.5.11) (L-—Du=(F—-1)h(u), ueR""

Dado que 1 no es autovalor de L, L — I es lineal e inversible. Como ademas (F' — I) h es
continua y acotada, la ecuacion 4.5.11 es un problema no resonante y, por el teorema 45,

existe r > 0 tal que
(4.5.12) |d[L—1—(F—1)h,B(0,7),0]] = 1.
En particular, el problema 4.5.11 tiene al menos una solucién. U
OBSERVACION 55. En el contexto del teorema anterior, si o y  son estrictas, entonces
‘d [L—F, (@,B) 0” — 1.
En efecto, si en 4.5.12 usando el teorema 45 consideramos r suficientemente grande

para que (&, B) C B(0,r), como toda solucion de 4.5.6 esté en (07, B) , por las propiedades

de escision y solucion,

‘d[L—]—(F—])h, (@,5),0”:|d[L—1—(F—1)h,B(o,r),o]|:1.

Por otro lado, como las funciones L — F'y L — I — (F — I) h coinciden en (d, B) = [d, B} ,
tenemos

d[L—F, (@,B) ,0} :d[L—I—(F—I)h, (@,B) ,o} ,
con lo que se concluye la observacion.

Una consecuencia del teorema 54 es el siguiente resultado.
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COROLARIO 56. St existen nimeros a < 0 < 3 tales que
Jm (@) <0< fr(B) I<m<n-1),
entonces el problema 4.5.1 tiene al menos una solucion tal que
a<z,<f (1<m<n-1).

DEMOSTRACION. Basta observar que (a,---,«) es una subsolucion y (5,---, ) es

una supersolucion, respectivamente, para 4.5.1. 0

EJEMPLO 57. Sip >0, a, >0y b, € Rparal <m <n — 1, entonces el problema
AN’Ty 1 = [T P 2 + by (1< m < —1)
tiene al menos una solucion. Basta aplicar el corolario anterior con o < 0y § > 0, cada
uno de modulo suficientemente grande.
4.6. Algo mas sobre diferencias finitas.

En esta seccion haremos algunas observaciones basicas sobre las diferencias finitas de
primer y segundo orden, adecuadas al enfoque adoptado en este trabajo. Dichas observa-
ciones nos permitiran demostrar facilmente la simetria del operador L definido en 4.2.3,
propiedad ya mencionada que nos serd tutil en la secciéon siguiente.

Comenzamos por definir la primera diferencia finita como un operador lineal

A : R™ — R™. Por ejemplo, para = (xg,- -+ ,2,) € R"™! escribimos
Ax = (Dxg, -+, Axp_q),
donde

ALy =T — Ty (0<m<n—1).
Asi,
AT 1 = Tyt — 28 + Ty = ATy — ATpy_1 = [A (Az)], ; 1<m<n-1),
lo que nos permite definir el operador lineal A% : R"*! — R"~! como
N'x = A (Dz) = (DPxo, -+, DNT,s) .
Entonces, si & = (z1, -+ ,Tp_1) ¥ To = 0 = x,, (es decir, x € V), vale la igualdad vectorial
Lt = N’x.

Resulta, por lo tanto, que los operadores T'y AA? son vectorialmente iguales, pero tienen

numeraciones diferentes en las coordenadas, ya que

TZy = Tyt — 2% + Ty = LTy, (1<m<n-—1),
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mientras que
ATy = Tys — 2Tgr + T (0<m < n—2).

Ahora definimos los operadores de primeras diferencias corridas [T : R*~! — R y
[ :R*1 — R" ! dados, si x € V, por
N =Dap, U T =2y (1<m<n—1).

A partir de esto tenemos que
(4.6.1) L=1Tol".
En efecto,

(Frrz) =17 (z) =A%), =1 Epp — 1 Tm =

= A2y — ANty = N2y 1 = Li,, (1<m<n—1).

Estos operadores tienen ademaés una relacion entre si.

OBSERVACION 58. Si (-, -) es el producto escalar usual de R/ (5 € N), entonces para
todo Z,y € V se verifica

(4.6.2) (I"z,5) = —(z,1"7).

DEMOSTRACION. Podemos interpretar los operadores de diferencias corridas utilizan-
do dos operadores de corrimiento y la identidad. Definimos los corrimientos izquierdo
ST :R" — R*"! y derecho S~ : R"*! — R"*! por medio de

Ste =5% (o, @) = (w1, ,,0) = (ST20,- -+, 5T y,)

STz =S5 (xg, - ,xn) = (0,20, ,Tp_1) = (S‘xo, e ,S‘xn) ,

respectivamente. Entonces, para & € V las diferencias corridas pueden escribirse como

—_~—

ti=(St—Dux

y —_ —
IYz=(1-95)x,
respectivamente.
Ahora, para 2,y € V podemos escribir
(I"z,7) = < (I — S )z y> =((I =87 )z,y)=(z,y) — (S z,y).
Pero

n n—1 n—1 n
(S7@,9) = D Wm0 = D Tt = D Yt T = DS - 2 = (2.57y).
m=0 m=1 m=1 m=0
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y por lo tanto:
(73,9) = (2,y) — (x,STy) = (z,y — Sty) =
= (&, 57y —y) = - <i,(S+ —I)y> = —(&,177).

O

OBSERVACION 59. El operador L es simétrico. En efecto, de 4.6.1 y 4.6.2, para

u,v € R"! deducimos
(u, Lv) = (u, I*17v) = = (I7u,7v) = (I*17u,v) = (Lu,v).
4.7. Resultados de multiplicidad del tipo Ambrosetti-Prodi.

En esta seccion estudiaremos problemas del tipo
(4.7.1) AT 1 — My = fon () 508 (1<m<n—1), 1g=0=x,,
donde n > 2 esta fijo, f1, -+, fn—1 : R — R son continuas, s € R, \; y ¢! son los dados

en la observacion 50, y

(4.7.2) fm(x) — —oco 1<m<n-—1).

[|[| =00

Definiendo, como hicimos antes, la funcién continua F' : R*! — R"~! mediante

Fzy, - zn) = (fi(@1), -, fao1 (Tn1))
para (11, -+ ,7,_1) € R"1 la ecuacion 4.7.1 puede escribirse
(4.7.3) Lz — Mz =F () +sp' 2 € R
y la condiciéon 4.7.2 sera notada en la forma

(4.7.4) F(z) — —o0.

ll#]|—=+o00

Escribiendo 4.7.3 como
(L—MI)x=F(x)+ sp'
podemos notar que el ntcleo de la parte lineal no es trivial, por lo que el problema se-
ria resonante. Por otro lado, un término de la parte no lineal pertenece a ker (L — A\{1).
Ademas, dicha parte no lineal es no acotada y no hay (en principio) un conjunto acotado
al que reducir el problema. Resulta, entonces, que no se pueden aplicar directamente los
teoremas abstractos vistos en el capitulo anterior. En cuanto al problema de la acotacion,
daremos pronto un lema. También usaremos lo visto sobre supersoluciones y subsolucio-
nes. Para probar el resultado sobre multiplicidad de esta seccién, esencialmente aplica-
remos el teorema de existencia para el problema no resonante, puesto que recurriremos

fundamentalmente al teorema 54.



66 4. UNA APLICACION: ECUACIONES EN DIFERENCIAS FINITAS DE SEGUNDO ORDEN.

Comenzamos con un lema que establece la existencia de cotas a priori para una solucién

x de 4.7.1 con s.

LEMA 60. Sea b € R. Entonces existe p = p(b) > 0 tal que toda posible solucion de
4.7.1 con s < b, que verifique la condicion 4.7.2, pertenece a la bola abierta B (0, p).

DEMOSTRACION. Sea x una soluciéon con s < b. Por 4.7.3, usando el producto escalar

podemos escribir

(4.7.5) (L=XI—F)z,¢') = (sp', o) =5 H901||; = sg,
pero como L es simétrico y ¢! € ker (L — A I), tenemos
(4.7.6) (L=MI=F)z, 0"y ={(L-MDz,¢")— (F(z),¢") =

=(z,(L=MI)¢') —(F(z),¢") == (F(2),¢").
Asi, de 4.7.5 y 4.7.6 deducimos

(4.7.7) (F(z),¢") = —sg,

por lo que llegamos a que si x es solucion de 4.7.1 con s < b, entonces
bn

4.7.8 F B>

(479 (P92 -2

Por otro lado, como ¢! = 0 existe ¢ € Ry tal que ¢! = C' = 0, donde

C =(c,---,c) € R"L Ahora, si u € R" ! es tal que F' (u) < 0, entonces

(F(u), ") <(F(u),C) =—c||F ()],
Por lo tanto, 4.7.4 implica
(4.7.9) lim  (F (u),¢') = —cc.
[[fl =00

De 4.7.8 y 4.7.9 se sigue una soluciéon x con s < b no puede, en norma, superar un cierto
valor que depende de b. 0

A continuaciéon veremos un primer resultado de multiplicidad del tipo Ambrosetti-
Prodi.

TEOREMA 61. Para el problema 4.7.1 con la condicion 4.7.2 existe un valor s; € R
tal que:
1. St s < s1, entonces no existe ninguna solucion con s.
2. Si s = s1, entonces existe al menos una solucion con s.
3. Si s > s1, entonces existen al menos dos soluciones con s.
DEMOSTRACION. Nos convendra escribir la ecuaciéon 4.7.3 en la forma

(4.7.10) Tr =\T+F(Z)+sp' 2 € R"™ 25 =0 = m,.
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Definimos los siguientes subconjuntos de R™*2:

S ={(s,x): wessolucioncon s},

ST ={(s,7): xessupersoluciéon estricta con s}

S ={(s,x) : wessubsoluciénestrictacon s} .

Sea 7 : R"*2 — R la proyeccion en la primera coordenada. Haremos la demostracion
en los siguientes pasos.

I. Dados s € R y x € R"™, existe un vector o € R"™ tal que g = 0=, @ < T y
(s,a) €S~

Sea o = (0, Ry',0). Reemplazando o en ambos miembros de 4.7.10 obtenemos
To= X a, Ma+F (@) +sp' = a+F (Re') + sp.
Asi que « es subsolucion estricta de 4.7.10 con s si y s6lo si
F (Re") + sp' < 0.

Pero esto puede lograrse tomando R < 0 de médulo suficientemente grande, ya que ¢! = 0
y F' verifica la condicién 4.7.4.
II. Eziste al menos un s € R tal que (s,0) € ST.

Evaluando ambos miembros de 4.7.10 en 0 llegamos a que (s,0) € ST si y s6lo si
F(0) + sp' = 0.

Pero, como ¢! = 0, es claro que si s es lo suficiente grande, esta condicién puede lograrse.
III. Si (s,z) € S y s’ > s, entonces (s',z) € ST.

En efecto, como (s,z) € S, tenemos
Tz = M7+ F (%) +sp" < M7+ F (%) + 5",

y por lo tanto x es supersoluciéon con s'.

IV. S # 0.

Por el paso II. consideramos un (s,0) € ST y por el paso I. tomamos a = (0, R, 0)
tal que (s, ) € S~. Pero (a : 0) es un par bien ordenado con s, ya que Rp! < 0. Entonces,
de acuerdo al teorema 54, existe una solucion x con s tal que & < = < 0.

V. Si s €m(S), entonces [s,+00) C 7 (S).

En efecto, si (s,2) € Sy s > s, por III. afirmamos que (s',x) € ST. Ahora, por I.

existe (¢, ) € 8~ tal que & < &, y asi resulta que (« : x) es un par bien ordenado con
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s'. Nuevamente por el teorema 54, existe una solucion z con s’ tal que & < Z < &. Por lo
tanto, tenemos que s’ € 7w (S).
VI. 7 (S) es acotado inferiormente y si s; = inf 7 (S), entonces (s1,4+00) C 7 (S).
Sea k € R una cota superior de f,,, (1 <m <n — 1), que existe por 4.7.4. Entonces,
si (s,z) € S, entonces aplicando 4.7.7 tenemos
5= (F@.¢) 2 -kIF@l,
lo que muestra que 7 (S) es acotado inferiormente. Ahora sea s; = inf 7 (S). Por V. se
tiene que (s1,+00) C 7 (S).
VII. Si s > sy = inf 7w (S), entonces 4.7.10 tiene por lo menos dos soluciones con s.
Aca reformulamos 4.7.10 para aplicar el grado de Brouwer. Consideramos la funcion

continua G : R x R*~! — R"~! definida por
(4.7.11) G (s,u) = (L —MI)u— (F(u)+sp').

De esta forma, (0, u1, -+ ,u,_1,0) es una solucion de 4.7.10 con s si y solo si G (s,u) = 0.

Sean s3 < s; < sg. Por el lema 60 podemos tomar un p > 0 tal que

G, ({0}) S B(0,p) (s € [ss5,59]).

Entonces, el grado d [Gs, B (0, p), 0] esta bien definido y (por invariancia homotopica) es
constante para s € [s3, s3]. Como ademas s3 ¢ 7 (S), aplicando la propiedad de solucion
obtenemos

d[Gs,, B(0,p),0] = d[Gs,, B(0,p),0] =0.
Ahora, por la propiedad de escision,

(4.7.12) d[Gey B(0,0),01 =0 (5 > p).

Sean s € [s1,82] N7 (S)y (s,2) €S. Por III. (sy,x) € STy por I existe (sg,a) € S~
tal que ap = 0 = o, y @ < . Entonces, por el teorema 54 y la observacion 55, podemos

afirmar que existe (s, 2) € S tal que @ < Z < Z, y también que
(G, (6,2),0]] = |d [L = (M + F + s2) , (4, 7),0] | = 1.

Tomando p’ suficientemente grande, de esto ultimo, 4.7.12 y la propiedad de aditividad

deducimos que
4 |Gy B(0,0)\ (6,5),0]| = 1d[Gusy B(0,0) 0] =[Gy, (@), 0]| =
= ‘d [GS27 (dvj) 70” =1,

y por la propiedad de solucion, existe (s2,y) € S tal que § € B (0, p')\ (&, Z). Por lo tanto,

hay otra solucién y con ss.
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B(0,7) ' d[G.,, B(0,p),0] = d[G.,, B(0,p'),0] =0

F1GURA 4.7.1. Un esquema del paso VII. de la demostracion del teorema 61.

En la figura 4.7 puede verse un esquema de este paso de la demostracion. En Los

conjuntos a los que se hace referencia son:

S={(s,7) €eR": (s,2) €S, 1o =0=1,},
St = {(S,i‘) eR": (s,7) € ST, Io:():xn}

y
S = {(s,f:) eER": (s,2) €S, SUOIOISCn}.

VIII. sy € 7 (S).
En efecto, sea (0y),cny € (s1,400) una sucesion decreciente que converge a s, y sea

(z)pey C R™! tal que {(ok, 2x) ey € S- Debido al lema 60 (), € R™*! es acotada,
y entonces existe una subsucesion (ack].)j oy convergente (por la continuidad de la funcion
OJ

G definida en 4.7.11) a una soluciéon z con s = s.
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Mediante argumentos anéalogos a los recién utilizados es posible probar el siguiente

resultado de multiplicidad con otra condiciéon de no acotacion.

TEOREMA 62. Para el problema 4.7.1 con la condicion

fm(@) — 400 1<m<n-1),

l|#]|—+o00

existe un valor s; € R tal que:
1. St s > s1, entonces no existe ninguna solucion con s.
2. Si s = s1, entonces existe al menos una solucion con s.

3. Si s < s1, entonces existen al menos dos soluciones con s.

EJEMPLO 63. Existe s; € R tal que el problema
AQ:cm,l—)\lxm:—mm]%—l—sgom (1<m<n-1), 0=0=ux,

no tiene solucién si s < s, tiene al menos una solucién si s = s; y tiene por lo menos dos

soluciones si s > sy.
En este ejemplo se aplica el teorema 61 y en el siguiente se aplica el teorema 62.

EJEMPLO 64. Existe s; € R tal que el problema
Azxm_l—)\lxm:ex%jtscpm 1<m<n-1), rg=0=12z,

no tiene solucién si s > sy, tiene al menos una solucién si s = s; y tiene por lo menos dos

soluciones si s < s7.

4.8. No linealidades unilateralmente acotadas.

Sean n > 2y fn : R — R funciones continuas (1 <m <n —1). Consideramos el
problema

(4.8.1) ANy — MTy = frn (7)) 1<m<n—1), 29=0=umz,.

Definiendo, como antes, la funcién continua F : R"' — R"~! por
Fu)=(fi(w), -, faoc1 (un_1)) (we R,

y usando el operador L que figura en 4.2.3, podemos escribir 4.8.1 en la forma

(4.8.2) Lu—XAu=F(u) (ueR").

Siendo \; el autovalor de L de autovector ¢! mencionados anteriormente, definimos el

operador L; = L — A\ [ y escribimos 4.8.2 como

(4.8.3) Liu=F(u) (ueR").
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Observamos que L; es un operador no inversible tal que
ker L; = Gen {(pl} ,
y, como ademas es simétrico,
ImL; C (ker Ll)L ,

y por el teorema de la dimensién, dado que los autovectores de L, forman una base

ortogonal se verifican
ImLy = (ker L))" = (Gen {gpl})l =Gen{y® -+, ¢" '},

Nos ser4 ttil definir y emplear el operador P : R*1 — R"! de proyeccién ortonormal

al nicleo de Ly. Es claro que
(4.8.4) ker P = Gen {¢? -+ ,¢" '} = (ker L) = (Gen {gpl})l =ImlL,.

En esta seccion llegaremos a aplicar teorema abstracto de existencia de soluciones del
problema resonante a la ecuacion 4.8.3, bajo la condicion de que las f,, (1 <m <n—1)
estén unilateralmente acotadas (del mismo lado), para obtener un resultado de existencia

de soluciones de 4.8.1.

LEMA 65. Eziste § > 0 tal que para todo x € R vale

n—1

(4.8.5) lz = Pa|l, <6 |Ly (x — Px),,| o},

m=1
DEMOSTRACION. En efecto, 4.8.5 se deduce de que la aplicacion
N : (Gen{¢'})" — R dada por

n—1
Nu="|Li(u),] ¢,
m=1

define una norma sobre ker P = (Gen {¢'})", ya que Li|,, p €s monomorfismo. Asi, N

resulta equivalente a la norma || ||, en (Gen {gpl})L. O

El siguiente resultado establece la existencia de cierto tipo de cotas a priori y es
fundamental para el teorema que queremos demostrar.

LEMA 66. Si todas las funciones f,, (1 <m <n —1) son acotadas inferiormente o

son acotadas superiormente, y si, para alguin R = (r,---,r) = 0 y todo x en R"™! se
tiene
(4.8.6) (x>RVaz<—R)= (F(z),¢") #0,

entonces existe v > r tal que para todo (\,x) € (0,1] x R*™! vale

(4.8.7) Lz = \F (v) =z € B(0,7).
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DEMOSTRACION. Supongamos que vale 4.8.6 y que las funciones f,, son acotadas por
arriba y escribamos
Fz)<W (zeR"1),

donde W = (w, -+ ,w) > 0 en R" ! Sea (\,z) € (0,1] x R""! tal que

Lz = \F (z).
Veamos primero que
(4.8.8) (F(z),¢") =0.
En efecto, aplicando el operador P al antecedente de 4.8.7, por 4.8.4 tenemos que

0= PLix = A\PF (),

y como A # 0, resulta que PF (z) = 0, y entonces F (z) € ker P = (Gen {¢'})", lo que

implica 4.8.8. Por lo tanto, puesto que asumimos la verdad de 4.8.6, tenemos que
(4.8.9) Liz =\F(z) = R<£x £ —R.

Ahora buscamos otra condicién necesaria para las soluciones del antecedente de 4.8.7,
que junto con la que acabamos de encontrar determinaran un subconjunto acotado de
R"!'. Definimos los vectores F ()" >0y F (z)~ > 0 mediante

F () =méx{F (z),,,0}, F(z), =—-mim{F(z),,0} (1<m<n-1).
Asi, F (z) = F (z)" — F (x)” y por consiguiente
(F(2)",0") = (F(x),¢") =(F(2),¢") =0,
de lo que deducimos
(4.8.10) (F(x)",0") =(F(2)",0") < (W, ") =w|¢",.

Ahora, aplicando 4.8.5 y 4.8.10 obtenemos

n—1 n—1
(4.8.11) l# = Pally <6 Ly (w = Px), [ @b = A6 > |F (2),,| ¢, =
m=1 m=1

=X (F(z)" + F(2)",¢,) < 2\w ||<p1H1 :
Entonces, definiendo ry = 2A\dw ||¢'|; v el conjunto
M={zeR"": |z —Pzll,<rsy Rz gL —R},

por 4.8.9 y 4.8.11 tenemos
Lix = \F (z) =z € M.
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F1GURA 4.8.1. El conjunto M para n = 3.

Por lo tanto, basta probar que M es acotado. En la figura 4.8.1 se representa dicho
conjunto para n = 3.

Supongamos que M no es acotado. Si x € M, tenemos
2 2 2
llly = 1Pxlly + [l — Pz,
de lo que se deduce
2 2
(4.8.12) 1Pzl > (|l — 75.

Asi, dado que M se supone no acotado, podemos considerar un x € M tal que | Pz, sea

tan grande como deseemos, en particular suponemos que es no nulo y que
(4.8.13) |z))2 —r2 > 0.
Ahora escribimos

zj = Pr;+ (x — Pz); = %<IB,901>§0]1~—|—(:E—P$)]. (1<j<n-1).

Nuevamente basandonos en que ¢! = 0, consideramos ¢ € Ry tal que ¢! = C = 0, donde
C = (¢, ,c) € R"1. Como Pz es no nulo, se verifica que (z, ') # 0. Analizaremos los
dos casos posibles.

Si (z, ') > 0, entonces dado que ||z — Px||, < ry , por 4.8.12 y 4.8.13 tenemos

2 2
zj > ¢ (z,0") + (z — Pz); = C\/;HPZL‘H? +(z — Px); >
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2
> e\ = (el =) —r (1<j<n—1),

y por lo tanto, tomando « de manera tal que ||z, sea lo suficientemente grande podemos
lograr que xz > R, lo que no puede ser porque z € M. Llegamos asi a un absurdo.

Si (z, ') < 0, entonces nuevamente por 4.8.12 y 4.8.13 vale

2 2
zj < ¢ (z,0") + (z — Px); = —C\/;”PIHQ +(z — Px); <
2
n
y si [|z||, es lo suficientemente grande, vale x < —R, lo que no puede ser porque z € M.

< —c (||x\|§—r§)+r2 (1<j<n-1),

Llegamos otra vez a un absurdo.

Esto prueba que M es acotado, y por lo tanto el resultado vale para el caso en que las
funciones f,, (1 < m <mn — 1) son acotadas por arriba.

En el caso en que las funciones f,, (1 < m <n — 1) son acotadas por abajo escribimos
el problema

Lz =F(z),

donde i}vl =—Iy F=-F , donde E y Ly tienen la misma imagen y el mismo ntcleo,
y F es acotado por arriba. Asi, este caso queda reducido al anterior y se pueden aplicar

los razonamientos recién utilizados. O

Llegamos ahora al teorema de existencia anteriormente mencionado, en el que apli-
caremos el teorema de existencia de soluciones del problema resonante. Para enunciarlo,

definiremos la funcién continua ¢ : R— R mediante

o (u) = (F (up') ,¢'),

y el nimero
, 1 . T

p = min g, = sin —.

1<k<n—1 n

OBSERVACION 67. p € (0,1] y para todo t € R vale

(1t<p1>thgol<—R)<:>|t\>Z
1

TEOREMA 68. Si las funciones f,, (1 <m <mn—1) satisfacen las condiciones del
lema 66 y si

(4.8.14) 0 (—g) 0 (z) <0,

entonces el problema 4.8.1 tiene al menos una solucion.



4.8. NO LINEALIDADES UNILATERALMENTE ACOTADAS. 75

DEMOSTRACION. Consideramos, como venimos haciendo, el problema 4.8.1 escrito en

la forma
Lz = F(x)

y buscamos aplicarle el teorema 49 poniendo X = R""!, el operador lineal no inversible
L del enunciado como el operador simétrico L; que utilizamos en esta seccién, A = F
y D = B(0,7) con un nimero adecuado 7, que es como en la tesis del lema 66. A
continuaciéon probamos las tres condiciones enunciadas en la hipotesis del teorema 49.

1. Lyx # tF (x) para todo (z,t) € 0B (0,7v) x (0, 1].

En efecto, esto vale porque v > r y el resto de la tesis del lema 66.

2. QF (x) # 0 para todo x € ker Ly N 0B (0,7).

En efecto, tomando en la reduccién de Lyapunov-Schmidt desarrollada en la observa-
cion 47, el operador P como la proyeccion ortonormal al ntcleo de Ly, por 4.8.4 el operador
@ que figura alli puede tomarse como el mismo operador P, considerandolo también como

una proyecciéon ortonormal. Entonces

2
0=QF (r) = PF(2) = - (F (1) .¢") ¢'
implica que
(F(z),¢") =0.
Asi, por 4.8.6 vale
R&L x4 —R.

Por consiguiente, como ker L; = Gen {¢'} y ¢! = 0, el conjunto
{r €kerL, : QF (z) =0}

es acotado y, tomando ~y suficientemente grande, podemos considerarlo incluido en B (0, ),
por lo que se verifica la segunda condicion.

3. d[JQF |y 1, » B(0,7) Nker Ly, 0] # 0.

En la aplicacion de la reduccion de Lyapunov-Schmidt al caso especifico de este teore-
ma, resulta que podemos considerar como el operador J a la identidad de Im () = ker L.

Usando también que P = (@), escribimos
d[JQF| 1, . B(0,7)Nker Ly,0] =d [PF|,, .B(0,7) NkerL,0].
Pero definiendo el isomorfismo lineal A : R — ker L; mediante
h(u) =up' (u€R),

tenemos que
2
h™loPFoh= —p
n
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L (B (0,7) N Gen {1} = <_\/g% \/%> .

En consecuencia, aplicando la definicién 42 podemos escribir:

y

A[PFlys,  B(0,7) Nker Ly, 0] = d | PFlo, iy, B(0,7) N Gen {'},0] =

- _ 2 2 2
=d [h Lo PF|gengp1y ©ho "(B(0,7)NGen{¢'}) ,0} =d [ﬁ% (—\/;7, \/%7) ,O] .

Por lo tanto, aplicando el lema 40 al Gltimo miembro tenemos

(4.8.15) d[JQF |1, B(0,7) Nker L1,0] =d [so, (—\/g% \/gv) ,0] :

Tomando v > r de manera que

n—1
2
Ko n
por la hipoétesis 4.8.6, la observacion 67, 4.8.14 y la continuidad de ¢ vale
2 2
el == |elyzr]| <0
n n
Entonces, por la observacion 34 y la proposicion 39, estamos en condiciones de afirmar
2 2 2 2
(4.8.16) d [so, (—\/j% \/j7> ,0] =d [% (—\/j \/j7> 0
n n n n
donde ¥ : R—R es la funcién lineal definida por
c(Wh) e (Vi) (P2 2
¥ (u) = ut/=v|+e|l—/-7] (WER),
2\/27 n n
que coincide con ¢ en 0 (—\/%7, \/%7)

Finalmente, por 4.8.15 y 4.8.16 llegamos a

= 41,

|d [JQF|\oy 1, B(0,7) Nker Ly, 0]| =1,

lo que implica la condiciéon 3. 0

EJEMPLO 69. El problema

N T 1 — MTm =ty — 5™ 1<m<n—1) 2g=0=x,,
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tiene por lo menos una solucién si y sélo si

n—1
(4.8.17) > tmipr, >0
m=1

La necesidad de la condiciéon se sigue de sumar ambos miembros de la ecuacion desde
1 hasta n — 1, previa multiplicacion por ¢, . En efecto, por la simetria de L y porque ¢*

es autovector de autovalor \;, se anula el primer miembro:
n—1 n—1
ZAzxm_lgp}ﬂ — Alzxmgpfn = <Lf, g01> -\ <£, <,01> = <5£, L(,01> — <f, A1g01> =0.
m=1 m=1

Llegamos, entonces, a la igualdad

n—1 n—1

1 T 1
E thOm = E € mgorm
m=1 m=1

y considerando los signos de los términos involucrados se tiene la condiciéon. Para la

suficiencia consideramos la correspondiente funcion ¢ dada por

—_

(W) =D (tn = ") ol
1

3

3
I

y observamos que existe r > 0 tal que ¢ (u) < 0 parau >7ry ¢ (u) > 0 para u < —7.
Falta ver que se cumplen el resto de las condiciones del teorema anterior. Dado que
seria
fon (@) =t —e™™ (1<m<n-—1),
es claro que las f,, son acotadas superiormente. La hipotesis restante figura en el lema

66 y tiene que ver con 4.8.6. Recordando la forma en que esté escrito el problema 4.8.1

tenemos
n—1

(4.8.18) (F(#),0") =) (tm— ™) o),
m=1

y por lo tanto, como lim e* = 0, por 4.8.17 vale que si r > 0 es lo suficientemente grande
U——00

y & < (—=r,--+,—r), entonces

(F(z),¢") > 0.
Por otro lado, como ugrfme“ = +4o00, para r > 0 suficientemente grande vale que si
x> (r,---,r), entonces

(F(z),¢") <0.

Asi, tenemos que se verifican todas las condiciones del teorema 68.

Veamos una condicién del tipo Landesman-Lazer para ecuaciones en diferencias finitas

de segundo orden.
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EJEMPLO 70. Si g : R—R es una funcién continua acotada superiormente o acotada

inferiormente y t = (t1,-+- ,t,_1) € R""! es tal que
n—1
>t
(4.8.19) lim supg (u) < % < h’minfg (u),
U — 00 n— u——+00
- 2 @

entonces el problema
(4.8.20) AN Tt — MTm = tm — ¢ (m) 1<m<n—1) zg=0=ux,,

tiene por lo menos una solucién.

En efecto, llamamos

n—1

> tmom,
Tt

Zl%
la correspondiente funcion ¢ esta definida por
n—1
o) =>  (tm—g(upy,)) en

m=1

y para analizar su signo nos conviene escribir

n—1
o (1) > g (upy,) ey,
(4.8.21) e
Ity Ity
Ahora, si 7 < lim Jinf g (u), entonces (trabajando en R, si es necesario) podemos afirmar
U—r—+00
(S 1y
o (1) 2 9 (W) P
lim supr——= = 7 — lim inf 2=t - <7 —liminfg (u) <0,
oo [l ly oo [letfly uoo

de lo que deducimos lim supy (u) < 0, y por lo tanto existe u; > 0 tal que
uU—r+00

pu) <0 (u>wuy).

Por otro lado, si 7 > limsupg (u), entonces analogamente se sigue
U—>—00

n—1

o (1) > 9 (upy,) o,
liminf—= = 7 — lfm sup 2= - > 7 — limsupg (u) > 0,
u==o0 [ty N A u—r—oc
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de lo que deducimos liminfy (u) > 0, y por lo tanto existe uy < 0 tal que
uU—r—00

w(u) >0 (u<ug).

Si tomamos 7 = max { —ug, u1 }, vale que ¢ (u) < 0 para u > ry ¢ (u) > 0 para u < —r,
con lo que estamos en la situacion del ejemplo anterior.
Veamos ahora que se verifican las condiciones del lema 66. Si, de manera anéloga a

como hicimos en el ejemplo anterior, ponemos

Jm (@) =tm —g(2m) 1<m<n—1),

entonces las f,, resultan acotadas del lado opuesto al de g. Ademaés, siguiendo los pasos
mediante los que llegamos a 4.8.18, obtenemos

n—1

(F(2),90") = (tw —g(zm)) @}
m=1
Asi, como en 4.8.21 podemos escribir
n—1 )
~ g xﬁl(pm
F@.o
(4.8.22) A el —
1Ml 1ol
de donde poniendo R = (,--- ,r) y trabajando en R deducimos
n—1 n—1
1 y 1
- g (zm) o, inf g (zn) ¢,,
F@,oy__aten B hlelm)en
sup————— =7 — nf - <T-— - =7 — infg (u).
»r o', S o [ u>r

Ahora, por la segunda desigualdad de 4.8.19 vale

infsug (F(),¢") < nglﬂl (7‘ — supinfg (u)) = nglHl <7‘ — lggllgofg (u)) < 0.

R0z r>QU>T

Por lo tanto, existe algtin R = (r,--- ,r) = 0 tal que para todo Z = R vale (F' (Z), ") <O0.
De forma analoga podemos ver que existe algin R = (r,--- ,r) > 0 tal que para todo
T < —R vale (F (), ¢") > 0. En efecto, de 4.8.22 se sigue

n—1 n—1
N Tpm) PL sup g (zm) L,
C(F(),¢) 29 ()@ 2, 09 (@) om
Inf ; =7 — sup - > 7 — - =7—supg(u).
e I | i<—r ¥t ot Il u<—r

Ahora, por la primera desigualdad de 4.8.19 tenemos

sup fnf (F (%), ¢') 2 [l¢']), (T —fofsupg (U)> =[]l (T — lim supg (U)> > 0,
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de lo que se deduce la existencia de tal R > 0. Esto termina de probar que se satisfacen las
condiciones del lema 66. Por lo tanto, se verifican todas las hipotesis del teorema anterior,
y entonces tenemos la suficiencia de la condicion 4.8.19.

Finalmente, observamos que si para todo v € R se satisface

(4.8.23) lim supg (u) < g (v) < liminfg (u),

U——00 u—+00

entonces 4.8.19 es también una condicién necesaria. En efecto, como hicimos en el ejemplo
anterior, multiplicando los términos de 4.8.20 por ¢! vy sumando en m tenemos que se

anula el primer miembro y podemos llegar a la igualdad

n—1 n—1
D o, =D g (@m) Ohs
m=1 m=1

de la que usando 4.8.23 deducimos

n—1 n—1 n—1
lim supg (u < tmel < liminfg (u !
fmsupg ( )mz::lsom mz_:l o < infy () 3o,

y en consecuencia 4.8.19.



Capitulo 5

Comentarios finales.

En este capitulo nos referiremos a algunos de los temas que no llegaremos a tratar en
esta tesis, pero estan relacionados con lo que vimos en los anteriores capitulos. Resultaria
natural seguir con el estudio del caso continuo, es decir, pasar de las ecuaciones en di-
ferencias finitas a las ecuaciones diferenciales. Por ejemplo, en lugar del problema 4.2.2,

considerar
(5.0.24) u' ()= f(u(t), (0<t<1), u(0)=u(l)=0,

donde f : R — R es una funcién continua. También podriamos, cosa que no hemos he-
cho en el caso discreto, tomar condiciones periddicas, plantear un segundo miembro mas
general del estilo de f(¢,u (t),u (t)), tomar un orden diferente, etc. A veces es posible
aplicar el grado de Brouwer a problemas “continuos” (por ejemplo, para encontrar solucio-
nes periodicas via la aplicacion de Poincaré), pero en muchos otros casos necesitariamos
una herramienta diferente: el grado de Leray-Schauder.

En 1934 Leray y Schauder publicaron una extension del grado de Brouwer a operadores
en espacios de Banach reales, cuya caracterizacion fue dada en 1973 por Amann y Weiss.
La generalizacion no es posible para operadores continuos arbitrarios (|2]) pero Leray y
Schauder lograron definir el grado para perturbaciones compactas de la identidad, es decir,
operadores de la forma F' = [ — K con K compacto. En el proceso de construccion juega
un papel importante la formula de reduccion ya conocida para dimension finita, arrojando
ademas cierta intuicién sobre la nociéon de grado a desarrollar. Este nuevo grado cumple
propiedades anélogas a las tres propiedades principales. En [4| puede encontrarse una
caracterizacion similar a la que se dio en el teorema 2.1.

El grado de Leray-Schauder se aplica a problemas para los que la dimensién finita
no es suficiente, como ecuaciones diferenciales, ecuaciones integrales, ecuaciones integro-
diferenciales, etc. Tal aplicacion es posible a través de los problemas abstractos. Alli
vuelven a aparecer los casos no resonante y resonante, en una version més general. La
ecuacion sigue siendo

Lr=A(x),
donde L : E — F lineal, A : E — F no lineal continuo y F, I’ espacios de Banach. Aqui

surgen complicaciones técnicas derivadas de no asumir dimension finita. Por ejemplo, el

81
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problema no resonante es con L inversible, pero con eso no basta para aplicar el grado de
Leray-Schauder. Asumimos, ademés, que L™ : F' — E es compacta y que la imagen por
A de cada conjunto acotado es acotada. La primera condiciéon adicional resulta razonable
porque generalmente el operador L es diferencial, y en muchos de tales casos eso se satisfa-
ce. De hecho, la condiciéon permite pensar en una situacion similar al caso discreto ya que,
como consecuencia de la compacidad, el conjunto de autovalores es discreto. Observamos
ademas que si la dimension de E es infinita, entonces L no puede ser acotado porque tiene
inversa compacta. Asi, aplicando el grado de Leray-Schauder se puede demostrar que si

D C FE es un conjunto abierto acotado tal que 0 € D y
L 'Az #tx ((t,x) € [0,1] x D),

se tiene
d[Idp— L 'A,D,0] =1,
y en particular, el problema no resonante tiene por lo menos una solucion en D.

La situacion recién descripta esta desarrollada en un estilo diferente al que seguimos
para tratar el caso de dimension finita (ver [2]). Por ejemplo, aqui no se necesita que A
sea acotada. Pero estas diferencias no son esenciales. También hay otras condiciones que
podriamos analizar (como la sublinealidad) y no hemos planteado.

En cuanto al problema resonante en espacios de Banach, el grado de Leray-Schauder
tiene una aplicacion parecida al caso de dimension finita dado en el teorema 49, con las
correspondientes hipotesis adicionales debidas a la mayor generalidad.

Cabe senalar que la parte lineal de los problemas abstractos no siempre es un operador
diferencial, y que si lo es, en general la parte no lineal involucra derivadas de orden menor.

Por otro lado, debemos observar que la resonancia tratada en las ecuaciones en di-
ferencias es muy especifica. Por ejemplo, en el problema de Ambrosetti-Prodi dado por

4.7.3, como hicimos antes, podemos escribir
(L—MI)x=F(x)+sp"

En este caso se dice que la resonancia se da en el primer autovalor. También resulta
que el nucleo de la parte lineal es unidimensional y las coordenadas del autovector co-
rrespondiente tienen todas el mismo signo. Hay otras situaciones posibles que no hemos
tratado. En [2] se muestra (para el caso continuo con condiciones periodicas) un ejemplo
de resonancia en un autovalor de orden superior, en el que ademas el ntcleo de la parte
lineal tiene dimensién mayor que 1. Mencionamos también que cuando hay resonancia en
un autovalor de orden superior, las autofunciones tienen cambios de signo. Este hecho es

consecuencia del teorema de comparaciéon de Sturm.
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Por ultimo, aclaramos que existen extensiones de la nocion de grado a otros espacios,
pero quedan aun mas lejos del alcance de esta tesis que el grado de Leray-Schauder.

En este trabajo hemos presentado una serie de primeros pasos y aplicaciones de la
teoria de grado a problemas abstractos y concretos de ecuaciones (en diferencias finitas).
Métodos analogos se aplican en la teoria de grado para dimensién infinita y las ecuaciones
diferenciales. Si bien la idea del grado surge en dimension finita, ambas teorias comparten
muchos rasgos, siendo uno importante el ser aplicables a una variedad de problemas
mediante (casi) el mismo enfoque abstracto. Dichas similitudes resaltan la importancia de
los resultados expuestos, ya que en muchos casos se discretizan problemas de ecuaciones
diferenciales, obteniéndose problemas de ecuaciones en diferencias finitas. La similitud
entre estos dos tipos de problemas esta relacionada con la que existe entre ambas teorias
de grado.






1
2]
3]
4]
5]
[6]
7]
18]
9]
[10]
[11]

[12]

Bibliografia

AMBROSIO, LUIGI - DANCER, NORMAN: Calculus of Variations and Partial Differential Equations
- Topics on Geometrical Evolution Problems and Degree Theory. Springer-Verlag, Berlin, 2000.
AMSTER, PABLO: (Universitext) Topological Methods in the Study of Boundary Value Problems.
Springer, New York, 2014.

CIARLET, PHILIPPE G.: Linear and Nonlinear Functional Analysis with Applications. SIAM-Society
for Industrial and Applied Mathematics, Filadelfia, 2013.

DEIMLING, KLAUS: Nonlinear Functional Analysis. Springer-Verlag, Wiirzburg, 1985.

DincA, GEORGE - MAWHIN, JEAN: Brouwer Degree and Applications. 2009.

FoONSEcA, IRENE - GANGBO, WILFRID: (Ozford Lecture Series in Mathematics and Its Applications,
2) Degree Theory in Analysis and Applications. Oxford University Press, Nueva York, 1995.
HEINZ, ERHARD: An Elementary Analytic Theory of the Degree of a Mapping in n-Dimmensional
Space. Comunicado por C. LOEWNER. Stanford University, Stanford, California.

NARASIMHAN, RHAGAVAN: Analysis on Real and Complex Manifolds. Masson & Cie., Paris, 1973.
OUTERELO, ENRIQUE - Ru1z, JESUS M.: (Graduate Studies in Mathematics 108) Mapping Degree
Theory. American Mathematical Society, Real Sociedad Matematica Espanola, Providence, Rhode
Island, 2009.

SAUVIGNY, FRIEDRICH: (Universitext) Partial Differential Equations 1 - Foundations and Integral
Representations. Springer-Verlag, Berlin, 2006.

SCHWARTZ, J.T.: (Notes on Mathematics and Its Applications) Nonlinear Functional Analysis. Gor-
don and Breach Science Publishers Inc., New York, 1969.

TESCHL, GERALD: Nonlinear Functional Analysis. 2005.

85



