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Introducción

El objetivo de esta tesis es el estudio del comportamiento de la curvatura de Ricci
en grupos de Lie dotados de una métrica de Finsler invariante a izquierda. Seguimos
como gúıa principal el paper de Libing Huang, Ricci curvatures of left invariant
Finsler metrics on Lie groups, [8]. También tenemos como principales libros de
referencia a Riemann-Finsler Geometry [5], y An introduction to Riemann-Finsler
geometry [2].

La geometŕıa diferencial suele considerar como central el estudio de la geometŕıa
riemanniana, en la cual en cada espacio tangente definimos un producto interno que
vaŕıa de forma diferenciable. En este paper desarrollaremos el caso más general de
la geometŕıa de Finsler. En la misma, cada espacio tangente está dotado de una
norma de Minkowski en lugar de una norma euclidiana. Esta generalización fue
introducida por Riemann en su Disertación Habilitante en 1854. Podemos encontrar
una traducción de la misma en [13]. Sin embargo, se la llama geometŕıa de Finsler en
reconocimiento a Paul Finsler, quien basó su tesis de 1918 en ella. Una reimpresión de
la misma puede ser encontrada en [7]. El punto de partida de la geometŕıa de Finsler
es la medida de curvas, y la generalidad de la misma permite diversas aplicaciones
en la f́ısica. Para indagar sobre ellas, se puede ver [9].

Uno de los principales contribuyentes al tema es Shiing-Shen Chern, uno de los
co-autores de los libros de referencia, y uno de los principales elementos de la teoŕıa,
la conexión de Chern, lleva su nombre. Shiing comenzó el estudio de las métricas de
Finsler en 1948, pero a pesar de su utilidad en la f́ısica y en la matemática, el mismo
fue dejado de lado por mucho tiempo. Sin embargo, ha tenido mucho progreso en
los últimos años, y ha demostrado que la geometŕıa de Finsler es una estructura
más natural que la geometŕıa riemanniana. Desgraciadamente, Chern ha muerto
recientemente, en 2004, dejando sin embargo grandes contribuciones al tema.

Una pregunta común en la geometŕıa es si una cierta variedad admite alguna
métrica riemanniana tal que su curvatura es constante. En el contexto de las va-
riedades de Finsler, podemos preguntar si toda variedad admite alguna estructura
de Finsler cuya curvatura de Ricci es constante. Chern pensó que la respuesta era
positiva, pues pedir que la curvatura de Ricci sea constante es una sola ecuación
en el fibrado tangente, en contraste con el caso riemanniano, que nos ofrece una
ecuación tensorial. En la geometŕıa de Finsler, tener curvatura de Ricci constante
es mucho menos restrictivo que su contrapartida riemanniana.

Sin embargo, el paper de Libing Huang que desarrollaremos nos da un resultado
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negativo, considerando una familia de grupos de Lie nilpotentes y no conmutativos
cuya métrica de Finsler es invariante a izquierda. Restringida a esta familia, la
pregunta de Chern tiene respuesta negativa.

El desarrollo de esta Tesis está organizado en cinco caṕıtulos. En el primero
de ellos, daremos algunas nociones básicas necesarias para estudiar las métricas de
Finsler. Presentaremos las construcciones mas usuales de fibrados vectoriales, como
por ejemplo el pullback y las conexiones lineales. Luego, pasaremos a definir las
normas de Minkowski en un espacio vectorial. Daremos algunos resultados sobre las
mismas, introduciremos la transformada de Legendre y dotaremos al espacio dual
de una norma de Minkowski en la forma usual del análisis funcional. Finalmente,
definiremos el tensor de Cartan, y probaremos que distingue a las normas euclidianas
entre las normas de Minkowski.

En el segundo caṕıtulo comenzaremos a estudiar las métricas de Finsler. Defini-
remos las mismas y daremos algunos ejemplos. Luego, presentaremos la conexión de
Chern, una conexión lineal en el fibrado pullback π∗TM0. Introduciremos algunas
cantidades en relación con la conexión de Chern, como los coeficientes de la conexión
y los coeficientes del spray, y veremos como se relacionan entre śı. Al final del caṕıtu-
lo pasaremos a estudiar el caso particular de un grupo de Lie con una métrica de
Finsler invariante a izquierda, calculando las cantidades introducidas anteriormente
en este nuevo contexto.

En el tercer caṕıtulo nos desviaremos un poco para comprender mejor la geo-
metŕıa de Finsler. A partir de la conexión de Chern y las cantidades mencionadas
anteriormente, definiremos la noción de geodésica y probaremos algunas de las pro-
piedades de estas curvas. Pasaremos a definir el transporte paralelo de vectores y a
dar algunos resultados sobre el mismo.

En el cuarto caṕıtulo comenzaremos a definir distintas nociones de curvatura.
Definiremos primero la distorsión de una norma de Minkowski y a partir de ella la
S-curvatura. Pasaremos a discutir el tensor de Riemann y la curvatura de bandera.
Terminaremos, como en el segundo caṕıtulo, centrándonos en el caso particular de
los grupos de Lie con métricas invariantes.

Finalmente, en el quinto caṕıtulo daremos los resultados principales de la tesis
y probaremos en detalle los resultados del paper de Libing Huang. Probaremos
que en un grupo de Lie nilpotente y no conmutativo, dotado de una métrica de
Finsler invariante a izquierda, existe una dirección de curvatura de Ricci positiva, y
una dirección de curvatura de Ricci negativa, mostrando dónde encontrar estas dos
direcciones.



Caṕıtulo 1

Fibrados Vectoriales y Normas
de Minkowski

En este caṕıtulo estudiaremos algunas de las estructuras necesarias para el desa-
rrollo de la tesis. La estructura básica que estudiaremos es la de una métrica de
Finsler en una variedad diferenciable M . La misma consiste de una familia de nor-
mas de Minkowski que vaŕıa diferenciablemente en el fibrado tangente pinchado
TM \ 0. Esta diferenciabilidad incompleta nos permitirá definir una estructura de
Riemann en un fibrado distinto al tangente. Necesitamos, entonces, entender algunas
construcciones de fibrados y obtener algunos resultados sobre normas de Minkowski.

Supondremos, salvo aclaración contraria, que las sumatorias finalizan en n la
dimensión de la variedad M .

1.1. Fibrados Vectoriales

El objetivo de esta sección es dar un pequeño vistazo a las construcciones usuales
de fibrados vectoriales. Para un estudio más profundo del tema, ver [12] o el Caṕıtulo
3 de [10].

Todos estamos familiarizados con el concepto de fibrado vectorial: el ejemplo
no trivial más común es el producto retorcido entre S1 y la ĺınea real. Este caso
particular no es más que la banda de Moebius. Los fibrados vectoriales se volvieron
objeto de estudio a finales de la década de 1930 en los trabajos de Hassler Whitney,
por ejemplo en [15], quien llegó a la definición que conocemos nosotros generalizando
la noción de fibrado esférico.

Sea M una variedad diferenciable. Un fibrado vectorial de dimensión n sobre M
es una variedad E y una función diferenciable y suryectiva π : E →M tales que

1. Para cada x ∈M , π−1(x) tiene estructura de espacio vectorial.

2. Para cada x ∈ M , existen un entorno U del elemento x y un difeomorfismo
ϕU : π−1(U) → U × Rn , tal que ϕU respeta las fibras, y para cada y ∈ U su
restricción ϕU : π−1(y)→ {y} ×Rn es un isomorfismo de espacios vectoriales.

9



10 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Intuitivamente, un fibrado vectorial sobre una variedad M es una variedad que
localmente es igual, topológica y diferenciablemente, al producto de un abierto de
M con un espacio vectorial.

Si el entorno U puede elegirse como M , decimos que E es un fibrado trivial.
Llamamos fibra de x en E al espacio vectorial π−1(x). E se denomina espacio total,
M espacio base y π la proyección sobre el mismo. Los entornos U se denominan
abiertos trivializantes y los difeomorfismos ϕU funciones trivializantes.

Podemos pensar un fibrado vectorial sobre M como una unión disjunta de espa-
cios vectoriales indexados por la variedad. Aśı, E =

⋃
x∈M Vx, donde Vx = π−1(x).

Esta noción es sólo conjuntista y no topológica.

Proposición 1.1. Sean M una variedad, {Vx}x∈M una familia de espacios vecto-
riales y π : E → M una función del conjunto E =

⋃
x∈M Vx a M , tal que π(v) = x

para cada v ∈ Vx. Sea {Ui} un cubrimiento por abiertos de M , y supongamos que
para cada i tenemos una función biyectiva ϕi : π−1(Ui) → Ui × Rn que respeta las
fibras de π, que para cada x ∈ Ui ∩ Uj la restricción ϕi : π−1(x) → {x} × Rn es un
isomorfismo, y que la composición ϕi ◦ ϕ−1

j es un difeomorfismo. Existe entonces
una única estructura diferenciable sobre E que le da estructura de fibrado vectorial
sobre M .

No vamos a demostrar esta proposición. Si se requiere una demostración completa
de la misma, se puede referir a la Proposición 1.2 del Caṕıtulo 3 de [10], pues es una
variante de la misma. A grandes rasgos, damos a E la topoloǵıa final provéıda por
las funciones ϕ−1

i , y proponemos como cartas los pares (π−1(Ui), ϕi).

Ejemplo 1.2 (Tangente). El fibrado tangente TM de una variedad M es un ejemplo
fundamental de fibrado vectorial. Tomamos E =

⋃
x∈M TxM , es decir, los pares

(x, v) tales que v pertenece a TxM , y π : E → M , π(x, v) = x. Elegimos los
abiertos y funciones trivializantes de la siguiente forma: dado x en M , existe (U,ϕ)
carta alrededor de x. Podemos tomar B = { ∂

∂ϕi
|x} como base de TxM . Definimos

ϕU : π−1(U)→ U × Rn, ϕU (x, v) = (x, [v]B). Es fácil comprobar que caemos en las
hipótesis de la Proposición 1.1.

Dados π1 : E1 → M y π2 : E2 → M dos fibrados sobre M , un morfismo de
fibrados sobre M entre E1 y E2 es una función diferenciable f : E1 → E2 que
respeta las fibras, y tal que restringida a cada una de ellas, fx : π−1

1 (x) → π−1
2 (x)

es un morfismo de espacios vectoriales. Un isomorfismo de fibrados sobre M es un
difeomorfismo entre los espacios totales que respeta fibras y que restringido a cada
una de ellas es un isomorfismo de espacios vectoriales.

Una sección de un fibrado es una función diferenciable s : M → E tal que
para todo x en M , s(x) pertenece a Vx. Un marco local en x ∈ M es un conjunto
de secciones diferenciables {ei}ni=1 definidas en un entorno U de x, tales que para
todo y en U {ei(y)}ni=1 es una base de la fibra en y. Luego, dada s una sección del
fibrado, puede expresarse localmente como combinación lineal de un marco local,
s(x) =

∑
si(x)ei(x), con si : U → R. Es fácil comprobar que s es diferenciable si y
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sólo si las funciones si son diferenciables para cada marco local. Notamos C∞(π) al
espacio de secciones diferenciables del fibrado π : E → M . Si E = TM , lo notamos
χ(M).

Ejemplo 1.3. Sea M una variedad diferenciable, y π : E → M un fibrado trivial
sobre M . Es decir, existe un difeomorfismo ϕ : E → M × Rn que restringido a
cada fibra es un isomorfismo de espacios vectoriales. Si tomamos las secciones ei(x)
del producto M × Rn que a cada punto x de la variedad le asigna el elemento
i de la base canónica de Rn, obtenemos un marco global de M × Rn. Si a estas
secciones las trasladamos por el difeomorfismo al fibrado E, podemos obtener un
marco global {ϕ−1(ei)} de E. En particular, como todo fibrado es localmente trivial,
dado un fibrado arbitrario F , para todo punto de M podemos obtener un marco local
alrededor del mismo.

1.1.1. Pullback de Fibrados

Dado π : E → M un fibrado como en la sección anterior, y f : N → M una
función diferenciable, podemos construir un fibrado sobre N a partir de f , llamado
el pullback de E por f . El espacio total f∗E del fibrado es un subconjunto de
N × E, f∗E = {(n, e) tales que f(n) = π(e)}, y la proyección sobre el espacio base
N es π1, la proyección sobre la primera coordenada. Las operaciones de espacio
vectorial sobre cada fibra estan definidas sobre la segunda coordenada. Gracias a
que para cada par en f∗E, f(n) = π(e), las operaciones están bien definidas. Dado
U entorno trivializante en M con función trivializante ϕU , tomamos V = f−1(U)
como entorno trivializante en N . La función trivializante en V está definida por
ψV : π−1

1 (V ) → V × Rn, ψV (n, e) = (n, π2(ϕU (e)), con π2 la proyección de U × Rn
sobre Rn.

Como dijimos antes, podemos pensar al pullback como unión de espacios vecto-
riales. Aśı, se tiene f∗E =

⋃
n∈N Vf(n). Es decir, sobre cada elemento n ∈ N ponemos

una copia del espacio vectorial que está sobre su imagen por f .

Ejemplo 1.4. Tomemos π : E → M un fibrado con E =
⋃
x∈M Vx. Podemos

considerar el pullback π∗E. Sobre cada elemento (x, v) en E ponemos una copia de
Vx. Aśı, π∗E =

⋃
(x,v)∈E Vx.

1.1.2. Construcciones Funtoriales de Fibrados

Un funtor covariante T en la categoŕıa V ect de espacios vectoriales, es una opera-
ción que asigna un espacio vectorial T (V ) a cada espacio vectorial V , y un morfismo
T (f) : T (V ) → T (W ) a cada morfismo f : V → W , que respeta las identidades de
los distintos espacios y las composiciones entre los morfismos, es decir:

T (idV ) = idT (V );

T (f ◦ g) = T (f) ◦ T (g).
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Un funtor se llama diferenciable si para cada par de espacios V y W , T (f)
depende diferenciablemente de f . Ésto tiene sentido pues el espacio de morfismos
entre dos espacios vectoriales normados tiene una estructura diferenciable natural.

Dados π : E →M un fibrado vectorial, E =
⋃
x∈M Vx, y T un funtor diferencia-

ble de la categoŕıa de espacios vectoriales en śı misma, podemos construir un nuevo
fibrado Tπ : T (E) → M sobre M . Como unión de espacios vectoriales, tenemos
T (E) =

⋃
x∈M T (Vx), con Tπ la proyección sobre cada x. Dado U un entorno tri-

vializante de E, tenemos la función trivializante ϕU : π−1(U) → U × Rn tal que
restringido a cada fibra Vx es un isomorfismo de espacios vectoriales. Llamemos ϕx
a esta restricción. Por funtorialidad, T (ϕx) : T (Vx)→ T (Rn) es también un isomor-
fismo. Definimos aśı T (ϕU ) : Tπ−1(U) → U × T (Rn), T (ϕ)(x, v) = (x, T (ϕx)(v)).
La composición entre las funciones trivializantes resulta un difeomorfismo por la
diferenciabilidad del funtor T . Luego, caemos en las hipótesis de la Proposición 1.1,
por lo que Tπ : T (E)→M es un fibrado sobre M .

Notemos que en la construcción anterior, la funtorialidad en los morfismos sólo se
usó en el caso de isomorfismos. Gracias a ésto, podemos dar una construcción análoga
para funtores contravariantes, es decir, para funtores que invierten el dominio y
codominio de los morfismos.

Más aún, podemos hacer una construcción análoga en funtores de varias varia-
bles. Haremos el desarrollo en dos variables, pero se puede extender fácilmente a
más. Sea T : V ect × V ect → V ect un funtor covariante en la primera coordenada
y contravariante en la segunda. Es decir, T asigna a cada par de espacios vectoria-
les (V,W ) un espacio vectorial T (V,W ) y a cada par de morfismos f : V → V ′,
g : W ′ → W un morfismo T (f, g) : T (V,W )→ T (V ′,W ′) de forma funtorial. Como
antes, llamamos al funtor T diferenciable si T (f, g) depende diferenciablemente de
f y g.

Dados π : E → M un fibrado vectorial, E =
⋃
x∈M Vx, y T un funtor dife-

renciable en dos variables, podemos construir un nuevo fibrado Tπ : T (E) → M
sobre M de forma muy similar que con funtores en una variable. Como unión de
espacios vectoriales, T (E) =

⋃
x∈M T (Vx, Vx), con Tπ la proyección sobre cada x.

Sean U un entorno trivializante de E, y ϕU su función trivializante con ϕx la res-
tricción a cada espacio Vx. Por funtorialidad, T (ϕx, ϕ−1

x ) : T (Vx, Vx) → T (Rn,Rn)
es también un isomorfismo. Definimos aśı T (ϕU ) : Tπ−1(U) → U × T (Rn,Rn),
T (ϕ)(x, v) = (x, T (ϕx, ϕ−1

x )(v)). La composición entre las funciones trivializantes
resulta un difeomorfismo por la diferenciabilidad del funtor T . Luego, caemos en las
hipótesis de la Proposición 1.1, por lo que Tπ : T (E)→M es un fibrado sobre M .

Ejemplo 1.5 (Cotangente). Dada M una variedad, podemos considerar sobre cada
x el espacio cotangente T ∗xM , espacio dual a TxM . Podemos hacer la misma cons-
trucción que en el Ejemplo 1.2 para definir el fibrado cotangente a una variedad.
Sin embargo, consideremos el funtor contravariante ∗ : V ect → V ect que a cada
espacio vectorial le asigna su espacio dual, y a cada morfismo f : V → W le asigna
el morfismo f∗ : W ∗ → V ∗, f∗(L) = L ◦ f . Con este funtor podemos definir T ∗M el
fibrado cotangente como ∗(TM). Las dos construcciones son equivalentes.
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Ejemplo 1.6. Podemos considerar el funtor
∧k : V ect→ V ect, que a cada espacio

vectorial V le asigna el espacio de funciones k-multilineales alternadas de V en R, y
a cada morfismo f : V →W le asigna f∗ : ∧k(W )→

∧k(V ),

f∗(L)(v1, · · · , vk) = L(f(v1), · · · , f(vk)).

Definimos aśı el fibrado
∧k(M) =

∧k(TM).

Ejemplo 1.7. Más en general, consideramos el funtor ⊗(s,r), que a cada par de
espacios vectoriales V , W asigna el espacio

⊗r V ⊗
⊗sW ∗; a cada par de morfismos

f : V → V ′, g : W ′ →W asigna ⊗(s,r)(f, g) : ⊗(s,r)(V,W )→ ⊗(s,r)(V ′,W ′),

⊗(s,r)(f, g)(v1⊗· · ·⊗vr⊗w1⊗· · ·⊗ws) = f(v1)⊗· · ·⊗f(vr)⊗g∗(w1)⊗· · ·⊗g∗(ws).

Es un funtor en dos variables, covariante en la primera y contravariante en la segun-
da. Definimos Ds

r(M) = ⊗(s,r)(TM).

Ejemplo 1.8. Sea Hom(−,−) el funtor a dos variables que a cada par de espacios
vectoriales V , W les asigna el espacio vectorial Hom(V,W ) de morfismos de V en
W , y a cada par de morfismos f : V ′ → V , g : W → W ′ les asigna el morfismo
Hom(f, g) : Hom(V,W ) → Hom(V ′,W ′), Hom(f, g)(L) = g ◦ L ◦ f . Es un funtor
contravariante en la primera coordenada y covariante en la segunda. Podemos definir
con este funtor el fibrado End(E) = Hom(−,−)(E).

Sabemos que dados V y W espacios vectoriales, el espacio Hom(V,W ) se puede
identificar con el producto tensorial V ∗⊗W a través del isomorfismo que a cada par
f ⊗ w le adjudica el morfismo L : V → W , L(v) = f(v)w, extendido linealmente.
Este isomorfismo de espacios vectoriales nos induce un isomorfismo de fibrados entre
⊗(1,1)(E) y End(E).

Destacaremos algunas secciones diferenciables. Un campo es una sección de TM .
Una k-forma es una sección del fibrado

∧k(M). Un (r, s)-tensor es una sección del
fibrado Ds

r(M). Gracias al Ejemplo 1.8, podemos identificar un (1, 1)-tensor con
una sección del fibrado End(TM), que a cada elemento x de M le asigna una
transformación lineal de TxM en śı mismo.

Una estructura Riemanniana en M es un (2, 0)-tensor tal que para cada x en M
define un producto interno en TxM . Podemos generalizar la noción de estructura
Riemanniana a un fibrado cualquiera. Una estructura Riemanniana de un fibrado
π : E →M es una sección del fibrado ⊗(2,0)(E) tal que para cada x en M define un
producto interno en Vx.

1.1.3. Conexión lineal

Pasaremos a definir una conexión lineal en un fibrado E. Para una lectura más
profunda, ver el Apéndice 1 de [1].

Sea π : E → M un fibrado, E =
⋃
x∈M Vx. Una conexión lineal ∇ en E es

una familia de transformaciones lineales ∇ : TxM × C∞(π) → Vx, con la condición
adicional que ∇v(fX) = df(v)X + f∇vX para cada f ∈ C∞(M).



14 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Podemos también pensar a ∇ como un operador ∇ : χ(M)× C∞(π)→ C∞(π),
∇VX(x) = ∇V (x)X, que es lineal en la primera coordenada, y cumple las condiciones
anteriores en la segunda.

Supongamos que α : R → M es una curva diferenciable en M . Podemos consi-
derar α̇ : R → TM el campo de velocidades de α que a cada t le adjudica el par
(α(t), α∗,t( ∂∂t)), bien definido y diferenciable a su vez. Para obtener más información
sobre la curva, querŕıamos obtener su campo de aceleraciones α̈, pero ésta seŕıa una
función que toma valores en TTM , y no un campo tangente a M . Cuanto más se
quiera diferenciar el campo de velocidades, mayor será el grado de complejidad de
la función obtenida.

Lo mismo sucede con campos diferenciables. Si tomamos X : M → TM , su
diferencial no es un campo en M , sino X∗ : TM → TTM , pero uno deseaŕıa que el
resultado fuera nuevamente un campo tangente a la variedad.

Una conexión soluciona este problema, dando una noción de derivación que nos
devuelve nuevamente una sección.

Supongamos queM es una variedad de dimensión 2 y que tenemos una estructura
riemanniana definida en el fibrado tangente TM . Tomemos p, q en M y σ una curva
de menor longitud entre las que unen p y q. Si tomamos un campo X sobre la curva
σ, es decir, un levantado de σ al fibrado TM , podemos decir que es paralelo si el
producto interno entre X y el campo de velocidades de σ se mantiene constante.

Aunque en superficies es fácil definir este concepto, al aumentar las dimensiones
los campos a lo largo de las curvas pueden girar alrededor de las misma manteniendo
su ángulo constante. Para no permitir que esto suceda, debemos dar alguna noción de
torsión, pero aunque el enunciado parece simple, traducir esta declaración a lenguaje
matemático es muy complicado. Sin embargo, una conexión nos ayuda en ésto.

Tener una definición para paralelismo de campos nos permite dar una idea de
transporte paralelo. Como su nombre lo indica, el transporte paralelo de un vector
a lo largo de una curva toma el vector y lo traslada a lo largo de la misma sin variar
el ángulo con el campo de velocidades y, en algunos casos, sin torcerlo.

Demos entonces definiciones a partir de una conexión dada.
Sean M una variedad diferenciable y π : E → M un fibrado sobre la misma.

Supongamos que ∇ es una conexión lineal definida en E y σ : (−ε, ε) → M una
curva diferenciable en M con σ(0) = x. Decimos que X una sección a lo largo de σ
es paralela si ∇σ̇X = 0. En particular, si E = TM , decimos que σ es una geodésica
si su campo de velocidades es paralelo a lo largo de la misma.

Es fácil ver que dada una curva σ con σ(0) = x y V0 ∈ Ex existe V una sección
paralela a lo largo de σ con V (0) = V0, ya que implica simplemente resolver una
ecuación diferencial ordinaria. Gracias a ello, podemos definir el transporte paralelo
de V0 a lo largo de σ. Si σ(δ) = y, definimos el transporte de V0 a Ey como el vector
P (V0) = V (δ).

Las nociones de conexión y transporte paralelo son equivalentes. Una conexión
es básicamente una forma de derivar secciones. Dada V una sección a lo largo de σ
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nos gustaŕıa poder definir la derivada de la misma como

ĺım
ε→0

V (t+ ε)− V (t)
ε

.

Sin embargo, los elementos V (t+ ε) y V (t) se encuentran en espacios distintos,
por los que no se puede a priori operar entre ellos. Pero si tuvieramos una forma de
transportarlos a través de los espacios del fibrado, el problema se soluciona.

Profundicemos un poco en el caso de una métrica riemanniana en el fibrado
tangente, donde el paralelismo es más evidente. Dada una conexión ∇ en el fibrado
tangente, decimos que es libre de torsión si

∇XY −∇YX = [X,Y ]

para cada par de campos X e Y . Decimos que es compatible con la métrica si para
todo trio de campos X, Y y Z,

X〈Y,Z〉 = 〈∇XY,Z〉+ 〈Y,∇XZ〉.

Sabemos que dada una métrica riemanniana en una variedad M existe una única
conexión libre de torsión y compatible con la métrica, que llamamos conexión de
Levi-Civita. Esta conexión cumple las propiedades de paralelismo que enumeramos
antes: un campo paralelo a lo largo de una geodésica conserva su ángulo con el
campo de velocidades y no gira alrededor de la misma. Se puede probar que si la
variedad es en particular una subvariedad de Rn con la métrica inducida, aplicar la
conexión de Levi-Civita consiste simplemente en derivar el campo como función a
Rn y proyectarlo sobre el tangente a la variedad.

Para más detalles sobre el caso riemanniano y la conexión de Levi-Civita, ver
[6].

Computemos más en detalle una conexión. Tomemos un marco local {ei}. Dado
X =

∑
i xiei, tenemos que:

∇vX =
∑
i

dxiei + xi∇vei =
∑
i

dxi +
∑
j

xjω
i
j(v)

 ei, (1.1)

donde ∇vei =
∑
j ω

i
j(v)ej , con ωij 1-formas locales. El conjunto {ωij} se denominan

las formas de conexión de ∇ con respecto a {ei}.

Observación 1.9. De la ecuación (1.1) podemos ver que dar una conexión equivale
a dar una familia de 1-formas locales en nuestra variedad que se peguen bien en los
dominios comunes.

Tomemos Ωi
j = dωij −

∑
k ω

k
j ∧ ωik. Cada Ωi

j es una 2-forma local. Son llamadas
las formas de curvatura de ∇ con respecto a {ei}.
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1.2. Normas de Minkowski

El objetivo de esta sección es introducir las normas de Minkowski en espacios
vectoriales, y obtener algunos resultados básicos sobre ellas que se utilizarán en el
estudio de las métricas de Finsler. Puede consultarse sobre el tema el primer Caṕıtulo
de [2] o de [5].

Dado V un espacio vectorial de dimensión finita, F : V → R se dice norma de
Minkowski si:

1. F (x) ≥ 0 para todo y en V , y F (y) = 0 si y solo si y = 0.

2. F (λy) = λF (y) para todo λ ≥ 0.

3. F es una función C∞ en V \ {0}, y para cada y distinto de 0 se cumple que la
función bilineal y simétrica

gy(v, w) = 1
2
∂2

∂t∂s
(F 2(y + tv + sw))s,t=0 (1.2)

es un producto interno en V . Esta condición es conocida como convexidad
fuerte.

Podemos escribir (1.2) de forma distinta. Tomemos {ei} una base de V . Dado
y =

∑
i yiei, consideremos la matriz Hessiana

(gij) =
(

∂2

∂yi∂yj

[1
2F

2(y)
])

.

Si u =
∑
i uiei y v =

∑
i viei, tenemos que gy(u, v) =

∑
i,j gij(y)uivj . Luego, la

tercera condición es equivalente a pedir que la matriz Hessiana sea definida positiva.
El par (V, F ) es llamado espacio de Minkowski y la función gy se denomina la

forma fundamental en y. Si F (y) = F (−y) para todo y en V se dice que F es
reversible.

Es fácil ver que la forma fundamental define una estructura riemanniana en
V \ {0}. Es más, Sr = {y ∈ V tales que F (y) = r} es una subvariedad riemanniana
orientable con normal exterior n =

∑
i
yi
F

∂
∂yi

.
Proposición 1.10. Dada F una norma de Minkowski, el producto interno definido
en (1.2) es invariante por reescalas positivas. En particular, gij(λy) = gij(y) para
todo y distinto de cero y para todo λ > 0.
Demostración. Aplicando la regla de la cadena:

gλy(v, w) = ∂

∂t

∂

∂s

(1
2F

2(λy + tv + sw)
)
s,t=0

= ∂

∂t

∂

∂s

(
λ2 1

2F
2(y + t

λ
v + s

λ
w)
)
s,t=0

= λ2 ∂

∂t

∂

∂s

(1
2F

2(y + tv + sw)
)
s,t=0

1
λ2 = gy(v, w).
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Como ya dijimos, una norma de Minkowski debe ser positivamente homogénea,
es decir, F (λy) = λF (y) para todo λ positivo. Vamos a probar algunas propiedades
del caso más general de una función positivamente homogénea y luego deducir los
resultados particulares para nuestras normas.

Teorema 1.11 (Teorema de Euler). Sea H : Rn → R diferenciable en Rn \{0}. Son
equivalentes:

1. H(λy) = λrH(y) para todo λ > 0, y en Rn.

2.
∑
i yi

∂H
∂yi

(y) = rH(y) para todo y en Rn.

Demostración. Supongamos que, dado y fijo, vale que H(λy) = λrH(y) para todo
λ > 0. Derivando esta igualdad en función de λ:∑

i

yi
∂

∂yi
H(λy) = rλr−1H(y).

Luego, para λ = 1, obtenemos la igualdad que buscamos.
Rećıprocamente, si vale que

∑
i yi

∂
∂yi
H(y) = rH(y), consideremos la función

f(λ) = H(λy). Derivando, obtenemos que:

∂f

∂λ
=
∑
i

yi
∂

∂yi
H(λy) = 1

λ

∑
i

(λy)i
∂

∂yi
H(λy) = r

λ
H(λy) = r

λ
f.

Luego, f cumple la ecuación diferencial ∂f∂λ−
r
λf = 0. Por el teorema de existencia

y unicidad de soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias, y teniendo en cuenta
que f = C(y)λr es solución, podemos ver que H(λy) = C(y)λr. Reemplazando
λ = 1, llegamos a que C(y) = H(y). Finalmente, H(λy) = λrH(y).

En nuestro caso particular, si F es una norma de Minkowski:

F (y) =
∑
i

yi
∂F

∂yi
(y), (1.3)

o, de otra forma:∑
i

yi
F (y)

∂F

∂yi
(y) = 1.

Derivando esta última en funcion de cada yj , obtenemos:

0 = ∂

∂yj

∑
i

yi
F

∂F

∂yi

 = 1
F

∑
i

yi
∂2F

∂yi∂yj
+
∑
i

∂F

∂yi

δijF − yi ∂F∂yj
F 2


Resolviendo la segunda sumatoria:

∑
i

∂F

∂yi

δijF − yi ∂F∂yj
F 2

 = 1
F 2

 ∂F
∂yj

F − ∂F

∂yj

∑
i

yi
∂F

∂yi

 = 0.
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Luego,

∑
i

yi
∂2F

∂yi∂yj
= 0

para cada j.
Probemos otra propiedad importante de las funciones positivamente homogéneas.

Proposición 1.12. Sea H : Rn → R una función diferenciable y positivamente ho-
mogénea de orden r en la coordenada i. Entonces, ∂H

∂yi
es una función positivamente

homogénea de orden r − 1 en la coordenada i.

Demostración. Sea λ positivo. Calculemos la derivada de H(λy) en la i-ésima direc-
ción de dos formas distintas.

Como H es homogénea de orden r,

∂

∂yi
(H(λy)) = ∂

∂yi
(λrH(y)) = λr

∂H

∂yi
(y).

Por otro lado, por la regla de la cadena,

∂

∂yi
(H(λy)) = λ

∂H

∂yi
(λy).

Juntando estas dos ecuaciones, obtenemos el resultado que queŕıamos:

∂H

∂yi
(λy) = λr−1∂H

∂yi
(y).

En particular, la proposición anterior puede usarse para dar otra prueba de
que la forma fundamental es invariante por reescalas positivas, ya que involucra las
derivadas segundas de F 2, una función homogénea de orden 2.

Probemos ahora algunas propiedades mas espećıficas de las normas de Minkows-
ki.

Teorema 1.13. Sea F : V → [0,+∞) una norma de Minkowski. Entonces:

1. Convexidad: F (x1 + x2) ≤ F (x1) + F (x2) y vale la igualdad si y solo si x1 y
x2 son colineales con coeficiente positivo.

2. Desigualdad Fundamental:
∑
iwi

∂F
∂yi

(y) ≤ F (w) para todo y distinto de cero,
vale la igualdad si y solo si w e y son colineales con coeficiente positivo.
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Demostración. Observemos que (gij) =
(

∂2

∂yi∂yj

[
1
2F

2
])

= F ∂2F
∂yi∂yj

+ ∂F
∂yi

∂F
∂yj

. Multi-
plicando por las coordenadas i, j y sumando:

∑
i,j

gij(y)yiyj =
∑
i,j

(
F

∂2F

∂yi∂yj
+ ∂F

∂yi

∂F

∂yj

)
yiyj

=
∑
i

F

∑
j

yj
∂2F

∂yi∂yj

 yi +

∑
i

yi
∂F

∂yi

∑
j

yj
∂F

∂yj


= 0 + F 2(y) = F 2(y).

Luego,

F (y) =
√∑

i,j

gij(y)yiyj . (1.4)

Notemos que F (y) =
√∑

i,j gij(y)yiyj =
√
gy(y, y) 6= 0 si y 6= 0, al ser gy

un producto interno, por lo cual esta hipótesis no es necesaria para normas de
Minkowski.

Aplicando Cauchy-Schwartz a gy:∑
i,j

gij(y)ηiξj

2

≤

∑
i,j

gij(y)ηiηj

∑
i,j

gij(y)ξiξj

 .
Si tomamos η = y:∑

i,j

gij(y)yiξj

2

≤

∑
i,j

gij(y)yiyj

∑
i,j

gij(y)ξiξj


=

∑
i,j

gij(y)ξiξj

F 2(y),

(1.5)

y la igualdad vale si y solo si ξ e y son colineales.
Tenemos ademas que ∂2F

∂yi∂yj
= 1

F

(
gij − ∂F

∂yi
∂F
∂yj

)
. Luego:

∑
i,j

∂2F

∂yi∂yj
ξiξj = 1

F 3

∑
i,j

(
F 2gijξiξj − F 2 ∂F

∂yi

∂F

∂yj
ξiξj

)
.

Pero:

F 2∑
i,j

∂F

∂yi

∂F

∂yj
ξiξj =

∑
k,l

gkl(y)ykyl

∑
i,j

∂F

∂yi

∂F

∂yj
ξiξj


=
∑
i,j,k,l

gkl(y)ykyl
∂F

∂yi

∂F

∂yj
ξiξj .
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Reordenando y usando (1.3) y (1.4), queda igual a
(∑

i,j gij(y)yiξj
)2

Volviendo, y usando (1.5):

∑
i,j

∂2F

∂yi∂yj
ξiξj = 1

F 3

F 2∑
i,j

gijξiξj −
∑
i,j

F 2 ∂F

∂yi

∂F

∂yj
ξiξj


= 1
F 3

F 2∑
i,j

gijξiξj −

∑
i,j

gij(y)yiξj

2


≥ 1
F 3

F 2∑
i,j

gijξiξj − F 2∑
i,j

gijξiξj

 = 0. (1.6)

Como la desigualdad proviene de la desigualdad de Cauchy-Schwartz, sabemos
que la igualdad se cumple si y solo si ξ e y son colineales.

Probemos lo siguiente: 2F (y) ≤ F (y + ξ) + F (y − ξ) y la igualdad vale si y solo
si ξ = λy para |λ| ≤ 1. Veamos primero los casos linealmente dependientes:

Si ξ = λy para |λ| ≤ 1, 1± λ ≥ 0, y vale:

F (y + ξ) + F (y − ξ) = F ((1 + λ)y) + F ((1− λ)y)
= (1 + λ)F (y) + (1− λ)F (y) = F (y).

Si ξ = λy para |λ| > 1, F (y + ξ) + F (y − ξ) = (2 + α)F (y) + F (−αy) con
α = |λ| − 1 > 0, por lo que se cumple la desigualdad estricta.

Si y ó ξ son nulos es obvio.

Supongamos ahora que son linealmente independientes. Entonces, tenemos que,
para algún 0 < ε < 1:

F (y ± ξ) = F (y)±
n∑
i=1

∂F

∂yi
(y)ξi + 1

2

n∑
i,j=1

∂2F

∂yi∂yj
(y + εξ)ξiξj

> F (y)±
n∑
i=1

∂F

∂yi
(y + εξ)ξi.

Esta última desigualdad se debe a (1.6), pues ξ y y + εξ son linealmente indepen-
dientes. Sumando, F (y + ξ) + F (y − ξ) > 2F (y).

Para terminar con la demostración de convexidad, tomemos en la desigualdad
anterior y = x1+x2

2 , ξ = x1−x2
2 , y la desigualdad se convierte en la que queŕıamos.

Finalmente, probemos la desigualdad fundamental. Primero, veamos los casos
linealmente dependientes.

Si w = αy con α positivo,∑
i

wi
∂F

∂yi
(y) =

∑
i

αyi
∂F

∂yi
(y) = αF (y) = F (αy) = F (w).
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Si w = αy con α negativo,∑
i

wi
∂F

∂yi
(y) =

∑
i

αyi
∂F

∂yi
(y) = αF (y) < 0 ≤ F (w).

Supongamos ahora que w e y son linealmente independientes. Como vimos antes,
F (y − ξ) > F (y)−

∑
i
∂F
∂yi

(y)ξi. Si tomamos ξ = y − w, y considerando (1.3):

F (w) > F (y)−
∑
i

∂F

∂yi
(y)(yi − wi)

= F (y)−
∑
i

∂F

∂yi
(y)yi +

∑
i

∂F

∂yi
(y)wi =

∑
i

∂F

∂yi
(y)wi.

Podemos ahora interpretar la desigualdad fundamental. En primer lugar, con
(1.3), tenemos que:

F (y) +
∑
i

∂F

∂yi
(y)(wi − yi) ≤ F (w).

Esto indica que el plano tangente al gráfico de F está por debajo del mismo y lo
toca en la recta (λw, F (λw)).

Multipliquemos ahora la desigualdad fundamental por F (y). Teniendo en cuenta
que:

∑
j

yjgij(y) =
∑
j

F
∂2F

∂yi∂yj
yj +

∑
j

∂F

∂yi

∂F

∂yj
yj = ∂F

∂yi
F,

tenemos que:∑
i,j

gij(y)wiyj ≤ F (y)F (w).

Esta puede considerarse como una generalización del teorema de Cauchy-Schwartz
para normas de Minkowski.

Notemos que si realizamos una cuenta del teorema anterior con mas cuidado
obtenemos una nueva igualdad para estas normas.

∑
j

gijyj =
∑
j

(
F

∂2F

∂yi∂yj
yj + ∂F

∂yi

∂F

∂yj
yj

)
= F

∂F

∂yi
.

Veamos ahora algunos ejemplos de normas de Minkowski.

Ejemplo 1.14. Sean V un espacio vectorial, 〈, 〉 producto interno en V . Dado v en
V definimos F (v) = ‖v‖ =

√
〈v, v〉. F es claramente una norma de Minkowski y se

la denomina norma euclidiana.
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Ejemplo 1.15. Dados V espacio vectorial, α una norma euclidiana en V y β ∈ V ∗
un funcional lineal, definimos F (y) = α(y) + β(y). Veamos bajo qué condiciones F
es una norma de Minkowski.

La homogeneidad es bastante obvia. Para probar la convexidad fuerte, calculemos
la forma fundamental. Dada {ei} una base de V e y =

∑
i yiei, podemos escribir

α(y) =
√∑

i,j aijyiyj y β(y) =
∑
i biyi. Tenemos que:

∂F

∂yi
(y) =

∑
k aikyk√∑
k,l aklykyl

+ bi =
∑
k aikyk
α(y) + bi

∂2F

∂yi∂yj
(y) =

aij
√∑

k,l aklykyl − (
∑
k aikyk)(

∑
k
ajkyk√∑

k,l
aklykyl

)

∑
k,l aklykyl

=
aij − (

∑
k
aikyk

α(y) )(
∑

k
ajkyk

α(y) )
α(y)

Luego,

gij(y) = F
∂2F

∂yi∂yj
+ ∂F

∂yi

∂F

∂yj

= F

α

(
aij −

∑
k aikyk
α(y)

∑
k ajkyk
α(y)

)
+
(∑

k aikyk
α(y) + bi

)(∑
k ajkyk
α(y) + bj

)

=

F
α
aij +

(∑
k aikyk
α(y) + bi

)(∑
k ajkyk
α(y) + bj

)− F

α

∑
k aikyk
α(y)

∑
k ajkyk
α(y)

Para seguir, necesitamos la siguiente proposición:

Proposición 1.16. Sean g = (gij) y h = (hij) dos matrices simétricas y c = (ci) un
vector tales que h es inversible, con h−1 = (hij), y que gij = hij + δcicj. Entonces,
det(gij) = (1 + δ(

∑
i,j h

ijcicj)) det(hij).

Aplicando esta proposición dos veces, llegamos a que det gij =
(
F
α

)n+1
det aij .

Es más, esta fórmula puede aplicarse también a los menores. El cálculo es tedioso y
no lo haremos aqúı.

Para una demostración de la Propocisión 1.16 y esta última cuenta en detalle,
podemos referirnos al Caṕıtulo 11, Sección 2 de [2].

Como (aij) es definida positiva, conclúımos que (gij) lo es si y sólo si F es una
función positiva. Queremos ver, entonces, para qué β la función F es positiva.

F es positiva si y solo si α(y) > −β(y). Basta probar que esto sucede para
todo y tal que α(y) = 1. La condición se simplifica a pedir que β(−y) < 1 para
estos elementos, o, lo que es equivalente,

∣∣β(y)
∣∣ < 1. Tomando supremo en los y de

α-norma 1, tenemos finalmente que F es positiva si y sólo si

‖β‖α = sup
‖y‖α=1

∣∣β(y)
∣∣ < 1.
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Estas normas de Minkowski se llaman normas de Randers.

Probemos algunas propiedades más de las normas de Minkowski. En primer
lugar, veamos que las bolas son convexas.

Proposición 1.17. Dada F una norma de Minkowski, definimos la bola de radio r
centrada en x como Br(x) := {y ∈ Rn tales que F (y − x) < r}. Entonces Br(x) es
un conjunto convexo.

Demostración. Basta probar que la clausura de Br = Br(0) es convexa. Dados x1,
x2 elementos de Br, debemos probar que el segmento tx1 + (1− t)x2 está contenido
en Br, es decir, que F (tx1 + (1− t)x2) ≤ r para todo t entre cero y uno.

Si el 0 pertenece al segmento, x2 = λx1 y el resultado es obvio. Si no, sea
z = t0x1 + (1 − t0)x2, con 0 < t0 < 1, tal que F (z) sea máximo en el segmento.
Definimos φ(t) = F (tx1 + (1− t)x2). φ es diferenciable y φ′(t0) = 0. Computando la
derivada, tenemos que

∑
i(x1i − x2i) ∂F∂yi (z) = 0.

F (z) =
∑
i

zi
∂F

∂yi
(z) =

∑
i

(t0x1i + (1− t0)x2i)
∂F

∂yi
(z)

= t0

∑
i

(x1i − x2i)
∂F

∂yi
(z)

+
∑
i

x2i
∂F

∂yi
(z) ≤ F (x2) ≤ r.

Como el máximo se realizaba en z, el segmento está contenido en Br.

Observación 1.18. Cabe destacar que gracias a la homogeneidad positiva, toda
norma de Minkowski está caracterizada por los elementos de la bola de radio 1. Si
tomamos el conjunto SF de los elementos de norma 1, podemos recuperar la norma,
ya que F (y) = 1

t , donde t es el número real tal que ty pertenece a SF .
Más aún, si B es un abierto de V convexo centrado en el origen, con borde

S = ∂B suave, podemos definir la función no negativa F : V → R, F (y) = 1
t con t

el número real tal que ty pertenece a S. Esta función es positiva para todo elemento
no nulo, positivamente homogénea (y completamente homogénea si B es simétrico)
y convexa. Cumple también que es una función diferenciable fuera del oŕıgen. Sin
embargo, en general falla en ser fuertemente convexa.

Por ejemplo, si tomamos B = {(x, y) ∈ R2 : x4 + y4 < 1}, que cumple los
requisitos anteriores, es fácil ver que la función F definida es F (x, y) = 4

√
x4 + y4.

Los coeficientes de la forma fundamental son:

g11 = x6 + 3x2y4

(x4 + y4)
3
2

;

g12 = g21 = −2x3y3

(x4 + y4)
3
2

;

g22 = y6 + 3y2x4

(x4 + y4)
3
2
.
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Luego, es obvio que la forma fundamental no es definida positiva en los ejes, pues
no es inversible.

1.2.1. Transformada de Legendre

Vamos a probar en esta subsección un resultado para normas de Minkowski análo-
go al teorema de representación de Riesz en productos internos. Para profundizar
en el tema, se puede leer la sección 8 del caṕıtulo 14 de [2].

Sean V un espacio vectorial y V ∗ el espacio dual a V de funcionales lineales, con
{ei} y {wi} una base de V y su correspondiente base dual de V ∗. Podemos dotar a
V ∗ de una norma de Minkowski a partir de F . Si p es un funcional lineal, y S1 es el
subconjunto de V de elementos de norma 1, definimos

F ∗(p) = sup
v∈S1

p(v) = sup
v∈V

p

(
v

F (v)

)
.

El conjunto S1 es compacto, por lo que el supremo se alcanza. Como p es un
funcional lineal, sus conjuntos de nivel son hiperplanos paralelos en V . Y como S1
es el borde de un conjunto estrictamente convexo, el supremo se alcanza en un único
lugar.

La positividad y homogeneidad positiva de F ∗ son bastante obvias. Sin embar-
go, para probar la convexidad fuerte, necesitamos primero de la transformada de
Legendre. Definimos la misma como L : V → V ∗,

L(y)(v) = gy(y, v).

Si tomamos coordenadas, dados y =
∑
i yiei, v =

∑
i viei,

L(y)(v) =
∑
i,j

gij(y)yivj .

Y tomando coordenadas en el espacio dual,

(L(y))j =
∑
i

gij(y)yi = ∂F

∂yj
(y)F (y).

Veremos que la transformada de Legendre es un difeomorfismo entre V \ {0} y
V ∗ \ {0}. Como los coeficientes de la forma fundamental dependen del punto y, no
es en general una transformación lineal. Sin embargo, la transformada śı preserva la
norma. Por la desigualdad fundamental,

L(y)(v) =
∑
j

∂F

∂yj
vjF (y) ≤ F (v)F (y).

Luego,

F ∗(L(y)) = sup
v∈S1

L(y)(v) ≤ sup
v∈S1

F (v)F (y) = F (y).
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Además,

L(y)
(

y

F (y)

)
= 1
F (y)

∑
i,j

gij(y)yiyj = F 2(y)
F (y) = F (y),

En conclusión, F ∗(L(y)) = F (y). Podemos pasar a probar la siguiente proposi-
ción.

Proposición 1.19. Sean V un espacio vectorial y F una norma de Minkowski en
V . Entonces, L : V → V ∗ la transformada de Legendre es un difeomorfismo si se
restringe y correstringe a V \ {0} y V ∗ \ {0} respectivamente.

Demostración. Comencemos por la inyectividad de la transformada. Sean y1, y2
tales que L(y1) = L(y2) = p. Luego, si v1 = y1

F (y1) , v2 = y2
F (y2) , tenemos que

p(v1) = F (y1) = F ∗(L(y1)) = F ∗(p)

y

p(v2) = F (y2) = F ∗(L(y2)) = F ∗(p).

Como v1 y v2 pertenecen a S1 la indicatriz de V , y como p alcanza su norma en
un único vector, tenemos que v1 = v2. Por lo tanto, y2 = λy1 para algun λ positivo.
Sustituyendo en la fórmula de L, y teniendo en cuenta que los coeficientes de la
forma fundamental son invariantes por reescalas positivas,∑

i

gij(y1)y1i =
∑
i

gij(λy1)λy1i = λ
∑
i

gij(y1)y1i .

Como L(y1) 6= 0 (pues preserva la norma), tenemos que λ = 1 e y1 = y2.
Probemos ahora que la transformada es sobreyectiva. Sea p un elemento no nulo

de V ∗. Ya vimos que existe un único v en S1 tal que F ∗(p) = p(v). Afirmo que
L(y) = p para y = F ∗(p)v.

Para cada t real y w en V , tenemos que

p

(
v + tw

F (v + tw)

)
≤ p(v) = F ∗(p).

Definimos la función f(t) = p(y+tw)−F (y+tw)F ∗(p). Dividiendo por F (y+tw),

f(t)
F (y + tw) = p

(
y + tw

F (y + tw)

)
− F ∗(p) ≤ F ∗(p)− F ∗(p) = 0.

Como F (y+ tw) es positivo para todo t y w, la función f es no positiva. Es más,

f(0) = p(y)− F (y)F ∗(p) = p(y)− F (y)p(v) = p(y)− p(y) = 0.
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Por lo tanto, f tiene un máximo absoluto en 0, y f ′(0) = 0. Derivando f y
evaluando en 0, obtenemos que

f ′(0) = p(w)−
∑
i

∂F

∂yi
(y)wiF ∗(p) = p(w)− F ∗(p)

F (y)
∑
i,j

gij(y)yjwi

= p(w)− F ∗(p)
F ∗(p)F (v)L(y)(w) = p(w)− L(y)(w).

Luego, p(w) = L(y)(w). Como podemos hacer esto para w arbitrario, concluimos
que p = L(y).

Finalmente, debemos probar que la transformada es un difeomorfismo. Es trivial
que es diferenciable pues depende solamente de las coordenadas de y y de la función
C∞ F y sus derivadas. Mas aún, como (L(y))j = ∂F

∂yj
F = 1

2
∂F 2

∂yj
, tenemos que el

diferencial de la transformada de Legendre tiene como matriz asociada a la matriz
de la forma fundamental, que es definida positiva, y en consecuencia inversible.

Por lo tanto, L es biyectiva y un difeomorfismo local, por lo que es un difeomor-
fismo.

Corolario 1.20. Sean V un espacio vectorial y F una norma de Minkowski en V .
Entonces, la norma F ∗ definida en V ∗ es una norma de Minkowski.

Demostración. Como dijimos antes, la positividad y homogeneidad positiva son ob-
vias. Faltaŕıa chequear que F ∗ es C∞ en V ∗ \ {0} y que la matriz con coeficientes
∂2F ∗2

∂yiyj
define un producto interno en V ∗.

Como la transformada de Legendre preserva esta norma, podemos describir a F ∗
a partir de F y L, F ∗(p) = F (L−1(p)). Y como ambas funciones son diferenciables
lejos del origen, tenemos que F ∗ es una función diferenciable.

Podemos definir entonces hij = 1
2
∂2F ∗2

∂pipj
. Debemos ver que la matriz formada

por estos coeficientes es definida positiva. Probemos primero que la inversa de la
transformada de Legendre esta dada por

(L−1(p))i =
∑
j

hijpj .

Notemos primero que como F ∗ es positivamente homogénea y la transformada
preserva norma, por el teorema de Euler tenemos que

∑
j

hijpj = ∂

∂pi

[1
2F
∗2(p)

]
= ∂

∂pi

[1
2F

2 ◦ L−1(p)
]
.

Vamos a aplicar ahora la regla de la cadena. Por el teorema de la función inversa,
tenemos que este diferencial de la inversa a la transformada de Legendre es la inversa
del diferencial de la misma. Pero ya vimos que esta teńıa como diferencial a la
matriz de la forma fundamental, por lo que el diferencial de la inversa esta dado por
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(gij) = (gij)−1. Luego,

∑
j

hijpj =
∑
j

∂

∂yj

[1
2F

2
]

(y)∂yj
∂pi

=
∑
k,j

∂2

∂ykyj

[1
2F

2
]

(y)yk
∂yj
∂pi

=
∑
k,j

gkjg
jiyk = yi.

La segunda igualdad proviene de aplicar el teorema de Euler a ∂
∂yj

[
1
2F

2
]
, que es

positivamente homogenea de orden 1. Luego, tenemos la inversa de la transformada
de Legendre.

Obtuvimos la siguiente igualdad:

yi =
∑
j

hijpj = ∂

∂pi

[1
2F
∗2(p)

]
.

Derivando en función de yj y aplicando la regla de la cadena,

δij =
∑
k

∂2

∂pi∂pk

[1
2F
∗2(p)

]
∂pk
∂yj

=
∑
k

hikgkj .

Por lo tanto, (hij) es la matriz inversa a (gij). Como (gij) es definida positiva,
(hij) = (gij) también lo es.

Finalmente, probaremos el siguiente corolario que necesitaremos en los siguientes
caṕıtulos.

Corolario 1.21. Sean V un espacio vectorial y F una norma de Minkowski en V .
Entonces, dado T un subespacio propio de V , existe y que es gy-ortogonal a T .

Demostración. Como T es un subespacio propio de V , existe p funcional lineal no
nulo tal que se anula en todo T . Tomamos y = L−1(p). Entonces, para cada t en T ,

gy(y, t) = L(y)(t) = p(t) = 0.

1.2.2. Tensor de Cartan

Existe una forma de caracterizar las normas euclidianas entre las normas de
Minkowski. Para ello, introduciremos el tensor de Cartan.

Dada F una norma de Minkowski en un espacio vectorial V , y un vector y no
nulo, definimos la torsión de Cartan en y como

Cy(u, v, w) = 1
4

∂3

∂t∂s∂r

(
F 2(y + tu+ sv + rw)

)
.

Aśı como la forma fundamental define una estructura riemanniana en V \ {0},
el tensor de Cartan es una sección del fibrado D3

0(V \ {0}), simétrico para cada y.
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Dada {ei} una base de V , y =
∑
yiei, podemos definir los coeficientes de Cartan.

Cijk(y) = Cy(ei, ej , ek) = 1
4

∂3

∂yi∂yj∂yk
(F 2) = 1

2
∂

∂yk
(gij).

Es obvio que los coeficientes son simétricos en sus sub́ındices.
Definimos el tensor medio de Cartan como Iy(u) =

∑
i,j g

ijCy(u, ei, ej), donde
(gij) es la matriz inversa a (gij). Es una sección del fibrado cotangente.

Es fácil ver que una norma de Minkowski es euclidiana si y solo si el tensor de
Cartan es la sección nula. Es obvio que los coeficientes de la forma fundamental
de las normas euclidianas son constantes, por lo que el tensor de Cartan será nulo.
Inversamente, si el tensor es nulo, los coeficientes son constantes, y ya probamos que
F (y) =

√∑
i,j gijyiyj .

Es fácil también probar que el tensor de Cartan en y se anula si uno de los
argumentos es y. Alcanza con verlo para uno solo por simetŕıa.

Cy(y, v, w) = 1
4

∂3

∂t∂s∂r

(
F 2(y + ty + sv + rw)

)
= 1

2
∂

∂t

(
1
2
∂2

∂s∂r

(
F 2((1 + t)y + sv + rw)

))

= 1
2
∂

∂t

(
g(1+t)y(v, w)

)
= 1

2
∂

∂t

(
gy(v, w)

)
= 0.

Veamos que los coeficientes de Cartan Cijk contráıdos con yi se anulan. Notemos
que éste hecho se puede deducir de que Cy(y, u, v) = 0 para cualquier par de vectores
u, v, pero haremos la cuenta de todos modos.

gkj = 1
2

∂2

∂yk∂yj

(
F 2
)

= ∂

∂yk

(
F
∂F

∂yj

)
= ∂

∂yk

∑
i

gijyi


=
∑
i

∂gij
∂yk

yi + gkj = 2
∑
i

Cijkyi + gkj .

Luego,∑
i

Cijkyi = 0. (1.7)

Como los coeficientes de Cartan son simétricos en sus ı́ndices, esta igualdad vale
contrayendo en cualquiera de ellos. Por ejemplo,∑

j

Cijkyj =
∑
j

Cjikyj = 0.

Para terminar, veremos que el tensor medio de Cartan también caracteriza a las
métricas riemannianas entre las métricas de Finsler.
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Proposición 1.22. Dada (M,F ) una métrica de Finsler, F es euclidiana si y solo
si el tensor medio de Cartan es nulo.

Demostración. Es obvio que si F es euclidiana el tensor medio de Cartan es nulo,
pues ya probamos que el tensor de Cartan lo es.

Rećıprocamente, supongamos que el tensor medio de Cartan I es idénticamente
nulo. Dado (gij) = (gij)−1, definimos el operador ∆ =

∑
i,j g

ij ∂2

∂yi∂yj
. Como (gij)

define un producto interno, es una matriz definida positiva, y (gij) también lo es,
por lo que el operador ∆ es eĺıptico. Apliquemos este operador a cada coeficiente de
la forma fundamental.

∆(gkl) =
∑
i,j

gij
∂2gkl
∂yi∂yj

= 1
2
∑
i,j

gij
∂4F 2

∂yi∂yj∂yk∂yl
= 2

∑
i,j

gij
∂Cijk
∂yl

= 2
∑
i,j

∂(gijCijk)
∂yl

− 2
∑
i,j

∂gij

∂yl
Cijk

= 2 ∂

∂yl

∑
i,j

gijCijk

− 2
∑
i,j

∂gij

∂yl
Cijk

= 2∂Ik
∂yl
− 2

∑
i,j

∂gij

∂yl
Cijk = −2

∑
i,j

∂gij

∂yl
Cijk.

Para proseguir, necesitamos el siguiente lema de álgebra lineal para calcular las
derivadas de la inversa de una matriz.

Lema 1.23. Sea A = (aij) una matriz inversible. Entonces los coeficientes de A−1

son diferenciables en función de los coeficientes de A, y vale

∂(A−1)kl
∂aij

= −(A−1)ki(A−1)jl.

Demostración. Que los coeficientes de la inversa son diferenciables en función de
los coeficientes de A es obvio, pues podemos expresarlos como la división de un
cofactor por el determinante. Para encontrar las derivadas, supongamos primero
que A : (−ε, ε) → GL(n,R) es una curva diferenciable en las matrices inversibles.
Luego, como AA−1 = Id, derivando esta equivalencia,

ȦA−1 +A(A−1)˙ = 0.

Luego, al despejar,

(A−1)˙ = −A−1ȦA−1.

Podemos aplicar esto para calcular ∂(A−1)kl
∂aij

, pensando a A como matriz de coe-
ficientes constantes, salvo en el lugar ij, donde es lineal.
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Aplicando el lema y la regla de la cadena,

∆(gkl) = −2
∑
i,j

∂gij

∂yl
Cijk = 4

∑
i,j,p,q

gipgjqCijk
∂gpq
∂yl

= 8
∑
i,j,p,q

gipgjqCijkCpql.

Luego, la matriz (∆gkl) es semidefinida positiva y simétrica. En particular,
∆gkk ≥ 0 para cada k. Luego, es una supersolución para el operador eĺıptico ∆,
por lo que cumple el principio fuerte del máximo.

Sea B(r) = {y ∈ V : F (y) < r}. Como la función gkk es homogénea de orden
0, tenemos que su máximo se realiza en el interior de B(r) \ B(1/r). Luego, por
el principio fuerte del máximo, debe ser constante. Si hacemos tender r a infinito,
tenemos que la función gkk es constante en V \ {0} para cada k. Luego, ∆gkk = 0
para cada k. Por lo tanto, la traza de la matriz (∆gkl) es nula, pero como es una
matriz simétrica y semidefinida positiva, debe ser la matriz nula, concluyendo que
∆gkl = 0 para todo k, l. Es decir, las funciones gkl son soluciones para el operador
eĺıptico ∆, por lo que también cumplen el principio fuerte del máximo.

Haciendo el mismo argumento que para gkk, podemos ver que gkl es constante
en V \ {0}. Por lo tanto, (gij) es constante, y F =

√∑
i,j gijyiyj es euclidiana.



Caṕıtulo 2

Métricas de Finsler y Conexión
de Chern

En este caṕıtulo comenzaremos a estudiar las métricas de Finsler. En particular,
dotaremos al fibrado pullback de una conexión conocida como la conexión de Chern,
la cual tendrá una función análoga a la conexión de Levi Civita en las métricas
Riemannianas. Finalmente, estudiaremos el caso particular de los grupos de Lie.

Supondremos de ahora en más, salvo aclaración, que las variedades con las que
tratamos son conexas y de dimensión finita.

2.1. Métricas de Finsler

Tomemos M una variedad diferenciable. Como dijimos antes, una métrica de
Finsler es una norma de Minkowski que se mueve de forma diferenciable en el fibrado
tangente pinchado, TM0 = TM \ {0}, donde 0 nota a la sección nula.

Definición 2.1 (Métrica de Finsler). Dada M una variedad, F : TM → R se dice
métrica de Finsler si:

F es una función diferenciable en TM0.

Restringida a cada espacio tangente, F es una norma de Minkowski.

El par (M,F ) se denomina variedad de Finsler. Una métrica de Finsler se dice
reversible si la norma de Minkowski en cada tangente es reversible. Se dice Rieman-
niana o Euclidiana si cada norma de Minkowski proviene de un producto interno,
es decir, F (x, y) =

√
〈y, y〉x. Es obvio que una métrica de Finsler riemanniana es

reversible.

Ejemplo 2.2 (Métrica Riemanniana). Una métrica Riemanniana es una familia de
productos internos 〈, 〉x : TxM ×TxM → R que vaŕıa en forma diferenciable. Hemos
definido ya en el caṕıtulo anterior lo que significa que una métrica riemanniana sea

31
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diferenciable, pero podemos dar una definición equivalente. En cada espacio tangen-
te, 〈y, z〉x =

∑
i,j gij(x)yizj . Decimos que la familia vaŕıa en forma diferenciable si

las funciones gij : M → R son diferenciables.
Definimos la métrica de Finsler F (x, y) =

√
〈y, y〉x. Calculemos los coeficientes

gij : TM0 → R de la forma fundamental de F .

gij(x, y) = 1
2

∂2

∂yi∂yj
(F 2(x, y)) = 1

2
∂2

∂yi∂yj
(
∑
i,j

gij(x)yiyj) = gij(x).

Es decir, los coeficientes de la forma fundamental son simplemente los coeficientes
del producto interno. En particular, pueden extenderse a todo el fibrado tangente
TM , lo cual en general no es posible.

Demos una familia de métricas Riemannianas mas concreta. Dado µ ∈ R, de-
finamos una métrica Riemanniana en Bn(rµ) ⊂ Rn, donde rµ =

√
−µ si µ < 0, y

rµ = +∞ si µ ≥ 0.

αµ(x, y) =

√
|y|2 + µ(|x|2|y|2 − 〈x, y〉)

1 + µ|x|2
.

Podemos describir la métrica αµ(x, y) resaltando que proviene de un producto in-

terno como αµ(x, y) =
√∑

i,j aij(x)yiyj con aij(x) = 1
1+µ|x|2

(
δij − µxixj

µ|x|2

)
.

Si µ = 0, α0 es la métrica usual en Rn.
Si µ = 1, α1 está definida en todo Rn y se llama el modelo proyectivo esférico. Se

puede probar que esta métrica proviene de tomar pullback a la métrica usual en la
esfera Sn (como subvariedad Riemanniana de Rn+1) por la proyección estereográfica.

Si µ = −1, α−1 es una métrica definida en la bola de radio 1, llamada métrica
de Klein.

Para más información sobre estas métricas en el contexto de las métricas de
Finsler, puede consultarse [5].

El espectro de métricas riemannianas es muy amplio y rico en ejemplos particu-
lares, pero está entre las más simples de las métricas de Finsler. Entre otras cosas,
porque la forma fundamental (1.2) es constante al movernos dentro de un mismo
espacio tangente.

Ejemplo 2.3 (Métrica de Randers). Dada M una variedad, sean α = α(x) la
norma inducida por una métrica riemanniana en M , y β = β(x) una 1-forma en M .
Definimos la función F (x, y) = α(x)(y) + β(x)(y). Ya vimos en el Ejemplo 1.15 que
este tipo de normas son de Minkowski si y solo si

∥∥β(x)
∥∥
α < 1. Todas las métricas

que se construyen de esta forma se llaman métricas de Randers.
Demos un ejemplo más concreto de una métrica de Randers. Tomemos como

variedad M = Bn(1) la bola unitaria de Rn. Definimos aqúı la siguiente métrica de
Finsler:

F (x, y) =

√
|y|2 − (|x|2 − 〈x, y〉2)− 〈x, y〉

1−|x|2
.
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La misma se llama métrica de Funk. Para obtener más información sobre esta
métrica, se puede ver [5].

2.1.1. Longitud de curvas y distancia

Una métrica de Finsler F nos permite medir longitud de curvas C∞ a trozos, y
en consecuencia definir una distancia en nuestra variedad. Una función c : I → M
continua se dice curva C∞ a trozos si existe una partición t0 < t1 < · · · < tk de I
tal que para cada i, c restringida a (ti, ti+1) es C∞. Notamos ċ = dc

dt
Dada una curva c : I = [a, b] → M C∞ a trozos, podemos definir c : I → M ,

c (t) = c(a+ b− t). La curva c describe el mismo camino en M pero recorrido en la
dirección contraria.

Tomemos dos puntos p y q en M , y una curva C∞ a trozos c : I = [a, b] → M
con extremos p y q. Definimos la longitud de c como

LF (c) =
∫ b

a
F (c(t), ċ(t))dt.

Supongamos que α : J = [d, e] → M es una reparametrización orientada de c,
es decir, existe σ : I → J creciente, σ(d) = a, σ(e) = b, C∞ tal que c = α ◦ σ.
Observemos que como σ es creciente, σ′ es positiva.

LF (c) =
∫ b

a
F (c(t), ċ(t))dt =

∫ b

a
F (α ◦ σ(t), α̇ ◦ σ(t)σ′(t))dt

=
∫ b

a
F (α ◦ σ(t), α̇ ◦ σ(t))σ′(t)dt =

∫ e

d
F (α(s), α̇(s))ds

= LF (α).

Entonces, la longitud es invariante por reparametrizaciones orientadas, y la lon-
gitud de un camino está bien definida.

Definimos aśı la distancia entre dos puntos como el ı́nfimo de las longitudes de
las curvas que los unen,

dF (p, q) = ı́nf
C
LF (C). (2.1)

Es bastante directo que la distancia es positiva y cumple la desigualdad trian-
gular. Un poco mas complicado es ver que dF (p, q) = 0 si y sólo si p = q. Para ello,
probemos que para cada punto de M existe una carta (U,ϕ) y un número real λ tal
que

λ−1|y| ≤ F (x, y) ≤ λ|y| ,

donde si y =
∑
i yi

∂
∂ϕi

, |y| =
∥∥(yi)∥∥ =

√∑
i y

2
i . Si esto vale, es fácil ver que existe

C ∈ R tal que

C−1∣∣ϕ(p)− ϕ(q)
∣∣ ≤ d(p, q) ≤ C

∣∣ϕ(p)− ϕ(q)
∣∣ ,
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por lo que d(p, q) = 0 si y solo si p = q.
Para probar esto, dado x ∈ M tomemos (V, ϕ) una carta alrededor de x con

ϕ(x) = 0. Sea r > 0 tal que B(r) ⊂ ϕ(V ). Tomemos como la carta deseada a
U = ϕ−1(B(r)) y ϕ restringida a dicho abierto. Notemos que la clausura de U es
compacta en M .

Consideremos el subconjunto K de TM de los pares (p, y) tales que p pertenece
a U y F (p, y) = 1. Es obvio que este conjunto es un compacto. Tomemos la función
g(x, y) = F (x,y)

|y| , que es continua lejos de la sección nula, e invariante por reescalas
positivas. Luego, realiza su máximo A y mı́nimo a en K. Luego, por la invarianza
por reescalas positivas, estos valores son el máximo y mı́nimo de TU . Si elegimos λ
tal que 1

λ < a ≤ A < λ, tenemos que

λ−1|y| ≤ F (x, y) ≤ λ|y| .

Observación 2.4. Las métricas de Finsler no son generalmente reversibles. La
longitud de una curva recorrida hacia un lado no es la misma que recorrida de forma
contraria. Luego, la distancia definida no será en general simétrica. Es más, lo será si
y sólo si la métrica de Finsler es reversible.

Podemos también definir una forma de volumen canónica. Dado x ∈M , tomemos
{ei} una base de TxM , y {θi} su base dual. Definimos

σF (x) = V ol(B1(0))
V ol{(yi) ∈ Rn : F (x,

∑
yiei) < 1} ,

donde V ol nota al volumen dado por la norma euclidiana canónica definida con
respecto a la base {ei}. Notemos que esta función depende de la base elegida.

Definimos la forma de volumen como

dVF = σF θ1 ∧ · · · ∧ θn.

A pesar de que σF depende de la base, la forma de volúmen no, pues la proporción
entre el cambio de volumen en σF y el factor de cambio en θ1 ∧ · · · ∧ θn a la base
dual correspondiente es el mismo. Llamamos a dVF la forma de volumen de Finsler.

Con esta forma, podemos definir el volumen de un subconjunto abierto U ⊂ M
como

V ol(U) =
∫
U
dVF .

Aplicación de las métricas de Finsler: El problema de navegación.

Aunque vivimos en un mundo euclidiano, una métrica riemanniana tiene una
pequeña desventaja: supone que moverse de una cierta forma es igual a moverse de
modo contrario. Pero sabemos que este no es el caso, no es lo mismo una piedra
cayendo por una ladera que subiendo la misma. En este contexto entran en juego
las métricas de Finsler.
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Supongamos que tenemos un bote navegando en un mar sin viento, y pensemos
al mar como R2 con la métrica Riemanniana usual α0 del Ejemplo 2.2. El bote
está parado en el origen y puede moverse en cualquier dirección sin restricciones.
Podemos modelar a R2 por T0R2 tomando coordenadas en la base canónica { ∂

∂ei

∣∣∣
0
}.

Bajo esta carta, dado v ∈ T0R2, el número
∥∥∥ ∂
∂v

∥∥∥ simboliza el tiempo que tardaŕıa el
bote en llegar a v moviéndose en ĺınea recta y a velocidad constante de norma 1.

Generalicemos esto por un momento. Tomemos M una variedad con h una métri-
ca riemanniana, y un punto p en M arbitrario. No podemos como antes modelar
toda la variedad por TpM pero si un entorno del punto, tomando la función expo-
nencial en el entorno donde es un difeomorfismo. Es más, la exponencial transforma
los rayos salientes del origen en geodésicas de la variedad, por lo que la interpreta-
ción de ‖v‖ como el tiempo que se tarda en moverse por la geodésica desde p hasta
expp(v) a velocidad constante sigue valiendo. Como en este entorno las geodésicas
son minimizantes, es en realidad el tiempo mı́nimo necesario para ir de p a expp(v).

Volvamos al ejemplo simple del bote. Supongamos que comienza a soplar un
viento leve modelizado por un campo vectorial V (x) con

∥∥V (x)
∥∥ < 1. Simplifiquemos

primero el ejemplo si V (x) = V constante. Sin este viento, si el capitán del bote
navegara con velocidad constante u, llegaŕıa en un tiempo 1 hasta el punto u. Ahora,
con la presencia del viento, si el bote navega a velocidad constante u, en tiempo 1
llegará al punto u+V . Luego, la estructura riemanniana ya no nos indica el tiempo
que toma llegar a un cierto punto, pues el viento modifica la forma en que los
elementos se mueven.

Sin el viento, los elementos de norma 1, notados por S, son los puntos a los que se
tarda en llegar en tiempo 1. El viento modifica esto, y los nuevos elementos a donde
podemos llegar en una unidad de tiempo son los del conjunto S+V . Queremos una
función F que sea idénticamente 1 en exactamente este conjunto.

Dijimos en el caṕıtulo anterior, en la Observación 1.18, que podemos obtener
dicha función F , pero que en general no será una norma de Minkowski. Sin embargo,
para este caso particular, al ser el corrimiento de una bola euclidiana, obtenemos
que se cumple la condición necesaria de convexidad fuerte.

Para más información sobre este problema, se puede consultar la Sección 4 del
Caṕıtulo 1 de [5].

2.2. Conexión de Chern

Tomemos el fibrado tangente π : TM → M y consideremos la restricción de
la proyección a π : TM0 → M . Con ella, obtenemos el pullback del fibrado por
esta función, π∗TM0, que sobre cada par (x, y) con y no nulo, pone una copia
de TxM . Podemos hacer lo mismo con el fibrado Π : T ∗M → M , obteniendo el
pullback Π∗TM0, donde sobre cada par (x, y) de TM0 hay una copia de T ∗xM .
Estas construcciones pueden considerarse como duales en el siguiente sentido: dados
(x, y, v) ∈ π∗TM0, (x, y, θ) ∈ Π∗TM0, definimos (x, y, θ)(x, y, v) = θ(v).

Tomemos una carta en TM , (xi, yi), donde (xi) es una carta en M e (yi) son los
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coeficientes en la base { ∂
∂xi
} de TxM . Luego, { ∂

∂xi
, ∂
∂yi
} y {dxi, dyi} son marcos loca-

les naturales para T (TM0) y T ∗(TM0). Llamamos V TM = 〈 ∂∂yi 〉 el fibrado tangente
vertical, y HT ∗M = 〈dxi〉 el fibrado cotangente horizontal. Son subfibrados bien de-
finidos de T (TM0) y T ∗(TM0) respectivamente. El fibrado Π∗(TM0) es isomorfo a
HT ∗M , identificando naturalmente (x, y, θ) ∈ Π∗(TM0) con (x, y, θ, 0) ∈ HT ∗M .
Usaremos esta identificación indistintamente al operar con elementos de estos espa-
cios.

Podemos distinguir algunas secciones del fibrados π∗TM0. Notaremos como ∂
∂xi

a la sección que a cada par (x, y) le asigna el elemento
(
x, y, ∂

∂xi

∣∣∣
x

)
. El conjunto

{ ∂
∂xi
} es un marco local de π∗TM0. Este fibrado tiene también una sección canónica

Υ, definida como Υ(x, y) = (x, y, y). En coordenadas, Υ(x, y) =
∑
i yi

∂
∂xi

.
Como dijimos al comienzo del caṕıtulo, queremos presentar una conexión en el

fibrado TM0 que llamaremos conexión de Chern. Estará caracterizada por ser libre
de torsión y casi métricamente compatible. La misma fue presentada por Shiing
Chern en su paper de 1943 [4].

Como comentamos en el caṕıtulo anterior, en la Obsevación 1.9 que podemos
definir una conexión a través de formas locales {ωij} que se comporten bien en los
dominios comunes. La misma estará definida como en la ecuación (1.1). Definiremos
primero, entonces, estas familias de formas locales, y con ellas la conexión de Chern.

Teorema 2.5 (Chern). Sea (M,F ) una variedad de Finsler de dimensión n. Dados
{ei} un marco local de π∗TM0 y {ωi} su marco dual de Π∗TM0, existen únicas
1-formas {ωij} de TM0 tales que:

dωi =
n∑
j=1

ωj ∧ ωij . (Libre de torsión) (2.2)

dgij =
n∑
l=1

(
gljω

l
i + gilωlj + 2Cijlωn+l

)
. (Casi compatible con la métrica) (2.3)

Donde ωn+l = dyl+
∑
h yhω

l
h, Cijk son los coeficientes de Cartan y gij los coeficientes

de la forma fundamental.

Observación 2.6. Notar que estamos realizando un wedge entre formas de fibrados
distintos, pero las condiciones están bien definidas por la identificación de Π∗(TM0)
y HT ∗M , es decir, podemos realizar wedge entre 1-formas de TM0 y secciones del
fibrado Π∗(TM0).

Demostración. La estructura de esta demostración es bastante usual. Veremos que
las condiciones impuestas permiten expresar a las formas en función de la métrica
F y sus derivadas, por lo que están definidas y de forma uńıvoca.

Tomemos el sistema usual de coordenadas de π∗TM0 definido al principio de la
sección, ei = ∂

∂xi
, y su marco dual ωi = dxi. Podemos expresar a las formas ωij en



2.2. CONEXIÓN DE CHERN 37

coordenadas de la base {dxi, dyi},

ωij =
n∑
k=1

Γijkdxk +
n∑
k=1

βijkdyk.

Reemplazando en (2.2),

0 = d(dxi) =
∑
j

dxj ∧ ωij =
∑
j,k

Γijkdxj ∧ dxk +
∑
j,k

βijkdxj ∧ dyk.

Luego, βijk = 0 y, como el wedge es anticonmutativo, Γijk = Γikj para todo i, j y
k. Tenemos entonces que ωij =

∑
k Γijkdxk. Reemplazando en (2.3), dgij es igual a:

∑
l

glj
∑

k

Γlikdxk

+ gil

∑
k

Γlikdxk

+ 2Cijl

dyl +
∑
h

yh

∑
k

Γlhkdxk



 .

A su vez, dgij =
∑
k
∂gij
∂xk

dxk +
∑
k
∂gij
∂yk

dyk. Si llamamos N i
j =

∑
h yhΓijh, reem-

plazando en la ecuación anterior y reordenando las sumatorias, obtenemos:

∑
k

∂gij
∂xk

dxk +
∑
k

∂gij
∂yk

dyk =
∑
k

∑
l

gljΓlik + gilΓljk + 2CijlN l
k

 dxk
+
∑
k

2Cijkdyk.

Igualando coordenada a coordenada,

∂gij
∂yk

= 2Cijk.

∂gij
∂xk

=
∑
l

gljΓlik + gilΓljk + 2CijlN l
k. (2.4)

Mientras que la primera ecuación ya era conocida, la ecuación (2.4) nos da nueva
información. Si permutamos los ı́ndices, sumamos y restamos, obtenemos:

∂gjk
∂xi

+ ∂gki
∂xj

− ∂gij
∂xk

=
∑
l

glkΓlji + gjlΓlki + 2CjklN l
i

+ gliΓlkj + gklΓlij + 2CkilN l
j

− gljΓlik − gilΓljk − 2CijlN l
k.

Como gij = gji y Γlij = Γlji, la ecuación queda:

∂gjk
∂xi

+ ∂gki
∂xj

− ∂gij
∂xk

=
∑
l

2glkΓlij + 2CjklN l
i + 2CkilN l

j − 2CijlN l
k.
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Despejando Γlij , nos queda el sistema

∑
l

glkΓlij = 1
2

(
∂gjk
∂xi

+ ∂gki
∂xj

− ∂gij
∂xk

)
−
∑
h

CjkhN
h
i + CkihN

h
j − CijlNh

k .

Como (gij) define un producto interno, es una matriz inversible. Multiplicando
por su inversa (gij),

Γlij =
∑
k

1
2g

lk

(
∂gjk
∂xi

+ ∂gki
∂xj

− ∂gij
∂xk

)
− glk

∑
h

CjkhN
h
i + CkihN

h
j − CijlNh

k

 .
(2.5)

Luego, si podemos expresar N i
j en función de F , terminamos la demostración.

Multiplicando (2.5) por yi y sumando en i:

∑
i

Γlijyi =
∑
i,k

1
2g

lk

(
∂gjk
∂xi

+ ∂gki
∂xj

− ∂gij
∂xk

)
yi −

∑
k,h

glkCjkh

∑
i

Nh
i yi

 .
Los otros términos desaparecen pues

∑
iCkihyi = 0, como vimos en (1.7). Defi-

niendo Gh = 1
2
∑
iN

h
i yi y reemplazando en la ecuación anterior, tenemos que

N l
j =

∑
i,k

1
2g

lk

(
∂gjk
∂xi

+ ∂gki
∂xj

− ∂gij
∂xk

)
yi −

∑
k,h

2glkCjkhGh. (2.6)

Como antes, si expresamos Gh en función de F , terminamos. Multiplicando (2.6)
por 1

2yj y sumando en j:

1
2
∑
j

N l
jyj =

∑
i,j,k

1
4g

lk

(
∂gjk
∂xi

+ ∂gki
∂xj

− ∂gij
∂xk

)
yiyj −

∑
k,h

2glkGh
∑

j

Cjkhyj

 .
Como

∑
j Cjkhyj = 0,

Gl =
∑
i,j,k

1
4g

lk

(
∂gjk
∂xi

+ ∂gki
∂xj

− ∂gij
∂xk

)
yiyj . (2.7)

Finalmente, completamos la demostración. Podemos obtener fórmulas expĺıcitas
de N i

j reemplazando Gh en (2.6), y de Γijk reemplazando N i
j en (2.5). Obtenemos

ωij =
∑
k Γijkdxk.

Para terminar, habŕıa que probar que las formas se comportan bien a través de
los cambios de coordenada, pero la cuenta queda para el lector y no la haremos
aqúı.
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Las funciones locales Γijk se denominan śımbolos de Christoffel. Las funciones
locales N i

j se llaman coeficientes de la conexión de F , mientras que Gh se llaman
coeficientes del spray de F .

Con estas formas que hemos conseguido, definimos la conexión de Chern ∇ en
el fibrado π∗TM . Dados X =

∑
iXi(x, y)ei sección de π∗TM y v ∈ T(x,y)TM0,

∇vX =
∑
i

dXi(v) +
∑
j

Xjω
i
j(v)

 ei.
La conexión de Chern se caracteriza por ser libre de torsión y casi métricamente

compatible como definimos en (2.2) y (2.3). La torsión nula está codificada en el
hecho que las formas de la conexión tienen coordenada dyj nula. La conexión ∇ es
también libre de torsión en el siguiente sentido, similar a la conexión de Levi-Civita
en métricas riemannianas.

Proposición 2.7. Sea (M,F ) una variedad de Finsler y ∇ la conexión de Chern
asociada a F . Consideramos ρ : T (TM0) → π∗TM morfismo de fibrados definido
por ρ( ∂

∂xi
) = ∂

∂xi
y ρ( ∂

∂yi
) = 0, es decir, actúa como la identidad en TxM y como la

función nula en TyTxM . Dados X,Y ∈ C∞(T (TM0)),

∇X(ρY )−∇Y (ρX) = ρ([X,Y ]).

Demostración. Supongamos que X =
∑
iXi

∂
∂xi

+
∑
i αi

∂
∂yi

, Y =
∑
i Yi

∂
∂xi

+
∑
i βi

∂
∂yi

.
Luego,

∇X(ρY )−∇Y (ρX) = ∇X

∑
i

Yi
∂

∂xi

−∇Y
∑

i

Xi
∂

∂xi


=
∑
i

dYi(X) +
∑
j

Yjω
i
j(X)

 ∂

∂xi
−
∑
i

dXi(Y ) +
∑
j

Xjω
i
j(Y )

 ∂

∂xi

=
∑
i

(
dYi(X)− dXi(Y )

) ∂

∂xi
+
∑
i,j

(
Yjω

i
j(X)−Xjω

i
j(Y )

)
= ρ([X,Y ]) +

∑
i,j

(
Yjω

i
j(X)−Xjω

i
j(Y )

)
.

Veamos que el término de la derecha es nulo para terminar. Teniendo en cuenta
que dxk(X) = Xk y dxk(Y ) = Yk,

∑
i,j

(
Yjω

i
j(X)−Xjω

i
j(Y )

)
=
∑
i,j

Yj
∑

k

Γijkdxk

 (X)−Xj

∑
k

Γijkdxk

 (Y )


=
∑
i,j,k

ΓijkYjXk − ΓijkXjYk =
∑
i,j,k

Γijk(YjXk −XjYk).

Como el sumando de ı́ndice jk es el opuesto al de ı́ndice kj (pues los śımbolos
de Christoffel son simétricos en sus sub́ındices), la suma es nula.
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La casi compatibilidad de la métrica también se puede expresar en términos de
la conexión.

Proposición 2.8. Sea (M,F ) una variedad de Finsler y ∇ la conexión de Chern
asociada a F . Consideramos ρ : T (TM0) → π∗TM morfismo de fibrados definido
en la proposición anterior. Dados U,W, V ∈ C∞(T (TM0)),

W (gy(ρU, ρV ))− gy(∇WρU, ρV )− gy(ρU,∇WρV ) = 2Cy(∇W y, ρU, ρV ).

Demostración. Supongamos que U =
∑
i Ui

∂
∂xi

+
∑
i αi

∂
∂yi

,W =
∑
iWi

∂
∂xi

+
∑
i γi

∂
∂yi

,
V =

∑
i Vi

∂
∂xi

+
∑
i βi

∂
∂yi

. Luego,

W (gy(ρU, ρV ))− gy(∇WρU, ρV )− gy(ρU,∇WρV )

= W

∑
i,j

gijUiVj

− gy
∑

i

dUi(W ) +
∑
k

ωik(W )Uk

 ∂

∂xi
, V


− gy

U,∑
i

dVi(W ) +
∑
k

ωik(W )Vk

 ∂

∂xi


=
∑
i,j

(dgij(W )UiVj + gijdUi(W )Vj + gijUidVj(W ))

−
∑
i,j

gij

dUi(W ) +
∑
k

ωik(W )Uk

Vj
−
∑
i,j

gijUi

dVj(W ) +
∑
k

ωjk(W )Vk


=
∑
i,j

dgij(W )−
∑
i,j,k

gijω
i
k(W )UkVj −

∑
i,j,k

gijω
j
k(W )UiVk

=
∑
i,j

dgij(W )−
∑
k

gkjω
k
i (W )−

∑
k

gikω
k
j (W )

UiVj
=
∑
i,j,k

2Cijkωn+k(W )UiVj

=
∑
i,j,k

2Cijk

dyk(W ) +
∑
k

yhω
k
h(W )

UiVj
=
∑
i,j,k

2Cijk(∇W y)kUiVj = 2Cy(∇W y, ρU, ρV ).

La conexión de Chern actúa solamente sobre secciones de π∗TM0. Sin embargo,
podemos extenderla a cualquier tensor sobre este fibrado. Recordemos que hemos
definido los fibrados de tensores en el Ejemplo 1.7.
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Si f es una función diferenciable, definimos ∇v(f) = df(v).
Supongamos que tenemos un marco local {ei}, tal que ∇vei =

∑
j ω

i
j(v)ej . Tome-

mos {ωi} el marco dual a {ei}. Podemos definir ∇vωi = −
∑
j ω

i
j(v)ωj . Extendiendo

linealmente, queda definida la conexión de Chern para una 1-forma arbitraria.
Una vez definida en formas y campos y funciones diferenciables, podemos ex-

tender la conexión a todo tensor como una derivación. Por ejemplo, si T es un
(0, 2)-tensor, T =

∑
i,j Tijωi ⊗ ωj :

∇v(T ) =
∑
i,j

(
dTij(v)ωi ⊗ ωj + Tij(∇vωi)⊗ ωj + Tijωi ⊗ (∇vωj)

)
.

Ejemplo 2.9. Calculemos la conexión aplicada al tensor g.

∇vg = ∇v

∑
i,j

gijdxi ⊗ dxj


=
∑
i,j

dgij(v)−
∑
k

gkjω
k
i (v)−

∑
k

gikω
k
j (v)

 dxi ⊗ dxj
=
∑
i,j

∑
k

2Cijkωn+k(v)

 dxi ⊗ dxj .
Definamos G un campo en TM0, G =

∑
i yi

∂
∂xi
− 2

∑
iG

i ∂
∂yi

. G se denomina el
spray inducido por F . Las funciones Gl son homogéneas de orden 2 en su segunda
coordenada:

Gl(x, λy) =
∑
i,j,k

1
4g

lk(x, λy)
(
∂gjk
∂xi

(x, λy) + ∂gki
∂xj

(x, λy)− ∂gij
∂xk

(x, λy)
)
λyiλyj

= λ2 ∑
i,j,k

1
4g

lk(x, y)
(
∂gjk
∂xi

(x, y) + ∂gki
∂xj

(x, y)− ∂gij
∂xk

(x, y)
)
yiyj

= λ2Gl(x, y),

pues como ya vimos en la Proposición 1.10, los coeficientes de la forma fundamental
son invariantes por reescalas en la segunda coordenada, y por ende también los
coeficientes de su inversa y las derivadas en función de las primeras coordenadas.

Veamos otra forma de escribir los coeficientes del spray. Teniendo en cuenta que
∂F 2

∂xl
=
∑
i,j

∂gij
∂xl

yiyj y
∑
k

∂2F 2

∂xk∂yl
yk =

∑
i,k 2∂gil∂xk

yiyk,

Gi = 1
4
∑
l

gil

∑
k

∂2F 2

∂xk∂yl
yk −

∂F 2

∂xl

 . (2.8)

Observación 2.10. Un campo diferenciable G en TM0 de la forma

G =
∑
i

yi
∂

∂xi
− 2

∑
i

Gi
∂

∂yi
,
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con Gi funciones homogéneas de orden 2, se denomina spray en M . No todos los
sprays son inducidos por métricas de Finsler, por lo que un spray es una estructura
mas general. A partir de un spray podemos definir la noción de geodésica, campos
paralelos a lo largo de curvas y transporte paralelo.

Veamos que podemos expresar los coeficientes de la conexión en función de los
coeficientes del spray.

Proposición 2.11. Sea (M,F ) variedad de Finsler, Gi los coeficientes del spray de
F y N i

j los coeficientes de la conexión de F . Entonces,

N i
j = ∂Gi

∂yj

Demostración.

∂Gi

∂yj
=1

4
∑
l,k,h

gil
(
∂ghl
∂xk

+ ∂glk
∂xh

− ∂ghk
∂xl

)
∂

∂yj
(yhyk)

+ 1
4
∑
l,k,h

gil

 ∂

∂xk

(
∂ghl
∂yj

)
+ ∂

∂xh

(
∂glk
∂yj

)
− ∂

∂xl

(
∂ghk
∂yj

) yhyk
+ 1

4
∑
l,k,h

∂gil

∂yj

(
∂ghl
∂xk

+ ∂glk
∂xh

− ∂ghk
∂xl

)
yhyk.

Veamos cuánto da cada sumando. El primero queda:

∑
l,k,h

gil
(
∂ghl
∂xk

+ ∂glk
∂xh

− ∂ghk
∂xl

)
∂

∂yj
(yhyk)

=
∑
l,k

gil
(
∂gjl
∂xk

+ ∂glk
∂xj
− ∂gjk

∂xl

)
yk +

∑
l,h

gil
(
∂ghl
∂xj

+ ∂glj
∂xh

− ∂ghj
∂xl

)
yh

= 2
∑
l,k

gil
(
∂gjl
∂xk

+ ∂glk
∂xj
− ∂gjk

∂xl

)
yk,

pues las dos sumatorias son iguales cambiando k por h.
La segunda queda:

∑
l,k,h

gil

 ∂

∂xk

(
∂ghl
∂yj

)
+ ∂

∂xh

(
∂glk
∂yj

)
− ∂

∂xl

(
∂ghk
∂yj

) yhyk
=
∑
l,k,h

2gil
(
∂Chlj
∂xk

+ ∂Clkj
∂xh

− ∂Chkj
∂xl

)
ykyh = 0,

pues
∑
iCijkyi = 0 por (1.7), en cada uno de los ı́ndices.
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Para computar el último sumando, necesitamos primero obtener ∂gil

∂yj
. Para ello,

usaremos el lema de álgebra lineal que enunciamos en el Lema 1.23.

∂gil

∂yj
=
∑
n,m

∂gil

∂gnm

∂gnm
∂yj

=
∑
n,m

(−2)gingmlCnmj .

Reemplazando en el último sumando,

∑
l,k,h

∂gil

∂yj

(
∂ghl
∂xk

+ ∂glk
∂xh

− ∂ghk
∂xl

)
yhyk

=
∑

l,k,h,m,n

(−2)gingmlCmnj

(
∂ghl
∂xk

+ ∂glk
∂xh

− ∂ghk
∂xl

)
yhyk

= (−2)
∑
n,m

ginCmnj

∑
l,k,h

gml
(
∂ghl
∂xk

+ ∂glk
∂xh

− ∂ghk
∂xl

)
yhyk


= (−8)

∑
m,n

ginCmnjG
m.

Juntando los tres sumandos,

∂Gi

∂yj
= 1

2
∑
l,k

gil
(
∂gjl
∂xk

+ ∂glk
∂xj
− ∂gjk

∂xl

)
yk − 2

∑
m,n

ginCmnjG
m = N i

j .

Como los coeficientes del spray son positivamente homogéneos de orden 2, y los
coeficientes de la conexión se obtienen derivando los mismos, podemos concluir por
la Proposición 1.12 que los coeficientes de la conexión son positivamente homogéneos
de orden 1, es decir,

N i
j(x, λy) = λN i

j(x, y).

Definimos los coeficientes de Landsberg:

Lijk = ∂2Gi

∂yj∂yk
− Γijk. (2.9)

Es obvio que son simétricos en sus sub́ındices. Llamamos tensor de Landsberg a

L =
∑
ijk

Lijk
∂

∂xi
⊗ dxj ⊗ dxk.

Podemos expresar a los coeficientes de Landsberg en función de los śımbolos de
Christoffel a partir de la proposición anterior.

∂Gi

∂yj
= N i

j =
∑
l

Γijlyl.
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Derivando nuevamente en función de yk,

∂2Gi

∂yk∂yj
=
∑
l

∂Γijl
∂yk

yl + Γijk.

Luego,

Lijk =
∑
l

∂Γijl
∂yk

yl.

Para simplificar algunas cuentas vamos a introducir un campo en TM0,

δ

δxi
= ∂

∂xi
−
∑
j

N j
i

∂

∂yj
.

Aśı, por ejemplo, el spray de F queda descrito más simple como G =
∑
i yi

δ
δxi

.
Introduciremos también un campo dual en TM0, que ya hemos usado antes,

δyi = dyi +
∑
j

N i
jdxj . (2.10)

Notemos que la base {dxj , δyj} es dual a la base { δ
δxj
, ∂
∂yj
}.

2.2.1. Ecuaciones de Estructura

Pasamos a realizar algunos cálculos sobre los elementos ya definidos, para llegar
a alguna noción de curvatura.

Dado {ei} un marco local para un fibrado y {ωi} su marco dual, ya definimos en
el caṕıtulo anterior las formas de curvatura para una conexión como

Ωi
j = dωij −

∑
k

ωkj ∧ ωik.

Tomando la conexión de Chern y diferenciando la condición de torsión nula
pedida para las formas de la conexión, llegaremos a algunas identidades para las
mismas:

0 = d2ωi = d

∑
j

ωj ∧ ωij

 =
∑
j

dωj ∧ ωij − ωj ∧ dωij

=
∑
j

∑
k

ωk ∧ ωjk

 ∧ ωij − ωj ∧
Ωi

j +
∑
k

ωkj ∧ ωik


= −

∑
j

ωj ∧ Ωi
j +

∑
j,k

ωk ∧ ωjk ∧ ω
i
j −

∑
j,k

ωj ∧ ωkj ∧ ωik

= −
∑
j

ωj ∧ Ωi
j ,
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pues el segundo y tercer sumando son la misma sumatoria, intercambiando los ı́ndices
j y k.

Obtenemos aśı la que se conoce como la primera identidad de Bianchi,

∑
j

ωj ∧ Ωi
j = 0.

Al ser 2-formas en TM0, podemos escribir a las formas de curvatura como com-
binación lineal de los wedge de formas ωi ∧ ωj , ωi ∧ ωn+j y ωn+i ∧ ωn+j , donde
ωn+j = dyj +

∑
k ykω

i
k:

Ωi
j =

∑
k,l

1
2R

i
jklωk ∧ ωl +

∑
k,l

P ijklωk ∧ ωn+l +
∑
k,l

Qijklωn+k ∧ ωn+l, (2.11)

donde pedimos la condición Rijkl = −Rijlk y Qijkl = −Qijlk, para tener en cuenta la
anticonmutatividad del wedge.

Reemplazando en la primera identidad de Bianchi,

0 =
∑
j

ωj ∧ Ωi
j

=
∑
j,k,l

1
2R

i
jklωj ∧ ωk ∧ ωl +

∑
j,k,l

P ijklωj ∧ ωk ∧ ωn+l +
∑
j,k,l

Qijklωj ∧ ωn+k ∧ ωn+l.

Cada sumatoria tiene formas de distinto ”tipo”, por lo que cada una debe anu-
larse. De esto podemos deducir algunas identidades sobre los coeficientes.

Como
∑
j,k,lQ

i
jklωj ∧ ωn+k ∧ ωn+l = 0, es necesario que Qijkl = Qijlk. Luego,

como pedimos también que estos coeficientes fueran anticonmutativos, tenemos que
Qijkl = 0.

De forma análoga,
∑
j,k,l P

i
jklωj ∧ ωk ∧ ωn+l = 0 implica que P ijkl = P ijlk.

Finalmente, como la primera sumatoria se anula, Rijkl +Riklj +Riljk = 0.
Resumiendo, Ωi

j =
∑
k,l

1
2R

i
jklωk ∧ ωl +

∑
k,l P

i
jklωk ∧ ωn+l.

Supongamos ahora que {ei} = { ∂
∂xi
}, ωi = dxi y ωn+i = dyi +

∑
h yhω

i
h = δyi,

que definimos en (2.10). Para estos marcos, las formas de la conexión son ωij =∑
k Γijkdxk. Luego,

dωij =
∑
k

dΓijk ∧ dxk =
∑
k,l

∂Γijk
∂xl

dxl ∧ dxk +
∑
k,l

∂Γijk
∂yl

dyl ∧ dxk.
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Calculemos las formas de curvatura.

Ωi
j =

∑
k,l

∂Γijk
∂xl

dxl ∧ dxk +
∑
k,l

∂Γijk
∂yl

dyl ∧ dxk −
∑
k,l,h

ΓhjlΓihkdxl ∧ dxk

=
∑
k,l

∂Γijk
∂yl

dyl ∧ dxk +
∑
k,l

∂Γijk
∂yl

∑
h

N l
hdxh

 ∧ dxk
−
∑
k,l

∂Γijk
∂yl

∑
h

N l
hdxh

 ∧ dxk +
∑
k,l

∂Γijk
∂xl

dxl ∧ dxk −
∑
k,l,h

ΓhjlΓihkdxl ∧ dxk

=
∑
k,l

∂Γijk
∂yl

δyl ∧ dxk +
∑
k,l

∂Γijk
∂xl

−
∑
h

Nh
l

∂Γijk
∂yh

−
∑
h

ΓhjlΓihk

 dxl ∧ dxk
=
∑
k,l

−∂Γijk
∂yl

 dxk ∧ δyl +
∑
k,l

−δΓijk
δxl

+
∑
h

ΓhjlΓihk

 dxk ∧ dxl.
Podemos comparar los coeficientes para encontrar Rijkl y P ijkl. Es directo que

P ijkl = −∂Γijk
∂yl

, pero hay que recordar que pedimos como condición que Rijkl fuera
anticonmutativo en k y l, y nada indica que como están en la combinación lineal
lo sean. Esto se arregla fácilmente, restando los coeficientes simétricos y dividiendo
por dos. Notar que es por esto que en (2.11), estos coeficientes están multiplicados
por 1

2 . Finalmente,

P ijkl = −
∂Γijk
∂yl

(2.12)

Rijkl =
δΓijl
δxk
−
δΓijk
δxl

+
∑
h

ΓhjlΓihk −
∑
h

ΓhjkΓihl. (2.13)

Definimos Ωi = dωn+i−
∑
j ωn+j∧ωij , la parte esencial de las formas de curvatura.

Diferenciando ωn+i,

Ωi = d2yi +
∑
k

(
dyk ∧ ωik + ykdω

i
k − ωn+k ∧ ωij

)

=
∑
k

ωn+k −
∑
l

ylω
k
l

 ∧ ωik +
∑
k

yk

Ωi
k +

∑
l

ωlk ∧ ωil

−∑
k

ωn+k ∧ ωik

=
∑
k

ykΩi
k.

(2.14)

Como hicimos con las formas de curvatura, podemos expresar a las partes esen-
ciales como combinación lineal de ωi ∧ ωj , ωi ∧ ωn+j y ωn+i ∧ ωn+j :

Ωi =
∑
k,l

1
2R

i
klωk ∧ ωl +

∑
k,l

P iklωk ∧ ωn+l +
∑
k,l

Qiklωn+k ∧ ωn+l,
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pidiendo, como antes, que Rikl = −Rilk y Qikl = −Qilk.
Usando (2.14) y la escritura en coordenadas de las formas de curvatura, obtene-

mos que Rikl =
∑
j yjR

i
jkl, P ikl =

∑
j yjP

i
jkl y Qikl = 0.

Volvamos a suponer que {ei} = { ∂
∂xi
}, ωi = dxi y ωn+i = δyi y ωij =

∑
k Γijkdxk,

y calculemos la parte esencial de la curvatura.
Sabemos por (2.12) que P ijkl = −∂Γijk

∂yl
. Luego,

P ikl =
∑
j

yjP
i
jkl = −

∑
j

yj
∂Γijk
∂yl

= −Likl,

donde Likl son los coeficientes de Landsberg definidos en (2.9).
También sabemos por (2.13) que

Rijkl =
∂Γijl
∂xk

−
∑
h

Nh
k

∂Γijl
∂yh

−
∂Γijk
∂xl

+
∑
h

Nh
l

∂Γijk
∂yh

+
∑
h

ΓhjlΓihk −
∑
h

ΓhjkΓihl.

Luego, contrayendo contra yj , obtenemos

Rikl =
∑
j

yj ∂Γijl
∂xk

− yj
∂Γijk
∂xl

+
∑
h

∑
j

yjΓhjl

Γihk −
∑
h

∑
j

yjΓhjk

Γihl

−
∑
h

Nh
k

∑
j

yj
∂Γijl
∂yh

+
∑
h

Nh
l

∑
j

yj
∂Γijk
∂yh


= ∂N i

l

∂xk
− ∂N i

k

∂xl
+
∑
h

Nh
l Γihk −

∑
h

Nh
k Γihl −

∑
h

Nh
kL

i
lh +

∑
h

Nh
l L

i
kh

= ∂N i
l

∂xk
− ∂N i

k

∂xl
+
∑
h

Nh
l (Γihk + Likh)−

∑
h

Nh
k (Γihl + Lilh)

= ∂N i
l

∂xk
− ∂N i

k

∂xl
+
∑
h

Nh
l

∂N i
k

∂yh
−
∑
h

Nh
k

∂N i
l

∂yh
.

(2.15)

Como los coeficientes de la conexión pueden expresarse en función de los coefi-
cientes del spray, tambien los coeficientes Rikl, por lo que dependen sólo del spray
de F .

Para terminar, definimos Rik =
∑
l ylR

i
kl =

∑
j,l yjylR

i
jkl, y el tensor de Riemann

como

R =
∑
i,k

Rikei ⊗ ωk.

Como los coeficientes Rikl solo dependen del spray, lo mismo vale para Rik y el
tensor de Riemann. Contrayendo (2.15) con yl, obtenemos una fórmula expĺıcita
para Rik.

Rik = −
∑
l

yl
∂2Gi

∂xl∂yk
+ 2∂G

i

∂xk
+ 2

∑
h

Gh
∂2Gi

∂yh∂yk
−
∑
h

∂Gh

∂yk

∂Gi

∂yh
. (2.16)
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El tensor de Riemann es uno de los objetos más importantes de la geometŕıa de
Finsler, pues mide la curvatura de una variedad de Finsler. En los próximos caṕıtulos
desarrollaremos más este tensor.

2.3. El Caso Particular de los Grupos de Lie

En esta sección estudiaremos el caso particular de un grupo de Lie. Se supondran
conocimientos básicos sobre los mismos, y por cualquier consulta puede referirse a
[14].

Tomemos (M,F ) una variedad de Finsler, y supongamos que M es un grupo de
Lie, que notaremos como G. Decimos que la métrica F es invariante a izquierda si

F (g, y) = F (e, L−1
g∗,e(y)), (2.17)

donde e es el elemento neutro de G, y Lg es el difeomorfismo definido como multi-
plicar a izquierda por el elemento g.

Bajo estas hipótesis, podemos pensar a la métrica como una norma de Minkowski
en TeG trasladada a izquierda a cada espacio TgG. Además, como todo grupo de
Lie es paralelizable, podemos dar un marco global de π∗TM0. Dada {ei} una base
de TeG ' G el algebra de Lie de G de campos invariantes a izquierda, definimos
ei(x, y) = (x, y, ei(x)). El conjunto de estos elementos es el marco global de π∗TM0.
Notaremos estos elementos indistintamente.

Es fácil ver que F no depende del punto en G. Tomando nuevamente {ei} una
base de G, cada y en TgG se escribe como

∑
i yiei(g). Además, L−1

g∗,e(y) =
∑
i yiei(e).

Por la invarianza a izquierda,

F (g,
∑
i

yiei(g)) = F (e, L−1
g∗,e(y)) = F (e,

∑
i

yiei(e)).

Luego, las derivadas de F , de los coeficientes de forma y de las cantidades defi-
nidas en la sección anterior en función del punto de la variedad son nulas. Es decir,
son constantes en la variedad y sólo dependen del elemento tangente.

Por todo esto, podemos calcular todas estas cantidades expĺıcitamente a nivel
del álgebra de Lie.

Nuevamente, elijamos {ei} una base de G, {ωi} su base dual y {ωij} las formas
de la conexión de Chern para este marco. Definimos las constantes de estructura λijk
como

[ej , ek] =
∑
i

λijkei.

Lema 2.12. Dados {ei} y {ωi} como antes, vale que

dωi = −1
2
∑
j,k

λijkωj ∧ ωk.
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Demostración. Escribiendo a dωi en coordenadas, tenemos que dωi =
∑
j,k c

i
jkωj∧ωk,

pidiendo que cijk = −cikj para tener en cuenta la anticonmutatividad del wedge.
Luego, dωi(ej , ek) = 2cijk.

Sabemos que para cualquier 1-forma ω vale que

dω(X,Y ) = Xω(Y )− Y ω(X)− ω([X,Y ]).

Aplicando esto a dωi,

2cijk = dωi(ej , ek) = ej(ωi(ek))− ek(ωi(ej))− ωi([ej , ek])

= ej(δik)− ek(δij)− ωi(
∑
l

λljkel) = −λijk.

Notar que las funciones δ son constantes, por lo que si les aplicamos un campo
se anulan. Finalmente, cijk = −1

2 λ
i
jk, obteniendo lo que queŕıamos.

Por la torsión nula, dωi =
∑
j ωj ∧ ωij , con ωij =

∑
k Γijkωk. Aplicando el lema,

obtenemos∑
j,k

−1
2 λijkωj ∧ ωk =

∑
j,k

Γijkωj ∧ ωk.

Para continuar necesitamos primero el lema de Cartan. Para una demostración
del mismo, puede leerse el Teorema 3.4 de [3].

Lema 2.13. Sean {v1, · · · , vr} conjunto de vectores linealmente independiente, y
{w1, · · · , wr} conjunto de vectores, tales que

r∑
i=1

vi ∧ wi = 0.

Entonces, wi =
∑r
i=1 αijvj, con αij = αji.

Para aplicar el lema a la igualdad anterior, debemos reordenarla.

∑
j

ωj ∧

∑
k

1
2λ

i
jkωk

 =
∑
j

ωj ∧

∑
k

Γijkωk

 .
Luego,

∑
j

ωj ∧

∑
k

(Γijk + 1
2λ

i
jk)ωk

 = 0.

Usando el lema de Cartan,
∑
k(Γijk + 1

2λ
i
jk)ωk =

∑
k T

i
jkωk con T ijk = T ikj . Aśı,

comparando coordenada a coordenada, Γijk = −1
2 λ

i
jk +T ijk. Luego, Γijk−Γikj = −λijk

y Γijk + Γikj = 2Γijk − λikj .
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Expresemos la casi compatibilidad con la métrica, teniendo en cuenta que gij
sólo dependen de y.∑

k

2Cijkdyk =
∑
k,l

gkjΓkilωl +
∑
k,l

gikΓkjlωl +
∑
k

2Cijkdyk +
∑
k,h,l

2CijkyhΓkhlωl.

Recordando que Nk
l =

∑
h yhΓkhl y Gk = 1

2
∑
l ylN

k
l , nos queda que

∑
l

∑
k

gkjΓkil + gikΓkjl + 2CijkNk
l

ωl = 0.

Luego, cada coeficiente es nulo, es decir∑
k

gkjΓkil + gikΓkjl + 2CijkNk
l = 0

para cada l.
Usando el mismo truco que en la demostración del teorema de Chern, intercam-

biando ı́ndices, sumando y restando, nos queda que∑
k

gkj(Γkil−Γkli)+gik(Γkjl+Γklj)+gkl(Γkij−Γkji)+2CijkNk
l +2CilkNk

j −2CljkNk
i = 0.

Reemplazando por lo obtenido con el lema de Cartan,∑
k

2gikΓkjl− gkjλkil− gikλklj − gklλkij + 2CijkNk
l + 2CilkNk

j − 2CljkNk
i = 0. (2.18)

Contrayendo con yj , y teniendo en cuenta que
∑
j Cijkyj = 0 para cada uno de

los ı́ndices,

∑
k

2gikNk
l −

∑
j

gkjλ
k
ilyj −

∑
j

gikλ
k
ljyj −

∑
j

gklλ
k
ijyj + 4CilkGk

 = 0.

Contrayendo con yl, y teniendo en cuenta que
∑
j,l λ

k
jlyjyl = 0 por la anticonmu-

tatividad de los sub́ındices,

∑
k

4gikGk − 2
∑
j,l

gkjλ
k
ilyjyl

 = 0.

Pasando para el otro lado de la igualdad y multiplicando por (gij) la inversa de
(gij),

Gk = 1
2
∑
i,j,l,h

gilg
khλlhjyiyj .
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Sustituyendo y multiplicando por (gij),

N i
k = 1

2

∑
j

λikjyj +
∑
j,l,h

gklg
ihλlhjyj +

∑
j,l,h

gjlg
ihλlhkyj −

∑
h,j

4gihChjkGj
 .

Podemos también obtener una fórmula expĺıcita para Γijk, reemplazando N i
k en

(2.18).
Nuevamente podremos expresar a N i

k en función de Gi.

∂Gk

∂yl
= 1

2

∑
i,j,h

glig
khλikjyj −

∑
h,i,j,s,r,m

2gkiCkjlgrhgjsλhsmyrym +
∑
h,s,j

gjhg
ksλhsl


= Nk

l −
1
2
∑
j

λkljyj .

Hemos terminado de determinar la conexión de Chern. Calculemos ahora las
formas de curvatura.

Recordemos que definimos la parte esencial de las formas de curvatura como

Ωi = dωn+i −
∑
k

ωn+k ∧ ωik,

con ωn+k = dyk +
∑
l ylω

i
l = dyk +

∑
lN

i
l ωl.

Reemplazando,

Ωi =
∑
k

d(N i
kωk)−

∑
k

ωn+k ∧

∑
l

Γiklωl


=
∑
j,k

∑
l

−N l
j

∂N i
k

∂yl
+
∑
l

N i
lΓljk

ωj ∧ ωk −∑
j,k

∂N i
j

∂yk
− Γikj

ωj ∧ ωn+k.

Luego, los coeficientes quedan

Rijk = −
∑
l

N l
j

∂N i
k

∂yl
+
∑
l

N l
k

∂N i
j

∂yl
+
∑
l

N i
lΓljk −

∑
l

N i
lΓlkj

= −
∑
l

N l
j

∂N i
k

∂yl
+
∑
l

N l
k

∂N i
j

∂yl
−
∑
l

N i
l λ
l
jk;

P ijk = −

∂N i
j

∂yk
− Γikj

 ;

Qijk = 0.

Finalmente, los coeficientes de Riemann son

Rij =
∑
k

Rijkyk =
∑
k

2Gk
∂N i

j

∂yk
−
∑
k

N i
kN

k
j −

∑
k,l

N i
kλ

k
jlyl +

∑
k,l

Nk
j λ

i
klyl. (2.19)



52 CAPÍTULO 2. MÉTRICAS DE FINSLER Y CONEXIÓN DE CHERN

Hemos calculado entonces todas las cantidades en función de F y las constantes
de estructura de G. En los próximos caṕıtulos ampliaremos más sobre el uso de estas
identidades.



Caṕıtulo 3

Geodésicas y Transporte
Paralelo

En éste caṕıtulo veremos algunos aspectos mas geométricos sobre las métricas
de Finsler: el concepto de geodésica y transporte paralelo respecto a la conexión
de Chern asociada a F . Empezaremos recordando el concepto de spray definido en
el caṕıtulo anterior, a través del cual definiremos geodésica y transporte paralelo.
Veremos qué propiedades podemos inferir cuando el spray proviene de una métrica
de Finsler.

Para un estudio más extenso del tema, se puede referir a los Caṕıtulos 3 y 4 de
[5].

3.1. Geodésicas

Recordemos la definición de spray del caṕıtulo anterior. Dada M una variedad
diferenciable, un spray es un campo diferenciable G en TM0 de la forma

G =
∑
i

yi
∂

∂xi
− 2

∑
i

Gi(x, y) ∂

∂yi
,

con Gi funciones positivamente homogéneas de orden 2 en la segunda coordenada,
es decir, Gi(x, λy) = λ2Gi(x, y) para todo λ positivo.

Dada una variedad M y un campo X en M , una curva γ : (−ε, ε)→ M se dice
curva integral de X si satisface que Xγ(t) = γ̇(t).

Supongamos que γ : (−ε, ε) → TM0 es una curva integral para G. Tomando
coordenadas, γ(t) = (xi(t), yi(t)) debe cumplir que

ẋi(t) = yi(t); ẏi(t) + 2Gi(x, y) = 0.

Una curva diferenciable σ : (−ε, ε) → M se dice geodésica de G si el levantado
canónico γ(t) = (σ(t), σ̇(t)) es una curva integral deG. Luego, tomando coordenadas,
una geodésica debe cumplir que

σ̈i(t) + 2Gi(σ(t), σ̇(t)) = 0.

53
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Podemos deducir fácilmente el siguiente lema:

Lema 3.1. Dada (M,F ) una variedad de Finsler, x en M y V en TxM , existe única
curva geodésica σ tal que σ(0) = x, σ̇(0) = V .

Demostración. Tomando coordenadas en una carta (U,ϕ), queremos una curva σ
que cumpla

σ̈i(t) + 2Gi(σ(t), σ̇(t)) = 0
σ(0) = ϕ(x)
σ̇(0) = ϕ∗,xV.

Por el teorema de existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones diferencia-
les ordinarias, existe tal curva σ. Para conseguir la geodésica en M , simplemente
tomamos ϕ−1σ.

Recordemos que toda métrica de Finsler F induce un spray G donde las funciones
Gi estan dadas por (2.7), es decir,

Gl =
∑
i,j,k

1
4g

lk

(
∂gjk
∂xi

+ ∂gki
∂xj

− ∂gij
∂xk

)
yiyj .

Las geodésicas de este spray G se denominan geodésicas de F . Veamos qué pro-
piedades cumplen.

Proposición 3.2. Sean (M,F ) una variedad de Finsler y σ una curva diferenciable
en M . Si σ es una geodésica, entonces tiene velocidad constante, es decir,

F (σ(t), σ̇(t)) = constante.

Demostración. Veamos que el cuadrado de la velocidad es constante. Sabemos por
(1.4) que F 2(x, y) =

∑
i,j gij(x, y)yiyj . Componiendo con la curva y derivando,

d

dt
(F 2(σ(t), σ̇(t))) = d

dt

∑
i,j

gij(σ, σ̇)σ̇iσ̇j


=
∑
i,j

∑
k

∂gij
∂xk

σ̇iσ̇j σ̇k +
∑
k

∂gij
∂yk

σ̇iσ̇j σ̈k + 2gij σ̇iσ̈j

 .
Resolvamos cada sumando. Es bastante directo que el segundo sumando es nulo,

pues

∑
i,j,k

∂gij
∂yk

σ̇iσ̇j σ̇k =
∑
i,j,k

2Cijkσ̇iσ̇j σ̇k =
∑
j,k

2σ̇j σ̇k

∑
i

Cijkyi

 (σ, σ̇) = 0.
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Reemplazando con (2.4), el primer sumando queda∑
i,j,k,m

gimΓmjkσ̇iσ̇j σ̇k + gmjΓmikσ̇iσ̇j σ̇k + 2CijmNm
k σ̇iσ̇j σ̇k

=
∑
i,j,m

gimN
m
j σ̇iσ̇j + gmjN

m
i σ̇iσ̇j =

∑
i,m

2gimσ̇iGm +
∑
j,m

2gmj σ̇jGm.

Como las dos sumatorias son iguales salvo un cambio de ı́ndices, el primer su-
mando queda igual a 4

∑
i,j gij σ̇iG

j .
Como σ es una geodésica, tenemos que σ̈i = −2Gi, por lo que el tercer sumando

queda igual a −4gij σ̇iGj , que es lo opuesto a lo que quedó el primero. Luego, F 2(σ, σ̇)
es constante, y como F y σ son continuas, también lo es F (σ, σ̇).

Una métrica de Finsler F en una variedad M se dice positivamente completa
si toda geodésica se puede extender a una geodésica definida en un intervalo de
tipo (a,+∞). Respectivamente, se dice negativamente completa si toda geodésica
se puede extender a una geodésica definida en un intervalo de tipo (−∞, b). Se
dice completa si lo es positivamente y negativamente. Siempre supondremos que 0
pertenece a los intervalos de definición de las geodésicas.

Supongamos que (M,F ) es una variedad de Finsler positivamente completa.
Podemos definir, a partir de las geodésicas, una función natural expx : TxM → M .
Dado un vector y en TxM , notamos a σy a la geodésica que pasa por x en 0 y con
velocidad y. Por la completitud, podemos suponer que σy existe en 1, y definimos
expx(y) = σy(1). La función expx se denomina la exponencial en x.

Notemos que como las geodésicas son soluciones de una ecuación diferencial
ordinaria, no sólo son C∞ en la variable t, también lo son en función de los valores
iniciales. Por lo tanto, la función exponencial es diferenciable tanto en x ∈M como
en y ∈ TxM0.

Lema 3.3. Sea (M,F ) una variedad de Finsler positivamente completa y σy la
geodésica que pasa a tiempo 0 por un punto x de M con velocidad y. Entonces,
σsy(t) = σy(st) para cada s positivo.

Demostración. Por la homogeneidad de Gi tenemos que

[σi(st)]̈ + 2Gi(σ(st), [σ(st)]˙) = s2σ̈i(st) + 2Gi(σ(st), sσ̇(st))
= s2σ̈i(st) + 2s2Gi(σ(st), σ̇(st)) = 0.

Además, [σ(st)]˙(0) = sσ̇(0) = sy. Luego, σ(st) es solución de la ecuación diferen-
cial ordinaria con valores iniciales σ(0) = x, σ̇(0) = sy. Por unicidad de soluciones,
es la geodésica σsy.

Observación 3.4. Por el lema anterior, para cada t positivo,

σy(t) = σty(1) = expx(ty).

Notemos que, como la homogeneidad de F sólo vale para valores positivos, y en
consecuencia también la de las funciones Gi, esta igualdad no vale en general para
t negativo.
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Tal como suced́ıa en métricas riemannianas, la exponencial es un difeomorfismo
local en el origen de TxM .

expx∗0(v) = d

dt
(expx(tv))(0) = d

dt
(σtv(1))(0) = d

dt
(σv(t))(0) = σ̇v(0) = v.

Como expx∗0 es un isomorfismo, expx es un difeomorfismo local en el origen.
Notemos que la cuenta anterior nos dice que la función exponencial es C1 en el
origen de TxM .

Veremos ahora que, como suced́ıa en métricas riemannianas, una curva que mini-
miza la distancia entre dos puntos, definida en (2.1), debe ser bajo ciertas hipótesis
una geodésica. Para ello, definamos la primera variación de la longitud de arco.

Decimos que una curva σ : [a, b]→M es admisible si es C∞ a trozos y para cada
ti donde la curva no es diferenciable, existen

σ(t−i ) = ĺım
t→t−i

σ̇(t); σ(t+i ) = ĺım
t→t+i

σ̇(t).

Dada σ : [a, b] → M una curva admisible, una variación C∞ a trozos de σ con
extremos fijos es una función cont́ınua H : [a, b] × (−ε, ε) → M , C∞ en (ti, ti+1) ×
(−ε, ε), donde (ti, ti+1) son los intervalos de diferenciabilidad de σ, tal que H(t, 0) =
σ(t), H(a, s) = σ(a) y H(b, s) = σ(b). Llamamos campo variacional de H a V (t) =
dH
ds (t, 0).

Proposición 3.5. Sean (M,F ) una variedad de Finsler, σ : [a, b] → M una curva
admisible en M y V : [a, b] → TM tal que V (t) ∈ Tσ(t)M , y sólo se anula en los
bordes. Existe entonces H una variación C∞ a trozos de σ con extremos fijos tal
que ∂H

∂s (t, 0) = V (t).

Demostración. Definamos H(t, s) = expσ(t)(sV (t)). Es una función C∞ en cada
(ti, ti+1)× R \ {0}, C1 en s = 0, por la diferenciabilidad de la función exponencial,
y H(t, 0) = expσ(t)(0) = σ(t). Además,

dH

ds
(t, 0) = d

ds
(expσ(t)(sV (t)))(t, 0) = expσ(t)∗0(V (t)) = V (t).

Finalmente, evaluada en los extremos,

H(a, s) = expσ(a)(sV (a)) = expσ(a)(0) = σ(a),

y de forma análoga en b.

Llamemos σs a la curva H(t, s) con s fijo. Con esta notación, definimos la función
L(s) =

∫ b
a F (σs, σ̇s)dt,. Luego, que σ minimice la distancia entre sus extremos implica

que L′(0) = 0 para toda variación H.

Proposición 3.6. Sean (M,F ) una variedad de Finsler, p y q dos puntos en M
y C una curva admisible en M que une los puntos p y q tal que d(p, q) = LF (C).
Entonces, cualquier parametrización con velocidad constante de C es una geodésica.
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Demostración. Tomemos una parametrización σ : [a, b] → M de C con velocidad
constante F (σ, σ̇) = λ positiva. Dada una variación H arbitraria de σ con campo
variacional V (t), como minimiza la distancia entre p y q, tenemos que L′(0) = 0.
Calculemos esta derivada y veamos qué conclusiones podemos sacar. Tenemos que
L(s) =

∫ b
a F (σs, σ̇s)dt =

∫ b
a F (H(t, s), dHdt (t, s))dt. Notemos que dH

dt (t, s) puede no
estar bien definido en los puntos donde σ no es diferenciable, pero como es un
conjunto de medida cero, esto no presupone un problema.

Como F es positiva, podemos escribir F =
√
F 2. Derivando,

L′(0) =
∫ b

a

1
2F (σ, σ̇)

d

ds

(
F 2(H(t, s), dH

dt
(t, s))

)
(t, 0)dt

=
∫ b

a

1
2λ

∑
k

∂F 2

∂xk
Vk +

∑
k

∂F 2

∂yk

dVk
dt

 dt
=
∫ b

a

1
2λ

∑
k

∂F 2

∂xk
−
∑
l

∂2F 2

∂xk∂xl
σ̇l −

∑
l

∂2F 2

∂yk∂yl
σ̈l

Vk
 dt

+
∫ b

a

1
2λ

∑
k

∑
l

∂2F 2

∂xk∂xl
σ̇l +

∑
l

∂2F 2

∂yk∂yl
σ̈l

Vk +
∑
k

∂F 2

∂yk

dVk
dt

 dt.
Aplicando integración por partes al segundo sumando en cada intervalo donde σ

es diferenciable, queda

L′(0) =
∫ b

a

 1
2λ
∑
k

∂F 2

∂xk
−
∑
l

∂2F 2

∂xk∂xl
σ̇l −

∑
l

∂2F 2

∂xk∂yl
σ̈l

Vk
 dt

+
m∑
i=1

1
2λ

∑
k

∂F 2

∂yk
(Vk(t+i )− Vk(t−i ))

 .
Usando (2.8),

L′(0) = −
∫ b

a

1
λ

∑
j,k

gjk(σ̈j + 2Gj(σ, σ̇))Vk


+

m∑
i=1

1
λ

∑
j,k

gjk(σ̇j(t+i )− σ̇j(t−i ))(Vk(t+i )− Vk(t−i ))

 .
Hasta ahora V es un campo variacional arbitrario. Como podemos tomar varia-

ciones que tengan el campo variacional que deseemos, tomemos V adecuado para
obtener información sobre σ.

En primer lugar consideremos el campo V (t) =
∑
k Vk(t) ∂

∂xk
con cada coeficiente

Vk(t) = f(t)(σ̈k + 2Gk(σ, σ̇)), donde f es una función que se anula en ti para todo i,
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y positiva en el resto del intervalo. Reemplazando en la fórmula anterior,

0 = L′(0) = −
∫ b

a

1
λ

∑
j,k

gjk(σ̈j + 2Gj(σ, σ̇))(σ̈k + 2Gk(σ, σ̇))dt

= −
∫ b

a

1
λ
g(σ,σ̇)((σ̈j + 2Gj(σ, σ̇)), (σ̈j + 2Gj(σ, σ̇))).

Luego, g(σ,σ̇)((σ̈j+2Gj(σ, σ̇)), (σ̈j+2Gj(σ, σ̇))) = 0, y como g(σ,σ̇) es un producto
interno, σ̈j + 2Gj(σ, σ̇) = 0.

Observemos que por lo anterior,

L′(0) =
m∑
i=1

1
λ

∑
j,k

gjk(σ̇j(t+i )− σ̇j(t−i ))(Vk(t+i )− Vk(t−i ))

 .
Sólo falta comprobar que σ es una curva diferenciable y no a trozos. Tomemos

V (t) =
∑
k Vk(t) ∂

∂xk
tal que Vk(t+i ) = σ̇k(t+i ) Vk(t−i ) = σ̇k(t−i ) en cada uno de ellos.

Aśı, tenemos que∑
i

g(σ,σ̇)(σ̇k(t+i )− σ̇k(t−i ), σ̇k(t+i )− σ̇k(t−i )) = 0

Como gσ es un producto interno, esto implica que cada diferencia es nula, por lo
que σ es diferenciable.

Probamos entonces que una curva minimizante es necesariamente una geodésica.
Aśı como en la geometŕıa riemanniana, las geodésicas no serán siempre minimizantes
pero śı localmente.

Proposición 3.7. Cualquier geodésica σ es localmente minimizante. En otras pala-
bras, para cada t0 en el dominio de σ existe un entorno tal que el camino más corto
entre σ(d) y σ(e) es la misma curva σ para todo e y d en dicho entorno.

No haremos la demostración aqúı ya que es muy larga y no demasiado distinta
del caso riemanniano. Para una demostración completa puede consultarse la Sección
3 del Caṕıtulo 6 de [2].

3.2. Transporte Paralelo

El concepto de paralelismo es natural en las métricas de Finsler. Daremos dos
nociones distintas de vectores paralelos y veremos qué propiedades podemos deducir
de cada una de ellas.

Sea (M,F ) una variedad de Finsler, c(t) una curva en M y U(t) =
∑
i Ui

∂
∂xi

un
campo a lo largo de c, definimos la derivada covariante lineal de U a lo largo de c
como

DċU(t) =
∑
i

U̇i(t) +
∑
j

Uj(t)N i
j(c(t), ċ(t))

 ∂

∂xi

∣∣∣∣
c(t)
.
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DċU es un campo bien definido a lo largo de c, independiente del sistema de
coordenadas. Es directo que Dċ es lineal y que además vale la regla de Leibniz,
Dċ(fU) = f ′U + fDċU . El nombre derivada covariante lineal viene del hecho que el
operador es lineal, mientras que la otra noción de derivada covariante no lo será.

Decimos que un campo a lo largo de c es linealmente paralelo si DċU = 0, es
decir,

U̇i(t) +
∑
j

Uj(t)N i
j(c(t), ċ(t)) = 0.

Tomemos el campo U(t) = (c(t), ċ(t)), bien definido a lo largo de c. Si es lineal-
mente paralelo, teniendo en cuenta que

∑
j yjN

i
j = 2Gi, tenemos que

0 = c̈i(t) +
∑
j

cj(t)N i
j(c(t), ċ(t)) = c̈i(t) + 2Gi(c(t), ċ(t)).

Luego, una geodésica es una curva cuyo campo de velocidades es linealmente
paralelo a lo largo de la misma.

Recordemos del caṕıtulo anterior la definición de derivada covariante de un tensor
en TM0. Espećıficamente, si T =

∑
i,j Tijdxi ⊗ dxj , notamos

dTij −
∑
k

Tkjω
k
i −

∑
k

Tikω
k
j =

∑
l

Tij|ldxl +
∑
l

Tij·kδyl.

Si componemos con el campo de velocidades de una geodésica σ, tenemos que

Tij|k =
∑
l

∂Tij
∂xl

σ̇l +
∑
l

∂Tij
∂yl

σ̈l −
∑
l

TljN
l
i −

∑
l

TilN
l
j

=
∑
l

∂Tij
∂xl

σ̇l −
∑
l

2Gl ∂Tij
∂yl
−
∑
l

TljN
l
i −

∑
l

TilN
l
j .

Sean U(t) y V (t) dos campos paralelos a lo largo de σ geodésica. Si llamamos
T (t) a evaluar T en U y V a lo largo de σ, tenemos que

T (t) = T(σ,σ̇)(U, V ) =
∑
i,j

Tij(σ, σ̇)UiVj .
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Derivando esta función,

T ′(t) =
∑
i,j

∑
k

∂Tij
∂xk

σ̇kUiVj

+

∑
k

∂Tij
∂yk

σ̈kUiVj

+ TijU̇iVj + TijUiV̇j

=
∑
i,j

∑
k

∂Tij
∂xk

σ̇kUiVj

−
∑

k

2Gk ∂Tij
∂yk

UiVj


−

∑
k

TijN
i
kUkVj

−
∑

k

TijUiN
j
kVk


=
∑
i,j

∑
k

∂Tij
∂xk

σ̇k − 2Gk ∂Tij
∂yk

− TkjNk
i − TikNk

j

UiVj
=
∑
i,j,k

Tij|kσ̇kUiVj .

Gracias a la cuenta anterior y a que para cada k tenemos que gij|k = 0, como
probamos en el Ejemplo 2.9, tenemos el siguiente lema.

Lema 3.8. Sea σ(t) una geodésica en una variedad de Finsler (M,F ), y U(t) y V (t)
campos paralelos a lo largo de σ. Tenemos entonces que

gσ̇(t)(U(t), V (t)) = constante.

Luego, el ángulo entre U y V y sus normas con respecto a g se mantienen constantes
a lo largo de σ.

Definamos ahora otra noción de paralelismo. Dados c curva y U campo a lo largo
de c como antes, definimos la derivada covariante como

∇ċU(t) =
∑
i

U̇i(t) +

∑
j

ċj(t)N i
j(c(t), U(t))


 ∂

∂xi

∣∣∣∣
c(t)
.

La derivada covariante ∇ está bien definida y no depende del sistema de coor-
denadas, pero no tiene las propiedades de linealidad que cumpĺıa D.

Decimos que U campo a lo largo de c es paralelo si ∇ċU = 0. Es decir, si para
cada i

U̇i +
∑
j

ċj(t)N i
j(c(t), U(t)) = 0. (3.1)

Lema 3.9. Sean c una curva en (M,F ) variedad de Finsler y U0 un vector en
Tc(0)M . Existe entonces un campo paralelo U a lo largo de c tal que U(0) = U0.

Demostración. Esta demostración es análoga a demostrar que por todo punto pasa
una geodésica con velocidad arbitraria, ya que consiste en resolver una ecuación
diferencial ordinaria con valores iniciales.



3.2. TRANSPORTE PARALELO 61

Si tomamos nuevamente el campo de velocidades de la curva, tenemos que (c, ċ)
es paralelo a lo largo de c si

0 = c̈i(t) +
∑
j

cj(t)N i
j(c(t), ċ(t)) = c̈i(t) + 2Gi(c(t), ċ(t)).

Por lo tanto, una geodésica es una curva cuyo campo de velocidades es paralelo
a lo largo de la misma. Podemos usar entonces tanto la derivada covariante como la
derivada covariante lineal para detectar curvas geodésicas.

Aunque los campos paralelos no necesariamente conservan su ángulo, śı conservan
su norma.

Lema 3.10. Sean c una curva en (M,F ) una variedad de Finsler y U =
∑
i Ui

∂
∂xi

un campo paralelo a lo largo de c. Entonces

F (c(t), U(t)) = constante.

Demostración. Probemos que F 2(c(t), U(t)) =
∑
i,j gij(c(t), U(t))UiUj es constante,

usando que los coeficientes de Cartan contraidos con yi se anula, y las ecuaciónes
(2.4) y (3.1).

d

dt
(F 2(c, U)) = d

dt

∑
i,j

gij(c(t), U(t))UiUj


=
∑
i,j

(∑
m

∂gij
∂xm

ċmUiUj +
∑
m

∂gij
∂ym

U̇mUiUj

)
+ 2

∑
i,k

gikUiU̇k

=
∑

i,j,k,m

2gikΓkjmċmUiUj +
∑
i,j,m

2CijmU̇mUiUj − 2
∑
i,m,k

gikUiN
k
mċm

=
∑
i,k,m

2gikNk
mċmUi −

∑
i,k,m

2gikNk
mċmUi = 0.

Luego, F (c(t), U(t)) es constante.

Podemos definir ahora el transporte paralelo a lo largo de una curva, usando
la noción de paralelismo que hemos visto. Gracias a la noción de campos paralelos
podremos transportar un vector de un tangente a otro. Es más, cuando nos movamos
a lo largo de geodésicas, el ángulo entre el vector y la curva se mantendrá, y como
la conexión de Chern es libre de torsión el vector no girará.

Sea c : [a, b] → M una curva con c(a) = p y c(b) = q. Definimos el transporte
paralelo a lo largo de c, Pc : TpM → TqM como Pc(U0) = U(b), donde U es un
campo paralelo a lo largo de c con U(0) = U0.

Por el Lema 3.10, el transporte paralelo es un difeomorfismo de TpM a TqM . Es
más, es positivamente homogéneo, es decir, Pc(λu) = λPc(u) para todo λ positivo.
Sin embargo, no es necesariamente lineal, en el caso que usemos la conexión no
lineal.
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Caṕıtulo 4

Distorsión, S-Curvatura y el
Tensor de Riemann

En este caṕıtulo discutiremos los conceptos de distorsión y S-curvatura, y pro-
fundizaremos en el tensor de Riemann definido en el segundo caṕıtulo. La distorsión
medirá, para un espacio de Minkowski, qué tan lejos de una métrica euclidiana se
encuentra. Para una variedad de Finsler, la S-curvatura nos dará una noción de
cómo vaŕıa esta distorsión a lo largo de las geodésicas. Por último, haremos algunos
cálculos e introduciremos algunos conceptos para el caso particular de los grupos de
Lie.

4.1. Distorsión y S-Curvatura

Como ya vimos, en la Observación 1.18, una norma de Minkowski F = F (y)
en un espacio vectorial V está caracterizada por su indicatriz. Podemos pensar a la
indicatriz como un color, donde el espacio eucĺıdeo está representado por el color
blanco. Luego, si tomamos una métrica de Finsler F = F (x, y) en una variedad M ,
F|TxM puede pensarse como un patrón infinitesimal de colores. Luego, si por ejemplo
todos los espacios tangentes son isométricos entre śı, la variedad está pintada de un
sólo color. En particular, como sabemos que todos los espacios vectoriales de una
misma dimensión son isométricos entre śı, una variedad riemanniana está pintada
completamente de blanco.

Restrinjámonos por un momento a un espacio de Minkowski (V, F ), es decir, un
espacio vectorial V n-dimensional dotado de una norma de Minkowski F . Recorde-
mos que en el caṕıtulo 2 definimos una forma de volúmen dVF . Dada una base {ei}
de V definimos

σF (V ) = V ol(Bn(1))
V ol({(yi) ∈ Rn/F (

∑
yiei) < 1}) .

También introducimos la forma de volumen dVF = σFdθ1∧ · · · ∧dθn, donde {θi}
era la base dual a {ei}.

63
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Definimos entonces la distorsión como

τ(y) = ln

√
det(gij(y))
σF

.

Claramente la distorsión no depende de la base elegida pues
√
det(gij) y σF se

transforman de la misma manera, por lo que la distorsión está bien definida.
Si F fuera una norma eucĺıdea,

V ol({(yi) ∈ Rn/F (
∑

yiei) < 1}) = V ol(Bn(1))√
det(gij)

,

por lo que σF =
√

det(gij). Luego, en el caso no euclidiano, se puede ver que la
distorsión mide cuánto nos alejamos del caso euclidiano. Es más, para una métrica
euclidiana, la distorsión es nula.

Como las funciones gij son invariantes por reescalas positivas, también lo será la
distorsión, es decir,

τ(λy) = τ(y)

para todo y no nulo y λ positivo.
Veamos cómo se comportan las derivadas de la distorsión. Como debemos compu-

tar las derivadas del determinante, usaremos el siguiente lema del álgebra lineal.

Lema 4.1. Dada A = (aij) matriz, la función det(A) es diferenciable en función de
sus coeficientes y vale que ∂ det(A)

∂aij
= Cij, donde Cij es el cofactor ij. En particular,

si A = A(t), vale que

d

dt
(det(A(t))) = det(A(t))tr

(
A−1 d

dt
A(t)

)
.

Demostración. El determinante es una función polinómica en los coeficientes, por lo
que es diferenciable en función de los mismos. Además, el valor de la derivada del
mismo en función de los coeficientes es obvio si desarrollamos al determinante por
cofactores, entrando por la fila i. Veamos que vale la última igualdad.

det(A(t))tr
(
A−1 d

dt
A(t)

)
= det(A(t))tr

(
Adj(A(t))
det(A(t))

d

dt
A(t)

)

=
∑
i,j

Cij ˙aij =
∑
i,j

∂ det(A)
∂aij

˙aij

= d

dt
(det(A(t))).
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Teniendo el lema en cuenta,

∂τ

∂yi
= ∂

∂yi

(
ln
√

det(gkj)
)

= 1
2 det(gkj)

∂ det(gij)
∂yi

= 1
2
∑
j,k

gjk
∂gjk
∂yi

=
∑
j,k

gjkCijk.

Si recordamos el tensor medio de Cartan I =
∑
i Iidxi con Ii =

∑
j,k g

jkCijk,
tenemos que

∂τ

∂yi
= Ii.

Gracias al Teorema 1.22 tenemos la siguiente proposición:

Proposición 4.2. Dado (V, F ) espacio de Minkowski, son equivalentes

F es euclidiana.

τ es constante.

τ = 0.

Consideremos ahora una métrica de Finsler F en M una variedad n-dimensional.
La distorsión está definida en cada espacio tangente (TxM,F|TxM ), por lo que pode-
mos definir la distorsión de F como τ : TM0 → R, τ(x, y) = τTxM (y).

Por la proposición anterior podemos ver que F proviene de una métrica rie-
manniana śı y sólo śı τ = 0, por lo que la distorsión caracteriza a las métricas
riemannianas entre las métricas de Finsler.

Para estudiar cómo vaŕıa la distorsión a lo largo de las geodésicas introduciremos
la noción de S-curvatura. Para cada vector y ∈ TxM no nulo, sea σ la geodésica que
pasa por x a tiempo cero y con velocidad y. Definimos la S-curvatura como

S(x, y) = d

dt
(τ(σ, σ̇))|t=0 .

La S-curvatura es positivamente homogénea de orden 1 en su segunda coordena-
da, es decir, S(x, λy) = λS(x, y) para todo λ positivo. Para probarlo, aplicamos la
regla de la cadena dos veces:

S(x, λy) = d

dt
(τ(σλy(t), ˙σλy(t)))|t=0 = d

dt
(τ(σy(λt), ˙σy(λt)))|t=0

= d

dt
(τ(σy(λt), λσ̇y(λt)))|t=0 = d

dt
(τ(σy(λt), σ̇y(λt)))|t=0

= λ
d

dt
(τ(σy, σ̇y))|t=0 = λS(x, y).
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Calculemos más en detalle la S-curvatura. Teniendo en cuenta que σ es geodésica,
es decir, σ̈i = −2Gi(σ, σ̇),

S(x, y) = d

dt
(τ(σ, σ̇))|t=0 =

∑
i

∂τ

∂xi
σ̇i(0) +

∑
i

∂τ

∂yi
σ̈i(0) =

∑
i

∂τ

∂xi
yi −

∑
i

2Gi ∂τ
∂yi

=
∑
i

1
2 det(gkj)

∂ det(gkj)
∂xi

− ∂

∂xi
(ln σF (x))− 2

∑
i

Gi
∂τ

∂yi

=
∑
i,j,k

1
2g

kl ∂gkj
∂xi

yi − 2
∑
i

GiIi −
∑
i

yi
∂

∂xi
(ln(σF (x)).

Una parte de la expresión es la suma de algunos de los coeficientes de la conexión
de F que obtuvimos en (2.6).

∑
j

∂Gj

∂yj
=
∑
j

N j
j =

∑
j,i,k

1
2g

jk

(
∂gjk
∂xi

+ ∂gki
∂xj

− ∂gij
∂xk

)
yi −

∑
j,k,h

2gjkCjkhGh

=
∑
j,i,k

1
2g

jk ∂gjk
∂xi

yi −
∑
h

2IhGh.

Notar que dos de las derivadas parciales de los coeficientes de la forma funda-
mental se cancelan al sumar en j. Reemplazando en la S-curvatura,

S(x, y) =
∑
i,j,k

1
2g

kl ∂gkj
∂xi

yi − 2
∑
i

GiIi −
∑
i

yi
∂

∂xi
(ln(σF (x))

=
∑
i

∂Gi

∂yi
−
∑
i

yi
∂

∂xi
(ln(σF (x))).

4.2. Tensor de Riemann

Tomemos {ei} marco de π∗TM0 y {ωi} marco dual de Π∗T ∗M0. En el segundo
caṕıtulo hab́ıamos definido el tensor de RiemannR =

∑
i,k R

i
kei⊗ωk, con Rik definido

en (2.16). Ya vimos en el Ejemplo 1.8 que el fibrados de los (1, 1)-tensores es isomorfo
al fibrado de endomorfismos del espacio. Podemos entonces pensar al tensor de
Riemann como una familia de transformaciones lineales Ry : TxM → TxM definidas
como:

Ry(v) =
∑
i

∑
k

Rik(x, y)vk

 ei. (4.1)

Llamamos a esta sección la curvatura de Riemann.
Es fácil comprobar que Ry(y) = 0, pues como Rikl = −Rilk, tenemos que∑

k

Rikyk =
∑
k,l

Riklykyl = 0.
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Además, R es positivamente homogénea de orden 2. Esto se ve al tomar la
fórmula obtenida para los Rik en (2.16): todos los sumandos son homogéneos de
orden 2, aplicando la Proposición 1.12.

Podemos probar también que Ry es autoadjunta con respecto a gy, es decir,
gy(Ry(u), v) = gy(u,Ry(v)). Daremos por sentado que

∑
m gimR

m
j =

∑
m gjmR

m
i .

La cuenta para probar esto último surge de diferenciar la condición de casi compati-
bilidad con la métrica y usar las simetŕıas obtenidas en el segundo caṕıtulo para los
coeficientes del tensor de Riemann. Sin embargo, la cuenta es larga y tediosa, por
lo que no la haremos aqúı. Podemos encontrar la cuenta resuelta en la Sección 4 del
Caṕıtulo 2 de [2].

Asumiendo lo anterior,

gy(Ry(u), v)) =
∑
i,j

gij

∑
k

Rikuk

 vj =
∑
j,k

∑
i

gijR
i
k

ukvj
=
∑
j,k

∑
i

gikR
i
j

ukvj =
∑
i,k

gikuk

∑
j

Rijvj


= gy(u,Ry(v)).

Estas tres son las ecuaciones básicas de la curvatura de Riemann.
Vamos a definir, a partir del tensor de Riemann, la curvatura de bandera, análoga

a la curvatura seccional en la geometŕıa riemanniana. La diferencia fundamental
entre estas dos es que mientras que se aplica la curvatura seccional a una sección
planar del espacio tangente, en la curvatura de bandera necesitamos también resaltar
un vector particular del mismo. Llamamos una bandera a un par (P, y), donde P
es un subespacio de dimensión 2 de TxM e y es un elemento no nulo de P , y
denominamos a y el mástil de la bandera. Con esta notación, definimos la curvatura
de bandera:

K(P, y) = gy(Ry(u), u)
gy(y, y)gy(u, u)− gy(y, u)2 ,

donde u es un vector de P linealmente independiente con y.
Veamos que la curvatura de bandera no depende de la elección de u. Dado v otro

vector de P linealmente independiente con y, escribimos a u = αy + βv. Luego,

K(P, y) = gy(Ry(u), u)
gy(y, y)gy(u, u)− gy(y, u)2

= gy(αRy(y) + βRy(v), αy + βv)
gy(y, y)(α2gy(y, y) + β2gy(v, v) + 2αβgy(y, v))− (αgy(y, y) + βgy(y, v))2

= αβgy(Ry(v), y) + β2gy(Ry(v), v)
β2gy(y, y)gy(v, v)− β2gy(y, v)2 = αβgy(v,Ry(y)) + β2gy(Ry(v), v)

β2gy(y, y)gy(v, v)− β2gy(y, v)2

= β2gy(Ry(v), v)
β2gy(y, y)gy(v, v)− β2gy(y, v)2 = gy(Ry(v), v)

gy(y, y)gy(v, v)− gy(y, v)2 .
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En una variedad de Finsler de dimensión 2, P = TxM es todo el espacio tangente,
por lo que K = K(x, y) es una función escalar en TM0 llamada la curvatura de
Gauss.

Definimos la curvatura de Ricci como la traza de la curvatura de Riemann, es
decir, Ric(y) = tr(Ry). En un sistema de coordenadas local, tenemos por (4.1) que

Ric(y) =
∑
i

Rii(x, y).

Podemos describir a la curvatura de Ricci a partir de la curvatura de bandera.

Proposición 4.3. Dado y en TxM , sean v1, · · · , vn−1 tales que {y, v1, · · · , vn−1} es
una base gy ortogonal de TxM . Entonces,

Ric(y)
F 2(y) =

n−1∑
i=1

K(y ∧ vi).

Demostración. Podemos suponer que vi son ortonormales, pues sino

n−1∑
i=1

K(y ∧ vi) =
n−1∑
i=1

gy(Ry(vi), vi)
gy(y, y)gy(vi, vi)− gy(y, vi)2

= 1
F 2(y)

n−1∑
i=1

gy(Ry(
vi√

gy(vi, vi)
), vi√

gy(vi, vi)
).

Luego, si llamamos vn = y, teniendo en cuenta entonces que Ry(vn) = 0,

n−1∑
i=1

K(y ∧ vi) =
n−1∑
i=1

gy(Ry(vi), vi)
gy(y, y)gy(vi, vi)− gy(y, vi)2

= 1
F 2(y)

n−1∑
i=1

gy(Ry(vi), vi) = 1
F 2(y)

n∑
i=1

gy(Ry(vi), vi)

= 1
F 2(y) tr(Ry).

La proposición anterior nos dice que la curvatura de Ricci en un vector tangente
y es la suma de todas las curvaturas de bandera que tienen como mástil a y, eligiendo
la tela de la bandera de forma que queden planos ortogonales entre śı.

Definición 4.4. Decimos que F es de curvatura escalar de bandera si K(P, y) es
una función escalar en TM0. Una variedad de Finsler (M,F ) se dice variedad de
Einstein-Finsler si existe una función escalar K(x) en M tal que Ric = (n−1)KF 2.
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4.3. La Curvatura en un Grupo de Lie

Sea (M,F ) una variedad de Finsler, y supongamos, como en el Caṕıtulo 2 que M
es un grupo de Lie G, y que la métrica F es invariante a izquierda, como definimos
en (2.17). Recordemos que por la invarianza, la forma fundamental y las cantidades
definidas en los caṕıtulos anteriores no depend́ıan del punto del grupo, por lo que
pod́ıamos calcularlas en el álgebra de Lie de G.

Ya obtuvimos los coeficientes del tensor de Riemann en (2.19), donde vimos que

Rij =
∑
k

2Gk
∂N i

j

∂yk
−
∑
k

N i
kN

k
j −

∑
k,l

N i
kλ

k
jlyl +

∑
k,l

Nk
j λ

i
klyl.

Veamos cómo se comporta la curvatura de Ricci en este caso particular.

Ric =
∑
i

Rii =
∑
i

∑
k

2Gk ∂N
i
i

∂yk
−
∑
k

N i
kN

k
i −

∑
k,l

N i
kλ

k
ilyl +

∑
k,l

Nk
i λ

i
klyl


=
∑
i,k

(
2Gk ∂N

i
i

∂yk
−N i

kN
i
i

)
.

Podemos entonces escribir a la curvatura de Ricci en función de F y las constantes
de estructura. Sin embargo, esta escritura depende de la base de G que hayamos
elegido, por lo que introduciremos algunas definiciones para poder describir estos
elementos independientemente de la base.

Proposición 4.5. Dado un mástil de bandera y, existe un único vector η ∈ G tal
que

gy(η, v) = gy(y, [v, y])

para todo v elemento de G. Llamamos a η el vector del spray asociado a y.

Demostración. Escribimos a v =
∑
i viei, y =

∑
i yiei. Luego,

[v, y] =
∑
i,j,k

λkijviyjek.

Siguiendo, η debe cumplir que

gy(η, v) =
∑
i,j,k,l

gklylλ
k
ijviyj .

El vector del spray queda uńıvocamente determinado, por el teorema de repre-
sentación de Riesz. Una cuenta directa demuestra que η = 2

∑
iG

iei:

gy(η, v) = gy(2
∑
i

Giei, v) = gy(
∑

i,k,j,l,h

glkg
hiλkijylyjeh, v)

=
∑

i,m,k,j,l,h

ghmglkg
hiλkijylyjvm =

∑
i,k,j,l

glkλ
k
ijylyjvi.
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Si pensamos a G \{0} como una variedad diferenciable e identificamos el espacio
tangente en y con G, tenemos que η = η(y) es un campo vectorial.

El vector del spray está caracterizado tambien por la siguiente propiedad, que
no demostraremos. El resultado es un Corolario directo del Teorema 3.1 de [11].

Proposición 4.6. El vector del spray η se anula para un mástil y ∈ G si y sólo si
la geodésica que pasa por la identidad a tiempo cero con velocidad y está dada por
σ(t) = exp(ty), con t ∈ R.

Como ya vimos en la Observación 3.4, para t positivo la igualdad siempre vale.
Intuitivamente, el vector del spray mide el desv́ıo de la geodésica con respecto a la
curva exponencial σ(t) = exp(ty) para t negativo.

Proposición 4.7. Dado un mástil y ∈ G, existe un único operador lineal N en G
tal que

2gy(N(v), u) = gy([u, v], y) + gy([v, y], u) + gy([u, y], v)− 2Cy(u, v, η).

Llamamos a N el operador de la conexión en y.

Demostración. Como en el caso del vector del spray, el operador queda uńıvo-
camente determinado por el teorema de representación de Riesz. Propongamos
N(v) =

∑
i,kN

i
kvkei y veamos que verifica lo pedido.

2gy(N(v), u) = 2
∑
i,j,k

gijN
i
kvkuj

=
∑
i,j,k

gij

∑
l

λiklyl +
∑
r,l,h

gklg
ihλlhryr +

∑
r,l,h

grlg
ihλlhkyr −

∑
h,l

4gihCilkGl
 vkuj

=
∑
i,j,kl

gijλ
i
klylvkuj +

∑
j,k,r,l

gklλ
l
jryrvkuj +

∑
j,k,r,l

grlλ
l
jkyrvkuj − 4

∑
j,k,l

CjlkG
lvkuj

=
∑
i,j,k,l

(gklλkijuivjyl + gklλ
k
ijviyjul + gklλ

k
ijuiyjvl)− 4

∑
i,j,k

CijkuivjG
k

= gy([u, v], y) + gy([v, y], u) + gy([u, y], v)− 2Cy(u, v, η),

donde, en la anteúltima ecuación, cambiamos los ı́ndices para que quedara más
ordenado, tomando en cuenta la simetŕıa de gij y Cijk.

Pensemos nuevamente a G \ {0} como una variedad diferenciable e identificamos
el espacio tangente en y con G. Como N está definido para cada y ∈ G \ {0},
tenemos que N es una sección del fibrado End(T (G \ {0})). Más aún, si tomamos
la identificación del espacio de endomorfismos de G con el producto tensorial G ⊗G∗
del Ejemplo 1.8, podemos pensar a N como un (1, 1)-tensor.

Podemos definir una conexión lineal D en G \ {0} cuya acción es simplemente
derivar direccionalmente. Entonces, DηN es un (1, 1)-tensor definido por

DηN =
∑
i,j

∑
k

2Gk
∂N i

j

∂yk

 ei ⊗ ωj .
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Tomando nuevamente la identificación anterior, pensamos a DηN como un ope-
rador lineal en G, que se anula si η = 0. De esta forma,

DηN(v) =
∑
i

∑
j,k

2Gk
∂N i

j

∂yk
vj

 ei.
Con estas definiciones, podemos expresar las formulas del tensor de Riemann y

de la curvatura de Ricci en función del vector del spray y del operador de la conexión.

Proposición 4.8. Sea F una métrica de Finsler invariante a izquierda en un grupo
de Lie G. Sean y ∈ G un mástil, η el vector del spray, N el operador de la conexión
asociados a y. Entonces, podemos expresar al tensor de Riemann y a la curvatura
de Ricci de la siguiente forma:

Ry = DηN −N2 + [N, ad(y)], (4.2)
Ric(y) = Dη(tr(N))− tr(N2).

Demostración. Veamos la primera igualdad. Para ello, veamos que ambos operadores
se comportan de la misma manera sobre una base {ei} de G. Teniendo en cuenta
que:

ad(y)(ej) = [y, ej ] =
∑
i

yi[ei, ej ] =
∑
k

∑
i

yiλ
k
ij

 ek,
verificamos la primera igualdad:

(DηN −N2 + [N, ad(y)])(ej) = DηN(ej)−N2(ej) +N(ad(y)(ej))− ad(y)(N(ej))

=
∑
i

∑
k

2Gk
∂N i

j

∂yk

 ei −N
∑

k

Nk
j ek


+N

∑
k

∑
l

ylλ
k
lj

 ek
− ad(y)

∑
k

Nk
j ek


=
∑
i

∑
k

2Gk
∂N i

j

∂yk

 ei −∑
i

∑
k

Nk
j N

i
k

 ei
+
∑
i

∑
l,k

ylλ
k
ljN

i
k

 ei −∑
i

∑
k,l

Nk
j ylλ

i
lk

 ei
=
∑
i

∑
k

2Gk
∂N i

j

∂yk
−
∑
k

Nk
j N

i
k +

∑
l,k

ylλ
k
ljN

i
k −

∑
k,l

Nk
j ylλ

i
lk

 ei
= Ry(ej).
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Para verificar la segunda igualdad, simplemente tenemos que aplicar la traza al
operador Ry. Luego,

Ric(y) = tr(Ry) = tr(DηN)− tr(N2) + tr([N, ad(y)]).

Calculemos tr(DηN).

tr(DηN) =
∑
i,k

2Gk ∂N
i
i

∂yk
= Dη

∑
i

N i
i

 = Dη(tr(N)).

Sabemos de álgebra lineal que tr(AB) = tr(BA) para cada par A, B de ope-
radores, por lo que la traza se anula en el conmutador. Es más, el conmutador es
exactamente el núcleo de la traza, pero no lo probaremos aqúı. Con esto, podemos
verificar que

Ric(y) = tr(Ry) = tr(DηN)− tr(N2) + tr([N, ad(y)]) = Dη(tr(N))− tr(N2).

Podemos también relacionar estos dos elementos con la distorsión y la S-curvatura.

Proposición 4.9. Sea F una métrica de Finsler invariante a izquierda en un grupo
de Lie G. Dado y ∈ G no nulo, la S-curvatura de F está dada por

S(y) = tr(N) + tr(ad(y)).

Demostración. Como la métrica F es invariante a izquierda, tenemos que los difeo-
morfismos Lg definidos por Lg(h) = gh son también una isometŕıa entre los espacios
tangentes, es decir, el diferencial (Lg)∗,e es una isometŕıa entre los espacios TeG y
TgG para cada elemento g del grupo. Por lo tanto, todos los espacios tangentes son
espacios de Minkowski isométricos entre śı. Mas aún, si tomamos el marco global
dado por {ei} una base de G el álgebra de Lie del grupo, tenemos que la función
σF (x) = V ol{(yi) ∈ Rn : F (

∑
i yiei) < 1} y los coeficientes de la forma fundamental

gij , son constantes en función del punto de G, gracias a la invarianza a izquierda de
los campos ei y de F .

Recordemos que la distorsión estaba definida como

τ(x, y) = ln


√

det(gij(x, y))
σF (x)

 .
Luego, la distorsión tampoco depende del punto de G. La S-curvatura es el

cambio de la distorsión a lo largo de las geodésicas, es decir,

S(x, y) = d

dt
(τ(σy, σ̇y))|t=0,

donde σy es la geodésica que pasa por x a velocidad y en tiempo 0.
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Teniendo en cuenta que la distorsión no depende del punto de G, calculemos la
S-curvatura:

S(x, y) = d

dt
(τ(σy, σ̇y))|t=0 =

∑
i

∂τ

∂xi
σ̇(0) +

∑
i

∂τ

∂yi
σ̈(0) = −2

∑
i

GiIi.

La traza del operador ad(y) es fácil de calcular. Tenemos que

tr(ad(y)) =
∑
i,j

yjλ
i
ji = −

∑
i,j

yjλ
i
ij .

Finalmente, calculemos la traza de N :

tr(N) =
∑
i

N i
i

= 1
2

∑
i,j

yjλ
i
ij +

∑
i,j,l,h

gilg
ihλlhjyj +

∑
i,j,l,h

gjlg
ihλlhiyj −

∑
i,j,h

4gihChjiGj


= 1
2

∑
i,j

λiijyj +
∑
j,l

λlljyj +
∑
j,l

∑
i,h

gihλlih

 gjlyj − 4
∑
j

IjG
j


=
∑
i,j

λiijyj − 2
∑
j

IjG
j ,

donde
∑
i,h g

ihλlih = 0 por la conmutatividad de gij y la anticonmutatividad de λkij
en sus supráındices y sub́ındices respectivamente. Juntando los resultados,

tr(N) + tr(ad(y)) =
∑
i,j

λiijyj − 2
∑
j

IjG
j −

∑
i,j

yjλ
i
ij = −2

∑
j

IjG
j = S(x, y).
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Caṕıtulo 5

Curvatura de Ricci en Métricas
de Finsler Invariantes a
Izquierda

En este último caṕıtulo pasaremos a demostrar los principales lemas y teoremas
de la tesis. Los mismos se basan en el paper por Libing Huang [8].

Durante el caṕıtulo supondremos que (G,F ) es un grupo de Lie dotado de F
una métrica de Finsler invariante a izquierda.

El resultado principal que queremos demostrar es que no existen grupos de Lie
nilpotentes y no conmutativos, dotados de una métrica de Finsler invariante a iz-
quierda de Einstein-Finsler. Recordemos que una métrica se dice de Einstein-Finsler
si existe una función escalar K tal que Ric = (n− 1)KF 2. Luego, basta con probar
que existen dos direcciones en G con curvatura de Ricci de distinto signo. Encontra-
remos estas dos direcciones a partir del conmutador y del centro de G, usando que
como el grupo es no conmutativo [G,G] es distinto del espacio nulo.

5.1. Resultados Principales

Encontraremos una de las dos direcciones que necesitamos dentro del centro de
G. Recordemos que, por la anticonmutatividad del corchete, el centro de un álgebra
de Lie A son los elementos u tales que [u, v] = 0 para todo v en A, o lo que es
equivalente, son los elementos u en A tales que el operador ad(u) es el operador
nulo. Probemos primero un lema sobre cómo se comporta el operador de la conexión
en dicho centro.
Lema 5.1. Sean G un grupo de Lie y G su álgebra de Lie. Si un mástil y ∈ G
pertenece al centro de G, entonces el operador de la conexión N es antisimétrico con
respecto a gy, y se cumple la igualdad

gy(Ry(v), v) = gy(N(v), N(v))

para cada v ∈ G.

75
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Demostración. Como y pertenece al centro de G, tenemos que [y, v] = 0 para todo
v. Luego, por definición del vector del spray, para cada v

gy(η, v) = gy(y, [v, y]) = gy(y, 0) = 0.

Por lo tanto, el vector del spray en la dirección y es nulo. Si ponemos esta
información en la definición del operador de la conexión, el mismo está determinado
por

2gy(N(v), u) = gy([u, v], y)+gy([v, y], u)+gy([u, y], v)−2Cy(u, v, η) = gy([u, v], y).

Permutando u y v en esta igualdad y dividiendo por dos, obtenemos que

gy(N(u), v) = gy([v, u], y) = −gy([u, v], y) = −gy(N(v), u) = gy(u,−N(v)).

Es decir, N es antisimétrico. Además, como η = 0, tenemos que DηN = 0, y
como y pertenece al centro de G, [N, ad(y)] = 0. Por lo tanto, reemplazando en (4.2),
obtenemos que Ry = −N2. Luego,

gy(Ry(v), v) = gy(−N2(v), v) = gy(N(v), N(v)),

terminando de probar el lema.

Con este lema podemos probar un corolario que nos dará nuetra primera direc-
ción.

Corolario 5.2. Sean G un grupo de Lie y G su álgebra de Lie. Si un mástil y ∈ G
pertenece al centro de G, entonces para cualquier métrica invariante a izquierda F ,
la curvatura de Ricci en la dirección y es no negativa, y es nula śı y sólo śı y es
gy-ortogonal a [G,G] el conmutador de G.

Demostración. Ya vimos en el lema anterior que si y pertenece al centro de G te-
nemos que 2gy(N(v), u) = gy([u, v], y) y gy(Ry(v), v) = gy(N(v), N(v)) para todo
u, v ∈ G. Calculemos la curvatura de Ricci en la dirección y, tomando {vi} una base
gy-ortonormal:

Ric(y) = tr(Ry) =
∑
i

gy(Ry(vi), vi) =
∑
i

gy(N(vi), N(vi)) ≥ 0,

pues gy es un producto interno. Es más, la curvatura de Ricci es nula śı y sólo
śı N(vi) = 0 para todo i, es decir, si N es el operador nulo. Esto es equivalente a
que gy(N(v), u) = 0 para todo u, v, y esto sucede si y sólo si

gy([u, v], y) = 2gy(N(v), u) = 0.

Por lo tanto, equivale a pedir que y sea gy-ortogonal a [G,G].

La segunda dirección la encontraremos en un complemento ortogonal del con-
mutador, como se prueba en el siguiente lema.
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Lema 5.3. Sean G un grupo de Lie y G su álgebra de Lie. Si un mástil y ∈ G
es gy-ortogonal al conmutador [G,G], entonces el vector del spray η es nulo y el
operador de la conexión N es autoadjunto. Mas aún, la curvatura de Ricci en la
dirección y es no positiva, donde la nulidad se alcanza śı y sólo śı el operador ad(y)
es antisimétrico con respecto a gy.

Demostración. Como y es gy-ortogonal al conmutador, tenemos que

gy(η, v) = gy(y, [v, y]) = 0.

Luego, el vector del spray es nulo. Tenemos entonces que N satisface:

2gy(N(v), u) = gy([u, v], y) + gy([v, y], u) + gy([u, y], v)− 2Cy(u, v, η)
= gy([v, y], u) + gy([u, y], v).

Permutando u y v y dividiendo por dos,

gy(N(u), v) = gy([u, y], v) + gy([v, y], u) = gy(N(v), u) = gy(u,N(v)).

Por lo tanto, N es autoadjunto. En particular, N es diagonalizable. Sea A la ma-
triz del operador N , y A = CDC−1 la diagonalización de A. Elevando al cuadrado,
A2 = CD2C−1, y como D es diagonal, D2 también lo será (con los elementos de
D en la diagonal elevados al cuadrado), por lo que es la diagonalización de A2. En
particular, la traza de N2, que es igual a la traza de A2, es la suma de los autovalores
de la misma, que por lo anterior son no negativos. En particular, la traza de N2 es
nula si y sólo si todos los autovalores de N son nulos, si y sólo si N es nulo, al ser
diagonalizable.

Ahora, como η = 0, DηN = 0, y Ric(y) = tr(−N2), que por lo anterior es no
positiva y se anula śı y sólo si N = 0. En dicho caso, tenemos que

gy(ad(y)(u), v) = −gy([u, y], v) = gy([v, y], u) = gy(u,−ad(y)(v)),

probando que ad(y) es antisimétrico. Inversamente, si ad(y) es antisimétrico,

gy(N(u), v) = gy([u, y], v) + gy([v, y], u) = 0,

por lo que N = 0.

Pasemos a probar el resultado principal de la tesis. Decimos que un grupo de Lie
G es nilpotente si su álgebra de Lie G lo es, es decir, si algún término de la serie

G ⊃ [G,G] ⊃ [G, [G,G]] ⊃ · · · (5.1)

se anula.
Recordemos también que un grupo de Lie G conexo es conmutativo si y sólo si

tiene un álgebra de Lie conmutativa, es decir G conmutativo si y sólo si [G,G] = 0,
ver el Corolario 2.13.3 de libro [14] para una demostración.
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Teorema 5.4. Supongamos que G es un grupo de Lie nilpotente pero no conmutati-
vo. Entonces, para cualquier métrica invariante a izquierda en G hay una dirección
con curvatura de Ricci positiva y una dirección con curvatura de Ricci negativa. En
particular, G no admite ninguna métrica de Einstein-Finsler invariante a izquierda.

Demostración. Como G es nilpotente, algún término de la serie (5.1) debe anularse.
Sea u un vector distinto de cero del último término no nulo de dicha serie. Tenemos
entonces que u pertenece al centro de G, que notaremos Z. Además, como G es
no conmutativo, este último término no es G, por lo que u está también contenido
en [G,G]. En particular, no es gy-ortogonal a [G,G]. Luego, por el Corolario 5.2,
Ric(u) > 0. Encontramos entonces una dirección con curvatura de Ricci positiva.

Probemos que [G,G] + Z es un subespacio propio de G. En caso contrario, si
G = [G,G] + Z, tendŕıamos que

[G,G] = [G, [G,G] + Z] = [G, [G,G]] + [G,Z] = [G, [G,G]].

Luego, como algún término de la serie (5.1) debe anularse, tenemos que [G,G] = 0,
lo que es absurdo pues G no es conmutativo.

Existe entonces, por el Corolario 1.21, un vector no nulo y tal que y es gy-
ortogonal a [G,G] + Z.

Tenemos entonces que, como [G,G] ⊂ [G,G]+Z, y es gy-ortogonal a [G,G]. Luego,
por el Lema 5.3, Ric(y) ≥ 0, y es nulo śı y sólo si ad(y) es antisimétrico. Además,
y no pertenece al centro de G, por lo que ad(y) 6= 0, pero como G es nilpotente,
el operador ad(y) también lo es, y sus autovalores son nulos. Luego, si ad(y) fuera
un operador antisimétrico, seŕıa el operador nulo, lo que es un absurdo. Finalmente,
Ric(y) < 0.

En particular, si G admitiera alguna métrica de Einstein-Finsler invariante a
izquierda, Ric(y) = (n− 1)KF 2, que no cambia de signo, lo cual es absurdo.
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