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Introduccion

El objetivo de esta tesis es el estudio del comportamiento de la curvatura de Ricci
en grupos de Lie dotados de una métrica de Finsler invariante a izquierda. Seguimos
como guia principal el paper de Libing Huang, Ricci curvatures of left invariant
Finsler metrics on Lie groups, [8]. También tenemos como principales libros de
referencia a Riemann-Finsler Geometry [5], y An introduction to Riemann-Finsler
geometry [2].

La geometria diferencial suele considerar como central el estudio de la geometria
riemanniana, en la cual en cada espacio tangente definimos un producto interno que
varia de forma diferenciable. En este paper desarrollaremos el caso mas general de
la geometria de Finsler. En la misma, cada espacio tangente estd dotado de una
norma de Minkowski en lugar de una norma euclidiana. Esta generalizacion fue
introducida por Riemann en su Disertacién Habilitante en 1854. Podemos encontrar
una traduccién de la misma en [13]. Sin embargo, se la llama geometria de Finsler en
reconocimiento a Paul Finsler, quien basé su tesis de 1918 en ella. Una reimpresién de
la misma puede ser encontrada en [7]. El punto de partida de la geometria de Finsler
es la medida de curvas, y la generalidad de la misma permite diversas aplicaciones
en la fisica. Para indagar sobre ellas, se puede ver [9].

Uno de los principales contribuyentes al tema es Shiing-Shen Chern, uno de los
co-autores de los libros de referencia, y uno de los principales elementos de la teoria,
la conexién de Chern, lleva su nombre. Shiing comenzé el estudio de las métricas de
Finsler en 1948, pero a pesar de su utilidad en la fisica y en la matematica, el mismo
fue dejado de lado por mucho tiempo. Sin embargo, ha tenido mucho progreso en
los ultimos anos, y ha demostrado que la geometria de Finsler es una estructura
mas natural que la geometria riemanniana. Desgraciadamente, Chern ha muerto
recientemente, en 2004, dejando sin embargo grandes contribuciones al tema.

Una pregunta comtun en la geometria es si una cierta variedad admite alguna
métrica riemanniana tal que su curvatura es constante. En el contexto de las va-
riedades de Finsler, podemos preguntar si toda variedad admite alguna estructura
de Finsler cuya curvatura de Ricci es constante. Chern pensé que la respuesta era
positiva, pues pedir que la curvatura de Ricci sea constante es una sola ecuacién
en el fibrado tangente, en contraste con el caso riemanniano, que nos ofrece una
ecuacion tensorial. En la geometria de Finsler, tener curvatura de Ricci constante
es mucho menos restrictivo que su contrapartida riemanniana.

Sin embargo, el paper de Libing Huang que desarrollaremos nos da un resultado
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negativo, considerando una familia de grupos de Lie nilpotentes y no conmutativos
cuya métrica de Finsler es invariante a izquierda. Restringida a esta familia, la
pregunta de Chern tiene respuesta negativa.

El desarrollo de esta Tesis estd organizado en cinco capitulos. En el primero
de ellos, daremos algunas nociones basicas necesarias para estudiar las métricas de
Finsler. Presentaremos las construcciones mas usuales de fibrados vectoriales, como
por ejemplo el pullback y las conexiones lineales. Luego, pasaremos a definir las
normas de Minkowski en un espacio vectorial. Daremos algunos resultados sobre las
mismas, introduciremos la transformada de Legendre y dotaremos al espacio dual
de una norma de Minkowski en la forma usual del andlisis funcional. Finalmente,
definiremos el tensor de Cartan, y probaremos que distingue a las normas euclidianas
entre las normas de Minkowski.

En el segundo capitulo comenzaremos a estudiar las métricas de Finsler. Defini-
remos las mismas y daremos algunos ejemplos. Luego, presentaremos la conexion de
Chern, una conexién lineal en el fibrado pullback 7*T Mj. Introduciremos algunas
cantidades en relacién con la conexién de Chern, como los coeficientes de la conexién
y los coeficientes del spray, y veremos como se relacionan entre si. Al final del capitu-
lo pasaremos a estudiar el caso particular de un grupo de Lie con una métrica de
Finsler invariante a izquierda, calculando las cantidades introducidas anteriormente
en este nuevo contexto.

En el tercer capitulo nos desviaremos un poco para comprender mejor la geo-
metria de Finsler. A partir de la conexién de Chern y las cantidades mencionadas
anteriormente, definiremos la nocién de geodésica y probaremos algunas de las pro-
piedades de estas curvas. Pasaremos a definir el transporte paralelo de vectores y a
dar algunos resultados sobre el mismo.

En el cuarto capitulo comenzaremos a definir distintas nociones de curvatura.
Definiremos primero la distorsiéon de una norma de Minkowski y a partir de ella la
S-curvatura. Pasaremos a discutir el tensor de Riemann y la curvatura de bandera.
Terminaremos, como en el segundo capitulo, centrandonos en el caso particular de
los grupos de Lie con métricas invariantes.

Finalmente, en el quinto capitulo daremos los resultados principales de la tesis
y probaremos en detalle los resultados del paper de Libing Huang. Probaremos
que en un grupo de Lie nilpotente y no conmutativo, dotado de una métrica de
Finsler invariante a izquierda, existe una direccién de curvatura de Ricci positiva, y
una direcciéon de curvatura de Ricci negativa, mostrando dénde encontrar estas dos
direcciones.



Capitulo 1

Fibrados Vectoriales y Normas
de Minkowski

En este capitulo estudiaremos algunas de las estructuras necesarias para el desa-
rrollo de la tesis. La estructura basica que estudiaremos es la de una métrica de
Finsler en una variedad diferenciable M. La misma consiste de una familia de nor-
mas de Minkowski que varia diferenciablemente en el fibrado tangente pinchado
TM \ 0. Esta diferenciabilidad incompleta nos permitird definir una estructura de
Riemann en un fibrado distinto al tangente. Necesitamos, entonces, entender algunas
construcciones de fibrados y obtener algunos resultados sobre normas de Minkowski.

Supondremos, salvo aclaracién contraria, que las sumatorias finalizan en n la
dimension de la variedad M.

1.1. Fibrados Vectoriales

El objetivo de esta seccién es dar un pequeiio vistazo a las construcciones usuales
de fibrados vectoriales. Para un estudio mas profundo del tema, ver [12] o el Capitulo
3 de [10].

Todos estamos familiarizados con el concepto de fibrado vectorial: el ejemplo
no trivial més comin es el producto retorcido entre S' y la linea real. Este caso
particular no es mas que la banda de Moebius. Los fibrados vectoriales se volvieron
objeto de estudio a finales de la década de 1930 en los trabajos de Hassler Whitney,
por ejemplo en [15], quien llegé a la definicién que conocemos nosotros generalizando
la nocién de fibrado esférico.

Sea M una variedad diferenciable. Un fibrado vectorial de dimensién n sobre M
es una variedad E y una funcién diferenciable y suryectiva 7 : E — M tales que

1. Para cada z € M, 7~ !(z) tiene estructura de espacio vectorial.

2. Para cada x € M, existen un entorno U del elemento x y un difeomorfismo
ou ™ HU) — U x R"™ | tal que oy respeta las fibras, y para cada y € U su
restriccién ¢p @ 77 (y) — {y} x R es un isomorfismo de espacios vectoriales.
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Intuitivamente, un fibrado vectorial sobre una variedad M es una variedad que
localmente es igual, topoldgica y diferenciablemente, al producto de un abierto de
M con un espacio vectorial.

Si el entorno U puede elegirse como M, decimos que F es un fibrado trivial.
Llamamos fibra de z en E al espacio vectorial 7 !(z). E se denomina espacio total,
M espacio base y 7 la proyeccién sobre el mismo. Los entornos U se denominan
abiertos trivializantes y los difeomorfismos ¢y funciones trivializantes.

Podemos pensar un fibrado vectorial sobre M como una unién disjunta de espa-
cios vectoriales indexados por la variedad. Asf, E = (J,cp Vi, donde Vi, = 77 1(z).
Esta nocién es sélo conjuntista y no topoldégica.

Proposicién 1.1. Sean M una variedad, {V;}rem una familia de espacios vecto-
riales y m: E — M una funcion del conjunto E = Uyeps Ve a M, tal que w(v) =z
para cada v € V. Sea {U;} un cubrimiento por abiertos de M, y supongamos que
para cada i tenemos una funcion biyectiva o; : 7= H(U;) — U; x R™ que respeta las
fibras de ©, que para cada x € U; NUj la restriccion ¢; : 71 (x) = {z} x R™ es un
isomorfismo, y que la composicion p; o goj_l es un difeomorfismo. Existe entonces
una unica estructura diferenciable sobre E que le da estructura de fibrado vectorial

sobre M.

No vamos a demostrar esta proposicion. Si se requiere una demostracién completa
de la misma, se puede referir a la Proposicién 1.2 del Capitulo 3 de [10], pues es una
variante de la misma. A grandes rasgos, damos a E la topologia final proveida por
las funciones ¢; !, y proponemos como cartas los pares (7~ (U;), ;).

Ejemplo 1.2 (Tangente). El fibrado tangente T'M de una variedad M es un ejemplo
fundamental de fibrado vectorial. Tomamos E = (J,cps T M, es decir, los pares
(xz,v) tales que v pertenece a T, M,y m : E — M, w(x,v) = z. Elegimos los
abiertos y funciones trivializantes de la siguiente forma: dado x en M, existe (U, ¢)
carta alrededor de x. Podemos tomar B = {é%i’m} como base de T, M. Definimos
ou 7 Y U) = U x R", py(z,v) = (2, [v]g). Es ficil comprobar que caemos en las
hipotesis de la Proposicién 1.1.

Dados w1 : By — M y 7w : Eo — M dos fibrados sobre M, un morfismo de
fibrados sobre M entre Fy y FEs es una funcién diferenciable f : E1 — FEs que
respeta las fibras, y tal que restringida a cada una de ellas, f, : 7, *(z) — 75 *(2)
es un morfismo de espacios vectoriales. Un isomorfismo de fibrados sobre M es un
difeomorfismo entre los espacios totales que respeta fibras y que restringido a cada
una de ellas es un isomorfismo de espacios vectoriales.

Una seccién de un fibrado es una funcién diferenciable s : M — FE tal que
para todo x en M, s(x) pertenece a V. Un marco local en x € M es un conjunto
de secciones diferenciables {e;}!" ; definidas en un entorno U de x, tales que para
todo y en U {e;(y)}_; es una base de la fibra en y. Luego, dada s una seccién del
fibrado, puede expresarse localmente como combinacién lineal de un marco local,
s(z) =Y si(z)ei(z), con s; : U — R. Es facil comprobar que s es diferenciable si y
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sélo si las funciones s; son diferenciables para cada marco local. Notamos C'*°(7) al
espacio de secciones diferenciables del fibrado 7w : E — M. Si E =T M, lo notamos

X(M).

Ejemplo 1.3. Sea M una variedad diferenciable, y 7 : E — M un fibrado trivial
sobre M. Es decir, existe un difeomorfismo ¢ : E — M x R™ que restringido a
cada fibra es un isomorfismo de espacios vectoriales. Si tomamos las secciones e;(z)
del producto M x R"™ que a cada punto z de la variedad le asigna el elemento
7 de la base canoénica de R", obtenemos un marco global de M x R™. Si a estas
secciones las trasladamos por el difeomorfismo al fibrado E, podemos obtener un
marco global {p~!(e;)} de E. En particular, como todo fibrado es localmente trivial,
dado un fibrado arbitrario F', para todo punto de M podemos obtener un marco local
alrededor del mismo.

1.1.1. Pullback de Fibrados

Dado 7 : E — M un fibrado como en la secciéon anterior, y f : N — M una
funcién diferenciable, podemos construir un fibrado sobre N a partir de f, llamado
el pullback de E por f. El espacio total f*E del fibrado es un subconjunto de
N x E, f*E = {(n,e) tales que f(n) = m(e)}, y la proyeccién sobre el espacio base
N es mp, la proyeccién sobre la primera coordenada. Las operaciones de espacio
vectorial sobre cada fibra estan definidas sobre la segunda coordenada. Gracias a
que para cada par en f*E, f(n) = m(e), las operaciones estan bien definidas. Dado
U entorno trivializante en M con funcién trivializante g, tomamos V = f~1(U)
como entorno trivializante en N. La funcién trivializante en V esta definida por
Yy N (V) = V X R™, 4y (n,e) = (n, ma(pu(e)), con my la proyeccién de U x R”
sobre R™.

Como dijimos antes, podemos pensar al pullback como unién de espacios vecto-
riales. Asi, se tiene f*E = U,y Vy(n)- Es decir, sobre cada elemento n € N ponemos
una copia del espacio vectorial que esta sobre su imagen por f.

Ejemplo 1.4. Tomemos 7 : E — M un fibrado con £ = J,c)s Vo Podemos
considerar el pullback 7*E. Sobre cada elemento (x,v) en E ponemos una copia de
Vz. ASi, 7T*E = U(m,v)EE Vm

1.1.2. Construcciones Funtoriales de Fibrados

Un funtor covariante T en la categoria Vect de espacios vectoriales, es una opera-
cién que asigna un espacio vectorial T'(V') a cada espacio vectorial V', y un morfismo
T(f): T(V) - T(W) a cada morfismo f : V — W, que respeta las identidades de
los distintos espacios y las composiciones entre los morfismos, es decir:

» T(idy) = idp(v);

= T(fog)=T(f)oT(g)



12 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Un funtor se llama diferenciable si para cada par de espacios V' y W, T(f)
depende diferenciablemente de f. Esto tiene sentido pues el espacio de morfismos
entre dos espacios vectoriales normados tiene una estructura diferenciable natural.

Dados 7 : ' — M un fibrado vectorial, £ = J,cps Vz, y 7' un funtor diferencia-
ble de la categoria de espacios vectoriales en si misma, podemos construir un nuevo
fibrado T'm : T(E) — M sobre M. Como unién de espacios vectoriales, tenemos
T(E) = Upens T(Vz), con T la proyeccién sobre cada z. Dado U un entorno tri-
vializante de E, tenemos la funcién trivializante ¢y : 7= H(U) — U x R" tal que
restringido a cada fibra V, es un isomorfismo de espacios vectoriales. Llamemos ¢,
a esta restriccién. Por funtorialidad, T'(¢,) : T'(Vy) — T(R™) es también un isomor-
fismo. Definimos asi T(¢y) : Tn=1(U) — U x T(R™), T(p)(z,v) = (z,T(pz)(v)).
La composicién entre las funciones trivializantes resulta un difeomorfismo por la
diferenciabilidad del funtor 7T'. Luego, caemos en las hipétesis de la Proposicién 1.1,
por lo que T'm : T(E) — M es un fibrado sobre M.

Notemos que en la construccién anterior, la funtorialidad en los morfismos sélo se
uso en el caso de isomorfismos. Gracias a ésto, podemos dar una construcciéon analoga
para funtores contravariantes, es decir, para funtores que invierten el dominio y
codominio de los morfismos.

Mas atn, podemos hacer una construccion analoga en funtores de varias varia-
bles. Haremos el desarrollo en dos variables, pero se puede extender facilmente a
mas. Sea T : Vect x Vect — Vect un funtor covariante en la primera coordenada
y contravariante en la segunda. Es decir, T' asigna a cada par de espacios vectoria-
les (V,W) un espacio vectorial T(V,W) y a cada par de morfismos f : V — V’,
g : W' — W un morfismo T(f,g) : T(V,W) = T(V',W') de forma funtorial. Como
antes, llamamos al funtor 7' diferenciable si T'(f, g) depende diferenciablemente de
fyg

Dados m : E — M un fibrado vectorial, £ = (J,cps Vz, ¥y T un funtor dife-
renciable en dos variables, podemos construir un nuevo fibrado T'r : T(E) — M
sobre M de forma muy similar que con funtores en una variable. Como unién de
espacios vectoriales, T(E) = Uycps T'(Va, V), con T la proyeccién sobre cada z.
Sean U un entorno trivializante de F, y ¢y su funcién trivializante con ¢, la res-
triccién a cada espacio V,. Por funtorialidad, T(¢s, ;') : T(Vy, Vi) — T(R™,R™)
es también un isomorfismo. Definimos asf T(py) : T Y (U) — U x T(R",R"),
T(p)(z,v) = (z,T(pz, ;) (v)). La composicién entre las funciones trivializantes
resulta un difeomorfismo por la diferenciabilidad del funtor T'. Luego, caemos en las
hipétesis de la Proposicién 1.1, por lo que T'r : T(E) — M es un fibrado sobre M.

Ejemplo 1.5 (Cotangente). Dada M una variedad, podemos considerar sobre cada
x el espacio cotangente T M, espacio dual a T M. Podemos hacer la misma cons-
trucciéon que en el Ejemplo 1.2 para definir el fibrado cotangente a una variedad.
Sin embargo, consideremos el funtor contravariante * : Vect — Vect que a cada
espacio vectorial le asigna su espacio dual, y a cada morfismo f : V — W le asigna
el morfismo f*: W* — V* f*(L) = Lo f. Con este funtor podemos definir 7*M el
fibrado cotangente como (7'M ). Las dos construcciones son equivalentes.
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Ejemplo 1.6. Podemos considerar el funtor /\k : Vect — Vect, que a cada espacio
vectorial V' le asigna el espacio de funciones k-multilineales alternadas de V en R, y
a cada morfismo f: V — W le asigna f* : A¥(W) — AF(V),

L) (ors - vg) = L(f (o), -+ 5 for)-
Definimos asf el fibrado A\¥(M) = \F(TM).

Ejemplo 1.7. Més en general, consideramos el funtor ®®"), que a cada par de
espacios vectoriales V', W asigna el espacio @" V ® ®° W*; a cada par de morfismos
[rV =V g W = W asigna @7(f,9) : @D (VW) — @0 (V! W),

N (f,9)(01®- - QU QW @+ - -Qws) = f(v1)R @ f(v,) @9 (W1)®- - - Rg* (wy).

Es un funtor en dos variables, covariante en la primera y contravariante en la segun-
da. Definimos D3 (M) = @) (TM).

Ejemplo 1.8. Sea Hom(—,—) el funtor a dos variables que a cada par de espacios
vectoriales V', W les asigna el espacio vectorial Hom(V, W) de morfismos de V' en
W,y a cada par de morfismos f : V! — V, g: W — W' les asigna el morfismo
Hom(f,g) : Hom(V,W) — Hom(V',W'), Hom(f,g)(L) = go Lo f. Es un funtor
contravariante en la primera coordenada y covariante en la segunda. Podemos definir
con este funtor el fibrado End(E) = Hom(—, —)(E).

Sabemos que dados V' y W espacios vectoriales, el espacio Hom(V, W) se puede
identificar con el producto tensorial V* ® W a través del isomorfismo que a cada par
f ® w le adjudica el morfismo L : V. — W, L(v) = f(v)w, extendido linealmente.
Este isomorfismo de espacios vectoriales nos induce un isomorfismo de fibrados entre
@UD(E) y End(E).

Destacaremos algunas secciones diferenciables. Un campo es una seccién de T'M.
Una k-forma es una seccién del fibrado A¥(M). Un (r, s)-tensor es una seccién del
fibrado D2(M). Gracias al Ejemplo 1.8, podemos identificar un (1, 1)-tensor con
una seccién del fibrado End(T'M), que a cada elemento x de M le asigna una
transformacién lineal de T,,M en si mismo.

Una estructura Riemanniana en M es un (2, 0)-tensor tal que para cada x en M
define un producto interno en T, M. Podemos generalizar la nocién de estructura
Riemanniana a un fibrado cualquiera. Una estructura Riemanniana de un fibrado
7 : E — M es una seccién del fibrado @29 (E) tal que para cada = en M define un
producto interno en V.

1.1.3. Conexién lineal

Pasaremos a definir una conexién lineal en un fibrado E. Para una lectura mas
profunda, ver el Apéndice 1 de [1].

Sea m : E — M un fibrado, £ = (J,cps V. Una conexién lineal V en E es
una familia de transformaciones lineales V : T, M x C*°(7w) — V,, con la condicién
adicional que V,(fX) = df (v)X + fV,X para cada f € C>*°(M).
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Podemos también pensar a V como un operador V : x(M) x C®(7) — C*®(n),
Vv X(z) = Vy ()X, que es lineal en la primera coordenada, y cumple las condiciones
anteriores en la segunda.

Supongamos que « : R — M es una curva diferenciable en M. Podemos consi-
derar & : R — TM el campo de velocidades de o que a cada t le adjudica el par
(a(t), a*,t(%)), bien definido y diferenciable a su vez. Para obtener més informacién
sobre la curva, querriamos obtener su campo de aceleraciones ¢, pero ésta seria una
funcién que toma valores en TT'M, y no un campo tangente a M. Cuanto mas se
quiera diferenciar el campo de velocidades, mayor sera el grado de complejidad de
la funcién obtenida.

Lo mismo sucede con campos diferenciables. Si tomamos X : M — T'M, su
diferencial no es un campo en M, sino X, : TM — TTM, pero uno desearia que el
resultado fuera nuevamente un campo tangente a la variedad.

Una conexién soluciona este problema, dando una nocién de derivacién que nos
devuelve nuevamente una seccion.

Supongamos que M es una variedad de dimensién 2 y que tenemos una estructura
riemanniana definida en el fibrado tangente T'M. Tomemos p, ¢ en M y o una curva
de menor longitud entre las que unen p y ¢. Si tomamos un campo X sobre la curva
o, es decir, un levantado de o al fibrado T M, podemos decir que es paralelo si el
producto interno entre X y el campo de velocidades de ¢ se mantiene constante.

Aunque en superficies es facil definir este concepto, al aumentar las dimensiones
los campos a lo largo de las curvas pueden girar alrededor de las misma manteniendo
su angulo constante. Para no permitir que esto suceda, debemos dar alguna nocién de
torsién, pero aunque el enunciado parece simple, traducir esta declaracién a lenguaje
matematico es muy complicado. Sin embargo, una conexién nos ayuda en ésto.

Tener una definicién para paralelismo de campos nos permite dar una idea de
transporte paralelo. Como su nombre lo indica, el transporte paralelo de un vector
a lo largo de una curva toma el vector y lo traslada a lo largo de la misma sin variar
el angulo con el campo de velocidades y, en algunos casos, sin torcerlo.

Demos entonces definiciones a partir de una conexién dada.

Sean M una variedad diferenciable y m : E — M un fibrado sobre la misma.
Supongamos que V es una conexion lineal definida en E'y o : (—¢,6) - M una
curva diferenciable en M con ¢(0) = z. Decimos que X una seccion a lo largo de o
es paralela si VX = 0. En particular, si E = TM, decimos que ¢ es una geodésica
si su campo de velocidades es paralelo a lo largo de la misma.

Es facil ver que dada una curva o con o(0) =z y Vy € E, existe V una seccién
paralela a lo largo de o con V(0) = Vj, ya que implica simplemente resolver una
ecuacion diferencial ordinaria. Gracias a ello, podemos definir el transporte paralelo
de Vj alo largo de . Si 0(d) = y, definimos el transporte de Vy a E; como el vector
P(Vo) =V (9).

Las nociones de conexién y transporte paralelo son equivalentes. Una conexién
es basicamente una forma de derivar secciones. Dada V una seccién a lo largo de o
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nos gustaria poder definir la derivada de la misma como

o ViE+e) V(D)

e—0 £

Sin embargo, los elementos V (¢t +¢) y V() se encuentran en espacios distintos,
por los que no se puede a priori operar entre ellos. Pero si tuvieramos una forma de
transportarlos a través de los espacios del fibrado, el problema se soluciona.

Profundicemos un poco en el caso de una métrica riemanniana en el fibrado
tangente, donde el paralelismo es mas evidente. Dada una conexién V en el fibrado
tangente, decimos que es libre de torsién si

VxY - VyX = [X,Y]

para cada par de campos X e Y. Decimos que es compatible con la métrica si para
todo trio de campos X, Y y Z,

X(Y,Z) = (VxY,Z) + (Y,VxZ).

Sabemos que dada una métrica riemanniana en una variedad M existe una tinica
conexién libre de torsién y compatible con la métrica, que llamamos conexién de
Levi-Civita. Esta conexién cumple las propiedades de paralelismo que enumeramos
antes: un campo paralelo a lo largo de una geodésica conserva su angulo con el
campo de velocidades y no gira alrededor de la misma. Se puede probar que si la
variedad es en particular una subvariedad de R™ con la métrica inducida, aplicar la
conexién de Levi-Civita consiste simplemente en derivar el campo como funcién a
R™ y proyectarlo sobre el tangente a la variedad.

Para méas detalles sobre el caso riemanniano y la conexiéon de Levi-Civita, ver
[6].

Computemos mas en detalle una conexién. Tomemos un marco local {e;}. Dado
X =3, x;e;, tenemos que:

V. X = Zdl‘iei +z;Vye; = Z dx; + ijw;(v) €, (1.1)
g J

%

donde Vye; =3, wé (v)ej, con w} 1-formas locales. El conjunto {w;} se denominan
las formas de conexién de V con respecto a {e;}.

Observacion 1.9. De la ecuacién (1.1) podemos ver que dar una conexién equivale
a dar una familia de 1-formas locales en nuestra variedad que se peguen bien en los
dominios comunes.

Tomemos Qz = dw;- — >k w;“ A wi. Cada Q; es una 2-forma local. Son llamadas
las formas de curvatura de V con respecto a {e;}.
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1.2. Normas de Minkowski

El objetivo de esta seccién es introducir las normas de Minkowski en espacios
vectoriales, y obtener algunos resultados basicos sobre ellas que se utilizaran en el
estudio de las métricas de Finsler. Puede consultarse sobre el tema el primer Capitulo
de [2] o de [5].

Dado V' un espacio vectorial de dimensién finita, F' : V — R se dice norma de
Minkowski si:

1. F(z) > 0 paratodoy en V,y F(y) =0 siy solosiy=0.
2. F(\y) = AF(y) para todo A > 0.

3. F es una funcién C* en V' \ {0}, y para cada y distinto de 0 se cumple que la
funcién bilineal y simétrica

19, ,
gy(v,w) = 29195 (F*(y + tv + sw))s1=0 (1.2)
es un producto interno en V. Esta condicion es conocida como convexidad

fuerte.

Podemos escribir (1.2) de forma distinta. Tomemos {e;} una base de V. Dado
Yy =y, Yi€;, consideremos la matriz Hessiana

2
(9i5) = (83/.?83/] BFQ(?J)D :

Siu=73ue; yv=7>,uvie;, tenemos que gy(u,v) = 3=, ; gij(y)uivj. Luego, la
tercera condicién es equivalente a pedir que la matriz Hessiana sea definida positiva.

El par (V, F) es llamado espacio de Minkowski y la funcién g, se denomina la
forma fundamental en y. Si F(y) = F(—y) para todo y en V se dice que F es
reversible.

Es facil ver que la forma fundamental define una estructura riemanniana en
V' \ {0}. Es més, S, = {y € V tales que F(y) = r} es una subvariedad riemanniana

orientable con normal exterior n = 3. %9
v F Oy;

Proposiciéon 1.10. Dada F una norma de Minkowski, el producto interno definido
en (1.2) es invariante por reescalas positivas. En particular, gi;(Ay) = ¢ij(y) para
todo y distinto de cero y para todo A > 0.

Demostracion. Aplicando la regla de la cadena:
090 (1
Iry(v,w) = 5 55 (2F2()\y +tv + sw)>

00 (91 o t s
= 9t 0s (A i+ ot V”))s,t_o

= /\2575885 (;FQ(y + tv + sw))

s,t=0

1
5 = gy\v,w).
$.4=0 )\2 y( )
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Como ya dijimos, una norma de Minkowski debe ser positivamente homogénea,
es decir, F'(A\y) = AF(y) para todo A positivo. Vamos a probar algunas propiedades
del caso més general de una funcién positivamente homogénea y luego deducir los
resultados particulares para nuestras normas.

Teorema 1.11 (Teorema de Euler). Sea H : R” — R diferenciable en R™\ {0}. Son
equivalentes:

1. H(\y) = N"H(y) para todo A > 0, y en R".
2. > yi%g(y) =rH(y) para todo y en R™.

Demostracion. Supongamos que, dado y fijo, vale que H(\y) = A"H (y) para todo
A > 0. Derivando esta igualdad en funcién de A:

0
i——H(\y) = r\ " H(y).

z;y gy L) =7 (v)

Luego, para A = 1, obtenemos la igualdad que buscamos.
Reciprocamente, si vale que ), yia%iH (y) = rH(y), consideremos la funcién

f(A) = H(\y). Derivando, obtenemos que:

af 0 1 0 r r

) zj:yayi (Ay) /\Zi:( V)ig HOw) = 3HOw) = 1/

Luego, f cumple la ecuacién diferencial % —xJ = 0. Por el teorema de existencia

y unicidad de soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias, y teniendo en cuenta
que f = C(y)\" es solucién, podemos ver que H(\y) = C(y)\". Reemplazando
A =1, llegamos a que C(y) = H(y). Finalmente, H(\y) = A\"H (y). O

En nuestro caso particular, si F' es una norma de Minkowski:
OF
Fy) =>_vig (), (1.3)
i Yi

0, de otra forma:

y; OF
zi: F(y) 0y ) =1

Derivando esta tltima en funcion de cada y;, obtenemos:

0 i OF 1 e oF (04 F —uigt
0= 2 U2 ) - Sy S [
Oy \ & F oy F =" 0y 0y; Oy P

Resolviendo la segunda sumatoria:

6ijF —y; 9L
SO (T Yoy ) L (OF OF s OF)
y; F? F? j 57 Oy

i
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para cada j.
Probemos otra propiedad importante de las funciones positivamente homogéneas.

Proposiciéon 1.12. Sea H : R" — R una funcion diferenciable y positivamente ho-
mogénea de orden r en la coordenada i. Entonces, g—g es una funcién positivamente

homogénea de orden v — 1 en la coordenada ©.

Demostracion. Sea \ positivo. Calculemos la derivada de H(\y) en la i-ésima direc-
cién de dos formas distintas.
Como H es homogénea de orden r,

- (HOW) = 5OV H@) =N 5L )

Por otro lado, por la regla de la cadena,

0 OH

(Ay).

Juntando estas dos ecuaciones, obtenemos el resultado que queriamos:

OH . 0H

O

En particular, la proposicién anterior puede usarse para dar otra prueba de
que la forma fundamental es invariante por reescalas positivas, ya que involucra las
derivadas segundas de F2, una funcién homogénea de orden 2.

Probemos ahora algunas propiedades mas especificas de las normas de Minkows-
ki.

Teorema 1.13. Sea F': V — [0,4+00) una norma de Minkowski. Entonces:

1. Convezxidad: F(xz1 + x2) < F(x1) + F(x2) y vale la igualdad si y solo si x1 y
To son colineales con coeficiente positivo.

2. Desigualdad Fundamental: Y, wig—i(y) < F(w) para todo y distinto de cero,
vale la igualdad si y solo st w e y son colineales con coeficiente positivo.



1.2. NORMAS DE MINKOWSKI 19

Demostracion. Observemos que (g;j) = (8;?;%_ BFQD = Fagjé;j + gj gf Multi-

plicando por las coordenadas 7,7 y sumando:

0’F  OF OF
> i Wyiy; = (F + o ) Yiyj
i?j

7\ 9yidy;  Jyidy;

?*F OF OF
_ Ia . i ;— T
e (S (o) (504)

=0+ F*(y) = F*(y).

Notemos que F(y \/Z”g” Y)Yy, = \/gy y,y) # 0siy # 0, al ser g,
un producto 1ntern0 por lo cual esta hipdtesis no es necesaria para normas de
Minkowski.

Aplicando Cauchy-Schwartz a g,:

(Zgw nzﬁg) < (Zgz‘j(y)mm) (Zgzg Ez€a>-

Si tomamos n = y:

2
(Zgz] yzfg) < (Zgij(y>yiyj) (ng gzﬁ])
= (Zgw €Z€]> ( )

y la igualdad vale si y solo si £ e y son colineales.

PF _ 1 . oF OF .
Tenemos ademas que dyidy; = T (g” Fy: Oy, ) Luego:

Luego,

0*F 1 OF OF
= — F? i 2 .
;ayianggj F3%:< 9ii it 0y; Oy; 5;)

Pero:

oF OF oF OF
F2Z B 8—%&'@' = (; gkl(y)ykyl) (Z 9, 90, &ﬁg)

OF OF
=> gkl(y)ykyla oy, &5
ikl
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2
Reordenando y usando (1.3) y (1.4), queda igual a (Z” gij(y)yifj)
Volviendo, y usando (1.5):

0*F 1 5 4 OF OF
ZZ]: 78%8%5@'5]' =73 | F ;gijfié}' - %:F a0 ayj&fj)
2
1
= o5 | F* D 0isi&; — (Z gz'j(y)yiﬁj)
@] i,j
1
= 73 F? Zgijfifj ~F? Zgijfifj) =0. (1.6)
Y] i,

Como la desigualdad proviene de la desigualdad de Cauchy-Schwartz, sabemos
que la igualdad se cumple si y solo si £ e y son colineales.

Probemos lo siguiente: 2F(y) < F(y + &) + F(y — &) y la igualdad vale si y solo
si € = Ay para |\| < 1. Veamos primero los casos linealmente dependientes:

» Sié&=Ayparal\| <1,1+A>0,y vale:
Fly+&)+Fy—¢) =F(1+Ny)+F((1-Ny)
=1+ NF(y)+ 1 =ANF(y) = F(y).

= Si&=AMyparalA| > 1, Fly+&) + Fly —§) = 2+ a)F(y) + F(—ay) con
a=|\ =1 >0, por lo que se cumple la desigualdad estricta.

= Siy 6 & son nulos es obvio.

Supongamos ahora que son linealmente independientes. Entonces, tenemos que,
para algin 0 < e < 1:

" OF 1 & O%F
F(y+¢&) = F(y) i;@(y)gz‘f‘ 2,~;13?/ia?/j(y+6§)&§]

n

> Fly)+ 3 35 (y + ).

Esta tultima desigualdad se debe a (1.6), pues £ y y + €£ son linealmente indepen-
dientes. Sumando, F(y + &) + F(y — &) > 2F(y).
Para terminar con la demostracién de convexidad, tomemos en la desigualdad
anterior y = 35”2“‘2, § = #5722,y la desigualdad se convierte en la que querfamos.
Finalmente, probemos la desigualdad fundamental. Primero, veamos los casos

linealmente dependientes.

= Siw = ay con « positivo,

S i (0) = Y any (6) = aF () = Flay) = Flw),

(2
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= Si w = ay con « negativo,

Swig ()= au, (1) = aFly) <0< Flw)

Supongamos ahora que w e y son linealmente independientes. Como vimos antes,
Fly—§&)>F(y) -2 o E (4))¢;. Si tomamos & =y — w, y considerando (1.3):

w; = o \Y)w;
i . OYi
]

Podemos ahora interpretar la desigualdad fundamental. En primer lugar, con
(1.3), tenemos que:

Esto indica que el plano tangente al grafico de F' estd por debajo del mismo y lo
toca en la recta (Aw, F'(Aw)).

Multipliquemos ahora la desigualdad fundamental por F(y). Teniendo en cuenta
que:

OF OF OF
;ngw Z 8 33/ 2 YT ;%%y‘j_é@ﬂ

tenemos que:

> gij(W)wiy; < F(y)F(w).

1]

Esta puede considerarse como una generalizaciéon del teorema de Cauchy-Schwartz
para normas de Minkowski.

Notemos que si realizamos una cuenta del teorema anterior con mas cuidado
obtenemos una nueva igualdad para estas normas.

0°F oF OF oF
ZQU?JJ Z (Fﬁy 8y yj + 8%83/]%> = F@yi‘

Veamos ahora algunos ejemplos de normas de Minkowski.

Ejemplo 1.14. Sean V un espacio vectorial, (,) producto interno en V. Dado v en
V' definimos F(v) = |jv|| = /(v,v). F es claramente una norma de Minkowski y se
la denomina norma euclidiana.
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Ejemplo 1.15. Dados V espacio vectorial, & una norma euclidiana en V'y 5 € V*
un funcional lineal, definimos F(y) = a(y) + 5(y). Veamos bajo qué condiciones F'
es una norma de Minkowski.

La homogeneidad es bastante obvia. Para probar la convexidad fuerte, calculemos
la forma fundamental. Dada {e;} una base de V e y = }_, y;e;, podemos escribir

a(y) = /2 aijviy; vy B(y) = >; biyi. Tenemos que:

oF i i
8 () = >k QikYk b = >k QikYk b
Yi \/ 2ok QLYY a(y)

> aikYk
aw¢zmam%m—«zk%wwp¢k>

0*F ) Zkylaklykyl
0Yy;0y; V= >kt CKIYKYL
_ e = (g (o
a(y)
Luego,
0’F  OF OF

” Y el
95 (v) Oyidy; | Oy Oy
_F 2 GikYk 2ok kYR Dok @ikl | g\ 2k GkYE |
a(“ﬂ oly)  aly) )*( aly) *Z)( +]>
F >k GikYk Dok QiKY F Yk Gikyr 2ok GjYk
R B N
(a“f*( oy )( aly) +~J) a aly) )

Para seguir, necesitamos la siguiente proposicion:

Proposicién 1.16. Sean g = (gij) y h = (hij) dos matrices simétricas y ¢ = (¢;) un
vector tales que h es inversible, con h=' = (h¥), y que gij = hij + dcicj. Entonces,
det(gi) = (1+ (32 ; W cicy)) det(hyy).

Aplicando esta proposicién dos veces, llegamos a que det gij = (g)nﬂ det a;;.
Es mas, esta formula puede aplicarse también a los menores. El célculo es tedioso y
no lo haremos aqui.

Para una demostraciéon de la Propocisién 1.16 y esta tltima cuenta en detalle,
podemos referirnos al Capitulo 11, Seccién 2 de [2].

Como (a;j) es definida positiva, concluimos que (g;;) lo es si y s6lo si F' es una
funcién positiva. Queremos ver, entonces, para qué g la funciéon F' es positiva.

F es positiva si y solo si a(y) > —/f3(y). Basta probar que esto sucede para
todo y tal que «a(y) = 1. La condicién se simplifica a pedir que S(—y) < 1 para
estos elementos, o, lo que es equivalente, | I} (y)| < 1. Tomando supremo en los y de
a-norma 1, tenemos finalmente que F es positiva si y sélo si

18], = sup 8| <1.
llyll,=1
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Estas normas de Minkowski se llaman normas de Randers.

Probemos algunas propiedades més de las normas de Minkowski. En primer
lugar, veamos que las bolas son convexas.

Proposicién 1.17. Dada F una norma de Minkowski, definimos la bola de radio r

centrada en x como By(x) := {y € R" tales que F(y — z) < r}. Entonces B.(x) es
un conjunto convezo.

Demostracion. Basta probar que la clausura de B, = B,.(0) es convexa. Dados 1,
79 elementos de B,, debemos probar que el segmento tx1 + (1 — )z estd contenido
en B,, es decir, que F(tx1 + (1 — t)x) < r para todo t entre cero y uno.

Si el 0 pertenece al segmento, xo = Axy y el resultado es obvio. Si no, sea
z = tory + (1 — tp)we, con 0 < tg < 1, tal que F(z) sea méximo en el segmento.
Definimos ¢(t) = F(tz1 + (1 —t)z2). ¢ es diferenciable y ¢/(t9) = 0. Computando la

derivada, tenemos que Y ;(x1; — xgi)g—i(z) =0.

F(z) = Zzi@(z) = Z(toﬂﬂu +(1- tO)x?i)gi(z)

oF oF
=to Z(l’lz‘ - 3521’)874,(2) + Z$2i@(z) < F(xg) <.

Como el maximo se realizaba en z, el segmento estd contenido en B,. O

Observaciéon 1.18. Cabe destacar que gracias a la homogeneidad positiva, toda
norma de Minkowski estd caracterizada por los elementos de la bola de radio 1. Si
tomamos el conjunto Sg de los elementos de norma 1, podemos recuperar la norma,
ya que F(y) = %, donde ¢ es el nimero real tal que ty pertenece a Sp.

Ma3és ain, si B es un abierto de V convexo centrado en el origen, con borde
S = 0B suave, podemos definir la funcién no negativa F': V — R, F(y) = % con t
el niumero real tal que ty pertenece a S. Esta funcién es positiva para todo elemento
no nulo, positivamente homogénea (y completamente homogénea si B es simétrico)
y convexa. Cumple también que es una funcién diferenciable fuera del origen. Sin
embargo, en general falla en ser fuertemente convexa.

Por ejemplo, si tomamos B = {(z,y) € R? : 2* + y* < 1}, que cumple los
requisitos anteriores, es facil ver que la funcién F definida es F(x,y) = vz* + y*.
Los coeficientes de la forma fundamental son:

B 20+ 3x2y4_
g11 (x4—|—y4)%7
g T2
gi2 = g21 (zh +y4)%,
y6 4 3y2$4

g2 = 3 -
(2t + y4)?
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Luego, es obvio que la forma fundamental no es definida positiva en los ejes, pues
no es inversible.

1.2.1. Transformada de Legendre

Vamos a probar en esta subseccién un resultado para normas de Minkowski andlo-
go al teorema de representacién de Riesz en productos internos. Para profundizar
en el tema, se puede leer la seccién 8 del capitulo 14 de [2].

Sean V' un espacio vectorial y V* el espacio dual a V' de funcionales lineales, con
{e;} v {w;} una base de V' y su correspondiente base dual de V*. Podemos dotar a
V* de una norma de Minkowski a partir de F. Si p es un funcional lineal, y S es el
subconjunto de V' de elementos de norma 1, definimos

. v
Frio) = mp vlo) = sape <F<v>> '

El conjunto S es compacto, por lo que el supremo se alcanza. Como p es un
funcional lineal, sus conjuntos de nivel son hiperplanos paralelos en V. Y como S;
es el borde de un conjunto estrictamente convexo, el supremo se alcanza en un tinico
lugar.

La positividad y homogeneidad positiva de F'* son bastante obvias. Sin embar-
go, para probar la convexidad fuerte, necesitamos primero de la transformada de
Legendre. Definimos la misma como £ : V — V*,

L(y)(v) = gy(y,v).
Si tomamos coordenadas, dados y = >, yie;, v =D _; vie;,
L(y)(v) = i (W)yivy-
ihj
Y tomando coordenadas en el espacio dual,

(L) = Y o) = 56 Fw)

Veremos que la transformada de Legendre es un difeomorfismo entre V' \ {0} y
V*\ {0}. Como los coeficientes de la forma fundamental dependen del punto y, no
es en general una transformacién lineal. Sin embargo, la transformada si preserva la
norma. Por la desigualdad fundamental,
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Ademas,

L(y) (Fé)) = F}y) %gﬁ(y)yiyj = F((y)) = F(y),

En conclusién, F*(L(y)) = F(y). Podemos pasar a probar la siguiente proposi-
cién.

Proposicién 1.19. Sean V un espacio vectorial y F una norma de Minkowski en
V. Entonces, L : V. — V* la transformada de Legendre es un difeomorfismo si se
restringe y correstringe a V '\ {0} y V*\ {0} respectivamente.

Demostracion. Comencemos por la inyectividad de la transformada. Sean yi, yo

tales que L(y1) = L(y2) = p. Luego, si v; = F?(”él), vy = F?{;Q), tenemos que

p(v1) = F(y1) = F*(L(y1)) = F*(p)

p(v2) = F(y2) = F*(L(y2)) = F(p).

Como v y v pertenecen a S la indicatriz de V', y como p alcanza su norma en
un Unico vector, tenemos que v; = vg. Por lo tanto, yo = Ay; para algun A positivo.
Sustituyendo en la férmula de £, y teniendo en cuenta que los coeficientes de la
forma fundamental son invariantes por reescalas positivas,

> gy =D i Ay Ay, = A gi (v, -

Como L(y1) # 0 (pues preserva la norma), tenemos que A = 1 e y; = yo.
Probemos ahora que la transformada es sobreyectiva. Sea p un elemento no nulo
de V*. Ya vimos que existe un tnico v en Sj tal que F*(p) = p(v). Afirmo que

L(y) = p para y = F*(p)o.
Para cada ¢ real y w en V, tenemos que

P (ertw) <p(v) = F*(p).

F(v + tw)
Definimos la funcién f(t) = p(y+tw)—F(y+tw)F*(p). Dividiendo por F(y+tw),

) <y+tw

Fly+tw) F(y+tw)>_F*(p)§F*(p)—F*(p)=0-

Como F(y+tw) es positivo para todo t y w, la funcién f es no positiva. Es més,

f(0) =p(y) — F(y)F"(p) = p(y) — F(y)p(v) = p(y) — p(y) = 0.
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Por lo tanto, f tiene un maximo absoluto en 0, y f’(0) = 0. Derivando f y
evaluando en 0, obtenemos que

F0) = plw) = 5 G st () = pl) - 2 S g s
% ]
£ (p)

L(y)(w) = p(w) = L(y)(w).

Luego, p(w) = L(y)(w). Como podemos hacer esto para w arbitrario, concluimos
que p = L(y).

Finalmente, debemos probar que la transformada es un difeomorfismo. Es trivial
que es diferenciable pues depende solamente de las coordenadas de y y de la funcién
C> F y sus derivadas. Mas atn, como (L(y)); = %F = %%, tenemos que el
diferencial de la transformada de Legendre tiene como matriz asociada a la matriz
de la forma fundamental, que es definida positiva, y en consecuencia inversible.

Por lo tanto, £ es biyectiva y un difeomorfismo local, por lo que es un difeomor-
fismo. O

Corolario 1.20. Sean V un espacio vectorial y F una norma de Minkowski en V.
Entonces, la norma F* definida en V* es una norma de Minkowski.

Demostracion. Como dijimos antes, la positividad y homogeneidad positiva son ob-

vias. Faltaria chequear que F* es C* en V*\ {0} y que la matriz con coeficientes
82 F*2
Yy,

Como la transformada de Legendre preserva esta norma, podemos describir a F™*
a partir de F'y £, F*(p) = F(L71(p)). Y como ambas funciones son diferenciables

lejos del origen, tenemos que F™* es una funcién diferenciable.
. 2 %2 .
Podemos definir entonces h;; = %%}fp. . Debemos ver que la matriz formada
iPj
por estos coeficientes es definida positiva. Probemos primero que la inversa de la

transformada de Legendre esta dada por

(L7 p))i = Zhijpj'

define un producto interno en V*.

Notemos primero que como F* es positivamente homogénea y la transformada
preserva norma, por el teorema de Euler tenemos que

o1 . ol ., .
> hijp; = an {2F 2(10)] = o [2F2°£ I(P)} :

J

Vamos a aplicar ahora la regla de la cadena. Por el teorema de la funcién inversa,
tenemos que este diferencial de la inversa a la transformada de Legendre es la inversa
del diferencial de la misma. Pero ya vimos que esta tenia como diferencial a la
matriz de la forma fundamental, por lo que el diferencial de la inversa esta dado por
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(gij) (gw) L Luego,
o [1 oy, 9% 1 oy,
D hipi =) 54— {FQ] ()22 =3 S {Fﬂ (y)yi 2
7 Z Oy 12 y 2

= ngjgjiyk = Yi
k,j

La segunda igualdad proviene de aplicar el teorema de Euler a 8 {1F2} que es
positivamente homogenea de orden 1. Luego, tenemos la inversa de la transformada
de Legendre.

Obtuvimos la siguiente igualdad:

0 1 *2
Yyi = %:hijpj = o {QF (p)} -
Derivando en funcién de y; y aplicando la regla de la cadena,

Z { ] O Zh%kgkj

dy; k
Por lo tanto, (hi;) es la matriz inversa a (g;;). Como (g;;) es definida positiva,
(hij) = (¢%) también lo es. O

8]72 Opk

Finalmente, probaremos el siguiente corolario que necesitaremos en los siguientes
capitulos.

Corolario 1.21. Sean V un espacio vectorial y F' una norma de Minkowski en V.
Entonces, dado T un subespacio propio de V', existe y que es gy-ortogonal a T'.

Demostracion. Como T' es un subespacio propio de V', existe p funcional lineal no
nulo tal que se anula en todo 7. Tomamos y = £~ !(p). Entonces, para cada t en T,

9y(y: 1) = L(y)(t) = p(t) = 0.

1.2.2. Tensor de Cartan

Existe una forma de caracterizar las normas euclidianas entre las normas de
Minkowski. Para ello, introduciremos el tensor de Cartan.

Dada F' una norma de Minkowski en un espacio vectorial V', y un vector y no
nulo, definimos la torsién de Cartan en y como

1 9
4 0t0sOr

Asi como la forma fundamental define una estructura riemanniana en V'\ {0},
el tensor de Cartan es una seccién del fibrado D3(V \ {0}), simétrico para cada .

Cy(u,v,w) = <F2(y+tu+sv+rw)).
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Dada {e;} una base de V', y = 3" y;e;, podemos definir los coeficientes de Cartan.

1 03 10
C.. =Cy(ei e, er) =~ 2y - - 7
Es obvio que los coeficientes son simétricos en sus subindices.
~ Definimos el tensor medio de Cartan como Iy(u) = }Z; ; 9YCy(u, €;, €;), donde
(%) es la matriz inversa a (g;j). Es una seccién del fibrado cotangente.

Es facil ver que una norma de Minkowski es euclidiana si y solo si el tensor de
Cartan es la seccién nula. Es obvio que los coeficientes de la forma fundamental
de las normas euclidianas son constantes, por lo que el tensor de Cartan serd nulo.
Inversamente, si el tensor es nulo, los coeficientes son constantes, y ya probamos que
F(y) = \/2i; 9iYiY;-

Es facil también probar que el tensor de Cartan en y se anula si uno de los
argumentos es y. Alcanza con verlo para uno solo por simetria.

o 19 2y
y(yavvw)_zatasar ( (y+ y+SU+TUJ))
1o (1 02 5
=55 (28387“ (F ((1 +t)y+sv+rw))>
=0.

10 10
20t (9(1+t)y(”7w)) Y (gy(v,w))

Veamos que los coeficientes de Cartan Cjj;, contraidos con y; se anulan. Notemos
que éste hecho se puede deducir de que Cy(y, u, v) = 0 para cualquier par de vectores
u, v, pero haremos la cuenta de todos modos.

1 @ ;. 0 (.0F\ @
o= Saman; (%)= s ("3 ) = o (Zg”yz>

(2

892’3‘
— , =92N "l N
; 8yk Yi + Gkj ; iikYi T 9k;j
Luego,
ZC’wkyZ =0. (17)
%

Como los coeficientes de Cartan son simétricos en sus indices, esta igualdad vale
contrayendo en cualquiera de ellos. Por ejemplo,

Z Cijryj = Z Cjikyj = 0.
J J

Para terminar, veremos que el tensor medio de Cartan también caracteriza a las
métricas riemannianas entre las métricas de Finsler.
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Proposicién 1.22. Dada (M, F) una métrica de Finsler, F es euclidiana si y solo
st el tensor medio de Cartan es nulo.

Demostracion. Es obvio que si F' es euclidiana el tensor medio de Cartan es nulo,
pues ya probamos que el tensor de Cartan lo es.

Reciprocamente, supongamos que el tensor medio de Cartan I es idénticamente
nulo. Dado (¢¥) = (gi;)", definimos el operador A = >ij gij%;yj. Como (gij)
define un producto interno, es una matriz definida positiva, y (¢/) también lo es,
por lo que el operador A es eliptico. Apliquemos este operador a cada coeficiente de
la forma fundamental.

o) sz:g” azi?)lz T2 Z ! 8%8?;5;@8% ? zz,j:gijag?jk
=92 ZXJ: W 9 ZXJ: %C];Cijk
— 363/1 (%: gWCZ-jk) - 2%: %gyi:(j”k
_221;; —22 ka 2%:%9::CW€

Para proseguir, necesitamos el siguiente lema de algebra lineal para calcular las
derivadas de la inversa de una matriz.

Lema 1.23. Sea A = (a;j) una matriz inversible. Entonces los coeficientes de A1
son diferenciables en funcion de los coeficientes de A, y vale

(A D

B = (AT

Demostracion. Que los coeficientes de la inversa son diferenciables en funcién de
los coeficientes de A es obvio, pues podemos expresarlos como la division de un
cofactor por el determinante. Para encontrar las derivadas, supongamos primero
que A : (—¢,¢) = GL(n,R) es una curva diferenciable en las matrices inversibles.
Luego, como AA™! = Id, derivando esta equivalencia,

AATL A4 Y =0.
Luego, al despejar,
(Ahy = —A"tAA"L

(A1)

Podemos aplicar esto para calcular =%5—*!, pensando a A como matriz de coe-
)

ficientes constantes, salvo en el lugar 75, donde es lineal. O
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Aplicando el lema y la regla de la cadena,

oy,

Algr) = =2 5y, Gk =4 Y. 9P CiH = =8 Y g CiCog-
iy Y i,y i,

Luego, la matriz (Agg) es semidefinida positiva y simétrica. En particular,
Agrr > 0 para cada k. Luego, es una supersolucién para el operador eliptico A,
por lo que cumple el principio fuerte del maximo.

Sea B(r) ={y € V : F(y) < r}. Como la funcién gy, es homogénea de orden
0, tenemos que su méaximo se realiza en el interior de B(r) \ B(1/r). Luego, por
el principio fuerte del maximo, debe ser constante. Si hacemos tender r a infinito,
tenemos que la funcién gy es constante en V' \ {0} para cada k. Luego, Agxr = 0
para cada k. Por lo tanto, la traza de la matriz (Agy;) es nula, pero como es una
matriz simétrica y semidefinida positiva, debe ser la matriz nula, concluyendo que
Agr; = 0 para todo k,I. Es decir, las funciones gg; son soluciones para el operador
eliptico A, por lo que también cumplen el principio fuerte del maximo.

Haciendo el mismo argumento que para ggr, podemos ver que gg; es constante

en V'\ {0}. Por lo tanto, (g;;) es constante, y F'= /3, . gijyiy; es euclidiana. [



Capitulo 2

Meétricas de Finsler y Conexion
de Chern

En este capitulo comenzaremos a estudiar las métricas de Finsler. En particular,
dotaremos al fibrado pullback de una conexién conocida como la conexién de Chern,
la cual tendrda una funcién andloga a la conexiéon de Levi Civita en las métricas
Riemannianas. Finalmente, estudiaremos el caso particular de los grupos de Lie.

Supondremos de ahora en mas, salvo aclaracién, que las variedades con las que
tratamos son conexas y de dimensién finita.

2.1. Meétricas de Finsler

Tomemos M una variedad diferenciable. Como dijimos antes, una métrica de
Finsler es una norma de Minkowski que se mueve de forma diferenciable en el fibrado
tangente pinchado, TMy = T'M \ {0}, donde 0 nota a la seccién nula.

Definicién 2.1 (Métrica de Finsler). Dada M una variedad, F: TM — R se dice
métrica de Finsler si:

= F' es una funcion diferenciable en T M.
= Restringida a cada espacio tangente, F' es una norma de Minkowsk:.

El par (M, F) se denomina variedad de Finsler. Una métrica de Finsler se dice
reversible si la norma de Minkowski en cada tangente es reversible. Se dice Rieman-
niana o Euclidiana si cada norma de Minkowski proviene de un producto interno,
es decir, F(z,y) = \/(y,y)s. Es obvio que una métrica de Finsler riemanniana es
reversible.

Ejemplo 2.2 (Métrica Riemanniana). Una métrica Riemanniana es una familia de
productos internos (, ), : T, M x T, M — R que varia en forma diferenciable. Hemos
definido ya en el capitulo anterior lo que significa que una métrica riemanniana sea

31
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diferenciable, pero podemos dar una definicién equivalente. En cada espacio tangen-
te, (Y, 2)z = >2;; 9ij(¥)yiz;j. Decimos que la familia varfa en forma diferenciable si
las funciones g;; : M — R son diferenciables.

Definimos la métrica de Finsler F(z,y) = v/(y,y)z. Calculemos los coeficientes
gij - TMp — R de la forma fundamental de F'.
1 9? ) 1 92
9ij(x,y) = 5 FXx,y) = 55—5—-0_ 9:5(2)yiy;) = 9i5(x).

Es decir, los coeficientes de la forma fundamental son simplemente los coeficientes
del producto interno. En particular, pueden extenderse a todo el fibrado tangente
TM, lo cual en general no es posible.

Demos una familia de métricas Riemannianas mas concreta. Dado p € R, de-
finamos una métrica Riemanniana en B"(r,) C R", donde r, = \/—p si p < 0,y
r, = +oo si p > 0.

VP + w2 Pyl — (@, ))
1+ plf® '

Oéﬂ(l‘,y) =

Podemos describir la métrica a,(x,y) resaltando que proviene de un producto in-

terno como a,(z,y) = />, ; aij(x)yiy; con ay(x) = ﬁ <5ij — ﬁ;gﬂ)

Si g =0, o es la métrica usual en R".

Sip =1, a; estéd definida en todo R™ y se llama el modelo proyectivo esférico. Se
puede probar que esta métrica proviene de tomar pullback a la métrica usual en la
esfera S™ (como subvariedad Riemanniana de R"*1) por la proyeccién estereografica.

Si p = —1, a_; es una métrica definida en la bola de radio 1, llamada métrica
de Klein.

Para mas informacién sobre estas métricas en el contexto de las métricas de
Finsler, puede consultarse [5].

El espectro de métricas riemannianas es muy amplio y rico en ejemplos particu-
lares, pero esta entre las mas simples de las métricas de Finsler. Entre otras cosas,
porque la forma fundamental (1.2) es constante al movernos dentro de un mismo
espacio tangente.

Ejemplo 2.3 (Métrica de Randers). Dada M una variedad, sean o = «(z) la
norma inducida por una métrica riemanniana en M,y 8 = 3(z) una 1-forma en M.
Definimos la funcion F(z,y) = a(z)(y) + S(x)(y). Ya vimos en el Ejemplo 1.15 que
este tipo de normas son de Minkowski si y solo si H I5} (a:)||a < 1. Todas las métricas
que se construyen de esta forma se llaman métricas de Randers.

Demos un ejemplo més concreto de una métrica de Randers. Tomemos como
variedad M = B™(1) la bola unitaria de R™. Definimos aqui la siguiente métrica de
Finsler:

Vol = (2 = (2,49)%) — (2,y)

F(I‘,y) = 1 —’$‘2
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La misma se llama métrica de Funk. Para obtener més informacién sobre esta
métrica, se puede ver [5].

2.1.1. Longitud de curvas y distancia

Una métrica de Finsler F' nos permite medir longitud de curvas C* a trozos, y
en consecuencia definir una distancia en nuestra variedad. Una funcién ¢: I — M
continua se dice curva C a trozos si existe una particiéon tg < t1 < -+ < t de [
tal que para cada i, ¢ restringida a (¢;,t;4+1) es C*°. Notamos ¢ = %

Dada una curva ¢ : I = [a,b] - M C® a trozos, podemos definir ¢_: I — M,
c(t) = c(a+b—t). La curva c_ describe el mismo camino en M pero recorrido en la
direccién contraria.

Tomemos dos puntos p y ¢ en M, y una curva C* a trozos ¢ : I = [a,b] — M

con extremos p y q. Definimos la longitud de ¢ como

b
_ / F(e(t), é(¢))dt.

Supongamos que « : J = [d,e] — M es una reparametrizaciéon orientada de c,
es decir, existe 0 : I — J creciente, o(d) = a, o(e) = b, C* tal que ¢ = awoo.
Observemos que como o es creciente, o’ es positiva.

Lp(c)—/bF(c() e())dt = /bF(aoa(t),doa(t)a’(t))dt
—/ (awoo(t),coo(t t)dt = / F(a (s))ds

—LF

Entonces, la longitud es invariante por reparametrizaciones orientadas, y la lon-
gitud de un camino esta bien definida.

Definimos asi la distancia entre dos puntos como el infimo de las longitudes de
las curvas que los unen,

dr(p,q) = fnf Lp(C). (2.1)

Es bastante directo que la distancia es positiva y cumple la desigualdad trian-
gular. Un poco mas complicado es ver que dp(p,q) = 0 si y s6lo si p = q. Para ello,
probemos que para cada punto de M existe una carta (U, ¢) y un nimero real A tal
que

Ayl < F(z,y) < Alyl,

donde si y = }°; yié%i; lyl =||(vi)|| = /> y?. Si esto vale, es facil ver que existe
C € R tal que

Ce(p) — ¢(q)| < d(p.q) < Cle(p) — ¢(q)],
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por lo que d(p,q) = 0siy solosip=gq.

Para probar esto, dado = € M tomemos (V) una carta alrededor de = con
p(zr) = 0. Sea r > 0 tal que B(r) C ¢(V). Tomemos como la carta deseada a
U = ¢ YB(r)) y ¢ restringida a dicho abierto. Notemos que la clausura de U es
compacta en M.

Consideremos el subconjunto K de T'M de los pares (p,y) tales que p pertenece
a Uy F(p,y) = 1. Es obvio que este conjunto es un compacto. Tomemos la funcién
g(z,y) = F?Z"y), que es continua lejos de la seccién nula, e invariante por reescalas
positivas. Luego, realiza su méximo A y minimo a en K. Luego, por la invarianza
por reescalas positivas, estos valores son el maximo y minimo de TU. Si elegimos A
tal que % <a <A<\ tenemos que

Ayl < F(z,y) < Myl

Observacion 2.4. Las métricas de Finsler no son generalmente reversibles. La
longitud de una curva recorrida hacia un lado no es la misma que recorrida de forma
contraria. Luego, la distancia definida no sera en general simétrica. Es mas, lo sera si
y s0lo si la métrica de Finsler es reversible.

Podemos también definir una forma de volumen canénica. Dado x € M, tomemos
{ei} una base de T, M, y {0;} su base dual. Definimos

_ Vol(B1(0))
Vol{(y;) € R" : F(x,Y yie;) < 1}’

(TF(ZL')

donde Vol nota al volumen dado por la norma euclidiana canoénica definida con
respecto a la base {e;}. Notemos que esta funcién depende de la base elegida.
Definimos la forma de volumen como

dVE =opbi N--- N0,

A pesar de que o depende de la base, la forma de voliimen no, pues la proporcién
entre el cambio de volumen en op y el factor de cambio en #; A --- A 8, a la base
dual correspondiente es el mismo. Llamamos a dVg la forma de volumen de Finsler.

Con esta forma, podemos definir el volumen de un subconjunto abierto &4 C M
como

Vol(U) = /M V.

Aplicaciéon de las métricas de Finsler: El problema de navegacién.

Aunque vivimos en un mundo euclidiano, una métrica riemanniana tiene una
pequena desventaja: supone que moverse de una cierta forma es igual a moverse de
modo contrario. Pero sabemos que este no es el caso, no es lo mismo una piedra
cayendo por una ladera que subiendo la misma. En este contexto entran en juego
las métricas de Finsler.
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Supongamos que tenemos un bote navegando en un mar sin viento, y pensemos
al mar como R? con la métrica Riemanniana usual o del Ejemplo 2.2. El bote
estd parado en el origen y puede moverse en cualquier direccion sin restricciones.
Podemos modelar a R? por ToR? tomando coordenadas en la base canénica {a%i ’0}.

Bajo esta carta, dado v € ToR?, el ntimero H%H simboliza el tiempo que tardaria el
bote en llegar a v moviéndose en linea recta y a velocidad constante de norma 1.

Generalicemos esto por un momento. Tomemos M una variedad con h una métri-
ca riemanniana, y un punto p en M arbitrario. No podemos como antes modelar
toda la variedad por T),M pero si un entorno del punto, tomando la funcién expo-
nencial en el entorno donde es un difeomorfismo. Es més, la exponencial transforma
los rayos salientes del origen en geodésicas de la variedad, por lo que la interpreta-
cién de ||[v]] como el tiempo que se tarda en moverse por la geodésica desde p hasta
expp(v) a velocidad constante sigue valiendo. Como en este entorno las geodésicas
son minimizantes, es en realidad el tiempo minimo necesario para ir de p a expy(v).

Volvamos al ejemplo simple del bote. Supongamos que comienza a soplar un
viento leve modelizado por un campo vectorial V' (z) con ||V (z)|| < 1. Simplifiquemos
primero el ejemplo si V(x) = V constante. Sin este viento, si el capitan del bote
navegara con velocidad constante u, llegaria en un tiempo 1 hasta el punto u. Ahora,
con la presencia del viento, si el bote navega a velocidad constante u, en tiempo 1
llegara al punto u+ V. Luego, la estructura riemanniana ya no nos indica el tiempo
que toma llegar a un cierto punto, pues el viento modifica la forma en que los
elementos se mueven.

Sin el viento, los elementos de norma 1, notados por S, son los puntos a los que se
tarda en llegar en tiempo 1. El viento modifica esto, y los nuevos elementos a donde
podemos llegar en una unidad de tiempo son los del conjunto S + V. Queremos una
funciéon F' que sea idénticamente 1 en exactamente este conjunto.

Dijimos en el capitulo anterior, en la Observacién 1.18, que podemos obtener
dicha funcion F', pero que en general no serd una norma de Minkowski. Sin embargo,
para este caso particular, al ser el corrimiento de una bola euclidiana, obtenemos
que se cumple la condicién necesaria de convexidad fuerte.

Para mas informacién sobre este problema, se puede consultar la Seccién 4 del
Capitulo 1 de [5].

2.2. Conexion de Chern

Tomemos el fibrado tangente w : TM — M y consideremos la restriccién de
la proyeccién a m : TMy — M. Con ella, obtenemos el pullback del fibrado por
esta funcién, 7*T My, que sobre cada par (z,y) con y no nulo, pone una copia
de T, M. Podemos hacer lo mismo con el fibrado II : T*M — M, obteniendo el
pullback IT*T'Mj, donde sobre cada par (z,y) de T'My hay una copia de T} M.
Estas construcciones pueden considerarse como duales en el siguiente sentido: dados
(x,y,v) € T Moy, (z,y,0) € II*T' My, definimos (z,y,0)(z,y,v) = 0(v).

Tomemos una carta en TM, (z;,y;), donde (z;) es una carta en M e (y;) son los
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coeficientes en la base {B%i} de T, M. Luego, {B%i’ 8‘;} y {dz;, dy;} son marcos loca-

les naturales para T(T'My) y T*(T My). Llamamos VT M = <8iyi> el fibrado tangente
vertical, y HT*M = (dx;) el fibrado cotangente horizontal. Son subfibrados bien de-
finidos de T(T'My) y T*(T My) respectivamente. El fibrado IT*(T'My) es isomorfo a
HT*M, identificando naturalmente (x,y,0) € II*(T'My) con (x,y,0,0) € HT*M.
Usaremos esta identificacién indistintamente al operar con elementos de estos espa-
cios.

0
ox;

> . El conjunto
X

Podemos distinguir algunas secciones del fibrados 7*71T M. Notaremos como

a la seccién que a cada par (z,y) le asigna el elemento (:L‘,y, 8%1’

{8%1-} es un marco local de 7*1'Mj. Este fibrado tiene también una seccién canénica
T, definida como Y(z,y) = (x,y,y). En coordenadas, Y (z,y) =, yia%i.

Como dijimos al comienzo del capitulo, queremos presentar una conexién en el
fibrado T'My que llamaremos conexién de Chern. Estara caracterizada por ser libre
de torsién y casi métricamente compatible. La misma fue presentada por Shiing
Chern en su paper de 1943 [4].

Como comentamos en el capitulo anterior, en la Obsevacién 1.9 que podemos
definir una conexion a través de formas locales {w;} que se comporten bien en los
dominios comunes. La misma estard definida como en la ecuacién (1.1). Definiremos
primero, entonces, estas familias de formas locales, y con ellas la conexién de Chern.

Teorema 2.5 (Chern). Sea (M, F') una variedad de Finsler de dimensién n. Dados
{ei} un marco local de ™ TMy y {w;} su marco dual de II*T' My, existen unicas
1-formas {w'} de T My tales que:

n
dw; = Z wj A w; (Libre de torsién) (2.2)
j=1

n
dgij = Z (gljwll- + gz’le- + 2C’ijlwn+l) . (Casi compatible con la métrica) (2.3)
=1

Donde wy4; = dyi+>_, thfl, Ciji son los coeficientes de Cartan y g;j los coeficientes
de la forma fundamental.

Observacién 2.6. Notar que estamos realizando un wedge entre formas de fibrados
distintos, pero las condiciones estan bien definidas por la identificacién de IT*(7'My)
y HT*M, es decir, podemos realizar wedge entre 1-formas de T' My y secciones del
fibrado II*(T'Mp).

Demostracion. La estructura de esta demostracion es bastante usual. Veremos que
las condiciones impuestas permiten expresar a las formas en funcién de la métrica
F' y sus derivadas, por lo que estan definidas y de forma univoca.

Tomemos el sistema usual de coordenadas de 71T M definido al principio de la

seccién, e; = %, y su marco dual w; = dz;. Podemos expresar a las formas wj en
k2
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coordenadas de la base {dxz;,dy;},
wj = Z [pday + Z Bikdyr-
k=1 k=1
Reemplazando en (2.2),

0 =d(dz;) = dej A wé = ZF;kdxj Adxy + Zﬂ;kdl‘j A dyp.
J J:k J:k
Luego, ﬁ;k =0y, como Ql wedge es anticonmutativo, F;k = F};j para todo i, j y
k. Tenemos entonces que wj = 3, I'j; dxy. Reemplazando en (2.3), dgij; es igual a:

> |9 (Z Fékdxk) + gil (Z Tﬁkdxk) +2Ci5 | dyi + ) _un (Z Fﬁlkdl‘k)
! K k h k

9gi; 8gi; . . .
A su vez, dg;j = >, D, dri + Dy dyg. Si llamamos Nj = ), ypl'j),, reem-
plazando en la ecuacién anterior y reordenando las sumatorias, obtenemos:

90 90
Z agw dxy + Z agw dy, = Z (Z gljl“ék + gilFé-k + 20,-le}€) dxy
k. OTk k. Yk Ko\ I
k
Igualando coordenada a coordenada,
agij
= 2C; k.-
3yk ijk
Oa
ai’; =" gl + gally + 2Ci; N}, (2.4)
l

Mientras que la primera ecuacién ya era conocida, la ecuacion (2.4) nos da nueva
informacién. Si permutamos los indices, sumamos y restamos, obtenemos:

9gjk  Ogri  0gij l l z
- = Tl 4 gaTL. + 20, N
al’i + Ga:j 8xk Zl:glk Je + 95t ki + F1RAR

+ quilhj + grllj + 2Cka N,
— g0 — gal — 2Ci Ny
Como gij = gji y Fﬁj = Féi, la ecuacion queda:

gk Ogri  0gij ! I ! !
o T o, Oy = zljzglkrij + 2051 Nj + 2Cky N — 2C;5 N
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Despejando T, nos queda el sistema

Z]’

9gi  Ogri  Ogi;
29T = <a; 90, day ) 2 O+ GV = O
h

Como (g;;) define un producto interno, es una matriz inversible. Multiplicando
por su inversa (g*),

1 Ogjk | Ogki  0gij
L= g% — =) = g" | Y Cja N w NI —CiNP |
0T 250 (axi+axj oy, ) 9\ 2 Carn N Chandy = Gl

(2.5)

Luego, si podemos expresar N; en funciéon de F', terminamos la demostracién.
Multiplicando (2.5) por y; y sumando en i:

1 dg; Ogri  Oy;
Z%%:Zzglk<ag§f+ o0, - gj) Zg Cin (ZN y)

ik

Los otros términos desaparecen pues Y, Cnyi = 0, como vimos en (1.7). Defi-
niendo G" = 5 Y N y; v reemplazando en la ecuacién anterior, tenemos que

1 Ogjk | Ogki  0gij
Nl- _ Lok ' i 1 i — ) lkC- Gh. 2.6

Como antes, si expresamos G en funcién de F, terminamos. Multiplicando (2.6)
por %yj y sumando en j:

3= 3 g (G G vy - (Z“)
j (A

i,k
Como Zj Cirnyj = 0,
1 89' 0 i 0 i
al = Zglk< ik | O9ki gj)yiyj. (2.7)

ik 4 81’2 8$j 89:k

Finalmente, completamos la demostracién. Podemos obtener férmulas explicitas
de N; reemplazando G” en (2.6), y de F;k reemplazando N; en (2.5). Obtenemos
Para terminar, habria que probar que las formas se comportan bien a través de
los cambios de coordenada, pero la cuenta queda para el lector y no la haremos
aqui. O
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Las funciones locales Fék se denominan simbolos de Christoffel. Las funciones
locales N]lf se llaman coeficientes de la conexién de F, mientras que G" se llaman
coeficientes del spray de F.

Con estas formas que hemos conseguido, definimos la conexién de Chern V en
el fibrado 7*T'M. Dados X = 3=, X;(x,y)e; seccion de 7*T'M y v € Ti, )T Mo,

Vo X = Z (dXi(v) + Zij§(v)) ei.

La conexién de Chern se caracteriza por ser libre de torsién y casi métricamente
compatible como definimos en (2.2) y (2.3). La torsién nula estd codificada en el
hecho que las formas de la conexién tienen coordenada dy; nula. La conexién V es
también libre de torsion en el siguiente sentido, similar a la conexién de Levi-Civita
en métricas riemannianas.

Proposicién 2.7. Sea (M, F) una variedad de Finsler y V la conexion de Chern
asociada a F. Consideramos p : T(TMy) — 7 TM morfismo de fibrados definido
por p(%) = 8%1 y p(%) =0, es decir, actia como la identidad en TyM y como la
funcion nula en T, T, M. Dados X,Y € C*(T(TMy)),

Vx(pY) = Vy(pX) = p([X,Y]).

Demostracion. Supongamos que X =), Xia%i—i—zi O‘iaiyiv Y=>, }Qa%i—i—zi 61»8%1,.
Luego,

Vx(pY)—Vy(pX)=Vx (Zy;ai) —Vy (Z X’ai)

0 0

=> (in(X )+ 2 Yiwi(X )) I (dXAY) + Zij}-(Y)) o

= 3 (@V(X) — dX(Y)) -+ 3 (Y () — X (1)

= p([X,Y]) + 3 (Yie (X) = Xje (V).

Veamos que el término de la derecha es nulo para terminar. Teniendo en cuenta
que dog(X) = Xy y dg(Y) = Yy,

> (Y (X) = X)) = 30| Vi | D0 Tjuda | (X) = X; | STy | (¥)
V) 1,] k k
=3 T0Y; X, - T4 XY =) T4V X — X;Y5).
1,9,k .5,k
Como el sumando de indice jk es el opuesto al de indice kj (pues los simbolos
de Christoffel son simétricos en sus subindices), la suma es nula. O
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La casi compatibilidad de la métrica también se puede expresar en términos de
la conexion.

Proposicién 2.8. Sea (M, F) una variedad de Finsler y V la conexién de Chern
asociada a F. Consideramos p : T(TMy) — 7T M morfismo de fibrados definido
en la proposicion anterior. Dados U, W,V € C*>(T (T My)),

Wigy(pU, pV)) = gy(VwpU, pV) = gy (pU, Vw pV') = 2Cy(Vwy, pU, pV).
Demostracion. Supongamos que U = ), Uia%i—i—zi aia%i, W=> Wia%,-"'Zi 71'8%1-7
V= Zivia%i +3 Bia%i. Luego,

W(gy(pU, pV)) = 9y(VwpU, pV) = gy(pU, Vi pV)

=W (ZgsziVj) —gy | > (dUi(W) + Zw,g(W)Uk> 82,&/
k 7

1,J %

—oy | UX2 (dw<W>+sz<W>Vk> 3
i k v

=" (dgij(W)U;V; + g5 dUs(W)V; + gi5UsdV; (W)
i,

- g (dUi(W) + Zwlic(W)Uk> Vj
i k

- 9iUi (de(W) + Z‘%(W)Vk)
i k

= dgi;(W) = gijwr(W)URV; = > 9ijw, (W)U Vi
2, 1,5,k 0,5,k

=Y (dgij(W) = gl (W) — Zgikwf(w)) U:V;
0 ! k

= Z 2C;jpwn k(W)U V;
ik

= 2Cu | dye(W) + > ypwi (W) | UiV
1,7,k k
= 2Ci(Vwy)rUiV; = 2C,(Vwy, pU, pV).
1,7,k
O

La conexién de Chern acttia solamente sobre secciones de 7*T' Mjy. Sin embargo,
podemos extenderla a cualquier tensor sobre este fibrado. Recordemos que hemos
definido los fibrados de tensores en el Ejemplo 1.7.
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Si f es una funcién diferenciable, definimos V,(f) = df (v).

Supongamos que tenemos un marco local {e;}, tal que V,e; = 3°; wi(v)e;. Tome-
mos {w;} el marco dual a {e;}. Podemos definir V,w; = — >, wk(v)w;. Extendiendo
linealmente, queda definida la conexién de Chern para una 1-forma arbitraria.

Una vez definida en formas y campos y funciones diferenciables, podemos ex-
tender la conexion a todo tensor como una derivacion. Por ejemplo, si 17" es un
(0,2)-tensor, T' = 3=, ; Tjjw; ® wj:

Vo(T) = Y (dT3(v)w; © wj + Tij(Vowi) @ wj + Tije; ® (Vowy)) -
Z’hj
Ejemplo 2.9. Calculemos la conexién aplicada al tensor g.

1,

Vug =V, Zgijdxi ® dxj)

= dgm Z kW Z gzkw ) dr; ® dxj

1,

= Z QCijkwn+k(v) dx; ® dl‘j.
ij \ k
Definamos G un campo en T'My, G = >, yia%i -2 Gia%i. G se denomina el

spray inducido por F. Las funciones G! son homogéneas de orden 2 en su segunda
coordenada:

0g;k OGki _ 0Ogij N
Gl(z, \y) = Z —g"*(z, Ay (8 (z, /\y)+3xj (z, \y) 8xk(a¢,Ay) AYi Ny

7.77

1 gk Ok 0gij
2 lk 7 _ J .
= A % (am (z,y) + o2, (z,9) Pe, (,9) | viy;

= NG'(z,y),

pues como ya vimos en la Proposicién 1.10, los coeficientes de la forma fundamental

son invariantes por reescalas en la segunda coordenada, y por ende también los

coeficientes de su inversa y las derivadas en funcion de las primeras coordenadas.
Veamos otra forma de escribir los coeficientes del spray. Teniendo en cuenta que

oF? _ 09i; 0% F? _ 94;
dx; Zi,j amlj YiYi ¥ Dk Doy Yk = Zi,k 237,2%%7

i1 u O*F? OF?
¢ = Zzl:g ( - axkaylyk_ ox; |- (2:8)

Observacién 2.10. Un campo diferenciable G en T'Mj de la forma

d ;0
G:Zyia—%—QZG B
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con G* funciones homogéneas de orden 2, se denomina spray en M. No todos los
sprays son inducidos por métricas de Finsler, por lo que un spray es una estructura
mas general. A partir de un spray podemos definir la nocién de geodésica, campos
paralelos a lo largo de curvas y transporte paralelo.

Veamos que podemos expresar los coeficientes de la conexién en funcién de los
coeficientes del spray.

Proposicién 2.11. Sea (M, F) variedad de Finsler, G* los coeficientes del spray de
Fy N; los coeficientes de la conexion de F. Entonces,

- OG!
Ni —
77y,
Demostracion.
0G' 1 L Oghi N g Ognr | O 9 ()
0y, 4l,k,h Oz,  Oxp ox; ) 0y;

+ 1 il 8 aghl _|_ a 8glk a 8ghk’
4l,k,hg Oz, \ Oy, Oz, \ 0y Oy y; YUk

1« 99" (dgn n 991k Ognk
454 ﬁyj Oz  Oxzp  Oxy Y-

Veamos cuanto da cada sumando. El primero queda:

g O9m 3glk _ Ognk\ O
l 3 h aiL'k 6%’[ 8yj

(Ynyr)

9g9;. | O 9gjk i (09 |, Ogi;  Ogn;
zk: <al‘k al‘j 8:70; e+ lzh:g 8:1:]' + (%h al’l Yh

Z 39;1 o9k Ogjk
Ik 8xk 8xj 8xl Yk:

pues las dos sumatorias son iguales cambiando k por h.

La segunda queda:

S gt 9 (9gnm n 9 [ Ogu 9 ([ Ognk -
Cih Oxy \ O0y; Oxp, \ Oy; Oy 0y

_ Z 24 (880hzg 880lkj B 3C’hkj> T
i T, oxy

pues >_; Ciry; = 0 por (1.7), en cada uno de los indices.
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/7 . . . Zl
Para computar el Gltimo sumando, necesitamos primero obtener %. Para ello,
J
usaremos el lema de algebra lineal que enunciamos en el Lema 1.23.

dg™ 99" Ognm i ml
5= =2 (=2)9"" 9™ Crmj.
;i Ognm Oy %:n "

Reemplazando en el dltimo sumando,

g™ dgn n g Ognk
ay; \ Owy, 0w, o ) M

L,k,h

; Ogm . gk Ognk
= Z (=2)g"" g™ Crn; (8 + 9z 9 YnYk
Lkhmn Lk Zh Zi

Ogm . Ogik  Ognk
Z g Cm'n,] (l% (axk + 8xh 8[13[ YnUk
-8) Z G Crnj G™.

m,n

Juntando los tres sumandos,

oGt 1 (091 Ogu  Ogjik ; ;
_ ? _ —92 mn i mo__ NZ-.
8y] Z <8xk 0z oz, Yk 7;19 CmnG J

O]

Como los coeficientes del spray son positivamente homogéneos de orden 2, y los
coeficientes de la conexién se obtienen derivando los mismos, podemos concluir por
la Proposicién 1.12 que los coeficientes de la conexién son positivamente homogéneos
de orden 1, es decir,

Nj(z, Ay) = AN} (x,y).
Definimos los coeficientes de Landsberg:

A el .
rio— 2% i 2.
* T dyoy, * (2.9)

Es obvio que son simétricos en sus subindices. Llamamos tensor de Landsberg a
L= Z L ® dzr; ® dxy,.
ijk

Podemos expresar a los coeficientes de Landsberg en funciéon de los simbolos de
Christoffel a partir de la proposicién anterior.

oG"
= .7\/vZ I
8% Z e
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Derivando nuevamente en funcién de yg,

92Gr or .
=3 Iy + T
Oykdy; 7 Oy
Luego,

) ore,
Para simplificar algunas cuentas vamos a introducir un campo en T' My,

5o ;0
M_ﬁwz‘_zj: "oy

Asi, por ejemplo, el spray de F' queda descrito més simple como G'= 3, yié%i‘
Introduciremos también un campo dual en T My, que ya hemos usado antes,

Sy = dyi + Y Nida;. (2.10)
j

Notemos que la base {dxj, dy;} es dual a la base {%, 8%]}

2.2.1. Ecuaciones de Estructura

Pasamos a realizar algunos cédlculos sobre los elementos ya definidos, para llegar
a alguna nocién de curvatura.

Dado {e;} un marco local para un fibrado y {w;} su marco dual, ya definimos en
el capitulo anterior las formas de curvatura para una conexién como

i g0 koo i
Q0 = dw; ij A wy.
k
Tomando la conexién de Chern y diferenciando la condiciéon de torsién nula

pedida para las formas de la conexion, llegaremos a algunas identidades para las
mismas:

0:d2wi:d(2wj/\w§) :Zdwj/\w;—wj/\dw;»

j j
:Z (Zwk/\wi) Awji —wj A (Q;—Fij /\w,’g)
i\ k k
:—ij/\Q}—FZwk/\wi/\w;—ij/\wj A wy,

J g,k gk
_ . ¢
==D wi A,

J
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pues el segundo y tercer sumando son la misma sumatoria, intercambiando los indices
Jjyk.
Obtenemos asi la que se conoce como la primera identidad de Bianchi,

ij/\Q;:O'
J

Al ser 2-formas en T My, podemos escribir a las formas de curvatura como com-
binacién lineal de los wedge de formas w; A wj, w; A Wpyj ¥ Wnti A wpej, donde
Wntj = dYj =+ 2 Yk

Q; = Z §R;leL)k A wy + Z P;leL)k A Wn+1 + Z Q;klwn+k A Wn+1y (211)
k,l k,l k,l

donde pedimos la condiciéon R; Kl = —R;lk y Q;kl = —Q;lk, para tener en cuenta la
anticonmutatividad del wedge.

Reemplazando en la primera identidad de Bianchi,

O:ij/\Q;

J
1 . .
=Y §R;kle Awg Awp+ Y Phywi Awg Awngr + > Qhywi A Wik A wpip.
ik Gkl Gkl

Cada sumatoria tiene formas de distinto ”tipo”, por lo que cada una debe anu-
larse. De esto podemos deducir algunas identidades sobre los coeficientes.

Como ;1 Qékle A Wpak N\ Wty = 0, es necesario que Q}kl = Q;lk. Luego,

como pedimos también que estos coeficientes fueran anticonmutativos, tenemos que
i
De forma andloga, >, ., ijle A Wi A wpyp = 0 implica que P]?kl = P;lk
Finalmente, como la primera sumatoria se anula, R;kl + R};l i+ R}'jk = 0.
] . 1 i A
Resumiendo, Qz =2 ki ER}klwk ANwp+ 2k Pj?klwk A Wp .
9 .

Supongamos ahora que {e;} = {z-}, wi = da; y wpti = dyi + 32, Yaw), = 6y,
que definimos en (2.10). Para estos marcos, las formas de la conexién son wj
Dok Fz-kdxk. Luego,

or
ik dy; A dxy,.
Oy

. . oI
dwt =Y dUl A day = 8331’“ dwy Adxy +
k k.l k,l
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Calculemos las formas de curvatura.

Z i day A dy, + Z L dyl Adzy — > ThTjdo A dzy,
Iy i kLR

k,l

Z i dyl A dy +Z ajk (Z thxh> A dy

_Za

c’)F}k
kel Ui

or’ |
Z Nyday | Aday+ 7 =22 day A day — 3 ThThyda A de
el 9% klh

%

Ly,
L Sy; A dxy, +
kz gy o e+ 3 | ;
Podemos comparar los coeficientes para encontrar R;kl y P! ikl Es directo que
, ri
P]?kl = —WZ’“, pero hay que recordar que pedimos como condicién que Rjkl fuera
anticonmutativo en k y [, y nada indica que como estdn en la combinacién lineal
lo sean. Esto se arregla facilmente, restando los coeficientes simétricos y dividiendo

por dos Notar que es por esto que en (2.11), estos coeficientes estan multiplicados
por § Finalmente,

ZF Phk) da}'l A dxk

) dag Ay + Y ( +Zr Fhk> day A dzy.

k,l

i 8F§k
Piu=-—2 (2.12)
4 (5FZ oT .
) Jk h i
I Son oz ZF Eh:rjkrhl- (2.13)

Definimos QF = dwn i —Zj Wntj /\w}, la parte esencial de las formas de curvatura.
Diferenciando w1,

O = d%y; + Z (dyk A wh 4 ypdwl, — wWnpk A w;)
k

:Z (wn+k—2ylwl’“> /\w,i%—Zyk ( Z+Zw§€/\wf) —an+k/\w,i
k l k l

k
=y
!
(2.14)

Como hicimos con las formas de curvatura, podemos expresar a las partes esen-
ciales como combinacién lineal de w; A wj, wi A wWntj ¥ Wnti A Whaj

Z Rklwk A\ Wi + Z Pk‘lwk AN Wn+1 + Z lewn+k A Wn+1y
k,l k,l k,l
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pidiendo, como antes, que Ri;l = —Rfk y Qfd = —ka.

Usando (2.14) y la escritura en coordenadas de las formas de curvatura, obtene-
mos que R =3~ ijé'kb Py=2%; yjpfk;l y Qp =0.

Volvamos a suponer que {e;} = {6%2}’ wi = dx; ¥ Wnyi = 0y; y wy = 3op, Ijpdag,
y calculemos la parte esencial de la curvatura.

. ort
Sabemos por (2.12) que Py = _W]zk' Luego,
. . ore, .
Py =Y yiPu= —Z?inay]l = —Ly,
J J

donde L%, son los coeficientes de Landsberg definidos en (2.9).
También sabemos por (2.13) que
, Z or or . .
Tk h gk h i h 1
Nj'—— T, — Ty,
ikl = Z kayh 9z, +Zh: L ayn +Xh: Gk nk Xh: kL hi
Luego, contrayendo contra y;, obtenemos

8FZ

<> o)

8Nl

i 2.1
R MVLED LS WYL S e N
= 3:13; &Elk +;Nlh(Fhk+Lkh) *;NS(FMJFLM)
ON} aNk haNk nON;}
- NPEL
Oxp  Oxg Z Z 5oy

h

Como los coeficientes de la conexion pueden expresarse en funcién de los coefi-
cientes del spray, tambien los coeficientes Rj;, por lo que dependen sélo del spray
de F.

Para terminar, definimos R}, = 3,y Ri, = 2 yjle;-kl, y el tensor de Riemann
como

R = Z RZ@Z‘ X Wi
ik

Como los coeficientes R};l solo dependen del spray, lo mismo vale para R}C y el

tensor de Riemann. Contrayendo (2.15) con y;, obtenemos una férmula explicita
para R};.

es oG DG
_ ) 19 Gh 2.16
zl:yz ox 0y, Oz, Z 3yh3yk Z Oy Oyn (2.16)
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El tensor de Riemann es uno de los objetos méas importantes de la geometria de
Finsler, pues mide la curvatura de una variedad de Finsler. En los proximos capitulos
desarrollaremos mas este tensor.

2.3. El Caso Particular de los Grupos de Lie

En esta seccién estudiaremos el caso particular de un grupo de Lie. Se supondran
conocimientos basicos sobre los mismos, y por cualquier consulta puede referirse a
[14].

Tomemos (M, F') una variedad de Finsler, y supongamos que M es un grupo de
Lie, que notaremos como G. Decimos que la métrica F' es invariante a izquierda si

F(g.y) = Fle, Ly, (1)), (2.17)

donde e es el elemento neutro de G, y L, es el difeomorfismo definido como multi-
plicar a izquierda por el elemento g.

Bajo estas hipétesis, podemos pensar a la métrica como una norma de Minkowski
en T,G trasladada a izquierda a cada espacio T,G. Ademéds, como todo grupo de
Lie es paralelizable, podemos dar un marco global de 7*T'Mj. Dada {e;} una base
de T.G >~ G el algebra de Lie de G de campos invariantes a izquierda, definimos
ei(z,y) = (z,y,ei(x)). El conjunto de estos elementos es el marco global de 7*T M.
Notaremos estos elementos indistintamente.

Es facil ver que F' no depende del punto en G. Tomando nuevamente {e;} una
base de G, cada y en T,G se escribe como »_,; y;e;(g). Ademas, Lg* (y) = X viei(e).
Por la invarianza a izquierda,

F(g, Zylel (e Lg* . Zyzez

Luego, las derivadas de F', de los coeficientes de forma y de las cantidades defi-
nidas en la seccién anterior en funcién del punto de la variedad son nulas. Es decir,
son constantes en la variedad y s6lo dependen del elemento tangente.

Por todo esto, podemos calcular todas estas cantidades explicitamente a nivel
del algebra de Lie.

Nuevamente, elijamos {e;} una base de G, {w;} su base dual y {w;} las formas
de la conexiéon de Chern para este marco. Definimos las constantes de estructura )\;- i
como

lej, ex] Z )\jkel

Lema 2.12. Dados {e;} y {wi} como antes, vale que

dw; = Z)‘kaﬂ A W
]k
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Demostracion. Escribiendo a dw; en coordenadas, tenemos que dw; = >, 1 cé Wi AW
pidiendo que c;-k = —c}cj para tener en cuenta la anticonmutatividad del wedge.
Luego, dwj(ej,e) = 2c§~k.

Sabemos que para cualquier 1-forma w vale que

dw(X,Y) = Xw(Y) - Yw(X) - w([X,Y)).
Aplicando esto a dw;,

2¢hy, = dwi(ej, ex) = ej(wiler)) — ex(wiles)) — wi[ej, ex))
= e;(0ik) — ex(dij) —wi(d_ Niper) = =Ny
l
Notar que las funciones § son constantes, por lo que si les aplicamos un campo

: i =1y : .
se anulan. Finalmente, ¢}, = =A%, obteniendo lo que queriamos. O

Por la torsion nula, dw; = >, wj A w;-, con w;- = F;kwk. Aplicando el lema,
obtenemos

j?k j?k‘

Para continuar necesitamos primero el lema de Cartan. Para una demostracion
del mismo, puede leerse el Teorema 3.4 de [3].

Lema 2.13. Sean {vi,---,v,} conjunto de vectores linealmente independiente, y
{wy,- -+ ,w,} conjunto de vectores, tales que

r
ZUZ' A w; = 0.
=1

Entonces, w; = 3 ;_1 a;jvj, con oyj = ;.

Para aplicar el lema a la igualdad anterior, debemos reordenarla.

1. ,

ij A 5)‘3‘1&% = ij A ZI‘;-kwk .

j k j k
Luego,

i Ly

ij A Z(ij + B jk)wk = 0.

j k
Usando el lema de Cartan, Zk(f‘;k + 3 3k)wk =>u Tjkwk con T;k = T,ij. Agi,

comparando coordenada a coordenada, Fj-k = %A;k +T;k Luego, F}k — F};j = —)\}k
y I + Ty = 215, — Ay
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Expresemos la casi compatibilidad con la métrica, teniendo en cuenta que g;;
sélo dependen de y.

Z 2C;kdyr =Y griThwr + Y gl o + z 2Ckdyr, + > 2C;kynl -
kel kel kol

Recordando que le => yhle y GF = %Zl lelk, nos queda que

Z (Z gkjrfl + gikrﬁl + QCijkle> w; = 0.

l k

Luego, cada coeficiente es nulo, es decir

> g Thi + gkl 4+ 2Ciu N =0
k

para cada .
Usando el mismo truco que en la demostracién del teorema de Chern, intercam-
biando indices, sumando y restando, nos queda que

> g (T —T5) +9ik (T8 +T5) + gra (T —T%) + 2035, NF +2C30, NJ —2C, NF = 0.
I

Reemplazando por lo obtenido con el lema de Cartan,

> 2005 — gii i — gir Al — gy +2C5e NF + 203, NF — 2C15,NF = 0. (2.18)
k

Contrayendo con y;, y teniendo en cuenta que -; Cjjry; = 0 para cada uno de
los indices,

> (QQikNl ngy Y — Zgzk)\l]y] ngz)\ijjJr‘lCuka) =0.
k J

Contrayendo con y;, y teniendo en cuenta que }_;; )\?lyjyl = ( por la anticonmu-
tatividad de los subindices,

> (492'ka -2 ngjkﬁyjyz) =0.
k Iy

Pasando para el otro lado de la igualdad y multiplicando por (¢*/) la inversa de

1
Gh = 3 > gug™ " Njyiv;.
i7j7l?h
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Sustituyendo y multiplicando por (g%),
N (Z Neg¥i + 2 g Nojys + D 959" My — Y 49" ChjnG? ) :
jvlyh’ ])l’h h7-7

Podemos también obtener una férmula explicita para I'
(2.18).
Nuevamente podremos expresar a NN en funciéon de G°.

oGF 1 ; ; j
oy, 2 (Z 9" " Ny — Y. 20" Crjigrng” N yrym + > gjhng)\gl)

7 reemplazando N,i en

i.3:h hi,g,8,mm h.s.3
1
— Nk ko
=Ny — 52)\”%-
J

Hemos terminado de determinar la conexién de Chern. Calculemos ahora las
formas de curvatura.
Recordemos que definimos la parte esencial de las formas de curvatura como

Q' =dwpy; — an+k A wi,
k

con Wy = dyr + > yzwli =dyg + > Nliwl'
Reemplazando,

=Y d(Njwi) = Y wngr A [ D Thw
k k l
ON} . ON? .
= Z (Z _Néﬁiylk + ZNlTék) wj A\ wg — Z (J - ij) Wi A Whpk-
gk o\ 1 l

7 Oy,

Luego, los coeficientes quedan

= — ZN ZNka“rZN;F —- > NT},
l
- leaNk NG - S N
l
% 3N; )
jk = = Tyk_ ki | >

Q' =0.

Finalmente, los coeficientes de Riemann son

R, = Xk: ek = Z 2G’“ Z NNk - %: NiXy + 37 NEX . (2.19)

k.l

laNk
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Hemos calculado entonces todas las cantidades en funcién de F' y las constantes
de estructura de G. En los proximos capitulos ampliaremos mas sobre el uso de estas
identidades.



Capitulo 3

Geodésicas y Transporte
Paralelo

En éste capitulo veremos algunos aspectos mas geométricos sobre las métricas
de Finsler: el concepto de geodésica y transporte paralelo respecto a la conexion
de Chern asociada a F. Empezaremos recordando el concepto de spray definido en
el capitulo anterior, a través del cual definiremos geodésica y transporte paralelo.
Veremos qué propiedades podemos inferir cuando el spray proviene de una métrica
de Finsler.

Para un estudio mas extenso del tema, se puede referir a los Capitulos 3 y 4 de
[5].

3.1. Geodésicas

Recordemos la definiciéon de spray del capitulo anterior. Dada M una variedad
diferenciable, un spray es un campo diferenciable G en T'M; de la forma

0 : 0
G= Zyia—m —2ZG2(w,y)8yi7

con G* funciones positivamente homogéneas de orden 2 en la segunda coordenada,
es decir, G*(z, \y) = A\2G¥(x,y) para todo A positivo.

Dada una variedad M y un campo X en M, una curva v : (—¢,&) — M se dice
curva integral de X si satisface que X,y = §(¢).

Supongamos que v : (—&,e) — TMj es una curva integral para G. Tomando
coordenadas, v(t) = (z;(t),y;(t)) debe cumplir que

i(t) = yi(t); yi(t) + 2G'(x,y) = 0.
Una curva diferenciable o : (—e,e) — M se dice geodésica de G si el levantado

canénico y(t) = (o(t),d(t)) es una curva integral de G. Luego, tomando coordenadas,
una geodésica debe cumplir que

Gi(t) + 2GY(o(t),5(t)) = 0.

93
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Podemos deducir facilmente el siguiente lema:

Lema 3.1. Dada (M, F') una variedad de Finsler, x en M yV en T, M, existe inica
curva geodésica o tal que o(0) =z, 6(0) = V.

Demostracién. Tomando coordenadas en una carta (U, ), queremos una curva o
que cumpla

Gi(t) +2G'(a(t),5(t)) =0
a(0) = p(x)
5(0) = pu V.
Por el teorema de existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones diferencia-

les ordinarias, existe tal curva o. Para conseguir la geodésica en M, simplemente
tomamos ¢ 0. O

Recordemos que toda métrica de Finsler F' induce un spray G donde las funciones
G" estan dadas por (2.7), es decir,

1 99ik | Ogri _ 9gij
Gl — - lk J v Y e
Z,]z;g 49 81’2 + 8$j 81‘k Yili

Las geodésicas de este spray G se denominan geodésicas de F'. Veamos qué pro-
piedades cumplen.

Proposicién 3.2. Sean (M, F') una variedad de Finsler y o una curva diferenciable
en M. Si o es una geodésica, entonces tiene velocidad constante, es decir,

F(o(t),o(t)) = constante.

Demostracion. Veamos que el cuadrado de la velocidad es constante. Sabemos por
(1.4) que F?(z,y) = >_i.j 9ij (%, y)yiy;. Componiendo con la curva y derivando,

;ZLL(FQ( (t),0(t))) = d (Zg’] o, 0’)0’10])

12%)

= Z ( gU O'la‘]O'k + Z Em O‘ZO'JO'].C + 291301@) .
i k

Resolvamos cada sumando. Es bastante directo que el segundo sumando es nulo,
pues

i,k 1,5,k Jisk

dg;
Z agylj 0i0j0) = Z 204000 = Z 2007, (Z Czjkyl) (0,0) = 0.
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Reemplazando con (2.4), el primer sumando queda

Z gszﬂalojak + gmjfgzdidjdk + QCZ]mN]ZnO'ZO']O'k

Z'7j7k7m
= Y gimNJ"0i0; + gniN["Gi05 = Y 20imGiG™ + D 2Gmi0 i G™.
i7j’m i7m j?m

Como las dos sumatorias son iguales salvo un cambio de indices, el primer su-
mando queda igual a 43, ; g;;0;G”. '

Como o es una geodésica, tenemos que ¢; = —2G", por lo que el tercer sumando
queda igual a —4g;;6;G?, que es lo opuesto a lo que quedé el primero. Luego, F(o, &)
es constante, y como F'y o son continuas, también lo es F(o, ). O

Una métrica de Finsler ' en una variedad M se dice positivamente completa
si toda geodésica se puede extender a una geodésica definida en un intervalo de
tipo (a,+o0). Respectivamente, se dice negativamente completa si toda geodésica
se puede extender a una geodésica definida en un intervalo de tipo (—o0,b). Se
dice completa si lo es positivamente y negativamente. Siempre supondremos que 0
pertenece a los intervalos de definicion de las geodésicas.

Supongamos que (M, F) es una variedad de Finsler positivamente completa.
Podemos definir, a partir de las geodésicas, una funcién natural exp, : T,M — M.
Dado un vector y en T, M, notamos a o, a la geodésica que pasa por x en 0 y con
velocidad y. Por la completitud, podemos suponer que o, existe en 1, y definimos
expy(y) = oy(1). La funcién exp, se denomina la exponencial en x.

Notemos que como las geodésicas son soluciones de una ecuacion diferencial
ordinaria, no sélo son C'*° en la variable ¢, también lo son en funcién de los valores
iniciales. Por lo tanto, la funcién exponencial es diferenciable tanto en x € M como
en y € T, M.

Lema 3.3. Sea (M,F) una variedad de Finsler positivamente completa y oy la
geodésica que pasa a tiempo 0 por un punto x de M con velocidad y. Entonces,
Osy(t) = oy(st) para cada s positivo.

Demostracion. Por la homogeneidad de G tenemos que
[o:(st)]" + 2G* (o (st), [o(st)]) = s%6i(st) + 2G (o (st), s (st))
= 526,(st) + 252G (o (st), 5(st)) = 0.
Ademés, [o(st)] (0) = s6(0) = sy. Luego, o(st) es solucién de la ecuacion diferen-

cial ordinaria con valores iniciales o(0) = x, 6(0) = sy. Por unicidad de soluciones,
es la geodésica ogy. O

Observacién 3.4. Por el lema anterior, para cada t positivo,

Uy(t) = Uty(l) = exps(ty).

Notemos que, como la homogeneidad de F' s6lo vale para valores positivos, y en
consecuencia también la de las funciones G*, esta igualdad no vale en general para
t negativo.
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Tal como sucedia en métricas riemannianas, la exponencial es un difeomorfismo
local en el origen de T, M.

d

Capr.n(0) = 0 (expa(tn))(0) = (01 (1))(0) = - (0u(6)(0) = 5u(0) = v

Como exp;,, es un isomorfismo, exp, es un difeomorfismo local en el origen.
Notemos que la cuenta anterior nos dice que la funcién exponencial es C! en el
origen de T, M.

Veremos ahora que, como sucedia en métricas riemannianas, una curva que mini-
miza la distancia entre dos puntos, definida en (2.1), debe ser bajo ciertas hipétesis
una geodésica. Para ello, definamos la primera variacién de la longitud de arco.

Decimos que una curva o : [a,b] — M es admisible si es C* a trozos y para cada

t; donde la curva no es diferenciable, existen
o(t;) = lim &(t); o(t) = lim &(¢).
t—t; totf

Dada o : [a,b] — M una curva admisible, una variacién C* a trozos de o con
extremos fijos es una funcién continua H : [a,b] X (—&,&) = M, C* en (t;,t;+1) X
(—e,€), donde (t;,t;+1) son los intervalos de diferenciabilidad de o, tal que H(¢,0) =
o(t), H(a,s) = o(a) y H(b,s) = o(b). Llamamos campo variacional de H a V(t) =
dH
ds (tv 0)

Proposicién 3.5. Sean (M, F') una variedad de Finsler, o : [a,b] — M una curva
admisible en M y V : [a,b] — T M tal que V(t) € T,M, y sélo se anula en los
bordes. Fxiste entonces H una variacion C* a trozos de o con extremos fijos tal
que %—Ig(t,O) =V (t).

Demostracion. Definamos H(t,s) = exp,u)(sV(t)). Es una funcion C* en cada
(ti,tir1) x R\ {0}, C' en s = 0, por la diferenciabilidad de la funcién exponencial,
y H(t,0) = expy()(0) = o(t). Ademds,

dH

= (60 = d%(efvpgm(sV(t)))(t, 0) = expo(r).,(V(8) = V(?).

Finalmente, evaluada en los extremos,
H(CL, S) = €TPg(a) (SV(Q)) = €TPg(a) (0) = O'(CL),
y de forma andloga en b. O

Llamemos oy a la curva H (t, s) con s fijo. Con esta notacién, definimos la funcién
L(s)= [ f F(os,0ds)dt,. Luego, que o minimice la distancia entre sus extremos implica
que L'(0) = 0 para toda variaciéon H.

Proposiciéon 3.6. Sean (M, F) una variedad de Finsler, p y q dos puntos en M
y C una curva admisible en M que une los puntos p y q tal que d(p,q) = Lp(C).
Entonces, cualquier parametrizacion con velocidad constante de C' es una geodésica.
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Demostracion. Tomemos una parametrizacién o : [a,b] — M de C con velocidad
constante F'(o,6) = A positiva. Dada una variacién H arbitraria de o con campo
variacional V (t), como minimiza la distancia entre p y ¢, tenemos que L'(0) = 0.
Calculemos esta derivada y veamos qué conclusiones podemos sacar. Tenemos que
L(s) = f;F(as,dS)dt = f;F(H(t, s), dgf(t s))dt. Notemos que %(t,s) puede no
estar bien definido en los puntos donde o no es diferenciable, pero como es un
conjunto de medida cero, esto no presupone un problema.

Como F es positiva, podemos escribir F' = v F2. Derivando,

b
L’(O):/a 2F(10,d)§9 <F2(H(t,s),cgj(t,s))> (t,0)dt

b1 OF? RIEAY
:/G2A<Za’“ 2 oy k)

b1 OF? O*F? O*F?
= — o t
/a 2 Xk: ((%k Z al‘kaiﬁl Z ) V d

OOy

b1 2 RF? OF? dv;
+/a Zk: ( Orrom +zl: DR ‘”) Z dyr dt

Aplicando integracion por partes al segundo sumando en cada intervalo donde o
es diferenciable, queda

b OF O*F*? O*F?
10 — / PR A
(O) a 2)\ Xk: ((%k Z al‘kaiﬁl zl: 8xk8yl JZ) Vk dt

+f;2A (z O (Vi) - e >>>.

8yk

Usando (2.8),

L'(0) = — /bi (Zgjk(d'j +2G (o, d))‘@)
a j7k

m

+Z% (E};ka (05 (t7) = a5(t ) (Va(t) — Vk(ﬁ))) :

=1

Hasta ahora V es un campo variacional arbitrario. Como podemos tomar varia-
ciones que tengan el campo variacional que deseemos, tomemos V' adecuado para
obtener informacién sobre o.

En primer lugar consideremos el campo V' (t) = >, Vi (t ) con cada coeficiente

Vi(t) = f(t) (6% +2G*(0,5)), donde f es una funcién que se anula en t; para todo i,
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y positiva en el resto del intervalo. Reemplazando en la férmula anterior,

0=1L'0)=— /b % > " 9ik(6; +2G7(0,6)) (0% + 2G¥(0, 5) ) dt
a 3.k

b , . i
— = [ 390065 +267(0,6)). (5 + 2G7(0.6).

Luego, g(s,4)((654+2G7(0,6)), (642G (0,5))) = 0, y como g(, 5) es un producto
interno, d; + 2G’(0,5) = 0.
Observemos que por lo anterior,

.1 . o _
L'o)y=> X (Z 9k (05 (t) = 35 () (Va(t) — Va(t; ))) -
i=1 .k
Sélo falta comprobar que o es una curva diferenciable y no a trozos. Tomemos
V(t) =>% Vk(t)% tal que Vi, () = ok (t]) Vi(t;) = &i(t;) en cada uno de ellos.
Asi, tenemos que

Zg(a,d)(dk(tz—"—) — ok(t;), ox(ti) — on(t;)) =0

Como g, es un producto interno, esto implica que cada diferencia es nula, por lo
que o es diferenciable. O

Probamos entonces que una curva minimizante es necesariamente una geodésica.
Asi como en la geometria riemanniana, las geodésicas no seran siempre minimizantes
pero si localmente.

Proposicién 3.7. Cualquier geodésica o es localmente minimizante. En otras pala-
bras, para cada ty en el dominio de o existe un entorno tal que el camino mds corto
entre o(d) y o(e) es la misma curva o para todo e y d en dicho entorno.

No haremos la demostracién aqui ya que es muy larga y no demasiado distinta
del caso riemanniano. Para una demostracién completa puede consultarse la Seccion
3 del Capitulo 6 de [2].

3.2. Transporte Paralelo

El concepto de paralelismo es natural en las métricas de Finsler. Daremos dos
nociones distintas de vectores paralelos y veremos qué propiedades podemos deducir
de cada una de ellas.

Sea (M, F) una variedad de Finsler, ¢(t) una curva en M y U(t) = >, Uia%i un
campo a lo largo de ¢, definimos la derivada covariante lineal de U a lo largo de ¢
como

7 le(r)

1

D) =Y (Um + U ON(e) c'<t>>) ns
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DU es un campo bien definido a lo largo de ¢, independiente del sistema de
coordenadas. Es directo que D. es lineal y que ademas vale la regla de Leibniz,
D:(fU) = f'U + fD:U. El nombre derivada covariante lineal viene del hecho que el
operador es lineal, mientras que la otra nocién de derivada covariante no lo sera.

Decimos que un campo a lo largo de ¢ es linealmente paralelo si DU = 0, es
decir,

t) + Z Uj ()N} (c(t), é(t)) = 0.
J

Tomemos el campo U (t) = (c(t), é(t)), bien definido a lo largo de c. Si es lineal-
mente paralelo, teniendo en cuenta que Zj y; N ]’ = 2G", tenemos que

t)+ Z cj (NG (e(t), (1)) = é(t) + 2G* (c(t), &(1)).
J

Luego, una geodésica es una curva cuyo campo de velocidades es linealmente
paralelo a lo largo de la misma.

Recordemos del capitulo anterior la definicién de derivada covariante de un tensor
en T'My. Especificamente, si T' =}, ; Tj;dz; ® dzj, notamos

ZTk]W _ZTzkw —Z J|ldxz+Zng kOYI-

Si componemos con el campo de velocidades de una geodésica o, tenemos que

8TU

8T@
Tijie = Z Z L ZTZJN ZT’lel
za’fw zwla’”f SN - S TN

Sean U(t) y V(t) dos campos paralelos a lo largo de o geodésica. Si llamamos
T(t) aevaluar T en U y V a lo largo de o, tenemos que

T(t) = Tio,0)(U, V) =Y _ Tyj(0,6)U;V,
,J
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Derivando esta funcion,
Z (Z oL, akUZ-V> + (
— Z (Z T akUiV> ( 2Gk8T” UV)
>
k

- (ZTZ»J«N;UWJ) ( T;;U; N}, Vk)
k

akU v) +T3UV + TiUiVj

8Tm kaTij k k
— :E:: (::g:: f)z/k — jj%j]\g ——-fl}kl\(j l]i‘{}
Z ikORUV;.
4,5,k

Gracias a la cuenta anterior y a que para cada k tenemos que g;;x = 0, como
probamos en el Ejemplo 2.9, tenemos el siguiente lema.

Lema 3.8. Sea o(t) una geodésica en una variedad de Finsler (M, F), yU(t) y V (t)
campos paralelos a lo largo de o. Tenemos entonces que

9ot (U (), V (t)) = constante.

Luego, el dngulo entre U y V' y sus normas con respecto a g se mantienen constantes
a lo largo de o.

Definamos ahora otra nocién de paralelismo. Dados ¢ curva y U campo a lo largo
de ¢ como antes, definimos la derivada covariante como

V() =Y | Uit) + (Zéj(t)N;(c(t%U(t))) ai,-

%

c(t).

La derivada covariante V esta bien definida y no depende del sistema de coor-
denadas, pero no tiene las propiedades de linealidad que cumplia D.

Decimos que U campo a lo largo de c es paralelo si V.U = 0. Es decir, si para
cada ¢

Ui + Z ¢ (t)Ni(c(t),U(t)) = 0. (3.1)

Lema 3.9. Sean ¢ una curva en (M, F) variedad de Finsler y Uy un vector en
T.0yM. Eziste entonces un campo paralelo U a lo largo de c tal que U(0) = Up.

Demostracion. Esta demostracién es analoga a demostrar que por todo punto pasa
una geodésica con velocidad arbitraria, ya que consiste en resolver una ecuacién
diferencial ordinaria con valores iniciales. O
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Si tomamos nuevamente el campo de velocidades de la curva, tenemos que (¢, ¢)
es paralelo a lo largo de c si

0=¢(t)+ Z i (ONH(c(t), é(t)) = (L) + 2G*(c(t), é(t)).

Por lo tanto, una geodésica es una curva cuyo campo de velocidades es paralelo
a lo largo de la misma. Podemos usar entonces tanto la derivada covariante como la
derivada covariante lineal para detectar curvas geodésicas.

Aunque los campos paralelos no necesariamente conservan su angulo, si conservan
su norma.

Lema 3.10. Sean ¢ una curva en (M, F) una variedad de Finsler y U =Y, Ui£
un campo paralelo a lo largo de c. Entonces

F(c(t),U(t)) = constante.

Demostracién. Probemos que F?(c(t),U(t)) = >3 9ij(c(t), U(t))U;U; es constante,
usando que los coeficientes de Cartan contraidos con y; se anula, y las ecuaciones
(2.4) y (3.1).

%(f‘ﬂ(c, U)) = % (Z%(C(ﬂa U(t))Uin)

,J

= Z < ggZémUin + Z gz:i UmUin> + 2 ZgikUiUk

i’j 'L,k
i,5,k,m 2,7,m i,m,k
= Z 2gikN7l%C'mUi - Z 29iqu]%émUi =0.
i,k,m i,k,m
Luego, F(c(t),U(t)) es constante. O

Podemos definir ahora el transporte paralelo a lo largo de una curva, usando
la nocién de paralelismo que hemos visto. Gracias a la nocién de campos paralelos
podremos transportar un vector de un tangente a otro. Es més, cuando nos movamos
a lo largo de geodésicas, el angulo entre el vector y la curva se mantendrd, y como
la conexién de Chern es libre de torsién el vector no girara.

Sea ¢ : [a,b] — M una curva con c¢(a) = py ¢(b) = ¢q. Definimos el transporte
paralelo a lo largo de ¢, P, : T,M — T,M como P.(Uy) = U(b), donde U es un
campo paralelo a lo largo de ¢ con U(0) = Uj.

Por el Lema 3.10, el transporte paralelo es un difeomorfismo de T,M a T; M. Es
mas, es positivamente homogéneo, es decir, P.(Au) = AP.(u) para todo A positivo.
Sin embargo, no es necesariamente lineal, en el caso que usemos la conexién no
lineal.
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Capitulo 4

Distorsion, S-Curvatura y el
Tensor de Riemann

En este capitulo discutiremos los conceptos de distorsién y S-curvatura, y pro-
fundizaremos en el tensor de Riemann definido en el segundo capitulo. La distorsion
medird, para un espacio de Minkowski, qué tan lejos de una métrica euclidiana se
encuentra. Para una variedad de Finsler, la S-curvatura nos dard una nocién de
cémo varia esta distorsion a lo largo de las geodésicas. Por tltimo, haremos algunos
calculos e introduciremos algunos conceptos para el caso particular de los grupos de
Lie.

4.1. Distorsiéon y S-Curvatura

Como ya vimos, en la Observacién 1.18, una norma de Minkowski F' = F(y)
en un espacio vectorial V estd caracterizada por su indicatriz. Podemos pensar a la
indicatriz como un color, donde el espacio euclideo estd representado por el color
blanco. Luego, si tomamos una métrica de Finsler F' = F'(x,y) en una variedad M,
F, ,, puede pensarse como un patron infinitesimal de colores. Luego, si por ejemplo
todos los espacios tangentes son isométricos entre si, la variedad estd pintada de un
sblo color. En particular, como sabemos que todos los espacios vectoriales de una
misma dimensién son isométricos entre si, una variedad riemanniana estd pintada
completamente de blanco.

Restrinjdmonos por un momento a un espacio de Minkowski (V, F'), es decir, un
espacio vectorial V' n-dimensional dotado de una norma de Minkowski F'. Recorde-
mos que en el capitulo 2 definimos una forma de volimen dVy. Dada una base {e;}
de V definimos

- Vol(B™(1))
“ Vol({(ys) € R*/F(Z yiei) < 1})°

También introducimos la forma de volumen dVy = opdfy A- - - A db,,, donde {6;}
era la base dual a {e;}.

op(V)

63
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Definimos entonces la distorsion como

det(gij(y))

7(y) =1n
) o
Claramente la distorsién no depende de la base elegida pues /det(g;;) y oF se
transforman de la misma manera, por lo que la distorsion esta bien definida.
Si F' fuera una norma euclidea,

n Vol(B™(1
Vol({(yi) € R"/F(D yie;) < 1}) = M,
por lo que op = y/det(g;;). Luego, en el caso no euclidiano, se puede ver que la

distorsién mide cuanto nos alejamos del caso euclidiano. Es mas, para una métrica
euclidiana, la distorsién es nula.

Como las funciones g;; son invariantes por reescalas positivas, también lo serd la
distorsion, es decir,

T(A\y) = 7(y)

para todo y no nulo y A\ positivo.
Veamos cémo se comportan las derivadas de la distorsién. Como debemos compu-
tar las derivadas del determinante, usaremos el siguiente lema del algebra lineal.

Lema 4.1. Dada A = (a;j) matriz, la funcion det(A) es diferenciable en funcion de

sus coeficientes y vale que a%e;ti(]A) = Cjj, donde Cjj es el cofactor ij. En particular,

si A = A(t), vale que

d . d
7 (det(A(2))) = det(A(t))tr (A th(t)> :

Demostracion. El determinante es una funcién polinémica en los coeficientes, por lo
que es diferenciable en funciéon de los mismos. Ademas, el valor de la derivada del
mismo en funcién de los coeficientes es obvio si desarrollamos al determinante por
cofactores, entrando por la fila i. Veamos que vale la tltima igualdad.

det(A(t))tr (A liA(t)> = det(A(t))tr (ﬁji(( (()))) iA(t))

0 det( .
_ZCUCLU—Z © )

Oa;j
d
= £ (det(A(D).
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Teniendo el lema en cuenta,

or _ 90 / Sy 1 Odet(gy) 1 K09k N ko
Oyi Oy (ln det(gk])) © 2det(gr;)  dyi 2 %;g dyi %g Cish

Si recordamos el tensor medio de Cartan I = ), I;dx; con I; = Zj,k gjkC’ijk,
tenemos que

or B
yi B

I;.

Gracias al Teorema 1.22 tenemos la siguiente proposicién:
Proposicién 4.2. Dado (V, F) espacio de Minkowski, son equivalentes

= F' es euclidiana.

= T es constante.

s 7=0.

Consideremos ahora una métrica de Finsler F' en M una variedad n-dimensional.
La distorsion esta definida en cada espacio tangente (7, M, F.,. ), por lo que pode-
mos definir la distorsiéon de F' como 7 : TMy — R, 7(z,y) = 71,01 (y).

Por la proposicién anterior podemos ver que F' proviene de una métrica rie-
manniana si y sélo si 7 = 0, por lo que la distorsién caracteriza a las métricas
riemannianas entre las métricas de Finsler.

Para estudiar como varia la distorsién a lo largo de las geodésicas introduciremos
la nocién de S-curvatura. Para cada vector y € T, M no nulo, sea ¢ la geodésica que
pasa por z a tiempo cero y con velocidad y. Definimos la S-curvatura como

d

S($, y) = %(7—(0—7 d))|t:0’

La S-curvatura es positivamente homogénea de orden 1 en su segunda coordena-
da, es decir, S(x,\y) = AS(z,y) para todo A positivo. Para probarlo, aplicamos la
regla de la cadena dos veces:

S, ) = S (ony (1), 53 0y = 5 (7000, 7y (V)

= & ({0, (M) Ay (M) = (7l (M) 6, (M),

d

- )\%(T(Uyady))ltzo = AS(2,y).
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Calculemos mas en detalle la S-curvatura. Teniendo en cuenta que o es geodésica,
es decir, ¢; = —2G"(0,5),

or

d . 87— . aT 7;87'
S(x,y) = dt( 7(0,0))|,_0 = . %01(0) + @Uz’(o) = Z%yz —ZQG o

B 1 Jdet(g;) 0 ; OT
Z 2det(gr;) Oy ox; (Inor(z)) 2;G Y;

_Zl klagk] QZG’I —Zyz (In(op(x)).
.5,k i

Una parte de la expresién es la suma de algunos de los coeficientes de la conexién
de F' que obtuvimos en (2.6).

el 89 Ogki  Ogij .
Z Z Z gjk gk. ~ 29 Yi — Z 2975 C 1 G"
7 0y 7 &Uj

k2 Oy, JJeoh

-3 Jkagﬂ’“ ZQIhGh

758, k

Notar que dos de las derivadas parciales de los coeficientes de la forma funda-
mental se cancelan al sumar en j. Reemplazando en la S-curvatura,

1 40
S(e.w) = 3 50" Gnin — 23 G zyz (In(o ()

4.2. Tensor de Riemann

Tomemos {e;} marco de 7*T My y {w;} marco dual de IT*T* M. En el segundo
capitulo habiamos definido el tensor de Riemann R =}, ; R e;@wg, con R} definido
n (2.16). Ya vimos en el Ejemplo 1.8 que el fibrados de los (1, 1)-tensores es isomorfo
al fibrado de endomorfismos del espacio. Podemos entonces pensar al tensor de
Riemann como una familia de transformaciones lineales R, : T, M — T, M definidas
como:

= Z (Z R};(x,y)vk) €;- (4.1)
) k

Llamamos a esta seccién la curvatura de Riemann.
Es facil comprobar que Ry(y) = 0, pues como R}; = —Rj,, tenemos que

> Riyr = Riyry = 0.
% k.l
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Ademas, R es positivamente homogénea de orden 2. Esto se ve al tomar la
férmula obtenida para los Ri en (2.16): todos los sumandos son homogéneos de
orden 2, aplicando la Proposiciéon 1.12.

Podemos probar también que R, es autoadjunta con respecto a gy, €s decir
gy(Ry(u),v) = gy(u, Ry(v)). Daremos por sentado que Y, gimR" = >, gimR
La cuenta para probar esto ultimo surge de diferenciar la COIldlClOIl de casi compatl—
bilidad con la métrica y usar las simetrias obtenidas en el segundo capitulo para los
coeficientes del tensor de Riemann. Sin embargo, la cuenta es larga y tediosa, por
lo que no la haremos aqui. Podemos encontrar la cuenta resuelta en la Seccién 4 del
Capitulo 2 de [2].

Asumiendo lo anterior,

gy(Ry(u),v)) =" gij (Z Riw) vi=) (Z 9in?«> UuRVj
i k

gk \ i
= Z (Z gikR§'> UpV; = Zgikuk (Z R;-Uj)
Ji.k i ik j

= gy(u, By(v)).

Estas tres son las ecuaciones bésicas de la curvatura de Riemann.

Vamos a definir, a partir del tensor de Riemann, la curvatura de bandera, analoga
a la curvatura seccional en la geometria riemanniana. La diferencia fundamental
entre estas dos es que mientras que se aplica la curvatura seccional a una seccién
planar del espacio tangente, en la curvatura de bandera necesitamos también resaltar
un vector particular del mismo. Llamamos una bandera a un par (P,y), donde P
es un subespacio de dimension 2 de T, M e y es un elemento no nulo de P, y
denominamos a y el mastil de la bandera. Con esta notacion, definimos la curvatura
de bandera:

Gy (Ry(u),u
K(P,y): y( y( ) ) =
9y (> ¥) gy (u, w) — gy (y, u)
donde u es un vector de P linealmente independiente con .

Veamos que la curvatura de bandera no depende de la eleccién de u. Dado v otro
vector de P linealmente independiente con y, escribimos a u = ay + fv. Luego,

_ gy(Ry(U)aU)
Kby = 9y(Y> ) gy (u, u) — gy(y, u)?

_ gy(aRy(y) + BRy(v), ay + Bv)
9y (Y, y)(2gy(y,y) + B2gy (v, v) + 2B, (y,v)) — (agy(y,y) + Bgy(y,v))?

_ aBgy(Ry(v),y) + B9y (Ry(v),v) _ aBgy(v, Ry(y)) + Bgy(Ry(v), v)
B29y(y, )9y (v, v) = BPgy(y,v)2  B2gy(y,y)gy(v,v) — B2gy(y,v)?

_ 529y(Ry(U) v) _ Gy(Ry(v),v)
329y (v, )9y (v, v) — B29y(y,v)*  gy(y,9)gy (v, v) — gy(y,v)?
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En una variedad de Finsler de dimensién 2, P = T, M es todo el espacio tangente,
por lo que K = K(z,y) es una funcién escalar en T'Mj llamada la curvatura de
Gauss.

Definimos la curvatura de Ricci como la traza de la curvatura de Riemann, es
decir, Ric(y) = tr(Ry). En un sistema de coordenadas local, tenemos por (4.1) que

Ric(y) = )_ Rj(x,y)-

Podemos describir a la curvatura de Ricci a partir de la curvatura de bandera.

Proposicién 4.3. Dado y en T, M, sean vi,--- ,v,_1 tales que {y,v1, -+ ,vp_1} €s
una base g, ortogonal de T, M. Entonces,

Demostracion. Podemos suponer que v; son ortonormales, pues sino

n—1 n—1
9y(Ry(vi), vi)
Ky Av;) =
; ( ) ; 9y(Y, ¥) gy (vi, vi) — gy(y, vi)?
1 n—1

- (Ry(—e ), ——t ),
FQ(y);gy Y \/gy(vi,vi) \/gy(w,m)

Luego, si llamamos v, = y, teniendo en cuenta entonces que Ry(v,) = 0,

712—:11(( ) = gy(Ry(vi)avi)

i=1 vh = i=1 9y(Y, ) gy (vis vi) — gy (y, vi)?
1 n—1 1 n
= F2(y) ;%(Ry(vi)vvi) = F2(y) &= Gy(Ry(vi), v;)
1
= FT(y)tT(Ry)

O]

La proposicion anterior nos dice que la curvatura de Ricci en un vector tangente
y es la suma de todas las curvaturas de bandera que tienen como mastil a y, eligiendo
la tela de la bandera de forma que queden planos ortogonales entre si.

Definicién 4.4. Decimos que F' es de curvatura escalar de bandera si K(P,y) es
una funcion escalar en TMy. Una variedad de Finsler (M, F) se dice variedad de
Einstein-Finsler si existe una funcion escalar K(x) en M tal que Ric = (n—1)K F2.
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4.3. La Curvatura en un Grupo de Lie

Sea (M, F') una variedad de Finsler, y supongamos, como en el Capitulo 2 que M
es un grupo de Lie G, y que la métrica F' es invariante a izquierda, como definimos
en (2.17). Recordemos que por la invarianza, la forma fundamental y las cantidades
definidas en los capitulos anteriores no dependian del punto del grupo, por lo que
podiamos calcularlas en el dlgebra de Lie de G.

Ya obtuvimos los coeficientes del tensor de Riemann en (2.19), donde vimos que

} ANt . A A
R} = Z2Gk3Tﬂ: = D ONENG = > NiXw+ Y NP
L 2 k,l k,l

Veamos cémo se comporta la curvatura de Ricci en este caso particular.

Rie=Y"R =3 S 20* 2 S NINF — ST NjN + 3 NN
P 3 27— Kl kol

%

=3 <2Gk ON; _ N,@N;‘) :
ik

Oy

Podemos entonces escribir a la curvatura de Ricci en funcién de F' y las constantes
de estructura. Sin embargo, esta escritura depende de la base de G que hayamos
elegido, por lo que introduciremos algunas definiciones para poder describir estos
elementos independientemente de la base.

Proposicién 4.5. Dado un mdstil de bandera y, existe un unico vector n € G tal
que

Qy(ﬁa U) = gy(y» [Ua y])
para todo v elemento de G. Llamamos a 1 el vector del spray asociado a y.
Demostracion. Escribimos a v =), vie;, y = >, yie;. Luego,

k
[v,y] = Z AijViljer.
i7j7k
Siguiendo, n debe cumplir que

gy(n,0) = > gyAviy;.
i’j’k?l

El vector del spray queda univocamente determinado, por el teorema de repre-
sentaciéon de Riesz. Una cuenta directa demuestra que n =25, G'e;:

gy(n.v) = g4(2) Glei,v) = gy( > gy Mjuyjen,v)
i i

hiyk k
= Z 9rmIik9 Z)‘z‘jylijm = Z glk)\ijyliji'
i7m7k7j7l7h /[:7k7j7l
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Si pensamos a G \ {0} como una variedad diferenciable e identificamos el espacio
tangente en y con G, tenemos que 7 = 7(y) es un campo vectorial.

El vector del spray esta caracterizado tambien por la siguiente propiedad, que
no demostraremos. El resultado es un Corolario directo del Teorema 3.1 de [11].

Proposiciéon 4.6. El vector del spray n se anula para un mdstil y € G si y sélo si
la geodésica que pasa por la identidad a tiempo cero con velocidad y estd dada por
o(t) = exp(ty), cont € R.

Como ya vimos en la Observacion 3.4, para t positivo la igualdad siempre vale.
Intuitivamente, el vector del spray mide el desvio de la geodésica con respecto a la
curva exponencial o(t) = exp(ty) para t negativo.

Proposiciéon 4.7. Dado un mastil y € G, existe un dnico operador lineal N en G
tal que

2gy(N(U)u U) = gy([u’ ’U], y) + gy([vv y]v U) + gy([uu y],'U) - 2Cy(u’ v, 77)
Llamamos a N el operador de la conexion en y.

Demostracion. Como en el caso del vector del spray, el operador queda univo-
camente determinado por el teorema de representaciéon de Riesz. Propongamos
N(v) =32, p Npvge; y veamos que verifica lo pedido.

2gy(N(v),u) =2 Z gz-jN,ivkuj

i7j7k
=0 [ D MmO grg" Noyr + > g Ny — > 49" Cun G| vy
ik ] ik ik hl
=" giihayvruy + Y guNyrveuy + Y guXpyrveu; — 4 CiuGlugu;
i7j7kl j7k7r7l j’k’r7l j7k7l
= Y (guAiuiviy + guAiviyiu + guAuiyv) — 4 Cijpuv; G
Z'7‘7'7I€7l i7j7k

= gy([u, 0], y) + gy ([0, 9], u) + 9y ([w, 9], v) = 2Cy (u, v, m),

donde, en la anteultima ecuacién, cambiamos los indices para que quedara mas
ordenado, tomando en cuenta la simetria de g;; y Cjj. ]

Pensemos nuevamente a G \ {0} como una variedad diferenciable e identificamos
el espacio tangente en y con G. Como N estd definido para cada y € G\ {0},
tenemos que N es una seccién del fibrado End(T'(G \ {0})). Mas aun, si tomamos
la identificacién del espacio de endomorfismos de G con el producto tensorial G ® G*
del Ejemplo 1.8, podemos pensar a N como un (1, 1)-tensor.

Podemos definir una conexién lineal D en G \ {0} cuya accién es simplemente
derivar direccionalmente. Entonces, D, N es un (1, 1)-tensor definido por

(0N
DyN =" Zzaa— ei ® wj.
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Tomando nuevamente la identificacién anterior, pensamos a D, N como un ope-
rador lineal en G, que se anula si 7 = 0. De esta forma,

DN Z(Zgakw )

Con estas definiciones, podemos expresar las formulas del tensor de Riemann y
de la curvatura de Ricci en funcién del vector del spray y del operador de la conexion.

Proposicion 4.8. Sea F' una métrica de Finsler invariante a izquierda en un grupo
de Lie G. Sean y € G un mdstil, el vector del spray, N el operador de la conexién
asoctados a y. Entonces, podemos expresar al tensor de Riemann y a la curvatura
de Ricci de la siguiente forma:

Ry = DnN - N2 + [Nv ad(y)]a (42)
Ric(y) = Dy(tr(N)) — tr(N?).
Demostracion. Veamos la primera igualdad. Para ello, veamos que ambos operadores

se comportan de la misma manera sobre una base {e;} de G. Teniendo en cuenta
que:

ad(y)( yv 6] Zyz €, 6] Z (Z yz)‘fj) €k

verificamos la primera igualdad:

(DyN = N? + [N, ad(y)])(e;) = DyN(e;) — N*(e;) + N(ad(y)(e;)) — ad(y)(N(e;))
= Z (Z 2G* %J;Z) (Z Nkek>
+ N Xk: (ZI: ylej) er | —ad(y (Z Nkek)
- (T x (D)
- Z (% ylAfij,i) ei — Z (; nymfk) e
= Z (Z 2G z ZN’“Nk + ) uAGNG - ;nylA;‘k) &

1k
= Ry(e;).
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Para verificar la segunda igualdad, simplemente tenemos que aplicar la traza al
operador I?y. Luego,

Ric(y) = tr(Ry) = tr(D,N) — tr(N?) + tr([N, ad(y)]).

Calculemos tr(D,N).

ON}

tr(D,N) =S 2GF

D, (Z N;’) = D, (tr(N)).

Sabemos de algebra lineal que tr(AB) = tr(BA) para cada par A, B de ope-
radores, por lo que la traza se anula en el conmutador. Es més, el conmutador es
exactamente el nicleo de la traza, pero no lo probaremos aqui. Con esto, podemos
verificar que

Ric(y) = tr(Ry) = tr(D,N) — tr(N?) + tr([N, ad(y)]) = Dy (tr(N)) — tr(N?).
O

Podemos también relacionar estos dos elementos con la distorsion y la S-curvatura.

Proposicion 4.9. Sea F una métrica de Finsler invariante a izquierda en un grupo
de Lie G. Dado y € G no nulo, la S-curvatura de F' estd dada por

S(y) = tr(N) + tr(ad(y)).

Demostracion. Como la métrica F' es invariante a izquierda, tenemos que los difeo-
morfismos L, definidos por Ly(h) = gh son también una isometria entre los espacios
tangentes, es decir, el diferencial (Lg)s es una isometria entre los espacios TeG y
T,G para cada elemento g del grupo. Por lo tanto, todos los espacios tangentes son
espacios de Minkowski isométricos entre si. Mas atn, si tomamos el marco global
dado por {e;} una base de G el algebra de Lie del grupo, tenemos que la funcién
op(x) =Vol{(y;) € R" : F(}_; yie;) < 1} y los coeficientes de la forma fundamental
gij, son constantes en funcién del punto de G, gracias a la invarianza a izquierda de
los campos e; v de F'.
Recordemos que la distorsién estaba definida como

det(gi; (z,y))

7(z,y) =In (@)

Luego, la distorsién tampoco depende del punto de G. La S-curvatura es el
cambio de la distorsién a lo largo de las geodésicas, es decir,

S(wy) = 55703 le=o

donde oy es la geodésica que pasa por z a velocidad y en tiempo 0.
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Teniendo en cuenta que la distorsién no depende del punto de GG, calculemos la
S-curvatura:

d . or . or . ;
S(x,y) = &(T(Uya dy))li=0 = ; %U(O) + ; @0(0) = —2;G I
La traza del operador ad(y) es facil de calcular. Tenemos que
) = Z?/j/\;'i == Zyj)‘;:j
Y] ]
Finalmente, calculemos la traza de N:

N)=> N
i
1 i ,
=3 (Z i+ D 9ug" Ngyi + D 99" Ny — D 49 hChjiGJ)

7]’l7h 7J?l7h i7j7h

N =

— ijy] + Z)\l]y] +> (Z g’hAm) giy; — 4 LG
7,0 ih i
= ZAU% 2Z[JGJ,
j

donde }_; g" AL, = 0 por la conmutatividad de g¥ y la anticonmutatividad de A,
en sus supralndlces y subindices respectivamente. Juntando los resultados,

tr(N) + tr(ad(y ZA”% 2Y LG =Y yihi; =2 LG = 5(z,y).
J 2% J

J
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Capitulo 5

Curvatura de Ricci en Métricas
de Finsler Invariantes a
Izquierda

En este tltimo capitulo pasaremos a demostrar los principales lemas y teoremas
de la tesis. Los mismos se basan en el paper por Libing Huang [8].

Durante el capitulo supondremos que (G, F') es un grupo de Lie dotado de F
una métrica de Finsler invariante a izquierda.

El resultado principal que queremos demostrar es que no existen grupos de Lie
nilpotentes y no conmutativos, dotados de una métrica de Finsler invariante a iz-
quierda de Einstein-Finsler. Recordemos que una métrica se dice de Einstein-Finsler
si existe una funcién escalar K tal que Ric = (n — 1)K F2. Luego, basta con probar
que existen dos direcciones en G con curvatura de Ricci de distinto signo. Encontra-
remos estas dos direcciones a partir del conmutador y del centro de G, usando que
como el grupo es no conmutativo [G, G| es distinto del espacio nulo.

5.1. Resultados Principales

Encontraremos una de las dos direcciones que necesitamos dentro del centro de
G. Recordemos que, por la anticonmutatividad del corchete, el centro de un algebra
de Lie A son los elementos u tales que [u,v] = 0 para todo v en A, o lo que es
equivalente, son los elementos u en A tales que el operador ad(u) es el operador
nulo. Probemos primero un lema sobre como se comporta el operador de la conexiéon
en dicho centro.

Lema 5.1. Sean G un grupo de Lie y G su dlgebra de Lie. Si un mdstil y € G
pertenece al centro de G, entonces el operador de la conexion N es antisimétrico con
respecto a gy, y se cumple la igualdad

gy(Ry(v),v) = gy(N(v), N(v))
para cada v € G.
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Demostracion. Como y pertenece al centro de G, tenemos que [y, v] = 0 para todo
v. Luego, por definicién del vector del spray, para cada v

gy(n,v) = gy(y, [v,9]) = g,(y,0) = 0.

Por lo tanto, el vector del spray en la direccién y es nulo. Si ponemos esta
informacién en la definicién del operador de la conexidn, el mismo estd determinado
por

29y (N (v),u) = gy([u,v],y)+gy([v, Y], w) +gy([u, y], v) = 2C, (u, v,1) = gy([u, v],y).

Permutando u y v en esta igualdad y dividiendo por dos, obtenemos que

gy(N(u),v) = gy([v,ul,y) = —gy([u,v],y) = —gy(N(v),u) = gy(u, —N(v)).

Es decir, NV es antisimétrico. Ademés, como 7 = 0, tenemos que D,N = 0, y
como y pertenece al centro de G, [N, ad(y)] = 0. Por lo tanto, reemplazando en (4.2),
obtenemos que Ry = —N2. Luego,

9y(Ry(v),v) = g,(=N*(v),v) = gy(N(v), N(v)),
terminando de probar el lema. ]
Con este lema podemos probar un corolario que nos dara nuetra primera direc-
cién.

Corolario 5.2. Sean G un grupo de Lie y G su dlgebra de Lie. Si un mdstily € G
pertenece al centro de G, entonces para cualquier métrica invariante a izquierda F,
la curvatura de Ricci en la direccion y es no negativa, y es nula st y solo si y es
gy-ortogonal a [G,G] el conmutador de G.

Demostracion. Ya vimos en el lema anterior que si y pertenece al centro de G te-
nemos que 2g,(N(v),u) = gy([u,v],y) ¥ gy(Ry(v),v) = gy(N(v), N(v)) para todo
u,v € G. Calculemos la curvatura de Ricci en la direccién y, tomando {v;} una base
gy-ortonormal:

Ric(y) = tr(Ry) = Zgy(Ry(Ui)yvi) = Zgy(N('Ui)a N(v;)) >0,

pues g, es un producto interno. Es mads, la curvatura de Ricci es nula si y sélo
si N(v;) = 0 para todo i, es decir, si N es el operador nulo. Esto es equivalente a
que gy(N(v),u) = 0 para todo u, v, y esto sucede si y sélo si

gy([uvv]a y) = 29y(N(U)aU) =0.
Por lo tanto, equivale a pedir que y sea g,-ortogonal a [G,§]. ]

La segunda direccién la encontraremos en un complemento ortogonal del con-
mutador, como se prueba en el siguiente lema.
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Lema 5.3. Sean G un grupo de Lie y G su dlgebra de Lie. St un mdstil y € G
es gy-ortogonal al conmutador [G, G|, entonces el vector del spray n es nulo y el
operador de la conexion N es autoadjunto. Mas aiun, la curvatura de Ricci en la
direccion y es no positiva, donde la nulidad se alcanza si y sélo si el operador ad(y)
es antisimétrico con respecto a gy.

Demostracién. Como y es gy-ortogonal al conmutador, tenemos que

gy(n,v) = gy(y, [v,y]) = 0.

Luego, el vector del spray es nulo. Tenemos entonces que N satisface:

29y (N (v),u) = gy([uw,v],y) + gy([v,y],u) + gy ([u, y],v) — 2Cy(u,v,n)
= gy([vv y]?“’) + gy([“? y]vv)'

Permutando u y v y dividiendo por dos,

gy(N(u),v) = gy([u, y],v) + gy ([v, 9], u) = gy (N (v), u) = gy(u, N(v)).

Por lo tanto, N es autoadjunto. En particular, N es diagonalizable. Sea A la ma-
triz del operador N,y A = CDC~! la diagonalizacién de A. Elevando al cuadrado,
A% = CD?C~!, y como D es diagonal, D? también lo serd (con los elementos de
D en la diagonal elevados al cuadrado), por lo que es la diagonalizacién de A%. En
particular, la traza de N2, que es igual a la traza de A2, es la suma de los autovalores
de la misma, que por lo anterior son no negativos. En particular, la traza de N? es
nula si y sélo si todos los autovalores de N son nulos, si y sélo si N es nulo, al ser
diagonalizable.

Ahora, como n = 0, D,N = 0, y Ric(y) = tr(—N?), que por lo anterior es no
positiva y se anula si y sélo si N = 0. En dicho caso, tenemos que

gy(ad(y)(u),v) = —gy([u, y],v) = gy([v, Y], u) = gy(u, —ad(y)(v)),

probando que ad(y) es antisimétrico. Inversamente, si ad(y) es antisimétrico,

9y(N(u),v) = gy([u,yl,v) + gy([v, y],u) = 0,
por lo que N = 0. 0

Pasemos a probar el resultado principal de la tesis. Decimos que un grupo de Lie
G es nilpotente si su algebra de Lie G lo es, es decir, si algiin término de la serie

G>2I6,6]21[6,16,G]] D (5.1)

se anula.

Recordemos también que un grupo de Lie G conexo es conmutativo si y sélo si
tiene un algebra de Lie conmutativa, es decir G conmutativo si y sélo si [G,G] = 0,
ver el Corolario 2.13.3 de libro [14] para una demostracién.
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Teorema 5.4. Supongamos que G es un grupo de Lie nilpotente pero no conmutati-
vo. Entonces, para cualquier métrica invariante a izquierda en G hay una direccion
con curvatura de Ricci positiva y una direccion con curvatura de Ricci negativa. En
particular, G no admite ninguna métrica de Finstein-Finsler invariante a izquierda.

Demostracion. Como G es nilpotente, algin término de la serie (5.1) debe anularse.
Sea u un vector distinto de cero del ultimo término no nulo de dicha serie. Tenemos
entonces que u pertenece al centro de G, que notaremos Z. Ademads, como G es
no conmutativo, este ltimo término no es G, por lo que u estd también contenido
en [G,G]. En particular, no es gy-ortogonal a [G,§G]. Luego, por el Corolario 5.2,
Ric(u) > 0. Encontramos entonces una direccién con curvatura de Ricci positiva.

Probemos que [G,G] + Z es un subespacio propio de G. En caso contrario, si
G =1[G,G] + Z, tendriamos que

G,G] =16,16,6]+ 2] =1G,19,9]] + 16, 2] = G, 9, G-

Luego, como algtin término de la serie (5.1) debe anularse, tenemos que [G, G| = 0,
lo que es absurdo pues G no es conmutativo.

Existe entonces, por el Corolario 1.21, un vector no nulo y tal que y es g,-
ortogonal a [G,G] + Z.

Tenemos entonces que, como [G, G| C [G, G|+ Z, y es gy-ortogonal a [G, G|. Luego,
por el Lema 5.3, Ric(y) > 0, y es nulo si y s6lo si ad(y) es antisimétrico. Adema4s,
y no pertenece al centro de G, por lo que ad(y) # 0, pero como G es nilpotente,
el operador ad(y) también lo es, y sus autovalores son nulos. Luego, si ad(y) fuera
un operador antisimétrico, seria el operador nulo, lo que es un absurdo. Finalmente,
Ric(y) < 0.

En particular, si G admitiera alguna métrica de Einstein-Finsler invariante a
izquierda, Ric(y) = (n — 1)K F?, que no cambia de signo, lo cual es absurdo. O
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