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Resumen

Las algebras de von Neumann fueron introducidas en la teoria de operadores a
través de los trabajos de Murray y von Neumann [MN36], [MN37] y [Neu40], con el
nombre de anillos de operadores. Surgieron de la necesidad de otras teorias en que
von Neumann también participaba activamente, como la teoria de representaciones
de grupos, la teoria ergddica y la formalizacién de la mecanica cuantica, de una
generalizacion de la teoria de operadores acotados en un espacio de Hilbert. La
manera exhaustiva y detallada en que estos trabajos fueron presentados, dieron una
base fuerte para la ahora conocida como Teoria de Algebras de von Neumann. Dentro
de esta teoria, el concepto de factor juega un rol fundamental, ya que toda algebra
de von Neumann se la puede descomponer en factores. Por lo tanto, los factores se
consideran los “bloques Indivisibles” en la teoria.

La primera clasificacion de los factores fue presentada en el primero de los trabajos
mencionados, separandolas en principio en 3 grandes grupos, las de tipo I, tipo Il y
tipo III. Pero inmediatamente después se hace una clasificacién més fina en tipos I,
conn € NU{oo} y tipos Iy y II,,. Més atin, para cada n € NU{oo}, existe un tinico
factor de tipo I, identificado con B (H) donde dim(H) = n. Pero esta identificacién
solo se pudo hacer para los factores de tipo I, pues la unicidad ya no sucede con
los factores de tipo II. Respecto de los de tipo III la situacién resultaba peor, pues
hasta la existencia de estos factores estuvo puesto en duda y recién fue determinada
por von Neumann en el tercero de los trabajos, remarcando la dificulad que habia
en el estudio de este tipo de factores.

Dado que los factores de tipo I fueron identificados en su totalidad, el siguiente
paso de las invesigaciones se enfoco principalmente en los factores de tipo II, dado
que los de tipo III fueron considerados esencialmente intratables. Sin embargo, con
la aparicién de la Teorfa de Tomita-Takesaki en [Tak70], dada M un algebra de
von Neumann, se logra construir un grupo uniparamétrico en Aut(M) que, si bien
para las factores de tipo I y II el grupo es trivial, para los de tipo III resulta ser
una construccion interesante. De hecho, combinando esto con el Teorema de Cociclo
Unitario de Connes, presentado en [Con73], se logra presentar una clasificacién de
factores de tipo III usando un parametro A € [0, 1]. En particular, los factores de
Araki-Woods, generados como el Producto Tensorial Infinito de Factores de Tipo
I (también conocidos como ITPFI, por sus siglas en inglés), quedaron identificados
para el caso A € (0,1) con los factores de Powers, el caso més sencillo de factores de

Araki-Woods.
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Resumen

El objetivo de esta tesis es hacer una presentacion de lo expuesto anteriormente,
ordenado de la siguiente manera. En el capitulo 1 se desarrollara la teoria bésica de
las algebras de von Neumann, revisando las propiedades esenciales de las mismas
y presentando la clasificacion dada por Murray y von Neumann en los diferentes
tipos. Luego, en el capitulo 2, desarrollaremos la teoria de Tomita-Takesaki para el
caso de algebras de von Neumann separables y presentaremos la teoria general. En
el Capitulo 3 presentaremos distintas formas de construir dlgebras de von Neumann
y utilizaremos la teoria desarrollada en el capitulo anterior en el caso particular
de los factores de Araki-Woods. Se agrega ademéas un capitulo introductorio con
la intencién de delinear los conceptos minimos necesarios para la lectura de este
trabajo.
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Introduccion

Comenzaremos dando una serie de definiciones, notaciones y proposiciones impor-
tantes para dar un contexto y una idea de los conocimientos que seran considerados
sabidos. Como referencia a estos conocimientos, se sugiere el [Ped89]. En todo mo-
mento se entendera que H es un espacio de Hilbert complejo y separable, salvo que
se diga lo contrario.

Definiciones y Notaciones Iniciales

Definicién 0.1 Relaciones y subconjuntos en B (H)
B (H) ={x:H — H / acotado en norma uniforme} “Operadores Acotados”.
UH)={ueB(H) /u'u=uu* =1} “Operadores Unitarios”
R(H)={x € B(H) /2 (B1(0)) es compacto en || - ||} “Operadores Compactos”.
B (H),, ={r € B(H) /tr(|z]) < oo} “Operadores de traza”.
Donde tr( ) = > (26, &n) con {&n},,cn una b.o.n. cualquiera y x € B (H).
neN
Al conjunto de operadores autoadjuntos de B (H) se le puede asignar un orden:

A < B iy sélo si B— A es un operador positivo.

Sea S C B (#H) conjunto:

e S es autoadjunto o x—cerrado siVI € S, T* € S.

e Dado S C H, notamos [S] al subespacio de H cerrado y més chico que contiene

a Sy notamos SS={T¢/T €S, £ €S} CH.
e S es no-degenerado si [SH] = H.
o S'={0d' € B(H)/2'x =22 Vxe S} esel conmutante de S.

Notar que si S es autoadjunto, ([SH] = H) sii (S = {0} = & =0).

Dado {e;}ier € B (H) una familia de proyectores, notamos:

\/ e; = Proy /\ e; = Proy ﬂ Ry(es)
iel |:zL€JI Rg(ei):l icl



Teoremas Esenciales en B (H) y topologias débiles Introducciéon

Definicién 0.2 Topologias de B (H)

En B (H) es natural considerar la topologia definida por la norma. Pero esta
topologia puede resultar muy restrictiva, pues en el caso en que dim(H) = oo no
permite por ejemplo que la bola unitaria sea compacta. Es por eso que trabajaremos
con topologias mas débiles, de las cuales dos definiremos a continuacién:

Una red {z;},.; € B (H) converge a x con respecto a la:

e topologia fuerte (sot) si ||z,;& — x€|| — OVE € H, o sea, la topologia inducida
por la familia de seminormas {pe / £ € H} con pe(x) = ||z€]|.

e topologia débil (wot) si |(z;&,n) — (x&,n)| — 0 VE,n € H, o sea, la topologia
inducida por la familia de seminormas {p¢,, / £, € H} con pe () = |(z&,n)].

Mads adelante, cuando algunos conceptos ya hayan sido analizados, definiremos
otra topologia que también nos sera de utilidad.

Definicién 0.3 Operadores no acotados
Llamamos operador no acotado a un N : D — H operador lineal donde D es un
subespacio (no necesariamente cerrado) de H llamado Dominio.

N se dice densamente definido si Dom(N) = H.
N es cerrado si su grafico lo es en H & H.

N se dice clausurable si existe T extension cerrada de N. A la menor extension
cerrada de N la notamos N y vale que Graph (N) = Graph (N)

Para un N densamente definido existe un tnico N* operador adjunto, tal que
Dom(N*) = {n € H/Tc > {|(N&n)| < cllé] V& € Dom(N)}} y cumple que
(N&m) = (& N*n) V&, n € H. Como Graph (N*) = {(=N¢,€) /& € Dom (N)}+,

un operador densamente definido N es clausurable si y solo si N* es densamente

definido. En tal caso, N = N**.

Definicién 0.4 Operadores Conjugados B
Un operador lineal conjugado C' es aquel cumple que C' (X +n) = ACE + Cn. De
existir C* (pues C puede ser no acotado), se cumple que (C¢,n) = (C*n, &) VE,n € H.

Definicién 0.5 C*— Algebra
Un C*—Algebra es un élgebra de Banach A asociada a una funcién * : 4 — A
llamada involucién tal que Vz,y € Ay A € C cumple que:

a)(z+y) =" +y" d)(x*)* ==
b)(A\x)* = Az* e)||zz*|| = ||z]|*(Identidad C*)
c)(zy)" =yra*

Definicién 0.6 x—homomorfismo de C*—/flgebm con unidad

Sean A, B dos C*—Algebra con unidad y sea F' : A — B un homomorfismo
algebraico. Decimos que F' es x—homomorfismo si cumple que:

a) F(la) =1 b) F(z") = (F(x))’
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Teoremas Esenciales en B (H) y topologias débiles

Teorema 0.7 Descomposicion Polar
Sea T' € B (H), entonces 3! U, |T'| € B (H) tal que T' = U|T|, donde U es una
isometria parcial tal que Ker(U) = Ker(T') y |T| es un operador positivo tal que
T)? =TTy |Tz| = |[|T|z]| vz € H.
La descomposicion polar vale para operadores no acotados densamente definidos.
Hay una descomposicion polar para los operadores lineales conjugados, donde “la
parte polar” (U) es una isometria parcial conjugada.

Teorema 0.8 Teorema Espectral para T € K (H) normal y Cdlculo Funcional
Sea T' € R (H) normal, entonces 3\, };es € Co(C) y {e;}jes b.o.n. de H tal que:

jeJ
Més atin, P : C (Spec(T)) — B(H) C* — isometria
[ Z;f()\j) (- e5) €
je

Teorema 0.9 Teorema Espectral para T € B (H) normal
Dado T € B (H) normal, para cada £,n € H hay una medida compleja boreliana
Le ., soportada en Spec(T') tal que si f es continua en Spec(T’) entonces:

F(T)esm) = / F(2)de,

Spec(T)

Notar que el funcional we, = (- &n) € C(Spec(T))” para cualquier operador
normal 7" € B (H). Por lo tanto, j, surge por Riesz.
Este teorema también vale para operadores no acotados autoadjuntos.

Teorema 0.10 Cadlculo Funcional para T € B (H) normal
Dado T' € B (#H) normal 3®1 : C (Spec(T)) — C*(T) C*—isometria donde
®(1)=Idy ®(Id) =T.

Teorema 0.11 Teorema de Banach-Alaoglu
Para un X un espacio normado la bola unitaria en X*, By«, es *x—débil compacto.

Teorema 0.12 Teorema de Krein-Smulian

Sea X un espacio normado y sea By« la bola unitaria en X'*. Entonces, un conjunto
convexo C en X'* es x—débil cerrado si rB* N C es x—débil compacto Vr > 0. Méas
aun, un subespacio Y C X* es x—débil cerrado si y sélo si Y N By+ es x—débil
cerrado.

Proposicién 0.13 La bola unitaria By 1 de B (H) es débilmente compacta.



Teoremas Esenciales en B (H) y topologias débiles Capitulo 0: Teoria Basica

Propiedad 0.14 Propiedades de los operadores de traza
Sea z € B (H):

a) Para una b.o.n de H dada, tr(z*z) = tr(zz*).
b) Vu € U(H) tr(uru*) = tr(z). En particular, la traza no depende de la b.o.n.
c) Sitr(|x|) < oo 6 tr(z*r) < oo, entonces z € K (H).

Proposicion 0.15
Dados z,y € B (H) tales que tr(z*z) < oo y tr(y*y) < oo, entonces zy € B (H)

tr*

Proposicion 0.16
Dado z € B (H) e y € B (H),,, [tr(zy)| < [lz[ltr([y]) v tr(zy) = tr(yz).

Teorema 0.17 ‘B (H),. es una x—dlgebra de Banach con la norma || - || = tr (] - ]).

Teorema 0.18 Teorema de Stone

Sea {u;},c.p C U (H), una grupo unitario uniparamétrico tal que su representacion
es fuertemente continua, entonces existe un operador autoadjunto H no necesaria-
mente acotado tal que u; = e,



Capitulo 1

Teoria Basica de
Algebras de von Neumann

En este capitulo mostraremos los aspectos fundamentales de la teoria de algebras
de von Neumann. Veremos en primera instancia, las propiedades generales de las
algebras de von Neumann y el rol que tienen las proyecciones en las mismas. A par-
tir de lo hecho con las proyecciones, procederemos a construir la funcién dimensién
que nos permitirda hacer la clasificacion de factores de Murray y von Neumann en
los diferentes tipos. Por tltimo, enunciaremos teoremas de clasificacién que comple-
mentaran la que se pretende presentar en este trabajo.

El material presentado estda basado en los capitulos 0 y 1 de [Sun87], pero algu-
nas referencias para la profundizacién de estos temas podrian ser [Dix81], [Bla06],

[Sak97], [Jon09] como también el primero de los papers originales de Murray y von
Neumann [MN36].

Propiedades (Generales de
Algebras de von Neumann

Propiedad 1.1 Propiedades del Conmutante:

Sean S, T conjuntos en B (H):
a) SiscT = T c&g.

b) Sc 8" =8y S =81 paran > 1.

)
)

c) Si S es autoadjunto = S’ es autoadjunto.

d) S’ es una subdalgebra débilmente cerrada de B (H) y 1 € S".
)

e) Si S es autoadjunto y S C H subconjunto, entonces P = Proysis) € B (H)
esta en Sy P =& VE €S.



Propiedades Generales Capitulo 1: Teoria Basica

Demostracion.

a) Sea x € T", entonces x conmuta con todos los elementos de T'. En particular,
con todos los de S. Entonces x € S’.

b) Por definicién, es claro que S C S”, y por a) resulta que S” C S’. Por otro
lado, aplicando el doble conmutante a S’, tenemos que S’ C S". Luego S = 5"y,
usando a), queda el resultado que queremos probar.

c) Sea x € S, entonces Yy € S resulta xy = yx. Aplicando la involucién, obtene-
mos que Vy* = z € S*, za* = 2*z. Como S* = S, resulta que z* € S’.

d) Claramente S’ es subdlgebra y 1 € S, pues dados z,y € "y s € S:

s=1ls=s1VreS
sfe+y)=srx+sy=zs+ys=(r+y)s
vy = (sv)y = (vs)y = x(sy) = wys

Para ver que S es débilmente cerrada, sea una red {z;},., € S’ que converge a
xr € B (H) débilmente. Entonces, dado s € S:

[(@isé,m) = (ws¢,m)| = |(w:&n) = (a€m)| — 0 &, n € H, donde € = s

[(swi&,m) — (s€, m)| = [(@:€, 1) — (€, m)| — 0V, € H, donde 7] = 5™

wot wot .. .
Luego, x;s — xs y sv; — sx. Como x;s = sx;, por unicidad del limite xs = sx.

e) Claramente S” [S”S] C [S”S], pues si € [S”S] existe {s,} € S" y {&.} C S tal
que s,&, — £. Entonces, dado s € S” tomamos t,,§, = $s,&, sucesién en S”S pues
S” es subélgebra. Luego, s¢ € [S”S].

Entonces, tenemos que PyP = yP Yy € S”. Al ser S autoadjunta, vale que
Py*P = y*P, entonces aplicando * queda que PyP = Py. Luego P € S'. Por d),
sabemos que 1 € S”; entonces £ = 1£ = P1£ = 1P¢ = P¢ para cualquier € € S.

O

Definicién 1.2 Algebm de von Neumann

Un dlgebra de von Neumann es un subalgebra M C B (H) *—cerrada tal que
M = M". Por el item d) de 1.1 sabemos que ademés es débilmente cerrada y
unital, por lo tanto, toda algebra de von Neumann es una C*-algebra unital.

Teorema 1.3 Teorema del Doble Conmutante
Sea M C B (H) un &lgebra no degenerada y autoadjunta. Son equivalentes:

1) M — MII
ii) M es cerrado débil en B (H).
iii) M es cerrado fuerte en B (H).



Capitulo 1: Teoria Basica Predual

Demostracion.
i) = ii) Se deduce del item d) de 1.1.
ii) = iii) Es inmediato por la definicién de las topologias.
iii) = i) Para esta implicacion, basta ver que M es denso sot en M”| es decir:
Dadoy € M" Ve >0V, ...6p € H Fre M/ ||z& —y&ll <e VI<i<n

Comencemos la demostracién por induccién en n. Para el caso n = 1, definimos
P :H — M la proyeccién ortogonal. Por el item e) de 1.1 sabemos que P € M’
y que P& = & . Entonces si y € M”| tenemos que Py&; = yP& = y&, es decir que
Y& € M&;. Luego, dadoe > 03z € M / ||y — z&1|| < e

Para el caso general, consideremos H" = @ H, B (H") = M,,(B (H)) y sea:
i=1

P : M — M,(B(H)) donde ®(z) = =7

Sea $(M) = M = MId,wn. S1T € /\7’, por definicién 7'z = 27’ V1 € M. Pero:

77T =77 & (f,%/)zj = (ZE%/)U ~ (f/)ijl' = Z’(Z’iy)ij
Luego, ¥ € M & (@");; € M, es decir M = {(xi;) | xi; € M’}. Entonces,
aplicando el caso n = 1 con § = yld,x, € M" vy & = (&,...,&) € H" a M,
obtenemos un ¥ € M definido por un x € M que cumple lo buscado.

]

Corolario 1.4
VS C B (H) autoadjunto y no-degenerado, S” es dlgebra de von Neumann.

Definicién 1.5 C(Centro de un dlgebra de von Neumann M y definicion de factor
ZM)={zeM/xy=yzrVy e M} = MnNM sellama centro de M.
M se lo llama factor si Z(M) ={\1 /X e C} =C1.

Predual de un Algebra de von Neumann

La definicion de algebra de von Neumann esté fuertemente vinculada con la exis-
tencia de un espacio de Hilbert H en donde el dlgebra pueda actuar. Pero, asi como
sucede con las C*—algebras, un algebra de von Neumann puede definirse de manera
abstracta. S. Sakai demostré que lo que caracteriza a un algebra de von Neumann
dentro del conjunto de las C*—4élgebras es que son las tnicas que tienen predual.
El objetivo de esta seccidén es mostrar la existencia de predual, ya que ademés nos
serd de utilidad mas adelante para caracterizar cierto tipo de funcionales de un
algebra de von Neumann.



Predual Capitulo 1: Teoria Basica

Definicién 1.6 Operadores de rango uno
Dados £,n € H, definimos los operadores we, = (-, 1) &.
Cuando £ = 7, notaremos we ,, = we.

Propiedad 1.7 Propiedades de los operadores de rango uno
Sean &,m € H:

(Wf,n)* OWen = ||77||2W§'

)
)
c) (W)™ = wnee.
)
)

Demostracion.

a) Por un lado, [lwe, ()l = [ (¢ m) [I€1 < lICIHInll[[€]], entonces [jwe o[ < J[€][l7]l-
Pero tomando n = ¢ se obtiene la igualdad. Por lo tanto, |lwe,| = ||£]]]7]]-

b) Sea {n,}nen b.o.n. tal que 7 = II%H Entonces:

tr (We) = (M) &) = (INIEm1) = (€. m)

neN

C) <w§:77(<1)’ <2> = <C1777> <£7C2> = <C1a <€7 C2>77> = <C17w777§(C2)> vClaCZ S H

Luego, (we,)” = wye

d) (W&n)* 0 wey(C) = (we (), ) m= (¢, M & &)n = ||§||2W77(C)

En particular, si notamos 7 = 7L, tenemos que |wey|* = [|€]|*|In]|*ws.

e) weowe(C) = ((€,€) &6 & = [[€]I (¢, §) € = we(C)

En particular, en el item anterior |we,| = ||£||||n]|lws.

Teorema 1.8 Caracterizacion del predual de B (H)

B (H) =B (H),,

Demostracidn. Por 0.16, todo = € B (H) define un operador ¢, = tr(z -) € B (H);,
y que [[1),]] < ||z||. Sea ahora un ¢ € B (H); y dados &,n € H, consideramos el
operador we, para definir la forma sesquilineal de By, en H:

By(&,m) = ¢(wey)

8



Capitulo 1: Teoria Basica Predual

Usando las propiedades vistas en 1.7, notar que:

1By (&, m| < 10111 Qenller = [l0llEr (1Qe0]) = [N ((Wn)1/2> = [l 1€l

Entonces ||By|| < |[#|. Por lo tanto, 3z € B (H) tal que By(&,n) = (x&,n)
y tenemos que ||z| < ||¢]|. Por el teorema 0.8, todo operador autoadjunto en
B (H),, es diagonalizable. Entonces, dado y € B (H),,., existe {&, }nen b.on. de H y

{A\n}nen C R autovalores de y tal que y = Y Awg, . En particular, tr(|y|) = > |\l
neN neN
Por lo tanto:

w(y) = Z An¢(w€n) = Z An <$§n7 €n> = Z (xy{n, §n> = tr(xy)

neN neN neN

Dado que B (H),, es x—cerrada, la férmula vale para cualquier y € B (H),,, pues

puedo escribir y = % + %5, es decir una combinacién lineal de operadores

autoadjuntos. As{, tenemos una isomorfismo isométrico entre (B (H),.)" v B (H).

]

Definicién 1.9 Topologia o—débil en B (H)
Por lo anterior, usando la traza podemos definir la topologia x—débil en B (H),
que notaremos como o-débil o c—wot. Entonces:

xr; — x converge o-débil & |tr((z; —x)y)| — 0Vy € B (H),,
La topologia inducida por la familia de seminormas {|tr(-y)| /v € B (H),,}-

Proposicion 1.10
Sea ¢ una funcional en B (). Son equivalentes:

i) El{én}neNa {nn}neN C H con Z HénH2 <oy Z H77nH2 < oo tales que:

neN neN

o) = (wbu, )  x€B(H)

neN

1) HE& nens {Mntnen € H conjuntos con elementos mutuamente ortogonales con
STEP <oy D |Imall* < oo tales que:

neN neN

o) =D (2&u,m) @ E€B(H)

neN

iii) Existe y € B (H),, tal que ¢(z) = tr(zy) Vo € B (H).
iv) ¢ es 0—débil continua.

V) @|Byp. s débil continua, donde By 1 es la bola unitaria de B (H).
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Demostracion. Dado que la topologia o0—débil es la dada por la familia de fun-
cionales tr(-y) con y € B (H),,, se tiene que iii) & iv), y claramente ii) = i).
Demostremos entonces i) = iii), iii) = ii) y iv) < v).

i) = iii) Sea Ho = ({&n}nen U {Mntnen) ¥ sea {vy, }ner una b.on. para Hy.

Si #I = d < oo podemos escribir a los &, y 1, como combinacién lineal de los v,
y obtener a;; € C con 1 <14, j < d tales que:

x) = Z a;; (Tv;, v5) = Z (zyvj,v;) = tr(zy)

neN neN

donde y es un operador de rango finito dado por yv; = > a;v; v ylu, = 0.
neN

Si I =N, definimos y;,y2 € B (H) tales que se anulen en Hy y que cumplan que
Y1V, = &, € Yo, = Np,. Notar que:

r(yivn) = ) lnvall? =D lI&all? < oo tr(ysye) =D llyavall® =Y lImall* < o0

neN neN neN neN

Luego por 0.15, y = 11y5 € B (H),,, vy por 0.16 tenemos que Vz € B (H):

tr(zy) = tr(eyiys) = tr(ysey) = Y (Yseyivn, vn) = > (2€a,m0) = 6(x)

neN neN

iii) = ii) Sea y = uly| la descomposicién polar de y, entonces |y| es un operador
compacto y normal con todos sus autovalores positivos. Usando 0.8, existe una
b.on. {v,tneny de H y {A\n}nen € Co(Rxp) tal que |y| = D A\yw,,,. Més ain, dado
que |y| € B (H),,, tenemos que tr(|y|) = > A, < oo. Definiendo &, = 111/21“/71
y Ny = A 2uvn, sucesiones de elementos mutuamente ortogonales pues u es una
isometria parcial, obtenemos que Va € B (H):

o) = triay) = 3" (ayvn, o) = 3 (@huvn, va) = 3 (@0,m2)

neN neN neN

iv) < v) La funcién identidad Id : (B (H), 7wot) — (B (H),7,_wot) es con-
tinua pues la topologia débil es mas débil que la topologia o—débil (todas las se-
minormas que definen la topologia débil estdan en la topologia o—débil). Dado que
B3, es débil-compacta, entonces también es o—débil compacta y resulta que Id
es un homeomorfismo en Bgy3),1. En particular, si ¢ es 0—débil continua en B (H),
también lo es By y),1, ¥, por lo tanto, ng|3%(%)71 es débil continua.

Si ¢ Ba, € débil continua, ¢ es 0—débil continua por Krein-Smulian.

]

Proposicion 1.11

Si M C B (H) es una x—élgebra unital e y € M”| entonces dados € > 0y {&, }nen
tal que Y [|&,]| < oo, existe un @ € M tal que Y ||(y — 2)&,|]* < &2

En particular, M” es la clausura c—débil de M.
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Demostracion. Reescribiendo la demostracion de iii) = i) de 1.3 con H>* = @ H
neN
y®: M — B(H™) donde ¢(z) = zld = Z, podemos obtener un z € M que

cumple lo pedido.

Para ver que M” = M en el sentido 0—débil, sea ¢ un funcional c—débil continuo.
Entonces existen {&, bnen, {7 tnen con D |I&I17 < oo v Do |Imall? < oo tales que
o(x) = > (x&n, nyn). Por lo anterior, dado y € M” y ¢ > 0, existe z € M tal que
STy — )& ]|* < 2. Entonces:

6y —2)| = XA — ) n)] < (S — 2)&l"7 (X )
< (X ml?)"?

Luego, y esta en la clausura c—débil de M.

Corolario 1.12
Toda élgebra de von Neumann es o—débil cerrada.

Teorema 1.13 Toda /flgebm de von Neumann M € B (H) tiene un predual y la
topologia *—débil de M coincide con la inducida por la o—débil de B (H)

Demostracion. Identificando 8 (H) con (25 (H)

* .
), consideramos:

M, ={yeBH), /tr(zy) =0Vz € M}

Entonces, M es un subespacio cerrado en (B (#H),,,tr(|-|)) y podemos definir el
espacio de Banach M, =B(H)sr /ML

Sean I : M — B (H) la inclusién y Q : B (H),, —> M. la aplicacién cociente,
entonces Q* : (M,)" — (B (H),,). El objetivo es identificar Q* con I.

Sea ¢ € (M.)", entonces ¢ = Q*(¢) = o Q € (B (H),,)". Por la identificacion
hecha en 1.8, 3z € B (H) tal que ¢ (y) = tr(zy) VyB (H),,, vy ademds sabemos que
Y(y) = 0Vy € M*. Es decir, ¢ € (ML)L. Como M es o—cerrado, resulta que
& € M. Sea ahora x € M, consideremos el operador tr(z-) € (B (H),,)". Dado que
tr(zy) = 0Vy € M, resulta que tr(z-) define un elemento en (M.,)".

Por 1ltimo, usando la identificacion vista en 1.8 y lo anterior, notemos que
1Q (D) = ||¥|| = |l=|. Luego, @* es un isomorfismo isométrico con su imagen.
Por lo tanto, (M,)" = M y por cémo fue construida la identificacion, la topologia
x—débil inducida en M coincide con la restriccién de M de la topologia c—débil. [
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Proyecciones en un algebra de von Neumann

Definicién 1.14 Proyecciones en un Algebm de von Neumann
Sea M un élgebra de von Neumann, se define:

P(M) = {x € M / z es proyector ortogonal}.
El soporte de x € M a la proyeccion s(x) = Proyrg(z)-

El soporte central de una proyeccién e € P(M) a la proyeccién:
c(e) = N{f e PM)NZ(M) /e < [}

Teorema 1.15 Toda Algebra de von Neumann estd generada por P(M)

a) Sea A C B (H) una C*-dlgebra unital. Entonces, todo elemento de A se puede
expresar como una combinacion lineal de 4 operadores unitarios de A.

b) Sea z € B(H) y M C B(H) un Algebra de von Neumann. Una condicién
necesaria y suficiente para que x € M es que v'zu™* = xVu' € M.

¢) Sea M un Algebra de von Neumann y z € M. Entonces, u,|z| € M donde
xr = u|z| es la descomposicién polar de x. Mds ain, si  normal, entonces xr(z) €

M, VF C Spec(z) boreliano.

7 ~vareen(ll
d) M = (P(M))
Demostracion.

a) Ante todo, notar que si x € A, entonces C*(z) C A. Dado x, podemos re-
escribirlo como x = x1 + ixy donde x; = % y Xy = z% son autoadjuntas y
x1,T2 € A. Por lo tanto, alcanza con escribir a las autoadjuntas en A como una
combinacion lineal de 2 operadores unitarios. Sin pérdida de generalidad, puedo

suponer que ||z|| < 1. Entonces, puedo reescribir x como:

(V) + (VI )
2

un promedio de 2 operadores unitarios que estan en C*(z) y por lo tanto en A.

b) Claramente si z € M, v/zu* = x no sélo para cualquier unitario sino cualquier
elemento en M’. Supongamos ahora que x cumple que v'zu™* = zVu' € M, o
equivalentemente que v’z = zu'. Por el item i), todo y € M’ puede ser escrito como
combinacion lineal de unitarios en M, es decir, y = aju; + agus + azug + aguy.
Entonces:

TY = A1TU] + A2TU2 + A3TUSZ + A4TUL = ALUIT + A2ULT + A3UST + AULT = YT

Luego, x € M" = M.

12
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¢) Por el item b) vzu™* = x Vo' € M’y por la descomposicién de z, tenemos
que la de v'zu™* = v'uu*u'|x|u*. Por la unicidad de la descomposicién polar, de lo
anterior resulta que u = v'uu’™ y |z| = u'|z|u”*, y esto vale para u’ € M’ arbitrario.
Luego u, |z| € M. Para el caso en que x es normal, usando 0.9 y la unicidad de
Spec(z), se deduce lo que queremos de manera anéloga a lo anterior.
d) Sea M, = <P(M)>II.H. Claramente M, C M. Por el item a) y el hecho de que

M es x—algebra, basta ver que si x € M autoadjunto, entonces z € M,.

Sea entonces {®,}, .y una sucesién de funciones simples en Spec(z) tal que
®,,(t) — t uniformemente en Spec(x). Entonces, lim ||®,(z) — x| = 0, y por el
n—oo

ftem c), ¢, (z) € My Vn € N. Luego, z € M,.
[

Proposicién 1.16
Sea M un Algebra de von Neumann y e, f € P(M). Entonces:

exf=0 VreM = cle)e(f)=0

Por otro lado, Si e, f son no nulas y M es un factor, 3 u € M isometria parcial tal
que u'u < ey uu* < f.

Definicién 1.17 Relaciones en P(M)

Decimos que e ~ f (rel M) si existe u € M isometria parcial tal que u*u = ey
uu* = f. Para precisar u, se puede notar como que u : e ~ f.

Decimos que e = f si existe e; € P(M) tal quee ~ ey ye; < f.

Estas relaciones se las usaran equivalentemente para subespacios de H que se iden-
tificaran con los rangos de las proyecciones de M.

Propiedad 1.18 Propiedades de las relaciones para subespacios de H
a) SiM, ~N,Vn e Ny M,, L M,,, N,,, L N,, ¥n # m, entonces P M, ~ B N,.

b) Si My ~ M; y existen N; € M; con i = 0,1 tales que Ng ~ Nj, entonces
My © Ng ~ My © Ny, donde notamos M& N = M N N+,

¢) M=2NyN =M implica que M ~ N.
Definicién 1.19 Afiliaciones de subespacios en H y operadores cerrados

Un subespacio D se dice afiliado a M, notado D € M, si ¢’'D C D Va' € M'.
Notar que si D es un subespacio cerrado y Pp es la proyecciéon ortogonal, se
deduce del teorema del doble conmutante que Py € M < D € M. La siguiente
definicion pretende generalizar esta nocion.
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Un operador cerrado A se dice afiliado a M, notado A € M, si se tiene que
a’A C Ad'Va' € M'. Es decir, si € € Dom(A) y ' € M, entonces a'§ € Dom(A)
y Ad'§ = a’ A£. Como en el caso anterior, notar que si A es un operador acotado,
AEM & Ae M, por el teorema del doble conmutante.

Lema 1.20
Sea A un operador cerrado y densamente definido. Son equivalentes:

i) AEM.
i) A*EM.
iii) Si A = uH la descomposicién polar, u, xp(H) € M VF C [0, 00) boreliano.

Proposicion 1.21
Dado M un factor y M,N € M subespacios de H, entonces M 2 N 6 N < M.

Definicién 1.22 Proyecciones finitas respecto a M

Una proyeccién e € P (M) se dice finita si dado un ey € P (M) tal que e ~ eq < e,
entonces ey = e. Como antes, se podra decir que un subespacio M C H afiliado a
M es finito si Py proyeccién lo es.

Proposicién 1.23
Sean M,N € M subespacios de H y M &lgebra de von Neumann. Si M < N y N
finito, entonces M es finito.

Teorema 1.24 “Algoritmo de Division” para subespacios afiliados a un factor
Dados M,N € M factor y N # (0), entonces 3 {N;},_; familia de subespacios
ortogonales 2 a 2 de M y un subespacio R de M tales que:

N;,R € M M:(@Ni)@R Ni~NVielyRZN Ademas:

el
a) Si I es infinito, existe otra descomposicién con R = (0).

b) Si M es finito, entonces I es finito y su cardinal no depende de la descomposicion.

Definicién 1.25 Sea M factor. Si M,N € M finitos v no nulas, definimos
[M/N] = #1, con I el dado por la descomposicién del teorema anterior.

Definicién 1.26 Sean N;,N € M subespacios, con 1 < i < k, tales que N; ~ N.
Notaremos kN = @ N,. Asi, en el teorema anterior para I finito, M = #IN & R.

1<i<k

Corolario 1.27
Sean M,N € M con M factor:

a) M es infinito < 3B/ M=Bad(MeB) A M~ B~ (Mo B).

b) Si M es infinito = N = M. Si ademas N es infinito, entonces M ~ N.
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Lema 1.28
Sean M,N,B € M subespacios de H y M factor. SiM L Ny B C M@ N, entonces
3By, M;, N; € M subespacios, con i = 1,2,3, y A € M operador cerrado tales que:

Bo = {¢ + AL / dom(A)}
M:Ml@MQ@Mg N:Nl@NQ@MS B:MQ@N2®BO

MQIMQB '\/Igzl\/lﬁBL Mle@(MQ@Mg)
NQINlﬂB NgINﬂBJ' N1:N6(N2@N3)
Dom(A) =M, Rg(A) =N Ker(A) = (0)

Mas ain: My ~By~N;, v B=XMV (M&N)sBZIN

Proposicién 1.29
Sean M,N € M con M factor:

a) Si M L Ny ambos son finitos = M & N es finito.
b) M+NJ&eN M.

c¢) SiMy N son finitos = [M + N] es finito. Mds atn, dados {e;},_, C P (M) finitos,

sup e; es una proyeccion finita.
1<i<n

Clasificacion de factores

El interés en clasificar factores surge de la Teoria de Reduccion de von Neumann
que concluye que toda Algebra de von Neumann se puede representar usando solo
factores (més precisamente, como una intergral directa de factores). La teoria pue-
de encontrarse desarrollada en [Dix81] o [Sak97], como en los trabajos originales
de Murray y von Neumann ([MN36]). Lamentablemente, desarrollar esto escapa a
los objetivos de esta presentacién. No obstante, el resultado permite motivar estos
objetivos, pues nuestra intenciéon es construir algebras de cierto tipo, y para ello
necesitamos entender los diferentes tipos de factores.

Definicién 1.30 Subespacio M € M minimal
M € M se dice minimal si es no nuloy YN € M tal queN C M = N = (0)VN = M.
Equivalentemente, se dice que una proyeccién es minimal si su rango lo es.
Notar que en el caso en que M = B (H), los subespacios minimales son aquellos
que tienen dimension 1. Nuestro objetivo en esta seccion va a ser construir una
funcién dimension que generalice la nocién que ya conocemos para B (H).

Definicién 1.31 Tipos para M factor
Un factor M se dice de tipo:

I si contiene proyecciones minimales.
IT si no contiene proyecciones minimales pero si finitas y no nulas.

I1T si no contiene proyecciones finitas y no nulas.
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Lema 1.32
Sean M factor y M, N, B € M subespacios finitos y no nulos.

o L) ] = )= ([l =) ([&] )

M B M®B M B
i = < |22 < | 2 had
b) SlMJ_Bentonces,{N}qL{N]_{ N }_{N}+{N}+2

Proposicion 1.33 Sucesion Fundamental de un factor M de tipo 11
3 {N;},cy sucesion de subespacios finitos y no nulos tales que N; € M Vi € Ny
[N;+1/N;] > 2. Tal sucesién la llamaremos sucesién fundamental para M.

Propiedad 1.34 Propiedades de una Sucesion Fundamental
Sea S = {N;},.y una sucesién fundamental para M factor de tipo II y sean
M,B € M subespacios finitos y no nulos.

a) Para un ¢ suficientemente grande, [NMJ # 0. De hecho, [NMZ] oo,

NT/ . .
b) Eli E)noo [[B // N@]] y es un numero positivo que notaremos (E)s

Teorema 1.35 Euxistencia de Funcion Dimension
Sea, M un factor, entonces 3D : P (M) — [0, +o0] tal que:

a) M~N < D(M)=D(N).
b) SSMLN = D(M&N)=D(M)+D(N).
¢) M es finito < D (M) < 0.

Mas aun, tal funcién D estd univocamente determinada salvo por la multiplicacion
de una constante positiva, y la llamaremos funciéon dimensién de M.

Propiedad 1.36
Sea M factor y D : P (M) — [0,+00] como en el teorema anterior:

a) MXN < D(M)<D(N).

b) SiM= @ M, con M,, € M Vn € N, entonces D (M) = > D (M,,).

neN neN

Lema 1.37
Sea D la funcién dimensién de M y sea v = D (#H). Entonces:

a) Im (D) C [0,7].
b) Sia<peIm(D) = —acIm(D).

c) Si{ant,ey CIm D)y > o <v = > o, € Im (D).

neN neN
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d) La Im (D) es uno y sélo uno de los siguientes conjuntos:
)

a

(I,) {0j/7=0,1,2,...,n} con 0<d<o0
(Io) {0j/jeNy} con 0<6<o0

(IL;) [0,7] con 0<7vy<o0

(Il) [0, <]

(111 {0, 00}

Definicién 1.38 Clasificacion de los tipos de factores
Un factor M se dice de tipo I,,, I, 11, 11, o III segtin como sea la I'm (D).
A los factores de tipo I,, y II; se los llama finitos y al resto infinitos. En el caso de
los factores finitos, la funcién D se la suele redefinir de forma tal que I'm (D) C [0, 1].

Concluimos esta seccién enunciando el teorema que caracteriza a los factores finitos
y que fue uno de los ejes centrales de la materia Algebras de von Neumann [Sas|. El
desarrollo para demostrar este teorema puede encontrarse en [Jon09] 6 [Bla06].

Teorema 1.39 FEuxistencia y unicidad de traza en factores finitos
Sea M un factor. Son equivalentes:

i) M es finita.

ii) 37 : M — C funcional tal que:

o T(Id) =1,
o T(xy)="T(yx) Yo,y € M,
[ J T|P(M) = D

Relaciones de Equivalencia
entre Algebras de von Neumann

Con el objetivo de hacer una clasificacién, debemos primero definir cudndo dos
algebras de von Neumann son esencialmente la misma. En este sentido los factores
de tipo I estan bien identificados, pero existe un trabajo activo desde los comienzos
de la teoria en construir e identificar diferentes factores de tipo II y tipo III. El
estudio de factores de tipo II, que hace hincapié principalmente en los de tipo II;, es
bastante distinto a los de tipo III. Asi que, con la simple intenciéon de complementar
el trabajo que continuaremos, enunciaremos algunos teoremas que dejan el camino
abierto hacia el estudio de los factores de tipo II;, o bien de los de tipo III.
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Definicién 1.40 Relaciones de Equivalencia entre /flgebms de von Neumann
Dos élgebras de von Neumann M; C B (H;) y Mo C B (H2) se dicen:

espacialmente isomorfas si 3 U : Hy — Hs unitario tal que UM U* = M,.

algebraicamente isomorfas, si existe un x—isomorfismo de M; a Ms.
En tal caso, lo notaremos M; = Ms.

Claramente, dos algebras espacialmente isomorfas son algebraicamente isomorfas.
Diremos que dos dlgebras son isomorfas si son algebraicamente isomorfas.
Dada M élgebra de von Neumann, notaremos Aut(M) al grupo de automorfismos.

Proposicion 1.41
Todo factor M de tipo I,,, con n € NU {oco} es isomorfo a B (H) con dim(H) = n.

Teorema 1.42 Caracterizacion de los factores de tipo Il
Sea M factor, entonces:

M es de tipo I, & M%M@)%(’H)

donde M es un factor de tipo II; y H es un espacio de Hilbert infinito separable.

Teorema 1.43 Dadas M C B (H),N C B(K)y ®: M — N un isomorfismo de
algebras de von Neumann, 3V espacio de Hilbert y u: H @ W — K ® W tal que
O(x)®1=u(r®1l)u* Ve e M.

Corolario 1.44
Dos algebras de tipo III isomorfas son espacialmente isomorfas.

Idea. Se deduce del hecho de que si M es de tipo III, entonces M = M ® B (K)
con K un espacio de Hilbert. O
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Teoria de Tomita-Takesaki

En el trabajo de hacer una clasificacién mas fina de los factores, los de tipo III
estuvieron fuera del alcance por mucho tiempo. Principalmente porque la nocién de
traza es importante para la clasificacién de los otros tipos, pero en los factores de tipo
III esta nocién no tiene sentido. Es por eso que en este capitulo desarrollaremos la
teoria de Tomita-Takesaki. Esta teoria nacio principalmente con la idea de demostrar
que dadas M, y My lgebras de von Neumann , entonces (M; @ My) = M) @ M,
una conjetura que permanecia abierta desde los primeros trabajos en dlgebras de
von Neumann. Pero fue Connes, al darse a conocer esta teoria, que la aplicé para
hacer una clasificacién de las algebras de tipo III. El objetivo entonces es desarrolar
una herramienta poderosa para el posterior estudio de factores de tipo III.

Cabe destacar que la teoria no esta limitada a la condicién de que las algebras de
von Neumann sean separables, es decir, contenidas en un B (#) con H separable. Es
por eso que si bien las primeras secciones si estaran dedicadas a este caso particular,
en la ultima seccion se presentara la version general de esta teoria.

Este capitulo fue confeccionado basandose en el capitulo 2 de [Sun87] y la tercera
parte de [Haa88|, pero para su profundizacién se puede usar [Tak70].

Construccion de Gelfand-Naimark-Segal para M
con funcionales positivas, normales y fieles

Definicién 2.1 Funcionales de un dlgebra de von Neumann
Dada un élgebra de von Neumann M C B (#H), definimos:

M* ={x € M / xes un operador positivo}.

M = {¢p: M — C / ¢ es una funcional lineal positiva: p(z*x) > 0 Vo € M}.
Equivalentemente, ¢ € M* < ¢(M™) C R,. Decimos que ¢ € M7 es:

e un estado si ¢p(1) = 1.

e fiel si dado x € M™ no nulo, entonces ¢(z) > 0.
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e normal si ¢(x) = sup@(z;) donde {z;}ie;r € MT es una red mondtona
i€l
creciente que converge débilmente a x = sup z;.
iel
Al conjunto de funcionales normales lo notaremos M, .

e de traza si ¢p(z*x) = ¢p(xzz*) Ve € M.

Propiedad 2.2
Sea ¢ € M7 y sea [z,y] = ¢(y*z). Entonces:

a) [, ] es una forma sesquilineal.
3
b) 4[z1,20] = > i* [21 + i%20, 21 + i* 2] (Identidad de Polarizacion).
k=0

c) Si ¢ es fiel, |-, -] es un producto interno.
d) |[z,y]]* < [z, z][y, y] (Desigualdad de Cauchy-Schwartz).

Proposicion 2.3
Dado M C B (H) existe un ¢ € M., , estado fiel.

Demostracion. Sea {{,}, oy una base ortonormal de . Definimos:

¢: M — C donde o¢(x)= > 27" (x&, &)

neN

Claramente |¢(z)| < ||z||, es positivo y fiel. Ademads, ¢(1) = 1, por lo tanto es estado.

Maés atn ||¢|| = 1. Para ver que es normal, sea {z;};c; C M™ una red monétona
creciente y x = sup ;. Veamos que sup ¢(x;) = ¢(x):
iel icl

sit<j ¢(x]) - Cb(xz) = Z 27" <($J - 372) gna5n> >0

neN
Luego, ¢(x;) es creciente y converge a ¢(zx). O]

Propiedad 2.4
Sea ¢ € M’ . Son equivalentes:

i) ¢ es de traza.

ii) ¢(zy) = d(yz) Vz,y € M.

i) ¢(uzu*) = ¢(x) V x,u € M con u unitario.
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Demostracion.

i) = ii) Que ¢ sea de traza significa que ¢(z*x) = ¢(xz*) Vo € M. Usando el
item b) de 2.2, desarrollemos ¢(zy) = [y, 2*] y ¢(yz) = [x,y*] usando el hecho de

que ¢ es de traza. Para simplificar, notemos wy = y + i*z* y vy = x + i*y* = i*w;.

4o(ay) = 0wy we] = 32 F(wiwg) = 3 iF(wpw)
k’go lg:O 3k:0 5

19(yr) = 3 o] = 3 p(utu) = O FH((—i)Funiul) = 3 i (wew})
k=0 k=0 k=0 k=0

Luego, vale que ¢(zy) = ¢(yx).
ii) = iii) Dados z,u € M, w unitario, ¢p(uzu*) = ¢((uz)u*) = p(u*(uz)) = ¢(2)

iii) = i) Dado x € M podemos usar la descomposicién polar de 1.15 y entonces
r = u|z| con u € M unitario. Entonces ¢(z*z) = ¢(|z|*) = ¢(u|z|*u*) = ¢(zz*).

]

Proposicion 2.5
Sea M C B (H) un algebra de von Neumann y ¢ € M*.. Son equivalentes:

i) ¢ es normal.

i) o(>_pi) = > é(pi) V{pitic; € P(M) mutuamente ortogonales.
iii) ¢ es o—débil continua.

Demostracion.

i) = ii) Dado {p;},c; C P(M) mutuamente ortogonales, sea ¢; = ) p;. Entonces

j=1
{q:}ier es un red monétona creciente en M* y 3 p; = sup ¢;. Como ¢ es normal:
i€l =
o[ ) =0 (supa) =sups (@) =sup Y- o) = X o0
pr iel iel iel {4

ii) = iii) Dado & € H tal que ||£]|*> = ¢(1), consideremos we = (-, &) € M. Sea
p € P(M), entonces:

we(p) < &(p) 6 we(1 —p) < ¢(1 —p) 6 we(p) = ¢(p)

Si we(p) = é(p)Vp € P(M), por la densidad de P(M) vista en 1.15, resulta que
we = ¢y, por lo tanto, c—débil por 1.10. Si no, consideremos {¢; };c; familia maximal
de proyecciones mutuamente ortogonales tal que we(q;) < ¢(g;). Notar que we tiene
las misma propiedad que ¢ tiene por hipdtesis y que we(1) = [|€]|* = ¢(1). Entonces,
si ¢ = ) ¢, tendremos que we(q) < ¢(q) y que ¢ # 1. Por lo tanto, tomando
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p =1— g, tendremos que Vr < p con r € P(M), ¢(r) < we(r). Luego, usando 1.15
en pMp, se concluye que Yz € (pMp)*, ¢(z) < we(x).

Habiendo hecho lo anterior, consideremos el conjunto:

3= {{pi}iel 3{&} CH donde &[] = d(1) v d(x) < we () Vo € (piMp:)* }

{pi};c; es una familia de proyecciones mutuamente ortogonales

con el orden definido por:

{pitics <{aj}ye; & Ry (Zm) C Rg (Z qz-)

Por el lema de Zorn, podemos tomar {p;},., familia maximal. Si ¢ =1— > p; # 0,
podemos aplicar la construccion anterior en ¢Mgq y qH v obtener una familia mas
grande, contradiciendo la maximalidad. Luego 1 =Y p;, y dado x € M:

o(pix*xp;) < (pir*api€i, &) = ||lap&il|* Viel

Sea qr = Y p; con F' C I, definimos ¥r(z) = ¢(z¢;). Notemos que:
i€F

2

< £
]l

Entonces, usando la desigualdad de 2.2, obtenemos que:

Ve>0,3FCl/¢(l—qr)

[6(2) = vr(@)]* =16 (z(1 - qr)) | < $(az")d(1 — qr) < ||z]|%¢

Luego, ¥p LiN ¢. Como el predual de M es || - ||—cerrado, basta ver que ¢r es

o—débil con F finito. Sea entonces {:ch}jE ; € M una red que converge o—débil a

xr € M. Como en M las topologias fuerte, débil y o—débil coinciden, resulta que
sot,

x; — x. Entonces, fijado un F' C I:

Wr(z; — o) < X lo(ay —2)pi) 2 < 3 ¢(1)o (pi(; — )" (x5 — 2)ps)

i€EF iEF

< o(1) ; (2 — 2)pi&ll* < llzj — 2lP6(1) 3 [Ipa&ill* — 0

i€l

N

iii) = i) Como en M una sucesién débil convergente también es o—débil conver-
gente, en particular un red monétona creciente débilmente convergente también es
o—débil convergente. Luego ¢ es normal.

Corolario 2.6
El predual de M un algebra de von Neumann es M, .
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Proposicion 2.7
Sean M C B (H) un élgebra de von Neumann, H Hilbert y 7 : M —3 B (ﬁ) un

x—morfismo. Si 7 es inyectivo, entonces 7 es una isometria. Si ademas es normal,
entonces m es un homeomorfismo o—débil con su imagen, m(M) es un élgebra de
von Neumann, y, por lo tanto, M = w(M).

En particular, todo a € Aut(M) es 0—débil homeomorfismo e isometria.

emostracion. m ue 7 es una isometria. Primero, notem u x
D t Veamos que 7 es una isometria. Primero, notemos que dado =z € M
y usando la C*—identidad:

Im(2)|* = [l & lI7 (@) 7 (2)]| = lla*zl| & |7(z*2)l| = l="z]

Entonces, alcanza con ver que ||w(z)| = ||z| para = € M autoadjuntos. En este
caso, sabemos que la norma es igual a su radio espectral. Veamos entonces algo mas
fuerte que es que Spec(w(x)) = Spec(x).

Si A ¢ Spec(x), entonces © — Al es inversible. Por el item iv) de 1.1, tenemos que
(z — M) "' € M. Entonces 7(x) — M o es inversible con inversa m ((z - AlM)_l).
Por lo tanto A ¢ Spec(m(x)), es decir que Spec(m(z)) C Spec(x). Supongamos que la
inclusién es estricta, entonces existe una funcién real, no nula y continua en Spec(z)
que se anula en Spec(m(z)). Por el teorema espectral 0.9 f(x) # 0y f(n(z)) = 0.
Usando el hecho de que f es continua y aproximéandola por polinomios, se puede
ver que f(x) € My que n(f(x)) = f(m(z)) (usando con los polinomios que 7 es un
«x—morfismo). Luego, por la inyectividad de 7, resulta que f(z) = 0, llegando a una
contradiccion. Concluyendo asi que 7 es una isometria.

Para ver que m es 0—débil continuo, notemos que V¢ € B <7—~[> tenemos que
*,4
pome M, . Por 2.5, sabemos que V¢, ¢ o m es 0—débil continua y, por lo tanto,

7 también es o—débil continua.

Como 7 es 0—débil continua e isometria, y M; = {x € M / ||z]| <1} la bola
de M o—débil compacta por Banach-Alaoglu, se deduce que 7(M;) = m(M); es
o—débil compacta. Por el teorema de Krein-Schmulian, (M) es 0—débil cerrada y
por lo tanto, un algebra de von Neumann.

Si tenemos a € Aut(M), por ser inyectivo es una isometria. Pero como ademas
preserva el orden en el conjunto de los autoadjuntos, también es normal.

]

Definicién 2.8 Subconjunto de H ciclico y separador para M C B (H)
Dada un élgebra de von Neumann M C B (H), un conjunto S C H se dice:

ciclico para M si [MS] = H.
separador para M si para un x € M tal que zS = {0}, entonces z = 0.

Lema 2.9
Sean M C B (H) un élgebra de von Neumann, y S C H. Entonces:

S es ciclico para M < S es separador para M’
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Demostracion.

=) Seay € M’ tal que yS = 0. Entonces, Vo € M, 0 = zyS = yxS. Por ser S
ciclico para M, resulta que H = 0. Luego x = 0.

<) Sea P : H — [MS] la proyeccién ortogonal de [MS]. Por el item v) de
1.1, sabemos que P € M"y Ps = sVs €S, es decir que (Id — P)S =0. Como S es
separador para M’ tenemos que P = Id.

]

Teorema 2.10 Construccion de Gelfand-Naimark-Segal para M con ¢ € M, . fiel
Sea M C B (H) un dlgebra de von Neumann y ¢ € M, fiel. Entonces existe una
3—upla (Hy, mg, 2p) tal que:

a) H, es un espacio de Hilbert y my : M — B (H,,) es un *—morfismo.
b) Q¢ cHsy H¢ = Ty (M) Q¢.
c) ¢ (x) = (my () Qp; ) 4

Esta 3—upla es tnica salvo operador unitario. Es decir, si existe otra 3—upla
(’H T Q) con estas propiedades, entonces existe un operador unitario u : Hy — H
tal que u$2, = Qy 7(z) = umy(z)u* Vo € M.

Ademas, 7y es inyectiva y normal. Entonces, por 2.7, 74 es una isometria y M =
75(M). Respecto a €y, es ciclico y separador para M con la identificacién anterior
v [[Qlle =1 < ¢ es un estado.

Demostracion. Definimos (z,y), = ¢(y*z). Por 2.2 y el hecho de que ¢ es fiel hace

)

que </\/l, (,) ¢> sea un espacio pre-Hilbert. Sea entonces Hy = My consideremos

i: M — H, la inclusién. Definimos entonces i(1y) = Q4. Claramente, ||Q4]]* =
é(1am), es por eso que ||24]ls =1 < ¢ es un estado.

Notemos por otro lado que, fijado x € M, la aplicacién multiplicar a izquierda por
x define, por densidad de M, un operador que estd en B (H,). Para demostrarlo,
veamos que dado y € M, |lzy[} = ¢ ((zy)*zy) < [lz]*¢ (yy) = [lz[*[ly3. Por la
positividad de ¢, alcanza con ver que y*z*zy = (zy)*zy < ||z||*(y*y):

(zy)'zy < 2Py & 0<y*(lz)? 1y — 2°2)y
& ((lle]PLa — a"2) yE,y€) = 0VE € H
& (||2)?€,€) > (x*ag, €) VE € Im(y)
& lzllPlEl? > [lz€]* VE € Tm(y)

(2.1)

Definimos entonces 7y : M — B (H,) el operador que manda z € M al operador
multiplicar a izquierda por z, que lo notaremos m4(x). Claramente 7, es morfismo
de algebras unital. Veamos que preserva la involucién. Dados z,y, 2 € M:

(ms(@)y, 2) 5 = @y, 2) 4 = d(2"wy) = ¢ ((272)"y) = (y,2"2), = (Y, Ms(27)2)
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Por la densidad de M en H,, se deduce que (m4(x))" = mg(z*). Ademds, notar que
(T () Qg3 Qo) = (@1aa; i)y = ¢(Amx1m) = ¢(2) ¥ que w4 (M) 2y = M. Asf se
concluyen los 3 primeros incisos. L
Supongamos ahora que existe otra 3—upla (H,7,2) que cumple con lo anterior.
Entonces tenemos que my (M) Qs = My y 7 (M)Q = H. Definimos el operador
u: Hy — H tal que umy () Qp = 7 (2) Q. Por otro lado, dados z,y € M:
F@RFH)Q) = (Flyra)%0) =o(ys) = (ry (2) 2 7o () %)y

Entonces u es unitario y u o mg(x) = 7 o u(x). Ademads, resulta que u (y) = Q.
Veamos que 74 es normal, es decir, dada {z;};,., C M™ una red monétona cre-

ciente que converge débilmente a x, entonces my,(x;) — mg(x) débilmente. Si z; N«
entonces y*x;y " y*ry Vy € M. Dado que ¢ es normal:

(m(x)y, y)y = oY ziy) /oy wy) = (me(@)y,y)y Yy € M

Por (2.1), ||my(z)|| < [|z|| V2 € M. Por lo tanto {;},., esta uniformemente acotada,
y entonces {m4(2;)};.,; también lo estd. Luego my(7;) — my(x) débilmente.

Para ver que 7, es inyectiva, sea x € M tal que m,(z) = 0. Entonces, tomando
norma, 0 = ||74(2)Q||5 = ¢(2*z). Como ¢ es fiel, 2"z = 0, entonces = = 0.

Por el ftem b) ya vimos que €2, es ciclico para m,(M). Veamos ahora que es
separador. Sea y € ms(M) tal que yQ, = 0. Como 7, es inyectivo, 3!z € M tal que
7y(2) = y. Y por definicién, Q4 = m4(1pq). Luego 0 = yQy = my(xlp) = m4(x), que
por la inyectividad de 7, queda que = 0 y por lo tanto y = 0.

]

Teoria de Tomita-Takesaki
para funcionales positivas, normales y fieles

Proposicion 2.11
Sea M algebra de von Neumann actuando en H donde €2 € H es un vector separador
y ciclico de M (como seria el caso de la construccién GNS).

a) Consideramos los siguientes operadores lineales conjugados:

S MQCH — H b MQCcH — H
() —  z*Q) z'Q —  2*Q

Entonces, Sy y Fy son operadores densamente definidos y clausurables. A sus
clausuras las notaremos S y F', y cumplen que S = F* = Fj y F = S* = 5.

b) Sea S = JAY? la descomposicién polar de S. Entonces:

i) A es positivo e inversible.

ii) J? = Id y es una isometria conjugada.
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Demostracion.

a) Como 2 es ciclico y separador para M, por 2.9, también lo es para M’. Por
lo tanto, Sy y Fy son densamente definidos. Notar que six € My 2’ € M’:

(Fo(2'Q), 2) = (2™Q, 2Q) = (Q, 2'2Q) = (Q, z2'Q) = (2*Q, 2'Q) = (Sp(2Q), 2'Q)

Por la definicién de la adjunta de un operador conjugado, Fi|ma = So, es decir
So C Fj§. Entonces, Fjj es densamente definido y, por lo tanto, Fj es clausurable,
notando F = F,. Como F* = Fy C Sp, resulta que Sy es clausurable. Si S = So,
tenemos que S C F*. Y viendo que F* C S, obtenemos F* =Sy F = F** = §*.

Sea & € Dom(F*) y n = F*(§), queremos ver que (£,1) € Graph(S). Tenemos
que (£, Fo) = (n,0) Yo € Dom(F) por la definicién de F. En particular:

(&, (") Q) = (n,2’Q) Vo' e M’ (2.2)
Definimos entonces:
a: MQ — H b: MQ — H
QY — P eM yQ — yn yeM

En particular, a{2 = £ y b2 = n. Entonces, usando (2.2):

(a(2z'Q),y/w) = (@6 y'Q) = (€ (@)yQ)
= (0, (()y)* Q) = ()2’ n) = ('L y'n)
= (b))

Por lo tanto, b C @™ y a C b*. En particular, ™ y b* son densamente definidos, y asi a
y b son clausurables. Si ¢ = @, entonces ¢* =a* Db, cQl =aQl =€y Q=00 = .

Por otro lado, notemos que z'a(2'Q) = 2’2/ = a(2'2'Q) Va', 2" € M, es decir
'a C ax’ V&' € M'. Entonces z'c C cx’ Vo' € M, o sea que c€ M. Por 1.20
sabemos que ¢* € M y, siendo ¢ = ulc| la descomposicién polar, u € M y todas las
proyecciones de |c| y |c*| estan en M. Sea ¢, = u|c|xpn (|c|) € M. Entonces:

I€ = enf2l = ll(e = )l = llu (Je] = lelxiom (e])) 2
= || (Zd = X001 (lc]) lef == 0

Andlogamente se obtiene que ||n — ¢Q| “=>% 0. Entonces, si consideramos

So(cnf2) = Q2 = X0 (|c*]), es decir, (§,n) € Graph(Sy) = Gmph(S)

b) ) Por definicion, Sy = Sy y Fy = F,*. Por lo tanto, vale que S = S~y
F = F~! Entonces A = S*S = F'S es positiva e inversible con A~ = SF.

b) i) Notemos que como S = S~' = A~Y/2J~1 entonces J = AY/25 = SA~1/2,
Entonces, dado & € Dom(S):

PE = (SA7%) (A125) € = $% = ¢

Como Dom(S) = H, resulta que J? = Id. En particular, J es inversible, que al ser
isometria parcial, podemos concluir que J es una isometria conjugada.

]
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Teorema 2.12 Variante del Teorema de Radon-Nikodym lineal de Sakai
Sean ¢ € M, ; estado, A € (0,00) y ¥ € M, tales que:

W(y'z)| < (o(z*2) 2 (o(y"y))*  Va,y e M

Entonces 3a € M que depende de A con |ja|| < 1 tal que:
U(z) = S0(ar) + 5ro(wa) Ve €M
z) = 5é(az) + oy (aa x
Demostracion. Fijado A, sean:
A 1
wule) = () + 56(ea) B = {wn/ae M o <1)

Como ¢ es normal, entonces la aplicacién a — w, es o—débil-débil continua, y
dado que {a € M / ||a]| < 1} es 0—débil compacto, entonces E es débil compacto.
Ademas, por la linealidad de ¢, E es convexo.

Supongamos entonces que ¢ ¢ E. Entonces, por el teorema de Hahn-Banach existe

h € (M.)" = M, tal que:
Re(w(h)) > sup Re(w(h)) = sup  Re(wa(h))

weE aeM,[lal|<1

Sea entonces la descomposicién polar de h = u|h| = |h*|u. Notemos que u € My
|lu|| <1y que u*h =|h| y hu* = |h*|, entonces:

A, 1 oA 1 «
e () = S0(uh) + () = S(1hl) + 5 (1m)
Uniendo las dos expresiones tenemos que:

Re(w(n) > Re (Jo(1kD) + Sroh)) = o1k o(n])

2
La ultima desigualdad proviene de que: (\/%¢>(|h|) — \/%gbﬂh*\)) > 0.
Por otro lado, Re(¢(h) < [¢(h)| = [¢ (u|h|'/?[R|"/?), y usando la hipétesis:

Re(ib(h)) < o(|h])" 2o (ulh|"/?|h]"u*) = o(|h]) "2 (|h*])?

iContradiccién!
O

Lema 2.13
Sea f una funcién continua y acotada en A :={z € C/ —1/2 < Re(z) <1/2},y
analitica en A°. Entonces:

f T +it) + f (=1 +1t)
2cosh(mt)

dt
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Proposicion 2.14
Con lo establecido en la proposiciéon 2.11:

a) Vo' € M/, X >0, Ja € M tal que aQd € Dom(F)y 5 (AS+A"'F)aQ = d'Q

b) Si & € Dom(AY?) N Dom(A~Y2), entonces 3 {&,},cy € MQ N Dom(A~Y2)
tal que: &, T & AV, I AV ATY2g, B AT

c¢) Ademas, 5(aSE, Fn) + 55 (aFé€, Sn) = (d'&,n) V&, n € Dom(S) N Dom(F)

72

oo it / —it
d) a:/ )\Qit%dt
o 2cosh(mt)

Demostracion.

a) Sin perder generalidad, podemos suponer que ||| < 1. Sea ¢(x) := (x2,2) un
estado normal y fiel en M y sea ¢ := (2, a'Q?). Entonces ¢ € M,. Sean x,y € M:

W) = [ (2@, dQ) | = | (2Q,ayQ) | < 2Q][[lyQl| = ¢(z"2)*¢(y"y)*

Estamos en las hipdtesis de 2.12. Entonces, existe a € M con ||a|| < 1 tal que:

U(a) = So(ar) + 5-6(ra)

Por lo tanto:

1
Q,a*Q) + — (a), 2*Q

DO | >

A 1
(xQ,ad'QY) = B (azQ2, Q) + ) (xa&, Q) =

Con la intencion de despejar x{2 obtenemos que:
o A .
2A (29, ad'Q — 59 Q) = (a2, S(zQ2))

Dado que S* = F y recordando que (F(2'Q2),zQ) = (S(x),2'2), tenemos que
a$) € Dom(F) y ademas:

F(aQ) = 2) <a'w - %ag) =2 (a’w - %S(aQ))

Despejando a’Q) obtenemos la igualdad buscada.

b) Sean = (S + F)¢ = J(AY2 + A=Y/2)¢. Consideremos {1, }, .y C M’ tal que
N, — 1. Entonces, existe {a,}, .y C M’ tal que 7, = a;,£2. Por otro lado, notemos
que A2 + A=Y2 tiene inversa acotada, pues Itm'(r)l (¢/2 +¢=/2) = 2. Por lo tanto,

>

podemos definir:
-1
bui= (A2 4 A7) g,

Entonces, (S + F)&, = n, = a,Q. Tomando A\ = 1, podemos usar el item a) para
obtener a, € M tales que 3 (S + F) a,) = a2 para cada n € N.
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Como S + F = J(AY? + A~1/2) es inversible, tenemos que:
1

&n = §anQ € MQ N Dom(F) = MQ N Dom(A/?)
Luego:
n = (AreAT) Ty, S
A1/2§n _ A1/2 (A1/2 + A—l/z)*l J77n n—00 A1/2§

v~

acotado por teoria espectral

A—1/2€n _ A—l/z (A1/2+A71/2)*1 J77n n—00 A‘1/2§

-~

acotado por teoria espectral

c¢) Usando que Dom(S) = Dom(A'Y?) y Dom(F) = Dom(A~'/?) junto con el
item b), alcanza con ver lo que queremos para &, € MQ N Dom(A~'/?) dados. En
ese caso, £ = 110 y n = 222. Entonces, usando el item a):

(a'&,n)

=
e
&
—%
8
%)
=2

(SaQ), x1xoQ) + 55 (FaQ), xj228)
(a*Q, 2722Q) + 55 (STi220, a?)
(210", 22Q) + 35 (w3219, aQ)
(
{

B[ 3200 [ 3N 30| 30 | >0 | >0 | >~

SaziQ, x0Q) + 55 (119, 12aQ)

SaSz19Q, 2:Q) + % (219, Sa*Sz,Q)
(aSz1Q, F1oQ) + 55 (aF1:,Q, Sx,Q)
(aSE, Fn) + 55(aF€, Sn)

d) Por el item c), tenemos que V¢, n € Dom(s) N Dom(F):

A 1
(a'&,m) = §<CLA*1/2J§, AY2Jn) + ﬁ(aAWJg, A2 ]p)
Usando que J es una isometria conjugada, nos queda que V&, n € Dom(S)NDom/(F):

) A, 1 _
(Ja'J€,m) = 2 (aAT2JE, AY2 ) + o\ (aAY2JE, AT ) (2.3)

Counsideremos:
Ho:={{ €M /&€ Ry (xpmn (L)) paraalgin n e N}

Entonces H es un subespacio denso en H, y Ho C Dom(A*) Vz € C.

Sean, £, € Ho y definimos f(z2) := (\**aA*¢, A%n) con z € C. Entonces f es
analitica en todo C y acotada en A := {z€ C/ —1/2 < Re(z) < 1/2} y estamos
en las hipétesis de 2.13, por lo tanto:

dt

w <aA71/2Afit£’ Al/QAfitn> )\2it+1 <aA1/2Afit§, A71/2A7itn> )\2it—1
{agm) = / 2cosh(mt) * 2cosh(mt)

—0o0
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Aplicando 2.3, nos queda que:

[ eI AT Ay
{a,m) = /)\ 2cosh(wt) dat

—00

Luego,

_ /O'o /\Qit Aitja/JAfit
“= 2cosh(rt)

—0o0

Teorema 2.15 Teorema de Tomita Takesaki
Con lo establecido en la proposicion 2.11:

a) JMJ =M
b) AYMA™ =M VteR
Demostracion. Comencemos probando que AYJM'JA~* C M. Recordemos que:

Mb = {weB(H), /wlm =0}
= {tr(-y) € B(H), /yeB(H), vy tr(zy) =0Vz e M}

Entonces, M = {a € B (H) /w(a) =0, Vw € M*}.

Por otro lado, usando 1.10, sabemos que para cualquier w € M= existen {&, }nen

Y {fn}tnen en H con 3 [|€al* < ooy 3o [1mal|* < oo tales que w(z) = 3 (@&, 1n)-
Sean a’ € M’y w € M*. Consideremos f : R — C dada por:

w (A" Ja' JATY)

teR
2cosh(rt) ©

ft) =
Entonces f € L*(R). Sea f la transformada de Fourier de f. Por el ftem d) de 2.14:

2cosh(mt)

21t it it
s/2 A Ja JAT®
€ ) ZCosh 7t) f"’ n dt

(((
— (63/2)2” A% Ja' JATH gn’ T dt
)=

200511 " 2cosh(wt)
= agn; Tn

o) = ’“f(t)dt % o ((e2)™ Sptean e gy

CL)

Luego, como f(s) = 0Vs € R, resulta que f = 0. Es decir A*Ja'JA~® € M para
cualquier ' € M" y t € R. Por lo tanto:

A"JMJA™ C M VteR (2.4)
En particular, cuando ¢t =0, JM'J Cc M
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Notar que como S* = F', si hacemos la construcciéon de todo lo anterior con M/,
en vez de trabajar con S, A y J, lo harfamos con F, A=! y J. Por lo tanto, lo
anterior también demuestra que JMJ C M’. Luego:

M=JM'J y M = JMJ
Aplicando esto a (2.4), tenemos que AY MA~* C M, y entonces también tenemos

M C AP MA®, Luego, A" MA™ = MVt eR
[

Condicién de borde de Kubo-Martin-Schwinger

Definicién 2.16 Definiciones surgidas a partir del Teorema de Tomita-Takesaki
Sea M un &lgebra de von Neumann, ¢ € M, fiel y la construccion GNS
(Hg, 74, €2s) asociada. En esta situacién, aplicando la construccién de 2.11, nota-
remos a los operadores asociados al par (M, ¢) como Sy y Fy y llamaremos:

Ay el operador modular,
Js la conjugacion modular,

of(z) = 7T(;1 (Afg%(x)A;“) al grupo modular de x—automorfismos de M

Notar que por 2.7, los Uf’ son o—débil homeomorfismos e isometrias, y que la

accion t — af es puntualmente fuertemente continua, pues dado x € M:

lof (@) o (@)l = [ Admy(r) A" ~ Afmo(@A| |
”Agﬂ'd)(l’) (A;Z - A;w) + (Ag — Afff) me(x) AT
< lof(@)|[[[1d = A=) 4 [|AME) — 1d]|[|o ()]

< 2JAl — 14

Y HA;(FS) — Id|| *Z% 0 por caleulo funcional, dado que A es autoadjunta.
Para simplificar la notacién, supondremos que M C B (H,) y cuando ¢ esté de-
terminado obviaremos el subindice.

Definicién 2.17 Flujo en M A/lgebm de von Neumann
Un flujo en M es un grupo uniparamétrico {ay };er C Aut(M) tal que la aplicacién
t — a4 es puntualmente fuertemente continua. En particular, dada ¢ € M, | fiel,

{af’} es un flujo en M.
teR

Definicién 2.18 Condicion de borde de Kubo-Martin-Schwinger
Decimos que ¢ € M, . fiel cumple la condicion KMS respecto {a;}ier C Aut(M)
flujo, si dados z,y € M, existe F': D = {Ae€ C/Im(\) €]0,1]} — C funcién
analitica en D° y continua y acotada en D tal que:
Ft +1) = o(yau(z)) N F(t) = ¢(au(z)y) Vit e R

Para un xg, yo determinados, se dird que “F es KMS-admisible para xg e 1" .
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Lema 2.19
Si ¢ € M, satisface la condicion KMS respecto de {a; }ier, entonces ¢ o a; = ¢.

Demostracion. Tomando y = 1, tenemos que F(t) = F(t+1i) = ¢(y(z)) Vt € R, por
lo tanto F'se puede extender a una funcién entera y ciclica. Pero por ser F' acotada,
usando Liouville, se deduce que es constante. Luego ¢(ay(z)) = F(t) = F(0) = ¢(x).

O

Definicién 2.20 Core de un operador cerrado densamente definido en H
Sea A un operador cerrado densamente definido en H con dominio D. Un subes-

pacio Dy C D se lo llama Core para A si Graph (A|DO)”.HXH'” = Graph (A).

Lema 2.21

Sea ¢ € M, fiel y {oy}er un flujo en M Algebra de von Neumann tal que

¢ o ay = ¢ Vt € R. Usando la construccion GNS tenemos que:

a) Jluy € U(H) flujo en M tal que uy(2Q) = ay(2)Q y I'H operador autoadjunto
no necesariamente acotada tal que u; = e,

b) Si By = span (f(H)zQ2 ) f € C*(R), € M), entonces By es un Core para
g(H) con g toda funcién continua en R y By C M.

Demostracion.
a) Como ¢ o oy = ¢ sucede que:
le (2) Q" = (e (272)Q, Q) = ¢ (au(272)) = p(27x) = (2722, Q) = ||z

Por lo tanto, 3lu; : H — H unitario tal que u:(xQ) = ay(x)Q. Ademas, por ser ay
un flujo, u; también lo es y estamos en las hipdtesis de 0.18, entonces 3'H operador
autoadjunto no necesariamente acotada tal que u, = e,

b) Notar que g(H)xx(H) € B (H), YK C R compacto. Entonces tenemos que
By C Dom(g(H)). Por otro lado, como H es autoadjunta, por 0.9 es claro que:

U (Rg (X(—nm)(H))) esun Core Vg(H) con g € C (Spec(H))

neN
En particular, esto vale para toda funcién g continua en R. Por lo tanto, basta ver
que dado K C R compacto y £ € H tal que & = xx(H)E, existe {&,},cy € B
tal que &, — £y g(H)&, — g(H)E en norma. Para ver esto, consideremos {2y },,cy
tal que z,Q2 = en Hy f € CX(R) tal que f(t) =1Vt € K. Con esta eleccion,
consideramos &, = f(H)z,Q2 € By. Notemos entonces que &, — f(H)& = &, pues
f(H) es acotado, y g(H),, — g(H)f(H), = g(H)E pues g(H)f(H) es acotado.
Luego By es Core para g(H).

Veamos ahora que By C MQ. Sea & = f(H)x§) € By con f € CX(R) y z € M.

En particular, f € L'(R), entonces podemos aplicar el teorema de inversién de la

transformada de Fourier:
1 RPN )
N = — et dt
0 == [ f
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Entonces, usando a) tenemos que:

I R _ 1 [T
£E= \/%/Oo f)e™ xQadt \/%/oo f(t)u(z)Qdt € MQ

O
Teorema 2.22 Caracterizacion de of via KMS
Sea M un algebra de von Neumann, ¢ € M, fiel y un flujo {a;} en M. Entonces:

a) ¢ satisface la condicion KMS respecto a o?

b) Si ¢ satisface la condicién KMS respecto a «y, entonces a; = Uf .

Demostracion.

a) Por un lado, como A{Q) = S*SQ = Q, tenemos que dados z,y € M:

¢ (of(x)y) = (of(x)y, Q> = (2, Attz* A7) = (A~yQ, 27Q)
o (yot(0)) = (oP(@)Qy Q) = (Sof (), Sy02)
— <JA1/2+itx*AfitQ7 JA1/2yQ> — <JA1/2+itx*Q’ JA1/2yQ>
— <A1/2yQ, A1/2+itx*Q> — <A17ityQ,:L‘*Q>
Sean § =y y 1 = 2°Q, entonces ¢(o7 (v)y) = (A€ 1) ¥ dyo} (x)) = (A7 7).

Por otro lado, consideremos p,, la proyecciéon espectral de A correspondiente al
intervalo [%, n} con n € N. Sirestringimos A y A~! ala imagen de p,, serdn acotados,
podemos usar 0.9 para definir una funcién F,, entera via:

Fo(2) =(A™"p,&n)  z€C,neN

Notar que si t € R, tenemos que F,(t) = (A "p,&,n) vy Fo(t +1i) = (A7"p, & n).
Entonces, tenemos que:

Fult) = of(ay| < 1A (o — 1) €Il

Fult+i) = yof (@) < | AV (p, — Id) €] A1)
Por lo tanto, si S:={z € C /0 < Im(z) < 1}, entonces los F,, son acotadas en Sy

convergen uniformemente en el borde. Usando una generalizacién del principio del
méximo (el teorema de Phragmén-Lindeldf), se puede ver que F,, son uniformemente

de Cauchy en S. Entonces 3F tal que F), “ poen S y es continua, acotada y
analitica en S°. Y ademés:

At =0 (of@y)  Ft+i)= o (yol(@))

Luego, ¢ satisface la condicion KMS respecto a Uf .
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b) Como ¢ satisface la condicion KMS respecto a «, entonces por 2.19 tenemos
que ¢ o oy = ¢ . Por lo tanto, podemos usar lo hecho en 2.21. Sean £ = 2{) € By y
y € M, y definamos la funcién entera G(z) = <6_”H:1:Q, y*Q> Notar que si t € R:

G(t) = (e ™z, y" Q) = (2, y* Q) = (2Q, i (y*)Q) = P (y)z)

Entonces, considerando F' KMS-admisible para x e y relativa a oy, tenemos que
F= G en R. Por el principio de Identidad resulta que F = G. En particular:

(W) = daoy) =Gt +i)
— <6(171t)H‘TQ, y*Q> — <€H1‘Q, ethy*Q>
= ("2, oy (y*)) = (2, S (y)2)
= (ou(y)Q, FezQ)

Dado que a; es un automorfismo, resulta que Fe?xQ = Sx€), es decir que Fell = §
en By. Usando que ' = F~' y 'S = A, tenemos que e/ = A en By. Al ser A
autoadjunto, es cerrado, y como By es Core para e y también autoadjunto, resulta
que eff = A. En conclusién, usando la igualdad en 2.21 y lo visto en a) que AQ = Q:

ay(2)Q = 20 = Atz A—itQ = of ()0
Como {2 es separador para M, obtenemos que oy = Uf :

[]

Definicién 2.23 /flgebm de Punto Fijo de un flujo
Dado a = {a;} un flujo en M Algebra de von Neumann, el Algebra de Punto Fijo
del flujo es el conjunto de M dado por:

M ={z e M/ w(r) =2Vt}

De la definicion se deduce que M® es o—débil cerrada, y por lo tanto, un dlgebra
de von Neumann.

Si ¢ € M, 4 fiel, notamos M? = M.

Proposicion 2.24
Dado M 4lgebra de von Neumann, ¢ € M, , fiel y x € M, x € M? si y sélo si
o(zy) = ¢(yx) Yy € M. En particular, ¢ es de traza si y sélo si ol =1Id.

Demostracion.
=) Sixz e M? ey e M, sea Fla KMS-admisible para z e y. Entonces:
F(t) = ¢lo(x)y) = ¢(zy)  F(t+1i) = ¢p(you(z)) = o(yz)

Como F es constante en la recta real, usando el principio de Identidad resulta que
F es constante. Luego ¢(xy) = ¢(yzx).
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<) Si ¢(xy) = ¢(yx) Yy € M, fijemos un yo € M y consideremos la funcién F
KMS-admisible para z e yo. Entonces, F(t) = ¢(o?(yo)z) = d(za?(yo)) = F(t + i)
y, por lo tanto, con el mismo argumento usado en 2.19,F es constante. Con esto en
mente y usando 2.19:

d(yox) = F(0) = F(—t) = ¢(0?,(yo)x = d(yoo? (x))

Entonces, ¢ (yo (x — Uf’ (x))) = 0. Como ¥, fue una eleccién arbitraria, resulta que

esa igualdad vale Vy € M, en particular para y = (:c — af (:c)> . Por 1ltimo, usando

que ¢ es fiel, resulta que x = J¢(x).

]

Generalizacion de la teoria
para pesos fieles, normales y semifinitos

No toda &lgebra de von Neumann tiene una funcional positiva, normal y fiel,
como lo vimos en 2.3. No es que lo que hayamos demostrado sea falso, sino que
lo que usamos fuertemente para verlo es que M C B (H) es separable, es decir,
que H es separable como espacio. Sin embargo, si debilitamos las condiciones de las
funcionales que las que trabajamos, la teoria de Tomita-Takesaki puede extenderse
a cualquier algebra de von Neumann. En esta seccion, presentaremos la version
general de la teoria. Sin embargo, obviaremos las demostraciones por el hecho de
que, salvo excepciones en honor a la generalidad de los trabajos que se hicieron, no
la necesitaremos para el desarrollo de los siguientes capitulos. El desarrollo de esta
teoria puede encontrarse en [Tak70].

Definicién 2.25 Pesos en M y Algebms de Hilbert generalizadas
Un peso en M algebra de von Neumann es una ¢ : M*™ — [0,00] tal que
oAz +y) = Ap(z) + ¢(y) Vo,y € MT | X € [0,00). A estos pesos se los llama:

fiel si Vo € M™ no nulo ¢(x) > 0.

normal si ¢ (sup xz) = sup ¢(x;) con {z;},., C M™ una red mondtona creciente.
icl icl

de traza si p(x*x) = Pp(xx*) Vo € M.
finito si ¢p(z) < oo Vo € MT.

Dado ¢ peso en M, se definen los subespacios:

Dy ={x e M" [ ¢(x) <oo} Ny={xeM/d(x*r) <oo} My=N;N,
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Proposicion 2.26
Sea ¢ peso en M algebra de von Neumann y sean Dy, Ny, My:

a) Sixz,y € Dy y A € [0,00), entonces A\ +y € D.
Size€ Dyyz<x€ M, entonces z € D.

b) N, es un ideal a izquierda de M.
c) My es una subélgebra autoadjunta de M.

d) Dy =My = MyNM* y todo elemento de My se puede escribir como combi-
nacion lineal de 4 elementos de Dy.

e) Siz,z € Ny e y € M entonces z*yz € M.
f) 3 b : My — C funcional lineal tal que é’% = ¢.

Definicion 2.27 ¢ peso en M semifinito
Un peso ¢ en M algebra de von Neumann se dice semifinito si My es o—débil
denso en M. En caso de que ¢ sea fiel, normal y semifinito lo notaremos “fns”.

Propiedad 2.28 FEquivalencias de un peso semifinito
Sea ¢ un peso en M un algebra de von Neumann. Son equivalentes:

i) ¢ es semifinito.

ii) 1= \/ econee P(M).

¢(e)<oo
iii) Existe una red {x;};er C Dy tal que ||z;|| < 1Vie Iy x; /1

Proposicién 2.29
Dada M &lgebra de von Neumann, existe ¢ peso fiel normal y semifinito.

Teorema 2.30 Construccion GNS para M con un ¢ peso fiel, normal y semifinito
Sea ¢ un peso fns y M dlgebra de von Neumann, entonces 3! (Hg, 74, 7,) donde:

a) Hg es un espacio de Hilbert.
b) my : M — B (H,) es un morfismo de x—algebras.

¢) ng: Ny — H, lineal tal que dados z,y € Ny, , 2z € M:

¢ (y'z) = (ns(@);ins(y))-
To(2)ng (1) = ng(2T).
ns(Ng) es denso en Hy.
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Definicién 2.31 U /flgebm Generalizada de Hilbert
Sea (U, #) dlgebra asociativa involutiva con ademds un producto interno tal que:

a) ((n,§&) = <C,n#§> V(,n,& € U y multiplicar a izquierda es un operador lineal
y continuo respecto del producto interno.

b) U? es denso en U.

c¢) El operador conjugado Sy : U — U, Sy(¢) = (* es clausurable en la completa-

ciéon de U respecto del producto interno y Sy = S.

Tal U se la conoce como un Algebra Generalizada de Hilbert. S es el operador
“Sharp”, mientras que a F' = S5* se lo conoce como “Flat”. Ademas notaremos:

Dom(S) = D¥  Dom(F) = D’

Notar que para ser un Algebra de Hilbert se debe pedir ademés que Sy sea una
isometria, es decir ||¢#]] = ||C]|.

Dada U el espacio de Hilbert que resulta de la completacién de U, existe
U — U tal que 7(O)n = (n V¢,n € U. Més atin, 7(()m(n) = n((n) ¥¢,n €U y
7(¢*) = m(¢)*. Ademas, como U? es denso en U resulta que 7 es autoadjunta.

Notaremos ademas:

U ={neD"/Ic>0donde |n()n| <c|¢| V¢ eU}

Asi, cada n € U define un operador acotado 7'(n) tal que 7'(n)¢ = w({)n V¢ € U.
Entonces definimos:

U" = {¢ € D¥ /3c>0donde ||7'(n)¢|| < cln|| Vn e U}

Un &algebra generalizada de Hilbert U se dice realizada si U = U". El dlgebra de
von Neumann a izquierda de U es m(U)" = B (U). Si U no es realizada, se usa que
U" i es algebra generalizada de Hilbert realizada, y como 7'(U') = n(U)" = m(U")",
entonces U como U” tienen la misma algebra de von Neumann a izquierda.

Proposicién 2.32 1, (N¢ NN, ;f) es Algebra Generalizada de Hilbert realizada

Dado ¢ peso fns en M Algebra de von Neumann y usando la notacién de la cons-
truccién GNS, Uy = 1y (N¢ NNg ) es un algebra generalizada de Hilbert realizada y
su dlgebra de von Neumann a izquierda B (Uy) es my(M). Mdas atn:

Uy es Algebra de Hilbert = ¢ es de traza

Ademas, vale la reciproca:
Dada un algebra generalizada de Hilbert U, existe M = B (U) y ¢ fus tales que
U =ng(Ny N Nj), donde ¢ estd definida como:

o(z) = { ||§||2 sl = W(f#f) con§ €U

'9) si estamos en cualquier otro caso
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Teorema 2.33 Teorema General de Tomita-Takesaki

Sea U un &algebra generalizada de Hilbert y M = B (i) su algebra de von Neu-
mann a izquierda. Sea H la completacién de . Entonces, 3J operador antiunitario
y autoadjunto y A operador positivo, inversible y autoadjunto tales que:

a) S=JAY2y F = JA"'2 la descomposicién polar de “Sharp” y “Flat”.
b) JAJ = A~'. Més atn, Jf(A)J = f(A™!) Vf funcién medible en [0, c0).
c) AP MA™" = M paratodot € Ry JMJ = M.

Con este teorema, notar que por a) D¥ = Dom(AY?) y D* = Dom(A~'/?) y,
como antes, podemos construir el grupo modular pero ahora con un peso ¢ fns.

Definicién 2.34 Condicion de borde de Kubo-Martin-Schwinger para pesos fns
Un peso ¢ fns en M satisface KMS respecto a un flujo {ay} en M si:

a) ¢ o ay=¢en MVt eR.

b) Vr,y € NyNN; IF: {\ € C/ Im()) € [0,1]} — C funcién C* (0, 1), continua
y acotada tal que:

Flt+1) = glearly) A F(t) = dlanly)r)  VEER

Teorema 2.35 Caracterizacion de af via KMS para ¢ peso fns
Sean ¢ peso fns y {a;} flujo en M Algebra de von Neumann. Entonces:

oy =0l VteR <= ¢ satisface la condicién KMS respecto a {y}

Proposicion 2.36
Sean ¢ peso fns en M Algebra de von Neumann y x € M. Entonces:

reEM? = aMyC My AN Mgz C My A d(zy) = ¢p(yx) Yy € M,

En particular, ¢ es de traza si y sélo si af) = Id.
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Capitulo 3

Clasificacion de
Factores ITPFI de tipo III

En este capitulo presentamos primero las formas clasicas de construir un algebra
de von Neumann para llegar a la construccién via producto tensorial. Haremos
hincapié principalmente en el producto tensorial infinito de factores de tipo I (ITPFI
por sus siglas en inglés), también conocidos como factores de Araki-Woods, por el
trabajo que éstos realizaron estudiando este tipo de factores.

Luego pasaremos a desarrollar la teoria de invariantes de Connes, basada en la
teoria de Tomita-Takesaki. Presentaremos su teorema de Cociclos Unitarios, punto
inicial y clave para mejorar y simplificar lo que Araki y Woods hicieron. Con la
aplicacion de esta teoria, los factores de Araki-Woods quedan casi todos clasificados,
identificandolos con un caso particular de los mismos: los factores de Powers.

El capitulo estd basado principalmente en los surveys de [Woo82|, [ConT76] y
[LR&7], junto con lo cursado en la materia “Algebras de von Neumann” ([Sas))

Construcciones de Algebras de von Neumann

Definicién 3.1 FIi Algebm grupo de von Neumann de un grupo discreto y contable
Dado el grupo G, construimos el espacio de Hilbert:

teG

Dado t € G, consideramos )\; € 4 (¢2 (G)) tal que \i&s = &, la traslacién a izquierda
por t. La aplicaciéon A : G — U (£% (@)) tal que A(t) = ); se la llama representacién
regular a izquierda de G. Definimos al Algebra grupo de von Neumann de G a:

sot

W*(G)_{At/teG}”—{Zai/\;‘/neNaieC,teG}

i=1
Notando € € G al elemento neutro, £ cumple que A& = &. Entonces & es ciclico
tanto para W* (G) como para W* (G)'. Luego es ciclico y separador para W* (G).
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Definicién 3.2 Construccion Grupo-Espacio de Medida de Murray-von Neumann
Sea (X, 3, u) un espacio de probabilidad de Borel, sea G un grupo discreto y una
accién o de G actuando en (X, 3, ) tal que preserva la medida, es decir:

VB € 6 1 (0y(B)) = u(B)

Si extendemos la accién de G a L*(X, u), tendremos que Vg € G, o, € U (L*(X, p))
porque o preserva la medida. Ademds, o,(f)(z) = f(g 'x). Si consideramos la
notacién A = L>®(X, ), tenemos que o : G — Aut(A) es un morfismo de grupos.

Notando A\, € U (I*(G)) los unitarios de la representacién regular a izquierda,
dados g,h € G'y a4, a; € A, definimos:

ag)\g . ah)\h = agag(ah))\g)\h = agag(ah))\gh

En particular, Agap\; = o4(ap). Tenemos entonces un producto en:

P(AG) = {i agAg; / m € N,ag, € A )y, € H(ZQ(G))}

J=1

Ademas, (ag\g)" = Aay = A1y = 041 (@g) \g1 = 041 (@) N} de donde se deduce
que P(A, G) es una x—4&lgebra no-degenerada. Por lo tanto, definimos:

Ax, G :=P(AG) =PAG)"

Notar que tenemos una x—representacion fiel de A y una representacion unitaria
de G en H. A esta construccién también se la suele notar W* (X, G).

Cabe destacar de esta construccién que la misma depende esencialmente de la
informacién en la clase de las érbitas de la accién. Es decir, dados H actuando en
(Y, B5,v) a través de o, si existe una biyeccién de Borel § : X — Y que manda las
érbitas de G a H a.e. y 0 (v) es equivalente a pu, entonces se tiene que W* (X, G) =
W= (Y, H).

Definicién 3.3 Grupos ergodicos y que actian libremente de Aut(X)
Sea (X, 8, 1) un espacio de probabilidad de Borel y G C Aut(X) grupo.

G se dice ergddico si VA € [ de medida positiva u (X \ UgA) =0.
9

G actia libremente si p({z / gr =z)) =0Vg € G\ {e}.

Proposicién 3.4
Sea un algebra de von Neumann M = W* (X, G) con G actuando libremente y
ergodico, entonces M es un factor.

Definicién 3.5 Factor de Krieger

Llamaremos factor de Krieger al dlgebra de von Neumann W* (X, G) definida
por (X, 3, 1) un espacio de probabilidad de Borel y G C Aut(X) un grupo ciclico
generado por un automorfismo ergddico T, es decir G = {T™ / n € Z}. A estos
factores los notaremos W* (X, T).
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Teorema 3.6 Clasificacion de W* (X, G) en tipos segin el grupo G
Sea (X, 3, 1) un espacio de probabilidad de Borel, sea G C Aut(X) grupo ergddico
y actuando libremente y sea M = W* (X, G) el dlgebra de von Neumann asociada.

a) Si (X, 5, 1) es un espacio discreto, M es un factor de tipo I,, con n = |G].

b) Si (X, B, ) no es discreto y existe una medida o—finita v equivalente a u e
invariante respecto de GG, entonces M es de tipo II. Mas aun, si v es finita, es de
tipo II; y si es infinita es de tipo I1..

c) Si (X, B, ) no es discreto y no existe una medida v como en el caso anterior,
entonces M es de tipo III.

Definicién 3.7 /(lgebms de von Neumann Hiperfinitas
Un algebra de von Neumann M se dice hiperfinita si es de la forma:

M= (U Mn)//

neN

donde M,, C M,,11 C B (H) Vn € Ny todos las M,, son de tipo I finitas.

Producto Tensorial de Algebras de von Neumann

Definicién 3.8 Producto Tensorial de dos /flgebms de von Neumann

Sean M; C B (H1) y My C B (Hy) algebras de von Neumann. Se define el
producto tensorial de las algebras de von Neumann M; ® M, al dlgebra de von
Neumann dada por {z; ® 75 / 1 € My, 15 € My}’ C B (H, @ Hs).

Dados W*(X,G) y W*(Y, H) dos construcciones Grupo-Espacio de Medida de
Murray von Neumann, se tiene que W*(X,G) @ W*(Y, H) = W*(X xY,G @ H).

Teorema 3.9 Teorema del Conmutante para Producto Tensorial
Dadas M, N &lgebras de von Neumann, entonces (M @ N) = M’ @ N".

Demostracién. Por 2.3, existen ¢ € M, ;v ¢ € N, 4 estados fieles, por lo tanto, via
GNS y la teoria de Tomita-Takesaki obtenemos los operadores Sy, Ay, Jy ¥ Sy, Ay,
Jy. Por otro lado, en M ® N podemos definir el funcional §(xy @ x3) = ¢(x1)1)(x2)
que heredera las propiedades de positivo, normal estado y fiel de ¢ y 1, entonces
también obtendremos Fy, Sy, Ag, Jy. Dado que:

JMIg=M JN'Jy=N Jy(MN) Jj=MeN

Entonces para concluir la demostracion, alcanza con ver que J, ® Jy, = Jy. Para ello,
recordemos que J = AY/2S = (S*S)1/2S. Luego, alcanza con ver que Sy ® Sy, = Sh.
Para ver esta igualdad, por densidad de los tensores elementales de Hy = Hy @ Hyp,
(esta igualdad se deduce por la definicién del producto interno para Hy) y que
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Hey = MQy y Hy = Ny, basta ver que los operadores coinciden en los elementos
de la forma Q4 ® 228, con 11 € My 29 € N:

(Sp @ Sy) (2192 ® 2Qy) = (270 ®@ 250) = (21 @ 22)" Qy = Sp (1 @ 1) Qy

m
Corolario 3.10
Dadas M;, N; C B (H,;) élgebras de von Neumann con i = 1,2:
(My @ M) N (N @Nz) = (M1 NN) @ (MaNN)
Mas aun, es equivalente al Teorema del Conmutante para Producto Tensorial.
Demostracion.
[(Mi @ Ma) NN @N,)] = [(Mi@ M) UW; @N)]"
= (M) e MY UWN @ N
= M| Q@LUN @ LUL @ MLUI, @N3)”
= [(M’ UN @ L) U (I; ® My UN3)]"
— (|: MI UN/ //®[2] [Il ® (M,2 UNz,)//:D//
= (MiNM) ®(MynNN)
= (MiNN @ MynNy)
La equivalencia resulta del siguiente hecho que se deduce de 1.1:
(My© My) = [M] @B (Hs)] N [B (H1) @ My
m

Corolario 3.11
Sean M y M élgebras de von Neumann, entonces Z (M @ N) = Z (M)® Z (N).
En particular, si My y Ms son factores, M; ® M, es factor.

Demostracidén. Basta con aplicar 3.10 con N; = M. ]

Definicién 3.12 Producto Tensorial Infinito de /flgebms de von Neumann
Sean M,, C B (H,,) algebras de von Neumann y vectores unitarios €2, € H,. Se
define H = Q) (H,,2,) como la completacion lineal generada por el conjunto de
neN

vectores de la forma @) &, donde &, € H,, y &, = ), para casi todo n € N, con la
neN

completacién respecto del producto interno <® €ny @ §;> =[] (., &) Dados
neN neN neN
x, € M, con x,, = Idy, para casi todo n € N, estén los operadores ) x, € B (H),
neN

2
que actian en H. Con estos operadores, definimos M = {@ xn} el producto
neN
tensorial infinito de M,, que lo notaremos ) (M, 2,) o bien & (M,,, ¢,) donde
neN neN
On(z) = (2, Q) es un funcional positivo, normal, fiel y estado.
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Notar ademds que Q = ) Q, es ciclico y separador de M y que ¢ = @ ¢, es
neN neN
talquedado 11 ® 12, ® - - Rz, ®1--- € M:

P12 - Rx, ®1...) = ¢1(x1)Pa(x2)P3(3)...0n ()

Proposicién 3.13
Si M, son factores, entonces M = &) (M., §2,) es factor.

neN

Demostracion. Sea x € Z (M) y sean N, = Q (M,,,), entonces z conmuta
1<n<k
con todos los elementos de la inclusién de N}, en 9B (H). Por 3.11, podemos decir que

Juw, € Q (M, Q,) y un N\ € C tal que x = A1y, @ wy Vk € N. Por propiedades

k<n
de los tensores elementales, podemos redefinir w; para que A\, = A cualquier valor
de k. Entonces, por paso al limite, resulta que z = A1 4. Luego M es factor. O

Definicién 3.14 Fuactores de Araki-Woods
Sean M, C B(H,), v € N factores de tipo I,, con 2 < n, < oo. Decimos

entonces que M = Q) (M,,¢,) es un factor ITPFI (por las siglas en inglés de
veN
Producto Tensorial Infinito de Factores de tipo I) o bien un factor de Araki-Woods.

Cuando n, = n Vv € N, se suele decir que M es un factor ITPFI,.

Al ser M, un factor de tipo I finito, ¢,(x) = tr(p,z) con p, la matriz den-
sidad del estado ¢, y tr la traza normalizada en M, dada en 1.39. Notaremos
Spec (¢,| M) = {1, ..., Aun, } al conjunto de los autovalores de p,, donde cumplen
que A\y; > Aip1 >0y i Av,i = 1. Llamaremos lista de autovalores de M a la suce-

i=1
sién de los conjuntos {Spec (¢,|M,)}, oy Reciprocamente, toda lista de autovalores

define un unico factor de Araki-Woods.
Notar que los factores de Araki-Woods son factores hiperfinitos, pues identificando
N, = Q (M;,9Q;) con sus inclusiones en B (@ (H,, Q,,)), tenemos que:

1<j<v veN

M = (U N)

veN

Definicién 3.15 Fuactores de Powers
Un factor de Powers es un factor ITPFI; con un parametro A € (0, 1] fijo que
determina su lista de autovalores:
1 A

Spec (¢V|Mu) = {H—)\’ 1+—)\

A estos factores se los nota R). Los factores de Powers tienen un rol importante en
la clasificacion de los factores de tipo III. En 1967, Powers logra por primera vez,
desde los trabajos de Murray y von Neumann en [Pow67], demostrar que esta lista
continua de factores, que hoy llevan su nombre, son todos no isomorfos entre si.
Este trabajo es el que motivé el posterior estudio de los factores ITPFI por Araki y
Woods y su clasificacién.

} Vv eN
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Proposicion 3.16
Todo factor de Araki-Woods es un factor de Krieger.

Demostracién. Dado M = @ (M,, ¢,) factor de Araki-Woods con la lista de auto-
veN
valores {{\,0, .-, Aun,—1}},cn, consideramos el espacio de medida (X, 1) dado por

el producto directo de (X,,u,) donde X, = {0,1,...,n, —1} y las medidas p,

cumplen que p, (j) = A, ;. Por otro lado, consideremos G, =% / L,y G =G,
v veN
donde G, ~ Aut (X,) por traslaciéon. Entonces los grupos son ergddicos y actian

de manera libre. Por lo tanto, usando la construccién Grupo-Espacio de Medida de
Murray-von Neumann y 3.4, tenemos que los NV, = W* (X, G,) son factores.

Por otro lado, los W* (X, G,) son de tipo I,,, y si consideramos el operador ¥, u
dado por:

ny—1

A a) = [ adi = Y ()
geG Xv j=0
Podemos identificar los espacios (M, ¢,) con los (N,,1,). Luego, M = W* (X, G).

Sea ahora S € Aut(X) el automorfismo odémetro, donde dado = = {z,},:
Siz, =n, —1Vv € N, entonces (Sz), =0Vv € N.
Si xy <mnyg — 1, entonces (Sz), =z1+1y (Sz), =2, Vv > 1

Sizy =mni—1,seak € Nel méximo valor tal que z; = n;—1V1 < j < k. Entonces
(Sl'>j:0COIlj:1,...7k7 (Sx)k+1:xk+1—|—1y (SQ;')V:I'VV]/>]§+]_

Notar que S es ergddico y que las trayectorias {S™x / n € Z} coinciden con las tra-
yectorias Gx = {gx / g € G} para casi todo z € X. Entonces W* (X, G) y W* (X, S)
son isomorfas. Luego, M es un factor de Krieger. O

El Invariante T de Connes

Basandose en los trabajos de Powers, Araki y Woods lograron construir inva-
riantes para los factores ITPFI en [AW69] y con ellos logran una clasificacién casi
completa de los mismos. Pero aun la idea de una posible clasificacion general de fac-
tores de tipo III parecia bastante lejana. Sin embargo, el aporte hecho por Connes
extendio estos invariantes a cualquier algebra de von Neumann, logrando asi una
clasificaciéon de factores de tipo III. Estos invariantes, al ser definidos de manera
intrinseca, simplificaron en gran medida la demostracion de la clasificacién hecha
por Araki y Woods, pero ademés mostraron el verdadero significado de los invarian-
tes que éstos habian construido. En las proximas secciones estaremos desarrollando
estas ideas.

Definicién 3.17 Operadores Unitarios en M
Sea M un &algebra de von Neumann, notaremos con (M) C M al grupo de
operadores unitarios en M.
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Proposicion 3.18
Las topologias sot y wot coinciden en i (M)

Demostracion. Sea {u;}ic;r C 4 (M) una red y u € 8 (M). Claramente, si u; soty u,
entonces u; Lol 1. Pero si u; oty u, tomando £ € H, tenemos que:
(s — w)€||* = 2|€]1* — 2Re ((w;€, u&)) — 2||€]* — 2[|€]]* =0
Il

Proposicién 3.19
Sea M C B (H) un &lgebra de von Neumann, ¢ € M, fiel y sea h € (M¢)+. Si

¥(z) = ¢(hx), entonces ¥ € M, fiel y af = h'tafh~.

Demostracion. Sea ay(z) = hi'o?h~, que claramente es un flujo. Por otro lado,
como h es positiva 'y ¢ € M, ; es fiel, se deduce que ¢ € M, ; y fiel. Entonces,
usando 2.22, veamos que 1 cumple la condiciéon KMS para «;.

Como h € M? un algebra de von Neumann, entonces h¥* € M?Vt € R. Luego,
por 2.24 ¢(hity) = ¢(yh)Vy € M. Tomando y = hhite?(x) para un 2 € My
usando que A~% € M?:

Ulan@) = o (hhiof @) = o (hof(2)) = 6 (hATzA)
= ¢ (AT*hAMT) = ¢(0?,(h)x) = d(h) = ()

Entonces, 1 es ay—invariante. Por otro lado, considerando la construccién GNS de
M para ¢, los operadores S y F', y recordando sus propiedades, dados x,y € M:

V(o)) = o (Briof@hity) = (Ko ()h-ye, Q)
- h—ityQ,af’(x*)hl—itQ> - <h‘”yQ, S (h1+“af’(a:)9)>
_ h1+itaf(x>Q7Fh—ityQ> = (WIFEATEATTQ, AV2 TR ty0)
= (ARMATQ, ATV TR0 = )

Con F analitica en {A € C /0 < Im(\) <1} y continua y acotada en el borde.
Veamos cudnto vale F(t +i):

F(t+i) = (ARTA™ 100 ATV2IRity0) = (ARTA Yo (2)0, SH-ity0)
_ <hito.f>(x>9’y*h1+itg> — ¢ <h1—ityhitaf>(x))
= 6 (hyhtof(@)h~) = v (yaulx))

Luego por 2.22 tenemos que o = hito?h=.
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Teorema 3.20 Teorema del Cociclo Unitario de Connes
Sean ¢ y 1 pesos fns en M C B (H) élgebra de von Neumann. Entonces, existe
una aplicacién fuertemente continua ¢ — u; de R hacia & (M) tal que:

a) of (x) = wol(x)uf Yre M,teR
b) Upys = utaf(us) Vi,s € R

Demostracion. Sea H = H & H. Un operador en H esta dado por una matriz de
2 x 2 con coeficientes en B (H). De hecho, hay una identificacién natural:

B(H)  — B(H)@M(C)
(In 5‘712) Y ay ey

T21 T22 ij=1

De manera anéloga a lo hecho en 1.3, se ve que M=Ma M5(C) es un élgebra de
von Neumann. Por otro lado, notar que dadox e My £ =& @ & € He:

(7€, €) = (x11&1, &) + (11282, &) + (22162, §1) + (12262, §2) = (2111, 1) + (22260, &2)

Por lo tanto, = € M si y s6lo si x11, oo € M™T. Definimos entonces:
() =¢(x11) + ¢ (x92) VZEM

0 estd bien definido y claramente es un peso fiel y normal, propiedades heredadas
de ¢ y 9. Pero ademés hereda la propiedad de ser semifinito, pues usando 2.28,
sabemos que existen redes {x;}ier C Dy v {y;}jes C Dy tales que x; 1y y; /L.
Consideremos entonces la red {x; ®y; }i,j)cx, donde K = I x J con el orden (i1, j1) <
(i2,J2) © i1 <z y j1 < jo. Por cémo definimos 6, es claro que {z; ® y;}¢j)ex es
mondtona y estd en Dy y por su construccién 7 1.

Como (7*7);; = x7;x1;j + 25,795, resulta que T € Ny si y solo si x11, 712 € Ny y
T12, T2 € Ny. Ademds, notar que si € Ny, entonces x;; ® e;; € Ny. En particular,
Ny(1®e11) C Ny y, por lo tanto, My(1®eq1;1) C My. Como My es x—cerrada y 1®eqy
es autoadjunta, vale que (1 ® e11)My C My. Y también vale que, dados T,y € Ny:

0 ((1®e11)r"y) = ¢ (2191 + 25y21) + 0 =0 (T"y(1 @ en1))
Entonces, por 2.36, tenemos que 1 ® e € M®. Por lo tanto, dado z € M y t € R:
of(z@en) =0} (1®en)(z@en)(1®en)) = (1@ en)o](z@en)(1®en)

Es decir que existe a; grupo uniparamétrico tal que o?(z ® e11) = ay(z) @ e11, ¥y

como o? es un flujo, resulta que o; también lo es. Veamos que ademds cumple la

condicion KMS:
Pla(x)) =0 (au(x) ®enn) =0 (o(z ®@enn)) =0 (x @ enr) = (x) Vo € MT
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Y si consideramos z,y € Ny N Ng, notar que = ® e11,y ® e1; € Ng N Ny y que:
0 ((of(y@en)) (x@en)) =d(u(y)z) 0((x@en)(of(y@en))) = o (za(y))

Entonces, si F es KMS-admisible para z ® ej; e y ® e1; respecto a ¢/, también lo
es para x e y respecto a «. Luego, por 2.35 tenemos que «; = af . Anélogamente,
podemos obtener que 1 ® egy € M? y que 0f (1 @ egy) = azb(x) ® e99.
Por otro lado, como eg; = eges91€11, se concluye que:
o (1@ ean) = (1@ ex) (0f (1@ en)) (1@ en)
Y entonces Ju;, € M tal que of (1 ®ey) = u; ® ey. Notar por otro lado que
(1®e91)" =1® ey, por lo tanto:
(1®en) (1®en)=1Rep (1®e)(l®en) = (1®e)
Que, aplicando ¢!, queda que:
(uy @ e12) (ur ®e9) =1® ey (us @ €91) (U] ®e1a) = (1 @ ean)

Luego, ufu; = wuj = 1, es decir, u; € 4 (M). Usando que t +— 0? (1 ®eq;) es

fuertemente continua por ser el grupo uniparamétrico de 6, se deduce que t — wu,

también lo es. Por dltimo, si aplicamos ¢? a:

(r®e)=(1®en)(x®en)(l®ern)

Obtenemos que:
<0§p(m) ® 622) = (u; ® eg1) (af(x) ® 611) (u; ® e12)

Y dados s,t € R, resulta que:

Ups ®eg1 = 0L 00? (1R ea) =0 (us ® ea)
= 0] (us @ ez1) = o) (1® exn) (us @ eq1))

= (u ®eq) (U?(Us) & 611) = utaf’(us) ® €91
Luego, uqs = Utaf)(us)- [

Definicién 3.21 FEquivalencia entre flujos de pesos

Un a € Aut(M) es llamado interno si Ju € U (M) tal que a(z) = uau* Vo € M.
Al grupo generado por los automorfismos internos se lo notarda Int(M) y al
cociente A“t(M)/Mt(M) = Out(M).

Dos flujos {ai},cp v {Bi}ier se dicen externamente equivalentes, notado o ~ B,
si existe una aplicacién fuertemente continua ¢ — u; desde R hacia 4 (M) tal
que Vs,t € Ry x € M, upys = wey (us) v Bi(z) = wpa(x)uy.

Un flujo {ou},cx se dice interno si es externamente equivalente al flujo trivial,
0, equivalentemente, si oy (x) = w,zu; donde {u;}, p es un grupo uniparamétrico
fuertemente continuo en 8 (M).
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Teorema 3.22 Algebms de von Neumann semifinitas
Dado M un élgebra de von Neumann. Son equivalentes:

i) M admite un ¢ peso fns de traza.

ii) El flujo {af’} es interno para algin ¢ peso fns.
teR

iii) El flujo {af} es interno para todo ¢ peso fns.
teR

Un algebra de von Neumann que cumpla con alguna de estas propiedades, y por lo
tanto todas, se la llama semifinita, y caracteriza a las dlgebras de tipo I y II.

Demostracion.

i) = ii) Por 2.36, el flujo asociado a un peso fns ¢ de traza es trivial, luego es
interno.

ii) = iii) Sean ¢ y 1 pesos fns y supongamos que o® es interno. Entonces, o(z) =

vyxvf con {V¢},cp Un grupo uniparamétrico fuertemente continuo en U (M). Y por el

teorema 3.20, existe {u;},.p grupo uniparamétrico fuertemente continuo en 4 (M)

tal que oy (z) = wof (x)uf. Luego, of (z) = wwaviul, es decir, ¢ es interno con

grupo uniparamétrico unitario u,v;.

iii) = i) Fijemos un ¢ peso fns y trabajemos en el marco de la construccion GNS.
Por hipétesis, of (z) = wyru; donde {u; }, p €s un grupo uniparamétrico fuertemente
continuo en 4 (M). Como 0¥ (z) = Az A~ si tomamos & = u, con s € R, tenemos
que Ay, = u,A% Vs, t € R, es decir uy € M. Por otro lado, si llamamos u, = u} A%,
claramente es un flujo unitario en H y ademds wjzu;” = x Vo € M. Por lo tanto,
u; € M'Vt € R.

Por 0.18, existen h y h' operadores autoadjuntos no necesariamente acotados tales
que u, = ¢ y u, = €™, Para que esta demostracién no resulte muy técnica,
supondremos que los operadores h y h' son operadores acotados y que ¢ € M, ;.
Notar que h y h' conmutan entre sf pues h € M? y b/ € M’ y ademis A" =
w, = ™ Entonces, resulta que A = e"**. Por otro lado, como e € M?
es un operador positivo e inversible, podemos definir 7 = ¢ (e‘h ) € M, 4, como
lo hicimos en 3.19. Recordar que ¢(x) = (22, ), entonces, usando que e~ € M?

junto con 2.24:
T(z) =0 (e_hzc) =¢ (e_h/zxe_hﬂ) = <xe_h/2Q, e_h/2§2>
Con esta expresion, veamos que 7 es de traza. Sean x,y € M:

T(zy*) = (y'e "PQare 2Q) = (JAVZ (e7h2y) Q, JAV? (eh/22) Q)
= <A1/2€_h/2x§2,Al/2e_h/2y§2> = <eh//2xQ,eh'/2yQ> = <eh/xQ,yQ>

Entonces, usando que ' € M'":
T(xy) =7 ((2y)1*) = <eh/ny,Q> = <ehlyQ,x*Q> = 7(yx)
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Definicién 3.23 Morfismo Modular e Invariante T

Definimos & : R — Out(M) al morfismo de grupos definido como d(t) = e(c?),
con € : Aut(M) — Out(M) el morfismo cociente y ¢ un peso fns. Por el teorema
del Cociclo Unitario, ¢ esta bien definido, y lo llamaremos Morfismo Modular. Al
subgrupo Ker(d) C R lo llamaremos invariante T de M y lo notaremos T(M).

Teorema 3.24 Teorema del invariante T'
Sean M élgebra de von Neumann, ¢ € M, ; fiel y T, € R. Son equivalentes:

i To € T'(M)
. € Int(M)

1)

i) o

iii) Ju € Z (M®) unitario tal que uzu* = J%’O (z)
)

iv) 3h € (Z (M¢)) inversible y acotado tal que ¢ = ¢(h-) es peridédica con un
periodo que divide a Ty, es decir U% = Id.

Demostracion.

i) = ii) Por definicién € (agio) = 0(Ty) = €(Id), es decir, O'%) € Int(M).

i) = iii) Claramente u € Y (M) es la dada por el hecho de que UT € Int(M),

entonces uru* = O'T (x). Sea y € M?, entonces uyu* = y vy, por lo tanto, uy = yu,
es decir u € Z (M¢)

iii) = iv) Usando 0.10 para u*, consideramos h = (u*)~"7°. Notar que por ser u

unitario, h es positivo, inversible y acotada. Como ademas u € Z (M¢), resulta que

€ (Z (M¢))+. Sea entonces, 1) = ¢(h-), estamos en las hip6tesis de 3.19. Por lo
tanto, of = hito?h~. Tomando ¢t = T) nos queda que:
a%o(x) =u" (uru*)u = x

iv) = 1) §(Tp) = 6(0%)) = 6(0‘%0) e(Id).

Corolario 3.25
T(M) = {To € R /3¢ € M, ; fiel, tal que a%) = [d}

Corolario 3.26
M es semifinita < T(M) =R

Corolario 3.27
T My @ My) =T (M) N (My)

Demostracion. De manera analoga a como se trabajo en 3.20, resulta que dados dos
pesos fns ¢ en My y ¥ en Mg, podemos construir un peso fns 6 en M; ® M, tal
que § = ¢ ® 1 y entonces o = at ® at Luego, # es interno si y sélo si ¢ y ¥ son
internos, y de ahi se deduce la igualdad. O]
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Teorema 3.28 Invariante T para factores de Araki-Woods
Sea M un factor de Araki-Woods donde Spec (¢,|M,) = {1, ..., A\un, } tales que

> Avi =1 es su lista de autovalores. Entonces:

Tye T(M) & Y ( Z AL

veN
Demostracion. Por ser factores de Araki—Woods tenemos que ¢, (z) = tr(h,x), con
{\1s s Aun, } los autovalores de h,. Por 3.19 y 2.24, tenemos que el grupo unipa-
ramétrico de ¢, es o7’ (x) = hitzh .

Notar que para cada ¢t € R el automorfismo () af) “ del producto tensorial infinito
veN

algebraico de las M, preserva ¢ = ) ¢,. Por lo tanto, se lo puede extender a M.
veN
Mas aun, o) = Q) af ” pues cumple la condiciéon de borde KMS por su construccién.

veN
Entonces:

ol (31 @@ @, ®1...) =0 (21) ® 07 (22) R0 (23) @ ... @ 0" (2,) @1 ...
Supongamos que:
) .

Como ¢, (z,h%) = tr (z,hl 1) = 2, Z A, 5% para cualquier z, € C, podemos tomar

Ny

1+2Th
>N

Jj=1

> (-

veN

aquel unitario que hace ¢, (2,h%) = ]qbl,(hff)]. Entonces, de la hipdtesis resulta que:

I (zohi0.Q) < oo
veN
Por lo tanto, v, = A @ A @ --- @ i @ 1--- € U (M) converge fuertemente en
H, es decir, Jv € U (M) tal que vav* = 0?10. Luego Ty € T'(M).
Ahora consideremos Ty € T (M), entonces Jv € (M) tal que vav* = Uglo.
Para cada v consideramos una vez mas los v, = h° @ h° @ --- @ hilo @ 1---

para notar que viv € U (M) y definen el automorfismo identidad restringido a
Mi@My®---@M,®1---. Porlo tanto, 3w, € Q (M;, ;) tal que v = v, Qw,.

JENS,
Como v} # 0, existe z = 21 ® --- @ x, ® 1 con z; € M, tal que (vQ2,zQ) # 0.

Considerando v > n, notemos que:

(v, 29| = H\(hZToQ ;)] H (R0, Q)| T 1(w; 2, Q)

j=n+1 j>v

Como [] [{w;€, )| < 1, si llamamos K = H ‘<hZTOQ T,

j>v

, obtenemos:

H (R0, Q)| > K [(ve2, 20)]

j=n+1
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Luego el producto infinito de los }<h;T°Q, Q>} es convergente y por las equivalencias
que hicimos antes obtenemos que:
) .

> (-
veN
Corolario 3.29 Clasificacién de los factores de Powers con A € (0, 1]
Si A € (0,1), los factores de Powers Ry son de tipo III y no isomorfos entre si. Por
otro lado, R; es un factor semifinito.

v

1+iThH
DN

J=1

]

Demostracion. Por construccién de los Ry sabemos que n, =2, \,; =1/(14+\) y
Av2 = A/(1+ A). Entonces:

()\ 1)1+iT0+()\ )1+iT0

)

1+4T¢
- ‘ LrA : = })\u,l + )\iTO)\V,Ql

(1 + )\>1+iTO

Luego, la sumatoria en 3.28 sélo converge cuando ‘)\,,,1 + \iTo )\u,z} = 1, esta igualdad
vale cuando A7 = 1. Si X € (0, 1), entonces R es de tipo Il y T(Ry) = T(R,) siy
slosi A =7.SiA=1,T(R;) =R. O

El Invariante S de Connes

El Espectro Modular o Invariante S es el segundo de los invariante de Connes,
fundamental para la clasificacién de factores de tipo III. Su definicion depende de
los conceptos planteados en la version mas general de la teoria de Tomita-Takesaki
y se extiende a todas las dlgebras de von Neumann de descomposicion contable
(es decir que toda familia de proyecciones mutuamente ortogonales es contable),
en particular las separables. Dado que esta generalidad excede los objetivos de este
trabajo, obviaremos las demostraciones. Las mismas pueden encontrarse en [Con73].

Proposicién 3.30

Sea M élgebra de von Neumann, ¢ un peso fns, la construccién GNS (H, 74, wy)
y Ay el operador modular. Por otro lado, sea F' C R subconjunto cerrado y, para
cada p medida finita en R, sea o(u) = [, oldu(t) € B (M) . Son equivalentes:

1) xr(Ag)rwy = 2w,
i) a(y) = [y*du(t) =0Vy € F = o(p)z = 0 para cualquier .
i) f(7) =0¥y € F = o(f)z=0VYf e L'(R)

Estas condiciones definen un subespacio de M, M(c?, F') débilmente cerrado.

o1
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Teorema 3.31 Sea M élgebra de von Neumann, ¢ un peso fns, la construccion GNS
(Hg, Ty, we), Ay el operador modular, F' C R subconjunto cerrado, ¢ medida finita
en Ry A € R.yg. Son equivalentes:

)
ii) o(pu) =0 = f(y) = 0 para cualquier p.
i) o(f) = 0= f(1) =0V € L'(R)
) M(c?, F) # {0} para cualquier entorno F de A
) 3(Zn)nen C M, ||z, =1 tal que ||V (z,) — Nz,|| = 0 cuando n — oo
) 1)) < o) v Vi

Corolario 3.32
En las condiciones del teorema anterior, dado Ty € R, el espectro de a%) € B(M)
es la clausura de { A0, X € Spec(Ay)}

Definicién 3.33 Espectro Modular
Sea M un élgebra de von Neumann, se define el espectro modular:

S(M) = (| Spec(Ay)
¢e{peso fns}

donde A, el operador modular que surge del teorema de Tomita-Takesaki para el
par (M, ¢). Notar que dadas dos dlgebras de von Neumann M; y My y su suma
directa M = M; @& Mo, se tiene que S(M) = S(M;) U S(My).

Propiedad 3.34 Propiedades del Espectro Modular
Sea M un élgebra de von Neumann y S(M) su espectro modular. Entonces:

a) S(M) es un subconjunto cerrado de [0, oo] invariante por el morfismo v — 1.
b) VA € S(M) no nulo y VT € T(M), se tiene que N0 = 1.
¢) M es semifinito < se tiene que S(M) = {1}.

Teorema 3.35 Propiedad de grupo del Espectro Modular
Sea M un factor, entonces:

a) S(M)N Rsg es un subgrupo de (R, -).
b) Dado A € S(M) N R~g, V¢ peso fns en M se tiene que ASpec (Ay) = Spec (Ay).
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Corolario 3.36
A cada factor de tipo III le corresponde un unico A € [0, 1] tal que:

S(M) = {0,1} si A=0
SM) = {\/neZ} si Ae(0,1)
S(M) = [0,00) si A=1

De esta forma, podemos decir que un factor M es de tipo III,.
Teorema 3.37 Sea M un factor de tipo III. Entonces:

a) La familia de subconjuntos cerrados de R de la forma K Spec(Ay) con K en-
torno compacto del 1y ¢ peso fns en M forman un filtro intersecando con S(M).

b) S(M) = N Spec(Ay,) donde e € Z(M?) y ¢e = lense.
¢e{peso fns}

Corolario 3.38
Sea M un factor de tipo III con A € (0, 1), entonces:

-2

T(M)={nTy /n€Z} donde Ty = ey

Corolario 3.39
El factor de Powers Ry con A € (0,1) es de tipo III,.

Teorema 3.40 (Araki y Woods)
Sean M, N factores de Araki-Woods de tipo IIT, con A € (0,1), entonces M = N.

Corolario 3.41
Todo factor de Araki-Woods de tipo III) con A € (0, 1) es isomorfo a R).

Teorema 3.42 Existe un unico factor de Araki-Woods de tipo III;, pero infinitos
de tipo III.
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