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Introduccion

Desde mediados del siglo XIX y a lo largo del siglo XX se desarrollaron
dos ramas de la matematica, en principio sin vinculacion, que impulsaron el
Anilisis Geométrico Asintético.

La primera rama a la cual nos referimos es el Analisis Funcional, que
estudia los denominados funcionales, es decir, aquellas funciones cuyas va-
riables independientes resultan ser otras funciones. Grandes matematicos
como, entre otros, F. Riesz, M. Stone, A. Kolmogoroff y S. Banach dieron
impulso al inicio de esta nueva drea de la matematica. Fue Banach quien
dio comienzo a la “Teoria de los Espacios de Banach” en su libro Théorie
des opérations linéaires publicado en 1932. Esta teoria que para mediados
del siglo XX aparentaba ser una etapa superada obtuvo un nuevo impulso
a fines de la década del 60 y durante los 70 a través de nuevas herramientas
como la teoria de la probabilidad.

En paralelo al Anélisis Funcional se desarrollé otra area de la mateméti-
ca, ya a mediados del siglo XIX, la Teoria de Brunn-Minkowski, también
conocida como Anadlisis Geométrico Convexo. Esta rama de la matematica
se origind con la tesis de Hermann Brunn en 1887 y estd influenciada en
sus areas principales por las ideas de Hermann Minkowski. Esta area, co-
mo su nombre lo indica, estudia los cuerpos convexos y las desigualdades
geométricas relacionadas en espacios Euclideos con alguna dimensién fija.

Claramente, la separacion en ramas de la matematica no impone limites
en cuanto a la vinculacion entre estas. Cada drea se nutre de los conceptos y
las ideas de las otras, asi como de resultados, generando nuevas herramientas
para la resolucién de problemas y la aparicién de nuevas teorias por explorar.
En este sentido, podriamos decir que el Anélisis Geométrico Asintoético se
encuentra en un punto intermedio entre el Anélisis Funcional y la Teoria de
Brunn-Minkowski.

En sus comienzos, la Teoria de Brunn-Minkowski aplicé sus esfuerzos
a la geometria de los espacios de dimension chica, usualmente 2 y 3, sin
incursionar en los espacios de dimensiones grandes como objetivo principal,
lo que ocurria en algunos casos a través de las generalizaciones de algunos
resultados. Por otro lado, como los investigadores del Andlisis Funcional
estaban abocados al estudio de los espacios de dimensiones infinitas, resulté
que los espacios de dimensiones altas carecian de interés, al suponerlos a
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estos representados por los espacios de dimensién infinita. Por este hecho,
el Anélisis Geométrico Asintdtico surge con el nombre de “Teoria local de
los espacios normados”, debido a que se utilizaba para el estudio de los
espacios de Banach de dimensién infinita a través de sus caracteristicas
finito dimensionales.

Sin embargo, en 1961 en su publicacién Some results on convex bodies
and Banach spaces, A. Dvoretzky refuté la teoria de que los espacios de
dimensiones altas puedan estudiarse a partir de los espacios de dimensién
infinita. Esto promovié el estudio de la Teoria Local, dada la importancia
de los espacios de grandes dimensiones para la comprension de la estructura
de los espacios de Banach. Por otro lado, existe una clara relacion entre la
Teoria Local y la Teoria de Brunn-Minkowski. Esta relaciéon viene dada por
el hecho de que toda bola unitaria de un espacio normado es lo que llamamos
un cuerpo convero, esto es, un conjunto compacto, convexo, de interior no
vacio, mientras que a través de la funcién de Minkowski se puede ver que
todo cuerpo convexo es la bola unitaria de un espacio normado.

A causa de esta relacién, la Geometria Convexa fue adquiriendo una
mayor importancia en el estudio de la Teoria Local, pero con la particulari-
dad que lo interesante era el comportamiento asintético de las propiedades
geométricas en relacién a algin determinado pardmetro, usualmente la di-
mension, y el estudio de como estas propiedades dependen del parametro en
cuestion.

En el Analisis Geométrico Asintético se utilizan diversos conceptos y
resultados de la Teoria de Brunn-Minkowski, pero desde un nuevo pun-
to de vista, como por ejemplo los problemas isométricos que se relacionan
con el Analisis Geométrico Convexo son vistos como problemas isomérficos
que se adaptan mejor al Analisis Funcional, pero teniendo solo sentido des-
de un punto de vista asintético. Con el transcurso del tiempo, el Andlisis
Geométrico Asintdtico fue separdndose de su objetivo inicial convirtiéndo-
se en un nuevo campo de la matematica e impulsando el estudio de otras
teorias asintoticas como en probabilidad o en combinatoria.

Lo que da comienzo a nuestro trabajo es un resultado que se encuentra
inicialmente en la teoria de Brunn-Minkowski. El problema era el siguiente:
para un cuerpo convexo K, si consideramos todos los elipsoides que lo con-
tienen, donde un elipsoide se define formalmente como la imagen afin de la
bola unitaria en un Espacio Euclideo, ;Hay un elipsoide de volumen minimo
que lo contenga? Afirma Busemann, en su publicacién The Foundations of
Minkowskian Geometry de 1950, que fue Karl Lowner, nacido en Praga en
1893 y exiliado luego de la invasién nazi en 1939, quien descubrié la unicidad
de un elipsoide de volumen minimo, pese a no publicar el resultado. Este
resultado, resuelve también, como veremos mas adelante, la existencia de un
elipsoide de volumen maximo contenido en el cuerpo convexo.

Fritz John, nacido en Berlin en el ano 1910, nacionalizado estadouni-
dense luego de la llegada del régimen nazi, fue otro matematico que estudié
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los problemas relacionados a los elipsoide y los cuerpos convexos. En 1948,
demostré una relacién de gran importancia entre un cuerpo convexo y su
elipsoide de volumen maximal. Esta relacién dice que si € es el elipsoide de
volumen méximo contenido en K entonces se verifica

EC K Cné,

valiendo incluso £ C K C /n€ si K es simétrico, y siendo \/n éptimo como
también veremos més adelante. El criterio utilizado por John para demos-
trar esto, mas un refinamiento de Keith Ball en su publicacién [Bal92] dieron
paso a una mejor caracterizacién para poder saber cudndo el elipsoide de
volumen minimo que contiene al cuerpo convexo resulta ser la bola unitaria
del Espacio Euclideo, que notaremos por Bj. Este resultado, llamado Teore-
ma de John, nos dice que si se verifica que K C B3 entonces existen puntos
Ui, ,Upy en la frontera de ambos cuerpos (que llamaremos puntos de con-
m m

tacto) y escalares positivos A; de modo que > Nu; =0y z = > Az, u;)u;,
para todo x en el espacio, si y sélo si By esz ei elipsoide de Vofurﬁaen minimo
que contiene a K.

Motivados por el Teorema de John diremos que una famﬂia de vectores

y escalares {(\;,u;)} que verifique Z Aiui =0y x = Z Xi{z, u;)u;, para

todo x en el espacio, es una descomposwlon de la 1dent1dad Con la misma
m

idea, si la familia de vectores y escalares cumple Y Aju; = 0 y en lugar de
i=1
generar al operador identidad lo que hace es aproximarlo, lo que querra decir

(1—e){x _< Z)\ T, U U z>§(1—|—<€)(;1c,x>

para cierto € > 0 chico, entonces la llamaremos una descomposicion aprozi-
mada de la identidad.

Serédn estas dos definiciones, vinculadas al Anélisis Funcional, el punto de
partida para ver y estudiar aplicaciones en diversos campos de la matemati-
ca. En este sentido, veremos la desigualdad de Brascamp-Lieb formulada
en 1976, la cual establece una desigualdad entre la integral del producto
de funciones y el producto de sus integrales, bajo ciertas hipotesis. Esta
desigualdad, que generaliza la desigualdad de Holder, tiene una aplicacion
directa para encontrar una cota 6ptima en la desigualdad de Young, dentro
de lo que es el Analisis Armédnico.

Considerando el cociente entre el volumen de un cuerpo convexo y el del
elipsoide de volumen méximo contenido en el. Sabemos que entre todos los
cuerpos convexos, este cociente es por lo menos 1, lo cual es 6ptimo tomando
como cuerpo convexo un elipsoide. El problema estard en determinar que
cuerpo convexo hace que este cociente sea el mayor posible. Combinaremos
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la descomposicién de la identidad y la desigualdad de Brascamp-Lieb para
ver que, en el caso de considerar cuerpos convexos simétricos, es el cubo
de lado 2 quien maximiza el cociente, pudiéndose probar que en el caso no
simétrico resulta ser el n — simplex.

Presentaremos una nocién de distancia en cuerpos convexos, donde es
necesario abstraerse no solo de la ubicacién en el espacio que presentan sino
también de las variaciones que pueden exhibir al ser modificados por una
transformacion afin. Teniendo estimaciones en cuanto a la cantidad de pun-
tos de contacto, entre un cuerpo convexo y el elipsoide de volumen maximo
contenido en el, necesarios para generar una descomposiciéon de la identidad,
serd de nuestro interés estudiar la distancia entre aquellos que requieren de
mucho puntos de contacto y aquellos que menos necesitan. Veremos que la
distancia es poca, estableciendo una relacién entre la distancia y la cantidad
de puntos.

Para obtener el resultado antes mencionado, que fue mejorando con el
transcurso del tiempo empezando con Rudelson, luego mejorado por Sri-
vastava y finalmente por Friedland y Youssef, serd necesario poder generar
una buena descomposicion de la identidad, a la cual llegaremos mediante el
método que dio resolucion al problema de Kadison-Singer. Este problema,
formulado en 1959 tiene una gran cantidad de equivalencias con problemas
fundamentales de diversas areas ya sea de matemadtica pura, aplicada, o en
ingenieria como veremos mas adelante. Este problema, que se refiere a la
posible unicidad en la extension de ciertos funcionales sobre determinadas
C* — 4lgebras (siendo la extension cierta por el Teorema de Hanh-Banach)
como veremos en la tesis, fue supuesto por negativo por sus autores e incluso
hasta poco antes de su resolucién por muchos matematicos, siendo resuelto
por la positiva en el afno 2013 mediante un método probabilistico.

El hecho de que se resolviera en forma afirmativa el problema de Kadison-
Singer tiene un obvio impacto sobre todas las dreas mencionadas. En par-
ticular veremos como es aprovechado el método con el que se resolvié en el
estudio de la aproximacién de matrices a través de submatrices con un niime-
ro de columnas apropiado, esto puede relacionarse en como encontrar para
un determinado operador un subespacio de su dominio, tal que al restringir
el operador a este, aproxime la accion del operador en todo el espacio.

Otro problema que trataremos es el Teorema de Helly, un problema su-
mamente importante que establece para una familia arbitraria de conjuntos,
que si la interseccién de una determinada cantidad de cuales quiera de ellos
es no vacia entonces la interseccién de todos ellos es no vacia. Lo que haremos
serd un repaso por algunos de los teoremas que intentaron cuantificar este
resultado estableciendo una relacién en el volumen de la interseccién de to-
dos ellos con alguna subfamilia de estos. Utilizando nuevamente el efecto que
tuvo el método utilizado para la resolucion del problema de Kadison-Singer
sobre la descomposicién de la identidad, y mediante una nueva versién de la
desigualdad de Brascamp-Lieb, veremos un resultado que vincula la cantidad
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de elementos en la subfamilia del teorema de Helly, aplicado a semiespacios,
con la relacién entre el volumen de la interseccién de los semiespacios y los
de la subfamilia.

Ademads, mostraremos cémo puede aplicarse en la Teoria de Grafos la
aproximacion de la identidad, es decir que se verifique que los vectores apro-
ximen a la identidad sin la necesidad de que sumen cero, para aproximar
ciertos grafos por otros con una menor cantidad de aristas, lo cual tiene
implicancias en la resolucion de sistemas lineales en una menor cantidad de
pasos, asi como también puede relacionarse con problemas de optimizacion
y computacion.

El trabajo que hemos realizado estd organizado de la siguiente forma.

El Capitulo 1 esta dividido en dos secciones. En la primera presentaremos
los conceptos y definiciones béasicas del Analisis Geométrico Asintético, ve-
remos los teoremas de John y la distancia de Banach-Mazur. En la segunda
seccién, veremos la desigualdad de Brascamp-Lieb.

El segundo capitulo lo hemos dividido en cuatro secciones. En la pri-
mera veremos que todo cuerpo convexo puede ser aproximado por otro con
“pocos” puntos de contacto. Seguiremos este capitulo con un estudio de las
funciones potenciales definidas por Batson, Spielman y Srivastava para ge-
nerar a partir de ellas una descomposicion aproximada de la identidad. En la
tercera seccién estudiaremos lo realizado por Friedland y Youssef acerca de
la aproximacién de matrices por submatrices, con una cantidad razonable de
columnas. Para finalizar el capitulo haremos un breve repaso del problema
de Kadison-Singer, algunas conjeturas equivalentes y cémo pudo resolverse.

A lo largo del tercer capitulo presentaremos el Teorema de Helly, y ve-
remos algunas versiones cuantitativas de este. Al finalizar el capitulo, como
mencionamos antes, veremos la aplicacion de la mejora obtenida por Fried-
land y Youssef en la demostracion realizada por Brazitikos para obtener una
leve mejora.

En el dltimo capitulo presentaremos algunas ideas en cuanto a la apro-
ximacion de grafos, concentrandonos en lo que llamaremos la similitud es-
pectral, y veremos como utilizar nuevamente las funciones potenciales para
obtener, en una razonable cantidad de pasos, una buena aproximacién de
un grafo.
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Capitulo 1

Elipsoide de John y la
desigualdad de
Brascamp-Lieb

En este capitulo daremos los conceptos y los resultados relacionados
a los cuerpos convexos y a los elipsoides contenidos en estos, buscaremos
entender la relacion entre ambos a partir de lo que definiremos como puntos
de contacto y “volume ratio”. Nos basaremos principalmente en el trabajo
de Ball [Bal97], el libro [AAGM15] y algunos resultados de la publicacién
de Marcos Cossarini “Size of the ellipsoids contained in a convex symmetric
set”. Discutiremos también el Teorema de Brascamp-Lieb y sus aplicaciones
tanto en el Andlisis Geométrico Asintético, como en el Andlisis Armodnico.

1.1. Elipsoide de John

Comenzaremos dando algunas definiciones béasicas de los subconjuntos
de R™ sobre los cuales trabajaremos. Llamaremos cuerpo convero a todo
subconjunto convexo de R™ compacto y con interior no vacio, y utilizaremos
las letras K o H para notarlos. Hablaremos de posicién de un cuerpo convexo
K para referirnos a la imagen de K por una transformacién afin. Ademas,
diremos que K es centralmente simétrico si coincide con el cuerpo convexo
—K :={z €R" : —x € K}. Fijaremos en R” una estructura Euclidea y
una base ortonormal {ej,--- ,e,}, notaremos por |-| a la norma Euclidea, es

n
decir |z| = /a2 + -+ a2 siz = > aje;. Tomaremos la notacién BY para
i=1
hablar de la bola Euclidea unitaria, es decir By := {z € R" : |z| < 1}, y nos
referiremos por volumen de un conjunto a la medida Lebesgue n-dimensional
del mismo, notandolo como Vol o por |-|, cuando no se preste a confusion.

Un cuerpo convexo centralmente simétrico se identifica con la bola uni-

taria del espacio normado R% = (R", ||-||x), donde ||-||x es el funcional de
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Figura 1.1: Cuerpos convexos

(a) Cuerpo convexo no simétrico (b) Cuerpo convexo simétrico

Minkowski dado por ||z||x = inf {t >0 : % € K} para cada « € R". Uti-
lizaremos el simbolo ||-|| para las diferentes normas, exceptuando la norma
Euclidea ya definida, aclarando en cada caso a cudl nos estamos refiriendo.
Llamaremos elipsoide a toda imagen afin no degenerada de BY.

El siguiente lema nos permitira trabajar con las matrices simétricas de-
finidas positivas cuando queramos estudiar propiedades de los elipsoides.

Lema 1.1.1. Sea £ = z9 + A(BY) C R™ un elipsoide. Entonces existe una
unica matriz simétrica definida positiva P € M, (R") tal que & = xo+P(BY).

Demostracion. La existencia se sigue de considerar una descomposicién po-
lar A = PU, donde P € M,(R) es una matriz simétrica definida positiva
y U € M,(R) es una matriz ortogonal, y notando que U puede omitirse ya
que U(BY) = Bj.

Para probar la unicidad de la matriz P utilizaremos que estd univo-
camente determinada por el elipsoide £. Para esto, utilizamos el hecho de
que si una matriz B es simétrica y definida positiva, existe una tUnica ma-
triz también simétrica y definida positiva v/ B que verifica \/E2 = B, luego
B = \/E\/Et Tenemos entonces, que el operador P — PP! = P2, defini-
do sobre el conjunto S, (R) de las matrices simétricas definidas positivas,
resulta ser biyectivo. Ahora si P € S, (R) verifica que & = zo + P(BY),
entonces tenemos que para cada u € R”

1
méx u'y = méx u' Pz = |u'P|| = (u'PP'u)>
yeE—xp rEBY

y como P es simétrica entonces P'P = PP! = P?. Supongamos entonces
que existe otra matriz P € S, (R) tal que & = xo + 13(33), por lo hecho
anteriormente tenemos que para cada u € R", u! PPty = u!PP'u, o lo que
es lo mismo, para cada u € R”, u! <P2 - ﬁ2) u = 0.
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Si definimos A = P? — 132, tenemos que la matriz A es simétrica y por
lo tanto existe una base ortonormal {v1, - ,v,}, con v; autovector de A de
autovalor \; para cada i = 1,--- ,n. Ademads, cada u € R" puede escribirse

n

como u = Y (u,v;)v;. Por lo tanto tenemos que
i=1

0=u'Au=1ulA <Z (u, vi>vi> =t <Z (u, v,->/\ifui> = Z (u, vi)z)\i,
i=1

=1 i=1 7

y en particular si elegimos u = v; obtenemos que, para cada i = 1,--- ,m,
Ai = 0, es decir que A = 0. Concluimos entonces que P? = P? y por la
biyeccién del operador, P = P. O

Probado el lema tenemos que el volumen del elipsoide se calcula como

Vol(€) = Vol(zq + A(BY)) = Vol(A(B3)) = wy det A = w, det P = w,, [ [ M,
=1

donde w;, := Vol(BY) y los \; son los autovalores de la matriz P dada en el
Lema 1.1.1, positivos por ser P definida positiva. Ademas, si {v1,- - ,v,}
es una base ortonormal de autovectores de P entonces

n - <$,’Ui>2

=1 K

Ahora veremos que dado un cuerpo convexo K existe un elipsoide entre
todos los contenidos en K que tiene volumen maximo, a este lo llamaremos
el elipsoide de volumen maximal contenido en K. Aunque en principio uno
podria suponer que son varios los elipsoides de volumen maximo veremos
mas a delante que es 1inico.

Teorema 1.1.2. Sea K C R"™ un cuerpo convexo. Entonces K contiene un
elipsoide de volumen mdzximo.

Demostracion. Sea N := n + n?. Entonces el conjunto de pares ordenados
(A,z) donde A € R™" y x € R podemos asociarlo a RY. Sea

32{(A,x)€RN:A(B§)+:U§K}.

Como K es compacto y § es cerrado, se tiene que § es un subconjunto
compacto de RY. Luego, dado que (A, z) + |det A| es una funcién continua
sobre §, existe (Ao, zp) € § que maximiza la funcién sobre §. Luego, por el
célculo del volumen de elipsoides que realizamos arriba, £ = Ag(B%) + o
es un elipsoide de volumen méximo. ]

Observacion 1.1.3. Si xg + A(BY) es un elipsoide de volumen maximal en
K, entonces BY es un elipsoide de volumen maximal en A1 (K — z).
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Esto se debe a que si yp + C(BY) C A7 (K — ) entonces
zo + A(yo) + A(C(By)) C K,

luego |det(AC)|wy, < |det(A)|wy. Dado que el determinante del producto es
el producto de los determinantes, y que |det(A)| # 0 por ser A una matriz
inversible, se tiene que |det C| < 1 y luego

Vol(yo + C(B3)) = |det(C)|wp < wy = Vol(BY).

La observacién anterior nos permitira, mas adelante, suponer que la bola
Euclidea es un elipsoide de volumen maximal en nuestro cuerpo convexo (lo
que facilitara el analisis de las propiedades de los cuerpos convexos, que se
preserven por transformaciones afines).

Como habiamos dicho, buscamos probar que el elipsoide de volumen
maximo en un cuerpo convexo es inico, para eso necesitamos algunos resul-
tados que pasaremos a probar.

Lema 1.1.4 (Desigualdad de Minkowski). Para todas Ai, Ay € GL,(R"),
simétricas y definidas positivas y ¥ X € [0, 1] se tiene :

det (A1 + (1 — \)Ay) > det (A1) det(Ag) ™
Demostracion. Es claro que vale para A = 0 y para A = 1.

Dada una matriz A definida positiva, sea VA la raiz cuadrada de A.
Tenemos que

—(Az,z) —(VAVAz,z) — (v Az ,VAz)
e 2 do = e 2 dx = e 2 d.’I,',

donde en la dltima igualdad usamos la simetria de la matriz. Usando el
cambio de variables dado por y = V/Az tenemos

/n o5 ‘det (\/Z)_l‘ dy = (\/ﬂ)ndet (1\/2) = (jﬁ))

NI

Luego dadas las matrices A; y As

271)2 (AN A ) )
(2m) : da
5 R"

det (AA; + (1 —
z,z) _ 2y \ 1—A
/ Al (e <A§ 7 >) dx
R?’L

—(Alz ) A —(Agz,x) =2
e dx e 2 dx
Rn n

n(1=X))

(2m)%  (2m)"

" (det(An)? (det(Ae) P
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donde en la desigualdad usamos Hoélder para p = % yq= ﬁ Por lo tanto

se sique el resultado que buscdbamos. Por otro lado, la igualdad vale si y
—(Aqz,x) —(Agxm,x)

sélo si existe a € R tal que e 3 =qe 3 para todo z € R". Como

vale para x = 0 se tiene que a = 1 y como e* es inyectiva tenemos que

(Arz,z) = (Agx, z) para todo x € R™. Luego por la simetria de Ay y As y

por ser definidas positivas se tiene que A; = Ay como queriamos. O

Lema 1.1.5. Sea zp € R™ con zyg # 0, entonces en la cdpsula conveza
conv(BY U (xg + BY)) existe un elipsoide € tal que Vol(E) > wy,.

Para ver esto podemos suponer a xy = re; con r un real positivo, y
luego basta con considerar el elipsoide & = fe; + A(By) donde A es la
matriz diagonal, con A;; = 5§+ 1y Ay = 1si ¢ > 2. Luego £ estd en la
capsula convexa y su volumen es (5 + 1)w, > wy.

Ahora si, veremos que el elipsoide de volumen maximal contenido en un
cuerpo convexo es unico, y a este lo llamaremos FElipsoide de John. Esto
nos permitird caracterizar a los cuerpos convexos de acuerdo a quién es su
elipsoide de volumen maximal. Sabiendo que un elipsoide puede llevarse a
otro a partir de una transformacién afin no degenerada, podemos también
hablar de la posicién en la que se encuentra un cuerpo, de acuerdo a quién
es su elipsoide de volumen maximal; ya que sabemos que la relacién entre un
cuerpo convexo y su elipsoide de volumen maximal se mantiene si aplicamos
transformaciones afines no degeneradas.

Teorema 1.1.6. Dado K C R"™ un cuerpo convezo, existe un unico elipsoide
de volumen maximal contenido en K.

Demostracion. Supongamos que tenemos dos. Sin pérdida de generalidad,
podemos suponer que uno de los elipsoides es By y el otro z¢ + A (BY),
con A matriz simétrica, definida positiva y |det(A)| = 1. Esto se debe a que
si yo + C (BY) y 20 + B (BY) son dos elipsoides maximales en K entonces

2y C7l (20 — yo) + C~1 (B (BY)) son dos elipsoides maximales del cuerpo
convexo C~1 (K — yp), luego si vale el teorema para el caso que queremos
asumir obtenemos la igualdad BY = C~! (20 —yo) + C~1 (B (BY)) y esto
vale si y sélo si yo + C (BY) = z9 + B (BY) como querfamos.

Ahora si, dado que K es convexo, tenemos que el elipsoide

1 I+A 1 1
goot (5) (B9 € 3B+ 4 o ABY) € K

y tiene volumen det (#)wn. Por el Lema de Minkowski y dado que Bj es

un elipsoide de volumen maximal tenemos que

I+ A
wy, > det <—g>wn > det (I)% det (A)

N

Wn = Wy

Entonces det (%) =1=det (I)% det (A)% Luego I = A.
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Tenemos por lo tanto que By C K y xo + By C K, luego la capsu-
la convexa Conv(Bj U (z¢ + BY)) C K. Si xg # 0, existe un elipsoide en
Conv (B U (zg + BY)) con volumen mayor que wy, contradiciendo la maxi-
malidad de BY. O

Nos interesaran principalmente aquellos cuerpos convexos que tengan
como elipsoide de volumen maximal a la bola Euclidea, tenemos entonces la
siguiente definicién:

Definicion 1.1.7. Sea K un cuerpo convexo, diremos que K estd en posicion
de John si By es el elipsoide de volumen maximal contenido en K.

Antes de avanzar con los cuerpos en posicién de John vamos a dar la
definicién del polar de un conjunto convexo y algunas propiedades que se
desprenden de lo que ya vimos. Probamos que dado un cuerpo convexo K
existe un unico elipsoide de volumen maximal contenido en él, a partir de
la definicién del polar veremos que también existe un unico elipsoide de
volumen minimo que contiene al cuerpo convexo. A este elipsoide lo llama-
remos, naturalmente, elipsoide de volumen minimal o elipsoide de Lowner.
Si el elipsoide de volumen minimal que contiene al cuerpo convexo K es By,
diremos que K estd en posicién de Lowner.

Definicion 1.1.8. Sea K C R™ convexo con 0 en su interior, definimos el
polar de K como el conjunto K¢ := {y € R" : sup,cx (z,y) < 1}.

Se verifican las siguientes propiedades:

= Si K es simétrico entonces K° = B Xz, es decir es la bola unitaria del
dual de Xx = (R", ||—|[x);

= si K C L entonces L° C K?;
» sea A una matriz inversible entonces (AK)° = (AY)~1(K°);
» si & = A(BY) es un elipsoide, entonces £° = (AY)~1(BY);

» sean & y & dos elipsoides, entonces se tiene que Vol(&1) > Vol(&2) si
y sélo si Vol(&,?) < Vol(&2°).

» se verifica por Hahn-Banach que K = (K°)°.

De estas propiedades se desprende que £ es el elipsoide de volumen maximal
de K siy sélo si £ es el elipsoide de volumen minimal que contiene a K°.
Luego tenemos el siguiente corolario:

Corolario 1.1.9. Dado K un cuerpo convexo, existe un unico elipsoide de
volumen minimal que contiene a K.
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Figura 1.2: Polar de un cuerpo convexo

(a) Cuerpo convexo K y su elipsoide de (b) Cuerpo convexo K° y su elipsoide de
John Lowner

Demostracion. Supongamos a K un cuerpo convexo cualquiera, con 0 en su
interior, consideremos K° su polar y sea & su elipsoide de volumen maximal,
tenemos que K = (K°)° C £°. Sea & un elipsoide con Vol(&1) < Vol(€°) y
tal que K C &, entonces £1° C K? es un elipsoide contenido en el polar y
Vol(&7) > Vol(€), luego £ = &, es decir que £ = £°. Dado que si 0 ¢ K una
simple traslacion muestra que existe un tinico elipsoide de volumen minimal
que lo contiene, concluimos entonces que todo cuerpo convexo esta contenido
en un unico elipsoide de volumen minimo. ]

Volviendo a los cuerpos convexos en posicién de John, daremos la defi-
nicién de puntos de contacto, entre el cuerpo convexo y By.

Definiciéon 1.1.10. Sea K C R"™ un cuerpo convexo simétrico en posicion
de John, diremos que x € R" es un punto de contacto de K y B3 si se
verifica que |z| = ||z||x = 1.

Esta definicion, nos dice que los puntos de contacto son aquellos puntos
que se encuentran tanto en la frontera de B3 como en la del cuerpo convexo.
De esta manera, la definicién puede extenderse no solo a cuerpos convexos
no necesariamente simétricos en posiciéon de John, sino a cuerpos convexos
en general, donde nos referiremos a puntos de contacto, como los puntos que
se encuentran en la interseccién de la frontera del cuerpo convexo y de la de
su elipsoide de John.

Podemos relacionar a los puntos de contacto con la nocién del polar que
dimos anteriormente.

Observacion 1.1.11. Si K es un cuerpo convexo en posicién de John, sus
puntos de contacto con Bj coinciden con los puntos de contacto de K° con
Bj como su elipsoide de Lowner (Siendo estos naturalmente la interseccion
de la frontera del cuerpo convexo con la de su elipsoide de Lowner).

Este hecho se debe a que si x es un punto de contacto de K y BZ,
entonces el hiperplano de soporte de K en z, resulta ser el mismo que el de
BY en z, es decir que es el hiperplano H = {y € R" : (y,x) = 1}. Luego
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para todo y € K tenemos que (x,y) < 1, por lo que y € K°, y dado que
K° C Bj entonces es un punto de contacto de K° y Bj. Por otro lado, si
x es un punto de contacto de K° y BY, entonces x € K, si estuviera en el
interior, entonces existiria A > 1 tal que Ax € K, pero entonces tenemos que
(Ax,z) = X > 1, contradiciendo que = € K°.

Esto en particular nos dice que si K es simétrico y x es un punto tal que
|x| = ||z]|x = 1, entonces se verifica que ||x| go = 1.

Enunciamos ahora el Teorema de John que describe la distribucién de
los puntos de contacto de un cuerpo centralmente simétrico sobre la esfe-

ra unitaria S?', y cémo a partir de ellos puede construirse el operador
identidad.

Teorema 1.1.12 (John). La bola BY es el elipsoide de volumen mazimal
de un cuerpo convexo K C R" si y sélo si By C K y existen puntos de
contacto 1, -+ ,xm de K y BY, y nimeros reales positivos cy,- -,y con
m
> ¢j =n tal que
j=1

m
ZCjiL‘j =0 (1'1)
7j=1

m
T = Zq(w,xj):xj, para todo x € R™. (1.2)
j=1

Observacion 1.1.13. La condicién (1.2) nos dice que el operador Id,, de R"
puede representarse en la forma

m
Id, = chwj K T; (1.3)
j=1

donde x;®x; es la proyeccién en la direccién de z;: (x; ®x;)(x) = (, z;)x;.
A un conjunto de vectores y escalares {(c;,x;)}, j<m due verifique las
condiciones (1.1) y (1.2) lo llamaremos una descomposicion de la identidad.

Notemos que, si esta descomposicion existe, entonces tenemos, para cada
r € R"

Ademas, si elegimos x = ¢;,i = 1,--- ,n donde {e;} es la base ortonormal
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Figura 1.3: Puntos de contacto en un solo lado de la Bola

i=1 i=1 j=1
m n
2
= Z ¢j ) (€5, x;5)
j=1 i=1
m m
2
:ZC]‘Z']| _cha
Jj=1 Jj=1

esto nos dice que, en la demostracién del Teorema de John, si encontra-
mos un conjunto de puntos de contacto entre K y B y escalares tales que
{(cj, )} 1< ;< sea una descomposicién de la identidad, habremos probado
también que los escalares suman n.

Antes de pasar a la demostraciéon del Teorema de John, interpretemos
geométricamente la necesidad de las condiciones (1.1) y (1.2) para poder
asegurar que es la bola Bj el elipsoide de volumen maximal.

La Ecuacién (1.1) garantiza que los puntos de contacto no estén todos
del mismo lado de bola. Si esto ocurriera podriamos mover la bola en la
direccién contraria y asi encontrar un elipsoide méas grande. Como puede
verse en la Figura 1.3.

La Ecuacién (1.2) muestra que los puntos de contacto 1, -,z se
comportan como una base ortonormal, en el sentido que podemos escribir
a la norma euclidea como una suma ponderada de cuadrado de productos
internos. Esto garantiza que no todos se encuentren cerca de un subespacio
propio de R™. Si esto no ocurriera podriamos expandir la bola en la direccién
ortogonal, para nuevamente obtener un elipsoide de volumen mayor en K.
Como puede verse en la Figura 1.4.

Es momento de demostrar el Terorema 1.1.12.

Demostracion del Teorema 1.1.12. Haremos la demostracién para el caso en
que K es simétrico. Para este caso, si By es el elipsoide de volumen maximal,
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Figura 1.4: Puntos de contacto cerca de un subespacio propio de R"

la condicién (1.1) se obtiene de (1.2). Supongamos que existen constantes
n

€1, ,Cm y puntos de contacto x1,- -+ , &y, con Id, = ) ¢jx; ® x;, por ser
J=1
K simétrico entonces —x1, - -+ , —x,;, son puntos de contacto y se verifica que

m m
C; Cj
=Y ey a4 3 Do) o ().

m m
con 231 %-’L'j + 21 %(—xj) = 0 como querfamos.
j= j=

La observacién previa muestra que si existe tal representacién, tenemos
m Ccj o g , Id
que Y. j=1 7 = 1. Nuestro objetivo serd entonces, mostrar que =7 es una
combinacién convexa de matrices de la forma x ® x, donde = es un punto de
contacto de K y By. Para esto, definimos

C={z®uz:|z| =|z|x =1} = {r ® z : z es punto de contacto}.

Idn [
Luego basta ver que == pertenece a la cdpsula convexa de C. Supongamos

que no, dado que Conv(C) es un subconjunto compacto convexo no vacio de
R™™" por Hahn-Banach geométrico tenemos que existe ¢; € R™*" y r € R
tal que

<¢1, IZ”> <r<{¢,z@z)Vre S NIK.

Donde el producto interno esta definido como (A, B) = Tr(AB*).
Definiendo ¢9 = % tenemos que

<¢27A> = TT(¢2A*> = TT(QSlA*) + TT(¢1*A*)

2 2
- TT(¢1A*> + TT’(A*le*) o TT(¢1A*) + TT(A(bl*)
2 2 N 2 2

_ Tr(e1AY) | Tr(6n4")
N 2 2

=Tr(¢g1A") = (¢1, A),
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para toda A € M,(R) simétrica. Luego como I— vy © @ x son matrices
simétricas tenemos que (¢2, Ii") <r <{p2,x® x> Vz € S"NOK.

Sea B = ¢y — 1L <z)2)Ialn, tenemos que Tr(B) = Tr(¢a) — %n = 0.
Ademds B es simétrica y se verifican las siguientes igualdades

< 1d, > < Idn> Tr(¢2) (Idn, Idn) — Tr(¢z) Tr(s)
B — == ¢277 - = —_ = O,
n n n n n
T
(B2 @) = (or,203) - 2 (1400 2)
T T
= <¢2,ZL'®IE> - M|$|2 = <¢2,CL’®:L‘> - M
n n
Tomando s = r — % tenemos que (B,%%) =0 < s < (B,r ® ).
Sea 6 > 0ysea & = {z:{((Id,+dB)x,z) <1}. Sid < ﬁ entonces

Id, + B es inversible y positiva. Luego existe Ss = (Id,, + 53)% satisface
que

z € Sy 1(By) & ||95(z)]| <1< (S5(x), Ss(z)) <1
@<U%+ﬁ3ﬁ@xu%+ama@><1@xe&,

es decir que & = Ss1(By™) (Es es un elipsoide).

Veamos que £ C K, para esto si vemos que Vx # 0, m ¢ Es, entonces
siz#0, z € & debe ser ||z||g < 1 yaquesi ||z]|x > 1 como & es convexo y
Zll =1 4 ||Z|1|KZ € &, luego ||z]|x < 1 es decir que

=l x
z € K. Luego basta con ver que Vz € S"~! ¢ Es.

entonces =%— =
0€é& EF

_z
* el

Sea U = S" ' N OK los puntos de contacto, y

V=<_ves" ! dv,U) > i }
{ U = 515]

Siv € V, veamos que m ¢ Es. En efecto, sea A = min,cy (Bv,v),
como Tr(B) =0y B # 0, B es una matriz simétrica y de traza cero, luego
no puede ser positiva, es decir que existe w € S"~! tal que (Bw,w) < 0. Por
otro lado si u € U entonces (Bu,u) = Tr(B(u®@u)*) = (B,u®@u) > s > 0.

Sid(z,U) < QH%II’ con z € S"! entonces si u € U es tal que su distancia

a z es menor que tenemos entonces la desigualdad

25T
(Bz,z) = (Bu,u) + (Bu,z —u) + (B(z —u),2) > s —2||B|||z —u| >0

(pues [(Bu,z —u)| < [Bll|lz—ul y [(B(z —u),z)| < [Bll[z—wul). Luego
weVyA< (Bww) <0.
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Dado que V es compacto y todo elemento de V' esta a distancia, por
lo menos de U que son los puntos de contacto entre Sl yv K con

» 3BT
Sn—1 ¢ K entonces max ey ||v||x = < 1. Si6 < 2 ™ Vi > tenemos que
0(B 1 (5/\ 1—9|A
(o vomt, b ) < 0B 1 W
HUHK [0l x [0l ke [l S
Luego i ¢ E. SiuelU, |ul|k =1, tenemos

((Idy, + 0B)u,u) =1+ §(Bu,u) > 1+ds > 1

y por ende u ¢ ;.

Siwe S~V yseaueU tal que d(w,u) < obtenemos que

2||B||’

[{(Id,, + dB)w,w) — (Id, + dB)u,u)| = |1 + 6(Bw,w) — (1 + 6(Bu,u))|

= §|(Bw,w) — (Bu,u)| < §[{(Bw,w — u)| + §(B(w — u), u)|

< 20||B||jlw — u| < ds.
Por lo tanto ((Idy, + dB)w,w) > —ds + ((Id, + 6B)u,u) > 1. Es decir que
w ¢ Es por un argumento analogo al utilizado anteriormente, ya que |w| = 1
y S"71 C K, entonces ||w||x < 1y luego si ol € &6 por ser & convexo
entonces w = 0(1 — ||w||x) + WH“’HK € &, contradiccién. Es decir que
hemos probado que si w € S"~! — V entonces W ¢ &s. Por lo antes dicho
Es C K.

Veamos que Vol(&5) > Vol(B2") si no,
Wn,

|det(Id, + 6B)|z
Pero entonces, dado que Id,, + d B es positiva, tenemos det (Id, + dB) > 1
Si Ay,---, An son los autovalores de Id,, + § B, podemos concluir que

wy, > Vol(E5) = wpldet (S571)| =

n

N,
1 < det (Id, +5Bi:(HA> M

_ Tr(dy +6B) _ Tr(Idy) +6Tr(B) _n _,

Es decir que det(Id,, + 0B) = 1. Entonces Vol(&s) = Vol(By"), por unicidad
del elipsoide maximal tenemos que & = Bs", luego B = 0 lo que resulta un
absurdo. Este provino de suponer que £ d" no pertenece a la cdpsula convexa
de C.

Veremos ahora que si By C K y existen puntos de contacto z1,---,zp,
y constantes positivas ¢, - - , ¢y, que cumplen las condiciones (1.1) y (1.2),
entonces By es el elipsoide de volumen maximal en K. Sea

n 2
5:{%]11{” oy ) Sl}
le%::

=1 J
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un elipsoide contenido en K, con (e;)] una base ortonormal y («;)} escalares
positivos. Queremos mostrar que Vol(£) = wy, H 05 <wpyeslsiysolo
si oy = 1Vj.

Dado que £ C K entonces (y,z;) < 1 para cada i = 1,--- ,m y para
todo y € &, es decir que cada x; se encuentra en el polar de £. Ya que

n
E°=SyeR" : Za?(y,ej>2§1 ,

pues £ = A(Bj) con A la matriz diagonal en la base (e;), donde en la
diagonal tiene al vector (a1, -+ ,ay), luego £ = (A*) 1 (BY), con (A*) ! la
matriz diagonal en la base (e;) dada por el vector (a%, L), Luego para

L
cada 7 tenemos que
n
2 2
E aj(wi,e;)” < 1.
j=1

Entonces

Pero por la observacion que vimos previamente, el lado izquierdo de la

n
: 2
desigualdad es j§:1 aj, pues

n m

n n

2 2 21, |2 2

E c,E a (zi,e5)% = g % E ci(wi, e)” = g ajle;|” = g ;.
=1 j= j=1  i=1 j=1 j=1

Finalmente por la desigualdad aritmética-geométrica, tenemos que

n

1
[[ef) <iya<
j=1

J=1

y la igualdad vale si y s6lo si aj = 1V j. Asi tenemos que

Vol(€) = wy, H a; < w, = Vol(By),
j=1

y la igualdad vale si y sélo si aj = 1V j, es decir si & = By'. O

El Teorema de John es equivalente a pensar el cuerpo convexo en posicion
de Lowner. Esto se debe a que K estd en posicion de Lowner si y sélo si
K° estd en posicién de John, valiendo el teorema para este tltimo, y siendo
los mismos puntos de contacto, tenemos el resultado equivalente. Podemos
enunciarlo entonces como
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Teorema 1.1.14. La bola B3 es el elipsoide de volumen minimal de un

cuerpo convero K C R" si y solo si K C BYy y existen puntos de contacto
m

T, &, de K y By, y nimeros reales positivos c1,--+ ,cm con Y, ¢j =n
=1
tal que

m
ZC]'I'J‘ =0 (14)
7=1

m
T = ch(x,xj>xj, para todo x € R™. (1.5)
j=1

Definiremos ahora la distancia Banach-Mazur entre espacios normados,
0 cuerpos convexos centralmente simétricos:

Definicién 1.1.15. Sean X = (R",|.|[x) e Y = (R",|.||z). La distancia
Banach-Mazur entre X e Y, que notaremos por dpp/(X,Y) o simplemente
por d(X,Y’) cuando no genere confusién, se define como

d(X,Y) := mf{||A|||A7Y| : A: X — Y es un isomorfismo},

donde ||A]| y ||A7!|| es la inducida por las normas ||-||x v ||||z. Esto es
equivalente a definir sobre los cuerpos convexos la distancia dada por el
infimo de las constantes C > 0 tal que existe un operador lineal A: X — Y
satisfaciendo

[zl x < [|Az|[L < Clz||x

para todo x € K. Equivalentemente tenemos que C~1A(K) C L C A(K).
Dados dos cuerpos convexos centralmente simétricos K y L en R", la
distancia Banach-Mazur entre K y L es

d(K,L)=min{t >0 : A(K) C L CtA(K) para alguin A € GL,(R)}.

Podemos extender la definiciéon de distancia de Banach-Mazur al con-
junto de cuerpos convexos no necesariamente centralmente simétricos como

d(K,L)=min{t >0 : A(K)+yC L4z Ct(AK)+y)}

donde el minimo lo tomamos sobre todos los x,y € R™ y sobre toda trans-
formacién A € GL,(R).

El siguiente resultado clasico del analisis geométrico asintético nos dice
que todo cuerpo convexo centralmente simétrico dista de su elipsoide de
volumen maximal en menos de /n.

Teorema 1.1.16. Sea K un cuerpo convexo centralmente simétrico y € es
su elipsoide de volumen mazimal. Entonces K C \/n€.
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Figura 1.5: Distancia entre los espacios 5 y ¢

NG

N/

Demostracion. Podemos suponer que & = By (dado que si A(K) C /nBY
entonces K C /nA~1(BY) = \/n€, para alguna A € GL,(R)).

Consideremos la representacion de la identidad dada por el teorema pre-
vio

m
z=) ¢z 25);
j=1

Usando el hecho de que |(y,z;)| < 1 para cada j = 1,---,m y para todo
y € K, dado z € K tenemos que

m m
2)* = (@, 2) = > cjlw,a;)> <D ¢y =m,
j=1 7j=1
Esto muestra que |z| < \/n. Luego, BY C K C \/nB}. O

Observacion 1.1.17. El Teorema 1.1.16 nos da una cota superior a la distan-
cia entre el espacio Euclideo ¢35 y cualquier espacio normado de dimension
n. Esta cota es 6ptima ya que se realiza para el espacio £7, con la norma

dada por ||z]e = lrgix |z;], ¥ que tiene como bola unitaria al cubo de lado
Stsn

dos centrado en el origen. Como vemos en la Figura 1.5.

Concluiremos esta seccién demostrando el Lema de Dvoretzky-Rogers.
Para esto, necesitamos una serie de resultados técnicos.

Lema 1.1.18. Sea K C R™ un cuerpo convexo centralmente simétrico en
posicion de John y sea A € M, (R). Entonces existe un punto de contacto u
de K y By tal que

Tr(A)

uw*Au > .
n
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Demostracion. Sea {(c;, x;)}™, una descomposicién de la identidad asocia-
da a K. Mediante el producto interno para matrices, que definimos en la
demostracién del Teorema de John, tenemos que

Tr(A) = Tr(Aldl,) = (A, Idy) = ci(A, 2 @ x;).
i=1

Por lo tanto, si para cada x; tenemos que :cﬁAxi < %, y dado que

(Azi @) =Tr(A @z:)') =D Al © )i

k=1 j=1
n n
=3 @ik Y Agj(i); = afAx,
k=1 j=1
podemos concluir que
m m
Tr(A
Tr(A) = Z;Cifoxi < 72 ) z;ci =Tr(A)

1= 1=

lo que resulta un absurdo. Luego existe un punto de contacto u tal que
t Tr(A)
utAu > — = O
De lo observado al definir los puntos de contacto, se desprende que el
vector u pertenece al polar de K y es unitario.
Obtenemos el siguiente corolario, que establece una cota superior a las
trazas de las matrices de la forma AA?, para aquellas matrices A que tienen
norma menor o igual que 1 en el espacio normado R.

Corolario 1.1.19. Sea K € R™ un cuerpo convexo centralmente simétrico
en posicion de John, y sea A € M,(R) tal que A(By) C K. Entonces

Tr(AAY)
n

< 1.

Demostracion. Sea u un punto de contacto entre K y B tal que

Tr(AA!
IriAd) <u'AA'w = |utA|2.

n
Tenemos que [u'A| = max,cpp u' Ar = méx, e 4( By) uly < 1, donde la tltima
desigualdad se verifica por estar y € K y u € K°. O

Lema 1.1.20. Sea K C R™ un cuerpo convero centralmente simétrico en
posicion de John, sea S C R™ un subespacio de dimension d. Entonces existe

x € SN BY tal que ||z||x > \/g.
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Demostracion. Sea ¢ = méxzesnpy |7k, donde el maximo se alcanza por

ser S N By compacto. Por otro lado si zp es donde el maximo se realiza,

tenemos que si y € SN BY, entonces ||y||x < ||zol %, entonces HWH <
KK

1y luego —%— € K, es decir que SN BY C ||zo]|[g K. Si A > 0 es tal que

lzo|l i

SN By C AK, entonces

Zo

A
Concluimos entonces que ¢ = min{\ >0 : AK D SN B}}.

Queremos probar que ¢ > \/g . Sabemos que SN By C cK, o equivalen-

temente que el elipsoide (SN BY) C K.

Podemos asumir sin pérdida de generalidad, aplicando una rotacién en
caso de ser necesario, que S = R? = R? x {0}"~¢ C R". Considerando
E = A(BY) con A la matriz diagonal, que tiene en su diagonal al vector

zoe MK = e K = H%HKS 1= ||zollx < A

se cumple que F C %(S N BY) C K. Luego por el corolario anterior tenemos
t d 1

que 1 > TT(;?A) = Z’:nl < — %. Por lo tanto ¢ > \/g, como queriamos

probar. O

Se desprende de este lema, el Lema de Dvoretzky-Rogers, un resultado
sobre la distribucién de los puntos de contacto sobre S"~!, que nos serd de
mucha utilidad méas adelante.

Lema 1.1.21 (Dvoretzky-Rogers). Sea K C R™ un cuerpo convezo central-
mente simétrico en posicion de John. Entonces existe una base ortonormal

n—i+1
n

Mds atin, existen uq,--- ,u, puntos de contacto de K con By tales que

— 1
(s Spanur, -+ ) > 4T

para todo k =2,--- ,n.

(vi)i<i<n de R™ tal que ||vi||x > , para cada 1 <i < mn.

Demostracion. Por el lema previo, es suficiente elegir recursivamente, para
cada 1 < i < n, un vector v; € BY N (span{v;};<;)* de norma maxima.

Es decir elegimos v; en B punto de contacto, esto es ||v1||x = 1. Elegidos
vy, ,v4-1 consideramos el subespacio S = (span{v;};<q) de dimensién

n—d+1, luego existe vy € By N S tal que ||vg] x > 1/ "= como querfamos.
Para la segunda parte del teorema, tomamos u; un punto de contacto
cualquiera, supongamos definidos w1, -+ ,u; cumpliendo con el enunciado
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del teorema. Definimos Fy, = Span{ui,--- ,ux}, y Pp L la proyeccién sobre
FkL, dado que TT(PFkL) =n — k por el Lema 1.1.18 existe un punto de con-
tacto ugy1 tal que <PFkJ_(Uk+1), Ugt1) > "T_k Dado que ug1 puede escribirse
como Pp. (ug+1) + Pr, (ug+1), se tiene

n—k
n

< (Prp (wps1), Prgp (ugs1) ) = | Pyt (w1 .

Por otro lado, como uy4+1 es un punto de contacto, obtenemos la siguien-
te igualdad 1 = |ug,(]?> = ’PFICL(U]C+1)‘2 + | Pg, (uks1)|?, ¥ por lo tanto
|PFk(Uk H)]Q < % Concluimos que la distancia entre ug,1 y F) estd acotada
inferiormente por

d(ups1, Fi)? = [ugs1 — Pr, (ugqr)[?

= |Uk+1|2 + |PFk(uk+1)|2 — 2(up1, P, (Uk+1)>2

n—k
=1- |PFk(uk+1)‘2 > n

como queriamos. O

1.2. Desigualdad de Brascamp-Lieb

Veremos ahora la Desigualdad de Brascamp-Lieb utilizada por Ball en
[Bal97] para probar la desigualdad isoperimétrica inversa. Esta ultima de-
sigualdad afirma que mddulo transformaciones afines, sobre todos los cuer-
pos convexos de un volumen dado en R"”, el simplex regular de dimensién n
tiene la mayor area de superficie, mientras que sobre los cuerpos convexos
centralmente simétricos es el cubo quien tiene la mayor area de superficie.

Enunciamos entonces el siguiente resultado

Teorema 1.2.1 (Desigualdad de Brascamp-Lieb). Sean w1, -+ ,u,, € S**
Y€1y, Cm > 0 tal que

m

Idn = ZC]'UJ' ®Uj.
j=1

Si fi,-+, fm : R — R son funciones medibles, entonces

¢j

/ﬁfjj«x,umdxsf[l R/fj(t)dt

Rn Jj=1

Para demostrar este teorema necesitaremos algunos resultados previos.
En estos usaremos con frecuencia el hecho de que si tenemos constantes
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positivas, c1,- -, ¢ > 0, v vectores ui, - - , Uy, € S de modo que
m
Id, = E Citl @ Uy,
i=1

m
para z € R™ no nulo, tenemos que 0 < |z|> = 3 ¢;(z, u;)%. Por lo tanto, exis-
i=1
te algiin i tal que (z,u;)? # 0. Luego para constantes positivas A1, -+, Ay
m

tenemos que la matriz A = ) ¢;\ju; ® u; verifica que
i=1

rtAx = Zci)\i@:, ui>2 > 0,
i=1

siendo entonces simétrica y definida positiva.

Proposicién 1.2.2. Seanui, -+ ,um € S" L yeci, -+, cm > 0 satisfaciendo

m
Id, = ) cjuj ® u;. Entonces,
j=1

m

f 116 (Gouaa
sup R jfm 2 gi(t) = 6_’\jt2, Aj >0
I1 (f i)
j=1 R
det (21 Cj)\ju]‘ & Uj)
= inf Ame t A >0p =1
fi
j=1

Antes de comenzar la demostracién de la proposicion, recordaremos la
Formula de Cauchy-Binet, que nos serd 1til en la misma. La férmula dice
que dadas A € R"*™ y B € R™*"  entonces el determinante de la matriz
AB € R™ "™ ge calcula como

det (AB) = > det (A5) det (By),

IC{1,--,m} : |I|=n
donde Aj es la submatriz de A que se obtiene de considerar las columnas

1 — ésimas con ¢ € I mientras que By es la submatriz que se obtiene de
considerar las filas ¢ — ésimas con i € 1.

Demostracion. Recordemos que (u ® u)(z) = (z,u)u. Sea g;(t) = e(=2t%)
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para cada j = 1,--- ,m, donde \; son reales positivos. Entonces,

=3 A (muy)?

/ TT 59 (o whde = / . i

Rn ]:1 Rn
— < 2 /\ju.7'®uj> (z),2)
= [ e VI dx
Rn
T3

det (Z cj/\juj &® U,j)
j=1

Por otro lado,

Cj Cj

H R/ga —ﬁ R/e(—x,jtz)dt :ﬁ<\\/€%>w

j=1 7=1 j=1

w3

™

I X
j=1

ya que ¢ + - - - + ¢ = n. Se sigue que

fi(fo)

2

inf —— 2 gi(t) = e N N >0
Rf Hj:l gj](<$auj>)d33 ’ ’
det (2_:1 Cj)\ju]' & Uj>

= fnf - A >0

v Ci
| | J
; )\j
]:]_

Debemos mostrar que esto es constantemente 1.
Sea A\j >0, j=1,---,m. Para todo I C {1,--- ,m} de cardinal |I| =n
definimos

Ar = H/\j y Ur = det ZCjUj & Uy
Jel jel

Considerando las matrices A,C € R™*™ y B € R™*"™ donde A tiene como
columnas a los vectores (,/¢cjA\ju;)T", C tiene como columnas a los vectores
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(\/Gjuz)T* y B tiene como filas a los vectores (,/cju;)7". Tenemos que

m

Z ciAju; @ u; = AB.

j=1

Luego, por la férmula de Cauchy-Binet tenemos que

det (AB) =det [ > c;\ju; @ u; | =det | Y Ni(y/Guy) @ (yejuy)

Jj=1 j=1
= ) det (A;)det (By)
[I|l=n
= > Ardet (Cy)det (By)
[I|=n
= ) Ardet (CrBy)
[I|=n
= Z )\[det ZC]'U]' ®Uj
[I|l=n Jjel
= > MU
[I|=n

Tomando A; = 1 tenemos que
> U= > MU =det (Idy) = 1.
[I|=n [I|l=n

Por la desigualdad Aritmética-Geométrica,

Ur _ . {I=§EI}UI
Z/\IUIZ H/\I —H)\j :
j=1

[I|=n [I|=n
Aplicando nuevamente la férmula de Cauchy-Binet, tenemos que
ooui=) U- > U
{1:jel} [I|=n {1:j¢I1}
=1 —det (Id, — (y/cju;) ® (y/c5uy))
=1—(1—¢jlul") = ¢;.

n

Donde usamos que det (I — A) = [] (1 —a;) y que los autovalores de la
i=1

matriz (/Gju;) ® (,/¢ju;) son 0y ¢jlu;|*. Tenemos entonces que
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y luego
m

det (Y cjAju; ® uj)

Jj=1

m )\Cj
,H J
J=1

inf

:)\j>0 > 1.

La eleccién de \; = 1 da la igualdad en la Ecuacion (1.6), lo que completa
la demostracion. O

m

Si definimos a I(f1, -, fm) = [ fjcj((m,uj>)dac, considerando las
funciones Gaussianas, hemos demostrado que

sup I(fl,--',fm>:/fj—l,j—l,---,m >,
R

Proposicién 1.2.3. Sean ui, - ,uUm € S" L yeci,---,cm > 0 tal que
m
Idn = ZC]'UJ' X Uy
j=1
Sihi,--- ,hm: R —RT son funciones medibles. Sea

K(hy,--+ ,hp) :/sup Hh;j(Qj) 0, eR, z = ZQjcjuj
R Jj=1 j=1

Entonces
inf K(hl,-”,hm) : /hj:Lj:l,..,m Sl.
R

Demostracion. Sea A\j > 0, j = 1,...m y consideremos a las funciones h;
2
—1

dadas por h;(t) =€ .
Entonces, la funcion

m(x) := sup H h;j(ﬁj) 0, eR, z= Z jciju;
=1 =

7j=1

esta dada por
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Definimos
lz]|* = ZCJ (x,u;)? = (Ax, )

m
donde A es la matriz simétrica definida positiva dada por A := > ¢jAjuj @ uj.
i=1
Podemos ver que la norma dual es exactamente

Ilyl|2 = (By,y) = inf er Ly= bicu; g,

donde B = A~!. La primer igualdad se desprende de la definicién de la
norma dual de la siguiente forma

Arg, A5 I
lyll« sup <” H> _Si% ( ly> <V {(A7y Az y) = (Aly,y),
v <A2x,A§m)

utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, y que la igualdad vale si toma-
mos = A~ 'y. Para la segunda igualdad, sea y € R", dado que {u;} genera

m
R™, existe {0;} tal que y = > ¢;0;u;. Entonces, para cualquier x € R",
j=1
tenemos
m m er m cj92- 2
(@,y) = ¢j(x,uy) = Zq/)\iﬂj\/ cjAj(z,v5) < ZTJ [P
j=1 j=1 J j=1 7Y

nuevamente usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, y por lo tanto

2 <$,y>2 i Cj o m
o Tl 25, >

Por otro lado, tomando x = A~y y 0; = \j(x, u;), tenemos que

m

chHjuj = ch)\j<:c, uj)u; = Az =y,

j:l j:l
por lo que los 6; nos dan una de las representaciones consideradas, y ademads

92 % 2
1
Z )\,j =] = ch (@, uj)(x, uy) (x, Ax)?2
J

=1

- <$,ch/\j<x,uj>uj> (2,2 = (1),

J=1
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valiendo la igualdad que queriamos. Dadas estas igualdades, se sigue que
2 n
/ m(x — T — x5 /et (A).

Por otro lado,

R
Luego tenemos que, para Ay, - - - , Ay, positivas,
h1 hm
inf ¢ K(f1,--, fm): =13 <K e
tnt { K(fi,- i) /fj (o)
m hC] 6) m
:/sup{H (]Cz HJG]R,JJ—ZH]CJUJ}
i i=1 ()2 i1
1 T
:ncj/sup{Hh]J(H) 9; € R, x—ZQ c]u]}
WEH)\j? Rn i=1 i=1
7\/det(A
_ 1 c./m(w):WQ ecr)
n J n e
T2 H)\JQ R™ T2 1_[)\]2

\/det ch)\ s ® u])
H/\2

Al valer estas desigualdades para cualesquiera A{,--- , Ay > 0, y utilizando
la Proposicién 1.2.2 tenemos que

fut K(fl,---,fm):/szl
R

\/det Zc])\ s ® uj)
HAQ

< inf :)\j>0 =1.

O]

Proposicién 1.2.4. Sean f1,---,fm : R = RT y hy,--- ,hpy : R — RT
funciones integrables con

/fj(t)dtz/hj(t)dt: 1, j=1,--,m.
R R

I(fl?"' 7fm) SK(hla ’hm)

Entonces,



1.2. DESIGUALDAD DE BRASCAMP-LIEB 25

Demostracion. Para esta demostracién vamos a suponer que f;, h; son fun-
ciones continuas y estrictamente positivas. Usaremos el siguiente resulta-
do de transporte de medida que puede encontrarse en [Vil03]: para cada
j=1,---,m definimos T; : R — R dada por la ecuacién

T;(t) t
/hj(s)ds: /fj(s)ds

Entonces, cada T} es estrictamente creciente, biyectiva, y

T (0)h;(T;(1)) = £(1), Yt € R. (17)
Definiremos ahora W : R™ — R" dada por

m

W(y) =Y i Ti((y, uy))u;.

j=1
Un simple cédlculo muestra que el Jacobiano de W en un vector y resulta
m
JW)(y) = ZCjTj(@,uj))uj ® uj.
j=1

Esto implica que
(W) ()] (v),v) > 0siv#0

y entonces W es inyectiva. Considerando la funcién

) =sup [T 15 (6)) + 05 € B 2= bicsu,
L j=1

Tenemos que
> [T 77 @y, ui)
j=1

para todo y € R™. Se sigue que

/ (W (3)) ldet (JOV) ()l dy

H R (T, ((y,u;))) |det Z T} ((y,uj))u; ®u; | |dy

m

/l_IhCJ y,uj H( y,u] ) jdy,

Rn J=1 Jj=1
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donde en la tdltima desigualdad usamos lo hecho en la demostracién de la
Proposicién 1.2.2. Por lo tanto, teniendo en cuenta la Ecuacién (1.7) con-
cluimos que

/m d$>/Hf yau] dy— (f17 7fm)
Rn J= 1
En otras palabras I(f1, -+, fm) < K(h1,-- , hpm) O

Con las proposiciones ya probadas, pasamos ahora a demostrar el Teo-
rema de Brascamp-Lieb.

Demostracién. Sean fi,--+, fm y h1,-+ ,hm : R — RT funciones integra-

bles con
/fj(t)dt:/hj(t)dt: 1 ]:1’ ,m
R R

I(fh 7fm)§K(hla )hm)

Tomando el supremo sobre todas las funciones f; y el infimo sobre todas las
funciones h; que intran 1, tenemos que

Entonces,

L<sup{I(fi, -, fm)} <If{K(h1, -+, hn)} <1

por lo que vale la igualdad. Luego, para cualesquiera fi,--- , f : R — RT
medibles, tenemos que

fi fm m S ()
1>1 s = —de$,
es decir, [ H f (z,u;))dz < H ( [ £i® >Cj como queriamos. O
R™ j=1

Veamos como aplica Ball en [Bal97] el Teorema 1.2.1 para probar la
desigualdad isoperimétrica inversa. Esta desigualdad, como mencionamos
anteriormente, es natural pensarla en clases de equivalencia de cuerpos con-
vexos por transformaciones inversibles, es decir por las distintas posiciones.
Esto se debe a que, para un volumen dado, no existe una cota superior en el
area de superficie de los cuerpos convexos con dicho volumen. La pregunta
serd entonces: dado un cuerpo convexo, ;qué tan chica puede hacerse el area
de superficie, aplicando transformaciones lineales inversibles, que no modi-
fiquen el volumen?. Enunciamos entonces el teorema para el caso simétrico:
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Teorema 1.2.5 (Ball). Sea K un cuerpo convexo centralmente simétrico y
sea QQ C R™ el cubo centrado en cero cuyos lados miden dos. Entonces existe
una imagen afin de K que tienen el mismo volumen que Q y tal que su drea
de superficie no es mayor que la de Q.

Para demostrar el Teorema 1.2.5 necesitaremos la relacién de volumen
entre los cuerpos convexos y su elipsoide de volumen maximal. A esta rela-
cién la llamaremos volume ratio y la notaremos por vr. Formalmente tene-
mos:

Definicion 1.2.6. El volume ratio de un cuerpo convexo K C R"™ esta
definido por

vr(K) = fof (\\//(:1((?))> %

donde el infimo se toma sobre todos los elipsoides contenidos en K.

Por el Teorema 1.1.6 es claro que

1
Vol(K)\ »
K) =
or(K) <Vol(5) ) ’
con & el elipsoide de volumen maximal en K. El Teorema de Ball nos dice

que es el cubo el cuerpo convexo centralmente simétrico de mayor volume
ratio. Serd para probar el siguiente teorema donde usaremos Brascamp-Lieb.

Teorema 1.2.7. Sobre todos los cuerpos convexos centralmente simétricos
de R™, el cubo tiene el mayor volume ratio.

Demostracion. Queremos probar que si un cuerpo convexo centralmente
simétrico estd en posicién de John entonces Vol(K) < 2". Si K esta en
posicion de John, por el Teorema 1.1.12 sabemos que existen puntos de

contacto uy, -+ ,um € KNBY ycr, -+ ,cn > 0 tal que
m
Idn:ZCjUj®Uj.
j=1

Dado que K es simétrico, tenemos que
KCC={zeR" : [(z,u;)|<1j=1,--- ,m}.

Luego se tiene la desigualdad

Vol(K) < Vol(C) = (X[,Ll]((x,uﬁ))cjdx

I
—

J

T—
s

Cj

< H /X[m](t)dt =2"

Jj=1 R
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donde en la desigualdad usamos Brascamp-Lieb, y en la dltima igualdad que
m
Y. ¢ =n. O
j=1

Otra herramienta que utilizaremos en la demostracion del Teorema 1.2.5
es el concepto del area de superficie de un cuerpo convexo K, entre todas
las posibles definiciones utilizaremos la dada por

() = lim Vol(K + eB%) — Vol(K).

e—0 €

Siendo que el area de superficie es una medida de conjuntos de dimensién
n — 1, podemos ver que si A > 0 entonces I(A\K) = A" 19(K), esto se debe
a que

Vol(AK + eB%) — Vol(AK)

I(NK) = HH(I)
€e—> €
. A" H(Vol(K + £ B%) — Vol(K))
= lim .
e—0 X
= \"19(K).

Demostraremos ahora el Teorema 1.2.5.

Demostracion del Teorema de Ball. Sea K' = A(K) con A transformacién
afin y K en posicién de John. Por el Teorema 1.2.7 tenemos que

Vol(K') " B , _/Vol(Q) \ ™
(Vol(BQ)) =or(K) <our(Q) = (Vol(B2”)> )

es decir que

Vol(K') < Vol(Q) = 2.

Por otro lado, y dado que By C K /, el area de superficie de K " verifica la
desigualdad

Vol(K' 4 eK') — Vol(K')

A(K') < lim

e—0 €
— lm Vol(K (1 +¢€)) — Vol(K")

e—0 €

/ 1 "1
— Vol(K ) i LT
e—0 €
1 , n=1
=nVol(K ) = nVol(K )"Vol(K') "
n—1

< 2nVol(K') ™ .
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Se tiene ademads que el area de superficie del cubo tiene la siguiente relacién
con el volumen

(Q) = 2nVol(Q) "+

1
~ Vol(Q) \ " ./
K= K
<V01(K " ’
entonces K es una imagen afin de K,

Vol(Q)
Vol(K")

Luego, si definimos

Vol(K) = Vol(K') = Vol(Q),

y su area de superficie estd dada por

~ Vol(Q
IK) = (Vol >
_ (Vol(@Q) B(K)
(Vol(K)
(Vol(@))*7
O(K")
— 20(Vol(Q)) "7 = A(Q).

Que era lo que queriamos probar. O

:\_/
»—Aﬁ

<

Para el caso de cuerpos convexos no simétricos tenemos, como habiamos
mencionado, el siguiente teorema que no demostraremos

Teorema 1.2.8. Sea K un cuerpo convexo y T el simplex reqular en R™.
Entonces existe una imagen afin de K cuyo volumen es el mismo que el de
T y cuya drea de superficie no es mayor que la de T .

Veremos ahora una version més general del Teorema 1.2.1. Esta version,
que fue demostrada por H.J.Brascamp y E.H.Lieb en el articulo [BL76] y
que les permite probar una cota 6ptima en la desigualdad de Young, afirma
lo siguiente

Teorema 1.2.9 (Brascamp-Lieb). Sean n y k enteros tal que 1 <n<k.

Sean p;j, 1 < j < k nidmeros reales tal que 1 < p; < oo, Z n.
j= 1

Sean f;j, 1 < j < k, funciones complejas sobre R, con f; € LPi(R ) Sean

al, 1 < j <k, vectores en R", y sea

k

I{f;}) = / 17, 2))da.
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FEntonces

k
LD < DT,

j=1
donde

D= Sup{[({¢j}) : ¢j €G, ”d)ijj =15=1-- ak}a

el supremo se toma sobre la clases de funciones Gaussianas que alcanzan su
mdazimo en el origen y que notamos por G.

Donde por funciones Gaussianas nos referimos a las funciones dadas por
flx) = e A% con A una matriz definida positiva.

Podemos ver como en el Teorema 1.2.1 suponemos que los vectores son
unitarios y que junto a las constantes ¢; = p%- forman una descomposicién de
la identidad, asi obtenemos que la constante D es exactamente 1. En cambio
en la versién 1.2.9, estimar la constante es dificil.

Brascamp y Lieb demuestran el siguiente resultado

Teorema 1.2.10. Asumiendo el Teorema 1.2.9, para z1,--- ,zi Teales po-
sitivos sean, para cada S = {j1, -+ ,jn} € {1,--- ,k},

zs = sz y Jg = [det (a’!, -, a’)]?
JjeS

Si la ecuacion

. >, Jszs
S:jes
S 1.8
D) >, Jszs (18)
|S|=n

tiene solucion para cada j, para ciertos 0 < z; < oo. Entonces la constante

€s
1

k
[T (zjpj)™
j=1

>, Jszs
|S|=n

D? =

y la igualdad se cumple para f;j(z) = e

Este teorema les permite, como mencionamos anteriormente, encontrar
una cota éptima en la desigualdad de Young, en el caso de R2.

Teorema 1.2.11 (Young). Sean 1 < p,q,r < oo tales que % + % =1 +% Yy
sean f € LP(R) y g € LY(R). Entonces

1 * gllr < DI[fllpllgllq,
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para

1 1 _ 1,1 _ 1,1 _
CO”§+;7_q+q'_r+r =1.

La igualdad se alcanza en f(z) = e_p,mQ, g(z) = e—dw

Demostracion. Observamos primero que la desigualdad que queremos pro-
bar es equivalente a probar que para toda h € L (R) se verifica

| [ #@)ata - winto)dady| < DI fllglylhl. e
R R

Por lo tanto la demostracion consiste iinicamente en aplicar el Teorema 1.2.10,
observando que en este caso uno puede escribir a la integral como

| [ r@ste — phiwysay
R R

= /f(((l,o),(w,y)>)g(<(17—1),(x,y)>)h(<(07 1), (z,y)))dady| .

Luego basta tomar n = 2, k = 3, a! = (1,0), a® = (1,-1), a® = (0,1),
tenemos que Jg = 1 para todo conjunto S de cardinal dos, contenido en
{1,2,3}. Ademés se verifica que 21 = p/, 20 = ¢/, z3 = r son solucién de
la Ecuacién (1.8), que era lo que buscdbamos, y la igualdad se alcanza en
fl@)=e? g(x)=e 7% y h(z) =" O
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Capitulo 2

Descomposicion Aproximada
de la identidad y cuerpos
convexos con pocos puntos
de contacto

Dentro del conjunto de cuerpos convexos, hemos visto que aquellos que
estdn en posiciéon de John admiten una descomposicion de la identidad.
Prueba Gruber en [Gru88] que, en el espacio K de cuerpos convexos en R"
con la topologia dada por la distancia de Banach-Mazur, el conjunto de los
cuerpos convexos, cuya cantidad de puntos de contacto con su elipsoide de
volumen minimal difiere de N = w, es de primera categoria de Baire.
Es decir, que puede escribirse como unién numerable de conjuntos nunca
densos. De la demostracion de este hecho, se sigue también, que el conjunto
de los cuerpos convexos que tienen menos de N puntos de contacto con su
elipsoide de volumen minimal es nunca denso. Dedicaremos la Seccién 2.1 a
probar que a pesar de esto, dado un cuerpo convexo K y € > 0, podemos
construir otro cuerpo convexo H, cuya distancia Banach-Mazur a K sea
menor que £ y que tenga a lo sumo con O.(n) puntos de contacto con su
elipsoide de volumen minimal, notando por O.(n) = C(e)n, es decir n por
una constante que depende de €. Llegaremos a este resultado suponiendo al
cuerpo convexo en posicion de John, ya que aplicar una transformacion afin
no modifica las distancias.
Una herramienta fundamental tanto para la construccién del cuerpo con-
vexo H como para los capitulos que siguen es lo que llamaremos descomposi-
cton aprozimada de la identidad o aprozimacion de John. Una aproximacion
de John, al igual que la descomposiciéon de la identidad es un conjunto de
m

vectores y escalares {(c;, ;) }1<j<m cuya suma es cero, es decir ) ¢jz; =0,
j=1

pero al que le vamos a pedir en este caso que la suma de las matrices c;z;®x;

33
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no sea necesariamente la identidad, sino que la aproxime en norma. De esta
manera, al conjunto de vectores y escalares los llamaremos una descomposi-
cion (1 + a)—aproximada de la identidad, si ademés de cumplir que sumen
cero, verifican que

m
Id, — Zijj ®x;|| < a.
j=1

A lo lago del capitulo, utilizaremos que si tenemos una descomposicion
aproximada de la identidad dada por {(c;, ;) }1<i<m, y escalares Ai, -+, A
positivos, entonces, con una cuenta analoga a la realizada para la descompo-

m
sicién de la identidad en el Capitulo 1, la matriz A = Y ¢;\ix; ® x; resulta
i=1
ser simétrica y definida positiva, si es que a < 1. Por otro lado, utilizaremos
también que si v € R", entonces
2
lv®@ vl = sup [{z,v)v] = |v]*.
z€BY

Hablaremos de aprozimacion de la identidad para referirnos a un conjun-
to {(¢j, ;) }i<j<m que aproxime en norma a la matriz identidad, pero que
no cumpla necesariamente la condicién de que los vectores c;z; sumen cero.
Dedicaremos las secciones 2.2 y 2.3 a la construccién de la descomposicion
aproximada de la identidad a partir de una descomposicién de John. En este
sentido, en la Seccién 2.2 estudiaremos el trabajo realizado por Srivastava
en [Sril2]. Veremos cémo mejora el resultado alcanzado por Rudelson, en
el sentido de que encuentra para un cuerpo convexo K otro cuerpo convexo
H cercano en la distancia de Banach-Mazur, con menos puntos de contacto
de los pedidos por Rudelson, pero a costa de que la distancia no sea arbi-
trariamente chica, en caso de que K no sea simétrico. La descomposicién
aproximada de la identidad la construiremos usando el método de “barre-
ras”del articulo [BSS12] de Batson, Spielman y Srivastava, donde podremos
extraer un conjunto pequeno de vectores, con propiedades que nos seran
tutiles, de cualquier descomposicién de la identidad. Mientras que para el
caso del cuerpo convexo simétrico veremos como obtiene una mejora en los
puntos de contacto sin perder el hecho de poder obtener un cuerpo convexo
arbitrariamente cercano. En la Seccién 2.3 veremos lo hecho por Friedland
y Youssef en la publicacién [FY16] donde completan el problema dejado por
Srivastava, obteniendo una descomposicion aproximada de la identidad ar-
bitrariamente cerca sin perder puntos de contacto, mejorando asi lo hecho
por Rudelson. Para finalizar el capitulo, haremos un breve estudio del pro-
blema de Kadison-Singer, sus equivalencias en otras dreas de la matematica,
y veremos como el resultado alcanzado por Marcus, Spielman y Srivastava
resuelve el problema por la positiva.
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2.1. Construccion del cuerpo convexo

Dado el importante rol que juegan los puntos de contacto para com-
prender la geometria de los cuerpos convexos, se han suscitado diversos
problemas en base a su estudio. Uno de ellos es el control del ntimero de
puntos de contacto. Se han obtenido resultados 6ptimos en este sentido en el
caso de que el cuerpo convexo en cuestién sea centralmente simétrico. Nicole
Tomczak-Jaegermann demostré en [TJ89] que, dado un cuerpo convexo K,
la cantidad de puntos de contacto que se requiere para ?b:crelz?er una descom-

nn

posicion de la identidad, estard acotada por n < m < ==, siendo 6ptimo

ya que habia demostrado junto a Pelczynski en [PTJ88] que para cada valor
de m entre n y % existe un cuerpo convexo del cual se obtiene una
descomposicién de la identidad con exactamente m puntos de contacto.
Como mencionamos en la introduccién del capitulo, esta seccién la de-
dicaremos a, dado un cuerpo convexo K no necesariamente centralmente
simétrico, la construccién de un cuerpo convexo H con pocos puntos de con-
tacto, y que esté cercano a K. Siendo que si K no es centralmente simétrico,
la estimacion de puntos de contacto necesarios para generar una descom-
posicion de la identidad podria ser de ”(”;3), este niimero nos da una cota
inferior a la cantidad de puntos de contacto que tiene el cuerpo convexo en
general, y lo que conseguimos es aproximar al cuerpo convexo por otro con
una cantidad de puntos de contacto que sea menor a esta estimacién. La
construccion del cuerpo convexo H la haremos basandonos en el siguiente

teorema de Rudelson del trabajo [Rud97].

Teorema 2.1.1 (Rudelson). Sea K un cuerpo convero en R™ y sea € > 0.
Entonces eziste un cuerpo convexo H tal que H C K C (1+¢e)H y H tiene

Cnlog (n)
a los sumo m < —

universal.

puntos de contacto, donde C es una constante

Las mejoras dadas en el paper [FY16] nos permitirdn tomar una menor
cantidad de puntos de contacto. La construccion consistird en dos pasos,
el primero es obtener una descomposicién aproximada de la identidad del
orden de O:(n) puntos, a partir de una descomposicién de la identidad.
Es decir, si {(¢;, ) }i<m es una descomposicién de la identidad de cierto
cuerpo convexo K, buscaremos constantes b; con a lo sumo s = O.(n) no
nulas y un vector “chico” u tal que {(b;, z;+u) }1<i<s sea una descomposicion
(1 + ) — aproximada de la identidad. Utilizando la notacién A < B para
decir que B — A es una matriz semidefinida positiva, el hecho de aproximar
a la matriz identidad en menos de € es equivalente a que

(1 =) Idy <> bilwi +u) @ (25 +u) = (1+ €)Idy.

El segundo paso, que es el que desarrollaremos en esta seccion, consistira
en construir a partir de la aproximacién de John obtenida en el primer paso,
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una descomposicion de la identidad y ver que a partir de esta podemos
definir un cuerpo convexo H cercano a K.

Llamaremos multiset a un conjunto que admite la repeticion de sus ele-
mentos, por ejemplo, los multiset de indices del conjunto {1,2} dados por
{1,1,2}, {1,2} y {1,2,2} son todos distintos. Enunciamos el siguiente
teorema, que por ahora asumiremos como valido y que demostraremos en la
Seccién 2.3.

Teorema 2.1.2. Existe una constante universal c tal que vale lo siguiente:
sea € > 0 y sea {xi,¢;}ticm una descomposicion de la identidad. Entonces

existe un multiset o de indices de {1,--- ,m} de tamario a lo sumo % tal
que
(1—e)ld, < ol Z —u) = (1+¢)ld,
i€0
donde u = 1 Z x; satisface 3f

Basandonos en la demostracién que realiza Rudelson del Teorema 2.1.1,
pero utilizando el Teorema 2.1.2, obtenemos un mejor resultado ya que se
consigue mejorar la aproximacién de John utilizada por Rudelson. Mas pre-
cisamente el teorema que demostraremos es

Teorema 2.1.3. Existe una constante universal C' tal que vale lo que sigue.
Sea K un cuerpo convexro en R™ y sea € > 0. Existe un cuerpo convero
H CR" tal que d(K,H) < 1+¢ y H tiene a lo sumo m < % puntos de
contacto con su elipsoide de Léwner.

Antes de comenzar la demostracién del teorema, vale la aclaracién, de
que a pesar de que estd enunciado para € > 0, el objetivo del teorema es
encontrar un cuerpo convexo cercado, pero cuyos puntos de contacto no su-
peren los n2. En este sentido, vamos a ver que en la demostracién tenemos
ciertas restricciones acerca de e, necesitando que sea pequeno, esto no per-
judica el hecho de querer que se encuentre cercano, aunque si podriamos
pasarnos en la cantidad de puntos de contacto. Sin embargo, esto no ocurre
ya que las condiciones necesarias para € no estan en dependencia de n como
veremos.

Demostracion del Teorema 2.1.3. Supondremos al cuerpo convexo K en po-
sicién de Lowner . Dado € > 0, y utilizando la descomposicién aproximada de
la identidad dada por el Teorema 2.1.2 para g, denotaremos por K = K —u,

Yi=T; —uy
Zyz®yla

€0
donde S = Id,, — T verifica que —gfdn <5< %Idn, es decir que S tiene
norma menor o igual a §. Dada la definicién de u y de los y; tenemos que

dyi=> zi—|oju=0 (2.1)

i€o i€o
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Figura 2.1: Cuerpo convexo K en posicién de Lowner

T

Sea v € R™ un vector de norma |v| < ﬁ que definiremos mas adelante.

Notamos por

Tv:%Z(yﬁv)@(wv),

€0

R, =T,y E=& = R,(BY). Por (2.1), para ¢ suficientemente chico (sin
dependencia de n) tenemos que

9 9
ITy = Idn]| < IT =TI+ S| < mllvev] + S <+ 2 < 7 (2:2)

donde usamos que

n n
TU—T:HZ(yi+U)®(yi+U)_Zmyi®yi

1€o i€o

= % > vyt (Zyz> RV +vQ (Z%)

€0 €0 €0
0 0
+ﬂ <Zv®v—2yl®yz>
g €0 €0

n
—|olv®@v=nv®wv.

Luego
(-ecme (145

Ya que si z € By, y achicando nuevamente €, en caso de ser necesario, pero
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Figura 2.2: Construccién £

Yyi +v

Figura 2.3: Cuerpo convexo K+wv y el elipsoide £

nuevamente sin dependencia de n como veremos, entonces

](1 - Z) Rv(a:)‘g = (1 - 2)2 (Ru(x), Ry(x))
= (=) e men = (1-3) (14 5) P

e\2 €
<1—7) (1 7><1,
<(1-3) (1+7) =

por un lado, mientras que por el otro, con cuentas similares, obtenemos que

£\ 2

_ (1 n Z> (Ry(z), Ry(z))

=(1+5) ez (1+3) (1= 5) P

(D)

Lo i +v
Yy ol

‘ 2

](1 + Z) Ry(x)

Denotaremos por

donde lylle = [R, ' (y)], y por

- 1~
H = CODV(1 (K—I—’U),Zl,'-' ,Z|U|>.

€
Ya que K C By y |v| < ﬁ no es dificil ver, a partir de la doble contencién
que probamos recién, la definicién de la norma y tomando nuevamente €
pequeno (pero sin depender de n), que los inicos puntos de contacto de H
con & son los 21, -+, 2,|. Probaremos ahora que

(K 4+v) C H C (1+2¢)(K +v).

1+¢
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Figura 2.4: Construccién de H

Figura 2.5: Cuerpo convexo H conteniendo a l%rs(f( +wv)en &

La primera inclusién es obvia por la definicién de H. Para probar la segunda,
sea x € H y consideremos la descomposicién de x

= ao b—i— Z%Z’“

€0

donde b € I~(+v, a; >0y ag+ > a; = 1. Dado que x; € 0K, entonces
i€0

yi +v E 8(K+U>, luego [ly; + v z,, = 1. Ya que |uf < ﬁ y |v| < %,

tenemos que

lyi +vlle = (1= 3) o —u+v

(1-
> (1- Dum—mwwDZO—D<v4;%—;)
1—

para ¢ suficientemente chico, si n es mayor o igual que tres. Entonces por la
desigualdad triangular se sigue que

A\

Qg
< E
||$HK+’U_1+€+ H Vi H ||yl+v||[(+v
aQ
< i <14 2.
_1+5+1_€;a1_ + 2

Definimos ahora la siguiente descomposicion de la identidad

n

[dn:RgloTvoRgl :ZWH%—’_U”‘% (R ) R Z’Z Zalul@)uz,
€0 g i€o

donde a; = llyi + vl|2 y u; = Ry'z. Finalmente, definimos el cuerpo

~1(H). Entonces, dado que H C & = R,(BY), tenemos

convexo H = R,
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que H C B3 y los tnicos puntos de contacto de H y B3 son los vectores
u1, -+, Ujg|. Sielegimos el vector v de modo que

> aiu; =0 (2.3)

i€o

entonces tendremos una descomposicion de la identidad dada por puntos
de contactos de H y By y por el Teorema 1.1.14, B3 serd el elipsoide de
Lowner y con puntos de contacto del orden |o| = % Para finalizar la
prueba, debemos encontrar un vector v para que (2.3) se cumpla. Notemos

que por la definicién de ||-||¢ y de los z; tenemos que

DR —1,, R
Zaluz— \a]R” (Z‘RU (yz+v)| ‘RJ )

1€0 i€o 1(% + U)}
= %Rgl (Z (R, (yi +v), Ry (ys + U)>%(yi + U))

=

= LR <Z (i +v, Ryt o Ry yi +v)° (ui +v)>
1€0

n

= —R;! (Z (yi + 0. T, (ys +0)) 2 (vi +”)> :

o]

D=

Veremos la existencia del vector v en el siguiente lema, con lo que quedara
demostrado el teorema. Esto es porque

1
1+¢

(K—u+v)CR,(H) C(1+2)(K—-u+w),

valiendo lo que querfamos con K —u +v C R,(H) C (14 &) (K —u+v),
con 14+¢" = (1+2¢)(1+ ¢€), que es justamente la definicién de la distancia
de Banach-Mazur. O

Lema 2.1.4. Seaec >0 yy, =x; —u,coni=1,---,|o|, como los definidos
en la demostracion del Teorema 2.1.8. Existe un vector v, satisfaciendo las
siguientes condiciones:
€
Vn
1
S i+ 0, Ty (s + )2 (i 4+ 0) = 0,

€0

o] <

donde .
T, = HZ(%JFU)@(%JW)-

i€0
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Demostracion. Dado que Y y; = 0, la segunda condicién puede reescribirse

€0
Ccomo

1

Z(<yi+vaTv_l(yi+v 2 )%"’Z yz‘l‘UT yz+v)>

1€0 €0

Definimos la funcién F : %Bg — R™, con F(v) dada por

N

-1
- <Z<yi+v,Tv1(y¢+v)> ) <

wh—‘

=0.

Z ((yz- +u, T, (i + U)>% - 1) Z/i)

Recordemos que el Teorema de Punto Fijo de Brower afirma que toda fun-
cién continua F': K — K, con K un subconjunto convexo y compacto de
un espacio Euclideo, tiene un punto fijo. Luego, alcanza con probar que la

imagen de F' estd incluida en }B" Sea |v| < f’

1
(i +0, T Ny +v)° = [Ry (yi +v)| > 1—e.

Para cualquier vector w € By y cualesquiera ay, - o,
O iy, w)| = D ailyi, w)
€0 €0

< (Z a¢2> (Z (Yi, w>2>

2
, 2
o] mix o | (Z (yi, w) >

€0
o]

= %r?eagXImWTO( w), w))

< Il
< T

[

N

1ol méx fosl,

recordemos que

(2.4)

donde Tp = Yy @y y || Toll £ 14 5. Para n suficientemente grande
€0

tenemos que

NI

(i + 0. T, (yi +0))* =1 =la; —u+vl|- — 1

(-9 (- 577

SRR
3 3
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para ¢ chico. Por otro lado, tenemos que

1
<yi+v,val(yi+v))2 —1=|zi—u+v|—1
€
< (1+3) e —u+v -1
1< 2

§<1+Z)<1+12i/ﬁ+x/€5> <3

para € cercano al cero. Es decir que hemos probado que

2e

_ 1 2e
it o, T e+ o)) =1 < 5

Luego

N[
|
—_
N———
<
N

> <<yi — 0, T, (yi —v))

€0

Finalmente por la ecuacién (2.4), tenemos que

-1
) < (Z i — 0. T —v>>5> T e

€0
Tol g2
o €
< Zl—e) —(1+4+e)—
(iEU \/ﬁ 3
_ 1 M(1+5)2£:2(1+5)i§i,
lo|(1—¢) v/n 3 3(1—-¢e)v/n = Vn
si € es suficientemente chico, como queriamos. O

En caso de que el cuerpo convexo K sea simétrico, dada una descompo-
sicién de la identidad {(¢;, z;)}, podemos considerar una nueva descompo-
sicién dada por {(5, )} U {(§, —)} con lo cual el vector u resulta ser el
cero. Ademds podemos tomar v = 0 en la demostracién del Lema 2.1.4.

2.2. Descomposicion (4+¢)—aproximada de la iden-
tidad

Supongamos que tenemos una (1 + €)—aproximacién de la identidad
dada por {(c;,x;)}, estoes (1—¢)ld, 2> ciz; @ x; < (1+¢)Id,, donde los
puntos x; son puntos de contacto entre un cuerpo convexo K en posicién
de John y B7. Si queremos obtener una aproximacién de John necesitamos
que la suma de los vectores c¢;x; sea cero. Como mencionamos en la Seccién
2.1, en caso de que el cuerpo convexo K sea simétrico basta con considerar
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los puntos {(§,z;)} U{(§, —x;)}, donde —z; € K por ser simétrico y donde
ademads se verifican las igualdades
G ¢
Zci:r,' ®z; = Z 5’301 ® x; + Z é(_xz) ® (=) y
C; C; o

D uit ) 5=
es decir que es una descomposicién (1 + e)—aproximada de la identidad.
Cuando el cuerpo convexo K no es simétrico, en cambio, no hay una mane-
ra inmediata de garantizar la condicién del promedio cero. Si simplemente
trasladamos los vectores para que tenga promedio cero, agregando el vector

i

u = —%Ci , conseguimos que Y ¢;i(z; +u) = 0. Sin embargo, la matriz

dada por los vectores
Zci(% +u)® (x; +u) = Zcixi ® x; + (Zczl‘z) ®u
+u® (Zcz$z> + (Zcz) U U
= Zcia:i Qx; — (ch> U R u,

no aproximara a la identidad si la norma de la matriz (}_ ¢;) u®u es “gran-
de”. El método que veremos, desarrollado por Srivastava, nos permitird te-
ner un buen control sobre el promedio u, pero a costo de tener una peor
aproximacion de la identidad, lo que sera mejorado en la Seccién 2.3.

Nos concentraremos entonces en probar el siguiente teorema, que nos
dard una descomposicion aproximada de la identidad.

Teorema 2.2.1. Supongamos que tenemos una descomposicion de la identi-

dad, esto es, vectores unitarios xi,- -+ , Ty, € R™ con constantes no negativas
¢ tal que
m
i=1
m
Z cit; @ x; = Id,. (2.6)
i=1

Entonces para todo € > 0 existen escalares b;, a lo sumo Og(n) no nulos, y
un vector u tal que

Zm: (i +u)® (z; +u) X (44+¢)ld, (2.7)

> bi(wi+u) =0 (2.8)

i=1

(i bz) uf? < e. (2.9)

=1
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El método para obtener la descomposicion aproximada de la identidad
(bi, z; + u) consistird en un proceso iterativo en el que iremos agregando
uno o dos vectores en cada paso. En cada paso del proceso, tendremos una

matriz
A= E bjr; ® xj,
J
de vectores que hemos agregado, con los escalares b; no nulos, y un vector

z = ijﬂjj.
J

Inicialmente tomaremos A = 0 y z = 0. Realizaremos s = O.(n) pasos,
agregando en cada uno bjv; ® v;, manteniendo a la matriz A cercana a la
identidad y al vector z cercano a 0. Nos aseguraremos que hayan a los sumo
Oc(n) constantes b; no nulas.

La eleccién de los vectores que agregaremos en cada paso estard guiada
por dos funciones “barreras” potenciales, las cuales utilizaremos para man-
tener un control sobre los autovalores de la matriz A en cada paso. Para
nimeros reales u,! € R, los cuales llamaremos barreras superior e inferior
respectivamente, definimos:

u - -1y _
¢"(A) := Tr((uld, — A)~') = 2_; —
e 1
Gi(A) i=Tr((A=Udn)7) =} 5—
i=1 "1
donde Aq,---, A\, son los autovalores de A, y a la funciones ¢" y ¢; las

llamaremos potencial superior e inferior respectivamente. Buscaremos en
cada paso que A < uld, y A » lld,, luego las funciones van a medir que
tan cerca o lejos estan los autovalores de A de las barreras simultdneamente.
Por ejemplo, si ¢"(A) < 1 entonces no hay autovalores de A a distancia uno
o menos de u, o dos autovalores a distancia dos o menos u, o k autovalores
a distancia k o menos u. Luego, acotando apropiadamente las funciones,
podemos asegurar que los autovalores de A no se acumulan cerca de las
barreras.

Reordenando, durante el proceso, variaran paso a paso [, u, A,y z, mien-
tras que mantendremos fijas a las cotas de las funciones barreras Py, P,y
a £ de modo que

» Los autovalores de A se encuentran estrictamente entre u y I
lId,, < A <uld, (2.10)
s Tanto el potencial superior como el inferior se encuentran acotados
por valores fijos Py y Py:

di(A) <P, ¢"(A) < Py, (2.11)
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= El vector z es apropiadamente chico:

2|? < eTr(A) (2.12)

Tomamos inicialmente A = 0, z = 0, y las barreras iniciales | = [g = —1
y u = up = 1. Luego se verifican las condiciones (2.10), (2.11) y (2.12)
considerando Py = P;, = n. Como mencionamos anteriormente, en cada
paso agregaremos un vector principal tv y un vector corrector, rw con los
escalares ¢ y r no negativos y v, w € {a:z}zgm

El vector principal nos permitird desplazar las barreras superior e in-
ferior en cantidades fijadas d;, > 0 y dy > 0 manteniendo invariantes las
condiciones (2.10) y (2.11). En particular, elegiremos el vector principal de
manera que se satisfaga:

¢l+5L(A+t'U®'U) < ¢[(A) ¢U+5U(A+t,v®v) < ¢U(A)
(I+p)Id, < A+t®@v < (u+dy)ld,. (2.13)

El vector corrector solucionard los cambios que produzca el principal sobre
la suma de los vectores, es decir si z es la suma de los vectores agregados en
los pasos previos, elegiremos rw de manera de garantizar que

(z,tv +7rw) <0. (2.14)
Luego la suma en cada paso seréd

|z + tv + rw|? = |2 + 2(z, tv + rw) + [tv + rw|?
< |22 + (to]? + rlw])® = |22 + (t+ )%,

ya que v y w son vectores unitarios. El incremento en la traza de la matriz
A es simplemente t + r, y luego si garantizamos ademds que

t+r<e, (2.15)
se mantendrd (2.12) por una simple induccién:

|2 4 tv + rw|? P+ (t+7)°
Tr(A+tv@v+rw@w) — Tr(A)+ (t+7)

P )’
<
_maX{TT(A)’ t+r

<e.

Por otro lado, debemos ver que la suma del vector corrector no modifique
las condiciones (2.10) y (2.11) que conseguimos con el vector principal. Para
esto, agregaremos, aparte de rw un nuevo desplazamiento en la barrera
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superior de una cantidad fija dy’ > 0. Elegiremos rw para que ademds de
satisfacer (2.14) satisfaga las condiciones:

U (A 4ty @ v+ rw @ w) < ¢V (A 4t @ v)
y A+tv@uv+rw@w < (u+ oy + 0y’ ) d,. (2.16)

Yaque A+tv@v+rw®@w = A+ tv® v, la cota inferior resulta inmediata
sin ser necesario desplazar la barrera:

Ot 40(A+tv@v+rwew) < ¢rs, (A+tv Qo)
conA+tv@v+rw@w = (I+41)Id,.

Esto junto con (2.13), garantiza que

G5, (A+tv@v+rwew) < @A) < Pr

U (A 4ty @ v+ rw ® w) < ¢*(A) < Py

manteniendo las condiciones (2.10) y (2.11) como queriamos. Luego de s
pasos, tendremos

(=1 +s8)Id, < A< (1+ s(0y + 0p'))Idy.

Si tomamos s suficientemente grande, podemos conseguir que el cociente en-

tre el autovalor més grande y el autovalor mas chico de A sea arbitrariamente
/

cercano a %. Veremos que podemos realizar el proceso en s = O.(n)

/ .
pasos de modo que % sea arbitrariamente cercano a cuatro. Para el pro-

> bz

medio, tomaremos u = — ZZbi = —TT? ) al final del proceso, obteniendo

inmediatamente por (2.12) que

2:2
(Z m) Jul® = TL(’A) <e,

como queriamos.

Para completar la demostracién, veremos una serie de lemas técnicos,
que confirmaran la existencia de los vectores tv y rw que agregamos en
cada paso. Estos lemas, que obtenemos del articulo [BSS12|, nos proveen
condiciones sobre los valores 01, 0y, 0y’, Py v Pr, de manera que existan los
vectores para que las funciones potenciales estén acotadas como queremos.
Antes de ver estos lemas, veremos un par de férmulas para calcular la traza
y el determinante de una matriz no singular al sumarle una matriz de rango
uno.
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Lema 2.2.2 (Férmula de Sherman-Morrison). Si A es una matriz no sin-
gular en M,(R) y v es un vector, entonces

Ayt A1

A gt o2 2
(A+v®0o) iAo

Lema 2.2.3. Si A es una matriz no singular en M,(R) y v un vector,
entonces

det (A +v®v) =det (4) (1+ v’ A7) .

El primer lema se refiere al cambio de la barrera superior. Si cambiamos
u por u + &y sin cambiar la matriz A, entonces ¢t (A) < ¢*(A) dado
que los autovalores de A no varian y u + 6y se aleja de ellos. Esto nos
permite sumarle a la matriz A una matriz de la forma tv ® v, alejando los
autovalores de [ incrementando el potencial. El lema cuantifica qué tanto
podemos agregar sin incrementar el potencial méas de lo que tenfamos antes
de modificar la barrera superior.

Lema 2.2.4 (Variacion de la barrera superior). Supongamos que A < uld,
y 0y > 0. Entonces existe una matriz definida positiva

((u+ 6p)Id, —A) 2

U= U(A, u, 5U) = (z)u(A) _ ¢U+5U(A)

+ ((u+ 6p)Id, — AL,

tal que si v € R™ satisface

> v'Uv,

~ | =

entonces
¢u+6U(A+tU®U)§¢u(A) y A+tv@v < (u+dy)ld,.

Este lema nos dice que si agregamos t veces v ® v y corremos la barrera
de u a u+Jy, entonces no incrementamos el potencial superior. Utilizaremos
la notacién U(v) para la aplicacién v'Uv.

Demostracién. Sea u' = u + dy. Por el Lema 2.2.2, podemos escribir el
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potencial superior como:

o (A+tv®v)=Tr ((u’[dn - A—tv®v)_1>

T
Tr t(w'Id, — A) v @v(d/Id, — A)~1
1 —tvt(uw'Id, — A)~ v
dado que la traza es lineal y que dados =, y € R" entonces Tr(zy’) = y'z
=Tr ((u'[dn — A)_l)
tIr (v'(WId, — A)~ (W' Id,, — A) 1)
1 —tvt(uw'Id, — A)~ v
/ tol (u'Id, — A)"2v
— ¥ (A
9" (A) + 1 —tot(uw'Id, — A)~ v
¢
U u u’ v
— ¢"(4) = ("(4) — 6" (4)) + 1

t

(u'Id, — A)~%v
vt(wId, — A)~lv’

Dado que A < uld, < u'Id,, entonces u'Id, — A es una matriz defini-
da positiva, luego (v'Id, — A)f2 es definida positiva, con lo cual obtene-
mos v (W Id, — A)"%v > 0. Ademéds, como ¢* (A) < ¢“(A), tenemos que

Utf;:&i@;ﬁ;ﬁg% > 0y luego U(v) > v'((u+ 6y)Id, — A) " v. Esto nos di-

ce que la tltima igualdad es finita para los v tal que % > U(v), Sustituyendo
1 por U(v) obtenemos

vi(u'Id, — A)"%v < vi(u'ld, — A) "%
1 —vt(uld, — A)~tv = U(v) — vt (v Id, — A)~ v
— Ut(ulldn —A)_2U (z) (A) _¢ (1742
vt(w'ld, — A) v

= ¢"(4) = ¢"(A).

Luego tenemos que

w’ i (i R Ut(ulld” _A)_QU
¢" (A +tv®v) = ¢"(A) — (¢"(4) — ¢" (4)) + I t(u/Id, — Ao

< ¢"(A) — (9"(A) — ¢ (A)) + ¢"(A) — ¢" (A)
= ¢"(A).

Esto también nos dice que
Amaz (A + tv @ v) < u+ dy,

donde Az (A +tv @) es el autovalor méas grande de la matriz A + tv @ v,
ya que si esto no ocurre como A < u'Id, < A+ tv® v entonces existe un
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t' <t para el cual \par(A+t'v ® v) = u + §y. Pero para tal ¢’ tendriamos
que ¢% (A +t'v ® v) es infinito, que contradice lo que habiamos probado ya
que para el vector v tenemos U(v) < % < tl, ]

El segundo lema trata sobre la variacion de la barrera inferior. En este
caso, a diferencia de la barrera superior, al correr la barrera [ a [ + dp, si
mantenemos fija a la matriz A, tenemos que el potencial aumenta ya que
la barrera se acerca a los autovalores. Agregando el vector tv ® v tenemos
que los autovalores se alejan de la barrera, disminuyendo el potencial. El
lema cuantifica cuanto de v ® v necesitamos agregar para compensar el
desplazamiento de la barrera, retornando el potencial a su valor original
antes del desplazamiento.

Lema 2.2.5 (Variacién de la barrera inferior). Supongamos que A = l1d,,
or >0y @A) < i. Entonces existe una matriz

(A—(1+061)1d,) "
G115, (A) — 1 (A)

—L(A, I, 6) == — (A= (1 +6)Idy,) "

tal que si v € R™ satisface
0<—< v' L,
entonces
¢H_5L(A) < gbl(A) y A+to®uv - (l + (SL)Idn

Es decir, que si agregamos t veces v ® v a la matriz A y desplazamos la
barrera inferior 4y, entonces no incrementamos el potencial.

Demostracion. Observamos primero que el autovalor més chico de A es ma-
yor que [, luego como 5~ > ¢;(A) > %, donde Ain(A) es justamente
el autovalor méas CthO de A, entonces \pin(A) > 1+ dr,. Luego, para t > 0,
Amin(A+tv@v) > A\pin(A) > 1+ 6r. Es decir que A+tv®v > (I + 1) 1d,.

Seguiremos ahora como en la demostracién del potencial superior. Sea
I! =14 6r. Por el Lema 2.2.2, tenemos que :

or(A+tvev)=Tr ((A+tv®v —u’Idn)_1>
HA — U'Id,) v @ v(A — z 1d,)!
11 tot(A — I'1dy)
tTr (v'(A—UIdy)~ (A—lId

=Tr <(A —U'Id,)™"

=Tr((A-1Id,)™") -

1+ tvt(A— UTdy,) !
vH(A = U'Td,) 2
1+ tt(A— U'Tdy) !

= ¢r(A) —

(A= 1U'Id,)™?
TV Wt (A = UTdy)

= ¢i(A) + (dr(A) — 4i1(A)) —
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vt (A=U'Td,) v

oot 1 1, ot 17 -1
Nuevamente si v'Lv >  entonces ; +v*(A —1'Id,) " v < S A—aa Y

luego tenemos que

t ! —2
OulA 10 1) = )+ (0r() — ) - G T
< ai(A) + (dr(A) — ¢u(A))

¢v(A) — di(A)
vt (A —1'1d,) %
= ¢ui(A) + (v (A) — d1(A)) — (9v(A) — du(A))
= ¢i(A).

— (A =1TId,) %

como queriamos. ]

En el tercer lema veremos cotas para las trazas de las matrices obtenidas
en los Lemas 2.2.5 y 2.2.4. Anteriormente dimos la notacién A(v) = v' Av, pa-
ra A € M, (R). Esto induce una operacién de la matriz A sobre las matrices

m m
simétricas definidas positivas, dada por Ae B = > A(v;) si B= ) v; ® v;.
i=1 i=1
m l
Esta operacién estd bien definida pues si B = ) v; @ v; = wj @ wj, en-
i=1 j=1
l

m
tonces tenemos que > v; v, = wj; wj, para cada 1 < s,h < n, luego
j i=1

=1 Jj=
tenemos que
m n m n l l
t t
S otn = 3 Au [ Svevn ) = 3 Aa (L, ) = X wlau,
i=1 s,h=1 i=1 s,h=1 i=1 j=1

y es ademads lineal sobre estas matrices. Luego para esta operacion tenemos
n n
que Aeld,=Ae (Y e;®e;)= > el Ae; = Tr(A).
i=1 i=1

Lema 2.2.6 (Trazas de L y U). Si lId, < A < uld,, con ¢;(A) < Pr y
¢"(A) < Py entonces Tr(U) < % + Py y Tr(L) > % — Pr.

Donde U y L son las matrices dadas en los Lemas 2.2.4 y 2.2.5 respec-
tivamente.

Demostracion. Sea Y v; ® v; = Id, una descomposicién de la identidad.
i
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Por lo dicho anteriormente tenemos que las trazas se U y L verifican

Tr(U) = vaUw

S vi((u+ 6p)Idn — A)"%0;
¢U(A) — ¢uou(A)

+Z (u+op)Id, — A)~

-2
DA s
Z (u + (SU — )\j)_Q
B CEPRE S S TR R
> (utdy —X) 7
= J u—+dy7
Cou s (u = M) TH(udy, — M) + T (4)
dado que Z (u—=A) " (udu = Aj) 7" 2 Z (u+ 6y — Aj)~? entonces

1
Tr(U) < — +
ou

1 1
< —+9¢"(A) < —+ Iy
oy oy

¢"TOU (A)

Tr(L) = va]Lvi
ST0H(A = (L +61)Idn) v,

= A hA 2t A o Id)

CTr((A— (1 +61)1d,) "2
s (A) — ou(A)
Z (/\j — | — 5L)72

B YR ST v D DL At
i J
25 -

) _ Tr((A—(I+6r)Idy,)™h)

J

_ 1
S -D =g a2 5 - P
J
Donde la antetdltima desigualdad proviene del lema que veremos a continua-

cion. O

Lema 2.2.7. Si \; > [ para todo j, 0 <Y (\j =)' < Pp, y i — P >0,
J
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entonces

Z(/\j—l—5L)72 . 1
J —1
E(AJ—Z—dL)*I—Z(Aj—l)*l_Z(Aj_l_m 2?_ZAJ~—Z‘

j j J J

Demostracion. Tenemos que

1
o < — <\ — 1,
L_PL_

para todo ¢. Luego /\j*l%% > ﬁ lo que implica que

1 1
D5 vy AP DS vy Rl

J J

Es decir que la desigualdad que queremos probar es equivalente a ver que la
suma Y (A\j — 1 — 1) 2 es al menos
J

1 1 1 1 1
(;AjzaLZj:Ajz) ((5L+Zj:Aj55sz:Ajz>
1 1 1
- (‘hZ(Ai—z—aL)(Ai—w) (%”Lzui—z—mw—w)

% %

2
1 1
:Z()\i—l—éL)()\i_l) " <5LZ(>\1'—Z—5L)(>\@'—Z)> ’

% 7

la cual, moviendo el primer término del lado derecho de la desigualdad al
lado izquierdo, es justamente

2
1 1
<5LZ<Ai—z—5L><Ai—Z>) 0 TR 1)

% %

2
Por la desigualdad de Cauchy-Schwartz, <5 Ly W) resulta aco-
tado por

1 1
<5LZ N — z) <5in: O —1—60)2(N — z>)

1 1
< L op>
< <5LZ(AJ-—Z—6L)2()\Z-—Z)>’ yaaue s~ =20

%

lo que prueba la desigualdad. O
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Veremos ahora las condiciones sobre las cuales podemos encontrar un
tv ® v para que al agregarlo mantengamos ambos potenciales desplazando
las barreras. Utilizaremos un argumento de promedios, relacionando el vec-
tor actual con el esperado. En esta prueba la variable ¢, de los que surgen
eventualmente los pesos s;, es crucial.

Lema 2.2.8 (Un paso). Supongamos que {(¢;i,x;)}i<m es una descomposi-
cion de la identidad y z un vector cualquiera. Sea A > 0 una matriz satis-
faciendo las condiciones (2.10) y (2.11). Si

1 1 4n 1

— + — + 2P, P, — < —. 2.17

5U+&/+ U+ L+€__% (2.17)
Entonces existen escalares t,r > 0 y vectores v,w € {xz}lgm que satisfacen
las condiciones (2.13), (2.14), (2.15) y (2.16).

Demostracion. Sean L. = 1L(A,l,d1), U = U(A,u,0p) y U = U(A,u +
du,oy’) las matrices dadas en los Lemas 2.2.4 y 2.2.5.

Nos enfocaremos primero en ver que existe el vector que llamamos prin-
cipal. Por los Lemas 2.2.4 y 2.2.5, podemos agregar un tv sin incrementar
los potenciales si

—_

vl < n < v'Lo.
De hecho, pediremos v para el cual

de esta manera nos aseguraremos de tomar ¢t < %

Sea D(v) := v'Lv — v'Uv — 2 y llamaremos F := {z; : D(z;) > 0}
el conjunto de los vectores para los cuales es posible la desigualdad. Sea
P ={z; : (x;i,z) > 0} el conjunto de los vectores cuyo producto interno
con z es positivo, y sea N' = {x; : (x;,2) < 0} el conjunto de vectores
en el semiespacio complementario. El conjunto F es no vacio. En efecto,
supongamos que no, luego para todo z; tenemos que x!Uz; + % > rlLa;
multiplicando por ¢; y sumando en ¢ tenemos

zi: ciarf[Uxi + ; cig > ; cixﬁin,

pero el término de la izquierda es justamente Tr(U) + 2?" mientras que el de
la derecha es T'r(LL). Luego por el Lema 2.2.6 tenemos que
1 2n 2n 1
—+Pr+—>Tr(U)+ —>Tr(L) > — — Pr,
(5u 9 9 1) L
lo que contradice la desigualdad que verifican las constantes ya que por
hipétesis 5 + Py + 2 < 5=+ 517 + 2Py + 2 < 5 — Pr.

E-(SL
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Dado que siempre intentaremos agregar tv ® v con ¢ lo més chico posible,
siempre que v € F podemos suponer que % = v'Lv. El procedimiento para
elegir el vector v a agregar es el siguiente: elegiremos el vector v que verifica
la desigualdad previa que minimice (v, z). Si esta cantidad es negativa o
nula entonces no hay necesidad de un vector corrector, y tomando w = 0

terminamos el paso. De otra manera sea a := min{t(v,z) : v € F} > 0,
<’U,Z> > l
« t

tenemos que F C P y para v € F se verifica que = v'Lv. Luego,

multiplicando por los ¢; y sumando obtenemos

Z cZ > Z cZ
> Z rllLa;
f

> Z ciD(z;) ya que U = 0 implica que D(z;) < ziLa;
f

ya que F CP

> ZciD(xi) pues D < 0 fuera de F.
i

Dado que Z c;z; = 0, tenemos que Z ¢~ =0 y luego

(4,2)
«

Sl 5o

N

> ch (7). (2.18)

Usaremos la ecuacién (2.18) para probar que el vector corrector w existe.
Buscaremos un w € {z;}i<m y r > 0 que verifiquen las siguientes desigual-
dades. Por un lado que r{w, —z) > «, de esta forma si a = ¢(v, z) entonces
0 > a(rw, z) = (tv + rw, z) obteniendo asf la condicién (2.14). Por otro lado
buscaremos que w!U'w + % < %, de este modo podemos utilizar el Lema
2.2.4 con una variacién oy’ y 7 < § obteniendo asf las condiciones (2.15) y
(2.16). Luego, es suficiente encontrar un w para el cual

WU+ 2 < o2
g

(0%

y asi tomar r entre ambos. Para ver esto, es suficiente mostrar que

2
> iUz + = “< Z cife —
N
Ahora, por el lado izquierdo de la desigualdad tenemos la cota

2 2 2
chm Ux+ = G < Z cixtlU'x; + - Tr(U) + ﬁ
N NUP
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mientras que el lado derecho podemos acotarlo como

szz_
E — 77 >Ecl (x;)

N
2¢;
= Z cizila; — c;ztUx; — =
2
= Tr(L) — Tr(U) — =
€

Es decir, que alcanzard con ver que Tr(U’) + 2?” < Tr(L)—-Tr(U) — 2—” o
sea Tr(U') + Tr(U) + 22 < Tr(L). Por el Lema 2.2.6 tenemos que

1
TT(U’)+TT(U)<F+PU+5—+PU y Tr(l) > = = Pp.
L

Nuevamente, basta con ver que

1 1 4n 1
— + — + 2P, —<——P
5U+5U+ U+€ 51 L,

pero esta es justamente la hipétesis sobre las constantes que tenemos.  [J

Estamos ahora en condiciones de realizar la demostracién del Teorema
2.2.1.

Demostracion del Teorema 2.2.1. Si comenzamos con lg = —1 y ug = 1,
como habiamos mencionado anteriormente, podemos tomar P;, = Py = n.
Tomando dy = dy’ = (24 €)dr, la condicién (2.17) se reduce a

tans 1
s N4 < —
(2+¢)0L e ~ 01

62

lo cual se satisface para 07 < i y en particular para dp = {5,

2
2—}—6)2:384-4)71
Al final de s pasos tomamos
> biw;

(2
u = — =

b Tr(A)

satisfaciendo de forma inmediata las condiciones (2.8) y (2.9). Para finalizar
la demostracion, notemos que como
K&

Tr(A < Tr(A)|ul?Id, =
r(A)u®@u < Tr(A)|ulId Tr(A)

1d,

(1+s0)dp = A= (1+ sy + ') Id, = (1 +52(2+¢)oL)Idy.
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Entonces tenemos que

2
<—1 + 567, — T’:(‘A)> Id, < sz(:c, +u)@(xi+u)=A-Tr(A)u®u
< (1+s2(2+4¢)dp)Idy,
Tomando s = 122” y reemplazando € por § tenemos (2.7), como queriamos.

O]

2.3. Descomposicion (1+¢)—aproximada de la iden-
tidad

En esta Seccién presentaremos el trabajo realizado por Friedland y Yous-
sef en [F'Y16] en los cuales se mejoran los resultados sobre la descomposicién
aproximada de la identidad presentados en la Secciéon 2.2. En este paper
utilizan los resultados dados por Marcus, Spielman y Srivastava en [MSS13]
para la resolucién del problema de Kadison-Singer que veremos en la Seccién
2.4. Dados n,m € R™ y A una matriz de tamano n x m, recordemos que
los walores singulares de A son los s;(A) = /Ai(AtA) para i = 1--- ,m,
donde los \;(A*A) son los autovalores de la matriz A*A reordenados en for-
ma, decreciente. Definiendo la norma de Hilbert-Schmidt para matrices no

cuadradas como
|Algs = V/Tr (ATA) = |3 si(A)?,
i<m

podemos definir a partir de esta el rango estable de una matriz A como

All?
srank(A) == HHJ’HQS,

donde ||A]| es la norma de matrices inducida por la norma Euclidea fijada
en el primer capitulo. Veremos que cualquier matriz puede ser aproximada
en norma de operadores por una submatriz con un nimero de columnas del
orden del rango estable de A. Como consecuencia de las técnicas aplicadas,
veremos que de cualquier descomposicion de la identidad puede extraerse
una (1+4¢)—descomposicién aproximada de la identidad con a lo sumo O.(n)
puntos, lo que mejora los resultados de la Seccién 2.2.

Dada una matriz A con coeficientes reales de tamano n x m, los valores
singulares dan una idea de que tan cerca estd de ser un isomorfismo. Esto
se debe a que s1(A) = sup,cgm-1 |Az| = | 4|, la norma de A como operador.
Mientras que s,,(A) = inf,cgm—1 |Az|. Luego tenemos que

Smin(A)|z] < [Az| < Spmaz(A)|].
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Esto nos dice que si el menor valor singular es no nulo, entonces el operador
es inyectivo y luego A es un isomorfismo con su imagen, con una distorsion
que tendra que ver con la relacién entre el valor singular més grande y el mas
chico. Del mismo modo, utilizando la férmula de Courant-Fisher que afirma

que sg(A) = min  |Az|, donde Si_; denota al subespacio generado
lz|=1 z€S;i-_,
por los autovectores v,, - - ,vp_1 asociados a los autovalores ya calculados,

podemos caracterizar todos los valores singulares de A. De esta manera, los
valores singulares determinan la accion de la matriz.

El primer problema que veremos serd el de encontrar un subespacio de
coordenadas de R™ tal que la restriccién de A a dicho subespacio aproxime
la accién del operador. Para esto, buscaremos o C {1,--- ,m} tal que AP,,
donde P, denota la proyeccién sobre el subespacio de coordenadas dado
por los indices en o, verifique que |(AP,)(AP,)" — AA"| sea chico. Esto nos
asegura que el espectro de (AP,)(AP,)! es cercano al de AA?* implicando
lo mismo para los valores singulares. Si miramos sobre cualquier subespa-
cio, no siendo necesariamente uno de coordenadas, elegiremos uno generado
por los vectores asociados a los valores singulares mas grandes, ya que los
mas chicos se aproximan por cero. Esto nos sugiere que la dimension del
subespacio de menor tamano al que podemos restringirnos estd dada por la
cantidad de valores singulares de gran tamano. El rango estable justamente
nos indica esto. Es claro que el srank(A) de A es a lo sumo el rango de A,
por otro lado ya que el rango estable es la divisién entre la suma de todos
los valores singulares al cuadrado sobre el cuadrado del mas grande, el valor
final no tiene en cuenta a los valores singulares chicos. Es por esto que es
natural extraer un numero de columnas del orden del rango estable para
aproximarnos a la matriz.

En el primer resultado referido a este problema, se encuentra un multiset
o C {1,---,m} para el cual la matriz A, que contiene a las columnas
indexadas por ¢ aproxima a la matriz A. En la matriz A se repetiran las
columnas cuyos indices se repitan en o lo que marcard el peso de dichas
columnas.

Teorema 2.3.1. Eziste una constante universal ¢ tal que vale lo siguiente.
Sean n,m € N y A una matriz de tamano n x m. Denotamos A a la matriz

que se obtiene normalizando las columnas de A. Para cualquier € € (0,1),
srank(A)
ce?

existe un multiset o C {1,--- ,;m} de tamano a lo sumo | | tal que

[e? 4124, 4, - aat|| <) 4]

Mds aiin si A = kA para algun k > 0, entonces el resultado wvale con o
siendo un conjunto.

El resultado de este teorema es sélo existencial y no nos da un algoritmo
para extraer las columnas. Esto se debe esencialmente a que la prueba se
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basa en la soluciéon al problema de Kadison-Singer antes mencionada, la
cudl no es constructiva. Usando el método de entrelazar polinomios, Marcus,
Spielman y Srivastava prueban el siguiente teorema y muestran que implica
el problema de Kadison-Singer.

Teorema 2.3.2. Sea € > 0 y sean vy, -+ , v, vectores aleatorios indepen-
<m

dientes en R™ con soporte finito, tal que E | > v; ® vi> =1d, yE (\fuz|2) <

€ para todo i. Entonces

P Z’l)i@’l)i S(I—F\/E)Z > 0.

i<m

Antes de ver el Teorema 2.3.1 demostraremos algunos resultado que nos
permitiran realizar la prueba.

Proposiciéon 2.3.3. Sea § > 0 y sean vy, , vy, vectores aleatorios inde-

pendientes en R™ con soporte finito, tal que B :=E | > v; ®v; | es una
<m

matriz simétrica semidefinida positiva de tamano n xn y E (|v,]2) <4 para

todo i. Entonces

P v®@vixB+vIdy | >0

i<m
2
donde = (6, B) = | B| [(1 i) - 1] '

Demostracién. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que B = Id,,

ya que tomando B := ﬁ, Uy i= 2=y §:= ﬁ tenemos que la matriz B

Bl

puede escribirse como E ( YU ® 17,) siendo simétrica semidefinida positiva
i<m

vy E (\171|2) < 5. Luego si probamos el teorema para E, Ui, ¥ 5 y teniendo a

2

= 2
- ~ ) | Bl 1)
F= B |1+ —= ) —1] =220 {1+ ]— ] -1/,
15 ( HBH) 1B 1]
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es decir que ||B||y =+, obtenemos

0<P (Y &= B+7ldy

i<m

1 1
=P| — V; @V X = (B +~Idy)
3 2= 5]

=P (> vi®u=B+yld, |,

i<m

como queriamos. Luego para B = Id,, notamos C := Id, — B que es una
matriz simétrica semidefinida positiva y puede escribirse como Y A\ju; ® u;

i<n
con \; los autovalores de C' y u; el autovector de norma uno asociado a A
para cada ¢ (que son los mismos que los de la matriz B). Para cada i, si
\; < 0 entonces definimos 4; = v/ Nu;, luego |u;]? = M\i|w;|> = Ay < 4. Si
A; > 0, entonces

~~

i
Aitl; Q@ u; = du; @ up + -+ + ou; @ u; + ()\i_5 |:(5:|> U; @ U
[%}VGCGS

= (\/Sui) ® (\féui) +o (\/Sui) ® (\/Sui)

VOBl (o))

luego renombrando cada uno de los vectores en la suma, concluimos que

podemos escribir C' = > u; ® u; tal que para todo ¢ < k se verifica que
i<k
a;]? < 6.
Definimos la secuencia de vectores aleatorios independientes en R™

" V; 1 <m
Vi =4 .
’ Uien m+1<i<m+k

Los v; satisfacen que

E Z f@@@ =K ZUi@’Ui +E Zﬂz@@ﬁz

i<m-+k i<m i<k
—B+E(C)=B+Id, — B
= Idp,
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E(~|2)— E(|U¢’2)§(5Si 1 <m
T E (@) <E@) =6 st m41<i<m-+k

Aplicando el Teorema 2.3.2 tenemos que

Pl > wewn|<d+Vve?|>o

i<m+k

lo que implica que IP’( S %00 = (14+V0)%Id, | > 0. Luego como
i<m-+k
Y 1 ®v = >, v;®v; + Id, — B y del hecho de que ||B|| = 1 implica

i<m+k i<m
que vy = (1+ \/5)2 — 1, entonces tenemos que

P Zvi®vijB+Idn((1+\/5)2—l> >0

i<m
como queriamos. O
Deducimos el siguiente resultado

Corolario 2.3.4. Sea § > 0 y sea A = ) u; ® u; una matriz de tamano

i<m
nxn dondeu; € R™ y|u;|? < 8. Entonces existed C {1,--- ,m} con |o| < L
tal que
QZui®Uz’—A <
€0

donde v = (24, A) es la constante de la Proposicion 2.3.3.

Demostracion. Para cada ¢ < m, definimos los vectores 2n — dimensional

dados por
-—_ Ui w -—_ On
1= On y 1,2 +— u; ;

Wi 1
donde 0,, es el vector nulo en R™. Sean vy, - -- , vy, € R?™ vectores aleatorios

independientes tal que v; = \/iwm con probabilidad % para j € {1,2}.
Tenemos que

E Z v, QU | = % Z (\/iwm) & (\/iwm) + % Z (\/iwm) & (\@wi,g)

i<m i<m i<m
=2 (50 + D (6 uidu)
i<m i<m

A O
(3 4)=2
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y E (|UZ|2) = ‘ﬂwi,1‘2% + |\@wi,2|2% = 2|u;]|?> < 25. Més atin, se verifica
|| B|| = ||A]|. Aplicando la Proposicién 2.3.3 encontramos v; tal que

Zvi@)vi = B +vlday,

i<m

con v = (20, A). Dado que v; ® v; = 2w; 1 @ w; = <2uZ§§> i 8) o bien

0 0
v; @ U = 2w;1 @ wi = <O %u; ul> , tomando C := 2i | vgw“ U; QU y
Cy:=2 >  wu; ®u; obtenemos la siguiente desigualdad
7 Vi=w;g 2
C: 0 0 0\ _
(0 0) n (O 02> =Y wen
i<m
_ (A+~Id, 0
N 0 A+~Id, )

Supongamos que existe un z € R™ tal que (Cyz,z) > ((A + vId,)z, z) luego

(G a) 66> (0™ i) 6)- ()

contradiciendo la desigualdad, es decir que tenemos C7 = A+ ~vId, y del
mismo modo Cy = A+ vId,. Ademas, o bien |[{i : v; = w;1}| < & o bien
H{i @ vi = w2} < . Luego, existe o C {1,---,m}, con |o| < % tal que
23 ui®@u; 2 A+~ld, vy 2 > uy®u; 2 A+ vId,. Dado que la matriz

1€0 i€0€

A=> u;@u;+ Y. u; ®u;, tenemos entonces que

i€o €€
22u,~®ui = Zui®ui+ Zui@)ui—i-’yldn
1€0€ €0 i€oc

luego > u; @ u; = > u; @ u; + yId, obteniendo A <X 2> u; @ u; + yId,.
i€0° 1€o 1€0
Ahora, juntando las desigualdades llegamos a que

A—Idy 22 u; @ u; 2 A+ yldy,
€0
es decir que

< [ dn]l = -

QZui®ui—A

1€0°¢
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Estamos en condiciones de demostrar ahora el Teorema 2.3.1.

Demostracion del Teorema 2.3.1. Podemos suponer, sin pérdida de genera-
lidad, que la matriz A es una matriz con coeficientes racionales. En efecto,
supongamos que existe una constante absoluta ¢ tal que para todo & y

matriz C' de coeficientes racionales existe un multiset o C {1,--- ,m}, de

srank(C) ! 12 207 Ot t / 2

e e ClFC,Co — CCH | < €T

Sea A una matriz con coeficientes reales, ¢ > 0, y tomemos ¢ = g,y

srank(A)
ce?

} tal que ‘

cardinal a lo sumo [

¢/ = £, entonces si

& no es entero, tomando C' una matriz de co-
eficientes racionales lo suficientemente cerca de A, podemos asegurar que

existe 0 = o¢ multiset de indices en {1,--- ,m} cuyo cardinal es a lo sumo
|O’| < [srank(C)} _ |:srank(A)
= - 2

clel? ce
srank(A)
ce?

}, habiendo finitos multiset de cardinal a lo su-

¢e”||C|*CoCL — CCtH < ¢||C|]2. Luego

mo { } , ¥ que verifica que ‘

tenemos que‘ ’(:EQHAHQZXUEZ - AAtH puede acotarse por la suma

=?||14)24, &, — | CIPC,CL|| + &I + lloCt — A4

El primer término resulta ser a lo sumo

¢ mix ]HHAH?EJZ—HCHZ@@E < )4l

srank(A)
lo|< [7652

para una matriz C' lo suficientemente cerca. Por tltimo, resulta ser también,
para C cercana, £'[|C||> = §||C||* < 5| A|I* y [|CC* — AA"|| < 5[|A]>.

Supongamos entonces A una matriz racional. Notaremos por (a;)i<m las

columnas de A, (z;)i<m las columnas normalizadas, y por ¢; = |a;|* € Q.
Definimos a
B:= AA! = Zai®ai: Zcmi@)xi.
i<m i<m
Tenemos entonces que Tr(B) = Y. ¢Tr(z; @x;) = Y cilz? = Y a.
i<m i<m i<m
; pi [T a5
Dado que cada ¢; = % con p;, ¢; € Nentonces T'r(B) = %, tomando
y J
M € N un miiltiplo de Zpinqjy/{:% con
i<m  ji
72Tr(B) 2k ¢
M > ———= es decir 4 [ — < —, (2.19)
e?| Bl IB]| — 6

cada ¢; es un multiplo de x y luego podemos reescribir a B como la suma
de matrices de rango uno, pero ahora todas con el mismo peso. Esto es

M
B=) y®y;
=1
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donde y; € {z1, -+ ,zm}. Definimos & € N como el mayor de los enteros que
satisfacen
M 144Tr(B) 144

oF > V21222 = KTV 1)28rank(A). (2.20)

Sea o :={1,--- , M} y u; = \/ky;, luego By .= B = > w; Qu; y [u;|*> =
i€0g

para todo i € og. Aplicando el Corolario 2.3.4 encontramos o1 C o¢ de

tamafio a lo sumo |oq| < % tal que

2Zui®ui—Bo

2
2K
< || Bo| <1+ B ||> -1]. (2.21)
€01 0

2
Denotamos By = > w;Qu; y ag = (1 + ﬁ) . Por la desigualdad
i€01

(2.21) tenemos que |2||B1|| — || Boll| < ||2B1 — Bo|| < ||Bol|(a1 — 1). Luego
tenemos que

(1 —a1)[|Boll < [[2B1]| = [ Boll < [ Boll(cx — 1)
o lo que es lo mismo
(2 = a1)[|Boll < [|2B1]| < [ Bollen-

Nuevamente por el Corolario 2.3.4, podemos encontrar oo C o1 de tamano
a los sumo |og| < @ < Y tal que

QZui@)ui—Bl

i€02

2
2K
< ||B1]| <1+ HBll) -1]. (2.22)

2
Nombrando nuevamente By = Y u; @ u; y ag = (1 + H%’%II) , obtenemos
1€02
la misma desigualdad que antes (2 — ag)||B1]| < [|2B2|| < ||Bi]|ae, pero
entonces combinando las desigualdades (2.21) y (2.22) tenemos por un lado
que
122 B2 || < [|12B1]|evz < || Bolla .

Mientra que por el otro lado

12°By — Bo|| < [|2° By — 2B1| + [[2B1 — Bo|
< 2| Bil[(az2 — 1) + || Bo|| (1 — 1)
< [|Boll(a1r — L)(a2 — 1) + | Bo||(ce1 — 1) = || Bo|(e12 — ax2)
< [|Boll(arc2 — 1).
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Luego (1—aja)||Bo| < ||22Bz|| || Bol|. Obtenemos entonces la desigualdad
(2~ a1az) < [[2°B|| < aras|| Bo|-

Por lo tanto, construimos por induccién o, C o1 C --- C o0g satisfaciendo
loy| < @ para cualquier [ < k y

l
12'B, — B| < || Bl| (Haz — 1> ;

=1

donde By = Y u;Qu; y a; = <1+ IIBz H) para todo 1 < ¢ < [. Més

1€0]
aun
l l
l
(2 - Haz) 1B < 2Bl < I1BI T e (2.23)
i=1 i=1
Vamos a mostrar por inducciéon que 8 := [] oy < 14 § para todo [ < k.

i=1
Por la ecuacién (2.19) tenemos que a3 = (1 + ”B”> < (1 + %)2 <145
para todo € < 6. Sea | < k y supongamos que 3; < 1+ § para todo i <[,
debemos ver que 3.1 < 1+ 5. Por la ecuacién (2.23) y la hipétesis inductiva
tenemos que

7
1B =27 (2= [Ty | 1Bl =27 (2= (1+5)) 1Bl =27 (1= 5) B

J=1

para todo ¢ < [. Por lo tanto

I+1 I+1
1“5”1‘221“(1+\/\\le) DMy

l+1

K
1-%) HBII ) IIBII

) _ (2)z+2_1_
- 3)!13\\( V-1 1)

2v/2 K 1 2
“ vV -5l ()" -1)

2\/5 9414
21\ (1=%5)IBII

mb-t
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Ya que [ < k entonces usando la condicién (2.20) se tiene la desigualdad

M 144srank(A)
2T e(va)t
que

Dado que § <In ( 2), sie<3ln %, entonces tenemos

g

2v/2 2+l - 2v/2 <M(ﬂ—1)2 2yB||,i>%
V2-1\ (1-5) Bl ~ v2—1\144Tr(B) (1 - 5) | B||

Wi

<

5

o1 (\/5—1
2@#

p/1-5)
< n(l—i—%),

sie < 1. Luego Infj4; <In (1 + %) es decir que fiy1 < 1+ § completando
la induccién. Luego, encontramos o de tamano a lo sumo [QMk] tal que

2v2
2

Wl m

Ju—

€
2"y wi@ui— Bl <|B|l (B~ 1) < ||B|3.

1€E0,

Recordando que los u; = /ky; y que B = AA!, podemos reescribir la de-
sigualdad anterior como

g
256> "y @y — AA! §||A||2

1€E0)
a su vez, esta podemos reescribirla como

‘ L I7(B)

Concluyendo la demostracién al aplicar la desigualdad (2.20). O

Ay AL — AA!

£
< A2,

Una consecuencia del Teorema 2.3.1 es el siguiente corolario, el cual ya
mencionamos en la Seccién 2.2.

Corolario 2.3.5. FEzxiste una constante universal c tal que vale lo siguiente.

Sea e >0y sean vy, ,vym € R™ con > v; ® v; = Id,,. Entonces existe un
i<m
multiset o de indices {1,--- ,m} de tamarnio a lo sumo % tal que

(1— ’ !Z\v! \v!*(lﬂﬂd"'

Mas ain, si todos los v; tienen la misma norma Fuclidea, entonces o es un
conjunto.
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Demostracion. Tomamos como A a la matriz en n X m que tiene por columna
i-ésima al vector v;. Siguiendo la demostraciéon del Teorema 2.3.1 con la

matriz B = AA' = Y v; ® v; = Id,, podemos encontrar oy, de tamaiio a lo
<m

sumo [QMk] tal que

€
2kZui®ui*1dn < 5,
1€0
o lo que es lo mismo
IS S
(1-5) 1dn =28 ; wi @u; < (14 ) Idy. (2.24)
k

Tomando la traza, y usando que |Ju;||* = #|y;

que
5 lok| 5
1—7><2’“—<(1 7>.
( 2/~ M — +2

Por lo tanto, y dado que |og| < [Mk] < 2Mk, tenemos que

QkZUz(X)Uq,—Qk Zyz@)yz_’ Zyz®yz

2 T’I’(B) . n .
|* = =7~ = 17 deducimos

”LEO’k 1E€E0Y ZGO’k
M
:—’ ’ E ui®u2_1 E U; @ Uj.
g
k 1€E0, 1€Uk

Esto junto con la ecuacién (2.24), nos dice que

€
( )Id = ol Z:’h@yz_‘ Z““@“Z—ltzwn

ZEU

Luego para € > 0 tomando ¢ < &’ = 22%6 < 2¢ si € < 1. Obtenemos

(1-— Z 1+%Id =(1+e)ld
‘U’ |Uz, |Uz, N —%/ " !
M 288Tr(B)
con |O'k| ok < m cgz < CELQ L]

En la segunda parte del paper, Friedland y Youssef demuestran un re-
sultado que nos permite aproximar las matrices manteniendo ciertas pro-
piedades de estas que nos interesan. Por ejemplo, dada una matriz A y un
vector en su nicleo, que notaremos por ker A, aproximar la matriz de modo
que el vector se mantenga cercano al ntucleo de la nueva matriz. Este caso
puede pensarse al vector como un baricentro ponderado de las columnas de
la matriz y lo que buscamos es que se mantenga cercano a un baricentro de
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las columnas seleccionadas, recordando como en el Teorema 2.3.1 la apro-
ximacion la obtenemos a partir de quedarnos con algunas de las columnas.
Podremos también pedir que si |Av| < a|v| para cierta constante o entonces
se cumpla la misma condiciéon para la matriz que la aproxime. El estudio
de estos problemas les permiten demostrar que todo cuerpo convexo K esta
arbitrariamente cerca de otro cuerpo convexo H con a lo sumo % puntos
de contacto, lo que representa una mejora al paper de Srivastava. Veremos
también que de toda descomposicién de la identidad puede extraerse una
(1 + ¢)—descomposicién aproximada de la identidad como consecuencia de
los teoremas de aproximacién de las matrices.

Antes de continuar, necesitaremos la siguiente definicién acerca de la
aproximacion de una matriz por otra diagonal. Sea A una matriz de tamano
n X m. Sea € > 0y sea D una matriz diagonal de m x m con coeficientes no
negativos. Diremos que A es una matriz («, 3, D)-aprozimable si

aAAt < ADA! < BAAL

Denotaremos esta propiedad por A € Aprox, 3D. En caso de que a =1—¢
y B =1+ ¢, simplemente diremos que A € Aprox.D. Siempre tenemos que
A € Aprox_Id,,.

El resultado principal de esta segunda parte y que nos permitira llegar a
una descomposicién aproximada de la identidad del orden de € es el siguiente.

Teorema 2.3.6. Sea A una matriz den xm y sea v € ker A. Consideremos
la matriz B de (n+ 1) x m dada por B' := (A" | v). Sea e > 0 y sea D una
matriz diagonal de m x m tal que B € Aproz.D. Entonces A, v € Aproz,D

‘\/(AAt)lADv

Mids ain, si C = AVD — ‘\/% ’2ADU ® v/ Dv, entonces VDv € ker C y
v

< 2¢lv|.

4¢? t ¢ t
1_6_1—5 AA* L CC" <X (1+4¢) AA".

Comenzaremos dando un resultado méas general que el Teorema 2.3.6.
Este permite tener varias restricciones, asi como una clase més amplia de
estas, lo que en oposicién al primer resultado.

Teorema 2.3.7. Sea A una matriz de nxm y sea V = (v;)1<i<k una matriz
de mx k. Consideremos la matriz B de (n+k) xm dada por B' := (A" | V).
Sea ¢ > 0 y sea D una matriz diagonal de m x m tal que B € Aprox.D.
Entonces A, V' € Aproz.D, y para todo 1 <i <m

’ (AAYYA(D — (14 &)Id,y,) vi| < 2elvi]. (2.25)



68 CAPITULO 2. APROXIMACION DE JOHN

Demostracion. La primer afirmacion es directa, ya que componiendo con
las proyecciones de las primeras n filas y n columnas obtenemos las igual-
dades P, BB'P, = AA'y P,BDB'P, = ADA!. Luego como B € Aprox_D
tenemos que

(1-¢)P,BB'P, < P,BDB'P, < (1 +¢)P,BB'P,

es decir que
(1—-¢)AA" < ADA" < (1 +¢)AA".

Considerando las proyecciones sobre las ultimas k filas y columnas obtene-
mos la misma desigualdad pero para la matriz V'. Dado que A € Aprox_D,
tenemos que (1 + €)AA" — ADA! < (1+¢e)AA" — (1 —e)AA" = 2:AAY,
y de la misma forma tenemos que (1 + &)V'V — V!DV < 2eV'V. Por
otro lado, tenemos que la matriz BB? es la matriz dada por los bloques
AAY AV ADA!  ADV
<VtAt VtV) y BDB! = (VtDAt VtDV>’ y por estar B € Aprox,D
(1+¢e)AA* — ADAY  (1+¢e)AV — ADV

= 0. -
(1+¢e)VtA' —VIDA! (14 &)VIV — VtDV> > 0. Suponga

tenemos que (

B) con A < A’

mos ahora que tenemos una matriz dada por bloques ( cC D

!/
y C < (', entonces tenemos que (A B) = (A B>. Luego vale que

¢ p)3\c b
._ 2e AA! (1+¢e)AV — ADV
K= ((1 L) VEAL — VDA 26tV =0 (226)

Seaw € S™ 1y X\ € R. Para cada 1 < i < k definimos el vector de dimensién
n + k w;(\) dado por

w;(\) = (< (AAt)_1w>t|()\ei)t>, e; € R,

Por la desigualdad (2.26), el producto interno (Kw;(\),w;(\)) resulta no
negativo para todo 1 < ¢ < k y para todo A € R. Luego para cada
1 <i < k tenemos que

0< 2eV/AAw + (1 +£)AV — ADV) Ae;
B <<((1 +e)VIAT = VIDAT) \/Ww + 25VtV)\ei> ol )>

= 2e(w,w) + A <((1 +)AV — ADV) e, \/(AAt)1w>

+ A <((1 +e)ViAr — VtDAt) (AAt)_lw, e¢> +2)\%¢ <VtVei, e,->

=2 + 2\ <(1 +¢) <\/(AAt)_1Avi,w> - <\/(AAt)_1ADvi,w>>

+ 26)\2‘vi|2.
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Es decir que
0 < Ne|u; > + A ((1 +¢) < (AAt)_lAvi,w> — < (AAt)_lADvi,w>) +¢,
y dado que vale para todo A € R entonces tenemos que
((1 +¢€) < (AAt)_lAvi,w> — < (AAt)_lADvi,w>)2 — 4e2|ui]? < 0.
Concluimos entonces que
‘< (AAt)lADvi,w> —(1 +5)< (AAt)lAvi,w>' < 2¢]vil.
Dado que esto se verifica para todo w € S™! tenemos entonces que

H\/ (AAY) A (D — (14 ¢)Idy) v,

< 28|U7;|.

Realizamos ahora la demostracién del Teorema 2.3.6.

Demostracion del Teorema 2.8.6. Con Teorema 2.3.7 tenemos probado que
A,v € Aprox_D. Por otro lado, dada la definicion de la matriz C se verifica

la igualdad C(v/Dv) = ADv — W <\/5v, \/50> ADv = 0, es decir que
v
vV Dv € ker C. Ademds se tiene que CC* resulta ser

AVD - ———ADv®VDv | | (AVD t—iz ADv & VDu)'
‘ M 2) - )

— ADA'— — 2 (ADv® ADv) + ]\F v) (ADv ® ADv)
o o

= ADA" — 5 (ADv® ADv).

el

Esto implica que CC* < ADA? < (1 +¢)AA. Ya que v € ker A entonces,

por la ecuacién (2.25) obtenemos la desigualdad
= '\/(AAt)_lADv .

2elv| > ‘\/(AAt)_lADv — (1+e)\/(AA) A

Esto implica que si w € R™ entonces

< (AAY) ™Y (ADv @ ADwv) (AAt)—lw,w>
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puede escribirse como

< (AAt)~? <AD1), (AAt)_1w>ADv,w>:< (AAt)—lADv,w>2

< ‘\/(AAt)_lADv

< 4e?fvf*|w]®

= <452|v|21dn(w), w) .

2
Jwl?

Es decir que y/(AAY) ™t (ADv ® ADv) \/(AA) ™' < 4e2|v|?Id,,, lo que nos
dice que
ADv ® ADv =< 4?|v|2AA". (2.27)
2
Ya que v € Aprox_D entonces (1 — &)[v|> = (1 — e)vvt < vDvt = )\/Ev‘
Esto junto con (2.27) nos da que
4 21,12 4 2
ADv@ ADy < IOy A€

VD] o™ ~1-¢

Ademss como ADA! = (1 — ) AA! entonces concluimos que

AAL.

(1+¢)AA" = CC* = ADA" — S ADv @ ADv

\\/ﬁv\
4e2

2
= ADA" — %AAt = (1-e)Ad' - —

— &
2
— (1—5— 4e )AAt.
1-—¢

Obtenemos entonces como queriamos

AA

4¢? t t t
1—5—1 AA" L CC" < (14¢)AA"

—€
O

Utilizaremos ahora el Corolario 2.3.5 y el Teorema 2.3.6 para obtener
una descomposicién aproximada de la identidad 6ptima, dada por

Teorema 2.3.8. FExiste una constante universal c tal que vale lo siguiente:
sea £ > 0 y sea {xi, ¢i}ti<m una descomposicion de la identidad. Entonces
existe un multiset o de indices de {1,--- ,m} de tamario a lo sumo 5 tal
que
(1-e)Id, < ‘%Z(n —u) ® (2 — w) < (1 +¢)Idy
1€0

1 - 2e
donde u ol iega:vz satisface |u| < N
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Este resultado mejora el Teorema 2.2.1 de tres formas. La primera es
que la descomposicién que obtenemos tiene una relacién del tipo %—J“z que
podemos hacerla arbitrariamente cercana a uno, mientras que en el teorema
antes mencionado sélo se obtiene una relacién del tipo 4 + £. En segundo
lugar se mejora la dependencia sobre € del vector u ya que Srivastava obtiene
una dependencia similar pero con /¢ en lugar de €. La tercer mejora es que
el ultimo teorema nos dice explicitamente quienes son los pesos que apare-
cen en la descomposicion aproximada. Veamos entonces la demostracién del

teorema.

Demostracion. Sea € > 0. Sea A la matriz de n X m dada por A = (\/cja:z)
y sea v € R™ con coordenadas /7. Tenemos que

AA" = Z (Veixi) @ (Veirs)) = Ldn,

ademds Av = ﬁ > cx; = 0, es decir que v € ker A. Consideremos la
<m

matriz B = (b1, ,by,) de (n+ 1) x m dada por B* = (A’ | v), y notemos

que
AAY Av
BB'= | (Av)) 3 @|=1Idns1

i<m
Aplicando el Corolario 2.3.5 con b: = (ﬁxl | w/%) para todoi <my g en
lugar de €, encontramos un multiset de indices de {1,---,m} de tamano a
lo sumo 75 tal que

€ n+1 n
(1- §) Tn1 2 0] 2 SR

IA

1€0
n €
= szz’(@bi = (1+§) Idpyq.
st

Esto nos dice que B € Aprox%D7 donde D es la matriz diagonal, tal que los
elementos de la diagonal son

kin

77
cilo|

i =
con k; el nimero de veces que aparece el indice 7 en . Dado que los indices

que aparecen en o estan en {1,--- ,m} tenemos que »_ k; = |o|. Notemos
i<m

ADv=A( 2 C’) k”\f ki
p=a(in ;*ﬁ ~ |U|§ .
= o7 i =

1€0

que
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Notando por v/D a la raiz de la matriz D, esto es a la matriz diagonal cuyos

elementos son los d;; = v/d;; = Fm’ tenemos que
1

VDv = (5“\/§> = ({/Z) . AVD = (Vewidy) = \/\/’% (\/E$Z> ;

y luego la matriz C' := AvVD

1
VD’

J — ésima al vector

nk; nk;
C'ej:A\/DEj—i VDv,e; ADv = JJ:]-— I u
P (VD) NG o
nk;
= L (2 —u).

Vel

Luego, aplicando el Teorema 2.3.6 tenemos que

€ 4e? €
1—— ——— | AAt < t< (14 =)AA?
( 3 3(3-@) 20O+ )Ad,

con

CC' =" (Cej) @ (Cej) = |Zk ® (z; — )

i<m i<m
n
= HZ(%‘ —u) ® (z; —u)
€0

y AA? = Id,. Notando que (1 -5 - 3(§Ej€)> > (1—¢) sie <1, tenemos

entonces que

(1—e)Id, < MZ xj—u) = (1+¢e)ld,.

1€0

Ademas de la demostraciéon del Teorema 2.3.6 obtenemos la siguiente de-
2
sigualdad 0 < ADv® ADv =< 4 (%)2 |v\2AAt = 4;—2Idn, luego concluimos

que
L /I[ADv @ ADu] < f/ﬁ

jul =

\F |ADv| = 7

2.4. Problema de Kadison-Singer

Para introducir el problema de Kadison-Singer debemos dar previamente
algunas definiciones que no hemos mencionado ain. Comenzaremos diciendo
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que un algebra de Banach es un espacio de Banach que es ademas un algebra
sobre un cuerpo. A su vez, una C* —algebra es un algebra de Banach A sobre
el cuerpo de los nimeros complejos, junto con una funcién * : A — A que
verifica, notando por z* a la imagen de un elemento x por *, que

» (x+y)" =a"+y* paratodox, y € A

» (Az)* = \z* para todo A € C y todo z € A
» (zy)" = y*z* paratodo x, y € A

» (2*)* = 2 para todo z € A

» |z2*| = |z|? para todo z € A

El problema de Kadison-Singer se basa en dos C* — dlgebras especificas, la
primera es el espacio de los operadores lineales acotados sobre ¢?(N) que
notamos por B (EQ(N)), lo que es equivalente a matrices infinitas con la
norma operador acotada. La segunda C* — dlgebra que se considera es el
subespacio A C B ((*(N)) de las matrices diagonales.

Un estado ¢ : B ((*(N)) — C sobre B (¢*(N)) es un funcional lineal
acotado sobre B (¢2(N)) con ¢(I) = 1, y tal que ¢(Q) > 0 para toda matriz
semidefinida positiva ) € B (KQ(N)). Un estado se dice puro si no puede
escribirse como combinacién convexa de otros dos estados. De la misma
forma se define un estado y un estado puro ¢ : A — C.

El problema que Kadison y Singer formularon en 1959 dice lo siguiente

Teorema 2.4.1 (Problema de Kadison-Singer). Sea ¢ : A — C un estado
puro. Entonces existe un unico estado v : B (EQ(N)) — C que extiende a ¢.
En particular, este estado es puro.

Como bien puede verse en la publicacién [CFTWO06], el problema de
Kadison-Singer es equivalente a una numerosa cantidad de problemas fun-
damentales en diversas areas de investigacién, ya sea en matemadtica pura,
matematica aplicada, o incluso en ingenieria, de los cuales haremos un breve
repaso de algunos de ellos a continuacion.

El problema de Kadison-Singer en la Teoria de Operadores

En el afio 1979 Anderson realizé un importante avance en el problema
de Kadison-Singer al reformularlo en la llamada Conjetura Paving que dice
lo siguiente

Conjetura 2.4.2 (Conjetura Paving). Para todo € > 0 existe un nimero
natural v tal que para todo nimero natural n y todo operador lineal T' sobre {3
cuya matriz tiene diagonal nula, existe una particion {A;}7_y de {1,--- ,n},
tal que

1Qa, TQa;| < el|lT|| para todoj=1---,r.
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Donde @ 4; son las proyecciones diagonales cuyas entradas son 0 excepto
para los (7,1) tal que i € Aj.

Es importante remarcar que en la conjetura, r no depende de n. Ademas
se dice que un operador arbitrario T satisface PC si T' — D(T') satisface
PC, donde D(T) es la diagonal de T'. Puede verse en [CFTWO06] que las
conjeturas que iremos viendo pueden convertirse de resultados en espacios
de dimension finita a espacios de dimensién infinita.

En el afo 1991 Akermann y Anderson demostraron que la siguiente con-
jetura implica el problema de Kadison-Singer

Conjetura 2.4.3. Existen 0 < ¢,0 < 1 con la siguiente propiedad: para
cualquier proyeccidn otrogonal P sobre €5 con 6(P) <, existe una proyec-
cion ortogonal Q tal que |QPQ|| <1—cy | -Q)PI—-Q)|| <1—e.

Nuevamente es importante que € y 6 no dependen de n. No se sabia,
al momento de su formulacion, si el problema de Kadison-Singer implicaba
esta conjetura, pero Weaver probd en su publicacién A counterexample to
a conjecture of Akemann and Anderson la falsedad de esta. Fue el mismo
Weaver en [Wea04] quien demostré que un pequenio debilitamiento en la
conjetura de Akermann y Anderson producia una conjetura equivalente a la
de Kadison-Singer, la cual dice

Conjetura 2.4.4 (Principio Fundamental I: Weaver). FEzisten constantes
universales 0 < e,0 < 1 yr € N tal que para todo n y toda proyeccion orto-
gonal P sobre £ con §(P) < 6, existe una particion {A;};_; de {1,--- ,n}
tal que [|Qa; PQua,l| <1 —¢, para todo j =1, 7.

Weaver no enuncia esta conjetura formalmente, pero en su publicacion
antes mencionada, puede verse que en la demostraciéon de que la conjetura

que llama K S;., que enunciaremos mas adelante, es equivalente al problema
de Kadison-Singer se encuentra implicada esta conjetura.

El problema de Kadison-Singer y la Teoria de Marcos

Una familia de vectores {f;};c; en un espacio de Hilbert H es una se-
cuencia béasica de Riesz si existen constantes A, B > 0 tal que para todo
conjunto de escalares {a;};c; tenemos:

AE la;|* < Zaifi

el i€l

2
<B> ail’.

el

A una familia {f;}ier de elementos de una espacio de Hilbet H la llamamos
marco para H si existen constantes 0 < A < B < oo tal que para todo f € H
se verifica

AIFIP <Y KF fl? < BIFIP

i€l
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Si tenemos solo el lado derecho de la desigualdad, la familia {f;};cr se dice
una secuencia de Bessel con cota B. Si A = B, diremos que es un marco
A —ajustado y si A = B = 1 decimos que es un marco de Parseval. Si todos
los elementos f; del marco tienen la misma norma decimos que el marco
es equinormado, y si tienen norma 1 decimos que es un marco de norma
unitaria

En su publicacién [Wea04] Weaver establece una importante relacién en-
tre marcos y el problema de Kadison-Singer, mostrando que son equivalentes

Conjetura 2.4.5. Eziste una constante universal B > 4 y e > VB y un
natural v tal que lo siguiente vale: cuando {f;}}1, es un marco de norma

unitaria B — ajustado para 03, existe una particion {A;};_; de {1,--- M}
tal que para todo j =1,--- ,r y para toda f € {5 tenemos que
2 2
Y WLMP < (B=o)lfI*
i€A;

Hay dos conjeturas mds que realiz6 Weaver en su trabajo [Wea04] que
resultan ser equivalentes al problema de Kadison-Singer siendo sus dos con-
jeturas més conocidas

Conjetura 2.4.6 (K S,). Existe un nimero natural v y una constante uni-
versal B y e > 0 tal que vale lo siguiente. Sean {f;}M, elementos de €3 con

Ifill <1 parai=1,---, M y supongamos que para todo f € (3,
M
2
YU < BISIP (2.28)
=1
Entonces, existe una particion {A;};_; de {1, ,n} tal que para todo ele-

mento f € 05 y todo j=1,--- .7,

ST < (B =o)|fI

i€ A,

M
Siendo que si se considera > |(f, f;)|* = B||f||?, resulta la misma conje-
i=1
tura.

Por otro lado, si se toman a los f; de norma 1 en la Conjetura (2.28),
teniendo un costo en € > 0, se obtiene la siguiente equivalencia a K S,.

Conjetura 2.4.7 (KS)). Existe un nimero natural r y una constante uni-
versal B >4 y e > \/B tal que vale lo siguiente. Sean {fi}f\il elementos de
5 con || fill =1 parai=1,--- , M y supongamos que para todo f € (3,

M

SOIE P < BIFIZ

i=1
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Entonces, existe una particion {Aj}§:1 de {1,--- ,n} tal que para todo ele-
mento f € £y y todo j=1,---,r,

STHRE P < (B=9)|fII”

I€A;
El problema de Kadison-Singer en la Teoria de Espacios de
Hilbert

Sea {f;}icr una secuencia basica de Riesz, si las constantes a y B en la
desigualdad

2
<BY |aif’

el

A aif <

el

> aif;

i€l

resultan ser A=1—¢cy B =1+ ¢, entonces diremos que la familia {f;}ics
es una secuencia bdsica € — Riesz. Si ||f;|| = 1 para todo i € I, diremos
que es una secuencia basica de norma unitaria Riesz. Con estas definiciones
tenemos la siguiente conjetura equivalente al problema de Kadison-Singer
establecida por primera vez en la publicacién [CV05].

Conjetura 2.4.8 (R, — Conjetura). Para todo € > 0, toda secuencia bdsica
de norma unitaria Riesz es una union finita de secuencias bdsicas € — Riesz.

A partir de la conjetura 2.4.5 puede obtenerse la siguiente equivalencia

Conjetura 2.4.9. Eziste una constante universal 1 < D tal que para todo

T € B(43) con ||Tei|| =1 para todoi =1,--- ,n, existe unr = r(||T|]) y una
particion {Aj};:1 tal que para todo j =1,--- ,r y toda familia de escalares
{ai}ica;

2
Z aiTei S D Z |ai]2.

i€A; i€A;

El problema de Kadison-Singer en la Teoria de los Espacios
de Banach

En 1987 Bourgain y Tzafriri probaron el siguiente resultado fundamental
en la Teoria de los Espacios de Banach conocido como principio de inverti-
bilidad restringida

Teorema 2.4.10. Existen constantes universales A,c > 0, tal que cuando

T : by — {5 es un operador lineal para el cual ||Te;|| = 1 se cumple para
todoi=1,---,n, entonces existe un subconjunto o C {1,--- ,n} de cardinal
lo| > ﬁ tal que para todo j = 1,--- ,n y para toda eleccion de escalares
{a;}jco,

2
ZajTej Z AZ|aj|2.

j€o j€o
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Este teorema los condujo a la siguiente conjetura

Conjetura 2.4.11 (Conjetura de Bourgain-Tzafriri). Eziste una constante
universal A > 0 tal que para todo B > 1 eziste r = r(B) € N satisfaciendo:
Para cualquier nimero natural n, si T : 05 — {5 es un operador lineal con
IT|| < B y ||Teil| = 1 para todo i = 1,--- ,n entonces existe una particion
{A4;}j— de {1,---,n} tal que para todo j = 1,---,r y toda eleccion de
escalares {a; }ica; tenemos que

2
Z aiTei Z A Z \ai|2.

iEAj ’iGAj

La equivalencia de la conjetura de Bourgain-Tzafriri con el problema
de Kadison-singer fue demostrado por Casazza y Tremain, comprobando la
equivalencia con la siguiente conjetura

Conjetura 2.4.12. Eziste una constante universal A > 0 y un nimero
natural v tal que para todo m, st T : {5 — {5 es un operador lineal con
IT|| <2y ||[Te;|| =1 para todo i = 1,--- ,n entonces existe una particion
{Aj}§:1 de {1,---,n} tal que para todo j = 1,--- ,r y toda eleccion de
escalares {a;}ica; tenemos que

2
Z aiTei > A Z |ai|2.

iEAj ’iGA]’

El problema de Kadison-Singer en el Analisis Armodnico

La Conjetura Paving puede pensarse para operadores Toeplitz, redu-
ciéndola a un antiguo problema fundamental del Andlisis Arménico. Se
define al operador Toeplitz asociado a ¢ € L°°([0,1]), como el operador
Ty, : L*([0,1]) = L*([0,1]) dado por Ty(f) = f¢. En la década del 80 se
realizaron numerosos esfuerzos para demostrar que los operadores Toeplitz
satisfacian la Conjetura Paving, obteniéndose un resultado afirmativo para
el caso en que ¢ resulta ser Riemann integrable.

Para enunciar la nueva conjetura necesitaremos algunas definiciones pre-
vias. Dado un conjunto I C Z, a la L%([0,1]) — clausura del subespacio ge-
nerado por las funciones exponenciales {e*™},c; lo notaremos por S(I).
Definiremos para un conjunto medible £ C [0, 1], notaremos por Pg a la
proyeccién ortogonal de L2([0,1]) en L?(E), es decir Pg(f) = fxz.

Una cuestién fundamental en el Andlisis Arménico es entender la distri-
bucién de la norma de una funcién f € S(I). Se demostré que si [a, b] C [0, 1]
y € > 0, entonces existe una particién de Z dada por A; = {nr+ j},cz, con
0 <j <r—1 tal que para toda f € S(A;) se tiene

(L =)= a)fI* < I xpl® < L +e)b—a)|f]*
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Esto nos dice que las funciones en S(A;) tienen sus normas casi uniforme-
mente distribuidas a través de [a,b] y [0,1] — [a,b]. La cuestién central es
si este resultado es cierto para cualquier subconjunto medible del [0, 1]. La
Conjetura Paving para los operadores Toeplitz dice lo siguiente

Conjetura 2.4.13. Si E C [0,1] es medible y dado € > 0, existe una
particion {Aj};7:1 de Z tal que para todo j =1,--- ,r y toda f € S(A;)

A= )IEfI* < 1Pe()I? < 1+ ) El|F1.

En [CFTWO06] podemos ver una versién més debil de esta conjetura, que
resulta ser equivalente.

Conjetura 2.4.14. Eziste una constante universal 0 < K tal que para
cualquier conjunto medible E2 C [0, 1] existe una particion {A;};_, de Z tal
que para toda f € S(A;) tenemos que | Pg(f)|? < K|E|||f||*.

Resolucién del Problema de Kadison-Singer

Al enunciar el problema, Kadison y Singer decian “Nos inclinamos a la
idea de que tal extensién no es unica”, es decir que crefan que el problema
se resolvia por la negativa. Sin embargo el problema fue resulto por la posi-
tiva por Marcus, Spielman y Srivastava en [MSS13] a través de un método
probabilistico.

El método probabilistico consiste en probar la existencia de la solucion
a un problema dado a partir de la construccién de un candidato aleatorio a
solucién, mostrando que este cumple con las condiciones del problema con
probabilidad positiva. Una herramienta 1til para controlar el valor de una
variable aleatoria real es el hecho de que si su primer momento (esto es
E(X)) es finito, entonces la variable serd con probabilidad positiva mayor o
igual que su primer momento, es decir X > E(X), y menor o igual que su
primer momento con probabilidad positiva, es decir X < E(X).

Marcus, Spielman y Srivastava introducen una variante al método del
primer momento para controlar la norma operador ||A|| de una matriz A
Hermitiana semidefinida positiva. Estas matrices tienen autovalores reales
no negativos y luego ||Al| es el autovalor mas grande de A. Como vimos
en la Seccion 2.2, los autovalores de las matrices pueden controlarse con
las funciones barreras, sin embargo ellos se basan en la interpretacién de
los autovalores como las raices del polinomio caracteristico de la matriz A,
siendo entonces || A la raiz no nula de mayor valor absoluto, o lo que es lo
mismo, dado que A es semidefinida positiva, su raiz mas grande.

A pesar de la no linealidad de las funciones que mandan una matriz
A en su polinomio caracteristico y a un polinomio en su raiz més grande,
para cierto tipo de matrices aleatorias sus polinomios caracteristicos gozan
de una estructura muy util. Por ejemplo, Marcus, Spielman y Srivastava
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prueban en [MSS13] una variante no lineal para la comparacién con el primer

m
momento. En esta afirman que dada una matriz aleatoria A = )  A;, con
A; matrices aleatorias Hermitianas independientes de rango 1 yldilmensién
d x d, cada una tomando finitos valores, se tiene que la raiz maxima del
polinomio caracteristico p4 es mayor o igual que la raiz maxima del primer
momento de pa(esto es E(p4)) con probabilidad positiva y menor o igual
con probabilidad positiva.

A partir de este 1ltimo resultado uno puede tener un control de la norma
operador ||A|| de cierto tipo de matrices aleatorias, primero controlando
el promedio E(p4) del polinomio caracteristico p4. Con esta idea Marcus,
Spielman y Srivastava establecen el siguiente resultado.

Teorema 2.4.15. Sea m, d > 1. Sean vy, -+ , v, € C% vectores aleatorios
independientes, donde cada v; toma un nimero finito de valores. Suponga-
mos que tenemos la normalizacion

m
E (Z vwf) =1,
i=1
Supongamos también que tenemos la cota
E(lvil*) <e

para cierto € >0 y todo v =1,--- ,m. Entonces se tiene que

m
> wwi|| < (1+E)?
=1

con probabilidad positiva.

Este resultado es demostrado usando la f(’)r%nula de multilinealizacién

aleatoria, que indica que para una matriz A = ) A; con A; matrices alea-
i=1
torias independientes de rango uno, entonces

E(pa(2)) = plE(A1), - E(An)](2)

para todo z € C, con

/L[Al, s ,Am](z) = (H <1 — ({982;)) det (Z + ZZZA1> ’21=~~'=2m:0 .
t i=1

i=1

Ademi4s utiliza algunas propiedades de convexidad de los polinomios reales
estables que son aquellos polinomios p : C"™ — C que no tienen ceros en la
regién dada por {(z1, -+ ,2m) € C™ : Im(z1), -+, Im(zy) > 0} y todos
sus coeficientes son reales.

El Teorema 2.4.15 implica el siguiente resultado.
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Corolario 2.4.16. Sean vq,--- , vy, vectores columna en C? con |vz~]2 <«

para todo i y
m
Z’U@"U;K = Id,
i=1

esto es (v;) es un marco de Parseval. Entonces existe una particion de {1,--- ,m}
en conjuntos S1, So tal que para j =1, 2 tenemos que

14+ v2a)?
S v §(+20‘).

iESj

Demostracion. Dados (v;)™,, sean (u;)™, vectores aleatorios independien-

tes con
0 1 V20 1
(= (o)) =2 v (= (057)) =
Entonces,
vivi 0
Flu) = ( o vw’-“) y uil” = 2fuil* < 20
K3

m
Entonces, ) E(u;uf) = Iy4. Aplicando el Teorema 2.4.15 para ¢ = 2a,

i=1

podemos encontrar una particién Sy, Sy de {1,---,m} tal que
\/ivi ﬂ’l)i * 0 0 : 2
< .
) 1 7 2

Entonces para j =1, 2,

-5 () G ] 2

’iESj iESj

Este corolario implica la Conjetura de Weaver K Ss.

Congetura de Weaver KSs. Basta tomar B = 18, ¢ = 2 en el enunciado de
la conjetura y a = %8 en el corolario. Luego si {fj}/", son elementos de

m
e, con ||fill <1y S |(f, fi)|* = B para toda f € £} de norma uno. Sean
i=1

m
v; = \}% para cada i = 1,--- ,m. Entonces |v;|* < ay 3 vof = Id. Por el
i=1
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corolario existe una particién Sy, Sz de {1,---,m} tal que para j =1, 2y
para todo f € ¢3 de norma uno, tenemos que

S UAIP =D i ) = B< > v f,f>

iESj iESj iES]'
(1+ V)
1+ 3)
<B Z v || < 18— —
’LESj
—18-2=B—¢,

como queriamos. O
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Capitulo 3

Version cuantitativa del
Teorema de Helly

En este capitulo veremos lo realizado por Silouanos Brazitikos en [Bral7],
donde aporta una serie de versiones cuantitativas del Teorema de Helly.
Este teorema, que es un resultado basico sobre geometria discreta sobre la
intersecciéon de conjuntos convexos, fue descubierto por Eduard Helly en
1913 y publicado en 1923. El Teorema de Helly afirma lo siguiente

Teorema 3.0.1 (Teorema de Helly). Sean Pi,--- , Py una familia finita de
subconjuntos convexos de R™, con d > n. Si la interseccion de cualesquiera
n+ 1 de estos conjuntos tiene interseccion no vacta, entonces

d
(P #0.
=1

Podemos observar que este resultado no es cuantitativo, ya que no aporta
d
informacién respecto al tamano del conjunto (] P;. En respuesta a este

=1

problema, en 1982, Bérdny, Katchalski y Pach prueban en [BKP82] una
version cuantitativa acerca del volumen. Al dar una versién cuantitativa
uno buscaria ver que si la interseccion de n + 1 miembros de la familia
tiene intersecciéon “grande” en cuanto a su volumen, entonces también es
“grande”la interseccion de todos ellos, en cuanto a su volumen. Sin embargo,
esto no es posible ya que si consideramos una familia de 2n semiespacios cuya
interseccién resulta un cubo, tenemos que el volumen de la interseccién es
acotado mientras que el de cualesquiera 2n — 1 de ellos no lo es. Por esto,
para encontrar una versién cuantitativa al Teorema de Helly, reemplazan el
namero n + 1 en el teorema por el de 2n. Con esta modificacién obtienen
una versién que nos dice que si P = {P; : i € I} es una familia finita
de conjuntos convexos en R”, tal que la intersecciéon de 2n o menos de
cualesquiera miembros de P tiene volumen mayor o igual que uno, entonces
| NicrP; | > ¢, donde ¢, > 0 es una constante que depende sélo de n.

83
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Barany, Katchalski y Pach, en la misma publicacién, prueban ademés que
dada una familia finita H de semi-espacios P; de R” tal que la interseccion
de todos ellos es un politopo de volumen uno, entonces existe una subfamilia
H' de a lo sumo 2n semi-espacios, tal que | Niey i | < c% Luego dado que
todo conjunto convexo cerrado es la interseccion de una familia de semi-
espacios cerrados, podemos tomar a P ya no como una familia finita de
conjuntos cerrados sino como una familia de semi-espacios cerrados, por lo
que se obtiene el siguiente teorema equivalente:

Sea P = {P; : i € I} una familia de semi-espacios cerrados en R" tal
que | NierP; | > 0. Entonces existe s < 2n e i1,--- ,is € I tal que

| Pon---NP, | <Oyl NierPs |,

donde C;, es una constante que sélo depende de n.

Nuevamente, no es posible reemplazar 2n por 2n—1 en el resultado ante-
rior, ya que si consideramos el cubo [—1,1]" en R™, podemos escribirlo como
la interseccién de los 2n semi-espacios H]i ={z : (z,%xe;) <1}, mientras
que la interseccién de cualesquiera 2n — 1 de estos semi-espacios tiene volu-
men infinito. La constante C), es acotada en [BKP82] por n2"* conjeturando
una cota del tipo n®" con ¢ > 0. Naszddi verificé esta conjetura en [Nasl6]
dando una cota del tipo (Cn)Q” con C' > 0 una constante absoluta.

El objetivo del trabajo que desarrolla Brazitikos es el de estimar la can-
tidad C, n, con N > 2n, dada por

| Pin---NPy |
Cy.N = sup — M
" | Nier P |
donde el supremo se toma sobre todas las familias P = {P;, : ¢ € I}
de semi-espacios cerrados definidos por P, = {z € R" : (z,v;) < 1},

con | NjerP; | > 0, asi como estudiar el mismo problema para el caso de
familias de tiras en R", es decir, en el caso simétrico conjuntos definidos de la
forma P, = {z € R" : | (z,v;) | < 1}, complementando los resultados antes
mencionados. Para resolver este problema, se combina la aproximacién de
la identidad vista en el Capitulo 2, una nueva estimacién sobre la constante
en la desigualdad de Brascamp-Lieb, y una variante a la demostracién de
Ball a la desigualdad isoperimétrica inversa, vistos en el Capitulo 1.

Antes de avanzar, veamos algunas definiciones y resultados que nos serdn
de utilidad. Diremos un cuerpo convexo K esta centrado si su baricentro es
el origen, es decir si

1
bar(K) = ’K’/xdx:O.
K

La desigualdad de Blaschke-Santalé nos dice que para todo cuerpo convexo
centrado K en R™ tenemos | K | | K°| < w2, siendo una igualdad si y s6lo si
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K es un elipsoide. Recordemos que wy, es el volumen de Bj. La desigualdad
de Santalé reversa dada en [BM87] por Bourgain y Milman nos dice que

1
existe una constante absoluta ¢ > 0 tal que (| K | | K°[)» > £, para todo
cuerpo convexo K que contenga al cero en su interior.

3.1. Refinamiento del argumento de Naszodi

Veremos en esta seccion un refinamiento del argumento que utiliza Naszddi
3n
en [Nasl6] que nos permitira llevar la cota de la constante Cp, xy a (Cn) 2
El principal factor para la mejora es una consecuencia del Lema de Milman-

Pajor en [AAGM15] que nos dice

Lema 3.1.1. Sea K un cuerpo convexo con baricentro en el origen, entonces
existe un cuerpo convexro centralmente simétrico Ky de volumen

| K| >27" | K |.

Incorporando este lema en la demostracién original de Naszodi, Braziti-
kos obtiene el siguiente teorema.

Teorema 3.1.2. Sea P ={P; : i € I} una familia de semi-espacios cerra-
dos tal que | Nier Py | > 0. Entonces podemos encontrar s < 2n e iy, -+ ,is
tal que

| Pyn NP [ <(Cn)F | NierP | (3.1)
donde C es una constante absoluta.

Tanto para la demostraciéon de este teorema como para las que siguen,
nos serd de utilidad la férmula de Stirling, esta nos dice que la funcién

. — 21 (z\T
gamma puede aproximarse como I' (z) & {/2E (Z)".
Otra observacion que nos serd de utilidad es que dada una descomposi-

cién de la identidad de la forma

Id, = E cjuj @ uj, con E cjuj =0
jeJ jeJ
para ciertos vectores unitarios u; y constantes no negativas c; entonces se
verifica que %Bg C Conv{u;, j € J}. Esto se debe a que como las constantes
. Cj . .z
cj son no negativos y suman n entonces 0 = ) “Lu; como combinacién
Jje€J
convexa y si z € By entonces

z z Cj Cj Gy
— = *+0:Zi<uj’z>uj+2iuj :Zi((uj,@—f—l)uj,

JjeJ jeJ jeJ

con 3 ((ujz) +1) = 3 F 4+ 3 Fluj,z) =1+ (X Jujz) =1y
JEJ J€J j€J =
dado que [(uj, z)| < 1 entonces 1+ (uj, z) > 0.
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El ultimo resultado que necesitamos recordar es el Teorema de Ca-
rathéodory que nos dice lo siguiente

Lema 3.1.3 (Teorema de Carathéodory). Para todo P CR"™ y q € Conu(P)
existe k < n+ 1 puntos x1,--- ,xp € P tal que ¢ € Conv(xy,--- ,xk).

Demostraremos ahora el mejoramiento de la cota de Naszddi, que realiza
Brazitikos.

Demostracion. Comenzaremos con una familia P = {P; : i € I} de semi-
espacios cerrados P; = {z € R" : (z,u;) < 1} tal que | NierP; | < oo. Por
la invariancia afin podemos suponer que P = N;c;P; estd en posiciéon de
John. Dado que By C P entonces By C P; para todo ¢ € I, siendo entonces

1> <ﬁ,uz> = |u;| y més atin si OP;NS""! # () entonces |u;| = 1, ya que si
lu;| < 1 entonces existe v € S"! tal que 1 = (u;,v) < |ug||v| < 1. Luego los
unicos posibles puntos de contacto entre Py B3 son los u;. Por el Teorema
de John 1.1.12 tenemos que existe J C I, tal que u;, j € J son puntos de

contacto de Py By, y aj >0, j € J tal que
Id, = Zajuj Quj y Zajuj = 0.
Jj€J Jj€J
Por el Lema de Dvoretzky-Rogers, existen n puntos de contacto, que
llamaremos v1, - - - , v, tales que

n—k+1
d (Uk’7 Sp(m{vl, T avk—1}> > %

para todo k = 2,--- ,n. Se sigue entonces que el simplex
S = Conv{vg = 0,v1,++ ,v,} TP

tiene volumen

S| = d (vg, Span{vy, -+ ,v5-1})

In—k+1 \/H_ 1
n _n!n%_n%\/ﬁ.

Ahora por el Lema 3.1.1 tenemos que si w es el baricentro de S, entonces
S — w contiene un cuerpo convexo simétrico 717 cuyo volumen verifica la
desigualdad |T1| > 27"|S — w| = 27"|S|, y luego el cuerpo convexo definido
por T' = T} + w tiene su centro de simetria en w y satisface |7 > 27"|S5].
Consideremos la semirecta desde el origen en la direccién —w. Por el Teorema
de Carathéodory esta semirecta interseca el borde del conjunto

§‘H
=

k=1

>

S|

Ti=1

Conv{u;, u; estd en la descomposicién de la identidad}
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en un punto z € Conv{vii1, - ,Vktn}, para ciertos v,4; € {u;, j € J}
y k < n, siendo n los puntos ya que z estd en una de las caras que es
equivalente a pensarlo como un subconjunto de R”~!. Ademas, ya que

— By C Conv{uj, u; esta en la descomposicién de la identidad}
n

entonces tenemos que |z| > 1. Dado que el vector z estd en la direccién —w,
entonces tenemos que |z — w| = |z| + |w|, definimos entonces

2l _ ] 2] 1

A= = > > .
|z — w] || + |w| |z|+1 ~n+1

Aplicando a T una contraccién con centro z y radio A, es decir una funcién
del tipo ¢(z) = A(z — 2) + z, obtenemos un cuerpo convexo simétrico en
el origen ). Adema4s, s1 x € T C Conv{vy,---,v,} entonces tenemos que

d(x) =Ae+z(1-N) = Z)\aﬂ)ﬂ—z(l A), conEAaﬂ—l A=A+1-A=1,
1-XA>0, yAa; >0, luego

Q - COHV{Ul, crt 5 Un, Z} - COHV{Ul, T )U'n—i-k}v

y su volumen esta acotado por

S| 1
> S
(L4+n)™ = 20(n+1)"nzv/n!

QI = MT = 2) + 2| = XN"T| = (3-2)

Consideramos la interseccién de los n + k < 2n semi-espacios
R =Mi<i<ntr{z € R" : (z,v;) < 1}

Este conjunto verifica que R C Q° y dado que B C P, por la desigualdad
de Blaschke-Santalé tenemos que

IRl _1Q°| _ B3> _ 1By
Pl = 1B3] < QB3 [0

< 2"(n+ 1)"nzv/nl|B}|.

Luego por la férmula de Stirling tenemos que

722"(n + 1)"nzv/n!

NEES) |P| < (Cn) |P|.

|R| <
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Donde la formula la usamos de la siguiente manera:

722" (n 4+ 1)"n2+/n! B 722" (n + 1)"n2/n!
T(z+1) 53T (3)
<c 722" (n + 1):n% V2mn (%)
(ﬂ)? [Am n
2e n 2
o4
_ 0y () s D) V2mn

n us

2\ n

3n 3n 6{4/5
s

B

N

<y (\3/7?2)7”7\4/7—71
3n
2

< (Cn) )

con C = /w2, para n suficientemente grande. O

3.2. Aproximacion de volumen por cuerpos con-
Vexos con pocas caras

Veremos en esta seccién, como habiamos mencionado, que la interseccion
de cualquier familia de semi-espacios cerrados esta contenido en la intersec-
ciéon de un subconjunto de la familia de cardinal N ~ n cuyo volumen es
razonablemente chico.

Necesitaremos para ver estos resultados una variante de la desigualdad
de Brascamp-Lieb que vimos en el Capitulo 1. Esto se debe a que la demos-
tracién que hemos realizado es para vectores y escalares que conforman una
descomposicién de la identidad, mientras que en este caso lo que tendremos
es una descomposicién aproximada de la identidad. La demostracién de esta
versién de la desigualdad de Brascamp-Lieb, que enunciaremos a continua-
cién, es similar a la ya realizada y por este motivo la haremos en la Secciéon
3.3.

Teorema 3.2.1. Sea v > 1. Sean uy, - ,us € S" L yeci,---,cs > 0 satis-
faciendo

S
Id, = A:= chuj ®u; =X vld,
j=1
y sea kj = cj{A uj,u;) >0, 1 < j <s. Sifi,,fs : R — RY son
funciones integrables entonces

k;

JTL27 (e <3 TT { [ £
| i

R ]:1
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Comenzaremos viendo el trabajo realizado por Brazitikos para el caso
donde los P; son bandas simétricas.

Teorema 3.2.2. Sea {P; : i € I} una familia de bandas simétricas dadas
por P; = {:1: eR": [(z,v;)] <1} en R", y sea P = NjerP;. Para todo € > 0
eriste s < %5 y i1, - ,is € I tal que

n
|P;,N---NP,| < (2(1+5)> F(ﬁ+1) |P|.
Vr(l—e) 2
Demostracion. asumiremos que P esta en posicién de John. Por el Teorema
de John y por lo ya dicho en la demostracién del Teorema 3.1.2 existe J C T
tal que los vectores vj, j € J son puntos de contacto de Py S™~1 vy existen
a; >0, j € J, tal que Id, = ) a;jv; ® vj. Por el Corolario 2.3.5 tenemos

jeJ
que existe un multiset ¢ C J con [o] = s < %5 tal que
Idn = A= WZU] ®Uj = PYEIdna
Jj€o
donde . = %*E Reescribimos los vectores vj, j € o como wiy,- - ,ws.

Ahora, aplicando el Teorema 3.2.1, para 1 < j < s, encontramos constantes
kj m(A w]yw]>>0 tal que Zk]:ny

jEo
S
/Hf (z,uj) d:U<fy€ /fj(t)dt
Rn J=1 =L \r
para cualquier eleccion de funciones integrables no negativas fi,--- , fs so-
S
bre R. Notemos que [Py M-+~ N Ps| = [ T x-1.1((z,w;))% da, y ya que
Rn j=1

fx[,l,l](t) dt = 2, del Teorema 3.2.1 tenemos que [P} N--- N Ps| < 2”%%
R

n
2

Ademés, dado que By C P, tenemos también que |P| > |Bj| = F(ZH)'
2

Concluimos entonces que

n |P| 2 1+e\"/n
< gn 2< T2 =\|—= F<* 1) '
|PrN--- N Ps] <277 2%e | B3| Vrl—e 2+ o

O]

Pasaremos ahora a estudiar el caso no necesariamente simétrico, consi-
derando una familia de semi-espacios cerrados {P; : i € I}, buscaremos
cn,s para que [P N--- N Pg| < ¢y s|Nier P;| para ciertos s semi-espacios de la
familia.

En su publicacién [Bral7] Brazitikos da dos resultados para el caso no
simétrico. En el primero utiliza un argumento que es similar al de la demos-
tracion del Teorema 3.2.2, consiguiendo el siguiente resultado.
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Teorema 3.2.3. Sea {P; : i € I} una familia de semi-espacios cerrados,
con P, ={x € R": (z,u;) <1} en R", tal que P = N1 P; tiene volumen
positivo. Para todo € > 0 existe s < ”62'21 +n+1et, - ,is €1 tal que

L‘Hn%(n{— 1)3(nz+l)
|PrN- NP <7

n ntl 3n
e e

donde v, = %—‘_f y C es una constante absoluta.

Este teorema nos da una cota del tipo (Cn)%n con s < %}1 +n+1
semiespacios, lo que resulta ser similar a la mejora obtenida en el Teorema
de Naszddi. Posteriormente y utilizando la descomposicién aproximada de
la identidad de Srivastava obtiene un mejor resultado en la cota, llegando
a una del tipo n', aunque con un poco mas de semiespacios ya que es del

orden de Z. El resultado que obtiene Brazitikos es el siguiente.

Teorema 3.2.4 (Teorema de Brazitikos). FEziste una constante absoluta
a > 1 con la siguiente propiedad: para toda familia {P; : i € I} de
semiespacios cerrados

P={zeR" : (z,u;) <1}

en R", tal que P = (| P; tiene volumen positivo, existe s < an e iy, -+ ,is €
el
I tal que
[PLO--- NP < (Cn)" [P,

donde C' > 0, es una constante absoluta.

Utilizando la demostracién de este teorema, pero aplicando la mejora
dada en el Capitulo 2 de la descomposicion aproximada de la identidad a
la realizada por Srivastava, obtenemos una mejora en este resultado. Esta
consiste en poder tomar menos semiespacios, del orden s +n manteniendo
una cota del tipo (Cn)", pero donde ahora la constante depende de € y n,
siendo del orden n3r. Dada la similitud de las demostraciones haremos s6lo
esta ultima.

Teorema 3.2.5. Ezxiste € > 0 con la siguiente propiedad: para toda familia
{P; :i € I} de semiespacios cerrados

P ={z eR": (z,u;) <1}

en R", tal que P = NjcrP; tiene volumen positivo, existe s < 5 +n+1y
un multiset 0 C I de cardinal a lo sumo |0| < s tal que

1 n
Mo < (Cfn) 1P

3
2

donde C(,, o) > 0 es del orden de n
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Demostracion. Asumiremos que P esté en posicion de John. Por el Teorema
de John 1.1.12 y lo hecho en la demostracién del Teorema 3.1.2, tenemos
que existe J C I tal que los vectores u;, j € J son puntos de contacto de P
y S !y existen a; > 0, j € J, tal que

Idn:Zajuj@)uj y Zajuj = 0.
Jj€J Jj€J
Aplicando el Teorema 2.3.8 podemos encontrar un multiset ¢ C J, con

i n =1 .
cardinal a lo sumo —Z; y un vector u = o] ; x; tal que
Jjeo

(1—-¢)ld, < %Z(uj +u) ® (uj +u) 2 (1+¢)ldy,

JjEo
y satisfaciendo ademads que % Yuji+u=0yJul < 32\%. Recordemos que
jEo
%Bg C Conv{uj, j € J}, luego para el vector w = 2\3/7%8 tenemos que

lw| < 1y por ende w € Conv{u;, j € J}. Por el Teorema de Carathéodory,
sabemos que existe 7 C J, con 7| <n+1y p; >0, i € 7 tal que

w = Zpiui y ZP@' = 1.
1ET 1ET

Notemos ademads que como u = ﬁ > uj y dado que ) ﬁ = 1, entonces
j€o j€o
—u € Conv{u;j, j € o}. Luego tenemos que el segmento [—u, 237\/1:75] esta

contenido en Conv{u;, j € 0 UT}. Para j € o definimos:

o n 1 b~—n+1
YT\t u]’\/ﬁ youE lo|

Definimos también —v = /-5 (u, 0). Luego tenemos que

> bi(vj+v) @ (v +v) = Z% <—(uj +u),\/lﬁ> % <_(Uj+U),\}ﬁ>

Jj€EOT j€Eo

> ) ® (w+u) Y (uy+ )

— Visle Vil
Bt 2 (u + )’ EPk
JjEo j€o

> 1o +u) @ (uj+u) 0O

= | j€0 ,
0 1

lo que implica que

(1 =) dpyr =Y bj(vj +0) @ (v +v) X (L+)ldny1.  (3.3)
JjECT
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Reescribimos a ) bj(v; +v) ® (v; + v) como
j€o

ijvj®’uj+v® ijvj + ijvj Ru+(n+1)vewv,

jEo jino jino

y notemos que al ser

S-S ()
- -3 g VR

Jjeo ViSly

1
= ”n—l— (nu,v/n),
n
entonces tenemos que
n+1 n nu®@u 0
vaj v =1/ (nu,ﬁ)@,/m(—u 0) = ( — 0>

jET

0@ ijvj :<—nu®u —\/nu>’

= 0 0
yn+lvev = (nu 68 Y 8) Luego podemos reescribir la desigualdad

(3.3) como

(1—e)ldps1 =Y bjvj ®vj+T < (1+e)ldpy,

jEoT

donde T =v® (Z ijj) + (Z ijj) RKu+n+lvev = <‘; S) , con
V=—nu®uy zZ: —v/nu. Ahc;ra, para (z,t) € S™ tenemos que
(T (1), (z, 1) = (V& + 2, (2,2)) , (%,1))|

< KV, 0), (@, )|+ [((zt, (z, 7)), (z,1))]

< [V, 2)| + |(zt, (2,2))[[(t,2)| = (Va, 2) + (|2t + (2,2)?)

[V

1 1
<V Ilal? + (12222 + 2Pl ) E < V] + 2] (2 + [o)
= IVI+ 1 01 = IV + 2] = nhl? + Ve
2e 4e? 2
o Vi i~ 9 T3

<e

— )
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sie < @ Luego tenemos que ||T|| < g, y por lo tanto la desigualdad (3.3)
implica que

(1 — 2€)Idn+1 < A:= Z ijj & vj =< (1 + 2€)Idn+1,
j€o

o lo que es equivalente

Idpq = Z T

JjECT

b.]
— QEUj X Vj = ’YIdner

1+2€

cony = . Aplicando el Teorema 3.2.1, sabemos que existen k; > 0, j € o
tales que si f] R — R son funciones medibles, entonces

ks
/Hf (z,v;)) de’YHTHH /fj(t)dt )
R

Rn+1 J€0 jeo

Recordemos que los escalares k; estaban definidos como

b, 1 -1 _
k=105 <<1 —25A> “J’»W> = bj(A™ vy, v5),

L < 25 Para j € o definimos

k‘

y dado que A~ < +1-Id,, 1, tenemos que 3’

S

;bj
fit)y=eti tX[O,oo) (t). Entonces

Rn+1 JEO J€T \Rp
k.
n+1 2
—_= J
g 2 _
fy . b]
Jjeo
< n;l nTH 1
> =7
(1 B 25)g60k (1 _ 2€)n+1

Sea
Q={zeR": (z,u;) <1, jeocUrT}.

Seay = (z,7) € R"™! y asumamos que r > 0y x € ﬁ@. Entonces tenemos
que (z,u;) < ﬁ para todo j € o, lo que implica que (y,v;) > 0 para todo



94 CAPITULO 3. CUANTIFICACION DEL TEOREMA DE HELLY

j €o,yluego [] ffj(@,vj)) > 0. Tenemos también que

j€o
<|i|2u],x>:< u7x>:2\éﬁ€<_ ) >
j€EC
2y/ne —24/ne r
A5 (g2 (20)
_ —2er
3

Usando lo anterior tenemos que si y = (z,r) € ﬁQ x (0, 00), entonces

gffj(@,vm = eap —;bj ( - \/Z <x,uj>)

—r 1
=exp | —— b; | ex nvn+1(x, — U;
p /7”+1j§ j p|Vn < ’U|Z J>

jE€o

> o TVt 6—\/5 n+12,?5r _ e—r\/n—ﬁ-l(l—k%a\/ﬁ).
Ahora por el Teorema 3.2.1 tenemos que

nz

@ rne—m/n—&—l(l—l-%e\/ﬁ) dr = / / e—m/n—&—l(l—l—%s\/ﬁ) dx dr
0 0

NG

Q
< / gffj«y,vmdy

Rn+l
ntl
< 1+ 2¢ 2 .
—\(1—2¢)3
Dado que By C P,y que
[o¢]
/rner\/rﬂ(lJrgs\/ﬁ) dr — - n! .
) (n+1)" (14 2ey/m)""
tenemos entonces, tomando 1 + e = %, que

7y n+1

n ntl +1

N Pl= 0| < (I+e)2n2z(n+1)2 (1+%5\/ﬁ)n | P|
1courd | — = n‘ |B£l’

()T (1) (14 2ey/m) " T (2 1) | P

n! T2
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Nuevamente, usando la férmula de Stirling obtenemos la desigualdad, para
una constante C' > 0

n+1

P < cUFEE)FEOA DS (14 3evm)™ n TR P
rcoUrd 1] = W%\/ﬂ(%)n 92 n %
2

Como ¢ < @ < % entonces para n suficientemente grande tenemos que
1< (1-2¢e) y/nolo que es equivalente 1+ 2ey/n < /n. Ademds si € < 3
tenemos que 14+¢ < 27” S 142 < 27”(1 — 2¢)3 y esto vale para ¢ suficiente-
mente chico ya que vale si € = 0 y en ambos lados de la desigualdad tenemos
funciones continuas respecto a €. Por lo tanto, dado que (1 + %) 2 converge a
\/e cuando n tiende a infinito, si € es chico, y para n suficientemente grande

la podemos llevar la desigualdad a

n

€ 7 ; n 1\2 1
|Nicour P < C(\/ﬁ)n+2 <(1+5 )%) *V1+4éen? <1 + n) vn+ 1%|P|

< Cln\/(l +e );(n+ 1)n"]P|.

Luego concluimos que
1 n
NicnirP) < (Cin) 171,

3 . ., )
con C, > 0 del orden de n2 y la interseccién tomandola sobre a lo sumo
loUT| < 2 +n+ 1 semi-espacios. O

De la dltima demostracién que realizamos podemos observar que si to-

mamos € = n% con a < %, tenemos que

2 Z ¢ 2 2 ¢
(1+¢€) (1 + 35\/5) o =(+e) <1 + 3n%—a> o < n'—2e

donde €’ queda ahora en términos de n%, y donde la ultima desigualdad vale

n n

2
si y solo si (1 + %7&‘“) (1 + 2 ) < 2?”711*26”(1 — 23, 1o que ocurre para
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n suficientemente grande. Luego tenemos que

" 1)? 0o V2
|NicourPi| < Cnz (1 + > vn + ln%_anf_o‘"—;T\P\
n e
e(n+1)m

n%n%*an%*a”w\

<y

= C’lx/n—kln%_aﬁ n"(1=)|p|.

Chn

Luego concluimos que
|mi€UUTPi| < Cnnn(l_a)|P|,

con C,, > 0 del orden de n'~® y la interseccién toméndola sobre a lo sumo
loUr| < H+n+1l= ”122(1 + n + 1 semi-espacios, siendo la cantidad de
semi-espacios a tomar del orden de n'T2® < n?. Es decir que obtenemos una
cota condicionada a la cantidad de semiespacios que consideramos. Podemos
expresar este resultado de la siguiente forma.

Corolario 3.2.6. Para toda familia {P; :i € I} de semiespacios cerrados
P ={zxeR": (z,u;) <1}

en R", tal que P = N1 P; tiene volumen positivo, para cada o < % existe
5q del orden de n'T2% y un multiset 0 C I de cardinal a lo sumo |0] < s, tal
que

INico P < Cun™ =[P,

donde Cy, > 0 es del orden de n'=*.

3.3. Desigualdad de Brascamp-Lieb y descompo-
sicion aproximada de la identidad

En el Capitulo 1 enunciamos la desigualdad de Brascamp-Lieb para el
caso general y la demostramos para el caso en el que los vectores involucrados
forman una descomposicién de la identidad, donde ademas la constante de la
desigualdad es uno. La siguiente proposicién nos servira para mostrar que la
desigualdad de Brascamp-Lieb sigue valiendo con una constante razonable,
cuando tenemos una descomposiciéon aproximada de la identidad.

Proposicién 3.3.1. Sea v > 1. Si uy, - ,us € S™ ' yeci,--,¢cs > 0
satisfaciendo

S
Id, < A:= chUj ®@u; = vld,
i=1
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entonces . .
" det <Z kA ® uj> > [
=1 j=1
para todo Ai,--+ ,As > 0, donde kj = ¢;(A" uj,u;) >0,1<j<s.
Demostracion. Para todo M C {1,--- s} con cardinal |M| = n definimos

Ay = H)\j, y Upr = det ZCjUj@Uj
jeM jeM

Por la féormula de Cauchy-Binet tenemos que

Eligiendo A\; = 1, obtenemos que » Uy = det(A). Por la desigualdad
|M|=n
aritmética-geométrica tenemos que

> U
Ut {M: jeM} M
UM \]\/[%:n oM > |]W|Z:n O
> ez [T =11y
|M|=n |M|=n i=1

Aplicando nuevamente la férmula de Cauchy-Binet, obtenemos

> Uum > Uuw— > Uwm

(MijeMy  |Ml=n {M:jemy o det (A — ¢y ® uy)
S Uu S Un N det(A)
|81 Fen M n

=1— (1= (A uj,u5)) = ¢j (A o)

para todo j = 1,---,s, donde en la antetltima igualdad usamos el Lema
2.2.3. Luego tenemos que

det (Z CiNjUj ®uj> > AuUn

Jj=1 _ |M]=n
det(A) - Z UM
|[M|=n
> Unm
{M: jeM}

> Uy S
M|=

S 1 ET R y USRI, » SUS
I 0 g
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Ya que Id, < A < ~Id,, tenemos que det(A) > 1y
. 1
vk; = ¢y <A uj,uj> > ¢ ;Idnuj,uj =cj

para todo j =1,---,s. Esto implica que para todo Aq,---,As > 0 se tiene

S S
< > cidjuy @ uj ”’”>:ZCMJ‘<“M>2
j=1 J=1

<D vk (ug,0)°
j=1

:< ’yZ)\jk‘ju]'®uj U,U>

j=1

S S
para todo v € R", es decir que ) ¢jA\juj @ uj =7y <Z kidjuj @ uj> . Luego
j=1 j=1

podemos concluir que

S

> CjAju; ® uj

. det( ) s

H/\’?j< = < det Zc)\‘u-@u‘
i > AU J

j=1

det(A) ot
S S
<det | v Z kidju; @ uj =~"det Z kjNjuj @ u;
j=1 j=1
O
De la Proposicién 3.3.1 obtenemos, si A\; =--- = As = A > 0, que
S ZS: kj—n
’)/n det Z k?ju]' X Uj > \i=t ’ s
j=1

S
y dado que esto vale para todo A > 0, entonces ) k; = n.
j=1
Ahora si podemos realizar la demostracién de Brascamp-Lieb para des-
composiciones aproximadas de la identidad.

Demostracion del Teorema 3.2.1. Al ser una descomposiciéon aproximada
de la identidad, tenemos que s > n, que k1 + --- + ks = n, y por lo tanto,
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por el teorema de Brascamp-Lieb 1.2.9 se verifica la siguiente desigualdad

kj
<gfj(t)dt> ,con D= # y

s L s
J I1 £ (@, uy))de < D T]
Rn j=1 j=1
S
det Z kj)\juj & Uj
i=1
F =inf ! 5 A >0
112}
j=1
det(i k‘j/\jﬂj@ﬂj)
Por lo hecho en la proposicién anterior, tenemos que 4" =1 = >1
by J
jl;ll !
para todo Aq,---,As > 0, luego v"F > 1, es decir que v2 > # = D.
Concluimos entonces que
S i S k] S kj
£ (e < DI | [ e <af ]| [ s
. =1\



100 CAPITULO 3. CUANTIFICACION DEL TEOREMA DE HELLY



Capitulo 4

Aplicacion a grafos de la
aproximacion de la identidad

El objetivo de este capitulo serda estudiar una nueva aplicacién de la
aproximacion de la identidad, realizada por Batson, Spielman y Srivastava
en [BSS12|, que tiene por finalidad demostrar que todo grafo puede ser
aproximado por un grafo con un ntimero de aristas que serd lineal respecto
a la cantidad de vértices. Para poder ver esto, deberemos antes dar una
serie de definiciones que no estan relacionadas con lo hecho hasta aqui,
nos basaremos en la publicacién de Batson, Spielman, Srivastava y Teng
[BSST13].

Nos referiremos por grafo ponderado a una 3 — upla G = (V, E,w),
donde V es el conjunto de los vértices del grafo, E C {(u,v) :u, ve V }
es el conjunto de aristas y w,,) > 0 para cada (u,v) € E representan
los pesos. Asumiremos al grafo no dirigido, y siempre notaremos por n al
nimero de vértices y por m al nimero de aristas. Algunas veces podemos
expresar un grafo ponderado como G = (V,w), donde F resulta implicito si
nos permitimos tomar w, ) = 0 si (u,v) ¢ E.

Entenderemos por grafo escaso a aquellos cuyo ntimero de aristas es ra-
zonablemente proporcional al niimero de vértices, mientras que diremos que
es un grafo denso si su nimero de aristas es alrededor de % Los pesos pue-
den representar capacidades, similaridad o simplemente coeficientes en un
sistema lineal. En un grafo escaso, todas las aristas pueden ser importantes
para la estructura del grafo, por ejemplo en un arbol cada arista propor-
ciona el dnico camino entre puntos finales. En cambio, en un grafo denso,
algunas aristas pueden desempenar funciones similares. Por ejemplo, un con-
junto de aristas de bajo peso que conectan dos subgrafos completos, podria
aproximarse por una Unica arista de peso elevado que conecte vértices re-
presentativos de ambos subgrafos. La dispersion de un grafo puede ser vista
como el procedimiento de encontrar aristas representativas y ponderarlas
apropiadamente.

101
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Para tener una nociéon mas clara de que es un grafo escaso, definiremos
el grado ponderado de un vértice por

d(u) = Z Wy -

veV

Consideraremos como escasas aquella familia de grafos cuyos grados ponde-
rados promedio estén acotados por alguna constante o por algin polinomio
en el logaritmo de su nimero de vértices.

Muchos algoritmos implican la construccién de grafos densos, incluso
cuando se resuelven problemas que parten de grafos escasos. Los grafos den-
sos pueden ser dificiles de manejar o almacenar. Las mejoras en la dispersion
puede facilitar esta tarea.

4.1. Similitud de corte

La nocién de similitud de corte de un grafo fue considerada por primera
vez por Benczir y Karger en [BK96] en su intento por desarrollar algoritmos
més rapidos para el corte minimo y problemas del flujo maximo. En este
problema estaban interesados en la suma de los pesos de las aristas que
eran cortadas cuando se dividen los vértices del grafo en dos conjuntos. Dos
grafos ponderados tienen un corte similar si la suma de los pesos de las
aristas cortadas es aproximadamente la misma en cada division.

Para un grafo ponderado G = (V,w), y S C V un subconjunto de vérti-
ces, podemos definir la suma del corte en S como

cutg(S) := Z W(y0) -

weSwEV

Los tamanos de los cortes de un grafo nos dan informacién acerca de la
estructura del mismo. Por ejemplo, los grados ponderados estdn dados por
los cortes de tamanos |S| =1

Diremos que los grafos ponderados G = (V,w) y G= (V,w) son corte o—
similares si

%(S) < cutg(S) < ocut5(5)

o
para todo S C V. Benczir y Karger demuestran que todo grafo es de corte
similar a un grafo de grado ponderado promedio O(log(n)), y dicho grafo
puede construirse en un tiempo polilogaritmico.

Teorema 4.1.1 (Benczir-Karger). Para todo € > 0, todo grafo ponderado
G = (V,E,w) tiene un grafo G(V, E,w) de corte— (1+¢) similar con E C E
y|E| = O(%gg(")). Mads atin G puede construirse en O(mlog®(n) + %55(”))
Pasos.
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4.2. Similitud espectral

Motivados por problemas de algebra lineal numérica y teoria espectral
de grafos, Spielman y Teng introdujeron en [ST11] la nocién de similitud
espectral, que puede ser vista como una generalizacién de similitud de corte.

Dado un grafo ponderado G = (V,w), definimos la forma cuadrdtica
Laplaciana para el grafo G como la funcién Q¢ que va de RV en R dada por

Qa(z) = Y W@y — ,)*

(u,w)EE

Si S es un subconjunto de vértices y x es el vector caracteristico de S tenemos
entonces que Qg (x) = cuta(S). N
Diremos que dos grafos ponderados G = (V,w) y G = (V,w) son espec-
tralmente o — similares si
Q)

—C¢2 < Qa(r) < 0Qg(x), para todo z € RY.
o

Luego la similitud de corte puede ser vista como un caso especial de similitud
espectral, considerando x el vector que toma valores en {0, 1}. A pesar de que
la similitud de corte es estrictamente mas fuerte que la similitud espectral, es
mas simple chequear si dos grafos son espectralmente similares. Esto es, en
menos pasos uno puede obtener una mejor precisioén de la similitud espectral.

Los grafos que son espectralmente similares comparten propiedades al-
gebraicas. Por ejemplo, la distancia de resistencia efectiva entre todos los
pares de vértices, definida por

-1
R(u,v) = < min Qg(fL’)> )
z:x(u)=1,z(v)=0
identidad relacionada con la propiedad de minimizacién de energia de fluidos
eléctricos, resulta similar en grafos espectralmente similares.

Otro problema que puede ser resuelto con la similitud espectral es el
de los problemas de regresion en grafos. En estos problemas se conoce el
valor del vector = en cierto conjunto de vértices S y se quiere inferir el
valor en los vértices restantes. Este problema puede verse como que los
valores de z son voltajes que se han fijado, mientras que los restantes son
los voltajes inducidos. En este sentido, se busca el vector x que minimice
Qc(z) respetando los valores ya fijados. Se puede demostrar que si dos grafos
son espectralmente similares entonces la solucién a el problema de regresion
serd sera similar.

Los problemas de distancia de resistencia efectiva y de regresion son casos
especiales de los problemas que han motivado la definicién de similitud es-
pectral, estos son la solucién de ecuaciones lineales en matrices Laplacianas.
La forma cuadratica Laplaciana puede ser escrita como

Qa(z) = ' Lax,
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Figura 4.1: Matriz Laplaciana de un grafo

4 -1 -1 0 =2

-2 -2 -1 0 5

donde Lg es la matriz Laplaciana del grafo G dada por

— Wy p siu # v

Lg(u,v) = Z W(y,s) siu=w.
S

Como puede verse en la Figura 4.2. La resolucién de sistemas de ecuaciones
lineales con matrices Laplacianas surge en muchas areas de optimizacion
y computacién. Asi por ejemplo, la medida de similitud espectral puede
relacionarse con el concepto del niimero de condicién en dlgebra lineal. En
este sentido, si dos grafos son espectralmente similares, utilizando la técnica
de preacondicionamiento, se pueden utilizar soluciones de ecuaciones lineales
en la matriz Laplaciana de un grafo para resolver sistemas de ecuaciones
lineales en el Laplaciano del otro.

Definiendo la similitud espectral para matrices como A y B son espec-
tralmente o — similares si

Ac ' < B = oA,

tenemos que dos grafos son espectralmente similares si sus matrices Lapla-
cianas lo son. B
Una (o, d)—dispersién espectral de un grafo G es un grafo G satisfaciendo

s G es espectralmente o — similar a G
s las aristas de GG son las aristas de G, pero con nuevos pesos
» (G tiene a lo sumo d|V| aristas.

Ya que la similitud espectral implica que el total de las aristas ponderadas
sea preservado, la dispersion espectral puede tener menos aristas que G si
sus pesos son mas grandes. Nuestro objetivo serd demostrar el resultado
obtenido por Batson, Spielman y Srivastava en [BSS12] en el que concluyen
que todo grafo G tiene una (1 + 2, ;%) — dispersién espectral para todo
e € (0,1). El teorema al que hacemos referencia nos dice que
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Teorema 4.2.1. Parad > 1, todo grafo ponderado no dirigido G = (V, E, w)
de n vértices contiene un subgrafo ponderado H = (V, F,w) con [d(n — 1)]
aristas tal que satisface

d+1+2Vd

t t
' Lagr <2'Lyr X | ———m—
" <d+1—2\/&

) Loz, VaeRY.

La demostracién de este teorema, que se realiza a través de los métodos
de barreras visto en el Capitulo 2, provee un algoritmo para calcular el
grafo H en O(dn3m) pasos, con m la cantidad de aristas y n la cantidad
de vértices. Hay que observar que mientras las aristas del grafo H es un
subconjunto de las aristas del grafo GG, los pesos en H son diferentes a los
de G.

Para demostrar el teorema, necesitamos un resultado similar al Teore-
ma 2.3.5. El siguiente teorema, a pesar de que no nos permite conocer las
constantes que acompanan a los vectores, nos da un método deterministico
que nos permite saber que el método se obtiene a través de O(dn®m) pasos
y que es importante para la aplicacién de este algoritmo.

Teorema 4.2.2. Supongamos d > 1 y vy, -+, vy, son vectores en R™ con

Zvi®vi =1Id,.

i<m

Entonces existe escalares s; > 0 con [{i: s; # 0} < dn tal que

1++d 2
Id”jzsivi@)vij <1+\/ﬁ> Id,.

Demostracion. La demostracién consistird en la aplicacion de los lemas del
Capitulo 2 acerca de las funciones barreras. Todo lo que necesitamos es
definir ey, €1, 6y y 0; de manera de satisfacer los lemas. Tomaremos
entonces A(©) = 0y construiremos A1) a partir de A@ eligiendo cualquier
vector v; que cumpla

i<m

t t
U L gy vi > v;U 4(9) Vi,

con L) ¥y Uy las matrices también definidas en la Seccién 2.2, y defini-
remos A1) = A 1ty @ v; para t > 0 satisfaciendo

1
VIL y ()05 > n > 0lU 4 () vi-
i _ _ 1 _ =n _ Vd+l
Luego es suficiente con tomar é;, = 1, e = L lo =24 0u = NZE
ey = ﬁ&% V ug = % Podemos chequear que
1 Vid—1 Vid—1 1 1

+e =l-—=——¢

o U Var 1 T Vawa+ N
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Figura 4.2: Definicién de la Matriz de signos aristas-vértices

-2 2 00
-1 0 1 0
0 -2 2 0
0 -3 0 3

(a) Posible asignacién de direcciones a las aristas
E={(1,2), (1,3), (2,3) (2,4)}

tal que se satisface el Lema 2.2.6. Los potenciales iniciales son ¢<v (0) = i
y ¢ (0) = er. Luego de dn pasos, tenemos que
€L

Amas (A) 25 + dndy
Amz’n (A(dn)) o ;721 + dnéL

d+vd Vid+1
Vd—1 + d\/ﬁ—l

1=V
(%)

como queriamos. ]

S

S

Con esta aproximacién de la identidad estamos en condiciones de demos-
trar el Teorema 4.2.1.

Demostracion. Comenzaremos esta demostracién descomponiendo la matriz
del grafo G como producto de matrices, de la forma Lg = B'W B, donde
la matriz B es la matriz de signos aristas-vértices, de tamano m X n, donde
para cada arista e y vértice v tenemos

1 si v estd en la punta del arista e
Bep:i=4¢ —1 si v estd en la base del arista e
0 de otra manera.

Por ejemplo, si tenemos un grafo como en la Figura , lo que hacemos es
asignarle a cada arista una direccién cualquiera, que resulta indistinto en
nuestro objetivo que es el producto de B'W B, y construimos la matriz
como indicamos en la figura antes mencionada.

Mientras que W es la matriz diagonal de tamano m x m cuyos elementos
en la diagonal, para cada arista e, son los pesos w.. Lg es semidefinida
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positiva y se tiene que G es conectado si y sélo si ker(Lg) = ker(vVWB) =
Span(1),con 1 = (1,---,1). Ya que L es simétrica podemos diagonalizarla
y escribirla como

n—1

Lo = \iui ®u;
1

donde A1,---,A,—1 son los autovalores no nulos de Lg y u1,--- ,up—1 los
autovectores ortonormales. La pseudo inversa Moore-Penrose de Lg estéd
definida como

n—1

1
i=1
Tenemos que ker(L¢) = ker(LY) y que

n—1
LoLé = LiLa =Y uwi®u;,
=1

lo cual es simplemente la proyeccién sobre el subespacio generado por los
autovectores de Lg. Luego LoLf, = LgLG es la identidad sobre la imagen
Im(Lg) = ker(Lg)™*.

Podemos asumir sin pérdida de generalidad que G es un grafo conectado
y fijemos d > 1. Restrigiéndonos a la Im(Lg) = R"! y aplicamos el Teo-
rema 4.2.2 a las columnas {v; }i<m de V =V = \/%Bt\/w, indexadas
por las aristas de G, y podemos aplicar el teorema dado que

Y vi@u=VV'=\/LEBWB,\/L

<m
= \/LELENLE = Td ).

Definimos la matriz diagonal S de tamano m x m en cuya diagonal tiene los
escalares s; > 0 garantizados por el Teorema 4.2.2, esto es S;; = s; y sea
Ly = Btv/W SVW B. Entonces L g es la matriz Laplaciana del subgrafo H
de G con aristas ponderadas {w; = w;s;}icp, y H tiene a lo sumo d(n — 1)
aristas ya que justamente hay a lo sumo d(n — 1) escalares s; no nulos.
Tenemos también que

Idlm(Lg) = Z SV QU = VSVt < HIdIm(Lg)a

i<m

N

1+
1—

2
con Kk = ( ) . Por la Férmula de Courant-Fischer, que mencionamos en

N
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la Seccién 2.3, la ultima desigualdad es equivalente a

tysvt
1< ytiy <k paratodoy € Im(\/Lg) =Im(Lg)
vy
t [+ "
Y/ Lalmy/ Ly
1< Gyty ¢ <k paratodoy € Im(\/Lg)

2L/ LELuy/ LV L
l‘t\/ LG\/ LGx

¢
'Ly

— 1< tiH/{ para todo x L1.
xtLax

= 1<

< k para todo z 11

donde en la segunda desigualdad usamos que

Im(v/La) = Im(La) = ker(L)* = Span(1),

por ser G un grafo conectado. Luego tenemos la desigualdad que queriamos
para todo 11, y dado que (1,--- ,1) pertenece al niicleo tanto de Lg como
de Ly, la desigualdad se verifica para todo z € RY. O

Tomando € = ﬁ podemos encontrar la dispersién espectral buscada.

Para realizar esta demostracién en un algoritmo, primero debemos en-
contrar los vectores v;, lo que puede encontrarse en O(n?m) pasos. Para
cada iteracién debemos calcular ((u + dp)Id — A)~™L, (u+6y)ld— A)~2 v
las mismas matrices para el potencial inferior. Puede hacerse en O(n?). Fi-
nalmente podemos decidir que arista hay que agregar mediante el calculo de
viUv; y v Lv; para cada arista, lo que se puede terminar en O(n?m) pasos.
Luego, a medida que ejecutamos todas las iteraciones, el total de pasos es
del orden de O(dn®m). Esto nos permite, dado que G'y H tiene autovalores
similares, poder llevar a través de este algoritmo, un problema lineal con
una matriz densa a una matriz H con muchos ceros en O(dn3m) pasos.
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