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Introduccion

Originalmente Vietoris [21] defini6 el complejo Vietoris-Rips para extender la teoria
de homologia simplicial a espacios métricos. Posteriormente Rips redescubrié tal objeto
para estudiar grupos hiperbdlicos, su uso fue popularizado por Gromov [12] , quien los
llamé complejos de Rips. Actualmente se conoce al complejo por el nombre de Vietoris-
Rips debido a Hausmann [14]. Hoy en dia el interés surge de, pero no se limita a, su
potencial en el area del analisis cualitativo de datos.

El célculo efectivo de invariantes topologicos de un espacio M a partir de una mues-
tra de puntos de dicho espacio es un tema central en el analisis de datos. Dado que los
grupos de homologia son algoritmicamente computables para los complejos simpliciales
finitos, una manera de estudiar un espacio métrico es aproximandolo por poliedros.

Si M es un espacio topoldgico y U = {Us}aeca s un cubrimiento por abiertos
tal que cada interseccién finita [ U, es vacia o contréctil entonces, por el Teorema del
Nervio [7], el nervio N (U) del cubrimiento es homotépicamente equivalente a M. Ahora,
necesitamos una manera de generar este cubrimiento por abiertos. Si M es un espacio
métrico, podemos considerar el dado por {B(x;¢€)}.ev para cierto e > 0y V. C M.
En este caso, el complejo asociado se denomina complejo de Cech con pardmetros V'
y €. Esta construccion funciona cuando M es una variedad Riemmaniana, pues en
este caso tal € y V finito existen (ver la revisiéon de Gunnar Carlsson [9, Theorem
2.4]). Sin embargo, el teorema no nos dice cémo construirlos. La gran fidelidad de esta
construccién trae consigo el problema de la dificultad del computo y almacenamiento.
Por lo tanto, otro enfoque es necesario.

Dado un espacio métrico X (subconjunto de un espacio M) y r > 0, el complejo de
Vietoris-Rips R(X; r) es el complejo simplicial que tiene como vértices a los puntos de
X y como simplices a los subconjuntos finitos de didmetro menor a r. En términos de
almacenamiento, la ventaja del complejo de Vietoris-Rips es que estd completamente
determinado por su 1-esqueleto. La desventaja es que no es claro qué es lo que captura
su tipo homotépico. Los enfoques actuales se dividen en ver qué condiciones tiene
que cumplir la variedad para poder reconstruir la informacién topolégica [4] y dar
condiciones sobre € y la densidad de la muestra X [14, 16]. Otro método para recuperar
posibles invariantes topoldgicos con el complejo Vietoris-Rips es a través del célculo de
homologia persistente [11], muestreando sobre un rango de valores para € y calculando
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los grupos de homologia en cada paso.

Este trabajo presenta una exposicién basada en tres articulos [10, 3, 2] que estudian
propiedades homotdpicas de complejos de Vietoris-Rips R(X;r) en los casos en que
X sea un subconjunto del plano, de R? o del circulo S*. En los primeros dos casos, la
idea es estudiar la proyeccién P : |R(X;7)| — R" que es la funcién lineal que manda
cada vértice x € X del complejo de Vietoris-Rips en x € R". Notemos que si bien
R(X;r) puede tener dimensién arbitrariamente grande, la imagen de P es un CW-
complejo de dimensién menor o igual a n. La imagen de la proyeccion es lo que se llama
el shadow de R(X;r) y se denota S(X;r). A pesar de no preservar la dimension, la
proyeccion si respeta algunos invariantes homotopicos. Concretamente, cuando n = 1,
P es una equivalencia homotoépica. En el caso n = 2, la proyeccién no es en general una
equivalencia homotdpica, aunque si induce un isomorfismo en los grupos fundamentales.
Esto es uno de los resultados principales del trabajo realizado por Chambers, De Silva,
Erickson y Ghrist [10]. En este caso, P no preserva los grupos de homotopia ni homologia
superiores. En el caso de dimensiéon n = 3, m(P) : m(|R(X;r)]) = m(S(X;r)) es un
epimorfismo, como muestran Adamaszek, Frick y Vakili en [3], y se desconoce si es un
monomorfismo. De hecho se conjetura que P induce un monomorfismo en los grupos
fundamentales para cualquier dimensién n. Sabemos, gracias a [10], que 71 (P) no es
un epimorfismo en general si n > 4. Si bien los resultados anteriores prueban que el
complejo de Vietoris-Rips tiene m; libre cuando X C R?, no se sabe cuales son los
posibles tipos homotdpicos que pueden surgir en dimensién dos. No es dificil ver que
todo wedge de esferas se realiza por algiin X C R? y se conjetura que estos son todos
los tipos homotépicos posibles. En el articulo [2] Adamaszek y Adams prueban esta
conjetura para el caso en que X C S!. De hecho se clasifican todos los tipos homotépicos
posibles para subconjuntos del circulo a partir del invariante conocido como winding
fraction.

En el primer capitulo de este trabajo recordaremos las herramientas homotépicas y
combinatorias que se utilizaran en los capitulos siguientes. En el capitulo 2 presenta-
remos los resultados de [10] y [3] sobre las propiedades homotépicas de la proyeccién
geométrica. Por ltimo, en el capitulo 3 veremos los resultados de [2] sobre subconjuntos
del circulo. Completamos las demostraciones de dichos articulos y explicamos con mas
detalle las construcciones y razonamientos. En esta tesis ofrecemos un enfoque uniforme
del tema y anadimos ejemplos para ayudar al lector a comprender las explicaciones. Los
resultados originales de esta tesis se encuentran en la seccién 3.4. En esta seccién pro-
bamos un resultado andlogo al de los subconjuntos del circulo. Concretamente, vemos
que cuando X estd contenido en una poligonal cerrada convexa de R? (borde de un
poligono convexo), entonces R(X;r) tiene el tipo homotépico de un wedge de esferas
si el parametro r se encuentra en cierto rango (ver Teorema 3.32).



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo estableceremos las notaciones que usaremos en el resto de la tesis.
Recordaremos dos resultados clasicos de topologia algebraica. El primero es la descrip-
cion del grupo fundamental de un poliedro por medio de caminos de aristas y el segundo
es una version del lema del pegado para funciones k-conexas.

1.1. El grupoide de caminos por aristas de un com-
plejo simplicial

En este apartado recordaremos resultados basicos sobre la categoria de complejos
simpliciales y el funtor realizacion geométrica. En la segunda parte introduciremos el
grupoide de caminos por aristas asociado a un complejo simplicial siguiendo la exposi-
cién del libro de Spanier [18]. El grupoide de caminos por aristas de un complejo K da
una descripcion combinatoria del grupo fundamental de la realizacion geométrica de K
que nos sera de utilidad en el capitulo siguiente.

Dada una categoria C y objetos X,Y € Ob(C), denotamos home(X,Y') al conjunto
de morfismos de X a Y. Denotamos por Top a la categoria de espacios topoldgicos y
funciones continuas, Top* a la categoria de espacios topolégicos punteados y Grp a la
categoria de grupos.

Definicién 1.1. Un complejo simplicial K consta de un conjunto Vi cuyos elementos
se llaman vértices y un conjunto Sk cuyos elementos se llaman simplices y son subcon-
juntos finitos no vacios de Vi tales que para todo v € Vi se tiene que {v} € Sk y para
todo o € Sk vale que si ) # 7 C o entonces 7 € Sk.

Definicién 1.2. Sea K un complejo simplicial. El n-esqueleto de K es el subcomplejo
Kr={oe K:|o|<n+1}
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Definiciéon 1.3. Dados dos complejos simpliciales K y K’', un morfismo simplicial
¢ : K — K’ es una funcién ¢ : Vx — Vi tal que para todo o € Sk resulta que
¢(J) € Skr.

Los complejos simpliciales junto con los morfismos simpliciales forman una categoria
que denotamos Simp. Analogamente se define la categoria de complejos simpliciales
punteados que denotamos Simp*.

Los complejos simpliciales se pueden representar geométricamente como union de
segmentos, tridngulos, tetraedros, etc, es decir, como uniéon de combinaciones convexas
de puntos. Por ejemplo el complejo simplicial que tiene por conjunto de simplices a
Sk = {{a},{b}, {c}, {d},{a,b},{b,c},{c,a},{a,b,c}, {a,d}} se puede visualizar en la
Figura 1.1.

b C

Figura 1.1: Realizaciéon geométrica del complejo simplicial cuyo conjunto de simplices

es Sk = {{a}, {b},{c}, {d} {a, b}, {b, ¢} {c, a}, {a, b, ¢}, {a, d}}

Podemos formalizar esta idea de la siguiente manera.

Definicién 1.4. Sea K un complejo simplicial y ¢ = {vg,...,v,} € Sk. Definimos
la realizacion geométrica |o| de o como el espacio topoldgico que tiene por elementos
a las expresiones formales Z?:o t;v; tales que t; € R>g para todo 7 y Z?:o t; = 1. La
topologia del espacio |o| es la inducida por la métrica

d(D iy tivis D iy Sivi) = \/Z?:l(ti — si)?
Definimos la realizacion geométrica |K| de K como el espacio topoldgico cuyos
elementos son las expresiones formales Z%VK t,v tales que t, € R, para cada v,
> ty, =1y {v € Vg : t, > 0} € Sk. Para cada simplex o € Sk tenemos una

veVg "V
iy Z%UE lo| — Z syv € | K|

funcién inyectiva
veET vEVK

donde s, =t, siv € 0y s, =0 en caso contrario. Equipamos a |K| con la la topologia
final respecto de las funciones {i, : || = |K|}sesy -

Dados dos complejos simpliciales y un morfismo simplicial entre ellos podemos cons-
truir una funcion que relacione las realizaciones geométricas de la siguiente manera.
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U (v) —— ST (v)

]

K\ o] ——— |K]

Figura 1.2: Diagrama de push-out inducido por la inclusién i : K \ v — K.

Definicién 1.5. Si ¢ : K — K’ es un morfismo simplicial, definimos el morfismo indu-
cido en las realizaciones geométricas |¢| : |K| — |K’| como ¢(> "1 tiv;) = > 0 tip(vy).
Asi definido |¢| resulta una funcién continua.

Observacién 1.6. La realizacién geométrica, | |, resulta ser un funtor covariante de
la categoria Simp a la categoria Top. Si K es un complejo simplicial, la realizacion
geométrica |K| es un espacio topoldgico y, por lo tanto, podemos mirar el grupoide
fundamental I1; (| K|) o su grupo fundamental 7 (| K|, vg). Luego 7 o || es un funtor de
la categoria Simp* a la categoria Grp.

Definicién 1.7. Sean K un complejo simplicial y v € K un vértice. El star abierto
de v en K es str(v) = {D ey, tww € |K| : t, > 0}. El star cerrado de v en K es la
clausura de sty (v) en |K| , sty (v). El link de v en K es lkg(v) = stx(v) \ stx(v).

Observacién 1.8. Sean K un complejo simplicial y v € K un vértice. Entonces st (v)
es un espacio contréctil pues es un cono.

Lema 1.9. Sean K un complejo simplicial y v € K tales que lky(v) es contrdctil. La
inclusion i : K \ v — K resulta ser una equivalencia homotdpica, donde K \ v denota
al subcomplejo pleno generado por los vértices distintos de v.

Demostracidn. Se tiene el push-out de la Figura 1.2. Como i : kg (v) < stx(v) es una
equivalencia homotépica y j : lkx(v) < |K \ v| es cofibracién, se sigue que la inclusién
it |K \ v] = |K| es una equivalencia homotépica por el Lema del Pegado [8, Theorem
7.4.3). O

Si K es un complejo simplicial, una arista en K es un 1l-simplex orientado, es
decir, un par ordenado e = (v,w) donde {v,w} € Sk. Un camino por aristas en K
es una sucesion finita de aristas & = (vy,v2)(ve,v3) ... (Vn, Ung1). El origen de £ es
origen(§) = vy y el fin de & es fin(§) = v,41. Queremos identificar dos caminos por
aristas si difieren solo en recorrer 2-simplices de K, concretamente.

Definicién 1.10. Dos caminos por aristas £ y £’ en K se dicen simplemente equivalentes

si {57 gl} - {51 (U7 U”)f% 51(”7 U/)(Ula U”)§2}7 donde {Ua U,7 UH} € SK y gl es un camino por
aristas en K para ¢ = 1,2. Dos caminos por aristas £ y & en K se dicen equivalentes



6 CAPITULO 1. PRELIMINARES

si existe una sucesion finita de caminos por aristas &p,...,&, tal que § =¢, &, =&y
&1y & son simplemente equivalentes para i = 1,...n. En este caso notamos £ ~ &'

Observacién 1.11. La equivalencia entre caminos por aristas en K es una relacion de
equivalencia. Notamos por [¢] a la clase de equivalencia de €.

Proposicion 1.12. Los caminos por aristas cumplen las siguientes propiedades.

1. Si &~ ¢ entonces & y & tienen el mismo origen y el mismo final.

2. 81 & ~¢&, & ~E& yfin(§) = origen(&s) entonces £1& ~ £1&5.
3. Siorigen(§) = vy y fin(§) = vy entonces (v, v1)€ =~ &(vg, vg).
Demostracion. Veamos cada una de las propiedades por separado.

1. Si & ~ & entonces existe una sucesién de caminos & = &y, &1,...&, = &, tal que
&1y & son simplemente equivalentes para todo ¢ =1,...n.

Hacemos induccién en n. Sin = 1 entonces {£, &'} = {&(v,v")(v/,0")&, & (v, 0") €}
donde {v,v',v"} € Sk. Por lo tanto origen(§) = origen(§;) = origen({’) y fin(§) =
fin(§2) = fin(¢').

Supongamos que vale para n — 1, quiero ver que vale para n. Siguiendo el razo-
namiento anterior resulta que origen(¢) = origen(§,,—1) = origen(&,,) = origen(¢’)
y de manera analoga para el vértice final. Por la tanto vale la propiedad.

2. Como &; ~ & existe una sucesién de caminos por aristas & ,&i1,...,&n, tal que
& =80, & =E&m ¥ &1y &, son simplemente equivalentes para todo i = 1,2
y 7 =1,...,n;. Por lo tanto la sucesién

51,152,17 §1,1§2,27 s 751,152,1127&'1,252,7127 s 51,n1§2,n2

cumple que dos consecutivos son simplemente equivalentes, §1621 = &2 y
&1 o, = £1&5. Luego se sigue la conclusién.

3. Es inmediato de la definicién de la relacién de equivalencia. O

Observacion 1.13. Sea £ un camino por aristas en K. En vista de la Proposicién
1.12 tiene sentido definir el origen de [£] como origen([¢]) = origen(&) y fin de [£] como

fin([¢]) = ¢

Definicién 1.14. Si e = (v, w) es una arista en K entonces definimos e™! = (w,v). Si
£ =ey...e, es un camino por aristas en K entonces definimos ¢t = e, 1. el

Observacion 1.15. Las siguientes propiedades son inmediatas de las definiciones.
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L)t =¢

2. origen(¢~") = fin(¢) y fin(6~") = origen ().

3. Si & ~ & entonces & ~ &1

4. Si origen(€) = v y fin(€) = w entonces 6~ ~ (w,w) y €€ ~ (v, v)

Definicién 1.16. Sean K un complejo simplicial, v € Vx y £ un camino por aristas en
K. Decimos que & es un ciclo en v si origen(§) = fin(§) = v. Decimos que un ciclo en v
es contrdctil si es equivalente a (v, v).

Definicién 1.17. Sea K un complejo simplicial, hay una categoria £(K) que tiene
por objetos a los vértices de K y cuyos morfismos home(x)(v,w) son las clases de
equivalencia de caminos por aristas en K con origen([{]) = v, fin([{]) = w y la compo-
sicién de morfismos viene dada por [¢][¢] = [€£]. Estd bien definida por la Proposicién
1.12. Més atin, si [{] € homg) (v, w), entonces [1] € homegk)(w,v) y cumple que
e = [g€7] = [(w,w)] v €[] = [€7€] = [(v,0)]. Por lo tanto, [¢1] = [¢],
de donde podemos concluir que todo morfismo es un isomorfismo, es decir, £(K) es un
grupoide. Lo llamamos el grupoide de caminos por aristas.

Sea v € K denotamos £(K,v) al grupo de clases de ciclos en v, llamado el grupo de
caminos por aristas con punto base v.

Definicién 1.18. Sea £ = (vy,v3) ... (Vp, Vps1) un camino por aristas en K, definimos
¢ : I = |K| como

Pe(t) =vi(i —nt) + v (1 —i+nt)si (1 —1)/n <t <i/n
Notamos a ¢, ) como vw.

Observacion 1.19. Si § = (v1,v2) ... (Un, Up+1) €NLONCES g 2 VU9 * VaU3 % + -+ % UpUpi1
rel 1.

El siguiente teorema relaciona el grupoide de caminos por aristas con el grupoide
fundamental de la realizaciéon geométrica del mismo complejo simplicial.

Teorema 1.20. [18, Theorem 8.6.16] Sean K un complejo simplicial y v,w € V. La
funcion
p: ] € homex) (v, w) = [¢e] € homp(j)) (v, w)

es una biyeccion. En particular, si v € Vi la funcion
p: €] € E(Kv) = [o] € m(|K]v)

es un isomorfismo.
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Recordemos que un grafo G = (V, E) consta de un conjunto V' cuyos elementos se
llaman vértices y un conjunto £ C V' xV cuyos elementos se llaman aristas. Observemos
que el 1-esqueleto de un complejo simplicial es un grafo.

Definicién 1.21. Sea K un complejo simplicial finito y sean o, 7 € K tales que 7 es
una cara inmediata de ¢ y no hay otro simplex que tenga a 7 como cara propia. En
este caso decimos que 7 es una cara simple de o. Consideramos el subcomplejo de K
definido por L = K \ {7, 0}. Entonces decimos que hay un colapso elemental de K a L.

Sea H un subcomplejo de K. Decimos que K colapsa a H si existe una sucesion de
subcomplejos de K, K = Ly, Lo, ..., L, = H de modo que existe un colapso elemental
de L; a L;y; paratodoi=1,...,n— 1.

Recordemos que un complejo simplicial K es un cono si existe algin vértice v € K,
tal que para todo vértice w € K se tiene que {v,w} € K. Vamos a llamar dpice a un
vértice del complejo K que tenga esta propiedad.

. i
N

[ F

L] —— |K]|

Figura 1.3: Diagrama de push-out inducido por la inclusién i : |L| — |K].

Observacion 1.22. Sea K un complejo simplicial finito y sean o, 7 € K tales que 7 es
una cara simple de ¢. Si v € ¢ \ T, entonces v7 es un cono y, por lo tanto, la inclusién
|uT| < |o| es una equivalencia homotépica. Por otro lado, como la inclusién |v7| < |L]
es cofibracion, via el push-out de la Figura 1.3 y el Lema del Pegado [8, Theorem 7.4.3]
obtenemos que la inclusién |L| < | K| es una equivalencia homotépica.

La siguiente proposicion nos sera de utilidad a la hora de clasificar el grupo funda-
mental de un complejo de Vietoris-Rips cuyos puntos se encuentran en el plano.

Proposicién 1.23. Sea K un complejo simplicial finito tal que su realizacion geométri-
ca |K| se embebe de manera lineal en R?. Entonces K tiene el tipo homotdpico de un

grafo.

Demostracion. Basta ver que K colapsa a un grafo. Notemos primero que el complejo
K no tiene simplices de dimensién mayor a 2. En caso contrario, si o = {vg, v1, v2, v3}
es un 3-simplex, el conjunto {vg, vy, v, v3} es un conjunto afinmente independiente en
R2. Luego {v; — vy, vs — vy, V3 — vy} es un conjunto linealmente independiente en R?,
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lo cual es absurdo pues este tiene dimensién 2. Por lo tanto K no tiene simplices de
dimensién mayor a 2.

Hagamos induccién en n = |{2-simplices de K }|. Si n = 0 entonces K es un grafo. Si
n > 0 consideramos K’ C K el subcomplejo generado por los 2-simplices de K. Afirmo
que O|K'| # (), pues en caso contrario |K’| = Int|K’| entonces es un abierto, cerrado y
no vacio en R?, que es conexo, por lo tanto |K’| = R? lo cual es absurdo dado que |K’|
es compacto.

Sean z € J|K'| y 0 € K’ un 2-simplex tales que z € |o|. Si {v,w} es un cara
propia de o y x € Int|{v,w}| entonces {v,w} es una cara libre, pues en caso contrario
existe un entorno de x contenido en la realizacién geométrica de los dos 2-simplices que
tienen a {v,w} como cara propia, lo cual es absurdo pues z estaba en el borde de K.
Colapsando esta arista obtenemos un complejo con (n — 1) 2-simplices, por hipétesis
inductiva este colapsa a un grafo y, por lo tanto, K también.

Si z es un vértice de o y toda arista que tiene a x por vértice no es libre, entonces
stx(z) es un abierto de R? que contiene a x, lo cual es absurdo. Por lo tanto alguna
arista es libre y procedemos como en el caso anterior. O

1.2. Un lema del pegado para funciones k-conexas

En esta seccién recordamos algunos resultados fundamentales sobre propiedades
homotépicas de CW-complejos. La proyeccion del complejo de Vietoris-Rips de X C
R"™ es un subespacio de R"™ que tiene una estructura de CW-complejo no simplicial y
necesitamos los resultados de esta seccion para estudiarlo.

El lema clasico del pegado [8, Theorem 7.4.3] establece que si f : X — Y es un
funcién continua tal que X = AUByY = CUD donde A, B, C'y D son subespacios
cerrados. Si se cumple que fla : A - C, flg: B—=> Dy flang: ANB - CNB
son equivalencias homotopicas y cada una de las inclusiones AN B — A, AN B — B,
CND < C,CND < D es un cofibracién. Entonces f : X — Y es una equivalencia
homotépica. Recordaremos la version de este resultado para funciones k-conexas.

Definicién 1.24. Un CW-complejo es un espacio topolégico Hausdorff X junto con
una familia de celdas abiertas {e, }aca tal que

X:|_|ea

es decir, es la unién disjunta de las celdas abiertas, y

» para cada n-celda e, existe una funcién continua f, : D™ — X tal que fo|mipn
IntD™ — e, es un homeomorfismo y f,(S™"!) estd contenido en una unién finita
de celdas abiertas de dimension menor que n. La funciéon f, se llama funcién
caracteristica de e, y go = falgn—1 funcién de adjuncién.
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» X tiene la topologia final con respecto a las inclusiones {¢: €, — X }aca-

Dado n > 0, X™ denota al n-esqueleto de X, es decir, al subcomplejo formado por
las celdas de dimensién menor o igual a n.

El siguiente teorema nos sera de utilidad en dimensién 2 para levantar los caminos
desde la proyeccion geométrica del complejo de Vietoris-Rips. El resultado muestra
como cambia el grupo fundamental de un grafo al adjuntar celdas de dimension 2.

Teorema 1.25. [18, Theorem 5.8.10] Sea X un CW-complejo. La inclusion 1 : X' — X
induce una sucesion exacta corta

0— N —m (X' v) = m(X,v) =0

donde N es el subgrupo normal generado por las funciones de adjuncion de las 2-celdas
conjugadas al punto base v, es decir, N = {{[w;*7v;*w;]))ie; donde {e?}icr es el conjunto
de 2-celdas , v; : S¥ — X' es la funcidn de adjuncion de e? y w; es un camino de v
hasta 7;(sg).

Definicién 1.26. Sea X un espacio topoldgico y zg € X. Definimos el n-ésimo grupo
de homotopia de X con punto base xy como

(X, zo) = [(I",01"), (X, z0)]

es decir, el conjunto de clases de funciones continuas f : I — X tales que f(9I") = xo.
Donde [f] = [g] si f =~ g rel OI"™. Este conjunto resulta ser un grupo con la operacién
dada por [f] + [g] = [/ + g] donde

f(2s1,89,...,5) sis; <1/2
(281 —1,89,...,8,) sis >1/2

(f—i-g)(sl,...,sn) :{

Es un grupo abeliano si n > 2.

Definicién 1.27. Sea k > 0, una funciéon continua f : X — Y se dice k-conexa si
la funcién inducida f, : m;(X,z) — m(Y, f(s)) es biyectiva para todo 0 < i < k y es
sobreyectiva cuando ¢ = k, para toda eleccion de punto base z € X.

Definicién 1.28. Sea X un espacio topoldgico, A y B subespacios de X tales que
X = (IntA) U (IntB) llamamos a (X; A, B) una terna escisiva. Si (Y;C, D) es otra
terna escisiva, una funcién f : (X; A, B) — (Y;C, D) de ternas escisivas es una funcion
continua f: X — Y tal que f(A)Cc Cy f(B)C D

Teorema 1.29. [20, Theorem 6.7.9] Sea k > 1 y f : (X;A,B) — (Y;C,D) una
funcion de ternas escisivas. Si fla: A — C y flg : B — D son k-conexas y f|anp :
ANB —CND es(k—1)-conexa entonces f: X — Y es k-coneza.
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En lugar de dar la demostracién de [20] probamos este teorema a partir del siguiente
resultado que aparece en el libro de Hatcher [13, Proposition 4K.1].

Proposicién 1.30. [13, Proposition 4K.1] Sea [ : (X; A, B) — (Y;C, D) una funcion
de ternas escisivas. Si las funciones inducidas m;(f) : m(A, AN B) — m;(C,CN D) y
mi(f) : m(B,ANB) = m(D,C N D) son biyecciones para i < n y sobreyectivas para
i =mn, para toda eleccion de punto base, entonces m;(X, A) — m(Y,C) es una biyeccion
para i < n y sobreyectiva para i = n. Simétricamente con m;(X, B) — m;(Y, D).

Antes de dar la demostracién del Teorema 1.29 recordamos los enunciados de los
siguientes lemas basicos de dlgebra.

Lema 1.31. (Lema de los cinco) Consideramos el siguiente diagrama conmutativo de
grupos, donde cada fila es exacta,

A B C D E
f 9 h p q
Al B’ ! D E

Si g y p son isomorfismos, q es un monomorfismo y [ es un epimorfismo entonces h
es un isomorfismo.

Lema 1.32. (Lema de los cuatro) Consideremos el siguiente diagrama conmutativo de
grupos, donde cada fila es exacta,

A B C D

f g

h p

A/ B/ Cl D/

St f y h son epimorfismos y p es un monomorfismo entonces g es un epimorfismo.

Demostracion del Teorema 1.29. Consideramos el siguiente diagrama

WZ(AQB) WZ(A) 4>7TZ(A,AQB) 4>7TZ_1<AQB) 4>7TZ_1(A)
Wi(f)h i(f) mi(f) mi-1(f) Wi—l(f)h

mi(C) —— m(C,CN D) — m_1(CND) —— m_1(C)
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Sii < k entonces m;_1(f) : mi—1(ANB) = m_1(CND), m_1(f) : mi—1(A) = m;_1(C)
y mi(f) : mi(A) — m(C) son isomorfismos y m;(f) : m(AN B) — m(C N D) es un
epimorfismo. Por el Lema de los cinco (Lema 1.31) se sigue que m;(f) : m(A, AN B) —
mi(C,C N D) es un isomorfismo.

Si i = k entonces m;1(f) : m—1(ANB) - m_1(CND)y m(f) : m(A) — m(C)
son epimorfismos y m;_1(f) : m—1(A) = m_1(C) es un monomorfismo entonces por el
Lema de los cuatro (Lema 1.32) se sigue que m;(f) : mi(A, AN B) — m;(C,C N D) es un
epimorfismo.

Andlogamente m;(f) : m(B,AN B) — m(D,C N D) es un isomorfismo si i < ky
un epiformismo si @ = k. Por la Proposicién 1.30 se concluye que m;(f) : m(X,A) —
mi(Y,C) es un isomorfismo ¢ < k y un epimorfismo si i = k. Por lo tanto tenemos el
siguiente diagrama conmutativo

mir1(X, A) mi(A) mi(X) (X, A) mi—1(A)
7Ti+1(f)‘ mi(f) mi(f) mi(f) ml(f)h
7Tz‘+1(X, A) 7TZ<C) 7TZ<Y) 7T1(Y, C) 7T2_1(C)

Sii < k entonces m;(f) : m(X, A) = m(Y,C), mi—1(f) : mio1(A) = 1 (C) y m(f) -
mi(A) — m;(C) son isomorfismos y w41 (f) : mip1 (X, A) = mi1(Y, C) es un epimorfismo.
Entonces por el Lema de los cinco (Lema 1.31) se sigue que m;(f) : m(X) — m(Y) es
un isomorfismo.

Si i = k entonces m;(f) : m(X, A) = m(Y,C) y m(f) : mi(A) = m(C) son epimor-
fismos y m—1(f) : mi—1(A) = m_1(C) es un monomorfismo. Entonces por el Lema de
los cuatro (Lema 1.32) se sigue que m;(f) : mi(X) — m(Y) es un epimorfismo. Por lo
tanto f: X — Y es k-conexa. m

La version para CW-complejos se sigue usando el argumento de e-entornos que
exponemos a continuacion.

Definicién 1.33. Sea X un CW-complejo, A C X subespacio y € una funcién que
a cada celda e, le asigna un numero real 0 < ¢, < 1. El e-entorno de A se define
inductivamente esqueleto por esqueleto, primero construimos N2(A) = AN XY, que es
un entorno de A N X% en X% Supongamos construido N™(A), un entorno de A N X"
en X" quiero construir N"*(A). Tomamos "™ una (n + 1)-celda del complejo X y
ol D+ 5 entl gy funcién caracteristica. Consideramos U, el abierto formado por

—1
los puntos de IntD"™! que distan de f*t1 "(A) N IntD™ en menos que €,. Por otro
lado, definimos el conjunto

Vo ={tr o€ f;H(N*(A),1 —e, <t <1} C D™
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que resulta ser un abierto en D"*!. Por lo tanto, la unién U, UV, C D"*! es un
subespacio abierto de D", Luego extendemos N™(A) al (n + 1)-esqueleto como

NenJrl(A) = Nen U UE(Ua U Va)

Finalmente definimos el e-entorno de A como

No(4) = [J N2(4)

n>0

Observacién 1.34. Las propiedades fundamentales que vamos a utilizar de los e-
entornos es que N (A) se retrae por deformacién fuerte en Ay N.(ANB) = N(A)N
N.(B).

Definicién 1.35. Sea X un CW-complejo, A, B subcomplejos tales que X = AU B
entonces (X; A, B) se dice una terna escisiva de celdas. Si (Y; C, D) es otra terna escisiva
de celdas, una funcién f : (X; A, B) — (Y;C, D) de ternas escisivas de celdas es una
funcién continua f: X — Y tal que f(A) C C'y f(B) C D.

Proposicién 1.36. Sean k > 1y f : (X;A,B) — (Y;C,D) una funcion de ternas
escisivas de celdas. Si fla: A— C y flg: B— D son k-conexas y flanp : AN B —
CND es(k—1)-conexa entonces f: X =Y es k-coneza.

Demostracion. Sean N(C), N.(D) e-entornos correspondientes a C'y D. Como f es
continua existen Ns(A) y Ns(B) e-entornos de A y B respectivamente tales f(Ns(A)) C
N(C)y f(Ns(B)) C N(D). Por lo tanto f : (X; Ns(A), Ns(B)) — (Y; N(C), N(D))
es una funcién de ternas escisivas. Dado que Ns(A) y N (C) se retraen por deformacién
fuerte a A y a C respectivamente, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

mi(A) milf) i (C)

~ ~

mi(f)

mi(N5(A)) mi(Ne(C))

donde los morfismos verticales son isomorfismos. Si i < k, como m;(f) : m(A) — m;(C)
es un isomorfismo, m;(f) : m;(Ns(A)) — m;(N(C)) resulta ser un isomorfismo. Si i = k,
como m;(f) : mi(A) — m;(C) es un epimorfismo, m;(f) : m;(Ns(A)) — m;(N(C)) resulta
ser un epimorfismo. El razonamiento es andlogo para m;(f) : m(Ns(B)) — mi(N(D)).
Por otro lado, como Ns(ANB) = Ns(A)NNs(B) y N(CN D)= N(C)NND), via el
mismo argumento concluimos que m;(f) : m;(Ns(A) N Ns(B)) — m(N(C) N N(D)) es
un isomorfismo si ¢ < k—1 y un epimorfismo si ¢ = k—1. Finalmente, por la Proposicién
1.29 obtenemos que f : X — Y es k-conexa. O
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Capitulo 2

El complejo de Vietoris-Rips y la
proyeccion al shadow

En este capitulo estudiaremos la proyeccion P : |R(X;r)| — R™ del complejo de
Vietoris-Rips R(X;7) de un conjunto X C R™ a R", cuya imagen recibe el nombre
de shadow de R(X;r), y notamos S(X;r). Vemos que S(X;r) tiene una estructura
natural de CW-complejo con celdas convexas y usamos esta descripcion para estudiar el
morfismo inducido por la proyeccion en los grupos fundamentales. Vemos las diferencias
que existen al estudiar el problema en dimensiones 1, 2, 3 y dimensiones mayores. Los
resultados de este capitulo se encuentran construidos en los articulos [10] de Chambers,
De Silva, Erickson y Ghrist y [3] de Adamaszek, Frick y Vakili.

2.1. Definiciones y ejemplos

Recordamos la definicion del complejo de Vietoris-Rips de un conjunto X C R" y
parametro r > 0 y estudiamos el comportamiento de la proyecciéon P : |R(X;r)| —
S(X;r) en una serie de ejemplos.

Definicién 2.1. El complejo de Vietoris-Rips de X C R™ a una distancia escalar r > 0,
R(X;r), es un complejo simplicial que tiene por vértices al conjunto X y por simplices
a subconjuntos finitos y no vacios Y C X que cumplen diam(Y) < r.

Observacion 2.2. Si bien X esta contenido en un espacio de dimensién n, el complejo
R(X;r) puede ser de dimensién méas grande. Por ejemplo si X; = {0, i, %, %} C R, la
realizacién geométrica del complejo de Vietoris-Rips asociado a X, |R(X3;1)|, es un
tetraedro, como se puede observar en la Figura 2.1.

De manera andloga en dimensién dos, X» = {(0,1),(—3,0),(5,0),(0,3)} C R?, la
realizacién geométrica del complejo R(X2; 1) también resulta ser un tetraedro como se
puede observar en la Figura 2.2.

15
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X, CcR R(X:1)
U1
(%1 U3
—e—o—0o—0o— UQ U4
(%) V4
U3

Figura 2.1: Notamos v; = 0, v, = 1, v3 = 1 y v, = 3. A la izquierda est4 el conjunto
& 1 2 Y 1 J

Xy = {v1,v9,v3,v4} C R. A la derecha la realizacién geométrica |R(X71;1)].

Xy C R? R(XQ; 1)
(o U1
(%) V4
(%) V3 >
3

Figura 2.2: Notamos v; = (0,1), vo = (=1,0), v3 = (3,0) y vs = (0, 3). A la izquierda
estd el conjunto Xo = {v1,v9,v3,v4} C R? A la derecha la realizacién geométrica
R(X2;1)].

Podemos construir la estructura simplicial del complejo Vietoris-Rips a partir de su
1-esqueleto via el siguiente objeto.

Definicién 2.3. Sea G = (V, E) un grafo, el complejo clique de G, Cl(G), es el complejo
simplicial que tiene por simplices a los subgrafos completos de G. También CI(G) se
conoce como la completacion flag de G.

Luego una manera alternativa de definir el complejo de Vietoris-Rips es como el
complejo clique del grafo R(X;r) = (X, E) donde (z,y) € E si |z — y| < r, es decir,
R(X;r)=ClUR(X;T)).

Definicién 2.4. Sea X C R", el shadow S(X;r) C R” es la imagen de |R(X;r)| via
la proyecciéon geométrica dada por P : Zle av; € [R(X;r)| — Zle a;v; € R™.

Podemos visualizar el shadow de los complejos R(X7;1) y R(X2;1) en la Figura
2.3.

Notemos que la proyeccion no es inyectiva pues en el segundo ejemplo, X, =
{v1,v2,v3, 04}, P(vs) = P(v1z + v23 + vs33). En ambos casos la realizacién geométrica
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S(X;; ) CR S(X3; 1) C R?
(0,1)
0
3/4 (—=1/2,0) (1/2,0)

Figura 2.3: A la izquierda el complejo shadow correspondiente a X;. A la derecha el
complejo shadow correspondiente a X,

tiene el mismo tipo homotopico que la proyeccién geométrica. Esto no sucede siempre
como podemos observar en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.5. Notemos & = €™/3 y consideremos el conjunto de puntos X2 = {v;}?_, C
C = R? donde v; = r¢* con 1/2 < r < 1/4/3. Como la rotacién no afecta a la distancia
|0k, — V5| = |vo —v;|, ademas dado que |vg —v1| = |vg —vs| ¥ |vg — va| = |vo — V2|, basta
ver sélo las distancias entre vy a los tres vértices consecutivos para construir R(X?;1).

v — v1| = 7|1 — ™3] < 1,
v — va| = 7|1 — /3] < 1,
lvg —wvs| =7l +1|=2r>1

2.

Resulta que {vk, k11, Vki2}, {Uk, Upro, Ukra} € R(X?; 1) para todo k y, por lo tanto,
la realizacion geométrica es un octaedro regular, mientras que la proyeccion geométrica
es un hexagono, como se puede visualizar en la Figura 2.4.

v
2 V2 (%1

V4 U1 P
U3 Vo

(% (%
vs 4 5

Figura 2.4: Tomamos ¢ = ¢™/? X2 = {v;}?_, € C con v; = r€'. A la izquierda la
realizacién geométrica del complejo R(X?;1). A la derecha el shadow S(X?;1).
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El complejo R(X?;1) tiene el tipo homotdpico de una esfera mientras que S(X?;1)
es contractil. Podemos observar que el segundo grupo de homologia, asi como el segun-
do grupo de homotopia no se conservan. Dado que m(R(X? 1)) = Hy(R(X?% 1)) =
Z mientras que tanto m3(S(X?%; 1)) como Hy(S(X? 1)) son triviales al ser S(X?;1)
contractil.

A continuacion, generalizando el ejemplo anterior, construimos un complejo de
Vietoris-Rips cuya realizacién geométrica tiene el tipo homotépico de S* para k > 2,
mientras que el shadow resulta contractil.

V2 V3 (%)

U1
U3 V4 U1

V4 Vo Us Vo

Vg
U
s U7 9

Vg U7 Vg

Figura 2.5: A la izquierda S(X?) y a la derecha S(X*).

Ejemplo 2.6. Sea k € N con k > 2, consideramos & = ¢/ *#+1 y el conjunto de puntos
XF = {u;}2¥' € C = R? donde v; = r& con 1/2 < r < 1/2 + €(k), con e(k) tal que
{vi,v;} € R(X*% 1) siysdlosii+ (k+1)# j mod 2(k+ 1). El conjunto S(X*;1)
resulta contractil pues es star-shaped con centro (0,0). El complejo R(X*;1) tiene por
simplices al conjunto {vg,...v;, ..., Vitkt+1 mod n, U%H}?if{l. Hagamos inducciéon en k
para ver que el tipo homotépico de R(X*) es efectivamente S*. Vimos en el ejemplo
anterior que vale para k = 2, basta observar que R(X**!) es la suspensién de R(X*)
y, por lo tanto, vale la conclusion, ver Figura 2.5.

Podemos unir las circunferencias déndole a R(X) el tipo homotépico de un wedge
de esferas, ver Figura 2.6. Se conjetura que estos son todos los tipos homotépicos que
pueden aparecer cuando X C R2.

Observaciéon 2.7. El teorema de Carathéodory nos asegura que la capsula convexa de
un conjunto finito de R™ es la unién de las capsulas convexas de sus subconjuntos de
como mucho (n + 1)-elementos, por lo tanto, si X C R” finito entonces

S(X;r) = U conv(Y) (2.1)

YCX
[Y|<n+1
diam(Y)<r
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v v
2 2 5 ; 7 T
vy 7 8

Figura 2.6: La proyeccién de un wedge de esferas $% v $% v 5%, donde {vf}355! = X*

con k = 2,3,4. Donde €33, €34 > 0 son suficientemente chicos para que los otros nodos
no se conecten.

donde conv(Y') denota a la capsula convexa dada por lo puntos de Y. Ademé&s notemos
que la topologia de S(X;7) es la topologia final con respecto a las inclusiones

{conv(Y') — S(X;7) }ycex,|vi<nt1,diam(y)<r
pues es una union finita de cerrados.
De manera andloga al camino inducido en la realizacién geométrica de un complejo
simplicial, podemos definir el camino inducido en el shadow de un complejo de Vietoris-

Rips.

Definicién 2.8. Sea { = (vy,v3) ... (Vn, Upt1) un camino por aristas en R(X), definimos
e+ I — S(X) como

we(t) =vi(i —nt) +vi(l—i+nt)si (i —1)/n <t <i/n
Notamos a ¢y, como vw.

Observacion 2.9. Sea & = (v1,v2) ... (Un, Upt1) ENLONCES Qg D U1V * VaUz * - - - % UpUpi1
rel 1.

Via la proyeccion podemos relacionar el grupoide de caminos por aristas de un
complejo de Vietoris-Rips y el grupoide fundamental del shadow.

Proposicién 2.10. Sea X C R", la proyeccion P : |R(X;r)| — S(X;r) induce un fun-
tor Py : E(R(X;r)) — I1(S(X; 7)) definido por Pu(v) = v, y si& = (v1,v2) ... (Un, Upny1)
es un camino por aristas en R(X) entonces P,([€]) = [pe].
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Demostracion. Veamos primero que P, esta bien definida, es decir, no depende del
representante. Sean £ y & dos caminos por aristas en R(X; r) simplemente equivalentes,

entonces {&, &'} = {&(v,v")&, &1 (v,0)) (v, v")&}, donde {v, v/, 0"} € R(X;7) y & es un

camino por aristas en R(X;7) para i = 1,2. Luego

Ve = Pey(vpyes = Pey ¥ VU x @, el 1

y .
Per = Py (o) (0 wer == Py ¥ 0V KUV x @, el T

Por lo tanto, basta ver que vv” ~ vv’ % v'v” rel I. Como {v,v',v"} € R(X;r) entonces
conv{v,v'v"} C S(X;r) y, por lo tanto, vv” ~ vv' * v'v” rel I al ser dos caminos en un
convexo con los mismos vértices inicial y final.

Veamos que P, ([£][¢']) = P.([¢]) * P.([¢']),

P([E][€]) = Pu([€€']) = peer
~ ¢ * e = Pu([§]) * P.([€'])

Por lo tanto, P, es un funtor. O

A lo largo de este capitulo vamos a considerar r = 1 y notaremos R(X) = R(X; 1)
y S(X) = §(X;1). Pues dado r > 0 arbitrario se sigue que (v, w) € R(X;r) si y sélo
si|lv—w| <rsiysdlosi|v/r—w/r| <1siysdlosi(v/r,w/r)e R(X/r;1).

2.2. Lemas geométricos

A continuacién estudiaremos propiedades del complejo de Vietoris-Rips asociado a
ciertas configuraciones X C R” con #X < 5. Estos resultados valen independientemen-
te de la dimensién n.

Proposicién 2.11. Sea X = {v, v, wy,wa} C R" tal que {viv}, {wiwy} € R(X) y
conv{vy, v} N conv{w;, we} # 0. Entonces R(X) es un cono.

Demostracion. Sea x € conv{vy, vy} Nconv{wy, ws}, podemos visualizar la situacién en
la Figura 2.7. Sin pérdida de generalidad se puede suponer que |viz| < |vox|, |wiz|, |waz|.
Veamos que |vjw |, |[vjws| < 1,

|v1w1] < |U11" + ’SL’U)1| < |’U)2.§L’| + |.TU)1| = ’U)ﬂUQ’ <1

lvrws| < |z| + |zws| < Jwz| 4 |zws| = |wiwsy| < 1.

Entonces {vjw;}, {viws} € R(X), por lo cual v; resulta ser un apice y, por lo tanto,
R(X) es un cono. O
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Figura 2.7: Interseccién de rectas.

Proposicién 2.12. Sea X = {v, vy, v3, wi,we} C R™ tal que {vi,ve,v3}, {wiwy} €
R(X) y conv{vy, va, v3} N conv{wy, we} # B. Entonces R(X) es un cono.

Demostracion. Primero veamos que si |wyvs], [wivs] > 1 entonces |wyvi| < 1. Como se

wq
U1

(%] (%)
Figura 2.8: Interseccién de un tridngulo con una recta.

puede visualizar en la Figura 2.8.

Supongamos que |wyvy| > 1, por lo tanto, resulta |wiws| < |vywsl, [v1va| < |wive| y
lv1vs| < |wyvs]. Sea viwi = {z € R"/|vz| = |wyx|}, el hiperplano afin perpendicular
al segmento que une v; con w; y que lo interseca en el punto medio. Como |wyvy| > 1,
se sigue que w, se encuentra del mismo lado del hiperplano v;wi que w;, mientras que
vy v v3 estan del lado de vy.

Como los conjuntos {x € R"/|wyz| < |vyz|} y {z € R"/|wiz| > |v1x|} son convexos
resulta que conv{vy, va, v3}Nconv{ws, wy} = 0, lo cual es absurdo. Por lo tanto, [vjws| <
1.

Si ninguno de los puntos vy, v9, v3 es apice cada uno se conecta a lo sumo con uno de
los vértices w; o wsy. Sin pérdida de generalidad |wyvs|, jwyvs| > 1, por el razonamiento
de la primera parte se sigue que |wyv| < 1y como v; no es dpice resulta |vjw;| > 1.
Repitiendo el argumento vemos que |wawy|, [wovs| < 1y, por lo tanto, wy es dpice. [

Lema 2.13. Sean X = {vy,...,v,,} CR", entonces diam(conv(X)) = diam(X).
Demostracion. Basta ver que si z,y € conv(X), entonces

lz —y| < max{|vvy| :j,i=1,...,m}.
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Como x € conv(X) existen {z;}I", tales que >.." x; = 1,1 > a; > 0y a =
> xv;. Por lo tanto, para cada i se sigue que

m m
il = D wjoy— vl =1 wi(v; — v
j=1 j=1

m
< Za:j|vjvi| < maz{|vjv] : j = 1,...,m}2:p]~
j=1

j=1

=maz{|vju;| 1 j=1,...,m}

Por otro lado, existen {y;}I"; tales que > " y; = 1,1 >y, > 0ey = Y ",y
Entonces

o=yl =D =yl =D yilz —vy)
i=1 i=1
Szyi’x_vi’

i=1
m

< E yimaz{|vv;| - j =1,...,m} por el razonamiento anterior
i=1

< maz{|vv;| 1, j = 1,...,m}Zyi = maz{|vv;| i, 5 =1,...,m}
i=1

]

2.3. Componentes arcoconexas y equivalencia ho-
motopica en dimensiéon 1

Veamos que P : |R(X)| — S(X) establece una biyeccién en los conjuntos de compo-
nentes arcoconexas, independientemente de la dimension n. Aunque P no es en general
una equivalencia homotodpica probamos que para n = 1, si lo es.

Teorema 2.14. Sea X C R", la proyeccion P : |R(X)| — S(X) induce una biyeccion
en los conjuntos de componentes arcoconezas, my(P) : mo(|R(X)]) = mo(S(X)).

Demostracion. Como P es sobreyectiva, my(P) también lo es. Mostremos que también
es inyectiva. Sean v, w € |R(X)| tales que mo(P)[v] = mo(P)[w]. Sea n € R(X) tal que
v € |n|. Definimos T; = W, es decir, el subcomplejo de K generado por 7. Construimos
T,+1 recursivamente, si existe 7 € R(X) \ T,, tal que P(|7|) N P(|T,]) # 0 entonces
tomamos 71,41 = T, U {7}.
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Via un argumento inductivo veamos que |T,,;1| es arcoconexo. Por definicién 7,1 =
T, U{r} y existe o0 € T, tal que P(|o|) N P(|7|) # 0. Sin pérdida de generalidad
0€ P(le|)NP(|7]), c ={v1,...,0m}, 7= {w1, ..., wy} entonces

Z/\ivz‘ =0= Zﬂjwj
i=1 j=1
para ciertos A\; > 0, p; > 0 con Z;’;l N=1= Z;’il ;. Por lo tanto,

D Al = wilP =Y Nloal? =2 Aapg (05 - wy) > Aapg
i i i i
=Y AlulF =203 Aw) - O mwy) + D gl
i=1 i=1 j=1 Jj=1
m m’
= Z Ailoil® + Zﬂj|wj|2
i=1 j=1

Como diam{v;, vy} < 1 para todo ¢, ¢ y diam{w;, w; } < 1 para todo j, j', se sigue que

m
1> Z )\Z>\Zl|’l)l — Ui’|2 =2 Z )\i|vi|2
il i=1

y de la misma manera
m/
2 _ 2
U> Y pipyrlwy — wy? =2 iyl
jvj, Jj=1

. 2 / 2 .
es decir, D77, Aifvi|® < 1/2y 3700 pjlw;]? < 1/2. Luego se tiene que
i Aittjlvi —w;il* < 1y en consecuencia al menos algin par de vértices cumple que
|v; — w,;| < 1, pues en caso contrario, es decir, |v; —w;| > 1 para todo i, j , resulta

1> Z)\ZMJ|UZ — U}j|2 > Z/\Z/,LJ =1
A7j ’7‘7’

lo cual es absurdo. Por lo tanto, los simplices ¢ y 7 estdn conectados por una arista.
Luego |7}, 41| resulta arcoconexo.

Dado que X es finito, R(X) existe N € N tal que {7 € R(X)\ Ty : P(|7]) N
P(|Tx|)} = 0. Como |Ty| es compacto, P(Ty) también lo es y, por lo tanto, es cerrado.
Por el mismo argumento P(|R(X) \ Ty|) es cerrado y por defincién de N se sigue
que P(|Ty|) N P(IR(X) \ Tw]) = 0. Luego P(|Tw])* = P(|R(X) \ Tn]) es cerrado,
es decir, P(|Ty|) es abierto, entonces es una componente arcoconexa de S(X). Como
P(w) € P(|Tyl), se sigue que w € |Ty| y finalmente v y w estdn en |Ty|, que es
arcoconexo. Por lo tanto, mo(P) es inyectiva. O
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Teorema 2.15. Si X C R finito, entonces la funcion P : |R(X)| — S(X) es una
equivalencia homotdpica.

Demostracion. Primero veamos que tanto |R(X)| como S(X) son homotépicamente
equivalentes a un conjunto finito de puntos en R. Por la Observacién 2.7,

S(X) = U conv{v, w}

v,weX
diam{v,w}<1

como cada componente arcoconexa es contractil vale la afirmacion para el shadow. Por
otro lado consideramos el cubrimiento por abiertos i = {B(v,1/2)},ex con B(v,1/2) C
R. Se tiene que el nervio de U, N(U), y R(X) tienen el mismo 1-esqueleto y, por lo
tanto, son iguales. Pues ambos son completaciones flag de un grafo al ser el cubrimiento
dado por conjuntos convexos.

Como la interseccion de bolas es contréctil, por ser interseccion de convexos, por
el Teorema del Nervio [7] se sigue que N (X) y, por lo tanto, R(X), tiene el tipo
homotdpico de la unién U,ex B(v, 1/2). Como cada componente arcoconexa de la unién
es contractil, por ser un intervalo, se sigue que R(X) tiene el tipo homotépico de un
conjunto finito de puntos.

Dado que P : |R(X)| — S(X) induce una biyeccién en las componentes arcocone-
xas, es una equivalencia homotdépica. O

2.4. El isomorfismo en el m; en dimensién 2

Ahora exploraremos la relacion entre el tipo homotépico del complejo Vietoris-Rips
y su proyeccién en dimension 2. La idea central es dotar a la proyeccion geométrica de
una estructura combinatoria y relacionar su grupo de caminos por aristas con el del
complejo Vietoris-Rips.

A diferencia de lo que sucede en dimensién 1, en dimension 2 la proyeccién no es
una equivalencia homotépica como observamos en el Ejemplo 2.5.

2.4.1. Un poco de geometria en el plano

Veamos los resultados necesarios para probar que la proyeccién P induce isomorfis-
mos en los grupos fundamentales cuando X C R2. El objetivo central es describir a los
lazos shadow que representan al elemento trivial de m(S(X)) y cémo estos afectan a
la estructura del complejo de Vietoris-Rips.

Lema 2.16. Sean X = {vy,vs,v3} C R* y w € R? tales que dist(conv(X),w) < 1/2
entonces {w,v;} € R(w U X) para algin i € {1,2,3}.
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V2

dist < 1/2 U3

U1

Figura 2.9: El punto w estd a distancia menor que 1/2 del convexo generado por
{UlaUQaU?)}-

Demostracion. Si w € conv(X), por el Lema 2.13 se sigue que {w,v} € R(X) para
todo v € X. Si en cambio w ¢ conv(X), como se puede visualizar en la Figura 2.9,
al ser conv(X) compacto existe y € conv(X) tal que |wy| < 1/2, podemos suponer
que y € conv{vy,ve}. Por otro lado, existe i € {1,2} tal que |v;y| < 1/2 entonces
|zvy| < |zy| + |yvi] < 1/241/2 = 1. Por lo tanto, {y,v;} € R(X). O

Proposicién 2.17. Sea X = {vy, vy, v3, w1, wo, w3} C R? tal que {v1,va, v3} y {wy, we, w3} €
R(X), conv{vy,va} N conv{wy, wq, w3} # 0, conv{ve, vz} N conv{wy, wy,ws} = 0 y
conv{vy, vz} N conv{w, wy, ws} = . Entonces R(X) es un cono.

U1 W2

U3

V2 w3

Figura 2.10: Interseccion de dos tridngulos.

Demostracion. Veamos que w; € conv{vy, vy, v3} para algin i como nos sugiere la
Figura 2.10. Si v; 6 vy € conv{w;,wq, w3}, entonces conv{vy,v3} 6 conv{ve, vz} in-
terseca conv{ws,wsy, w3} respectivamente, lo cual es absurdo y, por lo tanto, vy, vy ¢
conv{wy, wy, w3}. Podemos suponer ademds que w; ¢ conv{vy, vy} para todo i, pues
en caso contrario este resultarfa siendo el apice. Por lo tanto, conv{vy,v3} es un seg-
mento que interseca el tridngulo conv{wy, ws, w3}, sin pasar por los vértices y tiene
sus extremos fuera del mismo. Por el Axioma de Pasch [6, Axiom 2] se sigue que el
segmento interseca dos lados del tridngulo, sin pérdida de generalidad conv{w;,ws} y
conv{wy, w3}.

Consideramos L(t) = (wy — wy)t + wy, la recta que pasa por wy y por ws. Como
conv{wy, wa} N conv{vy, va} # 0, existe 0 < ¢ < 1 tal que L(¥') € conv{vy,vy}. Si
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L(t) = vs para algtin t € R, entonces t < 0 6 t > 1, pues si no, conv{w;, wy} interseca
conv{vy,v3} contradiciendo la hipdtesis. Si t > 1, wy € L([t',t]) C conv{vy,ve,v3} y,
por lo tanto, wy € conv{vy, vy, v2}. Andlogamente wy € conv{vy, vy, v3} sit < 0.

Si L no interseca vz entonces L es una recta que no pasa por ningun vértice de
conv{vy, ve,v3} e interseca conv{vy, vy}, por Pasch resulta que L interseca otro lado del
tridngulo conv{wy, v, v3}, sin pérdida de generalidad conv{vs, v3}. Por lo tanto, existe ¢
tal que L(t) € conv{vs, v3}. Resultaque t < 00t > 1 pues en caso contrario conv{vy, vs}
intersectaria conv{w;, wy} contradiciendo la hipdtesis. Sin pérdida de generalidad ¢ > 1
y por convexidad resulta que wy € L([t', t]) C conv{vy, v2, v3}. Finalmente ws es el dpice
y, por lo tanto, R(X) es un cono. O]

Proposiciéon 2.18. Sea X = {vy,va, w1, wo, t1, e, t3} C R? tal que {vy,v2}, {wi,we} y
{t1,t2,t3} € R(X) y conv{vy,va} Nconv{wy, ws} Nconv{ty,ta, t3} # 0. Entonces R(X)
es simplemente conexo.

wq U1

Vo Wa
51 to

Figura 2.11: Interseccion de dos rectas y un triangulo.

Demostracion. La situacion geométrica que estamos teniendo en cuenta se puede vi-
sualizar en la Figura 2.11. Sea v un ciclo no contractil en R(X) y minimal en longitud
con esa propiedad, es decir, si 8 es otro ciclo no contractil entonces || < |3]. Notemos
que el minimal se toma sobre todos los puntos base posibles.

Como R(X) es una completacion flag, v recorre al menos cuatro aristas. Pues si
recorre tres o menos, por ejemplo {uy, us}, {ua, uz}, {us, ui}, como {uy, us, uz} € R(X),
y, por lo tanto, v es equivalente al elemento trivial.

Mas ain v visita al menos un vértice de cada uno de los simplices {vy, v },{wy, wo}
y {t1,t2,t3}. Pues via las Proposiciones 2.11 y 2.12 cualquier par de estos simplices
forma un cono.

Por minimalidad ~y recorre s6lo una arista de {t1, t, t3} pues si visita dos, sin pérdida
de generalidad (t1,%5) y (to,t3) 6 (t1,t2) y (t1,13):

= Siyrecorre las aristas orientadas (¢1,t2) v (f1, t3) se puede expresar como (tq, t2)y1(t1, t3)72-
Tanto (t1,t2)y1 como (t1,t3)72 son ciclos en t; estrictamente mds cortos que 7y,
por lo tanto, resultan equivalentes al elemento trivial. Consecuentemente ~ tam-
bién.
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= Siyrecorre las aristas orientadas (¢, t2) v (3, 1) se puede expresar como (t1, t2)y1(ts, t1)72.
Como 75 es un ciclo en ¢; estrictamente mas chico que ~, resulta trivial. Permu-
tando la tltima arista obtenemos que (t1,t9)7v1(t3,%1) es contréctil si y sélo si
(t3,t1)(t1,12)71 lo es. Este tltimo es equivalente a (t3,t2)v1, que por la minimali-
dad de 7 resulta ser contractil. Por lo tanto, v lo es.

Los analisis usando las aristas restantes son analogos. Veamos que podemos asumir
que ~y recorre los vértices en el orden vy (vg)wy (ws)t1(t2), donde () representa un vértice
opcional.

Notemos que v puede visitar como mucho seis vértices. Si visita un vértice dos veces,
da lugar a un ciclo de longitud estrictamente menor. Por otro lado, como mucho recorre
dos vértices del simplex {t1,ts,t3}.

En principio 7 visita al menos un vértice de los simplices {vy,v2}, {wy,we} y
{t1,ta,t3}. Sin pérdida de generalidad recorre vy,w; y t; y, por lo tanto, tiene la forma
Y = Vorwi Yt Ve donde 7y, es un camino desde v hasta w, si no permutando las
aristas se obtiene la misma forma.

» Si 7Yy, 1, Pasa por el vértice vy
Y = Yor,w1 Ywr w2 Yzt Vi v
=~ (vla UZ)(U27 01)7v1,w1 Y w2 Yva,t1 V1,01

o (U1, V2) Vot Yer,on PUES (V2, V1) Vo un Yaog 0o €S UL ciclo mas chico que

=~ (Ul, Ul)

Donde la tltima equivalencia vale pues (v1, U2)Vu,.t, V1.0, €S un ciclo més chico que
v. Por lo tanto, v resulta contréctil.

= 519, Pasa por el vértice vy

Y = Yor,w1 Yws 1 V1,02 Vvo,0

= Yoy Yo 1 V10 (U2, V1) PUES existe la arista (va, vq)

Este ciclo resulta contréctil si y s6lo si (va, 1) Yy wy Yewr 1 Ver,ve ¥ €5t€ caso se cubre
en el item anterior cambiando los roles de vy y de wvs.

» El razonamiento para la arista {w;,ws} es andlogo al de la arista {v, va}.
m Si Yy, wy, Dasa por to

Y = Yoi,t2 (tQ’ tl)(tb t2)7t1,w1 Ywr 1 V1,01
Yoo (B2, 11) Yty 0y PUES (E1,12)Vep un Yun 1 €8 Un ciclo de longitud menor que v
= (Ulu Ul)

La tultima equivalencia vale pues 7y, +,(t2, 1)V, 4, €s un ciclo de longitud menor
que v vy, por lo tanto, contractil. Luego ~ lo es.
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» Si 7Yy, ¢, Pasa por ty se cambian los roles de t; y ts.

Veamos que no puede haber subcaminos (vq, v2)(va, wy) (w1, wa), (wy, wa)(wa, t1)(t1, t2)
ni (1, t2)(t2,v1)(v1, v2). Por la Proposicién 2.11 el camino (vy, vg)(vg, w1 ) (w1, ws) estd en
el cono R({vy, v, wy, ws}) entonces es equivalente a un camino de dos aristas alli y, por
lo tanto, en R(X). Por minimalidad de 7 esto no puede suceder. Por otro lado, via la
Proposicién 2.12 resulta que los caminos (wy, ws)(wa, t1)(t1,t2) v (t1,t2)(t2, v1)(v1, v2)
estan en los conos R({ws, wa, t1,te,t3}) v R({v1,ve,t1,ta,t3}) respectivamente, enton-
ces cada uno es equivalente a un camino de dos aristas alli y, por lo tanto, en R(X).
Por la minimalidad de v esto no puede suceder.

La afirmacion anterior implica que hay exactamente una letra extra. Por lo tanto,
los casos restantes a verificar son (vy, wy)(wq, t1)(t1, t2)(t2, v1),

(v1, V) (g, W) (wy, t1)(t1, v1) ¥ (v1, wy)(wr, wa)(wa, ) (1, v1).

Caso 1: 7 = (vy,wq)(wr,t1)(t1,t2)(t2,v1). Si conv{vy,wi} N conv{ty,ts, t3} # 0, por
la Proposicién 2.12 el complejo R({vy, ws, t1,1ts,t3}) resulta ser un cono. Con lo cual
el ciclo (vy,wy)(wy,t1)(t1,t2)(t1,v1) es contractil. Por lo tanto, podemos suponer que
conv{vy, w; } Nconv{ty,ta, t3} = 0.

Como conv{vy, vy} N conv{wy, we} # @ resulta que {vg, w1} 6 {v1,we} € R(X),
pues alguno es un apice. Sin pérdida de generalidad {vq, w1} € R(X) y, por lo tanto,
{Ul, Vg, ’LUl} € R(X)

Si conv{vg, wy Nconv{ty, ts, t3} = (), por la Proposicién 2.17 el complejo R({vy, va, w1, t1, ta, t3})
resulta ser un cono y en consecuencia (vy, wy)(wy, t1)(t1,t2)(t2,v1) es contractil. Por lo
tanto, podemos suponer que conv{vy, w; } N conv{ty, ta, t3} # 0.

Como conv{vy, wy fNconv{ty, ta, t3} # 0, por la Proposicién 2.12 tanto R ({v1, ve, t1, 2, t3})
como R({vg, wy, t1,ts, t3}) resultan ser conos. Si {vs, t;} € R(X) paraalgini € {1,2,3},
entonces (v, wy)(wq,t1)(t1,t2)(t2,v1) es equivalente a la concatenacién de dos ciclos, ca-
da uno contenido en los conos R({vy, v, t1,ta,t3}) v R({ve, w1, t1,t2,t3}), por ejemplo
si {vg, 1} € R(X) entonces

(vlwl)(wltl)(tltz)(tgvl) ~ (’Ul, UQ)(UQ, wl)(wl, UQ)(’UQ, tl)(tl, tQ)(tQ, Ul)
~ (’017 UQ)(UQ, t1>(t17 tg)(tg, Ul) - R({Ul, Vo, tl, tQ})

Por lo tanto, podemos asumir que v, no es apice. A partir de esto el apice de
R({v1,v9,t1,t2,t3}) es v1. En particular {vy,%;} € R(X) y ~y resulta contréctil pues

(vl,wl)(wl,tl)(tl,tg)(tg,vl) ~ (Ul,tl)(tl,wl)(wl,t1>(t17t2)<t2,Ul)
~ (v1,11)(t1, ta)(t2, v1) = (v1,v1)

Caso 2: v = (vy,v2)(ve,wr)(wy,t1)(t1,v1). Si {v,wi} 6 {ve,t1} € R(X) enton-
ces (v1,vg)(ve, wy)(wy,t1)(t1,v1) resulta contractil pues (v, va)(ve, wy)(wy, t1)(t1,v1) =
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('Ul, U}1>(’w1, tl)(tl, ’01) ~ (Ul, U1> 0] (’Ul, UQ)('UQ, UJ1>(’UJ1, tl)(tl, ’01) ~ (Ul, Ug)(’l)g, tl)(tl, U1> ~
(v1,v1) respectivamente.

Por otro lado, si {vy, ta} 6 {ve, t3} € R(X) entonces (vy, ve)(ve, wy)(w,t1)(t1,v1) se
reduce a la concatenacién de dos ciclos, ambos contractiles. Pues si {vq,t2} € R(X)

(v1, va)(v2, wy) (wy, t1) (1, v1) = (v1, V) (va, wy) (wy, t1)(t1, t2)(t2, t1)(t1, v1)
~ (Ul, ’UQ)(UQ, w1>(w1, tl)(tl, tQ)(tQ, UQ)(’UQ, tg)(tg, t1)<t1, 211)

intercambiando la primera arista con la ultima obtenemos que este ciclo es contréctil si

y s6lo si (vg, wy ) (wy, 1) (1, t2) (t2, va)(va, ta)(t2, t1)(t1, v1)(v1, V) lo es. Este ciclo se puede
escribir como concatenacion de (vq, wy ) (w1, t1)(t1, t2)(t2, vo) y de (va, to)(ta, t1)(t1, v1)(v1, v2),
como R({vg, wy,t1,ta,t3}) y R({v1, v, t1,1ts,t3}) son conos, ambas partes del ciclo son
contractiles, luego v lo es.

Podemos asumir que {vy, wy }, {ve, t1}, {ve, t2}, {ve, t3} ¢ R(X). Seax € conv{vy,va}N
conv{wy, wy} N conv{ty,ts,t3}, por el Lema 2.16 resulta que |vez| > 1/2 entonces
|v1z| = |vyve| — |vex| < 1/2. Por otro lado, 1 < |vywy| < |vix| + |zwy| < 1/2 + w2,
entonces 1/2 < |wyz| y de donde resulta |wez| = |wow;| — |wiz| < 1/2 y |vjwsy] <
|viz| + |zws| < 1. Por lo tanto, {vy,ws} € R(X). Por lo cual R(X) contiene al ciclo
(v1, wa)(we, wy)(wy, t1)(t1,v1) y este ciclo es equivalente a (vq, vy)(ve, wy)(wy, t1)(t1, v1)
ya que al ser R({vy, va, w1, ws}) un cono, (vy,ve)(ve, wy) y (v1, ws)(we, w;) son equiva-
lentes.

Por el Lema 2.16 se sigue que {ws,t;} € R(X) para algin ¢ € {1, 2,3}, entonces
(v1, W) (we, wy)(wy, t1)(t1,v1) es contractil, y en consecuencia v lo es.

Caso 3: v = (vy, wy)(wy, we)(we, t1)(t1,v1). Es andlogo al Caso 2. O

2.4.2. Estructura combinatoria del shadow y levantar caminos

Estudiamos la estructura de complejo de celdas convexas de S(X) y vemos como
levantar caminos de aristas de S(X) a R(X), para asi conseguir la inversa de P, :
E(R(X),v9) = m(S(X),vp).

Sea X C R? finito, equipamos a S(X) con la siguiente estructura combinatoria.

» Un elemento v € §(X) es un vértice shadow si v € X 6 existen {ay,as}, {b1,b2} €
R(X) tal que v = conv{ay,as} Nconv{by, by }. Notamos S°(X) al conjunto de los
vértices shadow.

» Un par de vértices aj,ay € S°(X) definen una arista shadow si conv{ay,as} es
la clausura de una componente de P(|R'(X)])\S°(X). Por lo tanto, la funcién
caracterfstica de una 1-celda fo, 4, : D' — S(X) es fu,a,(t) = (1 — t)ay + tas.
Notamos §'(X) a la unién de los vertices shadow y las aristas shadow.
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» Un conjunto de vértices {ay, ..., a,} C S°(X) define una cara shadow si el convexo
conv{ay,...,a,} es la clausura de una componente de P(|R?*(X)|)\S'(X). Si
ai,...a, aparecen en ese orden en el borde de la cara shadow, entonces la funciéon
caracteristica de una 2-celda es fy, ., : D* = S(X) es el push-out de la funcién
de adjuncion g4, ., : S* = S(X) dada por

Garoan () = a;i(i —nt) +a; (L —i+nt)si (i —1)/n <t <i/n

donde a,,,; = a;. Notamos §?(X) a la unién de caras shadow y S'(X).

v

V2 U1 2

[ ] [ ]
V4 U1
Vs e e Ug
()

[ ] [ ]
V4 Us

Us

Figura 2.12: De izquierda a derecha: X C R? R(X) y S(X).

Ejemplo 2.19. Sea X el conjunto de puntos del Ejemplo 2.5. En la Figura 2.12 repre-
sentamos el conjunto de puntos X, el complejo de Vietoris-Rips R(X) y el complejo sha-
dow S(X) junto con la estructura combinatoria. Notemos que el conjunto de vértices de
R(X) tiene seis elementos, R*(X) = {vg, v1, 2, v3, V4, v }, mientras que el conjunto de
vértices shadow tiene doce elementos, S®(X) = {vg, v1, v2, U3, V4, Vs, So, S1, S, 53, S4, S5 }-
Asi mismo S(X) tiene 24 aristas shadow mientras que R(X) tiene 12 y hay 13 caras
shadow pero sélo 8 2-simplices en R(X). Més ain la cara shadow {sg, s1, S2, $3, S4, S5 }
no es un 2-simplex.

Observemos que S*(X) es un grafo y, por lo tanto, estdn definidos los caminos por
aristas shadow, que notaremos (s1, $2)(S2,3) - .. (Sn—1, Sn) donde (s;, s;41) es una arista
shadow. Reservaremos las letras v, w, v;, w; para vértices del complejo de Vietoris-Rips
y 8, s; para vértices del shadow.

Definicién 2.20. Sea X C R? finito y £ un camino por aristas en S'(X), & =
(s1,82)(82,83) .-+ ... (Sns Snt1). Consideramos {(v;, w;) }; € R(X) una familia de aris-
tas orientadas tales que valga la inclusién conv{s;, s;+1} C conv{v;, w;} y las semirectas
m, U;W, tienen la misma orientacién para todo ¢ = 1,...,n. Definimos el levantado
de & relativo a la familia de aristas {(v;, w;)}, como

(Ul7 wl)’}/wh’vz (UQa w?)’ng,’ug cee (Una wn) (22)
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donde vy, 4,,, €s un camino desde w; hasta v;11 en R({v;, w;, Viy1, wi1}), existe pues
este complejo es un cono.

Lema 2.21. Sea X C R? finito y & camino por aristas en S*(X), &€ = (s1,82)(82,83) . ..
oo (SnySnt1), v {(viywy) Py (vl wh) Y, dos familias de aristas en R(X) tales que
conv{s;, si41} C conv{v;, w;} Neonv{v], w'} y las semirectas 55,41, U0}, viw tienen la
misma orientacion para todoi = 1,...,n. Siv; = v} yw, = w!, entonces los levantados
relativos (vy, wll)%’l,wg (05, wé)%é,wg o (Vhwn) Y (01, W1) Yy s (V2 W2) Vg g - - - (U, Wy) SON
equivalentes en R(X).

Demostracion. Caso 1: v; = v, y w; = w) para todo i = 1,...,n. Como el complejo
R({vs, Wi, Vig1, Wit1}) €8 UN CONO, Y, wiyy = Vo ATy, por lo tanto, en R(X) para
27741
todo 7 =1,...,n. Luego ambos levantados son equivalentes.
Caso 2: existe un dnico ¢ € {1,...,n} tal que (v, w;) # (v}, w,). Consideramos

L(t) = (w; —v;)t+v; la recta que pasa por v; y w;. Como conv{s;, s;11} C conv{v;, w;} N
conv{v;, w.}, L pasa por v}y w}.

Vi+1

Wi41

U; Vi—1

Figura 2.13: Configuracién de vértices con conv{s;, s;+1} C conv{v;, w; } Nconv{v}, w;}.

Como conv{s;, s;+1} C conv{v;, w;}, existe 0 < ¢’ < 1 tal que L(t') € conv{s;, s;41}-
Sin pérdida de generalidad existe 0 < t; < ¢’ tal que L(t;) = v}, si no cambio los roles
de las aristas. Resulta que |v; — v}| = |w; — v;|t1 < 1y, por lo tanto, {v;,v}} € R(X).
Mas ain como |w; — v}| < |w; — v||1 — t1] < 1 resulta que {w;,vi} € R(X), como se
puede visualizar en la Figura 2.13.

Por otro lado, existe to > t' tal que L(ty) = wi. Si t < 1 entonces |w; — w}| =
|w; — v]|1 — ta] < 1 resultando que {w;,w;} € R(X). En cambio si 1 < ¢, entonces
|w; —wl| < |w; —v;|[te—1| < |w;—wy||ta—t1] = |w,—v}| < 1 resultando que {w;, w}} € R.

Via la Proposicién 2.18 los complejos R({v;_1, w;_1, v;, w;, vl wi}) y
R({v;, wi, v}, wh, vir1, w;11}) son simplemente conexos. Por lo tanto,

(Uia wi)%ﬂmviﬂ (Ui-l—lv wi-l—l) = (Uia U;) (U;v w;)’yw;,viﬂ (Ui-l-la wi—i—l)
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en R({v;, w;, v}, w}, viy1,wir1}) v, por lo tanto, en R(X). Andlogamente

(Uz'—lawz‘—l)%i_l,vi(%wz) (Uz 1, Wi— 1)%1 1,0 (U w)(wﬁawz‘)

en R({vi_1,w;_1,v;, w;, v, wi}) v, por lo tanto, en R(X).
Luego se tiene que

(Uzel, wifl)'ywi,l,vi (’Ui? wi)%}i,vm (Ui+17 wi+1)
= (%‘—hwi 1)%;1 1,vl(viawi)(wiaUi)(viawi)7w17vz+1(vi+1awi—f—l)
~ (V315 Wim1)Yawog_10 (U w;) (W}, wi) (wi, vi) (vi, v7) (v, w)%;,mﬂ(vwbwm)

(Uz 1, Wi— l)f)/wz 1,0 (U w)le,vl+1(Ul+lvwz+l)

en R(X), donde la tultima equivalencia es vélida pues R({v;, w;, v}, w}}) es un cono,
entonces (v}, w!)(w}, w;)(w;, v;) (v, vi)(vh, wh) ~ (v}, v]). Por lo tanto, ambos levantados
resultan equivalentes.

Caso 3: las familias de aristas difieren en mas de una arista. Como la relacion de
equivalencia de caminos por aristas es transitiva modificando de a una arista a la vez
obtenemos la conclusion. O

Notacién 2.22. Dado ¢ camino por aristas en S'(X), notamos ¢ al levantado de
& respecto a alguna familia de aristas. Por el Lema 2.21, £ estd bien definido salvo
equivalencia fijado los vértices inicial y final.

Lema 2.23. Sean X C R? finito, § y & dos caminos por aristas en SHX) simplemente
equivalentes en SHX). Si & y & cumplen orlgen(f) = orlgen(f’) y fin(§) = fin(¢),
entonces € ~ € en R(X).

Demostracién. Sean &), & caminos por aristas en S1(X) y (s,5') € SY(X) tales que

16,8 = {616, &(s,8)(5', 8)&2 )

Consideramos {(v;, w;)}?,, {(v},w})}*,, (v, w) aristas en R(X) cuyas proyeccio-
nes cubren &1, & vy (s,s’) respectivamente con las orientaciones correspondientes. Por
definicion se sigue que

/

(& (s, 5/)<SI7 5)52)A >~ (v, w1) -+ (VnWn ) Vo (V, W) Yoo (W, U)'Vv,v’l (U/lv w/l) cee (U;II7 Wy, )
~ (v, wy) ... (v, wn)vwmv%mi(vi, wy) ... (v, w))
~ (v, wy) ... (vn, wn)”ywmvi(v{, wy) ... (v, wh)
donde la tultima equivalencia es valida pues 7, vV, €8 Un camino en

R({vn, wn, v, w, vy, w;}) que es simplemente conexo, por la Proposicién 2.18. Por lo
tanto, todo par de caminos cuyos vértices inicial y final coincidan son equivalentes alli y
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s . / / !/
en consecuencia en R(X). Tomamos v, ., camino de w, a vy en R({v,, Wy, v}, w}}),

existe pues este es un cono. Ademads, este tltimo camino es equivalente a &, y, por lo
tanto, vale la proposicion. O

Notacién 2.24. Sea X C R? finito y & camino por aristas en S*(X), notamos [¢] al
levantado de la clase de ¢ en S*(X). Por el lema anterior, [¢] esté bien definido salvo
equivalencias fijados los vértices inicial y final.

Lema 2.25. Sea X = {vy,wy, v, wa} C R? tal que {s1, 52}, {s2,83} € S(X), {v1, w1},
{vg, wa} € R(X), conv{s;, s;41} C conv{v;, w;} y las semirectas s;S;+1, v;w}; tienen igual
orientacion para i = 1,2. Entonces

P.([(51,52) (82, 53)] ) = [viw1 * w152 * S2v2 * Vows] € homuy, (s(x)) (v1, w2)
donde [(s1, 52)(s2, 83)] se considera empezando en vy y con fin en w;.

Demostracion. Dado que conv{vy, w;} N conv{vy, wy} # () por la Proposicién 2.11 se
sigue que {wy,ve} 6 {v1,ws} € R(X), pues alguno es un &pice.

Caso 1: w; 6 vy es apice. Por el Lema 2.21 la sucesién encadenante es el camino
(v1, wy)(wy, va)(v2, we), salvo equivalencia en R(X). Pues (vi,w;) y (ve, ws) son aristas
en R(X) orientadas inducidas por las aristas (s, $2) y (S2, s3). Asi mismo es un camino
de v; a wy en R(X) que empieza con la arista (vq,w;) y termina con (vy, wy).

w1y
V2 S2
w
S3 2
S1

U1

Figura 2.14: Aristas (v, w1) y (ve,ws) € R(X) orientadas inducidas por las aristas
(s1,82) v (s2,83) € S(X).

Luego Py ([(vy, wq)(wr,v9)(v2, we)]) = [v1w; % wyvy % vaws]. Como ve 0 wy es api-
ce, {v1,w1,v2} 6 {vg,wo, w1} € R(X). Como conv{ws,vs,s2} C conv{vy, wy,va} N
conv{wy, v, wa} se sigue que conv{ws, vq, s1} C P(R(X)). Esto da lugar a que

V1W1 * W1V * VoW9 = V1S9 * SoW1 * W1V * VS9 * SoWo =X V1S9 * SoW9
™ V182 * SoWq * W1S9 * SoUg * VaS9 * SoWo
o VW1 * WSy * SoUy *k Vewy en S(X) rel T

pUES SolWq * W1y * VgSa, Solly * WS, Salh * UaSe son ciclos contractiles al estar en un
CONvexo.
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Caso 2: v; 6 wy es apice. Por el Lema 2.21 la sucesién encadenante es (vy, wq ) (wq, v1)
(v1, wa)(wa, V) (ve, we), salvo equivalencia en R(X). Pues es un camino de v; hasta ws
en R(X) que empieza en la arista (vy,w;) y termina en (vq, ws).

Luego P.([(v1,wr)(wr, v1)(v1, wa)(we, v2)(ve, w2)]) = [v1wy * wivy * vjwy * wavy *
vowy|. Por otro lado, como vy 6 wy es apice, {vy,ve, wa} 6 {v1, w1, wa} € R(X) y como
consecuencia conv{vy, wsy, sa} C S(X). Esto da lugar a

V1W1 ¥ W1V * V1W2 * WoUg * VoWo == V1W1 * W1S2 * SoU1 * U1W29 * WaS9 * SoUs * VaWo

o VW1 % W1Sg * SaUy * Vawy en S(X) rel T
pues Sy * VW * WaSe €s un ciclo contractil al estar en un convexo. ]

Comentario 2.26. De ahora en adelante, cada vez que consideremos un levantado
de un camino por aristas shadow ¢ que cumpla origen(§), fin(§) € X lo elegiremos
empezando y terminando en estos vértices

Lema 2.27. Sean X C R? finito y & = (v1,52)(S2,53) - - . (8n, wy) un camino por aristas
en SY(X) con vy, w, € X. Entonces P,([£]) = [pe].

Figura 2.15: Aristas (v1, wy), (ve, wa), (vs, w3) € R(X) orientadas inducidas por las aris-
tas (v, s2), (S2,$3), (s3,54) € S(X).

Demostracion. Sea {(v;, w;)}; C R(X) cubrimiento de &, podemos visualizar el co-
mienzo del cubrimiento por aristas en la Figura 2.15. Por lo tanto, tomando el levantado
de £ con vértices inicial y final respectivamente v; y w,, por el Lema 2.21 resulta

é = <U17 wl)%ﬂlﬂ& (U27 w2)7w271}3 s (Unv wn)
> (U1, W1 ) Yay g (V2, Wa ) (W, V2) (V2 W) Yapg g - - - (Vs W)

~ ((v1, s2) (82, 53))A(w2> v2)((s2, 83) (83, 54))A(w3a v3) . ((Sn—1, 8n) (S, Wwn))

donde cada levantado ((s;, i11)(Sit1, Si+2)) se toma con vértices inicial y final respec-
tivamente v; y w;1q.
Por el Lema 2.25, para cada i =1,...,n — 1 resulta

P*([(Siv Si+1)(Si+1, Sz‘+2)] ) = [Uz‘wz‘ *WiSiq41 * Si41Viq1 * Uz’+1wz‘+1] = [Ui8i+1 * Si+1wz‘+1]
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tomando $; = V1 Y Spi1 = Wy
Como P, es un funtor

P*([QA) = P.([(v1, 82) (52, 53)] [(w2, va)][(52, 53)(83, 54)] [(w3703)]---[(Sn—lasn)(Smwn)D

~ P,([(v1, 52)(s2,53)] ) * [wava] * P([(52, 53) (53, 54)] ) * [w3vs] ... Po([(Sn—1, 5) (Sn, wn)] )
~ [1189 * SoWg * Waly * UgS3 * S3Ws3 * + + * * Vp_1 8y, * Sply)

o (U189 * S983 * S354 ... Sp_1Sn * SpWy| = [P¢]
donde usamos que s;w; * w;v; * v;S;11 =~ $;S;+1 pues esta en conv{v;, w;}. O

El siguiente teorema es el resultado central de esta seccion. En su demostracién vere-
mos como se relaciona la estructura combinatoria subyacente de la proyeccion geométri-
ca con la del complejo Vietoris-Rips a través del levantado de caminos.

Teorema 2.28. Para todo X C R? finito y vy € X, P, : E(R(X),v0) — m1(S(X), )
es un isomorfismo.

Demostracién. Como S(X) se obtiene a partir de S'(X) adjuntando una 2-celda por
cada cara shadow, via el Teorema 1.25 resulta que el morfismo inducido por la inclusiéon

Lyt T(SHX), v0) = T (S(X),v0)

es un epimorfismo con ker(t,) = N. Donde N es el subgrupo normal generado por las
clases de lazos w x v * w, donde 7 : S — S'(X) es un ciclo en el borde de una cara
shadow y w es un camino en S'(X) de vy hasta (pg), donde py es el punto base de
St. En otras palabras N = ([;])se; donde cada [;] es un ciclo en el borde de una cara
shadow conjugado a vy.

Sea [¢] € m(S(X),vg) entonces existe [¢/] € 7 (SH(X),vo) tal que w.([¢]) = [¢].
Como p : E(SY(X),v9) = 71 (S (X), vp) es un isomorfismo, por el Teorema 1.20, existe
] € E(SH(X), vo) tal que p([€]) = [6¢] = [¢/). Por el Lema 2.27 P.(€]) = [pe] = [e] =
[¢'] = [¢], donde la segunda igualdad vale pues son exactamente el mismo camino y,
por lo tanto, es un epimorfismo.

Sea [¢] € E(R(X),v) tal que P.([¢]) = [p¢] = [vo] entonces pe € N. Sea N =
p~H(N). Como N = ([yi])ier, resulta que N = ([I;])se; donde [;] es un ciclo en una cara
shadow,la misma que recorre [y;], conjugado a vy tal que p([l;]) = [vi].

Como & = (vo,v1) ... (vn,vo) consideramos v; = s{,s5,...,5. = vy € SU(X)

vértices ordenados de conv{v;, v;11} y tomamos el ciclo shadow en vy dado por {x =

(005Q)($959) - - (%,51) . (57 _,v0). Como p([&4]) = [éc,] = [éc] = [pe] € N se sigue

que &y € N y, por lo tanto, existen [ . . ., [, ciclos por bordes de caras shadow conjugados
a v tales que 4 ~ Iy...1, en S'(X). Por Lema 2.23 se sigue que (I3,...l,) =~ &4 en
R(X), ya que los levantados tienen los mismos vértices inicial y final pues vy € X.
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Por otro lado, como conv{s}, s}, ..., st } C conv{vy, v;41} para todo i. Se sigue que
((s5,85) ... (s]_1,88.) = (v, vi41) ¥, por lo tanto, & ~ & en R(X). Finalmente obtuvi-
mos que (I, ...1,) ~ & en R(X).

Hagamos induccién en 7 para ver que (I;...1.) es contractil. Sir =1, [, = a0¥a !
donde ¥ es una cara shadow y « es la conjugacién al punto base.

Por defincién U estd contenido en la proyeccién de algin 2-simplex {t,ts,13} €
R(X). Consideramos {t1,ts,t3} minimal con respecto al orden parcial dado por la

inclusion en las proyecciones. Podemos visualizar esta situacion en la Figura 2.16.

131
V9 wq
Wy U3
v S1 S3 Wy
t3 ws ./ - \ (W) t2

Figura 2.16: Cara shadow VU y el triangulo minimal que la contiene.

Desarrollamos OV = (sy, 82) . .. (8, s1) donde s; € S*(X). Sea {(v;, w;)}; C R(X)
tal que conv{s;, s;41} C conv{v;,w;} y szs—m) tiene la misma orientacién que v;wj.

Para todo i se tiene que v;, w; ¢ conv{ty,ts,t3}, pues si v; € conv{ty,ts,t3} entonces
{vi, t1},{vi, ta}, {vi, t3} € R(X). Como ¥ es la clausura de una componente entonces
no es atravesada por ninguna arista, sin pérdida de generalidad ¥ C conv{v;, t1,%2}. Lo
cual es absurdo pues conv{wy, t1,to} C conv{ty, ta,t3} v {t1,t2,t3} era minimal en este
sentido.

Luego la hipétesis de la Proposicién 2.18 se aplica a {t1, t9, {3} y aristas consecutivas
(i, w;), (Vir1, wig1). Por lo tanto, R({v;, wi, vir1, wir1, t1, ta, t3}) es simplemente conexo.

Fijemos el vértice ¢; como punto base y una sucesion de aristas ; en R({v;, w;, t1, to, t3})
de t; a v;. Tales caminos existen y son inicos médulo equivalencia, pues R({v;, w;, t1,t2,t3})
es un cono.

Tomando {v,w} € R que cubre la ultima arista de « y, por lo tanto, la primera de
a1, el levantado de [; resulta

$1,82) - - (Sm, sl)oz_l)

$1,82) - - - (Sm, 81) (51, sl)a_l)A

I~ (af
=~ (o )

Y00 ((51,52) - - (S 81) (51, 51)) Yoy @~

12

Tomando (vq,w;) como artista orientada tal que conv{sy, s;} C conv{vy, w;}, vea-
mos que ((S1,52) ... (Sm,51)(81,51)) es trivial en R(X).
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((51,52) - (Sm»51)(51,51)) = (U1, W1)Vawy 09 (V25 W) Ve g - - - (Vs Wen) Ve 00 (U1, 01) (w1, v1)

= (Ula w1>7w1,v2B;162(U27 w2)7w2,v3 ce wam,hva;Llﬁm(Uma wm)’Ywm,vlﬂflﬁl

= (Ula wl)’le,vzﬁz_lﬂl

pues i (viw;)Yww, By = (t1,11) ya que R({vi, wi, vig1, wigr, t1, ta, t3} es simplemente
conexo.
Finalmente, como (v1, w1 )Ya, 4,05 51 es un ciclo en vy en R({v1, wy, vo, wy, t1, ta, t3}),
que es simplemente conexo, resulta equivalente al ciclo trivial. Por lo tanto,
(51,52) - (Sm,51)(s1,51) es equivalente al ciclo trivial y en consecuencia [ lo es.
Supongamos que r > 1 y vale para todo los valores menos que r. Como (I; ...1,) ~
(17 . ..lr,l)Al; ~ (vg,vg), pues fin(l,_1) = origen(l,) = vy que es un elemento de X.
Luego vale para todo r y en consecuencia P, es inyectiva. Finalmente P, resulta ser un
isomorfismo. m

Corolario 2.29. Sea X C R? finito y vg € X. Entonces m(R(X)) es un grupo libre.

Demostracion. Por el teorema anterior basta ver que 7 (S(X), vp) es libre. Como toda
cara shadow es triangulable, al ser un poligono, S(X) es un poliedro planar y via la
Proposicién 1.23 se sigue que tiene el tipo homotopico de un grafo. Como el grupo
fundamental de un grafo es libre [18, Corollary 3.7.5], concluimos lo que querfamos. [J

Proposicién 2.30. Sea F un grupo libre finitamente generado, entonces existe X C R?
tal que m (R(X)) = F.

Demostracion. Sea n el rango de F'y consideramos X = {(k,0), (k + 1/2,1/2), (k +
1/2,-1/2),(k+1,0): k=0,...,n — 1} C R2.

S(X)

Figura 2.17: Complejo shadow homotdpico a n wedges de S*.

Por lo tanto, S(X) es un grafo y m (R(X)) ~ F. O
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2.5. Dimension 3 y la estrategia local

En est4 seccion estudiaremos complejos de Vietoris-Rips de subconjuntos X de R?
y propiedades homotépicas de la proyeccién P : |R(X)| — R3. A diferencia de lo
que ocurre en dimensién 2, en dimension 3 no se sabe si P induce un isomorfismo
T (|R(X)|,v0) = m1(S(X),vp). Sin embargo si se sabe que P induce un epimorfismo en
los grupos fundamentales, esto fue demostrado en ([3], Theorem 1 ). A continuacién,
siguiendo los pasos de [3], damos una demostracién de ese resultado. La idea central es
la localizacion del problema al entorno de un punto y luego extender la resolucion del
problema en ese entorno a todo el complejo simplicial.

Vamos a adoptar la siguiente notacion a lo largo de esta seccion, sea X C R” y
v e X, R(X) = R(X;1), definimos X, = (X —v) N B(v,1) y X = X N B(v,1).
Notemos que R(X,) y R(X") son respectivamente el link lkgx)(v) y el star cerrado
str(x)(v) de v en R(X).

Proposicion 2.31. Sean A, B C R? tales que |A|,|B|] < 4 y conv(A) N conv(B) # 0,
entonces vale alguna de las siguientes.

1. Se tiene que conv(A) C conv(B) 6 conv(B) C conv(A).

2. Existen {a1,as,a3} C A y {b1,bo2} C B tales que conv{ay, as,as} Nconv{by, by} #
0.

3. Ezisten {ai,as} C A y {b1,be,b3} C B tales que conv{ay, as} Nconv{by, by, b3} #
0.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad ningin elemento de A es combinacién conve-
xa de los otros, lo mismo ocurre con B. Los casos |A| < 3y |B| < 2 son inmediatos. Por
lo tanto, analicemos primero el caso |A| = 3y |B| = 3. Si BNconv(A) # () el resultado
es cierto y, por lo tanto, supongamos que no es el caso. Sea [P el plano que contiene a
conv(A), este separa R? en dos semiespacios convexos cerrados y, por lo tanto, en cada
una de ellos hay elementos de B.

Consideramos = € conv(A) Nconv(B) y by, by € B vértices en semiespacios distintos
de R*\P. Tomamos y € conv{by, by} NP, si y ¢ conv(A) entonces existe {a1,as} C A tal
que conv{ay,as} Nconv{z,y} # (), ver Figura 2.18. Como z,y € conv(B) se sigue que
conv{ay, as}Nconv(B) # . Sien cambio y € conv(A) entonces conv{b, by} Nconv(A) #
(). En ambos casos se sigue la proposicion.

Si|Al =4y |B] > 3,st ANconv(B) # 0 6 BN conv(A) # 0 el enunciado es
inmediato y, por lo tanto, supongamos que esto no sucede. Sean x € conv(A)Nconv(B)
y b1 € B, por hipétesis existe {a1, az,a;} C A tal que conv{z, by} Nconv{ay, as,as} # 0.
Si |B| = 3 sigo el razonamiento del caso anterior. Si |B| = 4 repito los pasos de este
péarrafo con los conjuntos B y {a1, as, as}. O

Lema 2.32. Sean X C R?® yv € X. Los espacios R(X") y S(X") son contrdctiles.
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Figura 2.18: Hiperplano P contiene a conv(A) y separa a los puntos by, by € B.

Demostracion. R(X") es un cono con apice v y S(XV) es star-shaped con centro v. [

Proposicién 2.33. Sean X C R? finito y v € X. Entonces la inclusion
i:S8(X,) > SX)NS(X —v) (2.3)
es 0-conexa, es decir, induce una funcion sobreyectiva en los m.

Demostracion. Basta ver que para todo punto z € S(XV) NS(X — v) hay un camino
continuo en S(XY)NS(X —v) que empieza en x y termina en algin elemento de S(X,).

Por la Observacion 2.7 existen subconjuntos A C X"y B C X — v tales que
|Al,|B] < 4, diam(A) < 1,diam(B) < 1y = € conv(A) N conv(B).

Si AC X, 0B C X, entonces = € S(X,) vy, por lo tanto, la afirmacién es valida.

Podemos suponer que v € Ay B ¢ B(v,1). En particular v ¢ B, pues en caso
contrario diam(B) > 1y, por lo tanto, conv(A) € conv(B) y conv(B) ¢ conv(A). La
Proposicién 2.31 nos asegura que existe y en la interseccion de un tridngulo con vértices
en A con un segmento de vértices en B, o viceversa.

Como conv(A)Nconv(B) es un convexo, la recta que une a x con y esta en conv(A)N
conv(B) C S(X") N S(X — v). Luego basta encontrar un camino de y a S(X,) en
S(X")NS(X —v).

» Caso 1: si y € conv{ay,as,az} Nconv{by,bs} con aj,as,a3 € A C X"y by,by €
B C X — v. Repitiendo el argumento de la primera parte con A’ = {ay,aq, a3} y
B’ = {by, by} reducimos el caso a a1 = v,as,a3 € X, y by ¢ X,. Por la Proposicién
2.12 el complejo R({a1, az, as, b1, bs}) admite un &pice.

e Si by es dpice entonces by € X, y, por lo tanto, el segmento conv{y, b} C
conv{ay, az, ag, by } Nconv{by, by} C S(X’)NS(X —v) conecta y con by € X,,.

e Como ni a; ni by pueden ser apices entonces as o as lo son, sin pérdi-
da de generalidad ay es édpice. Por lo tanto, el segmento conv{y,as} C
conv{ay, az, az}Nconv{by, be,as} C S(X')NS(X —v) conecta y con ay € X,,.
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» Caso 2: y € conv{ay,as} Nconv{by,be,bs} con aj,as € A C XV y by,by,b3 € B C
X —v. Como en el caso anterior, podemos suponer que a; = v,as € X, y bg ¢ X,.
Las posibilidades son

e si by, by € X, resulta que as, by 0 by es un dpice y, por lo tanto, |asb;| < 1 o
la1by| < 1. Sin pérdidad de generalidad |azb;| < 1 por lo que conv{y, b} C
conv{ay, az, by} Nconv{by, by, b3} C S(X?)NS(X — v) es un segmento que
une y con by € X,.

e sib € X,,by ¢ X, entonces by 0 as es un dpice y, por lo tanto, |asb| < 1y
se sigue de forma analoga.

e si by ¢ X,,bo ¢ X,, entonces ay es apice y, por lo tanto, el segmento
conv{y,as} C conv{ay,as} N {by,ba,b3,a2} C S(X?)NS(X —v) y con
as € X,. L]

Teorema 2.34. Para todo conjunto X C R? finito, la proyeccion P : |R(X)| — S(X)
es 1-conexa.

i

[R(X0)] <

S
S(X,).

IR(X —v)

- [R(X7)|

C /Llﬁ
S(X)NS(X —v)
P /

S(X —v) «

Figura 2.19: Diagrama conmutativo inducido via remover un vértice.

Demostracion. Veamos por induccién en el cardinal de X que P : |[R(X)| — S(X)
es l-conexa. Vale si X = (). Si no, tomamos v € X y observemos en el diagrama
conmutativo en la Figura 2.19 que P : |R(X")| — S(X") es oo-conexa por el Lema
232, P R(X —v)| > S(X —v) y P:|R(X,)| = S(X,) son 1-conexas, por hipdtesis
inductiva, y i : S(X,) = S(X")NS(X —v) es 0-conexa, por la Proposicién 2.33. Por lo
tanto, |R(X")|NR(X —v)| = |R(X,)| = S(X,) = S(X?)NS(X —v) resulta 0-conexa.
Finalmente, por la Proposicién 1.36, resulta que P : |[R(X)| — S(X) es 1l-conexa. [

Observacién 2.35. La funcién i : S(X,) — S(X")NS(X —v) no induce en general un
monomorfismo en los grupos fundamentales, ni siquiera en dimensién dos. Consideremos
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otra vez el ejemplo del hexdgono X2 = {v;}>_, € C = R? donde v; = &', £ = &™/3 y
1/2 < r < 1/4/3 y tomamos v = v5. Como se puede visualizar en la parte izquierda de

S(X7)

(%) U1

Uy Us

Figura 2.20: A la izquierda se visualiza el shadow S(X?) y a la derecha el shadow S(X?2).

la Figura 2.20. Resulta que X2 = {vy,vo,v4,v5} v (X?)" = {v,v1,v9, 04,05} v, por lo
tanto, m;(S(X?)) = Z como se puede observar en la parte derecha de la Figura 2.20.
Mientras que 71 (S(X? —v) NS((X?))) es trivial pues es contractil, podemos visualizar

S(X*)NS(X — v)

V2 U1

(] Vs
Figura 2.21: Interseccién de S((X?)") y S(X? — v).

esta operacion en la Figura 2.21.

Adamaszek, Frick y Vakili conjeturan que para todo X C R? finito, la funcién
i:S8(X,) > SX)NS(X —v)

es 1-conexa [3, Conjecture 7.1].

2.6. Un ejemplo en dimension 4

A continuacion veremos que el analogo al Teorema 2.34 para dimensién 4 es falso.
El siguiente ejemplo aparece en [10, Proposition 5.4].
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(%
2 o

Uy U1
U3

Us Us
Figura 2.22: (1) A la izquierda el complejo de Vietoris-Rips asociado al conjunto X
(2) A la derecha la segunda coordenada compleja de los convexos conv{vy, vg,v4} y
conv{vy, vs, s }.

Proposicién 2.36. Eziste X C R* tal que el morfismo inducido por la proyeccion,
m(P) : m(|R(X)|) = m1(S(X)), no resulta sobreyectivo.

Demostracion. Sean & = ™3, 1/2 < r < 1/v/3 y X = {vo, vy, va, v3, 04,05} C C? = R*
con

Vo = (T&O,O),Ug = (T5270)7U4 = (T€470)7UI = (rfla 661)703 = (T§37€§3)7U5 = (7“65,665)

Notemos que |v;v;41] > 2r > 1 para todo ¢, considerando los subindices médulo 6.
Tomemos e > 0 suficientemente chico para que |v;v;| < 1 para todo i,j tales que
i # j+ 3 (6). Entonces R(X) ~ S?, ver Figura 2.22. Veamos que la proyeccién sélo
identifica los centros de los tridngulos {vg, vo,v4} ¥ {v1,v3,v5} vy, por lo tanto, tiene el
tipo homotépico de S? con los polos identificados. El grupo fundamental de este espacio
es Z mientras que el grupo fundamental de R(X) es trivial y en consecuencia m;(P)
no es sobreyectivo. A continuacién a; denotard al coeficiente de v; en la combinacién
convexa.

= Veamos que (0,0) = conv{vy,ve,vs} N conv{vy,vs,vs}. Si proyectamos ambos
tridngulos en la segunda coordenada compleja obtenemos que sélo se intersecan
en el 0, ver Figura 2.22.2. Por ende a; = a3 = a5 = % y proyectando en la primer
coordenada compleja obtenemos que 0 = a7€ +asré3+asre® = agr+asré2+aurét.
Luego el unico punto de interseccién es el (0,0).

= Veamos que si los tridngulos no comparten ningiin vértice, la interseccion de los
convexos es vacia, es decir, conv{v;, vii1,vi40} N conv{v; s, vira, viys} = 0 para
todo ¢ = 0,...,5. Estos son los unicos casos que hay que verificar con vértices
disjuntos pues la interseccién conv{v;, v; e, Viys} Nconv{v; 1, Vi3, Virs} Se vio en
el item anterior.
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V2 U1

U3 Vo

V4 Us

Figura 2.23: Proyeccién en la primer coordenada compleja de las cédpsulas convexas
conv{vg,v1,v2} y conv{vs, vy, vs}.

Al proyectar en la primer coordenada compleja obtenemos que las capsulas con-
vexas son disjuntas alli y, por lo tanto, en C2. Ver Figura 2.23 para el caso i = 0,
los otros casos se obtienen via rotacion.

V2 U1 U1

Vo U3

(1 Us Us

Figura 2.24: (1) A la izquierda la proyeccién en la primer coordenada compleja de
los convexos conv{vg, vy, va} v conv{vy, vs,vp}. (2) A la derecha la proyeccién de los
convexos conv{vg, vy, v4} y conv{vy, vs, vs}.

= Veamos que si los dos triangulos comparten sélo un vértice, la interseccion de los
convexos resulta ser ese vértice. Las intersecciones posibles son conv{v;, v;y1, viz2 }N
conv{v;, Vi, Viys} v conv{v;, vii1, Vira} N convy{v; i1, viv3, vips} para ¢ = 0,...5.
En el primer caso, al proyectar en la primer coordenada compleja obtenemos que
la interseccion es solo el vértice en el que coinciden, ver Figura 2.24.1 para el caso
i = 0, los otros casos se obtienen via rotacién. Por lo tanto, a; = a; = 1, es decir,
la combinacién convexa es sélo el vértice v;.

El segundo caso se separa a la vez en dos subcasos segtin si la segunda coordenada
compleja de v;,1 es nula 6 no. Si es nula entonces lo son también las segundas
coordenadas complejas de v;13 v v; 15y, por lo tanto, la interseccién de los convexos
en esta coordenada es el 0. Por otro lado la segunda coordenada compleja de v; y
v;12 son no nulas entonces a; = a;12 = 0y, por lo tanto, a;1; = 1.
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Si la segunda coordenada de v;11 no es nula tampoco los son las de v;43 ¥ viy5
y si son nulas las segundas coordenadas de v; y v;12. Como la interseccién de
las proyecciones es solo el segmento que une la segunda coordenada de v; con el
0, ver Figura 2.24.2, resulta que a;13 = a;45 = a > 0y, por lo tanto, a;;1 =
1 — 2a. A continuacién desarrollamos el caso i = 0, los otros casos se obtienen
via rotacién par. Proyectando en la parte imaginaria de la primera coordenada
compleja, simplificando los parametros r, obtenemos

(1-— 3a)sen(g) = (a1 + ag)sen(g)

como a; = 1 — ag — as concluimos que ag = 3a. Asi mismo mirando la parte real
de la misma coordenada obtenemos a(cos(§) — 2) = azcos(3). Como cos(3) > 0

s

y cos(%) — 2 < 0 tanto a como ay resultan ser nulos, con lo cual a; = a} = 1.

%1 V2 (%1

U3 U U3

2\

Us (1 Us

Figura 2.25: (1) A la izquierda la segunda coordenada compleja de los convexos
conv{vg,v1,v2} y conv{vg, vy, vs}. (2) A la derecha la primera coordenada compleja
de los convexos conv{wg, v1,v2} y conv{vg, vg, vy }.

= Veamos que si los dos triangulos comparten solo dos vértices, la interseccion de

los convexos resulta ser el convexo generado por esos dos vértices. Las interseccio-
nes posibles son conv{v;, viy1, Vit N conv{v;, viv1, vVivs}t 6 conv{v;, vy, Viga} N
conv{v;, Vo, Viya} para i =0,...,5.

Analicemos el primer caso, como v; 19 6 v; 45 tiene segunda coordenada compleja
nula entonces al proyectar ambos convexos en dicha coordenada obtenemos res-
pectivamente que a; 5 6 a;; 2 es nulo. ver Figura 2.25.1. Con lo cual la combinacién
convexa soOlo se encuentra determinada por a; y a;1.

En el segundo caso al proyectar en la primer coordenada obtenemos que la inter-
seccién es solo el convexo determinado por v; y v;11, , ver Figura 2.25.2. Con lo
cual a; 12 = a;+4 = 0 y se sigue la afirmacion. O

Observaciéon 2.37. Tomando X el conjunto construido en la Proposicién 2.36 y v = vy.
La funcién i : S(X,) — S(X¥) N S(X — v) no es my sobreyectiva. Pues la interseccién
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S(XY)NS(X — v) tiene dos componentes conexas dadas por
S(X,) = S({v1, va, v4,v5}) = conv{vy, ve} U conv{vy, vs} U conv{vy, vz} U conv{vy, vy}

y (0,0) = conv{wy, ve,vs} N conv{wvy, vs, vs}.
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Capitulo 3

Vietoris-Rips en el circulo

En este capitulo nos vamos a enfocar en el analisis del tipo homotoépico del complejo
de Vietoris-Rips, R(X;7), cuando X C S!. Para ello introduciremos, y haremos uso de
la estructura de grafo ciclico del 1-esqueleto de R(X;r), pues este tiene asociado un
invariante, el winding fraction, que nos permitiré clasificar su tipo homopotoépico. La
exposicién en este capitulo estd basada en el articulo [2].

Como los grafos ciclicos en particular son grafos dirigidos tratamos estos primero.

3.1. Grafos dirigidos y ciclicos

Empezamos introduciendo la categoria de grafos dirigidos asi como también el grafo
dirigido de Vietoris-Rips. Vemos luego que este grafo tiene una estructura de grafo
ciclico. Finalizamos con el desarrollo este y los conceptos basicos sobre grafos ciclicos.

Definicién 3.1. Por un grafo dirigido G nos referimos al par = (V, E) donde V es
el conjunto de vértices y £ C V x V, el conjunto de aristas, cumple que (v,v) ¢ E para
todov € V y si (v,w) € E entonces (w,v) ¢ E.

Sea, 8 = (V, E) grafo dirigido y v € V. Notamos a los entornos de salida y de entrada
de v como N*(G,v) ={w eV : (v,w) € E} y N‘(a,v) ={weV: (wv) € E}
respectivamente. Sus versiones cerradas se definen como N*[G,v] = {v} U NT(G,v)
y N‘[B,v] = {v} U N‘(B,v). Sea G = (V, F) grafo no dirigido y v € V, notamos al
entorno abierto de v como N(G,v) = {w € V : (v,w) € E} y el entorno cerrado de v
como N[G,v] = {v} UN(G,v).

Algunas veces notaremos al conjunto de vértices de 8 como V(a) y al conjunto de
aristas de G como E (8)

Definicién 3.2. Sea 8 = (V, E) un grafo dirigido, un ciclo dirigido en 8 es un sucesion
de vértices vy, ..., v, tal que (v;,v;11) € E para todoi=1,...r con v, = v;.

47
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Relacionamos dos grafos dirigidos via morfismos que preservan la estructura com-
binatoria subyacente, més especificamente damos la siguiente definicion.

Definicién 3.3. Un morfismo de grafos dirigidos f : 8 — ﬁ es una funcién definida
entre los vértices de ambos grafos tal que para toda arista (v,w) € 8 se cumple que

f(0) = f(w) 6 (f(v), f(w)) € H

Los grafos dirigidos junto con los morfismo de grafos dirigidos forman una categoria
que vamos a denotar Graph. Notar que si f : — es un morfismo de grafos
dirigidos entonces induce un morfismo entre las cliques de los grafos subyacentes Cl(f) :
Cl(G) — CI(H). Por lo tanto, Cl es un funtor covariante entre las categorias Graph
y Simp.

El principal grafo dirigido que vamos a estudiar es el grafo dirigido de Vietoris-Rips
asociado a un subconjunto finito de la circunferencia.

Definicién 3.4. Sea X C S! finito y 0 < r < 1/2, el grafo dirigido de Vietoris-Rips

se define como ﬁ(X;r) = (X, FE) donde (z,y) € Esi0 < j(m,y) < r, con 7(:{:,3/)
la longitud normalizada del arco cerrado desde x hasta y en S! recorrido en sentido
horario. Con normalizada nos referimos a que el perimetro de S* vale segiin esta funcién

1.
V3 Vg 7 U1
P lad (U3,U2)<1/4 ° y
e 6
// Q
7
,
K \U5
\
’II 0\7]6
1 | Vo U3
V2 e Vo —
1
1
A\
\
\
\
\\
\\
Se Us
- (UQ,UG) = 1/4

U1

Figura 3.1: A la izquierda el conjunto de puntos X = {v;}¢ , C S' y a la derecha el
grafo dirigido de Vietoris-Rips ﬁ(X : i)

Ejemplo 3.5. Consideramos los puntos X = {e?"}yjcy € St € C = R? con 4 =
{0, 1—12, %, %, g, 1, %}, yr = }1. Podemos visualizar el grafo dirigido de Vietoris-Rips

(X;3) en la Figura 3.1.
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Figura 3.2: Comparacién entre longitud de arco y la distancia euclidea, donde 6 denota
el angulo entre vy y v;.

Este grafo es importante pues su clique coincide con el complejo de Vietoris-Rips
del mismo conjunto de puntos ajustando la cota, es decir, CI(R(X;r)) = R(X;r')

donde 7' = /2(1 — cos(2mr)). Pues si v,w € S' cumplen que d (v,w) = r, entonces
0 <r < 1/2y, por lo tanto, el dngulo desde v hasta w es menor que 7. Luego |vw| =
2(1 — cos(#)), donde 6 es el dngulo desde v hasta w. Como la circunferencia es unitaria

y es la distancia normalizada obtenemos que # = 27r y se sigue la igualdad, ver
Figura 3.2.

Mas atn los vértices de este grafo admiten un orden ciclico, por ejemplo el dado por
el sentido horario. Vamos a aprovechar la estructura que tiene este grafo para clasificar
su tipo homotopico, idea que hacemos mas concreta a continuacion.

Definicién 3.6. Sea S un conjunto de cardinal n. Un orden ciclico en S es una biyeccién
h:S—{0,1,...,n—1}. Si v; = h7'(i), otra forma de denotar el orden ciclico de S es
vy < - < Up_1.8in>3sesiguequer; <v; <ypsit<j<kok<i<joéoy<k<i

Definicién 3.7. Sea S un conjunto de cardinal n con un orden ciclico vy < -+ < v,_1.
Un subintervalo en S es alguno de los siguientes conjuntos

= ¢l conjunto vacio.
» un conjunto de la forma {v;,...,v;} con 0 <i<j<mn-—1
» un conjunto de la forma {v;,...,v,_1,vp,...,v;} con 0 <i<j<mn-—1.

Definicién 3.8. Sean S y T dos conjuntos finitos con 6rdenes ciclicos dados. Una
funcion f : S — T se dice una mondtona ciclica si se cumplen las siguientes condiciones

» para todo t € T el conjunto f~!(¢) es un subintervalo de S.
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» dados s, 5", s" € S, si f(s) < f(s') < f(s”) en T entonces s < s’ < s” en S.

Todas las operaciones en los subindices de los vértices se van a considerar médulo
la cantidad total de vértices.

Lema 3.9. Sean S y T conjuntos con ordenes ciclicos vg < ...Up_1 Y Wy < ... Wy_1
respectivamente. Sean ademas f : S — T funcion mondtona ciclica y J un subintervalo
de T. Entonces f~'(J) es un subintervalo de S.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que J C Im(f), pues
Im(f) hereda el orden ciclico de T'. Separemos en casos segin la forma de J.

» Si J =0 entonces f~'(J) =0y, por lo tanto, es un subintervalo de S.

» SiJ={w;,...,w;} con0<i<j<m-—1. Notamos a los vértices del subintervalo
F7Hwk) = {vsh), - Vey ). Luego, basta ver que very+1 = Usp+1) para k =
i,...J — 1, pues en tal caso f~!(J) admite una numeracién secuencial médulo n
¥, por lo tanto, es un subintervalo. Si ve(k) 11 7# Vs(k+1) €ntonces f(vew))s f(Ver)+1)
Y f(Vs(e+1)) son tres elementos distintos de Ty vepr) < Veky41 < Us(es1) €0 S .
Entonces wy = f(Ver)) < [(Vetry+1) < f(Vs(e41)) = Wig1 en T', lo cual es absurdo
pues wy vy Wiy son elementos contiguos.

» SiJ={wj,... Wy_1,wp,...w;} con0 < i< j < m—1. Siguiendo el razonamiento

del caso anterior vemos que ve(p)41 = Vsr41) Para k =0,...,a —1,7,...,m — 1.
Por lo tanto, f~!(J) admite una numeracién secuencial médulo n y asf resultando
en un subintervalo de S. O

Definicién 3.10. Un grafo dirigido G = (V, E) se dice ciclico si el conjunto de vértices
V' admite un orden ciclico vy < -+ < v, tal que si (v;,v;) € E entonces j = (i + 1)
mod 7 6 bien (v, V(j—1) mod n): (V(i+1) mod n; Vj) € E.

En particular el grafo dirigido de Vietoris-Rips, ﬁ(X ;7), resulta ser un grafo ciclico
considerando vy < - -+ < v,,_1 el orden ciclico de los vértices dado por el sentido horario.
Pues si (v;,v;) € E(R(X;r))y j # i+ 1 entonces podemos deducir que

r> 7(1)1', Uj) = 7(%,%4.1) + X(UH-I? Uj)

de donde se sigue que j(viﬂ, vj) < ry, por lo tanto, (viy1,v;) € E(R(X;r)). Anélo-
gamente obtenemos que (v;,v,_1) € E(R(X;7)).
Veamos algunas propiedades basicas de los grafos ciclicos.

Lema 3.11. Sea 8 = (V, E) un grafo ciclico con un orden ciclico sobre los vértices
Vo < v < -0 < Up_1. Entonces

1. St (v;,vigs) € E, entonces (Viyj, Vits), (Ui, Viy;) € E para todo 0 < j < s.
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4
5.

Para todoi =0, ...,n—1 existen s,s" > 0 tales que N*[a, v;] = {vi, Vig1, -, Vins}

Y Nﬁ[auvi] ={Vi—gy .., Uim1, U )

Para todo i = 0,...n — 1 vale que N+(8,Ui) C N+[8,vi+1] Yy N‘(B,UZ-H) C
N[G,v).

Todo subgrafo inducido de 8 es ciclico.

Si 8 contiene un ciclo dirigido entonces (v;,v;41) € E para todoi =0,...,n—1.

Demostracion.

1.

Hagamos inducciéon en s, si s = 1 la afirmacion es vélida. Si s > 1 como 8 es
ciclicoy (v, vi45) € E entonces (viy1, Vits), (i, Viss—1) € E. Como (v4,v;15 1) € F
por hipétesis inductiva se sigue que (v;,v;4;) € E para todo 0 < j < s — 1.
Anélogamente como (vi41, Viy14(s—1)) € E por hipétesis inductiva (v;y145, vits) €
E para todo 0 < j < s — 1y, por lo tanto, se sigue la proposicién.

. Por definicién N+[8,vi] = {v;} U{w : (vj,w) € E}, sea s = maz{0 < j <

n: (v, viy;) € E}, por la parte 1 se sigue que (v;,v;) € E para todo 0 < j < s
entonces {v;, Vit1, ..., Vitst C NT[G,v;]. Porotroladosi (v;,v;) € E entonces j =
14k con 0 <k <n,més ain k < sy, por lo tanto, ambos conjuntos son iguales.
Se procede andlogamente para concluir que N~[G,v;] = {v;i_g,...,v;_1,v;} con
s'=max{0 <j<n:(v_g,v) € E}.

Sea v; € N*(a,vi) entonces (v;,v;) € E. Si j =i+ 1 entonces v; € N*[a,viﬂ].
Si no como 3 es ciclico se sigue que (vi41,v;) € E'y, por lo tanto, v; € NY[G, v;41]
como querfamos ver. Un razonamiento andlogo se aplica para ver que N~ (G, v;41) C
N[C, ]

%
Sea G’ subgrafo de 8 y U, < -+ <, , el orden ciclico inducido en los vértices
— N , —
V(G'). Si (vi,,vs,) € E(G') y j+ 1 # k, dado que E(G') C E(a) entonces
%
Vi, € N+[8,vij] y, por lo tanto, (v;;,v;,_,) € E(a) Como G’ es el subgrafo
ciclico inducido se sigue que (v;;,v;,_,) € E(G'). Via un razonamiento analago

concluimos que (v;,,,v;, ) € E(G").

. Sean v;,,...,v; vértices que forman un ciclo dirigido. Como 3 es ciclico, cada

arista (v;;,vs,) con ip # i; + 1 induce el par (vy;, vy, 1), (vi;+1,v;,). Repitiendo
este proceso finitas veces obtenemos para cada arista (v;,v;) del ciclo dirigido
una sucesion de aristas de la forma (v;,vi41), ..., (vj_1,v;). Sean vy, v € V
tomamos 1 < j < r tal que ¢; < k < 4;41. Por el razonamiento anterior
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(vi;, Vij41) - - (Vijp-1,v4,,,) € E'y, por lo tanto, (vg, ve41) € E, como queriamos.
]

Definicién 3.12. Sean 8 y ﬁ grafos ciclicos con vy < --+ < v,_1 un orden ciclico en

los vértices de 8 Un morfismo de grafos dirigidos f : G — H es un morfismo ciclico
si ademas cumple que

= 1o es constante cuando 8 tiene un ciclo dirigido.
= es mondtono ciclico.

Lema 3.13. Propiedades de morfismos ciclicos.

= S f: 8 — ﬁ es un morfismo ciclico y 8 tiene un ciclo dirigido, entonces ﬁ
también tiene un ciclo dirigido.

. Composicion de morfismos ciclicos es un morfismo ciclico.

» La inclusion de un subgrafo inducido ﬁ en un grafo ciclico 8 es un morfismo
ciclico.

Demostracion.

= Como 8 tiene un ciclo dirigido, por el Lema 3.11.5 se sigue que (v;, v;41) € E(a)

para todo ¢ = 0,...,n — 1. Como f no es constante existen v;,v; € V(G) tales
que f(v;) # f(v;). Por lo tanto, el ciclo

(i, Vig1) -+ (U1, 05) (V5 Vj41) « - (Vim1, 1)

en G via f induce un ciclo en T desde f(v;) hasta f(v;), eliminando las aristas
en las que f sea constante.

= Sean f : 8 — ﬁ yg: ﬁ — [_(> morfismos ciclicos de grafos ciclicos. Veamos

primero que g o f es monétona ciclica. Sea w € K, el conjunto (g o f)~'(w) =
f~ g7 (w)) resulta ser un subintervalo pues g~'(w) es un subintervalo y por

el Lema 3.9 la pre imagen de un subintervalo por una funcién mondtona es un
subintervalo. Sean v, v',v"” € V(a) tales que go f(v) < go f(v) <§of(v”) en
como ¢ es mondtona ciclica resulta que f(v) < f(v') < f(v”) en H y finalmente,

dado que f es mondtona ciclica podemos concluir que v < v/ < v” en G.

Falta ver que si 8 tiene un ciclo dirigido entonces g o f no es constante. Como
f es mondtona ciclica entonces H tiene un ciclo dirigido y como g es mondtona
ciclica también tiene un ciclo dirigido. Supongamos que g o f es constante,
es decir, g o f(v) = w para todo v € V(G). Como g no es constante existe
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u € ﬁ que no estd en la imagen de f tal que g(u) # w. Dado que f no es
constante, via este morfismo los vértices de 8 forman un ciclo en y, por lo
tanto, existe 7 tal que f(v;) < u < f(vi41) estan ordenados ciclicamente en H 'y,

por lo tanto, (£(), f(vis1)) € H. Entonces (f(ur),u), (u,f(vi21)) € H y, por lo
tanto, (w, g(u)), (9(u), w) € K, lo cual es absurdo pues 7(5 es dirigido.

= Sea F[) subgrafo inducido de 8 1 F[) — 8 el morfismo dado por la inclusién y
supongamos ademas que ﬁ tiene mas de un vértice. Basta ver que es mondtona
ciclica. Sea # € G entonces i~ (z) = 0 si x ¢ Ho {z} si x € H, en ambos casos
es un subintervalo. Si i(v) < i(v") < i(v") en G dado que el orden ciclico de

es el inducido por G, se sigue que v < v' < v” en ﬁ Finalmente como 7 no es
constante se sigue que es un morfismo ciclico. O

3.2. Desmantelamiento

La nocién de desmantelamiento de un grafo ciclico esta directamente relacionada
con el concepto de grafo (simple) desmantelable [17], la nocién de poset desmantela-
ble/espacio finito contractil [19] y complejo simplicial fuertemente colapsable [15, 5].

Definicién 3.14. Sea 8 un grafo ciclico con el orden ciclico sobre los vértices vy <
o+ < v,_1. Un vértice v; se dice dominado si N~ (8, vir1) = N7[G, vy

Notaremos 8 \ v al grafo dirigido que se obtiene a partir de 8 removiendo el vértice
v y todas las aristas que llegan o salen de v.

Lema 3.15. Sea 8 grafo ciclico con el orden ciclico vg < --+ < v,_1 Yy v; un vértice
dominado. Entonces la funcion f : 8 — 8 \ v; definida como

Vi1 sty =1
es un morfismo ciclico.

Demostracion. Primero veamos que f es un morfismo de grafos dirigidos, como f preser-
va todas las aristas que no contienen a v; basta ver que pasa con las que si lo contienen.
Si (vg,v;) € E(G) como v; es un vértice dominado se tiene que (vg, viy1) € E(a) Si
(vi,vr) € E(G) y k =i+ 1 entonces f(v;) = f(vg). Si (vi,vr) € E(G) vy k #i+1
entonces (v;41,vx) € E(G pues @ es ciclico. Si fvj) < flug) < f(u)en G, sij,k,l#i
entonces v; < v < v;. Si k =7 entonces v; < v41 < vy, COMO J # 1y v; < v;41 entonces
v; < v; y, por lo tanto, v; < v; < v;. Los casos j = i y k = 7 son andlogos. Si 8 tiene
un ciclo dirigido entonces tiene al menos tres vértices y, por lo tanto, f no es constante.
Luego f es un morfismo ciclico. O]



54 CAPITULO 3. VIETORIS-RIPS EN EL CIRCULO

Definicién 3.16. Decimos que un grafo ciclico 8 se desmantela a un subgrafo inducido

si hay una sucesion de grafos G = Go,..., G, = H tal que 8, se obtiene de G;_;
removiendo un vértice dominado.

Observacién 3.17. Esta nocién de desmantelamiento estd basada en el desmantela-
miento clasico de grafos no dirigidos, es decir, un grafo no dirigido G se desmantela
a un subgrafo H si un hay una sucesion de grafos G = Go,..., G, = H tal que 82
se obtiene de G';_; removiendo un vértice cuyo link es un cono. Bajo esta nocién de
desmantelamiento clasico el grafo final es inico médulo isomorfismo [15, Theorem 1.1].

Observacién 3.18. Si un grafo ciclico 8 se desmantela en un subgrafo inducido ﬁ,
componiendo los morfismos ciclicos definidos en el Lema 3.15. Como por el Lema 3.13.2
composicion de morfismos ciclicos es un morfismo ciclico, obtenemos un morfismo ciclico

v : G — H. La importancia de este morfimo viene dada por el siguiente lema.

Lema 3.19. Sea 8 grafo ciclico que se desmantela a ﬁ, entonces Cl(¢) : ClI(G) —
C’l(H)éy Cl(i) : Cl(H) — CI(G) son mutuamente inversas homotdpicas. Donde i :

_>
3.18.

es la inclusion y ¢ . G — el morfismo ciclico definido en la Observacion

Demostracion. Si 8 se desmantela a ﬁ entonces existe una sucesion de subgrafos 8 =
0,---,Gp = tales que 82 se obtiene de 8i_1 removiendo un vértice dominado.
Por lo tanto, basta ver que la inclusion ¢ : \v; — 8 y la funcién definida en la

Proposicién 3.15 f : 8 — 8 \ v; inducen inversas homotdépicas en las cliques.
Observemos que

N[G, 0] = N“[C, 0] UN*(C, )
C N_(a, Vi) UNT [8, v;11) por definicién de vértices dominado y el Lema 3.11.3
= N[G, vit1]

Por lo tanto, el link lkeyc)(v;) es un cono con apice v;41. Luego por el Lema 1.9 se sigue

que la inclusion Ci(7) : CI(G \ v;) — CI(G) es una equivalencia homotépica. Como la

composicion

Cl(y) o Cl(7) : CU(G \ v;) = CUG) — CI(G \ vy)
es la identidad entonces Cl(1)) es también una equivalencia homotdpica. n

El siguiente grafo va a ser muy importante en nuestro desarrollo pues vamos a ver
que todo grafo ciclico se puede desmantelar a un grafo de este tipo.

Definicién 3.20. Sean n,k € Ny tal que 0 < k < n/2, el grafo dirigido Cj'n tiene por

vérticesaV(@):{0,1,...,n—1}y(i,i+s) GE(@) para todoi=0,...,n—1y
s=1,...,k.
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Figura 3.3: De izquierda a derecha los grafos ciclicos C%, C5 y C?)

cf
cF

n

Podemos visualizar un ejemplo de en la Figura 3.3 conn =5y k=0,1,2.

Observacion 3.21. El grafo dirigido resulta ciclico tomando el orden ciclico 0 <

1 <.~ <n-—1,puessi(i,i +s) € E(CF) entonces 0 < s < k y por definicién se

sigue que (i,i+s—1),(i+ 1,1+ s) € E(C)). Mas aun si k > 0, 671 tiene un ciclo
dirigido, concretamente el ciclo formad(LEor los vértices 0,1,...,n — 1 pues para cada
i=0,...,n—1laarista (i,i+ 1) € E(C

n)‘

También, notemos que la condicién 0 < k < n/2 es necesaria pues si n es par y
k > n/2 entonces por definicion (vg, vp/2), (Vn/2,vn) € E(Cy). Pero la tltima arista es

(Un/2,v0) lo cual es absurdo pues C} es un grafo dirigido.

Observacién 3.22. Fijando un origen arbitrario 0 € S!, todo punto z € S! puede ser
identificado con el numero real d (0,z) € [0,1). Por lo tanto, pensando los vértices de

Ci'n como los vértices de un n-dgono regular en S' obtenemos que (i,j) € F (Cj'n) siy
sélo si 0 < nj(%, Ly < k.
Tomamos € > 0 tal que 0 < k+e < 3y 0 < 717(l 1) < k4 €siy solo si

n’n

0< nj(%, %) < k. Entonces @ = ﬁ({O 1 ...,”T_l}; % +¢€).

' n?

—

Proposicion 3.23. Un grafo ciclico sin vértices dominados es isomorfo a C) para
algin par 0 < k < n/2. Por lo tanto, todo grafo ciclico se desmantela a un subgrafo

inducido isomorfo a Cy.

Demostracion. Sea 8 un grafo ciclico con un orden ciclico en el conjunto de vértices

dado por vy < --- < v,_1, sin vértices dominados. Por el Lema 3.11.3 y como no hay
vértices dominados se tiene que N *(3, v;+1) es un subconjunto propio de N~[G, v;].
Consideramos N; = N~ [G,v;] \ N~ (G, v;41) parai =0,...,n — 1. Afirmamos que

son disjuntos dos a dos, pues si w € N; N N; con i < j entonces (w,v;), (w,v;) € E'y,
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por lo tanto, w € N*(a, v;+1) lo cual es absurdo. Entonces l_I?Z_OINi = X, en particular

n—1 n—1
n=I|X[=[| Nl =Y IN
i=0 i=0
De donde podemos concluir que |N;| =1y que
IN7(C )| = INT[G ]| = 1= IN“(G0) Ui} — 1= IN“(G i),

Luego si k = \N‘(a, v;)|, por el Lema 3.11.2 obtenemos que N‘[a, vi] = {vik, ..., v}
para todo ¢ =0,...,n — 1y, por lo tanto, 8 es isomorfo (771 O

3.3. Winding fraction y la clasificaciéon de los tipos
homotdépicos

En este apartado desarrollamos un invariante de los grafos ciclicos, el winding frac-
tion. Como R (X;r) es un grafo ciclico vamos a usar este invariante para clasificar su
tipo homotdépico, pues vimos en la seccién anterior que todo grafo ciclico se desmantela
a un grafo C}. Veremos que los coeficientes k£ y n los da el winding fraction y, por lo
tanto, basta calcular los tipos homotépicos de ClI(CF). Estos los da el siguiente teorema
[1, Corollary 6.7] que enunciamos sin demostracién, pues ella diverge del tema central
de la tesis.

Teorema 3.24. [1, Corollary 6.7]

cl(ch) SR §1 Qllﬁ < % < ;;FTI?) para algin 1 > 0
B (A i si &= Qllﬁ para algin | >0

Ejemplo 3.25. Veamos algunos ejemplos de posibles tipos homotépicos para las cliques
CI1(C*). En primer lugar observemos que CI(C}) es el borde de un poligono si n > 3
y, por lo tanto, tiene el tipo homotdpico de S*. Por otro lado, la clique CI(C%,)), si
n > 3, es homotdpicamente equivalente a S* x I, pues la clique de los vértices pares
es el borde de un n-agono asi como también la clique de los vértices impares. Cada
uno de los vértices pares forma un 2-simplex con 2 vértices impares y viceversa, de
donde obtenemos una triangulacién de S! x I. Finalmente este espacio resulta ser
homotdpicamente equivalente a S*.

Si ahora consideramos la clique del grafo C? resulta que esta es simplemente la
suspensiéon del cuadrado de vértices 0,1, 3,4, con lo cual su tipo homotépico es el de
S?. Inductivamente 5(n+1) resulta ser la suspension de Cy- 'y, por lo tanto, tiene el
tipo homotdpico de S™.
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Definicién 3.26. El winding fraction de un grafo ciclico 8 se define como
k
wf (8) = sup{ﬁ : existe un morfismo ciclico Cﬁn — 8}

Lema 3.27. Propiedades del winding fraction
1. wf(a) > 0 si y sélo si 8 tiene un ciclo dirigido.
2. Si existe un morfismo ciclico G = H entonces wf(a) < wf(ﬁ).

8. 81 X C S finito y 0 <r < 1/2 entonces wf(ﬁ(X;r)) <r

b wp(Ch) =k

Demostracion.

C_iHUJEB

1. Si 8 tiene un ciclo dirigido por el Lema 3.11.5 la funcién g : j €
define un mofismo ciclico, donde n = |V(8)| Reciprocamente si @ no tiene ciclos

dirigidos, admite un morfismo ciclico de C} pero no de C} con k > 0, pues este
tiene un ciclo dirigido y por Lema 3.13.1 8 tendria uno. Por lo tanto, wf(G) = 0.

ch

2. Seag:C) — 8 morfismo ciclico. Por el Lema 3.13.2 tenemos que fog : C’n — F[)
es un morfismo ciclico y, por lo tanto,

k
wf (8) = sup{; . existe morfismo ciclico Cjn — 8}

k
< sup{— : existe morfismo ciclico Cﬁn — ﬁ} = wf(ﬁ)
n

—

3. Supongamos que [ : C) — ﬁ(X ;1) es un morfismo ciclico con k& > 1, en particular
es un morfismo entre grafos dirigidos y, por lo tanto, para todo+=10,...,n —1
tenemos que 0 < d (f(i), f(i + k)) < r. Como todo arco en S' de la forma
[f(7), f(j +1)] esta cubierto por exactamente k arcos de la forma [f(4), f(i + k)],
concretamente los arcos [f(j+1—38), f(j+1—s+ k)] con s =1,...,k, se sigue
que

nr>Zd Fli+ k) —k27 FG+1) =k

donde la tltima igualdad es valida pues como f es ciclica mondétona y no constante,
f(1),..., f(n — 1) es un ciclo en S entonces ij(f(j),f(j + 1)) = perimetro
normalizado de S! = 1.
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4. El morfismo identidad d : @ — C?l es un morfismo ciclico entonces por definicién

wf(Cj’n) > % Por otro lado considerando X = {0, % ,”T_l} vértices de un n-

' n)

agono regular en S, por la Observacién 3.22 para un € > 0 suficientemente chico
(X; £+ €) = Cy. Por la parte 3 del lema actual se sigue que £ + ¢ > wf(Cﬁn) y

como e era arbitrariamente chico, se tiene que % > wf(CF). ]

Concluimos este capitulo con la clasificacion del tipo homotoépico del complejo de
Vietori-Rips de un subconjunto de S*.

Teorema 3.28. Sea 8 un grafo ciclico, entonces

G2+l i sl < wf(a) < XL para algin 1 > 0

2l+1 20+3 j
\yn—2k—1g2l si wf(a) = #H Yy 3 se desmantela a C)

Cl(G) ~ {

Demostracion. Por la Proposicion 3.23, 8 se desmantela a un subgrafo inducido isomor-

fo a Cj'n para algtin par n, k. Dado que existen morfismos ciclicos 8 - Cry Cy— 8,
el inducido por el desmantelamiento y la inclusién respectivamente, via el Lema 3.27.2

concluimos que wf(a) = wf(Cj’n) y por el Lema 3.27.4 que wf(g) = % Finalmente
por el Teorema 3.24 se sigue el resultado. O]

Corolario 3.29. Sea X C S* finito, 0 < r’ < 2 entonces

STt Si ﬁ < wf(ﬁ(X;r)) < 27“713 para algin | >0

2kl g2l St wf(ﬁ(X;r)) = ﬁ(X;r) se desmantela a C’j

n

R(X;T):{

!
21 Y

Demostracion. Como R(X;r') = CI(R(X;r)), donde r es tal que 7’ = /2(1 — cos(27r)),
y ﬁ(X ;7) es un grafo ciclico. Entonces, por el teorema anterior, se sigue la conclu-
sién. O

3.4. Vietoris-Rips en una poligonal

A continuacién estudiamos el complejo de Vietoris-Rips R(X; ) cuando X es un
subconjunto finito de una poligonal convexa cerrada C. Vemos qué valores puede tomar

el pardmetro r para construir un grafo ciclico B(X ;1) que coincida con el 1-esqueleto
de R(X;r).

Ejemplo 3.30. Sea C C R? el borde de un cuadrado de vértices consecutivos vy, vq, Vg, U3 €
R? ordenados en sentido horario tales que |vgvpy1| = 1 para k = 0,1,2,3, y sea X un
subconjunto finito alli. Tomamos algin k € {0, 1,2, 3} tal que X N conv{vy, vpy1} # 0
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vo+v1
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Figura 3.4: (1) A la izquierda el conjunto X C C ordenado en sentido horario. (2) A la
derecha X CC,1<r < \/gyR(X;r) ~ Stv st

y sea x el elemento de esta interseccion mas cercano a vg. A partir de x ordeno los ele-
mentos de X en sentido horario, ver Figura 3.4.1 para el caso x € conv{vg, v, }. La idea
es que en una misma arista todos los elementos de X estén enumerados sucesivamente.

Sea 0 < r < 1, construimos el grafo ﬁ(X; r) = (X, E), para cada par de elementos
z;,x; € X tales que |z;x;| < r agregamos una arista segun el siguiente criterio

» sixg,x; € conv{ug, vk41} y @ < j entonces agrego (z;,z;) a E.

v six; € conv{vg, g1}, T; € conv{vgi1, kot agrego (z;,z;) a E.

Notemos que vértices en lados opuestos no se conectan dado que la distancia entre
los lados opuestos es exactamente 1. Veamos que ﬁ(X ;1) asi definido es un grafo ciclico.
Sea (z;, ;) € E tal que i+ 1 # j mod(n)

» si oz, x; € conv{vy,vgy1} entonces xii1,x;-1 € conv{z;,x;} vy, por lo tanto,

|ziv1xj], |zi, xjo1] < |xi, @] < r. Como w1, xj—1 € conv{vg, vpy1} , i +1 < j
y i < j — 1 obtenemos que (z;,z;_1), (41, 7;) € E.

n siz; € conv{uvy, g1}y x; € conv{viq, Ugyo} entonces x4, 1 € conv{wx;, T;, Vg1 }.
Por Pitagoras |z;vx41|, |vg17] < |25 y por el Lema 2.13 obtenemos

diam(conv{x;, x;, vp41}) = diam{x;, xj, vp41 } = |z <7

Por lo tanto, |z;412;|, |zixj_1| < 7. Si ;41 € conv{vg, vp41} entonces (zi41, ;) €
E. Sino x4 € conv{vgy1, Vkta}, como i + 1 < j obtenemos que (x;11, ;) € E.
Anélogamente (z;, ;1) € E.

Finalmente ﬁ(X;r) resulta ciclico y como R(X;r) = Cl(ﬁ(X;r)), por el Teorema
3.28 obtenemos que

S+ si ﬁ < wf(ﬁ(X;r)) < & para algin [ > 0
ynoZkelg2l g wf(ﬁ(X; ") =51y ﬁ(X; r) se desmantela a (,7”

R(X;r):{
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Sea ahora 1 < r < \/g y X = {vg,v1,v0, 03, 05 225831 entonces el complejo

de Vietoris-Rips R(X;r) tiene el tipo homotdpico S' v S!, ver Figura 3.4.2. Por el
contrareciproco del Teorema 3.28 su 1-esqueleto no admite una orientacion ciclica.

vo+v1

Vo U1 Vo U1

]
<
™~
+ - -

U3 (%) V3 v3 V2

)

Figura 3.5: (1) A la izquierda el conjunto X C C ordenado en sentido horario. (2) A la
derecha X CC, 1 <r < \/gyR(X;r) ~ Stv St

Ejemplo 3.31. Sea C C R? el borde de un rectdngulo de vértices consecutivos vy, vy, va, V3 €
R? ordenados en sentido horario tales que |vivs] = |vzve] = I1 < |vovi| = |vavs| = Iy
y sea X un subconjunto finito alli, ver Figura 3.5.1. Si 0 < r < [;, haciendo la mis-
ma construccién del ejemplo anterior vemos que R (X;r) es un grafo ciclico y, por lo
tanto, se sigue la misma clasificacién del tipo homotépico de R(X;7). En cambio si

/12 ) . : .
lh <r <7+ [ ,de manera andloga al ejemplo anterior consideramos

U0+U1
2

7)2+U3

X =/ ,00€ + (1 — €)vy, v1e + (1 — €)vy, ,U3€ + (1 — €)vg, vae + (1 — €)us}

Donde € = (%2 +4/72 — l%)%, con lo cual los elementos de X no se conectan en diagonal.

Se sigue que R(X;7) tiene el tipo homotépico de SV St y por el contrareciproco del
Teorema 3.28 su 1-esqueleto no admite una orientacion ciclica, ver Figura 3.5.2.

Una manera de generalizar los ejemplos anteriores a todas las curvas poligonales
cerradas convexas es la siguiente.

Teorema 3.32. Sea C C R? una poligonal convexa cerrada con vértices ordenados en
sentido horario {vi}r_,, donde n > 2, tales que el dngulo Zvjvg41Vp12 > 5 para todo
k=20,...n, y sea X CC un subconjunto finito. Si

D<r< i
r< minjopve|
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entonces eziste un grafo ciclico ﬁ(X;r) que coincide con el 1-esqueleto de R(X;r) v,
por lo tanto,

l - . I+1 .
R(X:r) = {52 + 81 5pp < wf(ﬁ(X,r)) < g5 para algin 1 >0

k=162 si wf(ﬁ(X;T)) = 2l+r1 y R(X;r) se desmantela a Cj’n

Antes de dar la demostracién veamos que la hipdtesis sobre los dngulos es necesaria.

U3
- -
_____ 1
______ 1
______ 1
Te —  _o---""7 !
T T v
Ty 5 - f 2
- 1
______ 1
S U G S S -+
Vo Iy o) I3 0
Figura 3.6

Ejemplo 3.33. Consideramos los puntos x; = (0,0), 2o = (==,0), 23 = (v/2,0),

\/§7
x4:(O,\%),%:(\%,\%%—H;ﬁ),%:(\/5,\%—1—6) Con0<6<1—\%yr:1.Sean

X = {z;}%_, y la poligonal de vértices vy, vy, v3 y v4 que contiene a X tal que |vjvy| =
|vsva| > |z376], ver Figura 3.6. Por un lado, se cumple que 0 < 7 < ming_ 23 |vk, Vg+1| ¥,
por otro lado, el tipo homotépico del complejo R(X;r) es S1V S, Por el contrareciproco
del Teorema 3.28, obtenemos que el 1-esqueleto del complejo R(X;7) no admite una
orientacion ciclica.

El siguiente lema va a ser de utilidad en la demostracién del Teorema 3.32.

Lema 3.34. Sea C C R? una poligonal convexa cerrada con vértices ordenados en
sentido horario {vi}r_,, donde n > 2, tales que el dngulo Zvjvg41Vp1o > 5 para todo
k=0,...n. Entonces

k#k/,mrlr;g]g}’k/“#k dist(conv{vk, vgi1}, conv{vg, vpri1}) = kironnn | Uk Ug11]
Demostracion. Sean x € conv{vg, vx+1} e y € conv{vy, vp 41} tales que k # k', k+ 1 #
Ky k' 4+ 1 # k, es decir, que no estan en lados adyacentes, quiero ver que |zy| >
ming_o,.n |VkVk+1|. Supongamos ademas que las rectas U011 ¥ Up Uk/11 10 son paralelas
y, por lo tanto, existe s = UgUr+1 N Uk V41

La recta 7y separa el plano en dos semiespacios convexos cerrados y en alguno de
ellos esta s, alli consideramos v el antetiltimo vértice mas lejano de 7y. Sea L la recta
paralela a Ty que interseca v, ver Figura 3.7.
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\\ Ukl ”,,f
\r -7
U/g:rl/x/r }
Figura 3.7

Sean ' e y' los puntos de la interseccién de L con TUpUg 1 v con UpUp 41 respectiva-
mente. Por semejanza resulta que |xy| > |2'y/|. Si w es el vértice mas lejano, entonces
wv es un lado de la poligonal. Si conv{w,v} C conv{z’,y'} se sigue el resultado, pues
en tal caso |xy| > |2'y'| > |wv|. Si no, entonces existe un vértice u # v, w tal que L
interseca conv{wu,w} en un punto p, pues v es el antetltimo vértice. Como el dngulo
Zpwv es obtuso o recto, por el Teorema del coseno |pv| resulta ser mayor o igual que
|wv|. Luego

o] > [a'y/| > [po] > | > min o]

Si los lados son paralelos se hace el mismo razonamiento pero es indistinto en que
semiespacio cerrado se tome el antetltimo vértice. La otra desigualdad es inmediata de
la definicién y, por lo tanto, se sigue el lema. O

Demostracion del Teorema 3.32. Tomamos algin k € {0,1,...,n} tal que XNconv{vy, vgi1} #
() y sea x el elemento de esta intersecciéon mds cercano a vg. A partir de z ordeno los
elementos de X en sentido horario.

Notemos que si z;,2; no estdan en lados consecutivos entonces por el Lema 3.34
|z;z;| > r. Construimos el grafo ﬁ(X; r) = (X, E), para cada par de elementos z;,z; €
X tales que |z;x;| < r agregamos la arista segin el siguiente criterio:

» si @, x; € conv{vg, vpy1} v @ < j entonces agrego (x;, z;) a E.
» six; € conv{vg, g1}y T; € conv{vp41, Vpt2} agrego (z;, l'j) a k.

Veamos que ﬁ(X; r) asi definido es un grafo ciclico. Si (z;, ;) € E tal que i+1 # j
mod(n)
» si oz, x; € conv{vy,vgy1} entonces xii1,x;-1 € conv{z;,x;} vy, por lo tanto,
|ziv1xj], |zi, xjo1] < |ai, x| < r. Como w1, xj—1 € conv{vg, vpy1} , i +1 < j
y i < j — 1 obtenemos que (z;, z;_1), (41, 7;) € E.
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w siz; € conv{uvy, g1}y @ € conv{viq, Ugyo} entonces x4, 1 € conv{wx;, T;, Vg1 }-
Como el dngulo Zx;vy 175 es mayor o igual que 7, por el Teorema del coseno se
sigue que |z;vg11], [vk+12;| < |xiz;| y por el Lema 2.13 obtenemos

diam(conv{z;, xj, vg+1}) = diam({z;, xj, Vg1 }) = |ziz;| <7

Por lo tanto, |z;417;|, |zixj_1]| < 7. Si xiy1 € conv{vg, vp41} entonces (41, 7;) €
E. Sino x4 € conv{vg 1, Ugya}, como i + 1 < j entonces (z,41,2;) € E. Anélo-
gamente (x;, ;1) € E.

Finalmente ﬁ(X;T) resulta ciclico y como R(X;r) = Cl(ﬁ(X;T)) entonces por el
Teorema 3.28 se sigue el resultado. O

A continuaciéon vemos que para poligonales regulares podemos dar una cota mejor
para el parametro de conexion r.

Proposicién 3.35. Sea C C R? una poligonal reqular con vértices ordenados en sentido
horario {v}i","', donde n > 1, y sea X C C un subconjunto finito. Si 0 < r < |vgvy,41]
entonces eziste R(X;r) grafo ciclico que coincide con el 1-esqueleto de R(X;r) y, por
lo tanto,

20+1 . ' 141 )
R(X;r) ~ chal Szﬁ<wf<§(X>7"))<mpamalgunlzo _,
\yn—2k—1g2l s7 wf(ﬁ(X; r)) = 21+r1 y ﬁ(X;r) se desmantela a CY
Demostracién. Tomamos algin k € {0,1,...,n} tal que X Nconv{v, vpi1} # 0 y sea

x el elemento de esta interseccién mas cercano a v;. A partir de z ordeno los elementos
de X en sentido horario.

Notemos que si x; € conv{vy, vgy1} v ¥ € conv{vin, Ugt14n} entonces |z;x;| > r.
Construimos el grafo R (X;r) = (X, E), para cada par de elementos z;,z; € X tales
que |z;z;| < r agregamos la arista segun el siguiente criterio

» si @, x; € conv{vg, vpy1} v @ < Jj entonces agrego (x;,z;) a E.

» siz; € conv{vg, Ugy1}, T € cOnV{Vkts, Upy14s} con s = 1,...,n—1, agrego (x;, x;)
a k.

Veamos que ﬁ(X; r) asi definido es un grafo ciclico. Si (x;,z;) € E tal que i +1 # j
mod(n) entonces

» si oz, x; € conv{vy,vgy1} entonces xi1,x;-1 € conv{z;,x;} vy, por lo tanto,
|ziv1zj], |zi, xjoa] < |xi, x| < r. Como w1, xj—1 € conv{vg, vpy1} , i +1 < j
y i < j — 1 obtenemos que (z;, z;_1), (41, 7;) € E.
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v six; € conv{vg, g1} v x; € conv{vgys, Upt14s) Para algin s = 1,...,n — 1
entonces i1, Tj_1 € CONV{Z;, Vg1, Vgt2, - - -  Vkts, L5 ;. Como el dngulo Zz;vp42;
es mayor o igual que 7 para todo [ = 1,...,s , por el Teorema del coseno se
sigue que |2 V41|, |vpix;| < |zix;| paratodoi =1,...,s. Luego por el Lema 2.13
obtenemos

diam(conv{x;, V41, Vg2, - - -, Vkts, 5 }) = diam({@;, Vg1, Vkt2, - - - Ukgs, T4 1)
= |zxi| <7

Por lo tanto, |x;112;], |zixj—1| < r. Si x4 € conv{vgys, Vgr144} para algin [ =
0,...,5s — 1, entonces (z;41,2;) € E. Si no z;41 € conv{Vts, Vg+14s}, COMO
i+ 1 < j obtenemos que (x;11,x;) € E. Andlogamente (z;,2,_1) € E.

Finalmente ﬁ(X;T) resulta ciclico y como R(X;r) = Cl(ﬁ(X;T)) entonces por el
Teorema 3.28 se sigue el resultado. [

Veamos que la cota no se puede mejorar en el caso de una poligonal regular par.

Vg V3 V2
v
U3 ! Vg U1
vo+v1 vo+v1
2 2
V4 Vo Us Vo
V4+v5 %
2
Ve
Us U7 Yo
Vg v7 Us
Figura 3.8

Ejemplo 3.36. Sea C C R? una poligonal regular con vértices ordenados en sentido
horario {vy}",', donde n > 1. Si [ denota a la longitud de un lado, consideramos

2

[voUni1| < 7 <A/ |vovns1]|? + 1

y X = {vg, vy, %,vn,vnﬂ, %}, ver Figura 3.8 para los casos n = 4,5. Resulta

que R(X;r) es homotépicamente equivalente a StV S! y por el contrareciproco del
Teorema 3.28 resulta que su l-esqueleto no admite un orientacion ciclica.
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