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Introducción

Originalmente Vietoris [21] definió el complejo Vietoris-Rips para extender la teoŕıa
de homoloǵıa simplicial a espacios métricos. Posteriormente Rips redescubrió tal objeto
para estudiar grupos hiperbólicos, su uso fue popularizado por Gromov [12] , quien los
llamó complejos de Rips. Actualmente se conoce al complejo por el nombre de Vietoris-
Rips debido a Hausmann [14]. Hoy en d́ıa el interés surge de, pero no se limita a, su
potencial en el área del análisis cualitativo de datos.

El cálculo efectivo de invariantes topológicos de un espacio M a partir de una mues-
tra de puntos de dicho espacio es un tema central en el análisis de datos. Dado que los
grupos de homoloǵıa son algoŕıtmicamente computables para los complejos simpliciales
finitos, una manera de estudiar un espacio métrico es aproximándolo por poliedros.

Si M es un espacio topológico y U = {Uα}α∈Λ es un cubrimiento por abiertos
tal que cada intersección finita

⋂
Uα es vaćıa o contráctil entonces, por el Teorema del

Nervio [7], el nervioN (U) del cubrimiento es homotópicamente equivalente a M . Ahora,
necesitamos una manera de generar este cubrimiento por abiertos. Si M es un espacio
métrico, podemos considerar el dado por {B(x; ε)}x∈V para cierto ε > 0 y V ⊆ M .
En este caso, el complejo asociado se denomina complejo de Čech con parámetros V
y ε. Esta construcción funciona cuando M es una variedad Riemmaniana, pues en
este caso tal ε y V finito existen (ver la revisión de Gunnar Carlsson [9, Theorem
2.4]). Sin embargo, el teorema no nos dice cómo construirlos. La gran fidelidad de esta
construcción trae consigo el problema de la dificultad del computo y almacenamiento.
Por lo tanto, otro enfoque es necesario.

Dado un espacio métrico X (subconjunto de un espacio M) y r > 0, el complejo de
Vietoris-Rips R(X; r) es el complejo simplicial que tiene como vértices a los puntos de
X y como śımplices a los subconjuntos finitos de diámetro menor a r. En términos de
almacenamiento, la ventaja del complejo de Vietoris-Rips es que está completamente
determinado por su 1-esqueleto. La desventaja es que no es claro qué es lo que captura
su tipo homotópico. Los enfoques actuales se dividen en ver qué condiciones tiene
que cumplir la variedad para poder reconstruir la información topológica [4] y dar
condiciones sobre ε y la densidad de la muestra X [14, 16]. Otro método para recuperar
posibles invariantes topológicos con el complejo Vietoris-Rips es a través del cálculo de
homoloǵıa persistente [11], muestreando sobre un rango de valores para ε y calculando
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2 ÍNDICE GENERAL

los grupos de homoloǵıa en cada paso.
Este trabajo presenta una exposición basada en tres art́ıculos [10, 3, 2] que estudian

propiedades homotópicas de complejos de Vietoris-Rips R(X; r) en los casos en que
X sea un subconjunto del plano, de R3 o del ćırculo S1. En los primeros dos casos, la
idea es estudiar la proyección P : |R(X; r)| → Rn que es la función lineal que manda
cada vértice x ∈ X del complejo de Vietoris-Rips en x ∈ Rn. Notemos que si bien
R(X; r) puede tener dimensión arbitrariamente grande, la imagen de P es un CW-
complejo de dimensión menor o igual a n. La imagen de la proyección es lo que se llama
el shadow de R(X; r) y se denota S(X; r). A pesar de no preservar la dimensión, la
proyección śı respeta algunos invariantes homotópicos. Concretamente, cuando n = 1,
P es una equivalencia homotópica. En el caso n = 2, la proyección no es en general una
equivalencia homotópica, aunque śı induce un isomorfismo en los grupos fundamentales.
Esto es uno de los resultados principales del trabajo realizado por Chambers, De Silva,
Erickson y Ghrist [10]. En este caso, P no preserva los grupos de homotoṕıa ni homoloǵıa
superiores. En el caso de dimensión n = 3, π1(P ) : π1(|R(X; r)|) → π1(S(X; r)) es un
epimorfismo, como muestrán Adamaszek, Frick y Vakili en [3], y se desconoce si es un
monomorfismo. De hecho se conjetura que P induce un monomorfismo en los grupos
fundamentales para cualquier dimensión n. Sabemos, gracias a [10], que π1(P ) no es
un epimorfismo en general si n ≥ 4. Si bien los resultados anteriores prueban que el
complejo de Vietoris-Rips tiene π1 libre cuando X ⊆ R2, no se sabe cuáles son los
posibles tipos homotópicos que pueden surgir en dimensión dos. No es dif́ıcil ver que
todo wedge de esferas se realiza por algún X ⊆ R2 y se conjetura que estos son todos
los tipos homotópicos posibles. En el art́ıculo [2] Adamaszek y Adams prueban esta
conjetura para el caso en que X ⊆ S1. De hecho se clasifican todos los tipos homotópicos
posibles para subconjuntos del ćırculo a partir del invariante conocido como winding
fraction.

En el primer caṕıtulo de este trabajo recordaremos las herramientas homotópicas y
combinatorias que se utilizarán en los caṕıtulos siguientes. En el caṕıtulo 2 presenta-
remos los resultados de [10] y [3] sobre las propiedades homotópicas de la proyección
geométrica. Por último, en el caṕıtulo 3 veremos los resultados de [2] sobre subconjuntos
del ćırculo. Completamos las demostraciones de dichos art́ıculos y explicamos con más
detalle las construcciones y razonamientos. En esta tesis ofrecemos un enfoque uniforme
del tema y añadimos ejemplos para ayudar al lector a comprender las explicaciones. Los
resultados originales de esta tesis se encuentran en la sección 3.4. En esta sección pro-
bamos un resultado análogo al de los subconjuntos del ćırculo. Concretamente, vemos
que cuando X está contenido en una poligonal cerrada convexa de R2 (borde de un
poĺıgono convexo), entonces R(X; r) tiene el tipo homotópico de un wedge de esferas
si el parametro r se encuentra en cierto rango (ver Teorema 3.32).



Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo estableceremos las notaciones que usaremos en el resto de la tesis.
Recordaremos dos resultados clásicos de topoloǵıa algebraica. El primero es la descrip-
ción del grupo fundamental de un poliedro por medio de caminos de aristas y el segundo
es una versión del lema del pegado para funciones k-conexas.

1.1. El grupoide de caminos por aristas de un com-

plejo simplicial

En este apartado recordaremos resultados básicos sobre la categoŕıa de complejos
simpliciales y el funtor realización geométrica. En la segunda parte introduciremos el
grupoide de caminos por aristas asociado a un complejo simplicial siguiendo la exposi-
ción del libro de Spanier [18]. El grupoide de caminos por aristas de un complejo K da
una descripción combinatoria del grupo fundamental de la realización geométrica de K
que nos será de utilidad en el caṕıtulo siguiente.

Dada una categoŕıa C y objetos X, Y ∈ Ob(C), denotamos homC(X, Y ) al conjunto
de morfismos de X a Y . Denotamos por Top a la categoŕıa de espacios topológicos y
funciones continuas, Top* a la categoŕıa de espacios topológicos punteados y Grp a la
categoŕıa de grupos.

Definición 1.1. Un complejo simplicial K consta de un conjunto VK cuyos elementos
se llaman vértices y un conjunto SK cuyos elementos se llaman śımplices y son subcon-
juntos finitos no vaćıos de VK tales que para todo v ∈ VK se tiene que {v} ∈ SK y para
todo σ ∈ SK vale que si ∅ 6= τ ⊂ σ entonces τ ∈ SK .

Definición 1.2. Sea K un complejo simplicial. El n-esqueleto de K es el subcomplejo
Kn = {σ ∈ K : |σ| ≤ n+ 1}.

3



4 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Definición 1.3. Dados dos complejos simpliciales K y K ′, un morfismo simplicial
φ : K → K ′ es una función φ : VK → VK′ tal que para todo σ ∈ SK resulta que
φ(σ) ∈ SK′ .

Los complejos simpliciales junto con los morfismos simpliciales forman una categoŕıa
que denotamos Simp. Análogamente se define la categoŕıa de complejos simpliciales
punteados que denotamos Simp*.

Los complejos simpliciales se pueden representar geométricamente como unión de
segmentos, triángulos, tetraedros, etc, es decir, como unión de combinaciones convexas
de puntos. Por ejemplo el complejo simplicial que tiene por conjunto de śımplices a
SK = {{a}, {b}, {c}, {d}, {a, b}, {b, c}, {c, a}, {a, b, c}, {a, d}} se puede visualizar en la
Figura 1.1.

a

b c

d

Figura 1.1: Realización geométrica del complejo simplicial cuyo conjunto de śımplices
es SK = {{a}, {b}, {c}, {d}, {a, b}, {b, c}, {c, a}, {a, b, c}, {a, d}}

Podemos formalizar esta idea de la siguiente manera.

Definición 1.4. Sea K un complejo simplicial y σ = {v0, . . . , vn} ∈ SK . Definimos
la realización geométrica |σ| de σ como el espacio topológico que tiene por elementos
a las expresiones formales

∑n
i=0 tivi tales que ti ∈ R≥0 para todo i y

∑n
i=0 ti = 1. La

topoloǵıa del espacio |σ| es la inducida por la métrica

d(
∑n

i=1 tivi,
∑n

i=1 sivi) =
√∑n

i=1(ti − si)2

Definimos la realización geométrica |K| de K como el espacio topológico cuyos
elementos son las expresiones formales

∑
v∈VK tvv tales que tv ∈ R≥0 para cada v,∑

v∈VK tv = 1 y {v ∈ VK : tv > 0} ∈ SK . Para cada śımplex σ ∈ SK tenemos una
función inyectiva

iσ :
∑
v∈σ

tvv ∈ |σ| 7→
∑
v∈VK

svv ∈ |K|

donde sv = tv si v ∈ σ y sv = 0 en caso contrario. Equipamos a |K| con la la topoloǵıa
final respecto de las funciones {iσ : |σ| → |K|}σ∈SK

.

Dados dos complejos simpliciales y un morfismo simplicial entre ellos podemos cons-
truir una función que relacione las realizaciones geométricas de la siguiente manera.
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lkK(v) stK(v)

|K \ v| |K|

i

jj

i

Figura 1.2: Diagrama de push-out inducido por la inclusión i : K \ v ↪→ K.

Definición 1.5. Si φ : K → K ′ es un morfismo simplicial, definimos el morfismo indu-
cido en las realizaciones geométricas |φ| : |K| → |K ′| como φ(

∑n
i=1 tivi) =

∑n
i=1 tiφ(vi).

Aśı definido |φ| resulta una función continua.

Observación 1.6. La realización geométrica, | |, resulta ser un funtor covariante de
la categoŕıa Simp a la categoŕıa Top. Si K es un complejo simplicial, la realización
geométrica |K| es un espacio topológico y, por lo tanto, podemos mirar el grupoide
fundamental Π1(|K|) o su grupo fundamental π1(|K|, v0). Luego π1 ◦ || es un funtor de
la categoŕıa Simp* a la categoŕıa Grp.

Definición 1.7. Sean K un complejo simplicial y v ∈ K un vértice. El star abierto
de v en K es stK(v) = {

∑
w∈VK tww ∈ |K| : tv > 0}. El star cerrado de v en K es la

clausura de stK(v) en |K| , stK(v). El link de v en K es lkK(v) = stK(v) \ stK(v).

Observación 1.8. Sean K un complejo simplicial y v ∈ K un vértice. Entonces stK(v)
es un espacio contráctil pues es un cono.

Lema 1.9. Sean K un complejo simplicial y v ∈ K tales que lkK(v) es contráctil. La
inclusión i : K \ v ↪→ K resulta ser una equivalencia homotópica, donde K \ v denota
al subcomplejo pleno generado por los vértices distintos de v.

Demostración. Se tiene el push-out de la Figura 1.2. Como i : lkK(v) ↪→ stK(v) es una
equivalencia homotópica y j : lkK(v) ↪→ |K \ v| es cofibración, se sigue que la inclusión
i : |K \ v| ↪→ |K| es una equivalencia homotópica por el Lema del Pegado [8, Theorem
7.4.3].

Si K es un complejo simplicial, una arista en K es un 1-śımplex orientado, es
decir, un par ordenado e = (v, w) donde {v, w} ∈ SK . Un camino por aristas en K
es una sucesión finita de aristas ξ = (v1, v2)(v2, v3) . . . (vn, vn+1). El origen de ξ es
origen(ξ) = v1 y el fin de ξ es fin(ξ) = vn+1. Queremos identificar dos caminos por
aristas si difieren sólo en recorrer 2-śımplices de K, concretamente.

Definición 1.10. Dos caminos por aristas ξ y ξ′ en K se dicen simplemente equivalentes
si {ξ, ξ′} = {ξ1(v, v′′)ξ2, ξ1(v, v′)(v′, v′′)ξ2}, donde {v, v′, v′′} ∈ SK y ξi es un camino por
aristas en K para i = 1, 2. Dos caminos por aristas ξ y ξ′ en K se dicen equivalentes
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si existe una sucesión finita de caminos por aristas ξ0, . . . , ξn tal que ξ0 = ξ, ξn = ξ′ y
ξi−1 y ξi son simplemente equivalentes para i = 1, . . . n. En este caso notamos ξ ' ξ′.

Observación 1.11. La equivalencia entre caminos por aristas en K es una relación de
equivalencia. Notamos por [ξ] a la clase de equivalencia de ξ.

Proposición 1.12. Los caminos por aristas cumplen las siguientes propiedades.

1. Si ξ ' ξ′ entonces ξ y ξ′ tienen el mismo origen y el mismo final.

2. Si ξ1 ' ξ′1, ξ2 ' ξ′2 y fin(ξ1) = origen(ξ2) entonces ξ1ξ2 ' ξ′1ξ
′
2.

3. Si origen(ξ) = v1 y fin(ξ) = v2 entonces (v1, v1)ξ ' ξ(v2, v2).

Demostración. Veamos cada una de las propiedades por separado.

1. Si ξ ' ξ′ entonces existe una sucesión de caminos ξ = ξ0, ξ1, . . . ξn = ξ′, tal que
ξi−1 y ξi son simplemente equivalentes para todo i = 1, . . . n.

Hacemos inducción en n. Si n = 1 entonces {ξ, ξ′} = {ξ1(v, v′)(v′, v′′)ξ2, ξ1(v, v′′)ξ2}
donde {v, v′, v′′} ∈ SK . Por lo tanto origen(ξ) = origen(ξ1) = origen(ξ′) y fin(ξ) =
fin(ξ2) = fin(ξ′).

Supongamos que vale para n − 1, quiero ver que vale para n. Siguiendo el razo-
namiento anterior resulta que origen(ξ) = origen(ξn−1) = origen(ξn) = origen(ξ′)
y de manera análoga para el vértice final. Por la tanto vale la propiedad.

2. Como ξi ' ξ′i existe una sucesión de caminos por aristas ξi,0, ξi,1, . . . , ξi,ni
tal que

ξi = ξi,0, ξ′i = ξi,ni
y ξi,j−1 y ξi,j son simplemente equivalentes para todo i = 1, 2

y j = 1, . . . , ni. Por lo tanto la sucesión

ξ1,1ξ2,1, ξ1,1ξ2,2, . . . , ξ1,1ξ2,n2 , ξ1,2ξ2,n2 , . . . ξ1,n1ξ2,n2

cumple que dos consecutivos son simplemente equivalentes, ξ1,1ξ2,1 = ξ1ξ2 y
ξ1,n1ξ2,n2 = ξ′1ξ

′
2. Luego se sigue la conclusión.

3. Es inmediato de la definición de la relación de equivalencia.

Observación 1.13. Sea ξ un camino por aristas en K. En vista de la Proposición
1.12 tiene sentido definir el origen de [ξ] como origen([ξ]) = origen(ξ) y fin de [ξ] como
fin([ξ]) = ξ.

Definición 1.14. Si e = (v, w) es una arista en K entonces definimos e−1 = (w, v). Si
ξ = e1 . . . en es un camino por aristas en K entonces definimos ξ−1 = e−1

n . . . e−1
1 .

Observación 1.15. Las siguientes propiedades son inmediatas de las definiciones.
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1. (ξ−1)−1 = ξ

2. origen(ξ−1) = fin(ξ) y fin(ξ−1) = origen(ξ).

3. Si ξ1 ' ξ2 entonces ξ−1
1 ' ξ−1

2 .

4. Si origen(ξ) = v y fin(ξ) = w entonces ξξ−1 ' (w,w) y ξ−1ξ ' (v, v)

Definición 1.16. Sean K un complejo simplicial, v ∈ VK y ξ un camino por aristas en
K. Decimos que ξ es un ciclo en v si origen(ξ) = fin(ξ) = v. Decimos que un ciclo en v
es contráctil si es equivalente a (v, v).

Definición 1.17. Sea K un complejo simplicial, hay una categoŕıa E(K) que tiene
por objetos a los vértices de K y cuyos morfismos homE(K)(v, w) son las clases de
equivalencia de caminos por aristas en K con origen([ξ]) = v, fin([ξ]) = w y la compo-
sición de morfismos viene dada por [ξ][ξ′] = [ξξ′]. Está bien definida por la Proposición
1.12. Más aún, si [ξ] ∈ homE(K)(v, w), entonces [ξ−1] ∈ homE(K)(w, v) y cumple que
[ξ][ξ−1] = [ξξ−1] = [(w,w)] y [ξ−1][ξ] = [ξ−1ξ] = [(v, v)]. Por lo tanto, [ξ−1] = [ξ]−1,
de donde podemos concluir que todo morfismo es un isomorfismo, es decir, E(K) es un
grupoide. Lo llamamos el grupoide de caminos por aristas.

Sea v ∈ K denotamos E(K, v) al grupo de clases de ciclos en v, llamado el grupo de
caminos por aristas con punto base v.

Definición 1.18. Sea ξ = (v1, v2) . . . (vn, vn+1) un camino por aristas en K, definimos
φξ : I → |K| como

φξ(t) = vi(i− nt) + vi+1(1− i+ nt) si (i− 1)/n ≤ t ≤ i/n

Notamos a φ(v,w) como vw.

Observación 1.19. Si ξ = (v1, v2) . . . (vn, vn+1) entonces φξ ' v1v2 ∗ v2v3 ∗ · · · ∗ vnvn+1

rel İ.

El siguiente teorema relaciona el grupoide de caminos por aristas con el grupoide
fundamental de la realización geométrica del mismo complejo simplicial.

Teorema 1.20. [18, Theorem 3.6.16] Sean K un complejo simplicial y v, w ∈ VK. La
función

ρ : [ξ] ∈ homE(K)(v, w)→ [φξ] ∈ homP(|K|)(v, w)

es una biyección. En particular, si v ∈ VK la función

ρ : [ξ] ∈ E(K, v)→ [φξ] ∈ π1(|K|, v)

es un isomorfismo.
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Recordemos que un grafo G = (V,E) consta de un conjunto V cuyos elementos se
llaman vértices y un conjunto E ⊂ V ×V cuyos elementos se llaman aristas. Observemos
que el 1-esqueleto de un complejo simplicial es un grafo.

Definición 1.21. Sea K un complejo simplicial finito y sean σ, τ ∈ K tales que τ es
una cara inmediata de σ y no hay otro śımplex que tenga a τ como cara propia. En
este caso decimos que τ es una cara simple de σ. Consideramos el subcomplejo de K
definido por L = K \ {τ, σ}. Entonces decimos que hay un colapso elemental de K a L.

Sea H un subcomplejo de K. Decimos que K colapsa a H si existe una sucesión de
subcomplejos de K, K = L1, L2, . . . , Ln = H de modo que existe un colapso elemental
de Li a Li+1 para todo i = 1, . . . , n− 1.

Recordemos que un complejo simplicial K es un cono si existe algún vértice v ∈ K,
tal que para todo vértice w ∈ K se tiene que {v, w} ∈ K. Vamos a llamar ápice a un
vértice del complejo K que tenga esta propiedad.

|vτ̇ | |σ|

|L| |K|

i

jj

i

Figura 1.3: Diagrama de push-out inducido por la inclusión i : |L| ↪→ |K|.

Observación 1.22. Sea K un complejo simplicial finito y sean σ, τ ∈ K tales que τ es
una cara simple de σ. Si v ∈ σ \ τ , entonces vτ̇ es un cono y, por lo tanto, la inclusión
|vτ̇ | ↪→ |σ| es una equivalencia homotópica. Por otro lado, como la inclusión |vτ̇ | ↪→ |L|
es cofibración, v́ıa el push-out de la Figura 1.3 y el Lema del Pegado [8, Theorem 7.4.3]
obtenemos que la inclusión |L| ↪→ |K| es una equivalencia homotópica.

La siguiente proposición nos será de utilidad a la hora de clasificar el grupo funda-
mental de un complejo de Vietoris-Rips cuyos puntos se encuentran en el plano.

Proposición 1.23. Sea K un complejo simplicial finito tal que su realización geométri-
ca |K| se embebe de manera lineal en R2. Entonces K tiene el tipo homotópico de un
grafo.

Demostración. Basta ver que K colapsa a un grafo. Notemos primero que el complejo
K no tiene śımplices de dimensión mayor a 2. En caso contrario, si σ = {v0, v1, v2, v3}
es un 3-śımplex, el conjunto {v0, v1, v2, v3} es un conjunto af́ınmente independiente en
R2. Luego {v1 − v0, v2 − v0, v3 − v0} es un conjunto linealmente independiente en R2,
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lo cual es absurdo pues este tiene dimensión 2. Por lo tanto K no tiene śımplices de
dimensión mayor a 2.

Hagamos inducción en n = |{2-śımplices de K}|. Si n = 0 entonces K es un grafo. Si
n > 0 consideramos K ′ ⊂ K el subcomplejo generado por los 2-śımplices de K. Afirmo
que ∂|K ′| 6= ∅, pues en caso contrario |K ′| = Int|K ′| entonces es un abierto, cerrado y
no vaćıo en R2, que es conexo, por lo tanto |K ′| = R2 lo cual es absurdo dado que |K ′|
es compacto.

Sean x ∈ ∂|K ′| y σ ∈ K ′ un 2-śımplex tales que x ∈ |σ|. Si {v, w} es un cara
propia de σ y x ∈ Int|{v, w}| entonces {v, w} es una cara libre, pues en caso contrario
existe un entorno de x contenido en la realización geométrica de los dos 2-śımplices que
tienen a {v, w} como cara propia, lo cual es absurdo pues x estaba en el borde de K ′.
Colapsando esta arista obtenemos un complejo con (n − 1) 2-śımplices, por hipótesis
inductiva este colapsa a un grafo y, por lo tanto, K también.

Si x es un vértice de σ y toda arista que tiene a x por vértice no es libre, entonces
stK(x) es un abierto de R2 que contiene a x, lo cual es absurdo. Por lo tanto alguna
arista es libre y procedemos como en el caso anterior.

1.2. Un lema del pegado para funciones k-conexas

En esta sección recordamos algunos resultados fundamentales sobre propiedades
homotópicas de CW-complejos. La proyección del complejo de Vietoris-Rips de X ⊂
Rn es un subespacio de Rn que tiene una estructura de CW-complejo no simplicial y
necesitamos los resultados de esta sección para estudiarlo.

El lema clásico del pegado [8, Theorem 7.4.3] establece que si f : X → Y es un
función continua tal que X = A∪B y Y = C ∪D donde A, B, C y D son subespacios
cerrados. Si se cumple que f |A : A → C, f |B : B → D y f |A∩B : A ∩ B → C ∩ B
son equivalencias homotópicas y cada una de las inclusiones A ∩B ↪→ A, A ∩B ↪→ B,
C ∩D ↪→ C, C ∩D ↪→ D es un cofibración. Entonces f : X → Y es una equivalencia
homotópica. Recordaremos la versión de este resultado para funciones k-conexas.

Definición 1.24. Un CW-complejo es un espacio topológico Hausdorff X junto con
una familia de celdas abiertas {eα}α∈A tal que

X =
⊔
α∈A

eα

es decir, es la unión disjunta de las celdas abiertas, y

para cada n-celda eα existe una función continua fα : Dn → X tal que fα|IntDn :
IntDn → eα es un homeomorfismo y fα(Sn−1) está contenido en una unión finita
de celdas abiertas de dimensión menor que n. La función fα se llama función
caracteŕıstica de eα y gα = fα|Sn−1 función de adjunción.
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X tiene la topoloǵıa final con respecto a las inclusiones {ι : eα → X}α∈A.

Dado n ≥ 0, Xn denota al n-esqueleto de X, es decir, al subcomplejo formado por
las celdas de dimensión menor o igual a n.

El siguiente teorema nos será de utilidad en dimensión 2 para levantar los caminos
desde la proyección geométrica del complejo de Vietoris-Rips. El resultado muestra
como cambia el grupo fundamental de un grafo al adjuntar celdas de dimensión 2.

Teorema 1.25. [18, Theorem 3.8.10] Sea X un CW-complejo. La inclusión ι : X1 → X
induce una sucesión exacta corta

0→ N → π1(X1, v)→ π1(X, v)→ 0

donde N es el subgrupo normal generado por las funciones de adjunción de las 2-celdas
conjugadas al punto base v, es decir, N = 〈〈[wi∗γi∗wi]〉〉i∈I donde {e2

i }i∈I es el conjunto
de 2-celdas , γi : S1 → X1 es la función de adjunción de e2

i y wi es un camino de v
hasta γi(s0).

Definición 1.26. Sea X un espacio topológico y x0 ∈ X. Definimos el n-ésimo grupo
de homotoṕıa de X con punto base x0 como

πn(X, x0) = [(In, ∂In), (X, x0)]

es decir, el conjunto de clases de funciones continuas f : In → X tales que f(∂In) = x0.
Donde [f ] = [g] si f ' g rel ∂In. Este conjunto resulta ser un grupo con la operación
dada por [f ] + [g] = [f + g] donde

(f + g)(s1, . . . , sn) =

{
f(2s1, s2, . . . , sn) si s1 ≤ 1/2

g(2s1 − 1, s2, . . . , sn) si s1 ≥ 1/2

Es un grupo abeliano si n ≥ 2.

Definición 1.27. Sea k ≥ 0, una función continua f : X → Y se dice k-conexa si
la función inducida f∗ : πi(X, x) → πi(Y, f(s)) es biyectiva para todo 0 ≤ i < k y es
sobreyectiva cuando i = k, para toda elección de punto base x ∈ X.

Definición 1.28. Sea X un espacio topológico, A y B subespacios de X tales que
X = (IntA) ∪ (IntB) llamamos a (X;A,B) una terna escisiva. Si (Y ;C,D) es otra
terna escisiva, una función f : (X;A,B)→ (Y ;C,D) de ternas escisivas es una función
continua f : X → Y tal que f(A) ⊂ C y f(B) ⊂ D

Teorema 1.29. [20, Theorem 6.7.9] Sea k ≥ 1 y f : (X;A,B) → (Y ;C,D) una
función de ternas escisivas. Si f |A : A → C y f |B : B → D son k-conexas y f |A∩B :
A ∩B → C ∩D es (k − 1)-conexa entonces f : X → Y es k-conexa.
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En lugar de dar la demostración de [20] probamos este teorema a partir del siguiente
resultado que aparece en el libro de Hatcher [13, Proposition 4K.1].

Proposición 1.30. [13, Proposition 4K.1] Sea f : (X;A,B)→ (Y ;C,D) una función
de ternas escisivas. Si las funciones inducidas πi(f) : πi(A,A ∩ B) → πi(C,C ∩ D) y
πi(f) : πi(B,A ∩ B) → πi(D,C ∩ D) son biyecciones para i < n y sobreyectivas para
i = n, para toda elección de punto base, entonces πi(X,A)→ πi(Y,C) es una biyección
para i < n y sobreyectiva para i = n. Simétricamente con πi(X,B)→ πi(Y,D).

Antes de dar la demostración del Teorema 1.29 recordamos los enunciados de los
siguientes lemas básicos de álgebra.

Lema 1.31. (Lema de los cinco) Consideramos el siguiente diagrama conmutativo de
grupos, donde cada fila es exacta,

A B C D E

A′ B′ C ′ D′ E ′

f g h p q

Si g y p son isomorfismos, q es un monomorfismo y f es un epimorfismo entonces h
es un isomorfismo.

Lema 1.32. (Lema de los cuatro) Consideremos el siguiente diagrama conmutativo de
grupos, donde cada fila es exacta,

A B C D

A′ B′ C ′ D′

f g h p

Si f y h son epimorfismos y p es un monomorfismo entonces g es un epimorfismo.

Demostración del Teorema 1.29. Consideramos el siguiente diagrama

πi(A ∩B) πi(A) πi(A,A ∩B) πi−1(A ∩B) πi−1(A)

πi(C ∩D) πi(C) πi(C,C ∩D) πi−1(C ∩D) πi−1(C)

πi(f) πi(f) πi(f) πi−1(f) πi−1(f)
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Si i < k entonces πi−1(f) : πi−1(A∩B)→ πi−1(C ∩D), πi−1(f) : πi−1(A)→ πi−1(C)
y πi(f) : πi(A) → πi(C) son isomorfismos y πi(f) : πi(A ∩ B) → πi(C ∩ D) es un
epimorfismo. Por el Lema de los cinco (Lema 1.31) se sigue que πi(f) : πi(A,A∩B)→
πi(C,C ∩D) es un isomorfismo.

Si i = k entonces πi−1(f) : πi−1(A ∩ B) → πi−1(C ∩ D) y πi(f) : πi(A) → πi(C)
son epimorfismos y πi−1(f) : πi−1(A) → πi−1(C) es un monomorfismo entonces por el
Lema de los cuatro (Lema 1.32) se sigue que πi(f) : πi(A,A∩B)→ πi(C,C ∩D) es un
epimorfismo.

Análogamente πi(f) : πi(B,A ∩ B) → πi(D,C ∩ D) es un isomorfismo si i < k y
un epiformismo si i = k. Por la Proposición 1.30 se concluye que πi(f) : πi(X,A) →
πi(Y,C) es un isomorfismo i < k y un epimorfismo si i = k. Por lo tanto tenemos el
siguiente diagrama conmutativo

πi+1(X,A) πi(A) πi(X) πi(X,A) πi−1(A)

πi+1(X,A) πi(C) πi(Y ) πi(Y,C) πi−1(C)

πi+1(f) πi(f) πi(f) πi(f) πi−1(f)

Si i < k entonces πi(f) : πi(X,A) → πi(Y,C), πi−1(f) : πi−1(A) → πi−1(C) y πi(f) :
πi(A)→ πi(C) son isomorfismos y πi+1(f) : πi+1(X,A)→ πi+1(Y,C) es un epimorfismo.
Entonces por el Lema de los cinco (Lema 1.31) se sigue que πi(f) : πi(X) → πi(Y ) es
un isomorfismo.

Si i = k entonces πi(f) : πi(X,A) → πi(Y,C) y πi(f) : πi(A) → πi(C) son epimor-
fismos y πi−1(f) : πi−1(A) → πi−1(C) es un monomorfismo. Entonces por el Lema de
los cuatro (Lema 1.32) se sigue que πi(f) : πi(X) → πi(Y ) es un epimorfismo. Por lo
tanto f : X → Y es k-conexa.

La versión para CW-complejos se sigue usando el argumento de ε-entornos que
exponemos a continuación.

Definición 1.33. Sea X un CW-complejo, A ⊂ X subespacio y ε una función que
a cada celda eα le asigna un numero real 0 < εα < 1. El ε-entorno de A se define
inductivamente esqueleto por esqueleto, primero construimos N0

ε (A) = A ∩X0, que es
un entorno de A ∩ X0 en X0. Supongamos construido Nn

ε (A), un entorno de A ∩ Xn

en Xn, quiero construir Nn+1
ε (A). Tomamos en+1

α una (n + 1)-celda del complejo X y
fn+1
α : Dn+1 → en+1

α su función caracteŕıstica. Consideramos Uα el abierto formado por

los puntos de IntDn+1 que distan de fn+1
α

−1
(A) ∩ IntDn+1 en menos que εα. Por otro

lado, definimos el conjunto

Vα = {tx : x ∈ f−1
α (Nn

ε (A)), 1− εα < t ≤ 1} ⊂ Dn+1,
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que resulta ser un abierto en Dn+1. Por lo tanto, la unión Uα ∪ Vα ⊂ Dn+1 es un
subespacio abierto de Dn+1. Luego extendemos Nn

ε (A) al (n+ 1)-esqueleto como

Nn+1
ε (A) = Nn

ε ∪
⋃
α

fα(Uα ∪ Vα)

Finalmente definimos el ε-entorno de A como

Nε(A) =
⋃
n≥0

Nn
ε (A)

Observación 1.34. Las propiedades fundamentales que vamos a utilizar de los ε-
entornos es que Nε(A) se retrae por deformación fuerte en A y Nε(A ∩ B) = Nε(A) ∩
Nε(B).

Definición 1.35. Sea X un CW-complejo, A, B subcomplejos tales que X = A ∪ B
entonces (X;A,B) se dice una terna escisiva de celdas. Si (Y ;C,D) es otra terna escisiva
de celdas, una función f : (X;A,B) → (Y ;C,D) de ternas escisivas de celdas es una
función continua f : X → Y tal que f(A) ⊂ C y f(B) ⊂ D.

Proposición 1.36. Sean k ≥ 1 y f : (X;A,B) → (Y ;C,D) una función de ternas
escisivas de celdas. Si f |A : A → C y f |B : B → D son k-conexas y f |A∩B : A ∩ B →
C ∩D es (k − 1)-conexa entonces f : X → Y es k-conexa.

Demostración. Sean Nε(C), Nε(D) ε-entornos correspondientes a C y D. Como f es
continua existen Nδ(A) y Nδ(B) ε-entornos de A y B respectivamente tales f(Nδ(A)) ⊂
Nε(C) y f(Nδ(B)) ⊂ Nε(D). Por lo tanto f : (X;Nδ(A), Nδ(B)) → (Y ;Nε(C), Nε(D))
es una función de ternas escisivas. Dado que Nδ(A) y Nε(C) se retraen por deformación
fuerte a A y a C respectivamente, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

πi(A) πi(C)

πi(Nδ(A)) πi(Nε(C))

πi(f)

πi(f)

' '

donde los morfismos verticales son isomorfismos. Si i < k, como πi(f) : πi(A)→ πi(C)
es un isomorfismo, πi(f) : πi(Nδ(A))→ πi(Nε(C)) resulta ser un isomorfismo. Si i = k,
como πi(f) : πi(A)→ πi(C) es un epimorfismo, πi(f) : πi(Nδ(A))→ πi(Nε(C)) resulta
ser un epimorfismo. El razonamiento es análogo para πi(f) : πi(Nδ(B)) → πi(Nε(D)).
Por otro lado, como Nδ(A∩B) = Nδ(A)∩Nδ(B) y Nε(C ∩D) = Nε(C)∩Nε(D), v́ıa el
mismo argumento concluimos que πi(f) : πi(Nδ(A) ∩Nδ(B)) → πi(Nε(C) ∩Nε(D)) es
un isomorfismo si i < k−1 y un epimorfismo si i = k−1. Finalmente, por la Proposición
1.29 obtenemos que f : X → Y es k-conexa.
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Caṕıtulo 2

El complejo de Vietoris-Rips y la
proyección al shadow

En este caṕıtulo estudiaremos la proyección P : |R(X; r)| → Rn del complejo de
Vietoris-Rips R(X; r) de un conjunto X ⊂ Rn a Rn, cuya imagen recibe el nombre
de shadow de R(X; r), y notamos S(X; r). Vemos que S(X; r) tiene una estructura
natural de CW-complejo con celdas convexas y usamos esta descripción para estudiar el
morfismo inducido por la proyección en los grupos fundamentales. Vemos las diferencias
que existen al estudiar el problema en dimensiones 1, 2, 3 y dimensiones mayores. Los
resultados de este caṕıtulo se encuentran construidos en los art́ıculos [10] de Chambers,
De Silva, Erickson y Ghrist y [3] de Adamaszek, Frick y Vakili.

2.1. Definiciones y ejemplos

Recordamos la definición del complejo de Vietoris-Rips de un conjunto X ⊂ Rn y
parametro r > 0 y estudiamos el comportamiento de la proyección P : |R(X; r)| →
S(X; r) en una serie de ejemplos.

Definición 2.1. El complejo de Vietoris-Rips de X ⊂ Rn a una distancia escalar r > 0,
R(X; r), es un complejo simplicial que tiene por vértices al conjunto X y por śımplices
a subconjuntos finitos y no vaćıos Y ⊂ X que cumplen diam(Y ) < r.

Observación 2.2. Si bien X está contenido en un espacio de dimensión n, el complejo
R(X; r) puede ser de dimensión más grande. Por ejemplo si X1 = {0, 1

4
, 1

2
, 3

4
} ⊂ R, la

realización geométrica del complejo de Vietoris-Rips asociado a X1, |R(X1; 1)|, es un
tetraedro, como se puede observar en la Figura 2.1.

De manera análoga en dimensión dos, X2 = {(0, 1), (−1
2
, 0), (1

2
, 0), (0, 1

3
)} ⊂ R2, la

realización geométrica del complejo R(X2; 1) también resulta ser un tetraedro como se
puede observar en la Figura 2.2.

15
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X1 ⊂ R

v1

v2

v3

v4

R(X1; 1)

v1

v2

v3

v4

Figura 2.1: Notamos v1 = 0, v2 = 1
4
, v3 = 1

2
y v4 = 3

4
. A la izquierda está el conjunto

X1 = {v1, v2, v3, v4} ⊂ R. A la derecha la realización geométrica |R(X1; 1)|.

X2 ⊂ R2

v1

v2 v3

v4

R(X2; 1)

v1

v2

v3

v4

Figura 2.2: Notamos v1 = (0, 1), v2 = (−1
2
, 0), v3 = (1

2
, 0) y v4 = (0, 1

3
). A la izquierda

está el conjunto X2 = {v1, v2, v3, v4} ⊂ R2. A la derecha la realización geométrica
|R(X2; 1)|.

Podemos construir la estructura simplicial del complejo Vietoris-Rips a partir de su
1-esqueleto v́ıa el siguiente objeto.

Definición 2.3. Sea G = (V,E) un grafo, el complejo clique de G, Cl(G), es el complejo
simplicial que tiene por śımplices a los subgrafos completos de G. También Cl(G) se
conoce como la completación flag de G.

Luego una manera alternativa de definir el complejo de Vietoris-Rips es como el
complejo clique del grafo R(X; r) = (X,E) donde (x, y) ∈ E si |x − y| < r, es decir,
R(X; r) = Cl(R(X; r)).

Definición 2.4. Sea X ⊂ Rn, el shadow S(X; r) ⊂ Rn es la imagen de |R(X; r)| v́ıa
la proyección geométrica dada por P :

∑k
i=1 αivi ∈ |R(X; r)| 7→

∑k
i=1 αivi ∈ Rn.

Podemos visualizar el shadow de los complejos R(X1; 1) y R(X2; 1) en la Figura
2.3.

Notemos que la proyección no es inyectiva pues en el segundo ejemplo, X2 =
{v1, v2, v3, v4}, P (v4) = P (v1

1
3

+ v2
1
3

+ v3
1
3
). En ambos casos la realización geométrica
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S(X1; 1) ⊂ R

0

3/4

S(X2; 1) ⊂ R2

(0, 1)

(−1/2, 0) (1/2, 0)

Figura 2.3: A la izquierda el complejo shadow correspondiente a X1. A la derecha el
complejo shadow correspondiente a X2

tiene el mismo tipo homotópico que la proyección geométrica. Esto no sucede siempre
como podemos observar en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.5. Notemos ξ = eiπ/3 y consideremos el conjunto de puntos X2 = {vi}5
i=0 ⊂

C = R2 donde vi = rξi con 1/2 < r < 1/
√

3. Como la rotación no afecta a la distancia
|vk−vk+j| = |v0−vj|, además dado que |v0−v1| = |v0−v5| y |v0−v4| = |v0−v2|, basta
ver sólo las distancias entre v0 a los tres vértices consecutivos para construir R(X2; 1).

|v0 − v1| = r|1− eiπ/3| < 1,

|v0 − v2| = r|1− ei2π/3| < 1,

|v0 − v3| = r|1 + 1| = 2r > 1

Resulta que {vk, vk+1, vk+2}, {vk, vk+2, vk+4} ∈ R(X2; 1) para todo k y, por lo tanto,
la realización geométrica es un octaedro regular, mientras que la proyección geométrica
es un hexágono, como se puede visualizar en la Figura 2.4.

v0

v1v3v4

v2

v5

v0

v1v2

v3

v4 v5

P

Figura 2.4: Tomamos ξ = eiπ/3, X2 = {vi}5
i=0 ⊂ C con vi = rξi. A la izquierda la

realización geométrica del complejo R(X2; 1). A la derecha el shadow S(X2; 1).
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El complejo R(X2; 1) tiene el tipo homotópico de una esfera mientras que S(X2; 1)
es contráctil. Podemos observar que el segundo grupo de homoloǵıa, aśı como el segun-
do grupo de homotoṕıa no se conservan. Dado que π2(R(X2; 1)) = H2(R(X2; 1)) =
Z mientras que tanto π2(S(X2; 1)) como H2(S(X2; 1)) son triviales al ser S(X2; 1)
contráctil.

A continuación, generalizando el ejemplo anterior, construimos un complejo de
Vietoris-Rips cuya realización geométrica tiene el tipo homotópico de Sk para k ≥ 2,
mientras que el shadow resulta contráctil.

v0

v1

v2

v3

v4

v5

v6

v7

v0

v1

v2v3

v4

v5

v6

v7 v8

v9

Figura 2.5: A la izquierda S(X3) y a la derecha S(X4).

Ejemplo 2.6. Sea k ∈ N con k ≥ 2, consideramos ξ = eiπ/(k+1) y el conjunto de puntos
Xk = {vi}2k+1

i=0 ⊂ C = R2 donde vi = rξi con 1/2 < r < 1/2 + ε(k), con ε(k) tal que
{vi, vj} ∈ R(Xk; 1) si y sólo si i + (k + 1) 6= j mod 2(k + 1). El conjunto S(Xk; 1)
resulta contráctil pues es star-shaped con centro (0, 0). El complejo R(Xk; 1) tiene por
śımplices al conjunto {v0, . . . vi, . . . , v̂i+k+1 mod n, v2k+1}2k+1

i=0 . Hagamos inducción en k
para ver que el tipo homotópico de R(Xk) es efectivamente Sk. Vimos en el ejemplo
anterior que vale para k = 2, basta observar que R(Xk+1) es la suspensión de R(Xk)
y, por lo tanto, vale la conclusión, ver Figura 2.5.

Podemos unir las circunferencias dándole a R(X) el tipo homotópico de un wedge
de esferas, ver Figura 2.6. Se conjetura que estos son todos los tipos homotópicos que
pueden aparecer cuando X ⊂ R2.

Observación 2.7. El teorema de Carathéodory nos asegura que la cápsula convexa de
un conjunto finito de Rn es la unión de las cápsulas convexas de sus subconjuntos de
como mucho (n+ 1)-elementos, por lo tanto, si X ⊂ Rn finito entonces

S(X; r) =
⋃
Y⊂X
|Y |≤n+1

diam(Y )<r

conv(Y ) (2.1)
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Figura 2.6: La proyección de un wedge de esferas S2 ∨ S3 ∨ S4, donde {vkj }2k+1
j=0 = Xk

con k = 2, 3, 4. Donde ε2,3, ε3,4 > 0 son suficientemente chicos para que los otros nodos
no se conecten.

donde conv(Y ) denota a la cápsula convexa dada por lo puntos de Y . Además notemos
que la topoloǵıa de S(X; r) es la topoloǵıa final con respecto a las inclusiones

{conv(Y ) ↪→ S(X; r)}Y⊂X,|Y |≤n+1,diam(Y )<r

pues es una unión finita de cerrados.

De manera análoga al camino inducido en la realización geométrica de un complejo
simplicial, podemos definir el camino inducido en el shadow de un complejo de Vietoris-
Rips.

Definición 2.8. Sea ξ = (v1, v2) . . . (vn, vn+1) un camino por aristas enR(X), definimos
ϕξ : I → S(X) como

ϕξ(t) = vi(i− nt) + vi+1(1− i+ nt) si (i− 1)/n ≤ t ≤ i/n

Notamos a ϕ(v,w) como vw.

Observación 2.9. Sea ξ = (v1, v2) . . . (vn, vn+1) entonces ϕξ ' v1v2 ∗ v2v3 ∗ · · · ∗ vnvn+1

rel İ.

Vı́a la proyección podemos relacionar el grupoide de caminos por aristas de un
complejo de Vietoris-Rips y el grupoide fundamental del shadow.

Proposición 2.10. Sea X ⊂ Rn, la proyección P : |R(X; r)| → S(X; r) induce un fun-
tor P∗ : E(R(X; r))→ Π1(S(X; r)) definido por P∗(v) = v, y si ξ = (v1, v2) . . . (vn, vn+1)
es un camino por aristas en R(X) entonces P∗([ξ]) = [ϕξ].
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Demostración. Veamos primero que P∗ está bien definida, es decir, no depende del
representante. Sean ξ y ξ′ dos caminos por aristas en R(X; r) simplemente equivalentes,
entonces {ξ, ξ′} = {ξ1(v, v′′)ξ2, ξ1(v, v′)(v′, v′′)ξ2}, donde {v, v′, v′′} ∈ R(X; r) y ξi es un
camino por aristas en R(X; r) para i = 1, 2. Luego

ϕξ = ϕξ1(v,v′′)ξ2 ' ϕξ1 ∗ vv′′ ∗ ϕξ2 rel İ

y
ϕξ′ = ϕξ1(v,v′)(v′,v′′)ξ2 ' ϕξ1 ∗ vv′ ∗ v′v′′ ∗ ϕξ2 rel İ

Por lo tanto, basta ver que vv′′ ' vv′ ∗ v′v′′ rel İ. Como {v, v′, v′′} ∈ R(X; r) entonces
conv{v, v′v′′} ⊂ S(X; r) y, por lo tanto, vv′′ ' vv′ ∗ v′v′′ rel İ al ser dos caminos en un
convexo con los mismos vértices inicial y final.

Veamos que P∗([ξ][ξ
′]) = P∗([ξ]) ∗ P∗([ξ′]),

P∗([ξ][ξ
′]) = P∗([ξξ

′]) = ϕξξ′

' ϕξ ∗ ϕξ′ = P∗([ξ]) ∗ P∗([ξ′])

Por lo tanto, P∗ es un funtor.

A lo largo de este caṕıtulo vamos a considerar r = 1 y notaremos R(X) = R(X; 1)
y S(X) = S(X; 1). Pues dado r > 0 arbitrario se sigue que (v, w) ∈ R(X; r) si y sólo
si |v − w| < r si y sólo si |v/r − w/r| < 1 si y sólo si (v/r, w/r) ∈ R(X/r; 1).

2.2. Lemas geométricos

A continuación estudiaremos propiedades del complejo de Vietoris-Rips asociado a
ciertas configuraciones X ⊂ Rn con #X ≤ 5. Estos resultados valen independientemen-
te de la dimensión n.

Proposición 2.11. Sea X = {v1, v2, w1, w2} ⊂ Rn tal que {v1v2}, {w1w2} ∈ R(X) y
conv{v1, v2} ∩ conv{w1, w2} 6= ∅. Entonces R(X) es un cono.

Demostración. Sea x ∈ conv{v1, v2}∩ conv{w1, w2}, podemos visualizar la situación en
la Figura 2.7. Sin pérdida de generalidad se puede suponer que |v1x| ≤ |v2x|, |w1x|, |w2x|.
Veamos que |v1w1|, |v1w2| < 1,

|v1w1| ≤ |v1x|+ |xw1| ≤ |w2x|+ |xw1| = |w1w2| < 1

|v1w2| ≤ |v1x|+ |xw2| ≤ |w1x|+ |xw2| = |w1w2| < 1.

Entonces {v1w1}, {v1w2} ∈ R(X), por lo cual v1 resulta ser un ápice y, por lo tanto,
R(X) es un cono.
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v1v2

w1

w2

x

Figura 2.7: Intersección de rectas.

Proposición 2.12. Sea X = {v1, v2, v3, w1, w2} ⊂ Rn tal que {v1, v2, v3}, {w1w2} ∈
R(X) y conv{v1, v2, v3} ∩ conv{w1, w2} 6= ∅. Entonces R(X) es un cono.

Demostración. Primero veamos que si |w1v2|, |w1v3| > 1 entonces |w2v1| < 1. Como se

v1

v2v3

w2

w1

Figura 2.8: Intersección de un triángulo con una recta.

puede visualizar en la Figura 2.8.
Supongamos que |w2v1| ≥ 1, por lo tanto, resulta |w1w2| < |v1w2|, |v1v2| < |w1v2| y

|v1v3| < |w1v3|. Sea v1w
⊥
1 = {x ∈ Rn/|v1x| = |w1x|}, el hiperplano af́ın perpendicular

al segmento que une v1 con w1 y que lo interseca en el punto medio. Como |w2v1| ≥ 1,
se sigue que w2 se encuentra del mismo lado del hiperplano v1w

⊥
1 que w1, mientras que

v2 y v3 están del lado de v1.
Como los conjuntos {x ∈ Rn/|w1x| < |v1x|} y {x ∈ Rn/|w1x| > |v1x|} son convexos

resulta que conv{v1, v2, v3}∩conv{w1, w2} = ∅, lo cual es absurdo. Por lo tanto, |v1w2| <
1.

Si ninguno de los puntos v1, v2, v3 es ápice cada uno se conecta a lo sumo con uno de
los vértices w1 o w2. Sin pérdida de generalidad |w1v2|, |w1v3| ≥ 1, por el razonamiento
de la primera parte se sigue que |w2v1| < 1 y como v1 no es ápice resulta |v1w1| ≥ 1.
Repitiendo el argumento vemos que |w2v2|, |w2v3| < 1 y, por lo tanto, w2 es ápice.

Lema 2.13. Sean X = {v1, . . . , vm} ⊂ Rn, entonces diam(conv(X)) = diam(X).

Demostración. Basta ver que si x, y ∈ conv(X), entonces

|x− y| ≤ max{|vivj| : j, i = 1, . . . ,m}.
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Como x ∈ conv(X) existen {xi}mi=1 tales que
∑m

i=1 xi = 1, 1 ≥ xi ≥ 0 y x =∑m
i=1 xivi. Por lo tanto, para cada i se sigue que

|xvi| = |
m∑
j=1

xjvj − vi| = |
m∑
j=1

xj(vj − vi)|

≤
m∑
j=1

xj|vjvi| ≤ max{|vjvi| : j = 1, . . . ,m}
m∑
j=1

xj

= max{|vjvi| : j = 1, . . . ,m}

Por otro lado, existen {yi}mi=1 tales que
∑m

i=1 yi = 1, 1 ≥ yi ≥ 0 e y =
∑m

i=1 yivi.
Entonces

|x− y| = |
m∑
i=1

x− yivi| = |
m∑
i=1

yi(x− vi)|

≤
m∑
i=1

yi|x− vi|

≤
m∑
i=1

yimax{|vivj| : j = 1, . . . ,m} por el razonamiento anterior

≤ max{|vivj| : i, j = 1, . . . ,m}
m∑
i=1

yi = max{|vivj| : i, j = 1, . . . ,m}

2.3. Componentes arcoconexas y equivalencia ho-

motópica en dimensión 1

Veamos que P : |R(X)| → S(X) establece una biyección en los conjuntos de compo-
nentes arcoconexas, independientemente de la dimensión n. Aunque P no es en general
una equivalencia homotópica probamos que para n = 1, śı lo es.

Teorema 2.14. Sea X ⊂ Rn, la proyección P : |R(X)| → S(X) induce una biyección
en los conjuntos de componentes arcoconexas, π0(P ) : π0(|R(X)|)→ π0(S(X)).

Demostración. Como P es sobreyectiva, π0(P ) también lo es. Mostremos que también
es inyectiva. Sean v, w ∈ |R(X)| tales que π0(P )[v] = π0(P )[w]. Sea η ∈ R(X) tal que
v ∈ |η|. Definimos T1 = {η}, es decir, el subcomplejo de K generado por η. Construimos
Tn+1 recursivamente, si existe τ ∈ R(X) \ Tn tal que P (|τ |) ∩ P (|Tn|) 6= ∅ entonces
tomamos Tn+1 = Tn ∪ {τ}.
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Vı́a un argumento inductivo veamos que |Tn+1| es arcoconexo. Por definición Tn+1 =
Tn ∪ {τ} y existe σ ∈ Tn tal que P (|σ|) ∩ P (|τ |) 6= ∅. Sin pérdida de generalidad
0 ∈ P (|σ|) ∩ P (|τ |), σ = {v1, . . . , vm}, τ = {w1, . . . , wm′} entonces

m∑
i=1

λivi = 0 =
m′∑
j=1

µjwj

para ciertos λi ≥ 0, µj ≥ 0 con
∑m

i=1 λi = 1 =
∑m′

j=1 µj. Por lo tanto,∑
i,j

λiµj|vi − wj|2 =
∑
i,j

λiµj|vi|2 − 2
∑
i,j

λiµj(vi · wj) +
∑
i,j

λiµj|wj|2

=
m∑
i=1

λi|vi|2 − 2(
m∑
i=1

λivi) · (
m′∑
j=1

µjwj) +
m′∑
j=1

µj|wj|2

=
m∑
i=1

λi|vi|2 +
m′∑
j=1

µj|wj|2

Como diam{vi, vi′} < 1 para todo i, i′ y diam{wj, wj′} < 1 para todo j, j′, se sigue que

1 >
∑
i,i′

λiλi′ |vi − vi′|2 = 2
m∑
i=1

λi|vi|2

y de la misma manera

1 >
∑
j,j′

µjµj′|wj − wj′|2 = 2
m′∑
j=1

µj|wj|2

es decir,
∑m

i=1 λi|vi|2 < 1/2 y
∑m′

j=1 µj|wj|2 < 1/2. Luego se tiene que∑
i,j λiµj|vi − wj|2 < 1 y en consecuencia al menos algún par de vértices cumple que

|vi − wj| < 1, pues en caso contrario, es decir, |vi − wj| ≥ 1 para todo i, j , resulta

1 >
∑
i,j

λiµj|vi − wj|2 ≥
∑
i,j

λiµj = 1

lo cual es absurdo. Por lo tanto, los śımplices σ y τ están conectados por una arista.
Luego |Tn+1| resulta arcoconexo.

Dado que X es finito, R(X) existe N ∈ N tal que {τ ∈ R(X) \ TN : P (|τ |) ∩
P (|TN |)} = ∅. Como |TN | es compacto, P (TN) también lo es y, por lo tanto, es cerrado.
Por el mismo argumento P (|R(X) \ TN |) es cerrado y por definción de N se sigue
que P (|TN |) ∩ P (|R(X) \ TN |) = ∅. Luego P (|TN |)c = P (|R(X) \ TN |) es cerrado,
es decir, P (|TN |) es abierto, entonces es una componente arcoconexa de S(X). Como
P (w) ∈ P (|TN |), se sigue que w ∈ |TN | y finalmente v y w están en |TN |, que es
arcoconexo. Por lo tanto, π0(P ) es inyectiva.
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Teorema 2.15. Si X ⊂ R finito, entonces la función P : |R(X)| → S(X) es una
equivalencia homotópica.

Demostración. Primero veamos que tanto |R(X)| como S(X) son homotópicamente
equivalentes a un conjunto finito de puntos en R. Por la Observación 2.7,

S(X) =
⋃

v,w∈X
diam{v,w}<1

conv{v, w}

como cada componente arcoconexa es contráctil vale la afirmación para el shadow. Por
otro lado consideramos el cubrimiento por abiertos U = {B(v, 1/2)}v∈X con B(v, 1/2) ⊂
R. Se tiene que el nervio de U , N (U), y R(X) tienen el mismo 1-esqueleto y, por lo
tanto, son iguales. Pues ambos son completaciones flag de un grafo al ser el cubrimiento
dado por conjuntos convexos.

Como la intersección de bolas es contráctil, por ser intersección de convexos, por
el Teorema del Nervio [7] se sigue que N (X) y, por lo tanto, R(X), tiene el tipo
homotópico de la unión ∪v∈XB(v, 1/2). Como cada componente arcoconexa de la unión
es contráctil, por ser un intervalo, se sigue que R(X) tiene el tipo homotópico de un
conjunto finito de puntos.

Dado que P : |R(X)| → S(X) induce una biyección en las componentes arcocone-
xas, es una equivalencia homotópica.

2.4. El isomorfismo en el π1 en dimensión 2

Ahora exploraremos la relación entre el tipo homotópico del complejo Vietoris-Rips
y su proyección en dimensión 2. La idea central es dotar a la proyección geométrica de
una estructura combinatoria y relacionar su grupo de caminos por aristas con el del
complejo Vietoris-Rips.

A diferencia de lo que sucede en dimensión 1, en dimensión 2 la proyección no es
una equivalencia homotópica como observamos en el Ejemplo 2.5.

2.4.1. Un poco de geometŕıa en el plano

Veamos los resultados necesarios para probar que la proyección P induce isomorfis-
mos en los grupos fundamentales cuando X ⊂ R2. El objetivo central es describir a los
lazos shadow que representan al elemento trivial de π1(S(X)) y cómo estos afectan a
la estructura del complejo de Vietoris-Rips.

Lema 2.16. Sean X = {v1, v2, v3} ⊂ R2 y w ∈ R2 tales que dist(conv(X), w) < 1/2
entonces {w, vi} ∈ R(w ∪X) para algún i ∈ {1, 2, 3}.
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v3
w

v2

v1

dist < 1/2

Figura 2.9: El punto w está a distancia menor que 1/2 del convexo generado por
{v1, v2, v3}.

Demostración. Si w ∈ conv(X), por el Lema 2.13 se sigue que {w, v} ∈ R(X) para
todo v ∈ X. Si en cambio w /∈ conv(X), como se puede visualizar en la Figura 2.9,
al ser conv(X) compacto existe y ∈ conv(X) tal que |wy| < 1/2, podemos suponer
que y ∈ conv{v1, v2}. Por otro lado, existe i ∈ {1, 2} tal que |viy| ≤ 1/2 entonces
|xvi| ≤ |xy|+ |yvi| < 1/2 + 1/2 = 1. Por lo tanto, {y, vi} ∈ R(X).

Proposición 2.17. Sea X = {v1, v2, v3, w1, w2, w3} ⊂ R2 tal que {v1, v2, v3} y {w1, w2, w3} ∈
R(X), conv{v1, v2} ∩ conv{w1, w2, w3} 6= ∅, conv{v2, v3} ∩ conv{w1, w2, w3} = ∅ y
conv{v1, v3} ∩ conv{w1, w2, w3} = ∅. Entonces R(X) es un cono.

v3

v1

v2

w1

w2

w3

Figura 2.10: Intersección de dos triángulos.

Demostración. Veamos que wi ∈ conv{v1, v2, v3} para algún i como nos sugiere la
Figura 2.10. Si v1 ó v2 ∈ conv{w1, w2, w3}, entonces conv{v1, v3} ó conv{v2, v3} in-
terseca conv{w1, w2, w3} respectivamente, lo cual es absurdo y, por lo tanto, v1, v2 /∈
conv{w1, w2, w3}. Podemos suponer además que wi /∈ conv{v1, v2} para todo i, pues
en caso contrario este resultaŕıa siendo el ápice. Por lo tanto, conv{v1, v2} es un seg-
mento que interseca el triángulo conv{w1, w2, w3}, sin pasar por los vértices y tiene
sus extremos fuera del mismo. Por el Axioma de Pasch [6, Axiom 2] se sigue que el
segmento interseca dos lados del triángulo, sin pérdida de generalidad conv{w1, w2} y
conv{w1, w3}.

Consideramos L(t) = (w2 − w1)t + w1, la recta que pasa por w1 y por w2. Como
conv{w1, w2} ∩ conv{v1, v2} 6= ∅, existe 0 < t′ < 1 tal que L(t′) ∈ conv{v1, v2}. Si
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L(t) = v3 para algún t ∈ R, entonces t < 0 ó t > 1, pues si no, conv{w1, w2} interseca
conv{v1, v3} contradiciendo la hipótesis. Si t > 1, w2 ∈ L([t′, t]) ⊂ conv{v1, v2, v3} y,
por lo tanto, w2 ∈ conv{v1, v2, v2}. Análogamente w1 ∈ conv{v1, v2, v3} si t < 0.

Si L no interseca v3 entonces L es una recta que no pasa por ningún vértice de
conv{v1, v2, v3} e interseca conv{v1, v2}, por Pasch resulta que L interseca otro lado del
triángulo conv{v1, v2, v3}, sin pérdida de generalidad conv{v2, v3}. Por lo tanto, existe t
tal que L(t) ∈ conv{v2, v3}. Resulta que t < 0 o t > 1 pues en caso contrario conv{v2, v3}
intersectaŕıa conv{w1, w2} contradiciendo la hipótesis. Sin pérdida de generalidad t > 1
y por convexidad resulta que w2 ∈ L([t′, t]) ⊂ conv{v1, v2, v3}. Finalmente w2 es el ápice
y, por lo tanto, R(X) es un cono.

Proposición 2.18. Sea X = {v1, v2, w1, w2, t1, t2, t3} ⊂ R2 tal que {v1, v2}, {w1, w2} y
{t1, t2, t3} ∈ R(X) y conv{v1, v2}∩ conv{w1, w2}∩ conv{t1, t2, t3} 6= ∅. Entonces R(X)
es simplemente conexo.

t3

t2t1

w1

w2

v1

v2

Figura 2.11: Intersección de dos rectas y un triángulo.

Demostración. La situación geométrica que estamos teniendo en cuenta se puede vi-
sualizar en la Figura 2.11. Sea γ un ciclo no contráctil en R(X) y minimal en longitud
con esa propiedad, es decir, si β es otro ciclo no contráctil entonces |γ| ≤ |β|. Notemos
que el minimal se toma sobre todos los puntos base posibles.

Como R(X) es una completación flag, γ recorre al menos cuatro aristas. Pues si
recorre tres o menos, por ejemplo {u1, u2}, {u2, u3}, {u3, u1}, como {u1, u2, u3} ∈ R(X),
y, por lo tanto, γ es equivalente al elemento trivial.

Más aún γ visita al menos un vértice de cada uno de los śımplices {v1, v2},{w1, w2}
y {t1, t2, t3}. Pues v́ıa las Proposiciones 2.11 y 2.12 cualquier par de estos śımplices
forma un cono.

Por minimalidad γ recorre sólo una arista de {t1, t2, t3} pues si visita dos, sin pérdida
de generalidad (t1, t2) y (t2, t3) ó (t1, t2) y (t1, t3):

Si γ recorre las aristas orientadas (t1, t2) y (t1, t3) se puede expresar como (t1, t2)γ1(t1, t3)γ2.
Tanto (t1, t2)γ1 como (t1, t3)γ2 son ciclos en t1 estrictamente más cortos que γ y,
por lo tanto, resultan equivalentes al elemento trivial. Consecuentemente γ tam-
bién.
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Si γ recorre las aristas orientadas (t1, t2) y (t3, t1) se puede expresar como (t1, t2)γ1(t3, t1)γ2.
Como γ2 es un ciclo en t1 estrictamente más chico que γ, resulta trivial. Permu-
tando la última arista obtenemos que (t1, t2)γ1(t3, t1) es contráctil si y sólo si
(t3, t1)(t1, t2)γ1 lo es. Este último es equivalente a (t3, t2)γ1, que por la minimali-
dad de γ resulta ser contráctil. Por lo tanto, γ lo es.

Los análisis usando las aristas restantes son análogos. Veamos que podemos asumir
que γ recorre los vértices en el orden v1(v2)w1(w2)t1(t2), donde () representa un vértice
opcional.

Notemos que γ puede visitar como mucho seis vértices. Si visita un vértice dos veces,
da lugar a un ciclo de longitud estrictamente menor. Por otro lado, como mucho recorre
dos vértices del śımplex {t1, t2, t3}.

En principio γ visita al menos un vértice de los śımplices {v1, v2}, {w1, w2} y
{t1, t2, t3}. Sin pérdida de generalidad recorre v1,w1 y t1 y, por lo tanto, tiene la forma
γ = γv1,w1γw1,t1γt1,v1 donde γv,w es un camino desde v hasta w, si no permutando las
aristas se obtiene la misma forma.

Si γw1,t1 pasa por el vértice v2

γ = γv1,w1γw1,v2γv2,t1γt1,v1
' (v1, v2)(v2, v1)γv1,w1γw1,v2γv2,t1γt1,v1
' (v1, v2)γv2,t1γt1,v1 pues (v2, v1)γv1,w1γw1,v2 es un ciclo más chico que γ

' (v1, v1)

Donde la última equivalencia vale pues (v1, v2)γv2,t1γt1,v1 es un ciclo más chico que
γ. Por lo tanto, γ resulta contráctil.

Si γt1,v1 pasa por el vértice v2

γ = γv1,w1γw1,t1γt1,v2γv2,v1
= γv1,w1γw1,t1γt1,v2(v2, v1) pues existe la arista (v2, v1)

Este ciclo resulta contráctil si y sólo si (v2, v1)γv1,w1γw1,t1γt1,v2 y este caso se cubre
en el ı́tem anterior cambiando los roles de v1 y de v2.

El razonamiento para la arista {w1, w2} es análogo al de la arista {v1, v2}.

Si γv1,w1 pasa por t2

γ = γv1,t2(t2, t1)(t1, t2)γt1,w1γw1,t1γt1,v1
' γv1,t2(t2, t1)γt1,v1 pues (t1, t2)γt2,w1γw1,t1 es un ciclo de longitud menor que γ

' (v1, v1)

La última equivalencia vale pues γv1,t2(t2, t1)γt1,v1 es un ciclo de longitud menor
que γ y, por lo tanto, contráctil. Luego γ lo es.
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Si γw1,t1 pasa por t2 se cambian los roles de t1 y t2.

Veamos que no puede haber subcaminos (v1, v2)(v2, w1)(w1, w2), (w1, w2)(w2, t1)(t1, t2)
ni (t1, t2)(t2, v1)(v1, v2). Por la Proposición 2.11 el camino (v1, v2)(v2, w1)(w1, w2) está en
el cono R({v1, v2, w1, w2}) entonces es equivalente a un camino de dos aristas alĺı y, por
lo tanto, en R(X). Por minimalidad de γ esto no puede suceder. Por otro lado, v́ıa la
Proposición 2.12 resulta que los caminos (w1, w2)(w2, t1)(t1, t2) y (t1, t2)(t2, v1)(v1, v2)
están en los conos R({w1, w2, t1, t2, t3}) y R({v1, v2, t1, t2, t3}) respectivamente, enton-
ces cada uno es equivalente a un camino de dos aristas alĺı y, por lo tanto, en R(X).
Por la minimalidad de γ esto no puede suceder.

La afirmación anterior implica que hay exactamente una letra extra. Por lo tanto,
los casos restantes a verificar son (v1, w1)(w1, t1)(t1, t2)(t2, v1),
(v1, v2)(v2, w1)(w1, t1)(t1, v1) y (v1, w1)(w1, w2)(w2, t1)(t1, v1).

Caso 1: γ = (v1, w1)(w1, t1)(t1, t2)(t2, v1). Si conv{v1, w1} ∩ conv{t1, t2, t3} 6= ∅, por
la Proposición 2.12 el complejo R({v1, w1, t1, t2, t3}) resulta ser un cono. Con lo cual
el ciclo (v1, w1)(w1, t1)(t1, t2)(t1, v1) es contráctil. Por lo tanto, podemos suponer que
conv{v1, w1} ∩ conv{t1, t2, t3} = ∅.

Como conv{v1, v2} ∩ conv{w1, w2} 6= ∅ resulta que {v2, w1} ó {v1, w2} ∈ R(X),
pues alguno es un ápice. Sin pérdida de generalidad {v2, w1} ∈ R(X) y, por lo tanto,
{v1, v2, w1} ∈ R(X).

Si conv{v2, w1}∩conv{t1, t2, t3} = ∅, por la Proposición 2.17 el complejoR({v1, v2, w1, t1, t2, t3})
resulta ser un cono y en consecuencia (v1, w1)(w1, t1)(t1, t2)(t2, v1) es contráctil. Por lo
tanto, podemos suponer que conv{v2, w1} ∩ conv{t1, t2, t3} 6= ∅.

Como conv{v2, w1}∩conv{t1, t2, t3} 6= ∅, por la Proposición 2.12 tantoR({v1, v2, t1, t2, t3})
comoR({v2, w1, t1, t2, t3}) resultan ser conos. Si {v2, ti} ∈ R(X) para algún i ∈ {1, 2, 3},
entonces (v1, w1)(w1, t1)(t1, t2)(t2, v1) es equivalente a la concatenación de dos ciclos, ca-
da uno contenido en los conos R({v1, v2, t1, t2, t3}) y R({v2, w1, t1, t2, t3}), por ejemplo
si {v2, t1} ∈ R(X) entonces

(v1w1)(w1t1)(t1t2)(t2v1) ' (v1, v2)(v2, w1)(w1, v2)(v2, t1)(t1, t2)(t2, v1)

' (v1, v2)(v2, t1)(t1, t2)(t2, v1) ∈ R({v1, v2, t1, t2})

Por lo tanto, podemos asumir que v2 no es ápice. A partir de esto el ápice de
R({v1, v2, t1, t2, t3}) es v1. En particular {v1, t1} ∈ R(X) y γ resulta contráctil pues

(v1, w1)(w1, t1)(t1, t2)(t2, v1) ' (v1, t1)(t1, w1)(w1, t1)(t1, t2)(t2, v1)

' (v1, t1)(t1, t2)(t2, v1) ' (v1, v1)

Caso 2: γ = (v1, v2)(v2, w1)(w1, t1)(t1, v1). Si {v1, w1} ó {v2, t1} ∈ R(X) enton-
ces (v1, v2)(v2, w1)(w1, t1)(t1, v1) resulta contráctil pues (v1, v2)(v2, w1)(w1, t1)(t1, v1) '
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(v1, w1)(w1, t1)(t1, v1) ' (v1, v1) ó (v1, v2)(v2, w1)(w1, t1)(t1, v1) ' (v1, v2)(v2, t1)(t1, v1) '
(v1, v1) respectivamente.

Por otro lado, si {v2, t2} ó {v2, t3} ∈ R(X) entonces (v1, v2)(v2, w1)(w1, t1)(t1, v1) se
reduce a la concatenación de dos ciclos, ambos contráctiles. Pues si {v2, t2} ∈ R(X)

(v1, v2)(v2, w1)(w1, t1)(t1, v1) ' (v1, v2)(v2, w1)(w1, t1)(t1, t2)(t2, t1)(t1, v1)

' (v1, v2)(v2, w1)(w1, t1)(t1, t2)(t2, v2)(v2, t2)(t2, t1)(t1, v1)

intercambiando la primera arista con la última obtenemos que este ciclo es contráctil si
y sólo si (v2, w1)(w1, t1)(t1, t2)(t2, v2)(v2, t2)(t2, t1)(t1, v1)(v1, v2) lo es. Este ciclo se puede
escribir como concatenación de (v2, w1)(w1, t1)(t1, t2)(t2, v2) y de (v2, t2)(t2, t1)(t1, v1)(v1, v2),
como R({v2, w1, t1, t2, t3}) y R({v1, v2, t1, t2, t3}) son conos, ambas partes del ciclo son
contráctiles, luego γ lo es.

Podemos asumir que {v1, w1}, {v2, t1}, {v2, t2}, {v2, t3} /∈ R(X). Sea x ∈ conv{v1, v2}∩
conv{w1, w2} ∩ conv{t1, t2, t3}, por el Lema 2.16 resulta que |v2x| > 1/2 entonces
|v1x| = |v1v2| − |v2x| < 1/2. Por otro lado, 1 ≤ |v1w1| ≤ |v1x| + |xw1| < 1/2 + |w1x|,
entonces 1/2 < |w1x| y de donde resulta |w2x| = |w2w1| − |w1x| < 1/2 y |v1w2| ≤
|v1x| + |xw2| < 1. Por lo tanto, {v1, w2} ∈ R(X). Por lo cual R(X) contiene al ciclo
(v1, w2)(w2, w1)(w1, t1)(t1, v1) y este ciclo es equivalente a (v1, v2)(v2, w1)(w1, t1)(t1, v1)
ya que al ser R({v1, v2, w1, w2}) un cono, (v1, v2)(v2, w1) y (v1, w2)(w2, w1) son equiva-
lentes.

Por el Lema 2.16 se sigue que {w2, ti} ∈ R(X) para algún i ∈ {1, 2, 3}, entonces
(v1, w2)(w2, w1)(w1, t1)(t1, v1) es contráctil, y en consecuencia γ lo es.

Caso 3: γ = (v1, w1)(w1, w2)(w2, t1)(t1, v1). Es análogo al Caso 2.

2.4.2. Estructura combinatoria del shadow y levantar caminos

Estudiamos la estructura de complejo de celdas convexas de S(X) y vemos como
levantar caminos de aristas de S(X) a R(X), para aśı conseguir la inversa de P∗ :
E(R(X), v0)→ π1(S(X), v0).

Sea X ⊂ R2 finito, equipamos a S(X) con la siguiente estructura combinatoria.

Un elemento v ∈ S(X) es un vértice shadow si v ∈ X ó existen {a1, a2}, {b1, b2} ∈
R(X) tal que v = conv{a1, a2} ∩ conv{b1, b2}. Notamos S0(X) al conjunto de los
vértices shadow.

Un par de vértices a1, a2 ∈ S0(X) definen una arista shadow si conv{a1, a2} es
la clausura de una componente de P (|R1(X)|)\S0(X). Por lo tanto, la función
caracteŕıstica de una 1-celda fa1,a2 : D1 → S(X) es fa1,a2(t) = (1 − t)a1 + ta2.
Notamos S1(X) a la unión de los vertices shadow y las aristas shadow.
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Un conjunto de vértices {a1, . . . , an} ⊂ S0(X) define una cara shadow si el convexo
conv{a1, . . . , an} es la clausura de una componente de P (|R2(X)|)\S1(X). Si
a1, . . . an aparecen en ese orden en el borde de la cara shadow, entonces la función
caracteristica de una 2-celda es fa1,...,an : D2 → S(X) es el push-out de la función
de adjunción ga1,...,an : S1 → S(X) dada por

ga1,...,an(t) = ai(i− nt) + ai+1(1− i+ nt) si (i− 1)/n ≤ t ≤ i/n

donde an+1 = a1. Notamos S2(X) a la unión de caras shadow y S1(X).

v0

v1v2

v3

v4 v5

v0

v1v3v4

v2

v5

v0

v1v2

v3

v4 v5

s0

s1

s2

s3

s4

s5

Figura 2.12: De izquierda a derecha: X ⊂ R2, R(X) y S(X).

Ejemplo 2.19. Sea X el conjunto de puntos del Ejemplo 2.5. En la Figura 2.12 repre-
sentamos el conjunto de puntos X, el complejo de Vietoris-RipsR(X) y el complejo sha-
dow S(X) junto con la estructura combinatoria. Notemos que el conjunto de vértices de
R(X) tiene seis elementos, R0(X) = {v0, v1, v2, v3, v4, v5}, mientras que el conjunto de
vértices shadow tiene doce elementos, S0(X) = {v0, v1, v2, v3, v4, v5, s0, s1, s2, s3, s4, s5}.
Aśı mismo S(X) tiene 24 aristas shadow mientras que R(X) tiene 12 y hay 13 caras
shadow pero sólo 8 2-śımplices en R(X). Más aún la cara shadow {s0, s1, s2, s3, s4, s5}
no es un 2-śımplex.

Observemos que S1(X) es un grafo y, por lo tanto, están definidos los caminos por
aristas shadow, que notaremos (s1, s2)(s2, s3) . . . (sn−1, sn) donde (si, si+1) es una arista
shadow. Reservaremos las letras v, w, vi, wi para vértices del complejo de Vietoris-Rips
y s, si para vértices del shadow.

Definición 2.20. Sea X ⊂ R2 finito y ξ un camino por aristas en S1(X), ξ =
(s1, s2)(s2, s3) . . . . . . (sn, sn+1). Consideramos {(vi, wi)}ni=1 ⊂ R(X) una familia de aris-
tas orientadas tales que valga la inclusión conv{si, si+1} ⊂ conv{vi, wi} y las semirectas
−−−→sisi+1, −−→viwi tienen la misma orientación para todo i = 1, . . . , n. Definimos el levantado
de ξ relativo a la familia de aristas {(vi, wi)}ni=1 como

(v1, w1)γw1,v2(v2, w2)γw2,v3 . . . (vn, wn) (2.2)
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donde γwi,vi+1
es un camino desde wi hasta vi+1 en R({vi, wi, vi+1, wi+1}), existe pues

este complejo es un cono.

Lema 2.21. Sea X ⊂ R2 finito y ξ camino por aristas en S1(X), ξ = (s1, s2)(s2, s3) . . .
. . . (sn, sn+1), y {(vi, wi)}ni=1, {(v′i, w′i)}ni=1 dos familias de aristas en R(X) tales que

conv{si, si+1} ⊂ conv{vi, wi} ∩ conv{v′i, w′i} y las semirectas −−−→sisi+1, −−→viwi,
−−→
v′iw

′
i tienen la

misma orientación para todo i = 1, . . . , n. Si v1 = v′1 y wn = w′n entonces los levantados
relativos (v1, w

′
1)γ′v′1,w′2

(v′2, w
′
2)γ′v′2,w′3

. . . (v′nwn) y (v1, w1)γw1,v2(v2, w2)γw2,v3 . . . (vn, wn) son

equivalentes en R(X).

Demostración. Caso 1: vi = v′i y wi = w′i para todo i = 1, . . . , n. Como el complejo
R({vi, wi, vi+1, wi+1}) es un cono, γwi,vi+1

' γ′w′i,v′i+1
alĺı y, por lo tanto, en R(X) para

todo i = 1, . . . , n. Luego ambos levantados son equivalentes.

Caso 2: existe un único i ∈ {1, . . . , n} tal que (vi, wi) 6= (v′i, w
′
i). Consideramos

L(t) = (wi−vi)t+vi la recta que pasa por vi y wi. Como conv{si, si+1} ⊂ conv{vi, wi}∩
conv{v′i, w′i}, L pasa por v′i y w′i.

vi

v′i

wi

w′i
wi−1

vi−1

vi+1

wi+1

si−1

si+2
si

si+1

Figura 2.13: Configuración de vértices con conv{si, si+1} ⊂ conv{vi, wi}∩ conv{v′i, w′i}.

Como conv{si, si+1} ⊂ conv{vi, wi}, existe 0 < t′ < 1 tal que L(t′) ∈ conv{si, si+1}.
Sin pérdida de generalidad existe 0 ≤ t1 ≤ t′ tal que L(t1) = v′i, si no cambio los roles
de las aristas. Resulta que |vi − v′i| = |wi − vi|t1 < 1 y, por lo tanto, {vi, v′i} ∈ R(X).
Más aún como |wi − v′i| ≤ |wi − vi||1 − t1| < 1 resulta que {wi, v′i} ∈ R(X), como se
puede visualizar en la Figura 2.13.

Por otro lado, existe t2 ≥ t′ tal que L(t2) = w′i. Si t2 ≤ 1 entonces |wi − w′i| =
|wi − vi||1 − t2| < 1 resultando que {wi, w′i} ∈ R(X). En cambio si 1 < t2 entonces
|wi−w′i| ≤ |wi−vi||t2−1| ≤ |wi−vi||t2−t1| = |w′i−v′i| < 1 resultando que {wi, w′i} ∈ R.

Vı́a la Proposición 2.18 los complejos R({vi−1, wi−1, vi, wi, v
′
i, w

′
i}) y

R({vi, wi, v′i, w′i, vi+1, wi+1}) son simplemente conexos. Por lo tanto,

(vi, wi)γwi,vi+1
(vi+1, wi+1) ' (vi, v

′
i)(v

′
i, w

′
i)γw′i,vi+1

(vi+1, wi+1)
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en R({vi, wi, v′i, w′i, vi+1, wi+1}) y, por lo tanto, en R(X). Análogamente

(vi−1, wi−1)γwi−1,vi(vi, wi) ' (vi−1, wi−1)γwi−1,v′i
(v′i, w

′
i)(w

′
i, wi)

en R({vi−1, wi−1, vi, wi, v
′
i, w

′
i}) y, por lo tanto, en R(X).

Luego se tiene que

(vi−1, wi−1)γwi−1,vi(vi, wi)γwi,vi+1
(vi+1, wi+1)

' (vi−1, wi−1)γwi−1,vi(vi, wi)(wi, vi)(vi, wi)γwi,vi+1
(vi+1, wi+1)

' (vi−1, wi−1)γwi−1,v′i
(v′i, w

′
i)(w

′
i, wi)(wi, vi)(vi, v

′
i)(v

′
i, w

′
i)γw′i,vi+1

(vi+1, wi+1)

' (vi−1, wi−1)γwi−1,v′i
(v′i, w

′
i)γw′i,vi+1

(vi+1, wi+1)

en R(X), donde la última equivalencia es válida pues R({vi, wi, v′i, w′i}) es un cono,
entonces (v′i, w

′
i)(w

′
i, wi)(wi, vi)(vi, v

′
i)(v

′
i, w

′
i) ' (v′i, v

′
i). Por lo tanto, ambos levantados

resultan equivalentes.

Caso 3: las familias de aristas difieren en más de una arista. Como la relación de
equivalencia de caminos por aristas es transitiva modificando de a una arista a la vez
obtenemos la conclusión.

Notación 2.22. Dado ξ camino por aristas en S1(X), notamos ξ̂ al levantado de
ξ respecto a alguna familia de aristas. Por el Lema 2.21, ξ̂ está bien definido salvo
equivalencia fijado los vértices inicial y final.

Lema 2.23. Sean X ⊂ R2 finito, ξ y ξ′ dos caminos por aristas en S1(X) simplemente
equivalentes en S1(X). Si ξ̂ y ξ̂′ cumplen origen(ξ̂) = origen(ξ̂′) y fin(ξ̂) = fin(ξ̂′),
entonces ξ̂ ' ξ̂′ en R(X).

Demostración. Sean ξ1, ξ2 caminos por aristas en S1(X) y (s, s′) ∈ S1(X) tales que
{ξ, ξ′} = {ξ1ξ2, ξ1(s, s′)(s′, s)ξ2}.

Consideramos {(vi, wi)}ni=1, {(v′i, w′i)}n
′
i=1, (v, w) aristas en R(X) cuyas proyeccio-

nes cubren ξ1, ξ2 y (s, s′) respectivamente con las orientaciones correspondientes. Por
definición se sigue que

(ξ1(s, s′)(s′, s)ξ2)̂ ' (v1, w1) . . . (vnwn)γwnv(v, w)γww(w, v)γv,v′1(v
′
1, w

′
1) . . . (v′n′ , w

′
n′)

' (v1, w1) . . . (vn, wn)γwn,vγv,v′1(v
′
1, w

′
1) . . . (v′n′ , w

′
n′)

' (v1, w1) . . . (vn, wn)γwn,v′1
(v′1, w

′
1) . . . (v′n′ , w

′
n′)

donde la última equivalencia es válida pues γwn,vγv,v′1 es un camino en
R({vn, wn, v, w, v′1, w′1}) que es simplemente conexo, por la Proposición 2.18. Por lo
tanto, todo par de caminos cuyos vértices inicial y final coincidan son equivalentes alĺı y
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en consecuencia en R(X). Tomamos γwn,v′1
camino de wn a v′1 en R({vn, wn, v′1, w′1}),

existe pues este es un cono. Además, este último camino es equivalente a ˆξ1ξ2 y, por lo
tanto, vale la proposición.

Notación 2.24. Sea X ⊂ R2 finito y ξ camino por aristas en S1(X), notamos [ξ ]̂ al
levantado de la clase de ξ en S1(X). Por el lema anterior, [ξ ]̂ está bien definido salvo
equivalencias fijados los vértices inicial y final.

Lema 2.25. Sea X = {v1, w1, v2, w2} ⊂ R2 tal que {s1, s2}, {s2, s3} ∈ S(X), {v1, w1},
{v2, w2} ∈ R(X), conv{si, si+1} ⊂ conv{vi, wi} y las semirectas −−−→sisi+1, −−→viwi tienen igual
orientación para i = 1, 2. Entonces

P∗([(s1, s2)(s2, s3)]̂ ) = [v1w1 ∗ w1s2 ∗ s2v2 ∗ v2w2] ∈ homΠ1(S(X))(v1, w2)

donde [(s1, s2)(s2, s3)]̂ se considera empezando en v1 y con fin en w2.

Demostración. Dado que conv{v1, w1} ∩ conv{v2, w2} 6= ∅ por la Proposición 2.11 se
sigue que {w1, v2} ó {v1, w2} ∈ R(X), pues alguno es un ápice.

Caso 1: w1 ó v2 es ápice. Por el Lema 2.21 la sucesión encadenante es el camino
(v1, w1)(w1, v2)(v2, w2), salvo equivalencia en R(X). Pues (v1, w1) y (v2, w2) son aristas
en R(X) orientadas inducidas por las aristas (s1, s2) y (s2, s3). Aśı mismo es un camino
de v1 a w2 en R(X) que empieza con la arista (v1, w1) y termina con (v2, w2).

v1

w1

v2

w2

s1

s3

s2

Figura 2.14: Aristas (v1, w1) y (v2, w2) ∈ R(X) orientadas inducidas por las aristas
(s1, s2) y (s2, s3) ∈ S(X).

Luego P∗([(v1, w1)(w1, v2)(v2, w2)]) = [v1w1 ∗ w1v2 ∗ v2w2]. Como v2 o w1 es ápi-
ce, {v1, w1, v2} ó {v2, w2, w1} ∈ R(X). Como conv{w1, v2, s2} ⊂ conv{v1, w1, v2} ∩
conv{w1, v2, w2} se sigue que conv{w1, v2, s1} ⊂ P (R(X)). Esto da lugar a que

v1w1 ∗ w1v2 ∗ v2w2 ' v1s2 ∗ s2w1 ∗ w1v2 ∗ v2s2 ∗ s2w2 ' v1s2 ∗ s2w2

' v1s2 ∗ s2w1 ∗ w1s2 ∗ s2v2 ∗ v2s2 ∗ s2w2

' v1w1 ∗ w1s2 ∗ s2v2 ∗ v2w2 en S(X) rel İ

pues s2w1 ∗ w1v2 ∗ v2s2, s2w1 ∗ w1s2, s2v2 ∗ v2s2 son ciclos contráctiles al estar en un
convexo.
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Caso 2: v1 ó w2 es ápice. Por el Lema 2.21 la sucesión encadenante es (v1, w1)(w1, v1)
(v1, w2)(w2, v2)(v2, w2), salvo equivalencia en R(X). Pues es un camino de v1 hasta w2

en R(X) que empieza en la arista (v1, w1) y termina en (v2, w2).
Luego P∗([(v1, w1)(w1, v1)(v1, w2)(w2, v2)(v2, w2)]) = [v1w1 ∗ w1v1 ∗ v1w2 ∗ w2v2 ∗

v2w2]. Por otro lado, como v1 ó w2 es ápice, {v1, v2, w2} ó {v1, w1, w2} ∈ R(X) y como
consecuencia conv{v1, w2, s2} ⊂ S(X). Esto da lugar a

v1w1 ∗ w1v1 ∗ v1w2 ∗ w2v2 ∗ v2w2 ' v1w1 ∗ w1s2 ∗ s2v1 ∗ v1w2 ∗ w2s2 ∗ s2v2 ∗ v2w2

' v1w1 ∗ w1s2 ∗ s2v2 ∗ v2w2 en S(X) rel İ

pues s2v1 ∗ v1w2 ∗ w2s2 es un ciclo contráctil al estar en un convexo.

Comentario 2.26. De ahora en adelante, cada vez que consideremos un levantado
de un camino por aristas shadow ξ que cumpla origen(ξ), fin(ξ) ∈ X lo elegiremos
empezando y terminando en estos vértices

Lema 2.27. Sean X ⊂ R2 finito y ξ = (v1, s2)(s2, s3) . . . (sn, wn) un camino por aristas
en S1(X) con v1, wn ∈ X. Entonces P∗([ξ ]̂ ) = [ϕξ].

v1

w1v2

w2v3

w3

s4

s2

s3

Figura 2.15: Aristas (v1, w1), (v2, w2), (v3, w3) ∈ R(X) orientadas inducidas por las aris-
tas (v1, s2), (s2, s3), (s3, s4) ∈ S(X).

Demostración. Sea {(vi, wi)}ni=1 ⊂ R(X) cubrimiento de ξ, podemos visualizar el co-
mienzo del cubrimiento por aristas en la Figura 2.15. Por lo tanto, tomando el levantado
de ξ con vértices inicial y final respectivamente v1 y wn, por el Lema 2.21 resulta

ξ̂ ' (v1, w1)γw1,v2(v2, w2)γw2,v3 . . . (vn, wn)

' (v1, w1)γw1,v2(v2, w2)(w2, v2)(v2, w2)γw2,v3 . . . (vn, wn)

' ((v1, s2)(s2, s3))̂ (w2, v2)((s2, s3)(s3, s4))̂ (w3, v3) . . . ((sn−1, sn)(sn, wn))̂

donde cada levantado ((si, si+1)(si+1, si+2))̂ se toma con vértices inicial y final respec-
tivamente vi y wi+1.

Por el Lema 2.25, para cada i = 1, . . . , n− 1 resulta

P∗([(si, si+1)(si+1, si+2)]̂ ) = [viwi ∗ wisi+1 ∗ si+1vi+1 ∗ vi+1wi+1] = [visi+1 ∗ si+1wi+1]
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tomando s1 = v1 y sn+1 = wn.
Como P∗ es un funtor

P∗([ξ ]̂ ) = P∗([(v1, s2)(s2, s3)]̂ [(w2, v2)][(s2, s3)(s3, s4)]̂ [(w3, v3)] . . . [(sn−1, sn)(sn, wn)]̂ )

' P∗([(v1, s2)(s2, s3)]̂ ) ∗ [w2v2] ∗ P∗([(s2, s3)(s3, s4)]̂ ) ∗ [w3v3] ∗ . . . P∗([(sn−1, sn)(sn, wn)]̂ )

' [v1s2 ∗ s2w2 ∗ w2v2 ∗ v2s3 ∗ s3w3 ∗ · · · ∗ vn−1sn ∗ snwn]

' [v1s2 ∗ s2s3 ∗ s3s4 . . . sn−1sn ∗ snwn] = [φξ]

donde usamos que siwi ∗ wivi ∗ visi+1 ' sisi+1 pues está en conv{vi, wi}.

El siguiente teorema es el resultado central de esta sección. En su demostración vere-
mos cómo se relaciona la estructura combinatoria subyacente de la proyección geométri-
ca con la del complejo Vietoris-Rips a través del levantado de caminos.

Teorema 2.28. Para todo X ⊂ R2 finito y v0 ∈ X, P∗ : E(R(X), v0) → π1(S(X), v0)
es un isomorfismo.

Demostración. Como S(X) se obtiene a partir de S1(X) adjuntando una 2-celda por
cada cara shadow, v́ıa el Teorema 1.25 resulta que el morfismo inducido por la inclusión

ι∗ : π1(S1(X), v0)→ π1(S(X), v0)

es un epimorfismo con ker(ι∗) = N . Donde N es el subgrupo normal generado por las
clases de lazos w ∗ γ ∗ w, donde γ : S1 → S1(X) es un ciclo en el borde de una cara
shadow y w es un camino en S1(X) de v0 hasta γ(p0), donde p0 es el punto base de
S1. En otras palabras N = 〈[γi]〉i∈I donde cada [γi] es un ciclo en el borde de una cara
shadow conjugado a v0.

Sea [φ] ∈ π1(S(X), v0) entonces existe [φ′] ∈ π1(S1(X), v0) tal que ι∗([φ
′]) = [φ].

Como ρ : E(S1(X), v0)→ π1(S1(X), v0) es un isomorfismo, por el Teorema 1.20, existe
[ξ] ∈ E(S1(X), v0) tal que ρ([ξ]) = [φξ] = [φ′]. Por el Lema 2.27 P∗([ξ ]̂ ) = [ϕξ] = [φξ] =
[φ′] = [φ], donde la segunda igualdad vale pues son exactamente el mismo camino y,
por lo tanto, es un epimorfismo.

Sea [ξ] ∈ E(R(X), v0) tal que P∗([ξ]) = [ϕξ] = [v0] entonces ϕξ ∈ N . Sea Ñ =
ρ−1(N). Como N = 〈[γi]〉i∈I , resulta que Ñ = 〈[li]〉i∈I donde [li] es un ciclo en una cara
shadow,la misma que recorre [γi], conjugado a v0 tal que ρ([li]) = [γi].

Como ξ = (v0, v1) . . . (vn, v0) consideramos vi = si1, s
i
2, . . . , s

i
ri

= vi+1 ∈ S0(X)
vértices ordenados de conv{vi, vi+1} y tomamos el ciclo shadow en v0 dado por ξ# =
(v0s

0
2)(s0

2s
0
3) . . . . . . (s0

r0
s1

1) . . . (snrn−1v0). Como ρ([ξ#]) = [φξ# ] = [φξ] = [ϕξ] ∈ N se sigue

que ξ# ∈ Ñ y, por lo tanto, existen l1 . . . , lr ciclos por bordes de caras shadow conjugados

a v0 tales que ξ# ' l1 . . . lr en S1(X). Por Lema 2.23 se sigue que (l1, . . . lr )̂ ' ξ̂# en
R(X), ya que los levantados tienen los mismos vértices inicial y final pues v0 ∈ X.
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Por otro lado, como conv{si1, si2, . . . , siri} ⊂ conv{v1, vi+1} para todo i. Se sigue que

((si1, s
i
2) . . . (siri−1, s

i
ri

)̂ ' (vi, vi+1) y, por lo tanto, ξ̂] ' ξ en R(X). Finalmente obtuvi-
mos que (l1 . . . lr )̂ ' ξ en R(X).

Hagamos inducción en r para ver que (l1 . . . lr )̂ es contráctil. Si r = 1, l1 = α∂Ψα−1

donde Ψ es una cara shadow y α es la conjugación al punto base.
Por definción Ψ está contenido en la proyección de algún 2-śımplex {t1, t2, t3} ∈

R(X). Consideramos {t1, t2, t3} minimal con respecto al orden parcial dado por la
inclusión en las proyecciones. Podemos visualizar esta situación en la Figura 2.16.

t1

t2t3

v1

w1v2

w2

w3

v3w4

v4

s2

s3

s4

s1 Ψ

Figura 2.16: Cara shadow Ψ y el triángulo minimal que la contiene.

Desarrollamos ∂Ψ = (s1, s2) . . . (sm, s1) donde si ∈ S0(X). Sea {(vi, wi)}mi=1 ⊂ R(X)
tal que conv{si, si+1} ⊂ conv{vi, wi} y −−−→sisi+1 tiene la misma orientación que −−→viwi.

Para todo i se tiene que vi, wi /∈ conv{t1, t2, t3}, pues si vi ∈ conv{t1, t2, t3} entonces
{vi, t1}, {vi, t2}, {vi, t3} ∈ R(X). Como Ψ es la clausura de una componente entonces
no es atravesada por ninguna arista, sin pérdida de generalidad Ψ ⊂ conv{vi, t1, t2}. Lo
cual es absurdo pues conv{v1, t1, t2} ⊂ conv{t1, t2, t3} y {t1, t2, t3} era minimal en este
sentido.

Luego la hipótesis de la Proposición 2.18 se aplica a {t1, t2, t3} y aristas consecutivas
(vi, wi), (vi+1, wi+1). Por lo tanto,R({vi, wi, vi+1, wi+1, t1, t2, t3}) es simplemente conexo.

Fijemos el vértice t1 como punto base y una sucesión de aristas βi enR({vi, wi, t1, t2, t3})
de t1 a vi. Tales caminos existen y son únicos módulo equivalencia, puesR({vi, wi, t1, t2, t3})
es un cono.

Tomando {v, w} ∈ R que cubre la última arista de α y, por lo tanto, la primera de
α−1, el levantado de l1 resulta

l̂1 ' (α(s1, s2) . . . (sm, s1)α−1)̂

' (α(s1, s2) . . . (sm, s1)(s1, s1)α−1)̂

' α̂γw,v1((s1, s2) . . . (sm, s1)(s1, s1))̂ γ−1
v1,w

ˆα−1

Tomando (v1, w1) como artista orientada tal que conv{s1, s1} ⊂ conv{v1, w1}, vea-
mos que ((s1, s2) . . . (sm, s1)(s1, s1))̂ es trivial en R(X).



2.4. EL ISOMORFISMO EN EL π1 EN DIMENSIÓN 2 37

((s1, s2) . . . (sm, s1)(s1, s1))̂ ' (v1, w1)γw1,v2(v2, w2)γw2,v3 . . . (vm, wm)γwm,v1(v1, w1)(w1, v1)

' (v1, w1)γw1,v2β
−1
2 β2(v2, w2)γw2,v3 . . . γwm−1,vmβ

−1
m βm(vm, wm)γwm,v1β

−1
1 β1

' (v1, w1)γw1,v2β
−1
2 β1

pues βi(viwi)γwivi+1
β−1
i+1 ' (t1, t1) ya que R({vi, wi, vi+1, wi+1, t1, t2, t3} es simplemente

conexo.

Finalmente, como (v1, w1)γw1,v2β
−1
2 β1 es un ciclo en v1 enR({v1, w1, v2, w2, t1, t2, t3}),

que es simplemente conexo, resulta equivalente al ciclo trivial. Por lo tanto,
(s1, s2) . . . (sm, s1)(s1, s1)̂ es equivalente al ciclo trivial y en consecuencia l̂1 lo es.

Supongamos que r > 1 y vale para todo los valores menos que r. Como (l1 . . . lr )̂ '
(l1 . . . lr−1)̂ l̂r ' (v0, v0), pues fin(lr−1) = origen(lr) = v0 que es un elemento de X.
Luego vale para todo r y en consecuencia P∗ es inyectiva. Finalmente P∗ resulta ser un
isomorfismo.

Corolario 2.29. Sea X ⊂ R2 finito y v0 ∈ X. Entonces π1(R(X)) es un grupo libre.

Demostración. Por el teorema anterior basta ver que π1(S(X), v0) es libre. Como toda
cara shadow es triangulable, al ser un poĺıgono, S(X) es un poliedro planar y v́ıa la
Proposición 1.23 se sigue que tiene el tipo homotópico de un grafo. Como el grupo
fundamental de un grafo es libre [18, Corollary 3.7.5], concluimos lo que queŕıamos.

Proposición 2.30. Sea F un grupo libre finitamente generado, entonces existe X ⊂ R2

tal que π1(R(X)) = F .

Demostración. Sea n el rango de F y consideramos X = {(k, 0), (k + 1/2, 1/2), (k +
1/2,−1/2), (k + 1, 0) : k = 0, . . . , n− 1} ⊂ R2.

S(X)

Figura 2.17: Complejo shadow homotópico a n wedges de S1.

Por lo tanto, S(X) es un grafo y π1(R(X)) ' F .
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2.5. Dimensión 3 y la estrategia local

En está seccion estudiaremos complejos de Vietoris-Rips de subconjuntos X de R3

y propiedades homotópicas de la proyección P : |R(X)| → R3. A diferencia de lo
que ocurre en dimensión 2, en dimensión 3 no se sabe si P induce un isomorfismo
π1(|R(X)|, v0)→ π1(S(X), v0). Sin embargo śı se sabe que P induce un epimorfismo en
los grupos fundamentales, esto fue demostrado en ([3], Theorem 1 ). A continuación,
siguiendo los pasos de [3], damos una demostración de ese resultado. La idea central es
la localización del problema al entorno de un punto y luego extender la resolución del
problema en ese entorno a todo el complejo simplicial.

Vamos a adoptar la siguiente notación a lo largo de esta sección, sea X ⊂ Rn y
v ∈ X, R(X) = R(X; 1), definimos Xv = (X − v) ∩ B(v, 1) y Xv = X ∩ B(v, 1).
Notemos que R(Xv) y R(Xv) son respectivamente el link lkR(X)(v) y el star cerrado
stR(X)(v) de v en R(X).

Proposición 2.31. Sean A,B ⊂ R3 tales que |A|, |B| ≤ 4 y conv(A) ∩ conv(B) 6= ∅,
entonces vale alguna de las siguientes.

1. Se tiene que conv(A) ⊂ conv(B) ó conv(B) ⊂ conv(A).

2. Existen {a1, a2, a3} ⊂ A y {b1, b2} ⊂ B tales que conv{a1, a2, a3} ∩ conv{b1, b2} 6=
∅.

3. Existen {a1, a2} ⊂ A y {b1, b2, b3} ⊂ B tales que conv{a1, a2} ∩ conv{b1, b2, b3} 6=
∅.

Demostración. Sin pérdida de generalidad ningún elemento de A es combinación conve-
xa de los otros, lo mismo ocurre con B. Los casos |A| ≤ 3 y |B| ≤ 2 son inmediatos. Por
lo tanto, analicemos primero el caso |A| = 3 y |B| = 3. Si B ∩ conv(A) 6= ∅ el resultado
es cierto y, por lo tanto, supongamos que no es el caso. Sea P el plano que contiene a
conv(A), este separa R3 en dos semiespacios convexos cerrados y, por lo tanto, en cada
una de ellos hay elementos de B.

Consideramos x ∈ conv(A)∩ conv(B) y b1, b2 ∈ B vértices en semiespacios distintos
de R3\P. Tomamos y ∈ conv{b1, b2}∩P, si y /∈ conv(A) entonces existe {a1, a2} ⊂ A tal
que conv{a1, a2} ∩ conv{x, y} 6= ∅, ver Figura 2.18. Como x, y ∈ conv(B) se sigue que
conv{a1, a2}∩conv(B) 6= ∅. Si en cambio y ∈ conv(A) entonces conv{b1, b2}∩conv(A) 6=
∅. En ambos casos se sigue la proposición.

Si |A| = 4 y |B| ≥ 3, si A ∩ conv(B) 6= ∅ ó B ∩ conv(A) 6= ∅ el enunciado es
inmediato y, por lo tanto, supongamos que esto no sucede. Sean x ∈ conv(A)∩conv(B)
y b1 ∈ B, por hipótesis existe {a1, a2, a1} ⊂ A tal que conv{x, b1}∩conv{a1, a2, a3} 6= ∅.
Si |B| = 3 sigo el razonamiento del caso anterior. Si |B| = 4 repito los pasos de este
párrafo con los conjuntos B y {a1, a2, a3}.

Lema 2.32. Sean X ⊂ R3 y v ∈ X. Los espacios R(Xv) y S(Xv) son contráctiles.



2.5. DIMENSIÓN 3 Y LA ESTRATEGIA LOCAL 39

a3

a1

a2

b1

b2

yx

P

Figura 2.18: Hiperplano P contiene a conv(A) y separa a los puntos b1, b2 ∈ B.

Demostración. R(Xv) es un cono con ápice v y S(Xv) es star-shaped con centro v.

Proposición 2.33. Sean X ⊂ R3 finito y v ∈ X. Entonces la inclusión

i : S(Xv)→ S(Xv) ∩ S(X − v) (2.3)

es 0-conexa, es decir, induce una función sobreyectiva en los π0.

Demostración. Basta ver que para todo punto x ∈ S(Xv) ∩ S(X − v) hay un camino
continuo en S(Xv)∩S(X−v) que empieza en x y termina en algún elemento de S(Xv).

Por la Observación 2.7 existen subconjuntos A ⊂ Xv y B ⊂ X − v tales que
|A|, |B| ≤ 4, diam(A) < 1, diam(B) < 1 y x ∈ conv(A) ∩ conv(B).

Si A ⊂ Xv o B ⊂ Xv entonces x ∈ S(Xv) y, por lo tanto, la afirmación es válida.
Podemos suponer que v ∈ A y B * B(v, 1). En particular v /∈ B, pues en caso

contrario diam(B) > 1 y, por lo tanto, conv(A) * conv(B) y conv(B) * conv(A). La
Proposición 2.31 nos asegura que existe y en la intersección de un triángulo con vértices
en A con un segmento de vértices en B, o viceversa.

Como conv(A)∩conv(B) es un convexo, la recta que une a x con y está en conv(A)∩
conv(B) ⊂ S(Xv) ∩ S(X − v). Luego basta encontrar un camino de y a S(Xv) en
S(Xv) ∩ S(X − v).

Caso 1: si y ∈ conv{a1, a2, a3} ∩ conv{b1, b2} con a1, a2, a3 ∈ A ⊂ Xv y b1, b2 ∈
B ⊂ X − v. Repitiendo el argumento de la primera parte con A′ = {a1, a2, a3} y
B′ = {b1, b2} reducimos el caso a a1 = v, a2, a3 ∈ Xv y b2 /∈ Xv. Por la Proposición
2.12 el complejo R({a1, a2, a3, b1, b2}) admite un ápice.

• Si b1 es ápice entonces b1 ∈ Xv y, por lo tanto, el segmento conv{y, b1} ⊂
conv{a1, a2, a3, b1}∩conv{b1, b2} ⊂ S(Xv)∩S(X−v) conecta y con b1 ∈ Xv.

• Como ni a1 ni b2 pueden ser ápices entonces a2 o a3 lo son, sin pérdi-
da de generalidad a2 es ápice. Por lo tanto, el segmento conv{y, a2} ⊂
conv{a1, a2, a3}∩conv{b1, b2, a2} ⊂ S(Xv)∩S(X−v) conecta y con a2 ∈ Xv.
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Caso 2: y ∈ conv{a1, a2} ∩ conv{b1, b2, b3} con a1, a2 ∈ A ⊂ Xv y b1, b2, b3 ∈ B ⊂
X−v. Como en el caso anterior, podemos suponer que a1 = v, a2 ∈ Xv y b3 /∈ Xv.
Las posibilidades son

• si b1, b2 ∈ Xv, resulta que a2, b1 o b2 es un ápice y, por lo tanto, |a2b1| < 1 o
|a1b2| < 1. Sin pérdidad de generalidad |a2b1| < 1 por lo que conv{y, b1} ⊂
conv{a1, a2, b1} ∩ conv{b1, b2, b3} ⊂ S(Xv) ∩ S(X − v) es un segmento que
une y con b1 ∈ Xv.

• si b1 ∈ Xv, b2 /∈ Xv, entonces b1 o a2 es un ápice y, por lo tanto, |a2b1| < 1 y
se sigue de forma análoga.

• si b1 /∈ Xv, b2 /∈ Xv, entonces a2 es ápice y, por lo tanto, el segmento
conv{y, a2} ⊂ conv{a1, a2} ∩ {b1, b2, b3, a2} ⊂ S(Xv) ∩ S(X − v) y con
a2 ∈ Xv.

Teorema 2.34. Para todo conjunto X ⊂ R3 finito, la proyección P : |R(X)| → S(X)
es 1-conexa.

|R(X − v)| |R(X)|

S(X − v) S(X)

|R(Xv)| |R(Xv)|

S(Xv)

S(Xv) ∩ S(X − v) S(Xv)

i

i

i

i

i

i i

i

i

P

P

P

P

Figura 2.19: Diagrama conmutativo inducido v́ıa remover un vértice.

Demostración. Veamos por inducción en el cardinal de X que P : |R(X)| → S(X)
es 1-conexa. Vale si X = ∅. Si no, tomamos v ∈ X y observemos en el diagrama
conmutativo en la Figura 2.19 que P : |R(Xv)| → S(Xv) es ∞-conexa por el Lema
2.32, P : |R(X − v)| → S(X − v) y P : |R(Xv)| → S(Xv) son 1-conexas, por hipótesis
inductiva, y i : S(Xv)→ S(Xv)∩S(X− v) es 0-conexa, por la Proposición 2.33. Por lo
tanto, |R(Xv)|∩|R(X−v)| = |R(Xv)| → S(Xv)→ S(Xv)∩S(X−v) resulta 0-conexa.
Finalmente, por la Proposición 1.36, resulta que P : |R(X)| → S(X) es 1-conexa.

Observación 2.35. La función i : S(Xv)→ S(Xv)∩S(X−v) no induce en general un
monomorfismo en los grupos fundamentales, ni siquiera en dimensión dos. Consideremos
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otra vez el ejemplo del hexágono X2 = {vi}5
i=1 ⊂ C = R2 donde vi = rξi, ξ = eiπ/3 y

1/2 < r < 1/
√

3 y tomamos v = v0. Como se puede visualizar en la parte izquierda de

S(X2)

v

v1v2

v3

v4 v5

S(X2
v )
v1v2

v4 v5

Figura 2.20: A la izquierda se visualiza el shadow S(X2) y a la derecha el shadow S(X2
v ).

la Figura 2.20. Resulta que X2
v = {v1, v2, v4, v5} y (X2)v = {v, v1, v2, v4, v5} y, por lo

tanto, π1(S(X2
v )) = Z como se puede observar en la parte derecha de la Figura 2.20.

Mientras que π1(S(X2−v)∩S((X2)v)) es trivial pues es contráctil, podemos visualizar

S(X − v)
v1v2

v3

v4 v5

⋂
S(Xv)

v

v1v2

v4 v5

=

S(Xv) ∩ S(X − v)
v1v2

v4 v5

Figura 2.21: Intersección de S((X2)v) y S(X2 − v).

esta operación en la Figura 2.21.

Adamaszek, Frick y Vakili conjeturan que para todo X ⊂ R3 finito, la función

i : S(Xv)→ S(Xv) ∩ S(X − v)

es 1-conexa [3, Conjecture 7.1].

2.6. Un ejemplo en dimensión 4

A continuación veremos que el análogo al Teorema 2.34 para dimensión 4 es falso.
El siguiente ejemplo aparece en [10, Proposition 5.4].
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v0

v1v3v4

v2

v5

v0

v1

v2
v3

v4

v5

Figura 2.22: (1) A la izquierda el complejo de Vietoris-Rips asociado al conjunto X
.(2) A la derecha la segunda coordenada compleja de los convexos conv{v0, v2, v4} y
conv{v1, v3, v5}.

Proposición 2.36. Existe X ⊂ R4 tal que el morfismo inducido por la proyección,
π1(P ) : π1(|R(X)|)→ π1(S(X)), no resulta sobreyectivo.

Demostración. Sean ξ = eiπ/3, 1/2 < r < 1/
√

3 y X = {v0, v1, v2, v3, v4, v5} ⊂ C2 = R4

con

v0 = (rξ0, 0), v2 = (rξ2, 0), v4 = (rξ4, 0), v1 = (rξ1, εξ1), v3 = (rξ3, εξ3), v5 = (rξ5, εξ5)

Notemos que |vivi+1| > 2r > 1 para todo i, considerando los sub́ındices módulo 6.
Tomemos ε > 0 suficientemente chico para que |vivj| < 1 para todo i, j tales que
i 6= j + 3 (6). Entonces R(X) ' S2, ver Figura 2.22. Veamos que la proyección sólo
identifica los centros de los triángulos {v0, v2, v4} y {v1, v3, v5} y, por lo tanto, tiene el
tipo homotópico de S2 con los polos identificados. El grupo fundamental de este espacio
es Z mientras que el grupo fundamental de R(X) es trivial y en consecuencia π1(P )
no es sobreyectivo. A continuación aj denotará al coeficiente de vj en la combinación
convexa.

Veamos que (0, 0) = conv{v0, v2, v4} ∩ conv{v1, v3, v5}. Si proyectamos ambos
triángulos en la segunda coordenada compleja obtenemos que sólo se intersecan
en el 0, ver Figura 2.22.2. Por ende a1 = a3 = a5 = 1

3
y proyectando en la primer

coordenada compleja obtenemos que 0 = a1rξ+a3rξ
3+a5rξ

5 = a0r+a2rξ
2+a4rξ

4.
Luego el único punto de intersección es el (0, 0).

Veamos que si los triángulos no comparten ningún vértice, la intersección de los
convexos es vaćıa, es decir, conv{vi, vi+1, vi+2} ∩ conv{vi+3, vi+4, vi+5} = ∅ para
todo i = 0, . . . , 5. Estos son los únicos casos que hay que verificar con vértices
disjuntos pues la intersección conv{vi, vi+2, vi+4} ∩ conv{vi+1, vi+3, vi+5} se vio en
el ı́tem anterior.
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v0

v1v2

v3

v4 v5

Figura 2.23: Proyección en la primer coordenada compleja de las cápsulas convexas
conv{v0, v1, v2} y conv{v3, v4, v5}.

Al proyectar en la primer coordenada compleja obtenemos que las cápsulas con-
vexas son disjuntas alĺı y, por lo tanto, en C2. Ver Figura 2.23 para el caso i = 0,
los otros casos se obtienen v́ıa rotación.

v0

v1v2

v4 v5

v1

v0
v3

v4

v5

Figura 2.24: (1) A la izquierda la proyección en la primer coordenada compleja de
los convexos conv{v0, v1, v2} y conv{v4, v5, v0}. (2) A la derecha la proyección de los
convexos conv{v0, v1, v4} y conv{v1, v3, v5}.

Veamos que si los dos triángulos comparten sólo un vértice, la intersección de los
convexos resulta ser ese vértice. Las intersecciones posibles son conv{vi, vi+1, vi+2}∩
conv{vi, vi+4, vi+5} y conv{vi, vi+1, vi+2} ∩ conv{vi+1, vi+3, vi+5} para i = 0, . . . 5.
En el primer caso, al proyectar en la primer coordenada compleja obtenemos que
la intersección es sólo el vértice en el que coinciden, ver Figura 2.24.1 para el caso
i = 0, los otros casos se obtienen v́ıa rotación. Por lo tanto, ai = a′i = 1, es decir,
la combinación convexa es sólo el vértice vi.

El segundo caso se separa a la vez en dos subcasos según si la segunda coordenada
compleja de vi+1 es nula ó no. Si es nula entonces lo son también las segundas
coordenadas complejas de vi+3 y vi+5 y, por lo tanto, la intersección de los convexos
en esta coordenada es el 0. Por otro lado la segunda coordenada compleja de vi y
vi+2 son no nulas entonces ai = ai+2 = 0 y, por lo tanto, ai+1 = 1.
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Si la segunda coordenada de vi+1 no es nula tampoco los son las de vi+3 y vi+5

y si son nulas las segundas coordenadas de vi y vi+2. Como la intersección de
las proyecciones es sólo el segmento que une la segunda coordenada de vi con el
0, ver Figura 2.24.2, resulta que ai+3 = ai+5 = a ≥ 0 y, por lo tanto, ai+1 =
1 − 2a. A continuación desarrollamos el caso i = 0, los otros casos se obtienen
v́ıa rotación par. Proyectando en la parte imaginaria de la primera coordenada
compleja, simplificando los parametros r, obtenemos

(1− 3a)sen(
π

3
) = (a1 + a2)sen(

π

3
)

como a1 = 1− a0 − a2 concluimos que a0 = 3a. Aśı mismo mirando la parte real
de la misma coordenada obtenemos a(cos(π

3
) − 2) = a2cos(

π
3
). Como cos(π

3
) > 0

y cos(π
3
)− 2 < 0 tanto a como a2 resultan ser nulos, con lo cual a1 = a′1 = 1.

v0

v1

v2v3

v4

v5

v0

v1v2

v3

v4 v5

Figura 2.25: (1) A la izquierda la segunda coordenada compleja de los convexos
conv{v0, v1, v2} y conv{v0, v1, v5}. (2) A la derecha la primera coordenada compleja
de los convexos conv{v0, v1, v2} y conv{v0, v2, v4}.

Veamos que si los dos triángulos comparten sólo dos vértices, la intersección de
los convexos resulta ser el convexo generado por esos dos vértices. Las interseccio-
nes posibles son conv{vi, vi+1, vi+2} ∩ conv{vi, vi+1, vi+5} ó conv{vi, vi+1, vi+2} ∩
conv{vi, vi+2, vi+4} para i = 0, . . . , 5.

Analicemos el primer caso, como vi+2 ó vi+5 tiene segunda coordenada compleja
nula entonces al proyectar ambos convexos en dicha coordenada obtenemos res-
pectivamente que ai+5 ó ai+2 es nulo. ver Figura 2.25.1. Con lo cual la combinación
convexa sólo se encuentra determinada por ai y ai+1.

En el segundo caso al proyectar en la primer coordenada obtenemos que la inter-
sección es sólo el convexo determinado por vi y vi+1, , ver Figura 2.25.2. Con lo
cual ai+2 = ai+4 = 0 y se sigue la afirmación.

Observación 2.37. Tomando X el conjunto construido en la Proposición 2.36 y v = v0.
La función i : S(Xv) → S(Xv) ∩ S(X − v) no es π0 sobreyectiva. Pues la intersección
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S(Xv) ∩ S(X − v) tiene dos componentes conexas dadas por

S(Xv) = S({v1, v2, v4, v5}) = conv{v1, v2} ∪ conv{v1, v5} ∪ conv{v4, v5} ∪ conv{v2, v4}

y (0, 0) = conv{v0, v2, v4} ∩ conv{v1, v3, v5}.
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Caṕıtulo 3

Vietoris-Rips en el ćırculo

En este caṕıtulo nos vamos a enfocar en el análisis del tipo homotópico del complejo
de Vietoris-Rips, R(X; r), cuando X ⊂ S1. Para ello introduciremos, y haremos uso de
la estructura de grafo ćıclico del 1-esqueleto de R(X; r), pues este tiene asociado un
invariante, el winding fraction, que nos permitirá clasificar su tipo homopotópico. La
exposición en este caṕıtulo está basada en el art́ıculo [2].

Como los grafos ćıclicos en particular son grafos dirigidos tratamos estos primero.

3.1. Grafos dirigidos y ćıclicos

Empezamos introduciendo la categoŕıa de grafos dirigidos aśı como también el grafo
dirigido de Vietoris-Rips. Vemos luego que este grafo tiene una estructura de grafo
ćıclico. Finalizamos con el desarrollo este y los conceptos básicos sobre grafos ćıclicos.

Definición 3.1. Por un grafo dirigido
−→
G nos referimos al par

−→
G = (V,E) donde V es

el conjunto de vértices y E ⊂ V ×V , el conjunto de aristas, cumple que (v, v) /∈ E para
todo v ∈ V y si (v, w) ∈ E entonces (w, v) /∈ E.

Sea
−→
G = (V,E) grafo dirigido y v ∈ V . Notamos a los entornos de salida y de entrada

de v como N+(
−→
G, v) = {w ∈ V : (v, w) ∈ E} y N−(

−→
G, v) = {w ∈ V : (w, v) ∈ E}

respectivamente. Sus versiones cerradas se definen como N+[
−→
G, v] = {v} ∪ N+(

−→
G, v)

y N−[
−→
G, v] = {v} ∪ N−(

−→
G, v). Sea G = (V,E) grafo no dirigido y v ∈ V , notamos al

entorno abierto de v como N(G, v) = {w ∈ V : (v, w) ∈ E} y el entorno cerrado de v
como N [G, v] = {v} ∪N(G, v).

Algunas veces notaremos al conjunto de vértices de
−→
G como V (

−→
G) y al conjunto de

aristas de
−→
G como E(

−→
G).

Definición 3.2. Sea
−→
G = (V,E) un grafo dirigido, un ciclo dirigido en

−→
G es un sucesión

de vértices v1, . . . , vr tal que (vi, vi+1) ∈ E para todo i = 1, . . . r con vr+1 = v1.

47
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Relacionamos dos grafos dirigidos v́ıa morfismos que preservan la estructura com-
binatoria subyacente, más espećıficamente damos la siguiente definición.

Definición 3.3. Un morfismo de grafos dirigidos f :
−→
G →

−→
H es una función definida

entre los vértices de ambos grafos tal que para toda arista (v, w) ∈
−→
G se cumple que

f(v) = f(w) ó (f(v), f(w)) ∈
−→
H .

Los grafos dirigidos junto con los morfismo de grafos dirigidos forman una categoŕıa

que vamos a denotar
−−−−→
Graph. Notar que si f :

−→
G →

−→
H es un morfismo de grafos

dirigidos entonces induce un morfismo entre las cliques de los grafos subyacentes Cl(f) :

Cl(G) → Cl(H). Por lo tanto, Cl es un funtor covariante entre las categoŕıas
−−−−→
Graph

y Simp.
El principal grafo dirigido que vamos a estudiar es el grafo dirigido de Vietoris-Rips

asociado a un subconjunto finito de la circunferencia.

Definición 3.4. Sea X ⊂ S1 finito y 0 < r < 1/2, el grafo dirigido de Vietoris-Rips

se define como
−→
R (X; r) = (X,E) donde (x, y) ∈ E si 0 <

−→
d (x, y) < r, con

−→
d (x, y)

la longitud normalizada del arco cerrado desde x hasta y en S1 recorrido en sentido
horario. Con normalizada nos referimos a que el peŕımetro de S1 vale según esta función
1.

v0

v6

v5

v4v3

v2

v1

−→
d (v0, v6) = 1/4

−→
d (v3, v2) < 1/4

v0

v6

v5

v4v3v2

v1

Figura 3.1: A la izquierda el conjunto de puntos X = {vi}6
i=0 ⊂ S1 y a la derecha el

grafo dirigido de Vietoris-Rips
−→
R (X; 1

4
).

Ejemplo 3.5. Consideramos los puntos X = {eiθπ}θ∈A ⊂ S1 ⊂ C = R2 con A =
{0, 1

12
, 1

6
, 1

2
, 5

9
, 1, 3

2
}, y r = 1

4
. Podemos visualizar el grafo dirigido de Vietoris-Rips

−→
R (X; 1

4
) en la Figura 3.1.
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v1

v0

√
2(1− cos(θ))

Figura 3.2: Comparación entre longitud de arco y la distancia euclidea, donde θ denota
el ángulo entre v0 y v1.

Este grafo es importante pues su clique coincide con el complejo de Vietoris-Rips
del mismo conjunto de puntos ajustando la cota, es decir, Cl(R(X; r)) = R(X; r′)

donde r′ =
√

2(1− cos(2πr)). Pues si v, w ∈ S1 cumplen que
−→
d (v, w) = r, entonces

0 < r < 1/2 y, por lo tanto, el ángulo desde v hasta w es menor que π. Luego |vw| =
2(1− cos(θ)), donde θ es el ángulo desde v hasta w. Como la circunferencia es unitaria

y
−→
d es la distancia normalizada obtenemos que θ = 2πr y se sigue la igualdad, ver

Figura 3.2.
Más aún los vértices de este grafo admiten un orden ćıclico, por ejemplo el dado por

el sentido horario. Vamos a aprovechar la estructura que tiene este grafo para clasificar
su tipo homotópico, idea que hacemos más concreta a continuación.

Definición 3.6. Sea S un conjunto de cardinal n. Un orden ćıclico en S es una biyección
h : S → {0, 1, . . . , n− 1}. Si vi = h−1(i), otra forma de denotar el orden ćıclico de S es
v0 < · · · < vn−1. Si n ≥ 3 se sigue que vi < vj < vk si i < j < k ó k < i < j ó j < k < i.

Definición 3.7. Sea S un conjunto de cardinal n con un orden ćıclico v0 < · · · < vn−1.
Un subintervalo en S es alguno de los siguientes conjuntos

el conjunto vaćıo.

un conjunto de la forma {vi, . . . , vj} con 0 ≤ i ≤ j ≤ n− 1.

un conjunto de la forma {vj, . . . , vn−1, v0, . . . , vi} con 0 ≤ i < j ≤ n− 1.

Definición 3.8. Sean S y T dos conjuntos finitos con órdenes ćıclicos dados. Una
función f : S → T se dice una monótona ćıclica si se cumplen las siguientes condiciones

para todo t ∈ T , el conjunto f−1(t) es un subintervalo de S.
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dados s, s′, s′′ ∈ S, si f(s) < f(s′) < f(s′′) en T entonces s < s′ < s′′ en S.

Todas las operaciones en los sub́ındices de los vértices se van a considerar módulo
la cantidad total de vértices.

Lema 3.9. Sean S y T conjuntos con órdenes ćıclicos v0 < . . . vn−1 y w0 < . . . wm−1

respectivamente. Sean además f : S → T función monótona ćıclica y J un subintervalo
de T . Entonces f−1(J) es un subintervalo de S.

Demostración. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que J ⊂ Im(f), pues
Im(f) hereda el orden ćıclico de T . Separemos en casos según la forma de J .

Si J = ∅ entonces f−1(J) = ∅ y, por lo tanto, es un subintervalo de S.

Si J = {wi, . . . , wj} con 0 ≤ i ≤ j ≤ m−1. Notamos a los vértices del subintervalo
f−1(wk) = {vs(k), . . . , ve(k)}. Luego, basta ver que ve(k)+1 = vs(k+1) para k =
i, . . . j − 1, pues en tal caso f−1(J) admite una numeración secuencial módulo n
y, por lo tanto, es un subintervalo. Si ve(k)+1 6= vs(k+1) entonces f(ve(k)), f(ve(k)+1)
y f(vs(k+1)) son tres elementos distintos de T y ve(k) < ve(k)+1 < vs(k+1) en S .
Entonces wk = f(ve(k)) < f(ve(k)+1) < f(vs(k+1)) = wk+1 en T , lo cual es absurdo
pues wk y wk+1 son elementos contiguos.

Si J = {wj, . . . wm−1, w0, . . . wi} con 0 ≤ i < j ≤ m−1. Siguiendo el razonamiento
del caso anterior vemos que ve(k)+1 = vs(k+1) para k = 0, . . . , i − 1, j, . . . ,m − 1.
Por lo tanto, f−1(J) admite una numeración secuencial módulo n y aśı resultando
en un subintervalo de S.

Definición 3.10. Un grafo dirigido
−→
G = (V,E) se dice ćıclico si el conjunto de vértices

V admite un orden ćıclico v0 < · · · < vn−1 tal que si (vi, vj) ∈ E entonces j = (i + 1)
mod n ó bien (vi, v(j−1) mod n), (v(i+1) mod n, vj) ∈ E.

En particular el grafo dirigido de Vietoris-Rips,
−→
R (X; r), resulta ser un grafo ćıclico

considerando v0 < · · · < vn−1 el orden ćıclico de los vértices dado por el sentido horario.
Pues si (vi, vj) ∈ E(R(X; r)) y j 6= i+ 1 entonces podemos deducir que

r >
−→
d (vi, vj) =

−→
d (vi, vi+1) +

−→
d (vi+1, vj)

de donde se sigue que
−→
d (vi+1, vj) < r y, por lo tanto, (vi+1, vj) ∈ E(R(X; r)). Análo-

gamente obtenemos que (vi, vj−1) ∈ E(R(X; r)).
Veamos algunas propiedades básicas de los grafos ćıclicos.

Lema 3.11. Sea
−→
G = (V,E) un grafo ćıclico con un orden ćıclico sobre los vértices

v0 < v1 < · · · < vn−1. Entonces

1. Si (vi, vi+s) ∈ E, entonces (vi+j, vi+s), (vi, vi+j) ∈ E para todo 0 < j < s.
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2. Para todo i = 0, . . . , n−1 existen s, s′ ≥ 0 tales que N+[
−→
G, vi] = {vi, vi+1, . . . , vi+s}

y N−[
−→
G, vi] = {vi−s′ , . . . , vi−1, vi}.

3. Para todo i = 0, . . . n − 1 vale que N+(
−→
G, vi) ⊂ N+[

−→
G, vi+1] y N−(

−→
G, vi+1) ⊂

N−[
−→
G, vi].

4. Todo subgrafo inducido de
−→
G es ćıclico.

5. Si
−→
G contiene un ciclo dirigido entonces (vi, vi+1) ∈ E para todo i = 0, . . . , n− 1.

Demostración.

1. Hagamos inducción en s, si s = 1 la afirmación es válida. Si s > 1 como
−→
G es

ćıclico y (vi, vi+s) ∈ E entonces (vi+1, vi+s), (vi, vi+s−1) ∈ E. Como (vi, vi+s−1) ∈ E
por hipótesis inductiva se sigue que (vi, vi+j) ∈ E para todo 0 < j < s − 1.
Análogamente como (vi+1, vi+1+(s−1)) ∈ E por hipótesis inductiva (vi+1+j, vi+s) ∈
E para todo 0 < j < s− 1 y, por lo tanto, se sigue la proposición.

2. Por definición N+[
−→
G, vi] = {vi} ∪ {w : (vi, w) ∈ E}, sea s = max{0 < j <

n : (vi, vi+j) ∈ E}, por la parte 1 se sigue que (vi, vj) ∈ E para todo 0 < j ≤ s

entonces {vi, vi+1, . . . , vi+s} ⊂ N+[
−→
G, vi]. Por otro lado si (vi, vj) ∈ E entonces j =

i+ k con 0 < k < n, más aún k ≤ s y, por lo tanto, ambos conjuntos son iguales.

Se procede análogamente para concluir que N−[
−→
G, vi] = {vi−s′ , . . . , vi−1, vi} con

s′ = max{0 < j < n : (vi−s′ , vi) ∈ E}.

3. Sea vj ∈ N+(
−→
G, vi) entonces (vi, vj) ∈ E. Si j = i+ 1 entonces vj ∈ N+[

−→
G, vi+1].

Si no como
−→
G es ćıclico se sigue que (vi+1, vj) ∈ E y, por lo tanto, vj ∈ N+[

−→
G, vi+1]

como queŕıamos ver. Un razonamiento análogo se aplica para ver queN−(
−→
G, vi+1) ⊂

N−[
−→
G, vi]

4. Sea
−→
G′ subgrafo de

−→
G y vi0 < · · · < vim−1 el orden ćıclico inducido en los vértices

V (
−→
G′). Si (vij , vik) ∈ E(

−→
G′) y j + 1 6= k, dado que E(

−→
G′) ⊂ E(

−→
G) entonces

vik−1
∈ N+[

−→
G, vij ] y, por lo tanto, (vij , vik−1

) ∈ E(
−→
G). Como

−→
G′ es el subgrafo

ćıclico inducido se sigue que (vij , vik−1
) ∈ E(

−→
G′). Vı́a un razonamiento análago

concluimos que (vij+1
, vik) ∈ E(

−→
G′).

5. Sean vi1 , . . . , vir vértices que forman un ciclo dirigido. Como
−→
G es ćıclico, cada

arista (vij , vik) con ik 6= ij + 1 induce el par (vij , vik−1), (vij+1, vik). Repitiendo
este proceso finitas veces obtenemos para cada arista (vi, vj) del ciclo dirigido
una sucesión de aristas de la forma (vi, vi+1), . . . , (vj−1, vj). Sean vk, vk+1 ∈ V
tomamos 1 ≤ j ≤ r tal que ij ≤ k ≤ ij+1. Por el razonamiento anterior
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(vij , vij+1) . . . (vij+1−1, vij+1
) ∈ E y, por lo tanto, (vk, vk+1) ∈ E, como queŕıamos.

Definición 3.12. Sean
−→
G y

−→
H grafos ćıclicos con v0 < · · · < vn−1 un orden ćıclico en

los vértices de
−→
G . Un morfismo de grafos dirigidos f :

−→
G →

−→
H es un morfismo ćıclico

si además cumple que

no es constante cuando
−→
G tiene un ciclo dirigido.

es monótono ćıclico.

Lema 3.13. Propiedades de morfismos ćıclicos.

Si f :
−→
G →

−→
H es un morfismo ćıclico y

−→
G tiene un ciclo dirigido, entonces

−→
H

también tiene un ciclo dirigido.

Composición de morfismos ćıclicos es un morfismo ćıclico.

La inclusión de un subgrafo inducido
−→
H en un grafo ćıclico

−→
G es un morfismo

ćıclico.

Demostración.

Como
−→
G tiene un ciclo dirigido, por el Lema 3.11.5 se sigue que (vi, vi+1) ∈ E(

−→
G)

para todo i = 0, . . . , n − 1. Como f no es constante existen vi, vj ∈ V (
−→
G) tales

que f(vi) 6= f(vj). Por lo tanto, el ciclo

(vi, vi+1) . . . (vj−1, vj)(vj, vj+1) . . . (vi−1, vi)

en
−→
G v́ıa f induce un ciclo en

−→
T desde f(vi) hasta f(vj), eliminando las aristas

en las que f sea constante.

Sean f :
−→
G →

−→
H y g :

−→
H →

−→
K morfismos ćıclicos de grafos ćıclicos. Veamos

primero que g ◦ f es monótona ćıclica. Sea w ∈
−→
K , el conjunto (g ◦ f)−1(w) =

f−1(g−1(w)) resulta ser un subintervalo pues g−1(w) es un subintervalo y por
el Lema 3.9 la pre imagen de un subintervalo por una función monótona es un

subintervalo. Sean v, v′, v′′ ∈ V (
−→
G) tales que g ◦f(v) < g ◦f(v′) < g ◦f(v′′) en

−→
K ,

como g es monótona ćıclica resulta que f(v) < f(v′) < f(v′′) en
−→
H y finalmente,

dado que f es monótona ćıclica podemos concluir que v < v′ < v′′ en
−→
G .

Falta ver que si
−→
G tiene un ciclo dirigido entonces g ◦ f no es constante. Como

f es monótona ćıclica entonces
−→
H tiene un ciclo dirigido y como g es monótona

ćıclica
−→
K también tiene un ciclo dirigido. Supongamos que g ◦ f es constante,

es decir, g ◦ f(v) = w para todo v ∈ V (
−→
G). Como g no es constante existe
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u ∈
−→
H que no está en la imagen de f tal que g(u) 6= w. Dado que f no es

constante, v́ıa este morfismo los vértices de
−→
G forman un ciclo en

−→
H y, por lo

tanto, existe i tal que f(vi) < u < f(vi+1) están ordenados ciclicamente en
−→
H y,

por lo tanto, (f(vi), f(vi+1)) ∈
−→
H . Entonces (f(vi), u), (u, f(vi+1)) ∈

−→
H y, por lo

tanto, (w, g(u)), (g(u), w) ∈
−→
K , lo cual es absurdo pues

−→
K es dirigido.

Sea
−→
H subgrafo inducido de

−→
G , i :

−→
H →

−→
G el morfismo dado por la inclusión y

supongamos además que
−→
H tiene más de un vértice. Basta ver que es monótona

ćıclica. Sea x ∈
−→
G entonces i−1(x) = ∅ si x /∈

−→
H ó {x} si x ∈

−→
H , en ambos casos

es un subintervalo. Si i(v) < i(v′) < i(v′′) en
−→
G dado que el orden ćıclico de

−→
H

es el inducido por
−→
G , se sigue que v < v′ < v′′ en

−→
H . Finalmente como i no es

constante se sigue que es un morfismo ćıclico.

3.2. Desmantelamiento

La noción de desmantelamiento de un grafo ćıclico está directamente relacionada
con el concepto de grafo (simple) desmantelable [17], la noción de poset desmantela-
ble/espacio finito contráctil [19] y complejo simplicial fuertemente colapsable [15, 5].

Definición 3.14. Sea
−→
G un grafo ćıclico con el orden ćıclico sobre los vértices v0 <

· · · < vn−1. Un vértice vi se dice dominado si N−(
−→
G, vi+1) = N−[

−→
G, vi].

Notaremos
−→
G \v al grafo dirigido que se obtiene a partir de

−→
G removiendo el vértice

v y todas las aristas que llegan o salen de v.

Lema 3.15. Sea
−→
G grafo ćıclico con el orden ćıclico v0 < · · · < vn−1 y vi un vértice

dominado. Entonces la función f :
−→
G →

−→
G \ vi definida como

f(vj) =

{
vj si j 6= i

vi+1 si j = i

es un morfismo ćıclico.

Demostración. Primero veamos que f es un morfismo de grafos dirigidos, como f preser-
va todas las aristas que no contienen a vi basta ver que pasa con las que si lo contienen.

Si (vk, vi) ∈ E(
−→
G) como vi es un vértice dominado se tiene que (vk, vi+1) ∈ E(

−→
G). Si

(vi, vk) ∈ E(
−→
G) y k = i + 1 entonces f(vi) = f(vk). Si (vi, vk) ∈ E(

−→
G) y k 6= i + 1

entonces (vi+1, vk) ∈ E(
−→
G pues

−→
G es ćıclico. Si f(vj) < f(vk) < f(vl) en

−→
G , si j, k, l 6= i

entonces vj < vk < vl. Si k = i entonces vj < vi+1 < vl, como j 6= i y vj < vi+1 entonces

vj < vi y, por lo tanto, vj < vi < vl. Los casos j = i y k = i son análogos. Si
−→
G tiene

un ciclo dirigido entonces tiene al menos tres vértices y, por lo tanto, f no es constante.
Luego f es un morfismo ćıclico.
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Definición 3.16. Decimos que un grafo ćıclico
−→
G se desmantela a un subgrafo inducido−→

H si hay una sucesión de grafos
−→
G =

−→
G 0, . . . ,

−→
G r =

−→
H tal que

−→
G i se obtiene de

−→
G i−1

removiendo un vértice dominado.

Observación 3.17. Esta noción de desmantelamiento está basada en el desmantela-
miento clásico de grafos no dirigidos, es decir, un grafo no dirigido G se desmantela

a un subgrafo H si un hay una sucesión de grafos
−→
G =

−→
G 0, . . . ,

−→
G r =

−→
H tal que

−→
G i

se obtiene de
−→
G i−1 removiendo un vértice cuyo link es un cono. Bajo esta noción de

desmantelamiento clásico el grafo final es único módulo isomorfismo [15, Theorem 1.1].

Observación 3.18. Si un grafo ćıclico
−→
G se desmantela en un subgrafo inducido

−→
H ,

componiendo los morfismos ćıclicos definidos en el Lema 3.15. Como por el Lema 3.13.2
composición de morfismos ćıclicos es un morfismo ćıclico, obtenemos un morfismo ćıclico

ψ :
−→
G →

−→
H . La importancia de este morfimo viene dada por el siguiente lema.

Lema 3.19. Sea
−→
G grafo ćıclico que se desmantela a

−→
H , entonces Cl(ψ) : Cl(G) →

Cl(H) y Cl(i) : Cl(H) → Cl(G) son mutuamente inversas homotópicas. Donde i :
−→
H →

−→
G es la inclusión y ψ :

−→
G →

−→
H el morfismo ćıclico definido en la Observación

3.18.

Demostración. Si
−→
G se desmantela a

−→
H entonces existe una sucesión de subgrafos

−→
G =−→

G 0, . . . ,
−→
G r =

−→
H tales que

−→
G i se obtiene de

−→
G i−1 removiendo un vértice dominado.

Por lo tanto, basta ver que la inclusión i :
−→
G \ vi →

−→
G y la función definida en la

Proposición 3.15 f :
−→
G →

−→
G \ vi inducen inversas homotópicas en las cliques.

Observemos que

N [G, vi] = N−[
−→
G, vi] ∪N+(

−→
G, vi)

⊂ N−(
−→
G, vi+1) ∪N+[

−→
G, vi+1] por definición de vértices dominado y el Lema 3.11.3

= N [G, vi+1]

Por lo tanto, el link lkCl(G)(vi) es un cono con ápice vi+1. Luego por el Lema 1.9 se sigue
que la inclusión Cl(i) : Cl(G \ vi) → Cl(G) es una equivalencia homotópica. Como la
composición

Cl(ψ) ◦ Cl(i) : Cl(G \ vi)→ Cl(G)→ Cl(G \ vi)
es la identidad entonces Cl(ψ) es también una equivalencia homotópica.

El siguiente grafo va a ser muy importante en nuestro desarrollo pues vamos a ver
que todo grafo ćıclico se puede desmantelar a un grafo de este tipo.

Definición 3.20. Sean n, k ∈ N0 tal que 0 ≤ k < n/2, el grafo dirigido
−→
Ck
n tiene por

vértices a V (
−→
Ck
n) = {0, 1, . . . , n − 1} y (i, i + s) ∈ E(

−→
Ck
n) para todo i = 0, . . . , n − 1 y

s = 1, . . . , k.
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Figura 3.3: De izquierda a derecha los grafos ćıclicos
−→
C0

5 ,
−→
C1

5 y
−→
C2

5

Podemos visualizar un ejemplo de
−→
Ck
n en la Figura 3.3 con n = 5 y k = 0, 1, 2.

Observación 3.21. El grafo dirigido
−→
Ck
n resulta ćıclico tomando el orden ćıclico 0 <

1 < · · · < n − 1, pues si (i, i + s) ∈ E(
−→
Ck
n) entonces 0 < s ≤ k y por definición se

sigue que (i, i + s − 1), (i + 1, i + s) ∈ E(
−→
Ck
n). Más aún si k > 0,

−→
Ck
n tiene un ciclo

dirigido, concretamente el ciclo formado por los vértices 0, 1, . . . , n− 1 pues para cada

i = 0, . . . , n− 1 la arista (i, i+ 1) ∈ E(
−→
Ck
n).

También, notemos que la condición 0 ≤ k < n/2 es necesaria pues si n es par y

k ≥ n/2 entonces por definición (v0, vn/2), (vn/2, vn) ∈ E(
−→
Ck
n). Pero la última arista es

(vn/2, v0) lo cual es absurdo pues
−→
Ck
n es un grafo dirigido.

Observación 3.22. Fijando un origen arbitrario 0 ∈ S1, todo punto x ∈ S1 puede ser

identificado con el numero real
−→
d (0, x) ∈ [0, 1). Por lo tanto, pensando los vértices de

−→
Ck
n como los vértices de un n-ágono regular en S1 obtenemos que (i, j) ∈ E(

−→
Ck
n) si y

sólo si 0 < n
−→
d ( i

n
, j
n
) ≤ k.

Tomamos ε > 0 tal que 0 ≤ k + ε < n
2

y 0 < n
−→
d ( i

n
, j
n
) < k + ε si y sólo si

0 < n
−→
d ( i

n
, j
n
) ≤ k. Entonces

−→
Ck
n =
−→
R ({0, 1

n
, . . . , n−1

n
}; k

n
+ ε).

Proposición 3.23. Un grafo ćıclico sin vértices dominados es isomorfo a
−→
Ck
n para

algún par 0 ≤ k < n/2. Por lo tanto, todo grafo ćıclico se desmantela a un subgrafo

inducido isomorfo a
−→
Ck
n.

Demostración. Sea
−→
G un grafo ćıclico con un orden ćıclico en el conjunto de vértices

dado por v0 < · · · < vn−1, sin vértices dominados. Por el Lema 3.11.3 y como no hay

vértices dominados se tiene que N−(
−→
G, vi+1) es un subconjunto propio de N−[

−→
G, vi].

Consideramos Ni = N−[
−→
G, vi] \N−(

−→
G, vi+1) para i = 0, . . . , n− 1. Afirmamos que

son disjuntos dos a dos, pues si w ∈ Ni ∩ Nj con i < j entonces (w, vi), (w, vj) ∈ E y,
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por lo tanto, w ∈ N−(
−→
G, vi+1) lo cual es absurdo. Entonces tn−1

i=0 Ni = X, en particular

n = |X| = |
n−1⊔
i=0

Ni| =
n−1∑
i=0

|Ni|

De donde podemos concluir que |Ni| = 1 y que

|N−(
−→
G, vi+1)| = |N−[

−→
G, vi]| − 1 = |N−(

−→
G, vi) ∪ {vi}| − 1 = |N−(

−→
G, vi)|.

Luego si k = |N−(
−→
G, vi)|, por el Lema 3.11.2 obtenemos que N−[

−→
G, vi] = {vi−k, . . . , vi}

para todo i = 0, . . . , n− 1 y, por lo tanto,
−→
G es isomorfo

−→
Ck
n.

3.3. Winding fraction y la clasificación de los tipos

homotópicos

En este apartado desarrollamos un invariante de los grafos ćıclicos, el winding frac-

tion. Como
−→
R (X; r) es un grafo ćıclico vamos a usar este invariante para clasificar su

tipo homotópico, pues vimos en la sección anterior que todo grafo ćıclico se desmantela

a un grafo
−→
Ck
n. Veremos que los coeficientes k y n los da el winding fraction y, por lo

tanto, basta calcular los tipos homotópicos de Cl(Ck
n). Estos los da el siguiente teorema

[1, Corollary 6.7] que enunciamos sin demostración, pues ella diverge del tema central
de la tesis.

Teorema 3.24. [1, Corollary 6.7]

Cl(Ck
n) '

{
S2l+1 si l

2l+1
< k

n
< l+1

2l+3
para algún l ≥ 0

∨n−2k−1S2l si k
n

= l
2l+1

para algún l ≥ 0

Ejemplo 3.25. Veamos algunos ejemplos de posibles tipos homotópicos para las cliques
Cl(Ck

n). En primer lugar observemos que Cl(C1
n) es el borde de un poĺıgono si n > 3

y, por lo tanto, tiene el tipo homotópico de S1. Por otro lado, la clique Cl(C2
2n), si

n > 3, es homotópicamente equivalente a S1 × I, pues la clique de los vértices pares
es el borde de un n-ágono aśı como también la clique de los vértices impares. Cada
uno de los vértices pares forma un 2-śımplex con 2 vértices impares y viceversa, de
donde obtenemos una triangulación de S1 × I. Finalmente este espacio resulta ser
homotópicamente equivalente a S1.

Si ahora consideramos la clique del grafo C2
6 resulta que esta es simplemente la

suspensión del cuadrado de vértices 0, 1, 3, 4, con lo cual su tipo homotópico es el de
S2. Inductivamente Cn

2(n+1) resulta ser la suspension de Cn−1
2n y, por lo tanto, tiene el

tipo homotópico de Sn.
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Definición 3.26. El winding fraction de un grafo ćıclico
−→
G se define como

wf(
−→
G) = sup{k

n
: existe un morfismo ćıclico

−→
Ck
n →

−→
G}

Lema 3.27. Propiedades del winding fraction

1. wf(
−→
G) > 0 si y sólo si

−→
G tiene un ciclo dirigido.

2. Si existe un morfismo ćıclico
−→
G →

−→
H entonces wf(

−→
G) ≤ wf(

−→
H ).

3. Si X ⊂ S1 finito y 0 < r < 1/2 entonces wf(
−→
R (X; r)) < r

4. wf(
−→
Ck
n) = k

n
.

Demostración.

1. Si
−→
G tiene un ciclo dirigido por el Lema 3.11.5 la función g : j ∈

−→
C1
n 7→ vj ∈

−→
G

define un mofismo ćıclico, donde n = |V (
−→
G)|. Rećıprocamente si

−→
G no tiene ciclos

dirigidos, admite un morfismo ćıclico de
−→
C0
n pero no de

−→
Ck
n con k > 0, pues este

tiene un ciclo dirigido y por Lema 3.13.1
−→
G tendŕıa uno. Por lo tanto, wf(G) = 0.

2. Sea g :
−→
Ck
n →

−→
G morfismo ćıclico. Por el Lema 3.13.2 tenemos que f ◦g :

−→
Ck
n →

−→
H

es un morfismo ćıclico y, por lo tanto,

wf(
−→
G) = sup{k

n
: existe morfismo ćıclico

−→
Ck
n →

−→
G}

≤ sup{k
n

: existe morfismo ćıclico
−→
Ck
n →

−→
H} = wf(

−→
H )

3. Supongamos que f :
−→
Ck
n →

−→
R (X; r) es un morfismo ćıclico con k ≥ 1, en particular

es un morfismo entre grafos dirigidos y, por lo tanto, para todo i = 0, . . . , n − 1

tenemos que 0 <
−→
d (f(i), f(i + k)) < r. Como todo arco en S1 de la forma

[f(j), f(j + 1)] esta cubierto por exactamente k arcos de la forma [f(i), f(i+ k)],
concretamente los arcos [f(j + 1− s), f(j + 1− s+ k)] con s = 1, . . . , k, se sigue
que

nr >
n−1∑
i=0

d(f(i), f(i+ k)) = k
n−1∑
j=0

−→
d (f(j), f(j + 1)) = k

donde la última igualdad es válida pues como f es ćıclica monótona y no constante,

f(1), . . . , f(n − 1) es un ciclo en S1 entonces
∑

j

−→
d (f(j), f(j + 1)) = peŕımetro

normalizado de S1 = 1.
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4. El morfismo identidad id :
−→
Ck
n →

−→
Ck
n es un morfismo ćıclico entonces por definición

wf(
−→
Ck
n) ≥ k

n
. Por otro lado considerando X = {0, 1

n
, . . . , n−1

n
} vértices de un n-

ágono regular en S1, por la Observación 3.22 para un ε > 0 suficientemente chico
−→
R (X; k

n
+ ε) =

−→
Ck
n. Por la parte 3 del lema actual se sigue que k

n
+ ε > wf(

−→
Ck
n) y

como ε era arbitrariamente chico, se tiene que k
n
≥ wf(

−→
Ck
n).

Concluimos este caṕıtulo con la clasificación del tipo homotópico del complejo de
Vietori-Rips de un subconjunto de S1.

Teorema 3.28. Sea
−→
G un grafo ćıclico, entonces

Cl(G) '

{
S2l+1 si l

2l+1
< wf(

−→
G) < l+1

2l+3
para algún l ≥ 0

∨n−2k−1S2l si wf(
−→
G) = l

2l+1
y
−→
G se desmantela a

−→
Ck
n

Demostración. Por la Proposición 3.23,
−→
G se desmantela a un subgrafo inducido isomor-

fo a
−→
Ck
n para algún par n, k. Dado que existen morfismos ćıclicos

−→
G →

−→
Ck
n y
−→
Ck
n →

−→
G ,

el inducido por el desmantelamiento y la inclusión respectivamente, v́ıa el Lema 3.27.2

concluimos que wf(
−→
G) = wf(

−→
Ck
n) y por el Lema 3.27.4 que wf(

−→
G) = k

n
. Finalmente

por el Teorema 3.24 se sigue el resultado.

Corolario 3.29. Sea X ⊂ S1 finito, 0 < r′ < 2 entonces

R(X; r) '

{
S2l+1 si l

2l+1
< wf(

−→
R (X; r)) < l+1

2l+3
para algún l ≥ 0

∨n−2k−1S2l si wf(
−→
R (X; r)) = l

2l+1
y
−→
R (X; r) se desmantela a

−→
Ck
n

Demostración. ComoR(X; r′) = Cl(R(X; r)), donde r es tal que r′ =
√

2(1− cos(2πr)),
y
−→
R (X; r) es un grafo ćıclico. Entonces, por el teorema anterior, se sigue la conclu-

sión.

3.4. Vietoris-Rips en una poligonal

A continuación estudiamos el complejo de Vietoris-Rips R(X; r) cuando X es un
subconjunto finito de una poligonal convexa cerrada C. Vemos qué valores puede tomar

el parámetro r para construir un grafo ćıclico
−→
R (X; r) que coincida con el 1-esqueleto

de R(X; r).

Ejemplo 3.30. Sea C ⊂ R2 el borde de un cuadrado de vértices consecutivos v0, v1, v2, v3 ∈
R2 ordenados en sentido horario tales que |vkvk+1| = 1 para k = 0, 1, 2, 3, y sea X un
subconjunto finito alĺı. Tomamos algún k ∈ {0, 1, 2, 3} tal que X ∩ conv{vk, vk+1} 6= ∅
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Figura 3.4: (1) A la izquierda el conjunto X ⊂ C ordenado en sentido horario. (2) A la

derecha X ⊂ C, 1 < r ≤
√

5
4

y R(X; r) ' S1 ∨ S1.

y sea x el elemento de esta intersección más cercano a vk. A partir de x ordeno los ele-
mentos de X en sentido horario, ver Figura 3.4.1 para el caso x ∈ conv{v0, v1}. La idea
es que en una misma arista todos los elementos de X estén enumerados sucesivamente.

Sea 0 < r ≤ 1, construimos el grafo
−→
R (X; r) = (X,E), para cada par de elementos

xi, xj ∈ X tales que |xixj| < r agregamos una arista según el siguiente criterio

si xi, xj ∈ conv{vk, vk+1} y i < j entonces agrego (xi, xj) a E.

si xi ∈ conv{vk, vk+1}, xj ∈ conv{vk+1, vk+2} agrego (xi, xj) a E.

Notemos que vértices en lados opuestos no se conectan dado que la distancia entre

los lados opuestos es exactamente 1. Veamos que
−→
R (X; r) aśı definido es un grafo ćıclico.

Sea (xi, xj) ∈ E tal que i+ 1 6= j mod(n)

si xi, xj ∈ conv{vk, vk+1} entonces xi+1, xj−1 ∈ conv{xi, xj} y, por lo tanto,
|xi+1xj|, |xi, xj−1| ≤ |xi, xj| < r. Como xi+1, xj−1 ∈ conv{vk, vk+1} , i + 1 < j
y i < j − 1 obtenemos que (xi, xj−1), (xi+1, xj) ∈ E.

si xi ∈ conv{vk, vk+1} y xj ∈ conv{vk+1, vk+2} entonces xi+1, xj−1 ∈ conv{xi, xj, vk+1}.
Por Pitágoras |xivk+1|, |vk+1xj| ≤ |xixj| y por el Lema 2.13 obtenemos

diam(conv{xi, xj, vk+1}) = diam{xi, xj, vk+1} = |xixj| < r

Por lo tanto, |xi+1xj|, |xixj−1| < r. Si xi+1 ∈ conv{vk, vk+1} entonces (xi+1, xj) ∈
E. Si no xi+1 ∈ conv{vk+1, vk+2}, como i + 1 < j obtenemos que (xi+1, xj) ∈ E.
Análogamente (xi, xj−1) ∈ E.

Finalmente
−→
R (X; r) resulta ćıclico y como R(X; r) = Cl(

−→
R (X; r)), por el Teorema

3.28 obtenemos que

R(X; r) '

{
S2l+1 si l

2l+1
< wf(

−→
R (X; r)) < l+1

2l+3
para algún l ≥ 0

∨n−2k−1S2l si wf(
−→
R (X; r)) = l

2l+1
y
−→
R (X; r) se desmantela a

−→
Ck
n
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Sea ahora 1 < r ≤
√

5
4

y X = {v0, v1, v2, v3,
v0+v1

2
, v2+v3

2
} entonces el complejo

de Vietoris-Rips R(X; r) tiene el tipo homotópico S1 ∨ S1, ver Figura 3.4.2. Por el
contrarećıproco del Teorema 3.28 su 1-esqueleto no admite una orientación ćıclica.

v0 v1

v2v3

x1 x2 x3

x4

x5

x6

v0 v1

v2v3

v0+v1
2

v2+v3
2

Figura 3.5: (1) A la izquierda el conjunto X ⊂ C ordenado en sentido horario. (2) A la

derecha X ⊂ C, 1 < r ≤
√

5
4

y R(X; r) ' S1 ∨ S1.

Ejemplo 3.31. Sea C ⊂ R2 el borde de un rectángulo de vértices consecutivos v0, v1, v2, v3 ∈
R2 ordenados en sentido horario tales que |v1v2| = |v3v0| = l1 ≤ |v0v1| = |v2v3| = l2
y sea X un subconjunto finito alĺı, ver Figura 3.5.1. Si 0 < r ≤ l1, haciendo la mis-

ma construcción del ejemplo anterior vemos que
−→
R (X; r) es un grafo ćıclico y, por lo

tanto, se sigue la misma clasificación del tipo homotópico de R(X; r). En cambio si

l1 < r <

√
l22
4

+ l21 ,de manera análoga al ejemplo anterior consideramos

X = {v0 + v1

2
, v0ε+ (1− ε)v1, v1ε+ (1− ε)v0,

v2 + v3

2
, v3ε+ (1− ε)v2, v2ε+ (1− ε)v3}

Donde ε = ( l2
2

+
√
r2 − l21) 1

l2
, con lo cual los elementos de X no se conectan en diagonal.

Se sigue que R(X; r) tiene el tipo homotópico de S1 ∨ S1 y por el contrarećıproco del
Teorema 3.28 su 1-esqueleto no admite una orientación ćıclica, ver Figura 3.5.2.

Una manera de generalizar los ejemplos anteriores a todas las curvas poligonales
cerradas convexas es la siguiente.

Teorema 3.32. Sea C ⊂ R2 una poligonal convexa cerrada con vértices ordenados en
sentido horario {vk}nk=0, donde n > 2, tales que el ángulo ∠vkvk+1vk+2 ≥ π

2
para todo

k = 0, . . . n, y sea X ⊂ C un subconjunto finito. Si

0 < r ≤ mı́n
k=0,...,n

|vkvk+1|
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entonces existe un grafo ćıclico
−→
R (X; r) que coincide con el 1-esqueleto de R(X; r) y,

por lo tanto,

R(X; r) '

{
S2l+1 si l

2l+1
< wf(

−→
R (X; r)) < l+1

2l+3
para algún l ≥ 0

∨n−2k−1S2l si wf(
−→
R (X; r)) = l

2l+1
y
−→
R (X; r) se desmantela a

−→
Ck
n

Antes de dar la demostración veamos que la hipótesis sobre los ángulos es necesaria.

v0 v1

v2

v3

x1 x2 x3

x4
x5

x6

Figura 3.6

Ejemplo 3.33. Consideramos los puntos x1 = (0, 0), x2 = ( 1√
2
, 0), x3 = (

√
2, 0),

x4 = (0, 1√
2
), x5 = ( 1√

2
, 1√

2
+ 1+ε

√
2

2
), x6 = (

√
2, 1√

2
+ ε) con 0 < ε < 1− 1√

2
y r = 1. Sean

X = {xi}6
i=1 y la poligonal de vértices v1, v2, v3 y v4 que contiene a X tal que |v1v2| =

|v3v2| > |x3x6|, ver Figura 3.6. Por un lado, se cumple que 0 < r ≤ mı́nk=1,2,3 |vk, vk+1| y,
por otro lado, el tipo homotópico del complejoR(X; r) es S1∨S1. Por el contrarećıproco
del Teorema 3.28, obtenemos que el 1-esqueleto del complejo R(X; r) no admite una
orientación ćıclica.

El siguiente lema va a ser de utilidad en la demostración del Teorema 3.32.

Lema 3.34. Sea C ⊂ R2 una poligonal convexa cerrada con vértices ordenados en
sentido horario {vk}nk=0, donde n > 2, tales que el ángulo ∠vkvk+1vk+2 ≥ π

2
para todo

k = 0, . . . n. Entonces

mı́n
k 6=k′,k+16=k′,k′+16=k

dist(conv{vk, vk+1}, conv{vk′ , vk′+1}) = mı́n
k=0,...,n

|vkvk+1|

Demostración. Sean x ∈ conv{vk, vk+1} e y ∈ conv{vk′ , vk′+1} tales que k 6= k′, k+ 1 6=
k′ y k′ + 1 6= k, es decir, que no están en lados adyacentes, quiero ver que |xy| ≥
mı́nk=0,...,n |vkvk+1|. Supongamos además que las rectas vkvk+1 y vk′vk′+1 no son paralelas
y, por lo tanto, existe s = vkvk+1 ∩ vk′vk′+1.

La recta xy separa el plano en dos semiespacios convexos cerrados y en alguno de
ellos está s, alĺı consideramos v el anteúltimo vértice más lejano de xy. Sea L la recta
paralela a xy que interseca v, ver Figura 3.7.
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vk
vk+1

x

vk′
vk′+1

y

s
v

w
u

L

x′

y′

p

Figura 3.7

Sean x′ e y′ los puntos de la intersección de L con vkvk+1 y con vk′vk′+1 respectiva-
mente. Por semejanza resulta que |xy| ≥ |x′y′|. Si w es el vértice más lejano, entonces
wv es un lado de la poligonal. Si conv{w, v} ⊂ conv{x′, y′} se sigue el resultado, pues
en tal caso |xy| ≥ |x′y′| ≥ |wv|. Si no, entonces existe un vértice u 6= v, w tal que L
interseca conv{u,w} en un punto p, pues v es el anteúltimo vértice. Como el ángulo
∠pwv es obtuso o recto, por el Teorema del coseno |pv| resulta ser mayor o igual que
|wv|. Luego

|xy| ≥ |x′y′| ≥ |pv| ≥ |wv| ≥ mı́n
k=0,...,n

|vkvk+1|

Si los lados son paralelos se hace el mismo razonamiento pero es indistinto en que
semiespacio cerrado se tome el anteúltimo vértice. La otra desigualdad es inmediata de
la definición y, por lo tanto, se sigue el lema.

Demostración del Teorema 3.32. Tomamos algún k ∈ {0, 1, . . . , n} tal queX∩conv{vk, vk+1} 6=
∅ y sea x el elemento de esta intersección más cercano a vk. A partir de x ordeno los
elementos de X en sentido horario.

Notemos que si xi, xj no están en lados consecutivos entonces por el Lema 3.34

|xixj| ≥ r. Construimos el grafo
−→
R (X; r) = (X,E), para cada par de elementos xi, xj ∈

X tales que |xixj| < r agregamos la arista según el siguiente criterio:

si xi, xj ∈ conv{vk, vk+1} y i < j entonces agrego (xi, xj) a E.

si xi ∈ conv{vk, vk+1} y xj ∈ conv{vk+1, vk+2} agrego (xi, xj) a E.

Veamos que
−→
R (X; r) aśı definido es un grafo ćıclico. Si (xi, xj) ∈ E tal que i+1 6= j

mod(n)

si xi, xj ∈ conv{vk, vk+1} entonces xi+1, xj−1 ∈ conv{xi, xj} y, por lo tanto,
|xi+1xj|, |xi, xj−1| ≤ |xi, xj| < r. Como xi+1, xj−1 ∈ conv{vk, vk+1} , i + 1 < j
y i < j − 1 obtenemos que (xi, xj−1), (xi+1, xj) ∈ E.
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si xi ∈ conv{vk, vk+1} y xj ∈ conv{vk+1, vk+2} entonces xi+1, xj−1 ∈ conv{xi, xj, vk+1}.
Como el ángulo ∠xivk+1xj es mayor o igual que π

2
, por el Teorema del coseno se

sigue que |xivk+1|, |vk+1xj| ≤ |xixj| y por el Lema 2.13 obtenemos

diam(conv{xi, xj, vk+1}) = diam({xi, xj, vk+1}) = |xixj| < r

Por lo tanto, |xi+1xj|, |xixj−1| < r. Si xi+1 ∈ conv{vk, vk+1} entonces (xi+1, xj) ∈
E. Si no xi+1 ∈ conv{vk+1, vk+2}, como i+ 1 < j entonces (xi+1, xj) ∈ E. Análo-
gamente (xi, xj−1) ∈ E.

Finalmente
−→
R (X; r) resulta ćıclico y como R(X; r) = Cl(

−→
R (X; r)) entonces por el

Teorema 3.28 se sigue el resultado.

A continuación vemos que para poligonales regulares podemos dar una cota mejor
para el parámetro de conexión r.

Proposición 3.35. Sea C ⊂ R2 una poligonal regular con vértices ordenados en sentido
horario {vk}2n−1

k=0 , donde n > 1, y sea X ⊂ C un subconjunto finito. Si 0 < r ≤ |v0vn+1|
entonces existe

−→
R (X; r) grafo ćıclico que coincide con el 1-esqueleto de R(X; r) y, por

lo tanto,

R(X; r) '

{
S2l+1 si l

2l+1
< wf(

−→
R (X; r)) < l+1

2l+3
para algún l ≥ 0

∨n−2k−1S2l si wf(
−→
R (X; r)) = l

2l+1
y
−→
R (X; r) se desmantela a

−→
Ck
n

Demostración. Tomamos algún k ∈ {0, 1, . . . , n} tal que X ∩ conv{vk, vk+1} 6= ∅ y sea
x el elemento de esta intersección más cercano a vk. A partir de x ordeno los elementos
de X en sentido horario.

Notemos que si xi ∈ conv{vk, vk+1} y xj ∈ conv{vk+n, vk+1+n} entonces |xixj| ≥ r.

Construimos el grafo
−→
R (X; r) = (X,E), para cada par de elementos xi, xj ∈ X tales

que |xixj| < r agregamos la arista según el siguiente criterio

si xi, xj ∈ conv{vk, vk+1} y i < j entonces agrego (xi, xj) a E.

si xi ∈ conv{vk, vk+1}, xj ∈ conv{vk+s, vk+1+s} con s = 1, . . . , n−1, agrego (xi, xj)
a E.

Veamos que
−→
R (X; r) aśı definido es un grafo ćıclico. Si (xi, xj) ∈ E tal que i+1 6= j

mod(n) entonces

si xi, xj ∈ conv{vk, vk+1} entonces xi+1, xj−1 ∈ conv{xi, xj} y, por lo tanto,
|xi+1xj|, |xi, xj−1| ≤ |xi, xj| < r. Como xi+1, xj−1 ∈ conv{vk, vk+1} , i + 1 < j
y i < j − 1 obtenemos que (xi, xj−1), (xi+1, xj) ∈ E.
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si xi ∈ conv{vk, vk+1} y xj ∈ conv{vk+s, vk+1+s} para algún s = 1, . . . , n − 1
entonces xi+1, xj−1 ∈ conv{xi, vk+1, vk+2, . . . , vk+s, xj}. Como el ángulo ∠xivk+lxj
es mayor o igual que π

2
para todo l = 1, . . . , s , por el Teorema del coseno se

sigue que |xivk+l|, |vk+lxj| ≤ |xixj| para todo i = l, . . . , s. Luego por el Lema 2.13
obtenemos

diam(conv{xi, vk+1, vk+2, . . . , vk+s, xj}) = diam({xi, vk+1, vk+2, . . . , vk+s, xj})
= |xixj| < r

Por lo tanto, |xi+1xj|, |xixj−1| < r. Si xi+1 ∈ conv{vk+l, vk+1+l} para algún l =
0, . . . , s − 1 , entonces (xi+1, xj) ∈ E. Si no xi+1 ∈ conv{vk+s, vk+1+s}, como
i+ 1 < j obtenemos que (xi+1, xj) ∈ E. Análogamente (xi, xj−1) ∈ E.

Finalmente
−→
R (X; r) resulta ćıclico y como R(X; r) = Cl(

−→
R (X; r)) entonces por el

Teorema 3.28 se sigue el resultado.

Veamos que la cota no se puede mejorar en el caso de una poligonal regular par.

v0

v1

v2

v3

v4

v5

v6

v7

v0+v1
2

v4+v5
2

v0

v1

v2v3

v4

v5

v6

v7 v8

v9

v0+v1
2

v5+v6
2

Figura 3.8

Ejemplo 3.36. Sea C ⊂ R2 una poligonal regular con vértices ordenados en sentido
horario {vk}2n−1

k=0 , donde n > 1. Si l denota a la longitud de un lado, consideramos

|v0vn+1| < r <

√
|v0vn+1|2 +

l2

4

y X = {v0, v1,
v0+v1

2
, vn, vn+1,

vn+vn+1

2
}, ver Figura 3.8 para los casos n = 4, 5. Resulta

que R(X; r) es homotópicamente equivalente a S1 ∨ S1 y por el contrarećıproco del
Teorema 3.28 resulta que su 1-esqueleto no admite un orientación ćıclica.
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