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Introduccion.

El objetivo principal de este trabajo es estudiar bases de Schauder consistentes
en traslaciones de una funcién en L,(R?), y desarrollar los detalles de algunos de los
resultados demostrados en [2] y [6].

Vamos a precisar el concepto de bases de Schauder y sucesiones basicas en el primer
Capitulo, pero como primera aproximacion podemos decir que una base de Schauder es
una sucesion { f, }, oy en un espacio de Banach X tal que cualquier elemento del espacio
se escribe de manera tinica como combinancion lineal infinita de los { f,},cy- Esto es
analogo a la escritura tnica que se tiene en espacios de dimension finita por medio
de bases algebraicas finitas, y en espacios de Hilbert separables por medio de bases
ortogonales y ortonormales numerables - las cuales, como veremos, son casos particulares
de bases de Schauder.

Si bien no todos los espacios de Banach separables tienen bases de Schauder, si las tienen
casi todos los espacios separables con los que se trabaja habitualmente, incluyendo los
espacios de funciones L,(R?) para todo entero positivo d, el espacio L,[0, 1], y en general
todo espacio de dimension infinita L,(v) para algtn espacio de medida (€2, ¥, v) y para
todo p € [1,+00). El uso de bases de Schauder facilita hacer anéalisis en dichos espacios.
Una sucesion bésica en un espacio de Banach X es simplemente una sucesion que es
base de Schauder de un subespacio de X.

Un tipo de bases de Schauder que puede resultar particularmente ttil en varios contextos
son las bases de Schauder incondicionales. Vamos a precisar este concepto en el Capitulo
2, pero hablando intuitivamente, estas son las bases en las que no importa el orden en
que se que se escriba la suma de elementos de la base, lo que también es analogo a los
casos de espacios de dimension finita, y de espacios de Hilbert.

Finalmente, las bases de Schauder de traslaciones de una funcién en L,(R?) son aquellas
en las que los elementos de la base son composiciones de una funciéon fija con una
sucesion de traslaciones. Las traslaciones de una funcién aparecen en varios contextos en
Analisis Funcional, como los marcos y transformadas de Gabor [2], y el caso particular
de bases de Schauder formadas por traslaciones de una funcion fue estudiado en [2],
[5], [6] v [7]. En esta tesis, seguimos las demostraciones de [2| y [6], y probamos los
siguientes resultados principales:

e Sip € [1,2], toda sucesion basica incondicional de traslaciones de una funcion f
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v INTRODUCCION.

en L,(RY) es equivalente a la base canénica de £,,.

e Sip € (2,+0), toda sucesioén basica incondicional de traslaciones en L,(R?) que
es base de Schauder de un subespacio complementado en L,(R?), es equivalente a
la base canénica de ¢,,.

e Sip € (1,4+00), no existen bases incondicionales de traslaciones para L,(R?).
e No existen bases de traslaciones para L;(R?).

A tal fin, primero damos las definiciones y los resultados teéricos preliminares que se
requieren, organizados de la siguiente manera:

En el Capitulo (1| definimos los conceptos de sucesiones basicas y bases de Schauder, como
asi también otros conceptos elementales que necesitamos - en particular, el concepto
de equivalencia de sucesiones basicas -, y demotramos algunos resultados generales que
vamos a usar en los capitulos posteriores.

En el Capitulo 2, precisamos los conceptos de convergencia incondicional y sucesiones
bésicas incondicionales, y demostramos equivalencias que son en general de utilidad en
el estudio de la convergencia incondicional. Vamos a usar algunas de esas equivalencias
en las demostraciones de los Capitulos [3] y

En el Capitulo [3], definimos los conceptos basicos y demostramos algunos resultados
sobre los espacios L, que nos permitiran probar los resultados principales de la tesis.
En particular, introducimos la sucesion de funciones de Rademacher, y demostramos
que para todo p > 1, dicha sucesiéon es equivalente a la base candnica de f5. Vamos a
usar ese resultado en las demostraciones del Capitulo [4]

En el Capitulo [] probamos los resultados principales.



Notacion general.

En esta tesis, vamos a usar la siguiente notacion:

e A menos que se indique lo contrario, todos los espacios llamados X, Y o Z son
espacios de Banach de dimension infinita, y las funciones entre ellos son operadores
lineales continuos. Dichos espacios pueden ser o bien sobre R, o bien sobre C, y a
menos que especifiquemos lo contrario, las demostraciones son validas tanto para
espacios sobre R como para espacios sobre C.

e Si X es un espacio de Banach, llamamos X’ a su espacio dual, By al conjunto
de elementos de X cuya norma es menor o igual que uno, y Sy al conjunto de
elementos de X cuya norma es igual a uno.

e A menos que indiquemos una notaciéon distinta en casos particulares, notaremos
||| a la norma del espacio X, y si Y es un subespacio de X, llamaremos ||-||y a
la restriccion a Y de la norma de X. En caso de que sea claro por el contexto cual
es la norma a la que nos referimos y sea conveniente, la notaremos ||-||.

e SiT : X — Y es un operador lineal continuo, notaremos ||T'|| a la norma del
operador.

e Notaremos |-| a la norma euclidea en R? o C.

e Decimos que un conjunto {fs}sece en un espacio X es seminormalizado si existe
una constante K > 0 tal que para todo ¢ € ®, K~ < ||fs||x < K, y normalizado
si para todo ¢ € @, || fs||x = 1, es decir si es seminormalizado y se puede tomar
K =1.

o
e Si {fi}ien es una sucesion en X, decimos que la serie Y f; converge si existe
i=1
f € X tal que

n

£ =t )

=1

\Y%



VI NOTACION GENERAL.

e Decimos que una funcién 7' : X — Z es w — w continua si es continua cuando se
considera a X y Z como espacios topologicos con la topologia débil.

e Si f es un elemento de X, f es el elemento de X” tal que f(f’) = f'(f) para todo
f" € X' La inclusion candnica de X en su bidual X" es la isometria Jx : X — X"
dada por Jx(f) = f.

e Si {f,} er es un subconjunto de X, llamamos [f, : v € I'| al subespacio vectorial
de X generado por {f,} er , v [fy : 7 € I'] a su clausura.

e Si A es un conjunto, llamamos x 4 a su funcion caracteristica y #(A) a su cardinal.

e A menos que especifiquemos lo contrario, cuando integramos lo hacemos con respec-
to a la medida de Lebesgue, y cuando nos referimos a la medida de algtin conjunto,
es la medida de Lebesgue en el espacio correspondiente, que especificaremos si no
queda claro en el contexto.

e Notamos por u(F) a la medida de Lebesgue de un subconjunto medible E de R

e Dados dos subconjuntos A y B de R?, llamamos d(A, B) a la distancia entre ellos,
de acuerdo con la norma euclidea.

e Llamamos cubo en R al producto cartesiano de d intervalos acotados de R de
igual longitud no nula, y decimos que un cubo (@) tiene lado x si la longitud de
cada uno de sus lados es z. También llamamos [(Q) a la longitud de cada lado de

0.

e Dado un subconjunto A C R?, y un punto =z € R?, llamamos A + z al conjunto
{a+z:a€ A}

e Si f es una funcién que toma valores reales o complejos y A es un subconjunto de
su dominio, notamos

flal@) = xa(2)f (@)

e Sipe (1,400), llamamos p’ al Gnico numero que cumple que % + z% =1.8ip=1,
definimos p’ = oc.

e Si p € [l,+00), a es un elemento de ¢, y b es un elemento de ¢, notamos
a = (a;)ien y b= (bi)ien € {,y. También identificamos b con un elemento de (fp)/

de la manera usual, de modo que b(a) = > a;b;.
i=1

Vamos a agregar més notacion a lo largo de la tesis, a medida que definamos algunos de
los conceptos que usaremos.



Capitulo 1

Bases de Schauder en espacios de
Banach.

En un espacio de Banach de dimensién infinita, toda base algebraica - también
llamada base de Hamel - es no numerable. Por este motivo, las bases de Hamel son de
poca utilidad para hacer anélisis en tales espacios. En los espacios de Banach separables
de dimensiéon infinita mas estudiados, existen bases de Schauder, que son siempre
contables, y en general més ttiles para ese objectivo.

En este capitulo, vamos a definir las bases de Schauder y demostrar algunos de los
resultados basicos que usaremos en el resto de la tesis.

Definiciones y resultados elementales.

En esta seccién, vamos a definir los conceptos elementales, y demostrar algunos
resultados que usaremos en muchas de las demostraciones posteriores.

Definicion 1.1.1. Una Base de Schauder de un espacio de Banach X es una sucesion
{fi}ien de elementos de X que cumple la siguiente condicion: para todo f € X, existe
una unica sucesion de escalares {a;}ien tal que

o0
= E ai fi.
i=1
Una sucesion basica en un espacio de Banach X es una sucesion {f;}ien en X que es

base de Schauder de [f; : i € N].

Observemos que la unicidad de escritura en particular implica que las bases de
Schauder son conjuntos linealmente independientes.
Ejemplos usuales de bases de Schauder son las bases canonicas {e};cy de los espacios

1



2 CAPITULO 1. BASES DE SCHAUDER EN ESPACIOS DE BANACH.

¢,, con p € [1,4+00). Mas precisamente, para cada entero positivo 4, e es la sucesion

(egz))jeN tal que el = 0;j. El espacio { no es separable, y por lo tanto no puede tener

J
una base de Schauder, pero la sucesion {e(i)}ieN es basica en /., y es una base de
Schauder del espacio cq de sucesiones que convergen a cero.

También son ejemplos de bases de Schauder las bases ortonormales de espacios de Hilbert
separables de dimension infinita, como por ejemplo la Base de Fourier en Ls[0, 1], o en
Lo[—m, 7).

El primer resultado sobre bases de Schauder que vamos a demostrar establece equi-
valencias que usaremos posteriormente, y en general que resultan ttiles en muchas

demostraciones en el contexto de bases de Schauder.

Lema 1.1.2. Sea X un espacio de Banach con norma ||-||y, y {fi}ien una sucesion en
X. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) La sucesion { f;}ien es bdsica.

(2) Para todo entero positivo i, f; # 0, y eziste un escalar positivo K y una norma
I[-[|_en_el espacio Y = [f; - i € N] tal que [|f]ly < [[[f|]| < KI|f]ly para todo
felfi:ieN], ytal que para toda sucesion de escalares {a;}ien y para todo par
de enteros positivos m > n, se tiene que

n

Zaifi

=1

m

Zaifi

=1

<

(1.1)

(8) Para todo entero positivo i, f; # 0, y existe una constante positiva K tal que para
toda sucesion de escalares {a;}ien, y para todo par de enteros positivos m > n, se
tiene que

(1.2)

n
Z az’fi
i=1

<K
b's

m
Z az’fi
i=1

X

Demostracion. —

Si { fi}ien es una sucesion basica, en particular es un conjunto linealmente independiente,
y por ende f; # 0 para todo entero positivo i.

Puesto que {f;}ien es una base de Schauder de Y = [f; : i € N|, para todo f € YV existe
una tnica sucesion de escalares {a;};en tal que

[ = Z a; fi,
i=1



1.1. DEFINICIONES Y RESULTADOS ELEMENTALES. 3

donde la convergencia es con respecto a la norma |[-|,.

Por lo tanto, podemos definir una funcion |||-||| : Y — [0, +00) por medio de la formula
Z aifi||| = sup Z a; fi : (1.3)
keN | || .
Es claro que si a es un escalar, entonces |||af]||| = |a||||f]||, y que si f y g son elementos
de Y, entonces ||[f + gl|| < [|[f][ + [[lg]l|- Luego, [[|-[|| es una norma en Y,

Si {a;}ien es una sucesion de escalares, y n y m son enteros positivos tales que n < m,
definimos para cada entero positivo ¢ los siguientes escalares:

a; sit<n,
bi = . .
0 sin<i.
a; sit<m,
Ci = . .
0 sim<i.
Se sigue de ((1.3) y de las definiciones de ¢; y b; para cada entero positivo ¢ que

= sup { } = Ssup { }
keN 1<k<n
X

n

> aif;

=1 i=1
k 00
p{ Yoot =g }=| 2

m

Zaifi

=1

El siguiente paso es probar que el espacio Y con la norma |||-||| es un espacio de Banach.
Sea {g;}jen C Y una sucesion de Cauchy con respecto a la norma ||]|].
Puesto que {f;}ien es una base de Schauder de Y con respecto a la norma ||-||,-, existe

para cada entero positivo j una sucesion de escalares {bgj )}ieN tal que

=", (1.4)
i=1

donde la convergencia de las sumas es con respecto a la norma ||-||,-. Dado que f; # 0
para todo entero positivo ¢, deducimos que si m, j; y j2 son enteros positivos, entonces

1 . ,
~ 1108 - 6)

m m—1

Z <b§jl) - b£j2)> £ — <bZ(J'1) _ b£j2)> fi

i=1 i=1

Y
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i ([ 0 -) )

<—=llg:, — gilll
_||fm||YH|g]1 g]2’”
Por lo tanto, la sucesion de escalares {b%)} es de Cauchy. Concluimos que existe una
jEN

m—1

3 (bﬁjl) _ b§j2)) f;

=1

+
Y

sucesion de escalares {b,, }men tales que

lim 0Y) =b,, VmeN. (1.5)

Jj—+oo

Si j, [, m y n son enteros positivos tales que n < m, se tiene que

_ Z bgj)f S Z (bi _ bg”) f; + Z <b§l) . béi)) f;
=n i=n Y i=n Y
||y+28up{HZ b(“ b“)f }
Y
m—é” Iy +2lllg; = gl (1.6)
Se infiere de ((1.5)) y (1.6]) que
bez Zb <thUP (Z ‘||y+2|||9j—gz|||>
§2Sll>1p{mgj —alll} VieN (L.7)
)

Dado ¢ > 0, elegimos enteros positivos jg y ng tales que si jo < 5 < [, entonces
llg; — ]l < 4-1e, y i mg < n < m, entonces

b0 ¢ <§. (1.8)

Y

Se deduce de (L1.4)), (1.5), (1.7) v (L.8]) que si ng < n < m, entonces

i b f; — i bEjO)f + i bEjO)fi
i=n i=n Y i=n Y

€ € €
<2sup {|||gjo — alll} + 5 <2 <Z> 3
1>350
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=e€.

m
Concluimos que Y b; f; converge con respecto a la norma |||y, es decir que existe g € Y’
i=n

tal que

= 0. (1.9)

g— Z bi fi
i=1

Tomando n =1y m =k en (1.7) para cada entero positivo k, se sigue de ([L1.3]), (1.4)),

L7 y (L9) que
k koo
llg — 1 =sup{ S 0f - S W0, }
ReN U=t i=1 y

§2Slgp{|ng —alll} VjeN
)

Deducimos que {g;}jen converge a g en la norma |||-|||, y que Y es un espacio de Banach
con la norma |||

Puesto que ||f||ly < |||f]|| para todo f € Y, por el Teorema de la Aplicacion Abierta se
infiere que Id : (Y, ||| f]||) = (Y,]|-||y-) es abierta y por lo tanto un isomorfismo, lo que
implica que existe K > 0 tal que |||f||| < K||f||y para todo f €Y.

BINE)

Como ||f||x = |If|ly para todo f € Y, se deduce que si {a;}ien es una sucesion de
escalares y n y m son enteros positivos tales que n < m, entonces

n n m
Zaifi < Zaifi < Zaifi‘
i—1 ¥ i—1 i=1
m
<K Zaifi
=1 X

(€] (€8]

SigeY =|[fi:ieN], existe una sucesion {g;};en C [fi : ¢ € N] tal que
1 :
lg; — gllx < 7 WeN (1.10)

Puesto que g; € [fi : i € N] para cada j € N, existe una sucesion de enteros positivos
{m;}jen v escalares {bz(»])}ie{17,,_,mj} tales que

mj

gi=> 00f VjeN (1.11)

i=1
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Definimos bl(j ) =0 para todo par de enteros positivos ¢ y j tales que i > m;.

Sim, j1 y jo son enteros positivos de (1.2), (1.10) y (1.11) se sigue que

15 = 832) fl |

m m—1

(41) Jz) (31)_ (G2)\ ¢
1@ )53 -

‘b(h _ p ‘

Wmmxl 2 .
m m—1
< 1 3 (bﬁjl) —b§j2)) I (bgm _b§j2)) f;
||fm||X i=1 X =1 X
m4m;, +my,
2K ; ; 2K
< (7 =62 ]| = g5 = 93
[ fmllx ; | fllx 7 720X
X
< 2K (1 n 1)
“Mfmllx N\ o)
Concluimos que existe una sucesion de escalares {b,, }men tal que
lim oY) =b,, Vm €N, (1.12)

j—+o0

Si j, [ n y m son enteros positivos tales que n < m, se tiene que

o= <[|$5 (-0 ] ][50 -0 5
=n i=n X i=n X i=n X
m~+m;+my
l 1 ;
Ol +2m || S0 (00 -89 1
i=1 ¥
x4+ 2K]|g; — all- (1.13)
Tomando limite en ([1.13)), por (1.10) y (1.12) deducimos que
_ @ el < RO o
2, <w5&(, o= b1l + 2K1lg, m@
=n X 1=n
2K
<— VjeN (1.14)
J

Dado € > 0, sea jo un entero positivo tal que 4K j;* < €, y ny un entero positivo tal
que si n y m son enteros positivos y ng < n < m, entonces

f: b,gjo) f'

€
<-. 1.15
< (1.15)

X
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Se deduce de (1.14)) y (1.15)) que si ng < n < m, entonces

bi 7 < bZ s — b(jO) ; + b(JO) : < i + b(]o) i
St <SS | o] <2 S
i=n X i=n i=n X i=n X i=n X
<e.
Concluimos que Y b; f; converge en X.
i=1
Si elegimos n = 1 y tomamos limite en ((1.14)), inferimos que
bifi —g;|| = lim bifi—> LIl <E= vjieN 1.16
;f gjxm%oo;f ;fo_] J (1.16)

Se sigue de (1.10)) y (L.16) que
g= Z bifi.
i=1

Para completar la demostracion de que { f;};en es una base de Schauder de Y, resta
ver que la escritura es tnica.

Supongamos que »_ a;f; = > b; f;. Se sigue 1) que
i=1

=1

n n+l
Z(ai_bi) fill £K Z(ai_bi) fi V(n,l) € N x N,
i=1 X i=1 X
Tomando limite, resulta que
n n+l
Z (ai —b;) fi Sll}-lgloo <K Z (ai —b;) fi )
i=1 X =1 X

[e.o]

> (a; =) f

=1

=K —0 VneN. (1.17)

X
Dado que f; # 0, si tomamos n =1 en , deducimos que a; — by = 0, es decir que
a1 = by. De manera similar, si tomamos n = 2, como a; —b; =0y fs # 0, deducimos
que as — by = 0, es decir que as = by. Razonando inductivamente, deducimos que a; = b;
para todo entero positivo i. ]

Observacion. Si {K;}jen es una sucesion de nimeros positivos que converge a un
limite Ky, y la desigualdad se cumple para todo K, entonces también se cumple
para Ky. Por lo tanto, para cada sucesion bdsica existe un minimo nimero positivo para
el cual se cumple (1.4). Ese nimero se denomina constante de la sucesion basica (o
de la base). Tomandon=m =1 ya; =1 en , se infiere inmediatamente que la
constante de la base es siempre mayor o igual que uno.
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Si consideramos el espacio Y = [f; : i € N] con la norma de la afirmacion del
Lema - llamada trinorma -, resulta que la sucesion { f; }ien es una base de Schauder
de dicho espacio cuya constante es uno. Aunque no vamos a usar ese resultado en las
demostraciones de esta tesis, en el contexto general del estudio de bases de Schauder,
ese hecho permite simplificar algunas demostraciones asumiendo que la constante de la
base es uno.

El siguiente resultado se deduce inmediatamente de la definciéon de constante de una
base o sucesion basica.

Proposicion 1.1.3. Sea {f;}ien una sucesion basica en X de constante K. Para toda
sucesion de escalares {a;}ien, y para todo par de enteros positivos n y m, se tiene que

m m
Zaifi < (K +1) Zaifi
i=n X i=1 X
Ademds, si f = > a;f;, entonces
i=1
SSadl| < KAl w |[Sak]| <2riflx
=1 X i=n X

Demostracion. Para la primera afirmacion, tenemos:

m m n—1 m n—1
Soaifil| =D oafi =Y afi|| <D afi|| +||]Daif;
i=n X =1 =1 X =1 X i=1 X

< Z a;fil| +K Z a; fi
i=1 X i=1 X
=(K +1) Z aifi
=1 X

(o]
Si f =) a;fi, para cada par de enteros positivos j y [ se tiene que
i=1

J+l

Zaz’fi Zaifi

Si hacemos que [ tienda a infinito, concluimos que

J
Z a; fi
=1

<K
X

X

<K||fllx VjeN

X
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Luego, si n < m, entonces

m m n—1
S| <||Sah|| +|[Swh|| <K+ KIS
i=n X i=1 X i=1 X

<2K][fl]x-

]

Si {fi}ien es una base de Schauder de X, por definicion para cada f € X existe una
(0.9}

sucesion unica de escalares {a;};en tales que f = > a;f;. Por lo tanto, existe para cada
i=1

entero positivo j una tnica funcién lineal f; de X en el cuerpo de escalares tal que

La sucesion { f/};en se denomina sucesion de funciones coordenadas de la base {f;}ien.
o

Observemos que si f € X, entonces f = > f/(f)fi- Por lo tanto, la siguiente Observacion
i=1

se sigue inmediatamente de la Proposicion [1.1.3]

Observacion 1.1.4. Sea {f;}ien una base de Schauder de X, {f!}ien la sucesion de

funciones coordenadas, y K la constante de la base. Sin y m son enteros positivos tales
que n < m, entonces para todo f € X, valen las siguientes desiqualdades:

STHNOE < Kllfllx. v
=1 X
STHWNA| < 2K]Ifllx.
i=n X

En particular, se tiene que

() fillx <2K]||f|lx Vi€ N.

Ejemplos de sucesiones de funciones coordenadas son las bases candnicas de £, si
p € (1,+00). Mas precisamente, identificando (¢,)" con £, para todo p € (1,+o0), la
base canénica {e?};cy del espacio £, es la sucesién de funciones coordenadas de la base
canénica {e};cy del espacio £,
También son ejemplos de sucesiones de funciones coordenadas las bases ortonormales
de espacios de Hilbert separables de dimensién infinita. En estos casos, identificando el
espacio con su dual, resulta que f/ = f; para todo entero positivo 7.
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En todos estos ejemplos, las funciones coordenadas son continuas, y mas aiin, en estos
casos la sucesion de funciones coordenadas de una base de Schauder de X es una sucesion
béasica en X'. Vamos a probar seguidamente que esto vale para toda sucesion de funciones
coordenadas de una base de Schauder.

Proposicion 1.1.5. Si {fi}ien es una base de Schauder de X de constante K y {f!}ien
es su sucesion de funciones coordenadas, entonces para todo entero positivo i la funcion
fl es continua, y se tiene que

2K
Ifillx

1
< Il < (1.18)
7l

En particular, si {fi;}ien es seminormalizada, {f!}ien es seminormalizada.

Demostracién. Para cada entero positivo i, como f; # 0, por la Observacion se
deduce que

DA 2Kl
= = Tl

Por lo tanto, f] es continua, y

, 2K
fillxr < 7 (1.19)
|1fillx

Teniendo en cuenta que f/(f;) = 1, inferimos que

L _ A el fllx
il M Aillx = (lfillx

= [Ifillx- (1.20)

]

Observemos que para cada par de enteros positivos 7 y j, se tiene que fj’( fi) = dij,
y que si {g;}ien es una sucesion en X' tal que g;(f;) = d;;, entonces g; = f; para todo
entero positivo j.

Proposicion 1.1.6. Sea {f;}ien una sucesion bdsica en X, y K la constante de la
sucesion. La sucesion de funciones coordenadas {f!}ien es una sucesion bdsica en el
espacio dual de [f; 11 € N|, y su constante es menor o igual que K.

Demostracion. Sea Y = [f; : i € N|. Por la Proposicion [1.1.5, {f/}:cn es una sucesion
en Y.
Sean n y m enteros positivos tales que n < m, y {b; };en una sucesion de escalares.
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Si f € By, se tiene que f = > fi(f)fi, y por la Observacion |1.1.4 resulta que
j=1

K1 éf;(f)fj € By. Luego,

S0,
=1

> > bif (Klzf}(f)fj> z% SOS T w i)
yro =l i=1 i=1 j=1

:% ZZbif;(f)fl-’( (be> ( )‘
(=, o
L (zbf> (f)‘-

Por lo tanto,

IS o]
> bif]
=1 Y

Puesto que f/ # 0 para todo entero positivo ¢ porque f/(f;) = 1, concluimos por el
Lema que {f/}ien es una sucesion bésica en Y, y su constante es menor o igual
que K. O

<K

En los ejemplos de las bases canonicas de ¢, para p € (1, +00), y de bases ortonormales
de espacios de Hilbert separables de dimension infinita, las sucesiones de funciones
coordenadas no son solo sucesiones basicas en el espacio dual, sino también bases del
mismo. Este resultado vale para todas las bases de Schauder de espacios de Banach
reflexivos, como demostraremos seguidamente.

Lema 1.1.7. Si {f;}ien es una base de Schauder de un espacio de Banach reflexivo
X, la sucesion de funciones coordenadas {f!}icn es una base de Schauder de X', y la
sucesion de funciones coordenadas de { f!}ien es la sucesion {ﬂ-}ieN, y es una base de
Schauder de X". Por lo tanto, para toda f' € X', se tiene que

=Y _rUf (1.21)
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Demostraciéon. Por la Proposicion {f!}ien es una sucesion basica en X'.
Sea f' € X'. A
Si f" e X" existe f € X tal que f” = Jx(f) = f, es decir que f"(¢') = ¢'(f) para todo

g € X'. Como f = > fl(f)[i resulta que
i=1

”—JX<Zf > Zf )Jx(fi) = Zf (1.22)

Dado € > 0, sea ng € N tal que

€
1l <— v >n, 1.23
| ST ’ (1:29)

Como f; (fj’) = fj(fi) = di; para todo par de enteros positivos i y j, se sigue de (1.22) y
(1.23]) que si n > ng, entonces

! (f’ - Zf’(f»f;-)

:Zf (f Zf (fi)f >
:Zfzm )= S HOF ()

i=1 j=1

=2 HWDLU) = D LNT ()

=| > AN = f’(z f{(f)fi)‘

i=n+1 i=n+1

/ - !/ ! €
<l || 32 20| <7 ()
<e.

Se deduce que la sucesion { > () fj’} converge débilmente a f’. Como la clausura
j=1

neN
de [f! : i € N] con respecto a la topologia inducida por la norma coincide con su clausura

débil porque [f! : i € N] es un subespacio, inferimos que f’ € [f/ : i € N].

Concluimos que X' = [f! : i € N], lo que implica que {f!/};cn es una base de X.

Dado que f](f,) = f/(f;) = 0;; para todo par de enteros positivos i y j, deducimos que
{ f}-}ieN es la sucesion de funciones coordenadas correspondiente a {f/}icn, v puesto que
i) = f](f’) = f'(f;) para todo entero positivo j, la igualdad (]ﬁ vale.
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Puesto que X’ es reflexivo y {f/}ien es base de X ' por lo ya probado concluimos que
su sucesion de funciones coordenadas {f;}ien es base de X”. O

Como demostraremos en breve, toda subsucesion de una sucesion basica es también
una sucesion béasica, y la constante de la subsucesion es menor o igual que la constante
de la sucesion original. Un concepto més general que el de subsucesion de una sucesion
bésica, y que también permite obtener sucesiones béasicas a partir de una sucesion
original, es el de base de bloques, definido de la siguiente manera:

Definicion 1.1.8. Si {f;}ien es una sucesion bdsica en X, una sucesion {ug}ren se
denomina base de bloques de {f;}ien si existe una sucesion de escalares {a;}ien, y dos
sucesiones de enteros positivos {pgtren Y {qk tren tales que:

e Para todo k € N, pr < qx < pra1-

e Para todo k € N, se tiene que

9k

Uk = Z a; fi-

=Pk
e Para todo k € N, existe pr, < i < q tal que a; # 0.

Una subsucesion de una sucesion basica es un caso particular de base de bloques, en
la cual cada bloque es un tnico elemento de la sucesion original.
Seguidamente, vamos a establecer un resultado elemental sobre bases de bloques.

Proposicion 1.1.9. Si {fi}ien es una sucesion basica en X de constante K, y {u;}ien
es una base de bloques de { f; }ien, entonces {u;}ien es una sucesion bdsica, y su constante
es menor o iqual K.

En particular, si {fi, }ren €5 una subsucesion de {fi}ien, entonces {fi, },oy €5 una
sucesion bdsica cuya constante es menor o igual que K.

Demostracion. Como {u;};en es una base de bloques de {f;}ien, existe una sucesion
de escalares {a;}ien, v dos sucesiones de enteros positivos {px ren ¥ {4k fren tales que
se cumplen las condiciones de la Definiciéon [1.1.8|

Dado que {f;}ien €s una sucesion bésica, es un conjunto linealmente independiente, y
como para cada entero positivo k, existe pr <1 < ¢ tal que a; # 0, se sigue que

up 20 Yk eN. (1.24)

Si {bx }ken es una sucesion de escalares, definimos para cada entero positivo ¢ un escalar
¢; por medio de la formula
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bra; sipr <i < qp,
C; = . .
0 si Pk pr <i < g

Si ny m son enteros positivos tales que n < m, entonces ¢, < ¢, y por lo tanto

= Z bk Z aifi Z Z bkazfz Z Z szz
k=1 i=ps X k=1 i=py k=1 i=py
qn dm m
i=1 X i=1 X k=1 i=py X
=K Z Zbkazfz = Zaifi
k=1 i=pg 1=pg X

(1.25)

k=1 X

Por el Lema [1.1.2] se sigue de (1.24)) y (1.25)) que {uy }ren es una sucesion basica cuya
constante es menor o igual que K. O]

Notemos que si {f;}ien €s una sucesion basica, {f/}ien es la sucesion de funciones

coordenadas, y {fi },..n, €8 una subsucesién de {fi}ien, la sucesion {f;, }, oy es basica
por la Proposicion |1.1. 9 y como (flj) = Oy; para todo par de enteros positivos k y

!

— es la sucesiéon de funciones
ke [fijiJEN]

keN

7, resulta que la sucesion de restricciones

coordenadas de {f;, },.on-

Equivalencia de sucesiones basicas.

En esta seccién, vamos a introducir el concepto de equivalencia de sucesiones basicas,
y a demostrar resultados que usaremos en demostraciones posteriores, y en particular
para demostrar la equivalencia entre la base canoénica de ¢, y ciertas sucesiones basicas
de traslaciones en L,(R?), en las condiciones que especificaremos en el Capitulo .

Definicion 1.2.1. Dos sucesiones basicas {g;}ien CY y {fi}ien C X se dicen equiva-

lentes si para toda sucesion de escalares {a;}ien, la serie > a;g; converge en'Y si y solo

=1
00

si la serie Y a;f; converge en X.
i=1

Por ejemplo, si Y y X son espacios de Hilbert, y {g;}ien v {/i}ien son conjuntos
ortonormales en Y y X respectivamente, entonces {g;}ien v {fi}ien son sucesiones
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(o]
basicas equivalentes, ya que para toda sucesion de escalares {a; }ien, la serie > a;g;

=1
oo

converge en Y si y solo si la serie > |a;|?
i=1

converge en R, y la misma condiciéon es

o0
necesaria y suficiente para que Y a;f; sea convergente en X.
i=1
La siguiente Proposicion muestra otros ejemplos de equivalencia de sucesiones basicas,

que usaremos luego en la demostracion de la proposicion [I.2.11]

Proposicion 1.2.2. Sip € [1,400), y {u; }ien €s una base de bloques seminormalizada
de la base candnica de {,, entonces {u;}ien es una sucesion bdsica equivalente a la base
canonica de {,,.

Demostracion. Como {u;}cy es una base de bloques de una sucesion basica, la
Proposicion dice que {u;};en es basica.

Dado que {u; };en es una base de bloques de la base canonica de £, existen dos sucesiones
de enteros positivos {p;}ien ¥ {¢i}ien, ¥y una sucesion de escalares {b, },en tales que
para todo entero positivo ¢, se tiene que p; < ¢; < piv1, ¥

U; = i b,e™.

n=pi

Si 4y e iy son enteros positivos tales que iy < i9, y {a;}ien €s una sucesion cualquiera de
escalares, entonces

io p io i p 2 G p
Z a;; = Z a; Z b,e™ = Z Z a;b,e™
i=iq A =i n=p; ‘0 1=11 N=p; £

i2 qi i2 qi
= labal? =D lail? { D [bal”
=11 N=p; =11 n=p;

12
= el fual [} - (1.26)
i=i1
Sea K una constante positiva tal que K~ < ||uil[;, < K para todo entero positivo i.
Deducimos por (|1.26)) que
p

12 p 12 12 p 12

% Zaie(i) :Z la;|PK ! < Zaiui < f: la;|PK = K Zaie(i)

i=i1 ¢, =il i=i1 ¢, i=i i=i1 0

o o

Concluimos que > a;u; converge si y solo si > a;el converge, y como {u; }ien v {€® }ien
i=1 =1

son sucesiones basicas, esto implica que son equivalentes. O
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Posteriormente usaremos la Proposicion junto cone el Principio de Seleccion
(Teorema [1.2.8)) para demostrar que L,(R?) no es isomorfo a £,,.

También vamos a usar el siguiente resultado elemental:

Proposicién 1.2.3. Si 1 < p < ¢ < +o0, entonces la base canonica de ¢, no es
equivalente a la base canonica de (.

Demostracién. Para cada ¢ € N, definimos a; = . Puesto que 0 < 2p <l< =L 5

z‘p+q +q

(o]
: i
se deduce que la serie a;e® converge en 4, pero no en £, O
i=1

A continuacién, demostraremos dos caracterizaciones ttiles de equivalencia de suce-

siones basicas.

Lema 1.2.4. Sea {f;}ien una base de Schauder de X, y {g;}ien una sucesion en Z. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Eziste un isomorfismo T : X — [g; : i € N] tal que T(f;) = g; para todo entero
Positivo 1.

2. Eziste una constante positiva M tal que para toda sucesion de escalares {a;}ien y
para todo entero positivo n, valen las siguientes desigualdades:

i9i Z aifi|| <M Z a;gi (1.27)
i=1 X =1 A
3. La sucesion {g; }ien es una sucesion bdsica equivalente a {f;}ien.
Demostraciéon. Sea Y = [g; : i € N].
Si (1] es verdadera, sea M = max {||T||,||T~!||}. Se tiene que
A S P S Qe S X1
i aig; _m Zazgz = ’— Zaz (fi) W zfz
=1 Z i=1 Z 1=1 X
Zaifz Zaz 9)|| <IIT” Z aig;
i=1 " -

n

Z a:9i

i=1

<M

Z

Por lo tanto, [I] implica [2|
Supongamos ahora que [2] vale. Si n es un entero positivo, tomando a, =1y a; =0
para todo entero positivo ¢ # n, se sigue de (1.27) que ||f,||x < M||gn||z. Puesto que
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fn # 0 porque { f;}ien es basica, esto implica que g, # 0. Como n es un entero positivo
cualquiera, inferimos que

940 VieN. (1.28)

Sea K la constante de {f;}ien. Sin y m son enteros positivos tales que n < m, y {a;}ien
es una sucesion de escalares, entonces por ((1.27) concluimos que

iaigi <M znzaz‘fi <MK iaz’fi
i=1 z i=1 X =1 X
<M*K iaigi (1.29)
i—1

Z

Por el Lema [1.1.2} se deduce de ((1.28) y (1.29)) que {g;}ien es una sucesion bésica en

Z. Veamos ahora que es equivalente a { f; };en: Dados enteros positivos n y m tales que
m > n, y una sucesion de escalares {a; }ien, definimos para cada entero positivo ¢ un
escalar b; por medio de la formula

b a; sin<i<m,
i = .
0  en cualquier otro caso.

Se sigue de ((1.27) y la definiciéon de b; para cada entero positivo ¢ que

Z a;gi|| = Z bigi|| <M Z bi fi
i=n VA i=1 VA i=1 X
0| e (1.30)
i=n X
De manera similar, vemos que
Zaifi - Zbifi <M Zbigi
i=n X =1 X =1 VA
v |[Y g (131
=n A

Dado que n y m son dos enteros positivos cualesquiera que cumplen la condicion
o0 oo

n < m, deducimos de ([1.30) y (1.31)) que > a;f; converge si y solo si Y a;g; converge.
i=1 i=1
Concluimos que {f;}ien v {¢:i}ien son sucesiones bésicas equivalentes, es decir que

implica [3]
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Supongamos que |3| vale, y sean { f/}ien v {¢; }ien las sucesiones de funciones coordenadas
de {fi}ien v {9i}ien respectivamente.

Dado que {f;}ien es una base de X, para cada f € X se tiene que f = > f/(f)f;. Como
i=1

o
para toda sucesion de escalares {a;}ien, la serie > a;f; converge en X si y solo si la
i=1

(o]
serie Y a;g; converge en Y, existe un operador lineal T': X — Y dado por la formula
i=1
o0

T(f)=>_f (g

i=1

que resulta continuo por el Principio de Acotacion Uniforme. Por simetria, inferimos
que existe un operador lineal continuo S : Y — X dado por la férmula

S (g) =Zgé(9)fi-

Es claro que S es el inverso de T', y por ende T es un isomorfismo de espacios de Banach.
Dado que T'(f;) = g; para todo entero positivo j, concluimos que [3| implica . O

Vamos a usar el Lema [1.2.4] en las demostraciones de la siguiente Proposicion y su
Corolario - que méas adelante usaremos para probar uno de los resultados principales de
esta tesis, el Teorema [4.5.5]-, y también en la demostracion de la Proposicion [I.2.7], que

usaremos en la demostracion del Teorema [1.2.8]

Proposicion 1.2.5. Sean {fi}ien € X y{gi}ien CY sucesiones bdsicas, y sean { f!}ien
y {9i}ien las respectivas sucesiones de funciones coordenadas. St { f;}ien Y {gi}ien son
equivalentes, entonces { f!}ien y {9.}ien son equivalentes.

Demostracion. Sean Y; =[g;:i € N], y X; =[f; : i € N].

Dado que {gi}ien ¥ {fi}ien son bases de Schauder de Y; y X; respectivamente, la
Proposicion dice que las sucesiones {¢}}ien v {f!}ien de funciones coordenadas
son sucesiones bésicas en Y/ y X respectivamente.

Como {gi}ien ¥ {fi}ien son equivalentes, por el Lema , existe un isomorfismo
T : X, — Y tal que T(f;) = g; para todo entero positivo i.

SiT*: Y/ — X7 es su adjunto de Banach, entonces

(T (9:)) (f5) =9: (T (f;))) = 9i (95)
:(51']‘ \V/(Z7j) e N x N,
lo que implica que T* (¢;) = f! para todo entero positivo i. Puesto que la restriccion
de T* a [g} : i € N] es un isomorfismo entre [¢} : i € N] y [T*(¢}) : i € N] = [f/ : i € N],
concluimos por el Lema que {g.tien v {f!}ien son equivalentes. O
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Corolario 1.2.6. Sean { fi}ien y {gi}ien bases de Schauder de X y de Z respectivamente,
y sean { f!}ien v {9 }ien las sucesiones de funciones coordenadas. Si X y Z son reflexivos,
entonces { fi Yien v {gitien son equivalentes si y solo si {f}ien y {4, }ien son equivalentes.

Demostracién. Por la Proposicion [1.2.5] solo resta demostrar que si {f/}ien ¥ {¢} }ien
son equivalentes, entonces, { fi}tien ¥ {gi}ien son equivalentes.

Por el Lema [1.1.7] la sucesion {f/}ien es una base de Schauder X’ y su sucesion de
funciones coordenadas es { f; }ien, mientras que {g/} ;e es una base de Schauder de 7/,
y su sucesion de funciones coordenadas es {g; }ien-

Por lo tanto, la Proposicion aplicada a las bases { f/ }ien v {4 }ien, dice que {fi}ieN
es equivalente a {g; }ien.

Puesto que la inclusion Jyx : X — X" es un 1somorﬁsmo tal que Jx(f;) = fl para todo
entero positivo i, se sigue por el Lema 4 que { fl}leN es equivalente a {f;}ien. De
manera similar, concluimos que {g; }ien €s equlvalente a {g; }ien-

Como la equivalencia de sucesiones basicas es una relacion de equivalencia, se sigue que

{fi}ien es equivalente a {g; }ien. O

En lo que resta de la seccidon, demostraremos un Principio de Seleccién, que nos
permitird en particular demostrar que L,(R?) no es isomorfo a ¢, si p # 2.
Para demostrar el Principio de Selecciéon, vamos a usar el siguiente resultado auxiliar:

Proposicion 1.2.7. Sea {f;}ien una sucesion bdsica en un espacio de Banach X,

Y =1[fi :€N], y {fl}ien CY’ la sucesion de funciones coordenadas.

Si{gi}ien C X es una sucesion tal que > ||fl|ly/ || fi — gillx < 1, entonces {g;}ien es
=1

i=
una sucesion basica equivalente a { f;}ien-
o @]
Demostracion. Sea 6o = > ||f/|ly+ [|fi — gil| -
i=1
Si {a;}ien es una sucesion de escalares y n es un entero positivo, entonces

Zaifi = Zazgz Z i(gi_
=1 Y

i9i
=1

+ Z lai| |lg: — fill x
X =1

=D ag +Z fi (Z%‘fj) 1fi — gillx
=1 X i=1 J=1

<|ISag| + S a1 15— gl
i=1 x i=1[lj=1 Y

n

= Z a;gi|| =+
X

=1

n
> asf;
j=1

(ZHfi/HY’ |1 _gz‘HX>
y \i=1
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< Z aigi|| =+ 0o Z a; fi
i=1 X =1 Y
Como dy < 1, esto implica que
: T 1—9p |4
i=1 Y =1 X
También tenemos que
Zaigi = Zaifi_zai(fi_gi) < Zaifi ‘|‘Z|ai|||fi_gi||x
i=1 X i=1 i=1 X i=1 x  i=1
(S| =3 () -
=1 0% i=1 Jj=1
< Zaz’fi +Z Zajfj filly: Lfi = gill x
i=1 y =1 ||j=1 v
= Zaifi + Z@z’fi (ZHJCZ’/HY’Hfi_giHX)
i=1 y i=1 y \i=1
<(1+00) || ail; (1.33)
=1 Y

Si M = méx {Tl&), 1+ 50}, de (|1.32) y (1.32) se sigue que vale la afirmacion |2 del Lema
1.2.4] Concluimos que {g;}ien es una sucesion bésica equivalente a { f; }ien. O

Teorema 1.2.8 (Principio de Seleccion de Bessaga-Pelczynski). [1f Sea {fi}ien una
base de Schauder de X, {f!}ien la sucesion de funciones coordenadas y {gntnen una
sucesion acotada inferiormente en X que cumple la siguiente condicion:

lim fl(g.) =0. Vi€N.

n—-+00
Entonces, existe una subsucesion { gk, }nen que es equivalente a una base de bloques de
{fi}ien-
Demostracion. Sea K la constante de la base {f;};en y M una constante positiva tal
que M < ||g;]|x para todo entero positivo i. Definimos € = s min{M, K '}, y k; = 1.

oo
Como gx, = Y. fl(g,) i, existe un entero positivo n; tal que
i=1

g — > floe) fi
=1

< .
10K
X
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Siup = Z f1(gk,) fi, tenemos que

1=

€
10K

Hglﬂ _ulHX <

Puesto que lim,,,, f/(g,) = 0 para todo entero positivo 7, existe un entero positivo
ko > kq tal que

ny
, €
4 e < — 1.34
> 1t 1l < g7 (1.34)
Dado que gx, = > f/(gx,) fi, existe un entero positivo ny > n; tal que
i=1
€

L —
— 102(2K)°
10K

(1.35)

> Flge)f

1=no+1

n2
Stus = Y. fl(gry)/[i, se sigue de (1.34) y (1.35)) que

i=ni1+1
n1
g, — uall = Zf i) f Z o) bl =D floe) fi+ Z Flgrs) f
i=ni1+1 X =1 i=no+1 X
< 4 , ! . < € €
—Zl: |fz(gk2>| ||fZHX + .22;1 fz(gk‘z)fl — 102<2K) + 102(2K)
1= =" X

. €
102K

Razonando inductivamente, deducimos que existe una subsucesion { g, }nen de {gi tien,
y una base de bloques {u, }nen de {f;}ien tales que

€
gk, = unlly < 15oe VR EN. (1.36)

Dado que 1 < K y que 4¢ < M < ||gx, ||x para todo entero positivo n, inferimos por

(1.36) que

unllx =gk, = (grn — wn)llx 2= 1|grallx = [lgr, — unllx > 4 —€
=3¢ VneN.

Se sigue que

—_

IN
|~

Vn € N. (1.37)
[lun |
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Como {uy, }ren es una base de bloques de { f; }ien, la Proposicion dice que {uy }nen
es una sucesion bésica cuya constante es menor o igual que K. Por lo tanto, la Proposicion
y la desigualdad 1) implican que si Y = [u, : n € N], entonces

, 2K oK 2K
[y < = < =
lunlly [lunllx = 3€
K
<— VneN (1.38)
€

Se deduce de (1.36) y (1.38) que
> /K € > 1
/ , " — < _ ( ) — -
;:1 |y | [tn = Grallx < 1 ( 6) 10K ;:1: 10n

1

=5
Luego, la Proposicion dice que {gk, fnen €s una sucesion basica equivalente a
{un}nEN- O

Observacion 1.2.9. Si {g,}nen estd acotada inferiormente y tiende a cero en la topo-
logia débil, se cumplen las condiciones del Principio de Seleccion, y por lo tanto existe
una subsucesion {gx, tnen que es equivalente a una base de bloques de { f;}ien.

Observacion 1.2.10. Si {g,}nen es seminormalizada, entonces {gx, tnen también lo

es. Luego, el Lema implica que la base de bloques {uy, }nen equivalente a {gg, tnen
es seminormalizada.

Una aplicacion del Principio de Seleccion es la siguiente:

Proposicion 1.2.11. Sip € [1,+00), X es un espacio isomorfo a un subespacio Y de
Cy, y {fitien € X es una sucesion seminormalizada que tiende débilmente a cero, existe
una subsucesion { fi, }.cy que es una sucesion bdsica equivalente a la base candnica de

0,

Demostraciéon. Sea T : X — Y C /, un isomorfismo. Como {f; }ien es seminormaliza-
da, {T'(f;) }ien es seminormalizada.

Dado que {f;}ien tiende débilmente a cero en X y 7' es un operador w — w continuo
por ser continuo como operador lineal entre espacios de Banach, la sucesion {T"(f;)},cn
tiende débilmente a cero en £,,.

Por las Observaciones y [L.2.10} existe una subsucesion {7 (f;,)},oy equivalente
a una base de bloques seminormalizada de la base canénica de ¢,. Por la Proposicion
1.2.2] y dado que la equivalencia de sucesiones bésicas es una relaciéon de equivalencia,
esto implica que {7 (fi,)},cy €5 equivalente a la base candnica de £,

Como T~! es un isomorfismo entre [T (f;,) : k € N] y [fi, : k € N], el Lema dice
que { fi, }ren €8 una sucesion basica equivalente a {7 (f;, )}y ¥ POr lo tanto equivalente
a la base canénica de £,,. O
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Corolario 1.2.12. Si1 <p < q < o0, {, no es isomorfo a ningun subespacio de (,.

Demostraciéon. El caso ¢ = 0o es claro, ya que {, no es separable, y £, lo es para todo
p € (1,+00).

Para el caso ¢ € (1,400), supongamos que el enunciado es falso.

Dado que la base canénica {e™}, oy de {4 es en particular seminormalizada y tiende
débilmente a cero en ¢, por la Proposicion , existe una subsucesion {e(™)} oy de
la base canoénica de ¢, equivalente a la base canénica de .

Como {e(™)},cn es una base de bloques seminormalizada de la base canénica de £, la
Proposicion dice que {e™)},cy es equivalente a la base canénica de /.

Puesto que la equivalencia entre sucesiones basicas es una relacién de equivalencia,
esto implica que la base canonica de ¢, es equivalente a la base canénica de /,, lo que
contradice la Proposicion [1.2.3 O
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Capitulo 2

Convergencia y bases incondicionales.

En la primera seccion de este capitulo, vamos a introducir el concepto de convergencia

incondicional en espacios de Banach, y demostrar algunos resultados béasicos sobre la
misma.
En la segunda seccion, vamos a definir bases de Schauder y sucesiones basicas incondi-
cionales en espacios de Banach, y a usar algunos de los resultados de la primera secciéon
para demostrar el Lema [2.2.2] que a su vez usaremos en el Capitulo [ para demostrar
los Lemas [4.2.1} 4.2.2 y [4.5.3]

Convergencia incondicional. Resultados generales.

Es un resultado elemental de analisis que si {a;};en es una sucesion de escalares,

oo
entonces la serie Y |a;| converge si y solo si para toda biyeccion 7 : N — N, la serie
i=1

o0
> ax(;) converge. Dicho resultado se generaliza a espacios de Banach de dimension finita,
i=1

pero no a espacios de dimension infinita. A continuacién, vamos a definir ambos conceptos,
y luego a demostrar algunos resultados bésicos sobre convergencia incondicional en
espacios de Banach. Usaremos algunos de esos resultados en la demostracion del Lema
en la seccion siguiente, y en la demostracion del Teorema de Orlicz en el Capitulo
Bl

Definicion 2.1.1. Sea {f;}ien una sucesion en un espacio de Banach X. Se dice que
(o @]

la serie Y f; converge incondicionalmente si para toda biyeccion m : N — N, la serie
i=1

o]

>~ fr@) converge.

i=1

Observemos que una serie que converge incondicionalmente en particular converge.

25
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Definicion 2.1.2. Sea {f;}ien una sucesion en un espacio de Banach X . Se dice que la

oo
serie Y f; converge absolutamente si la serie de escalares Y ||fi||x converge, se decir,
i=1 i=1

o0
st Y| fillx < +oo.
i=1

Una relacién elemental entre convergencia absoluta e incondicional es la siguiente:

Proposicion 2.1.3. Sea {f;}ien una sucesion en un espacio de Banach X. Si la serie

> fi converge absolutamente, entonces converge incondicionalmente.
i=1

o0
Demostracion. Como {||f;||x }ien €s una sucesion de escalares y > ||fil|lx < +oo,
i=1
dada una biyeccién 7 : N — N, se tiene que

D f=wllx =X I fillx < +oc. (2.1)
i=1 i=1

Si n y m son enteros positivos tales que n < m, entonces

Z 0

< ol (2.2)
X i=n

Se deduce inmediatamente de 1D y |D que Y fr@;) converge. m
i=1

Hay series que convergen incondicionalmente pero no absolutamente, como muestra
el siguiente ejemplo: Sea p € (1,+00), y fi =i 'e(” para cada entero positivo i. La serie
o]
>~ fi no converge absolutamente en ¢, ya que || f;||,, = i~ para todo i, pero si converge
i=1
incondicionalmente, porque si 7 : N — N es una biyeccién, entonces

- ’ 1 (%
;fﬂ(i) 3 We( (@)

=n

p m

y la serie de escalares Z & )p converge porque Z = converge absolutamente.
=1
Se puede demostrar que en todo espacio de Banach de dimension infinita, hay series que

convergen incondicionalmente pero no absolutamente.
Una propiedad importante de las series que convergen incondicionalmente es la siguiente:
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Proposicion 2.1.4. Sea {f;}ien una sucesion en un espacio de Banach X .

o0
Si la serie Y f; converge incondicionalmente, entonces para toda biyeccion m: N — N,
i=1

oo
la serie Y fru) converge al mismo limite, es decir que
i=1

D =) fe
=1 =1

Demostraciéon. Sea f' € X'. Si 7 : N — N es una biyeccion, entonces
() =S - 23)
i=1 i=1

[e.e]

Esto implica que serie Y f'(f;) converge incondicionalmente en el cuerpo de escalares,
i=1

y por lo tanto, converge absolutamente. Luego, para toda biyeccion 7 : N — N se tiene

que

Z f (fr) = Z f(f). (2.4)

Se infiere de (2.3)) v (2.4 que si 7 : N — N es una biyeccion, entonces
f (Z Fr) = ﬁ») =" (fr) = D_f (f)=0. (2.5)
i=1 i=1 i=1 i=1

Puesto que 1D vale para toda funcional f’ € X', esto implica que Y fre) = > fi. O
i=1 i=1

A continuacion, vamos a probar un Lema que da varias equivalencias de convergencia
incondicional, y que usaremos en la seccion siguiente para demostrar el Lema [2.2.2] y en
el capitulo siguiente, en la demostracion del Teorema de Orlicz.

Si bien no vamos a usar todas las equivalencias en demostraciones posteriores, algunas
de ellas son utiles para demostrar otras que si vamos a usar, y otras son tutiles para
entender més claramente la convergencia incondicional en espacios de Banach.

Lema 2.1.5. Sea {fi}ien una sucesion en un espacio de Banach X. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

[e.e]
(1) Para toda sucesion {a;}ien con a; € {0,1} para todo i € N, la serie Y a;f;
converge. =
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oo
(2) La serie Y f; converge incondicionalmente.
=1

(8) Para toda biyeccion m: N — N, la serie ) fru) converge incondicionalmente.

=1

(4) Para toda biyeccion m: N — N, y para toda sucesion {a;}ien con a; € {0,1} para

o
todo 1 € N, la serie > a; fx(s) converge.
i=1

(5) Para toda biyeccion m : N — N, todo conjunto finito de escalares B, y toda sucesion

{a;}ien de elementos de B, la serie )y a;fr@) converge.
i=1

(6) Existe un operador lineal continuo T : o — X tal que si a = (a;)ien € loo,
entonces

o

T(a) =) aifi.

i=1

(7) Existe un operador lineal compacto T : ly — X tal que si a = (a;)ien € oo,
entonces

o

T(a) = Z a; fi-

i=1

(8) Existe un operador lineal compacto T : co — X tal que si a = (a;)ien € co,
entonces

o

T(a) = Z a; fi.

i=1

Demostracion. —

Si es falsa, existe una biyeccion 7 : N — N, un ntmero positivo €y, y dos sucesiones
de enteros positivos {p; }ien ¥ {4 }ien tales que para todo entero positivo i, p; < ¢; < pis1,

y

qi
Z fﬂ'(n)

n=p;

> €. (2.6)

X

Para cada entero positivo i, sea M (i) el maximo del conjunto {m(n): n < ¢;}. Como
7(n) tiende a infinito cuando n tiende a infinito, existe una sucesion estrictamente
creciente de enteros positivos {i} ren, tal que para todo par de enteros positivos n y k,
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si n > p;, entonces m(n) > M (ig_1).
Definimos para cada entero positivo j un escalar ¢; del siguiente modo:

1 siexisten k € Ny p;, <n <g, tales que 7(n) = j,
c; =
! 0 en cualquier otro caso.

Deducimos por (2.6)) y la eleccion de escalares que

Z ijj = Z fﬂ(n) Z €0 Vk S N
J=M(ig—1)+1 X N=pi,, X

Esto implica que ) ¢;f; no converge, lo que contradice .

j=1
—
Fijemos una biyecciéon 7 : N — N.
Si p: N — N es una biyeccion, para cada entero positivo i se tiene que fr(,4) = frop(i),

y como 7 o p es una biyeccion, se sigue por que »_ fr(p(i)) converge.
i=1
= (4}
i es falsa, existe una biyecci()n 7 : N — Ny una sucesion {a;};en con a; € {0, 1}

para todo entero positivo i, tal que Z a; f=(;) no converge. Por lo tanto, existe un nimero
=1

positivo €y y dos sucesiones de enteros positivos {p; }ien ¥ {¢i }ien tales que para todo
entero positivo ¢, se tiene que p; < q; < pit1, ¥

qi

> nfam)

n=p;i

> €. (2.7)

X

Para cada entero positivo 7, sea m; el cardinal del conjunto {n € {p;,..., ¢} : a, = 1},
yseay pi:A{pi,...,q} — {7(pi),...,7(g;)} una biyeccion con la siguiente propiedad: si
n 'y m son elementos de {p;,...,q} tales que a, =1y a, =0, entonces p;(n) < p;(m).
Definimos una biyeccion p : N — N de la siguiente manera:

pi(n) sip; <n<g,
p(n) = L
m(n) sifi:p<n<g.

Se sigue de (2.7) y la eleccion de p; que

pitm;—1 pitm;—1
Z fpn) Z fostn) Z&nfw(m = €o-
n=p; n=pj X n=p;

(2.8)
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Esto implica que ) f,) no converge.

i=1

=

Sea 7 : N — N una biyeccion, B = {by,...,bx} un conjunto de escalares de cardinal k,
y {a;}ien una sucesion de elementos de B.

Elegimos k sucesiones {c(»j )} ieN , definiendo para cada entero positivo ¢ y para cada
1<j<k

1 <7 <k el escalar c ) de la 81gu1ente manera:

C(j) _ 1 si a; = bj,

! 0 si a; 7é b

Como para cada 1 < j < k, se tiene que c € {0,1}, se sigue por que la se-
rie Z ¢ f7r (4)

Por lo tanto, dado € > 0, existe en entero positivo ng tal que para todo par de enteros
positivos ng < n < m, y para todo 1 < j < k, tenemos:

©) €
7 fr) S%,
X
donde b es el maximo del conjunto {|b1], ..., |bk|, 1}.
Se deduce que si ng < n < m, entonces
m k
rol| =12 2 il =12
X i=n 1<j<k j=1 n<s S
CL,L':bj X a; X
k
= Z b D fa|| =
= n<i<m i=n X
a;=b; X

Z & frti

k k
SZ;W N
Jj= Jj=

X

(5] = [6]

Sea f' € X'. Para toda biyeccion 7 : N — N se tiene que f’ (Z fw(i)) =3 ' (fx@), o
i=1 i=1

que implica que > f’ ( f,r(i)) converge. Por lo tanto, Y f'(f;) converge incondicionalmente
=1 =1
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en el cuerpo de escalares, lo que implica que converge absolutamente. Luego, existe un
operador lineal L : X’ — ¢, dado por la férmula

L(f/) = (f/<fi))i€N7 (2~9)
que resulta continuo por el Principio de Acotacién Uniforme.
Si n y m son enteros positivos tales que n < m, y {a;}ien es una sucesion de escalares y
f' € Bx/, entonces

f/ (Z aifi)

> s ()] < Sless (50 < (i Gd)) 31705
= (e Gl ) 1201,
<l i, (o )

n<i

Puesto que esto vale para toda f’ € By, se sigue que

Saf|| < lell (mx fail}). 2.10)
i=n X -

Sea a = (a;)ien € loo-

Dado € > 0, sean By {b; };en un conjunto finito de escalares y una sucesion de elementos

de B respectivamente, tales que |b; — a;| < €(2||L|| + 1)~! para todo entero positivo i.
o0

Como B es finito, > b; f; converge. Por lo tanto, existe un entero positivo ng tal que
i=1
para todo par de enteros positivos ng < n < m, se tiene que

Zbifi

Dado que |b; — a;| < €(2||L|] + 1)7! para todo i, inferimos de (2.10) y (2.11] que si

ng < n < m, entonces

<27'e (2.11)
X

m m m ) €
Saf|| <||Sw-ws| [ us|| < e (me o) + 5
i=n X i=n b'e i=n X T

<e.

o0
Deducimos que la serie Y a;f; converge, lo que prueba que el operador lineal de la

i=1
afirmacion [(6)] esta bien definido, y se infiere de (2.10) que es continuo.
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(6)=1(7)]

Para cada entero positivo n, sea T, el operador lineal dado por la formula

n

T,(a) = Zaifi Va = (ai)ien € loo

i=1
Como T,, es de rango finito, es compacto, y es claro por las definiciones que

lim T,(a) =T(a) VYa=(a;)ien € leo. (2.12)
n—-+o00o

Ahora vamos a probar que {7},} es una sucesion de Cauchy con respecto a la norma de
los operadores, asumiendo lo contrario y llegando a una contradiccion.
Si {T,,} no es de Cauchy, entonces existe ¢, > 0 y sucesiones de enteros positivos
{pr} v {q} tales que para cada entero positivo k, se tiene que pp < qr < Pri1, ¥
HTpk - TQkH > €o.
Para cada entero positivo k, sea b®) € B,_ tal que

(T, = Ty) () My > e

Si bk = (b( )>iEN para cada k € N, se sigue que

Zb

1=pk

eo < ||(Ty, = Ty) (0")]| = Vk e N. (2.13)

X

Como b¥) € B, para cada entero positivo k, si definimos para cada entero positivo i
un escalar b; por medio de la férmula

- b sipe<i < g,
0 sifk e N:p, <i<aq,

se tiene que b € By__, y se infiere de (2.13)) que

> bifi

1=pk

Vk € N,

X

lo que es absurdo porque T'(b) = > b; f;.

La restriccion de T" a co es también un operador compacto.

Supongamos que es cierta, pero no lo es. Elegimos €y > 0, una sucesion {a; };en
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con a; € {0,1} para todo i € N, y dos sucesiones de enteros positivos {pg ren ¥ {k }ren
tales que pr < qr < pra1 para todo k£ € N, que cumplen que

dk

Z a;fi

1=pk

>e VkeN (2.14)

X

Definimos para cada para de enteros positivos k e ¢ un escalar bl(-k) del siguiente modo:

p _ )G sipr <1< qg,
! 0 en cualquier otro caso.

Para cada entero positivo k, definimos b¥) = <b(k)> . Puesto que a; € {0,1} pa-
ieN

)

ra todo entero positivo i, se tiene que b*) € B.,. Luego, como 1" es compacto, existe
go € X y una subsucesion {b*1)},y de {b) ),y tales que

lm T (b*)) = g (2.15)

j—+oo

Se deduce de la eleccion de bz(k) para cada par (k,i) € N x N que

Ak

7)) =N "6 =3 afi VjieN. (2.16)
=1 i:pkj
Inferimos por (2.14)), (2.15) y [2.16| que
l90lx > €o- (2.17)

Veamos ahora que {b*},cy tiende débilmente a cero: Identificando (co)’ con ¢; de la
manera usual, tenemos que si ¢ = (¢;);en € ¢1, entonces
5

e o] X qk
> e <> lac
i=1 i=pi

1=pk
<) Jal VkEN.

1=pg

9k

o (6) =

Se infiere que {b®},cy tiende débilmente a cero, y por ende que {b*1)};cy tiende
débilmente a cero. Como T es w — w continuo, se deduce que {T (b(kﬂ'))}jeN tiende

débilmente a cero. Puesto que (2.15) implica que {T (b(kf)) }jGN tiende débilmente a g,

se sigue que gy = 0, lo que contradice (2.17)). O
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El Lema 2.1.5| puede usarse para demostrar en algunos casos que una serie convergente
no es incondicionalmente convergente, como muestra el siguiente ejemplo:
Sea p € [1,4+00), ¥ {fi}ien la sucesion en ¢, dada por las formulas

Jai :je(i) VieN,y
1P
L o
faiz1 =— € Vi e N.
1P

oo
La serie ) f; converge en ¢, porque

i=1
enteros positivos m > n.
Para ver que esta serie no converge incondicionalmente, definimos para cada entero

positivo j, un escalar ¢; del siguiente modo:

<n ' +m™ <2n7! para todo par de

> f

p
4

P

1 sij es par,
c; =
! 0 si j es impar.

1 e
Puesto que cyfo; = i7e® y ¢y foi1 = 0 para cada entero positivo i, resulta que
si n y m son enteros positivos tales que n < m, entonces

2m p p m

Z ¢ifi

i=2n

=n

£ 4 i=n

o0 oo

Esto implica que > ¢;f; no converge, y por el Lema [2.1.5, deducimos que > f; no
i=1 i=1
converge incondicionalmente.

Bases y sucesiénes basicas incondicionales.

En esta seccion, vamos a estudiar la convergencia incondicional en el contexto de
bases de Schauder y sucesiones bésicas. Los conceptos centrales son los de bases de
Schauder y sucesiones bésicas incondicionales, definidos del siguiente modo:

Definicion 2.2.1. Una sucesion { f;}ien es una base de Schauder incondional de un

espacto de Banach X si es una base de Schauder de X, y para toda sucesion de escalares
oo

{a;}ien, la serie Y a;fi converge si y solo si converge incondicionalmente.

i=1
Una sucesion {g;}ien en un espacio de Banach X es una sucesion bdsica incondicional
si es una base de Schauder incondicional de [g; : i € NJ.

Observemos que se deduce inmediatamente de la Defincion y la Definicion [I.2.1]

de equivalencia de sucesiones basicas que si dos sucesiones basicas son equivalentes y



2.2. BASES Y SUCESIONES BASICAS INCONDICIONALES. 35

una de ellas es incondicional, la otra también lo es.

Ejemplos de bases de Schauder incondicionales son las bases canénicas de los espacios £,
si p € [1,400). Otros ejemplos de sucesiones basicas incondicionales son los conjuntos
ortonormales infinitos contables en espacios de Hilbert.

A continuacién, vamos a probar un Lema que establece varias equivalencias, y es
el resultado mas importante de esta secciéon. Luego vamos a usar dicho Lema en la
demostracion de la Proposicion 2.2.3] y después en las demostraciones de los Lemas

4.2.7],[4.2.2] y [4.5.3] en el Capitulo ]

Lema 2.2.2. Sea {fi}ien una sucesion en un espacio de Banach X. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1. La sucesion {f;}ien es bdsica incondicional.

2. Para toda biyeccion m : N — N, la sucesion { f) }ien es bdsica.

3. Para toda biyeccion m: N — N, [a sucesion {fﬂ(i)}ieN es bdsica incondicional.
4. Las tres condiciones siguientes valen:

a) Para todo entero positivo i, f; # 0.

b) Para todo ¢ = (¢;)ien € ls, para toda sucesion de escalares {a;}ien, y para
o

toda biyeccion m : N — N, si la serie > a;f; converge, entonces la serie
i=1
oo

Y Citx(iy fxi) converge incondicionalmente.
i=1

c) Eziste una constante positiva K tal que si ¢ = (¢;)ien € loo, T : N — N es

(o]
una biyeccion, y f = > a;f;, entonces
i=1

Z Ciln(i) [ (i)
=1

5. Las tres condiciones siguientes valen:

< Kl[fllxllellew - (2.18)
X

a) Para todo entero positivo i, f; # 0.

b) Para todo ¢ = (¢;)ien € loo Yy para toda sucesion de escalares {a;}ien, st la

o0

serie ) a;f; converge y { fi, }ren €5 una subsucesion de {fi}ien, entonces la
l;l

serie Y ¢;, a;, fi, converge.
k=1
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c) Eziste una constante positiva K tal que si ¢ = (¢;)ien € loo, f =D, aifi, ¥y
i=1
{fi. }ren €5 una subsucesion de { fi}ien, entonces

o0
E Ci, Qg fzk
k=1

< K|fllxllellewe

6. Para todo entero positivo i, f; # 0, y existe una constante positiva K tal que para
todo par de conjuntos finitos de enteros positivos A y B y para toda sucesion de
escalares {a; }ien, se tiene que

> azfz

€A

<K

Z a; fi

i€ AUB

X

7. Toda subsucesion { fi, }rcn de {fitien es bdsica incondicional.

Demostracion. [l = 2]
Sea Y = [f; : 1 € N]|. Observemos que para toda biyeccion 7 : N — N se tiene que

Y = [fﬂ-(i) Z'L'EN}.

Sea 7 : N — N una biyeccion.

Como {f;}ien es una base de Schauder de Y, si {f/}ien es su sucesion de funciones
coordenadas, entonces

F=>_HNt VfeY (2.19)
i=1

Puesto que {f;}ien es una sucesion basica incondicional, la convergencia en (2.19) es
incondicional, y por la Proposicién se tiene que

o0

= Zf;r(i)(f)fﬂ(i) VieY. (2.20)

i=1

Dado que [ fry 17 € N] = [fi:1 € N] =Y, para completar la demostracion de que
{fx( }ien es una base de Schauder de Y, resta demostrar que la escritura dada por
(2.20)) es tnica.

Si {b; }ien y {a;}ien son sucesiones de escalares tales que Y b; fri) = D aifr;), entonces
i=1 i=1

:Zaiéz] Zaz (4) fﬂ'(l = ]) (Z alfﬂ- (i) >
=1
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=/ (Z bifw(z‘)) =Y bifaiy (Frw) = Y bidi;
=1 =1 =1
—b, VjeN. (2.21)

Se sigue de ([2.20)), (2.21)) que para todo f € Y, existe una tnica sucesion de escalares
{a;}ien tal que f = )" a; fru), y por ende, que {fr) }ien es una base de Schauder de Y.
i=1

RJ]=[Bl
Sea p : N — N una biyeccion.
Puesto que para toda biyecciéon 7 : N — N, la composiciéon po 7w : N — N también es
una biyeccion, se sigue por [2.[ que la sucesion { f,x()) }ien €s una sucesion basica, y por
lo tanto, es una base de Schauder de Y.
oo
Supongamos ahora que {a; };en una sucesion de escalares tal que ) a;f,;) converge, y
i=1

1=
o

sea 7 : N = N una biyeccion. Si definimos g = ) a;f,), se tiene que g € Y. Como
i=1

{fo(x(i)) }ien es una base de Schauder de Y, existe una tnica sucesion de escalares {b; }icn

tal que

9= Zbifp(ﬂ(i))~ (2.22)
i=1
Sea {f!}ien la sucesion de funciones coordenadas de {f;}ien. Se deduce de (2.22) que
b =D _bidis = D _bi ity (o) = Foiat (Z bif pwz‘))) = fo=in(9)
i=1 i=1 i=1

= o)) (Z az’fp(n) = aifsiy (Foy)
1=1 =1

— (). (2.23)

Se sigue de (2.22)y (2.23) que g = > ax()fo(i)), ¥ € particular, que Y ar@) for(i))
i=1 i=1

converge. Como esto vale para cualquier biyeccion 7 : N — N, concluimos que la serie
o

> ay Jo(#) converge incondicionalmente. Por lo tanto, { fp(i)}ieN es una sucesion bésica
i=1

incondicional.

Bl—Md.d

Como {f;}ien es una sucesion bésica, el Lema dice que f; # 0 para todo entero
positivo 1.

B = 4.5
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oo
Si > a;f; converge, entonces converge incondicionalmente. Por el Lema [2.1.5 para toda
i=1

o0
biyeccion 7 : N — N, la serie ) ar(i) f=(s) converge incondicionalmente. Nuevamente por
i=1

(e.)
el Lema [2.1.5) deducimos que para todo ¢ = (¢;)ien € loo, la serie ) ciax() fx(:) converge.
i=1
Maés atn, si ¢ = (¢;)ien € oo, ¥ {bi }ien €s una sucesion de escalares tal que b; € {0, 1}
para todo entero positivo i, entonces (b;¢;);eny también es un elemento de £, y por lo
(o.)

oo

tanto, la serie ) b;ciar() fr@;) converge. Concluimos por el Lema [2.1.5/que > ¢;ax() fx()
i=1 '

converge incondicionalmente.

Bl =M4.d
Como Z c;a; f; converge para todo ¢ = (¢;)ien € loo y para todo f = Z a;f; € Y, queda

deﬁnldo un operador lineal L : /. x Y — X dado por

L ((Ci)ieN; Zaifi> :Zciaifiy (2.24)

i=1
que resulta continuo por el Principio de Acotacion Uniforme. Notar que como vale

la convergencia en ([2.24)) es incondicional. Por lo tanto, la Proposicion dice que si
[e.e]

¢=(¢)ien € Seoes f=>a;f;i € Sy y m: N — N es una biyeccion, entonces
i=1

o0 o0

L ((Crl(i))ieN ) f) = Z%*l(i)az‘fz‘ = Zciaﬂ'(i)fﬂ'(i)a

i=1 i=1

lo que implica que

(i) S (i)

e (),

<I[LI[ (leflewe + 1f1ly) = 2[IL]|
= CILID Nellese 1f1x

y por lo tanto la desigualdad vale con K = 2||L|| si ||¢||le. = ||f]|x = 1. De este
caso particular se deduce el caso general dividiendo f y ¢ por sus normas si ambos son
no nulos, mientras que si al menos uno es nulo, la desigualdad es trivial.

4= Bl

Si {fi, } ey €8 una subsucesion de { fi }ien, ¢ = (¢i)ien €s un elemento de £oo, y f = D aif;,
definimos d = (d;)jen € {o por medio de la formula -
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g = si existe k € N tal que j = 1,
/ 0 en caso contrario.

Tenemos que
oo oo
Z dja; fj = Z Cir Wiy fi,,
j=1 k=1

y por lo tanto,

< K[ fllxlldllen

o
E Ci, bik fzk
k=1

> dja;f
=1 ¥

<K|[fllxllellee -

X

BJ=16l

Si Ay B son conjuntos finitos de enteros positivos, y {a; }ien es una sucesion de escalares,
para cada entero positivo ¢ definimos escalares ¢; y b; del siguiente modo:

1 siieA,
C; =
0 sii¢gA.

)G site AU B,
" lo siig(AUB).
Dado que ) a;fi = > bifi,y que > aif; = > ¢;bifi, y como {f;}ien es una subsuce-
i=1 j

i€AUB icA i=1
sion de sf misma, por [5.] tenemos que

doaifil| =||D_ebifi| < Ell(eienllew || D bifi|| <K ||D_bifi
€A X i=1 X i=1 X =1 X
=K Z a; fi
1€AUB b'e
6= 7]

Sean { fj, }ren una subsucesion de {f;}ien, v p : N — N una biyeccion.
Si {a;}ien es una sucesion de escalares, y n y m son enteros positivos tales que n < m,
definimos los siguientes conjuntos:
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También definimos para cada entero positivo k£ un escalar b, de la siguiente manera:
a; si k= jp(i)

0 SiﬂiENik:jp(i).

Con estas definiciones, resulta que

by =

Z aifjp(z') - Z bjp(z‘) fjp(z’) - Z i i <K Z i Ji
i=1 X =1 X keA X ke AUB X
=K Z br. fx =K Z bjp(i) fjp(i)
keB X 1=1 X
=K Zaifjp(i) (225)
i=1 X

Como ([2.25)) vale para cualquier sucesion de escalares {a;};en y para cualquier par de
enteros positivos m > n, y puesto que fip(i) = ( para todo entero positivo i, el Lema
dice que {fj,, }ien es una sucesion bésica.

Dado que p : N — N es una biyeccion cualquiera, se sigue que para toda biyeccion
m: N — N, la sucesion {f;_, }ien es bésica, y como 2= , se sigue que {fj, }ren €s
bésica incondicional. O]

Si {fi}ien es una sucesion bésica incondicional, la menor constante K que cumple la
condicién se denomina constante incondicional de la sucesion bdsica (o de la base).
Como puede verse en la demostracion, si { f;};en es bésica incondicional y una constante
cumple la condicion @.d también cumple la condicion y si cumple [5.d, también
cumple [6.] Por lo tanto, la constante incondicional de la sucesion basica cumple las

condiciones .4 [5.d y [6]

Notemos también que dados dos enteros positivos m > n y una sucesion de escalares
m
{a;}ien, st definimos f = > a;fi, ¢; = 1 para todo entero positivo i < ny ¢; = 0 para

=1
todoi >n,y m=1I1d:N — N en la desigualdad ([2.18)), resulta que

<K

Y

X

n
Z az’fi
i=1

m
Z a; fi
i=1

X

lo que implica que la constante incondicional de la sucesiéon bésica es mayor o igual que
la constante de la sucesién bésica.

Se puede probar facilmente usando el Lema que si {f;}ien €s una sucesion basica
incondicional en X y {f/}:en es la sucesion de funciones coordenadas, podemos definir
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una norma en [f; : ¢ € N] por medio de la formula

k

Z Cif7/r(i) (f)fﬂ'(i)

=1

LA = sup VfelfizieN]
keN

(Ci)ieNeBZoo
mN-N: = es biyectiva

X

que dicha norma resulta equivalente a la restriccién de la norma ||-|| al espacio
[fi -1 € N], y que la constante incondicional de {f;};cn con respecto a la norma ||||-||||
es uno. Este resultado - que no usaremos en esta tesis - puede facilitar algunas demos-
traciones en el contexto de bases de Schauder incondicionales.

La siguiente Proposiciéon dice que la incondicionalidad de una sucesion basica implica la
de su sucesion de funciones coordenadas. La usaremos en el Capitulo 4| para demostrar

le Lema [.5.11

Proposicion 2.2.3. Si {f;}ien es una sucesion bdsica incondicional en X y Z =
[fi 11 € N], la sucesion de funciones coordenadas {fi},cy €s una sucesion bdsica incon-
dicional.

Demostracion. Sea K la constante incondicional de {f;}ien.

Si Ay B son conjuntos finitos de enteros positivos, y {a; }ien €s una sucesion de escalares,
seac=(¢;) € By talquec;=0sii €A yc;=1s1i€ A.

Como para todo f € Bz, tenemos que

(e 9]

> e i)

J=1

1
< 7 (Ellelle[1£112)
Z

1 /
E JGZAf_](f)fJ E

<1

—

se sigue que

Soafl|l =D af (%Zf}(f)b) :% ST awfi (N )
i€EAUB VA i€AUB jeA 1i€AUB jeA
1 !
:E (;aifi> (f) .

Puesto que esto vale para todo f € By, se deduce que

Zaifi/ Z a; f]

€A 1€AUB

<K

Z/

Como f! # 0 para todo entero positivo i, el Lema dice que {fj},cy es basica
incondicional.

Zl

]
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En el caso de espacios reflexivos, vale la reciproca de la Proposiciéon [2.2.3] como
probaremos seguidamente.

Corolario 2.2.4. Sea {f;}ien una sucesion basica en X, y {f/}ien la sucesion de
funciones coordenadas. Si X es reflexivo, entonces {f;}ien €s incondicional si y solo si
{fl}ien es incondicional.

Demostraciéon. Por la Proposicion basta probar que si {f/};en es incondicional,
entonces { f; }ien es incondicional.

Sea Y = [f; :i € N]. Dado que X es reflexivo, Y es reflexivo. Luego, como {f;}ien €s
una base de Schauder de Y, el Lema [1.1.7] _ dice que {f!}ien es una base de Schauder
de Y’, y la sucesion de fun(nones coordenadas de {f/}ien es la sucesion { fz}zeN Puesto
que { fl}leN es una base de Schauder incondicional de Y’, la Proposicion “ 3| dice que
{ fi}ieN. es una sucesion béasica incondicional en Y.

Como la inclusion Jy : Y — Y” es un isomorfismo y Jy (f;) = fj para todo entero
positivo 7, se sigue por el Lema m que las sucesiones béasicas { f;}ien ¥ {fi}ieN son
equivalentes, y como { f}}ieN es incondicional, se deduce que {f;};en es incondicional. []

Otra aplicacion del Lema es la Proposicion que usaremos en el Capitulo [
para demostrar la Proposicion [£.5.4] Antes de demostrarla, vamos a probar el siguiente
resultado general sobre subespacios complementados, que también usaremos en la
demostracion de la Proposicion [4.5.4]

Proposicion 2.2.5. 5@ Z es un subespacio complementado de un espacio de Banach
X,y P:X — Z es un proyector continuo, el operador adjunto P* : Z' — X' es un
isomorfismo entre Z' y su imdagen P*(Z') C X'.

Demostracion. Si ¢’ € Z’, entonces
19"l z = sup {lg' ()} = sup {lg' (P(9)I}
= sup {[(P*(¢)) (g )!} < sup {|(P*(¢) (9)I}

gEBz g€Bx

=[P ()] x -

Se sigue que P* es un operador acotado inferiormente, v como es continuo, concluimos
) )
que es un isomorfismo entre Z’ y su imagen P*(Z’). O

Proposicion 2.2.6. Sea { f;},.y una base incondicional de Schauder de X, y { f{}
X' la sucesion de funciones coordenadas.

Si{ fir}ren €8 una subsucesion de { fi}
mentado en X, y si {g{k

ZEN =

iens €l subespacio Z = [f;, : k € N| estd comple-
C Z' es la sucesion de funciones coordenadas de { fi, }y.cn
C X"

}kGN

es equivalente a { f!

entonces {gj, ; }keN

}kGN
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Demostraciéon. Si f € X, entonces f = > f/(f)fi, y por el Lema [2.2.2] se sigue que
i=1

kz z/k<f)f2k converge, y que
=1

> F(F)fa SR D]l < KlIfllx
k=1 VA k=1 X

Luego, existe un operador lineal continuo P : X — Z dado por la férmula
=> fi(Afi. VfeX (2.26)

k=1

C Z' es su sucesion de funciones coordenadas,

Como { fi, };cn s una base de Z y { g, }keN C

si g € Z, entonces

ik 'Lk (Z gzj fl]) Zgz] Zk fzJ

=g;.(9). VkeN.

Por lo tanto, g = > fi (9) fi,- Por (2.26)), se infiere que P(g) = g. Concluimos P es un
k=1

proyector, lo que irzlplica que Z esta complementado en X.
Si P*: 7" — X' es el adjunto de Banach de P, para cada para de enteros positivos n y
7, se tiene que

P*(g.) (f;) =g. (P () =g, (Zf;k<fj>fik> Zfzk ). (fi) Zézwénk
k=1
:5%]

Deducimos que

P*(g,)=1/f VneN. (2.27)

(2

Se sigue de ([2.27)) y la Proposicion [2.2.5{ que P* es un isomorfismo entre [gz’k ke N} y
[ ' ke N}. Por lo tanto, el Lema [1.2.

1k

o

dice que {ggk}keN es equivalente a { f/ }keN.
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Capitulo 3

Los espacios Ly,.

En este capitulo, vamos a estudiar algunos resultados sobre sucesiones basicas y
convergencia incondicional en espacios L,, y luego en el capitulo siguiente usaremos
algunos de ellos en la demostracion de los Lemas [4.2.1] [4.2.2] y [£.5.3] y el Corolario [4.2.5]
Recordemos que si p € [1,400) y (£2,X,v) es un espacio de medida, el espacio L,(v)
es el espacio de funciones medibles de €2 en R o de €2 en C cuyo médulo elevado a la
potencia p es integrable, es decir que

L,(v)= {f : Q= K: f es medible, y /Q|f(w)|pdu(w) < +oo} : (3.1)

donde K es o bien R, o bien C.
El espacio L,(v) es un espacio de Banach con la norma

1
61l = ([ 1r@ran))” vr e L,
En el caso p = 00, el espacio Ly (v) se define como el conjunto dado por la férmula
Loo(v) = {f:Q—)Kmedible: sup {0:v({x e Q:|f(x)]>d}) >0} < +oo},
§€R>o

con la norma dada por

ALy = sup {0:v({z € Q:[f(2)] >d}) >0} Vf € Loo(v).

€R>o

Notemos que los espacios ¢, que hemos considerado hasta aqui son casos particulares de
espacios L,. En estos caso, {2 es N, X es el conjunto de partes de N, y la medida de un
conjunto es su cardinal.

Vamos a usar la siguiente notacion: Si f € L,(v) y g € Ly (v), definimos

(9 o = / 9(w) F(w)dv(w).

45
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Observemos que si p = 2, (., .)q coincide con el producto interno de Lo(v) sobre R, pero
no con el producto interno de Ly(v) sobre C.

En el caso de los espacios L, en que la medida sea la medida de Lebesgue en algin
subconjunto medible E de R? para algin entero positivo d, llamaremos L,(E) al espacio
definido por , asi que en particular, se tiene que

Az, = (/!f |pdx) VfeLy(E), y

. 9)e = /E f@)g(x)dz  Vf € Ly(E)Yg € Ly(E).

Recordemos que como indicamos en la notaciéon general, cuando no especificamos en
una integral con respecto a qué medida estamos integrando, la medida es la medida de
Lebesgue.

En caso de que el conjunto E sea todo R?, notaremos

(0.0) = [ a@f@)z  VF € LRY Vg € Ly (R

También en el caso en que £ = R?, cuando sea conveniente, para simplificar la notacién
escribiremos la norma de una funcién f en L,(R?) simplemente como ||f]|,, es decir que

161, =151l = ([ 150Pe) " vr e L&,

Para cada conjunto medible E de R?, vamos a identificar (L,(E)) con Ly (E) de la
manera usual. Més precisamente, a cada funcional ¢ € (L,(E))" lo identificamos con la
tnica funcion f, € Ly (E) tal que

6(9) =(for 9 = /E fa(2)g(@)dz Vg € Ly(E),

ysifeL,(E)y g€ Ly(E), notamos ¢g(f) = (g, f) k-
También vamos a usar resultados basicos sobre espacios L,, en particular la desigualdad

de Hélder, la desigualdad integral de Minkowski, y que para todo p € [1,+00), las
combinaciones lineales finitas de cubos diddicos son un conjunto denso en L,(R%).

Las funciones de Rademacher.

En esta seccién, vamos a definir las funciones de Rademacher, que tienen aplicaciones
importantes en el analisis funcional en espacios Ly, y a demostrar resultados que usaremos
en la demostracion del Teorema de Orlicz en la seccién siguiente, y en la demostracion



3.1. LAS FUNCIONES DE RADEMACHER. 47

de los Lemas [4.2.1] [4.2.2) y [£.5.3] y del Corolario [4.2.5] en el Capitulo [4]
El resultado mas importante de esta seccion es la desigualdad de Kinchin, pero antes de
demostrarla vamos a demostrar algunos resultados previos.

Definiciéon 3.1.1. La sucesion de funciones de Rademacher {r;}ien €s la sucesion de
funciones del intervalo [0,1] en R dadas por las formulas

ri(t) = sgn(sin(2'wt)) VvVt €[0,1] Vi€ N. (3.2)
Notemos que r;(t) es un elemento del conjunto {—1,0, 1} para todo entero positivo
i, y para todo t € [0, 1].
Para tener una idea intuitiva de como son las funciones de Rademacher, vamos a graficar
las primeras dos de ellas, observando que las demés tienen un comportamiento similar.
Como la funcion r; esta dada por la formula 7 (t) = sgn(sin(27t)), y puesto que la
funcion seno toma valores positivos en el intervalo (0,7), negativos en el intervalo
(m,2m), y vale cero en los extremos de dichos intervalos, se infiere inmediatamente que
1 si0<t<gs,
nt)=<-1 sii<t<l,y
0 site{0,5,1}.
Por lo tanto, el grafico de r; es el siguiente:

1 \ °
0,8 | T

0,6 |
04 |

0,2 +

K 1 1 1 1 o 1 1 1 1 ‘
01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 1,1
—0.2 |
—0,4 |
—0,6 |

—0,8 |

—1 + o O
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La funcion rq estéd dada por la formula r5(¢) = sgn(sin(47t)). Como la funcién seno
es positiva en los intervalos (0,7) y (27, 37), negativa en (m,27) y (3m,4m), y cero en
los extremos de dichos intervalos, se sigue que

1 site(0,1)U(51),
ra(t) =9 -1 site ()L 1),y
0 site{0,1,3,21}.

Luego, el gréafico de 75 es el siguiente:

12|
0,8 |
0,6 |
0,4 |

0,2 |

T2

t
®

0,1 02 03 04

—0,2 |
—04 |
—0,6 |

—0,8 |

1921

L 4 t t t t d
0,5 06 07 08 09 1 11

En general, considerando que la funcién seno toma valores positivos en los intervalos
abiertos de la forma (2nm, (2n 4+ 1)7) para todo entero n, valores negativos en los
intervalos abiertos de la forma ((2n — 1)7,2nm) para todo entero n, y cero en los
extremos de dichos intervalos, se puede inferir que para todo entero positivo i, la funcién
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de Rademacher r; es una funciéon escalonada que toma los valores 1 y -1 en intervalos
abiertos de igual longitud del intervalo (0, 1), y vale cero en los extremos de cada uno
dichos intervalos. Mas atin, en el primero de esos intervalos abiertos contados desde la
izquierda sobre la recta real, la funcién vale 1, en el segundo vale -1, en el siguiente
nuevamente 1, y de ese modo, la funcién toma valores distintos en intervalos abiertos
sucesivos. Como vale -1 en el dltimo de ellos, el nimero de intervalos en los que la
funcién r; toma el valor 1 es igual al namero de intervalos en los que toma el valor -1.
Precisaremos y demostraremos estas consideraciones, como asimimismo un resultado
més fuerte, en el siguiente Lema.

Lema 3.1.2. Siig, i1 y jo son enteros no negativos tales que ig < i1 y jo < 2%, entonces

2i1—i0—1(j0+1)_1

Jo Jo+1| L 2n 2n + 1
frelgm 2t no=1p= U (%) 6

n:2i1 —1iQ 71]'0

22‘1_10_1(]‘04»1)—1

Jo Jo+1] _ _ 2n+1 2n+2
{te {2— o }.ril(t)——l}— | ] ( o) (3.4)

n:2i1 —'L'O — 1j0

En consecuencia, st 1 es un entero positivo, entonces

e nn=13= || (2” 2“1), (3.5)

2i’ 9

n=0

2i=1-1
2n+1 2n+ 2
tel|0,1]:ri(t) =—1} = — . ,
{te.1:n)=-1) ||(2z 2z)y

n=0
{temJJwﬂﬂ:O}:{%:ne{Q“.J@}. (3.7)
Demostracion. Sea g : R — R la funcién dada por la férmula
g(t) = sgn(sin(2"7wt) Vt € R. (3.8)

Dado que el seno toma valores positivos en los intervalos de la forma (2n7, 2nm +7) para
todo entero n, y solo en dichos intervalos, se infiere inmediatamente de (3.8)) que g(¢) =1
si y solo si existe un entero m tal que 27t € (2n7, 2n7 + 7), o equivalentemente, si y

solo si existe un entero m tal que t € (227} , 2;”[ 1). Luego, se tiene que
2n 2n+1
erg -1 = (575
nez

Dado que 71, es la restriccion de g al intervalo [0,1], y puesto que [23—%, jg—tl} estéa
contenido en [0, 1], esto implica que

Jo Jot+ 1| L Jo Jot+ 1| B
{te [%, 90 1T11(t)—1}—{t€ [%, 90 ‘|g<t>— }
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SRR MR T
(Qn 2, 1 > - {2“"'01'0 2170 (o + 1)}

i1’ 27,1 22’1 i1 ’ i1

nez
i1—t9g—1(4 _

S PR PR

= 5o T )
n=2i1-i0—15,

Luego, la igualdad (3.3)) es cierta. La igualdad (3.4 se demuestra de manera analoga.

Tomando i; =4,y jo =19 = 0 en (3.3) y (3.4), se infiere inmediatamente que (3.5) y
(3.6) valen.

Dado que el seno se anula en multiplos enteros de 7, tenemos:
{te [0,1];ri(t)20}:{te 0, 1] :t:%:neNO}
:{%:Ogngf}.
O

Observacion 3.1.3. Dado que |r;(t)| € {0,1} para todo entero positivo i y para todo
t € [0,1], se sigue inmediatamente de la igualdad del Lema que st Dy es el
conjunto de los nimeros diddicos en el intervalo [0, 1], entonces |r;(t)] = 1 para todo
entero positivo i y para todo t € [0,1] \ Do. En particular, esto dice que salvo por un
conjunto de medida cero, el mddulo de r;(t) es uno.

Corolario 3.1.4. Sip € [1,400], entonces ||r4||r,[01) = 1 para todo entero positivo i.

Demostracion. Sea Dy es el conjunto de nimeros diadicos en el intervalo [0, 1].
Sip € [l,+00), por la Observacion se deduce que

1 H 1
||n||Lp[o,1]:( / |n~<t>|pdt) =( / Im(t)lpdt)
0 [0,1\Do
1 1 %
—(/ 1pdt) —(/ dt) _1
[O,l]\Do 0

Puesto que |r;(t)] = 1 para casi todo t € [0, 1], se infiere inmediatamente que

(SEES

HTiHLOO[o,u =1 ]

Vamos a estudiar a continuacion los productos finitos funciones de Rademacher
distintas, y veremos que tienen algunas propiedades importantes similares a los de cada
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una de dichas funciones. Por ejemplo, cada uno de dichos productos tiene finitos ceros, y
mas aun, su conjunto de ceros es el conjunto de ceros de uno de sus factores. También, al
igual que cada funciéon de Rademacher, cada producto finito de funciones de Rademacher
distintas vale 1 en un subconjunto del intervalo [0, 1] de medida %, y vale —1 en un
subconjunto de igual medida. Esto implica en particular que la integral de cada uno de
tales productos es cero. Combinando este resultado con el Corolario [3.1.4] se infiere que
las funciones de Rademacher son un conjunto ortonormal en Ls[0, 1].

Antes de dar las demostraciones de estos y otros resultados, y para tener una idea
intuitiva del comportamiento de los productos que estamos considerando, vamos a ver
un ejemplo grafico: Sea f; el producto de 71, 79, y r3. Se sigue de la Definicion que
f1 esta dada por la formula

f1(t) = sgn(sin(27t))sgn(sin(4nt))sgn(sin(8nt)) = sgn(sin(27t) sin(4nt) sin(8xt)).

Se puede demostrar facilmente que el grafico de f; es el siguiente:

1 p—o o o— O———o0—0
0,8 |
0,6 |
0,4 |

0,2 |

- @ @ tl
08 09 1 11

0e —

0,1 02

- @ @ -
03 04 05 06 0,7

.
—0,2 |
—0,4 |
—0,6 |
-0,8 | f

-1t Oo——O0———0 O——0 o o—0

Como se puede ver en el grafico, los ceros de f; son los ceros de r3. Este resultado se
generaliza a todos los productos finitos de una o mas funciones de Rademacher distintas,
como demostramos a continuacion.
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Proposicion 3.1.5. Sea {iy,...,ix} un conjunto no vacio estrictamente creciente de
enteros positivos, y [ :[0,1] = R la funcidn dada por la formula

k
F@) =1]r®.
j=1
Se tiene que

{te[0,1]:f(t):O}:{%:OgnSQik}.

Demostraciéon. Teniendo en cuenta quei; < ¢, si1 < j < kyel Lema deducimos
que
k
{t €[0,1] : f(t) =0} = {t €1[0,1]: Hrij(t) = 0}

J=1

{t€[0,1]:r;,(t) =0}

<
I
—

Il Il

T
—
2=

o
AN
3
IN
2
——

Il
—
[\

;|3

A :O§n§2ik}. ]

También se puede observar en el grafico de la funcién f; que en cada uno de los
intervalos abiertos de longitud 272 entre dos raices consecutivas, f; es constante, y toma
o bien el valor 1, o el valor -1. Més atn, hay cuatro intervalos abiertos disjuntos dos a
dos de longitud 273 cada uno en los que f; vale 1, y cuatro intervalos abiertos disjuntos
dos a dos de longitud 273 en los que f; vale -1. Todos los productos finitos de una o més
funciones de Rademacher distintas tienen una propiedad similar, aunque no vamos a
probar este resultado, que no usaremos ese resultado para las demostraciones de la tesis.
Una consecuencia de la propiedad mencionada es que tanto el conjunto en el que f; vale
1 como el conjunto en el cual vale -1 tiene medida % A continuacién, vamos a demostrar
este resultado en el caso general.

Lema 3.1.6. Sea {iy,...,ix} un conjunto no vacio creciente de enteros positivos, y
f:10,1] — R la funcion dada por la formula

f(ty=[]r@.

J=1
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Si iy y jo son enteros no negativos tales que ig < iy y jo < 2. Entonces,

AP |
" <{t e {2]700,]02:1] () = —1}) - 22-01+1~ (3.10)

En particular, esto implica que

1
p{te (01 f(t)=1}) =5, ¥ (3.11)
1
p({tel0,1]: f(t) = -1}) = (3.12)
Demostra(:lon Dado que las igualdades (3.11)) y ( } se deducen inmediatamente de

. y 0) respectivamente, y dado que estas dos ultlmas son anélogas, es suficiente
demostrar (3.9). Vamos a demostrarla por induccién en k.
Si k =1, entonces f(t) = r;,(t). Luego, por el Lema [3.1.2]

i1—ig—1(; -
t Jo jo+1 s _21 0~ (jo+1)—1 om 2n+ 1
€ lgn T | T =1 = L 2 i )

n=2'1-%"1j,

Por lo tanto,

2t1 =10

(e o) ()
o

n=2°"1

211 i -1

1 (1
— =gl [
ig— 1 21/1 211

n=2t1-
1
T 9io+1”

Luego, (3.9) es cierta en el caso k = 1.
Supongamos ahora que kg es un entero positivo, y que para todo 1 < k < ko, la igualdad

(13.9) vale.
Si k= ko+ 1, se tiene que

ko+1 ko+1
=TT = (0]
Jj=1

Definimos una funcion ¢ : [0, 1] — R por medio de la férmula

ko+1

g(t) = T r:,(8).

Jj=2
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Dado que f = r;, g, concluimos que

{te [‘27—“02“} F(t) = 1} - | {te B—”OQ“} v (1) =1y glt) :z}

le{-1,1}

(3.13)
Dado que iy < i1 y jo < 2%, el Lema dice que

. . 20170~ (jo+1)—1
Jo Jo+1f. o 2n 2n+1
{t S [%, 9i0 :| Ty (t) = 1} = |_| (%’ i1 . (314)

n:2i1—i0—1jo

Se infiere inmediatamente de (3.14]) que
Jo Jo+1
{te {%, 5o } :ril(t)zlyg(t)zl}:

2i17i071(j0+1)_1

= L {t € <§—n 2n2:1> g(t) = } (3.15)

n:21’1 72'071]'0

Puesto que para todos los indices n de la uniéon en la igualdad (3.15)), se tiene que
2n < 2%y como ademads i; < iy, podemos aplicar la hipétesis inductiva a todos los
conjuntos de tal uniéon y a la funcién g. Inferimos que para cada uno de dichos indices

n, vale que
2n 2n+1 1
It <{te {2—1 o } g(t) = 1}) OISR (3.16)

Se sigue de (B15) v (B-16) que

. 2170 (jo+1)~1 i1—ig—1
Jo Jo+ 1] B B B r2n
H ({t < {%’ W] ri(t) =1y g(t) = 1}) = Z 9iitl Qi+l
n:21171071j0
1
_22'0—‘,—2‘

(3.17)

De manera similar, tenemos que

" ({t e {‘27—0 jOQZ 1} s (8) = —1y g(t) = —1}) :2i3+2. (3.18)

Deducimos de (3.13)), (3.17) y (3.18)) que

Jo Jot1] _ 1 L1
“({te {270’ %o ]‘f<t>_1})_210+2+210+2_2m+1'

Se sigue que (3.9)) es cierta para k = kg + 1, lo que completa el paso inductivo. O
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Seguidamente, vamos a usar el Lema para demostrar un Lema que sera ttil en
varias demostraciones posteriores, y en particular nos permitird dar un paso clave en la
demostracion de la desigualdad de Kinchin, més precisamente en la demostracion del

Lema [3.1.11]

Lema 3.1.7. Si m es un entero positivo, {i;}1<j<m es un conjunto de enteros positivos
tales que i; <1, sij <, y {k;}1<j<m €s un conjunto de enteros positivos, entonces

0 =L 1 siVje{l,...,m}, k; es par.

En particular, para todo par de enteros positivos i y j, se tiene que

1
/ T,’Tj = 574
0

Demostraciéon. Sea Dy el conjunto de ntumeros diadicos en el intervalo [0, 1]. Por la
Observacion [3.1.3] para todo ¢ € [0,1] \ Dy, y para todo entero positivo I, |r(t)| =1,y
por lo tanto, 7(t)* = 1 para todo entero par k. Se infiere que

/ H(""z'j () dt = H(""z'j (1) dt

Jj=1 [0,1]\ Do j=1

- [T @)% T @)t | at

1<j<m 1<jsm
[0,1\Do \FK;€S par k;es impar

- IT ¢ I i@ | at

1<j<m 1<j<m
[0,1\Do \FK;€S par k;es impar

= I @) ea

1<j<m
[0,1\Do k;es impar

1

- [T (i @)ar. (3.19)

1<j<m
0 k;es lmpar



56 CAPITULO 3. LOS ESPACIOS Lp.

Es inmediato que si k es un entero positivo impar y [ es cualquier entero positivo,
entonces ry(t)* = ry(t) para todo t € [0, 1]. Luego, de (3.19) deducimos que

H(rij (t)kidt = H ri, (t)dt. (3.20)

0  kjes impar

Si k; es par para todo 1 < j < m, se sigue inmediatamente de (3.20) que

1 1
H(Ti](t))kfdt/ dt = 1.
0o J=1 0

Si existe 1 < 7 < m tal que k; es impar, la integral es cero como consecuencia del Lema
5.1.60 O

Corolario 3.1.8. La sucesion {r;}ien de funciones de Rademacher es un conjunto
ortonormal en L]0, 1].

Demostracion. El Corolario dice que
HTZ-HM[OJ] =1 VieN.

Si 7y j son enteros positivos tales que i # j, el Lema [3.1.7 establece que

/ ittt = 0.

Como las funciones de Rademacher siempre toman valores reales, esto prueba que son un
conjunto ortonormal tanto en el espacio de Hilbert L]0, 1] sobre R, como en el espacio
L]0, 1] sobre C. O

Observacion 3.1.9. Puesto que {r;}ien €s un conjunto ortonormal en el espacio de
Hilbert Ls[0,1], para toda sucesion de escalares {a;}ien y para todo entero positivo n, se

tiene que
1
n 2
Z 2
U =1

En lo que resta de esta seccion, vamos a usar los resultados demostrados hasta aqui
para probar cotas de las normas de combinaciones lineales de funciones de Rademacher en
espacios L, |0, 1], hasta completar la demostracion de la desigualdad de Kinchin (Teorema
, y luego basandonos en dicha desigualdad vamos a demostrar resultados que a
su vez usaremos en el Capitulo [d] mas precisamente en las demostraciones del Corolario

y el Lema [I53

n

g a;T;

=1

n

Z aie(i)

=1

Lo [0,1]
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Proposicion 3.1.10. Sin es un entero positivo, p € [1,2], y {a;}ien es una sucesion

de escalares, entonces
1
n 2
< <§ \a,»|2> <
i=1

n
>
i=1
Demostracién. Como p < 2 < p/, se tiene que

n n n
E a;r; E a;r; E a;r;
i=1 i=1 i=1

Por la Observacion [3.1.9, deducimos que (3.21]) vale. O

El siguiente Lema es uno de los pasos centrales en la demostracion de la desigualdad
de Kinchin. Para demostrar dicho Lema, vamos a tener en cuenta que para todo conjunto

n

E a;r;

i=1

(3.21)

L,[0.1] Ly01]

< <

L,[0,1] L>[0,1] L,[0,1]

de escalares {cy,...,c,} v para todo entero positivo m, se tiene que
u " m\ [(m —k; m— (k1 + -+ kn1) L
(ch> " ((k1>( 3 >( b L1
j=1 ki+-+kn=m Jj=1
m! - k;
= 2 kl!...kn!HCj'
ki+-+kn=m 7=1

Lema 3.1.11. Sin y m son enteros positivos, y {a;}ien €s una sucesion de nimeros
reales, entonces

1
2

n
E :aﬂ”j
j=1

<V2m (i a?)

L2, [0,1]

Demostracién. Si m = 1, la desigualdad del enunciado se deduce inmediatamente de

la Observacion

Supongamos que m > 1. Dado que para todo t € [0, 1], y para todo entero positivo

J, el producto a;r; (t) es un numero real, y puesto que 2m es un entero positivo par,
2m

deducimos que
n 1 1 n 2m
Z Clj?”j :/ dt = / Z CLjTj(f) dt
7=1 Loy 0 0 \j=1
1 | "
- 2 Tl k Lo
n- ]:1

0 kitetha=2m

2m

Z a;r;(t)
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= > Ha ri(t)*dt. (3.22)

k1+-+kn=2m fal

Teniendo en cuenta que por el Lema si existe 1 < j < n tal que k; es impar,
entonces
/ H ayr;(t)*dt =0,

2m 1

' n
- ¥ ﬁ [Tabritysa

Lo kit +kn=2m 0o j=1
™ k; €S par vil<i<n

1
2m)! - k; )
= 2 [ Hamora
okl

kit +kn=2m
k; €S par Vi:1<i<n

1
2m! - k-
= E —_ | | a;’dt
kil ky! J
ki 4k =2m "o =1
ki €S par vi:l<i<n

2m/! - k;
= 2 ol k piks (3.23)
n- j=1

K1+ +hn=2m
k; €S par Vi:l<i<n

se sigue de (3.22)) que

n

E a;r;

i=1

Llamamos 2!, a cada indice k; en la suma de (3.23)), y deducimos que

2m

om! T4 ke
-2 ﬁﬂ
-

L kit tkp=2m
™k €S par Vi:l<i<n

2l;
= 2 (211 2z 'Ha

O ++++ 20 =2m
- Z (211 21 [ H
It =m =1

< 2 Z.H

I+t =m
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oy (T (T

L+t =m d=1 j=1
m! ~ L
< 2 goemr]l@)
li4-+lp=m Jj=1
m! “ [y
=2m)" AN H (a5)”
li+Hlp=m Jj=1

=(2m)"™ (Z a?) - (3.24)

Se sigue de (3.24]) que
Lom j=1 j=1

Corolario 3.1.12. Sip € (2,+00), m es un entero positivo mayor o igual que £, n es

cualquier entero positivo, y {a;}jen €s una sucesion de nimeros reales, entonces

n

E CLjTj

j=1

O

N|=

i a;r; <Vv2m (i a§> : (3.25)

Demostraciéon. Como p < 2m, por el Lema [3.1.11] resulta que

L,[0,1]

n

E :ajrj

j=1

n

E Clj’f‘j

j=1

< S%(iai)Q. O

j=1

Lp[0,1] L2, [0,1]

Teorema 3.1.13 (Desigualdad de Kinchin). Sea {r,}nen la sucesion de funciones de
Rademacher. Para todo p € [1,4+00) existen constantes positivas A, y B, tales que para
todo entero positivo n y para toda sucesion de escalares {a;}ien, valen las siguientes
desigualdades:

1 1
Al (Zy(m?) < < B, <Z\ai]2> : (3.26)
i=1 =1

Sip € [1,2], se puede elegir B, =1, y sip € [2,+00), se puede elegir A, = 1.

n
E a;r;
i=1

L,[0,1]
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Demostracion. Por la relacion entre las normas en L,[0, 1] y la Observacion la
primera desigualdad es inmediata para p > 2 y la segunda es inmediata para 1 < p < 2,
con constante 1 en ambos casos.

Si p € (2,+400), sea m el menor entero positivo mayor que £, es decir que m = [ 5] + 1.
En el caso del espacio L,|[0, 1] sobre R, la desigualdad de la derecha de se sigue
del Corolario , tomando B, = v/2m.

En el caso del espacio L,[0, 1] sobre C, se deduce del Corolario que

Z a;r; < Z Re(a;)r; + Z Im(a;)r;
1=1 Lp[0,1] =1 Lp[0,1] 1=1 Lyp[0,1]
1 1
n 2 n 2
<V2m (Z (Re(ai))2> +v2m (Z (Im(ai))2>
i=1 i=1

1
2

<o (z |al-|2)2 - Vom (z |ai|2)
:2\/% <i \ai|2) 2 .

i=1

Por lo tanto, la desigualdad de la derecha de ([3.26]) vale para p € (2, +00), y se puede
tomar B, = 2,/2[ 5] + 2.

Veamos ahora el caso p = 1. Podemos suponer sin perder generalidad que existe
ie{l,...,n} tal que a; # 0, dado que en caso contrario (3.26]) vale trivialmente para
cualquier par de escalares positivos A, y B,,.

Por la Observacion [3.1.9] tenemos que

n n 2 1| n 2 1] n % n %
Slaf=|[Yan| = [ |Sano| d= [ [Sanm| [Son|
i=1 i=1 L2[0,1] 0 |i=1 0 |i=1 i=1

(3.27)

Definimos 6 = %, lo que implica que 0" = 3. Como § es mayor que uno, y puesto que
ya probamos que existe la constante B, del enunciado, por la desigualdad de Holder
deducimos que

2 4 26\ 3§ 15’ 5
1] n 3| n 3 1| n 3 1| n 3
/ D ai(t)| D airi(t)| dt < / > airi(t) / S ari(t)| ot
0 |i=1 i=1 0 |i=1 o 'S
il n 2 1] n 4\ 3
0 0

i=1 i=1
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2
n 3
=2 o Z ai;
=1 L1]0,1] L4[0,1]
n % 4 n 3
=1 L1[0,1] =1

Se sigue de (3.27) y (3.28) que

n 1_% %
4
(Z\am) <5t ||S 29
=1 L1[0,1]
Por lo tanto,
n % n
B4_2 <Z |ai|2> S Z a;T; (330)
=1 =1 L1]0,1]

Se sigue de que la desigualdad de la izquierda de vale si p =1, y se puede
tomar A; = B4 Por la relaciéon entre las normas, esto 1mphca que dicha d681gualdad

también vale si p € (1,2). O
Una consecuencia importante de la desigualdad de Kinchin es el siguiente Corolario:

Corolario 3.1.14. Si p € [1,+00), la sucesion {r;}ien de funciones de Rademacher es
una sucesion bdsica en Ly[0, 1] equivalente a la base candnica de {s.

Demostracion. Se deduce inmediatamente de la desigualdad de Kinchin que si M =
max {A,, B, }, entonces para todo entero positivo n, y para toda sucesién de escalares
{a;}ien, se tiene que

1 B n n
M Zam _Mp (Z‘azyz) SAP ZCLZ'TZ'
i=1 LP[071] =1 %) =1 LP[Ozl]
> air (3.31)
i=1 Ly,[0,1]
Por el Lema se infiere de (3.31) que {r;}ien es una sucesion basica en L,[0, 1]
equivalente a la base canobnica {e( bien de £s. ]

El Corolario [3.1.14] en particular implica que existe una sucesion basica en L,|0, 1]
equivalente a la base canonica de £5. Este resultado también es valido para L, (R9), como
probaremos luego de demostrar una Proposiciéon auxiliar.
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Proposicién 3.1.15. Sea p € [1,+00), A un subconjunto medible de R, y {fi}ien
una sucesion bdsica en L,(A). St l es un entero no negativo, existe una sucesion bdasica
{F;}ien en Ly(R™) que es equivalente a { f;}ien.

Demostracion. Para cada entero positivo 4, definimos una funcion g; € L,(R?) del
siguiente modo:
gi(e) = @) sieed,

0 sixz & A
Se deduce inmediatamente de la defincién que para toda sucesion de escalares {a; }ien,
y para todo entero positivo n, se tiene que

Zaifi = B Zaifi(x)

Lp(A)

dr = 'ng(x>

i9i (3.32)

Lp(R?)

Por el Lema y (3.32), deducimos que {g;}ien es una sucesion bésica en L,(R?)
equivalente a {f;}ien. Sil = 0, esto completa la demostracion.
Sil > 0, definimos para cada entero positivo ¢ una funcién F; por medio de la férmula

Fi(xy, ... za0) = gi(1, -+ 2a)X(0,1) (Tar1) - - - X[o,1) (Tasr)-
Tenemos que
n n p n P
Zaz : / Zain‘(I) dx:/ ZaiFi(xl,...,de) dry...dy,,,
i=1 Lymatty R o) R 121
P
/d l Zalgz L1y de)X[o,u(iCdH) . --X[o,l}(l'dﬂ) dx; . --dmd+l
+
P
/ igi(l'la--'axd) dl‘l-ﬂdxd_,_l
R4 x[0,1]!
P
/ </ i9i(T1, ..., xq) dxl...dxd> drgyq...drg,y
[0,1]¢
n P
Z/ a;gi drgiy...drgy
oI A=t e, @)
P

/ d37d+1 e dl’d—&-l
Ly /O
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n p

Z @:i9i

1=1

(3.33)

Lp(R?)

Se infiere de (3.33)) y el Lema que {F;}ien es equivalente a {g;}ien, ¥ como {g; }ien
es equivalente a { f; }ien, se sigue que {F;},en v {fi }ien son equivalentes. O

La Proposicion [3.1.15 es util para demostrar que £ esta contenido en L,(R?), en el
sentido de la siguiente Proposicion:

Proposicion 3.1.16. Si p € [1,+00) y d es un entero positivo, existe una sucesion
basica {F;}ien C L,(RY) que es equivalente a la base candnica {eV}icn de £y.

Demostracion. Por la el Corolario [3.1.14] la sucesion de funciones de Rademacher
{ri}ien es una sucesion bésica en L,([0,1]) equivalente a la base canénica de ¢5. Dado
que [0, 1] es un subconjunto medible de R, la Proposicion dice que para todo
entero positivo d, existe una sucesion basica {F; }icy en L,(R?) equivalente a la sucesion
{ri}ien en L,[0, 1], y por ende, equivalente a la base canonica de (5. O]

Ahora estamos en condiciones de demostrar un resultado que en el capitulo siguiente
usaremos para demostrar que si p € [1,2) U (2,4+00), no existen bases incondicionales de
traslaciones de L,(R%).

Lema 3.1.17. Sip € [1,2) U (2, +00), entonces £, no es isomorfo a L,(R?).

Demostracion. Por la Proposicion 3.1.16 L,(R?) tiene un subespacio isomorfo a ¢5.
Veamos que £, no tiene ningtin subespacio isomorfo a /5.

Supongamos que 1" : {5 — X C £, es un isomorfismo.

Puesto que {e(i)}ieN es seminormalizada, {T (e(i)) }iGN es seminormalizada, y como la
base canodnica tiende débilmente a cero en ¢ y T es un operador w — w—continuo por
ser continuo, se sigue que {T (e(i)) }Z N tiende débilmente a cero en ¢,. Luego, por la
Proposicion existe una subsucesion {T (e(ik)) }keN que es basica y equivalente a
la base canodnica de £,.

Como la restriccion de T a [e(®) : k € N| es un isomorfismo entre [e(#) : k € N] y
[T (e()) € NJ, se sigue por el Lema|l.2.4 que {T (e")) }keN es equivalente a {e(’*
lo que implica que es equivalente a la base candnica de /5.

Dado que {T (e(ik)) } pen €8 equivalente a la base canonica de ¢y y también es equivalente
a la base canodnica de /,, y puesto que la equivalencia de sucesiones bésicas es una

relacion de equivalencia, se infiere que la base canoénica de /5 es equivalente a la base
canénica de £, lo que contradice la Proposicion |1.2.3] O

)}keN’
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El Teorema de Orlicz.

En esta seccién, daremos una demostracion de un teorema probado por Orlicz,
que tiene varias aplicaciones en el contexto de convergencia incondicional en espacios
L,. Como ejemplo de aplicacién, probaremos un teorema sobre sucesiones basicas
incondicionales en espacios de Hilbert (aunque no vamos a usar el Teorema de Orlicz
para demostrar los resultados principales de la tesis, es un resultado importante en el
contexto de convergencia incondicional en espacios L, y puede ser 1til para entender
més claramente dicha convergencia).

Teorema 3.2.1 (Teorema de Orlicz). Sea (2, %, v) un espacio de medida, {fi:}ien una
sucesion en L,(v), y q el mdzimo entre 2 y p.

o0
Si > fi converge incondicionalmente, entonces
i=1

Z IfillZ, @) < 00
i=1

o

Demostraciéon. Como ) f; converge incondicionalmente en L,(v), por el Lema [2.1.5
i=1

existe un operador lineal continuo 7" : lo — L,(v) tal que si a = (a;)ien € ¢, entonces

o

T(a) = Z afi- (3.34)

i=1

Sea {r;};en la sucesion de funciones de Rademacher. Para cada entero positivo n definimos
una funcién R™ : [0, 1] — {4, como

RO = (RM(®)

ieN
donde
RO (1) = {““) iis

0 sin <1.

Dado que |r;(t)] < 1 para todo t € [0,1] y para todo entero positivo i, se infiere
inmediatamente de (3.34) que para todo entero positivo n, tenemos que

Zrz(t)fl

p

= IT(RV ), < ITIPIRO @I,
Ly(v)
<||T||P vteo,1]. (3.35)
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Por el Teorema de Fubini y la desigualdad de Kinchin (Teorema [3.1.13)), se sigue de
(13.35) que

p
dt
Ly(v)

-/ ( [ s pdu(w)) a

i=1

:/Q (/01 zn:ri(t)fi(w pdt)

1
TP = / TPt >

p

~—

dv(w)

L,[0,1]

/(Zm 2) dv(w). (3.36)

Por y puesto que ¢ 2 <1, deducimos que

=1

2

/(Z'fz ‘1) dv(w) = /Q (ifi(w)q>q)gdy(w)

=1

p

<), (Z'f@ 3) )= | <i|fi<w>rz)2du<w>

=1

<(A[IT)P (3.37)

Dado que una suma es una integral con respecto a la medida cardinal sobre los
subconjuntos de N, por la desigualdad integral de Minkowski tenemos que

p

(Z\IlelL,,(V)> =<Z(/ |fi<w>|pdu<w>)q> </ (Zm |p5>qdu<w>

:/Q (Z|fi(w)|q>q dv(w). (3.38)

De (3.37)) y (3.38) inferimos que

(ZuszL,,(,,) < (AT

Como n es un entero positivo arbitrario, se sigue que

Z||fz||q (A,||T]))* < +oo. 0O
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El Teorema de Orlicz tiene muchas aplicaciones en el contexto de convergencia
incondicional en espacios de Banach. Como ejemplo, vamos a demostrar el siguiente
Teorema, que da una caracterizacion de las bases de Riesz como las bases incondicionales
de Schauder seminormalizadas de La(v).

Teorema 3.2.2. Sea (Q,%,v) un espacio de medida. Si {f;}ien es una sucesion bdsica
incondicional seminormalizada en Ly(v), entonces es equivalente a la base candnica de

ly.

Demostraciéon. Supongamos primero que { f;};en es una base de Lo(v). Identificamos
(Ly(v))" con Ly(v) de la manera usual, es decir, asociando a cada funcional ¢ en (Ly(v))’
una funcion f, € Lo(v) tal que

o(9) =(fs,9) /ﬂp w)dv(w) Vg € Ly(v).

Si {f!}ien es la sucesion de funciones cooordenadas de {f;}ien, se tiene que

o0

f =Z<f;, £ Yfe L) (3.39)

Sea M > 0 tal que
Mt <max{||fi]|} <M VieN. (3.40)

Dado que la convergencia en (3.39)) es incondicional, por el Teorema de Orlicz y la
desigualdad ([3.40)) se deduce que

f =
>t <Z|fz7f p UM _ LSS 0l < o0 V5 € L)
=1

o0

Esto muestra que podemos definir un operador lineal T": Ly(v) — ¢35 como

)= DD = (U iew ¥ € Lalw), (3.41)

que resulta continuo por el Principio de Acotacién Uniforme. En particular, se sigue que

o0 o0 (o] oo

si Y a;f; converge, T (Z aifi) =Y a;e™, y por ende, S a;el converge.

i=1 i=1 i=1 i=1

Para completar la demostracion de que {f;}ien es equivalente a la base canonica de £,
o0

o0

resta mostrar que si > a;el”) converge, entonces Y a;f; converge. A tal fin, consideramos
=1 i=1

la base dada por las funciones coordenadas: Como { f;};en €s una base incondicional
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seminormalizada de Ls(v), las Proposiciones y y el Lema establecen
que {f!}ien es una base incondicional seminormalizada de Ls(v), y que

o0

(fi, )T Vf e Ly(v). (3.42)

=1

S

Por simetria con el caso de {f;}ien, deducimos que existe un operador lineal continuo
S : Ly(v) — £y dado por

Z flv l) = fl7f>)i€N VfELQ(V).
=1
Se sigue que si (a;),cy € f2 y 7 < m, entonces

= Ssup { Zaz fzy }
Lo(v) 9EBL,y(v)
< sup (Z\af) (Z\(fiﬂ)ﬁ)

9€BL,y ) i—n,

m % S
g(zw) p (Zm, )
i=n 9€BLyw) i=1
1
m 2
SWH(Z!%\Q) 7
i=n
00

lo que implica que Y a;f; converge. Esto completa la demostracion del caso en que
i=1
{fi}ien es base de Lo(v). Si {f; }ien €s una sucesion bésica incondicional seminormalizada,
sea X = [f; : 7 € N]. Como X es un espacio de Hilbert separable, es isomorfo todo espacio
de Hilbert separable. En particular, existe un isomorfismo 7" : X — Ly(R), y se sigue
por el Lema que {T'(fi)},cy es una base de Ly(R), equivalente a { f;}ien. Como
{T(fi)};cn es también equivalente a la base candnica de 5, concluimos que { f;}ien €s
equivalente a la base candnica de /5. O

m

Zaifi

=n

ol

[N

Como toda base de Ly(v) equivalente a la base canodnica de ¢ es en particular

incondicional y seminormalizada, se sigue por el Teorema que las bases Riesz son
las bases de Schauder incondicionales seminormalizadas de Ly(v).
En el Capitulo siguiente, probaremos el Lema[d.2.2] el cual permite dar una demostracion
maés corta del Teorema [3.2.2} si p = 2, es inmediato que el operador L del enunciado de
dicho Lema es el operador S* de la demostracion del Teorema [3.2.2| recién dada, y por
lo tanto, T tiene inverso continuo.
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Capitulo 4

Los resultados principales.

En este capitulo, vamos demostrar los resultados centrales de la tesis, que son
los Teoremas y sobre equivalencia de sucesiones bésicas incondicionales de
traslaciones en L,(R?) y la base canénica de £, sus respectivos Corolarios y
el Teorema que dice que no existen bases incondicionales de traslaciones de L,(R?)
en el caso p € (1,2], y el Teorema m que dice que no existen bases de traslaciones de
Li(RY).

Todos estos resultados fueron demostrados en [6] y [2] para los espacios L,(R). Vamos
a desarrollar los detalles de las demostraciones en L,(R%), siguiendo en general las
demostraciones dadas en los articulos mencionados, con algunas modificaciones.

Un concepto central en todas estas demostraciones es el de traslacion de una funcion,
que definimos del siguiente modo:

Definicion. Sean V. y W son espacios vectoriales, f : V. — W wuna funcion. Una
traslacion de f es una funcion f) :V — W dada por

foy(z) = flz =),
donde X es un elemento fijo de V.

Observacién. Notemos que si A\ € R? y foy es una traslacion de una funcion f €
L,(R%), entonces Hf(,\)Hp = |fll,, lo que en particular implica que toda sucesion de

traslaciones de una funcion f € L,(RY) es seminormalizada.
En este capitulo, usamos la siguiente notacion:

e En el contexto de la definicion de traslaciones de una funcion, llamamos T} a la
funcion de V' en V' dada por la formula T)(z) = z — X. Con esta notacion, tenemos
que foTy = f). Podemos observar que T) es en particular una traslacién de la
identidad de V.

69
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e Notamos una sucesion en R? como {)\(i)}

xp» donde A0 = (Agﬂ,...,Ay). Con

esta notacion, una sucesion de traslaciones de una funcion f € L,(R?) se nota
{ ()\(Z))}iEN.

e Si f es una funcién en L,(R?) y A es un subconjunto de R?, llamamos X,,(f, A)
a la clausura del subespacio generado por la coleccion { fo es decir que

Xp(f, A) = [f(A) tAE A]

Antes de demostrar los resultados de este capitulo, veamos dos ejemplos de sucesiones
bésicas de traslaciones, comenzando por un ejemplo sencillo de una sucesion de trasla-
ciones que es bésica incondicional en L,(R) para todo p € [1, +00).

Sea f : R — R la funcién caracteristica del intervalo (0,1), A® =i — 1 para todo entero
positivo i, y A = { )\(i)}ieN. Con estas definiciones, se tiene que

)}/\GA’

f()\<i))(5(,’) :X(O,l))(fl;‘ — (Z — 1)) = X(i_l’i)(x) Ve e RV: € N, (41)

es decir que f( A €8 la funcion caracteristica del intervalo (i — 1,4) para cada entero

n

Z @z‘f(w))

=1

positivo i. Por lo tanto, si {a;};en es una sucesion de escalares y p € [1,4+00), entonces
n
Z ;X (i—1,3) ()

p % n—1 j+1 | n p %
= (/ dx) = (Z/ Zaix(i_lﬂ-)(x) dx)
P Bli=1 j=0"J i=1
n—1 41 v n %
- (Z / |aj|pdo:) - (Zw)
j=0J j=1

n

Z aie(i)

=1

(4.2)

£p

Por el Lema |1.2.4]y 1) se infiere que para todo p € [1, +00), la sucesion {f(w-))} es

una sucesion basica equivalente a la base canonica de £, lo que en particular implica que
es una sucesion bésica incondicional. Vamos a probar en la Seccion que sip € [1,2]
y d es un entero positivo, toda sucesion basica incondicional de traslaciones en L,(R?)
es equivalente a la base canonica de ¢, mientras que si p € (2, 400), probaremos en la
Seccién que esto vale cuando X,(f, A) estd complementado en L,(R?).

Podemos mencionar también que en el caso particular de la sucesion de traslaciones de
nuestro ejemplo, se deduce de que existe un isomorfismo isométrico U entre X,(f, A)

y ¢, tal que U (f(/\(i)>> = ¢l para todo entero positivo 4. Si p € (1,+00), como (£,)’

se identifica con /,, estas isometrias permiten identificar naturalmente (X,(f,A))" con
Xy (f,A) C Ly(R), y resulta que la sucesion en L,/ (R) que se identifica con las funciones
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coordenadas de { f( )\@)} es también { f( A®) }, puesto que si ¢ y j son enteros positivos,

se sigue de {' que f()\(i) f()\(]-)) = 0ijX(i-1,), lo que implica que <f(/\(,-)), f</\<j))> = 0;j.
Si p =2, de la igualdad 1' también se infiere que { f( A(i))} es un conjunto ortonormal
en Ly(R).

El segundo ejemplo que vamos a ver es un ejemplo dado en [6] de una sucesion de
traslaciones que es basica no incondicional en L;(R), y no es basica en L,(R) para todo
p € (1,+00). Posteriormente, en la seccion , demostraremos que para todo entero
positivo d, no existe ninguna base de Schauder de L;(R?) consistente en traslaciones de
una funcion.

Sea f : R — R la funciéon dada por la férmula

f(x) =xon(®) = xXa2(r) YreR. (4.3)
Definimos A = {)\(i) } de la siguiente manera:

A2 —; VieN, y (4.4)
A2 =1 Vi € N.

Se sigue de las definiciones que

f(,\(m)) =X (,i+1) = X(i+1,i+2) VieN, y (4~6>
f()\(Qi—l)) =X(1-i,2—i) — X(2—4,3—1) Vi € N. (4.7)

Para ver que { f< /\(i))} es bésica no incondicional en L;(R) y no es basica en L,(R) si
ieN

p € (1,400), primero vamos a escribir las sumas de las combinaciones lineales de nimero
par y de un ntiimero impar de elementos de la sucesion y sus normas de una manera
conveniente. Luego vamos a usar esas féormulas para demostrar que si p = 1, entonces
existe una constante que cumple con la condicién del Lema estableciendo que
la sucesion de traslaciones es basica en L;(R). Como siguiente paso, vamos a elegir dos
sucesiones de escalares para poder demostrar por medio del Lema que la sucesion
de traslaciones no es incondicional en L;(R). Finalmente, eligiendo escalares como se
indica en [6], vamos a usar las formulas de las normas de las sumas impares para ver
que no puede existir una sucesion de funciones coordenadas en L,(R) si p es mayor que

uno, y por lo tanto, en esos espacios la sucesion { f( A®) } no es basica.
1

Antes de comenzar, veamos céomo es el grafico de la parte no nula de algunas de
las traslaciones de f, para darnos una idea més intuitiva de como es la sucesion de
traslaciones:
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2 A
1.5 i
f()\(s)) f()\(l)) f(,\(4)) f()\(fi)>
] | |
| | |
fomy Jooy To)
: t ;
-5 —4 -3 —2 —1 1 2 3 4 5
—0,5 t . :
,/'(/\;m) f(Am) f(Am)
\ | |
| | | |
f(,\m) 15l f(,\(s)) f(,\<2>) f(ms))
_2 s

Si {a;}ien es una sucesion de escalares y n es un entero positivo, resulta que

2n

E )\(z) E agi f >\(21> + E QA2i— 1f A(2i— 1))

i=1
n

= Z a'2z (iyi+1) — X(i+1, z+2 + Z a2i—1 X(1 i,2—i) — X(Z—i,S—i))
i=1

n—1
= Z (a9 — a2i—2) X(ii+1) + Z A2i—1 — G2i41) X(1—i,2—i) T (@2 — a1) X2+
= =1

+a2n—1X(1fn,27n) - a2nX(n + 17 n+ 2)

Definimos ag = a; para simplificar algo la notaciéon, y escribimos

n—1

2n n
Z aif(w)) . Z (agi — a2i—2) X(iit1) + Z (@2i—1 — @2i41) X(1—i2—i)+
i=1 i=1

=1



73

+a2p—1X(1-n,2-n) — G2nX(n + 1,1+ 2). (4.8)
Por lo tanto,
2n p n n—1
D _aifpo)|| =D 1oz —aual + ) oz — axia '+ lazaar '+ lazal”
i=1 p =1 i=1
2n
= Z ‘CLZ' — ai,2|p + ‘a2n71|p -+ ’CLQn‘p Vn € N. (49)
i=2

De manera similar, deducimos de (4.7)) y (4.8) que si n es un entero positivo, entonces

2n+1 2n
Z aif()ﬁ)) = Z aif(,\(i)) + a2n+1f()\(2n+1))
i=1 i=1
2n
= Z aif(/\(i)) + Q241X (—n1-n) — A2n+1X(1-n,2—n)
i=1

= Z (azi — agi—2) X(ii+1) + Z (@gi—1 — A2i41) X(1—i2—i)+
i=1

i=1
+a2n+1x(_n,1_n) — (lan(n + 1, n + 2) (410)
Luego,
2n+1 p o2n+1
> aif(o)|| = > lai = aiaf” + |azaal” + |az[” Vn €N (4.11)
i=1 p =2
Se sigue de ([I9) y (I11) que
2n+1 p 2n p
Z aif()\(i)) = Zaz‘f()\a)) + |agni1 — azn-1l” + lagnia|” — lagn—1[” VR €N, y
i=1 » i=1 »
(4.12)
2n+-2 p 2n+1 P
Z aif()\@)) = Z az’f(w)) + [agni2 — agnl” + |azni2|” — lag,|” Vn € N.
i=1 » i=1 »
(4.13)

Como |y — | + |y| — |z| es mayor o igual que cero para todo par de escalares y y x, se
infiere de (4.12)) y (4.13) que si p = 1, entonces

n+1

Zaif(,\m)

n

Z aif()\(i))

i=1

< Vn > 2. (4.14)

1 1
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Puesto que

larfmll, = / lar (X0 (@) — X012 (@))] de = 2aa, ¥
R

l|a1 froy + a2 fro || 2/ ‘(11 (X(o,l)(ﬂf) — X(1,2) (95)) + a9 (X(1,2) (x) — X(2,3)($))| dx
R
:|CL1| + |CL2| + |CL2 — CL1|,

se infiere que (4.14]) vale también si n = 1. Deducimos que para todo par de enteros
positivos tales que n < m, se tiene que

Z az’f(,\u'))
=1

m

Z aif()\(i))

=1

<
1 1

Concluimos por el Lema |1.1.2] que {f(w))} es una sucesion bésica en Li(R), y su

constante es uno. Para ver que no es incondicional, definimos para cada entero positivo
1 los siguientes escalares:

1
ag; =, (415)

i
agi—1 =0, (4.16)
by =1,y (4.17)
bux =0si k € {1,2,3}. (4.18)

Teniendo en cuenta que tomamos ay = a; = 0 para poder usar las férmulas para las
sumas dadas anteriormente, y puesto que los coeficientes de indice impar son todos

nulos, se sigue de (£), (@15) y (EI6) que
2n n

Z az'f()\(i)) = Z (a2 — agi—2) X(i,i+1) — 20X (n+1,n+2)
=t i=1
- Zn: 1 ! 4+ 1
= Z i i=1 X(i,i+1) T X(1,2) nX(n+17n+2)

= — ; MX(MH) + X2 — Ex(n+1,n+2)-

Deducimos que si 1 < n < m, entonces

2n 2m

Z az’f(A(w) - Z aif()\@‘))

i=1 =1

m

1 1 1
i;—l it — 1)X( #+) mX( +1m+2) nX( +1n+2)

1 1
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o

<) Mil) +%. (4.19)

1=n+1

o0
Como a; = 0 para todo entero positivo impar i, inferimos de (4.19)) que la serie Y a; f( AD)
i=1

converge, pero como (4.9), (4.17) y (4.18)) implican que
4n n n 1
Zbi@if<>\(i)> > Z lag| = 5
=1 1 =1 =1

Ie=1
227

o

la serie ) b,-aif(A(i)) no converge, y por lo tanto el Lema [2.2.2| dice que {f(w))} no es
i=1

una sucesion bésica incondicional en Lq(R).

Para ver que si p € (1,400), la sucesion de traslaciones no es basica, tomamos bg”) =1
para todo entero positivo n, y para cada par de enteros positivos ¢ y n, definimos

b(n): 1—% sii<n,
2 0 sin <i.
b(n) _ 1-— i sl < n,
201 0 sin <i.

Con estas definiciones, y teniendo en cuenta que también tomamos b(()n) = bﬁ”’ para
todo entero positivo n para poder usar las férmulas para las sumas parciales dadas
anteriormente, deducimos por (4.11)) que si n > 2, entonces

D6 f| | = 20 P =] k[ )
i=1 p =2
2n—+1 » ) ,
=4
2n+1 » »
n n p ]_ ]_
=S —u - -1 +‘1___1
i=4 n n
2n+1
n n p 2
=D " |+
i=4 np
n p n—1 » 9
D TR AN R S A A

1=2 i=1
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n—1 9
n n) |P n . [P . 9
B bty — Ui + (b5 [ + Z bty — 05| + |05, + np
=2 i=1
n—1 » n—2 ) A
=3[ = o [l = ]+
i=2 Py
n—1 . . n—29 ' '
i i— 1" i+ 1 P4
i—2 n n — n n nP
n—1 n—2
1 1 4 2n
2wl e w
2
Tl (4.20)

Dado que bﬁ”) = 1 para todo entero positivo n, se sigue de 1} que

2n+1
foany + Z bgn)f(mo) =0.
=2

p

lim
n—-+o0o

Por lo tanto, no existe una funcion f; € (X,(f,A))" tal que f; (f(,\(j>)) = 0y para todo

entero positivo 7, lo que implica que si p > 1, la sucesion { f( w))} no es basica en L,(R),

puesto que no puede haber una sucesiéon de funciones coordenadas continuas.

Resultados generales.

En esta seccion, vamos a probar primero dos Proposiciones generales sobre sucesiones
de traslaciones en L,(R?), validas para todo p € [1,+00). Usaremos la segunda de ellas
en la seccion siguiente, cuando demostremos el Teorema [4.2.4]

También vamos a demostrar en esta seccion un Corolario de esas Proposiciones, que
usaremos luego en las demostraciones del Teorema [£.3.7 y la Proposicion [4.3.5 en la
seccion [4.3]

Para las demostraciones de esta seccion, necesitamos el concepto de conjunto uniforme-
mente discreto, que vamos a definir a continuacion.

Definiciéon 4.1.1. Sea (E,d) un espacio métrico. Decimos que un conjunto A C E es
uniformemente discreto si existe un nimero real & > 0 tal que para todo par (A, \') € AxA
tales que A # X, se tiene que d(\, \') > 9.

En esta tesis, nos interesan los subconjuntos uniformemente discretos de R?, con la
métrica inducida por la norma euclidea. Notemos que en tal contexto, todo conjunto
uniformemente discreto es contable.
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Proposicién 4.1.2. Sea A C R? un conjunto uniformemente discreto, y f una funcion
en L,(R?). Para todo cubo Q@ C RY, la suma Y ||f(,\)|QH£ es finita.
AEA

Demostraciéon. Sea 6 = inf {|A—\|}.

(AN)EAXA

AEN

Supongamos primero que ) es un cubo cuyo didmetro es menor que 9.
Si Ay X son elementos de A y existen z, 2’ € Q tales que x — A\ = 2/ — X, se sigue que
A= N| = |z —2'| <9, lo que implica que A = X,
Por lo tanto, siempre que A # X, los cubos trasladados Q — Ay @ — X son disjuntos.
Dado que la funcién Ty es un difeomorfismo cuyo determinante jacobiano es uno, se

sigue que

S llolls =3 [ 156w =z =3 [ 15(r5)pas

AEA AEA AEA
_Z/ |pda;—2/ ]pdx</ () Pdz
aen Y Ial AEA
<[IfI[5- (4.21)

Esto prueba el resultado en el caso en que el didmetro de () es menor que 9.

Dado un cubo cualquiera @ de lado xg, sea kg el menor entero positivo mayor que 2dd !,
k1 el menor entero positivo mayor g, y J el conjunto {1, ..., (kok;)?}.

Elegimos un cubo @)’ de lado k; que contiene a (). Podemos escribir (' como una unién
disjunta de una coleccion finita de cubos {Q;};es tales que para todo j € J, el lado de
Q, tiene longitud k;'.

Dado que el didmetro de ); es menor que d para todo j € J, se sigue de que

AeX:AHJC(A) :SZHf(A)Q fA)\UQ’ ZA;H]‘" \Q]
=33 |[foole || < 31l = #HOII = b1

JjeJ AEA
_((1+2d5‘1)(1+l( )) ||f||g < +o0.

]

Proposicion 4.1.3. Sea {\"},_ una sucesion en R%. Si existe una funcion f € L,(R?)
tal que la sucesion {f</\(i)>} es badsica, el conjunto A = {\9 : i € N} es uniformemente
ieN
discreto.
Demostracion. Como { f< /\m)} es una sucesion de traslaciones, es seminormalizada.
ieN

Por la Proposicion [1.1.5] la sucesion de funciones coordenadas {f/};cny también es
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seminormalizada, y por lo tanto existe una constante ¢ > 0 tales que ¢! < ||f/]| < ¢
para todo entero positivo .

Puesto que f/ <f(/\(j))> = J;; para todo par (i, j) € N x N, se sigue que si 7 # j, entonces
fi 1
— (f()\(i)) - f(>\(j>)) = E (4'22)

C

||f’||

oy = fooy |, 27 [y = fon |, 2

Dado que las combinaciones lineales de funciones caracteristicas de cubos diadicos son
densas en L,(R?), existe un entero positivo ng, escalares {ax }1<r<n,, y cubos diadicos

{Qk}1<k<n, tales que

(4.23)

p

Sea g = Y arxo,- Se sigue de (4.23|) que para todo entero positivo i, tenemos que
k=1

( f (2= AD) —g (2 - (i))\pd%)]i
:( <@wm);=Hf—mu
=

o) = 90

(4.24)

Se infiere de (4.22) vy (4.24]) que si i y j son enteros positivos tales que i # j, entonces

1
- < f(,\u')) - f(w)) ) = Hf(w)) - g(w‘)) —l—g(w)) - g(w)) +9(A<j>) - f(w))Hp
=11900) ~90w) T Hf(w)) ~900) ‘ ‘p + Hf(w)) ~900) ‘ ‘p
1 1
< I(\®) 900 ) + I + I
={]90) T I0w) ) + i (4.25)

Deducimos de (4.25) que

0 no
9 = Hg(m) Q(Au))Hp ' £ O L)@ ;akXQk O LG

ng
< awl lIxq. © Tao = Xoi © Tao I,
P k=1

no
> ak (xq, © Tho — X, © Tho)
k=1
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p

no
Sl ([ e (=29 ~xe, - )F
k=1 Rd
no %
=3l ([ Ixen (0) = xau (2439 29) o)
k=1

= Z lak| (1 (Qr \ (Qr+ AP = AD)) + 5 (Qe + AV = A\ Qp)) 7. (4.26)

3=

Si hubiera una sucesion de pares (i, jm)men tales que [Am) — \Um)| tendiese a
cero cuando m tiende a infinito, entonces para cada 1 < k < ng, las medidas de los
conjuntos (Qr + AU — AT\ Q. y Qp \ (Qr + AU — Am)) también tenderfan a
cero, contradiciendo la desigualdad . Por ende, no hay tal sucesion, lo que implica
que existe 0 > 0 tal que para todo par (i,7) € N x N con i # j, se tiene que

‘)\(J') _ )\(i)| > 4.
Concluimos que A es un conjunto uniformemente discreto. m

De las Proposiciones y se sigue inmediatamente el siguiente corolario:

Corolario 4.1.4. Sea {\D},cy una sucesion en R, y {f /\(i))}ieN una sucesion bdsica de

p
traslaciones de una funcion f € L,(R?). Para todo cubo Q C R?, la suma > Hf(k)b
AEA P

es finita.

Sucesiones incondicionales de traslaciones en L,(R?),
con p € [1,2].

En esta seccion, vamos a demostrar que si p € [1, 2], toda sucesion bésica incondicional
de traslaciones en L,(R?) es equivalente a la base canénica de £,. Notemos que dado
que toda sucesion de traslaciones es en particular seminormalizada, en el caso p = 2 la
equivalencia vale por el Teorema [3.2.2]

Las demostraciones que vamos a dar siguen en general las dadas en [0, 2], con algunas
modificaciones, y desarrollandolas con mas detalle. En la demostracién del siguiente
Lema, seguimos casi enteramente la demostracion dada en [3] de un resultado similar.

Lema 4.2.1. Sea (2,%,v) un espacio de medida, y {f;}ien una sucesion bdsica in-
condicional en L,(v). Supongamos que existe un nuimero positivo €y y una sucesion de
subconguntos de Q) medibles y disjuntos dos a dos {A;}ien que cumplen que para todo
1 € N, se tiene que

1

(f | i) 2
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Entonces, eziste un operador lineal continuo T : [f; : i € N] — £, dado por la formula

T (Z a; fi> = (@) ey - (4.27)

i=1

oo [e.e]
En particular, si{a;}ien es una sucesion de escalares y >, a; f; converge, entonces >, |a;|P

=1 =1
COnverge.

Demostracion. Si {r;};cn es la sucesion de funciones de Rademacher, definimos una
funcion r : [0, 1] — £ por medio de la férmula

r(t) = (ri(t))ien Vvt €[0,1].

Sea K la constante incondicional de {f;}ien (Lema [2.2.2)). Como ||r(t)||., < 1 para
todo t € [0, 1], se sigue que

n p n p n p
Zh‘(t)az‘fi < Kgllr(®)ll7, Zaifi < K§ Zaifi
=1 Lp(v) i=1 Ly (v)) =1 Lp(v))
Integrando, obtenemos
/ Zﬁ(t)@ifi dt < / Kg Z ai fi dt = Kj Zaifi
O -t Ly(v) ’ i=1 Ly(v) i=1 Ly(v)
Por el Teorema de Fubini, se sigue que
n p 1 n p
K{ Zaifi Z/ Zﬁ(t)aifi dt
i=1 Lp(v) 0 i=1 Lp(v)

:/01 (/Q iri(t)aifi(w) pdu(w)) dt

=1

_ / ( / 1 immfi(u}) pdt) dv(w)

dt) dv(w)

dt) dv(w)

Z ri(t)a; fi(w)

n

Z a; fi(w)ri(t)

=1
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P
> aifilw dv(w).
L,[0,1]
Teniendo en cuenta que de acuerdo con el Corolario [3.1.4] ||74||L 01 = 1 para todo

entero positivo 7, y que el Lema n 7| dice que (r;, TJ>[O = = 0;; para todo par de enteros
positivos ¢ y 7, tenemos que

p p

>
294
Lp(w) =174

n

Zaifi

n

Z a; fi(w)r;

1751150 | ()

i=1 =1 Lyp[0,1]
zfj/ / Zazfz ()] )
ZE/A- ;aifi(w)/o Ti(t)rj(t)dtpd’/(w)

p

dv(w)

£ i
—Z [, i) = Sl [ 1P i

>¢o” Z |a;|P. (4.28)
=1

Se deduce de (4.28)) que

n

Zaifi

i=1

(4.29)

Ly(v)

Si f =" a;f;, tomando limite en (4.29) concluimos que

=1
1
> ? K,
(E |ai|p) < (—) Iz, 0)-
i=1 €0

Dado que para toda f € [f; : i € N, existe una tnica sucesion de escalares {a; }ien tal

o0
que f = > a;f;, se sigue que el operador lineal T' del enunciado esta bien definido
i=1
oo o
y es continuo. En particular, esto implica que si > a;f; converge, entonces > |a;[P
i=1 i=1
converge. O
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Si bien solo vamos a usar el resultado del Lema m para el caso en que p € [1, 2],
Q) = R? la medida es la medida de Lebesgue, y la sucesion béasica es seminormalizada,
asumir eso no simplificaria la demostracion.
Podemos observar que para el caso en que p € [2,4+00), un resultado més general es
cierto:
Si {fi}ien es una sucesion basica incondicional acotada inferiormente en L,(v), entonces
existe un operador lineal continuo T : [f; : i € N] :— £, dado por la formula @

Esto es asi porque como { f; }ien es una sucesion basica incondicional en L,(v), s Z a; f;
=
converge, entonces converge incondicionalmente, lo que implica por el Teorema de Orhcz

(Teorema |3.2.1)) que Z lai fillh 1,(v) converge. Por ende, si K" es una constante positiva

1=
tal que K < [|fi|l, ) para todo entero positivo i, entonces

Z jai|” < Z il Wil o) K7 =K7Y llaifilly, ) < +oc.
=1

Un argumento de acotaciéon uniforme permite completar la demostracion.

El siguiente Lema es un reciproco parcial del Lema 4.2.1] y lo usaremos después para
demostrar el Lema [1.2.3] Asimismo, puede usarse para demostrar el Teorema [3.2.2) como
explicamos en el capitulo anterior.

Lema 4.2.2. Sea (2, %,v) un espacio de medida, p € [1,2], y {fi}ien una sucesion
bdsica incondicional acotada superiormente en L,(v). Entonces, existe un operador lineal
continuo L : €, :— L,(v) dado por la formula

[e.9]

L (a) = Z CLZ'fi Ya = (az’)ieN c €p.

i=1

Demostracion. Sea K la constante incondicional de {f;};en (Lema[2.2.2), y My > 0
tal que

| fill L,y < My VieN. (4.30)

Si {r;}ien es la sucesion de funciones de Rademacher, definimos r : [0,1] — f, por
medio de la féormula

r(t) = (ri(t))ien.

Sean n y m enteros positivos tales que n < m, y {a;}ieny una sucesion de escalares.
Dado t € [0, 1], definimos ¢; = r;(t) y b; = r;(t)a; para cadan < i <m,y ¢; =b; =0 si
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1<noi>m.
Si ¢ = (¢;)ien, resulta que ||e|le, < ||r(t)|]e. <1,y por lo tanto

m p m p 0o p o) p
Z a;fi = Z ri(t)*a; fi = Z cibi fi < K§ Z bi fi el en
i=n Lp(v) i=n Lp(v) i=1 Lp(v) i=1 Lp(v)

m P
<Kjg Zﬁ(t)@ifi
i=n Lp(v)
Integrando, obtenemos
1| m p 1] m p
/ > aif; dt < K? / > rit)aif; dt.
O i=n L) O i=n L)
Por lo tanto,
m P
Zazfl < K} Z'r’i(t)aifi dt.
Ly (v) i=n Lp(v)
Por aplicacion del Teorema de Fubini, se sigue que
m p 11 m p
Zaifi <Kp/ Z J(Da; f; dt
i=n p(v) Lyp(v)
m P
=K} ( Zri(t)aifi(w) du(w)) dt
Zmn p
— Kp ( > aifi(w)ri(t) dt) dv(w)
o p
—K? / Z(a,- Fi(w))r: dv(w). (4.31)
1 |i=n L,[0,1]

Sea q¢ = %. Dado que que la sucesion de funciones de Rademacher es un conjunto

ortonormal en L»[0,1] (Corolario 3.1.8) y ¢ > 1, aplicando la Desigualdad de Holder
obtenemos

S| = [ |S@h@no| @
i=n L,[0,1] 0 |i=n
S(/O (Z(%’fi(@)ri(t) ) dt) ||1||Lq,[0,1]
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m

i=n

m

i=n

i=n

S (st
S a0
> (aifilw
i L

LOS RESULTADOS PRINCIPALES.

pq 3
dt)

2

Q=

dt

2

)i

L»[0,1]

>|2>q <3 lafi i)

“Slllh@P Ve (482
De (4.30), (4.31) v (4.32) deducirri:s1 que
Safl| <k I Z ad? ()P ng o [ Ifepants
i=n )
:ng |ai‘p||fi|’ip(y) = ng |ai|" Mg
=(KoMo)* Em: |a;[”. (4.33)

Dado que n y m son enteros positivos cualesquiera tales que n < m, y {a;}ien €s una
(0.)

sucesion arbitraria de escalares, deducimos de

o0

4.33

que si Y |a;|P < 400, entonces
i=1

> a;f; converge, por lo que el operador L del enunciado esté bien definido. Si elegimos

i=1

n =1 en (4.33) y hacemos que m tienda a infinito, obtenemos

lim
m—-+00

1L ((a:)iew)II7, fz

Lp(v)
Z(KoMo)pZ |a;[”.
1=1

Se sigue que L es continuo, y ||L]| < KoMp.

Z azfz

<

i (o Sl

=1

Lyp(v)

Combinando los Lemas y obtenemos el siguiente resultado:
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Lema 4.2.3. Sea p € [1,2], (2, %,v) un espacio de medida, y {f;}ien una sucesion
bdsica incondicional acotada superiormente en L,(v).

Si existe €g > 0 y una sucesion {A; }ien de subconjuntos de 2 medibles y disjuntos dos a
dos que cumplen que para todo entero positivo i, se tiene que

1

(/ | HaPde) =

entonces la sucesion { f;}ien es equivalente a la base candnica de C,.

oo
Demostraciéon. Supongamos que ) |a;|? converge. Dado que {f;}ien es acotada supe-
i=1

riormente, el Lema [4.2.2 dice que la serie ) a;f; converge en L,(v).
i=1

o
Reciprocamente, si > a;f; converge en L,(v), por el Lema 4.2.1| concluimos que la serie
i=1

o0 oo o0
> |ai? converge. Por lo tanto, > |a;|P converge si y solo si ) a;f; converge en L, (v).
i=1 i=1 i=1
oo . o0 o0 .
Dado que Y a;et converge en £, si y solo si 3 |a;|? converge, concluimos que 3 a;e®
i=1 i=1 i=1

o

converge en {, si y solo si > a;f; converge en L,(v). Esto implica que {f;}ien es
i=1

equivalente a la base canonica de . O

Seguidamente, vamos a probar los dos resultados principales de esta seccion:

Teorema 4.2.4. [6, [2] Sea p € [1,2], f una funcion en L,(RY), y {f(/\(i))} una
ieN
sucesion bdasica incondicional de traslaciones de f. Entonces { f(/\m)} es equivalente
ieN

a la base canonica de £,,.

Demostracion. Como {f ( A(i))} es una sucesion de traslaciones, es seminormalizada,
ieN

y en particular es acotada superiormente. Luego, por el Lema [£.2.3] para demostrar que
es equivalente a la base canoénica de £, es suficiente demostrar que existen ¢y > 0 y una
sucesion de cubos disjuntos dos a dos {Q; }ien que cumplen que

(/Qi ’f(w)(x)’pdx>; >e WieN,

Dado que {f(/\(,-)) } - es una sucesion bésica de traslaciones, por la Proposicion |4.1.3
(2

existe g > 0 tal que para todo par (i,7) € N x N; si i # j entonces

IAD — AD| > 2d4,. (4.34)
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Puesto que existe un cubrimiento numerable de R? que consiste en cubos cuyo lado
tiene longitud menor que dp, y como f es no nula, se sigue que existen ¢, > 0 y un cubo
() de lado menor que d§y tales que

( / |f<x>|pda:)’l’ > (1.35)

Para cada entero positivo i, consideremos la traslacion Ty, y el cubo Q; =T )111) Q) =
Q+ 2\,
Dado que la medida de Lebesgue es invariante por traslaciones, de (4.35)) deducimos que

(/) o] );=<A_1(Q)\f<TA<i><>|dx> - ([ e |pd:v)

(i)
Resta ver que los cubos {Q; }ien son disjuntos dos a dos. Supongamos que = € @Q; N Q);.
Entonces existen elementos de (), digamos ¢ y ¢, tales que

ZEO.

r=q+ 2V =¢ + 2\, (4.36)

Dado que I(Q) < o, se sigue de que
Sod > 1(Q)d > |¢' — q| = [N — AU (4.37)
Las desigualdades (4.34) y (4.37)) implican que ¢ = j. Por lo tanto, los cubos {Q;}ien
son disjuntos dos a dos lo que completa la demostracion. O

Corolario 4.2.5. Si p € [1,2), no existe una base incondicional de traslaciones de

L,(RY).

Demostraciéon. Sea p € [1,2), { f( ,\<i))} una sucesion bésica incondicional de tras-
ieN

laciones de una funcion f € L,(R%), y A = {\@},cy. Por el Teorema [4.2.4] {f(/\(i)>}
ieN

es equivalente a la base canonica de £, lo que implica que X,(f, A) es isomorfo a ¢,. Se
sigue por el Lema [3.1.17| que X,(f,A) # L,(R?). O

Dado que Ly(R?) es isomorfo a £, para demostrar que no existen bases incondicionales
de traslaciones de Ly(IR?), en la seccion siguiente vamos a utilizar una estrategia diferente.
Esta estrategia también nos da una demostracion alternativa de que no existen bases
incondicionales de traslaciones de L,(R?) en el caso p € (1,2), que no usa que si p # 2, £,

no es isomorfo a L, (RY), y ademas permite demostrar que no hay bases de traslaciones
de L;(R%), lo que haremos en la Seccién .
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No existencia de bases incondicionales de traslaciones
de L,(R%), con p € (1,2].

En esta seccion, veremos que no hay bases incondicionales de traslaciones de L,(R?)
si p € [1,2], extendiendo el resultado del Corolario al caso p = 2. Primero vamos a
demostrar una Proposiciéon auxiliar, que usaremos luego para probar que el operador
restriccion - que definiremos seguidamente - es compacto cuando su dominio es un
subespacio de L,(R?) que tiene una base incondicional de traslaciones si p € (1,2]. Esta
Proposicion también la usaremos en la seccion siguiente.

Proposicion 4.3.1. Sea p € [1,400), (2,2, v) un espacio de medida, { f;}ien una base
de Schauder de un subespacio X de L,(v), {f!}ien la sucesion de funciones coordenadas,
y A un subconjunto medible de 2 tal que para todo € > 0 existe un entero positivo myg
que cumple la siguiente condicion:

S HNOAL,

i=mg

< 6||f||Lp(V) VYm >mg VfeX.

Lyp(v)

Entonces, el operador restriccion Ra : X — Ly(v) dado por la formula Ra(f) = f}A es
compacto.

Demostracion. Para cada entero positivo n, sea T,, : X — L,(v) el operador dado por
la formula

T,(f) = Z O], (4.38)

Veamos que la sucesion {T},}, . es de Cauchy: Dado € > 0, sea my tal que

> RN,

1=my

€
§§||f||LP(V) szmg \V/fEX

Lp(v)

Se deduce que si n y m son enteros positivos tales que my < n < m,y f € Bx, entonces

(T = Ton) (Dl = || D HD L =D HN S,
=1 =1 Ly(v)
=D AL =D HOEL,
i=my i=my LP(V)
<(| X HDAL|| H[ X ADAL]| <5+5
i=my ) i=mg

Lp(v Ly(v)
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—€.

Como esto vale para toda f € By, se sigue que ||T,, — T),|| < €, lo que demuestra que
{T},.en €s de Cauchy. Concluimos que existe un operador T tal que {7},}, .y tiende a
T en norma.

Veamos que T' = Ry4: Si g € X, tomando limite en (4.38)) resulta que

n—oo

T(g) = lim T,(g) = Z F@)fi] (4.39)

Como g = ilfi'(g)fi y

9], = Tul@,, ) = 1914 = D F9) il = ‘ (9 - Zf{(g)fi> |
=t Lp(v) =1 Lp(v)
=1 Ly (v)
concluimos que
g|,=lm T,(g9) VgeX. (4.40)

n—oo

Se deduce de y que T'(g) = g‘m por lo que T' = R‘A.

Como T, es de rango finito para todo entero positivo n y la sucesion {7, },en tiende en
norma a R4, concluimos que R4 es compacto. ]

Como siguiente paso, vamos a ver que en los subespacios de L,(R?) invariantes por
restricciones, el operador restriccion definido en la Proposicion [4.3.1] no es compacto
cuando no es nulo.

Proposicién 4.3.2. Sea X es un subespacio de L,(R?) con p € [1,+00) tal que para
toda funcion f € X y para todo conjunto medible A C R?, la restriccion f|A es un
elemento de X.

Entonces, si A es un conjunto medible y existe f € X tal que Hf’A‘ |p > 0, el operador

restriccion Ry : X — L,(R?) dado por la formula Rs(f) = f‘A no es compacto.

Demostraciéon. Si f € Xy Hf|A| ‘p > 0, existe un conjunto medible B C A de medida
finita no nula y un nimero € > 0 que para todo = € B, |f(x)| > e.

Sea { B, }nen una particion de B en numerables conjuntos de medida no nula.

Para cada entero positivo n, dado que f € X, se sigue de la hipoétesis del enunciado que
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f‘B € X. Como B,, C B, se tiene que |f(x)| > € > 0 para todo = € B,,, y puesto que
B,, tiene medida no nula, podemos definir la funcién

Dado que B,, C A, se tiene que Ra(f,) = fn.
La sucesion {f,}nen no tiene una subsucesion convergente en L,(RY), puesto que si
n # m, entonces

[ / @) = fa(o)Pds
[ 1@~ faPe s [ 1) dura
Bn B,
~ [ 1@Pds+ [ Ufatelds = 1fall+ 1l
Bn B,

=2.
Esto demuestra que R4 no es un operador compacto. O
El siguiente corolario se sigue inmediatamente:

Corolario 4.3.3. Sip € [1,+00) y A CR? es un conjunto medible de medida no nula,
el operador Ry : Ly(R?) — L,(R?) definido en la Proposicio’n no es compacto.

Demostracion. Tomamos f = x4, X = L,(R?), y aplicamos la Proposicién 4.3.2, [

Ahora vamos a enfocarnos en el caso p € (1,2], y a usar los resultados dados
previamente en la seccién para demostrar que no existen bases incondicionales de
traslaciones de L,(R?).

Observacion 4.3.4. Sea p € (1,2], {f(w))} una sucesion bdsica incondicional de

1€N
traslaciones de una funcion f € L,(R?), y A = {\D},cy. Existe un operador lineal

continuo S : X,(f,A) — £, dado por la formula:

S (Z aif()\(i))) = (ai)ien

=1

Demostraciéon. Dado que {f(,\(i>)} es una base incondicional de X,(f,A) C L,(R?)
ieN

y p € (1,2], el Teorema [4.2.4| establece que { f( /\(i)>} es equivalente a la base canonica
ieN
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de /,. Esto implica en particular que hay un operador lineal continuo S X,(f,A) = 0,
dado por la férmula

S (Z aif()\(i))) = (ai)ien-

i=1

Como la inclusion J : £, — ¢,y es continua, se sigue que J o S X,(f,A) = £, es un

operador lineal continuo, y es inmediato que S = J o S. O]

Proposicion 4.3.5. Sea p € (1,2], {f(/\(i))} una sucesion bdsica incondicional de
ieN

traslaciones de una funcion f € L,(RY), {f/}ien la sucesion de funciones coordenadas,

y A= {)‘(Z)}ieN-

Si Q es un cubo de RY, para todo € > 0 existe n € N tal que

m

Z(f{a 9>f(,\<i>) ‘Q

1=n

< 6||g||p Vm>n Vg€ Xp(fw/\)-

p

Demostracion. Si S : X,(f,A) — ¢, es el operador lineal continuo definido en la
Observacion [£.3.4], se tiene que

S <Z<fi/7g>f(,\<i>)> = ((f], 9))ien-

i=1

Dado que { f( A®) } es una sucesion basica incondicional de traslaciones de f, por el

€N

Corolario [4.1.4] existe un entero positivo ng tal que

(Z Hf(/w))’QHZ> P < %HSH

1=ng

Por lo tanto, si m es un entero positivo mayor o igual que ng, y ¢ es un elemento de
X,(f,A), entonces

> ole]| <30 0 [ fpplel|, < 310905

p

. (i |<f{79>|”')pl (i Fppla ) ;

i=ng

. (i r<f;,g>|P’)pl (i 7o )
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—11S()lle, (Zwa }QH) < |lgll,l15]] (Twu)

i=ng

SEHQHP' L

Corolario 4.3.6. Sea p € (1,2], {f()\(i))} una sucesion bdsica incondicional de
ieN

traslaciones de una funcion f € Ly,(RY), y A = {\®},cy.
Si Q es un cubo de R?, el operador restriccion Rg : X,(f,A) :— L,(RY) dado por la
formula Ro(f) = f‘Q es un operador compacto.

Demostracion. Sea {f!}ien la sucesion de funciones coordenadas, y A = {\1};cy.
Por la Proposicion [4.3.5], para todo € > 0 existe un entero positivo n tal que

m

Z(fz’g>f(,\( >)‘

1=n

< 6||g||10 Vm>n Vgé€ Xp(f»A)'

p
Como { f< /\(U)} es una sucesion de traslaciones, es seminormalizada. Se sigue de la
iEN
Proposicion que Rg es compacto. O
Seguidamente, vamos a probar el resultado principal de esta seccion.
Teorema 4.3.7. [2,[5,[6] Seap € (1,2], y {f(/\m)} una sucesion bdsica incondicional
ieN
de traslaciones de una funcion f € L,(RY), y A = {\@},cn. Se tiene que
Xp(f, A) # Ly(RY).

Demostracién. Sea () un cubo cualquiera. Por el Corolario4.3.6] el operador restriccion
X,(f, ) :— L,(R?) dado por la formula Rg(f) = f‘Q es un operador compacto.

Por lo tanto, el Corolario dice que X,(f,A) # L,(R?). O

Sip € (1,2] - y méas generalmente, si p € (1,400) -, no se sabe si existen bases no
incondicionales de traslaciones de L,(R?). En el caso de L;(R?), la respuesta es negativa,
como demostraremos en la secciéon siguiente.

No existencia de bases incondicionales de traslaciones
de Ll(Rd)

En la seccion [4.2] demostramos en particular que no existen bases incondicionales de
traslaciones de L;(R?) (Corolario con p = 1). Este resultado también se sigue del
siguiente resultado méas general, que no probaremos: si {f;}ien s una sucesion béasica
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incondicional en L;(R%), entonces [f; : i € N| # L;(R?), es decir que L;(R?) no tiene
bases de Schauder incondicionales. En esta secciéon vamos a demostrar que no hay bases
de traslaciones de L;(R?).

Teorema 4.4.1. [6/[2] Sea {f(w))} una sucesion bdsica de traslaciones de una

1€

funcion f € Li(RY), y A = {\D},cy. Entonces, X1(f,\) # Li(R9).

ieN

lizada. Por la Proposicion [1.1.5] la sucesion { f/}ien de funciones coordenadas también
es seminormalizada.
Sea ¢ > 0 tal que || f!|| < ¢ para todo entero positivo i. Por el Corolario para todo

cubo Q C R?, la suma Y Hf(w))’Q
=1

existe ng tal que

Demostraciéon. Puesto que { f< /\(”)} es una sucesion de traslaciones, es seminorma-

’ es finita. Por lo tanto, dados € > 0 y un cubo @,
1

> olell, < &

1=ngQ

Se sigue que si m es un entero positivo mayor o igual que ng, entonces para toda funcion
g € X1(f, A), resulta que

é(ff,gﬁ(w)b | si () | o |
sél\f{mgm foololl,
<ellolls 32 ||l
§c||g||12(5
gl

Dado que € es un ntimero positivo arbitrario y m es cualquier entero positivo mayor
o igual que ny, se sigue por la Proposicion que para todo cubo @), el operador
Rg : Xi1(f,A) — L1 (R)? dado por la férmula Rg(g) = g|Q, es compacto. Tomando p = 1

en el Corolario concluimos que X;(f,A) # L;(R?). O
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Sucesiones incondicionales de traslaciones en L,(R?),
con p € (2,+00).

En esta seccion, vamos a ver que si p € (2,4+00), toda sucesion basica incondicional
de traslaciones que es base de Schauder de un subespacio X complementado en L,(R?),
es equivalente a la base canénica de ¢, lo que en particular implica que tal sucesiéon no
es una base de L,(R?).
Notemos que en el caso p € (2,+00), se pide que el espacio esté complementado, lo que
no ocurre si p € [1,2]. Esa condicién nos permitira pensar las sucesiones de funciones
coordenadas de las subsucesiones de la base de traslaciones como sucesiones en L, (R?) -
en un sentido que precisaremos en las demostraciones -, que cumplen las condiciones del
Lema £2.3]
Primero vamos a probar la equivalencia de una sucesién incondicional de traslaciones
en L,(RY) y la base canénica de £, en un caso particular en que no pedimos que el
espacio del cual la sucesion es base esté complementado, pero pedimos otras condiciones
que facilitan la prueba. Mas adelante, usaremos este resultado en la demostrarciéon del
Teorema eligiendo subsucesiones convenientes que cumplen las condiciones del
caso particular.

Lema 4.5.1. Sean p € (2,4+0), {f()\(i))} una sucesion bdasica incondicional de
ieN

traslaciones de una funcion f € L,(RY), y {F!}en una sucesion en Ly (R?) tal que se

cumplen las siguientes condiciones:

I. La sucesion {F]}ien es una sucesion bdsica equivalente a la sucesion { f!}ien de
funciones coordenadas de {f(/w))} Y <E, f()\<j>)> = 0;; para todo par de enteros
ieN
positivos 1 Y j.
11. Existe un cubo Q en R tal que los cubos trasladados {Q + N\DY,cy son disjuntos
dos a dos, y

1 :
fod = aes wen oo

es equivalente a la base candnica de .

1€

Entonces, la sucesion {f</\(i))}

Demostraciéon. Para cada entero positivo i, sea Q; el cubo trasladado @ + A,
Dado que T\ preserva medidas, y como para cada entero positivo 7, se tiene que

Qi =Q+ A =T 1(Q), por (4.41) deducimos que

- </1Rd\62¢ )f(/\@))(x) p dx)i - (/Rd\TAé) @) |f (T (2))[° da:)i

‘ ‘f (@) e,
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_ < /[ gy B0 <x>>pdx); -(/ y \f(x)\pdx);
NQ)

= [l
1

<o
2| £

T V(i,j) € N x N. (4.42)

De la condiciéon E y (4.42) se infiere que para todo entero positivo 7, se tiene que
L= <F¢/,f(x<n)> = /ﬂ/(x)f(w))(%)d%
= [ F@ipoyadn [ Fa) 0 @ds

+1E]l,

< /Q E’(a:)f(k(i))(x)dx

fpoplanel ’p

1
<| [ Fi@)foy(a)da] + IE, (—QHF,H +1>
i illp!
1
<||F | ‘ z
- Qs % f(””) p+2

1
7

= ([ 1earas) sl + 5
Qi

L

/ v 1
( |F/(x)P dl’) > Vi e N. (4.43)
Qi 21/l

Se sigue que

Dado que { f( A®) } es una sucesion de traslaciones, es seminormalizada, lo que implica
por la Proposicion que {f!}ien es seminormalizada. Como {F};cn es equivalente a
{f!}ien, el Lema implica que {F]};en es seminormalizada.

Puesto que f< AO) [ ion es una sucesion béasica incondicional, la Proposicion [2.2.3| dice
que {f!}ien es una sucesion bésica incondicional. Como { F}},cn es equivalente a { f/ }ien,
se deduce que {F!};cn es incondicional.

Por lo tanto, y dado que los cubos {Q; }ien son disjuntos dos a dos, por y el Lema
se sigue que la sucesion {F} };en es equivalente a la base canénica de /.

Puesto que {f/}ien es equivalente a {F};cn, concluimos que {f/};en es equivalente a la
base canodnica de £,.

Como la base canoénica de £, es la sucesion de funciones coordenadas correspondiente
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a la base canodnica de £, y puesto que £, y [ f( O 1€ N] son espacios reflexivos, el

Corolario [1.2.6| dice que { f( ,\(1-))} es equivalente a la base canoénica de ¢,. O]
ieN

El siguiente Lema dice que todo subconjunto infinito y uniformemente discreto de R¢
puede escribirse como una unién de un conjunto finito y una cantidad finita de conjuntos
infinitos cada uno de los cuales tiene sus elementos tan separados como se quiera, en
el sentido que precisaremos a continuaciéon. Esto nos permitird en la demostracion del
Teorema separar una sucesion bésica incondicional de traslaciones en subsucesiones
que cumplen con las condiciones del Lema |4.5.1} salvo tal vez por finitos elementos.

Lema 4.5.2. Si A C R? es conjunto infinito y uniformemente discreto, dado M > 0
eziste un entero positivo m, una coleccion de conjuntos infinitos {\;}1<i<m y un conjunto
finito F' tales que se cumplen las siquientes condiciones:

I.
()
=1

II. Para cada 1l <1 <m, si A\ y X son elementos distintos de A\;, entonces

A= N|> M.

Demostracion. Sea n; un entero positivo tal que

2d
— <imf{QA=N[:(AMN)e APy X£ N}, (4.44)

m
Notemos que todo cubo @ C R? de lado ni tiene diametro ‘7{—1& < nill.
Elegimos un entero positivo ny mayor que M + 1, y definimos una colecciéon de cubos
del siguiente modo:

1 11+ 1 1 11+ 1
Qui = [kino + —, king + — ) X -oe X {kdn()‘i‘_l»kdno—i‘ ! )
ny ni ni ni

Vk = (ki,... k) € Z% Vi= (iy,...,iq) € {0,...,ngny — 1} (4.45)

Como paracadat € R, existen k € Z e 0 < i < ngny;—1 tales que kno+ni1 <t< kmﬁr%,
se deduce que la coleccion dada por (4.45)) cubre RY. Observemos que si k < k/, entonces
para todo 0 < i < ngn; — 1, se tiene que kng + % < k'ng, y por lo tanto,

2
Qui N Quwy =0 V(kK) e Zix 78 k £K V(i) € ({0, L mony — 1}d> ,
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mientras que si 0 < ¢ < i < mngn; — 1, entonces kng + % < kng + ;—/1 para todo k € 7Z,
por lo que

Qk,i N Qk,i’ :(D Yk € Zd V(i, i/) € {O, ..., Nony — 1}d X {O, oo, NNy — 1}d i 7& i/.
Concluimos que los cubos son disjuntos dos a dos, y como cubren R, se deduce que
R? = | | Qui- (4.46)
kezd

iG{O,...,no’nlfl}d

Ahora vamos a separar la coleccion (4.45)) en (ngn;)? subcolecciones disjuntas dos a
dos, y de manera que si (Q y Q' son dos cubos en una de dichas colecciones, entonces la
distancia entre ellos es mayor que M. Definimos:

m={Qui: ke Z} Vie{o,...,nons —1}". (4.47)

Fijemos i = (i1,...,iq) € {0,...,nony — 1}d. Si k # K, existe 0 < j < ngny — 1 tal que

k;j # ki, lo que implica que la distancia entre los intervalos | k;ng + :Tllv king + %) y

King + B kg 4+ % es mayor o igual que ng — 1, y por lo tanto, mayor que M. Se

ny? 7l
sigue de la definicion (4.45)) que la distancia entre Qy; y Qy ; también es mayor que M.
Como para cada k € Z¢, el cubo Q)x; tiene didmetro menor o igual que nil, resulta que
# (QxiNA) < 1. Luego, si definimos

A = |_| (QeiNA)  Vie{0,... ,ngny — 1},

tenemos que
A=XN|>M YO\ N)eA2:A# XN Vie{0,...,ngny —1}7,
y se deduce por (4.46]) que

A= | | A;. (4.48)

i{0,...,non; —1}4

Observemos que como A es infinito, al menos uno de los conjuntos A; en la igualdad
(4.48)) es infinito. Renombrando los conjuntos para simplificar la notacién, tenemos que

donde my € N, A; es un conjunto infinito para todo 1 < i < my, y F es un conjunto
finito (que puede ser vacio o no vacio). O
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Podemos mencionar que se puede eliminar el conjunto finito F' en la condicion [1.| del
Lema [£.5.2] aunque no es necesario demostrarlo para los fines de esta tesis.
El siguiente Lema dice que si una sucesion basica incondicional que puede escribirse
como una unién disjunta de finitos elementos y finitas sucesiones basicas cada una de las
cuales es equivalente a la base candnica de /), entonces es equivalente a la base candnica
de £,. Lo usaremos en la demostracién del Teorema m, para poder aplicar el Lema
a subsucesiones elegidas convenientemente.

Lema 4.5.3. Sea p € [1,+00), {fi}ien una sucesion basica incondicional en un espacio

de Banach X, mo un entero positivo, y 4 fx, subsucesiones de { fi}ien tales

i) [1<j<mo
€N
que el conjunto

N\ | ] kol
1<j<mo
iEN
es finito.
St para todo 1 < j < myg, la sucesion {fk(j i)} es equivalente a la base candnica de £,
) ieN
entonces { fi}ien es equivalente a la base candnica de ().

Demostracion. Sea

my=1+méx [No\ [ || {kua} ]| (4.49)
1<j<mo
€N
Supongamos que Y a;f; converge en X,y sea 1 < j < my.
i=1

o0
Por el Lema 2.2.2} la serie ) ay , fx,, converge en X. Puesto que {fy tien es
i=1 ’ ' '

o0
equivalente a la base canénica de £, esto implica que ) aj, Z.)e(l)
i=1 ’

converge en £,, o

equivalentemente, que

i ' < e (4.50)

=1

Dado que esto vale para cada 1 < j < my, se sigue de (4.49) y (4.50) que

[e'e] mq mg oo
Z |a;” < Z |a;|” + Z Z
=1 =1

=1 i=1

@k(j.0)

p
< +00.

@kj.0)
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o0 o
Esto prueba que si Y a;f; converge en X, entonces > a;e(!) converge en /,,.
i=1 i=1

[e.o]

Supongamos ahora que Y a;e®?) converge en lp.
i=1

Para todo 1 < j < my, se tiene que

o p oo
Z ‘akw) < Z la;|” < +o0.

=1 =1

(o]
Por lo tanto, > ax, i>e(z) converge en ;. Dado que {fy, , }ien es equivalente a la base
i=1 ' '

o0
canénica de (,, se deduce que ) ay,  fk . converge. Esto implica que en el orden
2 Mk, ,

o0

adecuado, > a;f; es la suma de una cantidad finita de series convergentes, salvo tal
i=1
o
vez por finitos escalares. Por ende, existe una biyeccion 7 : N — N tal que ) ax() fr()
i=1
o0

converge. Dado que {f; }ien es incondicional, se deduce que ° a; f; converge. Concluimos
i=1
[ee] oo .
que > a;fi converge en X si y solo si > a;e(?) converge en £,. Como {f;}ien es basica,
i=1 i=1
es equivalente a la base canonica de £,,. O

Observemos que si una sucesion { f; }ien es equivalente a la base canénica de ¢, cada
una de sus subsucesiones también lo es, lo que se puede demostrar teniendo en cuenta
que toda subsucesion de la base canonica de £, es equivalente a la base canénica de £,
(Proposicion . Esto puede usarse para probar que la condiciéon de que la uniéon
sea disjunta en el enunciado del Lema [4.5.3| no es necesaria, aunque no necesitamos ese
resultado.

Antes de demostrar los dos resultados principales de esta seccién, vamos a probar una

Proposiciéon auxiliar sobre bases incondicionales de Schauder de espacios complementa-
dos.

Proposicion 4.5.4. Sea { f;}ien € X una sucesion basica incondicional, Z = [f; - i € N] | KGR
y {fltien € Z' la sucesion de funciones coordenadas. Si Z estd complementado en X,
existe una sucesion bdsica en {F!}ien € X' tal que valen las siguientes afirmaciones:

1. Para todo g € Z, se tiene que F)(g) = f/(g). En particular, resulta que F!(f;) =
fi(f;) = 6ij para todo par de enteros positivos i y j.

2. Para toda subsucesion { fi, };cn de { fitien, la sucesion de funciones coordenadas
{g}ci}ieN de { fr, };en €5 equivalente a {Fy, }ien.
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Demostracion. Puesto que Z esta complementado en X, existe un operador lineal
continuo P : X — Z tal que P(g) = g para todo g € Z.

Sea P*: 7' — X' el adjunto de Banach. Como para todo g € Z y todo entero positivo
1, se tiene que

P*(f)(9) = fi (P(9)) = [i(9),

si definimos F! = P* (f]) para todo entero positivo 4, la afirmacion |1| del enunciado se
cumple.

Sea {fk }ien una subsucesion de {f;}ien. Por la Proposicion 2.2.3) {f/}ien es una
sucesion bésica incondicional, y por el Lema , resulta que {f} }ien también es
basica incondicional.

La Proposicion dice que P* es un isomorfismo entre Z' y su imagen P*(Z') C X'.
Por lo tanto, la restriccion de P* al subespacio [ Jo, 11 € N] es un isomorfismo entre
[f,gi (i€ N} y [P* (f,g) =F] i€ N}. Por el Lema |1.2.4] se sigue que {F,gi}ieN es una
sucesion bésica equivalente a { f,gi}ieN. Como la Proposicion [2.2.6[ dice que { f,;}

jen &5

equivalente a { g,;} se sigue que {F ,gi}ieN es equivalente a g;i}ieN. H

1eN?
Ahora estamos en condiciones de probar los dos resultados principales de esta seccion,
que son el Teorema siguiente y su Corolario.

Teorema 4.5.5. Sea p € (2,+00), {f(/\@)} una sucesion bdsica incondicional de
€N

traslaciones de una funcion f € L,(R?), y A = {\D},en. Si X, (f, A) estd complementado

en L,(R?), entonces {f</\(,-)) es equivalente a la base candnica de .
i€N

Demostracién. Notamos f; = f(/\(i)) para todo entero positivo i, y Z = X,(f, A).

Sea {f/}ien € Z' la sucesion de funciones coordenadas de {f;}ien, v sea {F]}ien C
Ly (R%) 1a sucesién dada en la Proposicion m

Puesto que {f; }iey s seminormalizada por ser una sucesion de traslaciones en L,(R?), la
Proposicion dice que {f!}ien es seminormalizada, y dado que {F)};cn es equivalente
a {f/}ien, el Lema implica que {F]};en es seminormalizada. Por lo tanto, existe
M > 0 tal que

I|F!|ly <M VieN. (4.51)

Elegimos un cubo @) para el cual

Flesall, < 337
RNQ[l, = 2M +1°

(4.52)

Se sigue de (I51) v (52) que

1

< — VY;eN. 4.53
, S AET, 1 (4.53)

71z
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Para poder aplicar el Lema vamos a separar la sucesion {A\(};cy en subsucesiones
cuyos elementos estén lo suficientemente separados, de la siguiente manera:

Por el Lema [£.5.2] existe un entero positivo mg, una coleccion de mg conjuntos infinitos
{Ai}1<i<m, ¥y un conjunto finito F tales que se cumplen las siguientes condiciones:

I.
mo
A= <|_| Aj> UFE. (4.54)
j=1
1. Para cada 1 < j <my, si A y X’ son elementos distintos de A;, entonces
A= X|>1(Q)d.

Fijemos ahora j € {1,...,mo}. Dado que A; es un subconjunto infinito de A = {)\(i)}
A, puede escribirse como una subsucesién, que notamos

1eN?

A, = { A(ku,o)}iGN, (4.55)

Puesto que {fi},cy es una sucesion basica incondicional, el Lema dice que la

subsucesion { f( Ko) es una sucesion basica incondicional.

i) ) ieN
Ademas, la condicion [IL.|implica que si A y A’ son elementos distintos de A;, entonces
los cubos trasladados @ + A y Q + A son disjuntos, ya que si x y z son elementos de @,

entonces

[+ ) = GE+X)=A=XN=(z=2)| 2 [A=N| = |z — 2| > 1(Q)d - (Q)d = 0.

Por lo tanto, los cubos {Q + )\(k(j*”)} son disjuntos dos a dos.
ieN

Por las condiciones |1y [2|de la Proposicion [4.5.4] se tiene que {F ,;(_ _)} €s una sucesion
725 €N

bésica equivalente a la sucesion < g, de funciones coordenadas de < f%, ..
kG [ ien @) Jien’

que <F,;(m_), fk(j’l)> = ¢, para todo par de enteros positivos i y [.

Teniendo en cuenta (4.53)), concluimos por el Lema 4.5.1| que { Trg i)} es equivalente
) ieN

a la base canénica de £,,.

Puesto que (4.55)) vale para cada 1 < j < myg, y como A #£ \0) si i # j, se deduce

por (4.54) que

F ={AD}ien \ |_| {)\(k(j’i))} ;

- €N
1<j<mo
ieN
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lo que implica que el conjunto

N\ | | {kua}

1<j<mo
1€N

es finito. Concluimos por el Lema [4.5.3| dice que { f< /\(i))} es equivalente a la base
ieN

canénica de £,. O

Corolario 4.5.6. Si p € (2,+00), no existe una base incondicional de traslaciones de
L,(RY).

Demostracion. Sea {f(,o)}ien una sucesion bésica incondicional de traslaciones de
una funcién f € L,(RY) y A = {\®},en.

Si X,(f,A) no estd complementado en L,(R?), entonces claramente X,(f, A) # L,(R%).
Si X,(f,A) esta complementado en L,(R?), entonces por el Teorema {foo) bien
es equivalente a la base canonica de £,. Esto implica que X,,(f, A) es isomorfo a ¢,. Se

sigue por el Lema [3.1.17 que X,,(f,A) # L,(R?). O
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