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Introduccion

Es un hecho conocido que la serie de Fourier de una funcién integrable definida en el toro T puede
tener propiedades no deseadas. Por ejemplo, una aplicacion clasica del Principio de Acotacion
Uniforme muestra que existe una funcién continua cuya seria de Fourier diverge en algiin punto.
Més aun, existen funciones integrables cuya serie de Fourier diverge en todo punto (ver por
ejemplo [Ko6r89, Teoremas 18.1 y 19.2]).

El problema que proponemos abordar en este trabajo es el siguiente: en vez de considerar
todas las funciones integrables en T, o todas las funciones continuas, vamos a considerar aquellas
cuyo espectro (el conjunto donde sus coeficientes de Fourier no se anulan) estd contenido en un
subconjunto A de Z. Nos concentraremos en cierto conjuntos A que cumplen que las series de
Fourier de dichas funciones se comportan mejor que en el caso general. Un ejemplo paradigmatico
son las sucesiones lagunares, el principal objeto de estudio el Capitulo 2. Su nombre se debe a

que sus elementos estdn muy espaciados.

En 1927 Sidon [Sid27] publicé el siguiente resultado: Si {A;}x es una sucesién lagunar de
ntimeros naturales (es decir, si existe A > 1 tal que A\p11 > AN para todo k € N) y si f es una

funcién acotada en el toro con serie de Fourier de la forma

0 .
Z ape? Mkt a € C, (0.1)
k=1

entonces Y |ag| < 0oy, en consecuencia, f coincide en casi todo punto con una funcién continua.
Este sera uno de los teoremas fundamentales del Capitulo 2 (ver Teorema 2.2.4) y muestra que
las series de Fourier lagunares se comportan de manera excepcional. Probaremos también que

estas series cumplen que sus normas en LP para 1 < p < oo son equivalentes.

Siguiendo esta linea resulta natural la siguiente definicién. Dado G es un grupo abeliano
compacto, y I' su grupo dual, un subconjunto A de I' se dice conjunto de Sidon si toda funcién
continua cuya transformada de Fourier se anula fuera de A tiene una serie de Fourier absolu-
tamente convergente. Este concepto fue introducido por Rudin en [Rud60]. Estos conjuntos
gozaron de gran popularidad debido a que su estudio es un punto de encuentro entre el analisis

armonico, el analisis funcional, la combinatoria y la probabilidad.
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Un avance importante en esta linea fue realizado por Drudry [Dru70] que probé que la unién
de dos conjuntos de Sidon es un conjunto de Sidon (ver 3.2.7). Nuevas caracterizaciones de los
conjuntos de Sidon fueron presentadas en los anos 80 por Bourgain, Milman y Pisier. En estos
trabajos se destaca el papel de la geometria de los espacios de Banach para resolver problemas
del andlisis arménico. Durante este trabajo nos dedicaremos a probar y explicar algunos de estos

resultados fundamentales.
La tesis estd organizada de la siguiente manera.

En el Capitulo 1 daremos los contenidos preliminares necesarios para la comprension del
trabajo. En primer lugar, expondremos resultados basicos de anélisis arménico. Luego, veremos
la definicién de conjuntos de Sidon y varias equivalencias que resultaran de utilidad a lo largo de
todo el trabajo. En la siguiente seccién expondremos algunos conceptos de la teoria de espacios
de Banach, por ejemplo, la nocién de tipo y cotipo. Discutiremos también la definicion de las

variables y funciones Rademacher que cumplen un rol fundamental en esta exposicion.

En el Capitulo 2 estudiaremos las series de Fourier lagunares y probaremos que gozan
de propiedades especiales mencionadas anteriormente. Como consecuencia deduciremos que las

sucesiones lagunares son un conjunto de Sidon.

En el Capitulo 3 desarrollaremos distintas propiedades de estructura y de indole aritmético
de los conjuntos de Sidon. Enunciaremos el Teorema de Rider, que nos da una condicién
que garantiza que un conjunto sea de Sidon y, como aplicacién, probaremos el resultado de
Drury 3.2.7. Concluieremos el capitulo con una breve discusiéon sobre la historia los conjuntos

de Sidon y su relacién con sus homoénimos en combinatoria aditiva.

En el Capitulo 4 probaremos tres caracterizaciones de los conjuntos de Sidon. Para es-
to, desarrollaremos brevemente la teoria de operadores p-sumantes. Ademads, probaremos un
resultado de Bourgain-Milman que dice que A es un conjunto de Sidon si y solo si el conjun-
to de funciones continuas con espectro contenido en A tiene cotipo finito. Concluiremos con
una demostracién andloga para el espacio de funciones cuya serie de Fourier es uniformemente

convergente.

Por dltimo, en el Capitulo 5 probaremos un Teorema de Pelczynski [Pel88] que es una
generalizacién de un resultado de Pisier [Pis77] para conjuntos de Sidon. Ademds, mostrare-
mos que los conjuntos de Sidon se comportan, en cierto sentido, como el sistema de variables

Rademacher.



Capitulo 1
Preliminares

El objetivo primordial de este capitulo es exponer las definiciones, notaciones y resultados ne-

cesarios para la comprensién de este trabajo.

1.1 Resultados de analisis armodnico

A lo largo de esta seccién definiremos conceptos bésicos del andlisis arménico y enunciaremos
algunos resultados clasicos del andlisis de Fourier. Vamos a omitir la demostracione, en caso de

ser necesario, se pueden consultar los Capitulos 1 y 3 de [Gra08].
Notaremos al toro T = R/Z y dx a la medida de Lebesgue normalizada en T.

Definicién 1.1.1. Para toda funcién a valores complejos f € L'(T) y para todo m € Z,

definimos el m-ésimo coeficiente de Fourier de f como
Fom) = [ @y d.
T

Anéalogamente,para una medida Boreliana finita 4 en T y para m € Z llamaremos m-ésimo

coeficiente de Fourier de p a la expresién
,a(m) _ /e—ZWimde.
T
Ademas, llamaremos serie de Fourier de f en x € T a la serie
Z J/c\(m)€27rimx_
meZ

Definicién 1.1.2. Sea 0 < N < oo un entero. El nidcleo N-ésimo de Dirichlet en T es la
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funcién

Dy(z)= > &me. (1.1)
meZ
m|<N

Tenemos varias maneras equivalentes de escribir al ntcleo de Dirichlet Dy, por ejemplo,

sin((2N + 1)mx)

sin(7x)

DN(fL') — Z 827rim;r —_
|m|<N

(1.2)

Definiciéon 1.1.3. Definiremos el nicleo de Fejér como el promedio de los N —ésimos niicleos

de Dirichlet:
1

= 51 (Po(@) + Di(@) ++-- + Dy ().

FN(.%)

Proposicion 1.1.4. Para todo N € N y para todo x € T se satisface la siguiente identidad

N , : 2
171 ) 9mii 1 <sm(7r(N+ 1)x)>
Fy(z) = 1— L) g2mide = .
N (@) ]Z_:N ( Nt1)© N+1 sin(rz)
Luego, E;(m) =1- % st lm| < N y cero en caso contrario.

Para poder enunciar la propiedad mas importante de los nicleos de Fejér necesitaremos

primero la definicién siguiente.

Definicion 1.1.5. Sea G un grupo localmente compacto y A una medida de Haar invariante a
izquierda en G. Diremos que una familia de funciones k. en L'(G) es una aprozvimacién de la

identidad si satisface las siguientes tres propiedades:
(i) Existe una constante ¢ > 0 tal que ||kc|| 1 gy < ¢ para todo € > 0.
(ii) [ kedA(x) =1 para todo € > 0.
G
(iii) Para todo entorno V' de la identidad e del grupo G, se tiene que
[ lh@ldr@) -0
VC
cuando € — 0.

En cualquier grupo localmente compacto G se pueden contruir aproximaciones de la iden-
tidad. Este hecho, cuya demostracién puede encontrarse en [HR79], va a ser de utilidad mas

adelante en este trabajo.

Proposicién 1.1.6. La familia de los nicleos de Fejér {Fn}3_, es una aprozimacion de la
identidad en T.
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Las siguientes propiedades sobre las series de Fourier y sus coeficientes seran de utilidad en

los préximos capitulos.

Proposicién 1.1.7. Si f,g € L'(T) satisface que f(m) = g(m) para todo m € 7Z, luego f = g

en cast todo punto.

Proposicién 1.1.8 (Inversién de Fourier). Supongamos que f € LY(T) y que

> 1f(m)| < oc.

meZ

Entonces,

fa) = 3 Flm)emme cip.

meZ

y por lo tanto, f es en casi todo punto igual a una funcion continua.

Lema 1.1.9. Dada una sucesion de nimeros reales positivos {am, }59_, que tiende a cero cuando

m — 00, existe una sucesion {cm}oo_ que satisface
Cm > G, cm 40, and cmio+ cm > 20maa (1.3)

para todo m.

Teorema 1.1.10. Sea {d, }mezn una sucesion de enteros positivos con d,, — 0 cuando |m| —
oo. Luego, existe una funcién f € L'(T™) que cumple que f(m) > dp, para todo m € Z™. En
otras palabras, dada cualquier grado de decaimiento, existe una funcion integrable en el toro

cuyos coeficientes de Fourier decaen mds lento.

Proposicion 1.1.11. Sea h una funcion en T que es continua en un entorno del 0 y tal que
h(m) > 0 para todo m € Z. Luego h(0) > 0 y 3 h(m) = h(0) < oo, es decir, las sumas
mEZ

parciales de la serie de Fourier de h convergen en cero.

1.2 Conjuntos de Sidon

En esta seccién expondremos las definiciones y notaciones indispensables para la comprension
del trabajo. Daremos la definiciéon de conjunto de Sidon y probaremos varias condiciones equi-
valentes. Comenzaremos trabajando en el grupo G = T y su grupo dual G=2% (el grupo de los
morfismos continuos de G en T). Luego extenderemos las definiciones al caso en que G sea un
grupo compacto y abeliano.

Notacion. Dado un subconjunto F de Z, denotamos % al espacio de funciones continuas en

~

T tales que f(m) =0 para todo m € Z\ E
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Es facil ver que % es un subespacio cerrado del espacio de funciones acotadas en el toro con

la norma L°°.

Mas en general, sea G un grupo compacto, abeliano y metrizable, y I' = G su grupo dual
(numerable). Sea .#(G) el espacio de medidas en G finitas y Borelianas. Para p € #(G),

notaremos por
i) = [ y(-a)du(z)
G
a su transformada de Fourier en v € T.

Para p € #(G), llamaremos espectro de p, al conjunto

sp(p) ={y €T : i(v) # 0}

Si sp(u) € A C T, diremos que fi estd soportada en A. Sea X (G) un subespacio de €(G), de
LP(G) para 1 < p < 00, 0 de . Para A C T, definimos

~

XA(G) ={f € X(G) :sp(f) S A} ={f € X(G) : f(7) = 0,Vy ¢ A}

Notaremos (@) al conjunto de polinomios trigonométricos, el espacio de combinaciones lineales
finitas de caracteres en G. Por lo tanto, con la notacién anterior, &, sera el conjunto de

polinomios trigonométricos con espectro en A.

Definiciéon 1.2.1. Un conjunto de enteros E se dice conjunto de Sidon si toda funcién en

6 tiene serie de Fourier absolutamente convergente.

El ejemplo més sencillo de conjunto de Sidon son los subconjuntos finitos de Z. En el Capitulo

2 daremos ejemplos no triviales de estos conjuntos.
Veremos ahora varias definiciones equivalentes de conjunto de Sidon que seran de utilidad a

lo largo de los capitulos.

Proposicion 1.2.2. Las siguientes afirmaciones sobre un subconjunto E de Z son equivalentes:

(1) Existe una constante K tal que para todo polinomio trigonométrico P con P soportado en

FE se tiene

> |Pm)| < KIP)..
meZ

(2) Existe una constante K que cumple

1Fllerz) < KNSl poory

para toda funcion acotada f en T tal que f estd soportada en E.
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(8) Toda funcion en €g tiene serie de Fourier absolutamente convergente, es decir, E es un

conjunto de Sidon.

(4) Para toda funcién acotada b en E existe una medida Borealiana y finita pn en T que cumple

i(m) = b(m) para todo m € E.

(5) Para toda funcién b en Z con b(m) — 0 cuando m — oo, existe una funcién g € L'(T) tal

que g(m) = b(m) para todo m € E.

Demostracion. Veamos primero que (1) implica (2). Dada f € L(T) con f soportada en E,

consideremos
N

(f* Fn)(@) = 3 (1_N‘m+|1) Fm)emims.

m=—N
donde Fiy es el nicleo de Fejér. Estos son polinomios trigonométricos cuyos coeficientes de

Fourier se anulan en Z \ E. Aplicando (1) obtenemos
m| ) 7
Y=oy ) |[fm)] S Kf* Pl -
L (- w) e
Haciendo tender N — oo concluimos que vale (2).
Es inmediato que (2) implica (3)y que (2) implica (1).

Veamos ahora que (3) implica (1). Se deduce de (3) que la asignacién f — f es lineal y

biyectiva de €% en ¢}(F). Ademés, la inversa f% f es continua, debido a que

Z ]’c\(k,)e%rikt

kEZ

<Y F®)] =1l

kEZ

[f1l oo (ry < sup
te(0,1]

Se sigue por el Teorema de la funcién abierta que f — f es una funcién continua, lo que prueba

la existencia de la constante K en (2).
Hasta ahora hemos probado la equivalencia de (1), (2)y (3).

Mostremos que (2) implica (4). Sea b una funcién acotada en E. Sin perdida de generalidad

podemos suponer [|b]|.c < 1, luego la aplicacion
fer Y2 fm)b(m)
es un funcional lineal y continuo en ¥z con norma a lo sumo K. En efecto,

< 3 1Fm) < K £ -

meFkE

> f(m)b(m)

meFE
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Por el Teorema de Hanh-Banach este funcional admite una extensiéon a % (T) que mantiene la
misma norma. Por lo tanto, existe una medida p, con variacién total ||u|| menor o igual a K

que cumple

> Fmyb(m) = [ F(©)dut).
T

meE

Tomando f(t) = e2™™ obtenemos ji(m) = b(m) para todo m € E.

Asumamos que vale (/) y tomemos b : Z — C tal que b(m) — 0 cuando |m| — oo. Usando
el Lema 1.1.9, existe una sucesion ¢(m) tal que ¢(m) > 0, ¢(m) — 0 cuando |m| — oo, ¢(—m) =
c¢(m), y |b(m)| < ¢(m) para todo m € Z. Por (4), existe una medida Boreliana finita u que
satisface fi(m) = b(m)/c(m) para todo m € E. El Teorema 1.1.10 nos da la existencia de una
funcién g € LY(T) tal que §(m) = c(m) para todo m € Z. Luego, b(m) = g(m)fi(m) para todo
m € E. Como f = g*p en L', se tiene b(m) = f(m) para todo m € E, y por lo tanto, (4)
implica (5).

Finalmente, si se verifica (5), probaremos que vale (3). Dada f € €5, mostraremos que para

toda sucesion arbitraria d,, que tiende a cero, se tiene > |f (m)dm‘ < oo. Esto implica que
meZL

> ‘f(m)’ < o0, por la dualidad entre co y ¢'. Dada una sucesién d,,, — 0, por (5) podemos
mEZ

elegir una funcién g € LY(T) tal que g(m)f(m) = |f(m)||dm| para todo m € E. Luego, las

~

series

S Gm)fm) =3 Fxg(m) (1.4)

meZ meZ
tienen términos no negativos y la funcién f* g es continua, por lo que Fy *(f*g)(0) — (f=*g)(0)

cuando N — oo. Se sigue que Dy * (f * g)(0) — (f * ¢)(0). Luego las series de (1.4) convergen

(ver Proposicién 1.1.11) y por lo tanto ‘f(m)dm‘ < 0. O
mezZ

Supongamos ahora que G es un grupo compacto y abeliano. Notaremos ug (o directamente
w) a la medida de Haar en G normalizada y G asu grupo dual. Podemos extender la definicién

de conjunto de Sidon a un grupo G de la siguiente manera.
Definicién 1.2.3. Diremos que A C I' = G es conjunto de Sidon si toda f € %) (G) tiene
serie de Fourier absolutamente convergente, es decir, si

SIFI =D 1F ()] < oo

yel YEA

Notar que podemos pensar a I' como una sucesién {v,}, puesto que I' es numerable. Si A
es un conjunto de sidon, el principio de acotacién uniforme nos garantiza la existencia de una

constante K > 0 tal que

S < KlIflo (1.5)

vEA
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para toda f € 5(G). Llamaremos constante de Sidon de A a la constante mas chica K que

satisface la desigualdad anterior y la notaremos S(A).

Por otro lado, es claro que si la desigualdad anterior se verifica para toda f € G5 (G), A es
un conjunto de Sidon. Més atn, es suficiente que se cumpla para todo polinomio P € &5. Al
igual que para el caso G = Z, el préximo teorema (andlogo a la Proposicién 1.2.2) nos dara

distintas condiciones equivalentes a ser un conjunto de Sidon.

Teorema 1.2.4. Las siguientes propiedades sobre un subconjunto A del grupo discreto I' = G

son equivalentes:

(1) Existe una constante K tal que para todo polindmio trigonométrico P € Py, se tiene

Y IPMI<K|P
~vel

(2) Existe una constante K tal que para toda funcién f € €x(G) se verifica

SO <K fllo-

vyel

~

(3) Para toda funcion f € LY(G) se tiene que ZA |f(7)] < oo.
=

o~

(4) Para todo funcion f € €r(G) se tiene que > |f(v)] < oo.
vEA

(5) A toda funcion acotada ¢ en A le corresponde una medida p € A (G) tal que i(y) = @(7)
para todo v € A.

(6) A toda funcién ¢ € €o(A) le corresponde una funcién f € L*(Q) tal que f(v) = ¢(v) para
todo v € E.

La prueba es similar al caso G = Z y se puede encontrar en [Rudll, Pdg. 121].

Observacion 1.2.5. El item (2) del Teorema anterior nos dice que si A es un conjunto de Sidon,
la aplicacion

F:fe O (flm), €/
estd bien definida, es biyectiva, continua y, por lo tanto, un isomorfismo. Veremos en el Capitulo

4 que vale el reciproco, es decir, basta que exista un isomorfismo entre € y ¢! para que A sea

un conjunto de Sidon.

A continuacién introduciremos una sucesién de funciones que apareceran varias veces a lo

largo de esta tesis.
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Definicién 1.2.6. Llamaremos sucesion de variables Rademacher a una sucesién variables alea-
torias independientes (g,,)22; definidas en un espacio de probabilidad (£2,P) que cumplen que

P(en, = 1) = P(e, = —1) = £ para todo n.

Daremos una interpretacién diferente de las sucesiones Rademacher: las pensaremos como
caracteres de un grupo compacto y abeliano. Para ello, notemos E al grupo multiplicativo con
dos elementos —1 y 1 en C. Consideremos el producto cartesiano E> = J[;cy E, conocido como

el conjunto de Cantor, y las funciones
Rj:Eoo—>T, (]EN),

que a cualquier sucesion (g;) le asigna la coordenada j-ésima €;. Llamaremos funciones Rade-
macher a las R;. Observemos que si le damos a E, topologia producto, este resulta compacto
por el Teorema de Tychonoff. Ademds, como las funciones Rademacher son las proyecciones

resultan continuas y por lo tanto son caracteres de un grupo compacto y abeliano.

El sistema de funciones Rademacher R = (R, Ra,...) es un conjunto de Sidon. Suponga-
mos primero la sucesién (a;)7_; es real,luego eligiendo e = (sgn(ai),...,sgn(an),1,...) € Ex

obtenemos
Z|a]|_|2a] e)| < Za]

Para el caso general escribamos a; = ¢; —l— dji (con ¢; la parte real de a; y d; la imaginaria).

(e 9]

Tomemos el nimero mas grande entre Z 1% Z |d;|, sin perdida de generalidad podemos
j=1 =1

suponer que es Z |c;|. Luego utilizando la cuenta anterior deducimos que
Jj=1

Z ZZCﬁdjiISZICjHZ\deS2Z|le
= = 29T 2 2

§2|chRj|=2|ReZ |<2|ZaJR .

Jj=1 Jj=1 Jj=1

Por lo tanto se tiene que Z laj] <2 , es decir, obtenemos K = 2 en la definicién

. Z a;j it
J=1 0

(1.5). En [Sei97] Seigner probé que se puede mejorar el 2 calculando S(R). Maés precisamente,

demostro el siguiente resultado:

Teorema 1.2.7. La constante de Sidon de el sistema Rademacher es igual a 5
Concluiremos con una tercera interpretacion del sistema Rademacher, la definicién clasica

de las funciones Rademacher, que nos servird para definir los conceptos centrales de la seccién

siguiente.
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Definicién 1.2.8. El sistema de funciones Rademacher {r,} en [0, 1] se definen como

rn(t) = signsin 2"t (t €10,1], n € N)

Para comprender mejor las funciones Rademacher, es 1til tener en mente el siguiente dibujo.

|
|
|
|
|
|
|
1
|
|
|
|
|
|
|
|

[
[
[
[
[
[
[
| I I |
[
[
[
[
[
[
[
[

T
|
|
|
|
|
|
|

e — RN [ — _ —_ —

Es importante destacar que las funciones Rademacher forman una sucesién ortogonal en

L?([0,1]) (como podemos deducir de la imagen).

Observacién 1.2.9. Estamos haciendo pequefio abuso de notacién al llamar funciones Rade-
macher a funciones en principio diferentes. Sea r(x) la funcién que es igual a 1 en (0,1/2] y 1 en
(1/2,1] y es periédica con periodo uno en todo R. Luego las funciones de Rademacher clasicas
(como las definimos méas arriba) son 7, = 7(2""!z) para * € R y n > 1. La expansién diddica

de z € [0,1) nos da la correspondencia entre r, y Ry,.

1.3 Tipo y cotipo de espacio de Banach

Estudiaremos en esta seccion la nocién de tipo y cotipo de espacios de Banach. Estas definiciones

seran indispensables para abordar los temas del Capitulo 4.

Vamos a necesitar las Definiciones 1.2.8 y 1.2.6 para definir los conceptos centrales de esta

seccion. Primero, notemos que se tiene la siguiente relacion entre las definiciones.

Observacion 1.3.1. Las funciones Rademacher (r,,)52 ; de 1.2.8 son sucesiones Rademacher si
consideramos 2 = [0, 1]. Luego,

1
/ w
0

n
D eiti

=1

rl-(t)mi dt = E

1

Z gi(w)x;

=1

n

2

-/
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La desigualdad de Khintchine muestra un importante propiedad de este sistema.

Teorema 1.3.2 (Desigualdad de Khintchine). Ezisten constantes Ay, Bp(1 < p < 00) tales que

para toda sucesion finita de escalares (a;)—; y para todo n € N se verifica que
Ap (Z |ai|2> S Zairi é Bp <Z |ai|2> .
i=1 i=1 i=1

Consideremos ahora coeficientes en un espacio de Banach X arbitrario en vez de escalares

LP[0,1]

en C, donde la desigualdad de Khinchine no es necesariamente valida. Sin embargo, tenemos el

siguiente resultado de Kahane (ver [Kah85, Capitulo 2]).

Teorema 1.3.3 (Desigualdad de Kahane-Khintchine). Para todo 1 < p < oo existe una cons-

tante C), tal que, para todo espacio de Banach X y para toda sucesion finita (x;)i%, € X, se

p>>1/p§CpE< > ).

n
E Eil;
=1
Vamos a obviar estas demostraciones. Una discusién mas detallada de estos contenidos se

verifica la siguiente desigualdad:

() < (=2

n n
Z E;T; Z iy
i=1 i=1

puede encontrar por ejemplo en [AKO0G].

Definicién 1.3.4. Definimos la distancia de Banach-Mazur entre dos espacios de Banach

X e Y isomorfos como
d(X,Y) =inf{||T||T7Y : T: X — Y isomorfismo}.
Por convencién diremos que d(X,Y) = oo si X e Y no son isomorfos.

Si trabajamos en un espacio de Banach X y tomamos un gran nimero de vectores z1, ..., Ty,
la desigualdad triangulares || 7 ;|| < ity ||z4]| se vuelve poco precisa. En cambio, los
espacios de Hilbert tiene una estructura mucho mas rica, y si los z; son ortogonales, se tiene

1/2
exactamente que ||>°1"; z;|| = ( A HxZH2> / . Més en general, se tiene el siguiente resultado:

Proposicién 1.3.5 (Identidad del paralelogramo generalizada). Sea X un espacio de Banach.

Entonces, se tiene:
(1) X esisométricamente isomorfo a un espacio de Hilbert si y solamente si, para todo x,y € X
lz +ylI* + |z = l* = 2([llI* + lly[I*).
(2) Siempre vale que

2 2 2 2
(lz +yll” + llz = ylI) < 2(<]" + lyll)-

N

1 2 2
§(H$H +[lyll7) <



1.3. TIPO Y COTIPO DE ESPACIO DE BANACH 11

(8) Para todo espacio de Hilbert H, y todo x1,...,x, € H, se tiene

n
Z 10121 + ..+ O] = [l
=1

9:t1

(2) Si X es isomorfo a un espacio de Hilbert H, y si la distancia de Banach-Mazur dx =
d(X,H) < C, entonces se tiene

1 n n
re7] S a? < Z 10121 + ...+ O ]|* < CFD 7 |l
=1

9 ==+1 i=1

Para la demostracién se puede consultar [LQ04, pag. 161].

Otra forma de escribir >  es utilizar variables aleatorias de Bernoulli independientes
0;==%1
€1,...,&n (variables Rademacher). En efecto,

n
=E Z Ei;
i=1

ZEZ P(w).

=1

-

Z 16121 + . .. + Opzn?
9 ==+1

Por lo tanto, la desigualdad (4) se puede reescribir como

1 1
1 n 3 n 3
. (2: Hxin?) < <c (2: Hxi||2>
i=1 L2(Q,X) i=1

De aqui se desprenden dos preguntas naturales:

T

(a) ;Qué pasa si consideramos una sola de las desigualdades y los z; en un espacio de Banach

arbitrario?

(b) (Qué pasa si cambiamos el exponente 27

Esto nos lleva a considerar las siguientes desigualdades.

n r\ 1/7 %
i=1 =1

n N 1/r 1 %
) > - 1
? Elzel) 25 ()

Estas desigualdades nos permitirdan, en cierto sentido, medir cuanto dista un espacio de Banach

s

X de ser un espacio de Hilbert.

Algunas observaciones. Primero, el rol de r no es importante ya que podemos cambairlo

gracias a la desigualdad de Khintchine-Kahane. La segunda observacién es que, si queremos que
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(1) y 2) valgan para toda sucesién finita (de cualquier largo n) necesariamente p < 2y ¢ > 2.

En efecto, si tomamos r = 2 y tomamos un mismo vector = de norma 1 obtendremos de (1) que
1

vn < Cnr, para todo n > 1. Esto solo es posible si p < 2. Del mismo modo, (2) exige que

q > 2. Toda esta discusién nos lleva a considerar las siguientes dos definiciones.

Definiciéon 1.3.6. Sea 1 < p < 2. Diremos que un espacio de Banach X tiene tipo p si existe

una constante C' > 0 tal que para toda sucesién finita z1,...,z, de elementos de X se tiene

p\ 1/p n 1/p
(of3en]) < () "
k=1

A la mejor constante C' la llamaremos constante de tipo p de X, y la notaremos T),(X).

n
Z ELTL
k=1

Definiciéon 1.3.7. Sea 2 < ¢ < oco. Diremos que un espacio de Banach X tiene cotipo q si

existe una constante C' > 0 tal que para toda sucesién finita x1,...,z, de elementos de X se

n 1/q n q\ 1/q
k=1 k=1

A la mejor constante C' que verifica la desigualdad anterior la llamaremos constante de cotipo q

tiene

de X, y la notaremos Cy(X).

Observacién 1.3.8. 1) Debemos tener en cuenta, que si un espacio tiene tipo p, entonces
tiene tipo p’ para todo p’ < p. Andlogamente, si tiene cotipo ¢ también tiene cotipo ¢

para todo ¢’ > q.

2) Todo espacio es trivialmente de tipo 1, esto es consecuencia inmediata de la desigualdad

n
triangular, y de cotipo 400 por que || > ;x| > max |lz;||, debido a la simetria de las
=1 i<n

2

variables Bernoulli.

Diremos que X tiene tipo no trivial (respectivamente cotipo no trivial) si tiene tipo p para

algin p > 1 (respectivamente cotipo ¢ para algin g < +00).



Capitulo 2
Series lagunares

En este capitulo desarrollaremos distintas propiedades y aplicaciones de las series de Fourier
con grandes lagunas de ceros. Estas series gozan de buenas propiedades, una de las cuales es la
equivalencia de sus normas en LP para 1 < p < co. Ademas, las series lagunares son un objeto
fundamental para nuestro trabajo, pues nos provee el primer ejemplo no trivial de conjuntos de
Sidon.

2.1 Definicion y propiedades basicas

Definicién 2.1.1. Una sucesién de nimeros enteros positivos A = {\;}32, se dice lagunar o

de Hadamard si existe una constante A > 1 que cumple que A1 > AN, para todo k € Zg.

Los ejemplos mas simples son las sucesiones de la forma A\, = b con b > 2 y b € N.
Observemos que las sucesiones lagunares tienden a infinito cuando k& — oo, esto se debe a la

relacién entre los terminos dado por

Ne > Adjoq > A2N_o > ... > AF ).

Otra observacion importante es la siguiente:

Observacién 2.1.2. Para todo m, kg € Z se tiene que si
1<|m— gl < (11— A_l))\ko,

entonces m ¢ A.

Demostracion. Para probar esto notemos primero que dado g, € A, el nimero mas cercano a

Ak, que estd en la sucesién tiene que ser Ag,11 0 bien Ay —1 (si ko > 1). Entonces, si j > ko

13
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tendremos
A = Mol > Mgt — Mg = ANy — Ay = (A — DAgy > (1 — A7) N,
similarmente en el caso j < ko
INj = Mol = Mo — Mot > Mg — ANk = (1 — A1)\,

Por lo tanto deducimos que vale 2.1.2. O

Vamos a estudiar distintas propiedades y aplicaciones de las series de Fourier lagunar,

aquellas de la forma
Z akeZM')\kx ap € C,
k

donde {\g}x es una sucesion lagunar. Comenzaremos con una proposicion que nos permitird
construir una funcién de Weierstrass explicita, una funcién continua en todo punto y que no es

diferenciable en ninguno.

Proposicién 2.1.3. Sea {\;}2, una sucesion lagunar y sea f una funcion integrable en el toro
T que es diferenciable en un punto y cuyos coeficientes de Fourier son
. Ay ST M = AR

f(m) = (2.1)
0 sim # Ag.

Entonces,
lim f(A)A, = 0.

k—o0

Demostracion. Mediante traslaciones podemos asumir que el punto donde f es diferenciable es

el cero. Podemos reemplazar f por la funcién de periodo uno

sin(27t
(1) = (1)~ 1(0) cos(2mt) — f'(0) 22T
para que f(0) = f/(0) = 0. Notar que por mds que cambiamos la funcién los coeficientes

de Fourier de f y g coinciden para |m| > 2 y por lo tanto la conclusién de la proposicién es

equivalente. Gracias a la Observacién 2.1.2 y (2.1.3) obtenemos que para todo m € Z
1<|m—M <(1—=A4"HN = f(m)=0. (2.2)

Notaremos [t] a la parte entera de ¢. Dado € > 0, elijamos un entero positivo ko tal que si
[(1— A=Y)\g,] = 2No, entonces Ny 2 < ¢, y

<e. (2.3)
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La expresion (2.3) puede hacerse arbitrariamente chica, debido a que f es diferenciable en el
origen. Tomemos ahora un entero k con k > ko y 2N = [min(4 — 1,1 — A~1)\;], es claro que es
mayor o igual a 2N. Usando (2.2), obtenemos que para todo polinomio trigonométrico Ky de

grado 2N con Ky (0) = 1, se tiene

Fow = [ @ Kx(@)e™eds, (2.4)

lz|<%

Tomemos Ky = (Fn/ || Fn|;2)?, donde Fy es el nicleo de Fejér. Usando (1.1.4) obtenemos

primero la identidad
N

. 2
, Ll IN@N+1) N
HFNHLQ—j:z_:N(l N+1) B S (2:5)

y también la estimacién

N + 1422
que es valida para |z| < 1/2. Juntando (2.5) y (2.6), obtenemos

31 1
Kn(z) < > —
NE) < e I

FN(x)2§( L1 )2, (2.6)

Usemos ahora (2.4) para obtener

Aef(As) = Ai / f(@)Ky(x)e My = [L 4+ T2 4+ 1},
|z[<3
donde
I,% =\ / f(sc)KN(ar)e*%M’“‘”dx,
|| <N -1
B=xn [ @K@,

1
N-l<|z|<N™1%

= [ f@Ky@e e,
N™<fel<]

Dado que ||Kn|| ;1 = 1, se sigue que

f(x) < (2N + 1)e

Ak
I < 2%
il = 77 sup = min(A— 1,1 - A )N’

|z|<N—1

puede hacerse arbitrariamente chico si tomamos el € suficientemente pequefio. Ademds, por

(2.7) obtenemos
/ dz < 3\ 5
—= < —— su
iz = 16N P

1
lz|<N~ 12

f(z)

T

)

1
N-l<|z|<N~1
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que, como ya observamos, estd acotada por una constante multiplicada por . Finalmente, si

usamos nuevamente (2.7), nos queda

3 3 3¢
I — < - = .
< o [ @ < g 1 < 55 1l

_1 L
N71<|z|<5

Deducimos entonces que para todo k > kg se verifica
Nef )| < |+ 1R] + IE] < C(f)e,
para una constante C'(f) fija. De esta manera concluimos la demostracién del Teorema. O

Corolario 2.1.4 (Weierstrass). Existe una funcion continua en el toro que es no diferenciable

en todo punto.

Demostracion. Consideremos la funcién de periodo uno
> k
f(t) _ Z 27k627r13 t'
k=0

La serie converge absoluta y uniformemente y por lo tanto f es continua, pues cada termino
lo es. Si f fuese diferenciable en algtin punto, por la proposicién anterior 2.1.3 tendriamos que
3k £(3%) tiende a cero cuando k — oo. Sin embargo, como f(3%) = 27% (k > 0), nos queda
que 3¥27% tiende a infinito lo que contradice que f sea diferenciable en el algtin punto. En

consecuencia, f es no diferenciable en todo punto. ]

2.2 Equivalencia de normas L? para series lagunares

En esta secciéon probaremos una propiedad muy importante de las series lagunares, la equiva-
lencia de sus normas en L,(T). Las series de Fourier lagunares tienen normas LP comparables

para 1 < p < 00, es decir, vale el siguiente teorema.

Teorema 2.2.1. Sea A = {\, : k € Z>o} una sucesion lagunar con constante A > 1. Luego,
para todo 1 < p < oo, existe una constante Cp(A) que cumple que para toda funcion f € L}\(T)
(f € L\(T) con f(k) =0, cuando k € Z\ A) se tiene

1l o (ry < Cp(A) 1 Fll L ry - (2.8)

Como la otra desigualdad vale siempre, puesto que T tiene medida finita y 1 < p, concluimos

que todas las normas LP de series de Fourier lagunares son equivalentes para 1 < p < oo.
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Demostracion. Supongamos que f € L?(T) y f no es la funcién cero (en cuyo caso se cumple

trivialmente). Consideremos la serie de Fourier de f truncada hasta el lugar N
N A .
fa(@) =" f(r)e?mhir. (2.9)
j=1

Dado 2 < p < o0, elijamos un entero m que cumpla que 2m > p y un entero r tal que A" > m.
Escribamos a fy como la suma de r funciones ¢ con s = 1,2,...,r, donde las ¢, tienen

coeficientes de Fourier cero salvo tal vez en el conjunto lagunar

As = {Akr—&—s ke ZZO} = {/1/17”2;”3) .- }

Es decir, estamos partiendo nuestra funcién fy en r sumandos segin la congruencia de los
indices de sus coeficientes de Fourier médulo r. Es claro de la definicién que Ay es una sucesion

lagunar con constante A™ para todo s =1,...,7r.

Afirmamos que las ¢ satisfacen

1
JZORCE > Gulh) - Belptg ) Bk - ol ). (210)
0

1<g1, 0 m k1 s km <N
Kyttt lgm =Hey TRk,

Para ver esto, notemos que, la funcién ¢, coincide con su serie de Fourier y los coeficientes fuera

de los lugares pi; son cero. Llamemos Ny al lugar hasta donde suma cada ¢, se tiene entonces

m

Pl (@) = D Blpy)emhat
J<N,

= Z 958(//71) .. (ﬁs(ﬂjm)€2m(“11++ﬂgm)x
1<, m <N

Para calcular el médulo al cuadrado podemos multiplicar por la misma expresiéon conjugada, asi

obtenemos que |¢™|? es igual a

ST Gatg) - Bty ) Bo(tthy) - - By, )€ (tin bbb ) =Gy k) )

1§j17"'7jm7
et oo i < N

Para concluir la afirmacién (2.10) solo tenemos que integrar y utilizar la ortogonalidad de las

exponenciales.
Veamos ahora que si pj, + ...+ pj,, = fg, + ...+ [g,,, entonces
max (b, ;.- s M) = MaX(flhy, - -, [k, )-
Supongamos que max(fij, ;- - ., fj,,) > Max(fy,, - - . , Lk, ), luego
max(fjy - -5 Hjm) < Py + 00 F M
= Py ol

< mmax (L, - - -, My, )-
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Pero como {p} es una sucesion lagunar de constante A" vale que

A" max (g, - k) < Max(fy, -y M),

tendriamos entonces que A" < m, lo que contradice la forma en la que elegimos el r. De forma
analoga se elimina el caso contrario, en el que max(fj,, ..., itj,,) < max(fik,, .- ., [k, ). Conclui-
mos entonces que los niimeros deben coincidir. Podemos ahora continuar con este razonamiento

y por induccién obtener que si pj, + ...+ pj,, = g, + ... + pg,,, entonces

{luk'17"'?:uk7m} = {'ujun'nujm}'

Usando esto en la suma multiple (2.10) obtenemos

/ o)l = 3 Zmuﬁ el = (lealz)™

J1=1 Jm=

lo que implica que ||@s||z2m = [|¢s]/ ;2 Para todo s € {1,2,...,r}. Entonces,

1

1
(@) ¢ 0 - ’©
Ifnllge < 1 fnllpem < V7 (Z ||90s|!i2m> =V (Z IIsosllia> = Vrifnlie,
s=1

s=1

donde en (a) usamos la desigualdad de Holder, en (b) la igualdad obtenida anteriormente y
en (c) la ortogonalidad de las ¢, en L? (son polinomios de exponenciales disjuntas). Podemos

tomar 7 = [logym] + 1y m = [§ +1], y por lo tanto deducimos la desigualdad

18 o) < (A Ifnllgziny . P22 (2.11)

con ¢, (A \/1 log([5] +1)] para toda f € L*(T).

El paso siguiente es cambiar fy por f en (2.11).Recordemos que estamos asumiendo que f
esta en L?. Notar que en estas condiciones fy — f en L? y por lo tanto existe una subsucesion
Jn; que tiende a f c.t.p.. Luego, por el lema de Fatou y la desigualdad (2.11) que tenemos para

las fn, obtenemos para 1 < p < oo
1 1
/ f(2)Pdx = / lim inf | f, () Pdz
]*}OO
0 0

< lim inf / |, (@)|Pdz
j—o0

< ¢p(4)

j—00 L2

= cp(A)" | £l -
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Concluimos entonces que

I leoery < (A 1 f ey, P22 (2.12)

Recordemos que este teorema pretende comparar la norma LP con la norma en L!, recién
pudimos, bajo ciertas hipdtesis, encontrar una desigualdad entre la norma en LP (con p > 2) y
en L?, por lo tanto si conseguimos una desigualdad que relacione la norma en L? con la norma en
L' podremos deducir el resultado (seguimos suponiendo f € L?(T)). Aplicando la desigualdad
de Hélder conp =3y g=3en |f|?= |f|§|f|§ obtenemos

1 1 1 % 1
|m@=/m%:/VWMM=<ﬂ#w)(/ﬂw)
0 0 0 0

Tomando raiz cuadrada en la expresiéon anterior nos queda

2
3

2 1
e < IAIZa 1111 -

Uniendo los resultados obtenemos

2 1 12 2 1
11z < NFIZa (1FI1Zy < (Moga 3 +11)2 3 ([ fII72 (1117 -

Como estamos suponiendo 0 < || f]|;2 < oo, de la desigualdad anterior se deduce que

1l 22y < (loga 3+ 1) 1l L2 ery - (2.13)

Por otro lado, por la desigualad de Holder sabemos que
Il zeery < NFllz2ery l<p<2 (2.14)
Combinando (2.12) y (2.13) con (2.14) obtenemos que vale el teorema con
Cp(A) = ¢p(A) ([log 3] + 1)

para todo 1 < p < oo siempre que f(k:) =0parak € Z\Ayque f e L?

El paso siguiente es extender este resultado para toda f € L'(T). Dada f € L'(T) con
f(k) = 0 para k € Z\ A, consideremos las funciones f % Fis, donde Fy; es el nicleo de Fejér y
M € Z>o. Luego f * Fyy estd en L2 y f x Fpy converge a f en L' y en LP. Ademds, tenemos

que f/*l*'\']\/[(k) =0si k€ Z\ A. Luego, podemos aplicar lo visto a f * Fj;, obteniendo

1 # Entll ogry < ColA) 1 % Fagl oy - (2.15)

Tomando limite de M — oo deducimos el Teorema 2.8. O]
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El teorema anterior describe la equivalencia entre las normas LP de las series de Fourier
lagunares para p < oo. El paso siguiente es preguntarse qué podemos decir para el caso L™ de
series de Fourier lagunares. Para atacar este problema vamos a necesitar de una herramienta

llamada productos de Riesz que desarrollaremos a continuacion.

Definiciéon 2.2.2. Un producto de Riesz es una funcién de la forma
N
Pn(z) = H (1 + ajcos(2mAjz + 2my;)), (2.16)
j=1

donde NV es un entero positivo, A\; < Ay < ... < Ay es una sucesién lagunar de enteros positivos,

a; € [—1,1]7 Y€ [0, 1].

Nuestro objetivo serd calcular los coeficientes de Fourier de cualquier producto de Riesz,

para ello el siguiente lema serd de utilidad.

Lema 2.2.3. Sea {\;} es una sucesion lagunar con constante A. Entonces,

(1) Si A > 2 se tiene que para j > N + 1 no puede escribirse una combinacion lineal de la
forma

Aj =M+ +enAn,
donde €5 € {—1,1,0}.
(2) Si A>3 para cada entero m tiene a lo sumo una escritura de la forma
m =11+ +eNAN, (2.17)

donde €5 € {—1,1,0}.

Demostracion. Para probar (1) vamos a razonar por el absurdo. Supongamos que existe una
combinacién lineal

Aj=etM+ -+ enAn. (2.18)
Como los Aj son positivos tomando médulo y usando la desigualdad triangular obtendremos
Aj <AL+ AN

Recordemos que por la definicién de sucesién lagunar se tiene que \; > AT~k )\, para todo

1 < k < N, equivalentemente A\ < Ak_j)\j. Por lo tanto,

ATI(ANFT _ A)
A-1

N N
g Aj
/\jZ)\1+...+)\N§kélAk J)\j:A—ijglAk:)\j

(2.19)
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Utilizando que A > 2, tenemos:

ATI(ANFL _ A)
A-1

<A (AN —1) <1 (2.20)

Combinando esto con (2.19) llegamos a un absurdo.

Resta probar (2).Supongamos que existen dos N—uplas (e1,...,en) que satisfacen (2.17) y
tomemos el k mas grande tal que los coeficientes de Ay sean diferentes. Luego restando ambas

expresiones obtenemos

0=1v1 M+ + Vp_1Ap—1 + VE AR,

donde ahora los v; toman valores en {—2,—1,0,1,2} y v}, # 0. Si despejamos A, vamos a estar

en una situacién muy similar a (1). En efecto,
VAR = V1AL F - A Vg1 A k-1
Tomando médulo, aplicando desigualdad triangular y usando que los A son positivo obtenemos
WA < [afd+ - e A1 <2(A 0+ A1)
La definicién de sucesién lagunar nos permite comparar \; con Ay para todo j < k y asf se tiene

2\ kil A~k(AF — A)

k—1
A < || A <2 Z Az_k)\k = Ak At =2\, ——m— .
=1

=1

A-1

Imitando la cuenta hecha en (2.19) y usando ahora que A > 3 obtenemos que esto es un absurdo,

de esta manera se concluye que de existir hay una tnica combinacién lineal. O

Veamos algunas propiedades de los productos de Riesz. Si escribimos Py = Hé\le Py j con

Py j = (14 ajcos(2mAjx + 2m;)) y calculamos los coeficientes de Fourier de Py ; obtenemos

1 sim = 0;

_ %aje%”j sim = \j;

Prvj(m) = | (2.21)
%aje_%wf sim = —\j;
0 sim ¢ {0} U2, Dy, —Ah

Calculemos los coeficientes de Fourier del producto de Riesz Py. Para cada entero fijo b, nota-
remos & la sucesién de enteros que es igual a 1 en b y cero en el resto de los lugares. Usando

esta notacién podemos reescribir 2.21 para obtener

_ 1 . 1 .
Py = do + iaje%”f 6/\]' + 50«]‘6727”%5,)\]..
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Luego Py es la convolucién de estas funciones. Usando que &, * dp = 0445, nNOS queda

1 sim = 0;

o N N N

Pn(m) = .H 30 €M sim =Y gA; y X lgj| > 0; (2.22)
Jj=1 Jj=1 Jj=1
0 en caso contrario.

Por lo tanto, si asumimos A > 3, combinando el cdlculo de los coeficientes de fourier con el
Lema 2.2.3 deducimos que 1/3;()\]') = 0 cuando 7 > N + 1. Por otro lado, se tiene que I/DE(Ak) =
%aje%”k si1 <k < N, dado que cada A puede escribirse como 0.A1 + ...+ 0. g1 + L. Ag .

A continuacion daremos otra propiedad importante de los productos de Riesz. Supongamos
— N

que para un m € Z se tiene que Py(m) # 0. Escribamos m = ) ¢;\; de manera tnica con
i=1

ej € {—1,1,0}. Sea k el entero més grande y menor que N que cumple que €5 # 0. Entonces,

se verifica

Ak A A1 A
[l = Akl S Ax -+ Ny < F< o :

Ak1+'”+ﬁ = : (2.23)

Una ultima propiedad de los productos de Riesz que nos va a ser util mas adelante es que la
norma en Ll es igual a 1. Se deduce facilmente de que Py > 0 y del calculo de los coeficientes

de Fourier,

1Pl = [ Pulydt = Pu(o) = 1. (2.24)

Notaremos A(T) al espacio de funciones con serie de Fouerier absolutamente convergente

dotado con la norma dada por la norma ¢! de sus coeficientes.
Estamos en condiciones de enunciar el teorema mas importante de estd seccién del cual

deduciremos que las sucesiones lagunares son conjuntos de Sidon.

Teorema 2.2.4. Sea A = {)\; : k € Z>0} una sucesion lagunar de enteros con constante A > 1.

Luego existe una constante C(A) tal que para toda f € LY(T) se verifica

1 Lagry = D2 1R < CCAYIF ooy - (2.25)

keA

Demostracion. Veamos primero el caso en el que A > 3. Fijemos f € L% (T).Consideremos el

siguiente producto de Riesz

N
H (1 + cos(2mAjz + 277;)) ,
7j=1
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donde los 7; estdn tomados para que se cumpla la identidad \f()\])| = 2™ f (Aj). Gracias a la

desigualdad de Parseval y usando que ||Py||;1 = 1 obtenemos

1

/ Py (z)f(z)dx

0

S Py(m)f(m) < 1f | o (2.26)

mEZ ‘

Notar que esta suma es finita por que vimos anteriormente que los coeficientes ﬁ;(m) forman
una sucesion finitamente soportada (ver (2.22) y los comentarios subsiguientes). Sabemos que
f(m) = 0 para m ¢ A, mientras que ]/3;()\]-) = %62””9' para 1 < j < N (debido a que A > 3), y
ademas, ]/3;()\]-) =0 para j > N + 1. Por lo tanto, (2.26) se reduce a

N

1 T Y.
2562 (A

J=1

fog)| = < 1fll o

1 N
52
7=1

Q| 4
Haciendo tender N a infinito deducimos que ) f (/\j)‘ < 2||f|l 0, 1o que prueba el Teorema
j=1

cuando A > 3.
Consideremos ahora el caso 1 < A < 3 y elijamos r un entero positivo que cumpla

1 1
<1-=. (2.27)

A>3y A

Esto se puede hacer ya que li_)rn (A" — 1)~ = 0. Una vez mas usaremos la idea de dividir la
T o

sucesién en los terminos que sean congruentes a s médulo 7, es decir, para cada s € {1,...,r},

definimos A} = A\;y(4—1), indexada por k =1,2,.... Observemos que \j,; > A"} para todo k,

es decir, la sucesién A} es lagunar con constante A”. Consideremos el producto de Riesz

N
P (x) =[] (1 + cos(2n Xz + 27%3)) .

k=1
= 2™k f(X$). Usando (2.23)
obtenemos que, si m € Z cumple que Py (m) # 0, existe un k € {1,2,..., N} tal que

donde, como antes, los v}, los elegimos para que satisfagan ’ f (ML)

Ak
AT -1

[lm| = Ail <
Combinando esto con la forma en el que elegimos el r en (2.27) se satisface

S 1 S
) = 5] < (1= ) A

Usando la Oservacién 2.1.2 obtenemos que m = £A;j o |m| ¢ A. Por lo tanto,

{m € Zso : Py(m) #0} C{A,..., Ay UA®
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Por la observacion anterior, el hecho de que f estd soportada en A y la igualdad de Parseval se

verifica

N
Dado que ]/3;()\2) = 2e¥™% para 1 < k < N, (2.28) queda
5 i
Haciendo N tender a infinito obtenemos

Por tltimo, sumando sobre s obtenemos lo que queriamos con C(A) = 2r. ]

= |3 Py (m)f(m) /PN F@)dz| < || f]] oo - (2.28)

meZ

[\D\}—t

Corolario 2.2.5. Sea A = {)\; : k € Z>o} una sucesion lagunar y sea f una funcion acotada
en el toro que satisface f(k:) =0sik € Z\A. Luego, [ es en casi todo punto igual a su serie de

Fourier, que converge absoluta y uniformemente:

= Z Fk)e?mike a.e. (2.29)

keA

Por lo tanto, es en casi todo punto igual a una funcion continua.

Demostracion. Se deduce del Teorema 2.2.4 que si f(k:) = 0 cuando k € Z \ A, luego f €
A(T).Aplicando el resultado de inversion de la Proposiciéon 1.1.8 obtenemos que en casi todo

punto es igual a una funcién continua y que se satisface (2.29) para casi todo z € T O

Observacion 2.2.6. Toda sucesiéon lagunar es un conjunto de Sidon. Sea E una sucesién

lagunar con constante A. Si f es una funcién continua en T que cumple
meZ\E = f(m)=0,
entonces por el Teorema 2.2.4 se tiene que

> |Fm)] < CA) Il < o0,

meA

y, por lo tanto, la serie de Fourier de f es absolutamente convergente.

Es sencillo converse que uno puede construir una sucesién lagunar a partir de un subconjunto

infinito de Z y por lo tanto tenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.2.7. Todo subconjunto infinito de Z contiene un conjunto de Sidon infinito.



Capitulo 3

Propiedades de los conjuntos de
Sidon

Comenzaremos este capitulo estudiando propiedades de estructura y tamano de los conjuntos
de Sidon, méas precisamente, veremos que tienen densidad pequenia. Ademés, probaremos que
la unién de dos conjuntos de Sidon es también un conjunto de Sidon, para lo cual utilizaremos

el Teorema de Rider.

Finalizaremos con una discusién informal sobre la historia de dichos conjuntos y su relacion

con la combinatoria aditiva y la teoria de niimeros.

3.1 Propiedades de estructura y tamaio

A lo largo de esta seccion nos limitaremos a los conjuntos de Sidon en Z.

Para la préxima proposicién necesitaremos el siguiente lema de Lefevre [Lef99] que es intere-

sante por si mismo.

Recordemos primero algunas definiciones. Para g € € (T) llamamos espectro de g al conjunto

sp(g) = {k € Z: g(k) # 0}.
Sea A C Z. Notamos

~

Gy ={f €C(T):sp(f) CA} ={f €C(T): f(k) =0,Vk ¢ A}.

25
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Lema 3.1.1. Si A es un conjunto de Sidon de Z y si A+ B C A con B infinito, entonces para
todo g1,...,gn € €A se tiene

S il < SA)sup D g ()] (3.1)

Demostracion. Sean gi,...,g, € 4. Por densidad de los polinomios trigonométricos, podemos
suponer que gi,...,gn € 4. Como B es infinito, existen by, ..., b, € B tales que los espectros
trasladados sp(g1) + b1, ..., sp(gn) + by son disjuntos dos a dos. Entonces, si llamamos ey, (t) =

it tenemos:

Slolow=2 T GO X HR-b)
j=1 Jj=1llesp(g;) =L Xesp(g;)+b;

n

> ,9;

=1

=2, 2. lagWi=

J=1 Xesp(g;)+b;

eH(A)

La udltima igualdad se debe a que los espectros trasladados son disjuntos. Entonces, usando que

A es un conjunto de Sidon obtenemos

D MGillaay < SA) 1D eny95]|  (va que sp(gy) +b; € A+ B CA)
J=1 J=1 00

A)ysup Y |eitg;(t)] = S(A)sup D |g;(t)]- O

Proposicion 3.1.2. Si A es un conjunto de Sidon de Z, no puede pasar que A+ B C A, para
A y B infinitos

Demostracion. Supongamos que B es infinito y veamos que A no puede serlo. Tomemos N

elementos distintos aq,...,ax de A,y consideremos el polinomio trigonométrico

27'r2jk

1 N
j t \/» Z zakt
cuyo espectro estd en A. Para todo 7, Hfj”gl = ﬁN = /N y, por lo tanto,
N ~
Sl fille = N2,
j=1

Por otro lado, consideremos la matriz de Walsh

- ()
= —e N
VN Jk<N
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que es unitaria. Por lo tanto, si &1,...,&y son nimeros complejos de médulo 1, y si definimos

2mijk
N fj

1 N
Z=—= ) €
7N &

N N
(o, en notacién matricial, 2 = W¢), se tiene que 3 |22 = 3 |¢;]2. En consecuencia,
k=1 j=1

N N N
sup Z | fj(t)] = sup sup Z & f;(t)| = sup sup Z 2z, et
teT i1 teT &€l |75 teT ¢;€U |2
N 2N 1/2
< sup sup ( |zk\2> < |em’“t\2>
teT &€l kzz:l kzz:l
1/2

N
:gu% Z]fj\Q VN =+VNVN = N.
€V \j=1

Aplicando el Lema 3.1.1 para g1 = fi,...,gn = fn, obtenemos N3/2 < S(A)N. Como esto vale
cada vez que podemos tomar N elementos distintos de A, se deduce que |A| < S(A)?, y por lo

tanto el conjunto A debe ser finito. O

A continuacién enunciaremos otra propiedad de estructura de los conjuntos de Sidon.

Proposicion 3.1.3. Si A es un conjunto de Sidon de Z, entonces A no puede contener una

progresion aritmética arbitrariamente grande.

Lo que vamos a utilizar para probar esta proposicion son unos polinomios especiales, llamados
polinomios de tipo Rudin-Shapiro, cuyos primeros ejemplos fueron presentados por H. Shapiro en
su tesis en 1951, y que fueron redescubiertos por Rudin en [Rud59]. La propiedad fundamental
de estos polinomios es que en U, el conjunto de nimeros complejos de médulo 1, la norma

uniforme || ||, es del mismo orden que la norma cuadrética || |,.

Lema 3.1.4. Ewisten polinomios Pj, j € N, tales que:

271
a) PJ(Z) = 20 5mzm, con 50 = 1, 52n = 5n Yy 52n+1 = (_1)715”'

b) |Pi(2)]? + |Pj(=2)* = 27*! para 2] = 1
Demostracion. Comencemos con Py(z) =1, y definamos

Pii(2) = Pj(22) + 2P;(~22). (3.2)
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Se tiene Py(z2) = 142y Po(2) = 14+ 2+ 22 — z3. Que estos polinomios se escriben como en a) se
deduce facilmente de la recurrencia, calculando los coeficientes. La condicién b) se prueba por

induccién en j utilizando la construccién (3.2) y la identidad del paralelogramo en C:
\u+v\2+|u—’u|2:2(|ul2+]v[2>, u,v € C. O
Demostracién de la Proposicion 5.1.5 . Definamos R;(t) = Pj(e). Utilizando a) del Lema

21 = |y ()" |y (=) [ = [ ()

de modo que || R;|| < 92’7 . De la misma manera, podemos calcular || R;||, = V22T , es decir,

3.1.4 se tiene que
2

)

IRl < V2| R;ll,- Supongamos ahora que para ciertos a,b € R, N € N tenemos que
a,a+ba+2b,...,a+ NbeA.

Reemplazando A por A — a, y cambiando A por —A de ser necesario, podemos suponer a = 0
y b > 1. Tomemos j tal que 29 < N < 271 Si Q;(t) = R;(bt), se tiene entonces que
Qj € P).Por a) del Lema 3.1.4 los coeficientes de Fourier de ); tiene médulo 1. Ademaés, como

A es un conjunto de Sidon, se verifica

21 = 3" 1Q;(n)] < S(N) Q). = S(A) | Rjll . < S(A)V2V2,

neA

de donde 2/ < 25(A)? , y entonces N < 4S(A)%2. Esto dice que A no contiene progresiones
aritméticas de largo mayor a 45(A)2. O

Notacién. Para A C Z, notaremos ay (V) al nimero maximo de elementos de A que estan

contenidos en una progresién aritmética de longitud N.

En otras palabras,

ap(N) =max{|[AN{a+b,a+2b,...,a+ Nb} :a,b € Z}.

Entonces tenemos el siguiente resultado, una condicién denominada malla.

Teorema 3.1.5. Si A C 7Z es un conjunto de Sidon, existe una constante C' > 0 tal que

ap(N) < ClogN. (3.3)

En particular, |A N [1,N]| < ClogN y, por lo tanto, el conjunto tiene densidad pequena.
Tengamos en cuenta que esto es lo mejor podemos hacer, ya que para A = {2,22, 2

se tiene |[AN[1,2"]| =n = 10]%5;2;)'
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La demostracién de este Teorema se puede hacer utilizando polinomios de Shapiro (ver
[Kah70] paginas 34-35). En este caso, vamos a utilizar métodos probabilisticos. Para ello vamos

a utilizar el siguiente Teorema cuya demostracion se puede encontrar en [LLQ04].

Teorema 3.1.6. Sea a;, € C, para 1 < j < N y1 <k <nyses (X;)j<n el proceso Bernoulli

asoctado:
n
Xj = Z aj,k5k7
k=1
con €1, ...,y variables Bernoulli independientes. Entonces, existe una constante C > 0 tal que

E (Aup |Xj|> < Csup | X, Viog V. (3.4)
<N J<N

J

Para poder utilizar esto vamos a necesitar la desigualdad clasica siguiente.

N .
Lema 3.1.7 (Desigualdad de Bernstein). Para todo polinomio trigonométrico P = Y. cpeirt
k=—N

de grado menor o igual a N, se tiene

1Pl oo < NPl

En realidad vamos a probar una versién ligeramente méas general de esta desigualdad valida

para funciones casi periddicas.

Proposicion 3.1.8. Sean A1 < ... < A, numeros reales. Para toda funcion f : R — C de la

n .
forma f(t) = 3. cre™ ! y para todo t € R, se tiene:
k=1

15 Moo < 011 Flloc

donde § = sup |Agl|.
1<k<n

Notar que el Lema 3.1.7 se deduce de la Proposicién 3.1.8 ya que si calculamos § para

N )
P= Y ce™ obtenemos que § = N.
k=—N

n .
Demostracion de la Proposicion 3.1.8. La idea es escribir f/(t) = 3 idgcpe*t de la forma

k=1

n

£ =" ip(\)ere™ ",

k=1
donde ¥ : R — R es una funcién periédica que interpola a los Ag. Para eso, consideremos la
funcién 4d—periddica en R ¢g = 20 — |z|, para |z| < 2§. Entonces ¢(x) = ¢o(x — d) — ¢ es
igual a 0 — |z — d| para —0 < x < 3§. En particular, ¢)(z) = z para |z| < §, y por lo tanto
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cumple () = Ag. El punto clave es que, salvo un constante positiva, la funcién g , definida
en R/407Z, es igual a la convolucién de la caracteristica X[-5,5] consigo misma. Por lo tanto, los

coeficientes de Fourier son positivos:

26
~ 1 alm
doll) = 7 / Yo(z)e 57 da > 0
—28

para todo [ € Z. Como = 1o(l) = 100(0) = 20 y 1o(0) = &, obtenemos
IEZ

(x) = Yo(z = 8) — 8 = 3 do()e F .
1#£0

De esta forma, podemos escribir

() = aes?,

lEZ

con a; = ie~ ™/ 2¢g(1) sil # 0 y ag = 0. En consecuencia,

=3 e

k=1

“J)\k ARt — lﬂ-)
(Zale% )6 Zalf<t+25 ,

leZ leZ

y asi,

1 1o < D larl 1flloo = D %0 1 flloc = (26 = 8) 1f o = 811 oo - O

€7 1£0

Observacién 3.1.9. La Desigualdad de Bernstein es optima. Eso se ve si tomamos P(t) = e,

Corolario 3.1.10. Si P es un polinomio trigonométrico de grado menor o igual a N, entonces

Pl <5 sup [P(D),

e€FN

donde Fn = 2]—]7{, :0<j<4N — 1} es conjunto de raices 4N-ésimas de la unidad (mediante la

identificacion con T).

Demostracion. Sean to € T tal que |p(to)| = || P|| .. Existe un t; € Fiv tal que [t; —to| < -

Por lo tanto,
T
1Pl < [P(to) = P(t1)| + [P(t)] < [to — ta] [[P']| o + [P(t1)| < =N [[Pllo + sup [P(t)].
4N teFN

Asi obtenemos
[Pl <

©—=1_T

sup |P(t)| < 5 sup |P(t)]. O
7 teFn teFN

Ya estamos en condiciones de probar el resultado principal de esta seccion.
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Demostracion del Teorema 3.1.5. Sea a + b,a + 2b,...,a + Nb una progresién aritmética de
longitud N, y consideremos AN{a+b,a+2b,...,a+ Nb}. Como vimos antes, podemos suponer

a = 0. Escribamos
An{b,2b,...,Nb} = {\1b,..., \yb}.

Sea .
P(t) = Z PR
k=1
Agreguemos a P variables Bernoulli independientes €1, ..., &, para formar el polinomio aleatorio

P,(t) = z”: e (w)e,
k=1

Consideremos ahora
Qu(t) = P,(bt),

es claro que Q, € #,. Como @w()\kb) = ek (w), tenemos:
n =3 1Qu(Mb)| < S(A) [Qulloe = S(A) || Pull
k=1

integrando obtenemos
n < S(AME, [ Poll -

Por otro lado, como P,, es un polinomio trigonométrico de grado menor igual a IV, por el corolario

de la desigualdad de Bernstein 3.1.10 tenemos
[1Pulloe < 5 sup [P ()] (3.5)
teFn
Llamemos, para cada t € Fy,
n .
Xi(w) = P,(t) = Z e‘)‘ktsk(w).
k=1

Estamos en condiciones de aplicar el Teorema 3.1.6:

E (sup rmt)r) <O swp [P0l 20y ylom | Fnl = Cinyflos(an). (36)

teFN

Combinando (3.5) con (3.6) obtenemos
n < 5CS(A)y/ny/log(4N).
Elevando al cuadrado y despejando, concluimos
n < 25C%S(A)?log(4N),

lo que prueba el Teorema 3.1.5. 0
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3.2 El Teorema de Rider y aplicaciones

El objetivo de esta seccién es enunciar el Teorema de Rider (que usaremos méas adelante en
resultado fundamental del Capitulo 4) y probar dos aplicaciones. La mas importante es que la

uniéon dos conjuntos de Sidon es un conjunto de Sidon.

Como hicimos en la demostraciéon del Teorema 3.1.5, para enunciar el resultado principal de
esta seccién, vamos a considerar polinomios aleatorios. Estd vez vamos a trabajar en un grupo
abeliano compacto G y su grupo dual G.

Sean {r,} las funciones Rademacher en T y sea I' = {~,, : n > 1} C G. Tomemos un

N
polinomio trigonométrico arbitrario P(t) = Y. a,Vn(t) definido en G. Para w € T, definimos
n=1

N
Pu(t) = D ra(w)anm() y 1P|z =E(|Pulls) =/§28\Pw(t)\dm(@- (3.7)
T

n=1
Observacién 3.2.1. Definida asi, || P||; es claramente una norma en el conjunto de polinomios

trigonométricos y cumple que || P| z > || P||,. En efecto, para todo w € Q,

1/2 1/2
1Polloe = [[1Pully = (Z Irn(w)ﬁ(%)F) = (Z |13(%)2|) =Pl;-

n>1 n>1

Observacion 3.2.2. Para toda eleccion de signos 6, = £1, se tiene que

N N
Z Onanyn = Z AnYn (38)
n=1 R n=1 R
Esto se debe a que r, y 0,7, tiene la misma distribucion y, por ende,
N N N N
Z enan’)’n =K ( Z Hnan')/n > =K < Z QnYn > = Z ann
n=1 R n=1 00 n=1 00 n=1 R

Gracias a esta observaciéon podemos deducir el siguiente corolario, que va a ser de utilidad

cuando probemos las aplicaciones del Teorema de Rider.

Corolario 3.2.3. Sean A = A1 U Ay un subconjunto de G. Entonces,

S P <| X PO
A1 R A1UA5 R
para todo P € Py.
Demostracion. Elijamos 0, = —1si vy € Ay y 0, =1 si v € Ay, de esta manera

3 Py = % (Z P(y)y+> 9#3(7)7)

yEA1 YEA yEA
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Tomando norma || |5 y utilizando la Observacién 3.2.2 nos queda
Y. Po| <| X PO| =IPlg- O
yEAL R A1UA2 R

Proposicion 3.2.4. Si A CT' es un conjunto de Sidon entonces para todo P € Py vale

[Plloe < S Pg-

Demostracion. Observemos que para todo P € &) y para todo w se tiene que P,, € #,. Como

A es un conjunto de Sidon se verifica que

1Plloe < D2 1POm) = D Irn(@)Pyn)l = D [Pu(n)] < S(A) [1Pull s

Luego, tomando esperanza concluimos que || P, < S(A) || P||g- O

Notar que de hecho probamos que si A es un conjunto de Sidon, entonces

Y 1P(m)l < S(A)|1Pllg

para todo polinomio en &,. Rider en [R"] demostré que la reciproca también es cierta y, por
ende, A es Sidon si y solo si existe una constante C' > 0 tal que Y |P(y,)| < C'||P|| para todo
P e P,.

Teorema 3.2.5 (Teorema de Rider). Si existe una constante C > 0 tal que

> [P(w)l < CIPlg (3.9)

n>1

para todo P € Py, entonces A es un conjunto de Sidon con S(A) < KC3.

Demostracién. La prueba es extensa y se puede encontra en el articulo original [R"], ya men-
cionado, o tambien en el libro [LQ04]. O

Veremos ahora dos consecuencias importantes del Teorema de Rider. La primera es el reci-

proco de la Proposicién 3.2.4.

Corolario 3.2.6. Si ||P| < C||P||p para todo P € &y, entonces A es un conjunto de Sidon.

N
Demostracion. Escribamos A = {\, : n > 1}, y sea P = Y ap\,. Supongamos primero que

n—
an, € Ron =1,...,N. Para el caso general, basta tomar parte real e imaginaria y notar que
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N N
> (Reap)\n(t) = w y > (Imap) A, (t) = %ﬁj(_t). Entonces, si 6, = sign(ay), con
n= n=1
0, =1 sia, =0, se tiene
N N N N
D lanl = |3 Onandal| < C |13 Onandal| =C||> anda| =CP|.
n=1 n=1 oo n=1 R n=1 R

Aqui utilizamos la Observacién 3.2.2. Luego, por el Teorema de Rider concluimos que A es un

conjunto de Sidon. O

Teorema 3.2.7 (Teorema de Drury). La unidn de dos conjuntos de Sidon es también un con-

junto de Sidon.

Demostracion. Sean A1 y Ay dos conjuntos de Sidon, podemos suponerlos disjuntos. Entonces,
para todo P € &), n, se tiene

> PO =2 1PM)+ Y 1PO)
Ay As

’YGA1UA2

< S(Ay) > P(y)y

YEA2

> Ply)y

vEAL

+ S(A2)
R R
< S(AM)[IP[|p + S(A2) [Pl = (S(A1) + S(A2)) | Pl -

Para tltima desigualdad utilizamos el Corolario 3.2.3. Luego, por el Teorema de Rider A =
A1 UAjy es un conjutno de Sidon, y S(A) < o (S(A1) + S(A))>. O

3.3 Conjuntos de Sidon en otro escenario

A lo largo de esta secciéon haremos una discusién informal sobre los (también llamados) conjuntos
de Sidon en combinatoria y teoria de ntimeros y mostraremos la relacion con los conjuntos de

Sidon estudiados en este trabajo.

3.3.1 Los origenes

El nombre conjunto de Sidon proviene de Simon Sidon, un analista hiingaro que fue el primero
en preguntarse por el crecimiento de sucesiones de enteros positivos con la propiedad de que
todas las sumas de dos elementos de la sucesion son distintos (ver Definicién 3.3.1). Fue él quien
compartiéo con Paul Erdos el problema, el dltimo quedo fascinado ya que combinaba teoria de

ntimeros y combinatoria, las dos ares fundamentales de su trabajo.

Si bien la pregunta surgié en la investigacién sobre Series de Fourier [Sid27] se convirti6 en

un tema recurrente en combinatoria. Fue Erdos quien introdujo el nombre "sucesidones de Sidon"
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y, junto con Paul Turan, publicé en 1934 el articulo On a problem of Sidon in additive number

theory [ET41], el primer estudio sistematico de este tema.

3.3.2 Conjuntos de Sidon combinatorios

Definicion 3.3.1. Sea G un grupo conmutativo. Un conjunto A C G es un conjunto de Sidon

combinatorio, o conjunto Bo, si
a+b=c+d = {a,b} ={c,d}
para todo a, b,c,d € A.

En otras palabras, A es un conjunto de Sidon combinatorio si todas las sumas de dos ele-

mentos de A son distintas salvo por el orden de los sumandos.

Como a+b=c+dsiysolosia—c=d-—b, los conjuntos de Sidon combinatorios también
se pueden definir como aquellos conjuntos con la propiedad de que todas las diferencias no nulas
de sus elementos son distintas. Utilizaremos el término conjunto By cuando queramos evitar

confusiones con los conjuntos de Sidon del anélisis.

En este contexto, se suele llamar conjuntos de Sidon cuando el conjunto es finito y sucesion
de Sidon en caso que el conjunto sea infinito. Si bien la definicién de ambos conjuntos es la
misma, el enfoque de los problemas es distinto. En esta seccion hablaremos de el caso infinito
ya que es el que tiene relacién con los conjuntos de Sidon en andlisis, que es el tema principal

de esta tesis.

Son muchos los problemas que nos podemos plantear acerca de los conjuntos de Sidon. La
mayoria tienen que ver con el tamano maximo que pueden llegar a tener estos conjuntos en un
intervalo o grupo finito dado. En el caso de las sucesiones infinitas, se estudia cémo construir
sucesiones infinitas de Sidon cuya funcién contadora A(x) = |AN[1, z]| sea tan grande como sea

posible.

Recordemos que la notacién f(x) < g(z) significa que existe una constante positiva C' tal
que f(x) < Cg(x) para x suficientemente grande.

Por otra parte, la notaciéon f(z) = o(g(x)) indica que IILIQO% = 0. Por ejemplo, o(1)

significa que es un termino que tiende a cero cuando x tiende a infinito.

3.3.3 Sucesiones de Sidon infinitas

Dada A sucesién infinita de enteros positivos, definimos su funcién contadora como

A(z) = |AN[L, 2]l
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La llamamos funcién contadora ya que cuenta el ntimero de términos de la sucesién menores
o iguales a z. La pregunta de Erdds es cuan grande puede ser estd funcién cuando A es una
sucesién de Sidon (Bg). El objetivo, entonces, es construir conjuntos de Sidon cuya funcién

contadora sea lo mas grande posible.

Por ejemplo, las potencias de 2 forman una sucesién de Sidon ya que, gracias a la escritura
Unica en base 2, toda suma de dichos nimeros es distintas. Como observamos en 3.1.5 esta
sucesion crece demasiado rapido y por lo tanto es muy poco densa. La funcién contadora es

A(z) ~ logy x.

Una construccién de un conjunto de Sidon (Bs) con una funcién contadora mas interesante
es la generada por el algoritmo greedy. Consiste en comenzar con a; = 1, ag = 2, una vez
construidos a, . . ., a,_1, definir como a,, al menor entero positivo que no contradiga la condicién
de ser Sidon, es decir, el primer entero que no sea de la forma a; —a; +ap, 1 < 4,5,k <n — 1.
Esta sucesion fue introducida por Erdds, aunque es conocida como al sucesiéon de Mian-Chowla.

Los primero términos son

1,2,4,8,13, 21,31, 45,66,81,97, 123, 148, . . ..

Se desconoce como crece realmente esta sucesion. Sin embargo, como sabemos que a lo sumo

hay (n — 1)? enteros prohibidos de la forma
CLi—CLj—{—CLk,]. SZ,]{Z,] Sn_]-a

deducimos que a, < (n—1)3+1, lo que nos permite construir un conjunto de Sidon en {1, ..., m}

con al menos m!/3.Por lo tanto, la funcién contadora del algoritmo greedy verifica
A(z) > 2'/3. (3.10)

Pasaron 50 afios hasta que Ajtai, Komlos y Szemerédi mejoraron (3.10). Probaron en [AKS81]

que es posible encontrar un sucesiéon de Sidon tal que

A(z) > (zlogz)'/3.

Este resultado fue mejorado considerablemente por Ruzsa [Ruz98], quien demostré la exis-
tencia de una sucesion infinita de Sidon con
A(z) = V2 o),

La demostracién de Ruzsa es ingeniosa. El punto de partida de la demostracién de Rusza se

basa en que los primos forman una sucesién de Sidon multiplicativa, por la escritura inica como
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producto de primos, y por lo tanto la sucesién {logp} es una sucesién de Sidon de ntimeros

reales.

Erdos ofrecié 1000 délares por la resolucion de la siguiente conjetura, que sigue abierta.

Conjetura 3.3.2 (Erdés). Para todo € > 0 existe una sucesién infinita de Sidon con

A(z) > z'/?7°.

Erdos prob6 que la conjetura no es cierta para € = 0. Tanto las construcciones de Ruzsa
como la de Ajtai, Komlés y Szemerédi son construcciones probabilisticas y no son explicitas.
Recientemente, Cilleruelo [Cill4b] presenté una construccién explicita de una sucesién infinita
de Sidon con funcién contadora parecida a la de Ruzsa. M&s precisamente se tiene el siguiente

Teorema.

Teorema 3.3.3 (Cilleruelo [Cil14b]). Eziste una construccion explicita de una sucesion de Sidon

infinita con funcion contadora
Az) = gV o),

Para mas informacién sobre estos temas se puede consultar tanto los articulos citados ante-

riormente como el libro de Javier Cilleruelo llamado Conjuntos de Sidon [Cill4a].

A continuacién discutiremos sobre la relacién entre los conjuntos de Sidon combinatorios y

los analiticos. Primero vemos el siguiente ejemplo.

Ejemplos 3.3.4. Las sucesiones lagunares con A > 3 que estudiamos en el capitulo anterior
son conjuntos de Sidon combinatorios, como indica la escritura tinica vista en la Proposicion

2.2.3. También son conjuntos de Sidon analiticos gracias al Teorema 2.2.4.

Sin embargo, es claramente falso que todo conjunto de Sidon (del andlisis) sea un conjunto
By (conjunto de Sidon combinatorio). Si A es un conjunto de Sidon analitico, es inmediato de la
definicién que al cambiar en un niimero finito de elementos el conjunto sigue siendo de Sidon.Por

lo tanto, podemos agregar elementos para contradecir la definiciéon de conjunto Bs.

Nos preguntamos ahora si es cierto el reciproco, jtodo conjunto By serd un conjunto de Sidon
analitico? para responder esto, vamos a usar el Teorema 3.1.5 que dice que los conjuntos de
Sidon son conjuntos pequenos. Consideremos A el conjunto By dado por el algoritmo greedy.

Vimos en (3.10) que la funciéon contadora satisface que
A(z) > '3, (3.11)

contradiciendo entonces que a4(N) < C'log N. Entonces, A es un conjunto By que no es un

conjunto de Sidon analitico.



38

CAPITULO 3. PROPIEDADES DE LOS CONJUNTOS DE SIDON



Capitulo 4

Algunas caracterizaciones de los

conjuntos de Sidon

En este capitulo presentaremos tres caracterizaciones de los conjuntos de Sidon. En primer
lugar probaremos que un conjunto A C G es de Sidon si y solo si €3 (G) es isomorfo a ¢!. Para
lograr esto, introduciremos la teoria de operadores p—sumantes. Los teoremas principales seran

el Teorema de Pietsch y el Teorema de Grothendieck.

Luego demostraremos el Teorema de Bourgain-Milman, que dice que A es un conjunto de
Sidon si y solo si € (G) tiene cotipo finito. Para poder demostrar este teorema vamos a utilizar

varios conceptos de teoria de espacios de Banach.

Por 1ltimo, probaremos una caracterizacién analoga a la que nos provee el Teorema de
Bourgan-Milman. Definiremos Uy (G), el espacio de funciones continuas cuya serie de Fourier es

uniformemente convergente, y mostraremos que A es de Sidon si y solo si tiene cotipo finito.

4.1 Operadores p-sumantes

Los operadores sumantes, introducidos por Grothendiek en [Gro53] y [Gro52], son una herra-
mienta fundamental en la teoria moderna de espacios de Banach (ver, por ejemplo, [DJT95]).
En esta seccién haremos una breve introducciéon a estos operadores y enunciaremos algunas
propiedades fundamentales que utilizaremos para nuestro estudio de conjuntos de Sidon, entre

ellas dos versiones del Teorema de Grothendieck.

Definiciéon 4.1.1. Sean X e Y dos espacios de banach, y sea T': X — Y. Diremos que T es

p-sumante (1 < p < o0) si existe una constante C' > 0 tal que, para toda familia finita de

39
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vectores x1,...,xN en X, se tiene

1

N P N %
<Z IIT(fvn)\lp) <C sup < !f(l’n)lp> - (4.1)
n=1 1

SGX*HgHZI n=

Denotamos 7,(7") a la menor constante C' que verifica la propiedad anterior.

Notaremos I1,(X,Y") al espacio de operadores p—sumantes de X en Y. Es facil chequear que
I1,(X,Y) es un subespacio lineal de .Z(X,Y), el espacio de operadores lineales y acotados de

X aY. Ademas, se tiene que m, es una norma en II(X,Y) y satisface
[Jull < mp(u)

para todo u € II,(X,Y’). Para ver esto, tomemos un solo vector x en la definicién de operador

p—sumante, es decir,

ITz|| < Cgsup €)= Cll]-

EBX*
Esta definicion usa solo finitos vectores de X a la vez, por lo que sélo depende de los

subespacios de dimensién finita.

Proposicion 4.1.2. Sea T': X — Y un operador p—sumante. Entonces

1) Dados U : W — X yV :'Y — Z operadores lineales, la composicion VIU : X — Z es
p—sumante, y m,(VTU) < ||U||7p(T) |U|| (propiedad de ideal).

2) si X1 C X yY1 CY son dos subespacios cerrados tales que T(X1) C Y1, se tiene que el
operador restringido T : X1 — Y1 es p—sumante, y ﬂ'p(f) < 7p(T).

Definiciéon 4.1.3. Diremos que un operador u : X — Y se factoriza a través de un espacio de
Hilbert si existe un espacio de Hilbert H y dos operadores w : X — H y v : H — Y tal que

u = vw.

Para un operar u que se factoriza a través de un espacio de Hilbert definimos

vo(u) = inf{||v] [|[w]] : v = vw, conw : X — H,v: H— Y, H Hilbert}.

Notaremos I'y(X,Y") al espacio de operadores factorizables a través e un espacio de Hilbert.

Es facil ver que 72 es un norma y que hace de I'2(X,Y') un espacio de Banach.

Veremos més adelante que el Teorema de factorizacién de Pietsch que dice que todo operador

2—sumante se factoriza a través de un espacio de Hilbert.
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Notacién. Si X e Y son espacios de Banach, notaremos d(X,Y) a la distancia de Banach-
Mazur. Es claro que si X es isomorfo a un espacio de Hilbert H (es decir d(X,H) < oo,
entonces, para todo espacio de Hilbert H' al que X sea isomorfo, se tiene d(X, H') = d(X, H).
Notaremos a este valor comin dx.

La siguiente proposicion presenta el ejemplo tipico de operador p—sumante.

Proposicion 4.1.4. Sea K un espacio compacto, y sea p una medida de probabilidad regular

en K. Entonces, la inclusion natural
Jp: €(K) = LP(K, )

es un operador p—sumante, y m,(ky) = 1.

Demostracion. Sean f1,...,fn € CK(K), se tiene
N
S g =3 [l aute) - [ (Z IO du(t )
n=1 n= 1K K
< sup Z |fn(®)P = Sup Z 10¢ (fo)I?
< sup Z v (fa)lP
ve€B.a (1) n=1
Por lo tanto, j, es p—sumante y m,(j,) < 1. Como ||jpl| =1y m(5p) > |ldpll, se deduce que
mp(Jp) = 1. O

Observacion 4.1.5. Resulta de 2) de la Proposicién 4.1.2 que si Z es un subespacio cerrado de
% (K), y si notamos Z, a la clausura de j,(Z) en LP(K, 1), entonces la restriccién j, : Z — Z,

es un operador p—sumante.

Corolario 4.1.6. Sea T : X — Y un operador entre espacios de Banach X e Y. Si existe una

medida de probabilidad 1 en la bola Bx~ de X*(con la topologia débil estrella), tal que
IT2] < C 1@l
para todo x € X, con T(§) = &(x) para & € Bx~. Entonces, T' es p—sumante y
m(T) < C.

La aplicacién i : x € X — i(x) =T € € (Bx~) es una isometria. Basta usar la Proposicién

4.1.4y 2) de la Proposicién 4.1.2 para deducir el corolario.

El resultado siguiente, fundamental para los operadores p—sumantes, y la observacién pos-

terior dicen que el ejemplo dimos en el corolario anterior es, en cierto sentido, universal.
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Teorema 4.1.7 (Teorema de factorizacién de Pietsch). Un operador T : X — Y es p—sumante
(1 <p< o) siy solo siexiste u una medida de probabilidad regular en K = (Bx+,w*), la bola

unidad de X* con la topologia débil estrella, tal que

1/p
[Tz < mp(T) (K/lf(ﬂf)!pdu(f)) - (4.2)

para todo x € X.

Observacién 4.1.8. Vamos a interpretar al Teorema 4.1.7 como un teorema de factorizacién.
Sabemos que X es isometricamente isomorfo a un subespacio de % (K), el isomorfismo viene

dado por la aplicaciones
i: X — C(K)

T+— T

donde Z(&) = £(z) para todo £ € K. La desigualdad del teorema nos dice que, si
Jp: C(K) — LP(K, )

es la inclusion canénica, entonces 1" define un operador continuo de j,(iX) en Y, cuya norma es
menor o igual a m,(T"), por lo tanto tiene una tnica extensiéon 1" : X, = j,(iX) — Y, de manera

que tenemos el siguiente diagrama de factorizacién:

Lo | =

% (Bx+) —2— L,(Bx+, )

El caso p = 2 es especial. Supongamos T : X — Y es 2—sumante. Luego, como hay una

proyeccion ortogonal P de La(Bx+, 1) en el subespacio Xo = j2(iX), podemos factorizar 7" de

la siguiente manera

X T Y
j i (4.4
@ (Bx+) —2— Ly(Bx~, )
donde T = T o P. Como consecuencia tenemos el teorema subsiguiente.

Teorema 4.1.9. SiT : X — Y es un operador 2—sumante, entonces se factoriza a través de

un espacto de Hilbert y
Yo (T) < mo(T).
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A continuacién enunciaremos dos versiones del Teorema de Grothendieck, el cual nos servira
para probar el resultado fundamental de la seccién siguiente. Este resultado fue probablemente
la contribucién méas importante de Grothendieck a la teoria de espacios de Banach. Tuvo, y
sigue teniendo, numerosas aplicaciones no sélo en andlisis, sino también temas tan diversos

como informacién cudntica o complejidad computacional [DJT95, Gro53, Gro52].

Teorema 4.1.10 (Teorema de Grothendieck). Todo operador u : £' — (? es 1—sumante, y

ademds,

m1(u) < K ||uf .

Teorema 4.1.11 (Forma dual del Teorema de Grothendieck). Sean (S, %, u) y (T, 7,v) dos

espacios de medida. Entonces todo operador u : L>®(v) — L'(u) es 2—sumante y

ma(u) < K |luf -

Tanto la demostraciéon del Teorema de Pietsch como el Teorema de Grothendieck pueden
consultarse en [DJT95] y en [LQO4].

4.2 Una caracterizaciéon de los conjuntos de Sidon

En la Observacién 1.2.5 del Capitulo 1 notamos que si A es un conjunto de Sidon, entonces
la aplicaciéon % : f — (f(v))weA es isomorfismo entre %) y ¢!(A). Utilizando la teoria de
operador p—sumantes probaremos que la existencia de un isomorfismo entre €y y ¢'(A) (no
necesariamente dado por .%) nos garantiza que A es un conjunto de Sidon. Por lo tanto, el
objetivo central de esta seccién es probar que A es un conjunto de Sidon si y solo si G es

isomorfo a ¢1(A).

En esta seccion por simplicidad, y dado que trabajamos con un grupo G fijo, vamos a notar

€ =% (Q), # =4 (G), etc.

Teorema 4.2.1. Si el espacio €y es isomorfo a £', A es un conjunto de Sidon.

Demostracion. Sea f € €. Consideramos los operadores de convolucién:
Crope M fxpeEy.

Notar que el hecho de que f tenga su espectro incluido en A hace que ¢ defina un operador

U:%/%AC_)%A-
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Por lo tanto, se tiene la factorizacion
Cf;//i////////\c Eﬁaﬂ/\a
donde g es la proyeccién al cociente. Como %) es, por hipétesis, isomorfo a ¢!, y como
M| Mpe = C*|Cr = CF = (1) =1,

la forma dual del Teorema de Grothendieck nos dice que U es 2—sumante. Por lo tanto, U se
factoriza a través de un espacio de Hilbert. Solo queda por demostrar la proposicion siguiente

para completar la prueba.

Proposiciéon 4.2.2. Sea f : G — C una funcién continua. El operador de convolucién Cy :

we M— fxpu €€ se factoriza a través de un espacio de Hilbert si y solo si Y. |f(v)] < 0.
vyel

~

Ademds, se tiene que v2(Cy) = > |f(7)]-
~yel

o~ o~

Demostracién. Supongamos Y. |f(7)| < co. Sean a, ntimeros complejos tales que a2 = f(7),
vyel
por lo que que Y |ay|*> < co. Entonces, h = Y a,y estd en L*(G) y f = h = h. Se tiene
vyel vel
entonces la siguiente factorizacion:

M

Para estimar 72(Cy) vamos a necesitar acotar la norma de los operador Cy, : .# — L*(G) y
Cy, : L? — €. Utilizando la desigualdad de Young para medidas (consultar [HR12, pdg 292]),

obtenemos:
1CL W)l 2y = Ih* v 2y < [Pl 2 V1]

1Ch (Dl = 1B * gll 22y < 1Pl 2 l9ll 2 -

1/2
Por lo tanto, usando que [|h|[12(q) = < > |a,2y|> concluimos que
yel’
%2(Cr) < D 1FOI-
vyel’

Reciprocamente, supongamos que C se factoriza a través de un espacio de Hilbert H, es

decir, tenemos el siguiente diagrama
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Llamemos h~ = B(y) € H (recordar que identificamos a 7 con la medida v - m). Entonces, se

tiene que para todo polinomio trigonométrico P = ﬁ(fy)’y vale que
¥

< [1ATIBIP 4 -
H

)hy

|

Si ahora escribimos estas desigualdades con el polinomio trasladado P_; en lugar de P, gracias

a que ]5_:(7) = P(v)7(t), obtendremos

S P()y(t)hy

Y

< IBIIIPIl. -

ICs (P, <
g 15l )

de modo que

=

2

S"P(y)v(t)hy

y

|MMWAﬂug(!

2
<ﬂ < [IBIIPIl.z -
H

Ademas,

2
dt =
H

/

S" P(y)y(t)hy
Y

/:7 ] h77h )
—ZW )2 byl -
Asi obtenemos )
2
(Z! HhM)SWWW%

para todo polinomio trigonométrico P. Tomando como P a una aproximacion de la identidad

K, obtenemos

(ZWWQ < 1Bl (4.5)

YEA

Por otro lado, también se satisface

HAH ICs(P)], < (ZI NP Ny HH>

para todo polinomio trigonométrico P. Para todo subconjunto finito F' de sp(f), reemplazamos

P=pPp=% 10
.

a3l

L,
2

v, obteniendo asi

=)

)

[N

E]f (meﬁ). (4.6)

7€A YEA
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De (4.5) y (4.6) se deduce que

~

FE<1AlIBI
YEA

y en consecuencia Y |f(v)| < 72(Cf).
yEA

Veamos que de la prueba anterior se obtiene
1312
S(A) < Kg |d(6y, )] (4.7)

Usando el Teorema 4.1.9, el Teorema de Grothendieck 4.1.10 y la propiedad de ideal de los

operadores p—sumantes deducimos
- 2 2
17l = 12(Cy) € (V) < ma(U) < Ke U] |d(%x, )] < Ko [d(@n. )] 1]l -

Notar que el término d(%}, £!) aparece porque, para utilizar el Teorema de Grothendieck primero
debemos componer con los isomorfismos entre .# /. #xc y £>° y, entre € y £*. Ademss, Por la

propiedad d(X,Y) = d(X*,Y*), las dos distancias coinciden y nos queda el término d(%y, ¢*)>.

O

4.3 Teorema de Bourgain-Milman

G. Pisier prob6 en 1978 que si Cy(G) tiene cotipo 2, entonces A es un conjunto de Sidon.
Esto fue mejorado por J. Bourgain y V. Milman, quienes en 1985 [BMS85] demostraron que
si Cy tiene cotipo finito, entonces A es un conjunto de Sidon. El objetivo de esta seccion es
probar el Teorema de Bourgain-Milman. Més adelante probaremos un resultado andlogo para
el espacio Uy (T) (el conjunto de funciones continuas con espectro en A, cuya serie de Fourier es
uniformemente convergente), es decir, mostraremos que U (T) tiene cotipo finito si y solo si A

es un conjunto de Sidon.

Teorema 4.3.1 (Teorema de Bourgain-Milman). Sea G un grupo abeliano compacto (metriza-

ble). Si el espacio de Banach €y tiene cotipo finito, entonces A es un conjunto de Sidon.

Comenzaremos enunciando el Teorema de Dvoretzky, una herramienta que nos servira para
deducir el Teorema de Bourgain-Milman. En la teoria de espacios de Banach, el teorema de es-
tructura de Dvoretzky es un resultado sumamente importante demostrado por Aryeh Dvoretzky
a principios de 1960 [Dvo61], como respuesta a una conjetura de Grothendieck de 1956. Este

fue uno de los puntos de partida para el desarrollo de la "teoria local de los espacios de Banach'".
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Teorema 4.3.2 (Teorema de Dvoretzky). (consultar [LQ04, Cap. 8)]

1) Para todo € > 0, existe 6 = 6(¢) > 0 tal que, para todo espacio de Banach E de dimension

n, existe un subespacio F' de E de dimension finita que satisface

dimF =k > dlogn

y tal que
dp <1l+e.
De forma equivalente, podemos hallar wi, ..., w, € E tales que
L 1/2 . X 1/2
L) 2 (Dl <D agwy| < @+ |3 oyl
j=1 j=1 j=1

para todo aq,...,ar € K=R o C.

2) Si ddim E = oo, entonces, para todo k > 1 y todo € > 0, E contiene un subespacio F de

dimension k tal que dp <1+ €.

A continuacién enunciaremos un Corolario que sera necesario para la prueba del Teorema de
Bourgain-Milman. Nos dird que si la constante de cotipo ¢ de E esta bien controlada, es decir,
si Cy(E) < Cy con C; una constante que no dependa de n = dim F, entonces obtendremos una

estimacién mucho mejor que en el caso general. Se puede encontrar en [LO04] pag. 347.

Corolario 4.3.3. Si la constante de cotipo q (2 < q < 00) de E cumple que Cy(E) < Cy, con
Cy una constante que no dependa de n = dim E, entonces para todo € > 0 existe § = d(e,q) >0

y un subespacio F' C E tal que

dmF =k > %9 y dp <1+e.

Necesitaremos también algunas definiciones y propiedades antes de probar el teorema prin-

cipal de esta seccién.

Definiciéon 4.3.4. Sea E un espacio de Banach de dimensiéon n. Llamamos didmetro de
Banach de E, y notamos n(FE), al entero més chico m tal que existen ¢1,..., @, € Bg+ que

cumplen

[z] <2 sup [pp(x)l,
1<k<m
para todo = € E.

De manera equivalente, n(E) es el entero mas chico m tal que E es 2—isomorfo a un subes-
pacio de ¢°, donde 2—ismorfo quiere decir que existe un isomorfismos 7' : E — F C /27 que

satisface ||T|| |77 < 2. . El isomorfismo en tal caso viene dado por @ — (¢1(x), ..., @m(x)).
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Definicién 4.3.5. Sea G un grupo abeliano y compacto (metrizable), y sea A un subconjunto
finito de I' = G. Llamaremos didmetro aritmético de A al ntimero m = Ny (€), el minimo
nimero de dg—bolas de radio € que se necesitan para cubrir GG, donde d4 es la pseudo-métrica
da(s,t) = squ) |f(s) = f(t)], con s,t € G.

Fela(
£l <1

Por la definicién de didmetro aritmético, si m = N(1/2) existen t1,....t,, € G tales que
[fllse <2 sup |f(tx)| (4.8)
1<k<m
para toda f € €4(G). En efecto, sean f € €4, y t1,...,t, € G tales que
G = U B(t;,1/2).

Para todo t € G, se puede encontrar un j < m tal que da(t,t;) < 1/2, entonces se tiene
que |f(t) = f(t;)] < ||flls /2 (normalizando la f y por definicién de d4). Luego, usando esto

obtenemos

1
IFOI < [F) = FENI+1F )] = 5 I flloe + sup [ F(t)],
1<k<m
por lo tanto, || f|l < 3 [|fll.o + sup |f(tk)], esto concluye la prueba de la desigualdad (4.8).
1<k<m

FEl resultado anterior nos permite relacionar el diAmetro aritmético y el de Banach de la
siguiente forma. Consideremos los funcionales lineales d;,, ..., d,, dadas por la evaluacion en
t1,...,t,. Luego, por la desigualdad (4.8), deducimos que

n(€1) < Na (;) | (4.9)

Con estas definiciones, los dos pasos principales para la prueba del Teorema de Bourgain-

Milman son:

Paso 1: Si %, tiene cotipo finito, entonces %, tiene didmetro de banach grande y, en

consecuencia, didmetro aritmético grande para todo subconjunto finito A de A.

Paso 2: Si todo subconjunto finito de A tiene didmetro aritmético grande, entonces A es

un conjunto de Sidon.

Para seguir estos pasos van a ser fundamentales los préximos teoremas.

Teorema 4.3.6 (Maurey). Sea E un espacio de Banach de dimension finita mayor o igual a 2
y sea 1 < q < oo. Entonces, existe una constante § = (¢, Cq(E)) = §4/ (Cq(E))?, donde 64 > 0
, tal que

dim F
R ) = P R Tos(T - di)™

con F' es un subespacio de E, y dp la distancia de Banach-Mazur de F a K?ﬁmF.
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Teorema 4.3.7 (Pisier). Sea G un grupo abeliano y compacto (metrizable), y A un subconjunto

deT = G. Si existe ¢ > 0 tal que Na(e) > el Al para todo subconjunto A C A, entonces se tiene

S(A) <a (1>b.

€

la desigualdad

donde S(A) es la constante de Sidon de A, a,b > 0 son dos dos constante.

El Teorema 4.3.6 se debe a Maurey (ver el articulo de Pisier [Pis80]), y el Teorema 4.3.7
es esencialmente de Pisier, quien lo probé para una pseudo-métrica d4 més pequefia que da.
Independientemente, en 1987, Bourgain [Bou87] y Rodriguez-Piazza [RP87] notaron que dgq <
md 4. La prueba de estos Teoremas es extensa y vamos a omitirla en esta tesis. Nos enfocaremos

ahora en ver como Bourgain y Milman dedujeron el Teorema 4.3.1.

Demostracion del Teorema de Bourgain-Milman. Observemos primero que para probar que A
es un conjunto de Sidon basta ver que la constante de Sidon de todo subconjunto finito de A
estd uniformemente acotada. Supongamos entonces que A C A es finito y probemos que su
constante de Sidon estd mayorada por una constante que no depende de A. Ma&s precisamente,

vamos a ver que depende de C), = C), (¢) (la constante de cotipo de %) y de q.

Recordemos que 3 = d,/ (Cy(E))?. Como Cy (€4) < Cy (%)) para todo subconjunto A C A

(por definicién de cotipo), se tiene que

B(q,Cq (6a)) = B(q,Cq(h)) -

Ademas, observamos en (4.9) que
1
Ny (2) >n(€a).

Por lo tanto, combinando estas dos observaciones, el Teorema 4.3.6 nos dice que

1 dim F

log N () > (0, C,) su () | 410

8Nal\g) = haCo) sup | o dm)y (4.10)

Para aprovechar esta desigualdad debemos encontrar un subespacio F' de %4 para el cual

dim F' sea grande y dg sea pequeno. Consideremos, para eso, el isomorfismo de Fourier ¢ :

Ca — £|1A\7 definido por ¢(f) = (f(’y)) .y bara el cual sabemos que [|¢|| = S(A) y [l¢7!| = 1.
¥

Como /! tiene cotipo 2, el Teorema de Dvoretzky para espacios de cotipo 2 (ver Corolario
4.3.3) nos proporciona un subespacio G de €|1A| tal que dg <2y dim G > «a|A|, donde o > 0 es

una constante. Entonces, tomando F = ¢~ (G), se tiene que dim F' = dim G > «|A| y, ademas,

dp < dgd(F,G) < 2|¢| llo™"|| < 25(A) < 25(A).
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Por lo tanto, de (4.10) se deduce que

1 ﬁ(Qa Cq)a
log N4 <2> = (log(1+2S(A)))

AL (4.11)

Definamos

B(Qa Cq)a
~ (log(1+2S(A)?"

Entonces, es conveniente separar en dos casos:

Caso 1: ¢ > 1/2. Entonces, claramente, S(A) < ¢1(q,Cy), donde ¢ es una funcién que
depende solamente de g y de Cy = Cy (€h).

Caso 2: € < 1/2. Para este caso, de (4.11) se deduce que log N4(e) > log N4 (1/2) > €|A|,

y el Teorema 4.3.7 nos asegura que

b
SA) < a <1>b . ((log(l +25(A))q> |

3 ﬁ(Qa Cq)a

de esta desigualdad se deduce facilmente la existencia de una funcién s, la cual depende solo

de g y Cy y cumple que S(A) < pa(q, Cy).

Finalmente, tenemos

S(A) < max(ep1, 92)(q,Cq)

da un acotaciéon uniforme para la constante de Sidon, y por lo tanto A es un conjunto de

Sidon. O

4.4 Funciones con serie de Fourier uniformemente convergente

Llamaremos U(T) al subespacio de C(T) de funciones cuya serie de Fourier es uniformemente

convergente, equipado con la norma
n>1

donde S, (f) son las sumas parciales de la serie de Fourier de f:

Su(f) =D Flk)e>m™.
[k|<n
En esta seccién probaremos el resultado de Bourgain-Milman para el espacio Uy (T): si tiene
cotipo finito entonces A es un conjunto de Sidon. El teorema fue probado por P. Lefevre, D. Li,
H. Queffélec, y L. Rodriguez-Piazza en [LLQRP02].
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Primero necesitaremos algunas definiciones y notaciones. Sea A un subconjunto no vacio y

finito de A. Notaremos o(A) a la constante

o(A) = nf{C : |flL < C||flly,Vf € Pa} (4.12)

Es importante destacar que, como veremos, o(A) estd relacionada con la constante de Sidon
S(A). El siguiente teorema de probabilidad nos servird para probar dicha relacién. El teorema

se puede encontrar en [Kah93] (Lema 1 pig.14).

[e.°]
Teorema 4.4.1 (Desigualdad de Levy). Para todo serie casi sequramente convergente y, X; de

i=1
variables aleatorias simétricas con valores en un espacio de Banach X yu > o se tiene

N
P (mj\z}x ;Xi(w) > u> < 2P (‘ ;Xi(w)

La relacién que mencionamos anteriormente esta dada de la siguiente forma.

> u) . (4.13)

Lema 4.4.2. Sea A un subconjunto no vacio y finito de A C G. Entonces, se verifica que
o(4) < S(4) < Ko(A)?,

donde K es una constante que no depende de A.

Demostracion. Para deducir la primer desigualdad notemos que A es finito y por lo tanto si
f € P4 tendremos que sup ||Sn(f)||o > [|fllo (Pues existe un N tal que Sy (f) = f). Entonces,
se desprende de las deﬁnjivciones que 0(A) < S(A). Para probar la otra desigualdad escribamos
A={\,\,...; A} con A} < A2 < ...\,. Consideremos ahora el polinomio trigonométrico
f= g a;e?™i y el polinomio aleatorio f,, = g gj(w)a;e* i donde (g;) es una sucesién de

J=1 Jj=1
variables aleatorias Bernoulli independientes.

Por definicién, se tiene
> lajl < o(A) [|fully = o(A)  sup  [Sn(fu)llo -
= 1<N<Am

Ahora, calculando la esperanza y usado la desigualdad de Levy 4.4.1 para X; = ¢; (w)aje%i)‘i

(con la norma || ||,,) obtenemos
o0 N
E( sup HsN<fw>uoo>= / P<sup 5 Xi(w) >u> du
1<N<Am, N |lio

0
<2 P( > Xi(w)
o

= 2E (|| folloo) -

>u> du
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Por lo tanto,

> lajl < 20(A)E (| fullo) = 20(A) 1 £l (4.14)
j=1

Usando el Teorema 3.2.5 deducimos que S(A) < C (20(A))?, concluyendo asf la prueba del

lema. O

Para probar el resultado principal de esta seccion, la idea es adaptar al demostracion de
Bourgain-Milman para el espacio U(T). Recordemos primero algunas definiciones. Por un lado,
el didmetro de Banach de U4(T) estda dado por

n (Ua(T)) = inf,,{m > 1: Us(T) es 2-isomorfo a un subespacio de £59}.

Por otro lado, como definimos en 4.3.5, llamaremos N4(¢), con € > 0, al minimo nimero de
da—bolas de radio € que se necesitan para cubrir T. Siguiendo los pasos de seccién anterior, nos

interesa relacionar n (U4(T)) con N4(1/2).

Lema 4.4.3. Sea A = {\1,..., A} C A finito y sea t1,ts,...,tx una 3—red en T asociada a
da . Entonces, para toda f € Cy(T), se tiene

[flly <2 sup [Sy, (f)(E))]- (4.15)
1<n<m
1<j<N

Demostracion. Veamos primero que para toda funciéon g € C4(T) se tiene

1900 <2 s lg(t)]-

p
1<j<N
En efecto, para cada ¢t € T tomemos j tal que da(t,tj) < % (existe por definicién de t;). Luego,
para toda funcién g € Ca(T) con ||g||,, = 1, por definicién, |g(t) — g(¢;)| < da(t,t;) < 1. Por lo

tanto,

1
1 =gl =suplg(®)| < sup |g(t;)| + 3 (4.16)
teT 1<j<N

Concluimos 1 = ||g||, <2 sup |g(t;)].
I<j<N

Notar que para toda f € C4a(T) y todo 1 < n < Ay, Sp(f) € Ca(T). Observemos que
para f con espectro contenido en A se tiene que Si(f) = Sy, (f) para todo k € [Ay, Apt+1). A

continuacién, aplicaremos la afirmacién (4.16) a cada Sy, (f) para obtener

[fllg = sup [[Sn(f)llc = sup [[Sx, (Nl <2 sup [Sx, (f) ()] (4.17)
1<n<Am 1<n<m 1<n<m
1<G<N

Esto concluye la prueba de 4.4.3. 0
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Considerando la aplicacion

UA(T) — g?r?xN

f—= (S (H)E5)1<n<m
1<jSN

—~

4.18)

—

4.19)

v el Lema 4.4.3, obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.4.4. Sea A como antes. Entonces, se tiene la siguiente relacion
1
n (Ua(T)) < |A|. N4 <2> . (4.20)

Ahora si, podemos demostrar el teorema central de esta seccién.

Teorema 4.4.5. Sea A C Z. El espacio Up(T) tiene cotipo finito si y solo si A es un conjunto
de Sidon.

Demostracion. Si A es un conjunto de Sidon, la serie de Fourier de toda f € @, (T) es absoluta
y uniformemente convergente. Luego, tiene que Uy (T) = C,(T), el cual es isomorfo a ¢!, que

tiene cotipo 2.

Supongamos ahora que U (T) tiene cotipo finito ¢ > 2. Es suficiente probar el caso A C N.
Supongamos que A es finito y probemos que su constante de Sidon esta uniformemente acotada.

Sea A un subconjunto no vacio de A, s A ={\1,..., A}, con A\, < A4 para todo n.

La prueba del teorema sigue como la de Bourgain y Milman para Cy. El resultado de Maurey

4.3.6 nos dice que, para todo q > 2,

B dim(F)
log(va) = 64 [Cyq (Ua(T))]™ chzljlf(ﬂr) (log(1 + dr))”’

donde dr denota la distancia de Banach-Mazur entre F' y Eflim( P Cy denota la constante de
cotipo del espacio y d, es una constante que depende solo de ¢g. Sabemos que C, (U4(T)) <

Cy (UA(T)), por lo que reescribiendo la desigualdad anterior obtenemos

dim(F)
log (n (Ua(T))) > 5chll]l,£)(’]l‘) Tog(1 + dr))" (4.21)

donde § = 6, [Cy (UA(T))]"? no depende de A.

Por el Teorema de Dvoretzky aplicado a ¢!, existe un subespacio G de Ell Al tal que dg <2y
dim(G) > alA|.

Notemos que, por definicién, la distancia de Banach-Mazur entre Us(T) y £|1A‘ €s menor o
igual a o(A4). Por lo tanto, existe un subespacio F' de U4(T) (isomorfo a G con distancia de
Banach-Mazur menor a o(A)) tal que dim(F') = dim(G) > a|A| y dr < 0(A)dg < 20(A).
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El Lema 4.4.2 y la relacién (4.21) nos permiten deducir

da| Al

log(n (UA(T))) > o toe s

por lo que cambiando la constante y utilizando (4.20) obtenemos

3| Al
log N <2> = Tog (1 + S(A))]

g —log(JA]).

Como S(A) < |A|, existe una constante ¢ > 0 tal que

c|A
e (3) = flog (1 + S(A4))"

para todo A C A finito. A partir de aqui, la demostracién concluye como la del Teorema 4.3.1,

usando el Teorema de Maurey 4.3.6 y separando en casos. O



Capitulo 5

Sucesiones conmensurables de

caracteres

Probaremos en este capitulo que si (a;) y (b;) son dos sucesiones de caracteres de grupos com-

pactos y abelianos Sy T respectivamente, tales que para toda sucesion de escalares («,) se que

cumple que |3 ajaj] = HZ] ajij , entonces para todo 1 < p < oo y toda sucesion (z,,) de
o0

elementos de un espacio de Banach arbitrario X, se tiene que

/HZCL’jaij d:vx/Hijijp dr
S S

(Aqui, la notacién f =< g significa que existe una constante C' > 1 tal que

S0 <90 = CF0)

para todo t). Este resultado generaliza el siguiente Teorema de Pisier [Pis77] para conjuntos de
Sidon:

Teorema 5.0.1. Sea G un grupo abeliano y compacto, con grupo dual I'. Sea A = {~; : i €
N} C T un conjunto de Sidon. Para toda sucesion finita (x1,...,2,) de un espacio de Banach

arbitrario X y 1 <p < oo, se tiene:

n p
Z ri(w)z;
=1

p

an < (25 |

n

Z ri(w)z;

=1

<2S<1A>>p / ) < [

> vilg)wi
=1

donde r; denotan las variables Rademacher.

De este teorema se deduce que si Ay = (fj)j y Ay = (gj)j son dos conjuntos de Sidon de
grupos S y T respectivamente, entonces tomando d = 45(A1)S(A2) tenemos que para todo

1 < p < ooy toda sucesion finita (z;)7_; de un espacio de Banach X, se verifica

55
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dP /HZ fja:ij dp < / HZ gjxij dv < dP /HZ fjxij d.
Esto motiva la siguiente definicién.

Definicién 5.0.2. Sean (f;) y (g;) sucesiones de funciones que toman valores escalares, y
pertenecen a L*(u) y L®(v) (con p y v medidas de probabilidad) y sea d > 1. Diremos que
(fj) v (gj) son d—conmensurables si para todo espacio de Banach X, para todo p € [1,00) y

toda sucesion (x;) C X, se tiene

d" / I3 fys|[ e < / I3 gy av < v / I rws dn,

o con la notacién anterior,
P P
[IS s de= [ [Sa e
S S

Con esta definicién, el Teorema 5.0.1 nos dice que si (f;j) y (g;) son conjuntos de Sidon de

caracteres de grupos compactos y abelianos, luego son conmensurables.

Observacién 5.0.3. Sean A1 = {f;} y A2 = {g;} conjuntos de Sidon de caracteres de grupos
compactos y abelianos. Entonces, para toda sucesion de escalares o; se satisfacen las siguientes

dos desigualdades:
E a;4g; < E |Oéj| < S(Al) E Oéjfj . (5.2)
J j J

0o J

doaifill <D Mgl < S(A) 3 gy (5.3)

) J

Entonces, se tiene que para toda sucesién de escalares

Z%‘gj Z%‘fj
J J

~
—~

o0 [e.9]

Por lo tanto, el siguiente Teorema generaliza el Teorema 5.0.1.

Teorema 5.0.4. Sean A =U;{a;} y B =U;{b;} conjuntos de caracteres de grupos compactos
y abealianos S y T respectivamente. Supongamos que la correspondencia a; — b; se extiende
a un isomorfismo lineal U, entre €a(S) y €5(T) y que ademds cumple que |U|||UL|| = d.

Entonces, las sucesiones {a;} y {b;j} son d-conmensurables.

Recordemos que por % (G) notamos a el subespacio de funciones continuas a valores comple-
jos que salen de un grupo compacto y abeliano G generado por los caracteres de un subconjunto

A de su grupo dual G.
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Demostracion. Fijemost € T y consideremos la distribucién d; (la masa puntual en t). Sea ¢f la
restriccién de 0; a €p(T). Notemos que ¢; es un funcional lineal que sale de €5(T) v ||¢7]| < 1.

Ademas, para cada b; € B tenemos
bj(t) = i (b;) = ¢; (U(a;)) = (U ;) (a;)
donde U* denota el operador adjunto de U.

Por el teorema de Hahn-Banach podemos extender el funcional U*¢;, definido en el subespa-
cio €a(S), a todo C(S). Llamemos y; a la medida de Borel que le corresponde a dicha extension

via el Teorema de Representacion de Riesz. Ahora, definamos las siguientes medidas:

(V) =m(=V); (V)= (=V) para todo boreliano V- C S.

Gracias a esta definicién, si miramos los coeficientes de 1, en los puntos de A, obtendremos

iila) = [aj(=s)nils) = [ ajls)dpuls) = by(0)

S S

Tenemos también que la variacién total de 1, satisface
]l = [lwell = [[pell < U = U

Fijemos una sucesiéon (z;) finita de elementos de un espacio de Banach X y definamos las

siguientes funciones que toman valores en X
f = ijaj; ft = ijbj(t)aj.
J J
Notemos f * v a la convolucién en S de la medida escalar v con la funcién f, es decir,
(f*v)(s) = /f(s —o)dv(oc)  para seS.
S
Si comparamos los coeficientes de Fourier obtenemos

v = fi; fexvg = f.
Entonces, utilizando la desigualdad de Young vectorial, tenemos

1 fell, < WU, Nwell < HOUWIF s WAL < ILFI el < TUTHIAL

Elevando a la p, integrando respecto a la medidas de Haar dt de T y usando el teorema de Fubini
(Como las (x;) finitas y las funciones a; y b; son continuas no tenemos ningin problema con la
medibilidad o integrabilidad de las funciones). Obtenemos entonces
-1
1o 11, < (//
S T

P 1/p
> aj(s)bi(t)z; dsdt) < [[UI[1I£1l, -
J
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Intercambiando el rol de A y B para g = > x;b; tenemos también

P 1/p

0 gl < | [ [ | stz dsa) < wsl,.
sT Il

Por lo tanto,
—1\ ! —1
(=) 111, < lgll, < (WO 1) 11, - 0

Observacién 5.0.5. Sea {f;} un conjunto de caracteres conmensurables con las la familia R
de funciones Rademacher. Como la norma L es el limite de las normas L?, de la definicién de

conmensurabilidad se deduce que

Yoargll =Y aif
J 00 J o0

Veamos que {f;} es un conjunto de Sidon. Tomemos una sucesién de escalares o arbitraria.

Sabemos que R es un conjunto de Sidon, combinando esto con la relacién anterior, se tiene

> lasl < SR) D ayrs|| < S(R)|D_af

oo oo
Concluimos entonces que las sucesiones de caracteres que son conmensurables con las Radema-
cher forman un conjunto de Sidon. Combinando la observacién anterior con el Teorema 5.0.4

deducimos el siguiente teoremas:

Teorema 5.0.6. Sea A = (7); un conjunto de caracteres de G. Luego, (7;)52, es conmensurable

con el sistema Rademacher R = (r;)52 si y solo si (v;)7, es un conjunto de Sidon.

Por dltimo daremos una aplicaciones del Teorema 5.0.4. Primero vamos a necesitar algunas
definiciones. Se definen las variables Steinhaus como variables aleatorias independientes con dis-
tribucién uniforme en el toro T = {z € C: |z| = 1}. Una definicién equivalente es considerarlas
como caracteres en el grupo T*. Llamaremos sistema de variables Steinhaus a la sucesién (v;) ,
donde v : T> — T es la proyeccion a la j-ésima coordenada. Es importante destacar que estas
sucesiones son un ejemplo de conjunto de Sidon. En efecto, sea (aj);-"”zl una sucesion finita. Para
cada numero complejo a distinto de cero, existe un tinico numero complejo w de médulo 1 tal
que aw = |a|, méas precisamente w = e~ 8@ Luego si tomamos ¢ = (w1, ..., wy,...) € T®

(tomando w = 1 en caso que a sea cero), entonces deducimos que

n n
Z ajil| = Z lajl,
=1 =1

o0

y por lo tanto, (j); es un conjunto de Sidon.
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Es un resultado conocido (ver [PW98, Capitulo 4]) que los promedios Rademacher

([ i rtyoear)

son equivalentes a los promedios Steinhaus:

N /
(L)

En otras palabras, los sitemas de Rademacher y Steinhaus son conmensurables.

Podemos deducir este resultado como aplicacién de los contenidos de este capitulo, mas
precisamente vamos a deducirlo del Teorema 5.0.4. Tanto las variables Rademacher como las
variables Steinhaus son conjuntos de Sidon por lo que cumplen la condicién |3 ayrj|l =<
sz a;; H para toda sucesién de escalares (), entonces aplicando el teorema se deduce que

o

(rj); v (1) son conmensurables.
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