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Capítulo 1

Introducción

1.1. Objetivo del trabajo
Fijamos un número natural n ≥ 2 y un subconjunto X de Rn compacto con interior
no vacío. Denotamos H(X) al conjunto de todos los homeomorfismos de X a X con
la topología de la convergencia uniforme. Es decir, la inducida por la métrica del
supremo:

d(f, g) := sup
x∈X
||f(x)− g(x)|| (f, g ∈ H(X)),

donde || · || denota la norma euclidea de Rn.
Como el estudio de sistemas dinámicos puede ser pensado como el estudio de leyes
muy generales, en algún sentido es natural considerar los resultados que son ciertos
para “casi todas las transformaciones”. Claramente, esto se puede hacer en diferentes
contextos. Al mismo tiempo, hay diferentes formas de pensar qué debería ser “casi
todas las transformaciones”.
En este trabajo nos restringimos al estudio de la dinámica de funciones en H(X).
Más precisamente, la expresión “casi todas las funciones en H(X) tienen la propiedad
P” significa que el conjunto de funciones en H(X) que no satisfacen la propiedad P
es unión de subconjuntos nunca densos en H(X).
El objetivo de esta tesis es estudiar la dinámica de las funciones en H(X) desde el
siguiente punto de vista: ¿Cuáles son las propiedades que son satisfechas por “casi
todas” las funciones en H(X)?
En el primer capítulo, a modo de introducción, relatamos el origen de los sistemas
dinámicos, contando un poco de historia y mencionando resultados importantes en
el área.
En el siguiente capítulo nos enfocamos en la dinámica en H(X). Allí, estudiamos
la existencia de puntos periódicos y ciclos atractores de las funciones de H(X). A
su vez, a partir de lo anterior investigamos las propiedades del conjunto de puntos
periódicos desde el punto de vista topológico y desde la teoría de la medida.
En el último capítulo, nos dedicamos a analizar la sensibilidad a condiciones iniciales
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en subconjuntos de X con distintas propiedades. Finalmente, mostramos la existencia
de (infinitos) atractores uniformes.

1.2. Notación y definiciones
En esta sección desarrollamos un poco el lenguaje y la notación que serán necesarios
para los siguientes capítulos. En lo que sigue y hasta nuevo aviso, X es un subconjunto
de Rn (n ≥ 2) compacto con interior no vacío.
Denotamos C(X) al espacio de funciones continuas de X a X, H(X) al espacio de
homeomorfismos de X a X y CO(X) al espacio de funciones continuas sobreyectivas
de X a X, todos provistos de la topología de la convergencia uniforme.
Si A ⊂ Rn entonces A, IntA, BdA y diamA denotan la clausura, el interior, el
borde y el diámetro del conjunto A en Rn, respectivamente.
Si A,B ⊂ Rn, definimos

A−B := {x ∈ A : x /∈ B} y dist(A,B) := ı́nf
a∈A,b∈B

||a− b||

Decimos que A es denso en B si A ⊃ B. Dados x ∈ Rn y r > 0 definimos

B(x; r) := {y ∈ Rn : ||y − x|| < r},
B(x, r) := {y ∈ Rn : ||y − x|| ≤ r}.

Similarmente, BH(X)(f ; r) denota la bola abierta en H(X) con centro f ∈ H(X) y
radio r > 0. Si A ⊂ H(X), A es la clausura de A en H(X).

Ahora recordemos algunas definiciones básicas que utilizamos continuamente en el
desarrollo de la tesis.
Sea A ⊂ X, decimos que el subconjunto A es nunca denso si el interior de su
clausura es vacío. En particular, si X es unión numerable de tales subconjuntos, X se
denomina conjunto de primera categoría. Análogamente, X se denomina de segunda
categoría si no es de primera categoría.
A partir de esto, la definición del espacio de Baire puede establecerse como sigue:
Un espacio topológico X es llamado espacio de Baire si todo conjunto abierto no
vacío es de segunda categoría en X.
A continuación enumeramos varias definiciones indispensables para estudiar la
dinámica de H(X).
Sea f ∈ H(X), un punto fijo de f es un punto x ∈ X tal que f(x) = x. Denotamos
Ff al conjunto de puntos fijos de f . Similarmente, denotamos Ffm al conjunto de
puntos fijos de fm, para cada m ∈ N.
Por otra parte, dada f ∈ H(X), un punto periódico de f de período m (m ∈ N) es
un punto x ∈ X tal que fm(x) = x y f i(x) 6= x para todo 1 ≤ i ≤ m− 1.
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Llamamos Per(f,m) al conjunto de puntos periódicos de f de período m y Per(f)
al conjunto de puntos periódicos de f , es decir Per(f) = ∪m≥1 Per(f,m). Por último,
llamamos Per(f, x) ∈ N al período de x ∈ X.
Observemos que según la definición anterior, m = mı́n{j ∈ N : f j(x) = x}. Por
eso tenemos que Per(f,m) ⊂ Ffm pero no necesariamente vale la otra inclusión (si
m 6= 1). Por ejemplo, si consideramos x ∈ Ff , x ∈ Ffm − Per(f,m).
Sea f ∈ H(X) y sea x ∈ X, decimos que x es punto no errante de f si para todo
U entorno de x, fk(U) ∩ U 6= ∅ para infinitos k ≥ 1. Denotamos Ωf al conjunto de
puntos no errantes de f .
Finalmente, dada f ∈ H(X), decimos que x es un punto recurrente de f si es el
límite de la sucesión (f j(x))j≥0.

1.3. Estructura de la tesis
El trabajo está organizado de la siguiente forma.
El capítulo 2 provee una introducción a los Sistemas Dinámicos. Luego, comentamos
resultados de los trabajos de Henri Poincaré y Aleksandr Lyapunov y por último,
presentamos una serie de ejemplos importantes en el área. Concluímos la sección
recordando teoremas y propiedades conocidos que utilizamos en la tesis y probamos
que el espacio H(X) es un espacio de Baire.
En el capítulo 3 consideramos el problema de existencia de puntos periódicos y
ciclos atractores. En esta dirección, probamos que casi todas las funciones en H(X)
tienen no numerables puntos periódicos de período m, para cada m ≥ 1 (Teorema
3.1.1), pero no tienen ciclos atractores (Teorema 3.1.2). Estos dos resultados se van a
deducir del hecho que para casi todas las funciones f ∈ H(X), el conjunto de puntos
fijos de fm, es perfecto y el conjunto de puntos periódicos de f con periódo m es
denso en el conjunto de puntos fijos de fm (Teorema 3.1.3).
Además, obtenemos otras propiedades topológicas del conjunto de puntos periódicos.
A su vez, mostramos que para casi todas las funciones f ∈ H(X) el conjunto de
puntos periódicos de f tiene medida de Lebesgue cero (Teorema 3.3.1).
En el capítulo 4 probamos que casi todas las funciones f ∈ H(X) no son sensibles a
condiciones iniciales en cualquier subconjunto denso en alguna parte1 de X (Teorema
4.1.3). Por otra parte, veremos que casi todas las funciones f ∈ H(X) son sensibles a
condiciones iniciales en infinitos subconjuntos no numerables de X que son disjuntos
dos a dos, conexos e invariantes por f (Teorema 4.1.5).
También, demostramos que casi todas las funciones en H(X) tienen infinitos atrac-
tores uniformes disjuntos dos a dos que son conexos y tienen interior no vacío
(Teorema 4.2.2). Por último, probamos que casi todas las funciones en H(X) no tie-
nen atractores con órbita densa (Teorema 4.2.3) y en particular, no tienen atractores
extraños(Corolario 4.2.4).
Las referencias a este trabajo son principalmente los trabajos de Bernardes [5], [6]

1Es decir, Y tiene interior no vacío.
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y [7]. También, por ejemplo, Halpern [10] que probó el siguiente resultado (que
generaliza un resultado previo de Ho [12]):
Sea X un espacio topológico y sea H(X) el espacio de todos los homeomorfismos de
X con la topología compacto-abierta.
Dada una medida de Borel fija µ enX que asigna un valor positivo a cada subconjunto
abierto no vacío de X, decimos que una función f ∈ H(X) es recurrente (con respecto
a µ) si el conjunto de puntos no recurrentes de f tiene µ-medida cero.
El siguiente teorema se demuestra en [12].

Teorema 1.3.1. Si X es una variedad compacta sin borde, de dimensión mayor
que cero y característica de Euler distinta de cero, entonces el conjunto de todos los
homeomorfismos recurrentes de X es nunca denso en X.

Más aún, se puede establecer una conclusión más fuerte que la del Teorema 1.3.1,
eliminando las hipótesis de compacidad y de la característica de Euler. A su vez, no
es necesario que X sea una variedad sin borde de dimensión n (n ≥ 2), y alcanza
con asumir que existe un subconjunto abierto no vacío de X homeomorfo al espacio
euclideo Rn (n ≥ 2).

Teorema 1.3.2. Si X es un espacio de Hausdorff y V es un subconjunto abierto de
X homeomorfo a Rn con n > 1, entonces

R := {f ∈ H(X) : los puntos recurrentes de f son densos en V }

es nunca denso en H(X).

Un resultado relacionado puede ser encontrado en Kurth [14].
Así mismo, Sears [20] probó que en cada espacio métrico compacto infinito Y que
o bien no es perfecto o bien satisface cierta condición de homogeneidad local, el
conjunto de todos los homeomorfismos ergódicos2 es nunca denso en H(Y ) con la
topología de la convergencia uniforme.
Agronsky et al. [1] estudiaron la dinámica de casi todas las funciones en el espacio
C([0, 1]) de las funciones continuas del [0, 1] en sí mismo con la topología de la
convergencia uniforme. Algunos de sus teoremas están relacionados con los resultados
de este trabajo. En realidad, probaron que para casi todas las funciones f ∈ C([0, 1]),
Ffm es perfecto y nunca denso, y todo entorno de un punto periódico de f contiene
puntos periódicos de f con períodos arbitrariamente grandes (comparar estos re-
sultados con el Teorema 3.1.3, la Proposición 3.2.1 y el Corolario 3.2.4). Por otra
parte, probaron que para casi todas las funciones f ∈ C([0, 1]), el conjunto de puntos
eventualmente periódicos de f (o sea, los puntos que son periódicos a partir de algún
m ∈ N) es denso en [0, 1]. Sin embargo, el Corolario 3.2.4 implica que este conjunto
es nunca denso en X, para casi todas las funciones f ∈ H(X).

2Un homeomorfismo f ∈ H(X) se dice ergódico si todo A ⊂ X subconjunto cerrado propio que
cumple f(A) = A es nunca denso en X.
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Capítulo 2

Preliminares

2.1. Introducción a los Sistemas Dinámicos

En este capítulo introductorio se da un breve esbozo de la teoría de los sistemas
dinámicos: su génesis y su contenido. Esto se hace principalmente como un intento de
explicar el área y la relación entre Dinámica Topológica con otras partes de la teoría
de sistemas dinámicos, en particular la Teoría Ergódica y Dinámica Diferencial. Las
referencias a esta introducción son [2], [9] y [16].

2.1.1. Las tres áreas de los Sistemas Dinámicos

Una definición actual de Dinámica Topológica dice que es “el estudio de los grupos
de transformaciones en relación con propiedades topológicas cuyo prototipo ocurre
en Dinámica Clásica” (ct. W. H. Gottschalk y GA Hedlund [1955], p. iii). Si en esta
definición el adjetivo ‘topológica’ se sustituye por ‘medible’1, entonces se obtiene
una descripción de la Teoría Ergódica (ct. P. Walters [1982], p. 1). Del mismo modo,
‘diferenciable’ (o ‘suave’) en lugar de ‘topológica’ da una descripción de Dinámica
Diferencial.
Por lo tanto, en cada uno de estos tres campos de investigación matemática se
estudian grupos (y también semigrupos) de transformaciones de un espacio que
conservan la estructura del espacio (ya sea topológico, medible, o con una estructura
diferenciable). Y aunque los tres campos tienen el mismo origen, es decir, el estudio
de sistemas dinámicos clásicos, la diferencia en los métodos y técnicas les ha dado
completamente diferentes formas, y se han desarrollado en diferentes direcciones.
Sin embargo, parece útil prestar atención a lo que tienen en común: el tipo de propie-
dades que se producen en Dinámica Clásica. En este contexto, la frase ‘propiedades
cualitativas’ se utiliza muy seguido.

1En el sentido de la teoría de la medida.
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2.1.2. Sistemas Dinámicos como sistemas físicos ficticios
Un sistema dinámico se puede definir de la siguiente manera. Se compone de un
espacio X, llamado espacio de fases, el cual puede ser interpretado como el conjunto
de todos los estados posibles de algún sistema físico ficticio; a su vez, hay una “regla
de la evolución”, que describe la forma en cualquier estado asumido por nuestro
sistema físico ficticio cambia con el tiempo.
Más precisamente, consideramos el caso de tiempo continuo (o sea, tiempo real) y
supongamos que nuestro sistema físico es autónomo. Es decir, si en un determinado
momento el sistema está en el estado x entonces el estado al que llega después de
un intervalo de tiempo de longitud t depende sólo de x y t, y no del momento que
este intervalo de tiempo comienza (i.e., el momento en el que se supone estado x).
Formalmente, si π(t, x) es el estado del sistema alcanzado después de un intervalo
de tiempo de longitud t cuando se inicia en el estado x (t ≥ 0, x ∈ X), entonces
π(s, π(t, x)) es el estado alcanzado después de un intervalo de tiempo s+t comenzando
a partir de x, i.e.,

π(s, π(t, x)) = π(s+ t, x). (1)

Por la definición de π también tenemos

π(0, x) = x. (2)

En lo anterior, permitimos solamente que s ≥ 0 y t ≥ 0. Para muchos sistemas se
permite el “tiempo inverso”, es decir, π−1(t, x) está definida y la condición (1) se
cumple también para los valores negativos de s y t. En ese caso tenemos una función
π : R × X → X tal que (1) y (2) se cumple para todo s, t ∈ R y x ∈ X. Dicha
asignación se llama acción de (el grupo aditivo) R sobre X.
Para entender mejor la acción de R sobre X consideramos la siguiente notación:
definimos para cada t ∈ R, la transformación πt : X → X dada por:

πt(x) = π(t, x) (x ∈ X). (3)

De esta manera, πt asigna a todos los estados el estado que se alcanza después de
un intervalo de tiempo de longitud t. Usando esta notación, (1) y (2) se pueden
reescribir como

πs ◦ πt = πs+t, π0 = idX (s, t ∈ R) (4)

De ello se desprende que, para cada t ∈ R, πt ◦ π−t = π−t ◦ πt = π0 = idX . En
consecuencia, πt : X → X es una biyección con inversa π−t. Así la condición (4)
puede ser reformulada de la siguiente manera: la asignación t 7→ πt es un morfismo
del grupo aditivo R en el grupo de todos las biyecciones de X (con la composición
de funciones como operación de grupo).
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2.1.3. Sobre los sistemas dinámicos discretos

Motivados por la sección anterior, consideramos una acción π : R×X → X, donde
X es un espacio topológico de Hausdorff y π es continua. Entonces para cada t ∈ R,
la función πt : X → X es continua. Ya sabemos que πt es una biyección con inversa
π−1 que es también continua. Es decir, que cada πt es un homeomorfismo de X, y por
las identidades establecidas en (4) tenemos que la asignación t 7→ πt es un morfismo
del grupo aditivo R en el grupo de todos los homeomorfismos del espacio X (con la
composición de funciones como la multiplicación del grupo). Esto se resume diciendo
que {πt : t ∈ R} es un grupo uniparamétrico de homeomorfismos de X. Además, el
par 〈X, πt〉 se suele llamar flujo continuo.
En particular, en Dinámica Topológica se trabaja con flujos continuos arbitrarios
〈X, πt〉 y para aquellos objetos se trata de desarrollar una teoría general de los
conceptos que están relacionados con los de Dinámica Clásica.
Por supuesto, los flujos definido por un campo vectorial χ generalmente tienen
propiedades adicionales. Por ejemplo, con hipótesis adicionales sobre χ, el grupo
uniparamétrico {πt : t ∈ R} consiste de difeomorfismos. Para distinguir las estructuras
que se conservan los adjetivos ‘continua’, ‘diferenciable’ (o ‘suave’) y ‘preservación
de medida pueden ser utilizados para los flujos.
Por otra parte, se pueden utilizar los grupos paramétricos para el estudio de una
sola transformación. En efecto, si f : X → X es un homeomorfismo, entonces
se puede considerar el grupo de homeomorfismos {fn : n ∈ Z}. Como es usual,
fn+1 := fn ◦ f 1, f 1 := f , f 0 := idX , f−n := (fn)−1 para todo n ∈ Z. En este
contexto, es posible estudiar para cualquier punto x de X el trayecto u órbita,
Orb(f, x) := {fn(x) : n ∈ Z}, y cuestiones similares a las de los flujos continuos.
Por ejemplo, ¿cuál es el comportamiento posible cerca de los puntos invariantes (es
decir, los puntos fijos de f) o cerca de los puntos periódicos?, ¿cuáles son las posibles
recurrencias o propiedades asintóticas de las órbitas? De esta manera, el par (X, f)
se llama sistema dinámico discreto o un flujo discreto.
Vamos a explicar brevemente por qué el estudio de los flujos discretos puede ser útil.
Primero mencionamos una razón metodológica. Hay sistemas físicos para los que es
natural que un modelo tenga tiempo discreto. Por ejemplo, ya que las mediciones se
pueden hacer solamente en momentos discretos θ1, θ2, θ3, . . .. Así que en la práctica
no siempre se conoce la órbita completa en el espacio de fases, sino sólo una secuencia
discreta de sus puntos y de las propiedades de estos últimos se deducen conclusiones
sobre la órbita completa.
En cuanto a los grupos de transformaciones esto plantea la cuestión de la relación
entre las propiedades dinámicas de un grupo uniparamétrico {πt : t ∈ R} de transfor-
maciones de un espacio y los del grupo {πn : n ∈ Z} o sea, el flujo discreto definido
por la transformación π y sus iteradas. Resulta que para un número de nociones
importantes, el comportamiento de puntos en el marco del grupo uniparamétrico
completo es el mismo que el comportamiento en el grupo restringido {πn : n ∈ Z}. Las
conclusiones acerca de la órbita {πn(x) : n ∈ Z} en el flujo discreto dan información
muchas veces suficiente sobre la órbita completa {πt(x) : t ∈ R}.
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Una ventaja adicional es que una sola transformación es a menudo más fácil de
tratar que un grupo uniparamétrico completo. Así, una vez que cierto problema ha
sido resuelto para una sola transformación, las técnicas y conocimientos obtenidos
pueden ser útiles para el caso de un grupo uniparamétrico.
Otra razón para la investigación de una única transformación radica en la importancia
de las llamadas funciones de Poincaré o funciones de primer retorno. La idea es
la siguiente: Consideramos un flujo continuo, es decir, un grupo uniparamétrico
{πt : t ∈ R} actuando continuamente en un espacio X. Sea Y ⊂ X un subconjunto
y asumamos que Y es tal que cada punto y ∈ Y retorna a Y después de un intervalo
de tiempo finito de longitud ty > 0. Concretamente, si y ∈ Y , entonces π(ty, y) ∈ Y ,
y suponemos que ty es el primer momento de retorno a Y , es decir, π(t, y) /∈ Y para
0 < t < ty. Ahora, escribimos f(y) := π(ty, y) con y ∈ Y . Entonces f es una función
de Y a Y , y el conjunto {fn(y) : n ∈ Z+} es exactamente el conjunto de todas las
intersecciones de la semi-órbita positiva {π(t, y) : t ≥ 0, y ∈ Y }. Intuitivamente, es
evidente que este conjunto de intersecciones puede revelar una serie de características
del flujo continuo original, y a veces una elección inteligente del conjunto Y facilita
el estudio de las funciones de primer retorno.

2.1.4. Ecuaciones Diferenciales vs. Sistemas Dinámicos
Podemos ilustrar la diferencia de punto de vista entre las ecuaciones diferenciales
y los sistemas dinámicos considerando el siguiente problema de valores iniciales en
ecuaciones diferenciales ordinarias:

dx

dt
= ξ(x) (5)

x(0) = p.

Aquí x es una variable en el espacio euclideo X = Rn o en una variedad X, y el
punto inicial p pertenece a X. El cambio infinitesimal ξ(x) está pensado como un
vector pegado al punto x de manera que ξ es un campo vectorial en X.
La solución asociada es una función ϕ tal que a medida que el tiempo t varía,
x = ϕ(t, p) se mueve en X de acuerdo con la ecuación anterior y con p = ϕ(0, p), de
modo que p se asocia con el tiempo inicial t = 0. La solución es una curva en el espacio
X en la que x se mueve a partir del punto p. Un teorema esencial de ecuaciones
diferenciales afirma que la función ϕ existe y es única, dadas las condiciones de
suavidad, como por ejemplo condiciones de Lipschitz.
Como la ecuación es autónoma, i.e. la función ϕ puede variar en función de x, pero
se supone independiente de t, las soluciones satisfacen las siguientes identidades de
semigrupo, a veces también llamadas las ecuaciones de Kolmogorov:

ϕ(t, ϕ(s, p)) = ϕ(t+ s, p). (6)

14



Supongamos que resolvemos la ecuación (5) a partir de p, y después de s unidades
de tiempo, llegamos a q = ϕ(s, p). Si volvemos a resolver la ecuación, ahora a partir
de q, entonces la identidad (6) dice que seguimos avanzando a lo largo de la curva
anterior a la misma velocidad. Por lo tanto, después de t unidades de tiempo estamos
dónde hubiésemos estado en la solución anterior (al mismo tiempo), t+ s unidades
después del tiempo cero.
El punto base de la curva se mantiene constante para cada solución. Cuando
queremos enfatizar el papel del punto inicial, la solución que comienza en p también
se llama la órbita de p. Se desprende de las identidades de semigrupo que curvas
solución diferentes, consideradas como subconjuntos de X, no se intersecan (por
unicidad) y así X queda dividida, foliada por estas curvas. Si cambiamos el punto p,
nos puede pasar que cambiemos de una curva a otra, pero el movimiento dado por la
ecuación diferencial original es en una de estas curvas.
El cambio de punto de vista hacia los sistemas dinámicos se produce cuando
invertimos el énfasis entre t y p. En lo anterior, pensábamos a p como un parámetro
fijo y a t como variable de tiempo a lo largo de la curva solución. En su lugar,
ahora consideramos el punto inicial, x re-etiquetado, como nuestra variable y el
tiempo como un parámetro. Para cada valor fijo t, definimos el t-mapa de tiempo
ϕt : X → X por ϕt(x) = ϕ(t, x). Para cada punto x ∈ X nos preguntamos hacia
donde se ha movido en t unidades de tiempo. La función ϕ : T ×X → X es el flujo
del sistema y las identidades de semigrupo se pueden reescribir:

ϕt ◦ ϕs =ϕt+s, para todo t, s ∈ T . (7)

Esto simplemente dice que la asociación t 7→ ϕt es un morfismo de grupos del grupo
aditivo T de los números reales al grupo de automorfismos de X. En particular,
observamos que el 0-mapa ϕ0 es la aplicación identidad idX .
Originalmente obtuvimos el flujo ϕ resolviendo una ecuación diferencial. Esto requiere
una cierta estructura diferenciable en el espacio subyacente. Por eso especificamos que
X es un espacio euclideo o una variedad. Entonces el grupo de automorfismos es el
grupo de difeomorfismos sobre X. Para el área de Dinámica Topológica comenzamos
con una función continua ϕ sujeta a la condición (7). Si sustituimos el grupo de
números reales definiendo T como el grupo de números enteros entonces la acción
queda completamente determinada por el generador f := ϕ1, el homeomorfismo
de tiempo 1 con ϕn obtenido mediante la iteración de la función f n-veces si n es
positivo y la iteración de la inversa f−1 |n|-veces si n es negativo.
Anteriormente, se mencionó el requisito que el campo vectorial ξ sea suave para
que la función de flujo ϕ esté definida. Sin embargo, cabe señalar que en ausencia
de algún tipo de condición de acotación, la curva solución podría ir a infinito en
un tiempo finito. En tal caso, la función ϕ no quedaría definida en todo el dominio
T ×X, sino sólo en un subconjunto abierto que contiene a {0} ×X. Los problemas
relacionados con este tema se manejan en la teoría general asumiendo que el espacio
X es compacto. Por supuesto, el espacio euclideo sólo es compacto localmente. En la
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aplicación de la teoría general a sistemas en un espacio no-compacto por lo general se
restringe a algún subconjunto invariante compacto o de lo contrario se compactifica,
i.e. se embebe el sistema en un espacio más grande, compacto.

2.1.5. Poincaré y Lyapunov
A fines del siglo XIX se sabía que para muchas ecuaciones importantes (en particular,
las de la mecánica celeste, por ejemplo, el problema de N -cuerpos con N ≥ 3) era
extremadamente difícil, si no imposible, encontrar expresiones explícitas para las
soluciones.
Sin embargo, una serie de preguntas, como por ejemplo ¿el sistema solar es estable?,
¿los planetas se pueden escapar del sistema solar, debido a la perturbación mutua?,
necesitaban aclaración de, al menos, la naturaleza general de las trayectorias. Por
esta razón se desarrolló la teoría cualitativa de Ecuaciones Diferenciales. Esta teoría
fue iniciada por J.H. Poincaré y, de forma independiente, por A.M. Lyapunov.
Poincaré fue el primero en formular el problema de dar una imagen geométrica a las
trayectorias de una ecuación diferencial sin la integración de la misma. Se esperaba
que las características geométricas importantes del espacio de fases se corresponderían
con los fenómenos físicos significativos en el sistema, determinados por la ecuación.

El Teorema de Poincaré-Bendixson

Un ejemplo de la utilización de métodos topológicos en el estudio de los flujos
continuos en R2 es proporcionada por la prueba del siguiente resultado que se conoce
como el teorema de Poincaré-Bendixson (que se basa en el Teorema de la curva de
Jordan (Teorema 2.2.5)). Se establece que un punto x en R2 con una semi-órbita
positiva πx[R+], relativamente compacta (es decir, acotada en R2) es de uno de los
siguientes tipos mutuamente excluyentes:

(i) x es un punto periódico en movimiento2;

(ii) existe un punto periódico en movimiento x0 tal que πt(x) se aproxima a la
órbita de x0 (que es topológicamente un círculo) cuando t→∞;

(iii) existe un punto invariante (i.e. punto de equilibrio) x1 tal que πtn(x) → x1
para alguna sucesión tn →∞.

Una consecuencia inmediata de este teorema es que cada subconjunto positivamente
invariante compacto de R2 (es decir, un subconjunto compacto A tal que πx[R+] ⊂ A
para cada x ∈ A), que no contiene puntos invariantes debe incluir una órbita

2Un punto x ∈ X se dice punto invariante o de equilibrio si π(t, x) = x para todo t ∈ R. Un
punto x ∈ X se llama punto periódico si π(t, x) = x para algún t ∈ R, t 6= 0. Claramente, un punto
invariante es un punto periódico. Un punto periódico que no es invariante se llama punto periódico
en movimiento.
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periódica. En efecto, todos los puntos de A satisfacen la hipótesis del teorema de
Poincaré-Bendixson, pero (iii) no puede ocurrir.
Una última consecuencia del teorema de Poincaré-Bendixson que mencionamos
es la clasificación completa de los conjuntos minimales de los flujos continuos en
subconjuntos de R2. Un subconjunto de un flujo se llama minimal cuando es no vacío,
cerrado, invariante (es decir, que contiene la órbita completa de cada uno de sus
puntos) y que no tiene subgrupos invariantes cerrados propios. En otras palabras, los
conjuntos minimales son las partes ‘irreducibles’ de un flujo. Se podría argumentar
que las órbitas individuales son las partes irreducibles interesantes, pero el estudio del
comportamiento asintótico (que sucede cuando πt(x) cuando t→ +∞ ó t→ −∞)
tiene lugar en las clausuras de las órbitas más que en de las propias órbitas. Usando
el hecho que los puntos no periódicos en movimiento de un flujo continuo en R2 no
son recurrentes, se puede mostrar que un conjunto minimal en un flujo del plano es
de uno de los siguientes tres tipos:

(i) una sola órbita que es un subconjunto cerrado pero no compacto de R2;

(ii) la órbita de un punto periódico en movimiento;

(iii) un punto invariante.

La Teoría de estabilidad de Lyapunov

Casi simultáneamente con Poincaré, A. M. Lyapunov desarrolló su teoría de esta-
bilidad. La idea era proporcionar un marco teórico para describir conceptos como
equilibrio asintóticamente estable y desarrollar métodos para detectar este tipo de
objetos en sistemas dados.
Consideramos un sistema dinámico no lineal autónomo:

ẋ = f(x(t)), x(0) = x0,

donde D ⊆ Rn es un conjunto abierto que contiene al origen, x(t) ∈ D y f : D → Rn

es una función continua. Supongamos que f tiene un punto de equilibrio en D. Un
punto de equilibrio se dice que es estable según Lyapunov si las soluciones que
se encuentran inicialmente suficientemente cerca del punto de equilibrio, entonces
permanecen lo suficientemente cerca para siempre. La estabilidad de un punto de
equilibrio se dice asintótica, si las soluciones que se inician lo suficientemente cerca,
no solo permanecen lo suficientemente cerca, sino que también finalmente convergen
al punto de equilibrio. Notemos que la definición de estabilidad de Lyapunov permite
que el sistema realice pequeñas oscilaciones persistentes alrededor de un punto de
equilibrio.
En su trabajo original de 1892, Lyapunov propuso dos métodos para demostrar
estabilidad de un sistema dado. El primer método consiste en escribir la solución
como una serie y luego demostrar que se tiene convergencia uniforme en una región
determinada.
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El segundo método, que se conoce como el criterio de estabilidad de Lyapunov, hace
uso de una función de Lyapunov. Concretamente, sea ẋ = f(x) un sistema que tiene
un punto de equilibrio en x = 0. Sea V : Rn → R una función diferenciable tal que

(i) V (x) = 0, si x = 0;

(ii) V (x) > 0, si x 6= 0;

(iii) V̇ (x) = d
dt
V (x) = ∑n

i=1
∂V
∂xi
fi(x) ≤ 0 para todo x 6= 0

En este caso, V (x) se llama función de Lyapunov y el sistema es estable en el
sentido de Lyapunov. Por último, observamos que las propiedades de tales funciones
se pueden comprobar sin resolver primero las ecuaciones diferenciales.

A continuación mencionamos una serie de resultados y teoremas conocidos sobre la
dinámica de S1. Además contamos dos ejemplos importantes de Dinámica Caótica.
Los detalles de los resultados que presentamos pueden consultarse en [8] y [19].

2.1.6. Dinámica en S1

Sea S1 = R/Z la circunferencia unitaria y sea π(x) = x(mód 1) la proyección
canónica. Identificamos S1 con {z ∈ C : |z| = 1} y π : R→ S1 dada por π(x) = e2πix

y trabajamos con ambas nociones indistintamente.
Comenzamos notando que si tenemos una función continua f : S1 → S1 y tomamos
x0 ∈ R e y0 ∈ π−1(f(π(x0))), existe una única función continua F : R → R tal
que F (x0) = y0 y π ◦ F = f ◦ π. Llamamos levantamiento de f a la función
continua F : R→ R que verifica π ◦ F = f ◦ π. Observemos que si F1 y F2 son dos
levantamientos de la misma función f , entonces F1(x) = F2(x) + k para algún k ∈ Z.
Denotamos Hom+(S1) al conjunto de homeomorfismos de S1 a S1 que preservan
orientación. El primer resultado que mencionamos (un teorema básico de Poincaré)
es dado un homeomorfismo f ∈ Hom+(S1) y dado F un levantamiento de f , entonces
para todo x ∈ R, existe ĺımn→+∞

Fn(x)
n

y es independiente de x.
De esta manera, definimos el número de rotación del levantamiento F como ρ(F ) =

ĺımn→+∞
Fn(x)
n

y el número de rotación de f como ρ(f) = ρ(F )(mód 1).

Número de rotación racional

Para el caso de número de rotación racional tenemos el siguiente resultado principal:
Dada f ∈ Hom+(S1), ρ(f) ∈ Q si y solo si f tiene puntos periódicos. En ese caso,

si ρ(f) = p
q
, con mcd(p, q) = 1, todos los puntos periódicos tienen período q.

Además, si f ∈ Hom+(S1) con ρ(f) = p
q
e mcd(p, q) = 1 y tenemos que π(x)

un punto periódico de f , entonces el orden de {π(x), f(π(x)), ..., f q−1(π(x))} en S1
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es el mismo que una órbita según la función rotación R p
q
, i.e., es el mismo que

{0, p
q
, 2p
q
, ..., (q−1)p

q
}.

Por último notamos que si el número de rotación de una función f ∈ Hom+(S1) es
racional, tenemos que el conjunto de puntos periódicos de f es igual al conjunto de
puntos no errantes de f , o sea Per(f) = Ω(f).

Número de rotación irracional

Por otra parte, para el caso de número de rotación irracional tenemos:
Si f ∈ Hom+(S1) con ρ(f) /∈ Q, entonces Ω(f) es un conjunto minimal.
En consecuencia, resulta que Ω(f) = S1 ó Ω(f) es un conjunto perfecto con interior
vacío (es decir, Ω(f) es un conjunto de Cantor).
Dadas f, g ∈ Hom+(S1), decimos que f es semiconjugada a g si existe h : S1 → S1

continua y sobreyectiva tal que h ◦ f = g ◦ h. Análogamente, decimos que f es
conjugada a g si g = h−1 ◦ f ◦ h, para cierta h ∈ Hom(S1). Recordamos que una
función f es transitiva si Orb(f, x) es densa en S1 para algún x ∈ S1. Concluimos
esta sección con el siguiente teorema:
Si f ∈ Hom+(S1) con ρ(f) = α /∈ Q, entonces la función f es semiconjugada a la

función rotacion Rα. Mas aún, si f es transitiva entonces f es conjugada a Rα.

2.1.7. Ejemplos de Dinámica Caótica

Contrario al significado que la palabra caos carga, un sistema dinámico caótico no
se comporta de manera arbitraria, aleatoria o ni carece de una soluciones exactas.
La noción matemática del caos está relacionada con la incapacidad de predecir,
mediante el uso de métodos numéricos, las soluciones de una ecuación diferencial, o
su contraparte discreta, una ecuación en diferencias, con la coexistencia de infinitas
órbitas periódicas de diferente período y con la existencia de órbitas que se aproximan
a cualquier estado posible del sistema.
Los siguientes ejemplos ilustran qué tipo de situaciones se pueden presentar en
Dinámica Caótica.

Shift de Bernoulli

Dada f ∈ H(X), decimos que f es expansiva si existe α > 0 tal que si d(fn(x), fn(y)) ≤
α para todo n ∈ Z, entonces x = y. La constante α es llamada constante de expansi-
vidad. Decimos que f es topológicamente mixing3 si dados U, V abiertos cualesquiera,
existe m > 0 tal que fn(U) ∩ V 6= ∅ para todo n ≥ m.
Veamos un ejemplo que, entre otras propiedades, es expansivo y topológicamente
mixing.

3La traducción literal es combinación. La noción surge para describir procesos de mezcla
irreversibles.
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Sea X = {0, 1}Z. En {0, 1} colocamos la topología discreta y dotamos a X la
topología producto. Por el Teorema de Tychonoff, X es compacto.
Si definimos

d({xn}n∈Z, {yn}n∈Z) :=
∑
n∈Z

|xn − yn|
2|n| ,

obtenemos una métrica en X compatible con la topología producto.
Sea {xn}n∈Z ∈ X y sea N ∈ N, definimos el N -entorno de {xn}n∈Z como

N({xn}n∈Z) := {{yn}n∈Z ∈ X : yn = xn si |n| ≤ N}.

Se verifica que N({xn}n∈Z) constituye una base de entornos de {xn}n∈Z.
Definimos el shift a la izquierda o shift de Bernoulli (de dos símbolos) al homeo-
morfismo σ : X → X tal que σ({xn}n∈Z) = {yn}n∈Z donde yn = xn+1, para todo
n ∈ Z.
Tenemos el siguiente resultado:
Si σ : X → X es el shift de Bernoulli, entonces σ es expansiva, transitiva y
topológicamente mixing. Además, Per(σ) = X.
A su vez, para cualquier {xn}n∈Z ∈ X, su conjunto estable

W s({xn}n∈Z) := {{yn}n∈Z ∈ X : d(σj({yn}n∈Z), σj({xn}n∈Z))→ 0 cuando j → +∞}

e inestable

W u({xn}n∈Z) := {{yn}n∈Z ∈ X : d(σj({yn}n∈Z), σj({xn}n∈Z))→ 0 cuando j → −∞}

son ambos densos en X.

El teorema de Sharkovsky

Los matemáticos Tien-Yien Li y J.A. Yorke, en 1975, encontraron una propiedad
importante: si una función continua, definida en un intervalo de la recta real, tiene
una órbita de período tres, entonces esta órbita debe coexistir con órbitas periódicas
de todos los períodos.
Por otro lado, más de diez años antes, en 1964, O.M. Sharkovsky, propuso un orden
de todos los números naturales de manera que la existencia de una órbita periódica
de período k implica la existencia de óribitas de todos los períodos posteriores a k,
según este orden.
El orden propuesto por Sharkovsky es:

3 5 7 9 11 . . . (2n+ 1) · 20 . . .
3 · 2 5 · 2 7 · 2 9 · 2 11 · 2 . . . (2n+ 1) · 21 . . .
3 · 22 5 · 22 7 · 22 9 · 22 11 · 22 . . . (2n+ 1) · 22 . . .
3 · 23 5 · 23 7 · 23 9 · 23 11 · 23 . . . (2n+ 1) · 23 . . .

...
. . . 2n . . . 24 23 22 2 1

Es decir,
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(1o) Los números impares en orden creciente;

(2o) 2 veces los números impares en orden creciente;

(3o) 4 veces los números impares en orden creciente;

(4o) 8 veces los números impares en orden creciente; y así sucesivamente.

(5o) Al final ponemos las potencias de dos en orden decreciente.

El teorema de Sharkovsky establece lo siguiente:

Teorema 2.1.1 (Teorema de Sharkovsky). Sea I ⊂ R un intervalo y f : I → I una
función continua. Si f tiene un punto periódico de período m y m precede a n en el
ordenamiento anterior, entonces f tiene también un punto periódico de período n.

Como consecuencia, notamos que si una función continua sólo tiene un número finito
de puntos periódicos, entonces todos deben tener períodos que son potencias de dos.
Además, si hay un punto periódico de período tres, entonces hay puntos periódicos
de todos los otros períodos.

2.2. Resultados generales
Aquí enunciamos teoremas y proposiciones fundamentales que utilizaremos durante
todo el trabajo. Los teoremas son conocidos y las demostraciones de los mismos
pueden encontrarse en [15] y en [18], por ejemplo. Las proposiciones que recordamos
también son hechos probablemente conocidos, pero con el fin de introducirnos en el
tema damos sus demostraciones. Finalmente, en esta sección también incluimos una
prueba que H(X) es un espacio de Baire.
Recordamos que X es un subconjunto de Rn compacto con interior no vacío.

Teorema 2.2.1. El espacio de funciones continuas C(X) es completo.

Teorema 2.2.2 (Teorema de Baire). Todo espacio métrico completo es un espacio
de Baire.

Corolario 2.2.3. Todo espacio métrico completo sin puntos aislados es no numerable.

Demostración. Si X es un espacio métrico completo numerable sin puntos aislados,
cada conjunto unipuntual {x} es cerrado y nunca denso, y por lo tanto X = ⋃

x∈X{x}
es de primera categoría.

Teorema 2.2.4 (Teorema del punto fijo de Brouwer). Toda función f ∈ C(X)
admite un punto fijo.

Teorema 2.2.5 (Teorema de la curva de Jordan). Toda curva C del plano, simple
y cerrada divide al plano en dos componentes conexas disjuntas. Una de estas
componentes está acotada (el interior de la curva) y la otra es no acotada (el
exterior) y la curva C es el borde común de cada componente.

21



Proposición 2.2.6. Toda función f ∈ C(X) biyectiva, es un homeomorfismo.

Demostración. Para probar que f es un homeomorfismo, nos alcanza mostrar que f
es una función cerrada. Tomamos un subconjunto F ⊂ X cerrado en X. Como X es
compacto, F es compacto y, por continuidad, f(F ) es compacto. Entonces, f(F ) es
un conjunto cerrado en X. Es decir, la función f es cerrada.

Recordamos que la topología de la convergencia uniforme es la topología inducida
por la métrica del supremo. La topología compacto-abierta es la topología que tiene
como sub-base a todos los conjuntos S(K,U) := {f ∈ C(X) : f(K) ⊂ U}, donde
K ⊂ X es un conjunto compacto y U ⊂ X es un conjunto abierto.
En siguiente resultado nos va permitir trabajar indistintamente con cualquiera de
estas dos topologías. Como X es un espacio compacto, tenemos:

Proposición 2.2.7. La topología de la convergencia uniforme es equivalente a la
topología compacto-abierta.

Demostración. Sea (fλ)λ∈Λ ⊂ C(X) una red que converge a una función f ∈ C(X)
con la topología compacto-abierta. Veamos que también converge a f con la topología
uniforme.
Como X es compacto y f es continua, f(X) es compacto. Entonces, dado ε >

0, existen x1, x2, . . . , xn ∈ X tales que las bolas abiertas de radio ε
4 y centros

f(x1), f(x2), . . . , f(xn) cubren f(X). Para cada i = 1, 2, . . . , n, sea el conjunto com-
pacto Ki = X ∩ f−1(B(f(xi); ε4)). A su vez, sea Ui = B(f(xi); ε4) para i = 1, 2, . . . , n.
Claramente, f(Ki) ⊂ Ui para todo i = 1, 2, . . . , n. Luego, f ∈ ∩ni=1S(Ki, Ui) que es
un abierto en la topología compacto-abierta.
Como (fλ)λ∈Λ converge a f con esta topología, existe λ0 ∈ Λ tal que para todo
λ ≥ λ0, fλ ∈ ∩ni=1S(Ki, Ui). Para todo x ∈ X, x ∈ Ki para algún i ∈ {1, 2, . . . , n},
así que

d(f(xi), f(x)) < ε

2 .

A su vez, tenemos que fλ ∈ S(Ki, Ui) para todo λ ≥ λ0 y por lo tanto

d(fλ(x), f(xi)) <
ε

2 .

Es decir,
d(fλ(x), f(x)) < ε.

Como se cumple para todo λ ≥ λ0 y para todo x ∈ X, la red (fλ)λ∈Λ converge
uniformemente a f en X.
Recíprocamente, supongamos que (fλ)λ∈Λ converge uniformemente a f en X. Para
ver que converge en la topología compacto-abierta, es suficiente probar la condición
de convergencia para los abiertos sub-básicos que contienen a f . Sea S(K,U) un
entorno abierto de f en esta topología. Es decir, f(K) es compacto y disjunto de
X − U . Si X − U 6= ∅, llamamos ε := dist(K,X − U) > 0.
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Como (fλ)λ∈Λ converge uniformemente a f , existe λ0 ∈ Λ tal que para todo λ ≥ λ0
y x ∈ K,

d(fλ(x), f(x)) < ε.

Esto implica que fλ(x) ∈ U . Luego, fλ(K) ⊂ U , o sea que fλ ∈ S(K,U) para todo
λ ≥ λ0. En conclusión, (fλ)λ∈Λ converge a f en la topología compacto-abierta.

A lo largo de la tesis vamos a utilizar una propiedad que facilitará muchas veces las
cuentas. Para ello precisamos la siguiente definición:

Definición 2.2.8. Sea (H(X), TCA, ◦) el espacio de homeomorfismos en X provis-
to de la topología compacto-abierta y con la operación composición. Decimos que
(H(X), TCA, ◦) es un grupo topológico si:

(i) (H(X), TCA) es un espacio topológico.

(ii) (H(X), ◦) es un grupo.

(iii) La función ◦ : H(X)×H(X)→ H(X) que asigna (f, g) 7→ f ◦ g es continua.

(iv) La función ( )−1 : H(X)→ H(X) que asigna f 7→ f−1 es continua.

Proposición 2.2.9. El espacio (H(X), TCA, ◦) es un grupo topológico.

Demostración. Es claro que (H(X), TCA, ◦) es un espacio topológico y tiene estruc-
tura de grupo. Veamos que se verifican las condiciones de (iii) y (iv) de la definición.
Sea ◦ : H(X) ×H(X) → H(X) la composición. Dadas f, g ∈ H(X), sea S(K,U)
un abierto tal que f ◦ g ∈ S(K,U). Tomamos V ⊂ X un entorno abierto de g(K)
tal que f(V ) ⊂ U . Afirmamos que S(f(V ), U)× S(K, f(V )) verifica lo buscado. En
efecto, si h1(K) ⊂ f(V ) y h2(f(V )) ⊂ U , entonces resulta que h2 ◦ h1(K) ⊂ U .
Por otra parte, sea ( )−1 : H(X) → H(X) la función invertir. Sea S(K,U) un
abierto sub-basico, entonces:

h ∈ S(K,U) ⇐⇒ h(K) ⊂ U

⇐⇒ X − U ⊂ X − h(K) = h(X −K)
⇐⇒ h−1(X − U) ⊂ X −K
⇐⇒ h−1 ∈ S(X − U,X −K)

Por lo tanto, ( )−1(S(K,U)) = S(X − U,X −K), lo que significa que invertir es
una aplicación continua.

Proposición 2.2.10. Sea x0 ∈ B(0; 1) ⊂ Rn, entonces existe un homemorfismo del
B(0; 1) tal que f(0) = x0 ∈ B(0; 1) y f(x) = x para todo x ∈ BdB(0; 1).
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Demostración. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que x0 = (0, 0, ..., 0, r)
con r > 0, rotando B(0; 1) si hace falta. Luego, basta definir cualquier función
continua del B(0; 1) ⊂ Rn−1 en R cuyo gráfico caiga en B(0; 1) y que en 0 valga r.
Entonces alcanza con estirar lo que queda por debajo del grafico y y achicar lo que
queda por arriba.

Lema 2.2.11. Sea Y un subconjunto compacto y convexo de Rn con interior no
vacío. Dados a1, ..., ak, b1, ..., bk, c1, ..., cs ∈ IntY todos distintos, existe ϕ ∈ H(X) tal
que

ϕ(a1) = b1, ..., ϕ(ak) = bk y ϕ(x) = x para todo x ∈ Bd(Y ) ∪ {c1, ..., cs}.

Demostración. Comenzamos tomando αi : [0, 1] → Y curvas simples de ai a bi,
1 ≤ i ≤ k, tal que los conjuntos

α1([0, 1]), ..., αk([0, 1]), {c1}, ..., {cs},BdY

son disjuntos dos a dos. Sea δ > 0 la menor distancia entre dos de estos conjuntos
cualesquiera. Fijamos 1 ≤ i ≤ k y eligimos una partición 0 = t0 < t1 < ... < tr = 1
del [0, 1] tal que

diamαi([tj, tj+1]) < δ

4 para cada 0 ≤ j ≤ r − 1.

Ahora, consideramos las bolas cerradas

Bj := B

(
αi(tj);

δ

4

)
(0 ≤ j ≤ r − 1).

Como αi(tj) y αi(tj+1) pertenecen al IntBj , por la proposición anterior (Proposición
2.2.10), existe un homeomorfismo φj : Bj → Bj tal que

φj(αi(tj)) = αi(tj+1) y φj(x) = x para todo x ∈ BdBj.

Extendemos φj a un homeomorfismo de Y a Y poniendo φj(x) = x para todo
x ∈ Y −Bj. Por lo tanto, definiendo

ϕi := φr−1 ◦ · · · ◦ φ0

se tiene que ϕi ∈ H(Y ), ϕi(ai) = bi y ϕi(x) = x para todo x ∈ Y − (B0 ∪ · · · ∪Br−1).
Así, el homeomorfismo

ϕ := ϕk ◦ · · · ◦ ϕ1

tiene las propiedades deseadas.

En esta última sección del capítulo probamos H(X) es un espacio de Baire. La
demostración es esencialmente la prueba usual del teorema de Baire (Teorema 2.2.2)
con una condición en cada paso que garantizará que la función obtenida en la
intersección al final es un homeomorfismo.
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Proposición 2.2.12. El espacio H(X) es un espacio de Baire.

Demostración. Sea (Ak)k≥1 una sucesión de conjuntos abiertos y densos en H(X).
Tenemos que ver que A := ∩∞k=1Ak es un conjunto denso en H(X). Para esto,
fijamos f ∈ H(X) y ε > 0. Sea I un subconjunto numerable denso de X y sea
{(am, rm, sm)}m≥1 una enumeración del conjunto

{(a, r, s) : a ∈ I, r ∈ Q, s ∈ Q, 0 < r < s, X −B(a, s) 6= ∅}

Como f(B(a1; r1) ∩X) ∩ f(X −B(a1; s1)) = ∅, existen ε1 > 0 y V0 entorno abierto
de f en H(X) tal que V0 ⊂ BH(X)(f ; ε) y

dist(g(B(a1; r1) ∩X), g(X −B(a1; s1))) > ε1 para todo g ∈ V0.

Sea h1 ∈ A1 ∩ V0. Como h1(B(a2; r2)∩X)∩ h1(X −B(a2; s2)) = ∅, existen ε2 > 0 y
V1 entorno abierto de h1 en H(X) tal que V1 ⊂ A1 ∩ V0 ∩BH(X)(h1; 1/2) y

dist(g(B(a2; r2) ∩X), g(X −B(a2; s2))) > ε2 para todo g ∈ V1.

Sea h2 ∈ A2 ∩ V1. Continuando como antes, obtenemos una sucesión (hm)m≥1 en
H(X) tal que d(hm+1, hm) < 1

2m . Como H(X) ⊂ C(X), existe una función continua
h ∈ C(X) tal que hm → h uniformemente en X. Afirmamos que h ∈ H(X). Para
ello, basta ver que h es una función biyectiva. Ahora bien, como H(X) es un grupo
topológico y (hm)m≥1 es una sucesión de Cauchy, (h−1

m )m≥1 también es de Cauchy.
Igual que antes, existe una función g ∈ C(X) tal que h−1

m → g uniformemente en X.
Claramente, g = h−1. A su vez, como

hm ∈ Vk para todo m ≥ k + 1 (k ≥ 0), se tiene que h ∈ V k ⊂ Ak para todo k ≥ 1.

Por lo tanto, h ∈ V0 ⊂ BH(X)(f ; ε). Esto prueba que A es denso en H(X).
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Capítulo 3

Dinámica en H(X)

El objetivo de este capítulo es estudiar la dinámica en H(X). Para ello, comenzamos
analizando la existencia de puntos periódicos y ciclos atractores de las funciones de
H(X). A su vez, a partir de lo anterior investigamos las propiedades del conjunto de
puntos periódicos desde el punto de vista topológico y desde la teoría de la medida.
Recordemos que la expresión “casi todas las funciones en H(X) tienen la propiedad
P” significa que el conjunto de funciones en H(X) que no satisfacen la propiedad P
es de primera categoría en H(X).

3.1. Existencia de puntos periódicos y ciclos atrac-
tores

Para empezar, consideremos los siguientes problemas básicos: la existencia de puntos
periódicos y la existencia de ciclos atractores. Estos problemas fueron considerados
por varios matemáticos en diferentes contextos. Por ejemplo, Baker [3] probó que si
una función racional R de grado d ≥ 2 (en la esfera de Riemann) no tiene puntos
periódicos de período m, entonces (d,m) es uno de los pares (2, 2), (2, 3), (3, 2) o
(4, 2). Por otra parte, Jakobson [13] probó que para la familia de funciones de un
parámetro

fa : [−1, 1]→ [−1, 1], fa(x) = 1− ax2 (a ∈ (0, 2)),
existe un conjunto A ⊂ (0, 2) de medida de Lebesgue positiva tal que para cada fa,
a ∈ A, no existen ciclos atractores (también ver Benedicks y Carleson [4]).

En nuestro contexto, tenemos los siguientes resultados:

Teorema 3.1.1. Casi todas las funciones en H(X) tienen no numerables puntos
periódicos de período m, para cada m ≥ 1.

Teorema 3.1.2. Para casi todas las funciones en H(X) no existen ciclos atractores.

Como veremos más adelante, tanto el Teorema 3.1.1 como el Teorema 3.1.2 se
deducen de un resultado más general que establecemos en el Teorema 3.1.3.
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Recordemos que un conjunto A ⊂ X se dice perfecto si es un conjunto cerrado no
vacío tal que todos sus puntos son puntos de acumulación.
A su vez, remarcamos que estamos adopatando la siguiente definición de punto fijo
atractor y ciclo atractor: Dada f ∈ H(X), un punto fijo atractor de f es un punto
fijo x0 de f para el cual existe algún entorno U0 de x0 tal que para todo x ∈ U0,
f j(x)→ x0.
Similarmente, un ciclo de f , {x1, f(x1), ..., fm−1(x1)} se dice atractor si cada uno de
sus elementos es un punto fijo atractor de fm. En otras palabras, {x1, f(x1), ..., fm−1(x1)}
es un ciclo atractor si x1 es punto fijo atractor de fm.

Teorema 3.1.3. Para casi todas las funciones f ∈ H(X), Ffm es un conjunto
perfecto y Per(f,m) es denso en Ffm, para cada m ≥ 1.

Demostración. Para cada k ∈ N, consideramos Am,k el conjunto de las funciones en
H(X) para las cuales existen finitas bolas cerradas disjuntas B1, . . . , Br ⊂ IntX,
r ≥ 2, con las siguientes propiedades:

(i) Para cada 1 ≤ j ≤ r, Bj, f(Bj), . . . , fm−1(Bj) son disjuntos dos a dos y
fm(Bj) ⊂ IntBj;

(ii) Para cada x ∈ Ffm existe un entorno abierto Ux de x, con diam(Ux) < 1
k
, que

contiene al menos dos Bj distintos.

Veamos que Am,k es un conjunto abierto y denso en H(X) y que toda función
f ∈ ∩∞k=1Am,k tiene las propiedades deseadas. En ese caso, como H(X) es un espacio
de Baire, tenemos el resultado buscado.
Supongamos en principio que Am,k es no vacío. Sea f ∈ Am,k, por definición, existen
bolas cerradas disjuntas B1, . . . , Br ⊂ IntX con las propiedades (i) y (ii). Como
H(X) es un grupo topológico, para cada s ∈ N, la asignación g ∈ H(X) 7→ gs ∈ H(X)
es continua. Por lo tanto, si g ∈ H(X) está suficientemente cerca de f entonces (i)
se verifica para g en el lugar de f . Por compacidad, existe δ > 0 para el cual

||x− fm(x)|| ≥ δ para todo x ∈ X −
⋃

x∈Ffm

Ux.

Por consiguiente, si g ∈ H(X) está suficientemente cerca de f , entonces cada punto
y ∈ Fgm cae en algún Ux y por lo tanto (ii) se verifica para g en el lugar de f . Esto
prueba que Am,k es abierto.
Ahora bien, es inmediato de la definición de Am,k y del teorema del punto fijo de
Brouwer (Teorema 2.2.4) que cada

f ∈
∞⋂
k=1

Am,k

tiene las propiedades deseadas. Efectivamente, Ffm 6= ∅ debido al teorema del punto
fijo de Brouwer. Como Ffm es cerrado, para ver que es un conjunto perfecto basta
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ver que Ffm no tiene puntos aislados. Sean x0 ∈ Ffm y r > 0. Por la condición
(ii), sabemos que Ux0 contiene al menos dos Bj distintos. Trabajando con bolas
suficientemente pequeñas, podemos suponer que Ux0 ⊂ B(x0, r). Por la condición (i),
tenemos que fm(Bj) ⊂ Bj para los dos Bj distintos. Así, aplicando nuevamente el
teorema del punto fijo , existe y0 ∈ Ux0 , y0 6= x0, y0 ∈ Ffm . Es decir, x0 es un punto
de acumulación. Como esto vale para todo x0 ∈ Ffm , Ffm es un conjunto perfecto.
Por otro lado, como para cada x ∈ Ffm , Ux contiene al menos dos Bj, si y ∈ Bj

entonces Per(f, y) = m ya que Bj, f(Bj), . . . , fm−1(Bj) son disjuntos dos a dos y
fm(Bj) ⊂ IntBj.
Por último, veamos que cada Am,k es denso en H(X). Para esto, fijamos f ∈ H(X)
y ε > 0. Tenemos que encontrar una función h ∈ Am,k tal que

d(h, f) < ε.

Como Ffm es compacto, podemos tomar finitas bolas abiertas U1, . . . , Us con diam(Ui) <
1
k
, 1 ≤ i ≤ s, tal que

Ffm ⊂ U := U1 ∪ · · · ∪ Us. (1)
Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que cada Uj es esencial para la validez
de (1), en el sentido que Ffm 6⊂ ∪i 6=jUi para cada 1 ≤ j ≤ s. Por cada 1 ≤ j ≤ s
elegimos un

xj ∈ Ffm ∩ Uj.
Nuevamente, podemos asumir que x1, . . . , xs son todos distintos. Sea kj ≥ 1 el
mínimo entero tal que

fkj (xj) = xj (1 ≤ j ≤ s).
Obviamente, cada kj divide a m.
Afirmamos que existe g ∈ H(X) tal que d(f, g) < ε

2 , Ffm ⊂ U y que se verifica la
siguiente propiedad:

(iii) Existen aj, bj ∈ IntX ∩ Uj puntos periódicos de g de período m (1 ≤ j ≤ s), de
manera tal que los conjuntos Orb(g, a1), Orb(g, b1), . . ., Orb(g, as), Orb(g, bs) son
disjuntos dos a dos.
A partir de esto, vamos a obtener la función h ∈ Am,k buscada.
Veamos la afirmación. Para ello, fijamos η > 0 y elegimos 0 < r0 < · · · < rm < η

2 de
forma tal que si tomamos

Vi := B(f i(x1); ri) ∩X (0 ≤ i ≤ m),

tenemos que Vm ⊂ U1, Vm−k1+1, . . . , Vm son disjuntos dos a dos, V0 ∪ · · · ∪ Vm no
interseca Orb(f, xj) para cada j tal que Orb(f, xj) 6= Orb(f, x1),

f(Vi) ⊂ Vi+1 (0 ≤ i ≤ m− 1) y f(Vm) ⊂ B
(
f(x1); η2

)
.

Para cada 0 ≤ i ≤ m− 1, elegimos yi ∈ Vi tal que

zi := f(yi) ∈ IntVi+1 − {f i+1(x1)}.
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Es claro que podemos elegirlos de manera que y0, . . . , ym−1, z0, . . . , zm−1 sean todos
distintos. Por el Lema 2.2.11, existe una función ϕ ∈ H(X) tal que

ϕ(x) = x si x ∈ (X − (Vm−k1+1 ∪ · · · ∪ Vm)) ∪Orb(f, x1),
ϕ (zm−1) = y0 y ϕ(zi−1) = yi para 1 ≤ i ≤ m− 1.

Sea g1 := f ◦ϕ, entonces g1 ∈ H(X), d(f, g1) < η y gi1(xj) = f i(xj) para 1 ≤ j ≤ s,
0 ≤ i ≤ m. Además, zm−1 es un punto periódico de g1 de período m.
Escribimos a1 := zm−1 ∈ IntX ∩ U1. Repitiendo el argumento anterior con g1 en el
lugar de f , obtenemos una función g2 ∈ H(X) tal que d(g2, g1) < η, gi2(xj) = f i(xj)
para 1 ≤ j ≤ sypara0 ≤ i ≤ m. A su vez, g2 tiene un punto periódico b1 con período
m más cerca de x1 que de a1. Más precisamente, si elegimos bolas suficientemente
pequeñas alrededor de x1, g1(x1), . . . , gm1 (x1) podemos garantizar que g2 coincide con
g1 en Orb(g1, a1). Por lo tanto, a1 y a b1 son puntos periódicos de g2 de período m
en IntX ∩ U1.
Ahora, continuamos con este procedimiento con x2 en el lugar de x1 y así sucesiva-
mente. Luego, si tomamos bolas suficientemente pequeñas en cada paso, podemos
asegurar que los puntos periódicos que construimos no son reemplazados. De esta
manera, terminamos con una función g := g2s que satisface la propiedad (iii) y tal
que d(g, f) < 2sη.
En consecuencia, si elegimos η > 0 suficientemente pequeño también podemos
garantizar que d(g, f) < ε

2 y que Fgm ⊂ U . Esto prueba nuestra afirmación.
Por (iii), podemos elegir t > 0 tal que

B(aj; 2t), B(bj; 2t) ⊂ IntX ∩ Uj, para 1 ≤ j ≤ s

y los conjuntos

gi(B(aj; 2t)), gi(B(bj; 2t)), 0 ≤ i ≤ m− 1 , 1 ≤ j ≤ s,

son disjuntos dos a dos.
Sea γ ∈ (0, t) tal que

gm(B(aj; γ)) ⊂ B(aj, t) y gm(B(bj; γ)) ⊂ B(bj, t) para 1 ≤ j ≤ s.

Sea φ un homeomorfismo creciente del [0, 1] tal que φ
(

1
2

)
= γ

t
y definimos

ψ(x) = φ

(
||x− w||

2t

)
(x−w)+w, si x ∈ B(w; 2t) para algún w ∈ {a1, b1, . . . , as, bs}.

Como antes, extendemos ψ a X poniendo ψ(x) = x en los x restantes. Es inmediato
comprobar que ψ es un homeomorfismo en X y que

ψ(B(w; 2t)) = B(w; 2t) y ψ(B(w; t)) ⊂ B(w; γ) (w ∈ {a1, b1, . . . , as, bs}).
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Definimos h := g ◦ ψ. Entonces, tenemos que la función h ∈ H(X) y para cada
w ∈ {a1, b1, . . . , as, bs},

B(w; t), h(B(w; t)), . . . , hm−1(B(w; t)) son disjuntos dos a dos

y
hm(B(w; t)) = hm−1(g(ψ(B(w; t)))) ⊂ gm(B(w; γ)) ⊂ B(w; t).

Además, tomando t > 0 suficientemente chico también podemos asegurar que
d(h, g) < ε

2 y que Fhm ⊂ U . Esto implica que h ∈ Am,k y d(h, f) < ε, como
queríamos probar.

Observación 3.1.4. El Teorema 3.1.3 también es válido si cambiamos H(X) por
el espacio C(X) (respectivamente CO(X)). El único problema es que no podemos
asegurar que exista yi ∈ Vi tal que f(yi) ∈ IntVi+1−{f i+1(x1)}. Sin embargo, podemos
resolverlo de la siguiente manera: Si existe tal yi, ponemos

p(x) := f(x), x ∈ Vi.

Si no es el caso, se tiene f(IntVi) ⊂ Bd(Vi+1) ∪ {f i+1(x1)} (y por lo tanto f(X −
IntVi) = X si f es sobreyectiva). Sean yi ∈ Int(Vi) − {f i(x1)} y zi ∈ Int(Vi+1) −
{f i+1(x1)}, con z0 6= y0 si k1 = 0, ponemos

p(yi) := zi, p(f i(x1)) := f i+1(x1) y p(x) := f(x) si x ∈ BdVi,

y, como antes, utilizamos la Proposición 2.2.10 para extender continuamente p, a
una función de Vi a Vi+1.
Si hacemos esto para cada 0 ≤ i ≤ k1 − 1 y luego extendemos p a X poniendo

p(x) := f(x) si x ∈ X − (V0 ∪ · · · ∪ Vk1−1),

obtenemos que p ∈ C(X) (respectivamente p ∈ CO(X)), p = f en (X − (V0 ∪ · · · ∪
Vk1−1)) ∪Orb(f, x1), p(Vi) ⊂ Vi+1 para 0 ≤ i ≤ m− 1 y p(Vm) ⊂ B

(
f(x1); η2

)
.

Ahora, es suficiente trabajar con p en lugar de f .

Ahora sí podemos demostrar los teoremas 3.1.1 y 3.1.2:

Demostración del Teorema 3.1.1. Por el teorema 3.1.3 sabemos que Ffm es un con-
junto perfecto y compacto. A su vez,

Per(f,m) = Ffm ∩ V, donde V :=
⋂

j|m,j 6=m
X − Ffj .

Como V es abierto, dado x ∈ Per(f,m), existe r > 0 tal que B(x; r) ⊂ V .
SeaW := B(x; r)∩Ffm . Afirmamos queW es no numerable. Si suponemos que no lo
es, existe r0 > 0 tal que BdB(x; r0)∩Ffm = ∅. En ese caso, seaW0 := B(x; r0)∩Ffm .
Veamos que W0 es un conjunto perfecto. Es claro que W0 es no vacío y cerrado.
Dado y ∈ W0, como Ffm es perfecto, existe una sucesión (yn)n≥1 ⊂ Ffm tal que
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yn → y, cuando n→ +∞. Como y ∈ B(x; r), existe n0 ∈ N suficientemente grande
tal que (yn)n≥n0 ⊂ W . Es decir, y es un punto de acumulación. Por lo tanto, W0 es
un conjunto perfecto y, por el Corolario 2.2.3, es no numerable. Como W0 ⊂ W , lo
anterior es imposible.
O sea, W es no numerable y así concluimos que el conjunto Per(f,m) es no nume-
rable.

Demostración del Teorema 3.1.2. Supongamos por el contrario, que casi todas las
funciones f ∈ H(X) tienen algún ciclo atractor.
Por el Teorema 3.1.3, sabemos que ∩∞k=1Am,k es un conjunto denso en H(X). Sea
f ∈ ∩∞k=1Am,k para la cual existe un ciclo atractor {x1, f(x1), . . . , fm−1(x1)}. Entonces
para cada xi := f i(x1), 0 ≤ i ≤ m − 1, existe un entorno U i

0 tal que (fmj(x))j≥1
converge a xi, para todo x ∈ U0.
Ahora bien, por el Teorema 3.1.3, también sabemos que los puntos periódicos de f
de período m son densos en Ffm . Así que dado xi ∈ Ffm y dado el entorno U i

0, existe
yi ∈ Per(f,m) ∩ U i

0, yi 6= xi. Por definición tenemos que fmj(yi) = yi para todo
j ≥ 1 y en consecuencia, la sucesión (fmj(yi))j≥1 no converge a xi contradiciendo la
condición de punto fijo atractor. Esta contradicción demuestra el teorema.

Observación 3.1.5. Un observación importante es notar que el Teorema 3.1.3
muestra que para casi todas las funciones en H(X) (respectivamente en C(X) y en
CO(X)) tenemos una conclusión más fuerte que la dada por el teorema del punto fijo
de Brouwer (Teorema 2.2.4). En efecto, el Teorema 3.1.3 implica que casi todas las
funciones en H(X) (respectivamente en C(X), en CO(X)) no sólo tienen un punto
fijo sino un conjunto perfecto de puntos fijos (y en consecuencia son no numerables).

Observación 3.1.6. Si bien para casi todas las funciones f ∈ H(X) no existen ciclos
atractores, el conjunto de funciones en H(X) que tienen un punto fijo atractor es
denso en H(X). Para ello, fijamos f ∈ H(X) y ε > 0. Se deduce de la demostración
del Teorema 3.1.3 que el conjunto de funciones que tienen puntos fijos en IntX es
denso en H(X). Por lo tanto, existe una función g ∈ H(X) que tiene un punto fijo
x0 ∈ IntX y que satisface d(g, f) < ε

2 . Como X es localmente contráctil en x0 (por
ser convexo), existe una función h ∈ H(X) con d(h, g) < ε

2 , para la cual x0 es un
punto fijo atractor ( [9], página 138). Esto prueba la afirmación.

3.2. Propiedades topológicas del conjunto de pun-
tos periódicos

El objetivo de esta sección es mostrar algunas propiedades topológicas del conjunto
de puntos periódicos. Veremos que para casi todas las funciones f ∈ H(X), el conjunto
de puntos periódicos de f tiene infinitas componentes conexas, es un conjunto nunca
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denso y nunca cerrado, y es denso en el conjunto de puntos no errantes de f . En
particular, vamos a a obtener que para casi todas las funciones f ∈ H(X), toda
órbita {f j(x); j ∈ Z} (x ∈ X) es nunca densa en X.

Proposición 3.2.1. Casi todas las funciones f ∈ H(X) tienen la propiedad que el
conjunto de puntos periódicos de f con período m es denso en el conjunto de todos
los puntos periódicos de f con período q, para todo q que divida a m.

Demostración. Fijamos m ≥ 1 y consideramos Am,k (m, k ∈ N) definido como en la
demostración del Teorema 3.1.3.
Afirmamos que cada f ∈ ∩∞k=1Am,k verifica la propiedad. En efecto, como Per(f, q) ⊂
Ffq ⊂ Ffm , si q divide a m, Per(f,m) es denso en Per(f, q) como consecuencia del
Teorema 3.1.3.

Proposición 3.2.2. (a) Sea m ∈ N. Para casi todas las funciones f ∈ H(X), el
conjunto de puntos periódicos de f con período m tiene infinitas componentes
conexas.

(b) Para casi todas funciones f ∈ H(X), el conjunto de puntos periódicos de f
tiene infinitas componentes conexas.

Demostración. La demostración se deduce esencialmente de la prueba del Teorema
3.1.3. Si f ∈ ∩∞k=1Am,k, para cada k ≥ 1 tenemos B1, B2, . . . , Br bolas cerradas y
disjuntas tales que

Bj, f(Bj), . . . , fm−1(Bj) son disjuntos dos a dos y fm(Bj) ⊂ IntBj (1 ≤ j ≤ r).

Como para todo x ∈ Ffm , existe un entorno abierto Ux con diamUx <
1
k
, que contiene

al menos dos Bj distintos, tenemos que r := r(k) y por lo tanto r → +∞ cuando
k → +∞. De esta manera, encontramos una sucesión de bolas cerradas disjuntas
dos a dos B1, B2, . . . ⊂ IntX de manera que

Bj, f(Bj), . . . , fm−1(Bj) son disjuntos dos a dos y fm(Bj) ⊂ IntBj, para todo j ≥ 1.

Esto implica (a).
Obviamente, (b) se deduce de (a). De hecho, para cada m ∈ N fijo, las bolas cerradas
B1, B2, . . . , Br contienen únicamente puntos periódicos de f de período m.

En el siguiente teorema, usaremos el resultado de Halpern [10] establecido en la
introducción (Teorema 1.3.2).

Teorema 3.2.3. Para casi todas las funciones f ∈ H(X), el conjunto de puntos no
errantes de f es nunca denso en X.

Demostración. Para cada función f ∈ H(X), consideramos Ωf , el conjunto de puntos
no errantes de f .
Sea (Bk)k≥1 una base numerable para la topologia de IntX que consiste de bolas
abiertas. Para cada k ≥ 1, sea Rk := {f ∈ H(X) : Ωf ⊃ Bk}.
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Por el resultado de Halpern [10], cada Rk es nunca denso. Luego, A := ∪∞k=1Rk es
de primera categoría. Más precisamente, para cada función f ∈ H(X)− A,

Bk * Ωf para todo k ≥ 1,

y por lo tanto Ωf es nunca denso.

Dada f ∈ H(X), recordemos que la órbita de un punto x ∈ X respecto de f es
Orb(f, x) := {f j(x) : j ∈ Z}. Por lo tanto, Orb(f, x) ⊂ Ωf . También, claramente
tenemos que Per(f) ⊂ Ωf

Así obtenemos los siguientes resultados:

Corolario 3.2.4. Para casi todas las funciones f ∈ H(X), el conjunto de puntos
periódicos de f es nunca denso en X.

Corolario 3.2.5. Para casi todas las funciones f ∈ H(X), toda órbita Orb(f, x)
(x ∈ X) es nunca densa en X.

Definición 3.2.6. Sea Y ⊂ Rn. Decimos que Y es cerrado en alguna parte si Y = ∅
o si existe un abierto V ⊂ Rn tal que Y ∩ V es cerrado y no vacío en V .
Así mismo, decimos que Y es nunca cerrado si no es cerrado en alguna parte.

Notemos que Y es nunca cerrado si y sólo sí Y 6= ∅ y Y − Y es denso en Y .

Teorema 3.2.7. Para casi todas las funciones f ∈ H(X), el conjunto de puntos
periódicos de f es nunca cerrado.

Demostración. Sea Am,k (m, k ∈ N) definido como en la demostración del Teorema
3.1.3. En esta demostración aplicamos técnicas similares a las utilizadas anteriormente
para construir una sucesión de puntos periódicos con un punto de acumulación no
periódico.
Comenzamos fijando

f ∈
⋂
m,k

Am,k

y sean a0 ∈ Per(f) y ε > 0. Tenemos que encontrar un w ∈ Per(f)− Per(f) tal que
||w− a0|| < ε. Para este propósito, sea q el período de a0. Por definición del conjunto
Am,k, existe una bola cerrada D1 ⊂ Int(X) ∩B(a0; ε) tal que

D1, f(D1), . . . , f 2q−1(D1) son disjuntos dos a dos y f 2q(D1) ⊂ Int(D1).

Sea d1 > 0 la distancia mínima entre los conjuntos D1, f(D1), . . . , f 2q−1(D1). Elegi-
mos un punto periódico de f , a1 ∈ IntD1, de período 2q.
Como antes, existe una bola cerrada D2 ⊂ IntD1 tal que

D2, f(D2), . . . , f 22q−1(D2) son disjuntos dos a dos y f 22q(D2) ⊂ Int(D2).
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Análogamente, sea d2 > 0 la distancia mínima entre los conjuntos

D2, f(D2), . . . , f 22q−1(D2).

Elegimos un punto periódico de f , a2 ∈ IntD2, de período 22q y sea D3 ⊂ IntD2
una bola cerrada tal que

D3, f(D3), . . . , f 23q−1(D3) son disjuntos dos a dos y f 23q(D3) ⊂ Int(D3),

y así continuamos con este proceso.
La sucesión a0, a1, a2, . . . así construida tiene un punto de acumulación w ∈ D1 ⊂
B(a0; ε). Afirmamos que w no es un punto periódico de f . En efecto, supongamos
que este no es el caso. Sea m el período de w y tomamos t ∈ N tal que m ≤ 2tq − 1.
Sea 0 < r < dt

2 tal que

fm(B(w; r)) ⊂ B

(
w; dt2

)
.

Como w es un punto de acumulación de la sucesión (an)n≥1, existe s ≥ t tal que
as ∈ B(w; r). O sea,

||as − fm(as)|| < dt.

Por otra parte, como as ∈ Ds ⊂ Dt y m ≤ 2tq − 1, se deduce de la definición de dt
que

||as − fm(as)|| ≥ dt.

Con esta contradicción el teorema queda demostrado.

Observación 3.2.8. Sea m ≥ 2. Se deduce de la Proposición 3.2.1 que para casi
todas las funciones f ∈ H(X), el conjunto de puntos periódicos de f de período m es
cerrado en alguna parte pero no es cerrado.

De hecho, si tomamos el conjunto abierto V := ⋂
j|m,j 6=mX − Ffj como en la

demostración del Teorema 3.1.1, es inmediato que V ∩ Per(f,m) = V ∩ Ffm es
cerrado en V . Es decir, Per(f,m) es cerrado en alguna parte.
Sin embargo, Per(f,m) no puede ser cerrado. Si lo fuera, por la Proposición 3.2.1,
tendríamos que Per(f, q) ⊂ Per(f,m) para todo q que divide am, lo cual es imposible.

Teorema 3.2.9. Para casi todas las funciones f ∈ H(X), el conjuntos de puntos
periódicos de f es denso en el conjunto de puntos no errantes de f .

Demostración. Para toda función f ∈ H(X) ya sabemos que Per(f) ⊂ Ωf . Veamos
que para casi todas la funciones f ∈ H(X) se verifica Per(f) ⊃ Ωf .
Sea k ∈ N, decimos que una función f ∈ H(X) tiene la propiedad Pk si existen
finitas bolas cerradas disjuntas B1, . . . , Br ⊂ IntX y si existen números naturales
m1, . . . ,mr ∈ N tales que:

(i) Para cada 1 ≤ j ≤ r, fmj (Bj) ⊂ IntBj;
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(ii) Para cada 1 ≤ j ≤ r, diamBj <
1
4k ;

(iii) Para cada x ∈ Ωf , existe 1 ≤ jx ≤ r tal que dist ({x}, Bjx) < 1
k
.

Para cada k ∈ N, sea

Ak := {f ∈ H(X) : ∃ Uf entorno abierto de f tal que si g ∈ Uf , g satisface Pk}.

Mostraremos que los conjuntos Ak son abiertos y densos en H(X). A partir de alli,
el resultado es inmediato ya que H(X) es un espacio de Baire. A diferencia de las
demostraciones anteriores, acá probamos la densidad por reducción al absurdo.
Obviamente, cada Ak es abierto.
Además, el conjunto de puntos periódicos de cada

f ∈
∞⋂
k=1

Ak

es denso en el conjunto de puntos no errantes de f .
Para probarlo, sea x ∈ Ωf − Per(f) y sea U ⊂ X un entorno abierto de x. Como
f ∈ ⋂∞k=1Ak, f satisface la propiedad Pk para todo k ≥ 1. Es decir, existen bolas
cerradas disjuntas B1, . . . , Br ⊂ IntX y existen números naturales m1, . . . ,mr ∈ N
tales que se cumplen (i), (ii) y (iii). Como x ∈ Ωf , existe 1 ≤ jx ≤ r, tal que
dist ({x}, Bjx) < 1

k
y diamBjx <

1
4k . Entonces, tomando k suficientemente grande,

podemos asegurar que Bjx ⊂ U . A su vez, por el teorema del punto fijo de Brouwer
(Teorema 2.2.4), sabemos que existe x0 ∈ Bjx tal que fmjx (x0) = x0. Por lo tanto,
x0 ∈ Per(f) ∩ U , como queriamos ver.
Nos queda ver que cada Ak es denso en H(X). Fijemos k ≥ 1 y supongamos que Ak
no es denso en H(X). O sea, existe un abierto no vacío D de H(X) con D ∩Ak = ∅.
Afirmamos que existen bolas cerradas B1, B2, . . . ⊂ IntX, funciones f1, f2, . . . ∈ D y
números naturales m1,m2, . . . ∈ N tales que:

(a) diamBj <
1
4k (j ≥ 1);

(b) dist(Bi, Bj) > 1
2k si 1 ≤ i ≤ j − 1 (j ≥ 1);

(c) fmi
j (Bi) ⊂ IntBi si 1 ≤ i ≤ j (j ≥ 1).

Procedemos por inducción en j. Sea g ∈ D y sea a ∈ X un punto fijo de g. Sea
t > 0 y sea b ∈ B(a; t) ∩ IntX de forma tal que g(b) ∈ B(a; t). Tomamos φ ∈ H(X)
tal que

φ(g(b)) = b y φ(x) = x para todo x ∈ X − (B(a; t) ∩ IntX).

Así, h := φ ◦ g ∈ H(X) y como h(b) = φ(g(b)) = b, b es un punto fijo de h que
pertenece al interior de X. Así mismo, si tomamos t > 0 suficientemente pequeño
también tenemos que h ∈ D.
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Ahora, tomamos η > 0 tal que B(b; 2η) ⊂ IntX y sea γ ∈ (0, η) tal que

h(B(b; γ)) ⊂ B(b; η).

Sea ϕ un homeomorfismo creciente del [0, 1] tal que ϕ
(

1
2

)
= γ

η
y definimos

ψ(x) := ϕ

(
||x− b||

2η

)
(x− b) + b para x ∈ B(b; 2η).

Como siempre, extendemos ψ a X escribiendo ψ(x) = x para todo x ∈ X−B(b; 2η).
En consecuencia, si llamamos f1 := h ◦ ψ, m1 := 1 y B1 := B(b; η), se sigue que

fm1
1 (B1) = h(ψ(B(b; η))) ⊂ h(B(b; γ)) ⊂ B(b; η) = IntB1.

En particular, si elegimos η > 0 suficientemente pequeño, podemos garantizar que
f1 ∈ D, ya que ψ = idx en X −B(b; 2η); y diamB1 <

1
4k .

Luego, (a), (b) y (c) se verifican para j = 1.
Ahora supongamos que las bolas cerradas B1, . . . , Bj0 , las funciones f1, . . . , fj0 y los
números naturales m1, . . . ,mj0 ya fueron definidos de manera tal que (a), (b) y (c)
se cumplen para 1 ≤ j ≤ j0 y encontremos Bj0+1, fj0+1 y mj0+1.
Como fj0 ∈ D ⊂ H(X) − Ak, existe una función g ∈ H(X) que no cumple la
propiedad Pk y que está tan cerca de fj0 de manera que g ∈ D y

gmi(Bi) ⊂ IntBi para 1 ≤ i ≤ j0 (2)

Entonces, (i) y (ii) se verifican con r = j0 y f = g. Como g no tiene la propiedad
Pk, existe a ∈ Ωg tal que

dist(Bi, {a}) ≥
1
k
para 1 ≤ i ≤ j0. (3)

Fijamos t > 0 y sea s ≥ 1 y sea b ∈ B(a; t) ∩ IntX tal que gs(b) ∈ B(a; t).
Sea mj0+1 ≥ 1 el menor número natural tal que

gmj0+1(b) ∈ B(a; t).

Igual que antes, tomamos φ ∈ H(X) tal que

φ(gmj0+1(b)) = b y φ(x) = x para todo x ∈ X − (B(a; t) ∩ IntX).

Entonces, h := φ ◦ g ∈ H(X) y b ∈ IntX es un punto periódico de h con período
mj0+1.
A su vez, si tomamos t > 0 suficientemente pequeño también tenemos que ||b−a|| <
1
4k , h ∈ D y h satisface (2) en lugar de g.
Ahora, si cambiamos h en una bola B(b; 2η) con η > 0 suficientemente pequeño (de
forma similar a la usada en la construcción de f1), podemos conseguir una función
fj0+1 ∈ H(X) muy cerca de h y una bola Bj0+1 centrada en b de manera tal que

f
mj0+1
j0+1 (Bj0+1) ⊂ IntBj0+1.
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Si elegimos η > 0 suficientemente pequeño también podemos garantizar que
diamBj0+1 <

1
4k , fj0+1 ∈ D y fj0+1 satisfrace (2) en lugar de g. Como ||b− a|| < 1

4k ,
(3) implica que

dist(Bi, Bj0+1) > 1
2k para 1 ≤ i ≤ j0.

En conclusión, (a), (b) y (c) se cumplen para 1 ≤ j ≤ j0 + 1. Esto prueba nuestra
afirmación.
Por último, por la condición (b), existen infinitas bolas cerradas contenidas en X
cuyas distancias entre sí siempre es mayor a 1

2k . Esto es imposible y por lo tanto, el
teorema queda demostrado.

Corolario 3.2.10. Para casi todas las funciones f ∈ H(X) el conjunto de puntos
recurrentes de f y el conjunto de puntos no errantes de f no tienen puntos aislados.

Demostración. El resultado es inmediato para el caso de Ωf , por el Teorema 3.2.9.
Por otro lado, si f j(x) = x para algún j ≥ 1, entonces se tiene el resultado por el
Teorema 3.1.3. En otro caso, directamente tomamos la sucesión (f j(x))j≥1.

3.3. Puntos periódicos y medida de Lebesgue
Como última sección de este capítulo mostramos que para casi todas las funciones
f ∈ H(X) el conjunto de puntos periódicos de f tiene medida de Lebesgue cero.
En lo que sigue, µ denota la medida de Lebesgue en Rn. Dada f ∈ H(X), m ∈ N e
Y ⊂ X, denotamos P (f,m, Y ) al conjunto de puntos periódicos de f de período m
que están en Y .

A pesar de que casi todas las funciones f ∈ H(X) tienen no numerables pun-
tos periódicos de período m, para cada m ≥ 1, el Teorema 3.3.1 muestra para que
casi todas las funciones f ∈ H(X), el conjunto de puntos periódicos de f es muy
pequeño en el sentido de la medida.

Teorema 3.3.1. Para casi todas las funciones f ∈ H(X), el conjunto de puntos
periódicos de f tiene medida de Lebesgue cero.

Para poder probar este teorema, vamos a precisar el siguiente resultado:

Lema 3.3.2. Para cada subconjunto abierto no vacío W ⊂ IntX y para cada ε > 0,
existe un subconjunto medible Z ⊂ W tal que µ(Z) < ε, W −Z es abierto y se cumple
la siguiente propiedad:

(*) Existe una familia Φ no numerable de homeomorfismos ϕ : X → X tal que
ϕ(x) = x para todo x ∈ (X −W ) ∪ Z, que verifican

ϕ(x) 6= ψ(x) para todo x ∈ W − Z, siempre que ϕ, ψ ∈ Φ y ϕ 6= ψ.
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Demostración. Sean C1, . . . , Cr n-cubos abiertos disjuntos contenidos enW de forma
tal que

µ(W − (C1 ∪ · · · ∪ Cr)) < ε.

Fijamos un homeomorfismo φj : Cj → B(0; 1) (1 ≤ j ≤ r). Para cada t ∈ (0, 1), sea
ψt : B(0; 1)→ B(0; 1) el homeomorfismo dado por

ψt(x) =

2tx, si 0 ≤ ||x|| ≤ 1
2 ;(

2t−1
||x|| − 2t+ 2

)
x, si 1

2 ≤ ||x|| ≤ 1.

Definimos ϕt ∈ H(X):

ϕt(x) =

φ
−1
j (ψt(φj(x))), si x ∈ Cj para algún 1 ≤ j ≤ r;
x, si x ∈ X − (C1 ∪ · · · ∪ Cr).

Es inmediato verificar que el conjunto

Z = (W − (C1 ∪ · · · ∪ Cr)) ∪ {φ−1
1 (0), . . . , φ−1

r (0)}

y la familia
Φ = {ϕt : t ∈ (0, 1)}

tiene las propiedades buscadas.

Demostración (del Teorema 3.3.1). Comenzamos considerando para cada m, k ∈ N,

Am,k :=
{
f ∈ H(X) : µ(Ff ∪ Ff2 ∪ · · · ∪ Ffm) < 1

k

}
.

La idea de esta demostración es probar que los conjuntos Am,k son abiertos y densos.
Para ello, utilizando el Lema 3.3.2, conseguiremos una sucesión finita de funciones
y de conjuntos que preservan la medida de los conjuntos de puntos periódicos y de
puntos fijos.
Supongamos que Am,k es no vacío. Dada f ∈ Am,k, podemos encontrar un conjunto
abierto U tal que Ff ∪ Ff2 ∪ · · · ∪ Ffm ⊂ U y µ(U) < 1

k
. Como X − U es compracto,

existe c > 0 tal que

||f j(x)− x|| ≥ c para todo x ∈ X − U y para todo 1 ≤ j ≤ m.

Entonces, si g ∈ H(X) está suficientemente cerca de f , Fg ∪ Fg2 ∪ · · · ∪ Fgm ⊂ U y
por lo tanto g ∈ Am,k. Esto prueba que Am,k es abierto.
Claramente, el conjunto de puntos periódicos de cada

f ∈
⋂
m,k

Am,k

tiene medida cero. De hecho, como µ(Ff ∪ Ff2 ∪ · · · ∪ Ffm) < 1
k
para todo k ∈ N, se

sigue que µ(Per(f,m)) = 0. Por lo tanto,

µ(Per(f)) = µ(
⋃
m≥1

Per(f,m)) ≤
∑
m≥1

µ(Per(f,m)) = 0.
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Nos resta ver que cada Am,k es denso en H(X). Esto lo veremos por inducción en
m ∈ N. Comenzamos primero asumiendo que ya tenemos el resultado para m = 1
o bien para m ≥ 2 y que Am−1,k es denso en H(X) para todo k ≥ 1. Tenemos que
probar que Am,k es denso en H(X) para todo k ≥ 1.
Para esto, fijamos k ≥ 1, f ∈ H(X) y ε > 0. Por hipótesis inductiva, existe una
función g ∈ H(X) tal que

d(g, f) < ε

2 y µ(Fg ∪ Fg2 ∪ · · · ∪ Fgm−1) < 1
k

(si m = 1, simplemente tomamos g := f).
Sea η := 1

k
− µ(Fg ∪ Fg2 ∪ · · · ∪ Fgm−1) > 0 y sea δ > 0 tal que

diam g(B(x; δ) ∩X) < ε

2 para cada x ∈ X. (4)

Escribimos B := P (g;m; IntX). Para cada y ∈ B, sea Vy una bola abierta centrada
en y, de radio menor a δ tal que Vy ⊂ X y, para cada 0 ≤ i ≤ m− 1, los conjuntos

g−i(Vy), g−i+1(Vy), . . . , g−i+m−1(Vy)

son disjuntos dos a dos.
Como (Vy)y∈B es un cubrimiento por abiertos de B, podemos extrer un subcubri-
miento numerable; digamos

B ⊂
∞⋃
s=1

Vys .

Llamamos

U1 := Vy1 y Uj := Vyj
− (Vy1 ∪ · · · ∪ Vyj−1) (j ≥ 2).

Entonces los conjuntos Uj son abiertos, disjuntos y

µ

B − ∞⋃
j=1

Uj

 = 0.

Elegimos t ∈ N tal que µ(B − (U1 ∪ · · · ∪ Ut)) < η
2 .

Achicando los conjuntos Uj si hace falta, podemos encontrar conjuntos abiertos
W1, . . . ,Wt tales que Wj ⊂ Uj (1 ≤ j ≤ t) y

µ(B − (W1 ∪ · · · ∪Wt)) <
η

2 .

Como Wj ⊂ Vyj
, se deduce que los conjuntos

g−i(Wj), g−i+1(Wj), . . . , g−i+m−1(Wj)

son disjuntos dos a dos, para cada 0 ≤ i ≤ m− 1.
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Ahora tomamos W ′
1 := W1. Por el Lema 3.3.2, existe un conjuntos medible Z1 ⊂ W

′
1

tal que µ(Z1) < η
2t , W

′
1 − Z1 es abierto y existe una familia no numerable Φ1 de

H(X) con las propiedades enunciadas en (∗).
Escribimos

H1 := (W ′

1 − Z1) ∪ g−1(W ′

1 − Z1) ∪ · · · ∪ (g−1)m−1(W ′

1 − Z1).

Claramente, para cada ϕ ∈ Φ1,

Fg◦ϕ ∪ · · · ∪ F(g◦ϕ)m−1 = Fg ∪ · · · ∪ Fgm−1

ya que ϕ(x) = x para todo x ∈ (X −W ′
1) ∪ Z1 y gi no tiene puntos fijos en W ′

1 para
0 ≤ i ≤ m− 1. De hecho, gi no tiene puntos fijos en Vy1 para 0 ≤ i ≤ m− 1.
Por la misma razón tenemos que

P (g ◦ ϕ;m; IntX −H1) = P (g;m; IntX −H1).

Además, como

P (g ◦ ϕ;m;H1) ∩ P (g ◦ ψ;m;H1) = ∅ si ϕ, ψ ∈ Φ1 y ϕ 6= ψ,

existe ϕ1 ∈ Φ1 tal que
µ(P (g ◦ ϕ1;m;H1)) = 0.

Definimos h1 := g ◦ ϕ1 ∈ H(X), como antes tenemos que

Fh1 ∪ · · · ∪ F(h1)m−1 = Fg ∪ · · · ∪ Fgm−1

y

P (h1;m; IntX) = P (g;m; IntX −H1) ∪ P (h1;m;H1)
⊂ (B −W1) ∪ Z1 ∪R1,

donde R1 := P (h1;m;H1) tiene medida cero.
Ponemos

F1 := H1 ∪ g(W ′

1 − Z1) ∪ · · · ∪ gm−1(W ′

1 − Z1).

Así, los conjuntos

h−i1 (W2 − F1), h−i+1
1 (W2 − F1), . . . , h−i+m−1

1 (W2 − F1)

son disjuntos dos a dos, para cada 0 ≤ i ≤ m− 1.
Luego, existe un conjunto abierto W ′

2 ⊃ W2 − F1 tal que

W
′
2 ⊂ Vy2 , W

′
2 ∩W

′

1 = ∅, W ′

2 ∩Wj = ∅ para 3 ≤ j ≤ t

y para cada 0 ≤ i ≤ m− 1, los conjuntos

h−i1 (W ′
2), h−i+1

1 (W ′
2), . . . , h−i+m−1

1 (W ′
2) son disjuntos dos a dos.
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Argumentando como antes, existe un conjunto medible Z2 ⊂ W
′
2 tal que µ(Z2) < η

2t ,
W
′
2 − Z2 es abierto, y existe una función ϕ2 ∈ H(X) tal que

ϕ2(x) = x para todo x ∈ (X −W ′

2) ∪ Z2

y
µ(P (h1 ◦ ϕ2;m;H2)) = 0,

donde
H2 := (W ′

2 − Z2) ∪ h−1
1 (W ′

2 − Z2) ∪ · · · ∪ (h−1
1 )m−1(W ′

2 − Z2).

Ahora tomamos h2 := h1 ◦ ϕ2 ∈ H(X). Luego,

Fh2 ∪ · · · ∪ Fhm−1
2

= Fh1 ∪ · · · ∪ Fhm−1
1

y

P (h2;m; IntX) = P (h1;m; IntX −H2) ∪ P (h2;m;H2)
⊂ (B − (W1 ∪W2)) ∪ Z1 ∪ Z2 ∪R1 ∪R2,

donde R2 := P (h2;m;H2) tiene medida cero.
De esta manera, si escribimos

F2 := H2 ∪ h1(W ′

2 − Z2) ∪ · · · ∪ hm−1
1 (W ′

2 − Z2),

y consideramos un conjunto abierto W ′
3 ⊃ W3 − (F1 ∪ F2) tal que

W
′
3 ⊂ Vy3 ,W

′

3 ∩W
′
j = ∅ para j ∈ {1, 2}, W ′

3 ∩Wj = ∅ para 4 ≤ j ≤ t

y para cada 0 ≤ i ≤ m− 1, los conjuntos

h−i2 (W ′
3), h−i+1

2 (W ′
3), . . . , h−i+m−1

2 (W ′
3) son disjuntos dos a dos.

Continuando con este proceso inductivamente obtenemos una función h := ht ∈
H(X) tal que

Fh ∪ · · · ∪ F(h)m−1 = Fg ∪ · · · ∪ Fgm−1

y
P (h;m; IntX) ⊂ (B − (W1 ∪ · · · ∪Wt)) ∪ Z1 ∪ · · · ∪ Zt ∪R1 ∪ · · · ∪Rt,

donde µ(Zj) < η
2t y µ(Rj) = 0 para todo 1 ≤ j ≤ t. Entonces,

µ(Fh ∪ · · · ∪ Fhm) = µ(Fg ∪ · · · ∪ Fgm−1) + µ(P (h;m; IntX)) < (1
k
− η) + η = 1

k
,

y en consecuencia, h ∈ Am,k.
Además, como

h(x) = g(x) para todo x ∈ X − (W ′

1 ∪ · · · ∪W
′

t ),
h(W ′

j ) = g(W ′

j ) y W
′

j ⊂ Vyj
(1 ≤ j ≤ t),

se sigue de (4) que d(h, g) < ε
2 .

Por lo tanto, d(h, f) < ε, lo que completa la demostración.
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Capítulo 4

Condiciones Iniciales y Atractores

El objetivo de este capítulo es estudiar la sensibilidad a condiciones iniciales en
subconjuntos de X con distintas propiedades. Al mismo tiempo, analizamos la
existencia de atractores uniformes y atractores extraños.

4.1. Sensibilidad a Condiciones Iniciales
En esta primera parte, probamos que casi todas las funciones en H(X) no son
sensibles a condiciones iniciales en cualquier subconjunto denso en alguna parte de
X. Por otra parte, veremos que casi todas las funciones f ∈ H(X) son sensibles a
condiciones iniciales en infinitos subconjuntos no numerables de X que son disjuntos
dos a dos, conexos e invariantes por f . Adicionalmente, obtendremos que para
casi todas las funciones f ∈ H(X), la familia {fk : k ≥ 1} es equicontinua en un
subconjunto denso Gδ de X.

Definición 4.1.1. Sea f ∈ H(X) y sea Y ⊂ X, decimos que f es sensible a
condiciones iniciales en Y si existe δ > 0 tal que para todo y ∈ Y y ε > 0, existe
x ∈ X con ||x− y|| < ε y existe k ≥ 1 de manera tal que

||fk(x)− fk(y)|| ≥ δ.

Definición 4.1.2. Decimos que un subconjunto Y de Rn es denso en alguna parte
si Y tiene interior no vacío.

Teorema 4.1.3. Casi todas las funciones f ∈ H(X) no son sensibles a condiciones
inciales en cualquier subconjunto de X que sea cerrado en alguna parte.

Demostración. Sea z1, z2, . . . , una sucesión densa en IntX. Para cada r, k ∈ N, sea
Ar,k el conjunto de las funciones f ∈ H(X) para las cuales existe una bola cerrada
B ∈ IntX y existen números enteros q ≥ 0 y m ≥ 1 tales que

(i) f q(zk) ∈ IntB;

(ii) fm(B) ⊂ IntB;
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(iii) diam f i(B) < 1
r
para 0 ≤ i ≤ m− 1.

Supongamos que cada Ar,k es no vacío. Fijamos r, k ∈ N y tomamos f ∈ Ar,k.
Como H(X) es un grupo topológico, si g ∈ H(X) está suficientemente cerca de f , se
verifican las condiciones (i), (ii) y (iii) para g en el lugar de f . Por lo tanto, Ar,k es
abierto.
Sea f ∈ ⋂r,k Ar,k una función sensible a condiciones iniciales en un subconjunto
Y ⊂ X denso en alguna parte.
Fijamos k ≥ 1 tal que zk ∈ Y . Para cada r ≥ 1, como f ∈ Ar,k, existe una bola
cerrada Br ⊂ IntX y existen números enteros qr ≥ 0 y mr ≥ 1 tales que (i), (ii) y
(iii) se cumplen con Br, qr y mr en lugar de B, q y m, respectivamente.
Sea εr > 0 tal que

B(zk; εr) ⊂ X, f qr(B(zk; εr)) ⊂ Br y diam f i(B(zk; εr)) <
1
r
para 0 ≤ i ≤ qr − 1.

Entonces,
diam f i(B(zk; εr)) <

1
r
para todo i ≥ 1.

Esto contradice el hecho que f es sensible a condiciones iniciales en Y .
Por último, veamos que cada Ar,k es denso en H(X).
Para probarlo, fijamos r, k ∈ N, f ∈ H(X), ε > 0 y elegimos 0 < α < 1

r
. Sea a un

punto de acumulación de la sucesión (f j(zk))j≥0 y sea p ≥ 1 tal que

fp(zk) ∈ B(a;α).

Eligimos γ > 0 tal que

B(fp(zk); 2γ) ⊂ B(a;α) ∩ IntX

y tomamos un punto b ∈ B(fp(zk); γ)−Orb(f, zk) tal que f s(b) ∈ B(a;α) para algún
s ≥ 1.
Sea m ≥ 1 el menor número entero tal que

fm(b) ∈ B(a;α).

Sea φ ∈ H(X) tal que
φ(fm(b)) = b

y
φ(x) = x para todo x ∈ (X −B(a;α) ∩ IntX) ∪ {zk, . . . , f p(zk)}.

Definimos g := φ ◦ f ∈ H(X). Entonces,

g(x) = f(x) si x ∈ (X −B(a;α) ∩ IntX) ∪ {zk, . . . , f p(zk)}

y b ∈ Per(g,m). Sea q ≥ 0 el menor número entero tal que

gq(zk) ∈ B(b; γ).
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Notar que q ≤ p. Elegimos una bola B centrada en b de manera que

gq(zk) ∈ IntB y B ⊂ B(b; γ).

Como g(b), . . . , gm−1(b) /∈ B(b; γ), existe β > 0 tal que

B(b; γ), g(B(b; β)), . . . , gm−1(B(b; β)) son disjuntos dos a dos, gm(B(b; β)) ⊂ IntB

y
diam gi(B(b; β)) < 1

r
para 1 ≤ i ≤ m− 1.

Ahora, sea ϕ ∈ H(X) tal que

ϕ(B) ⊂ B(b; β) y ϕ(x) = x para todo x ∈ (X −B(b; γ)) ∪ {b}.

Entonces, si escribimos h := g ◦ ϕ ∈ H(X), tenemos que

hq(zk) = gq(zk) ∈ B,
hm(B) = hm−1(g(ϕ(B))) ⊂ gm(B(b; β)) ⊂ IntB

y
diam hi(B) ≤ diam gi(B(b; β)) < 1

r
para 1 ≤ i ≤ m− 1.

Además, por construcción diamB < 1
r
. Así concluímos que h ∈ Ar,k.

Si elegimos α > 0 es suficientemente pequeño podemos garantizar d(h, f) < ε. Esto
completa la demostración.

Notar que la demostración del Teorema 4.1.3 en realidad establece el siguiente
resultado:

Teorema 4.1.4. Para casi todas las funciones f ∈ H(X), la familia {f j : j ≥ 1} es
equicontinua en un subconjunto Gδ denso de X.

Recordamos que un conjunto Gδ en X es una intersección numerable de conjuntos
abiertos en X. La condición de equicontinuidad en nuestro caso se puede enunciar
de la siguiente manera:
Para todo x ∈ Gδ y para todo r > 0 existe un entorno Ur,x de x tal que f j(Ur,x) ⊂
B(f j(x); r) para todo j ≥ 1.

Demostración. Sea f ∈ ⋂r,k Ar,k y sea {zk}k≥1 una sucesión densa en IntX y veamos
que {f j : j ≥ 1} es una familia equicontinua en un subconjunto Gδ denso de X.
Primero verificamos la condición de equicontinuidad en el conjunto {zk}k≥1 denso en
X.
Para cada r, k ∈ N, sabemos que existe una bola cerrada B ⊂ IntX y existen
números enteros q ≥ 0 y m ≥ 1 tales que

45



(i) f q(zk) ∈ IntB;

(ii) fm(B) ⊂ IntB;

(iii) diam f i(B) < 1
r
para 0 ≤ i ≤ m− 1.

Fijamos r, k ∈ N y tomamos Uk ⊂ B entorno abierto de zk.
Al igual que en la demostración anterior, tenemos que

diam f i(Uk) <
1
r

si 0 ≤ i ≤ m.

Como fm+i(Uk) ⊂ f i(B) para 0 ≤ i ≤ m− 1, también obtenemos que

diam fm+i(Uk) <
1
r

si 0 ≤ i ≤ m− 1.

De esta manera, resulta que diam f i(Uk) < 1
r
para todo i ≥ 0.

Como f ∈ ⋂r,k Ar,k, este argumento lo podemos repetir para todo r ≥ 1. Es decir,
la familia {f j : j ≥ 1} es equicontinua en el conjunto {zk}k≥1.
Para concluir, consideramos el conjunto abierto

Br,k := {x ∈ X : ∃Uk entorno abierto de x tal que diam f i(Uk) <
1
r
∀ i ≥ 0}.

Llamamos
B :=

⋂
r≥1

⋃
k≥1

Br,k.

Claramente, B es un conjunto Gδ y como el conjunto {zk}k≥1 está contenido en B,
B es denso en X.

Recordemos que un subconjunto Y deX se dice invariante por una función f ∈ H(X)
si f(Y ) = Y .
En contraste con el Teorema 4.1.3, tenemos el siguiente teorema:
Teorema 4.1.5. Casi todas las funciones f ∈ H(X) son sensibles a condiciones
iniciales en infinitos subconjuntos de IntX disjuntos dos a dos, los cuales son no
numerables, conexos, cerrados e invariantes por f .

Demostración. Para comenzar, a partir de la demostración de la Proposición 3.2.2
sabemos que para casi todas las funciones f ∈ H(X) existe una sucesión de bolas
cerradas disjuntas B1, B2, . . . ⊂ X tales que

f(Bj) ⊂ IntBj para todo j ≥ 1.

Entonces, como la asignación f ∈ H(X) 7→ f−1 ∈ H(X) es un homeomorfismo, para
casi todas las funciones f ∈ H(X) existe una sucesión de bolas cerradas disjuntas
B1, B2, . . . ⊂ X tales que

f−1(Bj) ⊂ IntBj para todo j ≥ 1.
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Fijamos f ∈ H(X) y j ≥ 1. Por el teorema 3.1.3, podemos asumir que Ff no tiene
puntos aislados.
Escribimos

Fj := Bj − f−1(IntBj) e Ij :=
∞⋂
r1

⋃
k≥r

f−k(Fj).

Claramente, Ij es no vacío, cerrado e invariante por f .
El teorema de la curva de Jordan (Teorema 2.2.5), implica que Fj es conexo.
Como f−1(Bj) ⊂ IntBj,

f−k(Fj) ∩ f−k−1(Fj) 6= ∅ para todo k ≥ 1,

y por lo tanto, se deduce que ⋃k≥r f−k(Fj) es conexo para todo r ≥ 1. Esto implica
que Ij es conexo.
Como

Ij ⊂ f−2(Bj) y Fj ∩ f−2(Bj) = ∅,

se tiene que
δj := dist(Ij, Fj) > 0.

Ahora, sea w ∈ Ij. Para cada ε > 0, podemos encontrar y ∈ Fj y k ≥ 1 de forma
tal que

||f−k(y)− w|| < ε.

Sin embargo,
||y − fk(w)|| ≥ δj.

Esto prueba que f es sensible a la condiciones iniciales en Ij.
Para probar que Ij es no numerable, basta ver que Ij no es un conjunto unipuntual.
Supongamos que Ij = {a}. Elegimos un puntox Ff ∩ Int(Bj)− {a} y tomamos un
segmento L que une x con algún punto en BdBj de forma tal que a /∈ L. Pero como

⋃
k≥r

f−k(Fj) ∩ L 6= ∅ para todo r ≥ 1,

concluímos que Ij ∩ L 6= ∅. Contradicción.

4.2. Existencia de Atractores
En esta última sección, demostramos que casi todas las funciones en H(X) tienen
infinitos atractores uniformes disjuntos dos a dos que son conexos y tienen interior
no vacío. Por último, probamos que casi todas las funciones en H(X) no tienen
atractores con órbita densa y en particular, no tienen atractores extraños.
Fijemos f ∈ H(X) y recordemos algunas definiciones.
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Definición 4.2.1. (i) Un subconjunto A de X no vacío cerrado e invariante se
dice atractor si existe un entorno U0 de A tal que para cada x ∈ U0 y para cada
entorno U de A podemos encontrar kx,U ≥ 1 tal que

fk(x) ∈ U para todo k ≥ kx,U .

(ii) Un subconjunto A de X no vacío cerrado e invariante se dice atractor uniforme
si existe un entorno U0 de A tal que para cada x ∈ U0 y para cada entorno U
de A podemos encontrar kU ≥ 1 tal que

fk(U0) ⊂ U para todo k ≥ kU .

El teorema 3.1.2 implica que casi todas las funciones en H(X) no tiene atractores
finitos. Sin embargo, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 4.2.2. Casi todas las funciones f ∈ H(X) tienen infinitos atractores
uniformes {Aj}j∈J disjuntos dos a dos con las siguientes propiedades:

(a) Aj es conexo para todo j ∈ J ;

(b) Aj contiene un conjunto perfecto de puntos fijos para todo j ∈ J ;

(c) Aj contiene un conjunto abierto no vacío de puntos no periódicos para todo
j ∈ J ; en particular, Aj tiene interior no vacío (y por lo tanto µ(A) > 0) para
todo j ∈ J ;

(d) Aj contiene un conjunto no numerable, conexo, cerrado e invariante I tal que
f es sensible a las condiciones iniciales en I, para todo j ∈ J .

Demostración. Se sigue de la prueba del teorema 3.1.3, tomando m = 1, que casi
todas las funciones g ∈ H(X) tienen la siguiente propiedad:

(**) Para cada k ≥ 1, existen finitas bolas cerradas disjuntas D1, . . . , Dr ⊂ IntX
con g(Dj) ⊂ IntDj para 1 ≤ j ≤ r, de forma tal que cada x ∈ Fg tiene un
entorno abierto Ux con diam(Ux) < 1

k
, que contiene al menos dos Dj distintos.

Análogamente, como H(X) es un grupo topológico y en particular, invertir es un
homeomorfismo en H(X), deducimos que la propiedad (∗∗) también se cumple para
casi todas las funciones inversas g−1 ∈ H(X).
Así, tomamos f ∈ H(X) tal que tanto f como f−1 verifican (∗∗). Entonces, sabemos
existen bolas cerradas disjuntas B1, B2, . . . ⊂ IntX tales que

f(Bj) ⊂ IntBj para todo j ≥ 1.

Fijamos j ≥ 1 y tomamos
Aj :=

∞⋂
k=1

fk(Bj).

48



Claramente, Aj es no vacío, cerrado e invariante por f .
Consideramos U0 := IntBj entorno de Aj y sea U cualquier entorno abierto de Aj.
Afirmamos que existe kU ≥ 1 tal que

fk(U0) ⊂ U para todo k ≥ kU .

Supongamos que no es cierto. Entonces, fk(Bj) − U 6= ∅ para todo k ≥ 1, y así,
como fk(Bj) ⊂ fk−1(Bj) para todo k ≥ 1,

Aj − U =
∞⋂
k=1

(
fk(Bj)− U

)
6= ∅.

Como esto no puede ser, Aj es un atractor uniforme.
A su vez, debido a que fk(Bj) ⊂ fk−1(Bj) para todo k ≥ 1, Aj es conexo. Es decir,
se cumple la propiedad (a).
La propiedad (b) es inmediata por el Teorema 3.1.3.
Como f−1 satisface (∗∗), existe una bola cerrada B ⊂ IntBj tal que

f−1(B) ⊂ IntB.

Luego, Int(B)− f−1(B) es un conjunto no vacío abierto contenido en Aj . Afirmamos
que Int(B)− f−1(B) no contiene puntos periódicos de f . Si no fuera el caso, existe
x ∈ Per(f,m)∩ Int(B)− f−1(B). En ese caso, tenemos que fm(x) ∈ IntB. Entonces,
fm−1(x) ∈ f−1(B) ⊂ B y por lo tanto, fm−2(x) ∈ f−1(B) ⊂ B. Así sucesivamente,
llegamos a que x ∈ f−1(B), que es imposible. Esto prueba (c).
La propiedad (d) se sigue de la demostración del Teorema 4.1.5

Un problema que ha sido considerado por muchos matemáticos es la existencia
de atractores extraños (ver [4], [11] y [17], por ejemplo). En nuestro contexto, nos
podemos preguntar si casi todas las funciones en H(X) tienen o no un atractor
extraño. Vamos a obtener la respuesta en el siguiente Teorema 4.2.3.
Primero, veamos que queremos decir con atractor extraño en nuestro contexto. Sea
f ∈ H(X), un atractor A se dice extraño si contiene una orbita densa (futura) y si f
es sensible a condiciones iniciales en A.
Si combinamos las demostraciones del Teorema 3.1.3 y del Teorema 3.2.9, podemos
generalizar la conclusión del Teorema 3.1.2 de la siguiente manera:

Teorema 4.2.3. Casi todas las funciones f ∈ H(X) no tienen atractores con orbita
densa.

Demostración. Sea Am,k, (m, k ∈ N) definido en la demostración del Teorema 3.1.3.
Sea f ∈ H(X), tal que

f, f−1 ∈
⋂
m,k

Am,k
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y tal que Per(f) ⊃ Ωf .
Sea a ∈ X y tomamos A := Orb(f, a). Tenemos que probar que A no es un atractor.
Tenemos dos posibilidades:

CASO 1. A contiene algún punto periódico de f .
Seay ∈ A un punto periódico de f y sea q el período de y. Sea t ∈ N tal que

B(y; 1
t
) ∩X, f(B(y; 1

t
) ∩X), . . . , f q−1(B(y; 1

t
) ∩X)

son disjuntos dos a dos y

B(y; 1
t
) ∩X, f−1(B(y; 1

t
) ∩X), . . . , (f−1)q−1(B(y; 1

t
) ∩X)

son disjuntos dos a dos.
Dado j ≥ 1, como f ∈ Aq,jt, existe un entorno abierto Uy de y con diam(Uy) <
1
jt
, que contiene una bola cerrada Dj ⊂ X tal que y /∈ Dj,

Dj, f(Dj), . . . , f q−1(Dj) son disjuntos dos a dos y f q(Dj) ⊂ Int(Dj).

Como f−1 ∈ Aq,k para todo k ≥ 1, existe una bola cerrada Ej ⊂ IntDj tal que

Ej, f
−1(Ej), . . . , (f−1)q−1(Ej) son disjuntos dos a dos y (f−1)q(Ej) ⊂ IntEj.

Sea yj ∈ IntEj un punto periódico de f con período q. Supongamos que
tenemos f i0(a) ∈ Ej, para algún i0 ∈ Z, entonces

f i(a) ∈ Dj ∪ f(Dj) ∪ · · · ∪ f q−1(Dj) para todo i ≥ i0

y
f i(a) ∈ Ej ∪ f−1(Ej) ∪ · · · ∪ (f−1)q−1(Ej) para todo i ≤ i0,

lo que contradice el hecho que y ∈ A. Por lo tanto, yj /∈ A. Entonces, la sucesión
y1, y2, . . . construida cae en X − A, que consiste de puntos periódicos de f y
converge a y ∈ A. Esto implica que A no es atractor.

CASO 2. A no contiene puntos periódicos de f .
En este otro caso, fijamos un punto z ∈ X de acumulación de la sucesión
(f j(a))j≥0. Entonces, z ∈ A y z es un punto no errante de f .
Como los puntos periódicos de f son densos en el conjunto de puntos no errantes
de f , existe una sucesión (zj)j≥1 de puntos periódicos de f que converge a z.
Como A no contiene puntos periódicos de f , zj ∈ X − A para todo j ≥ 1.
Luego, A no puede ser atractor.

Corolario 4.2.4. Casi todas las funciones f ∈ H(X) no tienen atractores extraños.
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Conclusión

A modo de conclusión, incluimos algunos resultados de Bernardes [6], [7] que
generalizan los teoremas desarrollados en esta tesis. Naturalmente, los teoremas se
pueden extender en diferentes direcciones. Por un lado, podemos considerar que el
espacioX es un espacio topólogico más abstracto. Por otro lado, podemos extendernos
a funciones de C(X) y no solo homeomorfismos de H(X) como señalamos en la
Observación 3.1.4.
En lo que sigue supongamos que X es una variedad topológica de dimensión n,
n ≥ 1, compacta, metrizable, con (o sin) borde y sea d una métrica compatible con la
topología de X. Igual que antes, C(X) denota el espacio de funciones continuas de X
a X provisto de la topología de la convergencia uniforme y la expresión “casi todas
las funciones en H(X) tienen la propiedad P” significa que el conjunto de funciones
en H(X) que no satisfacen la propiedad P es de primera categoría en H(X).
Para comenzar, tenemos la siguiente generalización del Teorema 3.1.3:
Teorema. Para casi todas las funciones f ∈ C(X), Ffm es un conjunto perfecto y
Per(f,m) es denso en Ffm, para cada m ≥ 1.
En particular, casi todas las funciones en C(X) tienen no numerables puntos
periódicos de período m, para cada m ≥ 1.

Por otra parte, el siguiente resultado generaliza el Teorema 3.2.3:
Teorema. Para casi todas las funciones f ∈ C(X), el conjunto de puntos no errantes
de f es nunca denso en X.

Sea B(0; 1) ⊂ Rn, n ≥ 2. Entonces, tenemos que el siguiente teorema generaliza el
Teorema 3.3.1:
Teorema. Para casi todas las funciones f ∈ H(B(0; 1)), el conjunto de puntos no
errantes de f tiene medida de Lebesgue cero.

Por último, recordemos el Teorema 4.1.4:
Teorema. Para casi todas las funciones f ∈ H(B(0; 1)), la familia {f j : j ≥ 1} es
equicontinua en un subconjunto Gδ denso de B(0; 1).

Este resultado lo podemos extender de la siguiente manera:
Teorema. Casi todas las funciones f ∈ H(X) no son sensibles a condiciones iniciales
en subconjuntos Gδ densos de X.
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