
UNIVERSIDAD DE BUENOS AIRES
Facultad de Ciencias Exactas y Naturales

Departamento de Matemática

Tesis de Licenciatura

EL PROBLEMA DE LA REPRESENTACIÓN EN
M-CONJUNTOS

Francisco Antonio Vibrentis

Director: José Luis Castiglioni

18 de marzo de 2016





Agradecimientos

Primero quiero agradecer a mi familia por bancarme siempre en las decisiones que
tomé y por el apoyo moral y económico que me brindaron. También agradezco a los
Noya Iglesias y a los Yañez por hacerme sentir parte de la familia.

Gracias José Luis por aceptar ser el director de esta tesis y del proyecto que nos
espera. Gracias también Román y Ricardo por leer este trabajo.

Agradezco al programa de Becas Bicentenario, por permitirme dedicarme integra-
mente al estudio estos últimos años, y al CONICET por darme la posibilidad de seguir
estudiando. Agradezco también a la gente del CBC que me hizo crecer como docente.

Gracias a todos los compañeros de la facu con los que compartimos buenos y malos
momentos. Gracias Gastón, Mauri, Anita, Mariela, Euge, Mer, Lucho, Bru, Nati, Aye,
Sofi, Namis, Javi, Nahuel, Germán, Juanita y en especial, por acompañarme más de
cerca, gracias Mel, Batman y Fede.

Gracias Gallo, Conde, Skapa, Mauro y Jemi por aguantar mis locuras. Gracias a
Gaby y Mauro por los asados. Gracias Her por nuestras charlas. Gracias Cuesta, Ger,
Necu, Diego, Maita, Lau, Nati, Caro, Meli y sobre todo a Húngaro por los momentos
que compartimos.

Te agradezco infinitamente Noe, por ser mi compañera de vida, por todo el amor
que me das y porque una vez me dijiste: Creo en tus proyectos.

III





Índice general

Introducción 1

1. Preliminares 2
1.1. Funciones residuadas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
1.2. Operadores de clausura y categorías . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.3. Sistemas deductivos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

2. El problema de la representación 9
2.1. El problema de la representación en M-conjuntos . . . . . . . . . . . . 9
2.2. M-conjunto sin la REP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

3. Solución en M-conjuntos regulares y con variables graduadas 17
3.1. M-conjuntos regulares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
3.2. M-conjunto con variables graduadas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

4. Solución en A-Mod 25
4.1. Módulos sobre un retículo residuado completo . . . . . . . . . . . . . . 25
4.2. Principio de dualidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
4.3. A-módulos cíclicos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

5. Solución en M-Set 46
5.1. Categorías M-Set y P(M)-Mod . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

Bibliografía 54

V



Introducción

Block y Pigozzi introducen el concepto de sistemas deductivos algebrizables en
[Blo89]. Varias condiciones equivalentes surgen de este y otros trabajos, como por ejem-
plo [Gal09]. En un intento para abstraer esta noción a un marco más general para
unificar su estudio, Block y Jónsson introducen el concepto de los M-conjuntos en
[Blo06]. Aquí se abstrae la idea del monoide de sustituciones en un leguaje finitario,
como un monoide fijo actuando sobre un conjunto.

Al transladar la idea de ser algebrizable a este marco, dejan de valer las equivalencias
entre las condiciones que caracterizan la algebrabilidad. De aquí surge el problema de la
representación, que consiste en determinar qué condiciones debe cumplir un M-conjunto
para tener la propiedad de la representación (abreviada como REP), la cual describimos
a continuación. Un M-conjunto R tiene la REP si para todo M-conjunto S y todo par
de operadores de clausura estructurales, C sobre R y D sobre S, se tiene que toda
representación estructural de C en D es inducida por una transformación estructural
de R en S.

En el capítulo 1 veremos definiciones, notaciones y propiedades generales de funcio-
nes residuadas, operadores de clausura, teoría de categorías y sistemas deductivos. En el
capítulo 2 planteamos el problema de la representación en el marco de los M-conjuntos
y exponemos su origen.

En la primera sección del capítulo 3, veremos como Blok y Jónsson demuestran en
[Blo06], que los M-conjuntos regulares (M-conjuntos con base) tienen la REP. Luego,
en la segunda sección, veremos que los M-conjuntos con variable graduada también
tienen la REP. Esta condición suficiente, más débil que la anterior, fue probada por
Gil-Férez en [Gil11].

En el capítulo 4 veremos como Galatos y Tsinakis plantean y resuelven el problema
de la representación en la categoría de los módulos sobre un retículo residuado completo
A o A-módulos. Para esto, muestran en [Gal09], que los objetos de esta categoría que
tienen la REP son exactamente los onto-proyectivos, que coiciden con los proyectivos
por un resultado de [Gil09]. Por último, en el capítulo 5, veremos como en [Fon15], Font
y Moraschini resuelven completamente el problema de la representación en su contexto
original. Para esto, introducen los PpMq-módulos, y muestran que un M-conjunto R
tiene la REP como M-conjunto si y sólo si tiene la REP como PpMq-módulo.
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Capítulo 1

Preliminares

1.1. Funciones residuadas
Definición 1.1.1. Un retículo R es un conjunto parcialmente ordenado xR,¤y tal
que dados dos elementos x e y en R, existen

x_ y :� suptx, yu y x^ y :� inftx, yu.

Decimos que R es completo si existen supremos e ínfimos arbitrarios. Un elemento
x de un retículo completo R se dice compacto, si para todo subconjunto M � R tal
que x ¤

�
M , existe un subconjunto finito N � M tal que x ¤

�
N . Decimos que un

retículo completo es algebraico si todo elemento es supremo de compactos.

Definición 1.1.2. Dados dos conjuntos parcialmente ordenados R y S y una función
entre sus conjuntos subyacentes f : R Ñ S, decimos que f es residuada si existe
f� : S Ñ R tal que:

fpxq ¤ y ô x ¤ f�pyq

para todo x P R, y P S. En ese caso, decimos que f� es el residuo de f .

Observación 1.1.3. Si f : R Ñ S es residuada, su residuo f� es único y se puede
expresar:

f�pyq � maxtx P R : fpxq ¤ yu

para todo y P S.

Observación 1.1.4. Que f : RÑ S sea residuada con residuo f�, es equivalente a que
f y f� sean monótonas y que se cumpla que x ¤ f�fpxq para todo x P R y ff�pyq ¤ y
para todo y P S.

En efecto, supongamos que f es residuada. Sea x P R. Como fpxq ¤ fpxq, entonces
x ¤ f�fpxq. Sea y P S. Como f�pyq ¤ f�pyq, se tiene que ff�pyq ¤ y.
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Veamos que f es monótona. Sean x, x1 P R tal que x ¤ x1. Por lo que vimos antes,
x ¤ x1 ¤ f�fpx1q. Como f es residuada, entonces fpxq ¤ fpx1q.

De manera similar, veamos que f� es monótona. Sean y, y1 P S tal que y ¤ y1. Por
lo que vimos antes, ff�pyq ¤ y ¤ y1, y como f es residuada, f�pyq ¤ f�py1q.

Veamos ahora el recíproco. Sean x P R e y P S. Supongamos que fpxq ¤ y. Como
f� es monótona, f�fpxq ¤ f�pyq. Además, sabemos que x ¤ f�fpxq, de donde se sigue
que x ¤ f�pyq.

Supongamos que x ¤ f�pyq. Como f es monótona, entonces fpxq ¤ ff�pyq ¤ y.
Resulta que f es residuada con residuo f�.

Observación 1.1.5. Si R y S son retículos completos, las funciones residuadas f :
RÑ S son exactamente las funciones que preservan supremos arbitrarios, y sus residuos
preservan ínfimos arbitrarios.

En efecto, supongamos que f residuadada, en particular es monótona, entonces

xj ¤
ª
iPI

xi @j ñ fpxjq ¤ fp
ª
iPI

xiq @j ñ
ª
jPI

fpxjq ¤ fp
ª
iPI

xiq.

Por otro lado,

fpxjq ¤
ª
iPI

fpxiq @j ñ xj ¤ f�p
ª
iPI

fpxiqq @j ñ

ª
iPI

xj ¤ f�p
ª
iPI

fpxiqq ñ fp
ª
iPI

xjq ¤
ª
iPI

fpxiq.

Supongamos ahora que f preserva supremos arbitrarios. Definimos f� : S Ñ R como
f�pyq �

�
tz P R : fpzq ¤ yu. Entonces

fpxq ¤ y ñ x ¤
ª

tz P R : fpzq ¤ yu � f�pyq y

x ¤ f�pyq ñ f�pyq � f�pyq _ x ñ ff�pyq � ff�pyq _ fpxq ñ

fpxq ¤ ff�pyq � fp
ª

tz P R : fpzq ¤ yuq �
ª

tfpzq P R : fpzq ¤ yu � y.

Lema 1.1.6. Dados dos retículos R y S y una función residuada f : R Ñ S, se tiene
que fpf�fq � f y f�pff�q � f�.

Demostración. Sea x P R. Como f�fpxq � f�fpxq, fpf�fpxqq ¤ fpxq. Además, fpxq �
fpxq, y por lo tanto x ¤ f�fpxq y fpxq ¤ fpf�fpxqq. La otra igualdad se demuestra
de manera análoga.

Lema 1.1.7. Sea f : R Ñ S residuada. Son equivalentes:

1. f es inyectiva;
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2. f�f � idR;

3. f� es sobreyectiva.

También son equivalentes:

1. f es sobreyectiva;

2. ff� � idS;

3. f� es inyectiva.

En particular, si f es biyectiva, f� es residuada y es la inversa de f .

Demostración. Si se cumple f�f � idR, es inmediato que f es inyectiva y f� es so-
breyectiva. Supongamos que f es inyectiva. Supongamos que existe x P R tal que
f�fpxq � x, entonces fpf�fpxqq � fpxq, lo cual es absurdo por el Lema 1.1.6. Supon-
gamos ahora que f� es sobreyectiva. Para cada x P R existe y P S tal que f�pyq � x,
entonces f�fpxq � f�fpf�pyqq � f�pyq � x por el Lema 1.1.6. De forma análoga se
ven las otras equivalencias.

Si f es biyectiva, f�f � idR y ff� � idS. Veamos que f es el residuo de f�. Sean
x P R e y P S

f�pyq ¤ x ô f�pyq ¤ f�fpxq ô ff�pyq ¤ fpxq ô y ¤ fpxq.

Observación 1.1.8. Sean R, S y T retículos, y f : R Ñ S y g : S Ñ T funciones
residuadas. Entonces id�R � idR y pgfq� � f�g�. En efecto, sean x, y P R, entonces
idRpxq ¤ y ô x ¤ y ô x ¤ idRpyq. Luego, id�R � idR. Sean x P R y z P T , entonces
gfpxq ¤ z ô fpxq ¤ g�pzq ô x ¤ f�g�pzq.

Dado un conjunto parcialmente ordenado R � xR,¤y, podemos considerar el orden
opuesto ¤op, definido como x ¤op y ô y ¤ x para todo x, y P R. Entonces, se tiene un
conjunto parcialmente ordenado Rop :� xR,¤opy. En particular, R es retículo completo
si y sólo si Rop lo es.

Observación 1.1.9. Sean R y S retículos. Si f : R Ñ S es una función residuada con
residuo f�, entonces f� : Rop Ñ Sop es una función residuada con residuo f , ya que
para todo x P R e y P S

f�pyq ¤op x ô x ¤ f�pyq ô fpxq ¤ y ô y ¤op fpxq.
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Definición 1.1.10. Dados los conjuntos parcialmente ordenados R, S y T , decimos
que una función � : R � S Ñ T es residuada, si existen funciones z : R � T Ñ S y
{ : T � S Ñ R tales que:

r � s ¤ t ô s ¤ rzt ô r ¤ t{s

para todo r P R, s P S y t P T .

Observación 1.1.11. Que � : R�S Ñ T sea residuada es equivalente a que para todo
r P R y s P S, las funciones �r : S Ñ T y �s : R Ñ T , con �rpsq � r � s y �sprq � r � s,
sean residuadas.

Observación 1.1.12. Si � : R � S Ñ T es residuada, las funciones �r y �s de la
observación anterior también son residuadas, y por lo tanto son monótonas. Luego,

r ¤ r1 ñ r � s ¤ r1 � s

s ¤ s1 ñ r � s ¤ r � s1

para todo r, r1 P R y s, s1 P S.

1.2. Operadores de clausura y categorías
Definición 1.2.1. Un operador de clausura sobre un conjunto parcialmente orde-
nado xR,¤y, es una función C : RÑ R tal que:

1. x ¤ Cpxq;

2. CCpxq � Cpxq;

3. Cpxq ¤ Cpyq, si x ¤ y;

para todo x, y P R.

Lema 1.2.2. Dados dos retículos R y S y una función residuada f : R Ñ S, f�f :
RÑ R es un operador de clausura.

Demostración. Veamos que se cumpen 1-3 de la definición anterior:

1. Por la Observación 1.1.4, vale que x ¤ f�fpxq, para todo x P R.

2. Por el item anterior f�fpxq ¤ f�fpf�fpxqq. Por otro lado, tenemos que f�fpxq ¤
f�fpxq, entonces fpf�fpxqq ¤ fpxq. Como f� es monótona, f�fpf�fpxqq ¤
f�fpxq. Luego, f�fpxq � f�fpf�fpxqq, para todo x P R.

3. Si x ¤ y, vale que f�fpxq ¤ f�fpyq, ya que f y f� son monótonas.
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Definición 1.2.3. Sea C una categoría. Decimos que P es un objeto proyectivo de C, si
para cualesquiera objetos Q y R de C y cualesquiera morfismos β : QÑ R y γ : P Ñ R,
con β epimorfismo, existe un (no necesariamente único) morfismo α : P Ñ Q tal que
γ � βα, es decir, el siguiente diagrama conmuta:

P α //___

γ
��???????? Q

β
����
R

Si C es una categoría concreta, decimos que P es un objeto onto-proyectivo si en la
definición anterior pedimos que β sea suryectiva.

Definición 1.2.4. Decimos que un morfismo r : S Ñ R en una categoría C, es una
retracción si existe un morfismo f : R Ñ S, tal que rf � idR. En ese caso decimos
que R es un retracto de S.

Definición 1.2.5. Dados objetos Ri con i P I en una categoría C, un coproducto de
los Ri es un objeto

²
iPI Ri junto con morfismos πi : Ri Ñ

²
iPI Ri, tal que para todo

objeto S con morfismos fi : Ri Ñ S, existe un único f :
²

iPI Ri Ñ S tal que fπi � fi.

Ri

πi

{{wwwwwwwww
fi

��>>>>>>>>

²
iPI Ri

D!f //_______ S

Observación 1.2.6. Dada una función f : PpRq Ñ S y x P R, escribiremos fpxq para
indicar fptxuq.

1.3. Sistemas deductivos
Un lenguaje proposicional es un conjunto L de conectivos proposicionales. Las

L-fórmulas o simplemente fórmulas, son construidas inductivamente a partir de un
conjunto infinito numerable V a de variables proposicionales. Notamos FmL (o simple-
mente Fm si el lenguaje está sobrentendido) al conjunto de todas las L-fórmulas. Una
función σ : V aÑ Fm se extiende de forma natural a una función de Fm en si mismo,
también notada σ, que asigna a una fórmula φ, la que se obtiene al reemplazar cada
una de sus variables p por σppq. Una tal función σ se denomina una sustitución.

Una relación de consecuencia $ es una relación entre subconjuntos y elementos
de Fm que cumple que para todo Γ,∆ � Fm y ϕ, ψ P Fm:
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1. ϕ P Γ ñ Γ $ ϕ;

2. Γ $ ϕ y Γ � ∆ ñ ∆ $ ϕ;

3. Γ $ ϕ y ∆ $ ψ para todo ψ P Γ ñ ∆ $ ϕ.

Además decimos que es finitaria si cumple:

4. Γ $ ϕ ñ Γ1 $ ϕ para algún Γ1 � Γ;

y es estructural si cumple:

5. Γ $ ϕ ñ σpΓq $ σpϕq.

Llamamos operador de consecuencia Cn a cualquier función de las partes de
Fm en si misma que cumple:

1. Γ � CnpΓq;

2. Γ � ∆ ñ CnpΓq � Cnp∆q;

3. CnpCnpΓqq � CnpΓq.

Como antes, decimos que es finitario si cumple:

4. CnpΓq �
�

Γ1�Γ finitoCnpΓ
1q;

y es estructural si cumple:

5. σpCnpΓqq � CnpσpΓqq.

Tener una relación de consecuencia es equivalente a tener un operador de consecuen-
cia. Dada una relación de consecuencia $ podemos definir un operador de consecuencia
Cn de la siguiente forma:

Γ $ ϕ ô ϕ P CpΓq

para todo ϕ P Fm y Γ � Fm. De la misma forma podemos definir una relación de
consecuencia a partir de un operador de consecuencia.

Decimos que S � xL,$Sy es un sistema deductivo, donde $S es una relación
de consecuencia estructural y finitaria. Alternativamente podemos definir un sistema
deductivo mediante el operador de consecuencia estructural y finitario equivalente S �
xL, CnSy.

Llamamos teorías a los subconjuntos T de Fm que cumplen que CnSpT q � T y
denotamos ThS al conjunto de todas las teorías. Sea ThS � xThS,

�
,
�CnSy, donde�CnS

iPI Ti � CnSp
�
iPI Tiq. ThS es un retículo completo ya que ThS es cerrado por

intersecciones arbitrarias.
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Una L-ecuación o simplemente ecuación, es una expresión formal α � β, donde
α y β son fórmulas. Denotamos Eq al conjunto de ecuaciones.

Una L-álgebra A es un par xA, fAyfPL donde A es un conjunto no vacío llamado el
universo de A, y fA : Ak Ñ A es una función para cada conectivo f P L de aridad k.

Dada una L-álgebra A, una interpretación de S � xL,$Sy en A es una función
h : Fm Ñ A tal que hpfpα1, ..., αkqq � fAphpα1q, ..., hpαkqq para todo conectivo lógico
f de rango k, para todo αi P Fm. Decimos que h satisface la ecuación α � β, si
hpαq � hpβq, y decimos que h satisface un conjunto Y de ecuaciones, si h satisface
cada ecuación de Y .

Sean Y � Eq y α � β P Eq. Para una L-álgebra A, escribimos Y (A α � β si
toda interpretación de Fm en A que satisface Y , también satisface α � β. Para una
clase K de L-álgebras escribimos Y (K α � β si Y (A α � β para todo A P K. La
relación (K es una relación de consecuencia estructural, donde entendemos por esto
que si Γ (K α � β, entonces σpΓq (K σpαq � σpβq para toda sustitución σ.

Para una clase K de L-álgebras, Y � Eq, definimos CnKpY q � tα � β P Eq :
Y (K α � βu. El operador CnK es un operador de clausura estructural.

Un secuente es una expresión de la forma Γ B ∆, donde Γ � xγ1, ..., γny y ∆ �
xδ1, ..., δmy son secuencias finitas de fórmulas. La traza de Γ B ∆ es el par ordenado
que indica en cada componente la cantidad de fórmulas de cada secuencia, trpΓB∆q �
xn,my P ω2. Sea Q � ω2, definimos entonces SeqQ como el conjunto de secuentes de
traza en Q.
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Capítulo 2

El problema de la representación

2.1. El problema de la representación en M-conjuntos
En [Blo89], Blok y Pigozzi introducen el concepto de sistemas deductivos algebriza-

bles. En [Gal09, Corolario 2.2], Galatos y Tsinakis muestran una caracterización equi-
valente, que presentamos a continuación.

Un sistema deductivo S es algebrizable cuando existen funciones τ : PpFmq Ñ
PpEqq y ρ : PpEqq Ñ PpFmq que aplican conjuntos finitos en finitos, conmutan con
las sustituciones, preservan uniones y tal que existe una clase de L-álgebras K que
cumplen:

A1. Γ $S ϕ si y sólo si τpΓq (K τpϕq

A2. α � β )(K τρpα � βq

para todo ΓY tϕu � Fm y α � β P Eq.
Por la Observación 1.1.5, que ρ y τ preserven uniones, equivale a que sean residuadas

respecto del orden parcial de la inclusión de conjuntos de PpFmq y PpEqq; ya que los
retículos xPpFmq,�y y xPpEqq,�y son completos.

Podemos reescribir las condiciones A1 y A2 en términos de los operadores de con-
secucuencia como:

A1’. CnS � τ�CnKτ

A2’. CnK � CnKτρ

En efecto, veamos que A1 implica A1’. Por definición, ϕ P CnS si y sólo si Γ $S ϕ.
Por A1, Γ $S ϕ si y sólo si τpΓq (K τpϕq, que por definición equivale a que τpϕq P
CnKpτpΓqq. Como τ es residuada, esto es lo mismo que tϕu � τ�CnKpτpΓqq, es decir,
ϕ P τ�CnKpτpΓqq.
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Veamos que A1’ implica A1. Por definición, Γ $S ϕ si y sólo si ϕ P CnSpΓq.
Por A1’, esto último equivale a que ϕ P τ�CnKτpΓq, que es lo mismo que tϕu �
τ�CnKτpΓq. Usando que τ es residuada, τptϕuq � CnKτpΓq, lo que equivale a que
τpϕq P CnKτpΓq, es decir, τpΓq (K τpϕq.

Veamos ahora que A2 implica A2’. Sea δ P Γ. Por A2 τρpδq )(K δ, entonces
τρpΓq )(K Γ. Por definición, ε P CnKpΓq si y sólo si Γ (K ε. Por lo visto antes, esto
último equivale a que τρpΓq (K ε, es decir, ε P CnKpτρpΓqq.

Por último, veamos que A2’ implica A2. Sea ε P Eq. Como ε P CnKptεuq �
CnKpτρpεqq, entonces τρpεq (K ε. Ahora, como τρpεq P CnKpτρpεqq � CnKptεuq, se
tiene que ε (K τρpεq.

Un resultado importante de [Blo89], es el Teorema 3.7 que caracteriza a los sistemas
deductivos algebrizables.

Teorema 2.1.1. [Blo89, Teorema 3.7] Un sistema deductivo S � xL,$Sy es algebriza-
ble si y sólo si existe una clase de L-álgebras K tal que (K es finitaria, y un isomorfismo
Φ : ThS Ñ ThK que conmuta con las sustituciones.

Observación 2.1.2. El hecho que Φ conmute con las sustituciones es equivalente a
que ΦpCnSσq � CnKpσΦq para toda sustitución σ. En efecto, si Φ conmuta con las
sustituciones, dado T P ThS, se tiene que

ΦpCnSσpT qq � CnKpΦσpT qq � CnKpσΦpT qq.

Por otra parte, si vale que ΦpCnSσq � CnKpσΦq, entonces, dado T P ThS, como CnS
y CnK son estructurales, resulta que

ΦpσpT qq � ΦpσCnSpT qq � ΦpCnSσpT qq � CnKpσΦpT qq � σCnKpΦpT qq � σpΦpT qq.

En [Blo06], Blok y Jónsson introducen la noción de M-conjuntos que vamos a
presentar a continuación, como marco para la generalización de la definición de lógica
algebrizable.

Como el conjunto de sustituciones en el lenguaje L junto con la operación de com-
posición forman un monoide que actúa por evaluación sobre el conjunto de fórmulas en
L, podemos generalizar esto a un monoide fijo actuando sobre un conjunto.

Definición 2.1.3. Dado un monoide M � xM, �, 1y, un M-conjunto R � xR, �Ry es
un conjunto R junto con una función �R : M �RÑ R, llamada la acción del monoide
M sobre R, que cumple:

1. pσ � σ1q �R x � σ �R pσ
1 �R xq

2. 1 �R x � x
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para todo σ, σ1 PM y x P R.

Observación 2.1.4. Dado X � R y σ P M , notamos σ �R X :� tσ �R x : x P Xu. Se
cumplen las mismas condiciones de la definición anterior:

1. pσ � σ1q �R X � σ �R pσ
1 �R Xq

2. 1 �R X � X

para todo σ, σ1 PM y X � R.
Además, �R es monótona con respecto a la inclusión de conjuntos, es decir, para

X � Y ,
σ �R X � tσ �R x : x P Xu � tσ �R x : x P Y u � σ �R Y.

Fijemos un monoide M � xM, �, 1y con el cual trabajaremos a partir de ahora,
excepto que se aclare lo contrario.

Ejemplo 2.1.5. El monoide M induce el M-conjunto M � xM, �y donde la acción es
la operación del monoide.

Ejemplo 2.1.6. Sean Fm conjunto de fórmulas sobre un lenguaje L, Σ el monoide
de sustituciones, Eq el conjunto de ecuaciones sobre Fm y Seq el conjunto de los
secuentes sobre Fm. Definimos � : Σ� FmÑ Fm la operación dada por la evaluación
de sustituciones, es decir, σ �φ :� σpφq, para todo φ P Fm y σ P Σ. De manera similar,
definimos � : Σ � Eq Ñ Eq, como σ � pα � βq :� σpαq � σpβq, para todo α � β P Eq
y σ P Σ. Por último, definimos � : Σ � Seq Ñ Seq como σ � pΓ B ∆q :� σpΓq B σp∆q,
para todo Γ B ∆ P Seq y σ P Σ, donde σpΓq � tσpαq : α P Γu. Como IdFm P Σ y
σpσ1pφqq � σσ1pφq, se tiene que xFm, �y, xEq, �y y xSeq, �y son Σ-conjuntos.

También debemos introducir la noción de operador de clausura estructural,
que generaliza la noción de operador de consecuencia estructural.

Definición 2.1.7. Un operador de clausura estructural sobre un M-conjunto R
es una función C : PpRq Ñ PpRq tal que es un operador de clausura respecto de la
inclusión �, y tal que para todo σ PM y todo X � R, se cumple:

σ �R CpXq � Cpσ �R Xq.

Observación 2.1.8. Un operador de clausura sobre PpRq cumple σ �RCpXq � Cpσ �R
Xq para todo X � R si y sólo si Cpσ �R CpXqq � Cpσ �R Xq para todo X � R. En
efecto, aplicando C a σ �R CpXq � Cpσ �R Xq, y usando que CC � C, obtenemos que
Cpσ �R CpXqq � CCpσ �R Xq � Cpσ �R Xq.

Por otro lado, tenemos queX � CpXq. Por la Observación 2.1.4, σ�RX � σ�RCpXq.
Luego Cpσ �R Xq � Cpσ �R CpXqq. Así obtenemos Cpσ �R CpXqq � Cpσ �R Xq.

Ahora, supongamos que vale Cpσ �R CpXqq � Cpσ �R Xq. Como σ �R CpXq �
Cpσ �R CpXqq, entonces σ �R CpXq � Cpσ �R Xq.

11



Observación 2.1.9. Si C es un operador de clausura estructural sobre R, entonces
Cp
�
iPI Xiq � Cp

�
iPI CpXiqq, para Xi � R. En efecto, por un lado, Xi � CpXiq para

todo i P I, entonces
�
iPI Xi �

�
iPI CpXiq. Aplicando C, Cp

�
iPI Xiq � Cp

�
iPI CpXiqq.

Por otro lado, Xj �
�
iPI Xi para todo j P I, luego CpXjq � Cp

�
iPI Xiq. Entonces,�

jPI CpXjq � Cp
�
iPI Xiq. Aplicando C, y usando que CC � C, Cp

�
jPI CpXjqq �

Cp
�
iPI Xiq.

La siguiente definición generaliza la idea de retículo de teorías:

Definición 2.1.10. Dado un operador de clausura C sobre un conjunto R, denotamos
CrPpRqs a la familia de los subconjuntos C-cerrados de R, o sea CrPpRqs � tCpXq :
X � Ru � tX � R : CpXq � Xu. Así mismo, denotamos PpRqC al retículo de los
subconjuntos C-cerrados de R con la intersección (arbitraria) de conjuntos como ínfimo,
y la clausura de la unión de conjuntos como supremo:

�C
iPI Xi :� Cp

�
iPI Xiq, para I un

conjunto de índices arbitrario y Xi P CrPpRqs. Es decir, PpRqC � xCrPpRqs,
�
,
�Cy,

es un retículo completo.

Por último introducimos el concepto de transformación estructural inspirada en
las funciones entre los conjuntos de partes de fórmulas y de ecuaciones que aparecen en
la definición de sistemas deductivos algebrizables.

Definición 2.1.11. Una transformación estructural de R a S es una función
ρ : PpRq Ñ PpSq, residuada respecto de la inclusión, que cumple que para todo σ P M
y todo X � R:

ρpσ �R Xq � σ �S ρpXq.

Notamos simplemente por ρ : RÑ S a la transformación estructural ρ : PpRq Ñ PpSq.

Ahora podemos extender la definición de algebrabilidad a este contexto. Sean dos
operadores de clausura estructurales C y D sobre los M-conjuntos R y S respectiva-
mente, y sean τ : PpRq Ñ PpSq y ρ : PpSq Ñ PpRq dos transformaciones estructurales.
Las siguientes condiciones son la traducción de A1’ y A2’ al presente contexto:

A1”. C � τ�Dτ

A2”. D � Dτρ

En [Blo06, Teorema 3.7] se prueba que estas condiciones aseguran que exista un iso-
morfismo Φ : PpRqC Ñ PpSqD tal que ΦCpσ �R Xq � Dpσ �S ΦXq para todo σ P M y
X � R. Por [Blo06, Teorema 3.8], este isomorfismo resulta ser la inversa de la restric-
ción de τ� a los conjuntos D-cerrados. Así que podemos reescribir la condición A1”
como ΦC � Dτ . El problema es que el hecho de que exista el isomorfismo Φ, no ga-
rantiza que exista una transformación estructural τ que cumpla ΦC � Dτ . Gil-Férez
generaliza aún más este problema pidiendo que Φ sea un morfismo inyectivo en vez que
un isomorfismo, e introduce la siguiente definición en [Gil11].
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Definición 2.1.12. Sean C y D son operadores de clausura estructurales sobre M-conjuntos
R y S respectivamente. Decimos que F : CrPpRqs Ñ DrPpSqs es una representación
estructural de C en D si es residuada y cumple:

X � Y ô F pXq � F pY q para todo X, Y P CrPpRqs y

FCpσ �R Xq � Dpσ �S F pXqq para todo σ PM, X P CrPpRqs.
Notamos simplemente por F : PpRqC Ñ PpSqD a la representación estructural F :
CrPpRqs Ñ DrPpSqs.

Observación 2.1.13. Si F : CrPpRqs Ñ CrPpSqs es una representación estructural,
como es residuada y los retículos PpRqC y PpSqD son completos, entonces preserva
supremos arbitrarios.

Definición 2.1.14. Decimos que una representación estructural F de C en D, con C
y D operadores de clausura estructurales sobre R y S respectivamente, es inducida
por una transformación estructural ρ : PpRq Ñ PpSq de R en S, si el siguente
diagrama conmuta:

PpRq ρ //

C
����

PpSq

D
����

CrPpRqs
F
// DrPpSqs

La condición A1”, dice entonces que F es inducida por τ . Así que el hecho de que
una representación estructural sea inducida por una transformación estructural, puede
verse como una generalización de la definición de algebrizabilidad concentrándose en
una representación en vez que en un isomorfismo.

Definición 2.1.15. Decimos que un M-conjunto R tiene la propiedad de la repre-
sentación o la REP si para todo M-conjunto S, todo par de operadores de clausura
estructuales, C sobre R y D sobre S, se tiene que toda representación estructural de C
en D, es inducida por una transformación estructural de R en S.

Así surge el problema de la representación, que se pregunta qué condiciones debe
cumplir un M-conjunto para tener la REP. A lo largo del trabajo veremos varios ejem-
plos de M-conjuntos con la REP. En la siguente sección presentamos un ejemplo de
M-conjunto si ella.

2.2. M-conjunto sin la REP
Los siguientes resultados los usaremos para demostrar que no toda representación

estructural está inducida por una transformación estructural. La siguiente proposición
es una adaptación de [Gil11, Proposición 11]:
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Proposición 2.2.1. Sean R y S M-conjuntos, D un operador de clausura estructural
sobre S y τ : R Ñ S una transformación estructural. Entonces Dτ :� τ�Dτ : PpRq Ñ
PpRq es un operador de clausura estructural sobre R.

Demostración. Veamos que τ�Dτ es operador de clausura:

1. Como τ es residuada, por la Observación 1.1.4, τ y τ� son monótonas respecto
de �. Entonces, dados X � Y � R, τ�DτpXq � τ�DτpY q.

2. Sea X � R, τpXq � DτpXq, entonces X � τ�DτpXq.

3. Sea X � R. Por la condición anterior, τ�DτpXq � τ�Dττ�DτpXq.
Por otro lado, τ�DτpXq � τ�DτpXq. Luego ττ�DτpXq � DτpXq. Aplicando
τ�Dmonótona, τ�Dττ�DτpXq � τ�DDτpXq � τ�DτpXq. Entonces τ�Dττ�DτpXq �
τ�DτpXq.

Veamos que es estructural. Primero veamos que σ �R τ�pY q � τ�pσ �S Y q, para todo
σ PM e Y � S. Como τ es residuada, por la Observación 1.1.4,

ττ�pY q � Y ñ σ �S ττ
�pY q � σ �S Y ñ

τpσ �R τ
�pY qq � σ �S Y ñ σ �R τ

�pY q � τ�pσ �S Y q.

Sean σ PM y X � R.

σ �R τ
�DτpXq � τ�pσ �S DτpXqq � τ�Dpσ �S τpXqq � τ�Dτpσ �R Xq.

Definición 2.2.2. Al operador de clausura estructural Dτ definido como en la propo-
sición anterior lo llamamos el τ-transformado de C.

Teorema 2.2.3. [Gil11, Teorema 22] Sean C y D operadores de clausura estructurales
sobre los M-conjuntos R y S respectivamente, τ : R Ñ S transformación estructural y
F : PpRqC Ñ PpSqD una representación estructural inducida por τ . Entonces C � Dτ .

Demostración. SeaX � R. Como F es inducida por τ ,DτpXq � FCpXq � FCCpXq �
DτCpXq. Entonces τCpXq � DτpXq, por lo que CpXq � τ�τCpXq � τ�DτpXq �
Dτ pXq.

Para la otra inclusión veamos primero que DτDτ pXq � DτpXq. Se tiene que X �
Dτ pXq, pues Dτ es un operador de clausura. Luego DτpXq � DτDτ pXq.

Por otro lado, τ�DτpXq � τ�DτpXq, y en consecuencia, ττ�DτpXq � DτpXq.
Luego Dττ�DτpXq � DDτpXq � DτpXq; o sea que DτDτ pXq � DτpXq.

Entonces,
FCDτ pXq � DτDτ pXq � DτpXq � FCpXq,

y como F es inyectiva, CDτ pXq � CpXq. Entonces Dτ pXq � CpXq. Y por lo tanto,
Dτ � C.
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El siguente ejemplo, que figura en [Gil11], muestra que no toda representación es-
tructural está inducida por una transformación estructural.

Ejemplo 2.2.4. Sean M � xNzt0u, �, 1y el monoide de los números naturales positivos
con el producto usual, R � Z{p2q el conjunto de clases de enteros módulo 2 y S � N el
conjunto de números naturales. El monoide M actúa en R y S mediante la multiplica-
ción; es decir, para σ PM , ā P R y b P S, las acciones están dadas por σ �R ā � σ � a y
σ �S b � σ � b. Tenemos entonces dos M-conjuntos R � xR, �Ry y S � xS, �Sy. Sean C
y D los operadores de clausura sobre PpRq y PpSq respectivamente con los siguientes
retículos de conjuntos cerrados:

R

}}}}}}}}

AAAAAAAA S

��������

>>>>>>>>

t0̄u

@@@@@@@@
t1̄u

~~~~~~~~
P

>>>>>>>> I

��������

H H

donde P es el conjunto de los enteros pares e I el de los impares. Veamos que son
estructurales. D es estructural ya que todos los subconjuntos de R son cerrados por D
y por lo tanto D � idPpRq.

Por otra parte, sean σ P M y X � S. Si X � H, Cpσ �S CpHqq � H � Cpσ �S Hq.
Si X � H y σ es par, entonces σ �S CpXq y σ �S X son subconjuntos no vacíos de P .
Luego Cpσ �S CpXqq � P � Cpσ �S Xq. Si X � H y σ es impar, tenemos tres casos:

(i) Si X � P , entonces σ �S CpXq � σ �S P � P y σ �S X � P , por lo tanto
Cpσ �S CpXqq � P � Cpσ �S Xq.

(ii) SiX � I, entonces σ�SCpXq � σ�SI � I y σ�SX � I, por lo tanto Cpσ�SCpXqq �
I � Cpσ �S Xq.

(iii) Si X tiene números pares e impares, entonces σ�SCpXq � σ�SN y σ�SX también.
Entonces Cpσ �S CpXqq � N � Cpσ �S Xq.

Veamos que C no es una τ -transformación de D para ninguna transformación estruc-
tural τ . Sea τ : R Ñ S una transformación estructural. Entonces vale para 3 P M que
3 �S τpt1̄uq � τpt3 �R 1̄uq � τpt1̄uq, y luego τpt1̄uq es invariante por multiplicar por
3. Los únicos subconjuntos de N con esta propiedad son H y t0u. Además τpt0̄uq �
τpt2 �R 1̄uq � 2 �S τpt1̄uq. Entonces τpt0̄uq � τpt1̄uq. Luego τ�1Dτpt0̄uq � τ�1Dτpt1̄uq,
por lo que C � Dτ .
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Consideramos el isomorfismo F : PpRqC Ñ PpSqD determinado por F pt0̄uq � P ,
que se grafica a continuación

R

}}}}}}}}

AAAAAAAA
( ++ S

��������

>>>>>>>>

t0̄u

@@@@@@@@

' ++t1̄u

~~~~~~~~
� 44P

>>>>>>>> I

��������

H � 33H

Veamos que F es estructural. FCpσ �RHq � H � Dpσ �SF pHqq y FCpσ �R t0̄uq � P �
Dpσ �S F t0̄uq, para todo σ PM . Si σ PM es par, FCpσ �R t1̄uq � P � Dpσ �S F t1̄uq y
FCpσ�RpRqq � P � Dpσ�SF pRqq. Si σ PM es impar, FCpσ�Rt1̄uq � I � Dpσ�SF t1̄uq
y FCpσ �R pRqq � S � Dpσ �S F pRqq. Entonces F es una representación estructural de
C en D. Si suponemos que F es inducida por una cierta transformación estructural τ ,
por el Teorema 2.2.3, debe ocurrir que C � Dτ , pero ya vimos que esto no es posible.
Luego, F no es inducida por ninguna transformación estructural.
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Capítulo 3

Solución en M-conjuntos regulares
y con variables graduadas

3.1. M-conjuntos regulares
En esta sección veremos que los M-conjuntos con base tienen la REP. La base

captura el comportamiento del conjunto V a como generador de Fm, en particular, que
para cada fórmula φ, exista una única sustitución que asigna φ a cada variable.

Definición 3.1.1. Decimos que P � R es una base para el M-conjunto R, si para
todo a P R, existe un único σ PM tal que σ �R p � a para todo p P P . Si R tiene base,
decimos que es regular.

Ejemplo 3.1.2. Sea Fm el conjunto de todas las fórmulas de un lenguaje proposicional.
Entonces Fm tiene a V a, el conjunto de las variables proposicionales, como su única
base.

Ejemplo 3.1.3. Sea Eq el conjunto de todas las ecuaciones de un lenguaje proposicional
con al menos dos variables. Sean S y S 1 dos conjuntos no vacíos que particionan a V a.
Entonces

P � ts � s1 : s P S, s1 P S 1u

es una base para Eq.

Veamos que si R y S son M-conjuntos y si R tiene una base, entonces toda trans-
formación estructural ρ : PpRq Ñ PpSq queda determinada por su valor en tpu, para p
cualquier elemento de la base.

Teorema 3.1.4. [Blo06, Teorema 5.4] Supongamos que R y S son M-conjuntos, y R
es regular con base P . Para cada a P R, sea κa P M el único tal que κa �R p � a
para todo p P P . Sea q P P . Entonces ρ ÞÑ ρpqq es una asignación biyectiva entre las
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transformaciones estructurales ρ : PpRq Ñ PpSq y los subconjuntos κq-invariantes. Su
inversa es la función U ÞÑ ρU con ρUpaq � κa �S U para cada a P R, extendiendo luego
a PpRq de forma natural (ρUpXq �

�
xPX κx �S U).

Demostración. Dada ρ : PpRq Ñ PpSq una transformación estructural, ρpqq es un
subconjunto de S κq-invariante ya que κq �S ρpqq � ρpκq �R qq � ρpqq.

Sea U � S κq-invariante, ρU es residuada con residuo ρ�U : PpSq Ñ PpRq definido
como ρ�UpY q � tx P R : κx �S U � Y u. En efecto,

ρpXq � Y ô
¤
xPX

κx �S U � Y ô κx �S U � Y @x P X ô

x P ta P R : κa �S U � Y u @x P X ô X � ta P R : κa �S U � Y u.

Notemos que σ�κa � κσ�Ra, para todo σ PM y a P R, ya que pσ�κaq�Rp � σ�Rpκa�Rpq �
σ �R a para todo p P P . Además, sabemos que κσ�Ra es el único elemento de M que
cumple esto. Entonces

σ �S ρUpaq � σ �S pκa �S Uq � pσ � κaq �S U � κσ�Ra �S U � ρUpσ �R aq.

Luego, ρU es una transformación estructural (basta verificar estructuralidad en los
conjuntos unitarios ya que está definida en ellos, y luego extendida de forma natural).

Además, como
ρρpqqpaq � κa �S ρpqq � ρpκa �R qq � ρpaq

ρUpqq � κq �R U � U,

son mutuamente inversas.

El siguiente teorema es una adaptación de [Blo06, Teorema 5.5] al caso de las re-
presentaciones, y prueba que los M-conjuntos regulares tienen la REP.

Teorema 3.1.5. Supongamos que C y D son operadores de clausura estructurales so-
bre M-conjuntos R y S respectivamente, con R regular. Entonces toda representación
estructural entre C y D es inducida por una transformación estructural.

Demostración. Dada una representación estructural F : PpRqC Ñ PpSqD, debemos
ver que existe una transformación estructural ρ : PpRq Ñ PpSq tal que FC � Dρ.
Supongamos que P es una base para R, y fijemos q P P .

Sea U � κq �S FCpqq. Veamos que U es κq-invariante:

κq �S U � κq �S pκq �S FCpqqq � pκq �κqq �S FCpqq � κκq�Rq �S FCpqq � κq �S FCpqq � U.

Tomemos ρ � ρU . Tenemos que ρUpaq � κa �S pκq �S FCpqqq � pκa � κqq �S FCpqq �
κκa�Rq �S FCpqq � κa �S FCpqq para todo a P R.
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Sabemos que ρU es estructural, falta ver que FC � DρU . Sea a P R, se tiene que

DρUpaq � Dpκa �S FCpqqq � FCpκa �R Cpqqq � FCpκa �R qq � FCpaq.

Sea X � R. Como ρU y F preservan uniones arbitrarias y usando la Observación 2.1.9,
tenemos que

DρUpXq � DρUp
¤
xPX

xq � D
¤
xPX

ρUpxq � D
¤
xPX

DρUpxq � D
¤
xPX

FCpxq �

D
¤
xPX

DF pxq � D
¤
xPX

F pxq � DF p
¤
xPX

xq � FCp
¤
xPX

xq � FCpXq.

Entonces DρU � FC.

A continuación introduciremos las nociones de operadores de clausura, transforma-
ciones y representaciones estructurales finitarias y veremos que si pedimos en el teorema
anterior que C, D y F sean finitarias, entonces podemos tomar ρ finitaria.

Definición 3.1.6. Sean C y D operadores de clausura estructurales sobre los M-conjuntos
R y S respectivamente, ρ : R Ñ S una transformación estructural y F : PpRqC Ñ
PpSqD una representación estructural.

Decimos que C es finitaria si para todo X � R y x P CpXq, existe Xx � X finito
tal que x P CpXxq.

Decimos que ρ es finitaria si ρpXq es finito para todo X � R finito. Y decimos
que F es finitaria si F pXq es compacto para todo X P CrRs compacto.

Notar que los subconjuntos finitos de R son exactamente los elementos compactos
de xPpRq,�y.

Lema 3.1.7. Dado un operador de clausura estructural finitario C sobre R, el retículo
PpRqC es algebraico, con la clausura de los conjuntos finitos como elementos compactos.

Demostración. Sean X � R finito y M � PpRq tal que CpXq �
�C
ZPM CpZq �

Cp
�
ZPM CpZqq. Como C es finitaria, para cada x P X existe Zx �

�
ZPM CpZq finito

tal que x P CpZxq. Como Zx es finito, existe Mx �M finito tal que Zx �
�
ZPMx

CpZq.
Además X es finito, entonces MX �

�
xPXMx es finito y Zx �

�
ZPMX

CpZq para
todo x P X. Luego, como x P CpZxq �

�C
ZPMX

CpZq para todo x P X, entonces
CpXq �

�C
ZPMX

CpZq, o sea CpXq es compacto.
Sea X � R subconjunto arbitrario, CpXq � Cp

�
xPXtxuq � Cp

�
xPX Ctxuq ��C

xPX Ctxu.
Veamos ahora que si CpXq es compacto, entonces existe X̄ � X finito tal que

CpX̄q � CpXq. Al igual que antes, CpXq �
�C
xPX Ctxu, entonces existe X̄ � X finito

tal que CpXq �
�C
xPX̄ Ctxu � Cp

�
xPX̄txuq � CpX̄q.
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Teorema 3.1.8. [Blo06, Teorema 6.3] Sean C y D operadores de clausura estructurales
sobre R y S respectivamente, con R regular y C finitaria. Entonces toda representación
estructural finitaria entre C y D es inducida por una transformación estructural fini-
taria.

Demostración. Por el teorema anterior, toda representación F : PpRqC Ñ PpSqD es
inducida por una transformación estructural ρ : PpRq Ñ PpSq. Fijada una base P de R
y un q P P y usando la notación del Teorema 3.1.4, veamos que ρ puede ser reemplazada
por ρU , para U � S finito y κq-invariante.

Por el Lema 3.1.7, Cpqq es compacto en PpRqC , y en consecuencia el conjunto
FCpqq � Dρpqq es compacto en DrSs. Dρpqq � D

�
yPρpqq y �

�D
yPρpqqDpyq, entonces

existe U � ρpqq finito tal que Dρpqq � D
�
yPU Dpyq � DpUq.

El conjunto ρpqq es κq-invariante, ya que κq �S ρpqq � ρpκq �R qq � ρpqq. Además,
κq � κq � κκq�Rq � κq, con lo cual cada elemento de ρpqq es un punto fijo de κq. En
efecto, sea x P ρpqq � κq �S ρpqq, entonces existe y P ρpqq tal que x � κq �S y

κq �S x � κq �S pκq �S yq � κq �S y � x.

Luego, U es κq-invariante ya que U � ρpqq.
Tenemos que Dρpqq � DpUq � Dpκq �R Uq � DρUpqq, entonces para todo a P R

FCpaq � Dρpaq � Dρpκa �R qq � Dκa �S ρpqq � Dκa �S Dρpqq �

Dκa �S DρUpqq � Dκa �S ρUpqq � DρUpκa �R qq � DρUpaq.

Al igual que en teorema anterior, esto implica que FC � DρU .

3.2. M-conjunto con variables graduadas
No todo M-conjunto tiene base, por ejemplo en los secuentes no hay ningún elemento

que cumpla que para cualquier otro, exista una sustición que mande el primero en el
segundo, ya que las sustituciones presenvan la traza. Pero, para cada traza existen
elementos que pueden ser mandados por sustituciones a cualquer otro de la misma
traza. Esto motiva la definición de M-conjunto graduado y de variable graduada de un
M-conjunto graduado, que funciona como una base para cada grado.

Definición 3.2.1. Un M-conjunto graduado es una terna xR, �R, πy en la cual R �
xR, �Ry es un M-conjunto y π : RÑ I es una aplicación suryectiva tal que πpσ �R xq �
πpxq para todo σ PM y x P R. La aplicación se denomina una graduación en R.

Ejemplo 3.2.2. Todo M-conjunto R tiene una graduación trivial π : RÑ t0u.

En [Gil11], Gil-Férez exiende la idea de base de un M-conjunto a la de base graduada
de un M-conjunto graduado, de manera tal que una base es una base graduada para
la graduación trivial.
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Definición 3.2.3. Una base graduada para un M-conjunto graduado xR, �R, πy es
un conjunto P � R tal que para todo i P I, Pi � H y para todo x P R, existe un único
κx PM que cumple que κx �R p � x para todo p P Pπpxq.

Notemos que si xR, �R, πy es un M-conjunto graduado con base graduada P , enton-
ces para todo σ PM y todo x P R, se tiene que

pσ � κxq �R pPπpσ�Rxqq � σ �R pκ
x �R Pπpσ�Rxqq � σ �R pκ

x �R Pπpxqq � σ �R txu � tσ �R xu.

Por la unicidad de κσ�Rx, tenemos que σ � κx � κσ�Rx. Esto motiva las siguientes defini-
ciones.

Definición 3.2.4. Una función κ : R Ñ M es una familia coherente de sus-
tituciones si κσ�Rx � σ � κx para todo σ P M y x P R, donde en general notamos
κx :� κpxq.

Definición 3.2.5. Decimos que una función p : I Ñ R es una variable graduada
para un M-conjunto graduado xR, �R, πy, cuando πpi � i para todo i P I y existe una
familia coherente de sustituciones κ tal que κx �R pπpxq � x para todo x P R, donde en
general notamos pi :� ppiq. En particular, κpi �R pi � pi para todo i P I.

Si xR, �R, πy es un M-conjunto graduado con base graduada P y κ : R Ñ M es
una función tal que κx � κx es el único elemento de M tal que κx �R Pπpxq � txu, para
todo x P R, entonces toda función p : I Ñ P tal que pi P Pi es una variable graduada
con familia coherente de sustituciones κ, ya que κx �R pπpxq P κx �R Pπpxq � txu, o sea
κx�Rpπpxq � x. Luego, todo M-conjunto graduado con base graduada tiene una variable
graduada.

Ejemplo 3.2.6. Como los Σ-conjuntos Fm y Eq son regulares, tienen base graduada
para la graduación trivial, y por lo tanto tienen una variable graduada.

Ejemplo 3.2.7. Sea Q � ω2 no vacío, entonces xSeqQ, �, try es un M-conjunto gra-
duado con graduación tr : SeqQ Ñ Q.

La siguiente proposición muestra cómo se puede definir una variable graduada en
los secuentes.

Proposición 3.2.8. [Gil11, Proposición 29] Sea Q � ω2 no vacío. Entonces, xSeqQ, �, try
tiene una variable graduada si y sólo si L tiene una constante ó x0, 0y R Q.

Demostración. Sea V a � txi : i ¥ 1u una enumeración de las variables proposicionales,
y para todo xn,my P ω2, sea pxn,my � xx1, ..., xny B xxn�1, ..., xn�my. En particular,
px0,0y � HBH.

Definimos para cada secuente Γ B ∆ � xη1, ..., ηny B xηn�1, ..., ηn�my de traza en
Qzx0, 0y, la sustitución κΓB∆ P Σ como la única tal que
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(i) κΓB∆pxiq � ηi para 1 ¤ i ¤ n�m y

(ii) κΓB∆pxiq � ηn�m para n�m   i.

Si x0, 0y P Q y c P Fm es una constante, entonces definimos κHBHpxq � c para todo
x P V a.

Si Γ B ∆ es un secuente de traza xn,my � x0, 0y, y σ P Σ, entonces σ � κΓB∆pxiq �
σpηiq � κσ�pΓB∆qpxiq si 1 ¤ i ¤ n � m, y σ � κΓB∆pxiq � σpηn�mq � κσ�pΓB∆qpxiq si
n � m   i. Además, σ � κHBHpxq � σpcq � c � κHBHpxq � κσ�pHBHqpxq, para todo
x P V a.

Entonces tκΓB∆ : ΓB∆ P SeqQu es una familia coherente de sustituciones que hace
a p : QÑ SeqQ una variable graduada.

Veamos el recíproco. Sea Fm tal que no tiene una constante y Q � ω2 tal que
HBH P SeqQ. Supongamos que p es una variable graduada con κ familia coherente de
sustituciones. Como H BH es el único secuente de traza x0, 0y, px0,0y � H BH. Sean
x P V a y ϕ � κpx0,0ypxq que no es una constante por hipótesis, y sea σ P Σ una sustitución
tal que σ � ϕ � ϕ. Entonces, ϕ � κpx0,0ypxq � κHBHpxq � κσpHBHqpxq � σ � κHBHpxq �

σ � ϕ � ϕ, lo que es absurdo. Luego SeqQ no tiene una variable graduada.

Observación 3.2.9. Seq con H B H no tiene una base graduada. Así vemos que
tener una variable graduada es una condición más débil que tener una base graduada.
En efecto, supongamos que P es una base graduada de Seq para una graduación π.
Sea i � πpH BHq, entonces existe un único κHBH tal que κHBH � p � H BH para
todo p P Pi. Como las sustituciones respetan la traza, entonces Pi � tH BHu. Pero
σ � H BH � H BH para todo σ P Σ, luego no vale la unicidad, lo que contradice la
existencia de la base P .

Los siguientes lemas servirán para probar el Teorema 3.2.13 que dice que los M-conjuntos
con variable graduada tienen la REP.

Lema 3.2.10. [Gil11, Lema 31] Sean R y S M-conjuntos. Sea xR, �R, πy un M-conjunto
graduado, con una variable graduada p, κ una familia coherente de sustituciones para p
y ρ una transformación estructural de R en S. Entonces para todo i P I, todo elemento
de ρppiq es invariante por κpi.

Demostración. Primero notemos que

κpi �S ρppiq � ρpκpi �R piq � ρppiq.

Entonces, dado y P ρppiq, existe y1 P ρppiq tal que y � κpi �S y
1. Por lo tanto,

κpi �S y � κpi �S pκpi �S y
1q � pκpi � κpiq �S y

1 � κpκpi�Rpiq �S y
1 � κpi �S y

1 � y.
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Lema 3.2.11. [Gil11, Lema 32] Sean R y S M-conjuntos. Sea xR, �R, πy M-conjunto
graduado, con una variable graduada p y κ una familia coherente se sustituciones para p.
Entonces para toda función H : I Ñ PpSq, existe una única transformación estructural
ρ de R en S determinada por la condición

ρppiq � κpi �S Hi, para todo i P I,

donde Hi � Hpiq.

Demostración. Sea ρ : PpRq Ñ PpSq tal que para todo x P R,

ρpxq � κx �S Hπpxq.

Se ve, de forma análoga a la demostración del Teorema 3.1.4, que ρ es residuada con
residuo ρ� : PpSq Ñ PpRq definida como ρ�pY q � ta P R : κa �R Hπpaqu.

Veamos que es es estructural. Sean σ PM y x P R, entonces

ρpσ �R xq � κσ�Rx �S Hπpσ�Rxq � pσ � κxq �S Hπpxq � σ �S pκx �S Hπpxqq � σ �S ρpxq.

El hecho de que satisfaga la condición requerida, se sigue de:

ρppiq � κpi �S Hπppiq � κpi �S Hi.

Probemos la unicidad. Sea ρ1 : R Ñ S una transformación estructural tal que para
todo i P I, ρ1ppiq � κpi �S Hi. Sea x P R y tomemos i � πpxq. Entonces,

ρ1pxq � ρ1pκx �R piq � κx �S ρ
1ppiq � κx �S pκpi �S Hiq �

pκx � κpiq �S Hi � κκx�Rpi �S Hi � κx �S Hi � ρpxq.

Por lo tanto ρ � ρ1

Lema 3.2.12. [Gil11, Lema 33] Sean R y S M-conjuntos con operadores de clau-
sura estructurales C y D respectivamente, xR, �R, πy un M-conjunto graduado, con
una variable graduada p y F : PpRqC Ñ PpSqD una representación estructural de C
en D. Si existe una transformación estructural ρ : R Ñ S tal que para todo i P I,
FCppiq � Dρppiq, entonces F es inducida por ρ.

Demostración. Debemos ver que FCpXq � DρpXq para todo X � R.
Comencemos viendo que para todo x P R, FCpxq � Dρpxq. Sea κ una familia

coherente de sustituciones para p, sean x P R e i � πpxq; entonces

FCpxq � FCpκx �R piq � FCpκx �R Cppiqq � Dpκx �S FCppiqq �

Dpκx �S Dρppiqq � Dpκx �S ρppiqq � Dρpκx �R piq � Dρpxq.
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Ahora, sea X � R. Recordemos que por la Observación 2.1.13, F preserva supre-
mos, y por la Observación 2.1.9, Cp

�
xPXtxuq � Cp

�
xPX Ctxuq y Dp

�
xPX ρpxqq �

Dp
�
xPX Dρpxqq. Entonces

FCpXq � FCp
¤
xPX

txuq � FCp
¤
xPX

Cxq � F p
¤
xPX

C
Cxq �

¤
xPX

D
FCpxq y

DρpXq � Dρp
¤
xPX

txuq � Dp
¤
xPX

ρpxqq � Dp
¤
xPX

Dρpxqq �
¤
xPX

D
Dρpxq.

Como FCpxq � Dρpxq, para todo x P X, resulta que FCpXq � DρpXq.

Teorema 3.2.13. [Gil11, Teorema 34] Sean R y S M-conjuntos con operadores de clau-
sura estructurales C y D respectivamente, xR, �R, πy un M-conjunto graduado, con una
variable graduada p. Entonces, toda representación estructural F : PpRqC Ñ PpSqD de
C en D es inducida por una transformación estructural ρ. Más aún, si F y C son
finitarias, se puede tomar ρ finitaria.

Demostración. Sea κ una familia coherente de sustituciones para p y H : I Ñ PpSq con
Hi � FCppiq. Luego, por el Lema 3.2.11, existe una única transformación estructural
ρ tal que ρppiq � κpi �S FCppiq para todo i P I. Entonces,

FCppiq � FCpκpi �R piq � FCpκpi �R Cppiqq � Dpκpi �S FCppiqq � Dρppiq.

Por el Lema 3.2.12, F es inducida por ρ.
Supongamos ahora que F y C son finitarias. Como se vio en la demostración del

Teorema 3.1.8, para todo x P R, existe U � ρpxq finito tal que Dρpxq � DpUq. En
particular, existe Ui � ρppiq tal que Dρppiq � DpUiq para todo i P I.

Por el Lema 3.2.10, todo elemento de ρppiq es invariante por κpi , y en consecuencia
κpi �S Ui � Ui. Por el Lema 3.2.11, la transformación ρ1 : PpRq Ñ PpSq, definida como
ρ1pxq � κx �S Uπpxq, es estructural, y como Ui es finito para todo i P I, es finitaria.
Entonces,

Dρ1ppiq � Dpκpi �S Uiq � DpUiq � Dρppiq � FCppiq.

Por el Lema 3.2.12, ρ1 induce a F .

Con el ejemplo 5.1.5 del capítulo 5, mostraremos que no vale el recíproco de este
teorema.
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Capítulo 4

Solución en A-Mod

4.1. Módulos sobre un retículo residuado completo
En [Gal09], Galatos y Tsinakis introducen el concepto de módulo sobre un retículo

residuado completo como otro marco para la generalización de la definición de lógica
algebrizable.

Este idea resulta ser una generalización del concepto de M-conjunto. En efecto, en
la Observación 4.1.2, veremos que podemos levantar la operación del monoide M a una
operación residuada en PpMq. Además, PpMq es un retículo completo con la unión y
la intersección de conjuntos como supremos e ínfimo respectivamente. Tenemos así, un
retículo residuado completo inducido por el monide M.

En la Observación 4.1.5, veremos que podemos hacer algo similar con la acción de
un M-conjunto R, y como xPpRq,

�
,
�
y es un retículo completo, tenemos así un mó-

dulo sobre el retículo residuado completo inducido por el monide M. Además, como
las transformaciones estructurales y los operadores de clausura sobre M-conjuntos son
operaciones definidas sobre las partes del conjunto subyacente del M-conjunto, vere-
mos en las observaciones 4.1.10 y 4.1.14, que se pueden pensar como transformaciones
estructurales y operadores de clausura sobre A-módulos respectivamente.

Definición 4.1.1. Un retículo residuado completo es un álgebra A � xA,^,_, �, z, {, 1y
donde xA,^,_y es un retículo completo, xA, �, 1y es un monoide y � : A � A Ñ A es
residuada con residuos z : A� AÑ A y { : A� AÑ A.

Observación 4.1.2. Dado un monoide M, tomando las partes del conjunto subyacente,
podemos considerar la operación � : PpMq � PpMq Ñ PpMq con X � Y � tx � y :
x P X, y P Y u. Esta operación resulta tener residuos z : PpMq � PpMq Ñ PpMq y
{ : PpMq � PpMq Ñ PpMq dadas por,

XzZ � ty PM : x � y P Z, @x P Xu y

Z{Y � tx PM : x � y P Z, @y P Y u.
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En efecto, sean X, Y, Z �M , debemos ver que X �Y � Z ô Y � XzZ ô X � Z{Y :

X � Y � Z ô x � y P Z @x P X , @y P Y ô y P XzZ @y P Y ô Y � XzZ.

Analogamente X � Y � Z ô X � Z{Y . Entonces tenemos un monoide xPpMq, �, t1uy
donde 1 es el elemento neutro de M y � es residuada. Además, PpMq forma un retículo
completo con la unión y la intersección de conjuntos xPpMq,X,Yy. Tenemos así un
retículo residuado completo xPpMq,X,Y, �, z, {, t1uy, al cual notaremos PpMq.

Definición 4.1.3. Sea A un retículo residuado completo y R � xR,^,_y un retículo
completo, provisto de una operación �R : A � R Ñ R residuada. Decimos que R �
xR, �Ry es un módulo sobre A o un A-módulo, si la operación �R, llamada acción del
retículo residuado completo A sobre R, cumple:

1. pσ � σ1q �R x � σ �R pσ
1 �R xq y

2. 1 �R x � x,

para todo σ, σ1 P A y x P R.

Ejemplo 4.1.4. Un retículo residuado completo A tiene estructura de A-módulo, pen-
sando a la operación de monoide de A como la acción.

Observación 4.1.5. Dado R � xR, �Ry un M-conjunto podemos tomar el conjunto de
partes de su conjunto subyacente R y definir la operación �R : PpMq � PpRq Ñ PpRq
como N �R X � tσ �R x : σ P N, x P Xu para N � M y X � R. Como xPpRq,

�
,
�
y

es un retículo completo, tenemos que PpRq � xPpRq, �Ry es un PpMq-módulo. Para
poder probar esto, debemos ver que �R es residuada y que

1. pN �N 1q �R X � N �R pN
1 �R Xq;

2. t1u �R X � X;

para todo N,N 1 �M y X � R.
Veamos que es residuada con residuos:

z�R : PpMq � PpRq Ñ PpRq Nz�RY � tx P R : σ �R x P Y, @σ P Nu y

{�R : PpRq � PpRq Ñ PpMq Y {�RX � tσ PM : σ �R x P Y, @x P Xu,
donde X, Y � R y N �M .

N �R X � Y ô σ �R x P Y @σ P N , @x P X ô X � Nz�RY.

Analogamente, N �R X � Y ô σ �R x P Y @σ P N , @x P X ô N � Y {�RX. Luego
�R es residuada.
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Veamos pN �N 1q �R X � N �R pN
1 �R Xq:

pN �N 1q �R X � tσ � σ1 : σ P N, σ1 P N 1u �R X �

tpσ � σ1q �R x : σ P N, σ1 P N 1, x P Xu � tσ �R pσ
1 �R xq : σ P N, σ1 P N 1, x P Xu �

N �R tσ
1 �R x : σ1 P N 1, x P Xu � N �R pN

1 �R Xq.

Veamos t1u �R X � X:

t1u �R X � t1 �R x : x P Xu � tx : x P Xu � X.

Ejemplo 4.1.6. Como xFm, �y, xEq, �y y xSeq, �y son Σ-conjuntos, por la observación
anterior PpxFm, �yq, PpxEq, �yq y PpxSeq, �yq son PpΣq-módulos.

Lema 4.1.7. [Gal09, Lema 3.7] Las siguientes propiedades valen para todo A-módulo
R:

1. La operación �R preserva supremos arbitrarios en ambas coordenadas. En parti-
cular, preserva el orden en ambas coordenadas.

2. Las operaciones z�R y {�R preservan ínfimos arbitrarios en el numerador. Más
aún, convierten supremos arbitrarios en el denominador en ínfimos. En particular,
preservan el orden en el numerador, y lo invierten en el denominador.

Además, si a P A y x, y P R, se cumplen las siguientes igualdades y desigualdades:

3. px{�Ryq �R y ¤ x

4. a �R paz�Rxq ¤ x

5. x ¤ az�Rpa �R xq y a ¤ pa �R xq{�Rx

6. paz�Rxq{�Ry � az�Rpx{�Ryq

7. rpx{�Ryq �R ys{�Ry � x{�Ry

8. 1 ¤ x{�Rx

9. px{�Rxq �R x � x

10. pra �R xs{�Rxq �R x � a �R x

Como en el caso de M-conjuntos, las transformaciones estructurales entre A-módulos,
resultan ser funciones residuadas compatibles con la acción.

Definición 4.1.8. Una transformación estructural de A-módulos α : R Ñ S es
una función residuada α : R Ñ S tal que αpσ �R xq � σ �S αpxq, para todo σ P A y
x P R.
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Observación 4.1.9. Los A-módulos, junto con sus transformaciones estructurales como
morfismos, forman una categoría que denotaremos A-Mod. Además, si f : R Ñ S es un
morfismo de A-módulos biyectivo, entonces es un isomorfismo.

En efecto, como f es biyectivo, por el Lema 1.1.7, f� es residuada con residuo f , y
son mutuamente inversas. Veamos que f� es estructural. Sean a P A e y P S, entonces

f�pa �S yq � f�pa �S ff
�pyqq � f�fpa �R f

�pyqq � a �R f
�pyq.

Observación 4.1.10. Una función ρ : PpRq Ñ PpSq es una transformación estruc-
tural de M-conjuntos de R en S, si y sólo si, es una transformación estructural de
PpMq-módulos de PpRq en PpSq.

Para ver esto, primero notemos que, tanto si ρ es transformación estructural de
M-conjuntos como de PpMq-módulos, resulta residuada respecto de la inclusión �.
Supongamos que ρ es transformación estructural de M-conjuntos. Sean N � M y
X � R,

ρpN �R Xq � ρptσ �R XuσPNq � tρpσ �R XquσPN

tσ �S ρpXquσPN � N �S ρpXq.

Entonces ρ es transformación estructural de PpMq-módulos.
Supongamos ahora que ρ es transformación estructural de PpMq-módulos. Sean

σ PM y X � R,

ρpσ �R Xq � ρptσu �R Xq � tσu �S ρpXq � σ �S ρpXq.

Entonces ρ resulta transformación estructural de M-conjuntos.

Lema 4.1.11. Sea α : R Ñ S un morfismo entre A-módulos. Sean KR�
�

xPR x y
KS�

�
xPR S los elementos mínimos de R y S. Entonces:

(i) σ�R KR�KR para todo σ P A.

(ii) αpKRq �KS.

(iii)
�

iPIpσ �R xiq � σ �R
�

iPI xi para todo σ P A, xi P R, I arbitrario.

(iv) p
�

iPI aiq �R x �
�

iPIpai �R xq para todo x P R, ai P A, I arbitrario.

Demostración. (i) Como KR es el mínimo, KR¤ σ�R KR y KR¤ σz�R KR. La segunda
desigualdad es equivalente a σ�R KR¤KR. Entonces, σ�R KR�KR.

(ii) Tenemos que KR¤ α�pKSq, lo que equivale a que αpKRq ¤KS . Además, KS¤
αpKRq. Por lo tanto, αpKRq �KS .

(iii) Notemos que xj ¤
�

iPI xi, para todo j P I. Por la monotonía de σ �R �,
σ �R xj ¤ σ �R

�
iPI xi, para todo j P I. Luego,

�
jPI σ �R xj ¤ σ �R

�
iPI xi.
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Por otro lado, σ�Rxj ¤
�

iPI σ�Rxi, para todo j P I. Entonces, xj ¤ σz�R
�

iPI σ�Rxi,
para todo j P I. Tomando supremo,

�
jPI xj ¤ σz�R

�
iPI σ �R xi. Luego, σ �R

�
jPI xj ¤�

iPI σ �R xi.
(iv) Tenemos que aj ¤

�
iPI ai, para todo j P I. Luego, aj �R x ¤ p

�
iPI aiq �R x,

para todo j P I. Tomando supremo,
�

jPIpaj �R xq ¤ p
�

iPI aiq �R x.
Por otro lado, aj �R x ¤

�
iPIpai �R xq, para todo j P I. Luego, aj ¤ r

�
iPIpai �R

xqs{�Rx, para todo j P I. Tomando supremo,
�

jPI aj ¤ r
�

iPIpai �R xqs{�Rx. Por lo
tanto, p

�
jPI ajq �R x ¤

�
iPIpai �R xq

Definición 4.1.12. Un operador de clausura estructural sobre un A-módulo R
es una función C : R Ñ R tal que es un operador de clausura para el orden de R y
σ �R Cpxq ¤ Cpσ �R xq para todo σ P A y x P R.

Observación 4.1.13. Sea R un A-módulo y sea C : R Ñ R un operador de clausura
para el orden deR. Dado que �R es residuada y por lo tanto σ�R� : RÑ R es monótona
para todo σ P A, resulta, a semejanza de lo que sucedió en la Observación 2.1.8, que
σ �R Cpxq ¤ Cpσ �R xq para todo σ P A y x P R si y sólo si Cpσ �R xq � Cpσ �R Cpxqq
para todo σ P A y x P R.

Observación 4.1.14. Sean R un M-conjunto y C un operador de clausura respecto de
la inclusión C : PpRq Ñ PpRq. Entonces C es un operador de clausura estructural sobre
R si y sólo si es un operador de clausura estructural sobre PpRq. En efecto, supongamos
que C es operador de clausura estructual sobre R. Sea N � M , CpN �R CpXqq �
Cptσ �R CpXquσPNq � CptCpσ �R XquσPNq � Cptσ �R XuσPNq � CpN �R Xq.

Ahora, supongamos que C es operador de clausura estructural sobre PpRq. Sean
σ PM y X � R, Cpσ �RCpXqq � Cptσu �RCpXqq � CpCptσu �RXqq � Cptσu �RXq �
Cpσ �R Xq

El siguiente lema se basa en el Lema 3.9 de [Gal09] y muestra que el retículo de
elementos cerrados resulta ser también un A-módulo:

Lema 4.1.15. Dado un operador de clausura estructural C sobre un A-módulo R,
tenemos RC :� xCrRs,

�
,
�Cy el retículo de sus puntos fijos, donde CrRs � tCpxq :

x P Ru � tx P R : Cpxq � xu y
�C

iPI xi � Cp
�

iPI xiq para xi P R. Podemos considerar
entonces RC :� xRC , �RCy, que resulta ser un A-módulo, donde σ �RC x :� Cpσ �R
xq. Además C 1 : R Ñ CrRs, la correstricción de C a su imagen, es un morfismo de
A-módulos suryectivo entre R y RC.

Demostración. RC es un retículo completo ya que R lo es y, dado X � CrRs,
�

xPX x P
CrRs. En efecto,

�
zPX z ¤ x, para todo x P X. Entonces, Cp

�
zPX zq ¤ Cpxq � x,

para todo x P X. Luego, Cp
�

zPX zq ¤
�

xPX x ¤ Cp
�

xPX xq. Por lo tanto,
�

xPX x �
Cp
�

zPX zq P CrRs.
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Veamos que �RC : A � RrCs Ñ RrCs es residuada. Primero veamos que el residuo
izquierdo es z�R . Sean x, y P CrRs y σ P A,

σ �RC x ¤ y ô Cpσ �R xq ¤ y ô σ �R x ¤ y ô x ¤ σz�Ry.

Debemos ver que que σz�Ry P CrRs. Tenemos que

σ �R Cpσz�Ryq ¤ Cpσ �R pσz�Ryqq ¤ Cpyq � y.

Luego, Cpσz�Ryq ¤ σz�Ry ¤ Cpσz�Ryq. Por lo tanto, σz�Ry P CrRs.
Veamos ahora que el residuo derecho es {�R . Sean x, y P CrRs y σ P A,

σ �RC x ¤ y ô Cpσ �R xq ¤ y ô σ �R x ¤ y ô σ ¤ y{�Rx.

Veamos que �RC cumple las condiciones necesarias:

1. pσ � σ1q �RC x � σ �RC pσ
1 �RC xq para todo σ, σ1 P A y x P CrRs:

pσ � σ1q �RC x � Cppσ � σ1q �R xq � Cpσ �R pσ
1 �R xqq �

Cpσ �R Cpσ
1 �R xqq � Cpσ �R pσ

1 �RC xqq � σ �RC pσ
1 �RC xqq

2. 1 �RC x � x para todo x P CrRs:

1 �RC x � Cp1 �R xq � Cpxq � x

EntoncesRC es un A-módulo. Veamos que C 1 : RÑ CrRs es un morfismo de A-módulos
suryectivo. Tenemos que es suryectivo ya que es la correstricción de C a su imagen.
Veamos que C 1 : R Ñ CrRs es residuada, con residuo i : CrRs Ñ R, donde ipxq � x.
Debemos ver:

C 1pxq ¤ y ô x ¤ ipyq, para todo x P R e y P CrRs.

Si C 1pxq ¤ y, resulta x ¤ C 1pxq ¤ y � ipyq. Ahora, si x ¤ ipyq entonces C 1pxq ¤
C 1pipyqq � C 1pyq � y. Luego i es el residuo de C 1.

Veamos que C 1pσ �R xq � σ �RC C
1pxq para todo σ P A y x P R. Por definición,

σ �RC C
1pxq � C 1pσ �RC

1pxqq, y como C 1 es estructural, C 1pσ �RC
1pxqq � C 1pσ �R xq.

Como en el caso de los M-conjuntos, definimos representación estructural como
una función residuada inyectiva entre los retículos de los elementos cerrados por los
operadores de clausura, que respeta el orden y la acción. Como en particular estos
retículos son A-módulos, las podemos ver como morfismos inyectivos de A-Mod. Notar
entonces que esto es una abstracción de la condición FCpσ �R xq � Dpσ �S F pxqq para
todo x P R y σ PM , para M-conjuntos, ya que esto se cumple al pedir que F sea una
transformación estructural de PpMq-módulos.
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Definición 4.1.16. Dados operadores de clausura estructurales C y D sobre los A-módulos
R y S respectivamente, decimos que F : RC Ñ SD es una representación estruc-
tural de C en D, si F es un morfismo de módulos tal que x ¤ y ô F pxq ¤ F pyq para
todo x, y P R.

Decimos que la representación estructural es inducida por una transformación es-
tructural α : RÑ S, si el siguiente diagrama conmuta:

R α //

C
����

S
D
����

RC F
// SD

Lema 4.1.17. Una función F : CrPpRqs Ñ DrPpSqs, es una representación estructural
de M-conjuntos, si y sólo si, es una representación estructural de PpMq-módulos.

Demostración. Supongamos que F es una representación estructural de M-conjuntos,
entonces X � Y si y sólo si F pXq � F pY q para todo X, Y � R y FCpσ �R Xq �
Dpσ �S F pXqq para todo X � R y σ PM . Por definición, F es residuada. Falta ver que
F pΓ �RC Xq � Γ �SD F pXq, para todo Γ � M y X P CrPpRqs. Para ello, observemos
que

F pΓ �RC Xq � FCpΓ �R Xq �
¤
σPΓ

FCpσ �R Xq �

¤
σPΓ

Dpσ �S F pXqq �
¤
σPΓ

σ �SD F pXq � Γ �SD F pXq.

Ahora supongamos que F es una representación estructural de PpMq-módulos, entonces
es un morfismo de PpMq-módulos tal que X � Y si y sólo si F pXq � F pY q para todo
X, Y � R. Solo falta ver que FCpσ �R Xq � Dpσ �S F pXqq para todo X � R y
σ P M . Como F es morfismo de PpMq-módulos, F ptσu �RC Xq � tσu �SD F pXq; es
decir, FCpσ �R Xq � Dpσ �S F pXqq.

Por último, definimos la propiedad de la representación para el caso de los A-módulos,
que también resulta ser una generalización de la definición de los sistemas deductivos
algebrizables.

Definición 4.1.18. Un A-módulo R tiene la REP si para todo A-módulo S y todo
par de operadores de clausura estructurales, C sobre R y D sobre S, se tiene que toda
representación estructural de C en D está inducida por una transformación estructural
de R en S.

El siguiente lema es una adptación de [Gal09, Lema 3.4], y nos dice cómo obtener
un operador de clausura estructural a partir de una transformación estructural.
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Lema 4.1.19. Sea α : R Ñ S un morfismo de A-módulos, entonces α�α : R Ñ R
es un operador de clausura estructural sobre R. Además, Rα�α es isomorfo a αrRs a
través del morfismo

α1 :� α|Rα�α : Rα�α � R ÝÑ αrRs � S.

Demostración. Como α es un morfismo de A-módulos, es residuada, entonces existe
α� su residuo. Por el Lema 1.2.2, α�α es un operador de clausura. Veamos que es
estructural. Para ello debemos ver que σ �R α�αpxq ¤ α�αpσ �R xq, para todo σ P A y
x P R. Primero notemos que como α�αpxq ¤ α�αpxq, entonces αα�αpxq ¤ αpxq. Por
(1) del Lema 4.1.7 tenemos que

σ �S αα
�αpxq ¤ σ �S αpxq.

Como α es un morfismo de A-módulos, tenemos que

αpσ �R α
�αpxqq ¤ αpσ �R xq.

Luego,
σ �R pα

�αpxqq ¤ α�αpσ �R xq.

En consecuencia, α�α resulta un operador de clausura estructural sobre R.
Veamos que α|Rα�α : Rα�α � R Ñ αrRs � S es un isomorfismo. Sean x, y P α�αrRs

tales que αpxq � αpyq, entonces α�αpxq � α�αpyq; o sea x � y. Luego α|Rα�α es
inyectiva. Por otra parte, sea αpxq P αrRs, entonces α�αpxq P α�αrRs. Por 1.1.6,
αpα�αpxqq � αpxq, y entonces α|Rα�α resulta sobreyectiva. Luego, por la Observación
4.1.9, α|Rα�α es isomorfismo.

El siguiente teorema caracteriza a los A-módulos que tienen la REP y así se obtiene
una solución para el problema de la representación en el marco de los A-módulos.

Teorema 4.1.20. [Gal09, Lema 5.1] Los objetos que tienen la REP en A-Mod son
exactamente los onto-proyectivos.

Demostración. Sea P un objeto onto-proyectivo. Veamos que tiene la REP. Sea S un
A-módulo y sean C y D operadores de clausura estructurales sobre P y S respecti-
vamente, tales que existe una representación estructural F : PC Ñ SD. Como P es
proyectivo, existe α : P Ñ S tal que el siguiente diagrama conmuta

P α //___

FC !!BBBBBBBB S
D
����

SD
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Luego, también conmuta el siguiente diagrama

P α //____

C
����

S
D
����

PC F
// SD

de donde se sigue que F es inducida por α. En consecuencia, P tiene la REP.
Veamos ahora que si P tiene la REP, entonces es un objeto onto-proyectivo. Sean

Q y R A-módulos y sean β : Q Ñ R y γ : P Ñ R morfismos de A-módulos con β
sobreyectiva. Por el Lema 4.1.19, γ�γ es un operador de clausura estructural sobre P,
y además Pγ�γ es isomorfo a γrPs � R a través de

γ1 :� γ|Pγ�γ : Pγ�γ Ñ R.

Entonces γ se factoriza como γ � γ1pγ�γq. Analogamente, tenemos β � β1pβ�βq, con

β1 :� β|Qβ�β : Qβ�β Ñ R.

Luego, F :� pβ1q�1γ1 : Pγ�γ Ñ Qβ�β es una representación estructural. Como P tiene
la REP, tenemos que existe un morfismo de A-módulos α : P Ñ Q que hace conmutar
al cuadrado exterior del siguiente diagrama

P α //_________

γ�γ

����

γ

""EEEEEEEEE Q

β�β

����

β

||||yyyyyyyyy

R

Pγ�γ
// F //

γ1
<<zzzzzzzzz

Qβ�β

β1
bbbbEEEEEEEEE

Es decir, F pγ�γq � pβ�βqα. Como F � β1�1γ1, tenemos que

pβ1�1γ1qpγ�γq � pβ�βqα

β1pβ1�1γ1qpγ�γq � β1pβ�βqα

γ1pγ�γq � β1pβ�βqα.

Además, γ1pγ�γq � γ y β1pβ�βq � β, y por lo tanto γ � βα. Es decir, el siguiente
diagrama conmuta.

P α //___

γ ��@@@@@@@@ Q
β
����
R

Luego P es onto-proyectivo.
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4.2. Principio de dualidad
Dado el retículo residuado completo A � xA,^_, �z, {, 1y definimos el simétrico

de A como el retículo residuado completo As � xA,^_, �s, zs, {s, 1y, donde para todo
a, b P A,

a �s b � b � a, azsb � b{a y a{sb � bza.

Veamos que zs y {s son los residuos de a �s b:

a �s b ¤ c ô b � a ¤ c ô a ¤ bzc ô a ¤ c{sb

a �s b ¤ c ô b � a ¤ c ô b ¤ c{a ô b ¤ azsc.

Notar que el orden de As y de A coinciden. Además, pAsqs � A.
Dado un A-módulo R � xR, �Ry, definimos su dual como Rop � xRop,dy donde

Rop es el retículo R con el orden inverso ¤op y d � z�R : A�RÑ R.

Proposición 4.2.1. [Gil09, Proposición 5] Si R es un A-módulo, entonces Rop es un
As-módulo y los residuos de d quedan determinados por azdx � a�Rx y y{dx � x{�Ry.
Más aún, pRopqop � R.

Demostración. Veamos que zd y {d son los residuos de d. Sean x, y P R y a P A,

ad x ¤op y ô y ¤ ad x ô y ¤ az�Rx ô a �R y ¤ x

x ¤op azdy ô azdy ¤ x ô a �R y ¤ x

a ¤ y{dx ô a ¤ x{�Ry ô a �R y ¤ x.

Luego
ad x ¤op y ô x ¤op azdy ô a ¤ y{dx.

Tenemos así que y ¤ 1z�Rx si y sólo si 1 �R y ¤ x si y sólo si y ¤ x para todo
x, y P R. Luego 1d x � 1z�Rx � x. Sean a, b P A y x, y P R, entonces

y ¤ ad pbd xq ô y ¤ az�Rpbz�Rxq ô a �R y ¤ bz�Rx ô

b �R pa �R yq ¤ x ô pb � aq �R y ¤ x ô pa �s bq �R y ¤ x ô

y ¤ pa �s bqz�Rx ô y ¤ pa �s bq d x.

Luego ad pbd xq � pa �s bq d x.

Por la Observación 1.1.9, dado un morfismo de A-módulos f : R Ñ S, f� : Sop Ñ
Rop es residuada, con residuo f : Rop Ñ Sop. Veamos que f� es estructural para d.
Tenemos que

x ¤ f�pad yq ô fpxq ¤ ad y ô fpxq ¤ az�Sy ô a �S fpxq ¤ y ô
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fpa �R xq ¤ y ô a �R x ¤ f�pyq ô x ¤ az�Rf
�pyq ô x ¤ ad f�pyq.

Entonces, f�pad yq � ad f�pyq. Además, por la Observación 1.1.8, id�R � idR � idRop

y pfgq� � g�f�. De este modo obtenemos el siguiente principio de dualidad.
El pasaje al dual D : A-Mod Ñ As-Mod es un isomorfismo de categorías

Dpf : RÑ Sq � f� : Sop Ñ Rop.

El siguiente resultado muestra que los epis de A-Mod coinciden con los morfismos
suryectivos. En consecuencia, los objetos onto-proyectivos y los proyectivos son los mis-
mos. Así, en el Teorema 4.1.20, podemos intercambiar estos objetos.

Para demostrar la siguiente porposición, veamos que dados un A-módulo R y x P R,
podemos definir un morfismo mx : AÑ R como mxpaq � a �R x.

Como mxpaq ¤ y ô a �R x ¤ y ô a ¤ y{�Rx, tenemos que mx es residuada con
residuo m�

x pyq � y{�Rx. Además, mxpb � aq � pb � aq �R x � b �R pa �R xq � b �R mxpaq,
entonces mx es estructural.

Proposición 4.2.2. [Gil09, Proposición 8] En la categoría de A-Mod, los monomorfis-
mos son inyectivos y los epimorfismos son suryectivos.

Demostración. Sea f : R Ñ S monomorfismo. Sean x, y P R, tal que fpxq � fpyq.
Entonces fmxpaq � fpa �R xq � a �S fpxq � a �S fpyq � fpa �R yq � fmypaq, luego
fmx � fmy. Como f es monomorfismo,mx � my, y en particular x � 1�Rx � mxp1q �
myp1q � 1 �S y � y. Entonces f es inyectiva.

Por dualidad, el funtor D manda epis y monos de A-Mod a monos y epis de As-Mod
respectivamente. Además, por el Lema 1.1.7, una función residuada f : R Ñ S es
inyectiva si y sólo si f� es sobreyectiva. Luego, D manda morfismos sobreyectivos e
inyectivos de A-Mod a morfismos inyectivos y sobreyectivos de As-Mod respectivamente.
Entonces, si f es un epi de A-Mod, f� es un mono de As-Mod. Luego, f� es inyectiva
en As-Mod, y en consecuencia, es sobreyectiva en A-Mod.

Corolario 4.2.3. [Gil09, Corolario 9] Los objetos onto-proyectivos de A-Mod son exac-
tamente los proyectivos. En consecuencia, los objetos con la REP son exactamente los
proyectivos.

El siguiente lema es la implicación (iv) ñ (i) del Teorema 31 de [Gil09].

Lema 4.2.4. Si P’ es proyectivo y existe una retracción ε : P’ Ñ P, entonces P es
proyectivo.

Demostración. Sean f : P Ñ S y π : R Ñ S epimorfismo. Como ε es una retracción,
sea ρ : P Ñ P’ tal que ερ � idP . En particular fερ � f . Como P’ es proyectivo, existe
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fε : P’ Ñ R tal que el siguiente diagrama conmuta

P ρ //

f //

P’ fε //___

fε !!BBBBBBBB R
π
����
S

Entonces P resulta proyectivo.

4.3. A-módulos cíclicos
En esta sección analizaremos los A-módulos cíclicos. Esto nos permitirá mostrar la

existencia de A-módulos proyectivos.

Definición 4.3.1. Decimos que un A-módulo R es cíclico si existe un elemento v P R,
llamado generador de R, tal que R � A �R v � ta �R v : a P Au.

Lema 4.3.2. [Gal09, Lema 5.2] Un A-módulo R es cíclico con generador v si y sólo
si px{�Rvq �R v � x para todo x P R.

Demostración. Si v es un generador, para todo x P R existe a P A tal que x � a �R v.
Entonces a ¤ pa �R vq{�Rv � x{�Rv. Luego, x � a �R v ¤ px{�Rvq �R v ¤ x, por el Lema
4.1.7, y resulta px{�Rvq �R v � x.

Por otro lado, si vale px{�Rvq �R v � x, entonces x P A �R v.

Lema 4.3.3. [Gal09, Lema 5.3] Sea C : A Ñ A un operador de clausura estructural.
Entonces el A-módulo AC es cíclico con generador Cp1q.

Demostración. Se tiene que Cp1q P CrAs. Sea Cpaq P CrAs, a�ACCp1q � Cpa�ACp1qq �
Cpa �A 1q � Cpaq.

Lema 4.3.4. [Gal09, Lema 5.4] Sea R un A-módulo y v P R. Entonces,

1. A �R v � xA �R v, �Ry es un A-módulo con el mismo supremo que R y el residuo
izquierdo de la operación �R en A�R v está dado por azA�Rvq � rpaz�Rqq{�Rvs�R v.

2. La función Cv : A Ñ A, definida como Cvpaq � pa �R vq{�Rv es un operador de
clausura estructural.

3. A �R v es isomorfo a ACv

Así, tenemos que un A-módulo es cíclico si y sólo si es isomorfo a AC, para un operador
de clausura C : AÑ A.
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Demostración. (1) Veamos que �R : A � A �R v Ñ A �R v. Sean a P A y q P A �R v y
b P A tal que q � b �R v. Luego a �R q � a �R pb �R vq � pa � bq �R v P A �R v. Por el Lema
4.1.11

�R
iPIpai �R vq � p

�A
iPI aiq �R v P A �R v. Veamos que azA�Rvq � rpaz�Rqq{�Rvs �R v.

Si r � c �R v, con c P A, entonces a �R r ¤ q si y sólo si a �R pc �R vq ¤ q si y sólo
si c ¤ paz�Rqq{�Rv si y sólo si r � c �R v ¤ rpaz�Rqq{�Rvs �R v. La vuelta de la última
equivalencia vale ya que si c �R v ¤ rpaz�Rqq{�Rvs �R v, entonces c ¤ pc �R vq{�Rv ¤
prpaz�Rqq{�Rvs �R vq{�Rv � paz�Rqq{�Rv por (5) y (7) del Lema 4.1.7.

(2) Por (5) de 4.1.7, a ¤ pa �R vq{�Rv � Cvpaq. Si a ¤ b, entonces a �R v ¤ b �R v,
Cvpaq � pa �R vq{�Rv ¤ pb �R vq{�Rv � Cvpbq. Además, CvpCvpaqq � Cvppa �R vq{�Rvq �
prpa �R vq{�Rvs �R vq{�Rv � rpa �R vq{�Rvs � Cvpaq por (7) del Lema 4.1.7. Para ver la
estructuralidad, pa�ACvpbqq�R v � a�R prpb�R vq{�Rvs�R vq ¤ a�R pb�R vq � pa�A bq�R v
por (3) del Lema 4.1.7, entonces a�ACvpbq ¤ pra�ACvpbqs�Rvq{�Rv ¤ rpa�Abq�Rvs{�Rv �
Cvpa �A bq. Entonces Cv es estructural.

(3) Sea fpaq � a �R v y gpxq � x{�Rv. Notar que f : CvrAs Ñ A �R v y g : A �R v Ñ
CvrAs, ya que fpaq � a �R v P A �R v y gpa �R vq � pa �R vq{�Rv P CvrAs. Sean
x P A �R v, con x � b �R v para b P A, entonces fpgpxqq � fpx{�Rvq � px{�Rvq �R v �
rpb�Rvq{�Rvs�Rv � b�Rv � x por el Lema 4.3.2, ya queA�Rv es cíclico con generador v.
Además, para todo a P ACv , gpfpaqq � gpa �R vq � pa �R vq{�Rv � Cvpaq � a. Entonces
f es biyectiva con inversa g. Como además f y g son monótonas, por la observación
1.1.4, f es residuada con residuo g.

Se tiene también que f es estructural. En efecto, sean b P CvrAs y a P A. Por el
Lema 4.3.2, prpa �bq�R vs{�Rvq�R v � pa �bq�R v. Entonces, fpa�ACv bq � pa�ACv bq�R v �
Cvpa � bq �R v � prpa � bq �R vs{�Rvq �R v � pa � bq �R v � a �R pb �R vq � a �R fpbq. Luego,
f es morfismo de A-módulos biyectivo. Por el Lema 4.1.9, f es un isomorfismo.

Corolario 4.3.5. [Gal09, Corolario 5.5] Si u P A entonces A � u � xA � u, �y, es un
A-módulo cíclico isomorfo a ACu.

Lema 4.3.6. [Gal09, Lema 5.6] Sea C : AÑ A un operador de clausura estructural y
u P A. Las siguientes propiedades son equivalentes:

1. Cpuq � Cp1q y Cpaq � u � a � u para todo a P A.

2. C � Cu y u � u � u

Demostración. Supongamos que Cpuq � Cp1q y Cpaq � u � a � u para todo a P A.
Entonces u � u � Cpuq � u � Cp1q � u � 1 � u � u. Como Cpaq � u � a � u, entonces
Cpaq ¤ pa � uq{u � Cupaq Además, como Cpuq � Cp1q, Cpb � uq � Cpb � Cpuqq �
Cpb � Cp1qq � Cpb � 1q � Cpbq. Luego,

Cupaq � u � pra � us{uq � u � a � u ñ CpCupaq � uq � Cpa � uq

ñ CpCupaqq � Cpaq ñ Cupaq ¤ Cpaq.
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Así tenemos que Cpaq � Cupaq para todo a P A.
Para ver la otra implicación, supongamos que C � Cu y u � u � u. Entonces,

Cp1q � Cup1q � p1 � uq{u � u{u � pu � uq{u � Cupuq � Cpuq. Además, Cpaq � u �
Cupaq � u � pra � us{uq � u � a � u por (10) de 4.1.7.

Teorema 4.3.7. [Gal09, Teorema 5.7] Para todo A-módulo R, las siguientes condicio-
nes son equivalentes:

1. u �R v � v, rpa �R vq{�Rvs � u � a � u para todo a P A y R � A �R v para algún
v P R y u P A.

2. Cvpuq � Cvp1q, Cvpaq � u � a � u para todo a P A y R � A �R v para algún v P R
y u P A.

3. Cv � Cu, u � u � u y R � A �R v para algún v P R y u P A.

4. R es isomorfo a A � u y u � u � u para algún u P A.

5. R es cíclico y proyectivo.

Demostración. p1q ñ p2q: u �R v � v ñ pu �R vq{�Rv � v{�Rv, o sea Cvpuq � Cvp1q.
p2q ñ p3q: Se sigue del Lema 4.3.6.
p3q ñ p4q: Por el Lema 4.3.4, A �R v � ACv . Por el Corolario 4.3.5, A � u � ACu .

Como Cu � Cv, entonces R � A �R v � A � u con u � u � u.
p4q ñ p1q: Sea F : A�uÑ R isomorfismo, tomo v � F puq, entoncesR � F pA�uq �

A �R F puq � A �R v. Además u �R v � u �R F puq � F pu � uq � F puq � v. Veamos la
otra igualdad: pra �R vs{�Rvq � u � pra �R F puqs{�RF puqq � u � rF pa � uq{�RF puqs � u �
rpa � uq{us � u � a � u.

p4q ñ p5q: El A-módulo A � u es, por construcción, cíclico. Veamos que es onto-
proyectivo. Sean P y Q A-módulos, y sean f : A � u Ñ Q y g : P Ñ Q morfismos tal
que g es sobreyectiva. Sea p P P tal que gppq � fpuq. Sea h : A � u Ñ P definida por
hpa � uq � a �P p. Entonces ghpa � uq � gpa �P pq � a �Q gppq � a �Q fpuq � fpa � uq, o
sea h completa el diagrama

A � u h //___

f ""EEEEEEEEE P
g
����
Q

Entonces A � u es onto-proyectivo, y por la Observación 4.2.3, resulta proyectivo.
p5q ñ p4q: Como R es cíclico, por el Lema 4.3.4, R � AC para C : A Ñ A un

operador de clausura estructural. Como además R es proyectivo, entonces AC también.

38



Luego, existe un morfismo f que hace conmutar el siguiente diagrama

AC
f //___

Id !!DDDDDDDD A
C
����

AC

Sea u � fCp1q. Tenemos Cpaq � Cpa � 1q � Cpa � Cp1qq � a �AC Cp1q para todo a P A.
Entonces fCpaq � fpa �AC Cp1qq � a � fCp1q � a � u. Entonces f rACs � A � u. Además,
por el diagrama, f es inyectiva, entonces AC � A � u. Veamos que u � u � u:

u � u � fCp1q � fCp1q � fpfCp1q �AC Cp1qq �

fCpfCp1q � Cp1qq � fCCpfCp1q � 1q � fCpfCp1qq � fCp1q � u

pues Cf � Id.

Corolario 4.3.8. Sea A un retículo residuado completo. El A-módulo asociado A es
cíclico y proyectivo en A-Mod.

Demostración. Tomando u � 1 P A, A � A � u y 1 � 1 � 1, entonces por 4.3.7, A es
cíclico y proyectivo.

Corolario 4.3.9. El A-módulo A asociado al retículo residuado completo A tiene la
REP.

Otro corolario del Teorema 4.3.7 nos da más ejemplos de A-módulos con la REP.

Corolario 4.3.10. [Gal09, Corolario 5.9] PpxFm, �yq y PpxEq, �yq son PpΣq-módulos
cíclicos proyectivos. En consecuencia, tienen la REP.

Demostración. Sea v � txu, con x P V a y u � tκxu donde κx es la sustitución que
manda todas las variables a x. Entonces u � v � tκxu � txu � txu � v y

rpΓ � vq{vsu � rtσpxq : σ P Γu{vsu � tγ P Σ : γpxq � σpxq para algún σ P Γuu � Γu

para todo Γ P PpΣq. Y además, PpΣq � v � tσpxq : σ P Σu � Fm. Entonces por el
Teorema 4.3.7, PpxFm, �yq es cíclico y proyectivo.

Ahora, para PpxEq, �yq, sea v � tx � yu donde x e y son dos variables distintas.
Sean Vx y Vy dos subconjuntos de V a que lo partcionan y tal que x P Vx e y P Vy. Sea
u � tκx�yu, con κx�y la sustitución que manda todas las variables de Vx a x y todas
las de Vy a y. Entonces u � v � tκx�ypx � yqu � v, y por otro lado

rpΓ � vq{vsu � rptσpx � yq : σ P Γu{vsu �

tγ P Σ : γpx � yq � σpx � yq para algún σ P Γuu � Γu
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para todo Γ P PpΣq. Además, PpΣq � v � tσpx � yq : σ P Σu � Eq. Luego, por el
Teorema 4.3.7, PpxEq, �yq es cíclico y proyectivo.

Como ambos PpΣq-módulos son proyectivos, por el Corolario 4.2.3, tienen la REP.

Proposición 4.3.11. [Gal09, Proposición 5.10] El PpΣq-módulo PpSeqq no es cíclico.

Demostración. Supongamos que V es un generador de PpSeqq. Como las sustituciones
preservan la traza, para todo Γ � Σ, V tiene secuentes de cierta traza si y sólo si Γ � V
tiene secuentes de la misma traza. Si V no tiene secuentes de alguna traza, entonces
Γ � V no tendrá secuentes de esa traza para todo Γ � Σ, lo cual sería absurdo pues V
es generador. Luego V tiene elementos de todas las trazas. Pero dado un W P PpSeqq
que no contenga secuentes de cierta traza, existe Γ � Σ tal que W � Γ � V , entonces
W tiene secuentes de todas las trazas, absurdo. Luego PpSeqq no es cíclico.

Vamos a que A-Mod tiene coproductos. Esto nos servirá, entre otras cosas, para
probar que el PpΣq-módulo PpSeqq tiene la REP.

Lema 4.3.12. [Gal09, Lema 5.11] SeaRi con i P I una familia de A-módulos. Entonces
el A-módulo

²
iPI Ri � x

±
iPI Ri, �y, donde

±
iPI Ri � x

±
iPI Ri,^,_y es el retículo

completo con el orden parcial x ¤ y si y sólo si xi ¤i yi, para todo i P I. El supremo, el
ínfimo y la acción � están definidos coordenada a coordenada. Los morfismos inyectivos
asociados son τi : Ri Ñ

±
iPI Ri definidos como τiprq � pxjqjPI donde xi � r y xj �Kj

si j � i, para cada i P I, donde Kj�
�
Rj.

Demostración. Veamos que x
±

iPI Ri, �y es un A-módulo. Debemos ver que � : A �±
iPI Ri Ñ

±
iPI Ri es residuada con residuos az�y � paz�RiyiqiPI y y{�x �

�
iPI yi{�Rixi.

En efecto,

a � x ¤ y ô a �Ri xi ¤i yi @i ô xi ¤i az�Riyi @i ô x ¤ az�y y

a � x ¤ y ô a �Ri xi ¤i yi @i ô a ¤i yi{�Rixi @i ô a ¤i

©
iPI

yi{�Rixi ô a ¤ y{�x.

Además,

pσ � σ1q � x � ppσ � σ1q �Ri xiqiPI � pσ �Ri pσ
1 �Ri xiqqiPI � σ � pσ1 �Ri xiqiPI � σ � pσ1 � xq y

1 � x � p1 �Ri xiqiPI � pxiqiPI � x.

Luego,
²

iPI Ri � x
±

iPI Ri, �y es un A-módulo.
Veamos que τi : Ri Ñ

±
iPI Ri es un morfismo de A-módulos para todo i P I.

Debemos ver que es residuada y que τipσ �Ri rq � σ � τiprq para todo r P Ri y σ P A.
Sea τ�i :

±
iPI Ri Ñ Ri τ

�
i pxq � xi. Tenemos que

τiprq ¤ y ô τiprqj ¤j yj @j ô r ¤i yi ô r ¤i τ
�
i pyq y
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pτipσ �Ri rqqi � σ �Ri r � pσ � τiprqqi.

Además, si j � i,

pτipσ �Ri rqqj �Kj� σ�Rj Kj� σ �Rj pτiprqqj � pσ � τiprqqj.

La igualdad Kj� σ�Rj Kj vale por el Lema 4.1.11. Entonces los τi son morfismos. Sean
ρi : Ri Ñ Q morfismos. Definimos ρ :

±
iPI Ri Ñ Q como ρpxq �

�
iPI ρipxiq para todo

x P
±

iPI Ri. Veamos que es residuada con residuo ρ�pyq � pρ�i pyqqiPI para todo y P Q.
Esto se sigue de que

ρpxq ¤ y ô
ª
iPI

ρipxiq ¤ y ô ρipxiq ¤ y @i ô xi ¤ ρ�i pyq @i ô x ¤ ρ�pyq.

Veamos que ρ es estructural. Sean x P
±

iPI Ri y σ P A, por el Lema 4.1.11, tenemos
que

ρpσ � xq �
ª
iPI

ρipσ �Ri xiq �
ª
iPI

σ �Q ρipxiq � σ �Q
ª
iPI

ρipxiq � σ �Q ρpxq.

Veamos que ρτj � ρj para todo j P I. Si i � j, ρipτjpxjqqi � ρipKiq �KQ por el Lema
4.1.11, y ρjpτjpxjqqj � ρjpxjq, entonces ρτjpxjq �

�
iPI ρipτjpxjqqi � ρjpxjq.

Lema 4.3.13. [Gal09, Lema 5.12] El coproducto de una familia de A-módulos proyec-
tivos es un A-módulo proyectivo.

Demostración. Sean Pi con i P I A-módulos proyectivos. Sean Q y R A-módulos, y
g : Q Ñ R y k :

²
iPI Pi Ñ R morfismos, con g sobreyectiva. Sean σi : Pi Ñ

²
iPI Pi

los morfismos inyectivos asociados al coproducto. Como cada Pi es proyectivo, existen
morfismos τi : Pi Ñ Q tal que kσi � gτi. Por la propiedad del coproducto, existe un
morfismo τ :

²
iPI Pi Ñ Q tal que τi � τσi para todo i P I, entonces los triángulos

internos del siguiente diagrama conmutan:

Q

g

����

²
iPI Pi

τ

66llllllll

k
((RRRRRRRRRRRRRRR

Pi

τi

??�
�

�
�

kσi

  @@@@@@@@
σioo

R

Luego kσi � gτi � gτσi. Como existe un único morfismo f :
²

iPI Pi Ñ R tal que
fσi � gτi, y tanto k como gτ cumplen esto, entonces k � gτ , o sea el triángulo exterior
conmuta. Entonces

²
iPI Pi resulta proyectivo.

Con el siguiente teorema, vemos que el PpΣq-módulo PpSeqq es proyectivo, y por
consiguiente, tiene la REP.
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Teorema 4.3.14. [Gal09, Teorema 5.13] El PpΣq-módulo PpSeqq es coproducto de
PpΣq-módulos cíclicos y proyectivos.

Demostración. Sea V a � tx1, x2, ...u una numeración de las variables. Para cada xn,my
definimos el secuente pxn,my � xx1, ..., xnyBxxn�1, ..., xn�my, y elegimos una partición de
V a: Vx1 ,...,Vxn�m tal que xi P Vxi para todo 1 ¤ i ¤ n�m. Sean κxn,my la sustitución que
manda todos los elementos de Vxi a xi para todo 1 ¤ i ¤ n�m. Sean vxn,my � tpxn,myu P
PpSeqq y uxn,my � tκxn,myu P PpΣq. Sea Pxn,my � PpΣq � vxn,my el PpΣq-módulo cíclico
generado por vxn,my, con Pxn,my como conjunto subyacente. Tenemos que,

uxn,my � vxn,my � tκxn,my � pxx1, ..., xnyB xxn�1, ..., xn�myqu �

txx1, ..., xnyB xxn�1, ..., xn�myu � vxn,my.

Sea Γ P PpΣq, entonces,

rpΓ � vxn,myq{�vxn,mysuxn,my � rtσ � pxn,my : σ P Γu{�vxn,mysuxn,my �

tσ1 P PpΣq : σ1 � pxn,my � σ � pxn,my, σ P Γuuxn,my �

tσ1κxn,my P PpΣq : σ1 � pxn,my � σ � pxn,my : σ P Γu �

tσ1κxn,my P PpΣq : σ1pxiq � σpxiq, 1 ¤ i ¤ n�m,σ P Γu �

tσκxn,my P PpΣq : σ P Γu � Γ � uxn,my.

Luego, se cumple (1) del Teorema 4.3.7, lo que significa quePxn,my es cíclico y proyectivo.
Sea F :

±
xn,myPω2 PpPxn,myq Ñ PpSeqq definida como

F ppΓxn,myqxn,myPω2q �
¤

xn,myPω2

Γxn,my.

Veamos que es residuada, con residuo F� : PpSeqq Ñ
±

xn,myPω2 PpPxn,myq, definido
como F�pΓq � pπxn,mypΓqqxn,myPω2 , siendo πxn,mypΓq � tP P Γ : trpP q � xn,myu.
Tenemos que

F ppΓxn,myqxn,myPω2q � ∆ ô
¤

xn,myPω2

Γxn,my � ∆ ô

Γxn,my � πxn,myp∆q @xn,my P ω2 ô pΓxn,myqxn,myPω2 ¤ pπxn,myp∆qqxn,myPω2 .

Sean pΓxn,myqxn,myPω2 P
±

xn,myPω2 PpPxn,myq y ∆ P PpΣq. Se tiene,

F p∆ � pΓxn,myqxn,myPω2q � F pp∆ � Γxn,myqxn,myPω2q �

¤
xn,myPω2

∆ � Γxn,my � ∆ �
¤

xn,myPω2

Γxn,my � ∆ � F ppΓxn,myqxn,myPω2q.
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De donde se sigue que F es estructural. Por otra parte,

F ppΓxn,myqxn,myPω2q � F ppΓ1
xn,myqxn,myPω2q ñ

¤
xn,myPω2

Γxn,my �
¤

xn,myPω2

Γ1
xn,my ñ

Γxn,my � Γ1
xn,my @xn,my P ω

2 ñ pΓxn,myqxn,myPω2 � pΓ1
xn,myqxn,myPω2 ;

y por lo tanto F es inyectiva. También es sobreyectiva, ya que dado Γ P PpSeqq,
F ppπxn,mypΓqqxn,myPω2q � Γ. Luego, por la Observación 4.1.9, PpSeqq �

²
xn,myPω2 PpPxn,myq,

y como cada Pxn,my es proyectivo, por el Teorema 4.3.13, PpSeqq también lo es.

Vamos a introducir las nociones de ser finitario en el contexto de los A-módulos.

Definición 4.3.15. Un retículo residuado finitario A es un retículo residuado al-
gebraico en el cual 1 es compacto y el producto de dos elementos compactos, es compacto.
Un A-módulo R con A como antes, se dice finitario si R es un retículo completo al-
gebraico y a �R x es compacto para todos a P A y x P X compactos. Una transformación
estructural ρ : R Ñ S con R y S finitarios, se dice finitaria si manda compactos
en compactos. Un operador de clausura estructural sobre un A-módulo finitario R se
dice finitario si para todo x, y P R con y ¤ Cpxq e y es compacto, entonces existe un
elemento compacto x0 ¤ x tal que y ¤ Cpx0q.

Lema 4.3.16. Sea R un A-módulo finitario, y sea C � R un subconjunto finito de
compactos. Entonces

�
cPC c es compacto.

Demostración. Sea X � R tal que
�

cPC c ¤
�

xPX x. Luego, para cada c P C, c ¤�
xPX x. Como c es compacto, existe Xc � X finito tal que c ¤

�
xPXc

x. Sea XC ��
cPC Xc un subconjunto finito de X tal que c ¤

�
xPXC

x, para todo c P C. Luego,�
cPC c ¤

�
xPXC

x. De donde se concluye que
�

cPC c es compacto.

Veamos como son los elementos compactos de A � u con u compacto.

Lema 4.3.17. [Gal09, Lema 6.9] Sea u compacto en A. Entonces los elementos com-
pactos de A � u son exactamente los de la forma a � u para a compacto en A.

Demostración. Claramente si a es compacto en A, a �u es compacto en A �u. Sea ahora
a � u compacto de A � u. Como A es finitario, existe C � A conjunto de elementos
compactos de A tal que a �

�A
cPC c. Entonces,

a � u � p
ª
cPC

A
cq � u �

ª
cPC

A
c � u �

ª
cPC

A�u
c � u,

por los lemas 4.1.11 y 4.3.4. Como a � u es compacto en A � u, existe C̄ � C finito tal
que a � u �

�A�u
cPC̄ c � u �

�A
cPC̄ c � u � p

�A
cPC̄ cq � u. Como C̄ es finito y sus elementos son

compactos,
�A

cPC̄ c es un compacto de A, por el Lema 4.3.16.
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Lema 4.3.18. [Gal09, Lema 6.11] Sea P cíclico y onto-proyectivo, con P � A � u, u
compacto de A y u � u � u. Entonces dados Q, R, γ : PÑ R y β : QÑ R finitarios,
con β suryectiva, existe α : PÑ R finitaria tal que γ � βα.

Demostración. El elemento y � γpuq P R resulta compacto, pues u lo es. Sea x P Q tal
que βpxq � y. Existe X � Q formado por elementos compactos tales que x �

�
zPX z.

Luego, y � βpxq � βp
�

zPX zq �
�

zPX βpzq, pues β preserva supremos arbitrarios, por
ser residuada. Como y es compacto, existe Y � X finito tal que y �

�
zPY βpxq �

βp
�

zPY xq. Sea w �
�

zPY x, el cual resulta compacto por el Lema 4.3.16 pues es
supremo de finitos compactos. Además βpwq � y. Sea z � u �Q w, también compacto.

Definimos la función α : P Ñ Q como αpa �uq � a �Q z. Veamos que es un morfismo
de módulos finitario que cumple βα � γ.

Primero veamos que está bien definido. Sean a, b P A tal que a � u � b � u, entonces
a �Q z � a �Q pu �Q wq � pa � uq �Q w � pb � uq �Q w � b �Q pu �Q wq � b �Q z. Veamos que
α es residuada con residuo α� : QÑ P definido como α�pqq � pq{�Qzq � u. En efecto,

αpa � uq ¤ q ñ a �Q z ¤ q ñ a ¤ q{�Qz ñ a � u ¤ pq{�Qzq � u

a � u ¤ pq{�Qzq � u ñ pa � uq �Q z ¤ rpq{�Qzq � us �Q z ñ

a �Q pu �Q zq ¤ pq{�Qzq �Q ru �Q zs ñ

a �Q z ¤ pq{�Qzq �Q z ¤ q ñ αpa � uq ¤ q,

ya que u �Q z � u �Q pu �Q wq � pu � uq �Q w � u �Q w � z.
Veamos ahora que α es estructural. Sean a, b P A, αpb �P pa � uqq � αppb � aq � uq �

pb � aq �Q z � b �Q pa �Q zq � b �Q αpa � uq.
Veamos que α es finitaria. Sea a � u P R compacto. Por el Lema 4.3.17, existe c

compacto de A tal que c � u � a � u. Luego, αpa � uq � αpc � uq � c �Q z el cual es
compacto, pues c y z lo son. Entonces α resulta finitaria. Por último, tenemos que,

βαpa � uq � βpa �Q zq � βpa �Q ru �Q wsq � βpra � us �Q wq � pa � uq �R βpwq �

pa � uq �R y � pa � uq �R γpuq � γpra � us � uq � γpa � ru � usq � γpa � uq,

y en consecuencia, βα � γ.

Corolario 4.3.19. Sean P y S A-módulos finitarios con P cíclico y onto-proyectivo
dado por P � A � u, u compacto de A y u � u � u. Sean, además, C y D operadores de
clausura finitarios sobre P y S respectivamente. Entonces toda representación estruc-
tural G : PC Ñ SD finitaria es inducida por una transformación estructural finitaria.
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Demostración. Por el lema anterior, existe α : P Ñ S finitaria tal que el siguiente
diagrama conmuta,

P α //___

GC !!BBBBBBBB S
D
����

SD

Luego α induce a G.
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Capítulo 5

Solución en M-Set

5.1. Categorías M-Set y P(M)-Mod
En esta sección vamos a trasladar el Corolario 4.2.3 que caracteriza los A-módulos

con la REP, al marco de los M-conjuntos. Para esto vamos definir la categoría M-Set,
donde los objetos son los M-conjuntos y los morfismos son las transformaciones estruc-
turales. Por la Observación 4.1.2, tenemos que PpMq es un retículo residuado completo.
Entonces, podemos considerar la categoría de PpMq-módulos con sus morfismos, a la
cual notaremos PpMq-Mod. Además, tenemos que P : M-Set Ñ PpMq-Mod es un
funtor.
Teorema 5.1.1. [Fon15, Teorema 13] La categoría M-Set tiene coproductos arbitra-
rios. Más precisamente, si tRiuiPI es una familia de M-conjuntos,

²
iPI Ri � x

²
iPI Ri, �y,

donde
²

iPI Ri �
�
iPItxx, iy : x P Riu, con � : M�

²
iPI Ri Ñ

²
iPI Ri tal que σ�xx, iy �

xσ �Ri x, iy para todo x P Ri y σ PM , es un M-conjunto y coincide con el coproducto de
la familia tRiuiPI . Más aún, el funtor P : M-Set Ñ PpMq-Mod preserva coproductos,
es decir, para toda familia tRiuiPI de M-conjuntos, Pp

²
iPI Riq �

²
iPI PpRiq.

Demostración. Veamos que
²

iPI Ri es un M-conjunto: Sean σ, σ1 P M , entonces pσ �
σ1q � xx, iy � xpσ � σ1q �Ri x, iy � xσ �Ri pσ

1 �Ri xq, iy � σ � xσ1 �Ri x, iy � σ � pσ1 � xx, iyq, y
1 � xx, iy � x1 �Ri x, iy � xx, iy.

Consideramos la función τ :
±

iPI PpRiq Ñ Pp
²

iPI Riq definida para cada X̄ P±
iPI PpRiq como τpX̄q �

�
iPIpX̄piq�tiuq. Veamos que τ es un morfismo de PpMq-módulos.

Denotamos por �̄ a la acción de
²

iPI PpRiq � x
±

iPI PpRiq, �̄y.
Primero, veamos que τ es estructural. Sean Γ P PpMq y X̄ P

±
iPI PpRiq, entonces

τpΓ�̄X̄q �
¤
iPI

pΓ�̄X̄qpiq � tiu �
¤
iPI

pΓ �Ri X̄piq � tiuq � Γ�̄
¤
iPI

pX̄piq � tiuq � Γ�̄τpX̄q.

Veamos que τ es residuada. Sea Z �
±

iPI PpRiq, entonces

τp
ª
X̄PZ

X̄q �
¤
iPI

rp
ª
X̄PZ

X̄qpiq � tius �
¤
iPI

rp
ª
X̄PZ

X̄piqq � tius �
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¤
iPI

r
¤
X̄PZ

pX̄piq � tiuqs �
¤
X̄PZ

r
¤
iPI

pX̄piq � tiuqs �
¤
X̄PZ

τpX̄q �
ª
X̄PZ

τpX̄q.

Entonces τ es una transformación estructural. Veamos que es una biyección. Sean
X̄, Ȳ P

±
iPI PpRiq tales que X̄ � Ȳ , entonces existe i P I tal que X̄piq � Ȳ piq.

Asumimos, sin pérdida de generalidad, que existe a P X̄piq tal que a R Ȳ piq. Entonces
xa, iy P τpX̄q y xa, iy R τpȲ q, por lo tanto, τpX̄q � τpȲ q. Luego, τ es inyectiva.

Sea X P Pp
²

iPI Riq, definimos X̄ P
±

iPI PpRiq como X̄piq � ta : xa, iy P Xu
para todo i P I. Luego, τpX̄q � X, y entonces τ es sobreyectiva. Luego, por la Ob-
servación 4.1.9,

²
iPI PpRiq � Pp

²
iPI Riq. Como

²
iPI PpRiq es un coproducto de los

PpMq-módulos PpRiq, entonces Pp
²

iPI Riq también, con morfismos de PpMq-módulos
ρi : PpRiq Ñ Pp

²
iPI Riq.

Sea S un M-conjunto tal que existen τi : PpRiq Ñ PpSq transformaciones estruc-
turales de M-conjuntos. Por la Observación 4.1.10, las transformaciones estructurales
de M-conjuntos se corresponden con las de PpMq-módulos, entonces los τi son mor-
fismos de PpMq-módulos. Luego, existe un única τ : Pp

²
iPI Riq Ñ PpSq morfismo de

PpMq-módulos, (y por ende una única transformación estructural de M-conjuntos) tal
que τρi � τi. Entonces

²
iPI Ri resulta ser un coproducto de Ri, con morfismos ρi.

El siguiente lema nos servirá para ver que un M-conjunto tiene la REP si y sólo si
la tiene como PpMq-módulo.

Lema 5.1.2. [Fon15, Lema 14] Para cada PpMq-módulo R existen un M-conjunto S
y un operador de clausura estructural C sobre PpSq tal que R � PpSqC.

Demostración. Sea R un PpMq-módulo. Consideremos la función τ :
±

xPR PpMq Ñ R
donde τpΓ̄q �

�
tσ �R x : x P R, σ P Γ̄pxqu para todo Γ̄ P

±
xPR PpMq. El mismo,

resulta morfismo sobreyectivo con residuo τ� : R Ñ
±

xPR PpMq, con τ� definido por
τ�pyq � ptσ PM : σ �R x ¤ yuqxPR. Sean Γ̄ P

±
xPR e y P R, entonces

τpΓ̄q ¤ y ô
ª

tσ �R x : σ P Γ̄pxq, x P Ru ¤ y ô σ �R x ¤ y @σ P Γ̄pxq, @x P R ô

Γ̄pxq � tσ PM : σ �R x ¤ yu @x P R ô Γ̄ � τ�pyq.

Veamos que es estructural. Sean Γ1 P PpMq y Γ̄ P
±

xPR PpMq. Luego,

τpΓ1 �M Γ̄q �
ª

tσ �R x : x P R, σ P pΓ1 �M Γ̄qpxqu �
ª

tσ1 �R pσ �R xq : x P R, σ P Γ̄pxq, σ1 P Γ1u �

Γ1 �R
ª

tσ �R x : x P R, σ P Γ̄pxqu � Γ1 �R τpΓ̄q.

Veamos que es sobreyectiva. Sea y P R, defino Γ̄ tal que Γ̄pxq � H si x � y y
Γ̄pyq � t1u. Tenemos que,

τpΓ̄q �
ª

tσ �R x : x P R, σ P Γ̄pxqu �
ª

t1 �R yu � y.
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Por el Lema 4.1.19, sabemos que τ�τ es un operador clausura estructural. En conse-
cuencia, τ es inyectiva en los puntos fijos de τ�τ . En efecto, seanX, Y P τ�τ r

±
xPR PpMqs

tal que τpXq � τpY q. Luego,X � τ�τpXq � τ�τpY q � Y . Luego, τ : p
²

xPR PpMqqτ�τ Ñ
R es un isomorfismo de módulos. Por el Teorema 5.1.1, tenemos que

R � p
º
xPR

PpMqqτ�τ � Pp
º
xPR

Mqτ�τ .

Teorema 5.1.3. [Fon15, Teorema 15] Sea R un M-conjunto. PpRq tiene la REP como
PpMq-módulo si y sólo si R tiene la REP como M-conjunto.

Demostración. pñq Sean S un M-conjunto, C y D operadores de clausura sobre R
y S respectivamente, y F : CrPpRqs Ñ DrPpSqs una representación estructural. Por
la Observación 4.1.14, a C y D se los puede ver como operadores de clausura sobre
PpRq y PpSq respectivamente. Por el Lema 4.1.17, F es una representación estructural
de PpMq-módulos. Como PpRq tiene la REP, entonces existe una transformación es-
tructural de PpMq-módulos ρ, tal que FC � Dρ. Por la Observación 4.1.10, ρ es una
transformación estructural de M-conjuntos. Luego R tiene la REP.

pðq Sean T un PpMq-módulo, C y D operadores de clausura estructurales sobre
PpRq y T respectivamente y F : PpRqC Ñ TD una representación estructural de C
en D. Por el Lema 5.1.2, existe un M-conjunto S y un isomorfismo de PpMq-módulos
ρ : T Ñ PpSqE asociado a un operador de clausura estructural E sobre PpSq. Por
la Proposición 2.2.1, el operador D1 � ρDρ�1, es un operador de clausura estructural
sobre PpSqE. Además, ρ : TD � pPpSqEqD1 . Notemos que C y D1E son operadores de
clausura estructurales sobre R y S respectivamente, y F 1 :� ρF es una representación
estructural F 1 : PpRqC Ñ PpSqD1E. Como R tiene la REP, existe una transformación
estructural τ : RÑ T que induce a F 1, es decir, F 1C � D1Eτ ñ ρFC � ρDρ�1Eτ ñ
FC � Dρ�1Eτ . Luego, ρ�1Eτ induce a F .

Lema 5.1.4. [Fon15, Lema 16] Sea R un M-conjunto y sea M el M-conjunto inducido
por el monoide M, entonces:

(i) PpMq es proyectivo en PpMq-Mod.

(ii) Si PpRq es proyectivo en PpMq-Mod, entonces R es onto-proyectivo en M-Set.

(iii) M es onto-proyectivo en M-Set.

Demostración. (i) Vale por el Lema 4.3.8.

(ii) Supongamos que PpRq es proyectivo en PpMq-Mod. Sean ρ : R Ñ Q y τ : S Ñ
Q, con τ sobreyectiva. Tenemos ρ : PpRq Ñ PpQq y τ : PpSq Ñ PpQq con
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τ sobreyectiva, entonces es epimorfismo. Como PpRq es proyectivo, existe α :
PpRq Ñ PpSq tal que el siguiente diagrama conmuta:

PpRq α //___

ρ
##HHHHHHHHH
PpSq

τ
����

PpQq

Como α también es una transformación estructural de M-conjuntos, entonces R
es onto-proyectivo.

(iii) Por piq, PpMq es proyectivo en PpMq-Mod, entonces por piiq, M es onto-proyectivo
en M-Set.

Estamos en condiciones de mostrar un ejemplo de un módulo con la REP que no
tiene variable graduada; el mismo se extrajo de [Fon15, Ejemplo 10]. Así vemos que no
vale el recíproco del Teorema 3.2.13.

Ejemplo 5.1.5. Consideramos el monoide M � xt0, 1u, �, 1y definido por la siguiente
tabla:

� 0 1
0 1 0
1 0 1

y consideramos el M-conjunto trivial T :� xtau, �Ty. Veamos que PpTq es proyectivo
en PpMq-Mod. Para esto consideramos la función τ : PpMq Ñ Pptauq, dada por

τpNq :�
"
tau si N � H
H caso contrario

para todo N �M , y la función ρ : Pptauq Ñ PpMq dada por

ρpY q :�
"
t0, 1u si Y � tau
H caso contrario .

Notemos que H � ρτpHq, y si H � N � M , τpNq � tau. Entonces N � t0, 1u �
ρτpNq, o sea, N � ρτpNq para todo N �M . Además, τρpHq � τpHq � H y τρptauq �
τpt0, 1uq � tau, es decir, τρ � idPpT q. En particular, τρpY q � Y para todo Y � tau,
y como τ y ρ son monótonas, por la Observación 1.1.4, ρ es el residuo de τ . Veamos
que τ es estructural. Sean N,X � M . Si N,X � H, N �M X � H, τpN �M Xq � tau.
Por otro lado, τpXq � H, entonces N �T τpXq � H, o sea N �T τpXq � tau. Luego
τpN �M Xq � N �T τpXq. Si N o X es vacío, N �M X � H, entonces τpN �M Xq � H.
Además, N o τpXq es vacío, y por lo tanto, N �T τpXq � H; es decir, τpN �M Xq �
N �T τpXq. Luego, τ es transformación estructural.
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Veamos que ρ es residuada con residuo ρ� : PpMq Ñ Pptauq, dado por

ρ�pNq :�
"
tau si N � t0, 1u
H caso contrario .

Para ello, observemos que ρρ�pt0, 1uq � ρptauq � t0, 1u y si t0, 1u � N �M , ρρ�pNq �
ρpHq � H � N . Como H � ρ�ρpHq y tau � ρ�pt0, 1uq � ρ�ρptauq, y como ρ� y ρ son
monótona, ρ� es el residuo de ρ.

Veamos que ρ es estructural. En efecto,
ρpt0u �T tauq � ρptauq � t0, 1u � t0 � 1, 0 � 0u � t0u �M t0, 1u � t0u �M ρptauq,

ρpt1u �T tauq � ρptauq � t0, 1u � t1 � 0, 1 � 1u � t1u �M t0, 1u � t1u �M ρptauq y
ρpt0, 1u�Ttauq � ρptauq � t0, 1u � t0�1, 0�0, 1�0, 1�1u � t0, 1u�Mt0, 1u � t0, 1u�Mρptauq.
Si H � X � tau o H � N � M , ρpN �T Xq � ρpHq � H � N �M ρpXq. Luego, ρ es
una transformación estructural.

Antes, vimos que τρ � idPpT q, de donde se sigue que PpTq es un retracto de PpMq.
Por (i) del Lema 5.1.4, sabemos que PpMq es proyectivo en PpMq-Mod y por el Lema
4.2.4, PpTq también lo es. Entonces, por el Corolario 4.2.3, PpTq tiene la REP, y por
el Teorema 5.1.3, T también.

La única graduación para T es la trivial. Veamos que T no puede tener ninguna
familia coherente de sustituciones. Supongamos que κ : T ÑM es una familia coherente
de sustiticiones, entonces κa � κσ�Ta � σ � κa para todo σ PM . Si κa � 0, tomo σ � 0,
entonces 0 � 0 � 0, absurdo. Si κa � 1, tomo σ � 0, entonces 1 � 0 � 1, absurdo. Luego,
T no puede tener familia coherente de sustituciones, por lo tanto no puede tener una
variable graduada, y sin embargo tiene la REP.
Lema 5.1.6. [Fon15, Lema 17] El coproducto de cualquier familia de M-conjuntos
onto-proyectivos es onto-proyectivo.
Demostración. Sean Pi para i P I M-conjuntos onto-proyectivos, f :

²
iPI Pi Ñ S,

g : R Ñ S transformaciones estructurales con g sobreyectiva, y πi : Pi Ñ
²

iPI Pi los
morfismos del coproducto. Entonces, como cada Pi es onto-proyectivo, existen αi : Pi Ñ
R tales que el siguiente diagrama conmuta

Pi
αi //___

fπi ��???????? R
g
����
S

Por la propiedad universal del coproducto, existe una única α :
²

iPI Pi Ñ R tales que
hace conmutar el siguiente diagrama

Pi
πi

{{xxxxxxxxx
αi

��>>>>>>>>

²
iPI Pi

D!α //_______ R
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y existe una única β :
²

iPI Pi Ñ S tal que el siguiente diagrama conmuta

Pi
πi

{{xxxxxxxxx
fπi

��========

²
iPI Pi

D!β //_______ S

En particular, β � f hace conmutar el diagrama. Como pgαqπi � gpαπiq � gαi � fπi,
gα también hace conmutar el diagrama. Por la unicidad, resulta que f � gα, y en
consecuencia,

²
iPI Pi es onto-proyectivo.

La siguiente observación nos servirá para caracterizar a los M-conjuntos que tienen
la REP.

Observación 5.1.7. Dado un M-conjunto R, consideramos el coproducto de R copias
de M. Podemos definir:

txσ, xy : σ PM,x P Ru ÝÑ R

xσ, xy ÞÝÑ σ �R x

y extenderla de manera natural al conjunto potencia para tener una flecha φ :
²

xPRMÑ
R en M-Set, donde φtxσi, xiyuiPI � tσi �R xiuiPI para todo txσi, xiyuiPI �

²
xPRM. φ

resulta una transformación estructural suryectiva.
Veamos que es transfornación estructural. Primero veamos que es residuada con

residuo φ� : PpRq Ñ Pp
²

xPRMq definida φ�pXq � txσ, xy : σ �R x P Xu para todo
X � R. Sean X � R y txσi, xiyuiPI �

²
xPRM ,

φtxσi, xiyuiPI � X ô tσi �R xiuiPI � X ô

txσi, xiyuiPI � txσ, xy : σ �R x P Xu ô txσi, xiyuiPI � φ�pXq.

Veamos que φ es estructural. Sean σ PM y txσi, xiyuiPI �
²

xPRM

φpσ�̄txσi, xiyuiPIq � φptxσ � σi, xiyuiPIq � tpσ � σiq �R xiuiPI �

tσ �R pσi �R xiquiPI � σ �R tσi �R xiuiPI � σ �R φtxσi, xiyuiPI .

Veamos que es suryectiva. Sea X � R, tenemos que φtx1, xyuxPX � t1 �R xuxPX �
txuxPX � X.

Teorema 5.1.8. [Fon15, Teorema 18] Sea R un M-conjunto y sea M el M-conjunto
inducido por el monoide M. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) R es onto-proyectivo en M-Set.

(ii) Para todo M-conjunto S, toda transformación estructural suryectiva τ : S Ñ R
es una retracción.
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(iii) La aplicación φ :
²

xPRM Ñ R, definida en la observación anterior, es una re-
tracción.

(iv) Existe un M-conjunto S onto-proyectivo tal que R es el retracto S.

(v) PpRq es proyectivo en PpMq-Mod.

(vi) R tiene la REP como M-conjunto.

Demostración. piq ñ piiq : Como R es onto-proyectivo, existe α : RÑ S tal que:

R α //___

idR ��???????? S
τ
����
R

Entonces τ es una retracción.
piiq ñ piiiq : Como φ es una transformación estructural suryectiva, entonces es

una retracción.
piiiq ñ pivq : Por el Lema 5.1.4, sabemos que M es onto-proyectivo, y por el

Lema 5.1.6, resulta
²

xPRM onto-proyectivo. Por último, la condición piiiq dice que R
es retacto de

²
xPRM.

pivq ñ piq : Sean τ : K Ñ T y ρ : R Ñ T transformaciones estructurales tal que
τ es suryectiva. Suponemos que λ : S Ñ R es una retracción, con π : R Ñ S tal que
λπ � idR. Como por hipótesis S es onto-proyectivo, existe ε : SÑ K tal que:

S ε //___

ρλ ��???????? K
τ
����
T

Tenemos entonces:
R π // S ε //___

λ
��

K
τ
��

R ρ
// // T

Entonces τpεπq � ρpλπq y como λπ � idR, tenemos que τpεπq � ρ, o sea:

R επ //___

ρ
��@@@@@@@@ K
τ
����
T

Luego R es onto-proyectivo.
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piiiq ñ pvq : R es un retracto de
²

xPRM. Entonces PpRq es un retracto de
Pp
²

xPRMq en PpMq-Mod. Por el Teorema 5.1.1, Pp
²

xPRMq �
²

xPR PpMq. Por el
Lema 5.1.4, PpMq es proyectivo, y por el Lema 4.3.13,

²
xPR PpMq es proyectivo. En-

tonces PpRq es un retracto de un PpMq-módulo proyectivo. Por el Lema 4.2.4, PpRq
también es proyectivo.

pvq ô pviq : Que PpRq sea proyectivo en PpMq-Mod es equivalente, por el Corolario
4.2.3, a que PpRq tenga la REP como PpMq-módulo, y esto es equivalente, por el
Teorema 5.1.3 a que R tenga la REP como M-conjunto.

pvq ñ piq : Por (ii) del Lema 5.1.4, como PpRq es proyectivo en PpMq-Mod,
entonces R es onto-proyectivo en M-Set.
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