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Introduccion

El objetivo de esta tesis es exponer algunos resultados obtenidos en el marco del
proyecto conocido como Programa de Ribe. Dicho proyecto consiste en la generalizacion
de conceptos y teoremas propios de la teoria de espacios de Banach a la teoria de
espacios métricos y sus aplicaciones.

El Programa de Ribe toma su nombre de un teorema de Martin Ribe del cual se de-
duce que ciertas propiedades de los espacios de Banach son preservadas por homeomor-
fismos uniformes. En esencia, este teorema demuestra que propiedades aparentemente
relacionadas con la estructura vectorial de los espacios de Banach son preservadas por
morfismos que en principio solo respetan la estructura métrica. Esto sugiere que di-
chas propiedades podrian no depender de la estructura vectorial, sino ser en realidad
de caracter exclusivamente métrico. En tal caso, podrian admitir una formulacién que
apele inicamente a la estructura métrica del espacio. Reformulada cierta propiedad p en
términos puramente métricos, tendria sentido hablar de que un espacio métrico, ya no
necesariamente de Banach, satisfaga p. En ese caso, el hecho de satifacer la propiedad p
es una nocion que habremos extendido, o bien traducido, del ambito de los espacios de
Banach al de espacios métricos. Esta generalizacién de conceptos representa el primer
paso del Programa de Ribe. Habiendo hecho esto, el segundo paso consiste en estudiar
qué teoremas de la teoria de espacios de Banach admiten una version métrica, vincu-
lando los conceptos que han sido reformulados. Finalmente, el tercer paso esta dado por
la aplicacion de los conceptos y teoremas obtenidos en los primeros dos pasos para la
resolucion, no sélo de problemas relacionados con los espacios de Banach, sino también
de problemas intrinsecamente no lineales. En esta tesis se desarrollaran, entonces, los

tres pasos del programa para ciertos conceptos, teoremas y sus posteriores aplicaciones.



4 Introduccion

Comenzaremos el primer capitulo (Preliminares) exponiendo en mayor detalle los
fundamentos del Programa de Ribe. A continuacion, luego de convenir notaciones e in-
troducir herramientas ttiles, presentaremos los conceptos de tipo y cotipo para espacios
de Banach. Finalmente, probaremos dos teoremas que caracterizan a los espacios de
Banach de tipo trivial y a los de cotipo trivial respectivamente.

El segundo capitulo (Tipo métrico) consistira en el desarrollo del primer y segundo
paso del programa para el concepto de tipo. En primer lugar, presentaremos distintas
versiones métricas como posibles generalizaciones de la definicién de tipo al ambito de
los espacios métricos. A continuacién, probaremos que restringiéndonos a los espacios de
Banach, una de ellas es casi coincidente con la nocion de tipo original. Esto representara
una concrecién parcial del primer paso del programa. Finalmente, demostraremos un
analogo métrico del teorema del primer capitulo que caracterizaba los espacios de tipo
trivial, completando el segundo paso.

El tercer capitulo (Cotipo métrico) tendré una estructura idéntica al anterior, abor-
dando esta vez el concepto de cotipo. Comenzaremos brindando distintas versiones
métricas de la definicion de cotipo. Luego, estudiaremos su vinculo con la nocién de
cotipo original al restringirnos a los espacios de Banach. A diferencia del capitulo an-
terior, una de las versiones métricas resultara totalmente coincidente con la definicién
original, concretando el primer paso del programa. Por 1ltimo, probaremos un analogo
métrico del teorema del primer capitulo que caracterizaba los espacios de cotipo trivial,
completando el segundo paso.

El cuarto capitulo (Aplicaciones) estara dedicado al tercer paso del programa. Ex-
pondremos dos resultados de caracter intrinsecamente no lineal como prueba de la ca-
pacidad del Programa de Ribe de abordar problemas completamente ajenos a la teoria
de espacios de Banach.

Finalmente, en el apéndice se encuentran las demostraciones de resultados técnicos

que fueron omitidas durante los tltimos dos capitulos para mayor claridad expositiva.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo, abordaremos los temas previos necesarios para el desarrollo de la
tesis. En primer lugar, presentaremos el Programa de Ribe y el teorema que inspird
su origen. En segundo lugar, introduciremos herramientas y conceptos ttiles para el
trabajo posterior. A continuacion, trataremos las nociones de tipo y cotipo para espa-
cios de Banach, cuyas versiones métricas se desarrollaran en los capitulos siguientes.

Finalmente, caracterizaremos los espacios de Banach de tipo o cotipo trivial.

1.1. Programa de Ribe

El objetivo de esta seccidén es exponer en mayor detalle los lineamientos generales
del programa comentados en la introduccion. Para ello, serd necesario dar algunas

definiciones previas.

Definicién 1.1. Sean F y F espacios métricos. Dada una funcién f : £ — F', definimos

su norma Lipschitz por

HfHsz ‘= sup dF(f($)7 f(y))

z#yeE dE ($ ) y)
Supongamos ademas que f es inyectiva, lo cual notaremos en adelante como f : £ < F.
Llamando f~! a la inversa de f co-restringida a su imagen, definimos la distorsién de

f como

dist(f) == ”fHLip Hf_IHLip'

5



6 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Observacion 1.1. Dados E, F, G espacios métricos y funciones f: E — F, g : ' — G,

tenemos que
g o f”Lip < ”g”Lip ||fHLip‘
Maés atn, si las funciones son inyectivas resulta:
dist(g o f) < dist(g) dist(f).
Para la primer afirmacién, observemos que para todo x,y € E se cumple que

da(g o f(x), 90 [(y) <9l de(f (), F(W)) < Ngll i 11l iy di(, ),

de donde el resultado se sigue. En cuanto a la segunda, basta ver que

||(9 © f)_lHLip < Hg_lHLz‘p ||f_1HLip'

Si bien parece una consecuencia directa de lo anterior, existe una sutileza que surge de
las co-restricciones realizadas al tomar la inversa de las funciones, lo cual fue omitido

en la notacion. Tomando esto en cuenta y usando la primer afirmacién, nos queda

-1
lgo N7, = H gof’gof(E) H |§l£‘z}; ) (ﬂf(E)) )
ip p
-1 —1
<[ (o) (f|fE>) =l i 1
Lip Lip

como buscabamos.

A continuacién, daremos una interpretacion de la distorsién de una funcién. Dada

f: E — F una funcién inyectiva, para todo z,y € E tenemos que

dp(z,y) < || f7|,,, dr(f(2), f(y)) < dist(f)dp (2, y).

Podemos definir la distancia inducida por f en E como d¢(z,y) = dp(f(x), f(y)). Ob-
servemos que, por la desigualdad anterior, el minimo valor que puede tomar la distorion
es uno y se alcanza cuando dy s6lo es un cambio de escala con respecto a la distancia dg
original. En general, la distorsién es la mejor constante con la cual podemos comparar

la distancias relativas entre los puntos de E con las distancias entre sus iméagenes en F.
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Por lo tanto, podemos deducir que la distorsion es una medida de cuanto deforma f la
métrica del espacio E al incluirlo en F (salvo cambios de escala). Dicho esto, dados dos
espacios métricos, cabe preguntarse cual es la minima distorsién con la que podemos

incluir uno en el otro. Esto conduce a la definicion siguiente.

Definicién 1.2. Sean E y F espacios métricos. Definimos la constante C'r(E) como el

infimo de las distorsiones con las cuales E puede ser incluido en F. Es decir:
Cp(E) :=nf{dist(f): f: E— F}.

Si ademds & y F son dos familias de espacios métricos definimos Cr (&) como la menor

distorsion con la que todos los espacios de £ se incluyen en F,
Crp(€) =sup{Cp(E): E€&},

y Cx(E) como la menor distorsién con la que E se incluye en alguno de los espacios de
F,
Cr(E):=mf{Cp(E): F € F}.

Por otro lado, si £y F' son espacios normados, podemos definir una versién lineal C%(E)
de la constante Cr(E) agregando el requerimiento de linealidad a las inclusiones. Es
decir,

CL(E) = inf {dist(T): T:E < Ft.l}.

Como antes, definimos C4(E) y C%(F).
Observacion 1.2. Notemos que dados E, F, G espacios métricos se cumple que
Co(E) < Cq(F)Cp(E).

Lo mismo ocurre para el caso lineal. Efectivamente, podemos asumir que las constantes
Ce(F) y Cp(E) son finitas, pues sino la desigualdad se satisface trivialmente. Luego,
dado € > 0, podemos tomar funciones f : £ — F'y g : F' — G de distorsién menor que
(1+¢e)Cr(E) y (1 +¢)Cq(F) respectivamente. Luego, por la Observacion 1.1 resulta

que
Ca(E) < dist(go f) < dist(g) dist(f) < (1 +¢)*Cq(F)Cp(E),

de donde la afirmacion se sigue.
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A continuacion, daremos una definicién informal de lo que en la teoria de espacios de
Banach es conocido como propiedad local. Cierta propiedad de los espacios de Banach
se dice local si no depende de la comprensién del espacio como un todo, sino que queda

determinada por sus subespacios de dimension finita. Veamos un ejemplo.

FEjemplo 1.3. Ser un espacio de Hilbert es una propiedad local de los espacios de Banach.
Un espacio de Banach E es un espacio de Hilbert si y s6lo si su norma proviene de un
producto interno. Es sabido que una condicién necesaria y suficiente para que lo anterior
ocurra es que la norma satisfaga la ley del paralelogramo. Es decir que E es de Hilbert

si para todo u,v € E se cumple que
2 2 2 2

2 [ull™ + 2vl]” = flu + vl + [lu— o[
Como la igualdad anterior involucra tnicamente dos vectores del espacio, basta corro-
borarla para cualquier subespacio de dimensién dos. Luego, ser un espacio de Hilbert
depende unicamente de que sus subespacios de dimension dos cumplan la ley del para-

lelogramo, por lo que resulta ser una propiedad local.

Al estudiar propiedades locales, surge naturalmente preguntarse cuando dos espacios
las comparten o, mas generalmente, cudndo uno las hereda del otro. A grandes rasgos,
esto ocurrira cuando los subespacios finitos del primero estén incluidos en el segundo,
pues entonces cumpliran las propiedades que satisfacian los subespacios finitos de este
ultimo. Para dar mayor precisién al comentario anterior, introduciremos el concepto de

finita representabilidad.

Definicién 1.3. Sean E y F espacios normados. Consideremos la familia de espacios

normados £ compuesta por todos los subespacios de dimension finita de F.
= Decimos que el F es finitamente representable en F si C%(€) = 1.
= Decimos que el E es crudamente finitamente representable en F' si C4(€) < oo.

En términos de la definicién anterior, si un espacio de Banach E es finitamente
representable en un espacio de Banach F', entonces ' heredara las propiedades locales
de F. Esto se debe a que los subespacios finitos de E pueden incluirse con distorién

arbitrariamente pequena en F. Para algunas propiedades bastara incluso que E sea
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crudamente finitamente representable en F'. Cabe aclarar que si bien todo lo anterior
sera siempre cierto en la practica, no podemos brindarle mayor rigor del que tuvimos

al definir la nocién de propiedad local. Retornemos al Ejemplo 1.3.

Ejemplo 1.3 (continuacién). Dado un espacio de Banach F y un espacio de Hilbert
F, probemos que si E es finitamente representable en F' entonces E es un espacio de
Hilbert. Dado S un subespacio de E de dimension dos, basta ver que S satisface la ley

del paralelogramo. Luego, dados u,v € S, queremos ver que
2 2 2 2
2Jull + 2 vl = llu+ vl + lu—ollp. (1.1)

Para ello, trasladaremos nuestro analisis a F', cambiando a S por un subespacio de F'
con minima distorsién. Como E es finitamente representable en F', dado £ > 0, existe
una transformacién lineal 7' : S — F' inyectiva tal que dist(7") < 1 + . Usando, a

continuacion, que F' es un espacio de Hilbert, tenemos que

2| T+ 21T = 1T (w) + T()ll7 + 1T (w) = T()lI7
=T+ + 1T~ )

Por otro lado, aplicando la cota para la distorsion de T, resulta:

2l + 2 ol < 2 (|7, 1T+ 2 (|7, 1T )
= |72, (1T G+ )% + 1T = 0)13)
< dist(T)* (||u+ vl + [[u = o[})
< (U+e)? (Ju+ ol + llu—vl3)

Ahora bien, como ¢ es arbitrario podemos deducir que
2 2 2 2
2Jullp + 2wl < llu+ovllp + llu—2vl%.

Aplicando un razonamiento andlogo comenzando por el lado derecho de la expre-
sién (1.1), obtenemos la desigualdad anterior en sentido inverso probando la igualdad.
En consecuencia, ser un espacio de Hilbert es una propiedad que se hereda mediante
finita representabilidad. Notemos que no podriamos haber usado el argumento anterior
para la condicién de cruda finita representabilidad pues hizo falta una distorsion ar-

bitrariamente chica. Veamos que efectivamente ser un espacio de Hilbert no se hereda
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mediante cruda finita representabilidad. Para ello, expondremos un contraejemplo. To-
memos F = F = R? con la norma infinito y la norma dos respectivamente. Notemos
que F' es un espacio de Hilbert mientras que E no lo es. Observemos, ademds, que para

todo v € R? se satisface la desigualdad
lolloo < llvlly < V20ll. -

Esto es equivalente a afirmar que la funcién identidad ¢d : F — F tiene distorsion
menor o igual que v/2. Luego, cualquier subespacio de E se incluye en F con a lo sumo
esa distorsion. Por lo tanto, E' es crudamente finitamente representable en un espacio

de Hilbert sin heredar, sin embargo, esta propiedad.

Daremos una ultima definicién para luego enunciar el Teorema de Ribe y exponer

las metas del proyecto que lleva su nombre.

Definicién 1.4. Sean E' y F' espacios métricos. Dada una funcién f : F — F', decimos
que f es un homeomorfismo uniforme si es biyectiva, uniformemente continua y con

inversa uniformemente continua.

Teorema 1.4 (Teorema de Ribe). Dos espacios normados uniformemente homeomorfos

son crudamente finitamente representables el uno en el otro.

Comentario 1.5. La demostracién original se puede encontrar en [1], mientras que otras
dos pruebas alternativas fueron obtenidas por Heinrich y Mankiewicz [2], y Bourgain
[3]. Si bien el enunciado del teorema servird de inspiracién y punto de partida para la
exposicion del Programa de Ribe, no lo usaremos para probar resultados posteriores. Es

por eso que nos permitiremos omitir su demostracion.

Estamos en condiciones de presentar los fundamentos del Programa de Ribe. Supon-
gamos que cierta propiedad local p es heredada mediante cruda finita representabilidad.
Es decir, asumamos que para cualquier par de espacios de Banach F y F', si F satisface
p vy E es crudamente finitamente representable en F, entonces E también cumple p.
Como consecuencia del Teorema 1.4, podemos deducir que la propiedad p es invariante
por homeomorfismos uniformes, pues dos espacios de Banach uniformemente homeo-

morfos seran crudamente finitamente representables el uno en el otro. Explicitamente,
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si dos espacios de Banach son uniformemente homeomorfos, entonces uno satisface p si

y s6lo si el otro también lo hace.

Luego, cabe preguntarse por qué una propiedad p, inherente a los espacios de Banach
y su estructura vectorial, habria de ser preservada por un morfismo que en principio
respeta inicamente la estructura métrica del espacio. Tal vez los homeomorfismos uni-
formes aplicados a espacios de Banach son muy rigidos y mantienen también parte de
la estructura vectorial. Sin embargo, la idea fundamental del programa se basa en la
suposicién inversa. Tal vez no sea cierto que la propiedad p dependa de la estrcutra
vectorial de los espacios sino que es un propiedad exclusivamente métrica, y es por esa

razén que es invariante por homeomorfismos uniformes.

La osadia de esta conjetura radica en que las propiedades de los espacios de Banach
suelen estar definidas en términos inherentes a la estructura vectorial, como por ejemplo
las combinaciones lineales. ;Cémo puede ser la propiedad p exclusivamente métrica si
estd definida en términos de combinaciones lineales? Para que esto ocurra, deberia
existir una reformulacion equivalente de p que aluda unicamente a distancias entre
puntos, o sea, que apele sélo a la estructura métrica del espacio. Si la consiguiéramos,
podriamos extender la definicién reformulada de p al d&mbito de los espacios métricos.
Entonces, satisfacer o no la propiedad p dejaria de ser una caracteristica exclusiva de los

espacios de Banach para pasar a ser una caracteristica de todos los espacios métricos.

Este ejercicio de traduccion de conceptos lineales en términos métricos define el pri-
mer paso del Programa de Ribe. El objetivo consiste en generalizar todas las nociones
posibles relacionadas con las propiedades locales de los espacios de Banach, al ambito
de los espacios métricos. Sin embargo, esta tarea no siempre da lugar a generalizaciones
estrictas de los conceptos originales. Frecuentemente, se obtienen versiones o equiva-
lentes métricos que cumplen, en la teoria de espacios métricos, un rol analogo al que

dichos conceptos originales tenian en la teoria de espacios de Banach.

A continuacién, cabe preguntarse si los teoremas que vinculan las nociones que
fueron extendidas también pueden ser generalizados o si al menos es posible probar un
analogo métrico. Esto constituye el propodsito del segundo paso del programa, donde no
sélo se intenta trasladar los conceptos al ambito de los espacios métricos, sino también

la teoria. Finalmente, el tercer paso tiene como objetivo la aplicacién de lo realizado
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anteriormente a la resolucion de problemas. El éxito de esta tultima parte justifica el
esfuerzo de los primeros dos pasos. Efectivamente, el Programa de Ribe ha rendido
sus frutos, tanto en el estudio de la geometria de los espacios de Banach como en la
demostracion de resultados propios del ambito de los espacios métricos y completamente

ajenos a la teoria lineal [4].

1.2. Vectores aleatorios en espacios de Banach

Comenzaremos esta seccién ofreciendo una mirada probabilistica de los promedios
en espacios de Banach. A lo largo de esta tesis, esto nos permitird la utilizacion de
argumentos propios de la teoria de la medida y probabilidad que no hubiesen surgido
naturalmente en otro ambito. Lo que sigue puede considerarse como un caso particular
de la teorfa de integracién en espacios de Banach [5]. No es necesario, sin embargo, que

el lector este familiarizado con este tema, dada la simpleza del caso a tratar.

Comentario 1.6. Durante esta seccién trabajaremos con F un espacio de Banach real y
X un conjunto finito dotado de la medida de equiprobabilidad que llamaremos p. Todo

lo realizado sera valido para el caso complejo usando los mismos argumentos.

Notemos que al tomar X finito, cualquier funcion f : X — R resulta una funcién
medible o variable aleatoria (usando terminologia de teoria de la medida o teoria de
la probabilidad respectivamente). Mas ain, toda variable aleatoria f resulta integrable

pues tenemos que

> 1f@)] < oo

zeX

Luego, podemos calcular su esperanza como

1
E. (o)) = [ fle)dule) = 1 3 (o)
X ’ | rzeX
Para el caso particular del espacio de medida (X, u) con el que estamos trabajando,
podemos extender lo anterior reemplazando R por un espacio de Banach E. (Esto

requriria de mayor teoria si trataramos con un espacio probabilidad general.)
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Definicién 1.5. Sean E un espacio de Banach y X un conjunto finito dotado de la
medida de equiprobabilidad . Llamaremos vector aleatorio a toda funcién f: X — F.
Ademas, diremos que dos vectores aleatorios tienen la misma distribucién, si tienen la
misma imagen y toman cada valor de esta con la misma probabilidad. Por otro lado,

dado un vector aleatorio f, definimos su esperanza o integral por
1
E, @) = [ 1) dula) = 5 3 Fo)

Usaremos la notaciéon E[f] o [ « [ dp cuando no dé lugar a confusion sobre qué variable

se esta integrando.

Observacion 1.7. Observemos que no tenia sentido definir integrabilidad en nuestro
caso. Al igual que como vimos para variables aleatorias, para todo vector aleatorio f

se cumple que

D@l < oo

zeX

La notacion anterior serd de gran ayuda para pensar un promedio de vectores en
términos probabilisticos como la esperanza de un vector aleatorio que toma el valor
de cada vector del promedio de forma equiprobable. Esto nos permitira aplicar pro-
piedades tipicas de la esperanza a las expresiones promediadas (que aparecerdn muy
frecuentemente méas adelante). Por ejemplo, en la siguiente observacién veremos que

dos vectores aleatorios con la misma distribucion tienen la misma esperanza.

Observacion 1.8. Dado un vector aleatorio f : X — FE tenemos que

1 T T)="v
Bl =3 /0 = 3 e =

reX vES(X)
= > ulfe: fl@)= v}
vEf(X)

Luego, si dos vectores aleatorios tienen la misma distribucién, entonces su esperanza

coincide.

Notemos que el conjunto de vectores aleatorios EX hereda de E una estructura de

espacio vectorial definiendo la suma y la multiplicacion por escalares punto a punto.
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En consecuencia, de la Definicion 1.5 se deduce inmediatamente la linealidad de la
esperanza.

A continuacién, recordemos la definiciéon de LP(u) con 1 < p < oo. Buscaremos
extenderla reemplazando el codominio R de las funciones por E, tal como como hicimos
antes. El espacio LP(u) consiste de todas las funciones medibles f : X — R cuya
norma p es finita. Sin embargo, en nuestro caso, todas las funciones son medibles y
satisfacen esta condicién. Luego, el espacio vectorial base de cualquier LP(u) es RX y
para distintos valores de p lo tinico que cambia es la norma con la cual dotamos a R¥.
Lo mismo ocurrirad cuando extendamos la definicion para espacios de Banach, pues para
todo vector aleatorio f € EX y todo 1 < p < oo se tiene que

Y@ <

zeX
Definicién 1.6. Sean E'y (X, i) como antes. Dado 1 < p < oo, llamaremos LP(u, E)
al espacio vectorial EX dotado de la siguiente norma. Dado f € EX, si p < oo definimos

la norma p de f por

i, = ([ 1 ww) - <|X|Z||f )/

Para el caso p = oo tomamos

1lloo = méx[|f ()] -

(Notemos que en la definicién anterior, las integrales involucradas corresponden a la

integral usual de funciones a valores en R y no a la que introdujimos en la Definicién 1.5.)

Observacion 1.9. Mediante una corroboracién directa, resulta que las expresiones que
hemos definido anteriormente efectivamente son normas y que los espacios LP(u, E') son

completos, y por lo tanto, de Banach.

En el siguiente teorema, veremos una caracterizacion de los duales de los espacios
LP(u, E) cuando E tiene dimensién finita. Previo al enunciado, cabe aclarar que nota-

remos V* al dual de cierto espacio vectorial V.

Teorema 1.10. Sean E un espacio de Banach de dimension finita y (X, 1) como antes.
Dado 1 < p < o0, tomemos q tal que %—l—% = 1. Luego, existe un isomorfismo isométrico

entre los espacios LP(u, E)* y LY (u, E*).
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Demostracion. Comenzaremos definiendo un operador 7" : LY(pu, E*) — LP(u, E)* para
luego probar que es un isomorfismo isométrico. En adelante, notaremos (v*,v) a la
evaluacién de cierto v* € E* en un vector v € E. Dadas funciones f € LP(u, E) y

g € L, E*) tomemos

Tio(f) = /X (9(2), (2)) du(z).

Luego, de la definiciéon de T', deducimos que

Nl < [ o) @l duto) < [ Lo

Aplicando la desigualdad de Holder, obtenemos

(@)l g dp().

E*

T (D] < N9l ooy 11| oy

de donde resulta que

||T(g)HLp(M’E)* < ”g”Lq(“,E*)‘

Probemos la desigualdad inversa para poder concluir que T es una isometria. En
primer lugar, demostraremos el caso en el que p > 1 y en consecuencia ¢ < 0o. Sea
g € L, E*) que suponemos distinta de cero sin pérdida de generalidad. Como E tiene

dimensién finita, para cada x € X existe un vector v, € Br que cumple la igualdad

lg()]

Sea f: X — F definida por

e = mix(g(e), ) = (9(2), v2).

qg—1
*UJ;

fx) = llg(=)|

Notemos que se satisface la desigualdad

s = [ @I dute / lo(z
= [ ot ol dita / lo(z

= 19120, -)

b du(z)

I I~ dp(x)
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Luego,

1900, = [
- /X o) 5"

=Ty (f) < HTQ)HLP(ME)* ||f||LP(u,E)

= HTg)HLp (1, E)* Hg”qL/qpuE

5. dute) = [ llota)%:! mielo(a). o duo)

vEB

(2), v) dp() = /X (9(2), (2)) du(z)

Despejando la norma de g de la derecha, deducimos que

19 o) < N0 | oy -

como buscabamos.
Pasemos al caso en que p = 1 y en consecuencia ¢ = co. Dada g € L*>(u, E*), existe

un xo € X en donde g alcanza su norma. Explicitamente, tenemos que

191l o< (o, 5y = N9 (o)l (1.2)

Apelando nuevamente a la dimension finita de FE, definimos un vector vy € Bg de

manera tal que se cumpla la igualdad

lg(@o)ll g = mdx(g(zo), v) = {g(0), vo)- (1.3)

Tomemos, entonces, f : X — E definida por
0 si x # xg
| X | vo six =z

Notemos que se satisface la desigualdad
ey = [ 1£@ e data) = ool < 1.

Luego, combinando las expresiones (1.2) y (1.3), obtenemos

191l o< .2+ = (9(0), v0) = m@(%)a f(x0)) = Tig)(f)

<|Ir

(9) ||L1(M7E)*

w2 < Tl 1y
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Concluimos, entonces, que 7' es una isometria. En particular, T resulta inyectiva por lo
que basta probar la sobreyectividad. Para ello, como estamos trabajando en dimension
finita, sera suficiente corroborar que el dominio y el codominio de 7' tienen la misma

dimensién. Efectivamente, tenemos que

dim (L1, E*)) = |X| dim (E*) = |X| dim (E) = dim (L* (1, E))
— dim (L"(, E)")

como queriamos probar. O

En lo que resta de la seccion nos concentraremos en un caso particular, tomando
como espacio X al conjunto {—1,1}" con n € N. Veremos que bajo estas condiciones

los vectores aleatorios admiten una suerte de desarrollo de Fourier.

Definicién 1.7. Dados n € N y un subconjunto A C {1,...,n}, llamaremos funcién

de Walsh asociada a A, a la aplicacion wy : {—1,1}" — R definida por

wa(x) = H z;,
jEA
donde = = (z;)7_; € {—1,1}". Denominaremos sistema de Walsh al conjunto de todas
todas las funciones de Walsh {wa} ey -
Por otro lado, sean F un espacio de Banach y f : {—1,1}" — E un vector aleatorio.
Dado un subconjunto A como antes, llamaremos coeficiente de Fourier de f asociado a

A, al vector
fa=Elwaf].

Por tltimo, denominaremos desarrollo de Fourier o bien desarrollo en sistema de Walsh
de f ala funcién f: {—1,1}" — E definida por

fay= S wal@)fa

AC{1,...;n}

Concluimos esta seccion probando que todo vector aleatorio coincide con su desa-

rrollo en sistema de Walsh.
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Proposicion 1.11. Sean E un espacio de Banach yn € N. Luego, todo vector aleatorio
f:{=1,1}" — E coincide con su desarrollo en sistema de Walsh. Es decir, que se

satisface la igualdad

f= Z wafa.

AC{L,..n}

Demostracién. Dado x € {—1,1}", resulta

Z wa(z)fa = Z wa(2)E, [wa(y) f(y)] = Z E, [wa(zy) f(y)],

AC{L,...m} AC{L,...n} AC{L,..im}

donde xy denota el producto punto a punto. Notemos que los vectores aleatorios
walzy)f(y) = walzy)f(x(zy)) v wa(y)f(ry) tienen la misma distribucién (con res-

pecto a la variable ), por lo que sus esperanzas coinciden. Luego, resulta

S wa@fa= Y Elwa@) @] =E, || Y waly) | fley)

AC{1,...,n} AC{1,...,n} AC{1,...,n}
=E, (H(yj + 1)) f(xy)] : (1.4)
j=1
El dltimo paso se justifica por un argumento inductivo. Efectivamente, tenemos que
n n—1
[T+ =@+ ][+ =w+1) > waly)
j=1 j=1 AC{1,...n—1}
= > pawaly)+ Y waly)
AC{1,...,n—1} AC{1,...,n—1}
= > waly),
AC{1,...,n}

probando el paso inductivo (el caso base es inmediato). Por lo tanto, notando que el

producto de la igualdad (1.4) es no nulo tnicamente si y = (1,...,1), deducimos que

Z wa(z) fa = Ey 2", ) f(zy)] = f(). u
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1.3. Tipo y cotipo

En esta seccion desarrollaremos los conceptos de tipo y cotipo para espacios de
Banach [6, 7]. Serdn estas las nociones que extenderemos al ambito de los espacios
métricos en los capitulos subsiguientes. En primer lugar, demostraremos la desigualdad
de Kahane-Khintchine que nos servira durante el resto de la seccién. En segundo lugar,

expondremos las nociones de tipo y cotipo junto con algunas propiedades basicas.

Comentario 1.12. En lo que resta del capitulo, trabajaremos con el espacio X =
{-=1,1}" dotado de la medida de equiprobabilidad p. Ademds, notaremos = o y a sus

elementos.

A continuacién, enunciamos la desigualdad de Kahane-Khintchine [6, cap. 6].

Teorema 1.13. Dado 1 < p < oo, existe una constante C, tal que para todo espacio

de Banach E, todo n € N y toda eleccion de vectores (v;)?_, C E, se satisface la

j=1
n n p\ 1/p

Z X5V S (EI Z Z;v; ) S CpEx

j=1 j=1

Observacion 1.14. Notemos que, en términos de la seccién anterior, la desigualdad

desigualdad

. (1.5)

n
E LjUj

j=1

Ey

de Kahane-Khintchine compara las normas p de los vectores aleatorios de la forma

f= Z?Zl x;v;. Explicitamente, podemos reescribir la desigualdad (1.5) como

12y S W lpruey < Collf Il -
Para la demostraciéon del Teorema 1.13 necesitaremos algunos lemas previos.

Lema 1.15. Sea f : {—1,1}" — E un vector aleatorio tal que f y —f tienen la misma

distribucion. Luego, para todo vector v € E se cumple la desigualdad

1
pllf +oll = ol = 5.

Demostracion. Fijemos v € E. Para todo x € {—1,1}", usando la desigualdad triangu-

lar, obtenemos

2ol = [12v]| = llv + f(z) + v = f(=)]]
< v+ f@)l + o= f@)]-
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Por lo tanto, para cada x € {—1,1}", o bien ||[v + f(x)|| o bien ||v — f(x)]|| resulta mayor

o igual que ||v||. En consecuencia, deducimos que

= p({=1,13") = p({llv + fII = lwll} U {llo = fI = lvll})
< pllo+ flE = Nvl) +p o = £ = el

Por dltimo, como las distribuciones de f y —f coinciden, lo mismo ocurre con v + f y

v — f. Concluimos, entonces, que
1< 2u(llo+ £l = lvll),
de donde el lema se sigue. O

Lema 1.16. Seann € N, E un espacio de Banach y ciertos vectores (v;)j_; € E. Para

todo 1 < m < n, consideramos los vectores aleatorios f,, : {—1,1}" — E definidos por

m
r) = Z ;.
j=1

Luego, para todo A > 0 se tiene que

r ( mix [[full > A) <2 (lfull > ).

1<m

Demostracion. Definamos para cada 1 < m < n, los conjuntos
X ={z e {=1L1}": |[fw(@)|| > Ay [[fj(2)]| < A para todo j < m}.

Notemos que los conjuntos X, forman una particiéon del conjunto

{oet-1m: mix Il > 2},

Luego, aplicando la aditividad de u, obtenemos

o (s Ul > ) = S, 16

Ademas, dado que se satisface la inclusién

{re{-1,13": [Ifa(z)] > A} C {l’ €{-1,1}": mix [[fn(2)] > A},
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deducimos que
pall > 2 =D i (X O ([ fall > X)) -
m=1

En consecuencia, usando que || f,,(z)|| > A para todo = € X, resulta

plall >2) 2 D n (X 0 (all 2 [1fll)) - (1.7)

Por otro lado, observemos que la pertenencia de un z € {—1,1}" al conjunto X, de-
pende tinicamente de sus primeras m coordenadas. Notemos 7, : {—1,1}" — {—1,1}"

a la proyeccion en las primeras m coordenadas y definamos el conjunto
Yo = o (Xin) -

Luego, para cada 1 < m < n, el conjunto X,, se parte a su vez como la unién disjunta
de los conjuntos 7! (y) con y € Y,,. Aplicando esto a cada término del miembro derecho

de la desigualdad (1.7), nos queda

(X (1l = ([ fml)
= > wl(mn=9) 0 (lfall = 11£lD))

YEYm
U + E : TjVj

= ZM((TFm ( Zijj ))
YEYm J=m+1 j=1

Notemos que, en cada sumando, el evento de la izquierda depende tinicamente de las

primeras m coordenadas mientras que el de la dercecha depende sélo de las restantes

) . (18)

x;v; tiene la misma distribucion que

)=5

n — m. Por lo tanto, por un argumento de independencia, resulta

(X (Il Z [fm )

=) p(mm (

YEYm

Vi + g XTj0;

j=m+1

Ahora bien, como el vector aleatorio f =37 .,

—f, por el lema anterior deducimos que

( Zijj—i- Z T;0;

j=m+1

l\DI»—t

m
E YU
j=1
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Aplicando la ultima cota a la igualdad (1.8), obtenemos

K Ol 2 1)) 2 5 3 1 = 9) = 1 ().

YEYm
Finalmente, combinando lo anterior con las expresiones (1.6) y (1.7) el lema queda
probado. O

Lema 1.17. Bajo las hipdtesis del lema anterior, para todo X > 0 se tiene que

([ fall > 2X0) < 4 (|| fall > ).

Demostracion. Usaremos los objetos construidos durante el lema anterior. Fijado 1 <
m < n, recordemos que la pertenencia de un x € {—1,1}" al conjunto X,, de-
pende tunicamente de sus primeras m coordenadas. Veamos que los eventos X,, y
(=50
aleatorias x,, y HZ;‘:m T,

N((mm:a)ﬂ< :

n
E :mjvj
Jj=m

> /\) son independientes. Para ello, basta corroborar que las variables

lo son. Efectivamente, tomando a = £1 y b > 0 resulta

) Y Y PSS

j=m+1
= (z, =a)p| ||av, + Z xjv; :b>

j=m+1
n
= p(xm =a)p | [|Tmavy, + E oy
j=m+1

:b>,

= [[fa(®) = fna (@) Z (@)} = | fma(@)]] > 20 = A = A,

)
)

— pam =) ([
j=m

Por otro lado, dado = € X, tal que || f,(x)| > 2\, tenemos que

n
E LjU;
j=m

(Para el caso m = 1, tomamos fy := 0.) Luego, resulta

> T

j=m

< 1 (Xi) (‘ > v
j=m

(X O ([ full > 2X0) < (Xm N (
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Aplicando el lema anterior invirtiendo el orden de los vectores, deducimos

(X O ([ fnll > 22)) < 20 (X)) ([ fnll > A) -

Por lo tanto, sumando sobre 1 < m < n, obtenemos

i (Fl > 20 = 3 1 (X 0 (1l > 20)
<23 (X Il > N

< 2 (s 1> ) (12 > .

Finalmente, aplicando nuevamente el lema anterior nos queda

pllfall > 20) < dp ([ fall > N7,

como buscabamos. O
Estamos en condiciones de probar la desigualdad de Kahane-Khintchine.

Demostracion del Teorema 1.13. Sean 1 < p < oo, F un espacio de Banach, n € N y
vectores (v;)7_; € E. Observemos que la primera cota de la desigualdad (1.5) es una
consecuencia directa de la desigualdad de Holder. En cuanto a la segunda, podemos

reescribirla en términos de los lemas anteriores como
(E (| £alP)? < CE | full -
Reescalando la norma de ser necesario, podemos suponer que
Efoll = 1. (1.9)

Luego, por la desigualdad de Chebyshev deducimos que

Elfull 1
8 8

Aplicando el lema anterior repetidas veces mediante un argumento inductivo, para todo

k € N resulta
2k ok
w(Lfall > 288) <4 (é) < (%) .

[ fnll > 8) <
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Por otro lado, tenemos que

[l fn ()]
B = [ P an = [ e )
—1,1)n g
:/{ 11}n/ pt’ X(0,[1£n x)u()dtd,u( )
:/{ ) / P IX (im0 () dE dpa().
—1,13 Jo

Dado que la integral con respecto a la medida g no es mas que una suma finita, podemos

invertir el orden de las integrales. Luego, la igualdad anterior nos queda

Emwzj'WH/ Mmm<mm>ﬁa/pwmmm>wﬁ

0

/ﬁﬂ%+2A8w1um>w

00 okg 1 2k 1
} : 1
S 8p + /2k_18ptp (5) dt

k=1
00 1 2k—1
<8 2kge (= :
<Y 2w (5)
k=1
Por lo tanto, por la igualdad (1.9), basta tomar la constante C, tal que C?P sea igual al
ultimo término de la desigualdad anterior. O]

Habiendo probado la desigualdad de Kahane-Khintchine, podemos pasar a las defi-

niciones de tipo y cotipo.

Definicién 1.8. Decimos que un espacio de Banach E tiene tipo p con 1 < p < 2, si
existe una constante C' > 0 tal que para todo n € N y todo conjunto finito de vectores

{vj};_, en E se satisface la desigualdad

p\ 1/p n 1/p
(Ez ) SO(ZH%H”) : (1.10)

Definicién 1.9. Decimos que un espacio de Banach E tiene cotipo ¢ con 2 < g < 00, si

existe una constante C' > 0 tal que para todo n € N y todo conjunto finito de vectores
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{vj}i_; en E se satisface la desigualdad

n 1/q
(Z ijHq> <C (]Ex
j=1

para el caso en que ¢ < 00y

a\ 1/aq
> , (1.11)

n
E :%‘Uj
j=1

n

max HUJH < C max Z;U50
1<j<n 1<j<n -
ze{-1,1}" 1 j=1

para el caso en que ¢ = 00.

Haremos una serie de observaciones que surgen de las definiciones anteriores.

Observacion 1.18.

1. La definicién de cotipo cuando ¢ = oo surge de considerar el caso limite de la
desigualdad (1.11).

2. Las restricciones p < 2y ¢ > 2 en las definiciones anteriores son consecuencia de
la desigualdad de Kahane-Khintchine. Efecivamente, tomando un vector unitario

v € E/'y tomando v; := v para todo 1 < j <n, de la definicién de tipo p resulta

n P\ U/p n 1/p
(e[Sl ) <o (Smr) —co
j=1 j=1

Por otro lado, utilizando la desigualdad de Kahane-Khintchine, tenemos que
j=1

n p\ 1/p n
(EI Za:jv ) >E, Z.ﬁisjv
j=1 j=1
27\ /2 " 1/2
=Cy | E, ZL‘j> =Cyt (Z E, [xjxk]>
=1

Jj= Jisk=1

1/2

E .Z'jU

>Cy' | E,

3

Combinando ambas desigualdades, para todo n € N deducimos
n!/27r < oy

En consecuencia, ningtin espacio puede tener tipo p > 2. Un argumento anélogo

prueba que tampoco es posible tener cotipo ¢ < 2.
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3. Todo espacio de Banach E tiene tipo 1 y cotipo oo con constante C' = 1 como
consecuencia de la desigualdad triangular. Para el caso de tipo 1 el argumento es

directo, mientras que para el caso de cotipo co basta notar que

1 1 n
bl = 3o+ = ) < 3 (|3 + - 5
JF#k Jj#k 7=1 j#k
n
< 3 .
> 121%1 : Z;v5(| -
ze{-1,1}" llj=1

4. Todo espacio de Banach de tipo p y cotipo ¢ tiene tipo p’ y cotipo ¢ para todo
1 <p <pytodoq<q < oo. Para ver esto, supongamos que cierto espacio
de Banach E tiene tipo p y tomemos 1 < p’ < p, n € N y un conjunto finito de

vectores {Uj}?:1 en F. Luego, por la desigualdad de Kahane-Khintchine resulta

p\ 1/p
<o, <E ) |

Como F tiene tipo p, existe una constante C' que nos permite continuar la cota

/
P’ 1/p

Ea; Scp’ Em

n
E l‘jl)
Jj=1

n
E xjv
Jj=1

n
E ZL‘jU
Jj=1

anterior obteniendo

p/ 1/1), l/p/

n 1/p n
<CyC (Z H%‘Hp> < CyC (Z H%‘Hp> :
P =1

Ey

n
E [L’j'U
=1

donde en la ultima desigualdad utilizamos el hecho de que en R"™ la norma p es

decreciente en p. La afirmacién para el caso de cotipo se deduce en forma andloga.

Los puntos 3 y 4 de la observacién anterior justifican la siguiente definicion de tipo

y cotipo trivial.

Definicién 1.10. Se dice que un espacio de Banach E tiene tipo trivial si no tiene tipo
p para ningtin p > 1, es decir, si sélamente tiene tipo 1. Andlogamente, un espacio de
Banach E tendra cotipo trivial si no tiene cotipo ¢ para ningin g < oo, es decir, si

s6lamente tiene cotipo oo.
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Comentario 1.19. En rigor, lo mas correcto habria sido definir tipo trivial como tipo
1, para luego referirnos a espacios que carecen de tipo no trivial. Sin embargo, nos
permitimos la licencia para alivianar la nomenclatura. Lo mismo aplica a la definicion

de cotipo trivial.

En la siguiente observacién, daremos una interpretacion geométrica de las definicio-

nes de tipo y cotipo.

Observacion 1.20. Las desigualdades de la definicién de tipo y cotipo comparan el
largo promedio de las diagonales de un paralelepipedo con la suma de los largos de
sus lados. Para hacer esta afirmacion mas especifica, dado 1 < r < oo llamaremos
r-promedio a la raiz r-ésima de un promedio de ntimeros positivos elevados a la r y
r-suma a la raiz r-ésima de una suma de nimeros positivos elevados a la r. Dado n € N
y vectores {Uj}?zl en F, consideremos el paralelepipedo n-dimensional cuyos vértices
son los vectores Z;;l z;v; con x € {—1,1}". Para una representacién grafica podemos
considerar sélo dos vectores vy,vy € R? y el paralelogramo formado por los vértices
:i:/l}l + V2.

U1 + V2
’UQ/,/ /

—

—UV1 — Vg [ —

Notemos que si unimos cierto vértice x1v; + xovo con su opuesto, es decir cambiando
X1 POr —x1 Y Te por —xs, obtendremos una diagonal. Por otra parte, si unimos dicho
vértice cambiando el signo de uno sélo de los sumandos, obtendremos un lado. Mas
aun, el lado resultante es paralelo al vector cuyo signo invertimos. Analogamente, en el
paralelepipedo general las diagonales son los segmentos cuyos extremos corresponden a

los pares de la forma

n n
> w, Y (=x)vy |
j=1

j=1
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con z € {—1,1}". Por otra parte, para cada 1 < i < n, existen 2"! lados paralelos a

v; que llamaremos lados i-ésimos. Estos quedan determinados por los pares

n
E LCj'l}j,—iCiUi‘i‘E SCjUj s
Jj=1

J#i

con x € {—1,1}". Luego, la longitud de las diagonales resulta ser con

23 5170
x € {—1,1}", mientras que longitud de los lados i-ésimos es ||2v;|| con =z € {—1,1}".
Maés aun, si unimos los dos extremos de una diagonal recorriendo de forma optima
los lados del paralelepipedo, para cada 1 < ¢ < n habremos pasado por exactamente
un lado ¢-ésimo. Cabe preguntarse cémo se compara el largo promedio del recorrido
directo a través de la diagonal con el largo del recorrido indirecto a través de los lados.
Esto es justamente lo que miden las desigualdades de la definicion de tipo p y cotipo ¢
tomando como largo la distancia entre vétrices elevada a la p o a la ¢ respectivamente.
Maés especificamente, la condicion de tipo p, por ejemplo, acota el p-promedio de la

longitud de las diagonales en funcién de la p-suma de la longitud de los lados.

A continuacién, veremos que las nociones de tipo y cotipo entran en el marco del

Programa de Ribe como conceptos proclives a admitir una versiéon métrica.

Observacion 1.21. Notemos que tener tipo p o cotipo ¢ es una propiedad local de los
espacios de Banach, ya que impone cierta condicién solamente sobre elecciones de finitos
vectores. Veamos, ademas, que es heredada mediante cruda finita representabilidad.
Como vimos en la Seccién 1.1, esto permite inferir que las nociones de tipo p y cotipo
q son en realidad propiedades que dependen unicamente de la estructura métrica del
espacio. Luego, se justifica el intento de abordar el primer paso del Programa de Ribe
para estos conceptos. Supongamos, entonces, que tenemos E y F' espacios de Banach
tales que E es crudamente finitamente representable en F' y I tiene tipo p para cierto
1 < p < 2. Probemos que E también tiene tipo p. Como F es crudamente finitamente
representable en F, existe una constante K tal que C%(€) < K donde € es la familia
de subespacios de dimensién finita de E. Sean n € N y un conjunto finito de vectores
{v;};_, en E. Llamemos S al subespacio generado por los vectores {v;}7_,. Como S es

de dimension finita, existe una transformacién lineal inyectiva 7" : S — E de distorsién
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menor que K. Luego, usando que F tiene tipo p, para cierta constante C' resulta

> v > xT(v;)
j=1 j=1

<P (|77 IT ().
j=1

p
< e,

E

p

E,

F

<IN sl

j=1
n
<CPKPY ol -
j=1
Por lo tanto E tiene tipo p con constante C'K. Una cuenta andloga muestra que el

cotipo ¢ también es heredado mediante cruda finita representabilidad.

En lo que resta de la seccion, introduciremos algunos parametros necesarios para el
desarrollo posterior, probaremos sus propiedades basicas y discutiremos su relacién con

las definiciones de tipo y cotipo [6, cap. 7).

Definicién 1.11. Sean E un espacio de Banach, n € Ny 1 < p < ¢ < o0o. Definimos

51(,‘1) (E;n) como la menor constante § tal que, para toda eleccién de vectores {v; }?:1 €k,

q\ 1/q n 1/q
) < o (z ||vj||q> |

Jj=1

se satisface la desigualdad

(E Z xjvj
j=1
(p)

Andlogamente, llamaremos 74 (E;n) a la menor constante v que satisfaga la de-

n 1/p p\ 1/p
(Z ||vj||”> < yntlrl/e (E ) :
j=1

Finalmente, definimos
5, (B) = supo)(Ein) v 7(E) = supy(Ein).

sigualdad

n
E T
=1

Notaremos 7" v 69 en vez de v (E) y 6\ (E) cuando no dé lugar a confusién. Ademés

escribiremos 7y, y 6, en vez de 7(5'1) y 5}(,1? ),
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Observacion 1.22.

n

1. Dada una eleccién de vectores {v; }Jf1 € E podemos tomar v, := 0. Aplicando

la definicién de 657 (E;n + 1), obtenemos

<E

Por lo tanto, resulta que

g\ 1/q n 1/q
) <80 (B + 1)(n+ 1)V (Z ijuq> .
j=1

n
E LjUj
j=1

5}()q)(E; n)nl/pfl/q < 51()(1)(E; n+ 1)(n + 1>1/pfl/q‘

En particular, cuando p = ¢ resulta que n'/?~'/¢ = 1 para todo n € N. Lue-
go, la desigualdad anterior se reduce a afirmar que J,(E;n) es creciente en n.

Anélogamente, tendremos que

’Vép)(E; n)nl/p—l/q < ,yép)u;; n+ 1)(n + 1)1/p—1/q.

2. Veamos que 00 (E;n) < n'=V/?. Aplicando desigualdad triangular y usando la
desigualdad de Holder, obtenemos

q\ 1/q n 1/q n 1/q
(E ) < (nZ ||vj||q) < 'Y (Z W)
j=1 j=1

n 1/q
< nl—1/ppl/r=1/q (Z ij||q> _
j=1

n
E T30
i=1

3. Veamos que %gp)(E; n) <n'% Dados 1 <i<nyaz¢e{-1,1}", por la convexidad

de la funcién ||-||” resulta

p p

1
+ 5 Vi — inxjvj

JF

T;U; -+ Z(—xj)vj

J#i

1
||'U,L'Hp < 5 v; + inﬂj‘j’l}j
JFi

n
E T
j=1

p p
1
2

NO| —
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Luego, como z; y (—z;) tienen la misma distribucién, tomando esperanza en la

desigualdad anterior nos queda

p
[oil]” < E

n
E :ffj@j
j=1

Por lo tanto, sumando y tomando raiz p-ésima deducimos que

n 1/p n p\ 1/p n p\ 1/p
(Z ijuP) < nl/p (E ijvj ) — pVapl/r=1/q (E Zl’j?}j ) _
j=1 j=1 j=1

4. Notemos que, como consecuencia directa de la definiciéon de tipo, un espacio de

Banach E tiene tipo p si y sélo si §, < co. Andlogamente, E tiene cotipo ¢ si y

solo si v, < 00.

Continuamos exponiendo una ultima propiedad de los pardmetros 5,@ y yép ),

Lema 1.23. Los pardmetros 5;,()q)(E; n) y ygp)(E; n) son submultiplicativos con respecto

an.

Demostracion. Sean E un espacio de Banach, 1 < p < ¢ < oo y n,m € N. Conside-
raremos los espacios X = {—1,1}" x {—1,1}" e Y := {—1,1}"" ambos dotados de la
medida de equiprobabilidad. Notaremos E, , a la esperanza con respecto a las variables
r€XeyeY. Paratodol <i<mytodo1l < j < n elijamos un vector v;; € E.

Observemos que fijado un y € Y, para todo 1 < r < oo se satisface la igualdad

m n m n
E E YiLijVij E E LijVij

i=1 j=1 i=1 j=1

T T

E, =E,

Y

pues las variables aleatorias y;x;; tienen la misma distribucién que z;;. Luego, tomando

esperanza sobre y, obtenemos

m n
E E YiZijVij

i=1 j=1

r

ZZIZ‘]‘UL‘]‘ (112)

i=1 j=1

E:ﬂ,y = E:c

Esta igualdad sera utilizada reemplazando r por p o g. Veamos que se cumple la de-

sigualdad

3D (B;mn) < 049 (E;m)0l (E;n). (1.13)
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Aplicando la igualdad (1.12) para r = ¢ y usando dos veces la definicién de 5;(,‘1), resulta
m n a\ 1/q m n q\ 1/q
i=1 j=1 i=1 j=1

m n a\ /g
0y (B m)m! P~/ <Z Eo || ijvi )
i=1 j=1

m n 1/q
< 60 (B; )30 (1 ) ) 0 (Z ) ||vz-j||Q) .

i=1 j=1

IN

Por lo tanto, deducimos la validez de la desigualdad (1.13). Resta por ver que se cumple
la desigualdad
VP (B mn) < AP (B;m)yP (B;n)., (1.14)

q

Como antes, aplicando la definicién de fyq ) dos veces obtenemos

p) 1/p

Z Yi (Z $ij?)ij>
i=1 j=1

m n 1/p m
(z 5 W) AP Byl (z ,
=1

i=1 j=1

n
E xijvij
Jj=1

<A (B )y (Esm) ) (E

p> 1/p

1/p
E TiVij ) .
1 j=1

Concluimos, entonces, que se satisface la desigualdad (1.14) probando el lema. O

Luego, por la igualdad (1.12) para r = p, deducimos que

m n 1/p
<ZZ ”Uij”p) < ’Yép)(E;m)fy(g V(E;n)(mn)/r=1/ (

i=1 j=1

1=

En el punto 4 de la Observacién 1.22, vimos cémo expresar la nocién de tipo p
y cotipo ¢ en funcién de los parametros d, y 7,. En lo que sigue, nos dedicaremos a

dilucidar los vinculos entre tipo y 61(,‘1), y entre cotipo y mgp ) para el caso en que p # q.

Observacion 1.24.

1. Sea E un espacio de Banach de tipo p con constante C'. Entonces, dado p < ¢ < oo,

tenemos que 51(,(1) < C,C donde Cj es la constante proveniente de la desigualdad
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de Kahane-Khintchine (Teorema 1.13). Efectivamente, dados n € N y vectores

v;}'_. € E, aplicando la desigualdad de Kahane-Khintchine dos veces obtenemos
JJj=1

n N n p\ 1/p
(]El« ZI’]"UJ‘ > S Cq]Ex Z,Ij’(]j S Cq (Ex ) .
j=1 j=1

Luego, como FE tiene tipo p con constante C, resulta que

n a\ 1/q n 1/p
<Em >z ) < C,C (Z H%‘Hp) :
j=1 j=1

Finalmente, por la desigualdad de Holder deducimos que

n a\ 1a n 1/q
(e[S ) < cionere (Smr)
j=1

Jj=1
probando la afirmacién.

n
E T
j=1

2. Sea F un espacio de Banach de cotipo ¢ con constante C. Entonces, dado 1 <

p < g, tenemos que 751’ ) < C,C. La demostracién de este hecho es andloga a la del

punto 1 invirtiendo el sentido de las desigualdades. Explicitamente, dados n € N

y vectores {Uj}?zl € E, tenemos que
n 1/p n a\ 1/

(Z ||vj||p> <t (Z llvjnq) < Cn'lre (E )
j=1 Jj=1
n p\ 1/p
Z CL’j’Uj ) .
j=1

Cabe aclarar que esta cuenta es valida inicamente si ¢ < co. Sin embargo, para

1/q

n
> v
i=1

< chnl/z?—l/q (E;r

el caso ¢ = 0o ya contamos con el punto 3 de la Observacién 1.22 que garantiza

que ”yéﬂ) < 1.

La observacién anterior prueba que tener tipo p (resp. cotipo ¢) es, en principio, méas
fuerte que satisfacer la condicion (5,(9') < 00 (resp. ’y(') < 00). Luego, cabe preguntarse
si vale la afirmacién reciproca. La siguiente proposicion nos permitird responder a este

interrogante.
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Proposicion 1.25. Sea E un espacio de Banach y 1 <p < q < oo. Entonces:
1. E tiene tipo r para ciertor > p si y solo si existe unng € N tal que 51()q)(E; ng) < 1.

2. Andlogamente, E tiene cotipo s para cierto s < q si y solo si existe un ng € N tal

que 7 (E;no) < 1.

Demostracion. Comencemos probando la primer afirmacién. Si E tiene tipo r para

cierto r > p, entonces (57@ < 00. Luego, tenemos que
5}(Dq)(E; n)nl/pfl/q < 51(”q)n1/7"*1/q.
Por lo tanto, deducimos que
51()‘1)(E; n) < §Wpl/r=1p 2%,

Concluimos, entonces, que existe cierto ng € N tal que 5§,q)(E; ng) < 1. Pasemos a
demostrar la reciproca. Supongamos que existe un ng € N que cumple la condicion
(5](Jq)(E;n0) < 1. Tomemos una constante § > 0 de manera tal que (5,(JQ)(E; ng) = ng®
(notemos que ng > 1 pues siempre se tiene que (5;,()(1)(E ;1) = 1). Por la submultiplicati-
vidad del pardmetro 5§Q)(E ;n) (Lema 1.23), resulta que para todo k € N se satisface la

desigualdad
5Z§q)(E;n§) < ngt?.

Dado n € N, tomemos el tnico k que cumple que ny ' < n < nk. Luego, como la

expresién 657 (E; n)n'/P=1/1 es creciente en n (punto 1 de la Obsevacién 1.22), resulta

5[()(1)(E; n>n1/p71/q < 5}()q)<E; ng)nlg(l/p—l/q) < nlg(l/p—l/q—@

< n(l)/pfl/Q*enl/pfl/qu'

1/p—1/q—0
0

Por lo tanto, tomando C'=n , deducimos que

6;‘1)(E;n) < Cn™’. (1.15)

Sea r > p suficientemente cercano a p, de manera tal que se satisfaga la condicién

1/p—1/r < 0. Ademas, fijemos vectores {v;}}_; en E. Podemos suponer que la norma
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de los vectores es decreciente (||v1|| > [jva]| > ...) sin pérdida de generalidad. Por una
cuestién notacional, tomaremos v; = 0 para todo j > n. Aplicando la desigualdad
(1.15), dado k € N, tenemos que

ok 1 a\ /4 k1 1/q
E.|| Y v < CoNWRm/a=0) N = gy
j=2k—1 j=2k-1
< 2D/ g || . (1.16)

Notemos que se cumple la desigualdad

ok—1 n

2 floga [T < Y ol < ) ol
j=1 j=1
Luego, deducimos que

n 1/r
fom ]| < 960 (mw) | L17)
j=1

Aplicando la cota anterior a la desigualdad (1.16), resulta que

q\ 1/4q

2k_1 n 1r
E.| Y zjv < Ot DU/l /r=0) (Z”UJHT> :
j=2k—1 j=1

Finalmente, utilizando la desigualdad de Kahane-Khintchine y la desigualdad triangular

para luego aplicar la cota anterior, tenemos que

n T 1/7’ n o0 2k71
]EJ; Z.Ij’l)j SCrEx Zl’j?]j SCTZEQ; Z Z;v;
j=1 j=1 k=1 j=2k-1
oo 2k 1 7\ V4
<03 (B X e
k=1 j=2k—1

00 n 1/r
< G,0 Y 2o (Z lel’“) -
k=1 j=1

Como elegimos r de manera tal que se satisfaga la condicién 1/p — 1/r — 6 < 0, la
sumatoria en k resulta convergente. Concluimos, entonces que E tiene tipo r como

queriamos probar.
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Pasemos a demostrar la segunda afirmacion mediante un argumento similar. El
hecho de que yép ) (E;ng) < 1 para cierto ng € N, si E tiene cotipo menor que ¢ se prueba
de forma andloga a lo realizado anteriormente. Supongamos, entonces, que existe un
no € N tal que 'y(gp)(E; ng) < 1. Luego, ’yép)(E; no) = ng’ para cierto # > 0. Por lo tanto,
al igual que como vimos antes para la desigualdad (1.15), existe una constante C' para

la cual se cumple que
vép)(E;n) <Cn™".

Tomando vectores {v;}7_; en £ como antes y extendiéndolos por 0 para j > n, para

todo k € N deducimos que

ok _1 1/p ok_q p\ 1/p
>yl < C NP0 (BN 2 . (1.18)
j=2k—1 j=2k-1

Notemos que fijado un z € {—1,1}", para toda particion AUB = {1,...,n} se satisface
la desigualdad

P 1 1 P
ijvj 5 Z[Ej'lij + 5 (Z v — ZI’jUj)
JEA Jj=1 jEA jEB

1l P 1 P
S 5 Z[Ejl}j + 5 Z[Ejl}j — ZZL‘]'U]‘
j=1 jeA jeB

Luego, como z; y (—x;) tienen la misma distribucion, tomando esperanza y raiz p-ésima
en la desigualdad anterior nos queda

p\ 1/p n p\ 1/p
(Ex ) < (]Ex Z Tjv; ) .
j=1

Aplicando lo anterior a la desigualdad (1.18), resulta

E L;jUj

JjEA

2k:_1 1/p n p 1/p
Z ;|7 < 0ok=1(1/p=1/4-0) (Ea: ijvj ) ) (1.19)
j=2k-1 j=1

Por otro lado, sea s < ¢ suficientemente cercano a ¢, de manera tal que s > p y se

satisfaga la condicién 1/s —1/q < 0. Al igual que lo realizado en la desigualdad (1.17),
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tenemos que

2k 1 2k 1
Dl < Hvwa P77 D gll?
j:2k—1 j:2k71
n 1—p/s ok_1
<ottt (o) S i
J=1 j=2k-1
Luego, combinando lo anterior con la desigualdad (1.19), deducimos que
n o 2k—1
Dol <> > sl
j=1 k=1 j=2k—1
n 1—p/5 00 ok _1
< (o) 3 (e 3 e
7=1 k=1 j=2k-1
P
<

n lfp/s o
(Z ||Uj||s> cr (Z 2(k_1)p(1/5—1/Q—9)> E,
j=1 £

Por lo tanto, elevando a la 1/p y reorganizando las expresiones, resulta

n 1/s s 1/p n p\ 1/p
(i) <o (Saemen) (oS0 )
j=1 k=1 j=1

9 1/p n s\ 1/s
< C,C <Z Q(kl)p(l/sl/q9)> <Ex Z 0] > ]
j=1

k=1
Nuevamente, como elegimos s de manera tal que se satisfaga la condicién 1/s—1/¢—60 <

n
E A
i=1

0, la sumatoria en k resulta convergente. Concluimos, entonces que E tiene cotipo s

como queriamos probar. O

Como consecuencia de esta proposiciéon obtenemos reciprocas parciales de las afir-

maciones de la Observacion 1.24.
Corolario 1.26. Sea E un espacio de Banach.

1. (i) Supongamos que E tiene tipo p. Entonces, dado p < q < o0, se tiene que
51(,(1) < 00.
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(ii) Reciprocamente, si 51(,‘1) < 00, entonces E tiene tipo p' para todo p’ < p.

2. (i) Supongamos que E tiene cotipo q. Entonces, dado 1 < p < q, se tiene que
7P < o0.

(ii) Reciprocamente, si yép) < 00, entonces E tiene cotipo ¢' para todo ¢ > q.

Demostracion. La primer afirmacién del punto 1 fue probada en la Observacién 1.24.

En cuanto a la segunda, dado p’ < p tenemos que

5](9?)(E; n)nl/p’—l/q < 51(,‘1)711/”_1/‘7.
Luego,

51()?)(E; n) < 5;q)n1/p_1/p/ %0.

Por lo tanto, por la Proposicion 1.25, E tiene tipo r para cierto r > p’. Por la Observa-
cién 1.18 concluimos que E tiene tipo p’, probando el primer punto. La demostracién

del punto 2 es anéloga. O]

En vista del corolario anterior, la condicion 5](;1) < 00 puede considerarse una ver-
sion débil del concepto de tipo p. En el Capitulo 2, una de las definiciones de tipo
métrico (conocida como tipo métrico de Bourgain, Milman y Wolfson) surgird, justa-
mente, construyendo una versién métrica de la condicién 5;(;2) < 0o. Analogamente, en el
Capitulo 3, obtendremos una version métrica de la condicion ’y(gp ) < que llamaremos

cotipo métrico (g, p).

1.4. Caracterizacion del tipo y el cotipo trivial

En esta seccién caracterizaremos los espacios de Banach de tipo y cotipo triviales [6,
cap. 11]. Comenzaremos probando que los espacios que contienen con distorsién acotada
a las familias {7}, .y v {o}

Luego, nos enfocaremos en demostrar la afirmacion reciproca. Para ello, serd necesario

nen tlenen tipo trivial y cotipo trivial respectivamente.

introducir el concepto de ultrafiltro y la construccién del ultraproducto de un espacio
de Banach.

En primer lugar, recordemos las definiciones de (7 y /7.
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Definicion 1.12. Dado n € N, definimos ¢} como el espacio R” dotado de la norma 1.
Andlogamente, llamamos (7 al mismo espacio dotado de la norma oco. Ademas, para
cada 1 < j < n notaremos e; a los vectores de la base candnica de cualquiera de los

dos espacios.
Observacion 1.27.

1. Sea E un espacio de Banach. Si E' cumple la condicion

Cé ({g?}neN) < 00,

entonces tiene tipo trivial. En otras palabras, la contencion de la familia {¢}},
impide que un espacio de Banach tenga tipo mayor que uno. Para ver esto, tome-
mos una constante K mayor que la magnitud anterior. Dado n € N, existe una
transformacion lineal inyectiva 1" : ¢7 — E de distorsién menor que K. Para todo

1 < j < n notemos v; := T'(e;). Luego, dado p > 1, tenemos que

" p\ /P " p\ /P
E, ijvj = | E, T(ije])
Jj=1 E Jj=1 E
1/p
n p
1 n
> E, Ties -
e \ B2 ) S

Suponiendo que E tiene tipo p con constante C, de la desigualdad anterior resulta

que
1/p

n< |77 |

n 1/p
< (Z \l%ll’é)
j=1

n
E T50;
=1

p

E
n 1/p

<COK (Z y|ej||§> = CKn'/?.
j=1

Como esta cota deberia ser valida para todo n € N deducimos que p no puede ser

mayor que uno. Concluimos, entonces, que E tiene tipo trivial.

2. Mediante el mismo razonamiento que antes deducimos que si £ cumple la condi-

cion

Clp ({65 nery) < 00,
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entonces tiene cotipo trivial. En otras palabras, la contencién de la familia {2},

impide que un espacio de Banach tenga cotipo finito.

Nos proponemos probar que la contencién de las familias {7}, ¥ {5 },en €5 el
unico impedimento de un espacio de Banach para tener tipo mayor que uno o cotipo
finito respectivamente. Enunciaremos este resultado en los siguientes dos teoremas cuyas

demostraciones se encuentran al final de la seccidn.

Teorema 1.28. Sea E un espacio de Banach, las siguientes afirmaciones son equiva-

lentes:
(i) E tiene tipo trivial;
(it) CE({i}nen) = 1

(iti) C({0}} ) < 0.

Teorema 1.29. Sea E un espacio de Banach, las siguientes afirmaciones son equiva-

lentes:
(i) E tiene cotipo trivial;

(iii) Cp({l3}nen) < 0.

Notemos que hemos probado la implicacién (ii) = (i) de ambos teoremas en la
Observacién 1.27. Dado que la implicacién (i1) = (%ii) es inmediata, bastard probar
que (i) = (ii). Para ello, serd necesario contar con la nocién de ultraproducto de un

espacio de Banach que desarrollaremos en lo que sigue.

Definicién 1.13. Dado un conjunto infinito 7, decimos que un subconjunto F de P(I)

es un filtro en I, si satisface las siguientes condiciones:
= El conjunto vacio no pertenece a F;
» sSiACBCIyAEe€F, entonces B € F;

» si A, B € F, entonces ANB € F.
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Ademas, llamaremos ultrafiltro a los filtros maximales con respecto a la inclusién, es
decir, un filtro que no esta propiamente contenido en ningun otro filtro. Por otro lado,
dada una funcién f : I — Ry a € R, decimos que f converge a « a través del filtro
F si para todo abierto U C R que contiene a a se cumple que su preimagen f~(U)

pertenece a F. En ese caso, notaremos
lim f = a.
m
Observacion 1.30.

1. Tanto la existencia de ultrafiltros como la propiedad de que todo filtro esta inclui-
do en un ultrafiltro se pueden deducir del Lema de Zorn. Mas atn, los ultrafiltros
quedan caracterizados al agregar a la definicién de filtro la siguiente condicién

adicional:
» para todo A C I o bien A € F o bien A° € F.

2. Notemos que dado un ultrafiltro U, toda funciéon acotada f : I — R conver-
ge a través de U. Efectivamente, supongamos que f(R) C [—M, M] para cierto
M > 0 pero no converge a ningin o € R a través de U. Luego, para cada

€ [-M, M], existe un abierto U, C R que contiene a « tal que su preima-
gen f~1(U,) no pertenece a U. Por la compacidad del conjunto [—M, M], existen

finitos oy, ..., o, € [-M, M] de manera tal que
—M, M) C U

Para todo 1 < j < n, como U es un ultrafiltro y f~'(Us,) ¢ U, deducimos que
f _1(Uaj) € U. Por lo tanto, como los filtros son cerrados por intersecciones finitas

resulta que
j=1 j=1

lo cual es absurdo. Concluimos, entonces que las funciones acotadas siempre con-

vergen a través de un ultrafiltro.
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3. Los limites a través de filtros se comportan de la misma forma que los limites

usuales en cuanto a sumas, productos y composiciéon con funciones continuas.

En adelante, nos limitaremos al caso particular en que / = N y U/ es un ultrafiltro que
contiene a todos los conjuntos de la forma {n,n +1,...} con n € N. En este contexto,

las funciones f : I — R seran simplemente sucesiones a valores en R.

Definicién 1.14. Sean F un espacio de Banach y U un ultrafiltro en N como antes.

Definimos el espacio de Banach de sucesiones acotadas
£alB) = { {02 € £+ supllul <o connorma | (o) = sup el
keN keN
y el subespacio (cerrado)

coulE) = {{oe}is € ool B) : Tim Jui| = 0}

Llamaremos ultraproducto de E al cociente de estos espacios y lo notaremos Fy,. El
ultraproducto resulta un espacio de Banach al dotarlo de la norma cociente definida
por

I[{or}izillly == inf sup [lug — gl = Um ||| para todo [{vg}2,] € Ei.
u€co y(E) keN u

La prueba de esta tultima identidad es directa por lo que nos permitiremos omitirla.
Nuestro préoximo objetivo sera probar que para todo espacio de Banach E y todo

ultrafiltro U como antes, el ultraproducto Ej, es finitamente representable en E. Para

ello necesitaremos una definiciéon y un lema previos.

Definicién 1.15. Sea S un espacio métrico, {v;}}_; un conjunto finito de elementos
de S'y € > 0. Decimos que los vectores {v;}%_; forman una e-red en S si se satisface la

inclusién
S < | B(vy).
j=1

Lema 1.31. Sean E y F espacios de Banach con F de dimensidn finita, 0 < ¢ < 1/3

y {vj}j=1 una e-red en la esfera unitaria Sy = {v € F': |jv||, = 1}. Supongamos que
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una transformacion lineal T : F' — E satisface que 1 —e < ||T(v;)||z < 1+ ¢ para todo

1 <5 < n. Entonces, se tiene que

dist(7T) < )
ist( >_1—3a

Demostracion. Dado v € Sp, como {v;}"_; es una e-red en Sp, existe 1 < j < n tal

que ||[v — vj]| » < €. Luego, se cumple la desigualdad
IT)le < 1T =v)llg +1T@)lp < ITle+1+e
Por lo tanto, deducimos

1T <Tle+1+e,

y entonces,

14+¢
Il < .

Este utimo paso es valido, dado que ||T'|| < oo por ser F' de dimensién finita. Por otro

lado, tenemos que

1Tl g > I TW)llg =T —=v)llp>1—e—|T]e
1—1—55 B 1— 3¢
l—e 1—¢

>1—ec—

Luego, T es inyectiva y resulta
1—¢
1 -3¢’

probando el lema. []

17 <

Proposicion 1.32. Dados E un espacio de Banach y U un ultrafiltro, el ultraproducto

Ey es finitamente representable en E.

Demostracion. Sea F' C Ej, un subespacio de dimensién finita. Tomando representantes
en (o (E) para cierta base de F, podemos construir un espacio F incluido en (. (F)
isomorfo a F'. Dado 0 < ¢ < 1/3, tomemos {p;}}_; C F' de manera tal que {les]}i=1

forme una e-red en la esfera unitaria Sr. Fijado 1 < j < n, tenemos que

1 o)L = il = 1
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Luego, existe cierto A; € U tal que para todo & € A; se satisface la desigualdad
1 —e <|¢jk)||z <1+e. Tomemos A como la interseccién de todos los A;. Como la
interseccién es finita, resulta que A € U y por lo tanto es no vacio. En consecuencia,
fijado cierto k € A, se cumple que 1 — ¢ < ||p;(k)|, < 1+ ¢ para todo 1 < j < n. Sea

T : F — E la transformacién lineal definida por
T([¢]) == (k) para todo elemento ¢ € F.
Como T esta en las condiciones del lema anterior, deducimos que

1+e¢
dist(T) < .
ist( >_1—35

Por tltimo, como esta cota es arbitrariamente cercana a uno, concluimos que C,(F) = 1

de donde la proposicién se sigue. O
Finalizamos esta seccion con las pruebas de los Teoremas 1.28 y 1.29.

Demostracion del Teorema 1.28. Como vimos luego de enunciar este resultado, la im-
plicacién (iii) = (i) fue probada en la Observacién 1.27. Dado que la implicacién (1)
— (iii) es inmediata, bastard demostrar que (i) = (ii). Dado U un ultrafiltro, sera
suficiente probar que para todo n € N se cumple que /7 esta isométrciamente inclui-
do en Ejy. A partir de este resultado, el teorema se deduce de la proposicién anterior.
Efectivamente, como Ey, es finitamente representable en FE, lo anterior implicard que
C%(07) = 1 para todo n € N como buscamos demostrar. Comencemos, entonces, fijando
un n € N. Notemos que como F tiene tipo trivial, por la Proposicién 1.25 parap =1y
q = 2, tenemos que 5%2)(E :n) > 1. Luego, la igualdad se deduce como consecuencia del
punto 2 de la Observacién 1.22. Por lo tanto, para todo conjunto de vectores {v;}7_,
en F, resulta que

9\ 1/2
E,

n n 1/2
2
>z <vn (Z HUjHE) :
j=1 j=1

Mads atn, esta cota es Optima. En consecuencia, para todo £ € N existirdn vectores

E

{vjx}j=; en E que satisfagan las condiciones

1/2
E LUk
j=1

1
< |E,
n— =

n 1/2
y (Zuvj,u@) — Vi (1.20)

E
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Aplicando la desigualdad triangular y luego la desigualdad de Holder, obtenemos

1/
1
— - < |E,
n-p S

2 " n 1/2
2
< sl < va (Z ||Uj||E> =n (1.21)
j=1 j=1

n
> v
i=1

2
E
Por otro lado, para cada 1 < j < n, definimos el elemento ¢, == {v;;}72; en {o(£). Nos
permitiremos un pequeno abuso de notacién llamando también ¢; a su clase en Eyy. El
teorema quedara probado al ver que la identificacién de cada ¢; con e; € {7 determina

un isomorfismo isométrico entre (p;)5_; y £1. A partir de la segunda condicién en (1.20)

deducimos que

n 1/2 " 1/2
, ’ 2 2
Vi = lim v/ =l (Z ||vj,k||E> - (Z ||soj||u> . (1.22)
J= J=

Veamos ademas que
1/2

=> sl
j=1

n=|E,

n
E :xjsﬁj
Jj=1

2
u
Dado un abierto U € R que contiene a n, existe un kg tal que para todo k > kg se
cumple que [n — 1/k,n] C U. Luego, por la cota (1.21) tenemos que

o\ 1/2

{ko,ko—f—l,...}g keN: ]Ex eU 5

n
E :%‘Uj,k
j=1

E

{koko+1,...} C {k EN: Y ol € U} .
j=1
Como {ko, ko +1,...} pertenece a U, cualquier subconjunto de N que contenga a

{ko, ko + 1, ...} también estard en el ultrafiltro. Por lo tanto, resulta que

2\ 1/2 1/2

= | E, : (1.23)

n=I1m | E,
u

n
E :xjvj,k
Jj=1

n
E T
=1

2
E u
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o=t 3 foiells = 3 il (1.2)
J= J=

Aplicando las igualdades (1.22) y (1.24), deducimos

n

S el =1 =S Il =23 sl + D1
j=1 j=1 j=1 j=1

=n—-2n+n=0.

Esto implica que ||¢;l|,, = 1 para todo 1 < j < n. Por otra parte, aplicando la desigual-
dad triangular y la ecuacién (1.24), para todo x € {—1,1}" resulta

n
> zip;
i=1

Debido a la igualdad (1.23), no es posible que la desigualdad anterior sea estricta para

n
<> llgjll, =n.
u =1

ningin x. Luego, para todo z € {—1,1}" tenemos que

ijgpj =n. (1.25)
=1 U
Por ultimo, dado a € ¢} con —1 < ay,...,a, < 1, tomemos z € {—1,1}" tal que

z; = sgn(a;) para todo 1 < j < n. Notemos que se satisface la desigualdad

n
§ :aj‘pj
Jj=1

Reciprocamente, por la ecuacién (1.25) se cumple que

n
E :xj‘Pj
J=1

n

>n =Y (1= la]) llpjll, =Y lagl = llall,
j=1

j=1

n n
< agl sl = lagl = llall; -
u J=1 1

j=

n

> ajp;

J=1

n

> (zj—aj)p;

J=1

>

u u u

Por lo tanto, concluimos que (p;)7_; es isométricamente isomorfo a £} como buscéba-

mos. O
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Demostracion del Teorema 1.29. La prueba es analoga a la del Teorema 1.28 por lo que
omitiremos algunos detalles. En primer lugar, recordamos que la implicacién (ii7) —>
(i) fue probada en la Observacién 1.27 y la implicacién (i) = (iii) es inmediata.
Pasemos a demostrar que (i) = (ii). Al igual que antes, por la Proposicién 1.25
parap =2y g =00 y el punto 3 de la Observacién 1.22, tenemos que ’yc(f))(E; n) = 1.
En consecuencia, para todo k € N existirdn vectores {v;}7_; en E que satisfagan las

condiciones
9\ 1/2

n n 1/2
1
]Ex ijvmk S 1 + E y (Z ||Uj,kH2E> = \/ﬁ (126)
j=1 j=1

Como vimos durante la prueba del punto 3 de la Observacién 1.22, para todo 1 <i <mn

E

tenemos que

9\ 1/2

n
E :Ijvj,k

j=1

[viglly < | Eo

E

Ademéds, por la segunda condicién en (1.26), debe existir cierto 1 < i < n tal que
|vi k|l p = 1. Luego, deducimos que

1/2

1
1 < max ||vjillp < | Es <1+ T

~ 1<j<n

n
E TV
j=1

Definiendo ¢; como en el teorema anterior, obtenemos

2
E

1/2

n
E T;Pj
j=1

De las primeras dos igualdades, resulta que ||p;||,, = 1 para todo 1 < j < n. Por otro

2
u

n 1/2
2 7’
ﬁ:@”%"'“) v 1= ix el = |
Jj=1 <J<

lado, notemos que se satisface la desigualdad

2=E,; |2v101, <E, Z%‘%‘ + E; ||z101 + Z(—l’j)%’ = 2E, Z%‘%‘
j=1 u =2 U =1 u
Luego, deducimos que
=1 U =1 U =1 U
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Por lo tanto, para todo z € {—1,1}" tenemos que

n
E :Ij‘pj
J=1

=1. (1.27)

u
Sea f:[—1,1]" — R definida por

fla) =

n
§ : ;U5 k
j=1

Notemos que f es una funcién convexa definida sobre [—1, 1]" que es el convexo generado

E

por los vértices {—1,1}". Deducimos, entonces, que f alcanza un méximo en {—1,1}™.
En consecuencia, por la ecaucién (1.27) resulta que f(a) < 1 para todo a € [—1,1]".

Luego, para todo a € ¢ no nulo, nos queda que

> S, =f( ° )Sl;
i llalle ™| lall

> ajp;

J=1

< [lalls -

u
Reciprocamente, suponiendo sin pérdida de generalidad que a alcanza su norma infinito

en la primer coordenada, se cumple que

n
E a;P;
j=1

2lallog = [I2a16p1 [l <

+
u

a1+ Y (—a;)p;
j=1

u

n
E a;Pj
j=1

u
Luego, deducimos que

lallo <

n
E a;P;
j=1

Por lo tanto, concluimos que (p;)7_; es isométricamente isomorfo a £, como buscéba-

u

mos. O

En los capitulos siguientes, nos propondremos hallar versiones métricas de los con-
ceptos y resultados vistos hasta el momento. En particular, en el marco del segundo
paso del Programa de Ribe, expondremos analogos métricos de los Teoremas 1.28 y 1.29

que acabamos de probar.



Capitulo 2
Tipo métrico

En este capitulo trataremos versiones métricas del concepto de tipo y sus aplica-
ciones. En primer lugar, introduciremos la nocién de tipo métrico de Enflo [8] cuya
definiciéon brinda un ejemplo claro de la construccién de una version métrica a partir
de un concepto lineal. En segundo lugar, presentaremos una definicién de tipo métrico
algo mds compleja brindada por Bourgain, Milman y Wolfson en [9], con la cual reali-
zaremos todo el desarrollo posterior. A continuacién, probaremos que restringiéndonos
a los espacios de Banach, las nociones de tipo y tipo métrico coinciden parcialmente.
Finalmente, demostraremos un andlogo métrico del Teorema 1.28 caracterizando los

espacios de tipo métrico trivial.

2.1. Tipo métrico de Enflo

Buscamos generalizar la definicién de tipo. Para ello recordemos la definicién origi-

nal.

Definicién 1.8. Decimos que un espacio de Banach E tiene tipo p con 1 < p < 2, si
existe una constante C' > 0 tal que para todo n € N y todo conjunto finito de vectores

{vj};_, en E se satisface la desigualdad

p\ 1/p n 1/p
(]Em ) gc(Zijnp) . (1.10)

49

n
E :xjvj
J=1
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Comentario 2.1. Durante este capitulo trabajaremos con el espacio {—1,1}" dotado

siempre de la medida p de equiprobabilidad y notaremos x e y a sus elementos.

Como vimos en la Observacion 1.20, esta definicion compara p-promedio de la lon-
gitud de las diagonales del paralelepipedo de vértices Z?Zl xjv; con la p-suma de la

longitud de sus lados. Esto se ve explicitamente reescribiendo la desigualdad (1.10) de

la forma
n p\ 1/p n 1/p
(E 2> xju; ) <C (Z HQUJ'Hp) ;
j=1 j=1
n n P\ 1/p n n
(E Zl'j?}j - Z(—mj)vj ) S C (ZE invi - (-l'j?}j + ZQZZUZ)
=1 =1 li=1

i=1 i#j
Para obtener una definicion exclusivamente métrica deberiamos modificar la expresion

p) 1/p

(2.1)

(2.1) para no apelar a la estructura vectorial del espacio. Dados (vj)?zl definamos el

vector aleatorio f : {—1,1}" — E por f(z) = Y77,

claro que podemos reescribir el lado izquierdo de la desigualdad (2.1) en términos de la

x;v; para todo x € {—1,1}". Es

funcién f. En cuanto al lado derecho observemos que,

n
E T;U; — (—a:jvj+ E $Z‘UZ'>
=1

i#]

p

E

=K Hf(x) - f(xla ey L1, =X, L1y - 713n>Hp-

Luego, reemplazando en (2.1) nos queda,

n 1/p
E]f(x) - f(—) )" < C (ZEHf(I) — (@1, mo, =T, T, ,fvn)||p> ,

J=1

(2.2)

" . Consideremos ahora d la distancia inducida por la norma en £

donde —z = (—z;);_,.

e introduzcamos la siguiente notacién:
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Reescribiendo la desigualdad (2.2) en estos términos obtenemos:

n 1/p
E[(Af))?<C <ZE [(Ajf)p]) - (2.3)

j=1
Observemos que la ecuacién (2.3) atn apela a la estructura vectorial del espacio ya que
la misma funcién f no es arbitraria sino que esta definida en términos de combinaciones
lineales. Con el objetivo de remarcar esta distincién, procederemos a enunciar la nociéon

de cubo para espacios métricos.

Definicién 2.1. Sea (E,d) un espacio métrico. Un cubo de dimensién n para n € N
es un vector aleatorio f : {—1,1}" — E arbitrario. Dado un cubo f, definimos ademés
una estructura interna identificando ciertos pares de vértices como lados y ciertos otros

como diagonales.

» Decimos que un par (f (z), f (y)) con z,y € {—1,1}" es un lado j-ésimo del cubo,
conl <j<mn,siz, =y parat # jyx; = —y;. Es decir que z e y difieren

unicamente en la coordenada j-ésima.

» Decimos que un par (f (x), f (y)) con x,y € {—1,1}" es una diagonal del cubo si

y=—x.

Finalmente, dado (E, ||-||) un espacio de Banach, definimos un cubo lineal como un
cubo f: {—1,1}" — E tal que f(z) =>_"

j—1 Tjv; para ciertos {v;}'_, en E.
Observacion 2.2. Por lo visto hasta aqui, un espacio de Banach E tiene tipo p si y s6lo
si existe una constante C' > 0 tal que para todo cubo lineal f,

n

1/p
E[(Afy]r <C (ZE [(Ajf)p]> : (2.4)

=1
Esta reformulacion de la definicion de tipo sugiere una posible nocién de tipo métrico

brindada por Enflo que consiste en retirar el requerimiento de linealidad del cubo f.

Definicién 2.2. Sea (FE,d) un espacio métrico. Decimos que E tiene tipo (métrico) de
Enflo p para cierto 1 < p < 2 si existe una constante C' > 0 tal que para todon € Ny
para todo cubo f:{—1,1}" — E, se cumple

n 1/p
E[(Afy]r <C (ZE[(Ajf)p]) : (2.5)
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Observacion 2.3. En términos geométricos, la condiciéon de tipo de Enflo p tiene una
interpretacion analoga al caso lineal reemplazando los paralelepipedos por cubos arbi-
trarios. Especificamente, la desigualdad de la definicién anterior acota el p-promedio
de la longitud de las diagonales de cualquier cubo f en términos de la p-suma del p-
promedio de la longitud de sus lados j-ésimos. (En el caso lineal sélo aparece la p-suma

de los lados pues fijado j, todos los lados j-ésimos miden igual.)

Observacion 2.4. Restringiéndonos a los espacios de Banach, tener tipo de Enflo p es
en principio mas fuerte que tener tipo p. Los espacios de Banach de tipo de Enflo p
cumplen para cualquier cubo lo que los espacios de Banach de tipo p sélo cumplen
para cubos lineales. Geométricamente, que un espacio tenga tipo de Enflo p requiere
que la cota de las diagonales en términos de los lados se dé para cualquier cubo no
lineal, mientras que para tener tipo p sélo requerimos la validez de la cota para cubos
lineales cuya imagen es un paralelepipedo y cuyos lados y diagonales coinciden con las
del paralelepipedo en el sentido usual. Si bien se conjetura que para espacios de Banach
las dos nociones son equivalentes, atin no se ha podido probar. El resultado que si es
sabido es que tipo p implica tipo de Enflo p’ para todo 1 < p’ < p. Sin embargo, cabe
aclarar que existe una versiéon mas compleja, llamada tipo de Enflo escalado para la

cual sf se ha podido probar la equivalencia con la definicién de tipo [10].

Hemos presentado hasta aqui la nocién de tipo de Enflo cuya definicién resulta muy
intuitiva una vez que hemos desglosado y despojado paulatinamente los rasgos lineales
de la definiciéon de tipo. Sin embargo, para lo que sigue necesitaremos otra nocién de

tipo métrico algo mas compleja que introduciremos a continuacién.

2.2. Tipo métrico de Bourgain, Milman y Wolfson

Para construir la nocién de tipo de Enflo, partimos directamente de la definicion de
tipo. Esta vez tomaremos como punto de partida el Corolario 1.26 que caracterizaba
parcialmente la propiedad de tener tipo p. En dicho corolario se afirma que un espacio
de Banach de tipo p satisface que (51(;1) < oo para todo p < ¢ < oo y reciprocamente, de
valer esa desigualdad, el espacio tiene tipo p’ para todo 1 < p’ < p. Un procedimiento

analogo al realizado para el tipo de Enflo aplicado a la desigualdad de la definicion de
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5,(,2), inspira la nocién de tipo métrico brindada por Bourgain, Milman y Wolfson.

Definicién 2.3. Sea (F,d) un espacio métrico. Decimos que E tiene tipo métrico (o
tipo BMW) p para cierto 1 < p < 2 si existe una constante C' > 0 tal que para todo
n € Ny para todo cubo f: {—1,1}" — E, se tiene

" 1/2
E [(Af)2] 1/2 < Cnl/r=1/2 (ZE [(Agf)2}> ‘ (2.6)

J=1

Comentario 2.5. Si bien todo lo expuesto en lo que resta del capitulo fue probado
originalmente por Bourgain, Milman y Wolfson en [9], seguiremos las ideas de Pisier

que simplific6 considerablemente las demostraciones en [11].

Observacion 2.6.

» Es claro que tipo métrico p implica tipo métrico p’ para todo p’ < p, pues
nM/P=1/2 < p1/p'=1/2,

= En el caso p = 2, las definiciones de tipo métrico y tipo de Enflo coinciden.

= Como consecuencia de la desigualdad triangular se tiene que todo espacio métrico
tiene tipo métrico 1 con constante C' = 1. En efecto, dada f : {-1,1}" — E,
usando la desigualdad triangular y la desigualdad de Cauchy-Schwarz obtenemos

para cada z € {—1,1}",
n 2 n
Af (2) < (Z A f (x)) <n 3 A f (@)
=1 =1

Promediando sobre x € {—1,1}" resulta:

" 1/2

Observacion 2.7. Idealmente, para completar el primer paso del Programa de Ribe de-
beriamos probar que para espacios de Banach las definiciones de tipo y tipo métrico
son equivalentes. Sin embargo, solo se ha podido probar que tipo p implica tipo métrico

p’ para todo 1 < p’ < py que tipo métrico p implica tipo p’ para todo 1 < p’ < p. Esta
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ultima implicacién es una conscuencia directa del Corolario 1.26. Un espacio de Banach
E con tipo métrico p cumple la condicién (2.6) para todo cubo, en particular para
cubos lineales, lo cual es equivalente a que 51(,2) < C. Aplicando el corolario obtenemos
que E tiene tipo p’ para todo 1 < p’ < p. Queda por probar la otra afirmacién, que

enunciaremos en el siguiente teorema.

Teorema 2.8. Sea E un espacio de Banach de tipo p, entonces E es de tipo métrico
P para todo 1 < p' < p.
El Teorema 2.8 es una consecuencia directa de un lema probado por Pisier que

presentaremos luego de introducir algo de notacién.

Notacion 2.4. Dado F un espacio de Banach y f: {—1,1}" — F un cubo arbitrario,

definimos para cada 1 < 5 <mn,

ajf({]j) — f(l’) — f(CCl, . 7[L’j_1, —Ij,Ij+1, Ce ,[En).

2$j
Lema 2.9 (Lema de Pisier). Sea E un espacio de Banach. Se tiene la siguiente de-

sigualdad para todo p > 1, todo n > 1 y todo cubo arbitrario f:{—1,1}" — E:

p71/p
] | o)

donde x,y € {—1,1}" y el subindice de la esperanza indica sobre qué variables se toma

E[|f - E[f]|"]'" < 2elog(n)E,,

Z?Jjajf(l’)

el promedio.

Observacion 2.10. Notemos que la desigualdad (2.7) acota una magnitud dependiente
de un cubo arbitrario f por una magnitud dependiente de un cubo lineal 3 7, y;0; f ().
Sera este el vinculo por el cual podremos pasar de una propiedad véalida para los cubos

lineales a una propiedad valida para todos los cubos.

Siguiendo esta idea probamos a continuacion el Teorema 2.8.

Demostracion del Teorema 2.8. Recordemos que por el Corolario 1.26 existe una cons-

tante Co > 0 tal que para todo conjunto finito de vectores {v;}’_; en E,
o\ 1/2

Ey

" 1/2
< Con'/P1/2 (Z ij||2> :

J=1

n
E :ijj
j=1
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Sea f: {—1,1}" — E un cubo arbitrario. Por lo visto en la Seccién 1.2, podemos consi-
derar a f como un elemento del espacio L*(u, E') (con p la medida de equiprobabilidad
en {—1,1}"). De la misma forma, pensamos a la funcién de dos variables » 7, y;0; f(z)
como elemento de L?(u X p, E). En consecuencia, es posible reformular el enunciado
del Lema 2.9 para el caso p = 2 en términos de las normas de dichas funciones en los

espacios mencionados. Concretamente, la desigualdad (2.7) del lema resulta en:

1f = Efll 2 ) < 2¢log(n)

Zyjajf<37)

L2 (uxp,E)

Aplicando la desigualdad anterior obtenemos,

E (AN = 1f(@) = f(~2)ll 2 < 21 = Efll 2o
<4elog(n) Z y;0; f(x)
Jj=1 L2 (uxp,E)
§ o7 1/2
=4elog(n)E, , Z y;0; f ()

Usando aqui el Corolario 1.26 con v; = 0, f(z) la desigualdad nos queda,

E [(Af)?]"? <4elog(n)E,

n 1/2
Cin7ty ||0jf(93)||2]
j=1

—4elog(n)Con'/P~ /2R,

n 1/2
> Hajf(x)HQI

j=1

n Ajf 2
(%)

j:
n

1/2
—Cj log(n)n/71/? (ZE [<Ajf>2]) .

1/2
—=C log(n)n'/?~1/2E

Basta con notar que para todo 1 < p’ < p existe una constante C' tal que se cumple la

condicién log(n)n!/P=1/2 < Cn'/?~1/2 y el teorema queda demostrado. O
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Observacion 2.11. Notemos que de no ser por el factor log(n) del Lema 2.9, habriamos
podido probar en el teorema anterior que tipo p implica tipo métrico p (y también tipo
de Enflo p con una cuenta similar). Si bien es sabido que dicho factor no puede ser
removido para cualquier espacio de Banach, se conjetura que esto es posible para los
de tipo p [4].

Finalizamos esta seccion con la prueba del Lema de Pisier que habia quedado pen-

diente.

Demostracion del Lema 2.9. Sin pérdida de generalidad podemos asumir E de dimen-
sion finita pues la imagen de f es finita. Luego, como vimos en el capitulo anterior, se
tiene que LP(u, E)* = LY(u, E*) con Il) + % = 1. (Notaremos |[.[|, y [|.][, a la norma en
LP(p, E) y L%(u, E*) respectivamente.) Podemos suponer ademds que E [f] = 0 dado
que 0;f no varfa al trasladar a f en una constante. Por lo tanto, usando la notacién

anterior, la desigualdad (2.7) se reduce a probar:

If1l, < 2elog(n)

Zyjajf(l“)

Le(pxp,E)

Sea g : {—1,1}" — E* un cubo en el dual de E. Escribimos su desarrollo de Fourier
sobre el sistema de Walsh, g = 3",y waga donde g4 = E [wag] (ver Seccién 1.2).
Dado 0 < e < 1, definimos:

g {11} x {-1,1}" 5 E*  por glzy)= > (H(sxj+(1—e)yj))g,4

AC{1,..,n} \jeA
= g({fl’ + (1 - €)y),
y
T, : L*(u) — L*(w) por T.(wy) = ehw,.

Observemos que 7. es un operador de LP(u) en LP(u) para todo 1 < p < co. Luego,
podemos extender 7. a un operador de LP(u, E) en LP(u, E). Efectivamente, dada
h=3acq, .y Waha € LP(p, E) definimos

T6 Z wAhA = Z TE(wA)hA.

Ag{l)zn} Ag{lvvn}



2.2. TIPO METRICO DE BOURGAIN, MILMAN Y WOLFSON o7

Andlogamente T, se extiende a un operador de L9(u, E*) en LI(u, E*).

Probaremos la siguiente identidad:

g:(z,y) = (1—2) > y;T.0;9(x) + ®(,y), (2.8)

j=1
donde @ : {—1,1}" x {-1,1}" — E* cumple que E, [y;®(z,y)] = 0 para todo = €
{=1,1}" y todo 1 < j < n. Para ello, basta ver que la igualdad se satisface en LP(u)

para cualquier wy y el resultado se sigue por linealidad. Notemos que
djwa =wa—{;3xa (),
y por lo tanto,

T05wa = wa_yxa(d).

Luego,

(wa)e(z,y) = [Jlex; + A —e)yy) =D (A —e)y; [ ewi+@lap)

= jeA i€A, i)

=(1-¢) Z e wa_ gy (@)xa(h) + (z,y)

=(1—¢) Z y;T.0;wa(x) + @(x,y).

j=1

Hemos separado el producto en los términos que contienen un tnico y; y definido todo
el resto como ®(z,y). Esto implica que fijado un zy, el desarrollo de Fourier en y de
®(xp,y) es de la forma ZAg{l ..... DAL waP(zg,.)a. En otras palabras, los términos
®(x0,.)(j) son cero. Estos son justamente E [y;®(xo,y)] = 0, con lo cual probamos la
afirmacion (2.8).

Como vimos en la Seccién 1.2, todo vector aleatorio en E{-11" pertenece al espacio
LP(u, E), en particular el cubo f del enunciado. Recordemos, ademés, que dado un

espacio de Banach V' notdbamos (v*,v) a la evaluacién de cierto v* € V* en un vector
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v € V. Consideramos, entonces, la siguiente integral:

Is :E:Jc,y <g5($,y), Zyjajf<x>>

n

=Eoy (1) Y (0iT:0ig(x), y;0;f (= Z (#,y),y;0;f(x )>]

i,j=1

n

“E, | (1) Y_(T0,9(0), 0, () + >_(@(x. )5 ajf(w)>]

n

=E, (1 - 5) Z<T€ajg($),8jf(l‘)>

L Jj=1

y notando J a la identificacién natural entre LP(u, E') y su doble dual nos queda,

=(1-¢)E Z(Jajf, 1:0;9)
=(1-¢)E (Z(Tgﬁj)*Jé?jf, 9)] :

Para alivianar la notacién dejaremos de distinguir entre LP(u, E') y su doble dual por

lo que la igualdad anterior resultard en:

n

(9, Z(Tgaj)*ajf>] : (2.9)

=1

I.=(1—-¢)E

Observemos que se cumplen las siguientes identidades de operadores de LP(u, E) en
LP(p, E):

» 7% = T.. (Con todo rigor, deberfamos escribir esta igualdad como J T J = T.
y aclarar que el primer 7. es visto como un operador de L(u, E*) = LP(u, E)* y

el segundo T es visto como un operador de LP(u, E).)

= Tgf)j = %@TE, (6 > O)
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Z] 10505 = Xacq
izquierda es visto como operador de L?(y, E*) = LP(u, E)* por lo que J; resulta
un operador de LP(u, E)* = LP(u, F).)

ny [Alwafa. (Aqui también cabe aclarar que el 9; de la

.....

Basta corroborar la validez de las igualdades a nivel LP(u) evaluando en los w4. Escri-
biremos la deduccion de la iltima a modo de ejemplo. Veamos primero el desarrollo de

Fourier de (9; Ojwa.

(870;wa)p =E [wpd;0;wa] = (wp, 0;0;wa) = (Ojwp, Djwa)

:<wa{j}XB(j)a wAf{j}XA(j» = XA(j>5A,B-

Luego, 070;wa = xa(j)wa por lo que resulta Z 0;0;w4 = |AJwya. Usando estas tres
identidades podemos reducir aun mas la ecuacién (2.9) para obtener,

L=( -9 0.0, | - (- oE

J=1

—(1—¢)E g,Za*aT f>

=(1-¢)E 9728* Z e wafa)

L j=1 ACA{1,...,n}
=(1-FE |{9, Y A" wafa)| = (1= )E[(g.TLf)], (2.10)
ACA{1,...,n}

donde T es la derivada formal de T respecto de ¢.

Por otro lado, sabemos que existe un funcional G € LP(u, E)* con |G| < 1 tal
que G(T.f) = ||T.f[,- Via la identificacién LP(u, E)* = L(u, E*) obtenemos un g €
L(p, E) con |[|g][, < 1 tal que G = E[(g,.)]. Luego, aplicando la ecuacién (2.10) nos
queda:

T2l =E[{g. Tif)] = (L —e) 'L

=(1— &) "Eay |{g:(z,y), Zyjajf(x»
<(1 = &) Ngell o) Z?Jjajf(fﬂ) (2.11)

Lr(pxp,E)
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Buscamos a continuacién acotar el término |[|g-| ) de la dltima desigualdad.

uXp,E*
Notemos que podemos pensar a g como un polinomio g : R® — E* que tiene grado a lo
sumo 1 en cada variable. Es decir que fijadas todas las variables menos una, nos queda

una funcion lineal. Se tiene entonces:

g(Zl, cey %1, 85 + (1 - g)ijzj+17 “os ,Zn)
=alex;+ (1 —e)y;) +b=c(ax; +b) + (1 — )(ay; + b)

= 89(2’17 R R O B B AR Zn) + (]_ - 5)g(z1, ceey Zi=15Y55 241, - - Zn)

Recordemos que, pensando a g como polinomio, g.(x,y) = g(ex + (1 —£)y). Reiterando

el procedimiento anterior en cada coordenada obtenemos,

ge(wy) = > (1 —e) g ((z,y, @),

ae{0,1}"
rj si a; =0

donde nazz@j y z(z,y,a)) =
o] y; st oa;=1

Definamos, ademés, el vector w(z,y, a) complementario a z(x,y, @) de manera tal que
dado1 <5 <n,

y; st oa; =0

w(z,y,a); =
r; s oa;=1
Luego, se tiene:
||g€||LtI(/L><M,E*) - Z gn_na(l - €)nag(z(‘r7 Ys Oé))
ae{0,1}" La(pxp, E*)
< Z gn—na<1 - g)na ||g<z(x’y7a))”Lq(uxu,E*)
acf{0,1}"
n—na Na 1
= Y el =) By [llg(z(x, g, )5

ae{0,1}"
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Fijado «, aplicamos el cambio de vaiables z = z(z,y,a) vy w = w(zx,y, «), del cual

deducimos,
na 1
19 oy = D € (=) B [llg()lI5-]""
ae{0,1}"
n— na na 1
= > (- E [lg(2)]E]"
ae{0,1}"
= Y (=) gl g
ae{0,1}"
n ny\ ,_i .
-3 ) (0= gl s
=1 N
= ”gHLQ(M,E*) <1
Habiendo acotado ||ge|[ a(,x,, g+ 1& desigualdad (2.11) resulta en:
IT2fNl, < (1—¢)” 0, f(x (2.12)

Lr(pxp,E)
Hemos logrado una primera cota inferior del miembro derecho de la desigualdad del

lema. Consideremos ahora la funcién ¢ : [0, 1] — Rxo como 9(g) = || 1. f||,,- Escribiendo

a T.f en su desarrollo de Fourier y usando la desigualdad triangular se deduce que,

Ta - Ta
h
P
uniformemente en €. En consecuencia,
(e + h) — b(e) I Ten fIl, — 1 T=£1, Tesnf =TS || 1m0
= < = 11,
h h h )

uniformemente en €. Por lo tanto, 1(¢) resulta absolutamente continua (en particular,

derivable c.t.p.) y

W' (o) < ITXfl, -

Notemos que Ty f = E[f] = 0. Luego,

\TflL, = ITefl, — I Tofll, = (e) — $(0) < Vi / (6)] d < / \ 7251 ds,
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y aplicando la desigualdad (2.12),

IT-f1l, < log(1—¢)” 0, f (x (2.13)

Le(pxp,E)
Como tltimo paso, probaremos que " H fll, < IT:fll, logrando asf relacionar los

dos miembros de la desigualdad del lema. En primer lugar, notemos que se satisface la

.....

" I, = T2 (w.d TN, < VTl |wpr,.. Tef]], = 1T TS,

Por lo tanto, basta ver que 7} es una contraccién. Para ello, probaremos que 7, puede ser
expresado como una convolucién con el nucleo R.(x) = H;L:1(1 + ex;). Explicitamente

se puede probar la identidad:

T.f(x) = Ey [R-(y) f(zy)] = E,

<H(1 + 6%)) f(l’y)] , donde (zy); = z;y;.

j=1
Por el mismo argumento de antes, basta probarlo en LP(u) para las funciones de Walsh,
donde el resultado se sigue. Expresando 7. de esta manera, deducimos que es una

contraccion:

IT-11l, = By [Re() fay)ll, < By [1R-0) )l = By [IR-) f ()],
H |1+ ey;|

— <HE%‘ 1+ 5yj|) LA, = 1A,

Jj=1

=E, [[R-)I1 [ f1l, = Ey £,

Finalmente tomando ¢ = (1 — 1/n) y aplicando lo anterior a la desigualdad (2.13)

obtenemos

L =1/0)"[Ifll, < |Ti-1/nfl], < log(n 0;f(x

Lr (pxp,E)

y por lo tanto,

If1l, < 2elog(n 0;f (2

Lr (puxp,E)

que es lo que queriamos demostrar. O
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Hemos cumplido (parcialmente) con el primer paso del Programa de Ribe para el
concepto de tipo. A continuacién daremos el siguiente paso del programa brindando

una version métrica del Teorema 1.28.

2.3. Caracterizacion del tipo métrico trivial

Recordemos que el Teorema 1.28 caracterizaba los espacios de Banach de tipo trivial
como aquellos que contenian linealmente a los espacios ¢} con distorsion acotada uni-
formemente para todo n € N. Mas precisamente, teniamos que un espacio de Banach
E tenfa tipo trivial si y s6lo si C({{}},cy) < 00, lo cual era a su vez equivalente a que
CL({01},,cn) = 1. En esta seccién nos proponemos exponer un anélogo métrico de este
resultado.

Es de esperar que la version métrica del Teorema 1.28 no involucre a los espacios ¢7,
sino un equivalente métrico. Este serd justamente el espacio @, :== {—1,1}" que puede
pensarse como un subconjunto de /7. En consecuencia, tal vez lo mas natural seria
considerar al espacio (),, con la métrica inducida por la norma de ¢}. Sin embargo, sera
mas practico reescalarla de manera tal que los lados del cubo midan 1. Concretamente

definiremos la distancia en (),, como
Ow,y) = 1/2 | —yll, = [ € {1,-..,n} a5 £y}, (2.14)
Hecho esto, estamos en condiciones de presentar la version métrica del Teorema 1.28.
Teorema 2.12. Sea E un espacio métrico, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) E tiene tipo métrico trivial;
(i) Ce({@n}pen) = 1;
(iii) Cp({Qn},en) < 00.

Observacion 2.13. Una consecuencia sorprendente de este teorema y su versién lineal
(Teorema 1.28) es que si un espacio de Banach contiene cubos @,, con distorsién acotada

uniformemente para todo n € N, entonces contiene linealmente a los espacios ¢} con
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distorsion 1. Es decir,

Cr({@n}nen) <00 = Cp({li},an) = 1,

pues, para espacios de Banach, tener tipo métrico trivial es equivalente a tener tipo
trivial. Este es un ejemplo de una aplicacién del Programa de Ribe a la geometria de

los espacios de Banach.

Para probar el teorema deberemos dar una definiciéon, un lema y una proposicién
previos. Estos serdan analogos métricos a la Definicién 1.11, al Lema 1.23 y a la Propo-

sicion 1.25 respectivamente.

Definicién 2.5. Sea E un espacio métrico, definimos A,,(E) como la menor constante

A tal que, para todo cubo f: {—1,1}" — E se cumple

n 1/2
1/2
E[(ap7" < A (zE [(Ajf>2]> .
j=1
Notaremos simplemente A,, cuando no dé lugar a confusion.

Observacion 2.14. El parametro A, es la version métrica del dy(E;n) de la Defini-
cién 1.11. Siguiendo los mismos razonamientos que en el caso lineal, tendremos que las
observaciones realizadas para do(F;n) aplican en el caso métrico. Luego, A, resulta
creciente en n y cumple que A, < n'/2. Ademds, un espacio métrico tiene tipo métrico

p si y s6lo si existe una constante C' > 0 tal que A, < Cn'/?~Y/2 para todo n € N.
Lema 2.15. El parametro A, es submultiplicativo con respecto a n.

Demostracion. Sean m,n € N, queremos ver que A,,, < A,,A,. Tomemos un cubo
arbitrario f: {—1,1}""" — E. Definamos F': {—1,1}"" x {—1,1}"" — E como:

F(z,y)=f (xlyl, e TRYT, T g 1Yy e e oy Lo Y2y e e e s L1t 1Ym - - - ,xmnym) )
Notemos que, fijado y € {—1,1}" tenemos,

E, [(Af)*] =E, [(AYF)7],
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donde el exponente (y) de AW indica respecto de que variables estamos aplicando A.

Por lo tanto tomando E, nos queda,

E, [(Af)*] = E,, [(AYF)?]. (2.15)

Por otro lado, por la definicién de A,, sabemos que, fijado un z € {—1,1}""

B, [(AVFY] < 43 B, [(aVFy].

Usando la desigualdad anterior en la ecuacién (2.15), podemos acotar E, [(Af)?].

435, [(aVFy]

=1
—A2 i E,, [(AE”F)?] . (2.16)
=1

Como 1ltimo paso, observemos que fijados y € {—1,1}"" y x; con j < (i — 1)n o

E, [(A)?] =E. [E, [(AYFY]] <E,

j > in para cierto 1 < i < m, F(x,y) resulta un cubo de dimensién n que depende

unicamente de la variable 2" = (Z(i—1)n+1,- .-, Tin). Por lo tanto, se tiene:

Ev [(AF)] < 423 B (AP

=1

Notemos que, AW F = Agy)F y A "F=A f)l i F'- Luego, integrando sobre y y los

x; restantes la desigualdad anterior resulta en:
B [(APF2] 2 > B, (AP,
j=(i—1)n+1
Aplicando esto a la desigualdad (2.16) el lema queda probado. En efecto,

E, [(Af)2] <A2, ZE [A(y)F }gA;Aii i E,, [(A?)F)Q]

i=1 j=(i—1)n+1

223 E (A7),

j=1
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donde en la ultima igualdad usamos que E, , [(A?) F)z} =E,[(A,f)?], cuya justifica-
cién es analoga a lo realizado para la igualdad (2.15). Probamos, entonces, que para

todo cubo f de dimensiéon mn se satisface

mn 1/2
E, [(Af)Y]"* < AnA, <Z E, [(Ajf)ﬂ) :

De aqui se deduce que A,,, < A,,A,, que es lo que queriamos demostrar. n

Para concluir con los resultados previos al Teorema 2.12, pasemos a la version métri-
ca de la Propiedad 1.25.

Proposiciéon 2.16. Sea E un espacio métrico y 1 < p < 2, entonces E tiene tipo

. . g 1/p—1/2
métrico r con r > p si y solo si existe un ng € N tal que A,, < no/p /2,

Demostracion. Supongamos que E tiene tipo métrico r con r > p. Luego, existe una

constante C' > 0 tal que A, < Cn'"~Y2 para todo n € N. Ademds, como r > p,

para cierto nyg € N suficientemente grande se cumple que C’n(l)/ Tz n(l]/ P12 By

. . 1/p—1/2
consecuencia, deducimos que A, < no/ Pol/2

Reciprocamente, supongamos que existe un ny € N tal que A, < n(l)/ p=1/ 2, con lo
cual A,,, = néﬁfl/? para cierto r > p. Dado n € N, sea k € N tal que nlg_l <n<nk
Luego, como A, es creciente y submultiplicativo en n, tenemos que:

k
ko, 1r=1/2\" _ [ g\1/r—1/2
:n(l]/r—l/2 (nig_1)1/r—1/2 < Anonl/r—l/Q‘
Por lo tanto, E tiene tipo métrico r con constante C' = A,,. ]

Estamos ahora en condiciones de probar el Teorema 2.12.

Demostracion del Teorema 2.12. Dejaremos la prueba de (i) = (ii) para el final
pues es la més extensa. Como (71) = (%ii) es inmediato, procederemos directamente
a probar que (iii) == (i). Por (iii), existe una constante K > 0 tal que Cp({Qp},cn) <

K. Luego, existen subconjuntos E,, C E y biyecciones f, : ), — E, con distorsion
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dist(fn) = || full 13y an_lHLl-p < K para todo n € N. Observemos entonces que para todo
z € Qn,

n=0(z,—x) < |[f|,, Afal@) v Ajfule) < full

donde 0 es la distancia en @,, que definimos mediante la ecuacién (2.14). Si E tuviera

tipo métrico p para cierto p > 1 resultaria que para todo n € N,

n 1/2
w < 15, EALY2 < 777, G- (ZE [mm)

Jj=1

<[5 M, Cn P20 2 fall iy < C WLl 11y 27

SC’Knl/p,

lo cual es absurdo pues tendriamos que n'~'/? estd uniformemente acotado para todo
n € N. De esta manera, queda probado que (iii) = (i).

Resta ver que (i) = (ii). Por (i), sabemos que E no tiene tipo métrico r para
ningin r > 1. Luego, por la Proposicién 2.16 tomando p = 1 resulta que para todo
n € N, A, > n'/171/2 = p1/2_ Por otro lado, como siempre se cumple que A, < n'/?,
nos queda que A, = n'/? para todo n € N. Como A, es una cota éptima, habré cubos
cuya relacion entre lados y diagonales sea arbitrariamente cercana al limite impuesto
por A,. Seran estos cubos los que tendran una distorsién arbitrariamente cercana a 1
independientemente de n, probando asi la condicién (7i). Fijemos un n € N. Sabemos

que para todo § > 0 existe un cubo f : @, — E tal que,

" 1/2
mﬂ<§:EKAJﬂ0 < (1+0)E[(AanY"?. (2.17)

Basta probar que, dado A > 0, para ¢ lo suficientemente chico la distorsion de f es
menor que 1+ A. En @Q,, las diagonales miden n. Tomemos a tal que el 2-promedio de

la logitud de las diagonales de f sea an. Explicitamente:

1/2

a:=1/nE [(Af)?]

Luego, para garantizar que la distorsion sea cercana a 1, probaremos que la distancia

d(f(x), f(y)) es aproximadamente ad(x,y) para todo z,y € @Q,. Dado 1 < j < n,
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definamos:

fJ(ZE) = f(—l’l, N —l'j,flfj_i_l, C.e ,.Z‘n>,

®;(2) = a"d(fj-1(2), f;()).

Veamos como paso previo que la funcién ®; es arbitrariamente cercana a 1 para cual-

quier j si tomamos un ¢ suficientemente chico. Notemos que por la desigualdad trian-
glﬂa’ra Af S Z?:l d(fj—b fj) Luego,

1/2

n=a'E[Af)?]"* < <Z¢>>2 =

zn: D, (2.18)

J=1

2

Por otro lado, como ®; y a™*A; f tienen la misma distribucion, por la desigualdad (2.17)

tenemos:
n 1/2 n 1/2
E|N @ =aE|Y (A0% <atnV+ o) PE[(Af)]
j=1 j=1
=nl/2(1 + 6)1/2. (2.19)

Definamos a continuacion dos funciones auxiliares,

n 2 n
= (ZCI)J) y SQ :nZCI)JQ,
j=1 Jj=1

y observemos que,

Sy =S =1/2) (0 —®;)* > 0.

1,j=1

Por las desigualdades (2.18) y (2.19) obtenemos,

[SQ =nkE

Z¢]<n(1+5 ) <E (Z@) (140) <E[S)] (1+9),
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con lo cual,
E[Sy — S1] < OE[S1] < E[So) < 6(1+ 6)n?;
E(1/2) (@ — ®;)°| < 6(1+6)n”.
ij=1
Equivalentemente,

DY (@i(w) = i(x))* < 26(1 +6)n*2",

z ij=1

Por lo tanto, tomando 1;(0) = (26(1 4+ c5)7122")1/2 resulta que para todo 1 <i,5 < n,

1Ps = @], < %1 (9).

(Recordemos que como n estd fijo, ¥1(0) es arbitrariamente chico.) Ademds, si las
funciones ®; distan poco entre si, naturalmente distardn poco de su promedio. En efecto,
tomando ¢ = 1/n 2?21 ®; el promedio de las funciones ®; y usando la desigualdad

triangular nos queda, para todo 1 < j < n,
1®; — D], < 91(6). (2.20)

Llamemos Ey, a la esperanza condicional respecto de las variables {z1, ..., x;} y notemos
Ey a la esperanza. Aplicando la desigualdad de Jensen y la ecuacién (2.20) deducimos

que para todo 1 < 7 <nytodo 0 <k <n,
[y, [©;] — Ex [P]| , < [|P5 — @], < ¢1(9)-

Observemos que como ®; no depende de la variable x;, resulta que E; [®;] = E;_; [®;].

Luego, para todo 1 < 5 <n,

o0

|E; [®] — E;j—1 [P, <IE;j[®] — E;j [D)]l] + IE; [@5] — E;j—1 [@]
—E; []ll o + Bj-1 [®)] — Ejy [@]

=||E; [®] - E; |
§2¢1(5)7

[
[

oo

y por lo tanto,

1@ —E[®]], < Z 1B [®] — Ej1 [P]]]c < 2n9p1(5). (2.21)
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Por otro lado, podemos comparar E [®] con ||®]],.
[l —E[®]] < [[® - E[®]], < [[® —E[P], < 2n1)1(9). (2.22)

Veamos a continuacién que el valor ||®||, es cercano a 1. Notemos que por la desigual-
dad (2.18) tenemos que 1 < ||®||,. Ademas, recordando que S; < S, y aplicando la
desigualdad (2.19) obtenemos

—_

1
1<||2f, = ~E[5]"* < ~E[S]/* <n”'’E

n

n 1/2
> @3] < (1+6)Y2

y, por lo tanto,
@], — 1] < (14 6)Y* —1. (2.23)

Aplicando la desigualdad triangular y usando las cotas obtenidas en (2.20), (2.21),
(2.22) y (2.23) concluimos que ®; es arbitrariamente cercano a 1 para todo 1 < j < n.

Explicitamente tenemos

195 — 1|, < ¥2(9), (2.24)

donde 15(8) = (4n+ 1)1 (8) + ((1 4 0)!/2 — 1) es la suma de todas las cotas anteriores.
A partir de la desigualdad (2.24) veremos que la distorsién de f resulta menor que 1+ A
si § es chico, probando el teorema. En primer lugar, se deduce de manera inmediata que
los lados miden aproximadamente a. En efecto, dados x,y € @, tales que d(z,y) = 1,

tenemos d(f(z), f(y)) = a®;(z) para cierto 1 < j <ny z € Q,. Luego,
|d(f(x), f(y)) — al = a|®;(z) — 1] < agh(5). (2.25)
En segundo lugar, estimemos el valor de las diagonales del cubo.

Af(z) < azq)j(a:) < an(1+ 12(6)).

Por otro lado, sea m el minimo de A f. Luego, acotando cualquier otro valor de Af por

an(1 +15(6)) obtenemos

(an)* =E [(Af)2] <2™" (m2 + (2" = 1) (an(1 4+ ¢2(5)))2)
=2""m? + (1 — 27™)(an)*(1 + 2 (5))>.
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Entonces, para cualquier x € @),

Af(z)? =m? > (an)*2" (1 — (1= 27")(1 +42(0))*) = (an)* (1 — ¥5(9)),

donde ¥3(8) = (2" — 1) (2¢02(0) + ¥2(8)?). Luego, podemos tomar 1, positivo tal que
Py(6) — =0 v |Af —anl|, < anyy(d). Hecho esto, procederemos a acotar la distorsion
de f. Sean x,y € (),,. Aplicando la desigualdad triangular podremos acotar la distancia
d(f(x), f(y)) por una suma de lados que van cambiando una coordenada de z a la
vez. Notemos que la cantidad de sumandos serd entonces |{j € {1,...,n}: z; # y;}|.

Usando ademas la desigualdad (2.25) tenemos
d(f(x), f(y)) <a(l+2(0)) {7 € {1, .,n} = a5 # y}| = a(l +2(6))9(x, y),

y, por lo tanto,

/1l i (1 + ¢2(6)). (2.26)

Por otra parte, podemos acotar inferiormente la distancia d(f(x), f(y)):

d(f(x), f(y)) = Af(x) = d(f(==), f(y))
> an (1 = 44(8)) — a(l +1(0))0(—2,y)
=a(n—0(=x,y) — nva(d) — ¢2(0)0(—z,y))
> a(9(z,y) — na() — ny2(0))
> a (1 —ny(5) — nhy(6)) O(z, y).

Luego, f restringida a su imagen es inversible y se tiene que

7], < @7t (1= napu(8) — naba(8)) " (2.27)

En conclusidn, de las desigualdades (2.26) y (2.27) obtenemos una cota para la distorsién

de f:

dist(f) < (1+¢2(8)) (1 = ntha(8) — na(6)) " < 1+ A,

si ¢ es suficientemente chico.
Hemos probado que dado A > 0 arbitrario, para cada n € N podemos tomar un cubo
fn : Qn — E de distorsién menor que 1 4 A. Resulta entonces que Cg({@n},cn) = 1,

con lo cual el teorema queda demostrado. O
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Hemos avanzado hasta el segundo paso del programa con algunas versiones métri-
cas de resultados lineales. Sin embargo, la resolucion de un problema intrinsecamente
no lineal serd presentada una vez que contemos con la versiéon métrica de cotipo que

introduciremos en el proximo capitulo.



Capitulo 3
Cotipo métrico

En este capitulo brindaremos una versiéon métrica del concepto de cotipo y sus apli-
caciones. En primer lugar, introduciremos la nocién de cotipo métrico propuesta por
Mendel y Naor [12]. En segundo lugar, probaremos que restringiéndonos a los espacios
de Banach, dicha definicién coincide con la nocién de cotipo usual. Finalmente, demos-
traremos un analogo métrico del Teorema 1.29 caracterizando los espacios de cotipo
métrico trivial. Por claridad de la exposicién, algunas demostraciones de resultados

auxiliares se encuentran en el apéndice.

3.1. Cotipo métrico de Mendel y Naor

Si bien las distintas definiciones de tipo métrico fueron contemporaneas al surgi-
miento del Programa de Ribe, una generalizacion exitosa de la nocion de cotipo eludié
a los investigadores por mas de 20 anos. Fue recién en 2008 cuando Mendel y Naor en
[12] no sélo brindaron una definicién de cotipo métrico que coincide con la definicién
usual en espacios de Banach, sino que también encontraron numerosas aplicaciones.

Pasemos entonces a la definicién de cotipo métrico. Un primer intento seria aplicar
a la nociéon de cotipo un procedimiento analogo al realizado en el capitulo anterior
para elaborar la definicién de tipo métrico de Enflo. De esta manera, obtendriamos la

siguiente carcterizacion.

Observacion 3.1. Un espacio de Banach F tiene cotipo ¢ si y sélo si existe una constante

73
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C > 0 tal que para todo cubo lineal f,

n 1/q
(ZE[(AJ)"O < CE[(Af)1"". (3.1)

Procederiamos luego a dar la definiciéon general para espacios métricos removiendo
el requerimiento de linealidad del cubo f. Sin embargo, los cubos no lineales pueden
tener las diagonales colapsadas sin que sus lados midan cero. En efecto, supongamos
que cierto espacio métrico F satisface la condicién (3.1) para cubos arbitrarios. Si F
contiene dos puntos u y v distintos entre si, entonces para todo niimero par n definimos
el cubo f:{-1,1}" — FE por

fa) u si x tiene un nimero par de unos
xT) =

v sl no

Notemos que, como para todo lado (z,y) los vértices x e y difieren en una sola coorde-
nada, cambia la paridad de unos. Luego, A;f(z) = d(u,v) > 0 paratodo 1 <i<ny
todo x € {—1,1}". Por otro lado, como tomamos un n par, para todo x € {—1,1}" la
paridad de unos en z y —z se mantiene. Por lo tanto, A f(z) = 0 para todo x € {—1,1}".

Tendriamos entonces que,

n 1/(1
0 < (nd(u,v)")""" = (ZE [(Aif)q]> < CE[(Af)1]"" =0,

lo cual es absurdo.

Este hecho hace que la definicién pierda su sentido si no se mantiene la hipotesis de
linealidad, imposibilitando asi extender la definicién al &mbito de los espacios métricos.
Lo mismo ocurrirfa si nos basaramos en la construccién de Bourgain, Milman y Wolfson.
El problema resulta inherente a la estructura de los cubos que nos permiten colapsar
las diagonales sin colapsar los lados. (Con estructura nos referimos aqui a qué pares de
vértices hemos definido como diagonales y qué pares como lados.) La solucién propuesta
por Mendel y Naor consiste en cambiar los cubos {—1,1}" por otros espacios con otra
estructura que impida el colapso del lado derecho de la desigualdad. Dichos espacios

seran los toros discretos Z' que introducimos en la siguiente definicion.
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Definicién 3.1. Dado m € N, notaremos Z,, al grupo abeliano que se obtiene al
cocientar Z por el subgrupo mZ. Dado n € N, definimos el toro discreto (de dimensién
n y escala m) como el producto cartesiano de n copias de Z,, y lo notaremos Z,.
Finalmente, llamaremos {ej}?zl a la base candnica de Z), donde e; vale uno en la

coordenada j-ésima y cero en las demas.

Observacion 3.2. El nombre de toro surge por el isomorfismo de grupos entre Z,, y el
grupo de raices m-ésimas de la unidad, pues estas son un subgrupo discreto del toro
T:={z € C: |z| =1}. Mds ain, esta identificacién justifica denominar factor de escala

al parametro m, pues mide con cuanta resolucion estamos discretizando al toro T.

Presentamos a continuacion la definicién de cotipo métrico.

Definicién 3.2. Sea (F,d) un espacio métrico y 2 < ¢ < oo. Decimos que E tiene
cotipo métrico ¢ (con constante I' > 0) si para todo n € N existe un m par tal que para

toda f : Z! — E se cumple

n 1/q

m q

<Z B, |47 (24 5) f@) D < T, A+ O, @, (32
j=1

donde las esperanzas se toman sobre los x € Z" ylose € {—1,0, 1}", ambos distribuidos

de manera equiprobable.

Comentario 3.3. Durante este capitulo trabajaremos con los espacios Z, {—1,0,1}" y
{—1,1}", dotados siempre de la medida de equiprobabilidad que llamaremos pu, o y
respectivamente. Ademas notaremos x o y a los elementos de Z", € 0 § a los elementos
de {—1,0,1}" y £ o ¢ a los elementos de {—1,1}".

Observacion 3.4. Para obtener una interpretacion geométrica de la definicién de cotipo
métrico, representaremos al toro Z2 como la grilla {0,...,m — 1}? en condiciones
periddicas (esto es, que escapar la grilla avanzando hacia la derecha nos hace aparecer
por la izquierda y escapar por arriba nos hace aparecer por abajo). Dado un z € Z2,
los elementos involucrados en la Definicion 3.2 se pueden disponer en la grilla segin la

siguiente figura.
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8
——————— e T

w3
D
LN

En la definicién de cotipo métrico, los pares ( f (:c + %ej)  f (:c)) cumplen el rol que en
la Observacion 3.1 tenfan los lados j-ésimos del cubo. Dichos pares provienen de los
pares (x + 5ey, IL‘) que, como se observa en el grafico, corresponden a lados j-ésimos de
un cubo de tamafo 7. Por otra parte, los pares de la forma (f(z + ¢€), f(z)) cumplen
el rol que tenian las diagonales. Sin embargo, los pares (z + €,2) no corresponden
unicamente a diagonales de cubos de tamano 1, sino también a todos los alrededores
del punto z. Definiendo una diagonal de orden 0 < k < n como un par (z+¢,x) donde €
tiene exactamente k coordenadas no nulas, resulta que los pares (z + €, x) corresponden
no sélo a las diagonales de orden n (las usuales) sino también a las de todo orden,
todas ellas pertenecientes a cubos de tamano 1. Como se noté en la Observacién 1.20, a
grandes rasgos la desigualdad de cotipo usual acotaba lados por diagonales. En el caso
métrico, la desigualdad (3.2) acota lados de cubos de tamano % por diagonales (de todo
orden) de cubos de tamafio 1. A nivel intuitivo, la diferencia de tamano entre cubos
justifica que el lado derecho de la desigualdad esté multiplicado por m para compensar

y hacerlo comparable con el lado izquierdo.

Observacion 3.5. Notemos que si d(f(x+¢€), f(x)) = 0 para todo z € Z] y todo
e € {—1,0,1}" la funcién f serfa constante. Luego, el lado izquierdo de la desigualdad
(3.2) también seria cero, evitando asi la contradiccién a la que habiamos en nuestro

primer intento de llegar a una versién métrica de cotipo.
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Al igual que en el capitulo anterior, el objetivo de esta seccién sera probar que res-
tringiéndonos a los espacios de Banach, la Definicion 3.2 de cotipo métrico es equivalente
a la definiciéon de cotipo usual. Sin embargo, necesitaremos de algunas definiciones y

lemas técnicos previos que presentaremos en lo que sigue.
Definicién 3.3. Sean (E,d) un espacio métricoy 1 < p < g < oo.

» Para todon € Ny m € 2N, llamaremos F((]p)(E; n,m) al infimo de los I" > 0 tales

que para toda funcién f:Z; — E,

n 1/p
(Z . |d(f (= + Fe). f<x>)p]> < Do, (4 (f (o + €), ()]
= (3.3)

(Notar que, para p = 2, esta desigualdad es una versién al estilo Bourgain, Milman
y Wolfson de la desigualdad (3.2) y que re )(E; n,m) es un equivalente métrico

del pardmetro .7 )(E; n) introducido en la Definicién 1.11.)

» Definimos ademads ng)(E) = Sup,,cy Infneon ng)(E;n,m) v lo notaremos I'"

cuando no dé lugar a confusion.

= Por otro lado, paratodon € Ny I' > 0, m,(]p)(E; n,I") serd el infimo de los m € 2N

tales que para toda funcién f : Z! — E se satisface la desigualdad (3.3).

» Finalmente, notaremos 'y y m, en vez de I'? v mi? cuando p sea igual a .

Observacion 3.6. Podemos expresar la nociéon de cotipo métrico en términos de la de-
finicion anterior. Tener cotipo métrico ¢ con constante I' > 0 significa que para todo
n € N existe un m € 2N tal que se satisface la desigualdad (3.2) para toda funcién
f + Z} — E. Esto sucede si y solo si para todo n € N existe un m € 2N tal que
I'y(E;n,m) <T, lo cual implica que I'; < T'. Se deduce también una reciproca parcial
de lo antedicho: si I'; < oo, entonces el espacio £ tiene cotipo métrico ¢ con constante
" para todo I' > I, pues para todo n € N existird un m € 2N tal que I';(E;n,m) <T.
En particular, sin preocuparse por las constantes, podemos afirmar que £ tiene cotipo
métrico ¢ si y sélo si I'; < oo.

En vista de la caracterizacion del cotipo métrico de la observacién anterior, se podria

dar una generalizacién de la definicion.
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Definicién 3.4. Sea E un espacio métrico y 1 < p < ¢ < oo. Decimos que E tiene
cotipo métrico (g, p) si F,(Jp ) < . (En particular, cotipo métrico (g, ¢) es lo mismo que

cotipo métrico q.)

Observacion 3.7. Nuestra definicion de cotipo métrico original es, en cierta forma, anélo-
ga a la de tipo de Enflo, mientras que la de cotipo métrico (g, 2) es andloga a la definicién
de tipo métrico (de Bourgain, Milman y Wolfson). Por otro lado, haciendo un parale-
lismo con la teoria lineal, el concepto de cotipo métrico (g, p) es un andlogo métrico de
la condicion *y(gp ) < x que podia considerarse una version débil del concepto de cotipo

por lo visto en el Corolario 1.26.

Pasemos a estudiar el factor mép ). La siguiente proposicién (cuya demostracion se

encuentra en el apéndice) deja en evidencia que para espacios métricos de mas de un

punto, mép )(E :n, ") debe ser muy grande.

Proposicién 3.8. Sea (E,d) un espacio métrico de mds de un punto. Entonces para

todo1 <p<qg<oo,neNyl >0 tenemos que:

nl/q

mflp)(E; n,I") > T (3.4)

La proposicién anterior dice que el factor m en la definicién de cotipo debe ser
grande para que ésta tenga sentido. Intuitivamente podemos pensar al toro Z como
una discretizaciéon del toro continuo n-dimensional T™ (ver Observacién 3.2). Visto de
esta forma, la grilla de puntos que conforma Z, aumenta su grado de subdividisién al
aumentar el factor m. La Proposicién 3.8 sugiere entonces que la definicion de cotipo
requiere de toros con un grado de subdivisién alto, es decir una discretizacién de T" de
mucha resolucién. Este hecho se condice con la imposibilidad de brindar una definiciéon
de cotipo métrico en términos de cubos, ya que a nivel de conjuntos un cubo no es otra
cosa que Z3.

Al pensar a m como un factor que escala la subdivision de la grilla, resulta natural
preguntarse si un refinamiento de la subdivisién (es decir, reemplazar a m por un multi-
plo) mejora la cota F((Jp )(E :n,m). La siguiente Proposicién responde afirmativamente a

este interrogante.
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Proposicién 3.9. Sea (E, d) un espacio métrico. Entonces para todon,k € N ym € 2N

tenemos que
L) (E;n, km) < T (E;n,m). (3.5)

Por otro lado, seria interesante conocer la relacién entre ng )(E ik,m)yTD ép )(E ST, Mm)
si k < n. Efectivamente, se tiene un resultado analogo al punto 1 de la Observacién
1.22.

Proposicién 3.10. Sea (E,d) un espacio métrico. Entonces para todo par de nimeros

naturales k < n y todo m € 2N se cumple que
: 1/p—1 ) 1/p—1
ng)(Ea k,m)k /p=1/1 < I‘f]p)(E, n,m)n /p=1/q

Las demostraciones de ambas proposiciones se encuentran en el apéndice. Nuestro
siguiente objetivo serda probar que un espacio de Banach con cotipo métrico ¢, tiene
cotipo ¢ en el sentido usual. Para ello, demostraremos un lema previo para espacios de

Banach conocido como Principio de contraccion (ver [13]).

Lema 3.11 (Principio de contraccién). Sean E un espacio de Bancah, p > 1, n € N y

vectores {v;}._; en E.

1. Sia € R tenemos que
P

p
E¢ < lal|?, E¢

n
> aigu;
j=1

n
Z &v;
j=1

2. Sia € C"™ tenemos que

p
< 2°||all5, Ee

p

Ee

n
> aiéu;
j=1

n
Z §jv;
j=1

Demostracion. Veamos primero el caso real. Asumimos que a # 0 dado que si a =0, la
desigualdad se satisface trivialmente. Luego, podemos suponer ||a|| . = 1, reemplazando
a por a/ ||a||,, de ser necesario. En particular, tendremos que a € [—1, 1]".

Definamos la siguiente funcion,

p

¢:[—1,1]" - Rsy como ¢(a) = Eg

n
> ajg;
j=1
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Notemos que ¢ es una funcién convexa definida sobre [—1,1]" que es el convexo
generado por los vértices {—1,1}". Luego, ¢ alcanza su maximo en cierto o € {—1,1}".
Por lo tanto,

p

= ¢(a) < ¢(a) = Ee

p

e

n
> aigu;
j=1

n
> ag;
j=1

Como «a; es constante y vale 1 para todo j, la distribucién de (a;&;)j—; € {—1,1}"

coincide con la de £. Luego,

p

p
Ee = K¢

9

n
> g,
j=1

probando la desigualdad (3.6).

El caso complejo se deduce del caso real separando la parte real de la imaginaria

n
Z §5v;
j=1

mediante la desigualdad triangular y usando la desigualdad de Holder. En efecto,

)

n
Z &0,
7=1

p

:E£

n p

> aigu;

J=1

e

> Re(a)& v +i Y Tm(a,)&v;
j=1 j=1

=2r~1 (Eg
<or! <||Re(a)||§o Ee

Z §;v;

J=1

p

+Ee || Im(ay)én;

J=1

> Re(a;)&v

j=1
n
Z §;v;
j=1

p

p
+ [[Tm(a) 1% Ee

)

<27 ||a||%, B¢

]

Habiendo demostrado el Principio de contraccion, estamos en condiciones de probar
que cotipo métrico ¢ implica cotipo ¢ (en el sentido usual) para espacios de Banach.
En virtud de la Observacion 1.22 y la Observacion 3.6, esto es equivalente a demostrar
que si I'y es finito, entonces 7, también. Més generalmente, dado 1 < p < ¢, veremos
que si ng ) es finito, entonces 7(51’ ) también. Por ahora, probaremos esto unicamente
para espacios de Banach complejos. El resultado general se deduce de un argumento de

complejizacién que presentaremos en el apéndice.
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Teorema 3.12. Sea E un espacio de Banach complejo y 1 < p < q < oo, entonces
mgp) < QWF((JP).

Observacion 3.13.

1. En el caso p = q, el teorema dice que si F tiene cotipo métrico ¢, entonces E tiene
cotipo ¢ con constante 27I';. Este resultado es un analogo a afirmar que tipo de

Enflo implica tipo usual.

2. En el caso p < ¢, combinando el teorema con el Corolario 1.26 se deduce que si
E tiene cotipo métrico (g, p), entonces E tiene cotipo ¢’ para todo ¢’ > q. Este
resultado es un analogo a afirmar que tipo métrico p implica tipo usual p’ para
todo p’ < p.

(p)

Demostracion del Teorema 3.12. Sin pérdida de generalidad suponemos que I'y” < oo.

Sean {v;}7_; en E con n € N. Tomando I > T

resulta que, por la definicién de F(p )
existe un m € 2N tal que ' > F((]p)(E;n,m). Consideremos la funcion f : ZI'" — E
definida como,

271'7,1

emv]

Luego, por la Observacion 3.6, como I" > ng)(E; n,m) sabemos que

Al (o —e]) = f(:t)Hp < TPmPn'PlE, ||f(z +¢) — f@)|F. (3.7

Analicemos el lado izquierdo de la desigualdad. Notemos que

27” 17+ 2 ] 2miz; 271'1( +%>
o4 o) =3 o
1]

27719:] 27rz:cj- . 27719:]-

=f(z)—e m vj+em v = f(x) — 2 v

Luego,

p p

27ri56j

—2e v,

F o+ Ge) - f@)

Jj=1 Jj=1

=27 " |luy|I”- (38)
j=1
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Por otro parte, acotemos la esperanza del lado derecho de la desigualdad (3.7). En

primer lugar, tenemos que

p

n 2mi(xi+e;) 2miz ;
oo+ = FOIP =B |3 (75 5 ),

Jj=1
n p
27rizj 27ri6j
=E, E e m (e m —1> v;
J=1

Dado § € {—1,1}", si le sumamos m(1 — &;)/4 a x;, por la invariancia por traslaciones

resulta

2miw; 7m(1 &) 2mie;
Bl f(z+0) — F@)IF <. Ze i Gl

p

27rzac 271'16
:Ex,e e m ( . 1) fjvj

Tomando esperanza con respecto a £ en la igualdad anterior y usando el Principio de

contraccion nos queda

Eoc|lf(x+€) = f(@)I” =Eace |l f(z +€) = f()]”

p
27\'13: 27rze
—Exe£ Ze m ( m _1>£jvj
, 27rm: 27\'16
<E.. |2 s o (e 1) "B, Z@%
n p i »
, 7r'L€J
=2PE, ijvj E [1121;12% em —1 }
Jj=1 T

Acotando la distancia entre puntos de la circunferencia unitaria por su arco, obtenemos

2 [(2)]
j=1

ar\? || & 8
:(%) B, ;Sj%‘

p

Eocllf(z+€) = f(@)|I" <2"Ee

(3.9)
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Por lo tanto, de (3.7), (3.8) y (3.9) deducimos que

2]"2 lv; 1" =

p

(:c + —ej) — f(x)

srpmpnl—p/QEm,g |f(x+e€) — fx)]

n p
4m
<IPmPnl~ p/q(m> Ee Zgjvj
j=1

p

< (4nT)P ! ~P/9E,

?

n
> &
j=1

de donde el resultado se sigue por la definiciéon de %gp ) tomando fnfimo sobre los ' >
N2 O

Como mencionamos en el enunciado del teorema anterior para el caso p = ¢, hemos
probado que cotipo métrico implica cotipo usual para espacios de Banach. Para comple-
tar el primer paso del Programa de Ribe deberemos demostrar la afirmacion reciproca

que enunciamos a continuacion.
Teorema 3.14. Sea E un espacio de Banach y1 < p < q < 00, entonces F((]p) < 907517).
Observacion 3.15.

1. En el caso p = ¢, el teorema dice que si E tiene cotipo ¢, entonces F tiene cotipo
métrico ¢ con constante arbitrariamente cercana a 907,. Este resultado podria
considerarse un analogo a afirmar que tipo implica tipo de Enflo, lo cual no se
ha podido probar hasta ahora, como se vio en la Observacion 2.4. Sin embargo,
para la nocién tipo de Enflo escalado cuyo paralelismo con la definicion de cotipo
métrico es pleno, si se ha podido probar la equivalencia con la definicién de tipo

como se menciona en la observacion.

2. En el caso p < ¢, si F tiene cotipo ¢, entonces yép) < oo por el Corolario 1.26.

Luego, por el teorema, se deduce que FE tiene cotipo métrico (g, p). Este resultado
podria considerarse un andlogo a afirmar que tipo implica tipo métrico, lo cual

no se ha podido probar hasta ahora.



84 CAPITULO 3. COTIPO METRICO

Para probar el Teorema 3.14, necesitaremos algunas nociones y resultados técnicos
previos cuyas demostraciones se encuentran en el apéndice. En primer lugar, enuncia-
remos un lema que utilizaremos a lo largo de este capitulo para acotar el pardametro
T (E:n,m).

Lema 3.16. Sea (F,d) un espacio métrico. Dado C' > 0, n € N ym € 2N, supongamos
que para todo 1 <1 <n y toda funcién f:Z' — E se cumple que

> (s (r+ §) 1)

J—— (Ew,g 4@+, f@)+ Y E (o +e), f<:c>>pJ) . (310

Entonces, se tiene que F((]p)(E; n,m) < 5C.
Para presentar los proximos lemas haran falta algunas nociones previas.

Definicién 3.5. Dados n € N, m € 2N, j € {1,...,n} y kK € N con k < m/2 impar,

definimos el subconjunto del toro S(j, k) C Z2, como
S(j, k) ={ye{—k,...,k}" CZ;, : y;esparey esimpar para todo | # j}.

Por otro lado, dada una funcién f : Z! — E con F un espacio de Banach definimos

L
- n(SGR))

donde por g notdabamos la medida de equiprobabilidad en Z,.

/ flz+y)duly),
S(ik)

Finalmente, enunciamos los dos ultimos resultados necesarios para probar el Teore-
ma 3.14.

Lema 3.17. Sean E un espacio de Bancah, p > 1, n € N, m € 2N, j € {1,...,n} y

k €N con k <m/2 impar. Entonces, para toda funcion f : Z7 — E tenemos que

B, || 1) - f@)|| <2 B lf (0 + €)= F@)IF + PR B | f w4+ €) — f(2)"

(3.11)
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Lema 3.18. Sean E un espacio de Bancah, p > 1, n € N, m € 2N, £ € {-1,1}" y

k €N con k <m/2 impar. Entonces, para toda funcién f : 7" — E se cumple que

p

E,

> g <5§k)f(5€ +ej) = EM fla - 6j)>
j=1

n

STE. (£ + ) — f@)|

J=1

24Pp?p—1
 —
Lp

+3E e+~ fla =9I (3.12)

Concluimos esta seccion con la prueba del Teorema 3.14.

Demostracion del Teorema 3.14. Sin pérdida de generalidad suponemos que ’y(gp ) < 0.

Dado n € N, basta ver que existe un m € N par de manera tal que se satisfaga la

desigualdad
ng) (Esn,m) < 907§p).

Sea m € N divisible por cuatro (més adelante pediremos ciertas condiciones adicionales
sobre m). Por comodidad llamaremos v := ’ylgp ). La prueba del teorema consistird en
ver que se satisfacen las hipotesis del Lema 3.16 para obtener asi la cota deseada para
ng)(E; n,m). Efectivamente, dados 1 <1 <ny f:Zl — E, basta ver que se satisface

la desigualdad

l

2_E.

=1

p

f(o+5e) - f@)

l
< (18y)PmPn! P/ (Em,s 1f(z+&) = f@)]” + % ZEx 1f (2 +e5) = f(x)||p> - (3.13)

Fijemos j € {1,...,l} y tomemos k € N impar con k < m/2 a determinar. El Lema
3.17 nos permitird reemplazar f(x) por E;k) f(z) sin perder el control de nuestras aco-

taciones. Concretamente, aplicando desigualdad triangular y la desigualdad de Holder,
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tenemos:
E, | f (o+ %ej) - f(:v)”p <3 B, |f (v+ %q) —eMf (ot %ej> '
+ 3, 69 f (w4 Tey) — P fa)||
+ 3R, ||EW f(z) — f@)||

Usando la invariancia por traslaciones, si le restamos Fe; a x en el primer sumando, se

2
deduce que

E,

f(ose) s =

eV f (w4 Fer) — &P (@)
Y f@) = f@)

+ 3P~ 12F,

Luego, por el lema, resulta:

Ey

1o+ D) = f@)]| <3E |

gW (93 v %ej) — &M f(x)

+ 3P TIPE, || f(z + ¢;) — f(2)|”

+3PTITUPE, ¢ (| (2 + &) — f@)|
m

eV f (vt Fei) — X r)

+ 6E, || f(z +€;) — f()||

+ PRPE, ¢ || f(z +€) — f(2)|P- (3.14)

p

Observemos que el segundo y tercer sumando del lado derecho de la desigualdad
anterior se asemejan al lado derecho de la desigualdad (3.13) que buscamos probar. El
resto de la demostracion consistird en acotar el primer sumando por términos de este
estilo. Como antes, comenzaremos aplicando desigualdad triangular y la desigualdad de

Holder al primer sumando:

p

E,

e f(w+ %ej) — W f(a)
<(7)"
-@yel

k)f x + 2se;) — E(k)f(x—l—Z(s— L)e;) g

p

W f(x+e) — EF fx—e;)




3.1. COTIPO METRICO DE MENDEL Y NAOR 87

(»

Luego, si sumamos sobre los j € {1,...,l} y aplicamos la definicién de v = 74 ) a los

[
vectores {S;k)f(x +e;) — S;k)f(x — ej)} o obtenemos:

p

D f (e Ge) -0 f@)

p

)

< () e ‘Z@( £ @+ o) = 67 (e~ ¢y))

y, aplicando el Lema 3.18, esto ultimo queda acotado por

l
(,ym)p 1-p/q 24p2—t p
T T;Ex,s |f(x +ej5) — f(z)l

+ 3 Eog || f(@+8) — flo— §)|lp>

<O s ( S ZE If(e+ )~ S

£ 3B, [ (1 (e + ) — @I + () — fla— é)llpﬂ)

- (6ym)P12P—P/a

l
<Y Ellfe ) - S

=1

6 pJl-p/q
O g, e+ )~ S

Finalmente, si en la desigualdad (3.14) sumamos sobre los j € {1,...,(} y luego
usamos la cota anterior, resulta:

p PJ2p—p/q
< (e )ZE 17+ e5) ~ F@)IP

18 p|l-p/q
N (( ym)
4p

(x + —e]> — f(z)

+ 6pkpl) Eoellf(a+6) — f(@)].

Si tomamos m de manera tal que m > 6n**Y9 y m/2 > 4n? + 1, podemos tomar
k = 41> + 1. Luego, k cumplira (ademds de ser impar y menor que m/2) la condicién

412 <k < 4‘;’% Aplicando esto a la desigualdad anterior se deduce la desigualdad (3.13)

que buscabamos demostrar. O
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Comentario 3.19. Durante la prueba del teorema no nos preocupamos por conseguir
la menor cota para m en funcién de n. De todas formas, obtuvimos que es posible
tomar m con un comportamiento asintético comparable a n?t1/¢. En [14] se logré la
cota asintética n't1/4, mientras se conjetura que es posible llegar al valor éptimo n'/?

fijado por la Proposicion 3.8.

Hemos cumplido hasta aqui con el primer paso del Programa de Ribe para el con-
cepto de cotipo. A continuacién, daremos el siguiente paso del programa brindando una

version métrica del Teorema 1.29.

3.2. Caracterizacion del cotipo métrico trivial

Recordemos que el Teorema 1.29 caracterizaba los espacios de Banach de cotipo
trivial como aquellos que contenian linealmente a los espacios (7 con distorsién acotada
uniformemente para todo n € N. Méas precisamente, tenfamos que un espacio de Banach
E tenfa cotipo trivial si y sélo si Cp({{%},cy) < 00, lo cual era a su vez equivalente a
que C5({¢%},.cn) = 1. En esta seccién nos proponemos exponer un andlogo métrico de
este resultado.

Al igual que al caracterizar los espacios de tipo métrico trivial, la versién métrica
del Teorema 1.29 no involucra a los espacios (7 , sino un equivalente métrico. Este sera
el espacio [m]" :={0,...,m}" pensado como subespacio métrico de ¢ .

Observacion 3.20. Recordemos que, en el capitulo anterior, la caracterizacién de espa-
cios con tipo métrico trivial se realizo con la definicién de Bourgain, Milman y Wolfson.
Aqui también, la caracterizacién se realizard en términos de su andlogo para el caso de

cotipo, es decir, la nocién de cotipo métrico (¢,2) (ver Definicion 3.4).

A partir de la siguiente proposicién (cuya demostracién se encuentra en el apéndice),

la definicién de cotipo métrico trivial surgird naturalmente.
Proposicion 3.21.

» Si un espacio tiene cotipo métrico (q,2), entonces tiene cotipo métrico (¢',2) para

todo ¢' > q.

» Todo espacio tiene cotipo métrico (0o, 2).
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Definicién 3.6. Dado F un espacio métrico, decimos que tiene cotipo métrico trivial
si no tiene cotipo métrico (g,2) para ningun ¢ < oco. En otras palabras, F tiene cotipo

‘o C (2
métrico trivial si I’é ) = o0 para todo g < oo.

Estamos en condiciones de presentar la versiéon métrica del Teorema 1.29.
Teorema 3.22. Sea E un espacio métrico, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) E tiene cotipo métrico trivial;

(iii) Ce({Im]"}, men) < 00

Para probar el Teorema 3.22, necesitaremos algunas nociones y resultados técnicos
previos cuyas demostraciones dejaremos en su mayor parte para el apéndice.

Daremos una definicién de camino en Z que fue esbozada previamente en la de-

mostracién del Lema 3.17.

Definicién 3.7. Sean n,m,r € Ny z,y € Z!. Definimos un camino de = a y de
longitud r como una funcién 7 : {0,...,r} — Z7 tal que: 7(0) = z, n(r) = y y el
paso m(k) — w(k — 1) pertenece a {—1,1}" para todo 1 < k < r. Ademés, diremos
que 7 es una geodésica si su longitud es minimal. A veces abusaremos de la notacién
identificando un camino o geodésica con su imagen vista como un vector ordenado de

coordenadas 7y, :== (k) con k € {0,...,7}.

Definicién 3.8. Sean (FE,d) un espacio métrico y n,s € N. llamaremos B(F;n, s) al
infimo de los B > 0 tales que para todo m € 2N y toda funcién f : Z! — E se cumple

que

1/2

n 1/2
(Z E, [d(f( +se;), f<:c>>2]> < Bsn'"Eag [d (f(w +€), f(2))7] (3.15)

Observacion 3.23.

= Si bien la definicién de B(E;n, s) guarda cierta semejanza con la de re (E;n,m),
existen dos cambios significativos: reemplazamos m/2 por una variable s inde-
pendiente de m y, en el lado derecho de la desigualdad, promediamos sobre los
&€ {—1,1}" en vez de sobre los € € {—1,0,1}".
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= La expresion B(E;n,s)sn'/? cumplird un rol andlogo al del parametro A, que

utilizamos para caracterizar los espacios de tipo métrico trivial en la Seccion 2.3.

Vimos en la Observacion 2.14 que A, < nt/2, Paralelamente, tendremos una cota
para B(F;n, s). Daremos la demostracién de este hecho aqui, ya que se hard referencia

a parte de la prueba mas adelante.

Lema 3.24. Sea E un espacio métrico. Para todo n € N, a € Ny, r,m € 2N y

fZ} — E una funcion arbitraria, se tiene:

n

ZEw [d(f(x + (am +1)e;), f(x))z} < min (7"2, (m — r)2) nE, ¢ [d(f(x +&), f(x))z} .

(3.16)
En particular, se deduce que B(E;n,s) <1 para todo n € N y todo s € 2N, tomando r

y a tal que s = am +r.

Demostracion. Notemos que el lado izquierdo de la desigualdad (3.16) no depende de a
ni se ve alterado al intercambiar r por m—r. Luego, podemos asumira =0y r < m—r.

Dado j € {1,...,n}, observemos que

(%_1)]6 Z er + k:ej>

k#j k=0

es un camino de 0 a re;. Como ningun otro camino de 0 a re; puede tener longitud
menor a 7, este resulta una geodésica. En consecuencia, un camino de 0 a re; es una
geodésica si tiene longitud r. Por otro lado, dado x € Z;,, toda geodésica de x a x +re;
es de la forma 7 + x con 7 una geodésica de 0 a re;. Es decir, que la cantidad de
geodésicas de x a x + re; es una constante K independiente de x. Tomemos 7 + x una
geodésica de z a x +re;. Aplicando la desigualdad triangular y luego la desigualdad de

Holder, se deduce que

T

d(f(z+re)), f(@)? <r > d(f(x(k)+z), f(r(k—1) +x))°.

k=1

Notemos que, en el lado derecho de la desigualdad, las distancias se toman siempre

sobre pares de la forma (f(y + &), f(y)) con y € Z"" y & € {—1,1}". Si sumamos a
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ambos lados de la desigualdad sobre todos los € Z7, y todas las geodésicas 7 de 0 a
rej, por un argumento de simetria deducimos que cada par (f(y + &), f(y)) aparecerd

la misma cantidad C' de veces. Luego,

ZZCZ( (z +rej), <TZZZ(1 o), f(m(k—1)+ )’

TELR, T k=1 xeZl w
_ch Y A+ fW)* (3.17)
=1 yezp, ge{—1,1}"
Ahora bien, como la cantidad de sumandos en la ultima igualdad debe ser la misma,

deducimos que C' = K/2". En consecuencia, la desigualdad anterior nos queda:

7‘2 2
K S d(f(e+re;), fa)? < o8 Ty +8). )
zeZy, Yyern, ge{-1,1}"
=K Y B [d(fy+€), f)]-
yELy,

Luego, dividiendo por K'm"™, resulta:

E, [d(f(x +7e)), f(2))°] < rEye [d(fly +€), f))].

Finalmente, sumando sobre j € {1,...,n}, el lema se sigue. O

Manteniendo la comparacién con A, al igual que lo visto en el Lema 2.15, se cum-
plird una suerte de submultiplicatividad para B(FE;n, s) que se enuncia en el siguiente

lema.
Lema 3.25. Dados n, k,s,t € N, se cumple que
B(E;nk,st) < B(E;n,s)B(E;k,t).

Continuamos, tal como en la Seccién 2.3, con la siguiente propiedad analoga a la

Proposiciéon 2.16.

Proposicion 3.26. Sea E un espacio métrico. Si existen numeros naturales ng, sg > 1
tales que B(F;ng, so) < 1, entonces existe un ¢ < oo tal que para todo n € N se satisface

la desigualdad

mg2)(E; n,3ng) < 25980 %

(2)

En particular, Ty’ < oo por lo que E tiene cotipo métrico (q,2).
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Finalmente, estamos en condiciones de presentar el corazon de la prueba del Teorema

3.22, a partir del cual deduciremos el caso (1) = (ii).

Teorema 3.27. Sean E un espacio métrico, n € N mayor que uno, m € 2N, s € 4N

yn € (0,1) tal que 8"\/n < 1/2. Supongamos que existe una funcion f : Zy, — E tal

que
OB (A0t ser), f@)] > (1= ) [4(f+ O, /@) ] (3.18)
Entonces,

Cg ([s/4]") < 14 8" \/n.
En particular, si B(E;n,s) =1, entonces Cg ([s/4]") = 1.

Demostracion. En primer lugar, daremos algunas consideraciones generales. El resto de
la prueba se encuentra dividido en seis pasos.

Notemos que de la desigualdad (3.18) y el Lema 3.24 se deduce que
m
-5 >sy/1—n>s(l—n).

Luego, como n < ﬁ por hipotesis, tenemos que

1 2s
251 — =25 — >25s—1
m > s( 16sn4) s s ,

y, por lo tanto,

m > 2s.

Por otro lado, dado = € Z;, y j € {1,...,n}, notaremos G, (z) (respectivamente
G, (z)) al conjunto de geodésicas 7 de = a x + se; (respectivamente z — se;). Como
vimos en la demostracién del Lema 3.24, la longitud de dichas geodésicas sera s. Por
una cuestién de simetria G (z) y G; () tienen la misma cantidad de elementos, y
nuevamente por la demostracién del lema, dicha cantidad es no nula e independiente

de x. M&s atn, también es independiente de j pues g;“(x) estd en biyeccién con Qj}(x)
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para j' # j reordenando las coordenadas de Zjy, (lo mismo para G; (v)). Ademds, se
cumple que los conjuntos G;(x) y G; () son o bien iguales si m = 2s, o bien disjuntos
si m > 2s. En cualquier caso, notaremos con el exponente + a la uniéon de ambos:

gji(x) = G (x) UG; (). Por dltimo, para 7 en jS(x) definimos:

() — 1 simeGf(x)
—1 si no

La demostracién del teorema consistird en ir aumentando nuestro control sobre la es-

tructura métrica de la imagen de f hasta poder probar, finalmente, que contiene al

conjunto [s/4]" con una distorsién minima.

Paso 1. Veamos que podemos reescalar la distancia en E y precomponer a f con
un cambio de variables de manera tal que se cumpla la afirmacién siguiente. Dados
ye{0,...,s—1}Y" CZ, je{l,....,n}, m € G (y) yle{l, . s} sesatisface la
desigualdad

A(F(m), flmn)) = ~d (Fly +senmses), F)| <27 (319

Notemos, en primer lugar, que dados ay,...,a, >0y 0<b < %Zle a; se cumple
la siguiente desigualdad

S

D (a—b)* <) af — b’ (3.20)

1=1
(Esto se deduce desarrollando el cuadrado de la izquierda y despejando b.) Luego, dado
xeZyymeG)(x), tomemos ay = d (f(m), f(m-1)) y b= +d (f(z + sgn(n)se;), f(x)).
Esta eleccién de a; y b cumple las hipdtesis previas a la desigualdad (3.20) como conse-

cuencia de la desigualdad triangular. Por lo tanto, obtenemos:

S

S (@ (f(m), flmr) < (Fl -+ su()ses), £(x)))°

=1

<Y d(f(m), f(m)) — éd (f(z + sgn(m)se;), f(2))”

Notaremos a la constante K := !Q]i(x)‘ que, como vimos durante las consideraciones

generales, no depende de z ni de j. Luego, sumando sobre j € {1,...,n}, x € Z" vy
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T e Qi(:v) a ambos lados de la desigualdad anterior, resulta que

IDIDY Z( ) = o+ sn(m)ses), S () )

Jj=1 zeZr, ﬂegi (x) 1=

SIS (;d(f(m),f(ml))?—§d<f(x+sgn(W)sej),f@))?)

J=1 zeZy, wegj.t (z)

<ny >y d(f(m), fmo))?

=1 z€Z?, Weg:ﬁ:( )

—-ZZ > d(flx+ se), flx)’

Jj=1 xzeZn, 7r€g+( )
— —Z Z Z d(f(z — se;), f(x))”. (3.21)
Jj=1 z€Zy, neg; (x)

Como vimos en la desigualdad (3.17) del Lema 3.24, los pares (f(m), f(m—-1)) son todos
de la forma (f(x + &), f(x)) con x € Z" vy £ € {—1,1}". Més atin, cada par (f(x +
€), f(x)) aparecera en la suma la misma cantidad de veces. Esto nos permitird acotar el
primer término del lado derecho de la desigualdad (3.21). En cuanto al tercer término,
trasladaremos x sumando se; para obtener la misma expresion que en el segundo.

Aplicando todo lo anterior, podemos acotar el lado derecho de la desigualdad por

nZ YN d(fa ), f@)?

x€Z, fe{—1 1}

——ZZ Z d(f(xz+ sej), ), f(2))?

7=1 z€Z?, 7Tngr(gc)

——ZZ Z d(f(x+ se;), f(x))?

j=1 zeZrn, FEQ ()

< 2"2m" nnsEq ¢ [d (f(z + f),f(:r;))z] : (3.22)
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donde en el tltimo paso aplicamos la desigualdad (3.18) de la hipétesis del teorema y

el hecho de que K < 2°"2. Definamos una funcién v : Z?' — R por
V(@) = n2sn2"Ee [d (f(2 +€), f(2))’]
2
DY Z (407, ) = o+ sulmses) S(2) )
7=1 reg (a) =1

Uniendo las desigualdades (3.21) y (3.22) normalizadas por m™ y aplicando la definicién

de v, obtenemos:

0<E,[¢] = 1 > W)

(28 N 1) yEx+(—s,8)"NZL"

En consecuencia, existe cierto xy € Z;, tal que
0< > Y.
yExo+(—s,8)"NL™

Equivalentemente,

> Yy Z( m))—§d<f<y+sgn<w>sej>,f<y>>)

yExo+(—s,s)"NZ™ j=1 Wegi( ) =1

<m2sn2 Y Ee[d(fy+€),f(w)] . (3.23)

yExo+(—s,s)"NL"

Normalizemos la métrica d en E de forma tal que se satisfaga la igualdad

: Y B [d(fly+9).f)’] =1 (3.24)

(28 N 1) yExo+(—s,8)"NZL™

Luego, existe cierto yo € zg + (—s,s)" N Z" tal que

Ee [d (f(yo +€), f(0))?] = 1, (3.25)

hecho al que aludiremos mas adelante. Precomponiendo a f con una traslacién y una
multiplicacién (coordenada a coordenada) por un vector en {—1, 1}" adecuado, podemos
suponer que Yo = 0 y que z( tiene todas sus coordenadas positivas. Esto implica que
{0,...,s = 1}" C x9 + (—s,s)" N Z". Por lo tanto, dados y € {0,...,s—1}", j €
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{1,...,n}, m€ G- (y) yl € {1,...,s}, deducimos de las desigualdades (3.23) y (3.24)
que el lado izquierdo de la desigualdad (3.19) estd acotado por /n2sn25"(2s — 1)". El

Paso 1 queda demostrado al observar que

\/7]287128”(23 — ]_)n S \/n25n28n(25)n S 22377,\/7—]'

Paso 2. Veamos que dados &, ¢ € {—1,1}" yx € Z, tales que z+¢& € {0,...,s — 1}",

se satisface la desigualdad

A (f(z+€). f(z)) = d(f(z+ Q) fl2)] < 22y,

Definamos S = {j € {1,...,n} : & # (;}. Si £ = (, la desigualdad se satisface
trivialmente, por lo cual podemos asumir que existe jo € S. Tomemos 6,7 € {—1,1}"

definidas por

Cjo sl j = Jo Cjo st = Jo
0; = 19¢&; sijeS—{j} Y Ti=4¢ sijesS—{jo}-
1 sijé¢s -1 sijé¢s

A continuacion, consideraremos el camino 7 de longitud s que parte de = + £ y se
construye repitiendo s/4 veces la secuencia: restar £, sumar ¢, sumar ¢, sumar 7. Luego,

tendremos que

To=x+& m=x, mM=r+( y

M= @+ §+ (€ CHO+T) = 2+ E+ sCiesn

Resulta, entonces, que 7 € jSo (x +&). Por lo tanto, usando la desigualdad triangular y

aplicando dos veces el Paso 1 deducimos

|d (f(z+8), f(z)) = d(f(z+C), [(2))]
=[d (f(mo), f(m1)) = d(f(ma), f(m))]

< () £r0) = S (a4 4 senm)ses) S +.6)

+

L7 €+ sga(r)sey ) e +6)) — d (). ()|

§223n\/ﬁ+225n\/ﬁ: 223n+1\/ﬁ’ (326)
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que es lo que queriamos demostrar.
Paso 3. Veamos que existe una constante A > 1 tal que para todo £ € {—1,1}" se

cumple que

(1—2%"2 /M) A< d(f(€), f(0) < (1+2%"2 /) A. (3.27)

Notaremos e := > "

=16 Y tomaremos

1/2

A=Ee [d(f(€), 1(0))’]

Por la desigualdad (3.25) (recordar que yo = 0), tenemos que A > 1. Sean &,( €
{=1,1}". Dado que e € {0,...,s —1}", aplicando el Paso 2 para x = 0 dos veces

seguidas, resulta:

d(f(&), £(0)) < d(f(e), f(0)) + 2/ < d(f(C), f(0)) + 22/ (3.28)

Luego, promediando la desigualdad sobre ¢ € {—1,1}" y usando la desigualdad de

Holder obtenemos que

1/2

d(f(€), F(0)) < Ec [d(f(Q), F(0))°] "7+ 222y = A4 222/

S (1+22sn+2\/ﬁ) 147

probando el lado derecho de la desigualdad (3.27). En cuanto al lado izquierdo, revir-

tiendo los nombres de la desigualdad (3.28), se tiene que

d (£(C), f(0)) < d(f(£), f(0)) + 2%/,

Luego,

A% =B [d(£(C), F(0)2] < (d(f(£), F(0)) + 2272 /)
< (d(f(€), F(0)) + 2 /RA)”.

Tomando raiz cuadrada (A > 1 > 0), se deduce el lado izquierdo de la desigualdad
(3.27) completando la prueba del Paso 3.

Paso 4. Sea V := 2[s/4]" C Z. Dados x,y € V, notemos ¢ = |y — x| y su-
pongamos que y;, — &, = t para jo € {1,...,n}. Entonces, existe 7 € gjo (x) tal que

T =Y.
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Construiremos 7 inductivamente. Tomemos 7y := = y supongamos que hemos de-
finido 7 hasta m; con 0 < [ <t — 1. Debemos definir 7;,; sumandole a m; un vector
& € {—1,1}" de manera tal de irse acercando a y. La eleccién del signo de este vector en
cada coordenada se hard bajo el siguiente criterio: sumaremos uno en las coordenadas
donde m; sea menor o igual que y y restaremos uno en las otras. De esta manera, m; se
va acercando a y a medida que [ aumenta. Mas precisamente, dado j € {1,...,n}, m
alcanzard a y en la coordenada j-ésima en exactamente |y; — x| pasos. Luego, permane-
cera oscilando, sumando y restando uno. Notemos que dichas oscilaciones se generaran
siempre en un valor impar de [ y se cancelaran en los pares, ya que |y; — ;| es par
para todo j € {1,...,n}. Dicho esto, es ficil corroborar que 7 alcanza a y en el paso
t = |ly — z||,. A partir del paso ¢, repetimos el mismo criterio de eleccién de signos,
pero esta vez acercandonos a = + sej,. Para las coordenadas j-ésimas con j # jo, son
necesarios al menos otros ¢ pasos para volver de y; a ;. Como x,y € V, sabemos que
2t < s, por lo que hay una cantidad suficiente de pasos para que dichas coordenadas
lleguen a destino. En cuanto a la coordenada jy-ésima, su recorrido sera siempre ir
sumando uno. Por lo tanto, al cabo de s pasos, alcanzara el valor z;, + s. Concluimos,

entonces, que 7 satisface todos los requisitos pedidos.

Paso 5. Veamos que para todo z € V' y todo £ € {—1,1}" se cumple que

(1—2%"10y) A < d(f(xz+€), f(z)) < (1+2"10/n) A.

Sea t := ||z|| .. Aplicando el Paso 4 a 0,z € V, deducimos que existe 7 € G;(0)
con j € {1,...,n} tal que m; = z. Tomando 7 construida especificamente como en la
demostracién, tendremos que m = e. Luego, tal como hicimos en la desigualdad (3.26),

usando la desigualdad triangular y aplicando dos veces el Paso 1, obtenemos:

|d (f(e), £(0)) = d(f(m), f(2))| = |d (f(m), f(m)) = d(f(7er), f ()]
§225n+1\/ﬁ‘

Notemos que = + ¢ € {0,...,s —1}" dado que = € V. Esto nos permitird aplicar el
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Paso 2. En efecto, dado & € {—1,1}", se tiene que

|d(f(z + &), f(x)) = d(f(e), F(0))]
<|d(f(x+6), f(x)) —d(f(z +e), f(z))]
+d(f(x+e), f(x) = d(f(m), f(2))]
+1d (f(m-1), f(x)) — d(f(e), £(0))]
§228n+1\/ﬁ+225n+1\/ﬁ+225n+1\/ﬁ:228n6\/7_7'

Finalmente, usando la cota del Paso 3 para d (f(e), f(0)), el resultado se sigue.

Paso 6. Veamos que para z,y € V distintos entre si, se satisface la desigualdad

- < (1+2%"12/n) A. (3.29)

Sea t := ||z — y|| .. Intercambiando el rol de x e y de ser necesario, podemos asumir
que existe j € {1,...,n} tal que y; —x; = t. Aplicando el Paso 4 a z,y € V, deducimos
que existe T € g;“(:v) tal que m; = y. Dado ! € {1,..., s}, aplicando el Paso 1, obtenemos

A (), () = 2 (f(o + se), f(2)] < 20 (3.30)

Tal como hicimos en la desigualdad (3.26), usando la desigualdad triangular y la cota

anterior para [ y para 1, resulta que

[ (f(m), f(m-1)) = d (f(m), f(mo))] < 221 y/m.

Por otro lado, el Paso 5 nos dice que

(1—2%"10y/n) A < d(f(m), f(mo)) < (1+2*"10y/n) A. (3.31)
Luego, deducimos que para todo [ € {1, ..., s}, se cumple la desigualdad
(1—2%"12/n) A<d(f(m), f(m-1)) < (14 2*"12/n) A. (3.32)

Por lo tanto, usando la desigualdad triangular obtenemos la cota derecha de la desigual-
dad (3.29). Efectivamente,

d(f(x), f(y)) <D d(f(m), f(mr)) <t (1+2%"12/7) A
= ||z =yl (L+2%"12,/) A
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En cuanto al lado izquierdo, tenemos que

d(f(x), f(y)) 2d (f(), [z + se;)) = d (f(x + se;), [(y)) -

A continuacién, usando la desigualdad (3.30) (con [ = 1) para el primer término y

desigualdad triangular para el segundo, podemos acotar la expresién anterior por

sd (f(m1), f(mo)) — 5228”\/7_7 - Z d(f(m), f(m-1)).

I=t+1

Luego, aplicando la cota izquierda de la desigualdad (3.31) para el primer término y la

cota derecha de la desigualdad (3.32) para el ultimo, nos queda

d(f(@), f(y)) 25 (1= 22"11y/n) A= (s = 1) (1 +2%"12/7) A
>tA — s2°°"23,/mA

> [l — yll, (1—227235y/7) A,

que es la cota que buscabamos.

Habiendo probado el Paso 6, concluyamos la demostracion del teorema. Notemos que
la aplicacién = — 2z es una biyeccién de distorsién 1 entre los espacios ([s/4]",||]|..)
y (V,|Ill)- Luego, basta ver que la funcién f restringida a V' y co-restringida a a su
imagen tiene distorsion menor o igual que 1 + 8°",/n. Dicha estimacién surge como

consecuencia directa del Paso 6. Reescribamos la desigualdad (3.29) como:

A(f(a). f) < o=yl (1 +2712yA) Ay
Tl U@ 1).

Tr — <
=il < (1 —2%123s,/7

Luego, deducimos que

1Al < (L+22"12ym) Ay
1
-1
”f HLip < (1 _ 223"238\/ﬁ)14.
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Por lo tanto, teniendo en cuenta que 8°",/n < 1/2, n > 1y s es miultiplo de 4, resulta

1 4 925119 9251192 4 93
+ \/ﬁ<1Jr (12 +23s)y/1

dist(f) <
S < T gmage gy = T T 2B g
22 (12 + 922
1= 8/ 1

S 1 + 22sn <28§> \/ﬁ S 1 + 22871228\/5
S 1_’_22sn2sn\/ﬁ§ 1+88n\/ﬁ,
que es lo que queriamos demostrar. O

A continuacién presentaremos una observacion que nos permitira intercambiar los

espacios [m]" y Z". Sin embargo, antes deberemos dar una nocién de distancia en Z.

Definiciéon 3.9. Dados n,m € N, x,y € Z! que identificamos con sus representantes

en [m — 1]" C Z", definimos la distancia 0 como

B = mf — - { — .
(z.y) = min Jlo—y+2lo= _ min  llr—y+2l

Observacion 3.28. Dados n, m € N, observemos que [m]" estd isométricamente incluido
en Z5 vy que Z! estd isométricamente incluido en [m|™". La primera afirmacién se
deduce de tomar la inclusién candnica x — x. En cuanto a la segunda, basta ver que

la asignacién v : Z,, — [m]™ definida por

U(x) = (0(x,0),...,0(x,m —1)),

es una inclusién isométrica. Dados x,y € Z,,, para todo k € {0,...,m — 1} tenemos

que
con lo cual,

(@) =Wl < 0(x,y).

Finalmente, tomando k£ = y se deduce que la desigualdad anterior es en realidad una

igualdad, pues en esa coordenada se alcanza la cota superior de la norma infinito.
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Probaremos un iltimo lema previo al Teorema 3.22 que se utilizard en el caso (4ii)

= (i).

Lema 3.29. Sea E un espacio métricoon € N, I' >0 y ¢ < co. Si ng)(E; n,I") < oo,

entonces
nl/q
Cg(Z
( )_ or’

para todo m > mff)(E; n,T'). (Esto sucederd siempre y cuando m™ < |E|.)

Demostracion. Dada una funcion inyectiva f : Z', — E. por la definicién del parametro
m((f)(E; n,T"), tenemos que

ZE 4(7 (e + o) s@)] < Pt 20 a4 )]

SFQ 2 = 2/quHsz »TC[ (x+6,.1')2}
SFQ 2 - 2/quHsz

Por otro lado, notemos que

n

> o(s (e o) S0) ] 2 i S o (4 )|
i 6]

n
ip =1
m2n

BTTETCE
AN
Combinando ambas desigualdades deducimos que

2

mn
T < Tl |2,
1112 — Li
4Hf 1||sz 8
n2/4
ﬁ S dlSt(f)
y, tomando raiz cuadrada, nos queda
1/q
”Q_F < dist(f),

de donde el resultado se sigue. O]
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Estamos en condiciones de demostrar el Teorema 3.22.

Demostracion del Teorema 3.22. Comencemos por demostrar la implicacién (i) —

) = 00 para todo

(i1). Supongamos que E tiene cotipo métrico trivial, es decir, que Féz
q < oo. Luego, por la Proposicién 3.26, deducimos que B(F;n, s) = 1 para todon,s > 1.
Sea n,m € N con n > 1y tomemos s = 4m. Como consecuencia del Teorema 3.27
resulta que Cg ([m]™) = 1 probando (ii).

Como (#4) = (iii) es inmediato, procederemos directamente a probar que (i)
= (i). Sea K < oo tal que Cg({[m]"}, ,,en) < K. Luego, para todo n,m € N, se
tiene que Cr([m]") < K. Por la Observacién 3.28 sabemos que Z”, estd isométricamente
™

incluido en [m]™" para todo n,m € N. Por lo tanto, deducimos que Cg(Z?) < K

para todo n,m € N. Supongamos, a continuacién, que no se satisface la condicién (7).

Entonces, existe un ¢ < oo tal que Ft(f) < 00. Luego, dada una constante finita I" > R(]Q) ,

tenemos que m,(f)(E;n,F) < o0. Dado n € N, notemos m(n) := m((f)(E;n,F). Por el

Lema 3.29, deducimos que para todo n € N se satisface la desigualdad

nt1 < T Cy(Z",,,) < 2T'K,

m(n)
lo cual es absurdo. O

Gracias a la Observacién 3.28, también podemos dar una caracterizacién del coti-
po métrico trivial en funcién de los espacios Z,. Explicitamente se tiene el siguiente

corolario.

Corolario 3.30. Sea E un espacio métrico, las siguientes afirmaciones son equivalen-

tes:
(i) E tiene cotipo métrico trivial;
(i) Col{Z}men) = 17

(i) Ce({Zn,}, men) < 00

Observacion 3.31. Al igual que como vimos para el caso de tipo métrico trivial en la
Observacién 2.13, obtenemos un resultado (inmediato a partir de lo hecho hasta aquf)

relativo a la geometria de los espacios de Banach. Como consecuencia del Teorema 3.22



104 CAPITULO 3. COTIPO METRICO

y su version lineal (Teorema 1.29), si un espacio de Banach contiene a los espacios [m]"
(o Z") con distorsién acotada uniformemente para todo n,m € N, entonces contiene

linealmente a los espacios ¢7 con distorsion 1. Es decir,

Cr({lm]"}men) < 00 = Cu({lic}uen) = 1,

pues, para espacios de Banach, tener cotipo métrico trivial es equivalente a tener cotipo

trivial.

Hemos avanzado hasta el segundo paso del programa con algunas versiones métricas
de resultados lineales. En [12], pueden encontrarse otras aplicaciones de lo realizado a
la geometria de los espacios de Banach. En el siguiente capitulo, sin embargo, usaremos
las herramientas adquiridas para probar problemas intrinsecamente no lineales. Lo que
sigue serd, entonces, una prueba de concepto de la capacidad del Programa de Ribe de

trascender sus origenes en la teoria lineal.



Capitulo 4
Aplicaciones

En este capitulo daremos inicio al tercer paso del programa. Expondremos dos apli-
caciones de la caracterizacion del cotipo métrico trivial descubiertas por Mendel y Naor
[12]. En primer lugar, probaremos una conjetura de Arora et al. [15]. Veremos que
una familia de espacios métricos o bien contiene a cualquier espacio métrico finito con
distorsién arbitrariamente cercana a 1, o bien existen espacios métricos de cardinal n
arbitrariamente grande que no pueden ser incluidos en ningiin miembro de la familia con
distorsién menor que C'(logn)®, con C'y a constantes. En segundo lugar, probaremos
una versién cuantitativa del Teorema Ramsey de distorsién acotada de Matousek [16].
Veremos que dado un espacio métrico finito F, existe un n € N tal que todo espacio

7 . . n . . ., . .
métrico que contenga al espacio [n3] con cierta distorsién, contiene al espacio E con

distorisén cercana a 1.

Antes de presentar los enunciados precisos, comenzaremos dando una breve motiva-
cién [15, 17]. En Ciencias de la Computacion, existen muchos problemas computacio-
nalmente dificiles que involucran el andlisis de espacios métricos finitos (generalmente
grafos). Sin embargo, se pueden obtener algoritmos veloces que brindan soluciones apro-
ximadas de cierto poblema al reemplazar el espacio métrico original E por otro E’, de
manera tal que la distorién sea minima y el nuevo espacio E’ tenga cierta estructura
deseada. Es decir, que se busca un substituto que no difiera mucho del original y que
cumpla ciertos requerimientos que facilitan la resolucién del problema. Dichos reque-

rimientos pueden ser, por ejemplo, que E’ sea un subespacio (métrico) de F' € F con

105
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F una familia de espacios métricos en particular. Luego, dada una familia de espacios
métricos especifica F querremos estudiar como depende Cx(E) (ver Definicién 1.2) del
cardinal de E. El primer resultado de este capitulo (Teorema 4.1) brinda una cota infe-
rior para C'z(F) en funcién del cardinal de E asumiendo que la familia F no contiene a
cualquier espacio métrico finito con distorsién arbitrariamente cercana a 1. En la misma
linea de estudio, el segundo resultado (Teorema 4.6) muestra una condicién suficiente
para que un espacio métrico E esté incluido en un espacio métrico F' con distorsion

cercana a 1.

4.1. Conjetura de Arora et al.

En esta seccién responderemos una pregunta realizada por Arora, Lovasz, New-
man, Rabani, Rabinovich y Vempala [15] incluso con mayor generalidad que con la que
fue planteada originamlente. Para enunciar formalmente el resultado, daremos algunas

definiciones previas.

Definicién 4.1. Dada F una familia de espacios métricos, decimos que F es universal
si para todo espacio métrico finito £ se cumple que Cx(E) = 1. Por otro lado, dado

n € N, notaremos
D, (F) :=sup{Cx(E) : FE espacio métrico de a lo sumo n puntos} .
Dado F' un espacio métrico, notaremos D, (F') := D, ({F}).

Definicién 4.2. Dadas dos funciones f,g : N — Rs( decimos que f es (g) si existe

una constante C' > 0 y un ny € N tal que f(n) > Cg(n) para todo n > ny.

Habiendo introducido estos conceptos y notaciones, enunciamos el primer resultado

del capitulo.

Teorema 4.1. Dada F una familia de espacios métricos, las siguientes afirmaciones

son equivalentes:
(i) F no es universal;

(ii) Existe 0 < o < 0o tal que D, (F) es Q((logn)®).
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Comentario 4.2. Originalmente Arora et al. conjeturaron la validez de (ii) para una
clase especial de familias F. Sin embargo, Mendel y Naor lo probaron en general para

cualquier familia F no universal.

Antes de presentar la demostraciéon del Teorema 4.1, enunciaremos algunos resul-
tados previos cuyas demostraciones se encuentran en el apéndice. Como veremos en la

Seccion 5.5, el siguiente lema es una consecuencia del Lema 3.29.

Lema 4.3. Sea F una familia de espacios métricos y sean 0 < q,c,I’ < co. Supongamos
que para todo F' € F y todo n € N, se cumple que m,(f)(F;n,F) < cn. Luego, resulta

que D, (F) es Q((logn)®) para todo 0 < o < 1/q.

Lema 4.4. Sean E un espacio métrico de cardinal n y 0 < e < 1/2. Notemos

diam(E) } |

eming, d(z,y)

[ = max {n,
Dado s € N tal que s > 3, se cumple que
Cign(E) < 14 4e.
Estamos en condiciones de demostrar el Teorema 4.1.

Demostracion del Teorema 4.1. En primer lugar, notemos que si F es universal, enton-
ces se cumple que Cz(F) = 1 para todo espacio métrico finito E. Luego, tenemos que
D, (F) =1 para todo n € N. Esto prueba el caso (i) — (1)

Pasemos, entonces, al caso (i) = (ii). Probaremos esto en dos pasos luego de
definir algunos conceptos.

Llamaremos Z a la unién disjunta de todos los subespacios métricos finitos de algin

miembro de F. Explicitamente, definimos
Z=|[{ECF: |[E|<ocoyFeF}.
Dado K > 1, introducimos una distancia dx en Z definida para cada =,y € Z como

dp(zy) ST ey pertenecen al mismo miembro £

diam(FE)

di(x,y) = de la unién que conforma Z

K sl no
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Observemos que, (Z,dk) contiene una copia de todos los subconjuntos finitos E de
cualquier miembro F' de F con la misma métrica salvo un factor de escala 1/ diam(E).

Paso 1. Veamos que existe K > 1, tal que el espacio (Z, dk) no tiene cotipo métrico
trivial (es decir, tiene cotipo métrico (g, 2) para cierto g < oo).

Supongamos lo contrario e intentemos llegar a una contradiccién. Si (Z,dk) tie-
ne cotipo métrico trivial para todo K > 1, aplicando el Teorema 3.22, tenemos que
Cyz ([m]™) = 1 para todo n, m € N (cualquiera sea la distancia que tomemos en Z). Por
la condicién (i), existe un espacio métrico finito X tal que C' := C#(X) > 1. Considere-
mos el espacio X' := X x {1,2}. Podemos extender la métrica dx en X a una métrica

dx: en X' requiriendo que para todo x,y € X se satisfagan las siguientes igualdades:

dxr ((2,1), (y,1)) = dx ((2,2), (y,2)) = dx (2,y) ¥y
dx ((z,1),(y,2)) = 2diam(X).

Por el Lema 4.4, existe un s € N lo suficientemente grande, tal que Cp:(X') <
min(2, C'). Luego, podemos deducir que Cz(X’) < min(2,C) para cualquiera de las
métricas dg que consideremos en Z. Fijemos una de ellas definiendo

4 diam (X))

ml’na}#y dX(-’L', y) '

Ademds, tomemos una funcién f : X’ — Z inyectiva, tal que dist(f) < min(2,C).
Veamos que existe un miembro E de la unién que conforma Z que contiene méas de
un elemento de la imagen de f. Si no fuera el caso, la distancia entre cualquier par de
elementos de la imagen de f seria K. En consecuencia, dados x,y € X distintos entre

si, tendriamos que

K =dg (f(z,1), f(y,1)) < IfllLip dx ((2,1), (y, 1))
= ||f||Lide($7y) < ||f||Lip diam(X).

Sin embargo, por otra parte,

K = d (f(x,1), f(1,2)) > ﬁdy ((2,1), (1,2))

S
- dist(f)

2diam(X) > [|f]],, diam(X),
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lo cual es absurdo. Luego, existe un espacio métrico finito £ miembro de la unién
que conforma Z, que contiene més de un elemento de la imagen de f. Veamos que
necesariamente f(X’) C E. Supongamos que no, es decir, que existe 2’ € X' tal que
f(z") ¢ E. Sabemos que existen o', b € X’ distintos entre si tales que f(a'), f(V') € E.
Por lo tanto, resulta que

dp (f(a), f(V))
= diam(E)

11l
> lp ’ d
= dist(f) =y x(,y) >

= di (f(d), f(V')) =
1]z
2

1
——dy(d, V)
1,

mindx (z,y),
Y

Y

K =dg (f(2'), f(d)) < HfHLip dx/(2',a") < HfHLipzdiam<X)‘

Combinando las dos desigualdades y aplicando la definicién de K, llegamos a una

contradiccion. En efecto,
2= 2KK ™ < ||, Adiam(X)K ! = |1f], mindx ()
< 2.

Probamos, entonces, que f(X’) C E. Como la métrica dx en E coincide con la original
dg salvo por un factor de escala (que no afecta la distorsién), concluimos que Cp(X’) <
dist(f) < C, pensando a E munido de la métrica original dg. En particular, deducimos
que Cr(X) < C. Recordando que E era un subespacio métrico de algin F' € F, resulta
que Cr(X) < C. Esto implica que Cx(X) < C, lo cual es absurdo.

Paso 2. Veamos que el Paso 1 implica la condicién (ii).

Por el Paso 1, existe un K > 1, tal que el espacio (Z,dk) no tiene cotipo métrico
trivial. A partir de aqui consideraremos a Z munido siempre de esta métrica. Supon-
gamos que B(Z;n,n) = 1 para todo n € N mayor que 1. Luego, por el Teorema 3.27
tenemos que Cz([n/4]") = 1 para todo n € N multiplo de 4. En consecuencia, resulta
que Z tiene cotipo métrico trivial por el Teorema 3.22, lo cual es absurdo. Por lo tanto,
existe un ng € N mayor que uno tal que B(Z;ng,ng) < 1. Ahora bien, por la Proposi-
cién 3.26 resulta que para cierto g < oo y para todo n € N, se satisface la desigualdad

mgg)(Z;n,?)no) < 2ngn. En particular, tenemos que mff)(E; n,3ng) < 2ngn para todo
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E miembro de la unién que conforma Z. Luego, se cumple la misma desigualdad para
todo F' € F, pues todos los subespacios métricos finitos F de F' la satisfacen. Tomando
[ :==3ng y ¢ := 2ng y aplicando el Lema 4.3, deducimos que D,,(F) es Q ((logn)®) para
todo 0 < a < 1/q, probando el teorema. O

4.2. Version cuantitativa del Teorema de Matousek

En esta secciéon probaremos una version cuantitativa del Teorema Ramsey de dis-

torsion acotada de Matousek. Comenzaremos enunciando el resultado original [16].

Teorema 4.5 (Teorema Ramsey de distorsién acotada de Matousek). Sean E un espa-
cio métrico finito, € € (0,1) y a > 1. Luego, existe un espacio métrico G = G(F, ¢, a)
tal que para todo espacio métrico F' que cumpla la condicion Cr (G) < «, tenemos que
Cr(E) <1+e.

La version que presentamos a continuacion, exhibe explicitamente una eleccién po-

sible del espacio GG del teorema anterior.

Teorema 4.6. Sean E un espacio métrico finito, ¢ € (0,1) y a > 1. Notemos

ILL T 8882+1 Y

- 2
. {\E| | 16 diam(FE) } 7 £

eming, d(z,y)

Yy tomemos,
n > (20)% /",
Luego, para todo espacio métrico F tal que Cr ([n3]n) < «, tenemos que Cp(F) < 1+-e¢.

Para probar el teorema, haremos uso del siguiente lema técnico cuya demostracion

se encuentra en el apéndice.
Lema 4.7. Para todo k € N se tiene que Cisys(Zer) < 3.

Dicho esto, pasamos a demostrar el ultimo resultado del capitulo.
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Demostracion del Teorema 4.6. Sean E un espacio métrico finito y € € (0, 1). Notemos

que como |E| < s, tenemos que [s]/Fl C [s]*. Luego, por el Lema 4.4, se cumple que
€
C[S]S(E) < C[S}\E\(E) <1+ 4_1

Por lo tanto, dado F' un espacio métrico tal que Cp(FE) > 1+ ¢, deducimos que
Cr([s]®) > 1 + 5. Buscaremos utilizar el Teorema 3.27 en sentido inverso. Llamemos
S0 =48, ng == s y n:= 2u. Obtenemos, entonces, que

<1
5

gsomo. /i =

DO ™

Aplicando el Teorema 3.27, resulta:

B(F;”()’So)S\/1—77§1—g=1—u-

Como consecuencia de la Proposicion 3.26, deducimos que para cierto ¢ < oo y todo

n € N, vale la desigualdad
mo = m((]Q)(F; n,3s) < 8sn'8:1) < gsn?, (4.1)

Apelando a la demostracion de la Proposicién 3.26, encontramos que podemos tomar g

de manera tal que
1—p<sVa
Bastara, entonces, tomar ¢ := s/u, dado que se satisface la desigualdad
l—p<e?< (31/5)_M =514

Por otro lado, aplicando el Lema 3.29 a la desigualdad (4.1), resulta que

nlt/a
Cr(Zn) 2 5 (4.2)
para todo m > mg y todo n € N. En particular, tomemos n > 8s. Luego, deducimos
de la desigualdad (4.1) que existe k € N tal que mo < 6k < n3. Fijemos, ademds, el

maximo [ € N tal que 3] < n. Aplicando el Lema 4.7, obtenemos que

Claps (Zg,) < 3,
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y, por lo tanto,

Cloopn (Ziy,) <3

Combinando esto con la desigualdad (4.2), nos queda

Ve (4nte ptla pefs
C 31n > — > = .
F([n°]") > 18s  41/418s — 36s 365

Finalmente, tomando n como en la hipdtesis, resulta que

I A L) AN

— 36s — 36s
Probamos que si Cr(E) > 1+ ¢, entonces Cr([n*]") > a, por lo que el teorema queda

demostrado. O

Hemos dado una muestra del tercer paso del programa, cumpliendo con el propdsito
de este capitulo. A continuacion, en el apéndice, encontraremos las demostraciones que

fueron postergadas a lo largo de la tesis.



Capitulo 5
Apéndice

En lo que sigue, presentaremos las pruebas faltantes del capitulo anterior. En primer
lugar, demostraremos algunas propiedades bésicas del cotipo métrico. En segundo lugar,
daremos un argumento de complejizacion para probar el caso real del Teorema 3.12.
Luego, abordaremos los resultados previos a los Teoremas 3.14 y 3.22, concluyendo
todo lo referente al tercer capitulo. Finalmente, completaremos lo que fue postergado

durante el Capitulo 4.

5.1. Propiedades basicas del cotipo métrico

Demostracion de la Proposicion 3.8. Sean u,v € E con u # v y supongamos sin pérdi-
da de generalidad que d(u,v) =1 (de lo contrario podriamos normalizar la distancia).
Denotemos m = mflp )(E; n,I") que podemos suponer finito pues de lo contrario la de-
sigualdad (3.4) se cumplirfa trivialmente.

Consideremos, a continuacién, {u, U}Z?" el espacio de las funciones f del toro que
toman valores en {u,v} dotado de la medida de equiprobabilidad. Luego, dado = € Z",
fijo, notaremos f(z) a la variable aleatoria que a cada f € {u, U}Zﬁl le asigna el valor

f(x). Observemos que las variables f(z) con x € ZI, son variables iid que toman el

m?

n

» , la variable

valor u y el valor v con probabilidad 1/2. Por lo tanto, para todo z,y € Z
aleatoria d(f(x), f(y))? toma el valor 1 y el valor 0 con probabilidad 1/2, por lo que

E;[d(f(z), f(y))?] = 1/2. Por la definicién de m sabemos que para toda f € {u,v}"™,

113
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es decir para toda funcién f : Z' — {u,v}, se satisface la desigualdad (3.3). Tomando

esperanza con respecto a f en la desigualdad obtenemos que,

<E; [PPmPn' P, [d (f(z + ), ()]

")) 1@)"]] <rment e, (B [ (7@ + ), S,

=
8
=
~
S
/N
s
VR
8
_l’_
v

j=1
Usando que E [d(f(x), f(y))?] = 1/2 para todo z,y € Z, nos queda que,

> K. [1/2] <TPmin! PR, [1/2],

Jj=1

> 1/2 <IPmPnlr11/2,

J=1

Dy Pyy 1—P/q
n <I'PmPn /,

— <mP,.
e ="

Finalmente, tomando raiz p-ésima se deduce la desigualdad (3.4) que buscdbamos

demostrar. O

Demostracion de la Proposicion 3.9. Dada una funcion f : Z} ~— E, definimos para

todo y € Z}} la funcién f, : Z7) — E como,
fy(@) = flkx +y).

Dado I' > F((]p)(E; n,m), aplicando la definicién de ng)(E; n,m) para la funcién f,

resulta que:

ZE 0 (ko + ey ), e+ y>ﬂ

< IPmPn! PHE,  [d (f(kz + ke +y), f(kx +y))*].
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Luego, tomando esperanza con respecto a ¥, obtenemos:

a km P
ZEW d{ flkx+y+ Tej), fkz +y)
j=1
< PmPn' PR, , [d (f(kx +y + ke), f(kz +y))"].
Notemos que la funcién h : Z7, x Zy — 7}, definida como h(x,y) = kx + y es una
biyeccién. Teniendo en cuenta ademés que en los toros trabajamos con la medida de
equiprobabilidad, resulta que tomar esperanza con respecto a x e y es equivalente a

tomar esperanza con respecto a z € Zj, reemplazando kx + y por z. Por lo tanto, nos

queda:

Zi;Ez {d (f(z + %mej), f(Z)ﬂ
<TPmPn' PR, [d (f(z + ke), f(2))"]

- k p
Srpmpnl—p/QEz <Z d z + se (Z + (S — 1)6))) ]

s=1

<IPmPn'PHE, kP! Z d(f(z+ se), f(z+ (s — 1)e))p]

SFp<km)”n1*p/qE ZEz,e [d(f(z+ (s = De+e), f(z+ (s — 1)e))"]
s=1
|k
1-p/q
<Ot S B 4 -+, S0
<I?(km)Pn' PE,  [d (f(w + €), f(w))"].
Luego, por definicién, tenemos que I‘flp)(E; n,km) < T para todo I" > ng)(E; n,m).

Concluimos entonces que F((Ip )(E;n, km) < F((]p )(E;n,m) que es lo que querfamos de-

mostrar. []

Demostracion de la Proposicion 3.10. Dada una funcién f : Z¥ — E, definimos una

funcién g : Z" = 7k xZ"* — E por g(z,y) = f(z). El resultado se sigue directamente
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de aplicar la definicién de I" := I‘((Ip)(E; n,m) a g. En efecto,

S a7 (o ) 1) = o 1o (1 + o) o)
<TPmPn'PNE, , [d(g((x,y) + ), 9(z,9))"]
<(3) " TR 4 (7o + ), £@)).

donde & € {—1,1}* consiste de las primeras k coordenadas de e € {—1,1}". O

5.2. Caso real del Teorema 3.12

Presentaremos, en lo que sigue, un argumento de complejizaciéon que extiende el

Teorema 3.12 al caso de espacios de Banach reales.

Definicién 5.1. Dado F un espacio de Banach real, definimos su complejizacion E
como el espacio vectorial complejo C Qg £ = E @ iFE. Ademads, la norma en E se

extiende a una norma en E definiendo:
|lu+iv| ;= sup v/¢(u)?+ ¢(v)? para todo u,v € E
PEBp+

(El espacio E resulta un espacio de Banach complejo con esta norma.)

Notemos que, como E esta incluido isométricamente en E , resulta que yép )(E) <
vP(E). Luego, por el Teorema 3.12, tenemos que W\ (E) < 27T (E). Veamos, fi-
nalmente, cémo se relaciona F(p )(E) con ng )(E) Sean n € N, m € 2N y una funcién
f: 72 — E. Podemos escribir a f como f = u + v con u,v : 7! — E. Llamemos,
ademas C' a la menor constante tal que (a?+ %) < C (Jaf’ + |b|")"'* para todo par

(a,b) € R% Luego, tenemos que

p

(x + —6J> — f(z)

— Z E,
j=1

E

(u (x + %ej) — u(x)) +1 <U <x + %q) - v(m))

p

Y

E
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y, tomando u;(z) == u (z + Ze;) — u(z) y vj(z) == v (z + Ze;) — v(z), nos queda,

:zn:Ex (;gp \/qb (uj(2))? + ¢(v;(x))? )p

j=1

<oszx sup (Jouy(2))[5 + [ (0 (x) )

¢EBp=

<C”ZE [l (@)% + llos (@)115] -

Aplicando, a continuacion, la definicién de I' := ng )(E :m, m) para las funciones u y v

obtenemos:

p

<x + —ej) - f(z)

E
scprpmpnlfp/qlﬁlx,e Nlu(z +e) —u(@)|h + v(x + €) — v(@)|%]
<2CPTPmPn!PHE, || f(x +€) — f (@)% -

Por lo tanto, podemos deducir que ') (E) < 21/PCT¥(E). Ahondando en el valor
exacto de C se logra obtener la cota T (E) < 2T'"(E) independiente de p. En conclu-
sién, probamos que 7(73 )(E) < 4771"((]” )(E), perdiendo inicamente un factor 2 al extender

el Teorema 3.12 al caso de espacios de Banach reales.

5.3. Resultados previos al Teorema 3.14

A continuaciéon nos proponemos probar el Lema 3.16. Para ello demostraremos un

lema previo para alivianar la demostracion.

Lema 5.1. Sea (E,d) un espacio métrico. Entonces para todo 1 < p < oo y toda

funcion f : Z7 — E con n,m € N, tenemos que:

Z E. [d(f(z+e;), f(2))'] < 27 30Ky [d(f(z +€), f(2))]. (5.1)
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Demostracion. Para todo x € Z7 v € € {—1,0,1}", sabemos que:

d(f(x+ej), f(2)" <(d(f(x+ej), f(x+e) +d(f(x+e), f(z))"
<P Hd(f(z+e), flx+e) +d(flz+e), f(x))
(d(f(z+e), flx+e)) +d(f(z+e), f(x)). (52

Por otro lado, fijado 1 < j < n, la probabilidad de que dado un ¢ € {—1,0,1}"
se cumpla que €; # —1 es 2/3 pues trabajamos en {—1,0,1}" con la medida o de

equiprobabilidad. Luego,

gEa: [d(f(z+e;) , flz))]
=o(fe€ {~L0.1}": & # 1B (S +e), f(2)]
:/ E, [d(f(z +¢;), f(2))"] do(e),
{e€{~1,0,1}": ¢;#—1}

y utilizando la desigualdad (5.2), resulta

<or1 / E, [d(f(z+€), f(x + ¢;))] dole)
{66{—17071}”‘ Ej;é_]'}
ot / E, [d(f(z +¢), f(2))"] do(e)
{6€{717071}n. 6.7'7571}
= B 05— e+ €). (@))] do(e)
{ee{—1,0,1}": ¢;#—1}

Lot / E, [d (f(z + ¢), f(2))"] doe).
{ec{~1,0,1}7: €;j#—1}

Notemos que en la primer integral del iltimo paso, podemos realizar un cambio de

variables € := —e; + €. Luego, € recorre los valores de {—1,0,1}" donde ¢; es distinto
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de 1. Aplicando este cambio a la desigualdad anterior obtenemos:
2 p
SEd(fz+e)  f(@)]
= E, d (f(x + ), f(2)") dor(?)
{ée{-1,0,1}" / €j7£1}
st [ B, [d(f(x + ), /(2))] do(e)
{EG{—LO,I}" / 6]'7&_1}
<2 [ B+ o, @) do(o
{~1,0,1}»

=2E,  [d (f(z +¢), f(2))"].

Finalmente, multiplicando la desigualdad por 3/2 y sumando sobre todos los 1 <

Jj < n se deduce el resultado buscado. L

Estamos ahora en condiciones de probar el Lema 3.16.

Demostracion del Lema 3.16. Dada una funcién f : Z7', — E y un conjunto A C
{1,...,n}, podemos considerar la restriccién de la funcién f a las coordenadas indexa-

das por el conjunto A. Aplicando la hipotesis a la funcion restringida tenemos que:

> i(f e+ ge) @) ]
d <f (x - j;fjej> ,f(x))p]

+ﬁ Z]Ez [d (f(iC + 6]'), f(x))p]> : (53)

jeA

< Cpmpnl—p/q (Ewﬁ

(Es conveniente realizar dos aclaraciones. La primera es que para el caso A = &, si
bien no podemos utilizar la hipotesis del lema, la desigualdad se stasiface trivialmente.
La segunda es que pensamos a los £ € {—1, 1}|A‘ con coordenadas numeradas por los

elementos de A, es decir, £ = (§;)jea-)

A continuacién, multiplicamos la desigualdad (5.3) por 2/4//3" y sumamos sobre
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todos los subconjuntos A C {1,...,n} para obtener:

9lA|

>

AC{1,...,

3B 1 ge) )]

K-z

+ Z E. [d(f(x+ej), f(x)]|. (5.4)

AC{1,..,n} JEA

914
< CPmPnl—P/a Z 3_71Ex7£
AC{1,...,n}

Veamos como resultan ambos lados de la desigualdad por separado. Para el lado iz-

quierdo obtenemos,

> FEEfi(r (e o) )]

AC{1,...,n} JEA

Y AV e [a(s (e ) s@)].

k=1 AC{L,..., } jeA

y como cada j € {1,...,n} pertenece exactamente a (}_;) subconjuntos A C {1,...,n}

de cardinal k, nos queda

23R oo e+ o)1) ) o3

Analicemos el primer sumando dentro del paréntesis del lado derecho de la desigual-



5.3. RESULTADOS PREVIOS AL TEOREMA 3.14 121

dad (5.4):

9l4|
D, gBae

AC{1,...,n}

d (f (934‘2@'63‘) 7f($)> ]
jeA
24l 1 ’
= Y S > E d(f <x+Z€je]~> ,f(x)> ]
AC{L,....n} ge{—1,1}14l jea
:3% Z Z E, d(f(9€+j€ZAfj€j>7f($)> ]

AC{1,...,n} EE{—I,I}‘AI

:3in S B [d(f(x+ o), fx)]

ee{-1,0,1}"

=E.c[d(f(z+€), f(x))]. (5.6)

Pasemos ahora a acotar el segundo sumando de (5.4):

[A]
3 |2| SR [d(f(x + ), £(2)]
AC{1,...,n} €A
=3 Y SR o) f@)Y)
k=1 AC{1,...n} jeA
|Al=k

Luego, repitiendo el razonamiento de la desigualdad (5.5), lo anterior resulta igual a
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Por lo tanto, aplicando el Lema 5.1 obtenemos,
9lA|

3 B > Bl (d(f(z+e), f(2)]

JEA

Z (7)) e GG+ 0w

< 12 (1 )2 B+ 0. )

<52 (3)2Ee U0,
< (B~ DEe[d(fa + ), f(@)))

<27 13Es [d (f(z +€), f(x))']
SPEq e [d(f(2 +€), f(2))]. (5.7)

De esta manera, reemplazando el lado izquierdo de la desigualdad (5.4) utilizando
la identidad (5.5), y acotando el lado derecho segin (5.6) y (5.7) resulta,

SR [a(f (x+ o) £(@))'] < OOt @ 4 DB (S + 0, £,
j=1
y por lo tanto,

gEx [d (f (a: + Tej) ,f(x)ﬂ = Cpmpnlp/qg(zp ¥ DB Ul 40, FY

2
(5.8)
El lema se deduce tras corroborar que %(27’ + 1) < 57 para todo p > 1,
(2P +1) AN 1" 2 1 3 2
= (= ) <24y =22«
oP 5 i 5) 75 * 5 57 3
O

Demostracion del Lema 3.17. Comencemos acotando el integrando de la izquierda de
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la desigualdad (3.11). A partir de la convexidad de la funcién [|-||” deducimos que,

® ) — )| = || — v +y) - fo ’

e ) s = |y L, U+ 0= o) dute
1 p

<SG o 1+ 0) — S dut)

Tomando esperanza con respecto a x € Z;, obtenemos,

P 1
SMEAD)

Para llegar desde esta ultima desigualdad a la deseada, el proximo paso serd acotar la

Ey

eV f(a) — fla)

[ Bl o) - f@l duty). (59
S(4,k)

expresion | f(z 4+ y) — f(z)|| en funcién de términos de la forma || f(w +e;) — f(w)|| vy
|f(z+ &) — f(2)]]. Esto se logrard de manera directa intercalando puntos y usando la
desigualdad triangular. La verdadera dificultad de la demostraciéon radica en llevar la
cuenta de cuantos términos fueron necesarios.

Prosigamos, entonces, especificando con qué criterio seran intercalados los puntos

mencionados anteriormente, pues si bien se realizarda de manera bastante simple, la

escritura formal es algo técnica. Sea a € {0,...,k}" tal que a; es impar para todo 1 <
J < n. Veamos que existe una funcién 7, : {0,...,||a|} — Z},, que denominaremos
camino, tal que: m,(0) = 0, m,(|jal|,) = a y el paso m,(t) — m,(t — 1) pertenece a

{—1,1}" para todo 1 < t < |la|| . Intuitivamente esta funcién se puede construir de
manera tal que vaya sumando 1 en cada coordenada j-ésima hasta alcanzar el valor
a; y que a partir de allf oscile restando y sumando 1. Concretamente, definiremos 7,
inductivamente como m,(0) := 0 y para todo 1 <t < |lal| ,
Ta(t—1)+ >0 € si t es impar
Ta(t) == ! :

Ta(t —2) +2 Z{j/ﬂa(t_l)j@j} e; si t es par
Ahora bien, dado cierto a € [—k, k]" con todas sus coordenadas impares construiremos
un camino de 0 a a que cumpla los requerimientos anteriores. Basta considerar g
un camino de 0 a |a| == (|a1],...,|as|) y tomar 7, = sgn(a)m,, donde sgn(a) =
(sgn(ay),...,sgn(ay)) es el vector de los signos de cada coordenada de a.

Volviendo a nuestro objetivo original dado = € Z e y € S(j, k) intercalaremos

puntos entre x y x + y de dos formas distintas. La primera serd intercalando xz + ¢; y
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luego los puntos de un camino entre x +¢; y  +y = = + ¢; + (y — ¢;). La segunda,
pasard por  — e; y los puntos de un camino entre t —e; y t+y = x —e; + (y + €;).
Explicitamente, dado que y — e; e y + e; pertenecen a [—k,k|" y tienen todas sus
coordenadas impares, podemos definir dichos caminos como:

7T+1 =T+ e;+ My e) Y W;; ::x—ej+7r(y+e].).

Luego, aplicando la desigualdad triangular, podemos obtener dos cotas distintas para
la expresion || f(z +y) — f(z)]| segin qué puntos intercalemos:

lly—ejllo

1f(@+y) = fF@I <If(@+e) = fF@ll+ D |femiyt)— fort(t—1);
t=1
ly+e;ll

If(@+y) = F@I < If@—e) = f@)l+ Y [[fomy(t) = fom,(t—1).

t=1

(5.10)

Notemos que hemos logrado acotar || f(z +y) — f(z)|| en funcién de términos de la
forma || f(w +€;) — f(w)|| y || f(z + &) — f(2)|| como nos proponiamos, pues los puntos
consecutivos de los caminos que construimos distan siempre en cierto £ perteneciente a
{—=1,1}". A continuacién, elevando a la p la primer desigualdad de (5.10) que obtuvimos
(esa es la magnitud que buscamos acotar, ver la desigualdad (5.9)) y aplicando la

desigualdad de Holder para pasar dicha potencia dentro de la suma, deducimos que

1f(@+y) = fF@IF <2 [ f(z +e5) = f(@)
lv=eslloe

+27 L Y | fomby(t) = fomii(t— 1)
<27 f(a +¢5) = fla)|”

ly—e;ll o

+ 2 My =gl > |fomii) = foryt— D)

t=1

p

Procediendo de forma analoga con la otra desigualdad resulta,

If(@+y) = f@IF <27 f(z —ej) = f@)II”
lyresloe

+2p71||y+€j||€o_1 Z Hfow fowfl(t—al.

t=1
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En consecuencia, teniendo en cuenta que ||y — el , ||y + ¢;|| . < k, promediando am-

oo’”

bas desigualdades nos queda,

1f(@+y) = f@IF <272 | f(z +&5) = f@)I" + 2772 || f(z — &5) = f(@)]I”
lv=eilluc

4 2P 2gp1 Z ||fo7r fo7r+1(t—1 Hp
t=1
ly+eillo

+ 2P 2Pt Z | fom,(t) — fo7r$yt—1Hp

t=1
Luego, aplicando la desigualdad anterior a nuestra cota inicial (5.9) obtenemos,

® i) — )| LI v +y) — f@)|P
e 1@ 10| < gy L B0 = S )

<P?E, || f(x+e) — f(@)|]” + 2P 2R, || f(z — ¢;) — f(2)|]”

ly—e;ll oo

o2t )
+,u(S(j,k‘)) /S(j,k)Ez Z Hfow ~feom(t- ol

t=1

E;

ly+e;ll o

+ Z Hfowxy fowxyt—al du(y)

<R, ||f(z +¢;) — f(a)|P

ly—e;lloo

2r—2gpt 1 p
PG 2 2| 2 Iemi = fom -1
yESjk ) TEZLY, t=1
ly+e;llo
+ Z If omey(®) = fome,(t =D | - (5.11)

Llegamos al punto mencionado anteriormente donde deberemos contar la cantidad
de veces que aparece sumando el término ||f(z 4+ &) — f(2)|| en la f6rmula anterior para

cada z € Z" y cada £ € {—1,1}". Para ello, definamos dos conjuntos:

F“(z,ﬁ) = {(m,y) ez xS, k): W;";(t— )==zy

mry(t) =z +&con 1 <t <lly—ejl}:

FH(z,) = {(z,y) € Zy, x S(j, k)« my(t—1) =2y
Toa(t)=2z+&con 1 <t<|ly+el}-

x’y
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Notemos que si cierto par (z,y) pertenece al conjunto F1(z, &), entonces el elemento
t que cumple las condiciones 7} (t — 1) = z y 771 (t) = z + & es tinico, ya que m,, es
inyectivo en la coordenada donde y — e; alcanza su norma infinito. Lo mismo ocurre

con el conjunto F~1(z, &), por lo que podemos acotar

ly—ejllo
Z Z( Z ||fo7r fo7r ( 1)Hp

y€eS(j,k) TELY, t=1
ly+e;lloo

+ Z Hfowzy fowxyt—al

S S (FT |+ F O I+ 6 — FR)IP

ge{—1,1}" z€Zy,

> Y NEOI O - FEIP (5.12)

Ee{—1,1}" 2€Zy,
llamando N(z,&) al valor (| (z, &)+ |F'(2,€)|). Veamos, a continuacién, que la
magnitud N(z,£) es una constante independiente del par (z,£) y acotemos su valor.

Para ello, dados dos pares (z,&), (w,() € Z7, x {—1,1}" consideremos la funcién ) :
Zy x S(j, k) = Z' x S(j, k) definida como,

(2, y) = (w—&Cz + &Cx, £CYy) -

La asignacién ¢ resulta biyectiva y cumple las condiciones o (F+1(z,€)) = F&%% (w, ()
v (F71(2,€)) = F~%%(w, (). En efecto, dado un par (z,y) € F(z,€) existe un ¢ tal
+1 _ +1 _ . . +1
que f (t—1) = 2y 7 (t) = 2+ & Consideremos entonces el camino w —&¢z+£(m,,
Dicho camino es por definicion igual a w al evaluarlo en ¢t —1 e igual a w+ ( al evaluarlo

en t. Por otro lado, tenemos que

w—E&Cz —FfC?T;_l =w — &z + EC (@ + €5 4 M(y—e,)) = W — EC2 + ECx + ECej + ECTy—c;)

=w — €0z + ECT + ECe; + Mecy-eces) = Tty

Luego, podemos concluir que ¥ (z,y) € F%%(w,() y por lo tanto o (F™(z,&)) C
F%% (w, ). Aplicando el mismo razonamiento para la inversa de v obtenemos la igual-
dad. Finalmente, la deduccién de la segunda igualdad, ¢ (F~1(z,€)) = F~%% (w, (), es
anédloga. Hemos probado que la magnitud N(z, &) es constante por lo que la notaremos

simplemente N.
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Como ultimo paso, procederemos a acotar la constante N:

m"2"N = Z (|F*' (29| + |F'(2,9))
(2,6)€Zn, x {~1,1}"
ly—e;llo
= 2 DD Xmeov=aio=se)
(2,8) €y, x{-1,1}" (z,y)€ZR, xS(j,k) t=1
ly+e;llo

+ Z Z Z X{ﬂ';é(t D=zAm5 5 (t)= Z+§}

(2,8)€zn, x{—1,1}" (z,y)€Zy, xS(j,k)  t=1

ly—e;ll o lly+e;ll o
D I T D
(zy)€Zi, xS(:k)  t=1 (z,y)€Z, xS(G.k) =1

< > 2k = 2km™ |S(4, k)| .

(z,y) €Ly, x S(4,k)
Por lo tanto, tenemos que N < 27"k |S(j, k)|. Luego, aplicando esta cota y la de-

sigualdad (5.12) a la inecuacién (5.11) que habfamos conseguido, el lema se sigue.

Efectivamente,
E.||£° /(@) f@)| <27 B 1@+ e) = f@)F
|S”jv2k‘” S Y NI - FEI
ge{-1,1}" z€Zp,
<P [ (@ eg) = S@F + 2B | +€) — S,
que es lo que queriamos demostrar. =

Demostracion del Lema 3.18. Dado = € Z7,, notaremos A(x) a la suma del lado iz-
quierdo de la desigualdad (3.12),

Zf]( k)f (x+ej) — ggk)f(m_ej»'

Observemos que esta expresion resulta una combinacién lineal entera de elementos de
la imagen de la funcién f divididos por |S(j, k)| = k(k +1)""L. Es decir, que para todo
y € 7y, existiran coeficientes a,(z) € Z de manera tal que,

1
A= > ay(2)f(y).

yeLy,

Ax) =
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Compararemos esta cantidad con otra suma que llamaremos B(z), definida como
1
B) = 2 [E+-f-9)
k(k+1)

z€x+(—k,k)"N(2Z)"

1

N Z (flz+w+8§) - flz+w—={))

we(—k,k)"N(2Z)"

1
N > by(x)f(y),

YyELY,

donde aqui también elegimos los coeficientes b, (z) € Z adecuadamente. Para x € Z),

definamos ademas el siguiente conjunto:
S)={yex+QRZ+1)": [ly—zllo=ky {j: ly -zl =k (m)}| =2}

Veamos que si y ¢ S(x), entonces a,(z) = by(x). Fijado y ¢ S(z), separaremos nuestro

analisis en casos segtn la condicién de pertenencia al conjunto S(z) que no se cumpla.

» En primer lugar, supongamos que y ¢ x+(2Z+1)". Por la definicién del operador
E;k), en la suma A(z) sélo aparecen términos de la forma f(r + w =+ e;) con
w € S(j,k). Luego, como el elemento w =+ e; pertenece al conjunto (2Z + 1)",
tenemos que a,(x) = 0. Lo mismo ocurre con la expresion B(x) donde sdlo se
encuentran en la combinacién lineal los términos f(x 4w £&) con w € (2Z)". Por

lo tanto, si y ¢ = + (2Z + 1)", entonces a,(z) = by(x) = 0.

» En segundo lugar, supongamos que y € x + (2Z + 1)" pero que ||y — x|/, > k.
Con un argumento similar, rastreando cuando aparece f(y), se deduce que a,(z) =
by(z) = 0. Por otro lado, cuando ||y — z||, < k en ambas sumas el término f(y)
se encuentra sumando y restando por lo cual también se satisface la igualdad
ay() = by(z) = 0.

» Finalmente, siy € x+(2Z+1)" cumple que ||y — z|| = k pero y ¢ S(z), necesa-
riamente resulta que [{j : |y; — z;| =k (m)}| = 1. Supongamos sin pérdida de ge-
neralidad que y; —z1 = k 'y que |y; — z;| < k para j > 2. Para el caso de A(x) nos

j
para j > 2, y en cambio, unicamente esta sumando para j = 1. Luego, ten-

queda entonces que f(y) se cancela en la expresién <€(k)f(a: +ej) — E;k)f(:v — ej)>

dremos a,(z) = & . Para el caso de B(x), el término f(y) aparece unicamente
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cuando z = y — &€& por lo que su signo serd &;. Por lo tanto, se deduce que

ay(x) = by(l’) =&

Concluimos, entonces, que los coeficientes a,(z) y b,(x) pueden diferir solamente
si y € S(z). Procedemos, luego, a acotar el lado izquierdo de la desigualdad (3.12)

intercalando la suma B(x):

Eq [|[A(2)|[" =Eq || B(x) + A(x) — B(z)|"

p

-E, B“”Wg@ (ay(2) = b)) S0)|

aplicando la desigualdad triangular y la desigualdad de Holder obtenemos,

p

1
A= > ay(x)f(y)

y€S(x)
p

p—1 1
+ 3K, Wy;(m)by(x)f(y) : (5.13)

<3P71E, | B(2)|]P + 3 1E,

Bastara con acotar los tres sumandos de la desigualdad anterior. Para el primero, apli-

cando de manera directa la convexidad de la funcién ||-||”, resulta

p

1
ENB@F <E|irmqer 2. (lete+r—fatw=g)
we(—k,k)"N(2Z)"

<o Y Eletw+d-fero-9

we(—k,k)"N(2Z)"

<E, [|f(z+&) = fz = OI. (5.14)

Prosigamos con la cota de los otros dos sumandos de la desigualdad (5.13). Defina-

mos para x € Zy, vy j € {1,...,n} la funcién auxiliar 77 : Z;;, — Zj, por

y — 2ke; siye S(x)yy; —x; =k (m)

Y si no
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Notemos que se satisface la siguiente igualdad:
i (y) =7} (y — ) + = (5.15)

Por otro lado, como realizamos previamente, dado y € S(z) podemos escribir los coefi-

cientes a, () explicitamente a partir de la definicién de A(z),
a@)= Y = Y &
ilyi—z;=k (m) ilyj—zj=—k (m)

Luego, teniendo en cuenta que 77 (y) = y a menos que y pertenezca a S(z) y cumpla la

condicién y; — x; = k (m), resulta que

ZZ&J fOT())

J=1 yezr,

=Y Y (- foriw)

y€S(z) j/yj—zj=k (m)

=Y D G- DD > &GfeTiw).

y€S(z) j/yj—zj=k (m) y€S(z) j/yj—z;=k (m)

Aplicando el cambio de variables inducido por la biyeccién « entre los pares (j,y) €

{1,... ,n} x S(x) tales que y; —x; =k (m) y los pares (j,y) € {1,...,n} x S(x) tales

que y; — x; = —k (m) definida como a(j,y) = (4, 77 (y)), lo anterior resulta igual a
)OS DR R DR DR ()
yeS(x) j/yj—x;=k (m) yeS(z) j/yj—x;=—k (m)
=> 1 X - X g|iw
yeS(z) \J/y;—z;=k (m) ilyi—zj=—Fk (m)
Z ay(x
yeS(z

A continuacién, veamos que también podemos reescribir la suma »_, () by(x) f(y)

de forma muy similar. Explicitamente, probaremos que,

> by Z > ” — fotiy)), (5.16)

yeS(z) J=1 yeZy,
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donde §;,(x) € {-=1,0,1}". Dado que by(z) = b,—(0), S(z) = =+ S(0) y 77(y) =
TJ(-) (y — x) + z, podemos reducirnos al caso + = 0. Como vimos anteriormente, dado

y € S(0) podemos escribir los coeficientes b,(0) explicitamente a partir de la definicién

de B(0),

1 siEIje{l,...,n}/yjzﬁjk(m)yyl;—é—&k(m)w%j
by(0)=q—1 sidje{l,....n} Jy;=—Ek (m)yy Z &k (m) VI 5 -

0 si no

Definamos una funcién auxiliar 6 : S(0) — S(0) coordenada a coordenada de manera

tal que dado j € {1,...,n},

—Y; siy; =k
0(y); = ’ ’ .

Y; si no

A partir de 6 definimos para [ € {0,...,n} la funcién 6, para que tome los valores de
0 en las primeras [ coordenadas y que valga la identidad en las otras. Explicitamente,

tenemos que

O(y);  sij<l

Yj si no

Notemos que con esta definicién 6y =id, 0, =0y 0, = TZOGZ,l. Ademas, observemos que

by(0) = —bg,)(0) por lo que se satisface la igualdad

S 007w =5 3 000 5 S by 050

yeS(0) yeS(0) yeS(0)
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Dado que #? = id, nos queda

> 007w =5 3 B0 5 3 b0)f o 0(y)
y€S(0) y€S(0) y€5(0)

= 3 B0 (W)~ Fo0)

y€5(0)
=23 S B(0) (o br ) — F 0 )
=1 yeS(0)
=3 3 MY (ront) - Forbw).
=1 yeS5(0)

y usando que 67 | = id, resulta

-3 3 X0@ha0® () ponogy).

=1 yezr,
Tomando 0;,(0) = xs(0)(¥)bo,_, () (0), habremos probado la igualdad (5.16).

Hasta aqui hemos expresado las dos sumas cuyas normas necesitamos acotar de la

forma,
Z Z Njy(@ —forT} (y ))
Jj=1 yeZn,

con |n;,(x)| < 1. Para concluir la demostracién del lema bastara con probar la siguiente

desigualdad:
p
£, WZZWM — foTi(y))
J=1 yeZy,
grp2r—1
< < 2Bl te) — f@]F, (5.17)
j=1

para cualquier eleccién de constantes 7;,(x) tales que |n;,(x)] < 1.

Comencemos notando N(z) a la cantidad de sumandos no nulos de

Zz%y fOT())

Jj=1 yeZn,
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Buscamos acotar el valor de N(z). Para ello, recordemos que 7§(y) = y para todo

y ¢ S(x). Dentro de S(z) podemos definir una particién {Sl(x)}le{2 ) COMO,
S'a)={yeS@): {i: ly—zl=km)} =1},
Notemos que |Sl ‘ = ( ) — 1)"! y que para cada y € S'(z) existen a lo sumo I

posibles valores de j de manera tal que 7} (y) # y. Luego, podemos deducir que

z) < i S ()] 1 = i (7) ol(k — 1)"!

=2

_2nZ(l_1)zl Yk —1)" g(n—l) f— 1yl
=2n ((k+1)"" = (k—1)""").

Aplicando el Teorema de valor medio de Lagrange para la funcién 2"~!, obtenemos

N(z) <2n(n — 1)(k+1)"22 < 4kik;(k: 1) (5.18)

Acotemos, entonces, el término izquierdo de la desigualdad (5.17):

P

k+1nlzz7hy foT())

j=1 yeznr,

p

N(z b
=K, (k’(k’ +(1§n_1) Z Z e fon(y)) 5

j=1 yezr,

y por convexidad de la funcién ||-||”; resulta

N(x Pl )
S<k(lf+(1;"—1> k;(k;+1n 1ZZE [f(y) = forf ]

j=1 yezn,

Luego, acotando N (x) segin la desigualdad (5.18) nos queda:

p

kaZZmy ~ fori(y)

j=1 yezn,

An2\*7! ,
<<k2) ]{;+1nlzZEHf fOTf(y)Hy

j=1 yeZn,

E.
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aplicando, a continuacion, el cambio z = y — x y usando la igualdad (5.15) obtenemos

s(%) WZZE 1+ 2) = £(29() + o)

Jj=1 zeZn,

(5.19)

Para cada 1 < j < n, consideremos el conjunto E; definido como:
E; = {z ez / TJQ(Z) =z — lej}
={zewz, | 7)(z)#z}.
Realizando una cuenta andloga a la acotacién de la magnitud N(x), podemos estimar
el cardinal de Ej:

n—1
n—1 1
|Ej|§Z( ; )Ql(k;—l)n 1-1
=1

(k1) < 2

?(k + 1) (5.20)

Como 7} (z) = 2 fuera de Ej, podemos deducir:

ZZE |f(z+ ) — f(r7(2) + +2)||”

:Z D Eollf(z+2) — £z + 2 — 2ke))|”

j=1 z€E;
=Y BBy || (w) = fw — 2ke;)|.
j=1
Luego, aplicando la cota (5.20), podemos acotar lo anterior por

2n -
k41 121@ I (w) = fw = 2he) P

< MZE <Z\|f (= 1)ey) - f(w—tej)H)]

2+ 1) 2k > ZEw 1f (w = (¢ = V)ej) = fw —te;)][”

<
k ,
7j=1 t=1

<2k + 1) S+ )~ SR (5.21)

j=1
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Combinando las desigualdades (5.19) y (5.21) obtenemos la desigualdad (5.17) que

buscabamos probar. Por lo tanto, podemos acotar
P p

E. | Y ay@)f)| v Eull D by()fy) .
yeS(x) yeS(x)
por

8pn2p— 1 "

o D Eellf (4 e) = F@)I7
j=1

ya que habiamos reformulado las expresiones

S a@)fy) vy Y by(@)fy)

yeS(x) yeS(z)
Ccomo
33 whula) (1) — o)
J=1 yezr,

con una elecciéon adecuada de las constantes n;,(x).

Hemos llegado a la cota deseada para los dos ultimos términos pendientes de la
desigualdad (5.13). Luego, el lema queda demostrado al aplicar esto y la cota (5.14) a
la desigualdad (5.13). O

5.4. Resultados previos al Teorema 3.22

Demostracion de la Proposicion 3.21. La primera afirmacion se deduce inmediatamen-
te de que n'/? < n'/?. Para la segunda afirmacién, sean n € N, m € 2Ny f 7, — E

una funcion arbitraria. Luego,

ZE [ (Fla+ 2, fm)z]

m/2

<Z]E [%Zd (z +lej), f(w+ (1= D)’

=1

Z (f(z+e), f(2)”]

ng2nEm7e [d(f(z+e), f(ZE))Q} ;
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donde en el ultimo paso aplicamos el Lema 5.1 para p = 2. O]

Demostracion del Lema 3.25. Sea m € 2N y f : Z"™ — E una funcién arbitraria,

queremos ver que

ZEw [d(f(z + stey), f(x))ﬂ < B(E;n,s)’B(E; k,t)*s**nkE, ¢ [d (f(z + €), f(x))Q} :
(5.22)

Debemos adecuar el lado izquierdo de la desigualdad para poder utilizar las cotas
brindadas por la definicién de B(E;n,s) y B(E;k,t). Para ello, sera ttil pensar el
espacio Z" subdividido como el producto de k espacios Z" . Para cada j € {1,...,k},
llamaremos ¢; a la inclusién de Z”, en el j-ésimo Z, de Z™. Notando {a;};_, a la base
canénica de Z7, se tiene que ¢;(a;) = €(j_1)n+i- Mds en general, dado ¢ € Z, podemos

escribir ¢; explicitamente como:

i) =D cieG-nmti-
=1

Desde esta perspectiva, el lado izquierdo de la desigualdad (5.22) resulta:

ZED” [d (f(z + ster), f(x)ﬂ - Z ZEw [d (f(ﬂﬂ + ste(j—1)n+i), f(x))ﬂ
:Z ZE“ [d (f(x+tei(sa:), f(2))] . (5.23)

Para cada j € {1,...,k}, definamos F} : Z" x Z" — E como:

Fi(z,y) = f (v +tp;(y)).

Dado y € Z7,, por la invariancia al trasladar x dentro de la esperanza, podemos deducir:

nk k n
D R, [d(f(x+ ster), f(2)))] =D B [d(f@+toi(y + sa), f(z +to;(1)))?]
=1 7j=1 =1

k n

=SSN CE, [d(Fy(ay + sa), Fy(a,y))]

=1 i=1
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Luego, promediando sobre los y, obtenemos:

k n

DB [d(f(x+ster), f(0)] = 3 Ea | D By [d(Fy(w,y+ i), Fi(w.9))] | -

j=1 i=1
Aplicando, a continuacion, la definicién de B(E;n, s) a la funcién F}(z,y) pensada como
funcién de y, nos queda:

nk

> B [d(f(x+ ster), f(2))]

< B(Bin,s)'s'n y B [Bye [d(Fy(e,y+p;(), F(w9))"]]

donde ¢ es una variable aleatoria en {—1,1}"" y p; es la proyeccién de {—1, 11" en el

j-ésimo {—1,1}". De aqui resulta:

nk
Y B [d(f(x+ ster), f(x))’]
=1

<B(E;n,s)’s*n Y Baye [d(f(2+ to;(y) + to; 0 pi(€)), fx + to;(1))?]

J=1

=B(E;n,s)’s'n Yy Eog [d(f(x + te; 0p;(€)), f(2))"] - (5.24)

j=1

Para finalizar la demostracion, bastard repetir el razonamiento para B(E; k,t). Re-
cordemos que la definicién de F; surgié de la expresion f(z + t¢;(sa;)) de la de-
sigualdad (5.23) reemplazando sa; por y. Buscaremos hacer lo mismo con la expre-
sién f(z + tp; o p;(§)). Notemos {b;}"_, a la base canénica de Zk . Luego, para cada
€ € {—1,1}", definimos v : Z7, — Z"* en la base canénica como te(b;) = p; 0 p;(€) v
extendemos por linealidad. Concretamente, dado d € Z;, podemos escribir v, explici-

tamente como:
k k n k n
Ye(d) = Z djpjopi(§) = Z d; (Z(Pj(f))ie(j—l)mi) = Z Z dj&(j-1)n+i€(j—1)nti-
j=1 j=1 i=1 j=1 i=1
De esta manera, resulta que f(z + to; op;(€)) = f(x + Ye(th;)). Por lo tanto, para
cada & € {—1,1}", definimos G¢ : Z"" x Z% — E como:

Ge(w, 2) = [ (x +1e(2)).
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Repitiendo argumentos anteriores, deducimos:

k

Y Eue [d(f(x+tp; 0pi(€)), f(2)?]

J=1

—ZEwEZ (Ge(x, z + tb;), Gg(x,z))ﬂ
_EMZE (Ge(z, z + tb;), Gg(I,Z))Q}

Aplicando, a continuacion, la definiciéon de B(E; k, t) a la funcién G¢(x, 2) pensada como

funcién de z, nos queda:

k

Z]Ea:,f [d (f(l‘ + thj Opj(f))? f($>>2]

J=1

<B(E; k,t)?kE, . ¢ ¢ [d(Ge(w, 2 + (), Ge(z, 2))?]

con ¢ € {—1,1}". Luego,

k

D Eee[d(fx+ty; o pi(€), f(x))’]

j=1

<B(E; k) kEy e ¢ [d(f (24 ve(z + ), f (x+ ¥e(2)))]
=B(E; k, t)** kB¢ ¢ [d (f (x +e(0)), f(2))?]

k n 2
=B(E; k,t)*t*kE, ¢ ¢ |d (f (m + Z Z Cjﬁ(j_1)n+¢€(j—1)n+i) ) f(@)

j=1 i=1

=B(E; b, PhE. g [d(f (2 + )., f(2)7].

Usando la cota anterior en la desigualdad (5.24) obtenemos la desigualdad (5.22),

concluyendo la demostracion del lema. O]

Demostracion de la Proposicion 3.26. Tomemos ¢ < oo tal que B(F;ng, sg) < ngl/".

Iterando el Lema 3.25, resulta que B(E;nk, sk) < nak/q para todo £ € N. Tomemos
n = nlg ym = 25’5 para cierto k € N. Dado 1 <[ < mn sea f : Zlm — F una funcién

arbitraria. Definamos una funcién g : Z" = Z! x Z"~' — E por g(z,y) == f(z). Luego,
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dado que B(E;n,m/2) < n~'4 tenemos:

iE(w) [d (g ((% y)+ %6’;) 7g(w,y)>2}
< () w2015 e [d o ((2.) + (6.0) e 9))).

donde (&,¢) € {—1,1} x {=1,1}"" = {—1,1}". Equivalentemente,

Zl;Ex [d (F(z+5es) ! @:))1 < (%) R 4 (f (o + ), F(2)7].

Luego, por el Lema 3.16 para p = 2, resulta que F((JQ)(E; n,m) < g < 3.
Si, a continuacién, tomamos un n € N arbitrario, existird un £ € N minimal tal que

n < nf. Por lo tanto, por la Proposicién 3.10, deducimos:

kN 1/2—1/q
ng)(E;n, 2sk) < (%) FéQ)(E;ng,ng) < Bnéﬂ_l/q < 3ny.
En consecuencia, se tiene que

_ _ 1\ log,,.. so
m((f)(E; n,3ng) < 2sp = 25054 = 259 (nf ') o0 < 2500 %n0 %0,

que es lo que queriamos demostrar. O

5.5. Resultados previos a los Teoremas 4.1 y 4.6

Demostracion del Lema 4.3. Dado N € N, tomemos n € N méximo tal que (cn)" < N.

Ademas, sea m igual a la parte entera de cn. Luego, para todo F' € F, se tiene que
mf)(F;n,F) <m < cn < oo.

Por el Lema 3.29, deducimos que
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(Esto sucedera siempre y cuando m™ < |F|.) Ahora bien, como Z}, es un espacio de a

lo sumo N puntos, obtenemos:

Dy(F) > 5.25
> —. .
NE (5.29
Dado 0 < a < 1/¢, como N < (¢(n+ 1)), resulta que
(log N)* < ((n + 1) log(c(n 4+ 1)))* < n'/4, (5.26)

si N, y por lo tanto n, es lo suficientemente grande. Combinando las desigualdades
(5.25) y (5.26), el lema se sigue. O

Demostracion del Lema 4.4. Sea s > 3. Reescalando la métrica d en E de ser necesario
(lo cual no cambia el valor de (), podemos asumir que diam(E) = s. Numeremos los
elementos de E de manera tal que E = (z),_,. Andlogamente a lo realizado en la

Observacién 3.28, definimos una funcién ¢ : (£, d) — (R™, ||-||,) por

Y(x) = (d(z,21)))ey -

Dados z,y € E, para todo k € {1,...,n} tenemos que
|d (z,z1) — d(y, zp)| < d(z,y)

con lo cual,

[1(x) =¥yl < d(z,y).

Luego, observando la coordenada k-ésima con k tal que y = xp, se deduce que la
desigualdad anterior es en realidad una igualdad, pues en esa coordenada se alcanza la
cota superior de la norma infinito. Por lo tanto, ¥ resulta una inclusién isométrica.
Notemos que, como diam(E) = s, la imagen de 1) estd incluida en [0, s]". Podemos,
entonces, asignarle a cada vector de la imagen el elemento de [s]" mds cercano (si hay
méas de una opcién elegimos cualquiera de ellas). Esto induce una funcién ¢ : E — [s]™,
donde primero aplicamos v y luego distorsionamos levemente la imagen para que quede
contenida en [s]". Basta ver que ¢ es inyectiva y tiene distorsién menor que 1+ 4e. En
primer lugar, observemos que
diam(E) s
eming, d(z,y) emingg, d(z,y)

s>p>
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Luego,

mind(z,y) > - > 2.

Y

m | =

Al aplicar ¢, cada elemento de la imagen de 1) no es modificado en méas que 1/2 en cada
coordenada. Por lo tanto,

min [[¢(z) — (Y|l = min[[(z) —Yy)|, —1/2—1/2 =mind(z,y) -1

TFy zFy Y

1
>-—-1>1
9

Esto prueba la inyectividad de ¢. A continuacién, estimemos ||¢||,,, v ¢l ,,- Dados

x,y € E, aplicando desigualdad triangular, tenemos que

[o(z) = o)l < lld(x) — (@)l + 1P(@) = V(W) + [V (Y) — d(W)ll
)d(way)

<d 1I<|{1l+—
< d(@,y) + _( +m1’nx¢yd(x,y)

< (1+¢e)d(z,y),

d(z,y) = lv(x) = (W)l < lo(x) = ¢l +1

1
(mfnm 160 — o)l 1) [9(2) = o)l

Ly 1) l6(2) — 6(w)].

1
1—¢

—_

IA
/N 7 N
™ [

) l6(2) — ()]l

Concluimos, entonces, que

1
—1
1@l <T+e vy It HLip < 1_¢
Luego,
1 2
dist(f) < 5 = 14— <14 4e,
1—¢ l—e

que es lo que queriamos demostrar. O
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Demostracion del Lema 4.7. Basta ver que la asignacion v : Zg, — [3k]3 definida por
Y(z) = (0(x,0),0(x, 2k), 0(x, 4k)) ,
es de distorsién menor o igual que tres. En primer lugar, veamos que [[1}]] Lip < 1. Dados
z,y € Zer y j € {0,1,2}, tenemos que
|0(x, 2kj) — O(y, 2kj)| < O(x,y)

con lo cual,

[(z) = ()l < Oz, y).

En segundo lugar, veamos que dados x,y € Zg, se cumple la desigualdad

O(x,y) <3 1d(x) = (W)l

probando asi que ||| Lip < 3,y por lo tanto, el lema. Sin pérdida de generalidad,

podemos suponer que
0<x<2k—-1 vy 0<y<4k—1.
Si y < 3k, entonces tendremos que

oz,y) =y —x=10(z,0) = (y,0)] < 3||Y(z) — (W)l ;

como buscabamos probar. Por el contrario, asumamos que y > 3k. A continuacion,

separemos una vez mas en casos suponiendo que x > k. Luego,

Ow,y) =y — = |0(x,4k) — 9y, 4k)| < 3[|¢(z) = ¥(y)l
como queriamos. Finalmente, supongamos que x < k. Observemos que
I(z,y) = min(y — z,6k — (y — x)) < 3k.
Luego,

[¥(x) =¥yl = 10(z,0) = O(y,0)| = [z — (6k — y)|
=6k—y—ax>6k—4k—-k=k

3k 3($,y)7

3~ 3

que es lo que querfamos demostrar. O]
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