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Introduccion

En 1781 Gaspard Monge formulé [22] un problema que en su versién més simple puede
entenderse como sigue: dada una montana de tierra y un conjunto de pozos que deben
rellenarse con esa misma tierra, jcudl es la forma Optima de transportarla para rellenar
los pozos? Podemos imponer la restriccion de que el volumen de tierra coincida con el
volumen total de los pozos y entonces suponer que ambos volimenes son unitarios. Asi, el
problema de Monge se transforma en el de redistribuir masa para transportar una medida
de probabilidad en otra, minimizando algin costo relacionado con los movimientos de

masa que se hagan para conseguirlo.

Siguiendo la practica habitual en la bibliografia, en este trabajo se estudia el problema
de Monge en el contexto de espacios métricos polacos, es decir, espacios métricos completos
y separables. Dados dos espacios polacos X e Y y medidas de probabilidad u y v en ellos,

el problema de Monge consiste en minimizar el funcional

1(T) = /X e, T(2)) du()

donde ¢ : X x Y — R es una funcién de costo dada y la minimizacion se hace sobre el
conjunto de las T': X — Y que transforman p en v. El conjunto de las T' que verifican esta
propiedad no tiene una buena estructura y por lo tanto resultara 1til atacar el problema

de Monge estudiando primero una relajacion lineal de éste debida a Kantorovich.

Esta tesis estd dividida en dos partes. La primera, destinada a establecer algunos
resultados fundamentales de la teoria de transporte éptimo. La segunda, a estudiar unas
pocas pero importantes aplicaciones de esta teoria a distintos problemas. Al final se incluye
un apéndice en el que pueden leerse los resultados previos necesarios para desarrollar la

teoria y estudiar los problemas propuestos en las aplicaciones.

En el primer capitulo formularemos precisamente el problema de Monge y la relajacién
de Kantorovich. Probaremos también la existencia de minimizantes para el problema de

Kantorovich y estudiaremos algunos ejemplos. Al final, estudiaremos el problema en el
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caso de distribuciones dadas por finitas masas puntuales.

En el segundo y el tercer capitulo estudiaremos la teoria de dualidad para el problema
de Kantorovich. Revisaremos primero los teoremas de dualidad en el caso finito y daremos
un ejemplo que mostrara la necesidad de hipétesis adicionales mas sutiles para obtener
teoremas de dualidad en el caso general. En el tercer capitulo se aplicard la teoria de
dualidad a fin de obtener criterios de optimalidad para soluciones factibles del problema
de Kantorovich. Para esto serd necesario desarrollar la teoria de c-convexidad, 1til para

generalizar a espacios sin estructura lineal algunas nociones de la teoria de convexidad.

En el cuarto capitulo se apreciard la utilidad de estudiar el problema de Kantorovich
como paso previo a atacar el problema de Monge. Obtendremos resultados de existencia
de minimizantes para el problema de Monge explotando la existencia de maximizantes
para el problema dual de Kantorovich. Los resultados que probaremos en este capitulo se
deben a Brenier [11], a McCann y Gangbo [20] y a Sudakov [35].

Los tres capitulos restantes conforman la segunda parte de la tesis. En el primero de
ellos estudiaremos la aplicaciéon de la teoria de transporte éptimo a la demostracién de
desigualdades. Probaremos primero la desigualdad isoperimétrica y luego la desigualdad
de Sobolev—-Gagliardo—Nirenberg. En el capitulo siguiente estudiaremos dos modelos de
transporte. Empezaremos por uno simple debido a Beckmann [5] y seguiremos con otro
modelo més sofisticado debido a Carlier, Jimenez y Santambrogio [14] que incorpora efectos
de congestion. En el ultimo capitulo estudiaremos las distancias de Wasserstein y una

variante conocida como earth mover’s distance 1til en las aplicaciones.

Si bien la bibliografia consultada es extensa, las principales referencias para este trabajo

fueron las exposiciones de la teoria de transporte 6ptimo que pueden verse en [37], [33],
2]y [13]
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Teoria de Transporte Optimo






Capitulo 1

El problema de

Monge—Kantorovich

El objetivo de este capitulo es enunciar precisamente los problemas de Monge y de
Kantorovich en el contexto de espacios métricos polacos. Luego de mostrar la necesidad
de hipédtesis fuertes para probar la existencia de minimizantes para el problema de Monge,
probamos que para el problema de Kantorovich si existen soluciones éptimas con hipdtesis
minimas. Finalizamos el capitulo con algunos resultados de existencia para el problema

de Monge y estudiando el problema de Kantorovich en el caso finito.

1.1. Formulacion del problema de Monge—Kantorovich

Sean X e Y dos espacios métricos, T : X — Y una aplicacién boreliana y p € P(X)
una medida boreliana de probabilidad. Se define el push forward de g por T como la
medida de probabilidad T u € P(Y) dada por

Tyn(E) = W(T~1(E))

para todo E C Y boreliano. Dada una medida v € P(Y), diremos que T' transporta p

envsiTup=uv.

Lema 1.1.1. Dada una aplicacion boreliana entre espacios métricos T : X — Y y dos

medidas de probabilidad pn € P(X) yv € P(Y), se tiene Typ = v si y sélo si

/gody—/ poTdu
Y b'e

5
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para toda ¢ € L'(v).

Demostracion. SiTyu = v, entonces para E boreliano de Y se tiene

[ Xty dvty) = v() = ) = [
Y

[ Xy @ duto) = [ XeoT(@) duto)

X

donde la tltima igualdad es consecuencia de que Xp-1(g)(2) = Xg(T'(z)) para todo = en
X. Esto prueba la igualdad para caracteristicas y, por linealidad, para funciones simples.
Por definicién de integral resulta la igualdad para ¢ no negativa y por linealidad para ¢
en L'(v). La otra implicacién es inmediata dado que Xg € L'(v) para todo E boreliano
deY. N

Nos interesa transportar la masa de X — distribuida segin u — hasta Y, de modo que
se distribuya segin v. Ademas nos interesa hacerlo de forma éptima, minimizando un costo.
El costo de transportar masa estard dado por una funcién ¢ : X xY — RU{+oo0} medible.
Asi, transportar masa desde la posicién = € X hasta la posicién y € Y tendra costo ¢z, y).

Notar que permitiremos costos negativos pero no infinitos negativos.

Problema del transporte 6ptimo de Monge

Dados dos espacios métricos X e Y junto con dos medidas p € P(X), v € P(Y)

y una funcién medible ¢ : X x Y — R U {+0o0}, minimizar la aplicacién

T /X o, T(2))du(z)

entre todas las 1" que transportan p en v.

En muchos casos el problema de Monge es factible, en el sentido de que existe al menos
una T : X — Y que realiza el transporte de 1 a v. En el caso general la factibilidad no
estd garantizada. El problema aparece cuando u tiene dtomos, dado que éstos no pueden
ser deshechos por una aplicacién T': X — Y. Mas precisamente, si g € X es un atomo

de p entonces T'(xg) es un atomo de Tiyp:

Typ({T(0)}) = w(T~ ({T'(x0)})) = (T~ (T(w0))) > u({zo}) > 0.

Esta observacién prueba el siguiente lema.

Lema 1.1.2. El problema de Monge no es factible si u tiene al menos un dtomo y v es

no atomica.
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La imposibilidad de dividir la masa de un punto puede impedir la factibilidad también

en el caso de que v tenga atomos.

Ejemplo 1.1.3. Sean los conjuntos X = {zo}, ¥ = {yo0, y1} y consideremos las medidas
=20z y V= %5% + %(51/1. SiT : X — Y es cualquier funcién, entonces Tiupu({T'(x0)}) = 1
y por lo tanto Ty = dp(ye) 7 L0y + 20, =v. A

No existen estas incompatibilidades esenciales cuando v tiene 4tomos y p es no atémica,
pues nada impide considerar una 7' que mande un subconjunto de X de medida positiva
a un punto de Y. En este sentido, un resultado de Pratelli prueba que cuando X e Y son

polacos y i es no atémica siempre existe una 7' : X — Y que realiza el transporte [26].

Otra dificultad del problema de Monge es que aun cuando g y v son tales que éste
resulta factible, la igualdad Txp = v no se mantiene por limites débiles y por lo tanto
el conjunto de las T' candidatas a realizar el transporte éptimo no es cerrado en sentido
débil.

Ejemplo 1.1.4. Sea f: R — R la extensién 1-periédica de la funcién dada por

0;1) 32—
-1 ,x€l1)

y sea (fn)n la sucesiéon de funciones de R a R definida por f,(z) = f(nx) para n en N
y = en R. Sea p la restriccién de la medida de Lebesgue al [0,1] y v = (6_1 + 61)/2. Es

inmediato que
(f)pp=v (1.1)

para todo n en N. Por el teorema de Riemann-Lebesgue (fy), converge débilmente a

f = 0. Luego la igualdad (1.1) no se preserva por limites débiles, pues fuu =060 #v. A

A las dificultades mencionadas anteriormente se agrega también la no linealidad en
T de la asignacién T — [y c¢(x,T(x))dpu(z). Para entender el tipo de no linealidad en
cuestion consideremos el caso particular X = Y = R" y supongamos que g y v estan

dadas por densidades f y g respectivamente. Tenemos

wE) = [ fayde , w(E) = / o(y)dy
Rn n

para todo boreliano £ C R". Adicionalmente, supongamos que el transporte de p en v

pueda ser realizado por un difeomorfismo T de clase C'. Dado un boreliano £ C R”,
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tenemos

W(T(E)) = /T L Sy = [E (g0 T)(x) | det DT(x)|dx

por el teorema de cambio de variables. Como T transporta g en v tenemos también
v(T(E)) = (T~ HT(E))) = n(E) = /Ef(f'«“)d%
Por lo tanto T esté sujeta a la condicién no lineal
f(z) = g(T(x))|det DT (x)] , (1.2)

conocida como ecuacién de Monge—Ampere.

Otra caracteristica del problema de Monge es que no permite la posibilidad de dividir
masa para transportar p en v: para cada x € X toda la masa en x va a parar a T(z).
Con respecto a este punto, una posibilidad seria relajar el problema para permitir que, al
menos en principio, un transporte de pu en v pudiera mandar la masa de un punto de X
a varios puntos de Y y esperar que asi aumenten las chances de que el transporte de u
en v sea un problema factible. Esta relajacion del problema de Monge se conoce como el
problema de Kantorovich y quizas su caracteristica mas notable sea que elimina de una

vez todas las dificultades del problema de Monge mencionadas anteriormente.

Consideremos dos medidas de probabilidad u y ¥ como antes y modelemos el problema
de transportar p en v permitiendo didivir la masa. Necesitamos decir cémo se repartira la
masa j(x) inicialmente en x y decir también que todas las contribuciones a y sumarén
exactamente v(y). Para esto consideramos las medidas de probabilidad v € P(X xY) que

satisfacen

du(z) = /de(:p, y) , paracadaxz € X

(1.3)
dv(y) = / dvy(z,y) , paracaday €Y.
X
O bien, en términos de medidas de conjuntos,
w(E) = / dvy(z,y) , para cada boreliano £ C X
EXY
(1.4)

v(F) = / dvy(z,y) , para cada boreliano F' CY.
XxF
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Una condicién equivalente a (1.4) es

/ Xg(x)du(x) = / Xg(x)dy(z,y) , para cada boreliano F C X
X XxY

(1.5)

/ Xr(y)dv(y) = / Xr(y)dy(xz,y) , para cada boreliano F' C X .
Y XxY

Si 7! y 72 son las proyecciones en la primera y la segunda coordenada, cualquiera de estas

condiciones es equivalente a pedir w#’y =py wify =.

Definicién 1.1.5. Cuando v cumple las condiciones equivalentes (1.3), (1.4) y (1.5),
decimos que p y v son las medidas marginales de . Notamos A(u,v) al conjunto de

las medidas de probabilidad v € P(X X Y) que tienen marginales p y v en ese orden.

Dado que v € P(X xY) siy sélo si 7r51¢7 =uy Wi’y = v, el siguiente resultado es una

consecuencia inmediata del lema 1.1.1.

Lema 1.1.6. Sean X eY espacios métricos y u, v medidas borelianas de probabilidad en

X eY respectivamente. Una medida v € P(X xY) estd en A(u,v) siy sdlo si verifica

|e@ine) = [ @ i)

X
Y(y) dv(y) = Y(y) dy(z,y) -
Y XxXY

para todo par de funciones ¢ : X — R,y :Y — R medibles.

Observacién 1.1.7. Notar que dadas p en P(X) y v en P(Y), el conjunto A(u,v) es no
vacio. Como X e Y son de medida finita, se puede probar que existe una tnica medida

puRven P(X xY) que cumple
(k®v)(B1 x Bz) = u(B1)v(Bz)

para todo Bp boreliano de X y todo By boreliano de Y. La medida p ® v se llama la
medida producto de py v y es un elemento de A(u,v). En el contexto de los problemas
de transporte de masa se la interpreta como el plan de transporte que para cada x en X

distribuye la masa p(x) equitativamente en todo el soporte de v. A
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Problema del transporte 6ptimo de Kantorovich

Dados dos espacios métricos X e Y junto con dos medidas p € P(X), v € P(Y)

y una funcién medible ¢ : X x Y — R U {400}, minimizar la aplicacién

v = c(x,y)dy(z,y) (1.6)
XxY

entre todas las v de A(u,v).

Definicion 1.1.8. En el contexto de problemas de transporte decimos que cada = en
A(u,v) es un plan de transporte de p a v. Siguiendo la terminologia utilizada en
programacion lineal podemos llamar solucién factible del problema de Kantorovich a
cada plan de transporte, pues cada uno de ellos satisface las restricciones que se le imponen
— i.e. ser un elemento de A(u,v) — aunque no necesariamente sea una solucién 6ptima
del problema. Cada T : X — Y que cumple T = v se dice funcién de transporte. En

la bibliografia suelen llamarse transport plans y transport maps respectivamente.

Observacion 1.1.9. La observacién 1.1.7 muestra que para medidas u, v cualesquiera
siempre existe al menos un plan de transporte, mientras que 1.1.2 y 1.1.3 muestran que no
siempre existen funciones de transporte. Dicho de otro modo, el problema de Kantorovich

siempre es factible mientras que el de Monge puede no serlo. A

Notar que si T : X — Y realiza el transporte de p a v en el sentido de Monge, entonces
ese mismo transporte se puede pensar en el sentido de Kantorovich. Al menos formalmente

podemos considerar dv(z,y) = du(z)dop ) (y) y entonces

| ctwmaran = [ cam)du@ire ) = [ ([ e i) dut) -

= [ ([, v dra®)ine = [ 1w
(1.7)

En términos precisos, lo que hacemos es considerar una medida yp € P(X x Y') dada por
el pushforward de g por I x T : X — X x Y, donde I x T'(z) = (x,T(x)) para todo = en
X. Asi, tenemos

= xT)yp
(1.8)

vr(B) = u((I x T)H(E))

para todo E boreliano de X x Y. Es inmediato a partir de (1.8) que vale

YYD =p Y TRV =V
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Cualquier medida de la forma 7 esta concentrada en el grafico de T'. Ese es el contenido

del siguiente lema, que permite dar una versién rigurosa de (1.7) y serd 1til més adelante.

Lema 1.1.10. Sean X eY espacios métricos y p una medida de probabilidad boreliana en
X. 8T :X =Y esboreliana, entonces la medida yr dada por (I xT')4p estd concentrada

en

[(T)={(z,T(z)) € XxY : z€X}

y para toda f : X x Y — R medible vale

/ f(, T(x)) du(x) = / £ () dyr(e,y) (1.9)
X XxY

Demostracion. Notar que (I x T)~}(I'(T)) = X y entonces si E es un medible de X x Y

resulta

Y (ENT(T)) = p((I x T)HENT(T))) = u((Ix T)"NE) N (I x T){(D(T)) =
— (I xT)(B) N X) = u((I xT)"N(E)) = yr(E).

Luego yr estd concentrada en I'(T'). Se puede escribir X x Y como una unién disjunta
XxY=D[(T)UZ
donde Z es un medible de medida 0. Observar que para (z,y) en I'(T') vale

flz,y) = [z, T(z)) . (1.10)

Notar que las integrales sobre Z son nulas porque Z tiene medida nula. Teniendo en cuenta

el lema 1.1.6 y (1.10), tenemos

/ £, T(x)) dp(a) = / f@.T@) dy(e,y) = | f@T() dvr(z,y) +
X XxY

(T)

4 /Z f(&, T(@)) dyr(z,y) = /F ST drtey) = /F F () dvr(o,y) =

(T)

:/ f(a?,y) d'.)/T(x7y)+/ f(x,y) d’YT(x7y) :/ f(l',y) d7T(£7y)
I(T) z X

XY

y esto prueba el lema. W

Una consecuencia de 1.1.10 es que funciones de transporte difiriendo en un conjunto

de medida positiva inducen planes de transporte distintos.
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Lema 1.1.11. Sean p € P(X), v € P(Y) y ¢: X xY — R una funcion de costo. Si
T : X - Y y1y : X — Y transportan p en v y difieren en un conjunto de medida

p-positiva, entonces yr, # Vr,-

Demostracion. Sean I'y =T'(T1), Ty =T'(Ty) y E={x € X : Ti(x) = Ta(z)}. Notar que
HMiNTe=T1N(ExY)=T2N(E xY)y que por hipétesis p(E) < 1. Por 1.1.10 vale que

Y1, ¥ YT, estan concentradas en I'y y I'z respectivamente. Luego

11, (') =1, (T1 ML) =0, (LiN(E X Y)) <yp,(E X Y) = p(E) <1 =97, (I'1)

y por lo tanto vy, # yp,. W

1.2. Existencia de minimizantes

Formulamos el problema de Kantorovich como una relajacién del problema de Monge
y vimos que con esta relajacién siempre hay soluciones factibles. Probaremos ahora que
bajo condiciones bastante generales siempre existen soluciones factibles é6ptimas — es decir,
minimizantes — para el problema de Kantorovich. Para enunciar y probar los resultados de
esta seccion y las siguientes se requeriran algunos preliminares sobre medidas en espacios

métricos. Estas definiciones, notaciones y resultados pueden consultarse en B.1.

Para demostrar el resultado se necesita un lema previo sobre rigidez de familias en un

espacio producto.

Lema 1.2.1. Sean X e Y espacios métricos y i, v medidas borealianas de probabilidad en
X eY respectivamente. Si Fi C P(X) y Fa C P(Y) son rigidas, entonces también es
rigida

A(F1, Fa) = {’y EPX xY): w#’y cF1 y 7@7 € fz}.

[

Demostracion. Sean ¢ > 0y K1 C X, Ky C Y compactos tales que u(X\K;) < 5y
v(Y\K3) < § para toda p en F1 y toda v en 3. De la inclusién

(X X Y)\(Kl X KQ) - (X\Kl X Y) U (X X Y\K2>
resulta
V(X X Y\K; x K9) <A(X\K; XY) +~9(X x Y\K3) = u(X\K;) + v(Y\K2) < 2- % =c

para toda v € A(Fy, F2). Luego A(F1, F2) es rigida. W
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Proposicién 1.2.2. Sean X e Y espacios métricos polacos y p € P(X), v € P(Y)
medidas borelianas de probabilidad. Sic: X XY — R es acotada por abajo y semicontinua

inferiormente, entonces existe un minimizante para el problema de Kantorovich.

Demostracion. Basta ver que A(u, ) es compacto en P(X xY') y que la aplicacién definida

por (1.6) es semicontinua inferiormente.

Como X e Y son polacos, entonces p y v son rigidas por B.1.14. Por el lema anterior,
A(p,v) es rigido porque F; = {u} y Fo = {v} lo son. Luego A(u,v) tiene clausura
compacta por B.1.17. Sea (v, )n C A(p,v) tal que v, = 7. Veamos que v € A(u,v). Si E

es un boreliano de X tenemos

TV (E) =v(ExY) = / XExy dy = lim XExy dyn, =
XxXY n o JXxy

=limy,(E xY)=limu(E) = uFE) .

Esto dice que W;ﬂ = u y del mismo modo se ve que 7@7 = v. Luego v € A(u,v) y
entonces A(u,v) es cerrado en P(X x Y). Por lo tanto A(u,v) = A(u, V) es compacto.

Probemos ahora que la aplicacién definida por (1.6) es semicontinua inferiormente. Sea
(Yn)n C A(u,v) tal que v, = 7. Como c es a la vez semicontinua y acotada inferiormente,

existe sucesién (cg)r de funciones continuas y acotadas tales que ¢, ' c. Para cada n

/ ckdvns/ cdn.
XxY XxY

Como 7, = 7, entonces tomando lim inf,, a ambos lados resulta

/ cp dy < lim inf/ cdyy .
XY n XxY

No podemos asegurar que la expresion del lado derecho de la desigualdad coincida con

tenemos

| xxy ¢dy porque ¢ no necesariamente estd acotada. Como X x Y tiene medida finita,
cada ¢, estd en L'(7) y por el teorema de convergencia monétona resulta de la anterior

desigualdad

/ cdy < liminf cdyn.
XxY n X XY

Luego (1.6) define una aplicaciéon semicontinua inferiormente. W

El conjunto P(X) x P(Y) es convexo cuando se lo piensa con la estructura lineal

heredada del espacio normado M(X) x M(Y). Asi, cuando ¢ es una funcién de costo
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semicontinua inferiormente y acotada por abajo, estd bien definida la aplicacion

P(X)xPY)— (—o0;+o0]
) (1.11)
(n,v)  — i I(v)

y resulta convexa.

Proposicién 1.2.3. Con las mismas hipdtesis que en 1.2.2, la funcion definida por (1.11)

es convexa.

Demostracion. Sean (uo,v0) y (u1,v1) en P(X) x P(Y'). Por hipdtesis existen planes de
transporte o € A(po, ) v 71 € A(p1,v1) que realizan los transportes éptimos de po a vy

y de py a v respectivamente.

Para cada A en [0; 1] consideremos el par (uy,vy) € P(X) x P(Y') dado por

px = A+ (1= Apo
vn=Av1+ (1 =Ny

y consideremos también el plan v, € A(uy,vy) dado por

Mm=d1+1=A)n0.

Llamemos Z a la aplicacién definida por (1.11) y notemos que

(1, pix) = Mg, v1) + (1 = X) (o, o) -

Por lo tanto tenemos

T\, 1) + (1= Mo, 20)) = T(ua,va) = min / e(z,y) dy(z,y) <
YEA(uA,VA) J X xY

S/Xxyc(x,y)dw(:v,y)=A/Xxyc(x,y)d%(x,y)Jr(l—/\)/Xxyc(x?y)d%(x?y):

= )‘I(va Vl) + (1 - )‘)I(IU'O7VO) )
lo que prueba la convexidad de la aplicacién Z definida por (1.11). W
Una vez probada la existencia de planes minimizantes para el problema de Kantorovich

aparecen naturalmente algunas preguntas. Quizas la mas obvia sea sobre la unicidad, si

la hay y bajo qué condiciones. No estableceremos resultados de unicidad hasta el capitulo
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4, cuando probemos unicidad para problemas de Monge-Kantorovich con costos dados
por una potencia de la distancia euclidea. Mientras tanto, el siguiente ejemplo muestra
que puede haber unicidad en un problema de Monge y no haberla en el problema de

Kantorovich asociado.
Ejemplo 1.2.4. Sean los subconjuntos de R? dados por X = {z; = (0,0), z2 = (1,1)} e
Y ={y1 =(0,1), y2 = (1,0)}. Definamos las medidas

1 2 1 2
K= 5511 + §5€E2 y V= §5y1 + §5y2

y tomemos como funcién de costo ¢(z,y) = |x — y| la distancia euclidea. La dnica funcién
T : X — Y que transporta p en v estd dada por T'(z1) = y1 v T(z2) = y2. Luego hay
unicidad en el problema de Monge y se puede ver que vy es 6ptima para el problema de

Kantorovich. También es 6ptima la medida v € A(u,v) dada por

[57@1@2 + 5952,3/1 + 5w2,y2]

W

’Y =
y por lo tanto no hay unicidad para el problema de Kantorovich, pues v # yr. A

Pensando en el problema de Kantorovich como una relajacién del problema original
de Monge tiene sentido preguntar bajo qué condiciones se obtienen soluciones igualmente

eficientes al permitir dividir masa; es decir, estudiar en qué casos sucede

inf I(T)= min I ) 1.12
i, (1) JSin ("7) (1.12)

La pregunta es dificil de responder. La dificultad radica en el hecho de que para probar
la igualdad (1.12) es necesario construir funciones 7' : X — Y que realicen el transporte a
un costo tan cercano a min (1.6) como se desee, pero es complicado garantizar la existencia

de funciones de transporte para el problema de Monge.

Antes de enunciar los resultados que se conocen en este sentido fijemos las notaciones
10)= [ ey e 10)= [ o T@)duto)
XXY X

para yen A(p,v) y T : X =Y tal que Tyup =v.

Como corolario del teorema de dualidad de Kantorovich que demostraremos en 2.4.1
probaremos algunos resultados de existencia de funciones de transporte para medidas
soportadas en dominios de R?. En particular, en 4.2.2 probaremos la existencia de min-

imizantes para el problema de Monge suponiendo la continuidad absoluta de u respecto
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de la medida de Lebesgue d-dimensional y suponiendo que los costos sean inducidos por
una funcién estrictamente convexa de la distancia euclidea. Como consecuencia de ese

resultado, habremos probado el siguiente teorema.

Teorema. Sea B la bola de R? y sean pu,v € P(B) con pu absolutamente continua respecto
de la medida de Lebesgue d-dimensional. Pongamos X =Y = B y consideremos una
funcion de costo c: X x Y — R dada por c(z,y) = g(x —y) con g : R* = R de clase C*
y estrictamente convezra. Entonces existe T : X — Y que realiza el transporte de p a v e

induce una solucion optima al problema de Kantorovich. Es decir, T wverifica
I(T) = min(1.6)
y por lo tanto vale la igualdad (1.12).

En [19] Gangbo prueba el siguiente resultado con respecto a la existencia de soluciones

factibles para el problema de Monge.

Teorema (Gangbo). Si X e Y son espacios polacos y p € P(X), v € P(Y) son no

atomicas, entonces existe T : X — Y que transporta i en v.

Por otra parte, Ambrosio establece en [1] la igualdad (1.12) para medidas no atémicas

soportadas en compactos convexos de R" cuando la funcién de costo es continua y acotada.

Teorema (Ambrosio). St X =Y es un compacto convexo en R", p € P(X), ve P(Y)
y b es no atomica, entonces existe T : X — Y que transporta que p en v. Para el caso

particular en el que ¢ : X XY — R>q es continua y acotada vale la igualdad (1.12).

Los resultados mas fuertes son de 2007 y se deben a Pratelli. En [26], él probé los

siguientes resultados.

Teorema (Pratelli). Sean X eY espacios polacos, u € P(X), v € P(Y) y 1 no atdmica.

Entonces existe T : X — Y que transporta p en v satisfaciendo
I(T)<I(u®v),

donde p @ v denota la medida producto de p yv en X X Y.

Teorema (Pratelli). Sean X eY espacios polacos, p € P(X), v € P(Y) y 1 no atdmica.
Sea c: X XY — RsoU{+o0} una funcion continua y posiblemente no acotada. Entonces,

dados € > 0 y una solucion factible v para el problema de Kantorovich, existe T, : X —Y



1.2. EXISTENCIA DE MINIMIZANTES 17
que transporta p en v satisfaciendo

I(T) <I(y)+e.
Por lo tanto, para una tal ¢ vale la igualdad (1.12).

Este tdltimo teorema es en algtin sentido el mejor posible dado que deja de valer sin
continuidad o sin no—atomicidad de las medidas. En [26] puede verse un ejemplo en el que

se muestra la necesidad de la hipétesis de continuidad de ¢ para la validez del resultado.

Por otra parte, cuando las medidas son atémicas no se puede asegurar la existencia de
una 7' : X — Y que realice el transporte y la no validez de la igualdad (1.12) resulta una
cuestion trivial en esos casos. Mas interesante es la siguiente pregunta: si existe al menos
una T : X — Y que transporte p en v, jes necesaria la hipdtesis de no—atomicidad para
probar la igualdad (1.12)7 La respuesta es que si, como muestra el siguiente ejemplo dado

por Pratelli en [26].

Ejemplo 1.2.5. Sean X =Y = R2. Consideremos dos bolas disjuntas en R? de &rea %,

digamos By y Bs. Sean z1,z2 € R? puntos distintos y que no estén en ninguna de las

bolas.

Notemos £ a la medida 2-dimensional de Lebesgue y para £ C R? medible notemos

E‘E a la restriccion de £ a E.

Consideremos las medidas de probabilidad
1

1
V:M2:§5x2+£|B2

y la distancia euclidea c(x,y) = |z — y| como costo. Es facil ver que existen funciones

T : X — Y que transportan p en v. Por ejemplo, la dada por

() T , sl z =1
T) = ,
x4+ (rg—r1) ,si z€ B

donde 71 y 72 son los centros de las bolas B; y Bs respectivamente. Necesariamente se
tiene T'(x1) = x9 para cualquier T' que realice el transporte de p a v y esta observacién

resulta en la siguiente cota inferior para I(7T) :

1) = [ =Tl du) 2 [ e =T dpe) = el
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Como la cota vale para toda T que transporte p en v, resulta

1
inf I(T) > =|x1 — . 1.13
P it IT) 2 ey = (1.13)
La idea del ejemplo es tomar By lejos de By, x1 cerca de By y xo cerca de Bj. Si la
distancia entre B; y Bs es mucho mayor que las distancias entre x1 y By y entre xo y
Bi, es intuitivamente claro que la solucién 6ptima al problema de Kantorovich consiste en

concentrar la masa de B; en x5 y deshacer el &tomo de p en x; distribuyéndolo en Bs.

o I 1 e

Figura 1.1: soportes de p y v

Es claro que I(y«) < +o00 para cualquier minimizante -y, del problema de Kantorovich.
Sien (Fig. 1.1) movemos By y z rigidamente hacia la derecha — i.e. sin generar movimien-
to relativo entre ellos — , el valor 6ptimo del problema de Kantorovich no va a modificarse.
Moviendo By y z; lo suficientemente hacia la derecha como para que |z —x2| > 2 I(74),
habremos conseguido

f I(T) > Lo —wf > 1) = _min ()
in —|lry —=x = min :
T:Typ=v =2 b YEA(n,v) 7
Esto prueba que el infimo del problema de Monge es estrictamente mayor que el minimo

del problema de Kantorovich. Notar que en este ejemplo el infimo del problema de Monge

es también un minimo. A

1.3. El caso finito

Si X e Y son conjuntos finitos y p, ¥ son combinaciones convexas de deltas, el problema

de Kantorovich se reduce a un problema de programacion lineal finita. Consideremos
X ={z1,29,...,2m}, Y ={y1,92,...,yn} y supongamos que

m n

#:Zﬂldm y v= Vj(syj )
j=1

=1
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donde p; y v; son pesos no negativos para cada 4, j. Para transportar masa desde x; hasta
y; tenemos costo ¢;; y por lo tanto ¢ : X x Y — R estd dada por c(xz;,y;) = ¢;; para cada

i,7. Toda medida v € A(u,v) es de la forma
m n
fy = Z Z%’j(sxi,yj 9
i=1 j=1
donde los pesos (7;;)i; satisfacen
n m
Z%‘jzm,lﬁiﬁm y Z%j:’/jvlgjgn'
j=1 i=1

Luego, el problema de transporte 6ptimo de Kantorovich es un problema de programacion

lineal finita:

m n
minimizar E E VijCij

i=1 j=1
n
sujeto a Z%j = 1 1<i<m (1.14)
j=1
m
Z%‘jzvj I1<j<n.
i=1

La medida producto p ® v = Zij piVj0z,; ,; muestra que el problema es factible. Por otra
parte, para cualquier solucién factible «y resulta 0 < v;; < 1y entonces la existencia de un
minimizante es inmediata por tratarse de un problema de minimizacién de un funcional
continuo en un compacto no vacio de R™*", La dificultad en este caso, relevante para
las aplicaciones, es la obtencién de algoritmos eficientes para encontrar minimizantes. La
bibliografia es extensa y se conocen algoritmos eficientes para resolver estos problemas

desde mediados del siglo pasado. Estos temas pueden leerse en [24].
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Capitulo 2

Dualidad de Kantorovich

El objetivo principal de este capitulo es probar la equivalencia entre dos formulaciones
distintas del problema de Kantorovich: la mencionada anteriormente, llamada primal, y
una alternativa llamada dual que estarda dada por un problema de maximizacion. Los
valores Optimos de estos problemas coincidirdn y es en este sentido que ambos seran
equivalentes. Como aplicacién de este resultado, en el capitulo 4 obtendremos soluciones

explicitas para el problema de Monge a partir de maximizantes del problema dual.

Veremos primero los teoremas de dualidad en el caso finito y las dificultades que
aparecen al intentar generalizar estos resultados al caso no finito. Luego estudiremos los
teoremas de dualidad en el contexto de espacios polacos. La 1ltima seccién estara destinada

a probar una forma especial de dualidad cuando el costo proviene de una métrica.

2.1. Dualidad en el caso finito

Consideremos el problema de estudiar la eficiencia de una solucién factible para un
problema de transporte finito. Siguiendo con la notacién de 1.3, en el caso finito el problema

de Kantorovich se reduce al programa lineal dado por

m n
minimizar E E YijCij

i=1 j=1

n
sujeto a Z%j = 1 1<i<m (2.1)
j=1

m
=y 1<ji<n.
i=1

21
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Cada solucién factible v = (v;;)i; de (2.1) tiene costo p = > i, >0 vi5¢i5. Llamando
p* al costo minimo, una medida de la eficiencia de v como solucién de (2.1) estd dada por
el error relativo de p como aproximacién de p*. Como p* es desconocido, conocer una cota

inferior p para p* es util para acotar el error de aproximacién:

p—p pP—p_p—Pp

3
*
3

Una forma de sistematizar la construccién de cotas inferiores para p* consiste en tomar
combinaciones lineales de las restricciones de (2.1) que acoten por abajo la funcién objetivo
del problema (2.1). Para esto consideremos nimeros reales (¢;); y (¢j); a determinar y

multipliquemos las restricciones de (2.1) para obtener
n
Z%’%‘j = Qi 1<i<m
j=1

m
> =ty 1<ji<n.
i=1

Sumando estas expresiones sobre i y j tenemos
m n m n n m m n
D i+ Y Wi =YD 0+ D = > (@i + i)y
i=1 j=1 i=1 j=1 j=1i=1 i=1 j=1

y esto dice que si (¢;); ¥ (¢); son elegidos de modo que
i+ < ¢ (2.2)

para todo par ¢, j de indices, entonces tendremos

m n m n
D i+ Y iy <Y ey - (2.3)
i=1 Jj=1

i=1 j=1

Notar que en el lado izquierdo de esta tultima expresion tendremos una cota inferior
para el costo de cualquier solucién factible de (2.1) siempre que (¢;); ¥ (¥j); y verifiquen
(2.2). Buscar la mejor de las cotas inferiores para el lado derecho de (2.3) induce el siguiente

programa lineal:

m n
maximizar Z Pipli + Z Vjv;
i=1 j=1 24)

sujeto a SDierjSCij 1<1<m,1<5<n.
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Llamamos primal al problema (2.1) y decimos que (2.4) es su problema dual. Notando
p* v d* a los valores 6ptimos de los problemas primal y dual respectivamente, es claro a
partir de la construccién del problema dual que d* < p*. Si nuestro objetivo es conocer el
valor éptimo del problema primal, saber que d* = p* nos permitiria estudiar el problema
dual en lugar del primal y calcular su valor 6ptimo. En principio sélo podriamos afirmar
d* < p* y, de hecho, existen problemas de optimizaciéon en los que tiene sentido una

dualidad como la anterior pero d* < p*.

Llamamos gap de dualidad a la diferencia p* — d* y teorema de dualidad a
cualquier teorema que dé condiciones bajo las cuales el gap de dualidad es cero. La utilidad
de un tal teorema es clara: permite pasar de un problema a su dual, el cual es equivalente
al primero en el sentido de que comparte con éste su valor éptimo. En [24] o [7] pueden
verse los dos teoremas fundamentales de dualidad en dimensién finita que enunciamos a

continuacion.

Dados A € R™*", b e R™*! y ¢ € R"*!, consideremos los problemas

(P) minimizar ¢z y (D) maximizar  y'b
sujetoa Ar=b, x>0 sujetoa Aly <c, yeR™!

donde las desigualdades matriciales deben leerse componente a componente. Notar que (D)

es el problema dual del primal (P). Con estas notaciones tenemos los siguientes resultados.

Teorema 2.1.1 (Teorema débil de dualidad en dimensidn finita). Dadas soluciones
factibles x ey de los problemas primal y dual respectivamente, se tiene y'b < ctx. Es decir,
el costo de cualquier solucion factible del problema dual es menor o igual que el costo de

cualquier solucion factible del problema primal.

Teorema 2.1.2 (Teorema fuerte de dualidad en dimensién finita). Si el problema
primal admite un minimizante, entonces el problema dual también y los valores dptimos
de los problemas coinciden. Es decir, si el problema primal admite un minimizante el gap

de dualidad es cero.

Una consecuencia inmediata del teorema fuerte de dualidad es que el problema (2.1)
tiene gap de dualidad nulo: como se vio en 1.3, la existencia de un minimizante para el

primal es una consecuencia de la compacidad y por lo tanto aplica el teorema 2.1.2.

En el caso general no es tan facil obtener teoremas de dualidad como lo es en caso
finito. En primer lugar, no es tan simple enunciar un problema dual que tenga chances de
satisfacer un teorema de dualidad. En segundo lugar, una vez enunciado el problema dual
es mucho mas complicado probar teoremas en el contexto de espacios polacos abstractos

y medidas no atémicas que en R” con medidas atémicas.
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Cambiando sumas por integrales podemos dar una expresiéon para el problema primal

totalmente andloga a la dada en el caso finito:

minimizar / c(z,y)dy(z,y)
XxY (2.5)

sujetoa vy € A(u,v) .

Las manipulaciones necesarias para deducir el problema dual en el caso finito dependen
esencialmente de la linealidad de las sumas. Hay un tnico detalle adicional que es la
permutacién de dos sumatorias, pero en todo caso seria facil de resolver en el caso general
trabajando con funciones de costo no negativas. La diferencia importante con el caso
finito es que ahora (¢;); y (¢;); deben ser funciones y entonces importan cuestiones de

medibilidad e integrabilidad.

Debemos especificar un espacio para las funciones ¢ y ¢ de modo que las integrales
cuya suma se desea maximizar no se indefinan. Restringiéndonos a pares (¢, ¢) dados por

funciones borelianas
@: X = [—00;+00), @€ L'(u)

Y = [—o0;+00), @€ LY (v),

el problema dual se puede formular como

maximizar /go(l‘) du(@-l—/ Y(y) dv(y)
X Y

sujetoa () +Y(y) < c(z,y) para todo (z,y) € X XY .

(2.6)

Esta formulacién es esencialmente minima en el sentido de que con menos hipdtesis
ni siquiera tiene sentido el enunciado. El siguiente ejemplo tomado de [6] muestra que sin

hipétesis adicionales no es posible garantizar que el gap de dualidad sea cero.

Ejemplo 2.1.3. Sean X =Y = [0,1], u = v la medida de Lebesgue en [0, 1] y ¢ la funcién
de costo dada por

0 ,si0<y<z<1,
clr,y)=< 1 |, si0<y=z<1,
4o , si0<zx<y<l.
Notar que v = (Id x Id) 4 € A(u, v) tiene costo 1. Para probar que el valor éptimo p* del

problema primal es 1 basta ver que (Id x Id)xp es el tnico plan de transporte con costo

finito.

Tomemos v € A(u, V) con costo finito y definamos A = {(z,y) € X xY : y < x}.
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Por la finitud del costo de 7 resulta v(A¢) = 0 y por lo tanto y(F) = v(E N A) para todo
Een X xY.Parate (0,1) consideremos

T,={(z,y) eXxY : 0<y<z,0<z<t},
Rt:{(x,y)EXXY 0<y<t,t<e<l1 }

Tenemos

p([0,t]) = ([0, ] x [0, 1]) = ~(([0, 2] x [0,1]) N A) = ~+(T3) ,
v([0,2]) = 7([0,1] x [0,2]) = ~(([0, 1] x [0,¢]) " A) = y(T: U Ry) = y(T}) +v(Ry) -

Como p = v resulta y(R;) = 0 para todo t € (0,1). Si (z,y) € X X Y es tal que
y < x, tomando t € (y,x) resulta (z,y) € R;. Tomando una enumeracién de los racionales

{tn}neny = QN (0,1) tenemos

{(z,y) €[0,1]x[0,1] : y<a}=|]J R, .
neN

Por lo tanto v({(z,y) € [0,1] x [0,1] : z # y}) = 0 y entonces 7 estd concentrada en
la diagonal. Pero la tnica medida v € A(u,v) concentrada en la diagonal es (Id x Id)xpu.

Esto termina de probar que p* = 1.

Veamos ahora que el valor éptimo del problema dual es d* = 0 y que, por lo tanto, el

gap de dualidad es p* —d* =1 > 0.

Sea (¢, 1) un par admisible para el problema dual. Dado ¢ > 0 fijo, para cada x € [¢, 1]
se tiene ¢(x) + ¢Y(z —¢) < ¢(x,z —e) = 0 y entonces

02/Elgo(x)—l—w(a:—z—:)dx:/Elgp(w)dﬂc+/€lw(m—s)d1::
:/:p(a:)dm+ @) de

0

Tomando limite cuando € — 01 resulta

o= | e de + / ) di = [ et dnte)+ [ vwavty)

Tomando supremo sobre todos los pares admisibles (p, 1)) resulta d* < 0y, como el par

(0,0) es admisible, entonces d* = 0. A
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2.2. Teorema de dualidad de Kantorovich 1

Antes de enunciar y probar los teoremas de dualidad de Kantorovich fijemos la notacién
que usaremos en esta seccién. Sean X e Y espacios polacos y consideremos p y v medidas

borelianas de probabilidad en X e Y respectivamente.

Definimos los funcionales lineales I y J por

I('y)=/XXyC(w,y)d'y<m,y) ; J(¢,¢)=/X<pdu+/ywdv

para v € P(X xY) y (p,9) en L' () x L*(v).

Notamos F, al conjunto de pares (p,1) € L'(u) x L'(v) tales que

o(r) +P(y) < c(z,y)

para p-c.t. ¢ € X y v-c.t. y € Y. Notamos F. N Cp, al conjunto de pares (p,1) de F.
con ¢ y 1 continuas y acotadas. Cuando sea necesario enfatizar la diferencia entre F. y
F.NCy, usaremos la notacién F.N L' para F.. Recordar que notamos A(yu, v) al conjunto

de planes de transporte de p a v.

Llamamos problema primal de Kantorovich al problema

minimizar  1(7)
sujetoa v e A(p,v)

y problema dual de Kantorovich al problema

maximizar  J(p, )
sujetoa  (p,9) € Fe.

Notar que, en principio, el minimo y el méximo de los problemas primal y dual podrian

ser s6lo infimo y supremo respectivamente.

Proposicién 2.2.1 (Teorema débil de dualidad). Sean X eY espacios polacos y sean
p e P(X) yv e P(Y) medidas borelianas de probabilidad. Para cualquier funcién de costo
c: X XY — RsoU {400} boreliana valen las desigualdades

sup J(p,¥) < sup J(p,9) < inf I(y). (2.7)
FeNChy FeNnL1 YEA(1,V)

Mas aun, el infimo en (2.7) es un minimo.
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Demostracion. La desigualdad a la izquierda de (2.7) es trivial a partir de la inclusién
F.NCy C F.NL'. Luego basta probar la desigualdad de la derecha. Sean (i, ) en F.NL!
y v en A(u,v). Por definicién de A(u,v) vale

J(sm/})Z/)(sodqu/Y¢dV=/XXys0(fv)+¢(y) dy(z,y) -

Ademis vale

p(x) +¥(y) < clz,y)
para p-c.t. x € X y v-c.t. y € Y y, entonces, es posible considerar borelianos N, N,
satisfaciendo u(N;) = v(Ny) = 0 y tales que esta desigualdad valga en Ng x N, /. Tenemos
(Ng x Ny)° C (Nz X Y) U (X x Ny)
y por lo tanto
Y((Ng X N;)C) < AN xY) + (X x Ny) = pu(Ny) +v(Ny) =0,

donde la antetltima igualdad es consecuencia de que v esté en A(u, v). Asi, la desigualdad

o(r) +(y) < c(z,y)

vale en v-c.t.p. dado que vale en N x Ny. Luego vale

J(@W)Z/Xxy o(x) +P(y) dy(x,y) S/X c(x,y) dy(z,y) = 1(v).

xY
Tomando supremo en (¢, 1) e infimo en v resulta la desigualdad a la derecha de (2.7).

Que el infimo en (2.7) es un minimo resulta de la existencia de minimizantes para el

problema de Kantorovich probada en 1.2.2. N

El siguiente teorema es la generalizacion al caso no finito del teorema fuerte de dualidad
enunciado en 2.1.2 para el caso finito. Notar que se necesitan hipotesis adicionales sobre

la funcién de costo ¢ para poder probar el resultado.

Teorema 2.2.2 (Dualidad de Kantorovich - primera versién). Sean X eY espacios
polacos dotados de sendas medidas borelianas de probabilidad p € P(X) yv € P(Y). Sea

c: X XY = RsoU {400} una funcién de costo semicontinua inferiormente. Entonces

sup_ J(pw) = inf I(5). (2.8)
(o) EFe YEA(p,v)
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Adicionalmente, el infimo de (2.8) es un minimo y el supremo permanece inalterado si el

supremo se toma sobre F. N Ch.

Para probar esta versién del teorema de dualidad de Kantorovich vamos a escribir el
problema inf e 4(,,) I (7) como un problema de tipo “inf sup” y probar que éste puede

ser reescrito como uno de tipo “sup inf 7.

Antes de dar una demostracién rigurosa dejemos en claro su estructura formal. Para

esto definamos primero la funcién caracteristica de A(u,v):

0 ,sivyeA(p,v)
Xa(v) = -
400 , sino

Un truco comin en optimizacién restringida es permitir agrandar el conjunto sobre el
que se estd optimizando a la vez que se agrega una penalizacién en la funcién objetivo
a optimizar. La utilidad de esta penalizacién es hacer que el punto donde se alcanza el
6ptimo permanezca en el dominio original del problema, idealmente en el mismo lugar o

controladamente cerca del punto en el que se alcanzaba el éptimo en el problema original.
En nuestro caso la idea funciona particularmente bien: si pensamos A(u,r) como un

subconjunto de M (X x Y') podemos afirmar

imf I(y) = iof  I(y)+Xa(). 2.9
it TO) = e T+ Xal) (2.9)

Es facil probar que

= { [ oans [vav— [ e@ v}, e

donde el supremo se toma sobre los pares de funciones (¢, %) € Cp(X) x Cp(Y). Si ahora

reemplazamos (2.10) en (2.9) obtenemos

mf 10)= it s { [ pdut [war= [ o)+ 0) - el ) dra}.

YEA(p,V) YEM 4 (X XY) (o4p)

La parte esencial de la demostracién consiste probar que es posible invertir el orden del

infimo y el supremo. Asumiendo que es posible hacer esto, tenemos

wf 100 = s { [ pdut [ = s | (o) + i) o) drla) |

YEA(,V) () YEM4 (X XY)
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Similarmente, podemos definir la funcién caracteristica de F. y probar

, si(yp, Fe
el =i O SIS /X @) +0() — el drlan)

400 , sino YEM (X XY)

Asi, obtenemos
inf [ = sup / d +/ Ydvy,
vEA(uY) ) (so,w)efc{ xTHT Ly }

que es la igualdad buscada.

La parte delicada de la demostracion es el paso en el que se invierten el supremo y
el infimo. Una forma de hacer esto rigurosamente es utilizando un teorema de dualidad
de analisis convexo y separando la demostracién en casos, pues cuando X e Y no son

compactos aparecen algunas dificultades técnicas adicionales.

Vamos a estructurar la demostracién del teorema de dualidad de Kantorovich 2.2.2 en

tres pasos, probando resultados de generalidad creciente:

1. Probar el teorema de dualidad de Kantorovich para el caso en el que X e Y son
compactos y ¢ es continua. En este paso vamos a necesitar el teorema de dualidad
de Fenchel-Rockafellar A.2.7 para invertir el orden en el que se toman un supremo
y un infimo. Este es el contenido de la proposicion 2.2.3.

2. Probar el teorema de dualidad de Kantorovich para el caso en el que c es acotada y

uniformemente continua. Esto se prueba en 2.2.4.

3. Probar el teorema de dualidad de Kantorovich 2.2.2. Esto se prueba en la pagina 36.

Probemos primero la dualidad de Kantorovich asumiendo que X e Y son compactos y
c continua. Para la demostracion de la dualidad en este caso particular vamos a invocar

el teorema de dualidad de Fenchel-Rockafellar A.2.7.

Proposicion 2.2.3. Sean X e Y espacios métricos compactos y p, v medidas borelianas
de probabilidad en X e Y respectivamente. Si ¢ : X XY — R>o U {+00} es una funcion

de costo continua, entonces

sup J(p,¢p) = iIf I(y).
(o) EFe yEA(p,V)

Adicionalmente, en esta igualdad el infimo es un minimo y el supremo no cambia si se

toma sobre F. N Cy,.

Demostracion. El espacio producto X X Y es compacto porque X e Y los son y, por lo

tanto, ¢ es acotada por ser continua en un compacto. Consideremos Cj(X x Y), el espacio
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de las funciones continuas y acotadas en X x Y equipado con la norma del supremo. En
virtud del teorema de Riesz—Markov su espacio dual puede ser identificado con M (X xY'),
el espacio de las medidas de Radon regulares en X x Y normado por la variacién total.
Con esta correspondencia, cada funcional lineal no negativa en Cyp(X x Y') estd definida

por una medida boreliana regular y no negativa.

Consideremos ahora dos funciones © y = definidas en C,(X x Y') asi:

0:Cy(X xY) — RU{+00}

0 ) si U(l‘,y) Z _C(J")y)
u

400 , sino

E:Cb(XXY> — RU{+OO}

Ixedu+ [yddv , siu(z,y) = (@) +9(y)

+o00 , sino

Notar que E estd bien definida. Para verlo, notar que si ¢(z) + ¥ (y) = p(x) + J(y),
entonces existe s en R tal que p = ¢+sy ) = 1; —s. Siendo p y v medidas de probabilidad

resulta

/apdu+/wdy—/ (ﬁdqu/ sdu+/idu—/sdu—/ adu+/{/5du.
X Y X X Y Y X Y

Es claro que © es convexa dado que D(O) es convexo y © es convexa cuando se la
restringe a D(0). La convexidad de Z se prueba andlogamente. Observemos ademas que
©(1) =0 < 400y que Z(1) = 1 < +o0. Para probar que © es continua en 1 basta observar
que si u € Cyp(X x Y) cumple |u — 1|l < 3, entonces —c < 0 < 3 < u y por lo tanto
|©(u) —O(1)| =|0—0| =0.

A partir de las observaciones anteriores podemos aplicar el teorema de dualidad de

Fenchel-Rockafellar A.2.7 a las funciones © y = para concluir

inf {O(w) +E(w)} = mdx { —O7(=7) —E"(n)}. (2.11)

Veamos que la igualdad (2.11) implica la tesis del teorema de dualidad de Kantorovich.
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En primer lugar, el lado izquierdo de (2.11) estd dado por

inf{/){gpdu%—/yll}dv : <p(:v)+¢}(y)2—c($ay)}

=it { = [ [ (ol [ oy (o) + (o)) < clan)}
—int { [ [ pdut [ war] ¢ plw) + 00 < o)}

= —sup {J(p.¥) : (¢,0) € Fen G . (2.12)
Es decir, el lado izquierdo de (2.11) concide con —supz ¢, J (%)

Para computar el lado derecho de (2.11) necesitamos conocer primero las transformadas

de Legendre—Fenchel de © y E. Para cada v € M (X X Y') tenemos

9*(_’7) = uecil(l)l()xy) { - /X><Y U(%?/) d/Y(x?y) : U(xjy) - _C(x’ y)} (2 13)

= s { [ undiey) ey <clon)
ueCh(X xY) XxY

Si v no es una medida no negativa, puede afirmarse que existe una funcién no positiva
v € Cy(X xY) — y por lo tanto menor o igual que ¢ — tal que [vdy > 0. Tomando
u = nv con n — +00 se ve que el supremo (2.13) es +00. Si 7y es no negativa el supremo

(2.13) es claramente [ ¢dy. Tenemos

Jxxy c@y)dy(z,y) , siye My(X xY)

400 , Sl no

0" (—y) = (2.14)

Un razonamiento similar muestra que Z*(+y) es la funcién caracteristica de A(u,v):

. 0 . siveA)
= (y) = . (2.15)

+00 , sino

Ahora si computamos el lado derecho de (2.11) usando (2.14) y (2.15)

x { — 0 (=) —=* ()} = — min {O* (=) + (N} = — min I(7). (2.1
mix { —0"(—7) —='())} = — min {6"(—7) + =" (")} JJuin 1(7) (2.16)
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Juntando (2.16) con (2.12) tenemos la igualdad

min I(y) = sup J(p,9)
yEA(p,v) FeNCh

y ésta, junto con 2.2.1, prueba la dualidad de Kantorovich bajo las hipétesis asumidas. W

Notar que cuando X e Y son compactos cualquier ¢ continua es uniformemente continua
y acotada en X X Y. Para la siguiente versién de la dualidad de Kantorovich vamos
a prescindir de la hipotesis de compacidad de X e Y pero manteniendo la continuidad

uniforme y la acotacién de c.

Proposicion 2.2.4. Sean X eY espacios polacos y p, v medidas borelianas de probabilidad
en X eY respectivamente. Si c: X xY — RxoU {400} es una funcién de costo acotada

y uniformemente continua, entonces

sup J(p,¢) = inf I(v).
(o) EFe yEA(p,V)
Adicionalmente, en esta igualdad el infimo es un minimo y el supremo no cambia si se

toma sobre F. N Ch.

Demostracion. Por 1.2.2 existe un plan 6ptimo -, para el problema de Kantorovich

I(v«) = inf I(v).

)= ) 1)
La idea de la demostracién es restringir el problema a un producto de compactos Xg X Yy
en el que se pueda usar 2.2.3 para después obtener un par de funciones (@, 1,) que dé un
valor de J(@y, %) cercano a I(7.). Esta cercanfa dependera de qué tan bien aproxime
XoxYyaX xY en un sentido que precisaremos mas adelante. Lo importante para la

prueba es que la aproximacién pueda hacerse arbitrariamente buena.

Sea § > 0. El espacio producto X x Y es polaco porque X e Y lo son y, por lo
tanto, 7. € M(X x Y) es rigida. Luego existen Xo C X e Yy C Y compactos tales que
p(X\Xo) <6, v(Y\Yp) < § y entonces

Y+ ((Xo X ¥0)) = 7 ((X x Y)\(Xo x ¥p)) < 26. (2.17)

Vamos a considerar el problema de Kantorovich y su formulaciéon dual restringidas a X
e Yy. Para distinguir los problemas notaremos con subindices 0 los objetos del problema

restringido como detallamos a continuacion.
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Definamos primero

1X0><Y0

W) = ————————— Yy X Y; 2.18
Y0 %(X(]XYO)V € P(Xo x Yp) (2.18)

y también pg = m1Y.0 ¥ Yo = m2Yx0. Consideremos las medidas de probabilidad pg en Xo,
vy en Yy y notemos Ag(po, o) al conjunto de las medidas borelianas de probabilidad en

Xo x Yy con marginales ug y vp.

Para v € Ao(uo,v0) ¥ (¢o,%0) en L' (pg) x L' (1) definamos
To(70) = / (@, y)dro(z,y) vy Jolpo, o) = / podpo + [ o dry -
XoxYo Xo Yo
Notemos Fo al conjunto de pares (g, 10) en L' (ug) x L' (1) tales que

wo(r) +1o(y) < c(x,y)

para po-c.t. x € Xg y vp-c.t. y € Yp.

Por 2.2.3 la dualidad de Kantorovich es valida en Xy x Yy y por lo tanto existen

o € Aok, 0) ¥ (P0,%0) en Feo tales que

In(W) = . EAl'fgL )10(70) = sup  Jo(wo, o)
0€Ao(1o,v0 g
- (¢0,%0)EFeo (2.19)
Jo(@o,%0) > sup  Jo(wo,0) — 0.
(p0,%0)EFco
Definamos ¥ € A(u,v) como
:y = fY*(XO X }/b) : 50 + 1(X0><Y0)c SN (220)

Para verificar que efectivamente 7 € A(u,v) se debe usar (2.18) y tener en cuenta que

T1V+0 = Mo = T170 Y T2Y+0 = Yo = T27o. Lenemos

13) = / () Az ) = 72 (Xo x Yo)Io(Fo) + / () dy(,y) <
XY (XoxYp)e

< Io(50) + 20]|¢|loc = Inf Iy + 20||¢||o

y entonces

inf I = inf I + 26||cl|so -
it () A 0(10) el
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Ahora vamos a modificar (gZo,QZQ) para obtener un par (,,1,) que dé un valor de
J(Pg, 1) cercano a I(7x). Més precisamente, un valor lo suficientemente cercano de modo

tal que la separacién entre J(@y, %) e I(7«) tienda a cero cuando v — 0.

Podemos asumir que @o(z) + to(y) < c(z,y) para todo (z,y) € Xo X Yp si tenemos el

cuidado de redefinir ¢ y QZ como —oo en conjuntos nulos adecuados.

Supongamos adicionalmente que § < 1, lo cual no invalida ningiin argumento anterior.

Como Jy(0,0) = 0 entonces sup Jyp > 0 y por lo tanto
/ Bo(@) + o(y) do(x,y) = Jo(o, o) > supJo — 6 > —3 > —1
X()XY()

para todo vy € Ag(po, o). Luego existe (xo,y0) € Xo X Yy tal que @o(xo) + ibvo(yo) > —1.
Para todo s € R el par (g —s, 1,;0 + s) sigue estando en F y deja invariante el valor de Jp.
Es posible elegir s de modo que @o(xg) + s > —% y Jo(yo) — 5> —%. Luego, cambiando
({50,1;0) por un par de la forma (py — S,IZ{) + s) si es necesario, podemos suponer que

Po(zo) > =3 ¥ Yolvo) > —3.

Para todo (z,y) € Xo x Yy tenemos

Fol) < cla,yo) — Folo) < cla,0) + 5 (221)

- _ 1
Yo(y) < c(wo,y) — Po(zo) < e(zo,y) + 3 (2.22)
Para cada x € X definimos

Polw) = fnf c(z,y) - Yo(y)- (2.23)

Notar que @, es continua en X. Como (o, {/;0) € Foo tenemos ¢o < @, en Xp y entonces

JO(EO,JO) > Jo(cﬁo,zzo). Podemos controlar @, por arriba y por abajo. Por (2.21) resulta

Bo(x) = mf e(x,y) — Poly) < elz, yo) — Polyo) < elx, yo) + 1
yeYo 2

y esto da la cota
_ ~ 1
Po(z) < c(z,y0) — Yo(vo) < c(z,y0) + 5

para todo x € X.
Por otra parte, la desigualdad

clz,y) = doly) = c(x,y) — c(wo, y) + c(z0,y) — Yo(y) = (cla,y) — e(z0,y)) — %
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resulta de (2.22). Tomando infimo a ambos lados de ésta conseguimos

~ 1
_ _ B > ¢ B 1 ‘
Po(x) = Inf c(z,y) = Yoly) 2 inf e(w,y) —clz0,y) = 3 (2.24)
para todo = € X.
Para cada y € Y definimos
Yoly) = inf c(x,y) — Po(2). (2.25)

zeX

Por definicién de 9, tenemos que (@, 1) estd en F. y por lo tanto su restriccién a

Xo x Yp estd en Fro. Ademds, por (2.23) y (2.25) vale que 1;0 < 1, en Yy y entonces
Jo(@o» o) = Jo(@9,%0) = Jo(Po, o)

Se pueden obtener cotas para 1, similares a las obtenidas para @ :

1

EO(y) > ;tig; C(.CC, y) - C(%Z/o) - 5 (226)

Foly) < elw0,) — Folo) < elo,) — Folwo) < elwo,y) + 5

Como consecuencia de (2.24) y (2.26) tenemos las desigualdades

@o(z) = =2([¢l|oc —
(2.27)

Yo(y) = —2lclloc —

N =N =

paratodox € X ey €Y.

Ahora acotamos J (@, %) por abajo

T (@or o) = /X Bodp+ /Y Podv = /X Bo@) +T(s) drlay) =
- / Bo(z) + Boly) dnlzy) + / 2o(@) + Do) dralz,y). (2.28)
XoxYo

(Xo XYO)C

Reescribiendo (2.28) segiin (2.18) tenemos

Bo(z) + Toly) dyolz,y)+ / Bo(@) + Toly) ().

3@, Bo) = 7 (Xox¥e) [ o
o (2.29)

X()XY()



36 CAPITULO 2. DUALIDAD DE KANTOROVICH

Recordando la definicién de Jy y aplicando las cotas (2.17) y (2.27) en (2.29) resulta

J (@, 1h0) = (1 = 20)Jo(Zo,100) — (4llelloo + 1)74((Xo x ¥5)%) =
> (1= 26)Jo(@o, o) — 2(4llclloc + 1)d.  (2.30)

Como Jo(By, ¥o) = Jo(Po, ¥0) y tenemos (2.19), a partir de (2.30) resulta
T (@0, P0) > (1 = 26)Jo(Bo, o) — 2(4elloc + 1)8 >

> (1 —26)(inf Iy — ) — 2(4) c/|oc + 1)8 > (2.31)
> (1 —20)(inf I — 6(2[lcfloc + 1)) — 2(4]|¢[|oc + 1)0.

Finalmente, tenemos
sup J > (1 —26)(inf I — 6(2|/clloo + 1)) — 2(4/|c]loo + 1)0.

Cuando § — 07 resulta

supJ > inf [
Fe A(pv)

y por lo tanto la proposicién queda demostrada. W
Ahora si estamos en condiciones de dar la demostracién de 2.2.2 en toda su generalidad.

Demostracion de 2.2.2. Recordar que por 2.2.1 basta ver que

inf I(y) < sup J(p, ). (2.32)
yEA(p,V) (@) EFNCY

Por A.1.4 podemos escribir ¢ = sup,, ¢, para una sucesién no decreciente (c,), de
funciones uniformemente continuas y no negativas en X x Y. Cambiando ¢, por inf {¢,,n}

si es necesario, podemos asumir que las ¢, estdan acotadas sin perder generalidad.

Consideramos la familia de problemas de Kantorovich en A(u,r) inducidos por los

funcionales

In(’)’) :L(Xchd7 (2'33)

para cada n en N.

Por el caso particular de la dualidad de Kantorovich probado en 2.2.4 sabemos que
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para cada n en N vale la igualdad

if I(y)= suwp  J(pv). (2:34)
’YGA(HHV) (4.0771’)6-7'171

Dado que ¢, < ¢ para todo n, es claro que si (p,1)) estd en F, entonces también estd en

Fe. Esta observacién prueba las desigualdades

sup  J(p,p) < sup  J(p, 1) (2.35)
(@777/))6]:Cn (90771))6]:6

para todo n en N. Notar que este mismo argumento prueba también las desigualdades en
Cyp(X) x Cyp(Y) y en LY(p) x L (v).

Dado que (¢y,), es no decreciente y ¢, < ¢ para todo n, entonces dados m < n tenemos

In(v) < In(y) < 1(v) (2.36)

para toda vy en A(u,v). De la desigualdad a la izquierda de (2.36) resulta que

inf I,
YEA(p,v) @)

define una sucesiéon mondtona en n. Por la desigualdad a la derecha de (2.36) esta sucesién

es acotada y por lo tanto

lim inf I, =su inf I, < inf I . 2.37
n yeA(p,v) ™ anGA(u,V) ™ yEA(p,V) ™ ( )
Veamos que
sup inf I,(v)= inf I(y). 2.38
n YEA(wY) ™ yEA(p,V) ™ ( )

Dado que ya probamos (2.37), basta probar

Iim inf I, > inf I 2.39
m if () o () (2.39)

para obtener (2.38).

Por 1.2.2, para cada n existe una medida 7, en A(u,v) y, con el mismo argumento que
en 1.2.2, podemos suponer que (), converge débilmente a 7, € A(u,v). Dados m <n'y

cambiando v por v, en la desigualdad a la izquierda de (2.36), tenemos

lim inf 1, () = Um I, () = dmsup I, (vy,) > limsup I, (vn) > Im(7s) -
nov n n n



38 CAPITULO 2. DUALIDAD DE KANTOROVICH

Por el teorema de convergencia mondtona tenemos I, (7x) — I(7+) vy, junto con la

desigualdad anterior, esto prueba (2.38). Combinado (2.34) con (2.35) tenemos

inf In(’)/) < sup ‘]((pa ¢) :
YEA(p,v) () EFNCh

Tomando supremo del lado izquierdo y usando (2.38) se prueba la desigualdad (2.32). W

2.3. Convexidad generalizada I

En esta seccién vamos a definir la c-transformada y el concepto de c-concavidad. Estas
nociones permiten generalizar a un contexto abstracto los conceptos de concavidad y de
transformada de Legendre—Fenchel — ver A.2.3 —. En conjunto, resultardn ttiles para
obtener una version refinada del teorema de dualidad 2.2.2 que, a su vez, permitird probar
la existencia de minimizantes para el problema de Monge. Continuaremos desarrollando
la teoria de convexidad generalizada en el capitulo siguiente y daremos una demostracion
alternativa del teorema de dualidad via una caracterizacion de las soluciones éptimas del

problema primal de Kantorovich.

Definicién 2.3.1. Dada una funcién ¢ : X xY — RU{+o0}, para cada ¢ : X — RU{—o0}

no constantemente —oo definimos su e-transformada como

©(y) = xl’g)f( c(x,y) — o(x).

Similarmente, para cada funcién 9 : Y — R U {—oc0} no constantemente infinita

definimos su e-transformada como

Y(x) = inf c(x,y) —P(y).

yey

Otro nombre para la c-transformada es c-conjugada.

Cuando la suma () + ¢°(y) no se indefine tenemos

() +¢°(y) < c(z,y), (2.40)

de manera analoga a lo que sucede en (A.2). Si inicialmente se tiene

o(r) +¥(y) < c(z,y)
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para todo (x,y), es facil ver que ¥ < ¢°y @ < Y°.

Salvo que haya indefiniciones del tipo co — oo, tiene sentido c-transformar funciones

mas de una vez. Por ejemplo, para ¢ como antes se tiene

e“(x) = (¢°)(x) = §g§ c(x,y) — ¢°(y).

Probaremos en 2.3.6 que para toda ¢ vale ¢ = ¢¢ y es por este motivo que no tiene

sentido c-transformar més de dos veces.

Observacion 2.3.2. Al menos formalmente, la transformada de Legendre—Fenchel de ¢
— cuya definiciéon puede verse en A.2.3 — se corresponderia con la c-transformada para

el caso particular

c(x,y) = —(y,7) = —evy(y) = —y(x)

del siguiente modo:

¢°(y) = f —(y,z) — ¢(x) = —sup (y, ) + ¢(z) = —sup (y, ) — (—¢)(x) = —(—¢)"(y) -

zeX TEX zEX
Luego ¢¢ = —(—¢)*. Como en el contexto de espacios normados tenemos las nociones
usuales de concavidad y convexidad, se tiene ¢ = —(—¢)* céncava por ser la funcién

(—p)* convexa. A

Definicién 2.3.3. Una funcién ¢ : X — R U {—o0} se dice c-céncava si existe alguna
funciéon ¢ : Y — R U {—o0}, ¥ # —o0, tal que ¢ = ¥°. Anédlogamente, una funcién
P Y — RU{—o0} se dice c-céncava si existe ¢ : X — RU{—o0}, p # —o0, tal que
P =

Un par de funciones c-cédncavas conjugadas es un par (¢, ) de funciones c-céncavas

como antes tales que ¢ = ¢ y ¥ = ©°.

Observacion 2.3.4. Continuando con la observacién 2.3.2, recordemos que gracias a A.2.6
es posible afirmar que toda funcion convexa y semicontinua inferiormente es supremo de
funciones afines. Andlogamente, toda funcién céncava y semicontinua superiormente es

infimo de funciones afines. Notar que si ¢ es c-concava entonces existe ¥ tal que

p(r) = y%fv c(x,y) —Y(y).

Podemos pensar que cada aplicacion

z = c(z,y) — P(y) (2.41)
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define una funcién afin generalizada. La analogia esta justificada pues cuando

C(‘Ta y) = _<yv $>

las aplicaciones definidas por (2.41) son afines en el sentido usual. Con esta analogia, la
definicién de c-concavidad dirfa que una funcion c-céncava se puede escribir como el infimo
de funciones afines generalizadas. El siguiente lema muestra que este hecho caracteriza a

las funciones c-céncavas. A

Lema 2.3.5. Una funcion ¢ : X — RU{—00} es c-concava si y sélo si existe una familia

{(yi,t:) Yier CY x RU {400} tal que

p(x) = nf c(z, y;) + &
el

para todo x en X.

Proposicién 2.3.6. Sean X e Y conjuntos no vacios y ¢ : X x Y — RU {+oo}. Sean
las funciones p : X - RU{—00} y ¢ :Y — RU{—00}. Entonces valen las siguientes

afirmaciones:

1. 51 ¢ estd bien definida, resulta ¢ < p* y se tiene la equivalencia:

cc

Y = <  es c-concava.

2. Si estdan bien definidas p° y p°C, entonces ¢ = p°°c.

3. Valen propiedades andlogas para i y sus c-transformadas.

Observacion 2.3.7. Notar que el primer item de la proposicion es una versién abstracta

del teorema de biconjugacién de Fenchel A.2.6. A

Demostracion de 2.3.6. Por (2.40) vale

p(r) < c(z,y) — ()
para todo par (z,y). Tomando infimo en y resulta

© < . (2.42)
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Es claro que para probar una desigualdad andloga para ¢¢, es decir ¢° < (¢©), basta
un razonamiento andlogo al anterior. Combinando esta observacién con (2.42) resulta

7 ) = fof cl@y) — () < fof elwy) - ple) = (@) < (0970) = ™)

para todo y en Y. Luego ¢¢ = ¢“, lo que demuestra el segundo item.

Es claro que si ¢ = ¢° entonces ¢ es c-céncava, pues ¢ = ¢@° = (¢°)¢ y entonces
© = Y tomando 1) = ¢°. La afirmacion reciproca resulta del segundo item, pues si ¢ = )¢

para alguna 1, entonces ¢ = (1)) = h¢ = ¢ = .

Para probar el tercer item basta observar que las definiciones de c-transformadas son

simétricas para X e Y. W

2.4. Teorema de dualidad de Kantorovich II

Usando el lenguaje y los resultados de la secciéon anterior es posible refinar el teorema
de dualidad de Kantorovich probando que el supremo del problema dual es en realidad un
méaximo. Esta segunda formulacién del teorema de dualidad es més fuerte que la primera

y apenas menos general.

Teorema 2.4.1 (Dualidad de Kantorovich - segunda versién). Sean X eY espacios
polacos dotados de sendas medidas borelianas de probabilidad 1 € P(X), v € P(Y) y sea
c: X xY — RsoU{+o0} una funcion de costo semicontinua inferiormente. Sea A(u,v)

el conjunto de las v € P(X x Y) tales que W;é’)/ =uy ﬂ'i’y =v.

Supongamos, ademds, que existen funciones no negativas cx en L'(u) y cy en L'(v)
tales que

c(z,y) < ex(z) +ev(y) (2.43)

para todo (x,y) en X X Y. Entonces

min I(y) = méx{ / gpd,u—i—/ dv 1 (p,¢%) € LY(u) x LY(v) y ¢ c-céncava }
vEA(pY) X Y
(2.44)

Luego, existen un par de funciones c-conjugadas (p, ¢¢) en L' (u) x LY (v) y una medida

boreliana de probabilidad v, € A(u,v) tales que

I(v:) = J(p, ¥°).
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Demostracion. En [33] puede verse una demostracién para el caso en el que X e Y son
compactos y ¢ continua. La extensién por aproximacion al caso general puede verse en [32].
En [37] hay indicaciones para una demostracién directa del caso general. En 3.3 daremos

una demostracién distinta basada en la exposicién de [2]. W

Definicion 2.4.2. Se llama potencial c-concavo para el problema de Kantorovich en
cuestién a cualquier funcién c-céncava ¢ que induzca un maximizante (g, ¢°) para el
problema dual definido en 2.4.1. Otros nombres posibles son potencial de Kantorovich

o simplemente potencial, cuando no hay ambigiiedad sobre el costo c.

Observacién 2.4.3. Con la hipétesis adicional de que ¢ sea continua se puede probar que

si p estd en L'(u) y es c-concava entonces ¢° es medible y valen

/ Pfdrv < +00
Y

p(r) + ¢“(y) < c(z,y)

para v casi todo y € Y y para todo z € X. Si ademéds ¢ = 1/° para 1 en L'(v), entonces
¢ estd en L'(v) y por lo tanto (g, ¢°) estd en F,.

Para verlo consideremos ¢ en L'(u) y c-céncava. Supongamos que ¢¢ es +00 en un

subconjunto F' de Y de medida positiva. Luego

c — inf _ —
©°(y) l}gXC(rc,y) ¢(x) = +o0

para todo y en F'y por lo tanto
c(z,y) — p(x) = +o0 (2.45)
para todo (x,y) en X x F. Por (3.17) vale
e(2,y) — o) < ex () — o) + oy (y) (2.46)

para todo (x,y) en X x Y. Notar que no tenemos indefiniciones en las restas porque ¢ es

c-concava y ¢ es acotada inferiormente. Para v en A(u,v) vale

ex(@) = pla) dula)t [ ev(y) dvly) < +oc
Y
(2.47)
por (2.45), (2.46), (3.17) y porque ¢ estd en L'(u). Pero esto es un absurdo y por lo tanto

+00 = c(z,y) — p(z) dy(z,y) < V(F)/
XxF X
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¢° es distinta de +o0o en casi todo punto. Luego la suma ¢(x) + ¢°(y) estd definida para

v casi todo y € Y, para todo z € X y vale
o(x) +¢°(y) < clz,y) - (2.48)

La medibilidad de ¢° resulta de que ésta es un supremo puntual de funciones continuas,

pues estamos suponiendo que ¢ es continua.

Notemos que si ¢ = 1 entonces ¢¢ = ¥ > 1. Combinando esto con (2.46) y (2.48)

tenemos

Y(y) < ¢°(y) < ex(z) —(x) + ey (y)

para todo xz en X y v casi todo y en Y. Luego fY ¢ dy < 400y si 1 estd en L'(v) entonces
¢¢ estd en LY(v). A

La siguiente proposicion es un corolario de 2.4.1 y nos dice que los minimizantes del

problema primal de Kantorovich estan caracterizados por su soporte.

Proposicién 2.4.4 (Caracterizacién de soluciones 6ptimas del problema dual).
Con las mismas notaciones que en 2.2.2 y 2.4.1 y las hipctesis de 2.4.1, consideremos un
par (p,1) en Fe que mazimice el problema dual de Kantorovich. Entonces v € P(X xY)

es un minimizante del problema primal de Kantorovich si y sélo si vy estd concentrada en

{ (x,y) € X XY : o(x) +¢¥(y) = c(z,y) } . (2.49)

Demostracion. Sea (g,1)) como en el enunciado de la proposicién. Siy € A(u, v) estd con-

centrada en (2.49) entonces

Y(sop(y) A{ (z,y) € X XY+ o(x) +9(y) = c(x,y) }) =0.

Luego

I(v)—/XWC(x,y) dv(x,y)—/ ()C(:c,y) d’y(x,y)—/ p(x) +(y) dy(z,y) =

sop(7)

- / (@) + P(y) dr(e,y) = / (@) du(z) + / bly) dv(y) = (g, )
XxY X Y

y entonces 7y es 6ptima.

Para ver la afirmacion reciproca, consideremos v € A(u, ) minimizante del problema



44 CAPITULO 2. DUALIDAD DE KANTOROVICH

primal de Kantorovich. Razonando como antes podemos concluir
0= [ elaw) -~ pl@) ~ 6(0) (o). (2.50)
XxY

Como el par (¢, 1) estd en Fe, el integrando de (2.50) es no negativo en casi todo punto y
por lo tanto la igualdad (2.50) implica que c(x,y) — ¢(z) — ¥ (y) = 0 para vy-c.t.p. Luego

(2.49) tiene medida total y entonces ~ estd concentrada alli. W

2.5. Dualidad para costos métricos

En esta secciéon vamos a estudiar problemas de transporte con costos métricos —
i.e. costos dados por una métrica —. Dado un espacio métrico X, nos van a interesar
problemas de transporte de X en X en los que el costo estd dado por una métrica d
que no necesariamente define la topologia de X. En particular, nos interesard refinar el

teorema de dualidad de Kantorovich para costos métricos.

Empecemos por caracterizar las funciones c-céncavas en el caso métrico.

Definicién 2.5.1. Sea (X,d) un espacio métrico. Notamos Lip(X) al conjunto de las
funciones Lipschitz de X en R. Para cada ¢ en Lip(X) notamos ||¢||Lip a la constante de
Lipschitz éptima, es decir (@) W
px) —ply
lllLip = W i)
En particular, nos va a interesar considerar el subconjunto de Lip(X) formado por las
funciones con constante de Lipschitz 6ptima menor o igual que 1. Para ello usamos la

notacion
Lip; (X) = {¢ € Lip(X) : [lllLip < 1} .

Proposicién 2.5.2. Sea (X,d) un espacio métrico. Entonces, una funcion ¢ : X — R es

d-concava si y solo si pertenece a Lip;(X) y, en tal caso, resulta o@ = —¢.

Demostracion. Sea ¢ : X — R funcién d-céncava. Luego existe 1 : X — RU {—o0} tal
que ¢ = %, Dado que

p(z) = ylgg d(z,y) — ¥(y) ,

podemos suponer que t nunca toma el valor —oo porque ¢ es finita. Para cada y en X
definimos ¢, segun
py(x) = d(z,y) — (y)
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y por lo tanto

pla) = fnf o, (z) (2.51)
Se verifica que
loy(2) = py(2')| = ld(z,y) — (2", y)| < d(z,2) (2.52)

y entonces es una consecuencia de (2.51) y (2.52) que
o(z) — p(a)] < d(@,2") .
Luego ¢ € Lip;(X). Reciprocamente, dada ¢ € Lip,(X) tenemos

o(r) < p(y) + d(z,y)

para z,y € X cualesquiera y por lo tanto vale

p(r) < ylg}“{ o(y) +d(z,y) < p(r) + d(x,z) = p(z)

para todo x en X. Luego
= inf d = inf d — (=
p(z) = fof d(z,y) +¢(y) = fnf dz,y) = (=) (y)

para todo x y entonces ¢ = (—)?, lo que prueba la d-concavidad de ¢. Notar que —¢

también es un elemento de Lip;(X) y por lo tanto —¢p = (—(—¢))? =% N

Definicion 2.5.3. Sea X un espacio polaco y sea d una métrica en X semicontinua
inferiormente. Dadas p y v en P(X), definimos Ty(u,v) como el valor éptimo para el

problema de Kantorovich con costo d y medidas p y v. Més precisamente,

Tawv) = fnf / d(z,y) dv(z,y)
YEA(Y) J X x X

y su buena definicién resulta de la proposicion 1.2.2.

A continuacién enunciamos una versién del teorema de dualidad para el caso en que el
costo c estd dado por una métrica. Notar que para la dualidad basta establecer la igualdad
entre T4(p,v) y un supremo o maximo como los que aparecen en las dualidades 2.2.2 y
2.4.1.
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Teorema 2.5.4 (Kantorovich—Rubinstein). Sea X un espacio polaco y sea d una

métrica en X semicontinua inferiormente. Dadas p y v en P(X), se tiene la dualidad

Tan) =mix{ [ pdu—v) et u-rhf. (259

Demostracion. Es claro que con las hipétesis exigidas estamos en condiciones de aplicar

el teorema de dualidad 2.4.1. Por dicho teorema y por 2.5.2 resulta

ﬁ(u,y):méx{ / (pd,u—l-/ oldv = (g, 0% e L' (u) x L*(v) y ¢ d-céncava }:
b's X
ZméX{/sodqu/ (—p)dv : e L'(p)NL'(v) y ¢ € Lip(X) }:
X X

—mix{ [ pdu-v) g€ L(u-sl) v peLin(X) |

Luego vale (2.53). W

Observacién 2.5.5. Para la discusion que sigue, es importante recordar que todos los
problemas y resultados discutidos hasta el momento siguen siendo validos siempre que u
y v sean medidas positivas con 0 < pu(X) = v(Y) < 4+o00. Lo importante es que la masa se

conserve y no que valga exactamente 1. A

Una consecuencia de 2.5.4 es que en un problema de transporte con costos dados
por una métrica, es posible conseguir un plan de transporte éptimo en el que la masa

compartida por las medidas permanece inmévil.

Tomemos tres medidas positivas u, v, € X y consideremos el problema de transportar
@+ o en v+ o con costo dado por una métrica d en X. Si los soportes de p y v fueran
disjuntos, la masa compartida por u + o y v + o estaria dada por o. En cualquier caso,
aun si los soportes no son disjuntos, una porcién de la masa compartida por u+oy v+o

estd dada por o.

Una forma de hacer el transporte de u + o a v + ¢ es dejando la masa de ¢ inmoévil.
Podriamos conseguir un plan auxiliar 4 que transporte p en v de manera éptima y tomar
un plan de transporte v dado por

Y= + ? , (254)

donde 7, es el transporte de o en o dado por la identidad. Como el costo d es una métrica
en X, el costo de v coincide con el de ¥ — porque el de v, es cero —. Esto prueba la
desigualdad

Ta(p+o,v+0) <Ta(p,v) . (2.55)
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Es un corolario del teorema de Kantorovich-Rubinstein que valga la igualdad en (2.55).

Corolario 2.5.6. Sea X un espacio métrico polaco y sea d una métrica en X semicontinua

inferiormente. Sean u, v y o medidas borelianas no negativas en X tales que
p(X)=v(X)<+0 y o(X)<+oo.

Entonces vale que

Ta(p+o,v+0) =Ta(p,v) .

Demostracion. Basta observar que

[ edturo)-wean= [ pdu-r)

X

y usar la dualidad (2.53). W
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Capitulo 3

Optimalidad de Soluciones
Factibles

En este capitulo seguimos estudiando la convexidad generalizada y, en particular, la
nociéon de monotonia c-ciclica. Como aplicacion de este concepto probamos un teorema de
caracterizacién de soluciones 6ptimas para el problema primal de Kantorovich y lo usamos

para dar una demostracién alternativa del teorema de dualidad.

3.1. Convexidad generalizada II

En esta seccién X e Y son conjuntos no vacios y ¢ : X xY — RU{+o0} una funcién de
costo. En las siguientes definiciones y proposiciones no asumiremos ninguna regularidad

sobre estos objetos a menos que la enunciemos explicitamente.

Definicién 3.1.1. Un conjunto I' C X X Y se dice c-ciclicamente mondtono si para

cada m > 1y para cada familia de pares (z1,y1), (z2,92), ..., (Tm,Ym) en I' vale que

m m
ZC $zayz < ZC Ly Yi— 1 (3'1)
i=1 i=1

donde yg == Ym,.

Dado que toda permutacién puede escribirse como producto de ciclos disjuntos y dado

que en la definicién de conjunto c-ciclicamente mondtono el m es variable, es facil probar

49
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que pedir (3.1) es equivalente a pedir

Z o(zi,yi) < Z (i, Yo(i)) (3.2)
para toda o permutacién de {1,2,...,m}.

Definicién 3.1.2. Sea ¢ : X — RU{—o00} una funcién c-céncava. La c-superdiferencial

de ¢ se define como la relacion 9°p en X x Y dada por

(,y) €% <= VzeX, ¢(2) <)+ [c(zy) —clz,y)] . (3.3)

Dado x en X, notamos 0°(x) al conjunto de los y en Y tales que (z,y) estda en 0 y
lo llamamos la c-superdiferencial de ¢ en z. Se definen andlogamente la c-superdiferencial

y la c-superdiferencial en un punto para funciones c-céncavas ¢ : Y — R U {—o0}.

Lema 3.1.3. Si ¢ : X — RU{—00} es una funcion c-céncava entonces

Fo={(x,y) € X xY : @(x)+¢(y) = c(z,y) } (3.4)

y por lo tanto todo subconjunto I' C 0% es c-ciclicamente mondtono. En particular, 0%

es c-ciclicamente mondtono.

Demostracion. Veamos primero que vale la igualdad (3.4). Si (z,y) € 0, por definicién

de c-transformada y por (3.3), vale

P(y) < cla,y) —p(r) < cz,y) —@(z) Vze X (3.5)

Tomando infimo en z resulta
©°(y) < c(z,y) — p(x) < °(y) - (3.6)

Reciprocamente, tomemos (z,y) verificando la igualdad de (3.4). Por la definicién de

c-transformada tenemos

c(z,y) —p(x) = 9°(y) < c(z,y) —p(2) V2 € X (3.7)

y entonces (z,y) esta en 0°p por (3.3).
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Si (z1,y1), (T2,92), -+, (Tm, Ym) son elementos de I' C 9°p, entonces
D el@iyi) =) [o(@) + 0wl =D (@) + > e wi) =D plai) + Y ¢ (ys (i) =
=1 =1 =1 =1 =1 =1

= e(@) + o ()] < elwi, yo (4)

i=1 i=1
(3.8)

para cualquier permutacién o y por lo tanto I' es c-ciclicamente monétono. Notar que la

desigualdad en (3.8) es consecuencia de la definicién de c-transformada. W

El siguiente resultado es una afirmacion reciproca a la del lema 3.1.3 conocida como
teorema de Riischendorf. Se trata de una versién abstracta del teorema de Rockafellar que

caracteriza las subdiferenciales de funciones convexas. La referencia original es [31].

Teorema 3.1.4 (Riischendorf). Supongamos que c es finita. Un subconjuntoT' C X xY
es c-ciclicamente mondtono si y solo si estd contenido en la c-superdiferencial de una
funcion c-concava @. Mds aun, dado (T,7) en I, es posible tomar ¢ cumpliendo p(T) =0

y tal que para todo x en X wvalga
p(x) < c(z,9) — c(T,7) . (3.9)

Demostracion. Si I' estd contenido en 9% para una funcién c-céncava ¢ entonces I' es

c-ciclicamente mondtono por 3.1.3.

Supongamos que I' es c-ciclicamente mondtono y tomemos (7,7) € I fijo. Definamos

una funcién ¢ : X — RU {—o0} por

ple)= mf  [e(z,y1) = c(er,yo)] + [e(@1, 92) — (@2, 92)] + - + [e(@n, §) — (T, 7)]

(wi,y:)€T

1<i<N
(3.10)
para cada x en X. Tomando N = 1y (z1,91) = (Z,7) tenemos ¢(Z) < 0. Por ser '
un conjunto c-ciclicamente mondtono, cada elemento de la familia sobre la que tomamos
infimo en (3.10) es no negativo y entonces ¢(z) > 0. Luego ¢(7) = 0 y ademds p(z) < +00
para todo x en X por ser ¢ finita. Esto prueba que ¢ : X — R U {—o00} estd bien definida

y que ¢ # —oo. Tomando N =1y (x1,y1) = (Z,y) obtenemos (3.9).

Por 2.3.5 ¢ es c-céncava y entonces sélo falta ver que I' C 0%. Tomemos (z,y) € I

Poniendo (x1,y1) = (7, %) y separando el primer corchete en (3.10) se tiene

p(r) < c(z,y) — c(2,Y) + ()
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para todo x en X. Luego (z,y) verifica (3.3) y por lo tanto estd en 0. W

3.2. Caracterizacion de soluciones 6ptimas

El objetivo de esta seccién es probar un criterio de optimalidad para el problema
primal de Kantorovich dando condiciones equivalentes a la optimalidad para los planes de
transporte. Este criterio complementa el criterio de optimalidad obtenido en 2.4.4 para el

problema dual de Kantorovich.

Proposicién 3.2.1 (Condicién necesaria de optimalidad para el problema de
Kantorovich). Sean X e Y espacios polacos, p € P(X), v € P(Y) y una funcion
c: X xY — RU{+oo} continua y acotada inferiormente. Si v es un minimizante
para el problema de Kantorovich verificando I(y) < 400, entonces el soporte de vy es

c-ciclicamente mondtono.

Observacion 3.2.2. La demostracion de esta proposicidon consistird en suponer que el
soporte de v no es c-ciclicamente monétono y mostrar que, entonces, es posible mejorar
el costo. Como se vera, el mejoramiento en el costo es finito y por lo tanto hay dos casos
en los que no se llega a una contradiccion: cuando el costo de v es —oo o cuando es 4oc0.
Las hipétesis que pedimos son tales que eliminan estos casos, donde los planes éptimos no

necesariamente estarian soportados en conjuntos c-ciclicamente mondtonos.

Es posible construir ejemplos admitiendo planes éptimos que no tengan soportes c-
ciclicamente mondtonos si se permite que el costo 6ptimo en el problema de Kantorovich
sea infinito. Es facil construir un ejemplo que admita alguna v € A(u, ) con soporte no
c-ciclicamente mondtono y en el que toda v € A(u, ) tenga costo +00. Veamos un ejemplo
en el que el costo 6ptimo sea —oco y se pueda conseguir con una 7y € A(u, ) que no tenga

soporte c-ciclicamente monétono. A

Ejemplo 3.2.3. Consideremos X =Y = [0;+00), p=v = ﬁ‘[O'—l—oo) y

c(r,y) = -z —|v—y|.

Es inmediato que si 7' : X — Y es la identidad entonces Tx i = v y por lo tanto yr es

una solucién factible para el problema de Kantorovich con

sop(yr) = {(z,z) : & € [0;+00)} .

Ademas, el plan 7 es éptimo porque I(yr) = —oo. Sin embargo el soporte de 7 no es
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c-ciclicamente monétono. Si (z1,y1) v (z2, y2) son elementos distintos de sop(+yr) entonces
c(x1,y1) + c(22,Y2) = —21 — T2 > —x1 — T2 — 2|71 — T2| = (21, 92) + (T2, Y1) -

Luego ¢ no es c-ciclicamente monétono. Notar que la tnica hipdtesis de 3.2.1 que no se

verifica es que c esté acotada inferiormente. A

Demostracion de 3.2.1. Sea ~ una solucién 6ptima para el problema de Kantorovich con

I(vy) < 400. Si escribimos ¢y = inf ¢ tenemos
—00 < ¢y = / cody(z,y) < / c(x,y) dy(z,y)
XxY XxY

y entonces I(y) es finito. Supongamos que sop(y) no es c-ciclicamente monétono. Luego

existen m > 1y (x1,y1), (2,Y2), - - -, (Tm, Ym) en sop(7y) tales que

m

Zc(ﬂfu?ﬁ) > ZC(ZEi,ya(i)) .

=1 =1

Sea ¢ > 0 tal que

€< o ( Z (@i, yi) — Z c(i, yo(i)))
i=1 i=1
y tomemos
0<d:= 27171(;0@“%) —;c(azi,yo(i))) —c. (3.11)

Por la continuidad de c¢ es posible tomar r > 0 tal que

c(x,y) > c(xi,yi) —¢  para todo (z,y) en By(x) X Br(yi) (3.12)

c(x,y) < e(2i,Yo(i)) + € para todo (z,y) en Br(wi) X Br(Yo()) -

Tomemos V; = B,(x;) x B,(y;) para cada 1 < i < m. Notar que, como cada par (z;,y;)

estd en
sop(y) = {(a:, y) € X xY :4(U) > 0 para todo U C X x Y entorno abierto de (x,y)} ,

resulta v(V;) > 0 para todo 1 < i < m. Consideremos

1
Vi = N
v(Vi)

V. Wi =T, Vi = T2 Yy Vi = i @ Vg(j)
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para cada 1 < i < m. Tomemos « > 0 tal que

1
- 1 f ]_
o< min (Vi) (3.13)

y consideremos la medida

m m
ﬁzv—aZ’yi—i—aZ% eEM(X xY).
=1 =1

. 1
Para cada 1 < ¢ < m tenemos ay; < =7, pues

1

< —

V) ) L L
m m (Vi) Vi m

ay; <

por (3.13). Luego v — a> " | v es positiva y entonces 5 también lo es. Ademads, 7 tiene

marginales p y v:

m m m m
7T17=7T17—0427F1%+OZZ7T1% ZM—QZMi+aZMi =H
P i1 i=1 i=1

m m m m
Moy = Moy — aZﬂgw +QZW2% =v— aZyi +aZyU(i) =v
i=1 i=1 i=1 i=1

Estas observaciones prueban que 7 estd en A(p,v). Se deduce a partir de (3.11) y
(3.12) que

m

1= [ edm=10)-a(X [ ean-d [ eai)s
: o2

C(%%(z))) - 2m5) <

=1
m

g[(ﬂ—a(( (@i, yi) —

=1 7

IV

Il
—

<I(y) - 2m&<21n(§:0($i,yi) - ZC(Imya(z’))) - 5) =< I(v) —2maé < I(v) ,

= i=1

donde la ultima desigualdad resulta de la finitud de (7). Pero esto contradice la optimal-

idad de v y por lo tanto sop(7y) debe ser c-ciclicamente monétono. W

Luego de la demostracién de 3.2.1 y del ejemplo 3.2.3, quizds las preguntas més obvias
sean sobre la necesidad de la hipétesis de continuidad de ¢ y sobre la validez de una
afirmacion reciproca para 3.2.1. En el primer caso, la respuesta es que si es posible relajar
la continuidad de ¢ a semicontinuidad inferior. La demostracién del siguiente resultado

puede verse en [20] y [3].
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Proposicién 3.2.4. Sean X e Y espacios polacos, i € P(X), v € P(Y) y una funcion
c: X xY = RU {400} semicontinua y acotada inferiormente. Si vy es un minimizante
para el problema de Kantorovich verificando I(y) < +o0o, entonces el soporte de v es

c-ciclicamente mondtono.

Con respecto a la segunda pregunta, la respuesta también es afirmativa y es posible
probar la validez de la afirmacién reciproca bajo condiciones igual de generales. En [3] se
prob6 una afirmacién reciproca bajo cierta hipétesis de finitud de momentos de ¢, para
luego ser extendida al caso general en [27] y [34]. En particular, en [34] se prueba el

resultado que enunciamos a continuacién.

Proposicién 3.2.5. Sean X e Y espacios polacos, i € P(X), v € P(Y) y una funcion
c: X xY — Rxq finita y semicontinua inferiormente. Si v € A(p,v) es c-ciclicamente

mondtono, entonces es un minimizante para el problema de Kantorovich.

No probaremos estos resultados pero si probaremos a continuacién un teorema de carac-
terizacién de soluciones dptimas para el problema de Kantorovich asumiendo una hipdtesis
de finitud sobre c. En particular, una afirmacion reciproca a la de 3.2.1 esta contenida en

dicho teorema.

Teorema 3.2.6 (Caracterizaciéon de soluciones 6ptimas del problema primal).
Sean X eY espacios polacos, p € P(X), v € P(Y) yc: X XY — R una funcién continua

y acotada inferiormente.

Supongamos que existen funciones no negativas cx en L'(u) y cy en L'(v) tales que

c(z,y) < ex(z) + ey (y) (3.14)

para todo (z,y) en X x Y. Sea v € A(u,v) una solucion factible para el problema de

Kantorovich. Entonces son equivalentes:
1. El plan de transporte v es optimo.
2. El soporte de v es c-ciclicamente mondtono.
3. Existe una funcién c-céncava ¢ tal que max {¢,0} € L' (u) y sop(y) C 9.

Observacién 3.2.7. Asumiendo las hipétesis del teorema y escribiendo ¢y = inf ¢, por

(3.14) tenemos
co < c(x,y) < ex(z) + ey (y)
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para todo (z,y) en X x Y. Luego, dada v en A(u,v) resulta

—m<qmgéﬂgmywwmw>s/;w@wwww+£pwwmmn<+w.

Esto dice que c estd en L!(v) para toda v en A(u,v), impidiendo que el costo éptimo en

el problema de Kantorovich sea —oco 0 +00. También tenemos

/ cﬂ@+w@mwm:/‘cﬁm+w@mmw=
sop(7) XxY

= / ex(z) du(z) +/ ey (y) dv(y) < +o0
X

Y

y entonces cx(x) + cy(y) es finita en 7 casi todo punto. Esto dice que para cada v en

A(p, v) las funciones cx y ¢y son ambas finitas para casi todo (z,y) en sop(y). A

Demostracion de 3.2.6. Para ver 1) = 2) asumamos que vale 1) y notemos que por la

observacién anterior tenemos hipétesis suficientes par aplicar 3.2.1. Luego vale 2).

Para ver 2) = 3) supongamos que el soporte de v es c-ciclicamente moné6tono. Por la
observacién anterior podemos tomar (Z,7) en el soporte de v de modo que cx sea finita
en Ty cy en 7. Dado que c es finita por hipdtesis, el teorema 3.1.4 nos permite considerar

una funcién c-céncava ¢ con sop(y) C 0% y verificando (3.9). Luego

ple) < c(@,y) = e(T,9) < cx(x) + ey (Y) — (T, 7)

y entonces

0 < méx {SO(‘,I:)?O} < CX(IL') + |CY(g) - C(E7y)’ :
Asi, max {¢,0} estd en L'(p) porque cx lo estd v |cy (7) — ¢(Z,7)| es finito.

Veamos 3) = 1). Para esto supongamos que existe una funcién c-céncava ¢ tal que

méx {¢,0} € L' (1) y sop(y) C 9%. Por 3.1.3 vale

e(x) +¢°(y) = c(z,y) V(z,y) €sop(y) C I (3.15)
y por definicién de c-transformada

o(r) +¢°(y) < c(z,y) V(z,y) € X XY . (3.16)

Sea ¥ € A(u,v). Para probar la optimalidad de ~ basta ver que [cdy < [cd¥ sin
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ninguna hipétesis adicional sobre 7. Por (3.15) y (3.16) tenemos

/ (. y) dy(z,y) = / e(x,y) dy(z,y) = / (@) + ¢ (y) dr(z,y) =
XxY sop(7) sop(7y)
=/ () + ¢“(y) dy(z,y) =/ o(x) du(:ﬂ)+/ O (y) du(y) =
XxY X Y

_ / o(@) + W) di(e,y) < | clx,y) di(, y)
XXY XxY

y entonces vale 1). W

3.3. Teorema de dualidad de Kantorovich III

Notar que la demostracién del teorema 3.2.6 no depende de los teoremas de dualidad
2.2.2 y 2.4.1. De hecho, es posible dar una demostracién del teorema de dualidad de

Kantorovich a partir de 3.2.6 y es lo que haremos a continuacién.

Teorema 3.3.1 (Dualidad de Kantorovich - tercera versién). Sean X eY espacios
polacos dotados de sendas medidas borelianas de probabilidad p € P(X) yv € P(Y). Sea
A(u,v) el conjunto de lasy € P(X xY) tales que ﬂ';ﬂ =puy Tri’y =v.Seac: XxY =R

una funcion de costo continua y acotada inferiormente.

Para vy € P(X xY) y (¢,9) en L'(u) x L' (v) definimos

I(v)z/XXyC(%y)dv(x,y) ; J(¢7w)=/)(¢dﬂ+L¢dv.

Supongamos, ademds, que existen funciones no negativas cx en L'(u) y cy en L'(v)
tales que
c(z,y) < ex(@) + ey (y) (3.17)

para todo (xz,y) en X xY. Entonces

min I(y) = méx{ / gpd,u—l—/ edv 1 (@,¢%) € LY () x LY(v) y ¢ c-céncava
~yEA(,v) X Y
(3.18)

Luego, existen un par de funciones c-conjugadas (o, ¢¢) en L'(p) x LY (v) y una medida

boreliana de probabilidad v, € A(u,v) tales que

I(v:) = J(p, ¥°).
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Demostracion. La demostracion de que el méximo — que en principio es un supremo — a
la derecha de (3.18) es menor o igual que el infimo, se hace igual que en 2.2.1. Por lo tanto,

para probar el teorema basta ver que existe ¢ c-concava tal que (¢, ¢¢) € L'(u) x L*(v) y

min  I(y) = J(p,¢°). (3.19)
yEA(p,v)

Tomemos v en A(u,r) minimizante de I. Por el teorema 3.2.6, existe ¢ : X — R U
{—o0} funcién c-céncava tal que sop(y) C 9% y méx {p,0} € L(u). Al igual que en la
demostracién de 3.2.6, es posible tomar (Z,7) en el soporte de vy ¢ de modo que cx ()

y ¢y (7) sean finitos, p(Z) = 0 y ¢ verifique (3.9).

Por definicién de c-transformada y por (3.17), tenemos
¢°(y) < c(@,y) — ¢(T) = (T, y) < ex(T) + ey (y)
para todo y en Y. Luego
0 < méx {¢(y),0} < ex(T) + ey (y)

y entonces méx {¢°, 0} € L!(v). Como tenemos max {¢,0} € L' (u) y max {¢°,0} € L1(v),
para ver que ¢ y ¢° estdan en L' basta probar que no integran —oo. Razonando como en

3) = 1) de la demostracién de 3.2.6, y recordando que ¢ € L!(7), tenemos

_oo</XXYC(l',y)d’Y(CC,y)Z/Xgo(l‘)du(g;)_|_/ys0(:(y)dy(y). (3.20)

Luego (¢, %) € LY(u) x L*(v) y por (3.20) se cumple la igualdad (3.19). W



Capitulo 4

Minimizantes para el problema de

Monge

Siguiendo con la discusién inciada en 1.2 , vamos a estudiar ahora los problemas de
transporte que tienen lugar en dominios de R¢ con costos dados por una potencia de
la distancia euclidea. Tenemos que considerar tres casos distintos. Por un lado estan los
casos en los que ¢(z,y) = |x — y|P con p > 1, que serfan los casos convexos. Por otro, los
casos céncavos con costos c(z,y) = |z — y|P para 0 < p < 1. Por tltimo, el caso limite
c(z,y) = |z —y|. Este ultimo caso quizas sea el més natural y fue el costo considerado por

Monge en la formulacién original del problema de transporte.

Los primeros resultados de existencia de minimizantes para el problema de Monge en
este contexto fueron probados por Brenier en [11], por McCann y Gangbo en [20] y por
Sudakov en [35]. En esta seccién vamos a estudiar los tres tipos de costos y a dar una
prueba completa para el caso convexo. Para los otros casos se mencionaran resultados
conocidos y se haran algunas observaciones, dando las referencias correspondientes donde

pueden encontrarse pruebas completas.

Antes de avanzar probemos el siguiente lema que permitird demostrar la existencia de

minimizantes para el problema de Monge.

Lema 4.0.2. Con las mismas hipdtesis y notaciones que en el sequndo teorema de dualidad
2.4.1, sea v € A(u,v) un plan de transporte no necesariamente dptimo para el problema

de Kantorovich. Supongamos que 7y estd concentrada en C C X x Y. Entonces:

1. El conjunto { xe X : JyeY tal que (x,y) € C’} tiene medida p total.

99
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2. Si para cada x € X eziste a lo sumo uny € Y con (x,y) € C, entonces v es de la

forma vy conT : X =Y definida en p casi todo punto segun la relacion
Tz)=y <= (z,y)eC . (4.1)
Luego, T es un minimizante para el problema de Monge si vy es un plan optimo.

Demostracion. Llamemos X a la proyeccién de C sobre X :
X():{:UGX : EIyEYtalque(:v,y)GC’}.

Notar que C' C Xy x Y. Si no valiera 1, entonces u(Xg) < 1 y resultaria

1=/ dvz/dvé/ dy=7(XoxY)=p(Xo) <1,
X XY C XoXxY

lo cual es un absurdo. Esto prueba 1.

Supongamos ahora que para cada z € X existe a lo sumo un y € Y con (z,y) € C.
Tomemos yg € Y y definamos T': X — Y igual a yp en el complemento de Xy y segin

(4.1) en Xy. Probemos que v = 7.

Sea E C X xY boreliano. Notar que ~yr esta concentrada en I'(T") y que v(I'(T")¢) = 0.
Luego

WE) = /X Xl dr(ay) = /F PRECIIIENE

(4.2)
[ e T@)den = [ Xl T@) dioy) = [ Xpl @) du(o)
(T) XxXY X
donde la dltima igualdad resulta del lema 1.1.6. Por otra parte,
w(B)= [ Xelww)drley) = [ Xpl@T@)dut) (43
XxY X

siendo la dltima igualdad una consecuencia del lema 1.1.10. Combinando (4.2) con (4.3)
resulta v = 7 por ser E un boreliano arbitrario. Esto prueba que Txp = v porque
yr =7 € Ay, v).

Por el lema 1.1.10, la igualdad (1.9) para f = ¢ prueba que el costo de T coincide con

el de v y entonces T' es un minimizante del problema de Monge si v es 6ptima. H
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4.1. Caso cuadratico : p =2

Este caso particular del problema de Monge—Kantorovich se conoce como el problema
de Monge-Kantorovich con costo cuadratico, dado por c(z,y) = |z — y|%. Si bien en la
seccion siguiente demostraremos la existencia de minimizantes para el problema de Monge
en el caso de costos estrictamente convexos generales, vamos a demostrar primero un
resultado clasico de existencia y caracterizacién de minimizantes para el caso cuadratico

probado por Brenier.

Notar que el costo cuadrético es equivalente al costo c¢(z,y) = %\:1: — y|?, en el sentido
de que los minimizantes son los mismos para ambos costos. Para obtener expresiones méas

elegantes estudiaremos este costo equivalente en lugar del costo c(x,y) = |z — y|>.

En esta seccién la funcién de costo ¢ estara dada por c(x,y) = %|x —y|? y, para cada

funcién ¢ : RY — R U {+o00}, notaremos @ a la funcién dada por @(z) = i|z|? — ¢(z).

Lema 4.1.1. Sea ¢ : R — RU{—o00}. Entonces o es c-concava si y sélo si @ es convera

y semicontinua inferiormente. Ademds, en ese caso vale
y € 0%(x) <= y € Ip(x)

para todo x en R? y por lo tanto d°p = 0.

Demostracion. Dada ¢ y = en R? tenemos:

1 1 1
plz) = inf Slo - y> —v(y) < ¢(z) = inf §\$I2 + (z, —y) + §|y\2 —P(y)
Yy Yy

Slel? =t 2, —g) + (Sl — v (w)

= p(z) - 5

S =) = Ble) = fuf (5,2) — 0(0)

1
= Sl = ea) = sup (o.y) - (3
Y

— , . , R —k — 4 . , R
Luego @ es c-concava si y sélo si p = 1 y por lo tanto © es c-concava si y sélo si p es

convexa y semicontinua inferiormente — ver teorema A.2.6.

Para z e y en R, por (3.3) tenemos:

) 1 1
y € 0%(z) <= ¢(z) Sw(x)+§!z—y!2—5\w—y\2 Vz

1 1
= 0(2) S 0l@) + 51— (5 y) = Slaf + (my) V2
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= p() S 9(a) + 3 laP = (2 = ap) = Slel? V2
= - o) + (g2 —2) < gl — (2) Ve
= B@) + (12— 2) P() ¥z = y € Op(a)

y esto completa la demostracién. H

Diremos que un conjunto E C R? es un conjunto pequeio si su dimensién de
Hausdorff es menor o igual que d — 1. Puede probarse que cuando ¢ : R? — R es una
funcién convexa entonces su conjunto de puntos de no diferenciabilidad es un conjunto

pequeno [37].

Teorema 4.1.2 (Brenier). Sean u,v € P(R?) con seqgundo momento finito. Si p no da
masa a conjuntos pequenos de R%, entonces el problema de Monge-Kantorovich con costo
cuadrdtico para las medidas 1 y v admite un dnico minimizante v € A(u,v) dado por el

gradiente de una funcion convexa p:

v =IdxVe)yupu.

Por lo tanto, V es el un unico minimizante para el problema de Monge correspondiente,

donde la unicidad debe entenderse como unicidad en p casi todo punto.

Demostracion. Sea « un plan éptimo para el problema de Kantorovich definido por u, v

y el costo ¢(z,y) = 3|z — y|?. Tenemos

1 1 1
0<c(z,y) = §|x —yP* = §’$|2 —(z,y) + §|y\2 <

1 1 1
§\xl2 — |z||y| + 5!@/\2 = 5 (el + y)? < [=]* + |yf?

para todo z,y en R% Tomando cx (z) = 3|z|* y ey (y) = 3|y|?, se verifican las hipétesis de
3.2.6 y por lo tanto existe una funcién ¢ c-céncava tal que sop(y) C 9°p. Por el lema 4.1.1,
@ es una funcién convexa y entonces el conjunto de puntos en los que @ es no diferenciable
tiene dimensién de Hausdorff menor o igual que d — 1. Luego % es diferenciable salvo en

un conjunto de medida p nula y por lo tanto
’y( J0p A {(:z:, V@(x)) : @ diferenciable en :1:} ) =0. (4.4)

Por (4.4) y porque sop(vy) C 0% = 0y, se deduce que =y esta concetrada en el grafico de

V. Por el lema 4.0.2, v = yy5 y V@ es un minimizante para el problema de Monge.
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Notar que sop(y) C 0%, la optimalidad de v y 3.1.3 implican que (¢, ) es un
maximizante para el problema dual. Asi, si 7 es otro minimizante para el problema de
Kantorovich, podemos concluir por 2.4.4 y 3.1.3 que 7 estd concentrada en el gréfico de
V. Razonando como antes se deduce 7 = vy = 7. Luego 7y es el tinico minimizante
para el problema de Kantorovich y por lo tanto V@ es el tinico minimizante para el

problema de Monge. W

Observacién 4.1.3. Notar que si u es absolutamente continua respecto de la medida de

Lebesgue d-dimensional entonces p no da masa a conjuntos pequenios. A

4.2. Caso estrictamente convexo : 1 < p

Como se vié en la demostracién del teorema de Brenier, los teoremas de dualidad dan
la posibilidad de construir explicitamente soluciones para el problema de Monge a partir
de un par (¢,1) de funciones c-conjugadas maximizantes del problema dual. En esta
seccidn explotaremos ese hecho construyendo minimizantes para el problema de Monge

con cualquier costo estrictamente convexo.

Definicion 4.2.1. Vamos a llamar dominio a cualquier subconjunto no vacio y conexo
de R que coincida con la clausura de su interior. Por ejemplo, son dominios las clausuras

de abiertos conexos y no vacios.

Teorema 4.2.2. Sea  un dominio compacto de R® y pu, v medidas de probabilidad en €.
Sea g : RY = R una funcién estrictamente conveza de clase C' vy, tomando X =Y = Q,
consideremos ¢ : X XY — R dada por c(x,y) = g(x —y). Si pu es absolutamente continua
respecto de la medida de Lebesgue d-dimensional y p(02) = 0, entonces el problema de
Monge es factible y admite un minimizante T : X — Y. Mds aun, existe un potencial ¢

para el problema de modo tal que
T(x) =z —((Vg) ' o Vy)(z) (4.5)

para p-c.t. © en X. Ademds, el problema de Kantorovich tiene solucion inica yr bajo estas

mismas hipotesis.

Demostracion. Por 2.4.1 podemos considerar un par de funciones c-conjugadas (¢, ) que

maximice el problema dual. Tenemos

p(r) = yiggg(:r —y) —¥(y)
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para todo x en X. Veamos que ¢ satisface una condicion de Lipschitz. Para cada y en Y

notemos ¢, a la funcién en X dada por
py(®) = g(z —y) —P(y) -

y observemos que
p(z) = Inf oy (). (4.6)

Con esta notacién tenemos
oy(x) —@y(2') = g(z —y) — g(@’ —y) = (Vg(O(z,2",y)), z — ') .

Por la compacidad de €2 existe una bola B centrada en 0 que contiene a ) y entonces
para z,x’ e y en Q vale que v —y, 2’ —y y x — 2’ estdn en 2B. Como 2B es convexa,

entonces 6(z,z’,y) también estd en 2B. Luego

oy (@) — @y (@) < Vgl ep) |z — 2| (4.7)

paraxz,7’ en X eyen Y.

A partir de (4.7) y (4.6) tenemos

e(z) < py(@) < 9y(a) + VYl Lo@pylz — 2|
y por lo tanto
p(z) < ¢y(@") + Vgl oo 2m) | — 2’

de donde se concluye

o(x) —o(z') < ||Vl pe@plz — 2|
tomando infimo en y.

Repitiendo la cuenta con z y 2’ permutados se concluye

o(x) = (2] < Vgl emle — 2]

y por lo tanto ¢ verifica una condicién de Lipschitz con constante ||Vg|| 1o (2p)-

Como ¢ es Lipschitz, podemos restringir ¢ al interior de € y el teorema de Rademacher
nos dice que ¢ : 2° — R es diferenciable en casi todo punto respecto de la medida de

Lebesgue d-dimensional. Como p es absolutamente continua respecto de la medida de
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Lebesgue, entonces ¢ es diferenciable en {2° salvo por un conjunto S de medida y nula.

Sean zp € Q°\S e yp € Q tales que

¢(z0) + ¥ (yo) = c(zo,y0) = g(wo — yo) - (4.8)

Veamos que gy queda univocamente determinado por zg. Para esto, consideremos la
aplicacién
z = g(z —yo) — () . (4.9)
Dado que ¢ = ¢, tenemos

9(x — yo) — ¢(x) = ¥ (o)

para todo = en Q y por (4.8) la igualdad vale en el caso de que x sea xy . Luego, la
aplicacién definida por (4.9) tienen un minimo local en z( y a partir de la anulacién de su

gradiente alli se concluye
Vg(zo — yo) = Veo(zo) - (4.10)

Por ser g estrictamente convexa y de clase C'!, su gradiente es una funcién inyectiva y

por lo tanto es posible despejar yo en (4.10) para obtener
yo = 0 — (V)™ 0 Vo) (o) - (4.11)

Hemos probado que si = estd en € Q°\S entonces existe a lo sumo un y en 2 tal que

(x,y) satisface la condicién (4.8).

Tomemos v € A(u,v) minimizante del problema de Kantorovich. Por 2.4.4, sabemos

que 7y esta concentrada en

[y e X XY+ o@)+uy) = cle,y) =gz —y) } .

Considerando

C= { (z,y) € (\S) x Q & p(z) +P(y) = g(r —y) } ,

estamos en condiciones de aplicar el lema 4.0.2 y entonces (4.5) define un minimizante
para el problema de Monge. Notar que definimos + en términos de ¢ y de g, pero no en
términos de . Esta observacion, junto con el hecho de que 7 = v como consecuencia del

lema 4.0.2, prueba que v es tnica. W
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p
Observacién 4.2.3. Tomando g(z) = |z’ = (), #7)?, se ve que el teorema anterior
cubre el caso de costos de la forma c(x,y) = |z — y[P con p > 1. Notar que el caso

c(z,y) = |xr — y| requiere que p = 1 y en ese caso g deja de ser estrictamente convexa. A

Una discusion de los resultados méas importantes para el caso de costos convexos, y
no sélo estrictamente convexos, puede leerse en [33]. El resultado més reciente que se
menciona alli es de 2014 y prueba la existencia de minimizantes para el problema de
Monge en el caso de costos de la forma c(x,y) = g(z —y) con g : R? — RU{+00} convexa.

La referencia es [3].

4.3. Caso estrictamente concavo : 0 < p < 1

En el caso concavo sucede algo que en el caso convexo no: la masa compartida por u y
v queda fija por cualquier plan de transporte éptimo. Antes de enunciar precisamente el

resultado recordemos las siguientes definiciones.

Definicién 4.3.1. Dadas dos medidas ¢ y v en una misma o-algebra, decimos que p y v
son mutuamente singulares si existen A y B disjuntos tales que u estd concentrada en

Ay v estd concentrada en B.

Dos medidas positivas que no son mutuamente singulares comparten masa. La siguiente

definicién dice como construir una medida que represente esa masa.

Definicién 4.3.2. Dadas dos medidas positivas ¢ y v en una misma o-algebra, definimos
la parte comun de p y v como la medida positiva u A v dada por p — [ — v]4 , donde

[0 — v]+ es la parte positiva de p — v. Equivalentemente, u A v puede definirse como

v — v pls.

Proposicién 4.3.3. Sean 1 y v medidas borealianas de probabilidad en Q C R? y sea el
costo c(x,y) = (| — y|), donde | : R>g — R>q es una funcion estrictamente concava,
de clase C1, creciente y cumpliendo 1(0) = 0. Sea v = vp + yo un minimizante para el

problema de Kantorovich, donde vp es la restriccion de v a la diagonal
D ={(z,z):x €}

Yy Yo es la restriccion de v al complemento de D en 2 x Q). Entonces las medidas W#’Yo Y

Tr;&’yo son mutuamente singulares.
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Notar que esta proposicién dice como deben ser los planes de transporte éptimos de
1 a v: la masa que comparten se queda quieta y se transporta de manera 6ptima la masa
de p no compartida por v. Cuando p y v son mutuamente disjuntas la observacién es
irrelevante. Sin embargo, la observacion sefiala una restriccién importante para el caso en

que no es asi. Si p y v son tales que para algin boreliano F vale
W(E) > (A v)(E) = v(E) >0,

entonces cualquier plan de transporte 6ptimo ~ debera trasladar masa de E hacia fuera
de E. Pero la masa compartida por p y v en E deberd permanecer quieta y esto dice que
no puede existir un plan 6ptimo de la forma ~7. Es decir, en este caso el problema de
Monge no seria factible. Notar la diferencia con el caso convexo en el que no existian estos

impedimentos.

El siguiente teorema afirma que si existen minimizantes para el problema de Monge

cuando las medidas son mutuamente singulares .

Teorema 4.3.4. Sean p y v dos medidas borelianas de probabilidad mutuamente singulares
en R?. Sea 1 : R>0 — R>g una funcion estrictamente concava, de clase C', creciente y
cumpliendo 1(0) = 0. Consideremos ¢ : X x Y — R dada por c(x,y) = l(Jxr — y|). Si p
es absolutamente continua respecto de la medida de Lebesgue d-dimensional, entonces el
problema de Kantorovich tiene un unico minimizante y estd inducido por una aplicacion

T:X =Y. Luego, T es un minimizante para el problema de Monge.

La demostracion de 4.3.4 puede hacerse repitiendo la estructura de la demostracién de
4.2.2, pero hay que corregir dos detalles: la inyectividad de Vg y la diferenciabilidad en

casi todo punto de .

En primer lugar, Vg sigue siendo inyectiva pero por motivos distintos — antes usamos

la convexidad estricta de g —. En este caso tenemos g(x) = I(|z]) y
, x
V(o) = (el) - . (4.12)
Por ser [ estrictamente céncava resulta I’ inyectiva. Si Vg(z1) = Vg(z1) se concluye

xr1 = x9 tomando médulo en (4.12) y luego usando la inyectividad de !’. Esto prueba la

inyectividad de Vg.

Por otra parte, ya no es cierto que la funcién de costo sea Lipschitz porque cerca de
cero | puede tener pendiente no acotada, por ejemplo si [(xz) = \/x. Esto impide concluir

que @ sea diferenciable en casi todo punto. Para el caso estrictamente convexo lo hicimos
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probando que ¢ era Lipschitz y aplicando el teorema de Rademacher, pero el argumento
dependia de que ¢ fuera Lipschitz. Ahora ¢ no es Lipschitz porque [ no lo es. Para solucionar
este problema vamos a definir una nociéon débil de diferenciabilidad y a probar que ¢ es

diferenciable en ese sentido.

Observemos primero que f :  C R? — R es diferenciable en 29 € Q y v = V f(z0) es

su gradiente en ese punto si y sélo si para todo € > 0 el conjunto
A(zg,v,e) = {:c e |f(x)— f(zo) —v- (z—x0)| > elz — x| } (4.13)

estd a distancia positiva de z( o, equivalentemente, cample B(xg;d) N A(xg,v,e) = () para
6 pequeno. Podemos cambiar esta condicién por otra méas débil y definir la nocién de

gradiente aproximado de f en xg.

Definicién 4.3.5. Sea © C R¢ un abierto, f : Q C— Ry z¢ € Q. Decimos que v € R?
es el gradiente aproximado de f en zg, y lo notamos V., f(x¢), si para todo € > 0 el

conjunto A(xo,v,e) tiene densidad cero en zg. Es decir, si para todo € > 0 vale

lim | A(xo,v,€) N B(xo;0)|

50 |B(z0;0)] =0

Cuando existe Vap, f(20) decimos que f es aproximadamente diferenciable en .

El gradiente aproximado comparte algunas propiedades con el gradiente usual, como
la unicidad y la linealidad. Es claro a partir de la definicién que si f es diferenciable en
xg entonces también es aproximadamente diferenciable en x( y alli coinciden su gradiente
aproximado y su gradiente en sentido usual. En [15] se puede ver en detalle la teoria de

diferenciabilidad aproximada.

Para poder demostrar lo que nos interesa vamos a necesitar el siguiente teorema tipo

Rademacher.

Teorema 4.3.6. Sea Q C RY un abierto y f,g : Q@ C— R funciones con g Lipschitz.
Sea E C Q un boreliano en el que f y g coinciden. Entonces f es aprorimadamente

diferenciable en casi todo E y vale V4, f(x) = Vg(x) para casi todo x en E.

Con este resultado es posible probar que ¢ es aproximadamente diferenciable en casi
todo el soporte de p y entonces la definicién de T' dada por (4.5) para el caso convexo se

corresponde con la dada por

T(2) = 2 — (V9) ™ o Vapp)(a) (4.14)



4.4. CASO EUCLIDEO : p =1 69

para este caso.

Para probar que ¢ es aproximadamente diferenciable en casi todo el soporte de p hay
que dar un argumento mas o menos cuidadoso que puede leerse en [33]. La idea consiste
en ver que ¢ coincide en ciertos abiertos U; con ciertas funciones ; que si son Lipschitz,
y en cada uno de esos abiertos usar el teorema 4.3.6. En cada abierto U; existe V¢ en
casi todo punto y como los abiertos U; cubren casi todo el soporte de u, entonces existe
Vapy en un conjunto en el que p estd concentrada. Este ultimo paso es el que requiere la

hipétesis de que p y v sean mutuamente singulares.

Una vez probado que ¢ es aproximadamente diferenciable en un conjunto que concentra
la masa de u, podemos definir 7" en p casi todo punto segin (4.14) y proceder como en el

CasO Cconvexo.

4.4. Caso euclideo : p=1

En este caso no es posible arreglar la demostracién del caso estrictamente convexo

como se hizo para el caso estrictamente céncavo. Veamos dénde falla el argumento.

Consideremos un par (¢, ) de funciones c-conjugadas que maximice el problema dual.
Ahora g(x) = |z| es también una funcién convexa aunque no estrictamente convexa. Es
posible probar, al igual que en el caso estrictamente convexo, que ¢ satisface una condicién
de Lipschitz — en este caso, con constante 1 —. Usando el teorema de Rademacher
podemos conseguir S de medida p nula tal que ¢ es diferenciable en Q°\S. Si (xg,yo) es

tal que
p(z0) + ¥ (yo) = c(z0,yo) = g(zo — yo)

podemos razonar como en el caso convexo y probar que
Vg(zo —yo) = Ve(xo) . (4.15)

Hasta este punto el argumento se pudo repetir sin problemas porque dependi6 sélo de
la convexidad de g y no fue necesaria la convexidad estricta. La diferencia entre este caso
y el caso p > 1 aparece ahora: no podemos decir que Vg sea una funcién inyectiva porque

g no es estrictamente convexa. De hecho, tenemos
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y entonces (4.15) se transforma en

To — Yo
——— =Vo(xg) . 4.16
7o — vol ¢(z0) (4.16)

Notar que Vg(zp) tiene norma 1 y que yp no queda univocamente determinado por

T(, pues yo podria ser cualquier elemento de 2 de la forma
Yo = xo — A - V(o)

con A positivo. Esto dice que para el caso p = 1 sélo podemos conocer la direccién en la
que moveria la masa una aplicacion 7" minimizante para el problema de Monge. De hecho,

para p = 1 no hay un minimizante inico en el problema de Monge.

Ejemplo 4.4.1. Supongamos que tenemos una distribuciéon de masa dada por n masas
puntuales idénticas en los enteros 0,1,...,n — 1 y deseamos transportarlas a los enteros
1,2, ..., n minimizando el costo dado por la distancia euclidea. Mas precisamente, tomemos

X={0,1,...,n—1}, Y ={1,2,...,n},

1 n—1 1 n
Mzﬁz&' y I/:EZ&'.
i=0 i=1
Consideremos el costo dado por la distancia euclidea ¢(z,y) = |x — y|. Tenemos al

menos dos funciones S, T : X — Y que transportan p en v con costo minimo:

S(i)=i+1 para 0<i<n ,

1,81 0<i<n
T(i) =
n ,si1=0

En ambos casos el costo es n, que es éptimo. A

Ejemplo 4.4.2. Una versién continua del ejemplo anterior estd dada por X = [0,1],
Y =[1,2] y p, v las restricciones de la medida de Lebesgue en R a X e Y respectivamente.
Tomando el costo ¢(z,y) = |z —y|, dos transportes éptimos estan dados por S(z) =z+1

y T'(z) =2 —x , ambos con costo 1. A

Los ejemplos anteriores muestran que si se espera obtener un teorema de unicidad

de funciones de transporte — como los probados para los casos estrictamente convexo y
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estrictamente concavo —, es necesario imponer algin tipo de restriccién adicional. Vale el

siguiente resultado.

Proposicién 4.4.3 (Principio de seleccién para el caso p = 1). Sean uu y v en P(RY)
con momentos de primer orden finitos y notemos por |z —1y| a la distancia euclidea en RY.

Sea O(u,v) el cojunto de minimizantes para el problema de Kantorovich

inf {/ |z — y]d’y(x,y)} . (4.17)
veAY) U/ xxy

Asumamos, ademds, que p es absolutamente continua con respecto a la medida de
Lebesgue en R, Entonces existe un tinico minimizante de la forma v = (I x T)yp para

el problema (4.17), si se le pide a v la condicion adicional de ser un minimizante del

inf / x —y|) dvy(x, }
it L gl har)

para toda funcion g : R>g — R estrictamente conveza y acotada por abajo.

problema

Se puede leer una idea de la demostracion de 4.4.3 en [37]. En [33] y en [3] se pueden

leer demostraciones completas de este y otros resultados relacionados.
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Capitulo 5
Desigualdades

En este capitulo damos demostraciones para dos desigualdades utilizando técnicas de
transporte éptimo. La técnica consiste en explotar la existencia de la aplicacion de Brenier
y aplicar la desigualdad aritmético—geométrica para probar una desigualdad de traza—
determinante. Las desigualdades que probaremos seran la desigualdad isoperimétrica y la

de Sobolev-Gagliardo—Nirenberg.

5.1. Desigualdad isoperimétrica

La desigualdad isoperimétrica clasica establece que el circulo es la figura de mayor
area de entre todas las que tengan su mismo perimetro. Mdas precisamente, dados un
circulo de radio R y una regién plana E de perimetro 27 R, se tiene Area(E) < TR2.
Equivalentemente, dada una regién plana FE, se verifica

Area(E) < %PQ(E) ,

™
donde P(E) es el perimetro de E.

Para poder generalizar la nocién de perimetro de un conjunto — i.e. medida del borde
a una dimensién menor que la del conjunto — a dimesiones mayores es necesario contar
con una forma de medir subconjuntos de R? de dimensién menor que d. La forma estandar
de hacerlo es con medidas de Hausdorff. Dado un espacio métrico X y un subconjunto ¥

de X, para cada d € R>¢ definimos la medida de Hausdorff s-dimensional de £ como

H¥(E)= lim inf ) (didm(U0;))*,
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donde los infimos se toman sobre todos los cubrimientos {U;} de E tales que didm(U;) < €
para todo i. Puede leerse la teorfa de medidas de Hausdorff en [15], [17] o [21]. Para
enunciar la version general de la desigualdad isoperimétrica bastara la siguiente definicién:
un subconjunto F de X se dice m-rectificable si existe una funcion Lipschitz de R™ en

X que contenga a F en su imagen.

Proposicién 5.1.1 (Desigualdad isoperimétrica). Sea E C R% un abierto acotado

con frontera (d — 1)-rectificable y sea B la bola unitaria de R?. Entonces se tiene
P(E) > dC(B)iL(E) "4, (5.1)
donde P(E) = H¥Y(OF) y L es la medida de Lebesque d-dimensional.

En [17] puede verse una demostracién de un enunciado més general, que funciona

incluso en caso de que la frontera de E no sea (d — 1)-rectificable.

Vamos a dar una demostracién de 5.1.1 usando transporte éptimo. En la demostracién
quedaran pendientes algunos de los detalles relacionados con la regularidad de los objetos
intervinientes: los cambios de variable, la buena definicion de integrales y la validez del
teorema de la divergencia. Estos detalles pueden leerse en el capitulo 4 de [37] o en el
capitulo 12 de [38]. Una versién del teorema de la divergencia para campos Lipschitz — y
por lo tanto con divergencia existiendo s6lo en casi todo punto —puede leerse al final del

capitulo 4 en [17].
Sean F'y B como en el enunciado de 5.1.1. Consideremos

1 1

M:@QE ) M:@L“Ba (5.2)

donde L es la medida de lebesgue d-dimensional. Tomemos un transporte 7' : E — B de p
a v, Optimo para el costo cuadratico. Se verifica que T' es esencialmente tinica y estd dada

por el gradiente de una funcién convexa ¢. Por (1.2) y (5.2) tenemos

11

25 = 75y e T ) (5.3)

para todo x en E. Por ser ¢ una funcién convexa, su hessiano es semidefinido positivo y
por lo tanto DT'(x) es una matriz semidefinida positiva para todo z. Tenemos el siguiente

lema.

Lema 5.1.2. Sea A € R™"™ una matriz semidefinida positiva. Entonces vale

(det(A)m < = - tx(A) . (5.4)

SRS
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Demostracion. Cambiando a una base en la que A sea triangular se puede ver que el
determinante de A es el producto de sus autovalores y que la traza es la suma de estos.
Se obtiene (5.4) aplicando la desigualdad aritmético—geométrica a estas expresiones del

determinante y la traza. W

Aplicando el lema a DT'(x) obtenemos

11
|det DT'(x)|d < p V- -T(x) (5.5)
para todo x en E. Por (5.3) y (5.5) resulta
1 1
r < r V- T(x) (5.6)
L(E)d dL(B)d
para todo x en E. Luego
1-1 1 1 1 d—1
L(E) ™ = rde < ——= [ V.- T(x)dr = ——— [ (T(z),n(z)) dH""(2) ,
E L(E)a dL(B)d JE d L(B)d JoE
(5.7)

donde n : 9E — S% 1 es el campo de vectores normales salientes y la tltima igualdad es
consecuencia de aplicar el teorema de la divergencia. Como T'(z) € B para todo = en E,

tenemos (T'(z),n(z)) < 1. Se concluye

a partir de (5.7) y por lo tanto vale (5.1).

5.2. Desigualdad de Sobolev—Gagliardo—Nirenberg

En esta seccion vamos a usar transporte 6ptimo para demostrar de la desigualdad de
Sobolev—Gagliardo—Nirenberg, también conocida como desigualdad de Sobolev. Al igual
que en la anterior demostracién, las de las cuestiones de regularidad quedaran pendientes.

Para una demostracién completa se puede consultar el capitulo 6 de [37].

A continuacién damos las definiciones indispensables para enunciar la desigualdad de
Sobolev. Para un estudio mas profundo de los espacios de Sobolev y sus aplicaciones a las

ecuaciones diferenciales se puede consultar [16] o [12].

Vamos a notar C2°(R%) al conjunto de las funciones C> de soporte compacto definidas

en RY y Llloc(Rd) al de las localmente integrables en R? — es decir, al de las funciones
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medibles que tienen integral finita sobre cada compacto de R —. Para un vector F de d

funciones en LP(R?) definimos

d 1
P
VEll = Il = (Z HEH£> .
=1

Definicién 5.2.1. Sea 1 < p < oo. Dada f € L. (R?) e 1 < i < d, decimos que

loc

g € L. _(R?) es la derivada débil de f respecto de x; si

loc
0
fae=-[ av 6

Rd 8%’2

para toda ¢ en C°(R%).

Se puede ver que cada derivada débil de f, si existe, es inica. Mdas precisamente, dos
derivadas débiles de f respecto de la misma variable difieren sélo en un conjunto de medida
cero. Cuando existen la derivada en el sentido usual y también la derivada débil respecto
de la misma variable, ambas coinciden en casi todo punto. Usamos las mismas notaciones

que para las derivadas en sentido usual: g—gﬁ: y Vf.

Observacién 5.2.2. La intuiciéon detras de la definicion de derivadas débiles es que la
validez de (5.8) permite las mismas manipulaciones formales que la integracién por partes,
aun cuando no existan las derivadas en sentido clasico. De algin modo, definimos las
derivadas débiles pensando en las minimas condiciones que permitan el formalismo de la

integracién por partes. A

Definicién 5.2.3. El espacio de Sobolev W!?(R9) es el subespacio de LP(RY) formado
por las funciones de dicho espacio que tienen derivada débil respecto de z; en LP (Rd) para

cada 1 <4 < d. Se verifica que W'P(R?) es un espacio de Banach con la norma

d of
£l = ||f||p+2;Haxin- (5.9
1=
Observacién 5.2.4. La norma || - [|;;1,, es equivalente a la norma dada por

d af |p v v
(u fle + Z((%Hp) = (I + 15741
=1

por la equivalencia de normas en R4, &
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Teorema 5.2.5 (Sobolev—Gagliardo—Nirenberg). Sea 1 < p < d. Entonces

. 1 1 1
WiP(RY) ¢ LP"(RY)  donde p* estd dado por pri i R (5.10)
p p
Mds aun, existe una constante C = C(p,d) que depende sélo de p y d tal que
11l < CIV AL (5.11)

para toda f en WHP(RY),

Observacion 5.2.6. El exponente p* = ddTpp determinado por (5.10) se conoce como el

conjugado de Sobolev de p. Notar que p < p* < p(p+ 1).

Se puede ver que p* es el inico exponente para el que puede haber una inclusién como

(5.10). Para verlo, supongamos que existen 1 < ¢ < ooy C' > 0 tales que vale

el <ClIVelly (5.12)

para toda ¢ en C°(R?). Fijemos una ¢ no nula y observemos que V|, # 0 por
ser ¢ un elemento no nulo de C°(R?). Para cada A > 0 consideremos ¢y (z) = @(\z).

Reemplazando ¢y en (5.12), se obtiene
d_d
ol o < OV, (5.13)

para todo A > 0. Haciendo tender A a 0 y a +00 se deduce que necesariamente debe ser

d_d_ — dp _
1+q p—prorlotantoq—d_p—p. A

Observacién 5.2.7. La inclusién
WP(RY) «— LP"(RY)

se conoce como el embedding de Sobolev y su continuidad es una consecuencia de 5.2.5.

En efecto, tenemos

. o o(SRIRY=DN — y
17 =gl < CIVU =)l = O( 20T 2]0) " <€ Al =gl
i=1 !

donde la tdltima desigualdad es consecuencia de la observacion 5.2.4. A

Demostracion de 5.2.5. Se puede ver que basta probar el resultado para f > 0 — ver

problema 18 del capitulo 5 en [16] —. Dada f > 0 en WP(R?) podemos conseguir una
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sucesién (f,), de funciones no negativas en C°(R%) que converja a f en W1P(RY) —
ver teorema 9.2 en [12] —. En particular, la sucesién (f,), convergerd a f en LP (R%) y
|V fullp convergera a ||V f||,. Probando primero el resultado para funciones no negativas

en O°(R%), tendremos

[ fnll o < ClIV fall e (5.14)

para todo n. Por lo tanto (f,), serd de Cauchy en LP"(R?) y entonces convergente alli.
Por unicidad del limite en LP(R%) N LP"(R?) se tiene que (f,), converge a f en LP" (R?).

Luego se deduce la validez de (5.11) tomando limite en (5.14).

Por lo anterior podemos suponer que f es no negativa y estd en C2°(R?). El resultado
es claro si || f||;,» = 0. Dada f tal que | f|,,~ # 1, siempre es posible dividir (5.11) por
[ fll;p+ v reducirse el caso | f||,,» = 1. Luego, asumiendo que | f||,,» = 1, basta probar

que
1

195l = ( [19sr)" > (5.15)

para alguna constante K independiente de f. Notar que |V f(z)| denota la norma p de
Vf(z) punto a punto — i.e. como elemento de R? —. Fijemos g : R? — R estrictamente
positiva, de clase C™ e integrando 1 en R%. Tomando ¢ de este modo, y porque asumimos

[ £l ;»+ = 1, podemos definir dos medidas de probabilidad en R? segtin
p=I"L y p=gL,

donde L es la medida de Lebesgue d-dimensional. Tomemos como 7' la tinica funcién de
transporte de p a v Optima para el costo cuadratico, dada por el gradiente de una funcién

convexa. Por (1.2) tenemos
)
T =" 5.16
para todo z en R? — recordar que estamos ignorando los detalles de regularidad —.

Cambiando variables tenemos

1

/ g (y) = / o W)aly) = / (g0 T)~#(2)g(T(x)) det( DT () =
- / (goT) ()7 () = / (det(DT ()4 (@) (7 (2)) 7 ,

=

donde las dos tltimas igualdades son consecuencia de (5.16). Podemos probar la misma

desigualdad determinante—traza que probamos en (5.5) y obtener

[o = [ 1@ @) =] [T T e
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donde ¢ verifica % + % = 1 y por lo tanto p* (1 — é) =1+ %. Como f tiene soporte

compacto, podemos usar el teorema de la divergencia en (5.17) para concluir

[ i<y / <v - T<:c>><f<ac>>1+§ - —5 [ v @ -

(5.18)
/ £ @)T V@) .

Tomando médulo en ultima integral y aplicando la desigualdad de Holder resulta

[oiw < / £ (@) D@V f(2)] <
</fp T ></|Vf >.<5.19>

Usando (5.16) y cambiando variables se obtiene

/gl‘é(y) < é(l + 1;*) </g(T(x))det(DT(:v))|T(x)|q>é(/ vf(;c)p>’1” =
—2(+ ) (f g(y)\yrq)é( / wf(x)\p)‘l’

Como g es arbitraria y ¢ depende sélo de p, esto prueba (5.15). W

En [37] se puede ver qué funciones son las que hacen de la desigualdad una igualdad.
La prueba del resultado es similar a la dada aqui pero teniendo el cuidado de obtener los
casos igualdad en cada desigualdad que aprece. Una expresién explicita de las constantes
éptimas en términos de la funcién I' pueden verse en [4] o en [36]. En [18] se puede ver
una prueba de la equivalencia entre la desigualdad isoperimétrica y el caso p = 1 de la
desigualdad de Sobolev. La equivalencia debe ser entendida en el sentido de que si una

desigualdad vale con constante K entonces la otra también.

Proposiciéon 5.2.8. Sea K € R. Entonces son equivalentes:

1. para todos los conjuntos medibles de medida finita vale P(E) > K]E\%

2. para toda f en WLL(R?) vale |V ]| 1 > KHfHLd%1

Notar que 1* = d%‘ll y que notamos P(FE) al perimetro de E. Asi, es posible obtener la
constante 6ptima para el caso p = 1 tomando Ky = maxyg K, donde el méximo se toma

sobre todos los K que verifican 1. Luego, con la notacién de 5.2.5 y notando que Kj es la
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constante de la desigualdad isoperimétrica, tenemos

ul=

[

_ _ 1 _ 1 _(F(%-ﬁ-
0_0(1,d)_?0_d|3|%_ 2

)

S



Capitulo 6
Problemas de Transporte

En este capitulo estudiaremos dos modelos continuos de transporte. Por continuos debe
entenderse no—discretos. Empezaremos por un modelo simple debido a Beckmann [5] que
no incorpora efectos de congestién. Seguiremos con otro modelo més sofisticado debido a

Carlier, Jimenez y Santambrogio [14] que si incorpora efectos de congestién.

6.1. El problema de Beckmann

En [5], Beckmann propuso lo que él llamé un modelo continuo de transporte, que
describimos a continuacién siguiendo a [13] y [33]. Consideremos un drea urbana dada por
un abierto €2, que supondremos acotado, conexo y con borde suave. Consideremos dos
medidas borelianas ;¢ y v en € no negativas y finitas representando, respectivamente, la
distribucién de residentes y la distribucién de produccién en el drea urabana 2. La medida
p — v representa el exceso de demanda. Para satisfacer sus necesidades de consumo, los
residentes se moveran a través de la regién ) siguiendo trayectorias definidas por un campo
w : Q — R2. Para cada subregiéon K C  definimos una nocién de equilibrio estableciendo

que el flujo neto saliente de residentes igual al exceso de demanda:

w-ndS=(u—v)(K). (6.1)
0K

En particular, si K = Q, (6.1) dice que

w-ndS=(u—r)(Q). (6.2)
oN

La interpretacién es clara: si el exceso de demanda neto en el area urbana §2 es positivo,

83
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entonces la demanda de los residentes solo puede ser satisfecha si una cantidad positiva de
ellos cruza la frontera de €2; si el exceso de demanda neto en el area urbana ) es negativo,
el equilibrio sélo se puede lograr con un flujo entrante de consumidores provenientes desde

fuera de la region Q.

Observacién 6.1.1. Dado que la condicién de equilibrio (6.1) vale para toda subregién
K, bajo hipétesis de regularidad razonables podemos dar una formulacién diferencial de
(6.1). Si p y v son absolutamente continuas con densidades f y g respectivamente, el

teorema de la divergencia permite reformular la condicién (6.1) como
V-w=f—-g en Q. (6.3)

Notar que (6.3) es una forma de ecuacién de continuidad, comin en problemas de fisica.

En este contexto, f — ¢g es una medida del exceso local de demanda. A

En la formulacién dada por Beckmann en [5], se define una funcién en el borde de 2

representando la densidad neta de exportacién punto a punto y se le pide una condicién
de compatibilidad similar a (6.2). Para evitar estos cuidados nos vamos a restringir al caso
en que () = v(2) > 0. Asi, podremos suponer que p y v son medidas de probabilidad,
normalizando primero si fuera necesario. Con esta restriccién tiene sentido pensar que el

area urbana () se autoabastece. Por lo tanto, podremos pedir la condicién
w-n=20 (6.4)

en el borde de € para forzar al campo w a no atravesarlo, lo que se interpreta como forzar

a los residentes a abastecerse en (2.

El objetivo del problema sera, logrando una situacién de equilibrio, minimizar el costo
de transporte de los residentes. Vamos a suponer que el costo de transporte es uniforme
— la posibilidad de que no lo sea si es tenida en cuenta en [5] —. Podemos formular el
problema asi:

min ||wl|, (6.5)
w
donde el minimo se toma sobre sobre los campos w satisfaciendo (6.1) y (6.4).

El inconveniente que tiene esta formulacién es que podria no existir un minimizante en
L'(R?), dado que L'(R?) no es un espacio reflexivo. Para solucionar esta dificultad vamos
a dar una formulaciéon débil del problema considerando medidas vectoriales en lugar de

campos, a la vez que lo generalizamos a dominios de R

Decimos que una medida vectorial w en M%(€) satisface la condicién de equilibrio si
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vale

/QVsa-wz/Qsod(V—u) (6.6)

para toda ¢ en C'1(Q). Notar que en el caso de considerar campos vectoriales, la condicién
(6.6) se obtiene integrando por partes en (6.3). Reformulamos el problema de Beckmann

como
min{HwH cw € MY(Q) tales que /Vgp Cw = /cpd(y —p) Vo € Cl(Q)} . (6.7)
Q 9)

Siguiendo las definiciones dadas en B.2, (6.7) dice que w debe ser una medida vectorial

con divergencia p — v. Luego, podemos formular el problema de Beckmann como
min {||w|\ = |w|(Q) : w € MY, (Q) tales que V - w = pu — 1/} .

Proposicién 6.1.2. Sea Q un dominio convezo y acotado de R% y p, v dos medidas de

probabilidad en ). Entonces el problema
inf {||w|] = |w|(Q) : w € ME(Q) tales que V -w = p — V} (6.8)
admite un minimizante. Mds aun, su valor optimo coincide con

min / o — yldy(zy) | (6.9)
YEA(,Y) J X x X

que es el valor dptimo para un problema de Kantorovich asociado a (6.8) con costo dado

por la distancia euclidea.

Demostracion. Veamos primero que (6.9) < (6.8). Sea w € M3 () tal que V-w = p—v.
Para cada ¢ en Lip,(Q) N C(Q) tenemos

ol = wl(@ = [ 1dful> [ (-V¢)-dw= [ pdu—1). (6.10)

Por el teorema 2.5.4 es posible tomar una sucesién (¢,,), en Lip, ()N CY(Q) convergiendo
uniformemente a un potencial de Kantorovich ¢ para el problema (6.9). Aplicando (6.10)
a cada ¢, y tomando limite en n resulta ||w|| > (6.9). Tomando infimo en w resulta (6.9)
< (6.8).

Para probar la otra desigualdad, tomemos un plan éptimo ~ para el problema de
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Kantorovich (6.9) y consideremos 1., € Cy(2,R%)* dada por

@0 = [ ([ sonat) -ty 0@ it (6.11)

para toda ¢ en Cp(Q2,R?), donde w, , es la parametrizacién estdndar del segmento [z,y].
Notar que es necesaria la convexidad de {2 para la buena definicién de 1),,. Por el teorema

de Riesz—Markov existe una tinica medida vectorial w., € M%(Q2) tal que

0= [ o-du, (6.12)

para toda ¢ en Cp(Q2,R?). En particular, para cada ¢ en Co(2, R) vale

[ Vo =va¥0) = [ ([ oty (0) ) =

t=1

_ /Q Xﬂ(qs(wx,y(t)))\ @y = [ o) - élw) dy(ay) = / bd(u—v) .

t= QxQ
Esto dice que w, € M4 (Q) y V- w, = u — v. Basta ver que |lw,| < (6.9).

Definamos 7, € Cy(Q2,R)* por

@)= [ ([ olens®iy 01 i (6.13

para toda ¢ en Cy(€2, R). Por el teorema de Riesz—Markov existe una tinica medida positiva

0= [ odo,

para toda ¢ en Cp(£2, R). Tomemos un potencial de Kantorovich ¢ € Lip,(€2) para (6.9) y

oy en M(2) tal que

veamos que wy = —V¢o,. Se puede probar que para x # y en sop(y) y t en (0, 1) vale

wy(0) =~ —y) = —fo —yl 1 = e~ 4l Telena(0) (6.14)

Para una demostracién de este hecho ver el lema 3.6 de [33]. Notar que cuando x =y

los extremos de (6.14) coinciden y entonces

Wiy (t) = —|wl , (I V(wry(t)) (6.15)

para todos los z,y en sop() y todo t en (0,1).
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Dada ¢ en Co(92, R?), por (6.15) tenemos

@ = [ ([ sonat) -ty @) irte
= [ ([ g0 1k (1Pl 1) ) 0

- [ / Dy (1)) - Vip(wary (1)) (B)] ) (i, )
QxQ
= (-

(6.16)

¢- Vo).

Luego
/ ¢ dwy =1y (d) =n(—¢ - V) = / —¢-Vedoy, = / ¢-d(Vpoy) (6.17)
Q Q Q

para toda ¢ en Cp(2, R?) y por lo tanto wy = —V o0, como consecuencia de la unicidad

en el teorema de Riesz—Markov.

Tenemos

sl = lr (@ = [ dlur] = [ di¥e < [ [Veldor
Q Q Q

y como ¢ € Lip;(£2), entonces
ool < [ Veldor < [ do = (1)

_/QXQ(/Ol |w;7y(t)|dt) dvy(z,y) —/lex—y\dv(x,y)-

Esto prueba que ||w,| < (6.9). W

Puede demostrarse que todo minimizante del problema de Beckmann es de la forma w,
para algin plan de transporte 6ptimo v del problema de Kantorovich asociado. También
puede probarse que w no depende del plan 7 elegido cuando i es absolutamente continua.
Como consecuencia de estos resultados, el problema (6.8) admite un tnico minimizante
cuando p es absolutamente continua. Las demostraciones de estos resultados pueden verse

n [33].
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6.2. Un modelo de transporte con congestion

Una caracteristica que poseen el modelo de Beckmann y el problema de Monge es que
no tienen en cuenta efectos de congestién: las buenas soluciones son mejores que las malas
porque minimizan un costo que depende sélo de la longitud o costo de los caminos. En un
modelo de transporte, esta caracteristica se vuelve un defecto dado que en general es poco
realista suponer despreciables los efectos de congestién. Formularemos a continuaciéon un
modelo de transporte debido a Carlier, Jimenez y Santambrogio que si incorpora efectos

de congestién. Los detalles y las demostraciones omitidas pueden consultarse en [14].

Consideremos un dominio compacto  C R? que sea la clausura de un abierto, acotado,
conexo y convexo. Supongamos dadas dos medidas borelianas de probabilidad pg y p1 en €2
que cumpliran, respectivamente, los roles de las medidas u y v del problema de Beckmann.

En lo que sigue, Q, po vy @1 permaneceran fijos.

Consideremos el conjunto C de las curvas absolutamente continuas de C([0,1],€2).
Podemos pensar que C es la realizacién de W11(]0,1],Q) en C([0,1],9). De este modo,
C es un espacio de Banach y por lo tanto tiene una topologia inducida por la norma, lo
que permite considerar medidas borelianas en C. Para cada par de elementos z,y en
notamos

Coy={0€C:00)=z,0l)=y}.
Para ¢ continua en 2 y o en C definimos

L) = /0 (o (£)[6(0)] dt

Para cada t € [0, 1] notamos e; al morfismo de evaluacién en ¢ para elementos de C.

Consideremos el conjunto de medidas de probabilidad en C dado por

Quo, 1) ={Q €P(C) : eopQ = po, e14Q = p} .

A cada elemento @ de Q(uo, pt1) lo llamamos un patrén de transporte de pg a vp.

Por el teorema de Riesz—Markov cada medida @ € Q(ug, 1) induce una tnica medida

ig € M(Q) que llamaremos intensidad de trafico y esta dada por

[ etio= [1araew)= [ ([ etoioma)iaw) w19

para toda ¢ en C(€,R). Para cada £ C Q boreliano, ig(E) es una medida de la cantidad
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de trafico que pasa por E. Mas precisamente, para E C () boreliano tenemos

ialB) = [ xpdio= [ ([ xetoioto]ir) a(o (6.19)
:/C</U_1(E) 6(0)]dt) dQ(o) :/Cﬁl(EﬂIm(a))dQ(a). (6.20)

Notar que ig es positiva pero podria no ser finita. Puede probarse que si la medida f es
absolutamente continua respecto de la medida de Lebesgue d-dimensional £¢ entonces iQ
también lo es. Cometeremos el abuso de notar i tanto a la medida i como a su densidad

respecto de £

Una vez cuantificada la intensidad de trafico podemos introducir el efecto de congestion.
La idea es asignar a cada curva o de C; 4, un costo que dependa crecientemente del tréfico
existente en las zonas que atraviesa. Para esto fijemos una funcién g : 2 x R>9 — R>g
independiente de @ y tal que g(x,-) sea no decreciente para cada x en . Definamos
£o 1 2 = Rxq por
. . . d
g(z,ig(x)) ,siig<L
o) = (6.21)
+o00 , Sl no
para todo x en (. La idea de {g es modelar el impacto que tiene en el punto z una cierta

intensidad de tréfico ig(z). Ahora podemos definir una métrica c¢, en €2 dada por

Ceo(m.) = inf Leg (o) (6.22)

para cada par de puntos z, y en ). Cualquier curva o en Cy , que verifique L¢, (o) = ¢, (2, y)

serd una geodésica para cg,.

Por otra parte, a cada @ en Q(uo, 1) le asociamos la medida vg = (eg X €1)4Q €
P2 x Q). Si E'y F son borelianos de €2 entonces

YWQEXF)=Q({oceC :00)eFE, o(l)eF}).

Notar que @ € Q(uo, 1) implica que 7¢ es un elemento de A(uo, p11). Nos va a interesar

considerar patrones de transporte () tales que 7 sea un minimizante del problema

inf ce, (x,y) dy(x,y) . 6.23
it die) (6.23)

Ademsds de encontrar un patrén de transporte @ tal que ¢ minimice (6.23), queremos

que esto suceda en una situacion de equilibrio. Pensemos en un problema de transporte en
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el que agentes distribuidos segun o deben trasladarse para conseguir una distribucion puy.
Queremos que la solucion 6ptima de nuestro modelo nos diga cudl seria una asignacién de
rutas a cada uno de los agentes de modo tal que se minimizara el costo total de transporte
y de forma estable. La estabilidad la vamos a entender en el sentido de equilibrios de Nash:
toda ruta de x a y en el soporte de () debe ser la mejor posible dada la congestion generada
por Q. Esto puede formalizarse exigiéndole a @ la siguiente condicién: para todo par de
elementos z,y en ), si 0 € C;, estd en el soporte de ) entonces L¢, (o) = ce,(7,y). En

otras palabras, estamos pidiendo que ) esté concentrada sobre geodésicas de cg,.

Con estas dos condiciones formulamos la siguiente definicién.

Definicién 6.2.1. Un patrén de transporte de equilibrio es una medida @ € Q(uo, 1)
tal que

QU EC : Ley(0) = ceo(0(0),0(1) }) =1

y tal que 7g es un minimizante del problema

inf cen(z,y)dy(x,y) .
’76.»4(#01#1)/Q><Q gQ( v) dy(z.y)

En [14] se prueba que bajo ciertas hipdtesis siempre existe un patrén de transporte de
equilibrio. Entre otras hipodtesis, se necesita poder garantizar que existe al menos una @
en Q(uo, p1) con ig satisfaciendo cierta condicién de integrabilidad. La existencia de una
tal @) puede probarse si se pide que pg y p1 estén en LY para cierto ¢. Por ejemplo, dado

que {2 es acotado, basta que g y p1 estén en L°°.



Capitulo 7
Metrizacion

En este capitulo estudiamos las distancias de Wasserstein, que permiten metrizar el
espacio de medidas borelianas en un espacio métrico. Estas distancias se construyen usando
el costo de transporte entre las medidas en cuestion cuando se toma como funcién de costo
una potencia de la métrica del espacio métrico ambiente. En la 1ltima parte estudiamos el
caso finito y una versiéon modificada de las distancias de Wasserstein 1til en las aplicaciones

llamada earth mover’s distance.

7.1. Distancias de Wasserstein

Una aplicacién del transporte 6ptimo es dar una nocién de distancia entre dos medidas
de probabilidad definidas en un mismo espacio métrico (X, d). Recordar que P(X) denota
el conjunto de medidas borelianas de probabilidad en X. Para u, v en P(X) y p > 0

tenemos por

Tar (,U,, V) = inf / Clp((L', y) d7($7 y) (71)
1EA(L V) JX x X

y definimos la notacién abreviada T, (i, v) = Tar (@, v).

Notemos P, (X) al conjunto de medidas borelianas de probabilidad en (X, d) que tienen
momentos de orden p finitos. Se tiene el siguiente teorema cuya demostracion puede verse

en [37].
Teorema 7.1.1. Sea (X,d) un espacio métrico polaco. Entonces:

» Para cada p € [1,+00) tenemos una métrica en Py(X) dada por W), = 7},1/[’.
» Para cada p € [0,1) tenemos una métrica en Pp(X) dada por Wy, = Tp.

91
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Llamamos distancia de Wasserstein de exponente p a W,. En el caso p = 2
la llamamos distancia de Wasserstein cuadratica y en el caso p = 1 la llamamos

distancia de Kantorovich—Rubinstein.

Recordar que cuando (X,d) es un espacio métrico se define en P(X) la nocién de

convergencia débil: (uy,), converge débilmente a p si para toda f € Cp(X) se tiene

[ fina— [ ran (72)

La topologia en P(X) resultante de esta nocién de convergencia se conoce como topologia
débil y tiene la propiedad de ser Hausdorff y separable cuando (X,d) es polaco. Tiene
sentido entonces preguntar si esta topologia es metrizable. La respuesta es que si y en el
apéndice B.1 puede verse una forma de hacer esto via la métrica de Prokhorov dp. Veamos

a continuacion que esto también es posible con distancias de Wasserstein.

Definicién 7.1.2. Dado un espacio métrico (X, d), una familia de medidas de probabilidad
F C Pp(X) se dice p-uniformemente integrable si para todo zp € X y todo € > 0
existe R > 0 tal que

sup/ dP(z, zo) du(z) < €
neF X\BR(.’L‘())

0, equivalentemente, si se verifica

lim sup/ dP(x,x0) du(z) =0
R—=+400 ueF J X\ Br(z0)

para todo g € X.

Observacién 7.1.3. Para probar la p-integrabilidad uniforme de una familia de medidas
F C Pp(X) basta verificar cualquiera de las condiciones para un tnico xo en X. Notar
también que cuando X es acotado la definicién se verifica trivialmente para cualquier

familia de medidas tomando R suficientemente grande. A

Definicién 7.1.4. Dado un espacio métrico (X, d) y una funcién ¢ : X — R, decimos
que ¢ satisface una condicién de crecimiento de orden p si existen zg € X y C € R
tales que

|o(@)] < Cld”(w,z0) + 1]

para todo = € X.

Observacion 7.1.5. Basta verificar la condicién para un tnico xg en X. Si ¢ es acotada la
definicion se verifica trivialmente tomando C' = ||¢||~. Notar que cuando X es acotado una

condicion de crecimiento de cualquier orden para ¢ es equivalente a que ¢ esté acotada. A
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La demostracion del siguiente teorema puede verse en [37].
Teorema 7.1.6. Sea p € (0,4+00), (ux)r una sucesion de medidas de probabilidad en
Pp(X) y p € P(X). Entonces son equivalentes:

1 Wylpws 1) 5577 0

2. (uk)g es p-uniformemente integrable y converge débilmente a

3. (uk)g converge débilmente a p y convergen los momentos de orden p

/ dP(z, xo) dpg(z e / dP(z,xo) dp(x)
X

para cada rg € X

4. para toda funcion ¢ en X que satisface una condicion de crecimiento de orden p vale

dpy, ——— /d
/Xsou e [ edn

Dos métricas equivalentes di y do en X definen los mismos abiertos y, por lo tanto, las
mismas funciones continuas y las mismas medidas borelianas. Esto dice que tanto P(X)
como Cy(X) dependen sélo de la topologia del espacio métrico (X,d) y no de la métrica
d. Luego, el espacio topoldgico resultante de darle a P(X) la topologia débil depende sélo

de la topologia de X y no de una métrica en particular.

Una consecuencia del parrafo anterior es que para estudiar la metrizabilidad de la
topologia débil en P(X) es posible cambiar la métrica de (X, d) por cualquier otra métrica
equivalente a d que resulte conveniente. En particular, se puede cambiar d por la métrica
equivalente y acotada d%‘ Combinando esta observaciéon con el hecho de que tanto las
condiciones de crecimiento como la integrabilidad uniforme se verifican trivialmente para

espacios métricos acotados, resulta el siguiente corolario a partir del teorema 7.1.6.

d
a+1 ¢

a la métrica d. Entonces para todo p € (0,+00) la distancia W), calculada a partir de d

Corolario 7.1.7. Sea (X, d) un espacio métrico y sea la métrica d= n X, equivalente

metriza la topologia débil en P(X).

7.2. El caso finito

En muchas aplicaciones computacionales son tiles las distancias de Wasserstein como

una forma de medir la distancia entre objetos discretos. Entre los ejemplos clasicos estan



94 CAPITULO 7. METRIZACION

medir distancias entre dos histogramas o entre imégenes. Los histogramas se piensan
como medidas no negativas sobre conjuntos discretos unidimensionales [1,n]. Para el
caso de las imagenes, tipicamente como medidas no negativas sobre conjuntos discretos

bidimensionales [1,m] x [1,n] tomando valores en [0, 255].

Sea (X, d) un espacio métrico. Llamamos signatura a todo conjunto de pares de la

forma

S = {(:Elv:ul)’ (x27ﬂ2)a R (mm,,um)} )
donde z; € X y p; € R>o para todo ¢ = 1, ..., m. El conjunto de clusters de S es el
conjunto {z1,z2, ..., Tm} y, en él, tenemos una medida dada por los pesos p = (1;);.

Nos interesa definir una nocién de distancia entre signaturas que guarde alguna relacién
con la métrica d. Pensemos, por ejemplo, que la signatura S puede representar una imagen
en escala de grises donde cada punto x; es un pixel de la imagen y u; es el nivel de blanco
de ese pixel. Para definir esta nocién de distancia entre signaturas vamos a considerar el

costo de transportar las medidas que definen sobre sus respectivos conjuntos de clusters.

En este punto aparece un problema y es que las medidas pueden no ser de probabilidad.
O peor aun, pueden tener masas totales distintas. Para solucionar esta dificultad vamos a
considerar un problema de transporte modificado que tendré la forma de un problema de

flujo méximo.

Sean X1, X5 subconjuntos finitos de X y

St ={(z1, 1), (23, 12), -, (@ 1)} ¥ S2 = {(af, 1), (@3, 13), .., (27, 413)}

dos signaturas asociadas a ellos. Notemos d;; = d(a:zl, x?) parat=1,... myj=1,...,n.

Para el problema de transportar S; en Sy el programa lineal (1.14) se transforma en

m n
minimizar E E Vijdij

i=1 j=1
n

sujeto a Z%j <pul 1<i<m (7.3)
j=1
m
i< 1<j<n (7.4)
=1
m n m n
zzwmm{zua zuz}- 79
i=1 j=1 i=1 j=1

Las desigualdades en (7.3) y (7.4) se necesitan porque, a priori, se desconoce cuél de las
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dos medidas es mas masiva y por lo tanto no se sabe si fluird toda la masa de X; dejando
lugar vacio en Xo o si no podréd fluir toda la masa de X;. La restriccién (7.5) fuerza el
mayor flujo posible desde X7 hasta Xs. En el caso de que &1 y S tengan la misma masa

el programa lineal anterior serd equivalente a (1.14).

La utilidad de las distancias de Wasserstein en este caso es medir la similaridad entre
objetos discretos de algtn tipo, que representamos como signaturas distintas en un mismo
espacio métrico (X, d). Pero, como sefialamos anteriormente, tenemos un problema porque
las distancias de Wasserstein solo estan definidas para el caso en el que las medidas son

de probabilidad. Para solucionar esta dificultad hay dos posibilidades.

La primera de ellas consiste en normalizar las medidas p! y pu? para que ambas sean
de probabilidad y calcular la distancia de Wasserstein entre las medidas normalizadas. Al
hacer este cambio la nocién de distancia resultante entre signaturas ya no es una métrica
sino una pseudométrica: una medida p y cualquier version escalada Ay de ésta coinciden
después de una normalizacién. Asi, con la notacién anterior tenemos una pseudomeétrica

d entre signaturas dada por

1 2

7
pH(X1)" p?(Xa)

d(81, 82) = Wi( ) s

donde W se calcula con la distancia d inicial. Que la métrica y la pseudométrica tengan
el mismo nombre se justifica por el hecho de que la pseudométrica d extiende a la métrica
d en el siguiente sentido: si consideramos dos signaturas de la forma S; = {(x1,ud)} y
Sy = {(22, 43)}, entonces vale que d(S1,Sz2) = d(x1, 7).

La segunda posibilidad consiste en resolver el programa lineal y tomar como distancia
entre §; y Sq el cociente entre el costo total y el flujo total. La nocién de distancia
resultante entre signaturas se conoce como earth mover’s distance y se nota EMD.

Mas precisamente, se tiene

> i E?:l 7ijdij
> i Z?:l Yij 7

EMD(S;, S;) =

donde v* = (’Y{;)w es un minimizante para el problema de flujo asociado a S y So.

Una aplicacién de esta nocién de distancia al procesamiento de imagenes puede verse
en [29]. Se aplica alli la nocién de distancia EMD para responder consultas basadas en

contenido — color o textura — a una base de datos de imagenes.

Existen muchas otras aplicaciones de la teoria de transporte 6ptimo al procesamiento

de imdgenes. En [23] pueden verse técnicas recientes aplicadas a problemas de transferencia
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de color y a problemas de segmentacién.
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Apéndice A

Convexidad

En este capitulo repasamos las definiciones y teoremas de la teoria de convexidad
necesarios para desarrollar la teoria de transporte éptimo. En la primera seccién tratamos
la semicontinuidad y en la segunda la convexidad propiamente dicha. Las referencias para

el capitulo son [12] y [10].

A.1. Semicontinuidad

Definicién A.1.1. Sea X un espacio topolégico, 29 € X y f : X - RU{—o00,+o0}. La

funcién f se dice semicontinua superiormente en xg :

» si f(xg) > —o0 y para todo € > 0 existe un entorno U de zy en X tal que para todo

x en U resulta f(z) < f(xo) +¢;

» 0 bien, si f(xg) = —oc0 y f(x) = —oo cuando x tiende a x .

Es facil ver que cuando X es un espacio métrico f resulta semicontinua superiormente en
xg siy solo si
limsup f(z) < f(xo).

Tr—xTQ
Decimos que f es semicontinua superiormente si f es semicontinua superiormente en
x para todo x en X. Andlogamente, la funcién f se dice semicontinua inferiormente

en xg :

» si f(xzg) < 400 y para todo € > 0 existe un entorno U de zy en X tal que para todo

x en U se tiene f(xg) —e < f(z);
= 0 bien, si f(zg) = 400y f(x) = +00 cuando x tiende a xg .

99



100 APENDICE A. CONVEXIDAD
Cuando X es un espacio métrico f resulta semicontinua inferiormente en zq si y sélo si

liminf f(z) > f(zo).

Tr—xTQ

Decimos que f es semicontinua inferiormente si f es semicontinua inferiormente en x

para todo z en X.

A partir de las definiciones anteriores es claro que, tanto puntual como globalmente,

f es continua si y sélo si es semicontinua superior e inferiormente.

En general no es cierto que infimos o supremos puntuales de familias arbitrarias de
funciones continuas definan funciones continuas. La siguiente proposicién muestra que si se

preserva la semicontinuidad.
Proposicién A.1.2. Sea X un espacio topoldgico y (f;); una familia de funciones definidas
en X tomando valores en R U {—o00,+00}.

Si cada f; es semicontinua superiormente, entonces la funcion f : X — RU{—o0, +oo}

dada por
() = inf fi(a)

para todo x en X es semicontinua superiormente.

Andlogamente, cuando cada f; es semicontinua inferiormente y la funcion f se define

como

flz)= Sup fi(x)

para todo x en X, entonces f es semicontinua inferiormente.

En el contexto de espacios métricos vale una propiedad reciproca que permite expresar

funciones semicontinuas como limites puntuales de funciones continuas.

Proposicién A.1.3. Sea X un espacio métrico y f: X — RU{—o00,+0o0}.

Si f es semicontinua superiormente, existe una sucesion (fn)n de funciones continuas

definidas en X tales que f = inf, f,.

Andlogamente, si f es semicontinua inferiormente, entonces existe una sucesion (fn)n

de funciones continuas definidas en X tales que f = sup,, fn.

El siguiente resultado es un refinamiento de la proposicion anterior que resultara 1til

para probar el teorema de dualidad de Kantorovich.
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Proposicién A.1.4. Sea (X,d) un espacio métrico y F : X — RU {400} una funcién
no negativa y semicontinua inferiormente. Para cada n en N definamos una funcion F,
en X dada por

Fulw) = inf {F(y) + nd(@.y)}

Luego (Fy,), es una sucesion no decreciente de funciones no negativas y uniformemente

continuas en X tales que F' = sup F,,.

Otra propiedad importante de las funciones semicontinuas es que alcanzan extremos

sobre compactos.

Proposicion A.1.5. Sea X un espacio topologico y K un compacto de X. Entonces
toda funcion f: K — RU{—o00} semicontinua superiormente alcanza mdzimo absoluto.

Andlogamente, si f es semicontinua inferiormente entonces f alcanza minimo absoluto.

El siguiente corolario es inmediato a partir de la proposicion anterior.

Corolario A.1.6. Sea X un espacio topolégico y A un precompacto de X.

Sif:A—=RU {—o0} es semicontinua superiormente, entonces existe xo en A tal que
f(zo) > f(x) para todo x en A.

Si f: A— RU{+oo} es semicontinua inferiormente, entonces existe xo en A tal que
f(zo) < f(x) para todo x en A.

A.2. Convexidad

En esta seccion F es un espacio normado y E* su dual topoldgico — i.e. el de los
funcionales lineales y continuos —. Dada una funcién ¢ : E — (—o00;+00] definimos su
dominio como

D(p)={z € E: o(x) < +oo}

y su epigrafo como
epi(p) = {(x,2) € ExR: () < z}.

Notar que epi(p) es un subconjunto de £ x R = E X (—o00;400) y por lo tanto
no contiene ninguin par de la forma (x,z) con z = 400, aunque claramente estos pares

si satisfacen ¢(x) < z.

Decimos que ¢ es propia si existe al menos un punto de E en el cual es finita. Es

decir, ¢ es propia si D(p) es no vacio.
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Decimos que ¢ es convexa si dados x1,z2 en E cualesquiera y A € [0; 1] vale
p(Azy + (1= Aaa) < Ap(z) + (1 = Nep(z2),

y que es estrictamente convexa si es convexa y para x1 # x2 y A € (0;1) vale la

desigualdad estricta

e(Az1 + (1 — Nz2) < Ap(z1) + (1 — Np(z2).

Notar que dados D C E y una funcién convexa ¢ definida en D, es posible extender ¢

a E preservando la convexidad si se define ¢ como 400 en E\D.

A continuacién se listan algunas propiedades elementales de las funciones convexas.

= Si ¢ es convexa entonces D(p) es un subconjunto convexo de E y epi(¢) es un

subconjunto convexo de F x R.

= Si ¢ y ¥ son convexas también lo es cualquier combinacién cénica de ellas; es decir,

si a y B son nimeros reales no negativos, entonces ap + S es convexa.

» Si (p;); es una familia de funciones convexas entonces ¢ = sup; ¢; también lo es.

El siguiente lema es una consecuencia del teorema de Hahn—Banach.

Lema A.2.1. Sea E un espacio normado y ¢ : E — (—00;4+00] es una funcion conveza.

Entonces existen x* en E* y B en R tales que
o(x) > (", 2) + B (A1)

para todo x en E. Si xg en E es tal que p(xg) < 400, entonces es posible elegir x* y 3

para que en (A.1) valga la igualdad cuando x = x.

Observacion A.2.2. El lema anterior no es mas que una generalizacién de la existencia

de hiperplanos soporte para conjuntos convexos aplicada al epigrafo de ¢. A

Definicién A.2.3. Si ¢ : E — (—o00;+00] es propia definimos la transformada de

Legendre—Fenchel de ¢ como la funcién ¢* : E* — (—o00; +00]| dada por

©*(z*) = sup {(:v*,x} — 4,0(3:)} .
el

También se conoce a ¢* como la conjugacién de Fenchel de ¢.
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Observacion A.2.4. Es necesario probar la buena deficién de ¢* : por ser ¢ propia, existe

zo en E tal que p(z¢) < 400 y por lo tanto

Q*(a*) = sup {{z*,2) — p(x)} > (&%, m0) — p(x0) > —00

para todo z* en E*. A

Proposicién A.2.5 (Desigualdad de Young). Si ¢ es una funcidn convera propia
en E, entonces ©* es una funcion convera propia en E*. Mds aun, ©* es semicontinua
inferiormente y satisface

p(x) + ¢ (") = (27, z) (A.2)

para todo x en E y todo x* en E*.

Demostracion. El lema A.2.1 afirma que existen z* y ( satisfaciendo (A.1). Luego
Bz (a" z) - o(z)
para todo x en E' y entonces

p*(z*) = sup {{z*,2) —p(x)} < B,

con lo cual ¢* no es idénticamente +o0.

Dado z en E, la asignacién
"= (2%, 1) —p(x)

define una funcién afin — y por lo tanto continua y convexa —. Luego ¢* es semicontinua

inferiormente por A.1.2 y convexa por ser supremo de convexas. W

Si al conjugar una funcién propia ¢ resulta ¢* propia, nada impide iterar el proceso

de conjugacién y definir o** : F — [—00; +00] por

" (2) = sup {(z",2) — ¢"(a")}.
z*eE*

Aunque ¢** no resulte propia, si estd bien definida como funcién. Una consecuencia de

(A.2) es que dado = en E resulta

p(x) = (@",x) — ¢*(z7) (A.3)
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para todo x* en E*. Tomando supremo en x* se concluye ¢** < . No se puede esperar
que valga la igualdad ¢** = ¢ si ¢ no es semicontinua inferiormente o no es convexa, pues
la doble conjugada ¢** = (¢*)* siempre tiene estas propiedades por la demostracién de
A.2.5. El siguiente teorema, cuya demostraciéon puede encontrarse en [10], afirma que esas

condiciones necesarias para la igualdad son también suficientes.

Teorema A.2.6 (Teorema de biconjugacién de Fenchel). Si ¢ : E — (—o0; +00] es

una funcion propia, entonces son equivalentes:

1. ¢ es semicontinua inferiormente y conveza

2. ©* es también propia y vale © = p**.

A continuacion se enuncia un teorema de dualidad. En particular, este resultado se usa

para probar el teorema de dualidad de Kantorovich.

Teorema A.2.7 (Dualidad de Fenchel-Rockafellar). Sea E un espacio normado, E*
su dual topoldgico y ©, = dos funciones convezas en E tomando valores en RU{+o00}. Sean
O©* y =* las transformadas de Fenchel-Rockafellar de © y E respectivamente. Supongamos
que existe xg en E tal que se satisfacen simultaneamete ©(xg) < 400, E(zp) < +00 y ©
continua en xg. Entonces vale la igualdad

inf {©(z) + 2(z)} = méx { — ©*(—2*) — E*(a")}. (A.4)

zel zreE*

Observacién A.2.8. Es parte del contenido del teorema que el maximo a la derecha
de (A.4) es un maximo y no sélo un supremo. La demostracién de este resultado es una

aplicacion del teorema de Hahn-Banach y puede leerse en [37] o en [12]. A



Apéndice B

Medida y Probabilidad

En este capitulo resumimos las definiciones y resultados fundamentales sobre medidas
en espacios topoldgicos. Gran parte de los resultados estudiados en esta tesis se formulan
en el contexto de espacios métricos polacos, principalmente porque algunos resultados
citados en este capitulo requieren esa hipétesis para poder probarse. Al final del capitulo
mencionamos algunos resultados sobre medidas vectoriales que se usan en el capitulo 6

para estudiar problemas de transporte.

Las referencias para este capitulo son [28], [30], [9] y [25]. Los resultados sobre medidas

vectoriales pueden consultarse en [33].

B.1. Medida y probabilidad en espacios métricos

En lo que sigue X siempre es un espacio métrico o topolégico. Notamos Bx, o B si
no hay ambigiliedad, a la o-algebra de Borel de X. Llamamos medida boreliana en X a
cualquier medida definida en el espacio medible (X, Bx). Notamos M (X) a la coleccién de
las medidas con signo borelianas finitas en X, M*(X) al subconjunto de M(X) formado

por las medidas no negativas y P(X) al de las medidas borelianas de probabilidad en X.

El conjunto M(X) admite estructura de espacio vectorial y de hecho toda medida p
en M(X) se descompone de manera tinica como la diferencia de dos medidas u* y u~ en
MT(X). La unicidad debe entenderse en el sentido de que si u* — p~ = pu = py — o para
p1y po en MT(X), entonces py > pt y p2 > p~. Esta descomposicién se conoce como la

descomposicién de Hahn—Jordan de p.

Para cada medida p en M(X) se define la medida variacién total de p como la

medida positiva |u| = u* + p~ y se llama variacién total de p al nimero no negativo
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|p|(X) = sup { Z |u(E;)| @ (E;); particién boreliana y numerable de X} .

Vale que ||p|| = |p|(X) es una norma en M(X) y que el espacio (M(X), ||x1]|) es de Banach.
M4ds aun, si conservamos sélo las medidas “buenas” de (M(X), | i), este espacio resulta

ser el dual de las funciones continuas en X que tienden a cero en el infinito.

Definiciéon B.1.1. Una medida p en un espacio topoldogico X es regular si para cada
B € B vale

w(B) =sup {u(F) : F C Bcerrado} = inf {u(U) : U D B abierto}.

Teorema B.1.2. Toda medida boreliana y finita en un espacio métrico es regular. Luego,
dado un espacio métrico X junto con dos medidas borelianas y finitas u y v, son equiva-
lentes:

1. p=v
2. u y v coinciden sobre los cerrados

3. p y v coinciden sobre los abiertos

Definicion B.1.3. Dado un espacio topoldgico X, definimos los siguiente espacios de

funciones continuas:

C(X) ={f:X —> R : fcontinua } ,
X)={feC(X) : facotada } ,
X)={feCX) : lim f(x) =0},

Ce(X) ={ f e C(X) : sop(f) compacto } .

Cy(
Co(

Los espacios C(X) y Cp(X) son de Banach con la norma | - ||s. Con esa misma norma,
C.(X) es normado y es un subespacio denso de Cy(X). En general, C.(X) no es un espacio

de Banach con la norma || - ||cc-

Teorema B.1.4 (Riesz—Markov para medidas con signo). Sea un espacio topoldgico

*

X localmente compacto y Hausdorff. Dado un funcional continuo v en Cy(X)*, existe una

unica medida con signo boreliana regular p en X tal que

MﬂzAf@

para toda f en Co(X). Mds aun, la norma de ¥ como funcional lineal coincide con la

variacion total de p.
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B.1.1. Convergencia débil de medidas

Tenemos en M(X) una topologia inducida por la norma variacién total. La dualidad
del teorema de Riesz—Markov sugiere considerar en M(X) una topologia débil cuando
pensamos a este espacio como el dual de las funciones continuas que tienden a cero en el

infinito. Notar que en términos precisos esta topologia seria la topologia débil-+ en M (X).

Definicién B.1.5. Dada una sucesion (u, ), de medidas borelianas y finitas en un espacio
métrico X y una medida p € M(X), decimos que (u,), converge débilmente a p si

para toda f € Cy(X) tenemos [y fdun, — [y fdu. Cuando esto sucede, lo notamos
[ = L.

El siguiente teorema da algunas condiciones equivalentes a la convergencia débil de
medidas en P(X) C M(X).

Teorema B.1.6. Sea X un espacio métrico, (tn)n una sucesion de medidas de probabilidad

en X y pu € P(X). Son equivalentes:

1. pp=p

2. fX fdun - fX fdu para toda f uniformemente continua y acotada en X
3. limsup,, pn(F) < u(F) para todo cerrado F C X

4. liminf, 4, (U) > p(U) para todo abierto U C X

5. pin(B) — w(B) para todo boreliano B € B con u(0B) = 0.

Dado un espacio métrico separable (X, d), es posible definir una métrica dp en P(X)
de modo que para toda sucesién de medidas de probabilidad (uy,), y para toda p € P(X)
suceda que (fy,), converge débilmente a p siy sélo si dp(pn, i) — 0. En otras palabras,

es posible metrizar la convergencia débil en P(X).

Definiciéon B.1.7. Sea X un espacio métrico. Dado un subconjunto no vacio A de X y
a > 0, definimos
Ao ={z € X : d(z,A) <a},

donde d(z, A) = inf {d(z,a) : a € A}. Definimos también @), = 0 para todo o > 0. Para
cada par de medidas u,v € P(X) definimos

dp(p,v) =nf {a >0 : pu(B) <v(Ba) +a y v(B) < u(Bs) + a para todo B € By }.
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El siguiente teorema muestra que tenemos un espacio métrico (P(X),dp) y que éste
metriza la convergencia débil en P(X). La métrica dp se llama métrica de Prokhorov

inducida por d.
Teorema B.1.8. Sea (X,d) un espacio métrico. Entonces:

1. dp es una métrica en P(X).

2. Si (pn)n es una sucesion en P(X) y p € P(X), entonces dp(pn, ) — 0 implica
i = L.

3. Si (X,d) es un espacio métrico separable entonces (P(X),dp) también lo es y, en
ese caso, para toda sucesion (pin)n y toda p en P(X) resulta dp(pin, p) — 0 si y

solo si pn = p.

Una consecuencia del teorema anterior es la unicidad de los limites débiles en P(X),

pues son limites para una nocién de convergencia metrizable.

B.1.2. Rigidez y Teorema de Prokhorov

Cuando se construye una medida de probabilidad como limite de medidas, a veces
es razonable hacerlo considerando primero una sucesién de medidas que satisfagan cada
vez mas fuertemente un cierta propiedad para después extraer de ésta una subsucesion
que converja a una medida limite. Por este motivo, es 1til contar con algin teorema que
dé condiciones necesarias para poder extraer sucesiones convergentes de una familia de
medidas. El teorema de Prokhorov da condiciones necesarias y suficientes para que una
familia F de medidas en (P(X),dp) tenga clausura compacta o, equivalentemente, para

que toda sucesién de F tenga alguna subsucesién convergente.

Un situacién facil de solucionar es la que se presenta cuando (P(X), dp) es compacto.
En este caso toda sucesiéon de medidas de probabilidad tendrd subsucesién convergente.

La siguiente proposicion dice exactamente cuando sucede esto.

Proposicién B.1.9. Un espacio métrico (X,d) es compacto si y solo si (P(X),dp) lo es.

Sin ninguna hipdtesis sobre el espacio métrico (X,d) no es posible dar un teorema
que resuelva la problemadtica planteada. Exigiendo completitud y separabilidad a (X, d),

podremos dar un tal teorema usando la siguiente nocién.

Definiciéon B.1.10. Decimos que una medida boreliana y finita g en X es rigida si para
todo £ > 0 existe K C X compacto tal que u(X\K) < € o, equivalentemente, tal que
p(K) > p(X) —e.
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Notar que cuando X es compacto toda medida boreliana y finita en X es rigida.

Lema B.1.11. Si X es un espacio métrico y p una medida boreliana, finita y rigida en

él, entonces p esta soportada en un subconjunto o-compacto de X.

Teorema B.1.12. Si p es una medida boreliana, finita y rigida en X, entonces para cada
B € B wale que
wu(B) = sup {N(K) : KCB compacto}.

Para hacer una buena parte de la teoria de transporte éptimo es 1til contar con la
hipotesis de que las medidas que aparecen son rigidas. Una forma de garantizar esta
hipdtesis es trabajar en espacios polacos, dado que estos definen una clase razonablemente

amplia de espacios en los que cualquier medida boreliana y finita es rigida.
Definiciéon B.1.13. Un espacio polaco es un espacio métrico completo y separable.

Teorema B.1.14. Si X es un espacio polaco entonces toda medida boreliana y finita en

X es rigida.

Definiciéon B.1.15. Si X es un espacio métrico, una familia de medidas de probabilidad
F C P(X) se dice rigida si para todo € > 0 existe un subconjunto compacto K de X tal
que u(K) > 1 — e para toda p en F.

Observacién B.1.16. Cuando F es un singleton {u}, F es rigida si y s6lo si plo es. A

Teorema B.1.17 (Prokhorov). Sea (X,d) un espacio métrico completo y separable y
F un subconjunto de P(X). Consideremos en P(X) la métrica de Prokhorov dp. Son
equivalentes:

1. F es compacto en P(X).

2. F es rigida.

B.2. Medidas vectoriales

Definiciéon B.2.1. Dado un espacio topoldgico X, una medida vectorial en X es una
funcién o-aditiva p : B(X) — R? para algiin d en N. Para cada d € N, notamos M?(X) al
conjunto de medidas vectoriales en X tomando valores en R%. A cada medida y € M%(X)

le asignamos una medida positiva |u| € MT(X) dada por

|p|(E) = sup { Z |u(E;)| : (E;); particién numerable de E} (B.1)
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para cada boreliano E. Llamamos medida variacién total de p a |y|.

Observaciéon B.2.2. En (B.1), la notacién |u(E;)| denota la norma euclidea del vector
p(E;). Notar que cuando d = 1 se recuperan las definiciones usuales de medida con signo

y medida variacién total para medidas con signo. A

Para cada medida p en M?%(X) podemos considerar las medidas con signo 7; o y en
M(X), donde m; : R? — R es la proyeccién en la i-ésima coordenada. Reciprocamente,
dadas medidas 1, ..., ug en M(X) podemos costruir la medida p € M4(X) dada por
p= (i1, .., uq). Esto da una correspondencia entre M%(X) y (M (X))

Definicién B.2.3. Dada una medida vectorial u en M%(X), definimos L'(X, 1) como el
conjunto de las f = (f1, fo,..., f4) : X — R? tales que f; € L'(X, u;) para todo i, donde
pi = m; o u. Dada f en L'(X, ), definimos

/Xf-du:é/xfidm-

Cuando X es un espacio topolégico localmente compacto y Hausdorff y ¢ € Cp(X, R%)
un funcional continuo, es posible aplicar B.1.4 coordenada a coordenada para probar el

siguiente resultado.

Teorema B.2.4 (Riesz—Markov para medidas vectoriales). Dado X localmente
compacto y Hausdorff y dado un funcional continuo 1 en Co(X,R%)*, existe una tnica

medida vectorial u en M%(X) tal que
wf) = [ 1
X

para toda f en Co(X,R%).

Definicién B.2.5. Dado un dominio acotado Q C R? y y en M%(Q), decimos que v en
M(Q) es la divergencia de p si vale

/QVgo~du:—/Qg0dV (B.2)

para toda ¢ en C1(Q) y en ese caso notamos V - u = v o div u = v. Notamos M2 (1) al

conjunto de las medidas vectoriales y en M9(Q) para las que existe div u en M(Q).
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