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Introduccion

El clasico teorema de muestreo’ de Whittaker - Shannon - Kotel’nikov (1933)
establece que toda funcion con energia finita f € Lo(R) y de banda limitada en el intervalo
[ ;, %] es decir, la transformada de Fourier de f esta soportada en el intervalo [ ;, %]
puede recuperarse completamente mediante sus muestras en los enteros {f(n)},cz con

una representacion de la forma

sm w(t—n
Z pySRr=n) g
con convergencia absoluta de la serie. Reescribiendo un poco lo dicho, notamos que las
funciones de banda limitada tienen la forma
1/2 4
ft) = / F(z)e 2™ dy t eR,
~1/2

con {20}, _; base ortonormal de L£y[—1/2,1/2].

Teniendo en cuenta esto, mas tarde en el ano 1959, Kramer extendio este resultado
a funciones definidas por un operador integral de la forma

f(t) = /IF($)/i(t,x)d:E teR,

donde I es un intervalo compacto de Ry k(t,) € Lo(I) Vit € R, mediante la hipotesis
de que existe una sucesion {t,},ez C R tal que la sucesion {k(ty, ) }nez es ortogonal y
completa en Lo(I) logré probar que:

— Z f(t,)Sn(t) con S,(t) = fﬂz(ltgéz)::ﬁ;;;dx co

n=—oo

con convergencia absoluta de la serie. Este resultado permite trabajar en problemas de
muestreo no uniformes a diferencia del teorema de muestreo de Shannon-Whittaker-
Kotel'nikov.

Como se puede apreciar a simple vista, ambos operadores integrales se pueden escribir
usando el producto interno usual de £5(I) y da una posible direccion hacia donde se puede
generalizar el teorema de muestreo de Kramer.

Gracias a la teoria de Espacios de Hilbert con Nicleo Reproductivo? (Aronszajn 1950)
vy a los Espacios de Hilbert con Nicleo Reproductivo formados por funciones que son

Lsampling en inglés
2ver capitulo 2


https://en.wikipedia.org/wiki/E._T._Whittaker
https://en.wikipedia.org/wiki/Claude_Shannon
https://en.wikipedia.org/wiki/Vladimir_Kotelnikov
http://dblp.uni-trier.de/pers/hd/k/Kramer:H=_P=
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2 Introducciéon

imégenes de operadores integrales (Saitoh 1988), los resultados anteriores se los puede ver
naturalmente en este contexto y, por una generalizacion de los operadores integrales hecha
nuevamente por Saitoh, se los puede considerar como casos particulares de un Teorema de
Muestreo de Kramer abstracto en Espacios de Hilbert con Nucleo Reproductivo (Garcia,
Hernandez-Medina & Munoz-Bouzo 2014), donde ahora tenemos funciones de la
forma:

ft) = (z, @) teQ,

con € un conjunto arbitrario, (#, (-,-)) es un espacio de Hilbert y ® : Q — H es una
funcion, y las hipotesis son que existen sucesiones {t,}nen C Q, {an}nen € C\ {0}
v {Zn}nen € H una Base de Riesz’ tal que la sucesion {®(t,)}neny cumple ®(t,) =
a,r, Vn € N se prueba de este modo que:

Su(t)

an

ft) = fltn) con  Sn(t) = (yn, ®(t))  t €L

donde {y,}nen C H es la Base de Riesz biortogonal de {z,}nen, con convergencia en
norma del Espacio de Hilbert con Nucleo Reproductivo que contiene a las funciones de
esa forma y ademés con convergencia absoluta y uniforme en los subconjuntos de €2 donde
la funcion t — ||®(t)|| es acotada.

Todos estos resultados los veremos en el capitulo 4.

Gracias a la teorfa de Espacios de Banach con Nicleo Reproductivo* desarrolada por
Haizhang Zhang, Yuesheng Xu & Jun Zhang (2009) y al desarrollo del concepto de
X4-Base de Riesz® dentro de los mismos por Haizhang Zhang & Jun Zhang (2010), Garcia
& Portal lograron extender un teorema de muestreo de Kramer abstracto a Espacios de
Banach con Nicleo Reproductivo con semi-producto interno (2013).

En este trabajo tratamos de extender a Espacios de Banach con Ntucleo Reproductivo
con semi-producto interno un Reciproco del teorema de muestreo de Kramer dado por
Garcia & Szafraniec (2002), el cual establece que si tenemos un Espacio de Hilbert con
Nicleo Reproductivo Hg de funciones sobre €2 C R dadas por un operador integral, como
en el teorema original de muestreo de Kramer, donde existe una sucesion de funciones
{Sn}nen, C Hi tal que

{Sn(t)nerny € e(No) VE €y span{ {Sn(t)}nen, : t € 2} = £r(No),

y existen sucesiones {t, }nen C 2, {an}nen C C\ {0} tales que

Qn

{M} Neeg(No) y f(ﬂsz(tn)SZ—ff) v €tk

con convergencia puntual de la serie, entonces entre otras cosas, {S, }nen, €s una Base de
Riesz para Hp.

3ver capitulo 3
dver capitulo 5
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Capitulo 1

Preliminares

Presentamos los resultados, mayormente del analisis funcional, que se utilizaran a lo
largo y ancho de este trabajo. Suponemos conocidos los conceptos: espacios vectoriales
sobre un cuerpo K, transformaciones lineales, formas bilineales, espacios métricos, suce-
siones de Cauchy, completitud, separabilidad y topologia en espacios métricos, normas,
seminormas y espacios normados.

1.1. Espacios de Banach

1.1.1. Operadores Acotados y Generalidades

Por lo general trabajaremos en K-espacios vectoriales donde el cuerpo K es R o C.

Definicién 1.1.1 (Espacio de Banach). Un espacio normado (X, || - ||) es un espacio de
Banach si (X, d) es un espacio métrico completo, donde la métrica d : X x X — Rs( esta
dada por d(x, z) = ||x — z|| para todos z,z € X.

Notaremos por Bx y Sx a la bola unitaria cerrada de centro 0 y esfera unitaria de
centro 0 dadas respectivamente por
Bx = {ze X |z|| <1}
Sx = {reX:|z| =1}
Definicién 1.1.2 (Operadores acotados). Decimos que un operador lineal entre espacios

normados 7" : (X, || - [|x) = (Y, || - ly) es acotado si existe uns constante positiva B tal
que | Tz|ly < Bl|z||x para todo = € X.

Es una cuenta sencilla probar que un operador es acotado si y sélo si es continuo.
Notamos por B(X,Y") al K espacio vectorial de operadores lineales acotados, al mismo lo
podemos normar mediante

T := sup ||Tz||y = sup ||[Tz|y = nf{B>0:||Tz|y < Blz||x Yz € X}.

z€EBx TE€SX

Cuando Y = K lo notamos por X* y decimos que es el dual de X con la forma bilineal
(-, )x : X x X* — C dada por

(h)x X xX" — C (1.1)
(x,z*) +— z*(x)

3



4 1.1. Espacios de Banach

la cual usaremos indistintamente en vez de escribir 2*(z) cuando resulte conveniente.
A los elementos de X* los llamaremos funcionales lineales acotados sobre X. Asimismo
podemos definir el dual de X* por X** = (X*)* y asi sucesivamente. Para T' € B(X,Y),
M subespacio de X y N subespacio de X* se definen:

Ker(T) ={x € X : Tz =0} (Nucleo de T')

R(T) :={yeY :Tx =y para algin z € X} (Rango de T')
M+ :={2" € X*: (2,2")x =0 Vz € M} (Ortogonal de M)
IN={zeX:(2,2)x =0V €N} (Ortogonal de N)

Todos ellos son subespacios y, salvo R(T"), son cerrados. Nos va a interesar en reiteradas
ocasiones que R(T') sea un subespacio cerrado, luego de presentar el teorema de la aplica-
cion abierta (teorema 1.1.11) veremos que la siguiente propiedad nos garantizara que asi
lo sea, decimos que T' € B(X,Y) es acotado inferiormente si existe una constante positiva
A tal que

| Tx|ly > Allx|x VreX (1.2)

Dado un operador lineal T': X — Y, podemos definir su operador adjunto 7% : Y* —
X* como

(T*y")(x) = y*(Tx) yreYireX (1.3)
que con la forma bilineal anterior queda (z,T*y*)x = (Tx,y*)y. Por una cuenta directa
resulta que 7" es acotado si y solo si T* es acotado y en tal caso vale que ||T|| = || 7|

Proposicion 1.1.3 (Propiedades del Operador Adjunto). Sean X eY espacios de Banach
yT € B(X,Y) con adjunto T*, entonces:

» R(T)* = Ker(T*), *R(T*)=Ker(T), R(T)="Ker(T").
» T es inyectivo si y sélo si T* tiene rango denso (y viceversa).

» T tiene rango cerrado si y sdlo si T* tiene rango cerrado y en tal caso R(T*) =
Ker(T)%. (|Me98] pag. 292)

» T es invertible si y sdlo si T* es invertible y en tal caso es (T*)~' = (T1)*.

Sean V un K espacio vectorial y P : VV — )V un operador lineal, decimos que P es un
proyector si P es idempotente (P? = P), en tal caso, el operador Q = I — P también es
un proyector. Si consideramos un proyector P : X — X con X un espacio de Banach, es
sencillo probar que P € B(X) := B(X, X) si y solo si R(P) y Ker(P) son subespacios
cerrados de X.

Decimos que un espacio de Banach X es suma directa de dos subespacios Y y Z,
escribimos X = Y @ Z, si ambos son cerrados en X, Y NZ = {0} y todo = € X se
escribe (de manera tnica) como x =y +x con y € Y y z € Z. También decimos que un
subespacio cerrado M de X es complementado en X si existe N subespacio cerrado de
X tal que X = M & N. Los subespacios complementados y los proyectores acotados esan
relacionados como sigue:

Proposicion 1.1.4. Sea M un subespacio cerrado de un espacio de Banach X, son equi-
valentes:



Capitulo 1. Preliminares 5

i) M es complementado en X, con X = M & N.
i) Eziste un tnico proyector P € B(X) con R(P) =M, Ker(P) =N yX =M ®N.

Ejemplos de subespacios complementados son los subespacios de dimension finita y
los de codimensién finita, como asi también cualquier subespacio cerrado de un espacio
de Hilbert (proposiciéon 1.2.3).

1.1.2. Teorema de Hahn-Banach
El teorema de Hahn-Banach es de vital importancia en la teoria del Analisis Funcional.

Teorema 1.1.5 (Teorema de Hahn-Banach). Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo
K y sea p: V — Rsg una seminorma (cumple lo mismo que una norma salvo que puede
existir v # 0 tal que p(v) = 0). Si M es un subespacio deV y v : M — K es un funcional
lineal satisfaciendo

() <plv)  veE,

entonces existe un funcional lineal I : V — K tal que
lum=y v [@)<pl) veV.

Los siguientes corolarios son igual de importantes que el teorema 1.1.5 y por lo tanto
cuando més adelante hagamos referencia al “Teorema de Hahn-Banach” nos estaremos
refiriendo al teorema en si o a cualquiera de sus corolarios.

Corolario 1.1.6 (H-B). Sean (X, |- ||) un espacio normado y M un subespacio de X. Si
v € M*, entonces existe I' € X* tal que

L= vy |[Tx = I7llar

Corolario 1.1.7 (H-B). Sea (X, || - ||) un espacio de Banach, entonces para cada x € X
tenemos:

el = sup [ (z)].

Z‘*GX*, H.T*Hx*Zl

Ademas, el supremo es un mdximo.

Corolario 1.1.8 (H-B). Sea (X, || - ||) un espacio normado. Supongamos que tenemos M
un subespacio cerrado de X, vg € X \ M y d = dist(xo, M) = inf{||zo — 2|| : z € M}.
Entonces existe I' € X* tal que

1

Pl@)=1, Tlu=7 vy [llx =7

Sea X un espacio de Banach, dado un conjunto {z;} C X escribimos span{z;} para
referirnos al subespacio de X formado por combinaciones lineales finitas de {x;}, donde i

pertenece a algiin conjunto de indices.

Corolario 1.1.9 (H-B). Sea (X,|| - ||) un espacio de Banach. Entonces una sucesion
{z,} € X es completa (span{z,} = X) si y sdlo si {x,} C X, es decir, satisface la
propiedad

reX y 2¥(x,)=0Vn = a"=0. (1.4)
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Sean X un espacio normado, X* su dual y X** el bidual de X. Dado x € X definimos
7+ X* — K como 7, (z*) = 2*(x), 7, es claramente un funcional lineal que ademas es
acotado pues

e (a")| = [a"(@)| < [l2"[[[]=]  Va" e X"
Asi, tenemos definida
T X — X (1.5)
A

que es un operador lineal acotado con |7 (z)| < ||z|| V2 € X. Dado = € X, por Hahn-
Banach, existe f, € X* tal que ||f.|| =1y fz(x) = ||z|| de donde (7(x))(fz) = m(fz) =
fz(x) = ||z|| y por lo tanto es ||7(z)| = ||z||. El operador 7 se llama “inyeccion natural”
o “inyeccién canoénica” de X en X™**.

Definiciéon 1.1.10 (Espacios Reflexivos). Un espacio normado (X, || - ||) se dice reflezivo
si el operador 7 dado en (1.5) es sobreyectivo.

1.1.3. Teorema de la Aplicaciéon Abierta

Si (X, || ]lx) e (Y,|l]ly) son espacios normados, decimos que una funcion 7 : X — Y
es abierta si cada vez que tenemos O abierto en X resulta 7'(O) abierto en Y. Una funcién
puede ser continua y sobreyectiva pero no abierta, de hecho estas tres propiedades son
independietes entre si. El siguiente teorema muestra que esto no ocurre cuando tenemos
un operador lineal acotado y sobreyectivo entre espacios de Banach.

Teorema 1.1.11 (Teorema de la Aplicacion Abierta). Sean X e Y espacios de Banach
y T € B(X,Y) sobreyectivo, entonces T es una aplicacion abierta.

Decimos que T € B(X,Y) es un isomorfismo topoldgico si T es biyectivo y T—! €
B(Y, X), en tal caso X e Y se dicen topologicamente isomorfos y se nota por X ~ Y.
También, decimos que T' € B(X,Y) es un isomorfismo isométrico si T es un isomorfismo
topologico y una isometria (||Tz|ly = ||z]|x Vo € X), en tal caso X e Y se dicen
isométricamente isomorfos y se nota por X =Y.

Notar que si X es reflexivo entonces 7 es un isomorfismo isométrico, de donde nece-
sariamente X es un espacio de Banach. Ademaés, con un poco de cuidado, se prueba que
X es reflexivo si y sélo si X* es reflexivo.

Los siguientes corolarios del teorema 1.1.11 también seréan referidos como “Teorema
de la Aplicacién Abierta” en futuras referencias.

Corolario 1.1.12 (Teorema de la Aplicacion Inversa). Sean X e Y espacios de Banach
y T € B(X,Y) biyectivo, entonces T™' € B(Y,X) y por lo tanto T es un isomorfismo
topoldgico.

De este tltimo y por lo visto en la proposicion 1.1.3, T € B(X,Y') es isomorfismo
topologico (isométrico) siy solo si T* € B(Y™*, X*) es isomorfismo topologico (isométrico).

También, la asignacion 7'+ T™* es un isomorfismo isométrico de B(X,Y ) en B(Y*, X*)
que ademas cumple (ST)* = T*S* siempre que la composicion tenga sentido.

Un ejemplo de espacios isométricamente isomorfos es el caso en donde tenemos un
proyector P € B(X) con X Banach, pues resulta que R(P) = X/Ker(P).
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Corolario 1.1.13 (Normas Equivalentes). Supongamos que tenemos un K-espacio vec-
torial X que es un espacio de Banach con respecto a dos normas || - || y || - ||. Si existe
una constante positiva B tal que ||z|| < Bl|z|| YV € X, entonces ||-|| y || - || son normas
equivalentes en X, es decir, existe otra constante positiva A (necesariamente A < B) tal
que

Allzll < =l < Bllz|]  Vz e X.

La siguiente proposicion la utilizaremos reiteradamente y la hemos enunciando aqui
debido a que la implicacion ii) = i) utiliza el corolario 1.1.12.

Proposicion 1.1.14. Sean (X, | - ||x) e (Y, - |lv) espacios de Banach y T € B(X,Y),
son equivalentes:

i) T es acotado inferiormente (1.2).
ii) T es inyectivo y R(T) es cerrado en'Y'.
iii) T* es sobreyectivo.

Demostracion. i) = ii) Si x € X es tal que Tz = 0, entonces usando (1.2) obtenemos
0 > Al|z||x de donde x =0 y T es inyectivo.

Para ver que R(T) es cerrado en un espacio de Banach Y, es equivalente ver que
R(T) es un espacio de Banach, o sea, debemos ver que toda sucesion de Cauchy en R(T)
es convergente a un elemento de R(7'). Sea entonces {y,}neny € R(T) una sucesion de
Cauchy con y,, = Tz, Vn € N, {z,},en C X. De nuevo por (1.2) obtenemos

Allzn = wmllx < IT(n = 2m)ly = g0 = gl —0

con lo cual {z, },en es de Cauchy en un espacio de Banach X y por lo tanto existe x € X
tal que z,, — . Como T es acotado, T'x, =y, — Tx.

i1) = i) Como T es inyectivo y R(T") es cerrado en Y podemos usar el corolario 1.1.12
para obtener un isomorfismo topolégico T : X — R(T). Sea x € X, entonces existe un
tinico y € R(T) tal que x = T~y de donde

T~ acotado )

(
A Tzlly = A7 yly = T yllx = ll=llx

y vale (1.2).

i1) < 1) Utilizando la proposicién 1.1.3 que dice que R(T) es cerrado si y sblo si
R(T™*) es cerrado, resulta que T™ es sobreyectivo (tiene rango cerrado pues X* es Banach)
si y solo si T es inyectivo y R(T') es cerrado. [ |

1.1.4. Teorema del Grafico Cerrado

Si tenemos dos espacios normados (X, || - ||x) e (Y, || - ||y), entonces podemos armar
el espacio producto X X Y y hacerlo un espacio normado dotdndolo con alguna de las
siguientes normas equivalentes:

Iyl = (l2l% +l9lf)"” (1<p<oo)
[yl = max{|zllx, vy} (p=00) (1.6)
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SI X e Y son espacios de Banach entonces X x Y también lo es.
Para T : D(T) C X — Y, donde D(T) denota el dominio de 7', definimos su grafico
como

Graf(T) :={(z,Tx) 2 € D(T)} C X xY

y decimos que T es cerrado si su grafico es cerrado en X x Y dotado con cualesquiera de
las normas en (1.6). Notar que para probar que Graf(T) es cerrado en X x Y debemos
probar que si:

z e D(T)

lI-llx ll-llx;
{2}, cDT) | vy —"2y Txy, —y = { Tr—y

Teorema 1.1.15 (Teorema del Grafico Cerrado). Sean X e Y espacios de Banach y
T : X =Y un operador lineal, entonces T es acotado si y solo si T es cerrado.

1.1.5. Principio de Acotacién Uniforme

Teorema 1.1.16 (Principio de Acotacion Uniforme). Sean (X,| - ||x) un espacio de
Banach e (Y,|| - |ly) un espacio normado. Si {T;}ier es una familia de operadores en
B(X,Y) tal que Vx € X es sup,e; || Tiz|ly < oo, entonces sup;¢; || 15| < oc.

Teorema 1.1.17 (Teorema de Banach-Steinhaus). Sean (X, || - ||x) e (Y, |- |ly) espacios
de Banach. Si {T,,}neny C B(X,Y) y para cada x € X existe Tx = lim,,_,o Tz, entonces

TeB(XY) y |T] <sup|Tu] < . (L.7)
neN

1.1.6. Mapa Dual

En esta subseccion utilizaremos la monografia de Dragomir [Dr03]. Una funcién ¢ :
R.g — R estrictamente creciente tal que ¢(0) = 0y lim;_, . ¢(t) = 400 se dice “funcion
peso’”.

Definicién 1.1.18 (Mapa Dual). Sean (X, || -||) un espacio normado y 2% el conjunto
de partes de X*, la funciéon J : X — 2¥" dada por

J(x) ={z" € X" :a¥(2) = [[[[[l=7]], [lo7]] = e([l«[)} =€ X

se denomina mapa dual de peso ¢y, cuando ¢(t) =t YVt € Rog, se denomina mapa dual
normalizado.

Trabajaremos siempre con el mapa dual normalizado al cual nos referiremos simple-
mente como mapa dual o aplicacion dual. Usando Hahn-Banach, J(z) # 0 Vo € X
y J(x) = {0} si y solo si x = 0. También, J(z) es convexo en X* Vo € X y J es
antihomogéneo en el sentido de que J(Az) = \J(z) para todo x € X y A € C.

Buscamos condiciones para que J(x) sean conjuntos unipuntuales para cada x € X y
asf tener en realidad una funciéon de X en X*.

Proposicion 1.1.19 (Sobreyectividad del Mapa Dual). Sea (X, ||-||) un espacio normado,
son equivalentes:
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i) X es reflexivo.

it) Todo funcional lineal acotado sobre X alcanza su mdximo sobre la esfera unitaria
de X, es decir,

Va*e X*, JxeSx talque 2*(x)=|z"|.
i11) Todo funcional lineal acotado sobre X posee un elemento maximal en X, es decir,
Var e X*, dJoee X talque a%(z)=|z"||||z|
i) J es sobreyectiva, es decir,
Ve X*, Jye X talque z*€ J(y).

Definicién 1.1.20. Un espacio normado (X, || - ||) se dice suave en un punto x # 0 si
existe un unico funcional lineal acotado z* sobre X que cumple

w'(z) =zl y =¥ =1.
Si X es suave en todos sus puntos, decimos que X es suave a secas.

Proposicion 1.1.21 (Univocalidad del Mapa Dual). Sea (X, || - ||) un espacio normado
y xo € Sx, son equivalentes:

i) X es suave en x.

i) J(xo) contiene un tunico elemento en X*.

iii) || - || es Gateaux diferenciable en xy, es decir, el siguiente limite existe Vo € X
Nzt Al — o]
heR, h—0 h '

Esta proposicion nos dice entonces que X es suave siy solo si J es univaluada (puede
verse como una funcion de X en X*) si y solo si la norma en X es Gateauz diferenciable.
Para la cuestion de inyectividad tenemos la siguiente:

Proposicion 1.1.22 (Inyectividad del Mapa Dual). Sea (X, || -||) un espacio normado,
son equivalentes:

i) X es estrictamente convero (definicion 1.1.24).
ii) Todo funcional lineal acotado sobre X posee a lo sumo un elemento mazimal en Sx.
iii) J es inyectiva, es decir, J(x) N J(y) =0 para x # y.

Corolario 1.1.23. Sea (X, || - ||) un espacio de Banach reflexivo, estrictamente convexo
y Gateaux diferenciable. Entonces el mapa dual

J=":X — X (1.8)
r — J(x):=2a"
es biyectivo e isométrico (. || - ||-|| - || continuo) pero generalmente no es lineal.

Utilizando la ley del paralelogramo (1.11) y el teorema 1.2.8 se prueba directamente
que en un espacio de Banach real (complejo) X, el mapa dual J = * es lineal (antilineal)
si y solo si X es un espacio de Hilbert real (complejo).
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1.1.7. Propiedades Geométricas

Definicién 1.1.24. Sea (X, || - ||) un espacio de Banach, decimos que:

» X es estrictamente convezo si x,y € X son tales que ||z + y|| = ||z|| + ||y|| entonces
x = Ay con A > 0.

» X es uniformemente convexo si Ve >0, 36 > 0 tal que z,y € Sx con ||z —y|| > €
implica que ||z +y|| <2 — 6.

» X es Gateaux diferenciable si ||-|| es Gateaux diferenciable en todo x € Sy, es decir,
si para cada x € Sy el limite

e Ayl —
heR, h—0 h

(1.9)

existe Vy € X.

Mientras que X es uniformemente diferenciable Fréchet si es Gateaux diferenciable
y si el limite (1.9) ademas es uniforme en Sx x Sx.

= X es uniforme si es uniformemente convexo y uniformemente diferenciable Fréchet.
Por la proposicion 1.1.21, X es suave si y s6lo si X es Gateaux diferenciable.

Ejemplo. Todo espacio de Hilbert (ver definicién 1.2.1) es uniforme (uniformemente

convexo y uniformemente diferenciable Fréchet) y por lo tanto reflexivo. ¢
Proposicion 1.1.25 (Estrictamente Convexo). Sea (X, || - ||) un espacio de Banach, son
equivalentes:

i) X es estrictamente convexo.
it) Parax #y € Sx y 0 <t <1 secumple |tz + (1 —t)y| < 1.

iii) Todo C C X convexo no vacio es un conjunto de unicidad, es decir, para todo x € X
existe a lo sumo un yo € C' tal que

dist(x, C) = ||lz = yol|

Proposicion 1.1.26. Sea (X, || - ||) un espacio de Banach estrictamente convero y re-
flezivo, entonces todo C' C X convexo cerrado no vacio es un conjunto de Chebyshev, es
decir, para todo x € X existe un unico yo € C tal que

dist(x, C) = ||z = yol|

Proposicion 1.1.27. Sea (X, || - ||) un espacio de Banach uniformemente convezro, en-
tonces X es estrictamente convexo y reflexivo.

Proposicion 1.1.28. Sea (X, || - ||) un espacio normado:

a) Si X* es estrictamente convexo entonces X es suave.
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b) Si X* es suave entonces X es estrictamente convexo.

c) Si X es reflexivo, entonces X es suave si y solo si X* es estrictamente convezxo y
X es estrictamente convezro si y solo st X* es suave.

Proposicion 1.1.29. Sea (X, || - ||) un espacio de Banach, entonces:
a) X* es uniformemente convexo si y solo si X es uniformemente diferenciable Fréchet.
b) X* es uniformemente diferenciable Fréchet si y sélo si X es uniformemente convezo.

No es de extranar que todas estas propiedades sean preservadas por isomorfismos
isométricos (ver [Me98]).

1.1.8. Bases y Series

En esta subseccion (X, || - ||) es un espacio de Banach separable. Cuando notemos
una sucesion en X por {f,}nen 0 una serie por » _ fn, estamos tomando la sucesion
ordenada {fi, fa, f3,...} o sumando {f; + fo + f3 + ...}, es decir, estamos considerando
N con el orden usual. Del mismo modo podemos considerar un conjunto de indices I
que sea a lo sumo numerable y bien ordenado (existe < un orden total en I donde todo
subconjunto no vacio de I tiene primer elemento) en vez de considerar N. En lo sucesivo de
esta subseccion seguiremos hablando de esta cuestién para luego encontrar una condicion
en la que podamos independizarnos del conjunto de indices N.

Definicién 1.1.30. Decimos que una sucesion { f, fneny C X es :

» minimal, si f,, ¢ span{f,:n#m} ¥Ym € N.
» completa, si span{f, :n € N} = X,

= exacta, si es minimal y completa.

Si bien hemos requerido que X sea separable, cuando tenemos una sucesion que es
completa entonces X necesariamente es separable. Una caracterizacion de sucesiones mi-
nimales que usaremos todo el tiempo es la siguiente:

Proposicion 1.1.31 (sucesiones biortogonales). Una sucesion { f,}nen C X es minimal
si y solo si existe una sucesion {gn fnen C X* tal que (fn, gm)x = Onm Vn,m € N, donde
Onm €S la delta de Kronecker. {fn}nen Y {gn}nen se dicen biortogonales entre si o que
{gn}nen es una sucesion biortogonal a { f, }nen-

Ademds, {gntnen e€s tnica si y solo si {fn}nen €s completa.

Demostracion. (=) Para m € I sea X,, = Span{f, : n # m}, por hipotesis fn, ¢ X, y
por Hahn-Banach existe g, € X* tal que g,,(fm) = 1y gn(fn) =0 Vn # m, es decir
(fn;gm)X == 6n,m vn,m - N

(<) Sea m € Iy tomemos f € span{f, : n # m}, digamos f = ) _pa,f, con
F C N finito y a, € C, entonces (f, gm)x = (X per anfmgm)X = ner @n(fn, gm)x =0,
de donde f,, ¢ span{f, : n # m} puesto que (fm,gm)x = 1.
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Veamos el ademas, supongamos que { f,, }neny también es completa en X pero existen
dos sucesiones biortogonales {g, }nen v {hn }nen, entonces

(fna (gm - hm))X - (fnagm)X - (fna hm)X = 5n,m - 5n,m =0 Vn,m eN

y por la completitud de { f,, },en debe ser ¢, = by, ¥Ym € N,

Reciprocamente, si {g,}nen es la tnica sucesion biortogonal a {f,}nen pero esta no
es completa, entonces existe g € X* no nulo tal que (f,,9)x = 0 Vn € N, de donde la
sucesion {hy, }ney € X* dada por h, = g, —g Vn € N es otra biortogonal a {f,}ren
contradiciendo la unicidad de {g, }nen. |

Enunciamos definiciones y resultados concernientes a distintos tipos de convergencia
de sucesiones y de series que se pueden encontrar por ejemplo en [Me98, Hel0].

Definicion 1.1.32. Sea {f,}nen € X una sucesion.

a) Laserie ) _y fn es de Cauchy en X sila sucesion de sumas parciales sy = Zf:f:l fn
es de Cauchy en X.

b) Laserie ) fn es convergente en X y es igual a un f € X si la sucesion de sumas
. N
parciales sy =Y, f, converge a f en la norma de X.

c) La serie ) fn es incondicionalmente convergente en X sila serie D fo(n) €s
convergente en X para toda permutacion o de N.

d) La serie ) _\ fa es absolutamente convergente en X si la serie
> nen I fnll es convergente en R.

Cuando tomamos limite en b) estamos usando el orden usual de N. Teniendo en cuenta
N .
que ||syl| <>, Ifnll, vale d) = ¢) = b) = a), y cuando una serie convergente no
converge incondicionalmente decimos que converge condicionalmente. También es claro
que si una serie ) fn converge incondicionalmente entonces Y« fo = Doy fom)
para toda permutacion o de N, puesto que si yu € X* entonces

N(Z fn) =D ulfa) =) ilfom) = M(Z fo<n>>

neN neN neN neN

por convergencia incondicional en C.
Enunciamos equivalencias de series incondicionalmente convergentes que son mas ac-
cesibles para verificar.

Teorema 1.1.33. Sea ZneN fn una serie en X, son equivalentes:
i) Y nen fn converge incondicionalmente
it) ZkeN fn, €5 convergente para toda sucesion creciente 0 < nj < mng < ---.
) Y .en Enfn converge para toda eleccion de signos €, = £1.

W) Y ,en Ann converge para toda sucesion { A, fnen C C acotada.
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v) > nen | (frs 1) x| converge uniformemente con respecto a Bx-, es decir,

Jin (s { Sl | ) o (1.10)

pEBx~ n>N

Vi) Y ,en Jn converge con respecto al conjunto dirigido de subconjuntos finitos de N, es
decir, si I = {F C N: F es finito } y sp:= ) _p fo entonces existe f = limpes sp,
en el sentido de que ¥ Oy entorno abierto de f en X existe Fy € I tal que VF D Fy
con F' € I se cumple sp € Oy.

Definicion 1.1.34. Decimos que una sucesion { f, }nen C X es :

= base, si toda f € X se escribe de manera tinica como

N

f=> clDfa= Jm > clf)fa
neN n=1

=SN(f)

donde la igualdad (convergencia) es en la norma de X.

La asignacion f +— ¢, (f) define funcionales lineales (funcionales coordenados) sobre
X para todo n € N y la asignacion f — Sy(f) define operadores lineales (proyec-
ciones naturales) de X en X para todo N € N.

» base de Schauder, si es base y los funcionales lineales coordenados f + ¢,(f) son
continuos sobre X o, equivalentemente, las proyecciones naturales son operadores
acotados de X en X.

» bdsica, si es base de span{ f, : n € N}.
Proposicion 1.1.35 (Bases). Sea {f,}nen C X una sucesion, son equivalentes:
i) {fntnen €s una base de X.
i) {fn}tnen es una base de Schauder de X.

ii1) {fn}nen es completa y existe {c,}neny C X* biortogonal a {fn}nen tal que la serie
Y nen(fscn)x fn converge para cada f € X.

Por lo general usaremos el término base de Schauder para referirnos a una base. Dire-
mos que una base de Schauder {f,}.en es acotada si existen constantes positivas B > A
tales que A < ||f.|| < B Vn eN.

Teorema 1.1.36. Sea {f,}nen una sucesion de términos no nulos en X, se definen:

N

Y = {c = {cn}tnen : g Cn fn cOnvVerge en X} con ¢ := sup g Cnfulls
NeN || “=
neN n=1

entonces:
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a) (Y, -l) es un espacio de Banach.

b) Si{fn}nen es una base de Schauder, X ~Y wvia el operador de sintesis

R:Yacr—>chfn€X.

neN

A continuacion veremos qué se puede decir acerca de la tinica sucesion biortogonal a
una base de Schauder.

Proposicion 1.1.37. Sea {f,}nen una base de Schauder de X con biortogonal {cy, nen C
X*, entonces:

a) {cnlnen es bdsica en X* y {(cn, m)x+ fnen C X™* es una biortogonal a {c;, tnen, donde
7 es la dada en (1.5).

b) Si X es reflexivo, {cp}nen ¥ {(CnyT)x+ fnen son bases de Schauder de X* y X**
respectivamente.

Proposicion 1.1.38 (Bases incondicionales). Sea {f,}nen una base de Schauder de X,
son equivalentes:

i) {fo(n) }nen es base de Schauder de X para toda permutacion o de N.
i) [ = enCnl(f)fn con convergencia incondicional de la serie V f € X.
En tal caso decimos que {f,}nen es base de Schauder incondicional de X .

Cuando tenemos una base incondicional, ya no nos tenemos que preocupar por el
significado de la notacién ), va que sin importar en qué orden tomemos los naturales
obtendremos el mismo resultado. Mas aun, como no importa el orden, podriamos sumar
sobre cualquier conjunto de indices numerable I puesto que es coordinable con N.

Como comentario final, si tenemos 7' : X — Y isomorfismo topologico entre es-
pacios de Banach, este manda bases (incondicionales/acotadas) en bases (incondiciona-
les/acotadas), como se puede comprobar mediante cuentas directas.

1.2. Espacios de Hilbert

1.2.1. Generalidades

Definiciéon 1.2.1 (Espacio de Hilbert). Sea H un K-espacio vectorial. Un producto interno
sobre H es una aplicacion (-,-) : H x H — K tal que para todos f,g,h € Hy A € K
cumple:

(i) (Af+g,h) = Xf,h)+ (g, h) (Lineal en la primer variable)

(i) (h,\f +g) = X, f) + (h, g) (Antilineal en la segunda variable)
(i13) (g, h) = (h,g) (Simetria Conjugada)
() (9,9) >0y {(g,9) =0 <= ¢g=0 (Definido Positivo)
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(v) Kg,h)|* < {g,9)(h,h) (Cauchy-Bunyakovski-Schwarz)

En tal caso el par (H, (-,-)) se llama espacio con producto interno o pre-Hilbert. Decimos
que (H, (-,-)) es un espacio de Hilbert si el mismo resulta completo con la norma inducida
.l = (-, )2, es decir, (H, ||.]|) es un espacio de Banach. Notar que si K = R resulta que
(-,) es una forma bilineal simétrica definida positiva.

Del item (v) se desprende que un producto interno es continuo en ambas variables
conjuntamente, en el sentido de que si tenemos f,, — fy g, — g, entonces (f,,, gn) —
(f,g). También, todo producto interno satisface la “Ley del Paralelogramo”

Lf + gl + 1f = gl =21 £1" + 2llglI* ¥ f,g€H (1.11)

y vale que una norma proviene de un producto interno si y solo si satisface (1.11).

Proposicion 1.2.2. Si M es un conjunto convexo cerrado no vacio de H y f € H,
entonces existe un unico Py f € M que realiza la distancia, es decir:

dist(f, M) = inf {[|f —gl[} = [lf — Paf]l.
geM
Si M es un subespacio cerrado de ‘H queda definido un operador lineal

PM2H — M
f — Puf (1.12)

que se denomina proyector ortogonal de H sobre M. Decimos que dos elementos f,g € H
son ortogonales si (f,g) = 0, de igual modo f € H se dice ortogonal a un subconjuto C'
de H si (f,g9) =0 Vg € C. Dado un subconjunto C' de H, se define el ortogonal de C
como el subespacio cerrado de H dado por

Cr={geM:{(g9,/)=0VfeC}
como consecuencia obtenemos la siguiente.

Proposicion 1.2.3. Todo subespacio cerrado de un espacio de Hilbert H es complemen-
tado, es decir, si L es un subespacio cerrado de H entonces H = L ® L*.

Definicion 1.2.4. Sea {f,}nen C H una sucesion.
a) {fn}nen es ortogonal si (fn, fm) =0 ¥Yn # m.
b) {fn}nen es ortonormal si (fo, fm) = dpm Yn,m € N.
¢) {fn}nen es base ortonormal si es una base de Schauder y una sucesion ortonormal.

Como una aplicacion del Lema de Zorn, todo espacio de Hilbert posee una base orto-
normal. Antes de ver caracterizaciones de las mismas veamos algunas propiedades de las
sucesiones ortogonales y ortonormales.

Proposicion 1.2.5 (Teorema de Pitagoras). Si {fi,---, fn} son ortogonales en un es-
pacio pre-Hilbert, entonces || ZnNzl an2 = ZnNzl | full?.
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Proposicion 1.2.6. Si {f, }nen €s una sucesion ortonormal en un espacio de Hilbert H,
entonces valen:

a) Y onen [ f) P <\ FI? YV f € H. (Desigualdad de Bessel)

b) Si f =73, enCnfn converge, entonces ¢, = (f, fn) Vn € N.

¢) D e Cnfn converge siy solo siy, o |cal? < o00.

d) Si feH yM=3pand{f,:n €N}, entonces Py f = cn(fs fu) [n-
Proposicion 1.2.7. Sea {f,}nen C H una sucesion ortonormal, son equivalentes:

(i) {fn}nen es base de Schauder.

(ii) {fn}nen es completa.

(ii1) {fu}nen es total.

(i) f=3, [ fafn VfEH.

) (f,9) = (fs fu)furg) ¥ fog € H. (Identidad de Plancherel)
vi) 1112 =3, [(f, f)I> Y f € M. (Identidad de Parseval)

1.2.2. Operadores Acotados

Teorema 1.2.8 (Teorema de Representacion de Riesz). Sea L : H — K un funcional
lineal acotado sobre un espacio de Hilbert H, entonces existe un unico f € H tal que

Lg={g,f) YgeH vy |L|=]|fI

Es decir, el mapa dual de H en H* (f — f*) estd dado por f*(g) = (g,f) y es una
wsometria biyectiva antilineal en el sentido de que

Ifl= 15 vy AN +h=Af+h fheH, AeK

Como todo espacio de Hilbert H es un espacio de Banach, la definicién de operador
acotado es la misma, no obstante, hay otro operador que se denomina adjunto, el mismo
es el inico operador lineal acotado en H tal que

(Tf,g9)=(fT"9) fgeH (1.13)
Observar que el “adjunto Banach” (1.3), que ahora notamos por 7", es el tnico que cumple
(Tfg9 = TgWw feH g el

cuando estemos en espacios de Hilbert siempre utilizaremos (1.13). Si utilizamos el mapa
dual entre un espacio de Hilbert H y su dual H* obtenemos para f,g € H:

(F, T g )= (Tf, 9= (Tf9)=(f,T"9) = (f,(T"9)" )u
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de donde T'g* = (T*g)* v, si notamos ahora por J al mapa dual, T o J = J o T* o bien,
usando biyectividad de J, resulta que

JYoT oJ=T"

Mencionamos algunas clases de operadores que utilizaremos en la seccién proxima.
Sean T € B(H) y T* el adjunto de T, decimos que T" es Normal si TT* = T*T, Autoadjunto
siT =T*y Positivo si (T'f, f) >0V f & H. Los operadores Unitarios (T~ = T*) son los
isomorfismos isométricos entre espacios de Hilbert, es decir, son Isometrias ((T'f,Tq) =
(f,9) Vf,g € H) que ademas son sobreyectivas, y el proyector ortogonal de H sobre M
dado en (1.12) es efectivamente un proyector ortogonal (Positivo y T = T?).

Para definir los operadores de Anélisis y de Sintesis en el capitulo 3, extendemos la
definiciéon de operador adjunto entre espacios de Hilbert.

Definicion 1.2.9 (Operador Adjunto entre espacios de Hilbert). Sea T : ‘H — H un
operador lineal acotado entre espacios de Hilbert. El adjunto de T es el tinico operador
lineal acotado 7™ : H — H que cumple:

(Tf, fyg =T Hu  feH, feH

1.3. Espacios £,(§2,%, ) (1<p<oo)

En esta seccion utilizaremos los libros [Ye06, Me9g|.
Para (€, %, ;1) un espacio de medida se definen los espacios £,(2, X, jt) como:

1/p
{f:Q—)(Cu—medibles:Hpr = (/]f\pdu) <oo} 1<p<oo
Q
{f:Q — C p-medibles : || f||o := supese|f] <0} p=o0

Cuando no haya peligro de confusién notaremos simplemente L£,,.

Por la desigualdad de Minkowski (desigualdad triangular de ||-||,) los espacios (L, ||-]|,)
son espacios normados y usando luego el teorema de convergencia monétona de Beppo-
Levi junto con el teorema de convergencia mayorada de Lebesgue resultan espacios de
Banach.

Decimos que (£2,%, 1) es un espacio de medida o-finito si Q@ = [J,cy Q0 ¥ p(2) <
oo Vn e N.

Proposicion 1.3.1. Sean 1 <p< oo y (2, %, 1) un espacio de medida o-finito. Enton-
ces Lp es separable, uniformemente convezo (.. reflexivo) y uniformemente diferenciable
Fréchet.

Teorema 1.3.2 (Teorema de Representacion de Riesz). Sean 1 < p,q < oo exponentes
conjugados (1/p+1/q=1) y L € L, entonces existe un tunico f € L, tal que

Lg— / ofde Vgel, v ILI=IIfl,

Es decir, el mapa dual de L, en Ly = Ly (f + f*) estd dado por

* _ i |f|p72 _
ff9)=1gy fo”p,g dp YgeLl, y |follqg=Iflp (1.14)
Q P

=fo
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Cuando €2 es un conjunto numerable, para fijar ideas digamos €2 = N, u = # es la
medida de contar y 3 = 2V el conjunto de partes de N entonces escribimos £,(N) en lugar
de £,(N, 2V #). Resulta entonces que

0 1/p
= (SoU@r) " asp<o0 v Ifle = swpli] (=o0)

y vale lo mismo que antes. Cuando © = Ny := {1,--- ,d}, escribimos £ o bien £,(Ng).
Los espacios £,(£2, X, 1) con p=2 son espacios de Hilbert con el producto interno

(frg) = /Q fady

En este caso los dos teoremas que hemos nombrado por “Teorema de Representacion
de Riesz” coinciden, y dado f € L5 su elemento dual f* € £3 lo podemos identificar con
f € L5. Lo mismo vale para £5(N) y £5.

Cuando el espacio {2 tiene medida infinita (u(2) = co) en general no valen ninguna
de las contenciones entre L£,(€2,3, 1) v L,+(Q2, X, 1) cualesquiera sean 1 <p, p* < oo, sin
embargo, cuando u(2) < oo vale que

Loo($,3, 1) C Ly, 1) C Lp(,E, 1) C L1(2,%, 1) 1<p*<p<oo.
Mientras que para los espacios de sucesiones ¢,(N) siempre se cumple
(1 (N) C £,+(N) € £,(N) C l(N) 1<p*<p<oo.

Proposiciéon 1.3.3 (Desigualdad de Hoélder). Si f € £, y g € L, con 1 <p,q < o0
exponentes conjugados, entonces fg € L1 y

gl < W[ fllpllglly:



Capitulo 2

Espacios de Hilbert con Nucleo
Reproductivo

Introducimos una clase particular de espacios de Hilbert, los llamados “Espacios de
Hilbert con Nicleo Reproductivo”, donde los resultados de muestreo que veremos en el ca-
pitulo 4 se presentan naturalmente. Definiremos qué es un Espacio de Hilbert con Nucleo
Reproductivo, al que abreviaremos poniendo RKHS (Reproducing Kernel Hilbert Spa-
ce en inglés), daremos algunas caracterizaciones y distintas formas de obtenerlos, como

asi también algunas propiedades relevantes que los hacen destacar entre los espacios de
Hilbert.

2.1. Definicion y Propiedades de un RKHS

Definicién 2.1.1. Decimos que (H, (-, -)) es un Espacio de Hilbert con Nicleo Reproduc-
tivo sobre un conjunto {2 si cumple:

(P1) H={f:Q — C funciones} con ||f|| =0 <= f(t)=0 Vit e Q.
(P2) Existe una funcion K :  x Q — C tal que:

(a) Para cadat e Qes K(t, ) € H.
(b) Para toda f € H se satisface la propiedad reproductiva

ft) = ({f, K(t,-)) te Q. (2.1)

K se llama nicleo reproductivo y por (2.1) es tinico cuando existe. La propiedad (P1)
suele decirse que la norma es consistente con el espacio. Notar ademas que

K, (t) = K(s,8) = (K, K(t,)) = (Ko, K,) st € Q. (2.2)

Observacion 2.1.2. La definicion de RKHS tiene en cuenta, en primer lugar, cudl es la
entrada antilineal en el producto interno (en esta tesis se eligid la sequnda), en sequndo
lugar, cudl de las variables del nicleo reproductivo se utiliza para la propiedad reproductiva,
que si bien hemos elegido la primera (f(t) = (f,K(t,-))), es usual encontrarla en la
sequnda, con lo que algunas cuestiones cambian de forma, por ejemplo si fuera f(t) =
(f, K(-,t)), entonces seria K(t) := K(t,s) = (K, K(-,t)) = (K, K3).

19
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Ejemplo. 1) El espacio ¢5(N) es un ejemplo trivial de RKHS ya que para K : NxN — C
tal que K(m,-) = 6,,(-) € €2(N) es (¢, K(m, ")) e,(n) = € = c(m) Vm € N.

2) ([Hel0] pag. 267, [Yo80] pag. 109) El espacio Paley-Wiener PW (R) := {f € C(R)N
Lo(R) : supp f C [—3, 3]} con el producto interno usual de £5(R) es un RKHS sobre R
con nucleo reproductivo K dado por el seno cardinal
sinm(t — s)

K(s,1) = 7(t — s)

= sinc(t — s) s, t € R. ¢

Como se puede ver en [Sa97, Yo80], la teoria de RKHS tiene varios ejemplos intere-
santes que estan lejos de ser triviales y a la vez no son extremadamente técnicos.

El siguiente teorema brinda una alternativa para ver cuando un espacio de Hilbert de
funciones es un RKHS.

Teorema 2.1.3. Sea (H,(-,-)) un espacio de Hilbert de funciones a valores complejos
definidas sobre un conjunto ). Entonces, 3 K nicleo reproductivo para H si y solo si para
cada t € Q) las evaluaciones 6,(f) = f(t) son funcionales lineales continuos sobre H.

Demostracion. Supongamos primero que K es el nucleo reproductivo de H. Para t € (2,
por la propiedad reproductiva junto con C-B-S (pég. 15) tenemos que

0. = 1FO = [{F; K| < ([l = VE@DIA feH,

Reciprocamente, si para cada t € €2 las evaluaciones d, son continuas en #, definimos
K : Q x Q — C por medio del teorema de representacién de Riesz 1.2.8, es decir, para
cada t € ) existe un unico K (t,-) € H tal que d,(f) = (f, K(t,-)) Vf € H, de donde K

es el nacleo reproductivo para H. [ |

De aqui en adelante escribimos Hx para denotar a un RKHS con ntucleo reproductivo
K. Para hacer anélisis es fundamental contar con la mayor cantidad de herramientas al
momento de analizar distintos tipos de convergencia, en ese sentido tenemos la siguiente:

Proposicion 2.1.4. Sea {f;};e1 C Hk tal que ||f; — fllu, — 0, entonces |f;(t) —
f@®)] — 0 Vt € Q y la convergencia es uniforme en los subconjuntos de ) donde la
funcion t — K(t,t) es acotada.

Demostracion. Sea t € €2, entonces

i) = FOI=1(f; = HWOI =5 = F K < VE-O I = Il =20

de donde se deduce la convergencia uniforme en los subconjuntos del enunciado. |

Proposicion 2.1.5. Si {f,}jer C Hi es una base ortonormal, entonces

K(s,t) =Y _fi(s)f;(t) steQ (2.3)

jel

donde la serie converge absolutamente en €2 x §2.
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Demostracion. Como {f;};je1 C Hx es una base ortonormal, para cada s € {2 podemos

escribir _
Ko =Y (Ko, fhwcdi =Y Fi(9)f;

jel jel
y usando ahora que K cumple (2.2) se deduce (2.3), donde la serie converge absolutamente

porque {f;(t)}jer € lo(I) Vit € Q. [ |

Ejemplo. El RKHS /5(N) tiene nicleo reproductivo K dado por

K(m,n) =Y 6c(m)oc(n) = (6. 6)e) = 6 m.n € N. ¢
keN

2.2. Restriccion, Inclusiéon y Subespacios en un RKHS

Si bien no utilizaremos los resultados de esta seccion, los nombramos (sin prueba)
porque el primero de ellos es utilizado para la demostracion del teorema 4.2.1 en [GS02], no
obstante las demostraciones se pueden ver en [Sa97| (pags. 37 y 38). Antes de enunciarlos,
necesitamos una definiciéon previa, decimos que una funcion K : 2 x 2 — C es una matriz
positiva en el sentido de E. H. Moore, si para todo N € Ny para todos t; € €2, §; € C

con j =1,...,N se cumple
N

> Kt th)&& >0, (2.4)

J,k=1

Notar que en tal caso es
K(t,t) >0, K(s,t)=K(t,s) v |K(s,t)|* < K(s,s)K(t,t) Vs,tecQ.

Sabemos que toda funcion f en un RKHS Hg sobre Q cumple f(t) = (f, K;) Vt € Q,
veamos qué debe cumplir una funcién arbitraria f : 2 — C para pertenecer a H.

Proposicion 2.2.1. Si K, L : Q x Q — C son matrices positivas entonces Hy < Hy
(inclusion continua) sty solo si 3y > 0 tal que v*L— K es una matriz positiva (se escribe
K << ~2L). La minima constante v que satiface esto es precisamente ||¢|.

Corolario 2.2.2. Una funcion f : Q — C pertenece a un RKHS Hj sobre ) si y sdlo st
dv > 0 tal que

2 N N
=D &GE () f(s5) <7 ) GEL(sis))

i,j=1 i,j=1

Z&f(sz')

VNeN, s;€Q,&€C,j=1,...,N. En tal caso, el minimo sobre todas las constantes
v que cumplen lo anterior es precisamente || f/ 2y -

Demostracion. Basta considerar Hy = span{f}, donde K(s,t) = f(s)f(t) para s,t € Q,
y aplicar la proposicion 2.2.1. [ |

La siguiente proposiciéon nos dice la relaciéon entre un RKHS H g y sus subespacios
cerrados cuya prueba es directa.
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Proposicion 2.2.3. Si Hy es un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert de funciones
H, entonces la proyeccion ortogonal sobre Hy de F' € H se obtiene como

f(t>:(PHKF)(t):<F7K<t7')>?{ ten

Reciprocamente, si Ho es un subespacio cerrado de un RKHS Hy sobre 2, el mismo
es un RKHS sobre ) con nicleo reproductivo Ko dado por

K0<S7t) = <PH0K(37 ')7K(t= )>’H s,t €9

K

donde Py, es la proyeccion ortogonal sobre H,.

2.3. Construccion de un RKHS

Veamos ahora dos maneras de construir un RKHS. Para la primera utilizaremos ma-
trices positivas (ver (2.4)) y para la segunda operadores acotados.

Proposicion 2.3.1 (Construccion de un RKHS a partir de una Matriz Positiva, Aronszajn
[Ar50]). Sea K : Q x Q — C una matriz positiva, entonces existe Hx un RKHS sobre
univocamente determinado por su nicleo reproductivo K.

Demostracion. Si K es una matriz positiva, llamamos H, al espacio generado por las
funciones con dominio €2 de la forma

N
f(t):ZOéjK(Sj,t) NEN, SjEQ, CYjE(C
j=1

y definimos una norma (consistente) en #H, (la cual proviene de un producto interno y es
independiente de la representacion de f) como

N 2 N
IFIIE = || D2 ek (si )| = D K(sj, s)o,
k=1 0 k=1

entonces (Ho, ||.||o) es un espacio pre-Hilbert, completdndolo agregando limites de suce-
siones de Cauchy si fuera necesario (ver [Arb0| pag. 348), se obtiene un RKHS con K
como su nucleo reproductivo. Ahora bien, si K es un nucleo reproductivo para un RKHS
este satisface:

N
Z OékK<tk, )
k=1

y por lo tanto todo nucleo reproductivo es una matriz positiva, de donde un RKHS esta
univocamente determinado por su niicleo reproductivo K. [ |

0<

2 = <éajK(tj,-),gakK(tk,-)> = i K (t), te) oo

J,k=1

Ejemplo. Sean Q = [0,1] C R, e(t) := ¢ para k € {1,2,...,n}, H, = span{ey : k =
1,2,...,n}. Asi, H, es un C-e.v. de funciones a valores complejos sobre el intervalo [0, 1]
de dimension n (eg son [li.). Si f € H, entonces existen tnicos aq, s, ..., q, nimeros
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complejos tales que f(t) = > ,_, axex(t) t € [0, 1]. Definimos un producto interno (-, -)
en H, por
(f.9) = GirajBe con g(t)=> Bres(t) te€l0,1]
jk=1 k=1
donde {G;;} es la matriz de Gram del sistema {ej, es,...,e,}, con lo cual es una matriz
inversible y Hermitiana, es decir, la inversa es igual a su traspuesta conjugada (adjunta),
que llamaremos {H,;}. Luego, la funcion K : [0, 1] x [0, 1] — C dada por

K(s,t) =Y Hjpej(s)ex(t) st €[0,1]

Ji.k=1
es el nicleo reproductivo de H,,. ¢

La siguiente construccion de un RKHS es la que utilizaremos reiteradamente en los
teoremas de muestreo.

Proposicion 2.3.2 (Construccion de un RKHS a partir de un Operador Acotado, Saitoh
[Sa97]). Sean Q@ un conjunto arbitrario, (H,(-,-)) un espacio de Hilbert y ® : Q@ — H
una funcion tal que el conjunto {®(t) : t € Q} es completo en H. Entonces existe Hy un
RKHS sobre Q2 isométricamente isomorfo a H.

Demostracion. Para cada x € H definimos la funciéon f, : 2 — C que en cada t € () esté
dada por f,(t) = (x, ®(t)). Obtenemos asf un operador lineal (bien definido) T : H — C%
mediante Tz = f,. Por la completitud de {®(t) : t € Q} se desprende que T es inyectivo,
ya que si 0 = (Tz)(t) = (z,P(t)) Vt € Q entonces z = 0 y por lo tanto f, = 0. De
hecho {®(t) : t € 2} es completo si y solo si T es inyectivo. Definimos ahora una funcion
K : Q x ) — C mediante

K(s,t) = (B(s), B(t))  s.teQ,

con lo cual fo(s)(t) = K,(t) Vs,t € Q. Notamos por Hg al conjunto de funciones de R(T’)
y definimos sobre ¢él la norma

I fallre = llzll 2 €H.

Con esta norma (la cual induce un producto interno sobre H ), 7' resulta un isomorfismo
isométrico y por lo tanto H = Hyx. Més aun, Hy resulta un RKHS sobre {2 con ntucleo
reproductivo K pues el item (P1) de la definicion 2.1.1 se deduce de la inyectividad de T,
mientras que el item (P2) vale pues al ser 7" una isometria se cumple

fo(t) = (2, @) = (T2, TO() 3, = (fo, Kippre v EH, u

Ejemplo. Sean I C R un intervalo compacto, H = Ly(I), K : Q@ x I — C tal que
{k(t,") : t € Q} es completo en Lo(I) y T : Lo(I) — C el operador integral con nicleo
dado por

£(8) = (TF)(t) = / F)r2)de = (F, vt Vesny £ €9

I
Definimos entonces K : 2 x Q — C por K (s,t) = (k(s,-), £(t, ")) £.(1)- ¢

Volveremos sobre este ejemplo cuando veamos el teorema de muestreo de Kramer 4.1.2.
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2.4. Primera Generalizacion de un RKHS

Terminamos esta secciéon Viendo una primera generalizacion de un RKHS reempla-
zando C por un espacio de Hilbert arbitrario X'. Supongamos que tenemos (X, || - | x)
y (H, || - ||3) dos espacios de Hilbert, con H un espacio de funciones definidas sobre un
conjunto 2 a valores en X. Decimos que H es un Espacio de Hilbert con Nicleo Repro-
ductivo (RKHS) sobre Q si para todo t € ) las evaluaciones en t, €, : H — X con
€,f = [f(t), son operadores lineales acotados (€, € B(H,X)). En este caso el adjunto
de &, €7 : X — H, también es acotado para cada t € 2 y queda definida entonces una
funcion K : Q x Q — B(X) por K(s,t) := €,EX s,t € 2. Decimos entonces que K es
el nicleo reproductivo del RKHS H. Por su definiciéon, y gracias a la Ley exponencial,
K cumple K (-)z == K(s,")r = Ex(-) € H s € Q, x € X. Por lo tanto para todos
feH, s, xe X tenemos

(fs Ks()a)y = (f, Esx)y = (Ef, ) x = (f(5), 7).

Cuando una funciéon K cumple estas propiedades diremos que K tiene la propiedad de
nicleo reproductivo. Otra propiedad que cumple un niicleo reproductivo K es la siguiente:

N N N N 2
S (Kt ), v)x = > (E Eran e =D (Eran€rann= > Kyr|l >0
g k=1 4, k=1 4.k=1 j=1 H

para todos N € N, ty,...,ty € Q, x1,...,xy € X. De nuevo, cuando una funcion
K : QxQ — B(X) cumple esta propiedad diremos que K es un nicleo positivo (comparar
con (2.4)). Reciprocamente, si K : Q2 x Q — B(&X') es un nicleo positivo, se puede definir
un espacio pre-Hilbert

Ho = span{K (s, )z : (s,x) € Q2 x X}

con producto interno dado por

N

<ZK(tj,-)xj,ZK(tk,-)xk> = (K (tj, t)zp, 75) 2

j=1 k=1 Ho Gk=1

Completando H, si fuera necesario obtenemos un espacio de Hilbert H que puede ser
identificado con un espacio de funciones a valores en X sobre {2 con ntcleo reproductivo K
(un RKHS). Por consiguiente K cumple K(s,t) = £,£% Vs, t € Q, con €, : H — X como
antes son las evaluaciones en ¢t € Q. Por otro lado, si ahora tenemos una K : Qx§) — B(X)
que posee una factorizacion de la forma K (s,t) = ®(t)P(s)* Vs, t € Q,con &(t) : H — X
un operador lineal acotado entre espacios de Hilbert, es decir con ® : Q — B(H,X),

entonces
N
> (),
j=1

y por lo tanto K es un nicleo positivo. Luego, definimos explicitamente el RKHS sobre
Q por Hi = {P(s)f : f € H} con norma || DP(s)f|u. = ||Qf|x, donde @ : H —
Ker(Mag(s)* proyector ortogonal y Mgy : H — Hy es el operador de “multiplicacion”
por O(s), Moy f = P(s)f.

Se pueden ver algunos ejemplos con esta generalizacion en [BV03].

2
>0
H

D (Kt )z ) x =

j7 1




Capitulo 3

Sucesiones en Espacios de Hilbert

En este capitulo presentaremos las definiciones de sucesiones Bessel, Riesz-Fischer,
Marcos y Bases de Riesz en el contexto de espacios de Hilbert para luego ser extendidas a
espacios de Banach en el capitulo 6. Salvo indicacién contraria, (H, (-,-)) serd un espacio
de Hilbert Separable e T un conjunto de indices a lo sumo numerable bien ordenado donde
escribiremos I,, para denotar los primeros n elementos de I.

3.1. Sucesiones Bessel

Definicion 3.1.1. Una sucesion { f;};er C H se dice Bessel si

{(f. fi)}je € () Vfe. (3.1)

Dada una sucesion {f;};er C H se definen los operadores de Andlisis C'y de Sintesis
R asociados por:

C:DC)CH — (D) R:D(R)C () — H
f — {({f, fj>}j€H Y c — Zjeﬂ ¢;f;

donde
D(C) = {feH:{{f [i)}je € (D}
D(R) = {c € ((I) : chfj converge en ’H}

jel
Teorema 3.1.2. Sea {f;};e1 C H una sucesion, son equivalentes:

i) {f;};er es Bessel.

ii) El operador de andlisis C'f = {(f, f;)};e1 es un operador lineal acotado entre H y
Uy(I), es decir, existe una constante B > 0 tal que

ICHIEm =D I P <BIfIR,  VfeH (3:2)

jel
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ii) Si c = {c;tjer € bo(l) la serie Y7 1¢;f; converge incondicionalmente en H y el
operador de sintesis Rc = Zjeﬂ c;fj es un operador lineal acotado de l5(I) en H, es
decir, existe una constante B > 0 tal que

> el

jel

2
< Bllelf Ve b(D). (3.3)
H

[ Relf3, =

Demostracion. i) = ii) Resta ver que el operador de anélisis sea acotado en H. Podemos
verlo recurriendo al teorema de Banach-Steinhaus 1.1.17 o mediante el teorema del grafico
cerrado 1.1.15, utilizando este ultimo debido a que es mas sencillo. Supongamos entonces
que tenemos {g;}jer CH, g € Hy c € ly(I) tales que

ngg y Co ”M) c,

entonces por la continuidad del producto interno es (gi, f;) — (g, f;) = (Cg); para cada
j € I'y como (Cgx); = (gk, fj) — ¢;, por unicidad del limite es (C'g); = ¢; para cada
j €1, de donde C'g = c.

i1) = i) Mostraremos que se cumple (1.10) de la proposicién 1.1.33. Por el teorema
de representacion de Riesz para N € N tenemos que

sw { 3 N} = sw { 3 Nk 01}

rEBwr L ienIy H ey
y como
> Heifi Ol =Y lgllils £)l
jel\In JENIN
1/2 1/2
<o X 16k) <81l ( X 1)
. S~ .
JENIN <1 JeNy
entonces

1/2
din (s {50 fsin}) <8 g (3 1eF) =0

FE€Bx L jeniy FENIN

Para ver que el operador de sintesis R es acotado en f5(I) mostraremos que C* = R, es
decir,

<Cf7 C>42(N) = <f7 RC)'H f € Ha cc £2<N)

Como ya tenemos convergencia (incondicional) de la serie podemos hacer la siguiente
cuenta:

(f, Reyy = <f7 chfj> = Z(f? i = (Cf, e
jel Ho el

i11) = i) La cuenta anterior muestra que R dado por (3.3) es el adjunto de C, de
donde C' es acotado.
it) = i) Como C : H — 5(I) es acotado, ciertamente {f;};cr es Bessel. |
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Como R es el operador adjunto de C vale que ||R| = ||C|| = B'/?, donde B se llama
la cota Bessel. Otra manera de decir que una sucesion es Bessel es decir que el rango del
operador de analisis C' esta contenido en /5(I).

Como todo operador lineal acotado definido sobre un conjunto denso se extiende de
manera continua a la clausura, para ver que una sucesion es Bessel basta comprobar que
se cumple (3.1) o (3.2) para toda f en un denso de H.

3.2. Sucesiones Riesz-Fischer
Definicién 3.2.1. Una sucesion {f;};er C H se dice Riesz-Fischer si
Ve={cj}ja€le(), 3feH talque (f, f))=¢ Vjel (3.4)
Notar que decir que (f, f;) =¢; Vj € Len (3.4) es lo mismo que decir que C'f = c.
Proposicion 3.2.2. Si {f;}jer C H es una sucesion Riesz-Fischer entonces:

a) Eziste una constante A > 0 tal que

Dada c € t,(I), 3 feH quecumple Alf|lu < |lcllem- (3.5)

b) {fi}jer es minimal.

Demostracion. a) Si C' es el operador de analisis, entonces N dado por

N={feH:Cf=0y={feH:(ff)=0Vjel}=)Ker(f])

jel

es un subespacio cerrado de H y podemos considerar el espacio de Hilbert X = H/N con
la norma usual. Como {f;};er es una sucesion Riesz-Fischer, podemos definir un operador
lineal T : £5(I) — X como Tc = f donde f denota la clase de f € H en X, es decir,
f=f+ focon fy € N cualquiera puede ser un representante.

T esta bien definido pues si g € H es tal que Cg = ¢, entonces fo = g — f € N,
Te=f+(@—f)=gyge/f

Veamos que T tiene gréafico cerrado y apelemos al teorema del gréfico cerrado. Supon-
gamos entonces que tenemos

& HM) c 7k L 9,

es decir, ¢f — ¢; Vjel

Existe {g"}rer C H tal que Cg* = ¢* Yk €1, de donde (¢*, f;) = ¢§ Vj k €L Esta
ultima converge a ¢; Vj € Iy como E — ¢ en X, podemos elegir representantes para
cada k de modo que ¢g¥ — ¢ en H, con lo cual

(g" ;) — (9. f;) VjieL

y por lo tanto, por unicidad del limite, debe ser (g, f;) =¢; Vj €1, de donde Cg=cy
Tc =g como queriamos.
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Por el teorema del grafico cerrado el operador T' es acotado y 3A > 0 tal que para
toda ¢ € ly(I) se cumple

Allgllx = AllTellx < llellexwy g€ talque Cg=c.

Fijado g tal que C'g = ¢, como N es un subespacio cerrado existe un (tnico) hg € N tal
que
19l x == mf{llg = hllz: h € N} =g — holln

Tomando f := g — hg, se cumple A|| f|l% < |Cfllesm)-

b) Como {f;}jer es Riesz-Fischer, si 6* = {6} };er denota al vector canonico k-ésimo
de /5(N), entonces existe {g;}jer C H tal que Cgy = 6F Vk € I de donde (g, f;) =
Ok Vk,j € Ly {g;}jer es una sucesion biortogonal de { f;}er, usando ahora la proposicién
1.1.31 junto con el teorema de representacion de Riesz 1.2.8, {f;};er resulta minimal. W

Teorema 3.2.3. Sea {f;};e1 C H una sucesion, son equivalentes:
i) {fj}jer es Riesz-Fischer.
ii) Existe una constante A > 0 tal que ¥ ¢ € coo(l) (a lo sumo finitos términos no nulos)

se tiene
2
E ¢ f;

jer H

Allell?,m <

Demostracion. i) = ii) Sea ¢ € ly(I) con a lo sumo finitos términos no nulos. Por Hahn-
Banach existe d € Sg, tal que |(c,d)nm)| = ||c|lem y como {f;}jer es Riesz-Fischer, por
(3.5) de la proposicién 3.2.2, existen una constante A > 0y f € H tales que A f|lx <1,
entonces

> d;f;

Jel

Z(fa f]

Jel

lclleym =

‘<f,zd f>' < Il

jel

Lo (T)

y despejando estamos.
it) = 1) Sean ¢ € ly(I) y M = span{f; : j € I}. Definimos un funcional lineal v sobre

M como:
L(§:@g> S i = (d gy d € (coos |- llea)

jel jJel

Por hipotesis

(59))-

jel

ch]

jel

< [ldllexllelles @

2 i,

Jel

vl HcHeg
A

con lo cual v es acotado y [|v| < %|le[lem- Lo extendemos por Hahn-Banach a todo H

(o lo extendemos por densidad a M y luego a todo H como 0 en Ml), y lo seguimos
llamando igual. Por el teorema de representacion de Riesz existe f € H tal que

1
£l = 11 < Zllelles
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Y 4G = (Zdjfja’/)H = <Zdjfj’f> =D _dilfi )

jel jel jel jel
En particular, (f, f;) =¢; Vj € 1y {f;}jer cumple (3.4). |

Otra manera de decir que una sucesion es Riesz-Fischer es decir que fo(I) esta conte-
nido en el rango del operador de analisis C'.

Se pueden ver otras caracterizaciones y resultados varios (ejemplos también) acerca
de sucesiones Riesz-Fischer en |Yo80, CCLL02).

3.3. Marcos

Definicion 3.3.1. Una sucesion {f;}jer C H se dice Marco si existen constantes B >
A > 0 tales que

AllfIB < I{F i biallew < BllfIR, — YfeH. (3.6)

Por la acotacion por arriba (B cota superior Frame) es obvio que todo Marco es Bessel.

Teorema 3.3.2. Sea {f;};e1 C H una sucesion, son equivalentes:

i) {f;}jer es Marco.

it) Existen constantes B > A > 0 tales que

Alfl < ICHlGw < Bl VfeH.

iii) El Operador de Andlisis C' es un isomorfismo topoldgico de H en un subespacio

cerrado de lo(I).
iv) El Operador de Sintesis R es acotado y sobreyectivo.

v) {fj}jer es Bessel, completa y existen constantes B > A > 0 tales que

AllellZ,qy < 1Rell3, < Bllellz,qy Ve € Ker(R)™. (3.7)

Demostracion. i) < ii) Es claro ya que C'f = {(f, fj) };a1 f € H.

i1) = 1ii) La acotacion por abajo (A cota inferior Frame) nos dice que C' esta acotado
inferiormente de donde C' tiene rango cerrado y es inyectivo por la proposicién 1.1.14,
luego por el teorema de la aplicacién abierta C : H — R(T') es isomorfismo topolégico.

i11) < ii) Si B es la constante de acotacion de C'y A™! es la constante de acotacion
de C~! entonces C' cumple (3.6) con estas constantes A y B.

i1i) < iv) Vimos en la proposicion 3.1.2 que R es el adjunto de C'y ya sabemos que
uno es acotado si y solo si el otro lo es, también, otra vez por la proposicion 1.1.14, C'
estd acotado inferiormente si y solo si R es sobreyectivo.

i1) = v) La desigualdad por arriba nos dice que { f;},er es Bessel y la desigualdad por
abajo implica que {f;};er es completa pues si existe f € H tal que C'f = 0 (y por lo tanto
(f,f;) =0 Vj €l entonces A| f|lx <0 de donde f = 0. Resta ver que el operador de
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sintesis cumple (3.7). Por un lado, para ¢ € (5(N) tenemos que || Rc||3, < ||R||2||C||?2(N) =
BHcH?Q(N) y por otro lado, para ¢ € Ker(R)* = R(C), digamos C'f = ¢, tenemos:

Allellz, o = Alle, o] = Alle, Cf)aml” = Al{Re, ful* <
< A|lf Il Rellz, < NC ARl = llellzm 1 Rell3,

de donde Afc||7, ) < [IRell-

v) = iv) Como {f;};e1 es Bessel entonces B = ||R||*> = ||C||* y R es acotado. Al ser
{f;}jer completa en H el operador de analisis C' es inyectivo y por lo tanto su adjunto
R tiene rango denso. Para ver que R es sobreyectivo alcanza con ver que tiene rango
cerrado, o bien que toda sucesion de Cauchy contenida en su rango es convergente. Sea
pues {g; = Rc;}jer una sucesion de Cauchy en R(R), entonces {c;};e1 C Ker(R)* y como
vale (3.7) obtenemos

Alle; = exllEy < I1R(e; — en)llz = llg; — gellz — 0

)

de donde {c¢;};e1 es de Cauchy en Ker(R)* y por lo tanto convergente a una sucesion
c € Ker(R)*, ahora usando la desigualdad por arriba de (3.7) es

J ?HZ i 31— T ?2(11) .
lo; = Rells, = 1 R(e; = o)ll3e < Bliey = ellfyy =20

y el teorema queda demostrado. [

Otra manera de decir que una sucesion es un Marco es decir que el rango del operador
de anélisis C' es complementado en fo(I).

3.4. Bases de Riesz

Definicién 3.4.1. Una sucesion { f;};e1 C H se dice Base de Riesz si es completa, la serie
> i1 Cifj converge para toda ¢ € o(I) y existen constantes B > A > 0 tales que

> el

jel

AllellZ,m < < Bllelf,qy Ve la(T). (3.8)

2
H

Proposicion 3.4.2. Si {f;}je1 C H es Base de Riesz entonces es un Marco, Bessel,
Riesz-Fischer y minimal .

Demostracion. Claramente (3.8) implica (3.7), { f;},er es completa por definicion y resulta
Bessel porque la serie Rc = . ;c;f; converge para toda ¢ € f5(I), por lo tanto toda
Base de Riesz es un Marco y por consiguiente es Bessel.

La desigualdad por abajo en (3.8) implica que R es inyectivo y como ya sabemos que
tiene rango cerrado por la cuenta hecha en la prueba de la proposicién 3.3.2, el operador
de anélisis C' tiene rango denso y cerrado con lo que resulta sobreyectivo y por lo tanto
{f;}jer es Riesz-Fischer. La proposicién 3.2.2 nos dice entonces que {f;};er también es
minimal. [ |
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Un Marco no esté tan lejos de ser una Base de Riesz como lo muestra la siguiente
proposicion.

Proposicion 3.4.3. Si {f;};er C H es un Marco que ademds es minimal, entonces es
una Base de Riesz.

Demostracion. Por el item v) del teorema 3.3.2 resta ver que valga (3.7) para toda sucesion
¢ € Uy(I) o, equivalentemente, que R sea inyectivo. Supongamos que Rc = 0 con ¢ # 0, es
decir, Zjd c;f; = 0y existe k € I tal que ¢, # 0, entonces

_N"_% ¢
T
J#k
y fr € span{f; : j # k} en contradiccion de la minimalidad de {f;};er, luego R es
inyectivo y {f;}jer es una Base de Riesz. [ |

También tenemos las siguientes caracterizaciones.
Teorema 3.4.4. Sea {f;};e1 C H una sucesion, son equivalentes:
i) {f;}jer es Base de Riesz.

i) {f;}jer es base de Schauder incondicional acotada.
iii) {fi}jer es base de Schauder y 37 . c;f; converge & 3. |c;* converge.
w) El operador de Andlisis C' es un isomorfismo topoldgico de H en {5(I).

v) El Operador de Sintesis R es un isomorfismo topoldgico de lo(I) en H.

Demostracion. Probaremos i) < iv) < v) como asi también que estas implican i7) y i)
dejando las vueltas debido a que son necesarias otras herramientas acerca de bases que
no hemos discutido y llevan bastante desarrollo. Estas se pueden ver en [[el(] (teorema
7.13 pag. 197).

i) = v) Como ya sabemos que {f;};er resulta un Marco, por el teorema 3.3.2 R es
acotado y sobreyectivo, ademas la desigualdad por abajo en (3.8) nos dice que también
es inyectivo, concluimos por el teorema de la aplicacion abierta que R es isomorfismo
topologico.

v) = i) Como R es isomorfismo topoldgico, en particular es acotado inferiormente
y acotado, de donde cumple (3.8) y por supuesto la convergencia de la serie ) je1 G fi
para toda sucesion ¢ € (5(I). {f;};er es completa ya que R = f; Vj € I con &’ el
j-ésimo vector de la base canonica de fo(I) y R manda sucesiones completas en sucesiones
completas.

iv) < v) Es claro ya que R = C*.

v) = ii) Como R es isomorfismo topologico manda bases incondicionales acotadas en
bases incondicionales acotadas, el resultado se sigue de que R§ = f; Vj € I con &’ el
j-ésimo vector de la base canonica de ¢5(I).

v) = 1) Como R es isomorfismo topologico entre l5(N) y H, por un lado manda
bases en bases y R0’ = f; Vj € I con §’ el j-ésimo vector de la base canonica de 5(I),
por otro lado R estad dado mediante ¢ € lo(N) — > ¢;f;, de donde ), ¢; f; converge
siy solo si Yy |ej|* converge. |

Otra manera de decir que una sucesion es una Base de Riesz es decir que el rango del
operador de analisis C' es igual a f(I).
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3.5. Reconstruccion

Estudiamos a continuacién la reconstruccion de todos los f € H. Cuando tenemos una
sucesion {f;}jer que es Bessel, podemos definir el Operador Frame o de Reconstruccion

S := RC € B(H), que al satisfacer
Sf=RCf=Y(f1)f; [eH (3.9)
jel
entonces cumple
SEH=DS WP =ICHLy >0  VfeH (3.10)
jel

de donde S es un operador positivo y por lo tanto autoadjunto. También tenemos el
Operador Gram G := CR € B({y(I)) que satisface

Ge = CRe = { > erlfr fj>}j€]I c € Ly(I)

kel

Si ahora {f;}jer es un Marco, entonces {f;}jer es completa por el teorema 3.3.2, de
donde el “>" en (3.10) es en realidad un “>" si f # 0. Asi, S es inyectivo, tiene rango ce-
rrado y es autoadjunto, con lo que S es biyectivo y por lo tanto un isomorfismo topolégico.
Aplicando S~ en (3.9) obtenemos

F=8T1SF=> (£S5, feH (3.11)
J€el
y considerando S™!f € H y aplicando S queda
f=8ST = (ST =) (ST feH (3.12)
J€el jel

Las formulas (3.11) y (3.12) se denominan fdrmulas de reconstruccion y la sucesion
{S7'f;}ja se llama Marco Dual Candnico de {f;}jer con cotas asociadas B~y AL
Las sucesiones {f;}je1 y {S7f;}jer son biortogonales entre si cuando { f;};er es minimal
(.. Bases de Riesz por proposicion 3.4.3), pues

o= (ST kel
jel
implica que (fi, S™'f;) = 0r; Vk,j €L
Lo interesante de los Marcos es que se pueden reconstruir los elementos del espacio

con distintos coeficientes, a continuaciéon veremos que de todas las posibles maneras, la
que utiliza los coeficientes del Marco Dual Candnico es la mas econdémica.

Proposicion 3.5.1. Sea {f;};e1 € H un Marco con Marco Dual Candnico {f;};e1. Si
f € H se escribe como Zje]l c;f;, entonces

{e;}serllee = LU P ballfm + IHCE i) = esbiallf

En particular, la sucesion {(f,f;’>}je]1 tiene la minima norma en ly(I) entre todas las
posibles sucesiones.

Demostracion. Son cuentas directas (ver [Hel0] teorema 8.21 pag. 221). |



Capitulo 4

Muestreo en RKHS’s

Ademas de utilizar 1 para referirnos a un conjunto de indices a lo sumo numerable y
bien ordenado arbitrario, en esta seccién utilizaremos varios conjuntos de indices, como
por ejemplo N, Ny y Z. Seguidamente enunciamos unos “teoremas de muestreo de Kramer”
junto con un teorema “reciproco” que es el resultado principal que se intenta extender en
esta tesis.

Antes de eso, supongamos que tenemos Hx un RKHS sobre ) con niicleo reproductivo
Ky una sucesion {t;};cr C €2 tal que { Ky, }jer es un Marco para Hy. Por lo visto al final
del capitulo anterior podemos escribir

f= Z<f7 Ky Ky = Zf(tj)Ktj [ €Mk (4.1)
jel jel

y asi recuperar toda funcién de Hx mediante sus muestras en el conjunto {t;};er C €.
Para una introduccién a la teoria de muestreo y una disertaciéon acerca de por qué los
RKHS’s son espacios convenientes para la misma ver [Galb].

4.1. Teoremas de Muestreo de Kramer en RKHS’s

El siguiente es el teorema de muestreo més famoso sin lugar a dudas que aparece en
la literatura con diferentes nombres y versiones, habiendo elegido aqui la siguiente:

Teorema 4.1.1 (Teorema de Muestreo de Whittaker-Shannon-Kotel'nikov). Toda f €
Lo(R) de banda limitada (el soporte de la tranformada de Fourier de f estd en [—w,w])
tiene la representacion

~ lim Z f<2w>sin27rw(t—n/2w) (4.2)

 Nooo 2nw(t — n/2w)

con convergencia absoluta de la serie en t € R.

Tomando w = 1/2, (4.2) es un caso particular de (4.1) ya que es: 2 = R, Hx = PW(R)
(péagina 20), 1 = Z, {t, = n}lnez v Ku(t) = sinc(t —n) n € Z, t € R, quedando

Zf ysin(t )n> fePW(R),tcR

n=—oo

33
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En la publicacion de Kramer en 1959 [Kr59] el autor empieza el articulo haciendo
alusion al teorema 4.1.1, nombrandolo como un resultado obtenido por J. M. Whittacker
(hijo de E. T. Whittacker), y como su resultado lo generaliza (ver [Ga00]).

Teorema 4.1.2 (Teorema de Muestreo de Kramer). Sean I C R un intervalo compacto,
Q un conjunto, r: Q x I — C tal que k(s,-) := ks(-) € Lo(I) Vs € Q y T : Lo(I) — C?
el operador integral con nicleo k dado por:

f(s):=(TF)(s) = /F(m)ﬁ(s,x)da: = (F, Ks) £o(1) s€Q

1

Supongamos que existe una sucesion {s, }nez C Q tal que {K(sp, ) }nez C L2(I) es orto-
gonal y completa, entonces para f=TF con F € Lo(1):

_ ; (sn, x)(s, x)d
fI |k (8p, x)|2dz

s €

Demostracion. Lo probaremos haciendo cuentas directas en L9(I) como en la prueba
original de Kramer. Para N € Ny sea fx(s) = >_,, <y [($2)Sa(s) con f =TF y S, como

en el enunciado. Si denotamos por || - || a la norma en £o(I), tenemos:
|f(s) — fn(s |—‘/ sxdx—Zfsn
In|<N
‘/ K(s, z)dz — Z Sh( / V&S, x)dx
In|<N
< [IF@ e - 3 Suo)ona|de
! In|<N
< [|FH]|"s — Z Sn(s)Fs,
In|<N
= ||F|| __ Z 8n7 S anQ
In|<N Fsn
K K
L e I
|§§:N [l 7 1A |

y como {Ks, /||Ks, || }nez es base ortonormal de Lo(I), tomando limite en N obtenemos

Rs, Rs,
Rs — E </{sv >

, e
i [£(s) ~ ()] < IF]) Jim

‘:O. |

Notar que solamente obtuvimos convergencia puntual de la serie al no tener contem-
plado algtn espacio de funciones. Este teorema se traduce sin inconvenientes al lenguaje
RKHS donde ademas obtendremos que la serie converge en norma.
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Definicion 4.1.3. Decimos que una base de Schauder {5;};e1 C Hg, con Hy un RKHS
sobre un conjunto €2, es una base de Muestreo si existe una sucesion {¢;},er C Q tal que

= ft)S;(t)  VfeEHk teQ
jel
donde la igualdad es en norma y, por consiguiente, puntualmente.

Proposiciéon 4.1.4. Una base de Schauder {S;};c1 C Hi es una base de Muestreo si y
solo si su (base) biortogonal {F;}jer C Hy estd dada por

Fi(t) = K(t;,t) .= K (t) jel,teQ

donde el nicleo reproductivo K se escribe como
= SitE () = ({Si 0} AF () )en  steq
J€el

En tal caso es Sj(ty) = 6;, Vi, k € L.

Demostracion. (=) Si {S;};jer es una base de Muestreo de Hy entonces su biortogonal
(tnica) {F}}jer es base de Schauder y por consiguiente para toda f € Hx obtenemos:

Z<fv )5S Zf Z<f, Ky;)S;(t) tel

jel jel jel

donde en las igualdades se usan: base de Schauder, base de sampling y propiedad reproduc-
tiva de K respectivamente. Asi, por unicidad de escritura, debe ser (f, ;) = (f, Ky,) Vj €
I, de donde F; = K3, Vj € I como buscdbamos.

(<) Si la base de Schauder biortogonal a {S;};er esta dada por Fj(t) = K(t;,t) ==
Ky, (t), entonces para f € Hy es:

) = (S0 = D _AF K Si(t) = > f (1) teQ
jel jJel jel
y {S;}jer es una base de Muestreo de H. |

Traducimos ahora el teorema 4.1.2 al lenguaje RKHS (recordar ejemplo de la pagina
23). Llamamos ®(t) = ky, t € Q y el operador integral queda (T'F)(s) = (F, ®(s)) 2,1
s € Q. Como la sucesion {k(s,, ) }nez C Lo(I) es ortogonal y completa, la proposicion
2.3.2 nos dice que tenemos definido Hy un RKHS sobre 2 compuesto por las funciones
del rango de T con ntcleo reproductivo K dado por K(s,t) = (ks, ki) z,(r) Para s,t € Qy
norma || flz, = || F||cory (T es una isometria).

Teorema 4.1.5 (Teorema de Muestreo de Kramer - version RKHS). En las condiciones
del teorema 4.1.2, la sucesion {Sn}nEZ C Hx dada por

Sn, T)K(s, x)dz
f[ ""i Sn, T )’ dx
es una base de Muestreo de Hy y por lo tanto vale

s) = Zf(sn)Sn(s) feHk, se

nez

Sn(s)—fI nez,seN

donde la igualdad también es en || - |3, -
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Demostracion. Notar que al ser {k(sp, ) }tnez C L2(I) ortogonal y completa, es base de
Schauder de L£5(1), y por una cuenta sencilla, tenemos que

Tk, )(s)  K(sn,s) o .
) = e o)~ Klsmsy ERtEl

de donde por la primera igualdad {S,},cz es base de Schauder de Hyi ya que T es
isomorfismo isométrico, mientras que por la segunda igualdad junto con la proposicién
4.1.4 resulta una base de Muestreo de Hg pues

<}<$ 7}<$ >7{ l((snaan <R5 y Ks >£2(D
S'mKs = = K = = - = - 511 m: u
< m>HK K(Sna Sn) K(3n7 Sn) </€sn7 lisn>£2(1) '

Seguidamente obtenemos, previas definiciones, una version “abstracta” del teorema de
Kramer, es decir, en vez de L5(I) consideramos un espacio de Hilbert arbitrario H, una
funcion @ : Q — H tal que el conjunto {®(t) : t € Q} es completo en H y trabajamos en
el RKHS H g sobre ) construido en la proposicién 2.3.2.

Definicion 4.1.6 (Nucleo de Kramer Abstracto). Decimos que @ : Q@ — H es un Nicleo
de Kramer Abstracto (AKK) con respecto a: {t, }nen C 2, {an}nen € C\ {0}, {zp}nen C
‘H una Base de Riesz, si cumple ®(t,,) = a,x, Vn € N.

Observacion 4.1.7. Sea @ : Q — H un AKK como en la definicion previa, entonces:
1. T es isomorfismo isométrico.

2. Si{Yn}nen €s la Base de Riesz biortogonal de {x,}nen tenemos que
O(t)=> Su()z, teQ
n=1

donde Sy (t) = (Yn, P(t))x Yn € N.
3. O(t,) =z, Y0 €N siy solo si Sy, (tm) = andpm Yn,m e N.

Estamos en condiciones de enunciar y demostrar la tercera version del teorema de
muestreo. En [GHM14] si bien se toma €2 C R, no es necesario para la demostracion.

Teorema 4.1.8 (Teorema de Muestreo de Kramer - version RKHS abstracto). Sean
Q congunto, (H,(-,-)) un espacio de Hilbert, ® : Q@ — H un AKK con respecto a

{tn}nen, {@ntneny Y {xntnen, T @ H — Hi, {Untnen ¥ {Sn}tnen como arriba. Entonces
{S,}nen es una Base de Riesz para Hy y vale

Sn(t)

(o.]
FE) =" f(tn) VfEH teQ
n=1 n
con convergencia en || - ||x, y con convergencia absoluta y uniforme en los subconjuntos

de Q donde la funcion t — ||®(t)|| es acotada.
Si ademds {x, tneny C H es b.o.n. entonces {Sy}nen C Hx también lo es.
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Demostracion. Para cada n € N tenemos Ty, = S, con {y,}nen una Base de Riesz de
‘H y T un isomorfismo isométrico, de donde {5, }nen es una Base de Riesz de Hg. y la
biortogonl { R, }nen de {S, }nen en Hy esta dada por R, := Tz, Vn € N, ya que

Sy TTw) 1 = (TYns TTrm) 1y = (Yn, Tim) = Onm Vn,m e N.

Por lo tanto para cada f = T'x € Hx podemos escribir

f = Z(fa Rn>HKSn
n=1

donde la igualdad es en || - ||#, y puntualmente en €. Ahora bien, como vale
P(t, tn
<f’ R”>HK = <Tx7Txn>HK = <I7$n> - <LU, 2_)> = fEL ) neN

obtenemos la representacion del enunciado.

La convergencia absoluta de la serie se desprende de la convergencia puntual incondi-
cional de la misma (porque la serie converge incondicionalmente en || - |3, ), mientras que
la convergencia uniforme de la serie se sigue de que para cada t € ) se cumple

[F @) = [{z, @@)| < [l=[l[|S()]]

y donde t — ||®(t)|| es acotada estamos.
Finalmente, si {z, },en es una base ortonormal de H entonces y, =z, Vn € Ny, al
ser T unitario, {S, },en es una base ortonormal de H. [ |

4.2. Un Reciproco del Teorema de Muestreo de Kramer
en RKHS’s

En el capitulo 7 extenderemos el siguiente teorema reciproco de muestreo de tal manera
que sean evidentes en el enunciado cuales son los conceptos extendidos y también sean
similares los razonamientos utilizados en la demostracion, por esto ultimo, realizaremos
una prueba parcialmente distinta a la originalmente dada por Garcia & Szafraniec |GS02].

Teorema 4.2.1 (Un Reciproco del Teorema de Muestreo de Kramer). Sea Hyx el RKHS
sobre 0 como en el teorema 4.1.5 con {k(t,-) : t € Q} completo en Lo(I). Supongamos
que tenemos una sucesion {Sy}nen, C Hi tal que S,(t) € (5(Ny) Vit € Q. Podemos
considerar entonces Hsomp el RKHS sobre ) con nicleo reproductivo Kgum, dado por

Koamp(s,t) = i Sn(8)Sn(t) s,t € Q. (4.3)

Entonces:

(1) Si el conjunto { {Sn(t) }nen, : t € Q} C £a(Ny) satisface la condicion:
Si @ = {anhnery € Lo(No) / Y wSu)=0 Vi€eQ = a=0, (44)
n=0

entonces Hsamp C Hr y {Sn}nen, €s base ortonormal de Hsamyp-



38 4.2. Un Reciproco de Kramer en RKHS’s

(2) Si ademds de valer (1) existen sucesiones {t,}nen, C €2, {an}nen, C C\ {0} tales
que

(B camn v fo=2re) = viewe 6

Qn Qn

donde la serie converge puntualmente en ), entonces valen:

CL) Hsamp = 7_[K-

b) Las normas de Hsamp y Hic son equivalentes y, consecuentemente, {Sy tnen, €S
una Base de Riesz para Hp .

¢) La biortogonal de {S,}nen, en Hi estd dada por

{EiK(t"’tm)Sng)}n . (4.6)

d) La biortogonal de {a, ry, }

en Lo(I) estd dada por

{ 7§;<Sn, S “Z_ﬁ }neNO. (4.7)

Demostracion. Utilizamos la proposicion 2.3.2 para mostrar que Hgqmp €s efectivamente
un RKHS sobre € isométricamente isomorfo a £3(Ny).

Sean ¢ : Q — l5(Np) la funcion dada por ¢(t) = {S,(t) }nen, v ¢* : Q@ — £5(Np) tal
que ¢*(t) = (o(t))*, t € . Consideremos el operador lineal

T, : 05(Ng) — C% Tyc: Q1 — C
e con ¢
c* — Tyuc* t o {07 ()) ey

y ¢ € 05(Np) el elemento dual de ¢ = {¢,}nen, € ¢2(Np). Para no recargar la notacion,
utilizaremos la identificacién usual entre un espacio de Hilbert y su dual, es decir, para
¢ € l5(Np) su elemento dual es ¢* € £3(Ny) y a este lo identificaremos con ¢ = {¢, }nen, €
éQ(NO).

El operador Ty es inyectivo, pues si existe ¢ € (5(Ny) tal que Tyc¢* = 0, entonces
tenemos

0= <C*’ gb*(t))@;(No) = <¢(t)’ C>€2(N0) = Zasn(t) tef
n=0

de donde ¢, = 0 Vn € Ny por (4.4) (de hecho la condicion (4.4) es equivalente a pedir
que el conjunto {4(t) : t € Q} C ¢2(Ny) sea completo).

Tenemos asi el RKHS H g4 sobre € (ahora Ty es isomorfismo isométrico con la norma
| Tpc*| = [|¢*|l 5 ), con midcleo reproductivo Ky, dado por

Ksamp(s,1) = (07(5), " (1)) g3 09) = (0(), 0(8))esv0) 8,2 € Q

como en (4.3).
(1) Veamos primero que Hgamp C Hi. Debemos mostrar que ZneNO ¢S, €s conver-
gente en Hy para toda sucesion {c,}tnen, € ¢2(Np). Por la proposicion 3.1.2, esto es

Hsamp
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equivalente a ver que {5y }nen, €s Bessel para Hg. Debido a que para s,t € 2 tenemos
que (Tyks)(t) = (ks ki) 2y = K(t) con T, isomorfismo isométrico, Hy := span{K; :
t € Q} resulta denso en Hg. Primero veamos que {S,},en, €s Bessel para Hy. Como
Sn(t) = (Sn, Ki)rye v {Sn(t) bnen, € 2(Np) si t € €, los siguientes operadores lineales
estan bien definidos

ON : 7‘[0 — €2<N0) y C: Ho — KQ(NO)
f — {1NN (n) <f7 Sn>7-[}(}n€No f — {<f7 STL>HK }nGNO
donde 1y, denota a la funcion caracteristica del conjunto Ny = {1,---, N}. Ademaés los

Cy son acotados y convergen puntualmente a C' ya que

N 1/2
1O Fllaeny < (ZnsnniK) T
n=0

IO = Cfltmy < 2 1Sl =20

n>N+1

luego, por el teorema de Banach-Steinhaus 1.1.17, el operador de anélisis C' resulta acotado
en Ho. Finalmente, extendiendo C' a Hy por densidad de Hg se obtiene que {S, },en, €s
Bessel para Hp.

{Sn}nen, resulta una base ortonormal de Hgum, pues para cada n € Ny, S, es la
imagen por T}, del vector candnico n-ésimo de £3(Ny) y T}, transforma bases ortonormales
en bases ortonormales.

Supongamos ahora que ademéas de valer (1) también se satisface (4.5).

a) Por hipotesis la sucesion {f(t,)a, " tnen, € ¢2(Ny) para f € Hy y por lo tanto, por
un lado existe g € Hoamp tal que g = Y 0 f(tn)a, Sy en Hyamp y puntualmente en €
(proposicion 2.1.4), y por otro lado la serie también converge puntualmente a f, con lo
que g = f € Hsamp ¥ Hr C Hsamp que es la inclusion que faltaba.

b) Si vemos que id : Hgump — Hx es continua entonces (apelando al teorema de
la aplicacién abierta) id es bicontinua, las normas son equivalentes y {S,}nen, €s una
Base de Riesz para Hy (esto tltimo porque es base ortonormal de Hgsamp). Si frn — f
en || - [#eam, ¥ fn —> g en || - ||, entonces nuevamente por la proposiciéon 2.1.4 es
f(t) =lim, o fn(t) = g(t) YVt € Q, apelando ahora al teorema del grafico cerrado resulta
que td es continua.

¢) Como ahora {5, }nen, €s una Base de Riesz para Hg entonces la sucesion {F,, :=
TS, bneny, con T @ Lo(I) — Hp isomorfismo isométrico, es una Base de Riesz para
Lo(I) y, como K(t,,s) = (kt,, ks)o(r) = (T'k, ) (), aplicando (4.5) junto con la propiedad
reproductiva en Hg a S, se obtienen:

Um0 = Sn(tm) = (Sn, Ky )i = (Fos Kt ) £2(1) n,m € Ny. (4.8)
con lo cual {% nen, ©8 la biortogonal de {5y }nen, en Hy y vale (4.6) pues
K o~ K(tn,tm — /K., K
B o Bllwetnlg <£,—j> Su  neN
m=0 m=0 Hi
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d) También por (4.8), las sucesiones {Fy, }nen, ¥ {ﬁ’{tn}nem son biortogonales en

L5(I), desarrollando un poco, veamos que {Fy, },en, cumple (4.7)

5n,m = <Fn; Kt:m>
Gm [ c2(1)




Capitulo 5

Espacios de Banach con Niucleo
Reproductivo

En este capitulo empezamos generalizando un Espacio de Hilbert con Nicleo Repro-
ductivo a espacios de Banach llamandolo, como no podia ser de otra manera, Espacio de
Banach con Nicleo Reproductivo, para inmediatamente generalizar las propiedades rele-
vantes que vimos en el capitulo 2. En el capitulo 6 generalizamos lo visto en el capitulo 3
y en el capitulo 7 hacemos lo propio con el capitulo 4.

Queremos extender a espacios de Banach tanto las propiedades de los RKHS’s como
asi también los razonamientos geométricos utilizados para demostrar tales propiedades,
para eso iremos imponiendo propiedades adicionales sobre los espacios de Banach, siempre
enfocandonos en que nuestro objetivo principal es obtener férmulas de muestreo. Al haber
varias maneras distintas (pero no muy distintas en realidad) de definir un “Espacio de
Banach con Nucleo Reproductivo”, trataremos de que quede claro por qué adoptamos la
siguiente definicion.

5.1. Definicién y Propiedades de un RKBS

Definiciéon 5.1.1. Decimos que (B, ||-||) es un Espacio de Banach con Nicleo Reproductivo
sobre Q (abreviado como RKBS) si cumple:

(P1) B es reflexivo.

(P2) B esun espacio de Banach de funciones a valores en C sobre un conjunto €2, es decir,
f € Bestal que [[f|| = 0siysolosi f(t) =0 Vt € Q, y B* es isométricamente
isomorfo a un espacio de Banach de funciones a valores en C sobre 2.

(P3) Las evaluaciones en t € 2 son funcionales lineales continuos en B y en B*.

Ejemplo. Sean 2 = N, B = (,(N) y B* = (,(N) (identificacién), con 1 < p,q < oo
exponentes conjugados. ¢,(N) es reflexivo y para cada m € N y cada ¢ = {¢,}nen €
¢, (N) las evaluaciones d,,(c) = ¢(m) = ¢,, son funcionales lineales continuos (los vectores
canodnicos forman una base de Schauder) y por lo tanto /,(N) es un RKBS sobre N. ¢

Con esta definicion excluimos a los espacios £,(€2, X, 1) cuando (€2, X, ) es un espacio
de medida méas general, ya que sus elementos son clases de funciones sobre un espacio de
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medida (€2, %, 1) y no funciones donde se pueda evaluar, sin embargo, veremos algunos
ejemplos de subespacios cerrados de los mismos que si cumplen la definiciéon. Por el primer
item excluimos también a los espacios de funciones continuas sobre un espacio topoldgico
compacto dotado con norma del supremo, que si hubiésemos adoptado la misma definicién
2.1.1 que para un espacio de Hilbert (adoptada en [[INS09] por ejemplo), entonces en
particular el espacio (C[0,1],] - ||o) si la cumpliria y para cada ¢t € € las evaluaciones
0:(f) = f(t) para f € C0,1] serfan continuas, pero el niicleo reproductivo para C]0, 1]
deberia ser la distribuciéon 6 que ni siquiera es una funcién donde pueda evaluarse y
por ende no nos seria de mucha utilidad. Porque no queremos que pase esto tltimo es
que pedimos esa condiciéon sobre el dual y, porque queremos ademas “ir y venir” de B*
en B convenientemente, pedimos tanto la reflexividad de B como la continuidad de las
evaluaciones en ambos By B*.

Algunas observaciones sobre la definicién 5.1.1 son en orden. Primero, notemos que
para que un espacio B sea un RKBS sobre (2 no dependemos de la identificaciéon entre
B* y un espacio de Banach de funciones B%, en otras palabras, si las evaluaciones son
continuas con una identificacién particular B# entonces lo son con cualquier otra, ya que
todas las identificaciones son isomorfismos isométricos entre si.

Segundo, todo RKHS H sobre 2 es un RKBS sobre 2 y efectivamente estamos gene-
ralizando el concepto de RKHS. Para ver esto, consideremos

HHF = {f:feH} connorma | fllyx = If|lxn

donde f es la funcién conjugada de f dada por f(t) = f(t) Vt € Q. Por el teorema de
representacion de Riesz, dado L € H* existe un tnico fo € H tal que Lf = (f, fo)u Vf €
H y ademés ||L|| = || fo|ls (recordar que el mapa dual entre H y H* dado por g — g* tal
que g*(f) = {f,g9)n Vf € H es una isometria biyectiva antilineal). Luego, T : H* — H#
dado por TL = f, es un isomormismo isométrico.

Tercero, generalmente la identificacién entre B# y B* no es tnica pero, al ser todas
ellas isométricamente isomorfas, se puede elegir una de ellas y trabajar con esa fijada.

Cuarto y ultimo, Si f* € B* (andlogamente para f € B), segiin conveniencia, se lo
verda como un funcional sobre B o se lo vera como una funciéon sobre Q.

Otra definicion posible de RKBS es la dada en [SZH13, GSP13], donde no aparece la
reflexividad y se habla de pares {V, V#} de Espacios de Banach con Ntcleo Reproduc-
tivo formados por funciones definidas sobre conjuntos no necesariamente iguales  y Q7
respectivamente.

Veamos ahora la cuestion del nicleo reproductivo, para eso recordemos que tenemos
definida la forma bilineal (1.1), es decir, (+,-)g : B x B* — C con (z,y")s = y*(z) = €
B, y* € B*, con lo cual para f € B**, por la reflexividad de B, existe un tnico x € B tal
que f(y*) = (z,y")s Vy* € B".

Proposicion 5.1.2. Sea B un RKBS sobre (), entonces existe una unica funcion K :
Q x Q — C tal que:

(1) Para todo t € Q, K(-,t) € B* y f(t) = (f, K(-,t))s para toda f € B.
(2) Para todo t € Q, K(t,-) € By f*(t) = (K(t,-), f*)s para toda f* € B*.
(3) B* =3span{K(-,t): t € Q}.
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(4) B=73span{K(t,-):t € Q}.
(5) K(s,t) = (K(s,-),K(-,t))s para todos s,t € €.

Demostracion. Como para cada t € €2 las evaluaciones ; : B — C son continuas, existe
una funcion g, € B* tal que 6,(f) = f(t) = (f,9)s ¥V f € B. Definimos una funcion
H :Q x Q — C mediante H(s,t) = gs(t) Vs,t € Q. Entonces, se sigue que

HteB v f)=(fH( )5 YteQ, feb.

Si existiera otra funcion H : € x 0 — C satisfaciendo las dos condiciones anteriores,
entonces tendriamos que

0= (f,H(-,t)— H(-,t))s VteQ feB

y por lo tanto seria H(-,t) —f[(~, t) =0 ¥Vt € Q. Puesto que B* es un espacio de Banach de
funciones sobre ), resulta que H (s, t)—f:j(s, t)=0Vs,t €Q,dedonde H = H. Utilizando
la continuidad de las evaluaciones d; : B — C para cada t € (), por razonamiento analogo
al anterior, obtenemos una tnica funcion K : Q x 2 — C tal que

Kt,-)eB y ft)=(K(t-)s VteQ, freB".
Ahora bien, si consideramos f := K(s, ) obtenemos
K(s,t) = (K(s,-),H(t,"))s s, t €
y si consideramos f* := H(s,-) nos queda también
H(t,s) = (K(s,-),H(t,"))s s, t €€

Por consiguiente K(s,t) = H(t,s) Vs,t € Qy K cumple los items (1), (2) y (5). Falta
ver que K satisfaga los items (3) y (4). Al probar (3) quedara claro que (4) sale de
manera completamente anéloga. Supongamos que no vale (3), entonces por el Teorema
de Hahn-Banach existe un funcional no nulo f* € B* tal que

(K(t,),f)s=0 teQ

es decir, f*(t) = 0 Vt € Q y al estar en un espacio de Banach de funciones sobre €2,
resulta que f* = 0 contradiciendo la suposicion. [ |

El tnico K del teorema se dice nicleo reproductivo de B y los items (1) y (2) son
equivalentes a pedir que las evaluaciones 6, : B — C y d; : B* — C sean continuas para
todo t € Q. Si bien el nicleo reproductivo es unico, no obstante, distintos espacios (no
isomorfos) pueden tener el mismo nicleo reproductivo como mostraremos luego con un
ejemplo.

Basado en estas propiedades del nicleo reproductivo, en [FHY 15|, se da otra posible
definicion de RKBS que extiende a la de RKHS y es mas general que la adoptada aqui.

Para que el nucleo reproductivo de un RKBS tenga alguna de las propiedades de su
homoénimo en un RKHS, debemos dejar de lado la forma bilineal (-,-)s y encontrar un
sustituto para un producto interno.
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Definicién 5.1.3. Sea V un C-espacio vectorial, una aplicacion [-,-] : V x V — C es un
semi-producto interno (Lumer [Lu6l1]) siVa € Cy Vz,y, z € V satisface:

(a) [ax +y, 2] = afz, 2] + [y, 2].
(b) [z, ay] =alz,y].
(c) [x,2] >0six#0.

() [z, yl]* < [z, ][y, y].

En tal caso el par (V,]-,]) se llama espacio con semi-producto interno (abreviado por
s.i.p.S.). Si ademas V es un espacio normado y cumple:

(e) limper n—o Ref{ly, v + hy|} = Re{ly, x]} Va,ye€ Sy,

decimos que es un espacio con semi-producto interno continuo, mientras que si el limite
anterior existe y es uniforme en Sy, x Sy, decimos que es un espacio con semi-producto
interno uniformemente continuo.

La propiedad (b) fué agregada convenientemente por Giles [Gi67]. Enunciamos algunas
propiedades y relaciones entre los conceptos de la definicién 5.1.3 y aquellos de la definicién
1.1.24, cuyas demostraciones se pueden ver en el apéndice A o bien en las referencias
citadas.

Observacion 5.1.4. Sea (X, ||.||) un espacio de Banach.

1. Como una aplicacion del teorema de Hahn-Banach, siempre existe al menos un
semi-producto interno |-, -] sobre X compatible con ||.| en el sentido de que [z, x] =
|z||* Vo € X. Incluso en el caso de que X sea simplemente un espacio normado.
Reciprocamente, todo espacio vectorial con semi-producto interno se puede normar
de manera tal que la norma y el semi-producto interno resulten compatibles [Dr03,
Gi67, Lu61].

2. Un semi-producto interno |-, -] sobre X es un producto interno si y sélo si
[,y + 2| = [x,y] + [z, 2] Va,y,z € X [ZXZ09].
3. X es un espacio con semi-producto interno continuo (uniformemente continuo) si

y solo si X es Gateaux diferenciable (uniformemente diferenciable Fréchet) |Dr03,
Lu61].

4. St X es un uniformemente diferenciable Fréchet y |-,-] es un semi-producto interno
compatible sobre X, entonces:

et byl el Re{ly. o))
heR, h—0 h |||

Va,ye X.

Ast, existe un unico semi-producto interno compatible con la norma de X (por la
unicidad del limite) y viene dado ¥ x,y € X por:

B - My +hxl| =1yl . iy + k| = liy]]
[z,y] = ||y (}ng% 7 +z}1§§% .

heR

y claramente [x,y] =0 si x 0y son nulos [Dr03, Gi67, ZXZ09].
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5. X es estrictamente convezo si y solo si siempre que x,y € X \ {0} son tales que
[z, y] = ||z||||ly|| resulta = Ay con A > 0 [Dr03, Gi67].

6. (Teorema de Representacion de Riesz) Si X es un espacio uniformemente
convexo con semi-producto interno continuo, dado f € X*, existe un unico yo € X
tal que f = yg, es decir, la aplicacion dual y — y* tal que

y'(x) =lz,y]  VeeX
es biyectiva. También es isométrica pero generalmente no es aditiva [Dr03, Gi67].

7. Por la proposicion 1.1.29, un espacio normado es uniformemente diferenciable Fré-
chet si y sdlo si su dual es uniformemente convexro. Asi, si X es uniforme en-
tonces X* también lo es, y su semi-producto interno viene dado por [x*,y*]x« =
ly,z]x Y,y e X [Dr03, Gi67].

Ejemplo. Considerando los espacios uniformes £,(§2, ¥, i) con p medida o-finita, donde
1 <p,q < oo son exponentes conjugados, para f € L,(€, X, i) su elemento asociado en
L,(€2,3, 1) dado por el teorema de representaciéon de Riesz 1.3.2 est4 dado por

2 =
— 9
1£112

consecuentemente, usando (1.14), el semi-producto interno sobre £,(€2, X, (1) es

Lf 9], = ||g||§"’/Xf§|glp‘2du- ¢

Estamos en condiciones de definir una clase especial de RKBS, debido al item 4. de la
observacion precedente definimos:

Definicion 5.1.5. Un “s.i.p. RKBS sobre 7 es un RKBS uniforme sobre (2.

Recordar que un espacio de Banach uniforme es un espacio de Banach uniformemente
convexo y uniformemente diferenciable Fréchet (definicion 1.1.24). Notar que el dual de un
s.i.p. RKBS también es un s.i.p. RKBS, y claramente valen las siguientes implicaciones:

RKHS = s.i.p. RKBS = RKBS

y veremos més adelante que ninguna de las flechas va para el otro lado. Podemos probar
ahora que en un s.i.p. RKBS tenemos un niicleo reproductivo que se asemeja al nicleo
reproductivo de un RKHS.

Proposicion 5.1.6. Sea B un s.i.p. RKBS sobre ) con nicleo reproductivo K. Entonces
existe una unica funcion G : Q2 x Q — C tal que

(1) G(t,-) € By K(-,t) = (G(t,")* € B* Vt €.
(2) f(t) =1, Gt )]y f(t) = [K(t,-), [] VfeB teQ.
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Demostracion. Por el teorema de representacién de Riesz 5.1.4, para cada t € () existe
un unico Gy € B tal que

fO)=1f,G] VfeB

Definimos G : 2 x Q — C por G(s,t) := G4(t), s,t € . Claramente G(t,-) € B,
ft) =[f,G(t,-)] Vt € Qy G en estas condiciones es tnica. Por la proposicién 5.1.2, el
nucleo reproductivo K de B satisface

fO) = (K t)s y ff(t)=(K(), f)s  VfeB te

Usando la forma bilineal (-, -)s obtenemos para cada ¢ € €

(fv (G(ta ))*)B = [fa G(tv )] = f(t> = (faK('7t))B VfeB.

de donde (G(t,-))* = K(-,t) Vt € 2. También

completando la demostracion. [

A la funcién G del teorema se la llama nicleo s.i.p. de B y cuando coincide con K se la
llama nicleo reproductivo s.i.p.. En este ultimo caso, por la proposicion 5.1.2 G satisface

Gs(t) = G(s,t) = G(s,-)(t) = [G(s,"),G(t,")] s,t €.

En un RKBS (.. en un s.i.p. RKBS), al igual que en un RKHS y con la misma cuenta,
la convergencia en norma implica la convergencia puntual.

Proposicion 5.1.7. Sean B un RKBS sobre ) con nicleo reproductivo K y { f,}n C B tal
que || fn — flls — 0, entonces |f.(t) — f(t)] — 0 Vit € Q y la convergencia es uniforme
en los subconjuntos de 2 donde la funcion t — |K(-,t)|| es acotada.

Demostracion. De hecho, en un RKBS se cumple la siguiente desigualdad

[fu(t) = FO) = |(fo = f, K (- 1))8]

< Nfu = fllslEC OB = 1fn = fllsV KT  VieQ,

de donde se sigue inmediatamente lo afirmado. De paso, para un s.i.p. RKBS con ntucleo
reproductivo s.i.p. G se cumple

[fu(t) = F(O = |[fn = f, G(E,)]]
<|lfo = fllBIGE )l = lfn = Fllav Gt Vie.

que muestra todavia mejor la semejanza en el procedimiento al probar el resultado analogo
en un RKHS (proposicién 2.1.4). [
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5.2. Subespacios de RKBS’s y s.i.p. RKBS’s

Esta seccion es con el inico proposito de comparar resultados similares en los RKHS’s.
Veremos qué se puede decir al respecto de los subespacios (cerrados) de un RKBS y de un
s.i.p. RKBS, por ejemplo si Y es subespacio cerrado de un espacio de Banach X entonces
Y es asfmismo un espacio de Banach con la norma inducida y si ademas X es reflexivo
entonces Y también.

Proposicion 5.2.1. Sea Y un subespacio cerrado de un espacio de Banach X, si:

a) [,-] es un semi-producto interno sobre X entonces [-,] es un semi-producto

interno sobre Y .

‘YXY

b) X es un RKBS sobre un conjunto ) entonces Y es un RKBS sobre ().

c) X es uniformemente convero / uniformemente diferenciable Fréchet / uniforme
entonces Y es uniformemente convexo / uniformemente diferenciable Fréchet / uni-
forme.

d) X es un s.i.p. RKBS sobre un conjunto ) entonces Y es un s.i.p. RKBS sobre Q.

Demostracion. a) y b) son inmediatas, para c) ver [Me98] capitulo 5 “Rotundity” y d) es
consecuencia de los items anteriores. |

5.3. Construccion de RKBS’s y s.i.p. RKBS’s

Empezamos con una construccién de un RKBS sobre (2.

Proposicion 5.3.1 (Zhang, Xu & Zhang [ZX709]). Sea W un espacio de Banach refle-
xwo. Supongamos que existen ® : Q — W y &* . Q — W™ tales que

span{®(t):t € Q} =W y sSpan{d®*(t):t € Q} =W~ (5.1)

entonces:
B = {(u,®*())w : u € W} equipado con

[, @ (Dw |5 = llullwy

B* = {(®(-),u")w : u* € W*} equipado con
[(@(), u )w]
son RKBS sobre Q) y B* es el dual de B con la forma bilineal

((w, @ (Dw, (D), u)w) g = (w, u")w-

B ([ ||+

Ademds el niicleo reproductivo K para B estd dado por

K(s,t) = (B(s), " (t))w  s,t € Q. (5.2)
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Demostracion. Primero mostramos que B definido como arriba es un espacio de Banach
de funciones sobre €. Supongamos que tenemos u € W tal que (u, ®*(¢))y =0 Vit € Q,
como {®*(t) : t € Q} es denso en W*, entonces debe ser (u, u*)y =0 Vu* € W*, de donde
u = 0. Reciprocamente, (0, ®*(¢))w = 0 V¢ € Q. De este modo f,(+) := (u, ®*(*))w =
0 & u = 0y este argumento también muestra que el representante u de la funcion f,
es Unico. En definitiva, queda definido un operador lineal biyectivo T« : W — B tal que
Te+u = f, y, definiendo la norma en B como || f,||5 := ||u|lw, Te+ resulta un isomorfismo
isométrico. De este modo, ademas de ser un espacio de Banach de funciones sobre €, B
es reflexivo y, por la misma cuenta, B = {f,« := (®(:),u")w : v* € W*} equipado con la
norma ||(®(-), u*)w|| 5 = [|u*||w+ es un espacio reflexivo de funciones sobre 2.
Definimos una forma bilineal 5 : B x B—C por

B(fu, fur) = (u,u")w ue W, u e W*,
[ es acotada ya que para cualesquiera u € W, u* € W* tenemos:

‘ﬁ(flufu*)

= [(w, w)w| < ullwllallw- =l fullsll fall5

Por consiguiente cada funciéon en B es un funcional lineal continuo sobre B y son todos
de esta forma por ser T« un isomorfismo isométrico. En conclusion, B = B* con la
forma bilineal § y si llamamos Tg : W* — B* al operador lineal tal que (Tou*)(-) =
(P(+), u*)w := fu(+) resulta que Ty también es isomorfismo isométrico.

Para ver que B es un RKBS sobre () resta ver que para cada t € () las evaluaciones
en t son continuos en ambos By B*, sean pues t € 2, f, € By f., € B, entonces:

[0cful = [fu(®)] = |(u, @) w| < [lullw [ (@) [w = [|D*() ]|

quB

107 fur| = [fur )] = [(2(2), )| < ([P lwllu[[w- = @)l | fur

como se queria ver.
Finalmente, veamos que K : 2 x 0 — C definida como en (5.2) cumple la proposicion
5.1.2, sea pues t € (2, entonces

B*-

K(t7 ) = (CI)(t),CI)*())W = f@(t)(') €B

K(-t) = (®(-), 2*(t))w = forry(-) € BT,

y si fu € B, queda

(fu, K(-, 1)) = B(fus for@)) = (u, @*(1))w = fu(t) t€Q

similarmente para f,» € B* obtenemos

(K(t,-), fur)B = B(fow), fur) = (P(t),u")w = fu-(t) te .

Estos hechos muestran que K es el niicleo reproductivo de B como queriamos ver. [
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Las funciones {®, ®*} y los espacios {W, W*}, se dicen un par de mapas caracteristicos
y un par de espacios caracteisticos para el niicleo reproductivo K respectivamente. Notar
que este teorema tiene similitud con la construcciéon hecha en un RKHS a partir de un
operador lineal acotado (proposicion 2.3.2) puesto que Tg+ definido por Te-u = (u, P*(-))w
es el operador en cuestion. Al final de esta seccion explicitaremos tal construccion en un
s.i.p. RKBS pues sera utilizada para demostrar un teorema de muestreo.

Usando la proposicion 5.3.1 obtenemos una caracterizacion de ntucleo reproductivo en
un RKBS como la que se tiene en un RKHS.

Teorema 5.3.2. Una funcion K : QxQ — C es el nicleo reproductivo de un RKBS sobre
Q siy solo si es de la forma (5.2), con W un espacio de Banach reflexivo y ® : Q — W,
O* : Q — W* satisfaciendo (5.1).

Demostracion. La vuelta ya la vimos en la proposicion 5.3.1, asi que resta ver la ida.
Supongamos que K es el nucleo reproductivo para un RKBS B sobre €2, tomemos

W =8B, W*"=B" &(t):=K(t,-), ®*(t) .= K(-,t), t € Q.
Por la proposicion 5.1.2, W, W*, ® y ®* cumplen todas las condiciones. [ |

Observacion 5.3.3. Para abordar el tema de caracterizacion de los RKBS sobre ) de-
pendiendo de propiedades particulares de €2, veamos que pasa si tenemos B un RKBS
sobre Q) donde ) es a lo sumo numerable.

1. Si Q es finito, entonces toda funcion no trivial K sobre ) x € es el nicleo repro-
ductivo de un RKBS sobre Q (|2X709] pag. 2749).

2. Si Q es un conjunto numerable (bien ordenado), para fijar ideas, digamos que € =
N, entonces tenemos un espacio de Banach de sucesiones reflexivo indexadas por
N, donde su dual lo hemos identificado con un espacio de Banach de sucesiones
idexadas por N. Que las evaluaciones sean continuas en B y en B* nos dice que
los vectores candnicos {e,}nen forman una base de Schauder en ambos.

St K es el nicleo reproductivo para B, entonces para cada m € N es
cm=cm)= (¢, K(-,m))g vy dn=d(m)=(K(m,-),d)s ceB,deB".

De esto se desprende que K(-,m) y K(m,-) son los funcionales lineales coordenados
en B y en B* respectivamente, o sea

K(m)=0, y K(m,)=04, meN

y por lo tanto K(m,n) = (K(m,-),K(-,n))g = 0mn, Vm,n € N, o sea, K es la
delta de Kronecker.

Reciprocamente, si B es un espacio de Banach de sucesiones reflexivo indexado en
N, donde su dual puede ser identificado con un espacio de Banach de sucesiones

y donde los vectores cononicos forman una base de Schauder en ambos espacios,
entonces B es un RKBS sobre N.

Esto nos dard la pauta de lo que queremos que se cumpla cuando queramos genera-
lizar los espacios {o(I).
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Damos ahora una construccion de un s.i.p. RKBS sobre 2. Dado ® : @ — F, con E
uniforme, notamos con ®* a la funcion de 2 en E* definida por ®*(¢) := (®(¢))*, t € Q.
Tenemos asi resultados analogos a la proposicion 5.3.1 y al teorema 5.3.2 ahora para un

s.i.p. RKBS.

Proposicion 5.3.4 (Zhang, Xu & Zhang [2X709]). Sea E un espacio de Banach uniforme
y supongamos que existe ® : Q) — E tal que

san{d(t) :te QY = E y span{d*(t) :te Q) = B (5.3)

entonces:
B ={[z,®(:)]g:x € E} equipado con

[z, 2()]e, [y, 2()]e] g = [2,9]p ¥
B* ={[®(:),x]g : x € E} equipado con

[@(), 2]e, [(-), yl&] 5. = [",y"]&-

son s.i.p. RKBS’s sobre Q y B* es el dual de B con la forma bilineal
([‘T7 CI)()]Ea [(I)(>7 y]E)B = (l’, y*)E
Ademds el nicleo reproductivo s.i.p. G = K para B estd dado por
G(s,t) = [®(s), P(t)] e s,t € Q. (5.4)

Demostracion. Sea B como en el enunciado. Definimos un operador lineal Ty : £ — B
por
Tor = [z, P()]g = (z,2"(") e = fo reFE.

Por las mismas cuentas hechas en la proposicién 5.3.1, si dotamos a B con la norma
| fzllz == l|z|lg, To es un isomorfismo isométrico y B resulta un RKBS uniforme sobre
2, donde su descripcion es la dada en el enunciado al igual que la de B*. A los tni-
cos productos semi-internos consistentes con sus normas los notamos por [,z v [+, ]
respectivamente. Debido a que

[z, 2]p = ||l2l5 = [ fallz = | Toalls = [Tow, Toa]s  z€E
el semi-producto interno sobre B esta dado por
[for fylg =[x y]le z,y €E,
y por consiguiente el de B* esta dado por
[fas fyle = [fys fols =y, 2l = (2", 4" = [for, firlB- @y €EE

donde notamos f« = [®(:),z]p = (P(-),2")p. Asi, ya que la forma bilineal g de la
proposicién 5.3.1 cumple la féormula del enunciado, solo resta ver que si G esta dada como
en (5.4) y K es el niicleo reproductivo de B, entonces G cumple la proposicion 5.1.6 y
resulta G = K. Para cada t € {2 claramente se cumple

G(t,:) = [2(),2()]e = fey €B vy G(,t) =[2(), 2()| = fore) € B,
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y si f. € B, entonces

B(fe, K(-1)) = fa(t)
= [z, (t)|p
= [fo, fowls
= [fo, G(t, )]s = B(f2, (G(E,7))7)

de donde
K<'7t) = (G(tv ))* y fz<t) = [fx>G<t7 )]B te

De manera similar, si f,« € B* y t € 0, tenemos

for(t) = [@(1), 2] = [faq), fols = [G(L,-), fals.
Para terminar, si s,t € {2, obtenemos:
G(s,t) = [D(s), ©(t)]p = (D(s), D" (t))p = B(K(s,-), K(-, 1)) = K(s,t)
y por lo tanto G = K. |

Del mismo modo que antes, {®, E'} se dicen mapa caracteristico y espacio caracteistico
para el nucleo reproductivo s.i.p. G. Notar que la completitud de {®*(t) : t € Q} no se
desprende de la completitud de {®(¢) : t € Q} puesto que el mapa dual x — z* al no ser
aditivo no preserva completitud de combinaciones lineales.

Usando la proposicién 5.3.4 obtenemos una caracterizaciéon de ntucleo reproductivo
s.i.p. en un s.i.p. RKBS como la que se tiene en un RKBS.

Teorema 5.3.5. Una funcion G : Q2 x Q — C es el nicleo reproductivo s.i.p. de un s.i.p.
RKBS sobre § si y sdlo si es de la forma (5.4), con E un espacio de Banach uniforme y
$:Q0— E, d*:Q — E* satisfaciendo (5.3).

Demostracion. La suficiencia se probd en la proposicion 5.3.4. Para ver la necesidad,
supongamos que tenemos G como en (5.4) y tomemos E = By ®(t) := G(t,-). Por la
proposicion 5.1.6 es

G(s,t) = [P(s), P(t)|E s,t €
y span{®(t) : t € Q} = E pues f(t) = [f,G(-,t)|]g V[ € B,Vt € Q. Supongamos que
span{®*(t) : t € Q} no es denso en E* y lleguemos a un absurdo. En tal caso, por el

teorema de Hahn-Banach existe f € B no nula tal que [®*(¢), f*]g- = 0 Vit € Q, pero
como

fO) =11,G, )]s = [f, 2(0)]s = [®°(1), []s- =0 1€
f resulta la funcién nula en B lo cual es absurdo, luego se cumple (5.3). |
Ejemplo. ([ZXZ7Z09] pag. 2748) Sean Q = R, I = [—%,%}, 1 < p, g < 0o exponentes
conjugados. Consideramos W = L,(I), W* = L,(I),  : Q - W y &* : Q — W* dadas

por
d(t)(€) =My dF(H)(E) =P teR, £

Se puede ver que

span{e 2™ .t e R}y = L,(I) y span{e*™V) .t € R} = L,(])
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ya que alcanza con tomar los t € Z ([Hel0] pag. 450, [Yo80] pag. 111). Recordemos que
para f € £1(R) su transformada de Fourier f esta definida por

= / f(z)e 2™V dy y€R
R

y su antitranformada por

= / f(z)e*™™ ¥ dy y € R,
R
por la proposicién 5.3.1 y el teorema 5.3.2 obtenemos el RKBS sobre R
B, ={fe CR)NLYR) :supp f C I}

con norma || f||z, = 7] c,(n) Y dual B que identificamos con

B,:={f € CR)NL,R): supp f C I}

con norma | f|lz, = ||9llz,) (explicaremos al final de la seccion de dénde salen estas
descripciones).

Los espacios Paley-Wiener B, son no isomorfos entre si porque los espacios £,([)
son no isomorfos entre si y ambos estan estrechamente relacionados como se aprecia en
su mismisima definicién, no obstante, veremos mas abajo que poseen el mismo ntcleo
reproductivo (nuicleo reproductivo s.i.p.). Para cada f € B,y g € B, tenemos la dualidad

dada por la forma bilineal
-~ \Y
o = [ 79 9
I

y el nicleo reproductivo K para B, estd dado por el seno cardinal, pues

sin7(t — s)

7(t —s)

K(s,t) := (®(s), ®"(t)),1) = /62m8£€2mt£d£ = = sinc(t — s) s, t € R.
I

Para f € B,, g € B, y t € R obtenemos:

(K08, = J;f (5)(K(,t)) (£)ds = fff(ﬁ)GQ”it5d€
(K(t.).g)s, = [(KL)©O IO = [9(€)ede = g(t).

Por otro lado, como £,(I) es uniforme, podemos usar la proposicion 5.3.4 para concluir
que B, es un s.i.p. RKBS sobre R y la proposicién 5.1.6 para concluir que K es el niicleo
reproductivo s.i.p. para B,. Cuando p = 2 tenemos By := PW (R) el RKHS sobre Q2 visto
en la pagina 20y si p # 2 tenemos un ejemplo de s.i.p. RKBS que no es un RKHS. Se
puede ver otro ejemplo de un s.i.p. RKBS en [FHY15]| pag. 126. ¢

-~

|
~
—~

~
SN—

Escribiremos (B, [-, -], G, E, ®) s.i.p. RKBS sobre ) cuando sea estrictamente necesa-
rio explicitar cada componente del mismo, por ejemplo cuando consideremos dos s.i.p.
RKBS’s sobre () simultaneamente, en caso contrario diremos simplemente que B es un
s.i.p. RKBS sobre 2.
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Mirando las proposiciones 5.3.1 y 5.3.4, es claro que si tomamos un espacio W refle-
xivo pero no uniformemente convexo (o que no sea uniformemente diferenciable Fréchet),
tendremos un RKBS que no es un s.i.p. RKBS.

Terminamos la seccién mostrando la construcciéon de un s.i.p. RKBS mediante un
operador lineal acotado, semejante a la hecha en la proposicién 2.3.2. Si repasamos las
demostraciones de las proposiciones 5.3.1 y 5.3.4 veremos que ya esta casi todo dicho.

Observacion 5.3.6 (Construccion de un s.i.p. RKBS mediante un operador acotado,
Garcia & Portal [GP13]). Sean (E, [, |g) un espacio uniforme, ® : Q@ — E una funcion
y Ty : E — C? dado por Tex = f, con f.(t) = [z, ®(t)]g parat € Q.

Usando la linealidad de [-,-] en la primer variable se comprueba que Ty es lineal y si
Suponemos que

span{®(t) :t € Q} =F
esto implica que
0=fo(t)=[z,2(t)]g Vte <+—= x=0

con lo cual Ty es inyectivo. Notamos por B = R(Ts) y definimos sobre €l la norma
| fzll :== llz||g que hace de Te un isomorfismo isométrico entre E y BB, entonces B es un
espacio de Banach uniforme de funciones de () en C y definiendo

[f:c?fy]B = [$ay]E T,y € E

resulta que [-,|p es el unico semi-producto interno compatible sobre B. Para cada t € Q
las evaluaciones 9, : B — C son continuas, pues

10:(fa)l = [f2(O)] = |[z, 2@)] | < 2]l )| = Cll fells ¥V fa € B.

y para que B sea un s.i.p. RKBS sobre 2, solamente falta asequrar que las evaluaciones
0f + B* — C sean continuas para cada t € Q. Como esto no se deduce de las hipotesis,
recurrimos a la proposicion 5.3.4 para obtenerlo, después cuando aspiremos a probar un
teorema de muestreo, definiremos explicitamente la funcion ®* : Q) — E* para que si se
cumpla la suposicion equivalente de que

span{®*(t) : t € Q} = E* donde ®*(t) = (P(¢))" t e
De este modo B* = {f := [®(:),z]g : © € E} equipado con
o fls =y, 2le=[fy, fuls  ©y€EE
es el dual de B con la forma bilineal
(for [) = [vyle =y () = (,9)e zycE
y el nicleo reproductivo s.i.p. G para B estd dado por

G(s,t) = [B(s), ®()]s  s,te Q.
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Ejemplo. Volviendo al ejemplo anterior de los espacios Paley-Wiener
B, ={f e CR)NLUR): supp f C I}t (funciones de “banda limitada”)
consideremos el siguiente subespacio cerrado de £,(R)
L,(I,R):={feL,(R): f=0ae enR\ I} (funciones de “tiempo limitado”)

al cual podemos identificar naturalmente con el espacio £,(I) (restringimos a £,(I,R) el
operador de restriccion de £,(R) en £,(I) dado por f — f|;), lamando T": £,(I,R) —
L,(I) a este isomorfismo isométrico y F a la transformada de Fourier, entonces podemos
reescribir a B, como

B,={f € CR)NLR): Ff € L,(I,R)} = F '|z,ar (Ly(I,R)).

Consideremos ahora el operador lineal acotado Ty : £,(I) — B, de la construccion 5.3.6

(T f)(y) = [, (y)], = / fO)F e =f (4y)  yeR,

es decir, Ty es aplicar primero T—! y luego la antitransformada, que esta bien definido por
la teoria de las distribuciones temperadas. ¢

5.4. Primera Generalizacion de RKBS’s

A modo de analogia con la secciéon anterior sobre una primera genralizacion de RKHS
considerando H un espacio de Hilbert de funciones sobre un conjunto arbitrario 2 a valores
en un espacio de Hilbert X', podemos generalizar el concepto de RKBS considerando ahora
B un espacio de Banach uniforme de funciones sobre un conjunto arbitrario (2 a valores en
un espacio de Banach uniforme E y pidiendo que las evaluaciones puntuales, ¢; : B — F
dadas por 6;f = f(t) para t € €, sean operadores lineales acotados. Para mayores detalles
recomendamos ver [ZZ13].



Capitulo 6

Sucesiones en Espacios de Banach
Uniformes

En este capitulo trabajaremos sobre un espacio de Banach uniforme (E,[-,-]) y quere-
mos extender los conceptos de sucesiones Bessel, Riesz-Fischer, Marcos y Bases de Riesz
vistos en el capitulo 3. Si prestamos atencion a las definiciones 3.1.1, 3.2.1, 3.3.1 y 3.4.1 el
espacio /5(I) esta involucrado fuertemente en todas ellas, asi que no sera extrano trabajar
con espacios de sucesiones més generales, una pauta de lo que queremos que cumplan
estos espacios de sucesiones lo vimos en la observacion 5.3.3. Antes de esto, empezamos
recordando las relaciones entre sucesiones minimales, completas y totales que, usando
ahora un semi-producto interno, se evidenciaran razonamientos geométricos similares a
los utilizados en las pruebas de los mismos resultados en espacios de Hilbert,

Observacion 6.0.1. 1. {f;};a1 C E es completa si y sélo si es total (1.4).

Demostracion. (=) Si {f;}jer es completa y si f € E es tal que 0 = f*(f;) =
[fj, f] Vi €1 entonces por Hahn-Banach debe ser f=0.

(<) Si {f;}jen1 es total, entonces el tnico funcional lineal acotado sobre E que se
anula en {f;},er es el funcional nulo, luego {f;};er es completa. |

2. {f;}ja1 C E es minimal si y solo si existe una sucesion {g;};er C E tal que
[fiogl =0 Vi kel

Demostracion. (=) Para k € I consideramos M), = span{f; : j # k}, que por
hipotesis es fr ¢ M y por Hahn-Banach existe p, € E* tal que pup(fx) = 1y
pi(fj) =0 Vj # k. Como E es uniforme, existe un tnico gy € E tal que p(f) =
[fiox] Vf € E, de donde py = g5 y [fj, 9x] = dj Vi, k€L

(<) Sea k € Iy tomemos f € span{f; : j # k}, digamos f = >, na;f; con
F C I\ {k} finito , a; € C, entonces

[f, 1) = [Zajfj,gk] = a;lf5 0] =0

jJEF JEF
de donde fi, ¢ span{f; : j # k} puesto que [fy, gx] = 1. u

95
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Como en espacios de Banach ya no es cierto que para ser isométricamente isomorfos
es necesario y suficiente tener la misma dimension, cuando trabajemos con espacios de
Banach de sucesiones (separables), vamos a necesitar que estos posean propiedades seme-
jantes a aquellas de los espacios ¢,(I) con 1< p< oo, que como ya vimos son s.i.p. RKBS’s
sobre un conjunto a lo sumo numerable I (pagina 41).

Definiciéon 6.0.2. Un BK-space X4 sobre un conjunto a lo sumo numerable y bien orde-
nado I es un espacio de Banach de sucesiones ¢ = {c¢;};c1 € C' con la propiedad de que
los funcionales lineales coordenados ¢ — ¢; son continuos Vj € L.

Observar que esta ultima propiedad es equivalente a que la convergencia en norma
de X, implique convergencia coordenada a coordenada, también es equivalente a pedir
que la sucesion de vectores canonicos {d;};e1 C X,y formen una base de Schauder cuando
el espacio es separable (proposicion 1.1.35), y a los espacios que cumplen esto ultimo
se los suele llamar CB-spaces. Teniendo en mente £,(I) con 1 < p < oo, trasladamos
algunas propiedades que poseen estos tltimos a los BK-space en los que vamos a trabajar.
Especificamente pedimos que: X, sea reflexivo (RCB-space) y los vectores candnicos de
X formen una base de Schauder (CBCB-space). Se puede ver en [[XAG4] que si X, es un
BK-space reflexivo sobre I entonces su dual X también es un BK-space sobre I. Ademés,
en tal caso, vale que

d(e) = ¢jd;  c={¢;}jer € Xu, d = {dj}jer € X,

jel

es decir, la dualidad entre X; y X esta dada por

(e.d)x, =) esd;.
jel

Adicionalmente vamos a pedir que si la serie ) jer c;d; es convergente en C Ve € Xy
entonces d € X; y si converge Vd € X entonces ¢ € X, también pediremos convergencia
absoluta de esta serie (porque esto implicara convergencia incondicional de otras series).
En definitiva, salvo indicaciéon contraria, cuando consideremos un BK-space este cumplira
todas las condiciones adicionales mencionadas anteriormente. También, emplearemos la
sucesion {J;};er para denotar o bien los vectores canoénicos de X4, o bien los funcionales
lineales coordenados (evaluaciones) sobre X,.

Ejemplo. Los espacios £,(I) para 1 < p < oo son BK-spaces que satisfacen todas las
propiedades adicionales, incluso la de convergencia absoluta como se puede comprobar
mediante una aplicacion sencilla de las desigualdades de Hélder 1.3.3. ¢

Observemos que un BK-space X, en estas condiciones es un RKBS sobre I, generali-
zando los espacios ¢, (I) incluso para p = 2. Con estas hipotesis sobre E, X, e I podemos
generalizar los conceptos de sucesiones Bessel, Riesz-Fischer, Marcos y Bases de Riesz.

6.1. Sucesiones X ;-Bessel

Definicion 6.1.1. Decimos que una sucesion { f;};e1 C E es X4-Bessel para E si

{lf, illiaeXa V[fek. (6.1)
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Con esta definicién toda sucesion Bessel en un espacio de Hilbert H es una sucesion
l5(I)- Bessel para H. Vamos a definir dos operadores lineales asociados a una sucesion dada
{f;}jer C E (Operadores de Andlisis) de manera similar que en espacios de Hilbert (no
los definiremos sobre un dominio donde resulten acotados sino como operadores lineales
sobre todo el espacio).

U:E — (! V:.EB* — (!
fo— A{lf. a7 foo— Al e

Decimos que estdn asociados a una sucesion { f;}jer pues [f*, fi]. = [f;, f], j € I. Con
estos operadores obtenemos una caracterizacion de sucesiones Xg4-Bessel para E similar
al teorema 3.1.2.

Teorema 6.1.2. Sea {f;};e1 C E. Son equivalentes:
i) {f;j}jer es Xq-Bessel para E.
it) U: E — X, estd bien definido y existe una constante B > 0 tal que

KL filkillx, < Bllflls - VfeE.

1) U : E — X4 estd bien definido y es acotado.

iv) La serie Zj@ d; fi converge incondicionalmente en E* para toda d € Xj y U™ :
X] — E* es acotado y viene dado por

U'd=> dif; VdeX;. (6.2)

jel

Demostracion. i) = ii) Como {f;};e1 es X4-Bessel para E, el operador de analisis U :
E — X, es un operador lineal bien definido y resta ver que sea acotado. Para eso, veamos
que tiene grafico cerrado, supongamos que tenemos {g;};e1 C E'y ¢ € X, tales que

Il II-llx,

g —9 y Ugk c,

entonces por la continuidad del semi-producto interno es (g, f;] — [g, f;] = (Ug); para
cada j € I'y como (Ugi); = gk, fj] — ¢;, por unicidad del limite es (Ug); = ¢; para
cada j € I, de donde Ug = c. Por el teorema del grafico cerrado U es acotado.

it) = 11) U esta bien definido y al ser Uf = {[f, f;]}; Vf € E, U es ciertamente
acotado.

i1i) = iv) Como U esta bien definido y es acotado, lo mismo vale para su adjunto
U*. Veamos primero que la serie ) jel djf; es convergente en E* para toda d € Xj. Sean
m >n e I, C I, subconjuntos de indices de I con n y m elementos respectivamente. Sea
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d € X, entonces

( > djf;*)(f)‘

S s =

€L\l Br SN jepn,
=sup | > &[f. f]
158 | jer,\I,

Zdé

JELR\I,

< sup ILLf, fil}ill xa

> di;

F€Lm\In, X3

Como {d;}jer forman una base de Schauder para Xj, ||,y 1, d;0)l[x; tiende a cero
cuando n, m tienden a infinito, con lo cual es una sucesiéon de Cauchy en E* y por lo tanto
es convergente.

Mostraremos que se cumple (1.10) de la proposicién 1.1.33 y por lo tanto la serie
convergera incondicionalmente. Por el teorema de representacion de Riesz para N € N

tenemos que
sup { > |<djf;,u>E*}— sup{ > dsf] }

HEBre L jeniy jel\ly

ya que (d;f5, u)e- = (f,d;f} e = [f,d;fj] Vj €1, entonces como

Yol = > ldllif Al

jel\Iy JENIN
<|Ufllx,|| D 116
FISANSY X3
<B|fle|l >_ 1415 f € B
S iely Xa

(aqui es donde usamos la propiedad sobre el par {X,;, X;} de que la serie ) ie1¢d;
converge absolutamente para todas ¢ € X, d € X}). Tomando limite en N queda

lim ( sup { [f, d; fi] }) < B lim ‘ |d; |5 :O.
N—oo feBg j%}v { ‘ N—oo 6%\%
Finalmente veamos que U* cumple (6.2):
(f,U'd)p = (Uf,d)x,
= Z[f7 f]] d]
jel
=D I}, ldy
jel
{dej,f] (def) fekE, de X

jel g€l
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iv) = 1i1) Por propiedad del adjunto resulta que U : E — X, esta bien definido y es
acotado,

iti) = i) Como U : E — X, esta bien definido vale (6.1) y, como U es acotado, la
constante B que sirve es precisamente la de acotacion de U. [ |

Como se puede apreciar, los teoremas 6.1.2 'y 3.1.2 fueron demostrados de manera casi
idéntica.

Observacion 6.1.3. Tendremos siempre resultados “duales” del siguiente tipo que no
explicitaremos en lo sucesivo:
Si{fj}jer C E. Son equivalentes:

i*) {fj}jer es Xj-Bessel para E*.

ii*) Vi E* — X estd bien definido y existe una constante B* > 0 tal que

L Tl < BRI

s Ve B

ii*) V. E* — X estd bien definido y es acotado.

iv*) La serie Z]EH c;f; es convergente en E para toda c € Xq y el adjunto de V', V* :
X4 — E*, es acotado y viene dado por

Vid=> c¢if; Vee X

jel

Los operadores U*, V* se dicen operadores de Sintesis y es claro que la cota Bessel
para {f;};e1 es B = ||U|| = ||U*||. Gracias al teorema 6.1.2 es claro que para verificar que
una sucesion es Xy4-Bessel para E, alcanza con comprobar que {[f, f;]}jer € Xa Vf € D
para algin D C FE denso, ya que si el operador de anélisis esta definido y es acotado sobre
D, lo extendemos por densidad a todo £ de manera continua.

6.2. Sucesiones X -Riesz-Fischer
Definicion 6.2.1. Decimos que una sucesion {f;}jer C E es X4-Riesz-Fischer para E si
Ve={cj}ja€ Xy, If€E talque [f fjl=¢ Vjel (6.3)

Notar que decir que [f, f;] =¢; Vj € L en (6.3) es lo mismo que decir que U f = ¢. Con
esta definicién toda sucesion Riesz-Fischer en un espacio de Hilbert H es una sucesion
U5(I)- Riesz-Fischer para H. Cabe aclarar que puede existir f € F tal que Uf ¢ X, con
lo cual U puede no estar bien definido como operador de E en Xj.

Proposicién 6.2.2. Si {f;}je1 C E es una sucesion Xq-Riesz-Fischer para E, entonces

a) Existe una constante A > 0 tal que:

Dadace Xy, 3f€E  quecumple A flg <|c|x,- (6.4)
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b) {fj}jer es minimal en E*.

Demostracion. Sea N C E el subespacio cerrado dado por

N={feE:Uf=0}={feE:[ff]=0Vjel}=()Ker(f])

jel

a) Consideremos el espacio de Banach reflexivo X = E/N con la norma usual (E'y N
reflexivos). Como {f;},er es una sucesion Xy-Riesz-Fischer para E, podemos definir un
operador lineal T : X; — X como Tec = f donde f denota la clase en X de un f € E, es
decir, f = f + fy con fy € N cualquiera.

T esta bien definido pues si ¢ € E es tal que Ug = ¢, entonces fo = g — f € N,
Te=f+(@—f)=gvyge/f

Veamos que T tiene grafico cerrado. Supongamos entonces que tenemos
lI-llx I-lx _
F e y TF7G,

es decir, cf —rc; Vjel

Existe {¢*}rer C E tal que Ugh = & Vk € I, de donde [¢*, f;] = cé‘? Vj,k € 1. Esta
ultima converge a ¢; Vj € Iy como ¢¥ — g en X, podemos elegir representantes para
cada k € I de modo que g¥* — g en E, con lo cual

9" il — Lo, il Vi€EL

y por lo tanto, por unicidad del limite, debe ser [g, f;] = ¢; Vj € I, de donde Ug = c y
T'c =g como queriamos.

Por el teorema del grafico cerrado, T es acotado y existe una constante A > 0 tal que
para toda ¢ € X; se cumple

Allgllx = A||lT¢c||x < ¢]lx, YVge E con c=Ugy.
Fijado g tal que Ug = ¢, como E es reflexivo, existe hg € N tal que
19llx = inf{llg = hllz: h e N} =llg — hole

Tomando f := g — hy, se cumple A||f||z < ||Uf]x,-

b) Como {f;};er es Riesz-Fischer, si 6* = {6F} ;1 denota al vector canonico k-ésimo de
Xy, entonces existe {g;};er C M tal que Ugy = 6* Vk € I de donde [f7, gi]+ = [gx, f;] =
Orj Vk,j €1, luego {g;}jer v {f; }jer son biortogonales y por la observacion 6.0.1 { f} }jer
es minimal en E*. [ |

Teorema 6.2.3. Sea {f;};c1 C E, son equivalentes:
i) {f;};ea1 es Xq-Riesz-Fischer para E.

it) Eziste una constante A > 0 tal que para toda d € X con a lo sumo finitos términos
no nulos, i.e.:Vd € (coo, || - ||x3), se cumple

Zdjf;

jel

Alld|

o <
X5 S

EB*
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Demostracion. i) = ii) Sea d € X con a lo sumo finitos términos no nulos, por reflexi-
vidad de X, junto con Hahn-Banach, existe ¢ € X; de norma uno tal que

> eid;

jel

1]

x; = ld(c)| =

Como estamos suponiendo que {f;};er es Xy4-Riesz-Fischer para E, por (6.4) de la propo-
sicién 6.2.2 existen una constante A > 0 (independiente de c € X))y f € Econ Uf = ¢
tales que || f||g < 1/A, entonces:

Idllxs = | ¢id;

jel

=D If. fild

jel

i)

jel

EE:CQj?

jel

1
< I1flls <

jg:(hf?

jel

E* B

Despejando A, obtenemos lo que queremos.
ii) = i) Sea ¢ € Xy, definimos un funcional lineal v sobre M = span{f; : j € I}

como:
(Sar) =X do  vae @l )
jel jel
Por hipotesis

{g0))-

jel

> dje

jel

< ||d|

Zdﬂ‘f;

jel

Xa

1
ellx, < Zlelx,

E*

con lo cual v es acotado y ||v| < %|l¢||x,. Lo extendemos por Hahn-Banach a todo E* (y
lo seguimos llamando v). Como E es reflexivo, existe f € F tal que

1712 = Wz < Flellx,
y
(fazdjf;) = (ZdjffW) = ¢d;
jel E jel BT jer
En particular, f7(f) =[f, fi] =¢; Vj €1y {f;}ja cumple (6.3). u

Como se puede apreciar, los teoremas 6.2.3, 3.2.3 y las proposiciones 6.2.2, 3.2.2 fueron
demostrados de manera casi idéntica. En la siguiente seccién vamos a definir un X4-Marco
para ' de manera que cumpla, entre otras cosas, la tltima proposicion de esta seccion.

Proposicion 6.2.4. Sea {f;};c1 C E una sucesion tal que existe una constante A > 0 tal
que

Alflls < 1K1 filkillx,  Vi€E

entonces span{ f;} = E*.
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Demostracion. Supongamos por el contrario que {f/}jer no es completa. Por Hahn-
Banach existe v € E*™ no nulo tal que v(f;) =0 Vj € 1. Por reflexividad de E, existe
f € Etal que 0 =v(f}) = f(fj) =1[f f;] Vj €L pero A|f|lg <0y entonces f =0 lo
cual es absurdo. |

6.3. X;-Marcos

Definicién 6.3.1. Decimos que una sucesion {f;};er C E es X4-Marco para E si la
sucesion {[f, f;]}jer € X4 para todo f € E y existen constantes B > A > 0 tales que

Alflle < {1 filkillx, < Bllflle  VfeE. (6.5)

Con esta definicion todo Marco en un espacio de Hilbert H es un ¢5(I)-Marco para H.
En [ZXZ11] se pide en la definicion de Xg4-Marco que {[f, f;]}je1 € X4 para todo f € E,
y aunque esta es redundante la ponemos igual. Teniendo en cuenta (6.5) es inmediato
que para una sucesion { f;}jer C E vale que { f;}jer es un Xj-Marco para E* siy solo si
{lIfjs jae X; Vfe Ey3B>A>0 tales que

Allflle < {lf5 [1}i lIx; < Bl flle VfeE.
~—— —— ——
=[f*llg= ={[f*.f51+}; =[If*llg=
Cuando [-, -] es un producto interno y Xy = X = ¢»(I) el resultado anterior nos dice

que {fj}jer es un Xg-Marco para E siy solo si {f}}jer es un Xj-Marco para E*, pero
cuando no es producto interno esto puede no valer (ver [ZXZ7Z11] ejemplo 5.3 pag. 22).

Es evidente también de las definiciones que si {f;};e1 es Xq-Marco para E entonces
es Xg4-Bessel para E'y, debido a la proposicién 6.2.4, { f; }je1 es completa. Seguidamente
vemos qué més hay que pedir para que una sucesion Xy-Bessel sea un Xg4-Marco.

Teorema 6.3.2. Sea {f;};c1 C E, son equivalentes:
i) {fj}jer es Xq-Marco para E.
ii) U: E — X4 es acotado y acotado inferiormente.
iii) U* : X — E* es acotado y sobreyectivo.

Demostracion. i) < ii) {f;}je1 es Xq-Marco para E siy solosi {[f, f;]}jaa € Xa Vf€EE
y existen constantes positivas B > A tales que

Allflle < KL Ailillxs = 1Ufllx, < Bllflle VfeE.

siy solosi U : E — X, es acotado (la acotacion por arriba) y U es acotado inferiormente
(la acotacion por abajo).

it) < i) U : E — X, es acotado y acotado inferiormente si y solo si su adjunto
U*: X — I es acotado y sobreyectivo. [
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6.4. X, ,-Bases de Riesz

Definicién 6.4.1. Decimos que una sucesion {f;};e1 C E es Xy4-Base de Riesz para E
si es completa, la serie Zjeﬂ c;f; converge en E para toda ¢ € X, y existen constantes
B > A > 0 tales que

Allellx, <

> ek

jel

< BHCHXd Vee X, (66)
E

Con esta definicion toda Base de Riesz en un espacio de Hilbert H es una ¢5(I)- Base
de Riesz para H. Si bien pedir la convergencia de la serie es redundante, la pedimos
porque usualmente antes de probar la existencia de las constantes en (6.6) se prueba
la convergencia. A continuaciéon mostramos que el término “base” no es arbitrario en la
definiciéon anterior.

Proposicion 6.4.2. Sea {f;}jer C E una X4-Base de Riesz para E, entonces {f;}jer es
una Base de Schauder para E y {f;}jeﬂ es un Xj-Marco para E*.

Demostracion. Veamos primero que { f;}jer es base de Schauder. Como la serie ), ¢; f;
converge en £ Ve € Xy, toda f € R(V™) (cerrado) se escribe como f = ). ¢;f; para
alguna ¢ € X,. Esta escritura es tnica pues si existiera otra sucesion ¢ € X, tal que
f= Zjd ¢; fj, por la desigualdad por abajo en (6.6) queda

> (e =)

jel

=0
E

Alle = €lx, <

de donde ¢ = ¢. De este modo {f;}jer es basica y, al ser completa, resulta una base
de Schauder. Para ver que { f;}je]] es un Xj-Marco para E*, sélo hay que notar que la
definion de X4-Base de Riesz nos dice que existen constantes positivas B > A tales que

> el

Jel

Alleflx, < =[V¥le < Blle|x,  Vee Xy

E

de donde el operador lineal V* : X; — FE es acotado, acotado inferiormente (si y solo
si es inyectivo y tiene rengo cerrado) y sobreyectivo (por la completitud de {f;};er). En
definitiva V* es biyectivo, entonces V es acotado y biyectivo y se cumple lo anélogo de la
proposicion 6.3.2 para U. [ |

Ya que {f}}jer es un Xj-Marco para E* entonces es Xj-Bessel para E*, también,
como V* resulta un isomorfismo topolégico entonces V' lo es, por consiguiente, { /7 }er es
Xj-Riesz-Fischer para E* y por la proposicién 6.2.2 { f7}je1 es minimal en £.

Las constantes de Xj-Marco para E* son las mismas que las de X4-Base de Riesz para
E yaque |V] =V =By [V = [[(VH*| = [(V*)~!]]| = A. Obtenemos ahora la

caracterizacion:
Teorema 6.4.3. Sea {f;};a1 C E, son equivalentes:

i) {f;j}jer es Xq-Base de Riesz para E.
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i) {f}je1 es Xj-Marco para E* y {f;}jer es minimal.
iii) {f;}jer es completa y V : E* — X es acotado y sobreyectivo.
w) {fj}jer es completa y V* : Xy — E es acotado y acotado inferiormente.

Demostracion. i) = ii) Ya vimos en la proposicion 6.4.2 que { f; }je1 es X j-Marco para E*
y que {f;}jer es una base de Schauder, de esto tltimo, por la escritura tnica es minimal.

i1) = 14i) La sucesion { f; }jer resulta completa en E debido a la desigualdad por debajo
de Xj-Marco junto con el resultado dual de la proposicién 6.2.4. Por ambas desigualdades
de Xj-Marco, V : E* — X es acotado y acotado inferiormente, con lo cual su adjunto
V* dado por } . jc;f; es acotado y sobreyectivo. Como {fj};er es minimal, V* resulta
inyectivo ademaés, ya que si 0 = > je1Cjfj con algan ¢ # 0, despejando obtenemos que
fr € span{f; : 7 € I\{k}} en contradiccion con la hipdtesis. De este modo V* es biyectivo,
por lo tanto V' lo es, y en particular es sobreyectivo.

i1i) < 1) A esta altura es obvio.

iv) = i) {fj};er es completa en E por hipétesis. La serie >, c;f; = V¢ es conver-
gente en E para toda sucesion ¢ € X,y ya que V* es acotado. Como también V* es acotado
inferiormente, en definitiva, existen constantes positivas B > A tales que

Allellx, < || eifill =IVele <Blelx, VceXa
jel E
de donde {f;};e1 es X4-Base de Riesz para E. [ |

Resumimos la relaciéon obtenida hasta ahora entre los operadores de Anélisis y las
sucesiones Xj-Bessel, X -Riesz-Fischer, X ;-Marcos y X -Bases de Riesz.

Observacién 6.4.4. Sea V' el operador de andlisis asociado a una sucesion { f}}je1 C E¥,
entonces:

1. V1 E* — X es acotado y sobreyectivo si y solo si {f;}jeﬂ es Xj-Bessel y Xj-Riesz-
Fischer para E*.

2. V1 B* — X es acotado y acotado inferiormente si y solo si {f7}jer es Xjj-Marco
para E*.

3. Vi E* = X es acotado y biyectivo si y solo st {f;}jeﬂ es Xj-Marco, X;-Bessel y
X-Riesz-Fischer para E*, siy solo si {f;};e1 es Xq-Base de Riesz para E.

Con resultados andlogos para el otro operador de andlisis U : E — Xy.

6.5. Reconstruccion

Abordamos ahora el tema de la reconstruccion de una f € E. Supongamos que { f;};e1
es Xq-Marco para E, decimos que {f;}jer es un Marco de Banach para E si existe un
operador lineal acotado T': X; - Etalque TUf = f Vf € E.

Supongamos que tenemos { f;};er un Marco de Banach para E con el correspondiente
T : Xy, — E tal que TU = I, ya sabemos que R(U) es cerrado en X, y definiendo
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P: Xy — Xgpor Pc = csic € R(U)y 0 en caso contrario, resulta que P es un
proyector acotado y Xy = R(U) ® N con N := Ket(T) = Ker(P), de donde R(U) es
complementado en X,. Reciprocamente, si R(U) es complementado en X, entonces por
la proposicion 1.1.4 es Xq = R(U) @ N con N cerrado y definimos 7" : X; — E como

| f st Uf=c
Tc_{o siceN

T es un operador lineal bien definido y acotado ya que ||Tc||g = || fllg < A7Y|c||x, YVc €
RU) y ||Tc||p =0sice N, ademés cumple TU = I por lo que { f;} ;e resulta un Marco
de Banach para E.

Proposiciéon 6.5.1 (Formulas de Reconstruccion I). Sea {f;}jer un X4-Marco para E
tal que R(U) es complementado en X4, entonces existe {g }je1 un Xj-Marco para E* tal
que
F=YILHg vy F=YleNf; feE (6.7)
jel jel

donde TU =1y g; =T0; Vjel

Si ademds {f;}jer es minimal entonces T = U~" y {g;}je1 es una X4-Base de Riesz
para E con {f;}jer como sucesion biortogonal.

Demostracion. Como {f;};e1 un Xq-Marco para E tal que R(U) es complementado en
X, {fj}jer es un Marco de Banach y existe un operador lineal acotado T : X; — B tal
que TU = I. Paracada j € Isea g; = T'0; € I, veamos que {g;}je]l un X j-Marco para E*.
Por la proposicion 6.3.2 es suficiente ver que el operador adjunto asociado V* : Xy — F
es acotado y sobreyectivo. Es acotado ya que

o, - (50

Jel j€l

Veelle = <|Tllellx,  Yee X

E

y es sobreyectivo ya que T' es sobreyectivo. Para ver que vale (6.7), al tener TU = I,
obtenemos:

fITUfZT(Z[f,ijy) =M 1L FT6 =Y [f. flg; Vf€E

jel jel jel

con la serie de la ultima igualdad convergente en B, también

9, f] = [Z[Q’fj] gj,f]
= Z[g,fj] 9, f]
= lg; N11f5.9

jel

- [Sw o] = [0 (Swns) | sses

jel jel
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de donde
fr=lopflfi  VYreE.
j€l
con la serie convergente en E porque el operador adjunto U* asociado a { f; };e1 es acotado
y sobreyectivo.

Para el ademas, si {f;}jer es minimal entonces por la proposicion 6.4.3 {f;}jer es
una X-Base de Riesz para E* con lo que U es biyectivo (por lo tanto R(U) = Xy es
complementado) y el tnico operador lineal acotado que existe es T = U~!, llamando
g; = U1, para cada j € I, veamos que {f;};er y {9;}je1 son biortogonales. Por la primer
formula de reconstruccion podemos escribir

9= low.filg; kel

jel
y por la minimalidad de {g;};er, debe ser [g, f;] = 0x; VEk,j €L [ |

Notar que en la proposicion anterior es I* = (TU)* = U*T™* con U operador asociado a
{f;};ear y también I* = U*V = (V*U)* con V operador asociado a {g;};er. De este modo
se sigue que TU = V*U, con lo cual T = V* sobre R(U) (ya que ahi U es inversible a
derecha).

Vamos a introducir otros dos operadores lineales acotados. Para eso, supongamos que
dada la sucesion {f;}jer C B, los operadores U y V son acotados. Definimos:

S:E—E dadopor Sf=VUf=>[ff]f; Vf€E

jel

G:Xq— X4 dado por Gc:UV*c:{ch[fk,fj]} Ve e Xy
jel

kel

S se llama Operador de reconstruccion y G Operador Gram. El operador Gram no va
a ser utilizado aqui pero vale la pena notar que el mismo estd dado como multiplicacion
del vector ¢ con la matriz infinita (G ;) = {[fe, fi] }k.-

Si S es biyectivo tenemos entonces que

F=YILHS"f; VfeE

jel

recuperando asi toda f € E. Como pone de manifiesto el siguiente resultado, deben
cumplirse varias condiciones simultaneamente para ello.

Proposiciéon 6.5.2. Para U y V acotados, S es acotado y biyectivo si y sdlo si {f;}jer
es X;-Marco para E*, {f;};e1 es Xq-Marco para E y {f;};e1 es R(U)-Base de Riesz para
E.

Demostracion. (=) Si S = V*U es acotado y biyectivo, entonces V* es acotado y sobre-
yectivo, entonces V' es acotado y acotado inferiormente, de donde { I3 }ier es Xj-Marco
para E*. También, S* = U*V resulta acotado y biyectivo, y por el mismo razonamiento
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que antes ahora para U*, {f;}jar es X4-Marco para E. Para ver que {f;};er es R(U)-
Base de Riesz para E, veamos que V* restringido a R(U) en E es biyectivo, cierta-
mente V* es sobreyectivo sobre R(U) pues V*(R(U)) = E y si para f,g € E fuera
Sf=V*Uf=V*Ug = Sg, al ser Sy U inyectivos serfa f = g, por lo tanto V* también
es inyectivo sobre R(U).

(<) Si se cumplen las tres condiciones, U : E — R(U) es acotado y biyectivo, V* :
X4 — E es acotado y sobreyectivo y V*|zwy : R(U) — E es acotado y biyectivo, de
donde S = V*U es acotado y biyectivo. [ |

Corolario 6.5.3. Si {f;}ja es Xq-Base de Riesz para E y {f}}je1 es Xjj-Base de Riesz
para E* entonces S es biyectivo.

En este caso podemos reescribir las férmulas (6.7) usando el operador S como sigue.
Proposicion 6.5.4 (Formulas de Reconstruccion I1). Si S es acotado y biyectivo entonces
F=Y LRSSy =) 5 AT, VfEE. (6.8)
jel jel
Ademds [S7' fi, f;] = 0 Vj, k€L

Demostracion. Como S es acotado y biyectivo, por la proposicién 6.5.2, {f;}je1 es Xj-
Marco para E* y {f;};er es Xg-Marco y R(U)-Base de Riesz para E. Para f € E tenemos:

Sf=VvUf=V{lf. fillie) =D I fil f;
jel
Y aplicando S~! obtenemos
f=5" (Z[f, fi] f]) =>ILH187";  feE.
jel jel

Considerando ahora que S* es acotado y biyectivo, para f* € E* tenemos:

S*f* _ U*Vf* — U*({[f*,f;]*}jeﬂ) = Z[f*vfﬂ* f;‘k

=
Y aplicando (5*)~! = (5~1)* obtenemos
fr=(5" (%{fﬁf;}* f)
= %‘[f*, f;f]* C
= ]Zd[fj, ST fek.

probando las formulas en (6.8). Para ver el ademas, en particular para S~!f;, € E queda
SUe=) IS 5187 kel
jel
y al ser {f;}jer minimal, {S™*f;};e1 también lo es, de donde resulta que [S7'fy, f;] =
Sry Vi kel m
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Una propiedad notable de un ¢5(I)-Marco {f;};e1 es que los coeficientes (f, f;) son los
més economicos para la descomposiciéon de un f € F por medio de la sucesion {S™! f;}er,
es decir, si ¢ # {(f, fj) }jer € €a(I) satisface f = 3., ¢;S™! f; entonces

ellea@y > [44F5 £3) Filleay-

Veremos que con algunas hipotesis extras vale lo mismo para un X4-Marco para E.
Sea [+, -]x, un semi-producto interno compatible en Xy, se prueba que X, es estrictamente
convero siy solo si siempre que [c1, c2] = 0 con ¢; # 0 entonces ||¢; + ¢al|x, > |2 x, (ver
apéndice A).

Proposiciéon 6.5.5. Supongamos se cumplen que S es biyectivo, Xy es estrictamente

convezo y {[f, fjl}jar € R(V) V f € E, entonces

llellxa > I{Lf5 £il}slxa
Ve 7é {[f, fj]}jeﬂ - Xd tal que f = Zje]l stflfj.

Demostracion. Sea f € E'y tomemos alguna c # {[f, fj|}jer € Xatalque f =37, c;S™'f;,
como S es biyectivo obtenemos que

0="5(f-/)= S(Z 57 =) _If, fj]S‘lfj) =D (= [ LD,
jel jel jel
de donde ¢ — U f € Ker(V*) = R(V)*t. Como (U f)* € R(V) por hipétesis, tenemos que
0=(Uf)(c=Uf)=(c=Uf,Uf))x, = c=US,Uflx,
y al ser ¢ — U f # 0 con X, es estrictamente convexo resulta
lellx, = [le=Uf) +Uflx, > IUflx,
que es lo que se queria probar. [

Para ver un tratamiento de Xg4-Marcos v X4-Bases de Riesz sobre un espacio de
Banach cualquiera y en donde X, es un BK-space, CB-space, CBCB-space o RCB-space,
como asi también relaciones con otros conceptos como Marcos de Banach, p-Marcos vy
Descomposiciones Atdmicas entre otros, se pueden ver [St08, St09].



Capitulo 7

Muestreo en s.i.p. RKBS’s

Inspirados en los resultados de la seccion anterior, dado B un espacio de Banach sepa-
rable de funciones a valores complejos sobre un conjunto 2, estudiaremos la reconstruccion
completa de una funciéon f € B a partir de sus muestras

Zzf ={/f(t;):j €}

donde Z = {t; : j € I} C Q es un conjunto de muestreo e I es un conjunto de indices a
lo sumo numerable bien ordenado como antes. Nuestro estudio de tales reconstrucciones
mediante muestreo en un espacio de Banach estard dentro de un marco ideal de trabajo
que satisface los siguientes requerimientos:

(4)

(idi)

(iv)

Solamente una cantidad finita de datos puede ser manejada en la practica con lo
que para cada f € B el conjunto Zzf deberia ser de energia “finita” y se deberia
poder aproximar mediante subconjuntos finitos. Por esta razén, vamos a requerir
que Zz f pertenezca a algin BK-space X4 para toda f € B.

En el proceso de muestreo, Zz : B — X; deberia ser “estable”; esto significa que si
hay una pequeia perturbacion f de f en B con || f || <9 (donde 6 suele medir el nivel
de ruido) y terminamos muestreando fs := f + f, entonces es de esperar que Zz fs
esté cerca de Zz f en X,. En otras palabras, el operador de muestreo Zz : B — Xy
debe ser lineal y acotado.

Aspiramos a recuperar toda f € B mediante sus muestras Zzf y este preceso de
recuperacion también deberia ser estable. Por consiguiente Zz deber ser invertible
sobre su rango.

El muestreo no deberia ser redundante, en el sentido de que no deberia existir 7 € 1
tal que para alguna f € B la muestra f(¢;) pueda obtenerse por medio de las demads

{f(te) kb #J}

Los requerimientos (7)-(iii) se pueden resumir pidiendo que Zz(B) C X, y que existan
constantes B > A > 0 tales que

Allflls <lZzfllx, < Bllfls  feB.

69
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Para utilizar los resultados del capitulo 6, estamos interesados en trabajar en B un
s.i.p. RKBS sobre 2 con ntcleo reproductivo s.i.p. G satisfaciendo

f@)=1f,GE,)]  VfeB tel
y en tal caso podemos definir las sucesiones
Gz ={G(t;,"):jel}cB y G%Z:={G(, ) :jel} CB

con lo que los requerimientos (7)-(i7i) se comprimen pidiendo que Gz sea un Xy-Marco

para B y el requerimiento (iv) es equivalente a pedir que la sucesion G% sea minimal en

B*, ya que es claro que si G% es minimal entonces se satisface (iv reciprocamente, si
) Z ) )

G(t;,-)* € span{G(ty, )" 1k €, k # j} para algtn j € T

entonces para toda f € B, los valores f(¢;) podrian ser aproximados por combinaciones
lineales finitas de f(tx) con k € I\ {j}. Por lo tanto serfa innecesario muestrear en los
puntos ¢;’s desde el punto de vista practico y como no queremos que nuestro marco ideal
de trabajo contenga puntos de muestreo redundantes, G% debe ser minimal en B*.

En definitiva, para nuestro marco ideal de trabajo buscamos un conjunto de muestreo
Z C ) tal que exista un BK-space X, para el cual Gz sea un Xy4-Marco para By G% sea
minimal en B* que, usando la proposicion 6.4.3, es equivalente a que G% sea una X j-Base
de Riesz para B*. En estas condiciones se tiene el siguiente teorema.

Teorema 7.0.6. Sea B un s.i.p. RKBS sobre ) con nicleo reproductivo s.i.p. Gy sea
Z ={t; : j € I} un subconjunto de ). Entonces:

(1) Si Gz es un Xy4-Marco para B e Zz(B) estd complementado en X4, entonces existe
“Vier un X5-Marco para B* tal que
{g] }36 d p q

=> flt)gt) feBteq
jel

(2) Si G% es una X -Base de Riesz para B* entonces la sucesion {g;};e1 anterior es
unica y forma una X4-Base de Riesz para B tal que

9;(te) = [95, G(tx, )] = 0jn Gk el

(3) Si Gz y G% son X4-Base de Riesz para B y Xj-Base de Riesz para B* respectiva-
mente, entonces el operador de reconstruccion S : B — B dado por

= ft;)G(t;t)  fEBteQ
jel
es acotado y biyectivo, con lo cual
=> f)(STIGt;, )t feB teq.
jel
donde la igualdad es en norma de B y por consiguiente puntualmente en Q.

Demostracion. Es simplemente traducir los resultados de la seccion anterior. (1) y (2)
salen por la proposicién 6.5.1y (3) por el corolario 6.5.3 junto con la proposicion 6.5.4. B

Seguidamente pasamos a generalizar el teorema de muestreo de Kramer 4.1.8 a un
s.i.p. RKBS sobre 2.
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7.1. Teorema de Muestreo de Kramer en s.i.p. RKBS’s

Teniendo en cuenta la construccion hecha en la observacion 5.3.6 de un s.i.p. RKBS
sobre €2 mediante un operador lineal acotado, con (E, [+, -]) un espacio de Banach uniforme,
® : Q) — F una funciéon sobre un conjunto arbitrario Q y Ty : E — C® dado por
(Tox)(t) = [z,D(t)] := f.(t) para t € 2, supongamos ahora que ademés tenemos una
sucesion {x;};er C E tal que {x;}jeﬂ es una Xj-Base de Riesz para I, entonces por la
proposicién 6.5.1 existe una tnica sucesion {y; }jer que es una X,-Base de Riesz para E'y
que cumple [y;, ] = 0;% ¥V j, k € . Denotando por S;(t) := [y;, ®(t)] = f,,(t), por (6.8)
podemos escribir

(®(t)* =D _S;(t)z} € B  teQ.
j€l
y, en vez de pedir que span{®(t) : t € Q} = E, supongamos que existen sucesiones
{t;}jar CQy{a;}jear C C\ {0} tales que se satisface la condicion de interpolacion

Sj<tk) = ajéj,k j, kel
equivalentemente
q)(tk))* = (l]c.l’z kel

De este nodo Ty resulta inyectivo (equivalentemente, span{®(t) : t € Q} = E). En efecto,
si para algin x € E es 0 = f,(t) = [z, P(tx)] Vit € Q, en particular para t = ), es

0= 1) = | Clowa) s 0000
jel
= [z, 2]y, @(t)]
jel
=l x5 5 (t)
jel
= [z, zk] ay kel
lo cual implica que debe ser 0 = [z, x] = xf(x) VEk € I de donde = = 0.

Notar que al ser (®(tx))" = arzj, Yk € I, con {7}}jc1 una Xj-Base de Riesz para
E* y {a;j}jer € C\ {0}, {a;z}}jer es una base de Schauder para E* y por lo tanto
span{®*(t) : t € Q} = E*. Juntando todo obtenemos B = {[z,®(-)] : x € E} un s.i.p.
RKBS sobre €2 con ntcleo reproductivo s.i.p. G dado por

G(s,t) =[(s), ()]  s1€Q

y en donde la sucesion {S;(t)}jer € X para cada t € Q, ya que

> esi0)] = | el 0]

g€l jel
[Z s @(t)} \
g€l
Z CiYj

jel

< Blelx etz € Xa

< [le@®)le

E
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Estamos en condiciones de enunciar y probar una extension del teorema 4.1.8 a un

s.i.p. RKBS.

Teorema 7.1.1 (Teorema de Muestreo de Kramer - Version s.i.p. RKBS [GHM 14, GP13]).
Sea B un s.i.p. RKBS sobre Q construido como arriba. Entonces la sucesion {S;}er C B
es una Xg-Base de Riesz para B que satisface

5;(1)
t) = tj))———= VfeB teQ
f0y=2_ )=, feB,
jel
donde la convergencia de la serie es en || - |5, y uniforme sobre los subconjuntos de 2

donde la funcion t — ||®(t)||g es acotada.

Demostracion. Veamos que {S;};er es una X4-Base de Riesz para BB por definicion (6.4.1).
Como Ty es una isometria, {y;};er es una Xy4-Base de Riesz para E'y Toy; = S; Vj €
I, existen constantes positivas B > A tales que

> ey > ¢S;

jel jel

Allellx, <

E

< Blellx,  Vee X
B

y en particular la serie zj@l ¢;S; converge en B para toda sucesion ¢ € Xj.
Sea r € E, entonces para f, € B tenemos

(0 = n20)] = | el o)] = Dieals0) teo

y como y jeﬂ[a:, x;] S; es convergente en B, por unicidad de limite converge a f,, de donde
spand{S; : j € I} = B, probando asi que {S;};er es una Xy4-Base de Riesz para B.
Sean ahora k € Iy x € F, entonces f,(tx) = [, P(tx)] = ax[z, zx] con lo cual

Jolt) = Y la,] S(0) = quj)S;—i” e

jel j€l
donde la convergencia es en || - ||z. La convergencia puntual y uniforme son consecuencia
inmediata del hecho de que B es un s.i.p. RKBS sobre €. [ |

7.2. Un Reciproco del Teorema de Muestreo de Kramer
en s.i.p. RKBS’s

Teniendo en mente tanto el enunciado como la prueba del reciproco del teorema de
muestreo de Kramer 4.2.1, consideremos (B, |-, -]z, G, E, ®) un s.i.p. RKBS sobre ) cons-
truido mediante la proposiciéon 5.3.4 y supongamos que tenemos una sucesion {S;};er C B
tal que

{Sit)}jaeXa v {SO)acXs Viel

con Xy un BK-space que ademas es uniforme (existen, ¢, por ejemplo). Definimos
gb Q0 — Xy
t — {S;(0)}jer



Capitulo 7. Muestreo en s.i.p. RKBS’s 73

y notamos por ¢*(t) = (4(t))*, t € Q, obteniendo asi otra funcion

pF Q. — X
t— {5(®)}e-

Supongamos ademas que se cumple:

{cEXd es tal que > . ;ci(S;(t) =0 VteQ = c=0.

de X; estalque > ,,d;S;(t)=0 VieQ = d=0. (7.1)

Esto es similar a lo que se pide en el item (1) del reciproco del teorema de muestreo de
Kramer 4.2.1 y es lo mismo que pedir que

span{o(t) : t € Q} = Xy y span{¢*(t) :t € Q} = X.

lo cual es necesario para poder definir (de nuevo por la proposicién 5.3.4) el s.i.p. RKBS

sobre Q (Bsamps [ *]samps G samps X g, ¢*) con niicleo reproductivo s.i.p. Gsump dado por
Gramp(s5,1) = [67(5), 0" (D]x; = D _(())"S,;(1) 5,6 €9 (7.2)
jel

donde hemos usado la reflexividad de X, para escribir (identificar) (¢(t))** con ¢(t).

Hemos tomado X en vez de Xy en la definicién de B,y para que el nucleo repro-
ductivo s.i.p. Gsamp (7.2) se asemeje al niicleo reproductivo Kyum, (4.3) del reciproco del
teorema de muestreo de Kramer 4.2.1. Seguidamente enunciamos y demostramos el teo-
rema que se queria extender al contexto de espacios de Banach, ademas trataremos que
la demostracion sea lo méas parecida posible a aquella del teorema 4.2.1.

Teorema 7.2.1 (Un Reciproco del Teorema de Muestreo de Kramer - Version s.i.p.
RKBS). Sean (B, [, 5. G, E,®) y (Bsamps [+ *|samps Gsamp, Xy, ¢*) unos s.i.p. RKBS’s so-
bre € como antes, entonces:

(1) Silos conjuntos {{S;(t)}jer : t € Q} C Xy, {{Si(t)}er : t € QF C X satisfacen
(7.1), entonces Bsamp C B.

(2) Si ademds de valer (1) existen sucesiones {t;};je1 C Q, {a;};e1 C C\ {0} tales que

{M}dex; VfeB (7.3)

a;

ity =3 fe)2Y vres (7.4)

: a
jel
donde la serie converge puntualmente en ), entonces valen:
a) Bsamp = B.

b) Las normas de Bsamp y B son equivalentes y {S;}jer es una Xj-Base de Riesz
para B.
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¢) La biortogonal de {S;};e1 en Bsamp estd dada por

d) La biortogonal de {S;}jer en B estd dada por

{Z [@g;)’ @C(L_ik)] sk} - (7.6)

kel E

Demostracion. La condicion (7.1) es necesaria para la definicion de By, como hemos
dicho anteriormente y la hemos recordado en el item (1) a modo de analogia con el teorema
4.2.1. Por como se construy6 Bsamp, tenemos que el mismo esta formado por funciones de
la forma

> d;S; con  d={d;};e € X},

jel
es decir, || Zjd d;Sillsamp < 00 Vd € Xj. Para ver que Bggmp C B hay que probar que
1>25c1d55|ls < 00 Vd € Xy, por la proposicién 6.1.2, es equivalente a probar que la
sucesion {Sj* }ier es Xg-Bessel para B* pues en tal caso sus operadores de analisis y de
sintesis asociados estan dados por

V.B* — Xy V= X* — B
[ — Al Sile dja Y d — e diS

Similarmente a lo visto en la demostracion de la proposicion 5.3.4, el operador T :
E* — B* dado por Txz* = [z*,®*(:)]g- := fu+ es un isomorfismo isométrico y como ya
dijimos anteriormente en la pagina 59 del capitulo 6 , alcanza con ver la “ Besselianidad”
de {57} je1 sobre el subespacio By = span{G7 : s € Q}, donde

To*(s) = [2%(s), ®* ()] = [B(-), R(s))]e = G(,5) = (G(s,-)" =Gy s€Q

pues este es denso en B* al ser imagen por 7' del subespacio span{®*(s) : s € Q} denso
en E*. Dicho esto, consideremos para cada N € N

Vn:Bj — Xq VB — Xy
o= Ol St Y o= Al Ss e

donde 1y, denota a la funcién caracteristica del conjunto I. Para cada s € €2, 7 € I se
cumple que

(G5, 57]s = 195, Gsls = 55(5)

Ay

y, como {S;(s)}jer € Xg Vs € €, los operadores Vi estan bien definidos y son acotados
para cada N € N, pues

Vv f*llx, = sup

€Sy x
Xa

de S35 <2u5*(2d\|5*

J€ln d Jj€ln
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Ademas, convergen puntualmente a V ya que

> 4l 8se

JENIN
< oy DU Sils-djellx, 720

V"=V f*lx, = sup

EX*

donde al tomar limite usamos que los vectores canénicos en X, forman una base de
Schauder. Asi, por el teorema de Banach-Steinhaus, V' es acotado y {57} jer es Xy-Bessel
para B* probando que Bygm, C B.

Supongamos ahora que ademés de valer (1), se satisfacen (7.3) y (7.4).

a) Para ver que B = By, resta ver que B C Bygmp. Si tomamos f € B entonces,
al ser {f(t;)a;'}jer € X por (7.3), la serie Zjeﬂf(tj)aj_lsj converge en || - |[samp ¥ POT
consiguiente converge puntualmente a una g € Bygmyp, por (7.4) la serie también converge
puntualmente a f, de donde g(t) = f(¢t) V¢ € Q por unicidad del limite y por lo tanto
f < Bsamp-

b) Veamos primero que || - ||g ¥ || - |lsamp sOn equivalentes. Para ver esto alcanza con
ver que el operador identidad id : B — Bgsump €s continuo, ya que después recurrimos al
teorema de la aplicacién abierta para concluir que es bicontinuo. Mediante el teorema del
gréfico cerrado, basta ver que si f; — fen|-||gy f; —> gen || ||samp entonces f =g,y
esto es claro ya que al ser ambos s.i.p. RKBS’s sobre €2, por la proposicién 5.1.7, tenemos
convergencia puntual de ambas sucesiones y, de nuevo por unicidad del limite, f = g.

Seguidamente probamos en varios pasos que {S;};er es una Xj-Base de Riesz para B,
antes vamos a realizar algunas notaciones para simplificar la escritura, llamamos:

M;() =aj leamp(tja )y Gil) =g 1G< js) Jel
de donde por propiedad del nicleo reproductivo s.i.p. resulta que:

M; = a]‘_leamP( ) S B:amp y G;(> = aj_lG(' ) < B:amp

jel

{M; }jer1 es completa en B}

samp

Supongamos que tenemos f € By, tal que
0= [f M; ]samp [M* f*]samp* Vjel

entonces

74 Zf Z[fa ]samp ](t):() Vit e

Jel J€l

con lo cual f = 0.

{M;};er es Xj-Bessel para Bsgmyp
Esto es inmediato ya que {f(t;)a; Va1 € X para toda f € Beamp ¥

aj_lf(tj) - aj_l[fa Gsamp(tj7 ')]samp
= [fa a_j_leamp(tjy ')]samp
— [f, Mj]samp \V/_] < I[
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De esto se desprende también que los operadores de anélisis U : Bsgmp — X y de sintesis

U*: X4 — B, asociados a {M;};e1 estan bien definidos y son acotados, en particular

* _ . *
U'ec= E c; M;
jel
converge (incondicionalmente) en By, para toda c € Xg.

*

{M; }jer es minimal en B,

Por la proposicién 6.0.1, alcanza con ver que
[M]:a S;]samp* = [Sj7 Mk]samp - 5j,kr VJ, kel
de donde también {S;};er resulta minimal en Bygyp. Por un lado tenemos que

Se(t) =) 0uSi(t) kel teq

jel
y por otro lado

50) 23 ) g ) = S My ) RELEen

Jjel Jel

entonces

0= Z ([Sj7Mk]samp - 5j,k;) Sj(t) ke ]I, te

- -
J€el

X% por (7.3)
de donde por (7.1) obtenemos [S;, My|samp = 0,k VJj, k € L.

{M;};e1 es Xj-Riesz-Fischer para Bgumyp
Debemos ver que dada una sucesion d = {d;};e1 € X existe f € Bygmp tal que Uf = d.
Consideremos f = ;1 d;S; (estd en Byympy por construccion), entonces

EETAIE D SUERTA NS SICRIA NS S
samp

jel jel
con lo cual {Uf}r =d, Vk €1y por lo tanto U es sobreyectivo.

{M;};er es Xj-Base de Riesz para Bggmp
Es consecuencia de los anteriores y de la proposicion 6.4.3.

Podemos usar ahora el caso particular de la proposicion 6.5.1 y asi concluir que {S;}er
es Xj-Base de Riesz para Bgympy puesto que [S;, Gi] = 04 V j, k € I, ademaés, por equiva-
lencia de normas, {S;};er también es Xj-Base de Riesz para B.
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7

¢) Ya vimos que {S;}jer v {M,} er son biortogonales en Bsgmy, veamos que {M;}er

cumple (7.5):

M) =y Milt) (‘tj )5, (t)

jel J

Gsam t ,t'
Zz—a_p(ak ])Sj(f)
jel K

= Z[Mk, Mj]samp Sj(t)

(7.2 {Qﬁ*(fk) Wﬁj)] S(t) kel teQ

ag aj  1xx

d) Ya vimos que S;(t;) = aid;; Vj, k € I y ademas se cumple

(T
Ojk = Silte) = |:Sj %} =[5, Gl J kel
B

Qg ay

de donde {S;};e1 vy {G,}jer son biortogonales en By {G,};er cumple (7.6), pues

- Q.
jel
G(tg, ;)
SIEEAY
jel J

El teorema queda demostrado.






Apéndice A

Semi-productos internos (s.i.p.)

Las referencias sobre semi-productos internos son |[Dr03, Gi67, Ko7l, Lu61, To70,
7X709).

Definicién A.0.2. Sea V un C-espacio vectorial, una aplicacion [-,-] : V x V — C es un
semi-producto interno (Lumer [Lu6l]) siVa € Cy Vz,y, z € V satisface:

(a) oz +y,z] = alz, 2] + [y, 2].
(b) [z, ay] = alz,y].

(¢) [x,z] >0six#0.

(d

) |z, Y] < [z, 2]y, y).

En tal caso el par (V,[,:]) se llama espacio con semi-producto interno (abreviado por
s.i.p.S.). Si ademas V es un espacio normado y cumple:

(e> lithR, h—0 Re{[y7 T+ hy]} - R@{[y, l‘]} \V/l’, Yy € SV>

decimos que es un espacto con semi-producto interno continuo, mientras que si el limite
anterior existe y es uniforme en Sy, x Sy, decimos que es un espacio con semi-producto
interno uniformemente continuo.

Proposicion A.0.3 (Giles, Lumer). Sea (X, |.||) un espacio normado, entonces existe
un semi-producto interno [-,-] sobre X compatible con ||.|| en el sentido de que [z,z] =
|z||? Vx € X. Reciprocamente, todo espacio vectorial con semi-producto interno se puede
normar de manera tal que la norma y el semi-producto interno resulten compatibles.

Demostracion. Para x € Sx existe al menos (infinitos) un funcional lineal acotado (Hahn-
Banach), y elegimos exactamente uno de ellos, f, € Sx~ tal que fo(x) =1.SiAxeCy
x € Sx, para Ax € X elegimos f,, € X* tal que f\, = Af,. Tenemos asi una aplicaciéon

p: X — X
AL — f/\:v

(existen infinitas de tales aplicaciones) y definimos

[,]: XxX — C
(r,y) — fylz)

79
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la cual satisface (a)-(d) de la definicién A.(0.2 mediante una verificacion inmediata. Para
el reciproco s6lo hay que mostrar que = +— [z, x}l/ 2 define una norma sobre X y también
es directo. [ |

Proposicion A.0.4. Un semi-producto interno [-,-] sobre un espacio normado (X, ||.||)
es un producto interno si y solo si

[z, y +2] =[x, y] +[2,2]  Vaz,yz€X

Demostracion. Claramente un producto interno es aditivo en la segunda variable asi que
veamos que si [+, -] es un semi-producto interno aditivo en la segunda variable, entonces
es un producto interno. Para eso, resta ver que vale la simetria conjugada, o sea, hay que
ver que [x,y] = [y, 2] Vz,y € X. Usando linealidad en la primer variable y antilinealidad
en la segunda, para x,y € X y A € C nos queda

[z + My, 2 + My = [z, 2] + [A[y, y] + Aly, 2] + Az, 9]

Ya que [z,2] > 0 Vz € X, debe ser A[y,z] + A[z,y] € R. Tomando A = 1 queda que
Im{[y,z]} = —Im{[z,y]}, y tomando A = i resulta que Re{[y, x]} = Re{[z,y]}, sumando
ambas obtenemos la simetria conjugada buscada. [ |

Definicion A.0.5. Sea [, -] un semi-producto interno sobre un espacio normado (X, ||.]|).
Dados z,y € X tales que [y,z] = 0 decimos que z es normal a y e y es transversal a x.
También, si € X cumple [y,z] =0 Yy € Y con Y un subespacio de F, decimos que x
es normal a'Y e Y es transversal a x. Una nocion de ortogonalidad posible sobre X (R.
C. James) es la siguiente: Dados z,y € X, decimos que z es ortogonal a y, se nota Ly,
sille+ Ayl > ||| VA eC.

Proposicion A.0.6. Sea (X, |.||) un espacio normado con semi-producto interno conti-
nuo. Entonces, x es normal a y si y solo si x es ortogonal a y.

Demostracion. Mostramos solamente la ida, para la vuelta ver [Gi67]. Si x es normal a y
entonces
lz+ Ayl > [[z + Ay, 2]| = [Aly, 2] + [l2]*] = [l u

Proposicion A.0.7. Si (X, ||.||) es un espacio de Banach uniformemente convezo con
un semi-producto interno continuo, entonces para todo subespacio cerrado propio Y de X
existe un vector no nulo xr que es normal a Y .

Demostracion. Sea Y subespacio cerrado de X y x ¢ Y, por la proposicién 1.1.26 existe
un unico yy € Y tal que ||z — yo|| = inf{||z — y|| : v € Y}. Tomando zy = x — g, resulta
que xg es normal a Y. [ ]

Proposicion A.0.8. Un espacio normado (X, ||.||) es un espacio con semi-producto in-
terno continuo (uniformemente continuo) si y solo si (X, ||.||) es Gateauz diferenciable
(uniformemente diferenciable Fréchet).

Demostracion. (=) En un espacio con semi-producto interno, para z,y € Sx y h > 0, se
cumple:

e+ Ayl = ol o Jfe + by, )l = el Re{fe + hy,al}y — lall” _ Re{ly, =1}
h - Alla] - Alle] ]
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y también

=+ hyll = llell _ NIz + hyl* = [[z, = + hy]]

h = hl|x + hyl|
o M+ hyl| + hRefly, @ + hy]} — [[z, 2 + hy]|
N hlz|
_ Refly, x + hyl}
e+l

usando ahora que se satisface (e) de la definicién A.0.2 por hipotesis, obtenemos que

byl =) Refly.a]) )
heR, h—0 h ||

de donde la norma en X es Géateaux diferenciable (uniformemente diferenciable Fréchet
si el semi-producto interno es uniformemente continuo).

(<) Si ahora la norma en X es Gateaux diferenciable (uniformemente diferenciable
Fréchet) entonces se cumple (A.1). Haciendo cuentas con limites inferiores y superiores se
deduce (e) de la definicién A.0.2 (ver [Gi67]| pag. 440). |

Proposicion A.0.9. Si (X, ||.||) es un espacio de Banach uniformemente diferencia-
ble Fréchet y [-,-] es un semi-producto interno compatible sobre X, entonces vale (A.1)
(proposicion A.0.8) y existe un tinico semi-producto interno compatible con la norma de
X (por la unicidad del limite) que viene dado ¥V x,y € X \ {0} por:

_ Ny bl =yl iy A+ b — Jliy
[z, y] = |yl (}Lg% 2 + i lim ; : (A.2)
heR heR
Demostracion. Veamos que |-, -] dado por (A.2) cumple (a)-(d) de la definicion A.0.2.
Primero veamos que [+, -] es compatible con la norma , si z # 0 queda
hx| — ' hx| — ||i
[, 2] = || <h’m o+ hall = llzll g, iz & hal ||WH>
h—0 h h—0 h
heR heR
1+ h - i+ h —
= =l <1im L+ Rl = el g, 1t Pl ”x”)
h—0 h h—0 h
heR heR
1+h—-1 +h| —1
= ||lz|)? ( lim ~th=2 + i lim u>
h—0 h h—0 h
heR heR

= [[z[*(1 +0) = ||=[* > 0

de donde se desprende también (c).

(a) Béasicamente se prueba que Re{[x+v, 2]} < Re{|x, 2|} + Re{ly, 2]}, luego se prueba
el “>” y se procede analogamente con Im{[x + y, 2]} para z,y,z # 0 cualesquiera (ver
[ZX709] pag. 2772). Para ver la homogeneidad en la primer variable, primero tomamos
A € R\ {0} y calculamos para z,y € X:

Ny + x| — |yl Ny + kx| — |y Ay + ha|| = |y
lfm — Ayl lim = M|yl lfim
1yl %1211% - llyll %1&% ) y]] ZIZH% .
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haciendo lo mismo para el segundo miembro de (A.2), con lo que [Az,y] = A[z,y] Vz,y €
X. Seguidamente se comprueba que [iz,y| = i[z,y] Vz,y € X y para A = a+ i € C
(ar, B € R) calculamos

Az, y] = [0 + Biz, y] = [ax, y| + [Biz, y]
= afz,y| + Bliz, y]
= alz,y| + Bilr,y] = (a + Bi)[z,y] = Nz,y] =2,yeX

(b) Para ver la antihomogeneidad en la segunda variable calculamos para A € C\ {0}

[z, Ay] = [\l (}jm Ay + hall = lIAgll o lidy + ha] - ||Z)\y||>

—0 h h—0 h
heR heR

B Ay RS =M iy R = ]
SN (w i 1L g 1
heR heR
— 2|2
AR |50]
ZATA[LM

=Az,yl  wyeX

(d) Dados z,y € X tomamos A € S' = {z € C : |z]| = 1} tal que |[z,y]| = ANz,y] ¥
sale por una cuenta directa. [ |

Proposicion A.0.10. (X, ||.||) es estrictamente convexo si y sélo si x,y € X \ {0} satis-
facen [x,y] = ||z||||y]| entonces resulta que x = Ay con A > 0.

Demostracion. (=) Sean z,y € X \ {0} tales que [z,y] = ||z|||ly||, entonces:

U=l + Nyl = 2, 9] + [y, y] = [z +y, 9] < (lz+yDllyll < (el + lyDly]

de donde ||z|| + |ly]l = ||z + y|| y * = Ay con A > 0.
(<) Supongamos ahora que tenemos z,y no nulos tales que ||z|| + ||y|| = ||z + vl
entonces vale que

Re{[z,z +yl} = [lzfllz +yll  obien  Re{ly,z +yl} = [lyllll= + vl
pues por (d) de la definiciéon A.0.2 valen
Re{[z,z +yl} < [lzflllz +yl  obien  Re{ly,x +yl} < [lyllll=z + vl
y si ambas son estrictas, entonces resulta que
Iz +ylI* = Re{[z,z + yl} + Re{ly, = + 9]} < (=]l + [lyDllz + yll = [J2 + y]*

lo cual es absurdo. Sin perdida de generalidad, supongamos que vale Re{[z,x + y|} =
|z||[|z + y||, entonces [z,x + y|] = ||z|/[|z + y|| ¥y por hipotesis es x = A(x + y) con
O<)\<1,esdecir,x:ﬁy. [ |
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Proposicion A.0.11. Sea (X, ||.||) un espacio de Banach con semi-producto interno com-
patible [-,-]. X es estrictamente convexo si y solo si siempre que [x,y] = 0 con x # 0
entonces ||z + y|| > ||y

Demostracion. El resultado es vélido si y = 0, supongamos que y # 0.
(=) Supongamos que tenemos [z,y] = 0 con x,y € Sx entonces

lylI> = [z +y,9] < ||z +ylllyl

v ||z + vyl > |ly||- Si fuera un “=", entonces x +y € Sx y para 0 <t < 1 tenemos

lyl|* = [tz + v,y
< itz +ylllyll
= |[ta + ty — ty + y|[y||

< (thz +yl + @ =lyl) Iyl

<yl
donde el “<” se debe a que X es estrictamente convexo (proposicién 1.1.25), resultando
que ||y|| < 1, este absurdo viene de suponer que podia valer ||z 4 y|| = ||y|| ¥ por lo tanto
es |z +yl > [yl
(<) Ver [To70]. |

Teorema A.0.12 (Teorema de Representacion de Riesz). Si (X, |.||) es un espacio de
Banach uniformemente convexo con semi-producto interno continuo, dado f € X*, existe
un unico yo € X tal que [ =1yg, es decir, la aplicacion dual y — y* tal que

y'(r) =lr,y]  VeeX
es biyectiva. Ademds es isométrica.

Demostracion. Si f(z) =0 Ya € X, entonces tomamos yo = 0 en X. Si f* # 0, entonces
N := Ker(f) es un hiperplano cerrado de X y por la proposicion A.0.7 existe yo # 0
normal a N. Cuando z € N e y = Ayp con A € C, tenemos que f(z) = 0 = [z, y], mientras

f(wo)
llyol?
escribe de manera tnica como x = z + Ayp con z € N, yp normal a N y A = f(2)/f(yo),

nos queda que

que para x = yp e Yy = Yo tenemos que f(x) = f(yo) = [z, y]. Ya que todo = € X se

f(x) = f(z+ o) = f(2) + Af(vo) = [2,9] + Alvo, y] = [z + Ayo, ) = [2,y]  z,ye X

probando la existencia.
Para ver la unicidad, supongamos que existen y # 3y’ € X tales que

[z,9] = f(z) = [2,y] VzeX.

En particular, [|ylI> = [y,y] = [v.¥'] < [lylll¥'[l, de donde |ly[| < [|y'[ ¥ por lo tanto
llyll = ||¥/||- Pero entonces [y,y'] = ||y||||¥']|] v, usando la proposicién A.0.10, es y =y
Para ver que el mapa dual es una isometria notemos que

[f (@) = [[z, wol| < [[z[lllgoll < llwoll = € Sx

entonces || f|| < ||vo||, mientras que tomando yo/||yo|| € Sx obtenemos || f|| > ||voll- |
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Proposicion A.0.13. Si (X, |.||) es un espacio de Banach uniforme con unico semi-
producto interno |-, entonces X* es uniforme con inico semi-producto interno [-,-].
dado por

2%yl =[y.2]  wyeX (A.3)

Demostracion. Que X* es uniforme se debe a la proposiciéon 1.1.29, con lo cual tiene un
tinico semi-producto interno que lo notamos por [+, -].. Entonces, usando el mapa dual de
X* en X** = X junto con la reflexividad de X, podemos escribir

2%yl =y (") =2"(y) =y, 2]  wyeX u

Proposicion A.0.14 (D.O. Koehler [Ko71]). Sean (X,|.||) un espacio de Banach uni-
formemente diferenciable Fréchet con semi-producto interno continuo [-,-] y T : X — X
un operador lineal acotado, entonces T' es una isometria si y solo si T preserva el semi-
producto interno, es decir,

[Tz, Ty| = [z, y] x,y € X. (A4)

Demostracion. (=) Como el semi-producto interno es tnico (proposicion A.0.9) y T es
una isometria podemos definir

[]: XxX — C
(z,y) > [Tz,Ty|

que resulta un semi-producto interno sobre X y por unicidad, vale (A.4).
(<) Si T satisface (A.4) entonces en particular es

|IT2|)* = [T2,Tz] = [v,2] = ||z[|*  2€X

de donde T es una isometria. [ |



Bibliografia

[Ar50]

[BVO03]

[CCLLO2]

[Dr03]

[FHY15]

[Ga00|

[Gal5|

[GHM14]

Gi67]

[GP13

[GS02]

|GSP13]

[HNS09)

N. Aronszajn, Theory of reproducing kernels, Trans. Amer. Math. Soc. 68
(1950) 337-404.

J.A. Ball, V. Vinnikov, Reproducing Kernel Spaces and Applications, Formal
Reproducing Kernel Hilbert Spaces: The Commutative and Noncommutative
Settings, Springer Basel AG (2003) 77-134.

P.G. Casazza, O. Christensen, S. Li, A. Lindner, On Riesz-Fischer sequences
and lower frame Bounds, Z. Anal. Anwend., 21 (2) (2002) 305-314.

S.S. Dragomir, Semi-Inner Products and Applications (2003).

G.E. Fasshauer, F.J. Hickernell, Q. Ye, Solving support vector machines in
reproducing kernel Banach spaces with positive definite functions, Appl. Com-
put. Harmon. Anal., 38 (2015) 115-139.

A.G. Garcia, Orthogonal sampling formulas: a unified approach. SIAM Rev.,
42 (3) (2000) 499-512.

A.G. Garcia, Operator Theory, Sampling Theory and Reproducing Kernel Hil-
bert Spaces, Springer Basel (2015) 1-22.

A.G. Garcia, M.A. Herndandez-Medina, M.J. Mufioz-Bouzo, The Kramer Sam-
pling Theorem Revisited, Acta Appl. Math., 133 (1) (2014) 87-111.

J.R. Giles, Classes of semi-inner-product spaces, Trans. Amer. Math. Soc. 129

(1967) 436-446.

A.G. Garcia, A. Portal, Sampling in Reproducing Kernel Banach Spaces, Me-
diterr. J. Math., 10 (3) (2013) 1401-1417.

A.G. Garcia, F.H. Szafraniec, A converse of the Kramer Sampling Theorem,
Sampl. Theory Signal Image Process. 1 (1) (2002) 53-61.

P.G. Georgiev, L. Sanchez-Gonzalez, P.N. Pardalos, Reproducing Kernel Ba-
nach Spaces, Constructive Nonsmooth Analysis and Related Topics, Springer
New York (2013) 39-57.

D. Han, M.Z. Nashed, Q. Sun, Sampling expansions in reproducing kernel
Hilbert and Banach spaces, Numerical Functional Analysis and Optimization,
30 (9-10) (2009) 971-987.

85


http://www.ams.org/journals/tran/1950-068-03/S0002-9947-1950-0051437-7/S0002-9947-1950-0051437-7.pdf
https://books.google.com.ar/books?id=xkVZCNVzwLIC&printsec=frontcover&dq=Reproducing+Kernel+Spaces+and+Applications&hl=es&sa=X&ved=0ahUKEwjWk5DowZvOAhVDvZAKHeufA4AQ6AEIGjAA#v=onepage&q=Reproducing%20Kernel%20Spaces%20and%20Applications&f=false
https://books.google.com.ar/books?id=xkVZCNVzwLIC&printsec=frontcover&dq=Reproducing+Kernel+Spaces+and+Applications&hl=es&sa=X&ved=0ahUKEwjWk5DowZvOAhVDvZAKHeufA4AQ6AEIGjAA#v=onepage&q=Reproducing%20Kernel%20Spaces%20and%20Applications&f=false
https://books.google.com.ar/books?id=xkVZCNVzwLIC&printsec=frontcover&dq=Reproducing+Kernel+Spaces+and+Applications&hl=es&sa=X&ved=0ahUKEwjWk5DowZvOAhVDvZAKHeufA4AQ6AEIGjAA#v=onepage&q=Reproducing%20Kernel%20Spaces%20and%20Applications&f=false
http://math.sfsu.edu/shidong/lower_frame_bounds.pdf
http://math.sfsu.edu/shidong/lower_frame_bounds.pdf
http://rgmia.org/papers/monographs/SIP.pdf
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S1063520314000475
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S1063520314000475
http://gauss.uc3m.es/web/personal_web/agarcia/papers/00siamrev.pdf
http://gauss.uc3m.es/web/personal_web/agarcia/papers/15rkhs.pdf
http://gauss.uc3m.es/web/personal_web/agarcia/papers/15rkhs.pdf
http://gauss.uc3m.es/web/personal_web/agarcia/papers/13kramer.pdf
http://gauss.uc3m.es/web/personal_web/agarcia/papers/13kramer.pdf
http://www.ams.org/journals/tran/1967-129-03/S0002-9947-1967-0217574-1/S0002-9947-1967-0217574-1.pdf
http://gauss.uc3m.es/web/personal_web/agarcia/papers/12medjm.pdf
http://gauss.uc3m.es/web/personal_web/agarcia/papers/02stsip.pdf
http://www.mat.ucm.es/~lfsanche/Luis/Research_files/REPRODUCING%20KERNEL%20BANACH%20SPACES.pdf
http://www.mat.ucm.es/~lfsanche/Luis/Research_files/REPRODUCING%20KERNEL%20BANACH%20SPACES.pdf
http://dx.doi.org/10.1080/01630560903408606
http://dx.doi.org/10.1080/01630560903408606

86

[He10]
[KAG4]

[KoT1|

[Kr59]

[Lu61]

[Me9g)

[Sa97|

[St08]

[St09]

[SZH13)|

[To70]

[Ye00]

[YoS0]

[ZXZ09]

[ZX7Z11]

[2713]

Bibliografia

C. Heil, A Basis Theory Primer expanded edition, Springer (2010).

L.V. Kantorovich, G.P. Akilov, Functional Analysis in Normed Spaces, Mac-
millan New York (1964).

D.O. Koehler, A note on some operator theory in certain semi-inner-product
spaces, Proc. Amer. Math. Soc. 30 (1971) 363-366.

H.P. Kramer, A Generalized Sampling Theorem, J. Math. Phys. 38 (1959)
68-72.

G. Lumer, Semi-inner-product spaces, Trans. Amer. Math. Soc. 100 (1961)
29-43.

R.E. Megginson, An Introduction to Banach Space Theory, Graduate Text in
Math, Springer - Verlag (1998).

S. Saitoh, Integral Transforms, Reproducing Kernels and Their Applications,
Pitman Research Notes in Mathematics Series 369, Longman Harlow (1997).

D. T. Stoeva, X -Riesz Bases in separable Banach spaces, “Collection of papers,
ded. to the 60th Anniv. of M. Konstantinov”, (2008).

D.T. Stoeva, X -Frames in Banach spaces and their duals, IJPAM 52, No. 1
(2009) 1-14. (invited paper)

G. Song, H. Zhang, F.J. Hickernell, Reproducing kernel Banach spaces with
the ¢, norm, Appl. Comput. Harmon. Anal. 34 (2013) 96-116.

E. Torrance, Strictly convex spaces via semi-inner-product space orthogonality,
Proc. Amer. Math. Soc. 26 (1970) 108-110.

J. Yeh, Real Analysis, Theory of Measure and Integration, World Scientific
Publishing Co. Pte. Ltd. (2006).

R.M. Young, An introduction to nonharmonic Fourier series, Academic Press
New York (1980).

H. Zhang, Y. Xu, J. Zhang, Reproducing kernel Banach spaces for machine
learning, J. Mach. Learn. Res. 10 (2009) 2741-2775.

H. Zhang, Y. Xu, J. Zhang, Frames, Riesz bases, and sampling expansions
in Banach spaces via semi-inner products, Appl. Comput. Harmon. Anal. 31
(2011) 1-25.

H. Zhang, J. Zhang, Vector-valued reproducing kernel Banach spaces with
applications to multi-task learning, J. Complexity 29 (2013) 195-215.


https://books.google.com.ar/books?hl=es&lr=&id=2aKqx5eVsvwC&oi=fnd&pg=PR7&dq=heil+a+basis+theory +primer&ots=Cpgm0jkG3s&sig=_zod8C0AYQ7wTufLD-yyqsUFcSQ#v=onepage&q=heil%20a%20basis%20theory%20primer&f=false
https://books.google.com.ar/books?id=g_tQAAAAMAAJ&q=Functional+Analysis+in+Normed+Spaces,&dq=Functional+Analysis+in+Normed+Spaces,&hl=es&sa=X&ved=0ahUKEwiz86XBw5vOAhVDhpAKHUZuBb4Q6AEIGjAA
http://www.ams.org/journals/proc/1971-030-02/S0002-9939-1971-0281024-6/S0002-9939-1971-0281024-6.pdf
http://www.ams.org/journals/proc/1971-030-02/S0002-9939-1971-0281024-6/S0002-9939-1971-0281024-6.pdf
http://onlinelibrary.wiley.com/doi/10.1002/sapm195938168/abstract
http://www.ams.org/journals/tran/1961-100-01/S0002-9947-1961-0133024-2/S0002-9947-1961-0133024-2.pdf
https://books.google.com.ar/books?hl=es&lr=&id=AwHrBwAAQBAJ&oi=fnd&pg=PR20&dq=An+Introduction+to+Banach+Space+Theory&ots=0ebO1fmoYh&sig=aY46qwasN0ccWXuJx0R9RmacLKA&redir_esc=y#v=onepage&q=An%20Introduction%20to%20Banach%20Space%20Theory&f=false
https://books.google.com.ar/books?id=fzTjyDouvncC&printsec=frontcover&dq=Integral+Transforms,+Reproducing+Kernels+and+Their+Applications,&hl=es&sa=X&ved=0ahUKEwj_van2wJvOAhWMDpAKHX2FATAQ6AEIHDAA#v=onepage&q=Integral%20Transforms%2C%20Reproducing%20Kernels%20and%20Their%20Applications%2C&f=false
http://dtstoeva.podserver.info/StoevaXdRieszBases.pdf
http://dtstoeva.podserver.info/StoevaDualFrames.pdf
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S1063520312000486
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S1063520312000486
http://www.ams.org/journals/proc/1970-026-01/S0002-9939-1970-0261328-2/S0002-9939-1970-0261328-2.pdf
https://books.google.com.ar/books?id=0IZg1kjfRIMC&printsec=frontcover&dq=Theory+of+Measure+and+Integration,&hl=es&sa=X&ved=0ahUKEwjCztTt2pvOAhVFi5AKHWvLAeUQ6AEIIzAB#v=onepage&q=Theory%20of%20Measure%20and%20Integration%2C&f=false
https://books.google.com.ar/books?id=81pFYoT4keEC&pg=PA197&dq=An+introduction+to+nonharmonic+Fourier+series&hl=es&sa=X&ved=0ahUKEwjT-biS25vOAhUCjZAKHZCYBQcQ6AEIMjAB#v=onepage&q=An%20introduction%20to%20nonharmonic%20Fourier%20series&f=false
http://www.jmlr.org/papers/volume10/zhang09b/zhang09b.pdf
http://www.jmlr.org/papers/volume10/zhang09b/zhang09b.pdf
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S1063520310001120
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S1063520310001120
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0885064X12000817
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0885064X12000817

	Agradecimientos
	Introducción
	Preliminares
	Espacios de Banach
	Operadores Acotados y Generalidades
	Teorema de Hahn-Banach
	Teorema de la Aplicación Abierta
	Teorema del Gráfico Cerrado
	Principio de Acotación Uniforme
	Mapa Dual
	Propiedades Geométricas
	Bases y Series

	Espacios de Hilbert
	Generalidades
	Operadores Acotados

	Espacios Lp (,, ) (1 p )

	Espacios de Hilbert con Núcleo Reproductivo
	Definición y Propiedades de un RKHS
	Restricción, Inclusión y Subespacios en un RKHS
	Construcción de un RKHS
	Primera Generalización de un RKHS

	Sucesiones en Espacios de Hilbert
	Sucesiones Bessel
	Sucesiones Riesz-Fischer
	Marcos
	Bases de Riesz
	Reconstrucción

	Muestreo en RKHS's
	Teoremas de Muestreo de Kramer en RKHS's
	Un Recíproco del Teorema de Muestreo de Kramer en RKHS's

	Espacios de Banach con Núcleo Reproductivo
	Definición y Propiedades de un RKBS
	Subespacios de RKBS's y s.i.p. RKBS's
	Construcción de RKBS's y s.i.p. RKBS's
	Primera Generalización de RKBS's

	Sucesiones en Espacios de Banach Uniformes
	Sucesiones Xd-Bessel
	Sucesiones Xd-Riesz-Fischer
	Xd-Marcos
	Xd-Bases de Riesz
	Reconstrucción

	Muestreo en s.i.p. RKBS's
	Teorema de Muestreo de Kramer en s.i.p. RKBS's
	Un Recíproco del Teorema de Muestreo de Kramer en s.i.p. RKBS's

	Semi-productos internos (s.i.p.)
	Bibliografía

