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Introduccion

. Qué le dijo Papé Noel a la bidlgebra K|[z]?
iHopf, Hopf, Hopf! jFuiste una mala bidlgebra
y no hay antfpoda para vos!!

El objetivo de esta tesis es dar una introduccion a los fundamentos de las codlge-
bras, bidlgebras y dlgebras de Hopf asi como presentar algunas aplicaciones. Para
ello, hemos seguido como texto principal el libro de R. Underwood, Fundamentals
of Hopf Algebras, [Und15]. Incluimos también ejemplos y propiedades de los textos
clasicos de M. Sweedler [Swe69] y S. Montgomery [Mon93].

El desarrollo esta organizado en cuatro capitulos. En el primero de ellos, comen-
zamos con un repaso de la construccion del producto tensorial para mdédulos sobre
un anillo R conmutativo con unidad. Damos algunas de las propiedades bésicas que
seran de suma utilidad en lo sucesivo. Luego, presentamos los conceptos basicos re-
lativos a las codalgebras y sus propiedades. En la 1ltima seccion vamos a enfocarnos
en el tratamiento del dual lineal. Veremos que si C' es una coalgebra podemos darle
una estructura natural de algebra a su dual C*. Sin embargo, la intencién de realizar
el mismo procedimiento para el dual de un algebra A fallard. Definiremos entonces
el concepto de dual finito A° que si tendra una estructura de coalgebra. Cerraremos
el capitulo centrandonos en el dual finito del anillo de polinomios sobre un cuerpo
K|[z] y, como primera aplicaciéon importante, lo identificaremos con la coleccién de
sucesiones recursivas lineales de todos los érdenes.

En el Capitulo 2, nos enfocaremos en el estudio de los espacios vectoriales con
estructura de algebra y coalgebra simultaneamente. Cuando estas estructuras se en-
cuentren ligadas de cierta forma podremos hablar de bidlgebras. Veremos que K [x]
tiene exactamente dos estructuras de bidlgebra. Es como consecuencia de este hecho
que podremos multiplicar sucesiones recursivas lineales de dos formas diferentes. Es-
tas dos multiplicaciones son bien conocidas en la literatura especializada: se trata de
los productos de Hadamard y Hurwitz. Finalizaremos el capitulo con una aplicaciéon
interesante de la teoria de bidlgebras a los autématas finitos, los lenguajes forma-
les y el Teorema de Myhill-Nerode clasico de las ciencias de la computacion. Mas
precisamente, generalizaremos el teorema a una version algebraica en la cual cierta
cierta funcién jugara el papel del lenguaje y una cierta bidlgebra (una “bidlgebra
de Myhill-Nerode”) se comportard como el autémata finito que acepta el lenguaje.

Ver Ejemplo 3.1.5.

VII



VIII INTRODUCCION

Se incluyen varios ejemplos de este tipo de bidlgebra. Finalmente, introducimos el
concepto de sucesion regular como una generalizacion de las sucesiones recursivas
lineales sobre un cuerpo finito GF(p™).

El Capitulo 3 se centra en las dlgebras de Hopf (bidlgebras con un morfismo
adicional conocido como antipoda). Daremos varios ejemplos y propiedades de este
tipo de dlgebras. Dado que la antipoda es un endomorfismo del espacio vectorial
subyacente al dlgebra de Hopf, sera licito preguntarnos sobre el orden de dicho
morfismo. Daremos una respuesta completa sobre el problema de determinar si la
antipoda tiene orden 2.

Por tltimo, el Capitulo 4 tratara exclusivamente sobre varias aplicaciones. Co-
menzaremos tratando las estructuras cuasitriangulares sobre bidlgebras y algebras
de Hopf. Veremos como resultado importante que si H es un algebra de Hopf cua-
sitriangular, entonces existe una solucién a la version cuantica de la ecuacién de
Yang-Baxter (QYBE, por sus siglas en inglés). Como segunda aplicacién recordare-
mos brevemente el grupo de trenzas Bs en tres cuerdas (presentado mediante dos
generadores y una sola relacién) para mostrar que un algebra de Hopf cuasitriangu-
lar de dimensién n determina una representacién p: By — GL,3(K) de dimensién
n?® del grupo de trenzas.

La tultima aplicacion relacionara las dlgebras de Hopf con las variedades afines.
Trabajaremos con el anillo de coordenadas K[A] de una variedad afin A. Mediante el
Teorema de la Base de Hilbert y una construcciéon dada por W. Waterhouse [Wat79,
§1.2] identificaremos una variedad afin A con la coleccién de morfismos de K-dlgebras
Hompg 4, (K [A], K). Esto nos permitira darle a un objeto eminentemente geométrico
como A una estructura puramente algebraica. Veremos que esta estructura resultard
ser un monoide bajo cierta operacién de convolucién si el anillo de coordenadas K [A]
tiene estructura de bidlgebra y que tendremos un grupo siempre que el anillo de
coordenadas sea un algebra de Hopf.



Capitulo 1

Algebras y coalgebras

En este primer capitulo vamos a definir las estructuras basicas de algebra y
coalgebra. Para ello, comenzaremos generalizando la construccion del producto ten-
sorial para una coleccién finita de médulos sobre un anillo conmutativo con unidad.
Nos centraremos en el producto tensorial sobre un cuerpo K y daremos la defini-
cion de K-algebra mediante diagramas conmutativos. Esto nos permitira definir las
coalgebras como objetos formados a partir de revertir las flechas de los diagramas
que definen las algebras.

Trataremos después las cuestiones que sobrevienen al considerar el dual lineal
de los espacios vectoriales subyacentes. Al dual lineal de toda codlgebra podremos
darle una estructura natural de algebra y veremos que la construccién reciproca no
es valida en general (salvo el caso de dimension finita). Definiremos el dual finito
de una K-algebra para poder construir cierta coalgebra a partir de un algebra de
dimension infinita.

Finalmente, como aplicacion, identificaremos el dual finito del anillo de polino-
mios K[z] con la coleccién de sucesiones recursivas lineales sobre K de todos los
6rdenes.

1.1. Producto tensorial

En esta seccion vamos a extender la construccion del producto tensorial M ® g N
a una cantidad finita de R-mddulos y probaremos que este producto tensorial se
puede identificar con los productos tensoriales iterados de forma natural. Para eso
fijamos un anillo R conmutativo y con unidad a lo largo de toda esta seccion.

Sea m > 2 un numero natural y consideremos una cantidad finita de R-mddulos
My, My, ..., M,. Consideremos ademéas un R-mddulo A.

Definicién 1.1.1. Una funcion f: My x My x --- x M,, — A se dice R-n-lineal si
para todo indice i, 0 < i < n, y para todos a;,a, € M;, r € R,

(i) f(ay,ag,...,a;+al, ... ;a,) = flay,a9,... a5 ...,a,)+f(a1,a9,...,a,, ..., ay)
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(i) f(ai,ag,...,ra;...,an) =71f(ay,ag,...,a¢;,...,a,)
Definicién 1.1.2. Un producto tensorial de My, Mo, . .., M, sobre R es un R-mddu-
lo que notamos como M; ® My ® --- ® M, junto con una funcién R-n-lineal
fiMyx My x - x M, = M @M®---® M,

tales que para todo R-médulo A y toda funcién R-n-lineal h: My x MyX- - X M, — A
existe una unica funcién R-lineal h: My ® My ® --- ® M, — A tal que hf = h; es
decir, el siguiente diagrama conmuta:

My x My x---x M, h A

M1®M2®...®Mn

Notemos que, como todo objeto definido por una propiedad universal, dicho
producto tensorial resultara ser tinico salvo isomorfismo. Por esto, nos referiremos a
él como “el” producto tensorial.

Observacion. Una notacion completa para el producto tensorial de la definiciéon an-
terior deberia ser M7 ®r My Qg - - - ® g M,, pero nosotros omitiremos el subindice R
siempre que el anillo involucrado sea obvio por el contexto.

Recordemos la construccion del producto tensorial. Consideramos el R-mddulo
libre F(M; X My x -+ x M,) con base en el conjunto My x My X -+ X M,. Sea J
el submédulo de F(M; x My x --- x M,) generado por los elementos de la forma

(a1,a9,...,6; + a%y...,a,) — (a1, a9, ... Q5. .., Gp) — (1,09, ..., 0% ... a4y)

(a1,a9, ..., 105 ... ay) —r(ay,ag,...,0; ..., a,)

para todo indice i, 1 <i < n, y para todos a;,a, € M, r € R. Consideramos

L: My X My X -+ x My, — F(M; X My X -+ X M)

la inclusion natural y sea

st F(My X My X« x M,y — F(My x My x ---x M,)/J

el epimorfismo canénico. Tomemos f = st. En estas condiciones, veremos que
F(M; x My x ---x M,)/J junto con f es el producto tensorial. La construccién nos
dice que f es R-n-lineal. Para ver que se satisface la propiedad universal dada por
la Definicién 1.1.2 tenemos la siguiente proposicién.

Proposicién 1.1.3. El R-mddulo F(M; x My x -+ x M,)/J junto con la funcion
f es el producto tensorial de My, M, ..., M, sobre R.
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Demostracion. Veamos que las condiciones de la Definicién 1.1.2 se satisfacen. Para
eso, consideramos A un R-moédulo y h: My x My x --- x M, — A una funcion
R-n-lineal. Definimos un morfismo de R-modulos

¢ F(M; x My x -+ x M,) - A

definido como ¢(ay, as, ..., a,) = h(ay, aq, ..., a,), para todo (ai, as, ..., a,) € My X
My x -+ x M,. Dado que ¢ es R-n-lineal, se deduce que J C ker(¢). Por la propiedad
universal del cociente, existe un morfismo

h: F(My x My X -+ x M,)/J — A

dado por h((ay, as, . .. san) +J) = dlar, ay, ..., a,) = h(ay, az,...,a,). Ahora, pa-
ra todo (a1, ay,...,a,) € My X My x -+ X M,, resulta que hsi(ay,ag,...,a,) =
h(ai,as, ..., a,), y entonces, hf = h. Més atin, h es inico porque

{(a1,as,...,a,) + J: (a1,a9,...,a,) € My X My x --- x M,}
es un conjunto de generadores de F'(M; x My X -+ x M,)/J. O

Notacién. Como consecuencia de la Proposicion 1.1.3, vamos a notar
F<M1 XMQX XMn>/J:M1®M2®®Mn
y notamos las coclases (ay,aq, ..., a,) + J como el tensor a; @ as @ -+ ® ay,.

Proposicién 1.1.4. Sean M,, My dos R-modulos y sean Ny un R-submddulo de
M y Ny un R-submodulo de M. Entonces,

M; /N1 ® My/Ny = (My ® M) /(N1 @ My + My @ No)

como R-modulos.

Demostracion. Notemos primero que tenemos una funcion R-bilineal
h: Ml X MQ — Ml/Nl X MQ/NQ

dada por h(a,b) = (a + N1) ® (b + Nz). Como M; ® M es un producto tensorial,
existe un morfismo de R-modulos

h: Ml ®M2 — Ml/Nl ®M2/N2

definido como

hia @b) = (a+ Ni) @ (b+ Ny).

Es evidente que Ny ® My + M; ® Ny C ker(h), por lo cual, gracias a la propiedad
universal del cociente, existe un morfismo de R-mddulos

Q: (Ml ®M2)/(N1 ® My + M, ®N2) — Ml/Nl ®M2/N2
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con a(a®@b+ (N; ® My+ My @ Ny)) = (a+ N1) ® (b+ Ny). Consideremos ahora la
aplicacion

l: Ml/Nl X MQ/NQ — (Ml ®M2)/(N1 ®M2 +M1 ®N2)

dada por
l(a+ Ny,b+ Ny) =a®b+ (N @ My + M; @ No)

para todo a € My, b € M,. Veamos que es una funciéon bien definida. Para ello,
consideramos x = a + n, y = b+ n’ para ciertos n € Ny, n’ € Ny. Luego,

l(:L‘+N1,y+N2):x®y+(N1®M2—|—M1®N2)
=(a+n)® (b+n)+ (N & My + My ® Ny)
=a®b+a®@n +n@b+n®n' + (Ny @ My + M; @ Ny),

y entonces [(a+ N1,b+ No) —l(z + Ny, y+ Na) € Ny @ My + M; ® Ny. Se sigue que
[ es una funcién bien definida sobre M;/N; x Ms/Ns. Por la definicién de la funcién
[, resulta ser R-bilineal, por lo cual tenemos un morfismo de R-mddulos

I[: My/Ny @ My/Ny — (My @ M) /(Ny @ My + M; @ N,)

definido como I((a + N)@(b+ Np)) =a®b+ (Ny ® My + M; @ N). Es claro que

a~! =1, y entonces [ es un isomorfismo y eso completa la prueba. O

Vamos a probar ahora que el producto tensorial satisface una propiedad asocia-
tiva.

Proposiciéon 1.1.5. Sean M,, M, Ms R-mddulos. Se tiene un isomorfismo de
R-mddulos M1 X (M2 X Mg) = (M1 X Mg) X Mg.

Demostracion. Sea h: My x My x My — (M; @ My) ® M3 la funcién definida como
(a1, a9,a3) — (a1 ® ag) ® az. Veamos que h es lineal en la primera coordenada. Para
ello, notemos que

h(ay + ay,az,a3) = ((a1 + a}) @ a2) @ a3 = (a1 ® az + @} ® az) @ as
= (11 ® ag) ® az + (a] ® ag) ® az = h(a, az,a3) + h(ay, as, as).

Ademas, si r € R, se tiene

h(ray,as,a3) = (ra; ® ag) ® az = r(a; ® az) ® ag
=r((a; ® az) ® az) = rh(ay, as, as).

De forma completamente analoga, se prueba que es lineal en las otras dos coor-
denadas. Esto nos dice que h es una funcién R-3-lineal. Como M; ® My ® M3 es un
producto tensorial, por la Definicién 1.1.2 existe un tinico morfismo de R-mddulos

h: My @ My ® Ms — (M, @ My) @ Ms
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definido por a; ® as ® az — (a; ® ag) ® az. Claramente, h es un isomorfismo. De
forma andloga construimos el isomorfismo

g:M1®M2®M3—>M1®(M2®M3>
dado por a; ® as ® az — a1 ® (ay ® az). Sea ahora
¢ My @ (My® Ms) = (M @ My) @ M

la composicién ¢ = ho g~ dada por a; @ (as ® ag) — (a1 ® az) ® as. En conclusién,
¢ es un isomorfismo de R-mddulos. [

Cuando hablamos de un producto tensorial iterado nos referimos a un producto
tensorial cuyos factores son, asimismo, productos tensoriales que a su vez pueden
estar formados por productos tensoriales, etc. Por ejemplo, si My, My, M3y M, son
R-modulos,

(My @ M) @ (Ms®@ M,) vy M @ (My® M;) ® M,y

son productos tensoriales iterados. En cualquier caso, la Proposiciéon 1.1.5 nos da
un isomorfismo natural con el producto tensorial de la Definicion 1.1.2 mediante la
adicion de paréntesis. Por ejemplo, tenemos un isomorfismo natural M; ® My® M3 —
(M; ® My)® M3 dado por a1 ® as ®az — (a1 ® as) @ az. Vamos a ver el caso general,
para ello necesitamos un lema previo.

Lema 1.1.6. Sean r,s > 1 enteros y sean My, Ms, ..., M, s R-modulos. Entonces,
se tiene

M1®M2®“'®MT+Sg(M1®M2®.“®MT)®(MT+1®MT+2®“'®MT+S)'

Demostracion. Procedemos por induccion en s. El caso base s = 1 es completamente
analogo a la demostracion de que h es isomorfismo en la Proposicién 1.1.5. Para el
paso inductivo, suponemos cierta la propiedad para s’ < s y notamos que el caso
base dice que tenemos un isomorfismo

(M1 @ Mo ® - @ Myjs—1) @ My s E My @ Mg @ - @ My
pues sélo separo el ultimo R-médulo. Usando este isomorfismo, tenemos
(Mi@My® - QM) ® (Mys1 @ Myyo ® -+ - @ M,1)
2(MOMy® - @ M,) @ (Myy1 @ Mpyg® -+ @ Myys 1) @ My

Usando ahora la hipotesis inductiva, tenemos el isomorfismo con

(M @My ® - @ Myys—1) @ Myys
Usando ahora el caso base nuevamente, probamos el isomorfismo con

Mi@Ms® - Q@ Mpys-1 @ Myys.

Y esto concluye la prueba. O]
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Ahora si, estamos en condiciones de probar la siguiente proposicion:

Proposicion 1.1.7. Sean My, Ms, ..., M, R-mddulos y sea S un producto tensorial
iterado de My, My, ..., M,. Entonces existe un isomorfismo natural

Mi@M®--- @M, =S5,

Demostracion. Procederemos por induccion en n. El caso base es n = 2 que cla-
ramente vale pues hay un solo producto tensorial iterado y es el propio producto
tensorial. Para el paso inductivo, supongamos cierto el enunciado para cualquier
coleccion de R-modulos My, M, ... M, con 1 < s < n. Debe existir un entero r
con 2 <r <ntal que S=T®U donde T es un producto tensorial iterado de
My, My, ..., M, y U es un producto tensorial iterado de M, 1, M, o, ..., M,. Esto
es asi por la definicién misma de producto tensorial iterado que nos dice que se trata
de un producto tensorial cuyos factores son, a su vez, productos tensoriales. Por la
hipétesis inductiva,

SEMOIM®: - @M,)® (Myyy @ Mo ® -+ @ M,),
y entonces, S = M; ® My ® - - - ® M, usando el Lema 1.1.6. O

La Proposicién 1.1.7 nos permite “ignorar los paréntesis” y considerar el pro-
ducto tensorial iterado y el producto tensorial como un mismo objeto en virtud
del isomorfismo natural entre ellos. Veamos ahora algunas propiedades sobre las
funciones definidas entre productos tensoriales que seran de especial utilidad en lo
sucesivo.

Proposicién 1.1.8. Sean My, My, ..., M,, M{, M}, ..., M R-mddulosy f;: M; —
M, para 1 < i < n, morfismos de R-médulos. Entonces existe un unico morfismo
de R-mddulos

@@ - @fi Mi@M®--- @M, > M@ My®--- @ M,
definido como
([i®fo® @ fu)la@a @ ®ay) = fi(a1) @ folaz) ® -+ @ falan)
para cualesquiera a; € M;.
Demostracion. Existe una funcién R-n-lineal
fix fax oo X for My X My x -+ x M, = M@ My ---® M
dada por
(fix fax o x fo)lar X ag X - X ap) = fila1) ® folaz) @ - ® fu(an)

para todo a; € M;. Por definicién de producto tensorial tenemos un morfismo de
R-modulos inducido

hiMi@My®- @M, = M M, @M
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de la forma

h(a1 Ras® -+ an) = fl(al) & f2(a2) X fn(an)

para todo a; € M;. Tomamos entonces f1 ® fo ® -+ ® f, = h y eso completa la
prueba. O

El siguiente corolario nos serd de mucha utilidad para definir lo que se conoce
como dlgebra dual de una codlgebra.

Corolario 1.1.9. Sea K un cuerpo y sean V;,1 < i < n, una coleccion finita de
K -espacios vectoriales. Entonces,

ey -V, c (el - V,)"

Demostracion. Consideramos f;: V; — K,1 < i < n, un conjunto de morfismos de
K-médulos (es decir, f; € V;*,Vi). Por la Proposicién 1.1.8 tomando V] = K| para
todo 7, tenemos un tnico morfismo de K-moddulos

([i®fi®@ @ fi)(a1®as @+ @ ay,) = fi(ar1) ® falaz) ® -+ @ fulan).

Ahora, como K ® K = K mediante el morfismo r ® s — rs, tenemos

fi(a1) ® falag) ® -+ @ fulan) = fi(ar)falaz) ... fulan) € K.
Esto nos da la inclusién buscada. O

Observacion. La contenciéon contraria en el Corolario 1.1.9 para el caso n > 1 se
tiene si y solo si cada V; es un K-espacio vectorial de dimension finita.

1.2. Algebra y coalgebra

En esta seccién vamos a presentar la definicion de algebra a partir de diagra-
mas conmutativos y compararemos ésta con la definicién usual. Trataremos sobre
las algebras cociente y los morfismos de algebras. A continuacién podremos definir
las codlgebras como co-objetos de las dlgebras construidos invirtiendo todas las fle-
chas de los diagramas que definen a las dlgebras. Daremos varios ejemplos de ambas
estructuras. Introduciremos una notacién especial para la imagen de la comultipli-
cacién debida a M. Sweedler [Swe69] que se conoce como “notacién de Sweedler” o
“notacién sigma”. Por tultimo, definiremos coideales, codlgebras cociente y morfis-
mos de coalgebras.

Consideraremos siempre K un cuerpo y el producto tensorial lo haremos sobre
K. Notaremos por I4 a la aplicacién lineal identidad de A.

Definicién 1.2.1. Una K-dlgebra es una terna (A, m4, Aa) que consiste en un K-
espacio vectorial A y transformaciones K-lineales ma: A A - Ay Ap: K — A
que satisfacen las siguientes condiciones:
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(i) El siguiente diagrama conmuta:

Ia®@m
AARA—2""1 A9 A
ma ® Ix ma
m
A® A 4 A

La transformacion Iy @ ma: AQ A® A — A® A viene dada por la asignacién
a®(b®c) — a®ma(b®c) y la aplicacion ma ® I 4 se define de forma anéloga.
Equivalentemente, la conmutatividad del diagrama pide que valga la siguiente
igualdad para todo a,b,c € A

ma(ly @ma)(a@b®c) =ma(ma®I4)(a®bR c) (1.1)

(ii) El siguiente diagrama también conmuta:

Ia® M\
Ak —2="4 ® A
m
52 2 )\A®]A
A K® A
S1

La transformacion Iy ® A4 se define como a ® r +— a ® Aa(r) para todo
r € K,a € A. De forma anéloga se define la transformacion Ay ® [4. Ademas
definimos las aplicaciones s; y s como

si: K®A—>Ar®ar—ra y s5: AQK — A,a®r— ra.
Equivalentemente, estamos pidiendo que para todo r € K,a € A,

ma(la @ Aa)(a@71) =ra=ms(As® 14)(r ®a). (1.2)

Observacion. La transformacion m, se llama multiplicacién y A4 es la unidad.
La Propiedad (1.1) es la propiedad asociativa y la (1.2) es la propiedad de la
unidad.

Recordemos la definicién usual de una K-algebra.
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Definicién 1.2.2. Una K-dlgebra es un anillo A con unidad 14 junto con un mor-
fismo de anillos A4: K — A que satisface Aa(r)a = als(r) para todoa € A,r € K.
Luego, A es un espacio vectorial sobre K con la multiplicacién por escalares dada
por

ra = Aa(r)a = ais(r) (1.3)
para todo r € K,a € A.

Vamos a ver que nuestra definiciéon con diagramas conmutativos no se trata de
una nueva sino que es equivalente a ésta.

Proposicion 1.2.3. Las K-dlgebras de la Definicion 1.2.1 y las de la Definicion
1.2.2 coinciden.

Demostracion. Sea A una K-algebra como en la Definicién 1.2.2. Sea B: Ax A — A
la funcién definida por (a,b) — ab donde ab es la multiplicacién del anillo A. Por
las propiedades asociativa y distributiva de la multiplicaciéon en A, B resulta ser
K-bilineal. Como A ® A es un producto tensorial, existe una tnica transformacion
K-lineal my: A ® A — A definida como

ma (Za@b) :ZB(a,b) :Zab.

La propiedad asociativa de la multiplicaciéon en A implica que
ma(la@ma)(a®@b®c)=ma(ma®I4)(a®@b®c)

para todo a, b, c € A. Luego, la funcién m 4 satisface la Condicién (1.1).

Veamos ahora que el morfismo de anillos A4: K — A satisface la Condicion
(1.2). Para r,s € K se cumple que As(rs) = Aa(r)Aa(s) = rAa(s); luego, A4 es
K-lineal. De (1.3), tenemos que

ma(la @ Aa)(a®@71) =ala(r) =ra

ma(Aa @ 14)(r®a) = Aa(r)a =ra

lo que muestra que se cumple la Condicién (1.2).

Reciprocamente, supongamos que (A, ma, A4) es una K-algebra como en la De-
finicién 1.2.1. Definimos la multiplicacién en A como ab := m(a ® b) para a,b € A.
Luego, A es un anillo. Por (1.2) parar € K,a € A,

ars(r) =ra = Aa(r)a,

luego A 4(K) esta contenido en el centro de A. Tomando r = 1k, vemos que 14 =
Aa(1x) hace de A un anillo con unidad 14. Tomando a = A4(s) para s € K vemos
que Ay es morfismo de anillos. Ademéds la multiplicacion por escalares en A esta
definida mediante A4 y entonces A es una K-algebra en el sentido de la Definicion
1.2.2. ]
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Como es usual, simplificamos la notacién de la K-algebra (A, m4, A4) escribiendo
simplemente A. Diremos que la K-algebra A es conmutativa si

AT = 1A

donde 7 es el morfismo de intercambio (o twist) definido por 7(a®b) = b®a para
a,b e A

Ejemplo 1.2.4. El cuerpo K es una K-algebra con multiplicacion mg: K@K — K
definida por r ® s +— rs y unidad A\g: K — K dada por r — r para todo r, s € K.

Ejemplo 1.2.5. El anillo de polinomios K[z] es una K-algebra con la multiplicacién
usual de polinomios y Ag: K — K[z] dada por r — rl, para todo r € K.

Ejemplo 1.2.6. Sea GG un grupo finito con neutro 1. El anillo del grupo KG es una
K-éalgebra con mgg definida como g ® h — gh y Axg: K — KG dada por r + 1,
para todo g,h € G,r € K.

Ejemplo 1.2.7. Sea L = K(«a) una extensién algebraica de K. L es una K-algebra
con my, dada por la multiplicacion de L y A;: K — L definida como la inclusién
r +— r, para todo r € K.

Claramente, las K-algebras de los Ejemplos 1.2.4, 1.2.5 y 1.2.7 son conmutativas
mientras que KG es conmutativa si y sélo si G es abeliano.

Consideremos ahora dos K-algebras A y B y dotemos a A ® B de estructura de
K-algebra con la multiplicacion

magp: (ARB)®(A® B) > A® B
dada por

Magp((a®@b) @ (c®d)) =(ma@mp)(Ia @7 Ip)(a® (b®c)d)
=(ma®@mp)(a® (c®b) ®d)
= (ma@mgp)((a®c) @ (b d))

= ac ® bd
para a,c € A,y b,d € B. La unidad Aygp: K — A ® B esta dada por
Awp(r) = Aa(r) @ 1p

parar € K.

Observacion. Una K-algebra es un anillo A con la adicién dada por la suma de A y
la multiplicaciéon m 4. Esto nos permite hablar de ideales de una K-algebra mirando
la estructura de anillo inducida.

Proposiciéon 1.2.8. Sea A una K-dlgebra e I un ideal de A. El espacio vectorial
cociente A/ es una K-dlgebra.



1.2. ALGEBRA Y COALGEBRA 11

Demostracion. Debemos definir una multiplicacién y una unidad en A/I. Conside-
remos el epimorfismo canénico s: A — A/I. La compoosicién

sma: AR A— Al

es una transformacién K-lineal definida como (smy)(a ® b) = ab + I. Notemos
que I ® A+ A® I es un subespacio de A ® A. Tomemos un elemento arbitrario
aRb+cdel®A+ A®I donde a,d € I,b,c € A. Como [ es un ideal, se tiene
que my(a®@b+c®d) =ab+cd € I. Por lo tanto, I ® A+ A® I C ker(smy). Por
la propiedad universal del cociente, tenemos una transformacién lineal

ma: (AR A)/I®A+ARI) — A/l

definida como
sma(a@b+ (I QA+ARI)) =ab+ 1.

Por la Proposicion 1.1.4, hay un isomorfismo de espacios vectoriales
B:AJT@ A/l - (A A) /I A+AD])

dado por

Blla+DN@Ob+1)=axb+(IRA+AR ).

Sea m 4,1 la composicién sm 25. Veamos ahora que la transformacién
mayr: AT @ AT = A/,

dada por (a 4+ 1) ® (b+ I) +— ab+ I sirve como multiplicacién. Es decir, debemos
verificar que se satisfacen las propiedades asociativa y de la unidad. En efecto, por
un lado

marTayr@ma)a+I1@b+I®@c+1)=mayla+1®bc+1I)
= a(bc) + I,

y por otro lado

mar(mayr @ Ia)a+I1@b+I1®@c+1)=malab+1®@c+1I)
= (ab)c+ I.

Puesto que la multiplicacién de A es asociativa, se cumple que a(be)+1 = (ab)c+1
y se tiene que m 4, satisface la propiedad asociativa. Veamos esta igualdad con mads
formalidad:

a(be) + 1 = sma(a®@bc) = sma(la @ma)(a®@b® c)
=sma(ma®14)(a®@b® c) por la asociatividad de m 4
= sma(ab® c) = (ab)c + 1.
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Para definir la unidad, sea Aa/; = sAa: K — A/I. Veamos que satisface la
propiedad de la unidad usando la propiedad de la unidad para A4. Tenemos, por
una parte

mA/I(]A/[®)\A/1)(a+I®T) = mA/](CL+ ]®)\A(T> +])
=al(r)+I=ar+1=r(a+1),

y por otra

mayr(Aay @ Iay)(r@a+1)=mayrAalr)+1®a+1)
=A(r)a+I=r(a+1).

Luego, A4/r sirve como unidad de A/I. En consecuencia, (A/I,ma/r, Aajr) es K-
algebra. ]

La K-algebra A/I es el dlgebra cociente de A por I.

Definicién 1.2.9. Sean (A,ma, Aa) v (B, mp, A\g) dos K-élgebras. Un morfismo
de K-dlgebras de A en B es una transformacion lineal ¢: A — B que satisface:

(i) p(ma(a®d')) =mp(¢(a)® ¢(a’)) para todo a,a’ € A
(ii) ¢(Aa(r)) = Ap(r) para todo r € K.

Observacion. La condicién (i) de la definicién nos dice que, en particular, ¢(14) =
1B-

Vamos a definir ahora objetos duales, en algtin sentido, a las dlgebras. Los ob-
tendremos, basicamente, invirtiendo todas las flechas en los diagramas que definen
a las algebras. Estos objetos se llamaran “codlgebras”. Sea C' un K-espacio vec-
torial. La multiplicacién por escalares de C' nos da dos transformaciones lineales
s1: KRC—=>C,r®c—rcy sy: CK —C, c®r+— rccomo antes.

Definicién 1.2.10. Una K-codlgebra es una terna (C, A¢, €c) que consiste en un
K-espacio vectorial C' y transformaciones lineales A¢g: C - C® Cyeq: C = K
que satisfacen las siguientes condiciones:

(i) El siguiente diagrama conmuta:

I~ ® A
CoCeC—22=¢

el

Ac®IC AC

A
C®C ¢ C
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La transformacion Io ® A¢g: C ® C — C ® C ® C viene dada por a ® b —
a®Ac(b) y la aplicacion Ac® I se define de forma andloga. Equivalentemente,
la conmutatividad del diagrama pide que valga la siguiente igualdad para todo
ceC

(IG & Ac)Ac(C) = (AC & Ic)Ac(C) (14)

(ii) El siguiente diagrama también conmuta:

Ir®e€
CoK—2""° cgC
Ac
—®1 60@[0

K
O ®C

Las transformaciones lineales — ® 1 vy 1 ® — se definen como ¢ — c® 1 y
c — 1®c respectivamente. Equivalentemente, estamos pidiendo que para todo
ceC,

(ec ®@Ic)Ac(c) =1®¢, (Iec®ec)Ac(c) =c® 1. (1.5)

Las transformaciones A¢c v €c se llaman comultiplicaciéon y counidad de la
codlgebra C', respectivamente. La Condicién (1.4) se conoce como la propiedad
coasociativa y la (1.5), como la propiedad de la counidad.

Observacion. Los diagramas que definen a una codlgebra son similares a los que
describen a un algebra invirtiendo todas las flechas y cambiando la unidad y la
multiplicacion por sus versiones “dualizadas”. Notemos que la transformacion 1 ® —
es la inversa de s1: K ® C' — C, r ® ¢ — rc; una situacion analoga ocurre con — ® 1

Yy So.
De forma similar a como definimos un algebra conmutativa, diremos que una
codlgebra C' es coconmutativa si

T(Ac(e)) = Ac(e)

para todo ¢ € C.

Notacion de Sweedler

Introducimos la notacién de Sweedler [Swe69, Seccién 1.2] para expresar la co-
multiplicacién. Dado ¢ € C, tenemos Ac(c) = Y | ¢1; ® ¢o; para algin n natural y
¢;i € C. Escribiremos en forma resumida

Acle) =) ey @ e
()
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suprimiendo el indice i. Dado que s1(1 ®¢) = ¢ = s3(c® 1), la Condicién (1.5) en la
notacién de Sweedler se escribe como:

Z EC(C(l))C(g) =C= Z 60(0(2))6(1). (16)

(c) (c)

Veamos qué ocurre con la Condicién (1.4). Sea ¢ € C,

(Ie ® Ac)Ac(c) = (Ic ® Ag) Z c1) @ ¢z
(c)
= Z cay ® Ac(c)) (1.7)
(c)

= Z C(1) ® €2)q) @ C(2)(5)-
(e,e2))

De forma totalmente analoga, tenemos

(Ac @ Ic)Ac(e) = (Ac @ Ic) [ D ey ® e
(c)

— Z AC(C(l)) X C(2) (18)
(c)

= Z C(1) ) B C1)p) B C(2)-
(Cvc(l))

Por la Condicién (1.4), (Ic ® Ac)Ac = (Ac ® Io)Ac y, entonces, las expresiones
(1.7) y (1.8) deben coincidir. Al valor comin de ambas lo notamos por

Z (1) & C2) B C(3).-
()

Podemos generalizar la coasociatividad de la misma manera que generalizamos
la asociatividad del producto a muchos factores. Notamos por Ay a A¢ y definimos
inductivamente A, : C — C®"+2) por A, = (A¢c ® IZ)A,,_; para todo n > 1 donde
C®™ denota el producto tensorial de n copias de C. Es decir, comultiplicamos el
primer factor después de aplicar A,,_;. Por la coasociatividad, podemos aplicar la
comultiplicacion a cualquier factor para llegar al mismo resultado. Notamos ese valor
comun por

Ay(c) = Z 1) @ C2) &+ & Cnt2)-
()
Veamos ahora algunos ejemplos de coalgebras.

Ejemplo 1.2.11. El cuerpo K como espacio vectorial es una K-codlgebra con
Ag: K - K® K dada por Ag(a) =a®1ye: K —- K, eg(a) = a. Esta es
la coalgebra trivial.
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Los siguientes dos ejemplos estan tomados de [Swe69].

Ejemplo 1.2.12. Sea S un conjunto. Notamos por K.S el K-espacio vectorial que
tiene al conjunto S como base. Definimos Agg: KS — KS ® KS sobre la base
como Agg(s) =s® sy exs: KS — K como €(s) = 1. Veamos que se cumplen las
Condiciones (1.4) y (1.5). Para la primera, notemos que

(IKS & AKS)AKS(S) = (IKS & AKs)(S & S) =SRSYSs
(Ags ® Iks)Ags(s) = (Aks @ Igs)(s®s) =sRs® s

para todo s € S. Para la segunda, tenemos

(exs ® Ixs)Aks(s) = (ks ® Igs)(s®s)=1® s
(Ixs ® exs)Aks(s) = (Iks ® exs)(s ®s5) = s® 1

para todo s € S. Luego, (K S, Aks, €xg) es una coalgebra que suele denominarse
coalgebra tipo grupo (o grouplike) sobre el conjunto S.

Ejemplo 1.2.13. Sea {5, <} un conjunto parcialmente ordenado localmente finito.
Es decir, si z,y € S'y x < vy, entonces sélo existen finitos z € S tales que r < 2z X ¥.
Sea T' = {(x,y) € S x S|z < y}. Sea V el K-espacio vectorial que tiene a T' por
base. Definimos Ay como la aplicacion

(z,9) = Y (2,2) ®(2,9)

T<2ZY

y €y COMO

ev(x,y):{ 0 si x#y

1 st 2=y
Luego, (V, Ay, ey) es una coélgebra.

Ejemplo 1.2.14. Sea x una indeterminada y sea C' = K & Kz la suma directa de
K-espacios vectoriales. C' es codlgebra con

Ac(l)=1®1, Ac(z) =R, ec(l) =ec(z) = 1.

Ejemplo 1.2.15. Sea, igual que antes, x una indeterminada y consideramos el
mismo espacio vectorial C' = K & Kz. Tenemos otra estructura de coalgebra sobre

C dada por
Ac(l) = 1®1, Ac<x> = 1®I+JI®1, 60(1) = 1, EC(Z‘) = 0.
El Ejemplo 1.2.12 nos da como caso particular dos ejemplos importantes.

Ejemplo 1.2.16. Sea V un K-espacio vectorial con base {by,bs,..., b,}. Sean
Ayv:V -V ®Vyey: V— K definidas sobre la base como:
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Ejemplo 1.2.17. Sea K|z| el K-espacio vectorial de los polinomios en una variable.
Tomamos Ak, ¥ €xy) definidas sobre la base {1, z,z?,...} como

AKM(JZ )=z"®x™ EKm(xm) =1.
Podemos definir otra estructura de codlgebra sobre K|z].

Ejemplo 1.2.18. Sea K|z]| el espacio vectorial de los polinomios en una variable.
Consideremos Akp): Klr] = Klz]® K[x] y €xpy: K[z] = K definidas sobre la base
{1,z,2% ...} como

m

m . .
Ak (@) =) (z )x @ exix)(7") = Gom-

1=o0

Veamos que se cumple la propiedad de la coasociatividad. Por un lado tenemos:

m m A B
(AK[I] 0%y IK[I])AKM(:Em) = Z ( ; )AK[:I;} (') @ 2™

Por otro lado:

donde hicimos el cambio de variables kK = i 4+ j en la tltima linea. Para conseguir
una expresion similar a la anterior reasignamos las variables mediante el cambio

k — 4,1 — j de donde resulta:

sl

Jj=0 i=j

Comparemos ahora el coeficiente del tensor 2/ ® 277 @ ™% de ambas expresio-

. m m\ (1 m m\ (m—j
nes. En 'la primera es oo (Z) (J) y en lelm segunda es ) ;" (])( i ): Notem(?s que
en la primera expresion solo tienen sentido los nimeros combinatorios con ¢ > j.

Desarrollando los coeficientes binomiales se verifica inmediatamente que:
>()0)-2(0)
= \U/\J = \J 1=

que prueba la coasociatividad.
Esta coalgebra se conoce como la codlgebra de potencias divididas.
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Vamos a definir ahora la estructura andloga a la de ideal de un anillo.

Definicién 1.2.19. Sea C' una K-coalgebra. Decimos que un subespacio I C C' es
un coideal de C' (o coideal bildtero de C') si

Ac(l)CI®C+C®I
y ec(I) =0.

Observacion. Notemos que para el caso de un ideal en un algebra considerando su
estructura de anillo, pediriamos como una condicién

mal®@ A+ A1) CI.

Ademas tenemos que 0 € I que en nuestro lenguaje serd A4(0) € I. “Dualizando”
estas condiciones tenemos la definicién de coideal.

Proposicion 1.2.20. Sea I C C un coideal de C. Entonces el espacio vectorial
cociente C /1 es una K-codlgebra.

Demostracion. Sea s: C @ C — (C® C)/(I ® C+ C ®I) el epimorfismo canénico
y consideramos la composicién

sAc: C = (C0)/IC+CRI).

Como I es coideal, se tiene Ag(l) C I ®@ C + C ® I y entonces I C ker(sA¢). Por
la propiedad universal del cociente, existe una transformacién lineal

sAc: C/I = (CRC)/(IeC+CxI)
dada por sAc(c+ 1) = Ac(c) + (I ® C + C ® I) para todo ¢ € C. Sea ahora
a: (Ce0O)/(IeC+CeI)—=C/lI®C/I
el isomorfismo de la demostracién de la Proposicién 1.1.4, definido como
a(a@b+(IC+C®I))=(a+1)® (b+1),
y sea la composiciéon
Acyr=asAe: C/I = C/I®C/I
que resulta ser tal que

Acyi(c+1) = 2(6(1) + 1) ® (c) + 1).
(c)



18 CAPITULO 1. ALGEBRAS Y COALGEBRAS

Debemos ver que Ag/; satisface la propiedad coasociativa usando la hipétesis de
que Ac es comultiplicacién. En efecto, para todo ¢ € C,

(Ac/r @ Ieyr)Acyr(c+ 1) = (Acyr ® Ioyr) Z(C(l) +1) @ (¢ +1)
(o)
= Y (e, + D) @ (e, + 1) @ (¢ + 1)
(e,eq1))

=(s®s®s) Z C1)y © C1)m) @ C2)
)

(e,eqn)

=(s®@s®s) | Y ca)®ce @)
©

=Y (cy+ 1) @ (e + 1) @ (e + 1)

En forma completamente andloga llegamos a la misma expresion partiendo de
(Icyr @ Acyr)Acyi(c + I). Debemos definir ahora una counidad. Por definicién,
I C ker(ec) y, en consecuencia, existe una transformacion lineal éo: C/I — K,
definida por €c(c+ I) = ec(c). Tomamos €c;; = €c. Veamos ahora que se satisface
la propiedad de la counidad sabiendo que e¢ lo hace. En efecto, para todo ¢ € C,
tenemos

(ec/1 ® Iey)Acyr(c+ 1) = (€ @ Ieyr) | > _(cqy + 1) @ (c) + 1)
©

=Y @l + D) @ (e +1) =D eclew)(ce +1)
©

(©)

—Z eo(c C(g) —i—I: Z(ec(c(l))C(g) + 1
(c)

:c+L

Por otro lado:

(Iey1 @ ecyr)Acyr(c+ 1) = (Io/r ® €0) Z(Cu) +1) @ () + 1)
(c)

_Z —{—[ ®ec(()+I)ZZEC(C(2))(C(1)+I)
(c)

=Y (ecle)ew) +1=| Y _eclee)eq | +1
© ©

—c+1.
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En conclusién, (C/I, Acyr,ec/r) es una K-codlgebra. O

La codlgebra C'/I se llama codlgebra cociente de C' por /. Veamos un ejemplo
de codlgebra cociente.

Ejemplo 1.2.21. Sea K|z] la codlgebra del Ejemplo 1.2.17. Para m > 1, sea [ el
subespacio de K|[z] generado por la base

{a™ — 1, 2™ — 1, 2™ —1,...}.
Para ¢ > 0,

A —1)=2'®@r' —1®1
(' —1+)@@E -1+1)-11
=@-1D)e@E'-D+@E@-1)e1+1e@@' -1)+11-1x1
— 2 -1D)@1+1@ @ -1+ (@ - 1) (2" —1).
Luego, Ak (I) € I ® K[z| + K[r] ® I. Ademas,

ex (T — 1) = exp(2') — exp(l) =1—1=0,

entonces €k, (/) = 0. Luego, I es un coideal de Kz]. La coélgebra cociente K[z|/I
es un K-espacio vectorial de dimensién m con base {1, z, z* ™)

Sea C' un K-codlgebra. Un elemento ¢ # 0 de C' tal que Ag(c) = ¢ ® ¢ se dice
elemento de tipo grupo de C.

Proposicion 1.2.22. 51 ¢ es un elemento de tipo grupo de una K-codlgebra C,
entonces ec(c) = 1.

Demostracion. Si c es de tipo grupo, entonces

C = 81(60 ® ]C)AC(
= s1(ec ® Io)(c®

= ec(c)c.

c) por (1.6)

)

En consecuencia, €c(c)c = ¢ = le¢, con lo cual (ec(c) — 1)e = 0. Como K es un
cuerpo y ¢ # 0, debe ser €c(c) — 1 = 0y, entonces, ec(c) = 1. ]

En el Ejemplo 1.2.12, los elementos de tipo grupo son precisamente los elementos
de S. En particular, en los Ejemplos 1.2.16 y 1.2.17 los elementos de tipo grupo son
los elementos de la base dada en cada caso.

Proposicién 1.2.23. Si Klz| es la K-codlgebra del Ejemplo 1.2.18, entonces 1 es
el unico elemento de tipo grupo en K|z].
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Demostracion. Supongamos que f = ag + a1x + asx? + -+ - 4+ a,2" es un elemento
de tipo grupo. Procedamos por induccién en n. Para el caso n = 0 tenemos que
f = ag. Por la Proposicién 1.2.22, resulta €y (ag) = 1 pero por linealidad, debe ser
€kz)(a0) = aoekz)(1). Como 1 es un elemento de tipo grupo, tenemos ex(1) = 1.
Luego ag = 1. Para el paso inductivo, escribimos f = ¢ + a,2" con g = ag + a1 +
asx? + -+ + a,_12" . Por hipdtesis,

Ag(f) = f @ f = (9+ anz") @ (g + anz")

1.9
=g®g+a,(g®@a" + 2" ®g) + a(2" @ a"). (1.9)

Por otro lado, por linealidad,

Ag)(f) = Ak (9) + anAxp(z")

= Ak (9) + an (i (ZL) 2 ® xn-z) (1.10)

=0

Dado que g tiene grado menor que n, en (1.9) el tensor 2" @2 tiene como coeficiente
a? y en (1.10) tiene coeficiente nulo. Luego, a? = 0; es decir, a, = 0. Entonces,
uniendo las dos ecuaciones: Ag;)(9) = g ® g. Como g tiene grado menor que n,

aplicamos la hipotesis inductiva para concluir que g = 1 y entonces f = 1.
O

La siguiente proposicion de [Swe69, Proposicién 3.2.1] nos serd de utilidad més
adelante.

Proposiciéon 1.2.24. Si C es una codlgebra y denotamos al conjunto de los ele-
mentos de tipo grupo por G(C'), entonces G(C) es un subconjunto de C' linealmente
independiente sobre K.

Demostracion. Supongamos que G(C') no es un conjunto linealmente independiente.
Como 0 ¢ G(C) y K es un cuerpo, cualquier elemento de G(C') forma un conjunto
linealmente independiente. Sea n € Z minimo tal que cualquier subconjunto de n
elementos de G(C') es linealmente independiente y existe un subconjunto de n + 1
elementos de G(C) linealmente dependiente. Entonces, existe una relaciéon de la
forma

g=Mg1+- -+ \gn

con ¢,q1,--.,9, € G(C) distintos, A\1,..., A\, # O paratodo 1 < i <nyn> 1.
Entonces, por linealidad tenemos

Ac(g) = Z Nilc(gi) = Z Aigi © gi.
i=1 i=1
Por hipodtesis,

Acg) =9@g=>_ AiXigi @ g;.

4,j=1
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Tenemos que {g; ® g;}1<ij<n €s un conjunto linealmente independiente pues, por
hipétesis, {g1,...,9,} es un conjunto linealmente independiente. Entonces, para
cada ¢ # j, debemos tener \;\; = 0 pero sabemos que todos los A; son no nulos.
Esto sélo puede ocurrir sin = 1. Luego, g = A\1g;. Como €c(g) = 1 por la Proposicién
1.2.22, tenemos

1= Ec(g) = )\160(_91) = )\1.

Entonces, g = ¢; lo cual es una contradiccién. Luego, G(C') es linealmente indepen-
diente sobre K. O

La independencia lineal de los elementos de tipo grupo la usaremos cuando con-
sideremos las bidlgebras de Myhill-Nerode.

Definicién 1.2.25. Sean (C,Ac,ec) v (D,Ap,ep) codlgebras. Un morfismo de
codlgebras es una transformacion lineal ¢: C' — D tal que

(i) (¢ ®@ d)Ac(c) = Ap(é(c)) para todo c € C; y
(ii) ec(c) = ep(¢p(c)) para todo c € C.
En notacién de Sweedler, la primera condicién se escribe:

Y dlew) @ dle) = D (0(e)n) @ (6(c))-
(c)

(¢(c))

Proposiciéon 1.2.26. Sea C' una K-codlgebra. La counidad ec: C' — K es morfismo
de K-codlgebras.

Demostracion. Para ¢ € C,

(ec ®ec)Ac(c) = (ec ® Ix)(Ie ® ec)Ac(c) = (e ® Ik) Z cay ® eclce))
(e)

= (ec @ Ik)(c® 1) = Ag(ec(c)).

Ademas, ec(c) = ex(ec(c)) pues ex(r) = r para todo r € K. Luego, ec es morfismo
de codlgebras. O

Un morfismo de codlgebras inyectivo y sobreyectivo es un isomorfismo de
coalgebras.

Proposicién 1.2.27. Sea ¢: C — D un morfismo de K-codlgebras. Si ¢ € G(C),
entonces ¢(c) € G(D).

Demostracion. Como ¢ es morfismo de codlgebras, tenemos
Ap(¢(e)) = (¢ ® d)Ac(o),
y como ¢ € G(C),
(0 ® @)Ac(c) = (¢ ® ¢)(c®c) = d(c) ® d(c).
Luego, ¢(c) € G(D). O
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Si notamos por K[z| a la codlgebra del Ejemplo 1.2.17 y por K[z]' a la del
Ejemplo 1.2.18, podemos afirmar que no existe isomorfismo de codlgebras entre K [x]
y Kl[z]' pues, por la Proposicién 1.2.27, tendriamos una biyeccién entre G(K[x])
y G(K|[z]') pero sabemos que G(K|[z]) = {1,z,...} y, por la Proposicién 1.2.23,
G(Ka]') = {1}.

De forma similar a lo que ocurria para el producto tensorial de K-algebras, el
producto tensorial de dos codlgebras C'y D es codlgebra con comultiplicacion dada
por

Acgp: C®D — (C®D)® (C® D)

definida por
Acep(c®@d) = (Ic @7 ® Ip)(Ac ® Ap)(c® d)
=(Ilc®7®Ip)(Ac(c) ® Ap(d))

=(le®@T®Ip) | Y cay®ce @du @ dg)
(c),(d)

= Y (e ® dw) @ (o) ® dez))
(e)-(d)

para ¢ € C,;d € D. La counidad ecep: C ® D — K se define como
ecap(c® d) = ec(c)ep(d)
parace C,d e D.

Ejemplo 1.2.28. Sean C la K-codlgebra del Ejemplo 1.2.14 y D la K-coalgebra del
Ejemplo 1.2.15. Entonces C ® D es K-codlgebra con base {1®1,1®@z,z®1,x@x}.
La comultiplicacion

Acgp: CR®D — (C®D)® (C® D)
esta definida como

Acep(1®@1)=(1®1)® (1®1),

Acegp(l® ) = (Ic ® 7@ Ip)(Ac(l) ® Ap(z))
=Ic@7Ip)(1®]l)e(1xr+r®1))
=Ic@7Ip)(1R1®1z+1®1Qzx®1)
=(leol)e(ler)+(1oz)®(1x1).

De la misma manera, obtenemos
Acen(r®1) = (x®1)® (¢ ©1),
Acgp(z®@z) =)@ xRz)+ (r®2)®(x®1).
Por otro lado, la counidad ecgp: C ®x D — K esta dada por
ccep(l®1) =1, ecen(l®x) =0,
ccop(z®1) =1, ecap(r ® x) = 0.
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1.3. Dualidad

En esta seccion nos enfocamos en el tratamiento del dual lineal de las algebras y
coalgebras. Veremos que el dual de una coalgebra C' es un dlgebra C* con las trans-
formaciones inducidas por las traspuestas de A¢ y €c. Veremos que la construccion
reciproca no es valida. Sin embargo, si reemplazamos el dual A* de un dlgebra A
por cierto subespacio A° que se conoce como el dual finito de A, veremos que A° es
codlgebra. Como aplicacién veremos que K|[z|° se puede identificar con la coleccién
de sucesiones recursivas lineales de todos los érdenes sobre K.

Sea C' una K-coalgebra y notemos por C* su dual lineal.

Proposicién 1.3.1. Si C' es una codlgebra, entonces C* es un dlgebra.

Demostracion. Debemos construir una multiplicacién y una unidad que satisfagan
las propiedades asociativa y de la unidad respectivamente. La aplicacion traspuesta
de A¢ es una transformacién lineal

AL (CeO) = C”
definida como

Ap(¥)(c) = ¥(Ac(c)),
para ¢ € (C ® C)*, ¢ € C. Por el Corolario 1.1.9, C* @ C* C (C ® C)*. Luego, A%

se restringe a una transformacion lineal que notaremos por mes: C* ® C* — C*
definida como

me-(f @ g)(c) = AL(f @ g)(c) = (f ® g)(Ac(e chm

para todos f,g € C*, ¢ € C. Sea Ig«: C* — C* la identidad. Veamos que m,-
satisface la propiedad asociativa. Esto se deduce de la coasociatividad de Ag. Sean

f,g,h e C* ceC,

me-(Icx @ me=)(f @ g @ h)(c) = Ao+ (le- @ AG)(f @ g ® h)(c)
=An(f @ Az(g® h))(c)
= (f@AL(g®h)Ac(c)

—Zf DAL(g @ h)(ca)
—Zf (g © h)Ac(ee)

= Zf )Y gle@)hlc@y,):

(c2))
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Ahora,

Zf c(1)) Zg 20 h(c@p) = Y flea)glea,,)hlce) )

(c2)) (crc(2))

=(f®g®h) Z C(1) @ €(2)1) B C(2)

C C(Q)

=(f®g®h) ZC )1y @ (1)) B C2)

C C<1

Z f C(1) ) 9

(c, (1) )

Para pasar de la segunda linea a la tercera hemos usado la coasociatividad de Ac.
Obtuvimos la siguiente igualdad

(eeqny)

Para terminar,

me«(Io- @ me:)(f @ g@h)(e) = > flew,)g(ca)q)hlce)

cc<1)
— Z [ ® g)Ac(cay)h(c)
©
= AL(f ® g)(c)hlc)
(©
= (AL(f ® g) @ h)Ac(e)
= AL(AL(f @ g) @ h)(c)
= AL(AG @ o) (f @ g @ h)(c)
=mc+(me+ @ Io+)(f @ g ® h)(c).

Luego, m¢+ satisface la propiedad asociativa.
Debemos definir ahora una unidad. De forma similar, consideramos la traspuesta
de €EC

et K= C*

dada por €5(f)(c) = f(ec(c)) para f € K*,¢ € C. Identificando K = K*, tenemos
e K — C* dada por

eo(r)(c) = r(ec(c)) = rec(o),

para r € K,c € C. Definimos A¢+ = €. Veamos que la propiedad de la counidad de
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ec implica la propiedad de la unidad para A\g+«. Sean f € C*,r € K,c € C,

Mes(Io= @ Ao+ )(f @ 7)(c) = Ap(le- @ o) (f @ 7)(¢)
= Ao(f @ ea(r)(c) = (f @ ea(r)(Ac(c))

= _flew)ec(r)ee) = Y_ flew)r(ec(em))-
(c) (e)

Hemos probado que

Me(Ios @ Aox ) (f @ 7)(c —TZf cy)ec(c

Continuando, tenemos

me(Iex @ Ac-)(f @ 7)(0) =7 flew)ec(cw) = rZec c@2))

(c)

:TZf(EC(C(Q) y=rf Zec cey)cqy | =rf(e).
(c) (¢)

Para pasar de la cuarta a la quinta linea usamos la propiedad de la counidad para
¢c. Mediante un calculo totalmente analogo, obtenemos

me (Ao @ Io)(r @ f) =rf.
Esto conluye la prueba. O]

Observacion. Tenemos que e+ (1x)(c) = ec(c),Ve. Como 1o« = Ae+(1k), resulta
que 1o« = €¢. Es decir, e¢ es el tnico elemento de C* que cumple e f = f = feo
para todo f € C*.

Por lo anterior, podemos preguntarnos si, dada (A, ma, A4) una K-algebra, es
cierto que A* es una K-codlgebra. Si quisiéramos repetir un argumento similar al
empleado para el dual de una codlgebra, deberiamos considerar la aplicacion tras-
puesta de la multiplicacién, m%: A* — (A®A)*. Supongamos que A es de dimensién
infinita. En este caso, A* ® A* es un subespacio propio de (A ® A)*. De aqui que
m’ puede no inducir la comultiplicacién requerida m?: A* — A* @ A*. De hecho,
tenemos un ejemplo que nos muestra que m*(A*) ¢ A* @ A*.

Ejemplo 1.3.2. Sea A = K][z] la K-algebra de polinomios en x. Sea mgj, la
multiplicacién usual con traspuesta mj, : K[z]* — (K[z] ® K[z])". Consideremos
la sucesiéon en K dada por

1,0,0,1,1,1,0,0,0,0,...

(esto es, un 1, seguido de dos 0, seguido de tres 1, etc.). Sea f el elemento de K|x]*
definido como

f :160 + 061 —|— 062 —|— 163 —|— 164 + 165 + 066 —|— 067 —|— 068 —I— 069
+ 1610 + 1611 + 1612 + 1613 + 1614 + ...
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donde €;(27) = 6; j,4,7 > 0. Entonces M (f) ¢ Klz] @ Klz]".

En efecto, supongamos que mj, (f (f) = 21:1 ¢; R con ¢y vy ; € Kx]* yr € N.
Como codim(Ker(¢;)) = 1 para todo 1 < i < r, entonces codim(();_,Ker(¢;)) es
finita. Luego, existe un polinomio p(z) € (;_,Ker(¢;) de grado positivo. Escribamos
p(z) = Z?:o a;x? con a, # 0. Elijjamos k € N tal que la sucesién dada tiene una
tira de n ceros seguida de un uno. Es decir, busco k£ tal que los términos desde la
posicion k hasta la k 4+ n — 1 son ceros y en la k + n hay un uno. Tenemos que:

M (F)(p(z) ® 2%) = f(p(z)2*) = f (Z ajx”’“) = Zajf(x”’“) = a, # 0.

Lo cual es absurdo pues, por la eleccién de p(z), se verifica que:

(mei) Z@ )) ® ei(a*) =0

Para poder asegurar que m’ nos sirve como multiplicacién, debemos considerar
un subespacio de A* llamado el “dual finito” A° de A. Sea (A,ma, A4a) una K-
algebra. Entonces A es un K-espacio vectorial y un anillo. Un ideal I de A es de
codimensioén finita (o cofinito) si el espacio cociente A/ es de dimensién finita.
Sea f un elemento de A* y sea S un subconjunto de A. Decimos que f se anula
sobre S si f(s) =0 para todo s € S.

Definicién 1.3.3. Sea A una K-algebra. El dual finito A° de A es el subespacio de
A* definido por

A° ={f € A*: f se anula sobre algin ideal I C A de codimensién finita}

Ejemplo 1.3.4. Sea ¢; € K|[z]* definido como e;(27) = §;; para i, j > 0. Entonces
e; € K[z]° puesto que ¢; se anula sobre el ideal (z'™) y dim(K[z]/(z"™!)) =i + 1.

Proposicion 1.3.5. St A es un K-espacio vectorial de dimension finita, entonces
A° = A*.
Demostracion. Se sigue de que {0} esidealde A, f(0) =0,Vf € A*yque A/{0} =A

que es de dimension finita por hipdtesis. O

Nuestro objetivo, ahora, es probar que A° es codlgebra (ver Proposicién 1.3.9).
Para ello, necesitamos tres proposiciones previas.

Proposicién 1.3.6. Sea I un ideal de A y s: A — AJI el epimorfismo canénico
de espacios vectoriales. Sea s*: (A/I)* — A* la traspuesta definida por s*(f)(a) =
f(s(a)), para todo f € (A/I)*,a € A. Entonces s* es inyectiva.

Demostracion. Sean f,g € (A/I)*. Para a € A, s*(f)(a) = s*(g)(a) implica que
f(s(a)) = g(s(a)). Por lo cual, f(a+1I)=g(a+I), y entonces f = g. O
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Proposicién 1.3.7. Sea f € A° y supongamos que [ se anula sobre el ideal I de
A. Entonces, existe un tinico elemento f € (A/I)* para el cual s*(f) = f.

Demostracion. La unicidad va a venir dada por el hecho de que s* es inyectiva por
la Proposicién 1.3.6. Debemos ver la existencia. El elemento f € A° C A* es un
morfismo de K-médulos f: A — K y, como f(I) = 0 resulta que I C ker(f). Sea
s: A — A/I el epimorfismo candnico. Por la propiedad universal del cociente existe
un morfismo de K-médulos f: A/I — K tal que f(s(a)) = f(a) para todo a € A.
Por esto, s*(f)(a) = f(a) para todo a € A. O

Proposicién 1.3.8. m#(A°) C A° @ A°.

Demostracion. Sea f € A°. Luego, f se anula sobre algun ideal I C A de codi-
mensién finita. Por la Proposicién 1.3.7, existe un tinico elemento f € (A/I)* que
cumple s*(f) = f. Sea

mayr: AJT @ A/T — A/,

dada por (a + 1) ® (b+ I) — ab + I, la multiplicacién de la K-algebra A/I (cf.
Proposicién 1.2.8). La traspuesta de m,; es

m*A/I: (A/D)* — (AT A/I)*
que, dado que A/I es de dimensién finita, se transforma en

my (A1) — (A/D) ® (A/I)".
Ahora,

mi ()o@ b) = miy(s" (D)o ©b) = ' (Nmaa @ b))
= (/) ab) = (s(ab) = f(ab+ 1)
= Flmap((a+ ) @ (b+ 1))

Continuando, tenemos

m(f)a®@b) = f(mayr((a+ 1)@ (b+1)))
=miy, (F)la+1)® (b+1))
= mly,(f)(s(a) @ s(b)).

Notemos que mz/l(f) =", [i ® g; para ciertos f;, g; € (A/I)*. Luego,

Ms

mia(f)(a®b) =miy,(f)(s(a) @ s(b)) = (

= Zfl(s(a)) ® gi(s(b)) =

=1 %

= (Z s"(fi) ® S"(%)) (a®D).

fi ®9i> (s(a) @ s(b))

1

<.
Il

Ms

s"(fi)(a) ® s7(g:) (b)

I
—
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Hemos probado la siguiente igualdad

= Z s*(fi) @ s™(gs)-

Resta ver que s*(f;),s"(¢g;) € A°. Para ello, sea q € I, es claro que s*(f;)(q) =
fi(s(q)) = fi(I) =0 € K, y entonces s*(f;) se anula sobre I, por lo cual s*(f;) € A°.
De forma andloga, s*(g;) € A°. Esto concluye la prueba. O

La traspuesta de la aplicacion
In@magy: ARARA AR A
restringida a A* @ A* es la transformacién
Lemiy=I»my: ARA" - (AR A® A)".
De la misma forma, la traspuesta de m4 ® [ restringida a A* ® A* es
my@ Ly =mi @Iy =mi @Iy A" - (AR A® A)".
Proposicion 1.3.9. Si A es un dlgebra, entonces A° es una codlgebra.

Demostracion. Sea m*: A* — (A® A)* la traspuesta de la multipliacién de A. Por
la Proposicién 1.3.8, m*(A°) C A° ® A°. Notemos por Aye a la restriccién de m’ a
A°. La funcién Ago: A° — A° ® A° es una transformacién K-lineal definida como
Ao (f) = mY(f) para toda f € A°. Veamos en primer lugar que la asociatividad de
m4 implica la coasociatividad de A .. Sean f € A° a,b,c € A, tenemos

(Tae @ Apo)Ape(fla®@b@c) = (I3 @mY)m5(f)a®@b®c)
=mi(f)Ta@ma)(a@bR c)
=m(f)(a®bc) = f(mala ® be))
= fla(bc)) = f((ab)c).

En la dltima linea usamos la propiedad de asociatividad del producto en A. Ahora,

(Lae ® Aue)Aue(f)la®b®c) = f((ab)e) = f(malab @ c)) = mi(f)(ab® c)
=mu(f)(ma® Is)(a @b c)

(my @ L)mi(f)la®b®ec)

= (A @ Ia0)Aue(f)la®@b®c).

Esto prueba la coasocitividad de A 4o. Para definir la counidad de A°, consideramos
la aplicaciéon dual A% : A* — K* = K. Notemos por €40 : A° = K a la restricciéon de
ANyaA° Seafe A re K,

eae(f)(r) = fAa(r)) = frla) = rf(1a) = f(1a)(r)
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y, entonces, €40 (f) = f(14). Veamos que la propiedad de la unidad para A4 implica
la propiedad de la counidad para €4.. Sean f € A°,r € K,a € A,

(€0 ® Lao)Ano(f)(r @ a) = (N @ L)miu(f)(r @ a) =mi(f)(Aa ® La)(r ® a)
= f(ma(Aa ® I4)(r ® a)) = f(ra) =rf(a)
=1 f)(rea).

Para pasar de la linea 3 a la 4 hemos aplicado la propiedad de la unidad de \4.
Hemos probado que

(a0 @ Lae)Ane(f) =10 f.
En forma andloga, obtenemos

([a0 @ €a0)Ape(f) = f® 1.

Luego, €40 satisface la condiciéon de counidad y se sigue que (A°, Ago, €40) €S una
coalgebra. n

Ejemplo 1.3.10. Sea A = M, (K) el élgebra de las matrices cuadradas de n x n
con coeficientes en K. Notamos por E;; a la matriz elemental que tiene un 1 en el
lugar ij y 0 en los demas. El conjunto de matrices {E;;: 1 <14,j < n} es una base
para A. Si tomamos su base dual {z;;}, entonces A* es codlgebra con

AA* CL’ZJ E Tir & Ly € A* (l’w) = 51]

En efecto:

€Ax (‘TZ]> xz] >\A = Tij Z Ekk Z 5zk6kj = 6ij
k

= Z 5ik5lp6pm5jn = Z xz‘p(Ekl)xpj(Emn)
p

p

= (Z ajip & prj> (Ekl & Emn)'
p

Si A es una K-dlgebra de dimension finita como K-espacio vectorial, entonces
A° = A* y A* es una K-coalgebra. Para a,b € A, f € A*, tenemos la formula

flab) = f(ma(a ©b)) = my(f)(a@0b)

Y fn® fe | (@) =" fuy(a)fi(b)
(f) (f)

Vamos a ver a continuacién una aplicacion de la férmula (1.11). Sea S un mo-
noide finito de cardinal m, y sea K .S el anillo del monoide. La K-algebra K S es de
dimensién finita sobre K con base {1 = go, g1, - - ., gm_1}. Por otro lado, K.S° = K S*
tiene base {e1,eg,...,€,, ,} donde e, (g;) = 0; ;.

(1.11)
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Proposicién 1.3.11. Sea (KS*, Akg+, €xs+) la codlgebra como en lo anterior. En-
tonces,

Aks-(eg,) = Z €g; & Egp»
959k=9i
parat=20,1,...,m—1.
Demostracion. Notemos que {ey, ®eg, } con 0 < j,k < m—1, es base de KS*® KS*

como K-espacio vectorial. Fijemos i € {0, ..., m —1}. Existen elementos a; j j» € K

para los cuales
m—1

Ags( 692 § Qi k' eg/ ® egk/)
§' k=0

Sean j, k tales que ¢g; = g;g5. Por (1.11),

m—1

1= €9i<gz) €g; g]gk Z Qg 57, k:’eg . g] €9, (gk> = Q4 j k-
I k=

De forma similar, si 7, 7 son tales que g; ;é J;gk, entonces

m—1

O egz (g.]gk' Z alv.]/ kleg i’ (g.])egk/ (gk> alv]vk
/ k/

Se sigue que
AKS* egz : : 69] ®egk7

9i9k=9i
parat=0,1,....,m — 1. O

La siguiente proposicién relaciona la (co)conmutatividad de una (co)dlgebra con
la coconmutatividad (conmutatividad) de la versién dual correspondiente.
Proposicién 1.3.12. Sean (A, ma, Aa) un dalgebra y (C, Ac, ec) una codlgebra.

(i) Si A es conmutativa, entonces (A%, Ao, €40) es codlgebra coconmutativa.

(i) Si C es coconmutativa, entonces (C*,me+, Ao+) es dlgebra conmutativa.

Demostracion. Sea 7: A® A - A® A dada por a ® b — b ® a el morfismo de
intercambio. La traspuesta 7* restringida a A* ® A* es el morfismo de intercambio
de A* ® A*. Para probar la primera afirmacién, sean f € A° a,b € A. Entonces,

Ane(f)la®b) = f(mala®b)) = f(ma(T(a @) =77 (Ase(f))(a @ D).

Luego, Ao = 7 A 0. Es decir, A° es coconmutativa. Para la segunda parte, sean
f,g € C*,ce C. Entonces,

me-(f @ g)(c) = (f ® 9)(Ac(c)) = (f @ g)(TAc(c))
=me«(T°(f ® g))(c) = me=7"(f ® g)(c).
Luego, mg+ = me«7*. Es decir, C* es conmutativa. O

En la siguiente subseccion aplicaremos lo visto sobre codlgebras duales al estudio
de las sucesiones recursivas lineales sobre un cuerpo K.
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1.3.1. Aplicaciéon del dual finito a las sucesiones recursivas
lineales
Notemos por Klz] al dlgebra de polinomios sobre el cuerpo K como es usual.
Como en el Ejemplo 1.3.2, la coleccién de sucesiones {s,}5°, sobre K se puede
identificar con el dual lineal K[z]|*. De hecho, la sucesion {s, }>°, se corresponde con
la suma infinita s =Y -~ s,e,, donde e, (2?) = 4§, ;, Vn, j. La siguiente proposicién
vincula el dual finito con las sucesiones recursivas lineales.

Proposicion 1.3.13. Sea K un cuerpo. La coleccion de sucesiones recursivas linea-
les sobre K de todos los drdenes se identifica con el dual finito de K[x].

Demostracion. Sea {s,} una sucesién recursiva lineal de orden k£ > 0 sobre K con
relacion de recurrencia dada por

Sptk = Qk—15p+k—1 + Qk—25n4k—2 + =+ + @1Sp41 + ApS,, 1 >0, (1.12)

y polinomio caracteristico

flz) =2 —ap_12" ' — a2 — . — 1w — ay, (1.13)
para ag,ai, . ..,ax—1 € K. Identificamos a {s,} con el elemento s = >~ s,e, de
K|[z]*. Ahora,

0
s(f(x)) = (Z snen> (:Ek —ap ¥ —ap gt — g — ao)
n=0

= Sp — Qp—1Sk—1 — Aj—2Sp—2 — *** — A181 — ApSg = 0.

Veamos que como consecuencia de esto s(g(x)f(x)) = 0 para todo g(z) € K[x].
De hecho, por linealidad, basta verlo para polinomios de la forma g(z) = z™.

oo
s(a™ f(x)) = ( E 3n€n> ($m+k — ap_ ™R g ™R g™ — apr™)
n=0
= Smtk — k—1Sm+k—1 — Qk—2Smtk—2 — *** — A1Smt1 — AoSm = 0.

Entonces s se anula sobre el ideal principal I = (f(z)) de K|[x]. Ademds, sabemos
que dim(K[z|/I) = k. Luego s € K|[z]°.

Por otra parte, dado s = >~ sye, € K[z]°, s se anula sobre algin ideal
I C K[z] de codimensién finita. Como K[z] es DIP, I = (f(z)) para cierto polinomio
moénico f(x) sobre K de grado k. Veamos que {s,} es recursiva de orden k. En efecto,
como s(z™f(z)) = 0 para todo m, de forma anédloga a la cuenta anterior tenemos

0= s(a™ f(x))

o

— <§ :Snen> (:L,m—l-k . ak_1$m+k_1 . ak_gl‘m+k_2 . al‘rm-l-l . CL()ZL’m>
n=0

= Sm+k — Ak—1Sm+4+k—1 — Ag—2Sm4+k—2 — *° — A1Sm+4+1 — AOSm-

Maés atin, la recurrencia tiene como polinomio caracteristico al propio f(x). O
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Por la Proposicion 1.3.9, sabemos que la coleccion de sucesiones recursivas li-
neales sobre K de todos los érdenes es una codlgebra (K[z]°, Ak, €x[)e). En este
punto nos preguntamos: dada la sucesién s = {s,} € KJ[z]°, jcomo calculamos
Ak (s) € Klz]° @ K[z]°?

Supongamos que s se anula sobre el ideal I = (f(z)) de Klz] donde f(z) es el
polinomio caracteristico de s. Sea ¢: K[z] — KJ[z]|/(f(z)) el epimorfismo candnico.
En vista del método usado en la demostracién de la Proposicién 1.3.8, primero
debemos hallar 5 € (K[z]/(f(z)))* tal que ¢*(5) = s. Luego, calculamos

mK[x/(f Zfz®gu

donde f;,9; € (K|x]/(f(x)))*. Finalmente, tenemos
Agpe(s) =Y ¢ (f) @ (i) € K[a]° @ Kla]°.
i=1

Veamos cémo funciona este método en un ejemplo sencillo.

Ejemplo 1.3.14. Sea K = GF(2) el cuerpo finito de dos elementos. Consideremos
la sucesion s = {s,} recursiva de orden 2 en K con polinomio caracteristico f(x) =
r? + z + 1 y vector inicial sp = 11 (una sucesién de Fibonacci). Sea o una raiz de
f(z). Entonces, {1,a} es base de K|z]/(f(z)) = GF(4) sobre K y {€1,¢4} es una
base de (K[z]/(f(x)))* = GF(4)* con ,4i(a?) = §;; para 0 < i, < 1. Ahora, si {e;}
es tal que e;(27) = 0, ; para i,j > 0, la sucesién s = {s,} se puede escribir como un
elemento de K[z]° de la forma:

S:1'€0+1'€1+O'€2+1'63+1'64—|—...

Sea § = 1-& +1-¢,. Veamos que ¢*(5) = s. Para eso, debemos verificar que
c*(8)(27) = s; para todo j > 0.

c*(8)(27) = 3(c(2’)) = 5(27 + (f(2))) = 5(a”) = s;.
El préximo paso es calcular mg, F( 4)(5). Pero notemos que

mEF(ZL)(g) = m*GF(4) (1) + mEF(zl) (€a)

y entonces, debemos calcular por separado mg gy (€1) ¥ MmGp4 (€a). Para ello, usa-
remos la férmula (1.11) y la idea de la Proposicién 1.3.11. Primero notemos que

mZF(4)(€1) = p0,0(61®@¢€1) + co01(61 ®€a) + co10(Ea ® 1) + c011(60 ® €0),
para ciertos cg;; € {0,1} para todo 0 < 4,5 < 1. Entonces,

&1 (ab) = €0,0,0€1 (a)81 (b) —+ Co,0,1€1 (a)aa(b) —+ 60’170804(@)81 (b) + 60’1718(1(@)8(1([?),
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para todo a,b € GF(4). Ahora, como

l=1-1=a(l+a)=(1+ a)a,

a=1l-a=a-1=(1+a)(1+a),
en GF(4), concluimos que
mZ‘F(4)(51) =€1®€1+Ea B eq-
De forma anéloga, obtenemos
m*GF(4)(5a) =£1Q®¢€qt+Ea®eEL+ 64 RE,.

Entonces,
m?;p(4><§) =€1®ert+e1VEL+ELRVET.
Finalmente,

AK[m]O(S) = C*(El) & C*(El) + C*(€1) & C*(€a) + C*(5a> X C*(El)
=rXr+rRt+iQr,

donde r = {r,} y t = {t,} son sucesiones de Fibonacci en GF(2) con vectores
iniciales rg = 10 y to = 01, respectivamente. Esto es porque se cumple que

Pas + s = ¢ (01(0772) + ¢ ey D) = ¢ (a1 + an )
= c*(e1(a" (1 + a))) = ¢ (e1(a"2a?)) = c*(e1(a™)) = rp.

Una situacién andloga ocurre con t = {¢,}. Los vectores iniciales los obtenemos por
un calculo directo de los primeros términos de cada sucesion.
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Capitulo 2
Bialgebras

En este segundo capitulo vamos a considerar bidlgebras, es decir espacios vec-
toriales que son a la vez algebras y codlgebras con cierta compatibilidad. Daremos
algunos ejemplos basicos y veremos que B° es bialgebra si B lo es. Como propiedad
interesante, veremos que K|[x] es bidlgebra sélo de dos formas diferentes y entonces
K[z]° es bidlgebra en dos sentidos distintos. En consecuencia, por lo que vimos en el
capitulo anterior, podemos multiplicar sucesiones recursivas lineales de dos formas
que son bien conocidas: una de ellas es el producto de Hadamard y la otra es el
producto de Hurwitz.

Daremos una aplicacién importante de bidlgebra a la computacién teodrica. Intro-
duciremos los autéomatas finitos y probaremos el teorema de Myhill-Nerode que nos
dird exactamente cudndo un lenguaje es aceptado por un autéomata finito. Generali-
zaremos el teorema a una version algebraica en el cual cierta bidlgebra de dimension
finita (las bidlgebras de Myhill-Nerode) juega el papel de un autémata finito que
acepta el lenguaje. Veremos que toda bidlgebra de Myhill-Nerode determina un
autémata finito y que todo autémata determina una bidlgebra de Myhill-Nerode.

En la ultima seccién de este capitulo introducimos el concepto de sucesién re-
gular. Se trata de sucesiones que generalizan sucesiones recursivas lineales sobre
cuerpos finitos.

2.1. Introducciéon

En esta seccién introducimos los conceptos de bidlgebras, biideales, bidlgebras
cociente y morfismos de bialgebras. Mostraremos cémo una bidlgebra B actia so-
bre un algebra A dandole estructura de B-mddulo algebra a izquierda y sobre una
codlgebra C' dandole estructura de B-mddulo coalgebra a derecha. Definiremos cier-
ta accion a derecha de B sobre el dlgebra B* conocida como el traslado a derecha
f — ade f € B* por a € B. Daremos una caracterizacién que nos permita deci-
dir cudndo f € B°. Como consecuencia inmediata, veremos que si B es bidlgebra
entonces B° es biadlgebra.

Mostraremos que K[z] tiene sélo dos estructuras de bidlgebra y luego K[z]° tiene
dos estructuras distintas de bidlgebra que permiten multiplicar las sucesiones recur-

35
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sivas lineales de dos formas diferentes.

Definicién 2.1.1. Una K-bidlgebra es un K-espacio vectorial B junto con trans-
formaciones lineales mpg, Ag, Ag y €g que satisfacen las siguientes condiciones:

(i) (B,mp,Ap) es una K-algebra;
(ii) (B,Ap,€ep) es una K-coalgebra; y
(iii) Ap y €p son morfismos de K-algebras.
Notemos que (iii) es equivalente a la condicién:
(ili") mp y Ap son morfismos de K-codlgebras.

Observacion. La condicién de que Ag: B — B® B sea morfismo de algebras implica
que

Ap(ab) =Y (ab)u) @ (ab)) = Ap(a)Ap(b)
(ab)

Y am@ag | | D by ®@be | =) anba) @ apbea),
(a) ) (ab)

para a,b € B.

Sea B una bidlgebra. Un elemento b € B tal que Ag(b) =1 ®@b+b® 1 es un
elemento primitivo de B.

Ejemplo 2.1.2. Sean K un cuerpo y S un monoide. Entonces el anillo del monoide

K S es una K-algebra con multiplicaciéon dada por mgg(a ® b) = ab y con unidad
Aks(r) = r para todo a,b € KS,r € K. Sea Ags: KS — KS ® KS la aplicacién

dada por
Axg <Z rss> = Z rs(s® s),

sES

y sea €xs: KS — K la transformacion

s (Sr) - 3o

seS seES

Entonces, (K S, Aks, €xg) es K-codlgebra por el Ejemplo 1.2.12. Més atn, vea-
mos que Akg Vv €xg son morfismos de K-dlgebras. Ambas aplicaciones son lineales,
por lo cual basta con verificar las condiciones para los elementos de la base, es decir,
de S. Para lo primero,

Ags(mgs(a®b)) = Agg(ab) = ab ® ab
= Mmrsexs((a®a) @ (b)) = mrsexs(Axs(a) @ Axs(d))
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para todo a,b € S. Ademas,

Ags(Aks(r)) = Ags(r) = r(lgs ® 1ks)
=7 ® lxs = Axs(r) @ lks = Axsers(r)

para todo r € K. Por otro lado,

EKs(mKs(CL & b)) = EKs(ab) =1g = mK(lK & 1K) = mK(EKs(a) X EKs(b))

para todo a,b € S. Ademas,
exs(Axs(r)) = exs(r) = = Ag(r)

para todo r € K. Tenemos entonces que (K S, mgg, Axs, Axs, €xs) es una K-bidlge-
bra. Se conoce como la bidlgebra del monoide.

Ejemplo 2.1.3. Consideremos la K-dlgebra de polinomios K|[x] con estructura de
K-codlgebra como en el Ejemplo 1.2.17. Veamos que las transformaciones Agi,) y
€[] son morfismos de dlgebras. Sean n,m € Ny,

Al (mip (2" @ 2™)) = Agpy (a™™) = 2™ @ 2™
= MgLekE (2" ®2") @ (2™ @ 2™))
= Mia)ek] (AxE (2") @ Ak (™).

Ademas,
Akia)(Aia)(r)) = A (r) =r(1©1) =7 @ 1 = Agpiexp) (1)
para todo r € K. Por otro lado,
€xfz) (MK (2" ® 2™)) = ek (") =1=mrg(1®1) = M (Exf) (") @ expe (™).

Ademas,
exla) Ak (1) = exp(r) =71 = Ak(r)

para todo r € K. Luego, (K[z], Mg, Axa]; Aka): €x2)) €5 K-bidlgebra. Como
Ak (z) = ¢ ® z, se la llama bidlgebra de polinomios con z de tipo gru-
po.

Ejemplo 2.1.4. Consideremos ahora Klz| con la estructura de K-codlgebra del
Ejemplo 1.2.18. Las aplicaciones de la estructura de codlgebra son morfismos de
algebras, pues:

n+m
Akfa) (i) (2" @ 2™)) = Ak (") = Z ( I

>Ik ® xn-l—m—k:‘
k=0
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Por otro lado,

M) (A (27) @ Agp (™)) = (g (?) ' ® x”) (i (T) 2 @ xmj>
EE())er-EE

i=0 j=0

n+m k n m +m n+m
— E : § . . iL'k ® $n+mfk — l’k ® anrmfk.
: i) \k—1 k
k=0 =0 k=0

Ademas,

Axla) Ak (1) = Agp)(r) = (1@ 1) =7 ® 1 = Akpjok) (1)
para todo r € K. Luego, Ag[, es morfismo de K-algebras. Ahora,

n+my __ —
) - 6O,n+m - 50,n50,m

exfa) (MK (2" ® 2™)) = ek (2
= exla) (2" )ex(a) (27) = mi (k) (") ® ek (™).
Ademas,
ex(a](Axa) (1) = e (r) =1 = Ak (r)
para todo r € K. Luego, (K[z], M), Ax(a]; Dka): €x[2)) €5 K-bidlgebra. Como
Agp(r) = 1 ® 2 + 2 ® 1, se llama bidlgebra de polinomios con z primiti-
vo.

Definicién 2.1.5. Sea B una K-bialgebra. Un biideal I es un subespacio vectorial
de B que es ideal y coideal a la vez.

Proposicién 2.1.6. Sea I C B un biideal de B. Entonces, B/I es una K-bidlgebra.

Demostracion. Por la Proposicién 1.2.8, tenemos que B/I es K-algebra. Por la
Proposicion 1.2.20, B/I es K-coalgebra. Veamos primero que Ap/; es morfismo de
K-4algebras. Sean ¢, d € B

Apsi(mp((c+1) @ (d+1)) = Apyrled+ 1) = | > ((ed)qy + I) & ((cd) ) + 1)
(cd)

=D cwy+ D@+ | | D (doy+1) @ (de + 1)
(©) @

= mB/I®B/I((AB/I(C+ ]) X (AB/I<d+ I)))

donde hemos usado que Ag es morfismo de K-algebras en el pasaje de la segunda
a la tercera linea. Ademas, sea r € K

Ap/r(Apyi(r)) = Apyi(Ap(r) + 1) = Apyr(r(As(1) + 1)) = rApr(1p + 1)
=r(lpg+ ) @(1g+1)=(rlg+ 1) (1p+1)
= (AB(T) +]) X (13 +]) = )\B/](T‘) & 13/1.
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Aqui usamos que Ag(lg) = 15 ® 15 porque es morfismo de K-algebras (Ag(1lp) =
Ag(lglp) = Ap(1g)Ap(1p), entonces Ag(lg) es el neutro de B ® B que es el
1p ® 1p). Entonces, Ap/; es morfismo de K-algebras. Por otro lado, sean ¢,d € B

GB/I(mB/[((C—f- I) X (d—l— ]))) = EB/I(Cd—I— I) = EB(Cd)
= ep(c)ep(d) = mx(ep(c) ® ep(d))

donde usamos que eg es morfismo de K-algebras para pasar de la primera a la
segunda linea. Ademas, sea r € K

eg/1(Apy1(r)) = epyr(Ap(r) +1) = ep(Ap(r)) = Ax(r)

donde, en la ultima igualdad, volvimos a usar que e es morfismo de K-algebras.
En consecuencia, B/I tiene estructura de K-bidlgebra. ]

Definicién 2.1.7. Sean B, B’ biadlgebras. Una transformacion lineal ¢: B — B’ es
un morfismo de bidlgebras si ¢ es morfismo de dlgebras y de codlgebras a la vez.

Observacion. Un morfismo de bidlgebras biyectivo es un isomorfismo de bidlge-
bras.

Es notable destacar que las estructuras de bidlgebra dadas en los Ejemplos 2.1.3
y 2.1.4 son las tnicas estructuras de bidlgebras que se pueden definir sobre K[x]
salvo isomorfismo de dlgebras.

Proposicién 2.1.8. Supongamos que el dlgebra usual de polinomios en una variable
K|z| tiene estructura de bidlgebra. Entonces, existe z € Klx| tal que K[z] = K|z]
con z un elemento o bien de tipo grupo o bien primitivo (el isomorfismo es de
dlgebras).

Demostracion. Sea K[z] una bidlgebra y supongamos que

Agp)(r) = Z Zbi,jxi ® 2’ € K[z] ® K],

i=0 j=0

para b; ; € K. Es decir, Ag[y (x) es una suma finita de tensores bi,jxi®xj donde 7 es el
grado de z en el factor izquierdo del tensor y 7 es el grado de x en el factor derecho del
tensor. Denotemos por [ al mayor grado de x que aparece en los factores izquierdos
de los tensores de la suma Agp,. Entonces, b;; # 0 para ciertos 7,0 < j < n. Sea j'
el mayor indice j tal que b;; # 0. Ahora,

(Ix[2) @ Ak(e)) Ak (7) € K[r] @ K[z] ® K7

es una suma finita de tensores de la forma cz’ @ 2/ @ z¥, ¢ € K; i es el grado de = en
el factor izquierdo del tensor y k es el grado del factor derecho del tensor. Notemos
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que [ es el mayor grado de x en el factor izquierdo de esta nueva suma puesto que,
en la primera coordenada, aplicamos la identidad. Por otro lado,

(AKM ® IK[HJ})AK[%] (z) = (AK[x} ® IK[x}) (Z Z bi,jxi ® CUj)

i—0 j—=0
=Y D b Akp(a) @2 =Y Y bi(Axp(r) @ @
=0 7=0 =0 7=0

pues Ay, es morfismo de algebras, y entonces

(AK[Z‘]®[K[I] AKgc] Zzbz] <Zzba5$ K x ) ®$j

=0 j=0 a=0 =0

2 -/ -/
= bt @V @a’ 4+ T,

donde T es una suma de tensores en K [z]® K [z]® K[z] de la forma cz' @ 2/ ® ¥ con
i <12, Como b ;» # 0, la mayor potencia de x que aparece en los factores izquierdos
de los tensores de la suma (Agp) ® Ix)) Ak (x) es 12, Por la coasociatividad del
Ak, tenemos (* = [. Luego, I = 0 o [ = 1. Argumentando de la misma manera,
llamando r al mayor grado de = que aparece en los factores derechos de los tensores
de la suma Ak (), llegamos a r =0 o r = 1. En consecuencia, tenemos

AK[QC]<I> = bgp(]. ® ].) + bo,l(l ® l’) + bl’o(ZE ® ].) + bl’l(l' ® I),

para b070, b(]’l, bl,g, bl,l c K. Sea Yy=T— EK[x}(I) ¥y sea AK[x}(?J) = ZZO Z;'L:O ai’jyi (024
. Comparando las expresiones (AK[QU] X ]K[x])AK[:c] (y) y (]K[JC] & AK[x])AK[x} (y)
como antes, concluimos que a;; = 0sii > 10 7> 1. Como ek, (y) = 0, aplicamos
la propiedad de la counidad a y y tenemos que apo =0y ap; = a1 = 1. Entonces,

Agp(y) =1Qy+yR1+ay®y

para algin a € K. Si a = 0, entonces tomamos z = y y K[z] = K[x] con z primitivo.
Si a # 0, tomamos z = 1 + ay y entonces K|[z] = K|x] con z de tipo grupo. ]

Sea B una bialgebra y A un élgebra con estructura de B-modulo a izquierda
con la accién notada por “”. Entonces decimos que A es un B-mddulo algebra a
izquierda si

b (ad') = (b - a)(be - a’) y b-1y=-ep(b)la
(b)

para todos a,a’ € A,b € B. Sean A y A’ K-algebras. Una transformacién K-
lineal ¢: A — A’ es un morfismo de B-mdédulo algebras a izquierda si ¢ es
morfismo de algebras y morfismo de B-mddulos a izquierda simultdneamente. Sea
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C una coalgebra que es B-médulo a derecha con la accién notada por “-”. Entonces
decimos que C' es B-mddulo coalgebra a derecha si

Ac(c-b) = Z c) - by @ ¢y - b y ec(c-b) = ec(c)ep(b)
(c,0)

para todos ¢ € C,b € B. Sean C'y (" K-coalgebras. Una transformacién K-lineal
¢: C'— ' es morfismo de B-mddulo codlgebras a derecha si ¢ es morfismo
de codlgebras y morfismo de B-moédulos a derecha simultaneamente.

Sea B una bidlgebra. Existe una estructura de B-médulo a izquierda en B*
definida como

(@ = f)(b) = f(ba)

para a,b € B, f € B*. Paraa € By f € B*, el elemento a — f se dice traslado a
izquierda de f por a. La accién del traslado a izquierda le da a B* estructura de
B-médulo algebra a izquierda. En efecto, definimos para f,g € B*,a,b € B

(a— fg)(b) = (fg)(ba) = mp-(f ® g)(ba) = (f ® g)Ap(ba)

=(f®g) Zb(l agy @ bya Zfb(l an))g(beyae))
—Z )= Dbw)ae = 9)be) = [ D _(aq = @ (a = 9) | (As(b))

= mp- Z(au) — f)®(ap —g) | (b) = Z(a(l) = fllag) —g) | ().

(a) (a)
Mas aun,
(@ — 1p«)(b) = 1p+(ba) = eg(ba) = ep(b)eg(a) = (eg(a)lp«)(D).

De forma anéloga, hay una estructura de B-mddulo a derecha en B* dada por

(f = a)(b) = f(ab)

par todo a,b € B, f € B*. Paraa € By f € B*, el elemento f + a se dice traslado
a derecha de f por a. Notemos que f «— B = {f < b: b € B} es un subespacio
de B*. Por ejemplo, sea K|z] la bidlgebra de polinomios con z de tipo grupo. Hay
una estructura de K[z]-médulo a derecha en K[z]* definida por

(f = a’)(@") = f(a7*F)

para f € K|[z]* y k,j > 0. Si notamos por e; la aplicacién definida por e;(z7) = §, ,
tenemos

(e = 27)(a*) = (@) = Gy
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Luego,
i 0 si i<j
Notemos que e; — K|[z] es el subespacio de K[z]* generado por {eg,es,...,¢e;}. Por

lo tanto, dim(e; — Klx]) =i+ 1.
Recordemos ahora una definicién del algebra lineal para fijar la notacién.

Definicién 2.1.9. Sea V' un espacio vectorial,
(i) si W CV es un subespacio, definimos W+ = {f € V*: f(W) = 0};
(ii) si U C V* es un subespacio, definimos U+ = {v € V: v € ker(f),Vf € U}.

Podemos probar el siguiente Lema que es parte de una demostracién mayor
en [Mon93, Lema 9.1.1]:

Lema 2.1.10. Sea B una K-bidlgebra. Sea f € B*. Son equivalentes:
(i) dim(f — B) < o0
(ii) f € B°

Demostracion. (i) = (ii): Sea [ = (f +— B)*. Veamos que I es un ideal cofinito.
Para ello, consideremos la aplicacién ®: B — (f < B)* definida como

ar— ®(a): (f~B)— K
f=b— (f = b)(a) = f(ba).

Esta aplicacion esta bien definida y es una transformacién K-lineal. Notemos ahora
que
ker(®) = {a € B: f(ba) =0,Yb € B} = (f — B)* =1

Tenemos entonces, por la propiedad universal del cociente, un isomorfismo B/I =
(f — B)*. Como dim(f < B) es finita por hipétesis, I es un ideal cofinito. Resta
ver que f se anula sobre I. En efecto, dado b € (f — B)*, resulta que b € ker(f
a),Ya € Bj; es decir, f(ab) = 0,Va € B. En particular, para a = 1p tenemos que
f(b) = 0. Luego, I € ker(f). En consecuencia, f € B°.

(7i) = (i): Sea [ un ideal cofinito tal que f(/) = 0. Para todo b € B, se cumple
que bl C I. Luego, f(bl) = 0; es decir, (f < b)(I) = 0. De esto se deduce que
f~—be I Vbe B. Entonces, f — B C I*+. Como I+ es de dimensién finita, la
contencion prueba lo que queriamos. O

Podemos ilustrar una parte del Lema 2.1.10 con un pequeno ejemplo. Como
antes, dim(e; < K[x]) = i + 1, y entonces e; € K[x]°. De hecho, e; se corresponde
con la sucesion recursiva lineal de orden ¢ + 1 en K con polinomio caracteristico
f(x) = 2" y vector inicial 000...1. Ademaés, e; se anula sobre el ideal (z'™!)

i+1
de codimension ¢ + 1. El Lema 2.1.10 es muy importante para probar la siguiente
proposicion.
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Proposicion 2.1.11. Si B es una bidlgebra, entonces B° es una bidlgebra.

Demostracion. Veamos primero que B° es un algebra. Para ello, necesitamos cons-
truir una multiplicacién mp. y una unidad Ag. que satisfagan las propiedades aso-
ciativa y de la unidad, respectivamente.

Por la Proposicién 1.3.1, B* es algebra con multiplicacién mp» = A% y unidad
Ap+ = €. Notemos por mp. la restriccion de mp- a B°. Debemos ver que nos queda
bien definida la aplicacion mp.: B°® B° — B°. Para ello, sean f,g € B°y a,b € B.
Luego,

(fg = a)(b) = (mp-(f @ g) < a)(b) = mp-(f © g)(ab) = (f © g)Ap(ab)

= (f®g) Z amybay ® apbe) | = Z faybay)g(a@be))
(a),(b) (a),(b)

= Y (f = a@) (b)) (g — ag)(be).
(a),(5)

Mas aun,

> @ = am)bm)(g — ap)be) = > (f = ag) ® (g — am))(ba) @ b))
(a).(0)

- Z((f —aw) ® (9 = a@)) Z b1y ® b2
(a)

(b)

=D ((f = aw) @ (9= a@)Ap(b) = > _mp-((f = ap) @ (9 = a))(b)
(a) (a)

- Z(f —am)(g — agp) | (b).
(a)

En consecuencia, fg < B C span((f «— B)(g < B)). Por el Lema 2.1.10 tenemos
que dim(f < B) < oo y dim(g «— B) < o0, entonces dim(span((f <~ B)(g —
B))) < oo. En consecuencia, dim(fg <+ B) < oo. Se sigue entonces, por el mismo
lema, que fg € B°. Esto nos da la buena definicién. Ademas, como mpg- satisface la
propiedad asociativa, mp. también.

Ahora, vamos a ver cémo es la unidad. Elegimos como candidato natural a
Ap«: K — B* pero debemos ver que Ap+«(K) C B°. Notemos que A\g«(r) = rAg«(1g) =
rlp« = reg. Ahora, ker(eg) es un ideal de B de codimensién finita pues el codominio
de e es K. Luego, eg € B° y entonces Ag-: K — B° como queriamos. Tomamos
pues Age = A« vy tenemos que (B°,mpe, Ago) es una K-algebra.

Por la Proposicion 1.3.9, B° es una coalgebra con comultiplicacion Ag. y couni-
dad eg.. Debemos ver que estas transformaciones son morfismos de algebras para
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verificar que B° es bidlgebra. Sean f,g € B°y a,b € B:

Apo(fg)(a®b) = Ape(mpe(f ®g))(a®b) =mpe(f ®g)(mp(a®Db))
=mpe(f ® g)(ab) = (f ® g)Ap(ab)

=(feyg) (Z amb) ® ag)b ) > flagb bz))-
(a),(b)
(2.1)

(2.2)
= (Ape(f) ® Ape(9))(I @ T ® 1) ( > (agy ®a@) @by @ b<2>))

= (Apo(f) ® Ape(9) I @ TR I)(Ap ® Ap)(a®Db)
= (Aps(f) ® Apo(g9))Apsp(a ®b).

Luego,

(Ape(f) ® Ape(g9))Apgr(a ®b) = Ap.gp-(Ape(f) ® Ape(g))(a @ b)
= mpogpe(Ape(f) @ Ape(g))(a ®b) = (Ap(f)Ag(g9))(a®D).

A partir de (2.1), (2.2) y (2.3) obtenemos
Ape(fg) = Ape(f)Ape(9),

y entonces Apgo es morfismo de algebras. Para terminar, veamos lo que ocurre con
€go. Sear € K,

epe(fg)(r) = (fg)Ap(r) = (mp-(f ® g))(Ap(rlK))
=1(mpe(f ®g))(1) = r(f ® g)(Ap(1s))
=r(f®g)(lp®1p) =rf(1p)g(1n).

Por la demostracion de la Proposicion 1.3.9 tenemos la igualdad

epo(f) = f(1g),

(2.3)

luego
rf(1)g(1p) = repe(f)epe(9) = (ene(f)ep(9))(r).
En consecuencia,

e€go(fg) = eo(f)eno(g)

y entonces €go es un morfismo de algebras. Esto completa la prueba. [
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Proposicion 2.1.12. Si B es coconmutativa, entonces B° es conmutativa. St B es
conmutativa, B° es coconmutativa.

Demostracion. Se trata de un caso particular de la Proposicion 1.3.12. O

Proposicion 2.1.13. Supongamos que B es un K-espacio vectorial de dimension
finita. Entonces, B es una bidlgebra si y solo si B* es una bidlgebra.

Demostracion. Como B de dimension finita, B° = B*. Si B es una bidlgebra, en-
tonces B* es bialgebra por la Proposicion 2.1.11. Ahora, si B* es una bialgebra,
entonces (B*)° es una bidlgebra por la Proposicién 2.1.11. Pero, como dim(B*) =
dim(B) < oo, (B*)° = B** (el doble dual) que se identifica con B. Entonces B es
una bialgebra. O

2.1.1. Aplicacion de la teoria de biadlgebras a las sucesiones
recursivas lineales

Como hemos visto en el capitulo anterior, si K[z| es el dlgebra de polinomios
entonces la codlgebra K[x]° es la coleccién de sucesiones recursivas lineales sobre K
de todos los érdenes. Como vimos en los Ejemplos 1.2.17 y 1.2.18, hay dos estructuras
de codlgebra que hacen de K[z| una bidlgebra. De hecho, por la Proposicién 2.1.8 hay
exactamente dos estructuras de bidlgebras en K[z] salvo isomorfismo de dlgebras.
En consecuencia, por la Proposicién 2.1.11, tenemos dos estructuras de bidlgebra en
Klz]°.

Esto significa que podemos multiplicar sucesiones recursivas lineales de dos for-
mas diferentes (y obtener una sucesion recursiva lineal). Vamos a ver en detalle cémo
son estas dos multiplicaciones.

En primer lugar, si K[z] es la bidlgebra con z un elemento de tipo grupo, entonces
K|z]° es la bialgebra con multiplicacién definida a partir de la comultiplicacién de
K[z] como se describe a continuacién y que notaremos por “-”.

Para {s,}, {tn} € K[z]°, si g(z) = Y\_, aix’ € K[a],

({sn} - {tn})(9(2)) = (mrpe ({50} @ {ta}))(9(2)) = ({80} @ {tn}) Axpa (9())

l

= ({50} @ {tn}) Ak <Z aﬁ) = ({sn} ® {t.}) Zaz

1=0

:Z Asn M) {ta Y a Zalst

=

= {Sntn}(g(x))

Esto es lo que se conoce como producto de Hadamard para sucesiones re-
cursivas lineales. El producto {s,} - {t,} = {sntn} es una sucesién recursiva lineal,
pero jcomo hallamos su polinomio caracteristico? Consideraremos la situaciéon en
que ambas sucesiones son geométricas. Sea {s,} una sucesiéon geométrica con poli-
nomio caracteristico f(z) = x —a, a € K y vector inicial s¢; y sea {t, } una sucesién
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geométrica con polinomio caracteristico g(x) = = — 5,8 € K y vector inicial t.
Entonces, el producto de Hadamard es

{sn} - {tn} = {sntn} = {s00"t0"} = {s0lo()")

que es una sucesiéon geométrica con polinomio caracteristico h(x) = x — aff y vector
inicial Sot().

Si ahora notamos por K[z|" a la bidlgebra de polinomios con x primitivo, entonces
K[z]° es una bidlgebra y la multiplicacién se llama producto de Hurwitz que

Wy

notaremos por “*

Para {s,}, {tn} € K[z]°, g(x) = 3\_, air’ € Klz],
{sn} * {tn})(9(2)) = (mixrape ({50} @ {tn}))(9(2)) = ({50} @ {tn}) Axpy (9(2))
= ({sn} @ {tn}) Axpy Z a;T )

— ({52} @ {£.)) ,Xl;‘% () (27 ® 2779

_ { (?) sjtw} (9(2)).

Nuevamente podemos preguntarnos cémo hallar el polinomio caracteristico del
producto. Consideremos {s,}, {f,} sucesiones geométricas como antes. Tenemos

{su) + ) = {z (") } _ {z ) ﬁ}
= {SO%Z ( )oﬂﬂ“ } = {sotola+ B)"},

que es una sucesién geométrica con polinomio caracteristico h(z) = x — (o + ) y
vector inicial sgtg.

Estas son las ideas esenciales detras de las siguientes proposiciones que damos
sin demostracién por profundizar en ideas que no forman parte del objetivo de esta
tesis. Fueron tomadas de [Und15] que a su vez las adapta de [CG93] y [ZMT73].

Proposicién 2.1.14. Sea K un cuerpo que contiene a Q. Sea {s,} una sucesion
recursiva lineal de orden k sobre K con polinomio caracteristico f(x) y {t,} una
sucesion recursiva lineal de orden | sobre K con polinomio caracteristico g(x). Su-
pongamos que tanto f(x) como g(x) tienen raices distintas en alguna extension
LIK. Sia; con 0 < i <k denota las raices distintas de f(x) y 5; con 0 < j <
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denota las de g(x), entonces el polinomio caracteristico del producto de Hadamard

{Sn} : {tn} = {Sntn} €s
hzy= [ (@—ap).

1<i<k,
1<5<l,
o; B distintos
Proposicién 2.1.15. Con las mismas hipdtesis de la proposicion anterior, tenemos
que el polinomio caracteristico del producto de Hurwitz

[sa) # {ta) = {Z (") sjtn_j}

=0
es
W)= J] (@~ (ai+8)).
1<i<k,
1<5<,
o;+B; distintos
Ejemplo 2.1.16. Sea {s,} la sucesién de Fibonacci en Q con polinomio carac-
terfstico f(x) = 22 — x — 1 y vector inicial sy = (0,1). El producto de Hadamard
{sn} - {sn} = {s0} es
0,1,1,4,9,25,64,169, ...

1+v/5 1-v5

2 2

Las raices de f(x) son a = ; entonces el polinomio caracteristico

del producto es

yvl—a=

h(z) = (z—a’)(z —a(l —a))(z — (1 - a)’) = (v —a’)(z + 1)(z — (2 - a))
=(@+1D)(2* =3z +1)=2° 22" - 22+ 1.

De hecho, el producto es una sucesién {r,} recursiva lineal de orden 3 con relacién
de recurrencia dada por
T'n4+3 = 2rn+2 + 2rn+1 — Tn

y vector inicial 7o = (0,1, 1).

Ejemplo 2.1.17. Sea {s,} la sucesion del ejemplo anterior. Entonces, el producto
de Hurwitz {s,} * {s,} es

0,0,2,6,22,70,230,...

Las raices de f(z) son las mismas de antes. Entonces, el polinomio caracteristico del
producto de Hurwitz es

h(z) = (v —2a)(x — 1)(z — (2 — 2a)) = 2° — 32% — 22 + 4.
De hecho, el producto es una sucesién{r, } recursiva lineal de orden 3 con recurrencia
Tnyg = 3rn+2 + 2rn+1 —4r,

y vector inicial 79 = (0,0, 2).
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2.2. Bialgebras de Myhill-Nerode

En esta seccion vamos a aplicar la teoria de bidlgebras a los lenguajes formales y
los autématas finitos. Probaremos el Teorema de Myhill-Nerode que nos dice cuando
un lenguaje es aceptado por un autémata finito. Generalizaremos este teorema a una
version algebraica en la que cierta bidlgebra (una bidlgebra de Myhill-Nerode) de
dimension finita juega el papel de automata que acepta el lenguaje. Construiremos
varios ejemplos y, por ultimo, veremos que todo autémata finito determina una
bidlgebra de Myhill-Nerode que a su vez determina un autémata finito (no necesa-
riamente el mismo).

Sea ¥ = {aj,as,...,a;} un alfabeto finito y notemos por ¥* la coleccién de
palabras de longitud finita en las letras de . Una palabra z € ¥* se escribe como

T = A4 gy - - - Q4

m

donde iy, s, . . ., 4, es una sucesién finita de enteros en {1,2,3,...,k}. Asumiremos
que X* contiene a la palabra vacia e de longitud 0. Ademas, >* con la concate-
nacion de palabras forma un monoide. Un lenguaje es un subconjunto L C ¥*.
Informalmente, un autémata finito es un tipo de computadora que lee palabras en
3* y entrega un estado. La definicién formal es la siguiente:

Definicién 2.2.1. Un autdmata finito es una 5-upla M = (Q, %, d, qo, F) que con-
siste en un conjunto finito @) de estados, un alfabeto de entrada X, una funcion
de transicion §: Q X X — @, un estado inicial gy € Q y un conjunto de estados
aceptables F' C Q.

El autémata finito comienza en el estado inicial ¢yg. Para la palabra de entrada
T = a;a;, ...aq;, € X" lamaquina se mueve a un nuevo estado de la siguiente forma.
Lee primero la letra de la izquierda a;, y cambia de estado a ¢V = 6(qo, a;,). Luego,
lee la siguiente letra a;, y se mueve al estado ¢ = §(¢V, a;,). Luego, lee a;, y se
mueve al estado ¢©® = §(¢?, a;,) y asi sucesivamente. Cuando lee la tltima letra
a;,, se mueve al estado final ¢ = §(¢™V a; ).

Si el automata finito M estd en el estado ¢ y salta al estado ¢ después de leer la
palabra z € ¥*, escribimos ¢ = & (q, ). De esta forma, lo anterior se transforma en

>

(m) = (qO, Qi Ay - - - aim)

= S(Qh%% )

q

= 5(q(m_1)7 aim)‘

Notemos que S(q, a) = d(q,a) para todo ¢ € Q,a € X.
Una palabra x € ¥* es aceptada por un autémata finito M si con la entrada x
comenzando en el estado inicial ¢q, el autéomata alcanza un estado de F. En otras
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palabras, el autémata acepta la palabra x si y sélo si 5(‘10, x) € F. Un lenguaje L es
aceptado por M si la maquina alcanza un estado aceptable a partir de todas las
entradas x € L.

Los automatas finitos se pueden utilizar para realizar varias tareas. Por ejemplo,
se pueden usar para decidir cuando una palabra en X* tiene, o no, cierta propiedad.
Un autémata de “paridad” (o parity-check machine) decide cudndo una palabra en
{0, 1}* tiene una cantidad par de unos.

Ejemplo 2.2.2 (Autémata de paridad). La maquina decide cudndo una palabra
dada en {0,1}* tiene una cantidad par de 1’s. Tomamos ¥ = {0,1} y definimos
el autéomata M = (Q,%, 9, qo, F)) de la siguiente manera. El conjunto de estados
Q = {qv, 1}, el estado inicial es g y el conjunto de estados aceptables es F' = {qo}.
La funcién de transicion §: Q) x ¥ — @) estd dada por la siguiente tabla.

Veamos qué hace el autéomata con la entrada 1001. Leyendo de izquierda a dere-
cha, el autémata lee el 1 y se mueve desde el estado inicial ¢ al estado ¢; = §(qo, 1).
Luego, lee 0 y permanece en el estado ¢; = §(q1,0) y vuelve a leer 0 permaneciendo
en el estado ¢; = d(qy,0). Finalmente, lee 1 y salta al estado final gy = 6(qy, 1). Como
qo € F', qp es un estado aceptable. La maquina alcanzé un estado aceptable preci-
samente porque 1001 tiene una cantidad par de 1’s. Por otro lado, para la entrada
111 empezando en el estado g, la maquina lee 1 y se mueve al estado ¢; = d(qo, 1),
lee 1 y se mueve a ¢y = d(q1,1). Luego, lee por tltima vez 1 y se mueve al estado
final ¢; = 0(qo, 1) que es un estado no aceptable. Esto ocurre porque 111 tiene una
cantidad impar de 1’s.

En general, para una entrada x € ¥*, el automata de paridad va a alcanzar el
estado ¢y si y sélo si x tiene una cantidad par de 1’s. El lenguaje aceptado por el
autémata es precisamente el conjunto de palabras en {0,1}* con una cantidad par
de 1’s. Precisamente, aceptando sélo esas palabras, el automata finito “decide” qué
palabras tienen una cantidad par de 1’s.

Podemos representar un autémata finito usando un diagrama de transicion
de estados que es un tipo de grafo dirigido cuyos vértices son los estados y las
aristas, orientadas y etiquetadas con letras del alfabeto, representan a la funcién de
transicién. Es decir, la transicién 6(g;, a) = g; para los estados ¢;,¢; y la letra a € X
se indica etiquetando con a la arista dirigida desde el vértice ¢; al g;. Los estados
aceptables se indican con un doble trazo en la circunferencia que rodea al vértice.

La figura 2.1 representa el diagrama de transicién de estados del autéomata de
paridad. Calculemos, por ejemplo, el estado final a partir de la entrada x = 10011
observando el diagrama. Comenzando en la flecha de la izquierda que apunta al
estado inicial, la maquina lee el digito 1 y se mueve por la arista correspondiente al
estado q;. Luego, lee los dos ceros y permanece en el mismo estado. Después, lee un
1 v se mueve al estado qy. Por tultimo, lee el 1 y se mueve al estado q;.
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1

start H e
1

Figura 2.1: Diagrama de transicién de estados para el Autéomata de Paridad. El
unico estado aceptable es el .

Para nuestro préximo ejemplo, construimos un autémata finito que decide si
una palabra en {0, 1}* termina en 11. El lenguaje aceptado por el autémata sera el
conjunto de palabras en {0, 1}* que terminan en 11.

Ejemplo 2.2.3 (Test de palabra terminada en 11). Sea (M, X, 0, qo, F') con estados
Q = {qv, ¢1, ¢2}, estado inicial ¢y y estados aceptables F' = {¢2}. Definimos la funcién
de transicion 6: Q) x ¥ — @ por la tabla

El diagrama de transicion de estados esta dado por la Figura 2.2.

start H

Figura 2.2: Diagrama de transicién de estados para Test de palabra terminada en
11. El tnico estado aceptable es el ¢

Por ejemplo, z = 01011 termina en 11 y la maquina alcanza el estado ¢o (un
estado aceptable) como se pide. Por otro lado, para la entrada 101 la maquina
alcanza el estado ¢ y entonces no es una palabra aceptada por M.

Ejemplo 2.2.4. Consideremos ¥ = {a,b}. Sea (M,%,d,q, F') con conjunto de
estados @ = {qo, ¢1 }, estado inicial gq y estados aceptables F' = {¢;}. La funcién de
transicién esta dada por
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El diagrama de transicién de estados corresponde al de la Figura 2.3.

b a,b

a
start H

Figura 2.3: Diagrama de transicion de estados para el Autémata del Ejemplo 2.2.4.

Notemos que este automata reconoce las palabras que contienen al menos una
letra a como veremos en el Ejemplo 2.2.7.

Es evidente que un autémata finito M = (Q, X, 9, qo, F') acepta el lenguaje L
formado por las palabras x € ¥* tales que 0 (qo, x) pertenece a F.

Ahora nos preguntamos: dado un alfabeto ¥ y un lenguaje L C ¥*, ;existe un
automata finito que acepte al lenguaje L? Las respuesta viene dada por el Teorema
de Myhill-Nerode.

Sea Y un alfabeto finito y sea L C X* un lenguaje. En el conjunto >* definimos
una relacion de equivalencia ~ como sigue: para x,y € »*,

x ~p ysiy sélo si xz € L exactamente cuando yz € L para todo z € X7,

La relacién de equivalencia ~, tiene indice finito si hay una cantidad finita de
clases de equivalencia bajo la relacion.

Proposiciéon 2.2.5 (Teorema de Myhill-Nerode). Sea ¥ un alfabeto finito y sea
L C ¥* un lenguaje. Son equivalentes:

(i) La relacion de equivalencia ~p, tiene indice finito;
(ii) Eziste un autdmata finito que acepta el lenguaje L.

Demostracion. (i) = (ii): Supongamos que ~, tiene indice finito. Debemos cons-
truir un autémata finito que acepte el lenguaje L. Para cada x € X*, sea

[z] ={y € X"y ~p z}

la clase de equivalencia de ~, que contiene a x. Entonces, por la hipétesis, el conjunto
Q = {[z]: x € £*} es finito y serd el conjunto de estados del autémata. Sea §: @ x
Y — @ la relaciéon dada por 6([z],a) = [za] para a € ¥. Veamos que es una
funcién bien definida. Para eso, supongamos que [x] = [y], entonces = ~ y y luego,
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z(az) € L exactamente cuando y(az) € L para todo z € 3*. Por lo tanto, [xa] = [ya].
Ahora,
6([z], a) = [za] = [ya] = 0([y], a).

Esto prueba que § estd bien definida sobre las clases de (). Tomemos ¢y = [e] y
F ={[z] € Q: x € L}. Tenemos entonces el autémata finito M = (Q, %, , qo, F)
que acepta al lenguaje L. En efecto, 5([6], x) = [z] para todo = € ¥*. En particular,
si z € L entonces 6([¢], z) € F.

(7i) = (4): Supongamos que el lenguaje L es aceptado por el autémata finito
M = (Q,%,0,q, F). Definimos ~; la relaciéon de equivalencia dada por z ~j; y
si y solo si 5((]0,35) = S(qo,y). Entonces, ~ tiene indice finito puesto que hay un
conjunto finito de estados en (). Notemos que

L={zxeX": §q,z)eF},

y entonces L es una uniéon de algunas de las clases de equivalencia bajo la rela-
cién ~jr. Supongamos ahora que x ~j; y. Entonces, S(qo,l‘) = 3(q0,y) y luego,
(g0, x2) = 6(qo, yz) para todo z € X*. En consecuencia, zz € L si y s6lo si yz € L
para todo z € X*, es decir, x ~, y. Esto dice que el indice de ~j, es menor o igual
que el indice de ~j; pues cada clase de ~, es una unién de clases de ~ ;. O

Vamos a ver varios ejemplos para calcular la cantidad de clases de equivalencia
bajo ~ para ver si determinados lenguajes L son o no aceptados por autématas
finitos.

Ejemplo 2.2.6. Sea L el vocabulario del idioma espanol que consiste en palabras
formadas a partir del alfabeto X = {a,b, ¢, ..., z}. Asumimos que L es un conjunto
finito; luego, existe una palabra z € L de longitud maxima d. Ahora, cualesquiera
dos palabras x,y € ¥* de longitud > d son equivalentes pues, para toda palabra
z € ¥*, tanto xz como yz no pertenecen a L. Luego, ~ admite a lo sumo |L| + 2
clases de equivalencia (contando una clase por cada palabra incluyendo la palabra
vacia y otra por todas las palabras fuera de L). Por el Teorema de Myhill-Nerode,
el idioma espanol es aceptado por un autémata finito.

Ejemplo 2.2.7. Sea L C {a,b}* definido como
L ={zay: z,y € {a,b}"}.

Ahora, y ~p e si y s6lo si yz € L exactamente cuando z € L,Vz € {a,b}*. Luego,
le] = {y: y ¢ L}. Esto lo podemos ver separando casos en z. Si z € L, entonces yz
también, pues seguro que contiene una letra a pues z ya la tiene. Si z ¢ L, entonces
yz so6lo va a estar en L siy € L.

Por otro lado, y ~, a si y sdlo si yz € L exactamente cuando az € L,Vz. Como
az siempre esta en L, necesito que yz también. Pero esto sélo sucede si y € L. Luego,
l[a] = {y: y € L}. Obviamente, [e] # [a]. Entonces, el conjunto de clases bajo ~, es
{le], [a]} con L = [a]. Por el Teorema de Myhill-Nerode, el lenguaje L es aceptado
por el autémata finito de la Figura 2.4.

Notemos que se trata del mismo diagrama de la Figura 2.3 reetiquetando los
nodos.
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b a,b

a
start H

Figura 2.4: Diagrama del Ejemplo 2.2.7

Ejemplo 2.2.8. Sea ¥ = {a,b} y sea L el lenguaje formado por las palabras en
{a,b}* que no tengan dos letras b consecutivas. Se tiene que y ~ e si y sélo si
yz € L exactamente cuando z € L. En consecuencia, la clase [e] estd formada por
todas las palabras y € L que terminan en a o bien y = e. Por otro lado, y ~ b si
y sélo si yz € L exactamente cuando bz € L. Luego, [b] esta formada por todas las
palabras que terminan en b pero no en bb. Finalmente, y ~ bb si y solo si yz € L
exactamente cuando bbz € L. Entonces, [bb] es el conjunto de palabras y ¢ L. El
Teorema de Myhill-Nerode nos permite construir el autémata de la Figura 2.5 que
acepta al lenguaje L.

a a,b

b
b
st —(14) (14)
a

Figura 2.5: Diagrama del Ejemplo 2.2.8

Ejemplo 2.2.9. Tomemos ¥ = {a,b} y L = {a"b": n > 0}, es decir,
L = {e, ab, aabb, aaabbb, aaaabbbb, . . . }.

El conjunto de clases bajo ~ es

{L\ {e}, [0], [¢], [al, [aal, [aaal, [aaad], . .. }

con L = L\ {e} U [e]. Es facil ver que las clases son distintas. Estudiando casos,
se puede probar que son todas. Luego ~, tiene indice infinito, y entonces no existe
automata finito que acepte el lenguaje L.

Fijemos un poco de notacion para el resto de la seccién. Sea K un cuerpo y S
un monoide. Notamos por H a KS la bidlgebra del monoide como en el Ejemplo
2.1.2 con dual lineal H* = K S*. Recordemos la estructura de H-moédulo a derecha
en H* definida como

(p — 2)(y) = p(zy)



54 CAPITULO 2. BIALGEBRAS

para todo x,y € H,p € H*. El elemento p < x es el traslado a derecha de p por .
Ademds, p — H = {p — x: x € H} es un subespacio de H*. Vamos a considerar el
monoide S = X* de las palabras sobre el alfabeto finito X y L C S un lenguaje. Sea
p: S — K la funcién caracteristica de L definida como

() = 1 si z€L
PREI=10 si 2¢L

Entonces, p se extiende por linealidad a un elemento p € H*. En efecto,

p (Z axx) = a.p(x).

T€S z€S

La siguiente proposicion es fundamental en lo sucesivo.

Proposiciéon 2.2.10. Sea L C S un lenguaje y sea p el elemento de H* = KS*
definido arriba. Entonces ~p, tiene indice finito si y solo si el conjunto de traslados
a derecha {p — x: x € S} es finito.

Demostracion. Sea [z] la clase de equivalencia de x por la relacién ~. Definimos
una relacién de equivalencia ~,, sobre S como sigue: x ~,, y si y s6lo si p(zz) = p(yz)
para todo z € S. Entonces, ~=n~, por la definicién de p. Notemos por [z], la clase
de equivalencia de x bajo ~,. Luego, {[z]: z € S} = {[z],: € S}. Definimos la
relacién

d:{[z]p:x eSSt —>{p—a:2eS}

por la regla ¢([z],) = p < =. Supongamos que [z], = [y],, entonces

O([z]p) =p—z=p—y=2o(yl).

Luego, ¢ esta bien definida sobre las clases de equivalencia bajo ~,. La aplicacién
es claramente sobreyectiva. Veamos que es inyectiva. Para ello, supongamos que
o([x]p) = &(lylp)- Entonces, p < x = p — y, de donde [z], = [y],. Tenemos entonces
una biyeccion entre las clases de equivalencia bajo ~p y {p < z: x € S} de lo cual
se sigue el resultado buscado. O]

La Proposicion 2.2.10 es el punto de partida para generalizar el teorema de
Myhill-Nerode a un monoide S arbitrario. La condiciéon “~ tiene indice finito” se
reemplaza por la condicién de finitud sobre el conjunto {p «— x: x € S}. Una cierta
bidlgebra jugara el papel del autéomata finito que acepta el lenguaje.

Proposicion 2.2.11. Sea S un monoide y sea H = KS la bidlgebra del monoide.
Sea p € H*. Son equivalentes:

(i) El conjunto {p — x: x € S} de traslados a derecha es finito;

(ii) Existe una bidlgebra B de dimension finita, un morfismo de bidlgebras V: H —
B y un elemento f € B* tal que p(h) = f(V(h)) para todo h € H.
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Demostracion. (i) = (ii): Sea Q = {p < x: x € S} el conjunto finito de traslados
a derecha. Para cada u € S, definimos el operador a derecha r,: @ — ) como

(p—ax)ry,=(p+—x) — u=p+ zu.
El conjunto {r,: u € S} es finito por la cota
{ru: we S} <1Q|7

Dotamos al conjunto {r,: u € S} de la operacién binaria dada por la “composicién
de operadores” definida como: para ry,r, € {r,: u € S},p+— x € Q,

(p— x)(ryry) = (p — zU)ry, = p — UV = (P — T)Typ-

Luego, r,r, = 74 para todo u,v € S. Entonces, el conjunto {r,: v € S} con
la composicion de operadores es un monoide con unidad r;. Notemos por B la
bidlgebra del monoide {r,: u € S} sobre K. Sea ¥: H — B la transformacién
K-lineal definida por ¥(u) = r,. Entonces,

U (uv) = 1y = ryry = Y(u)W(v).
Ademas,
Ap(W(w)) = Ap(ry) = 1y ® 7y = V() © U(w) = (U & W)(u @ w) = (¥ & B)Ag(w)

y
eg(V(u)) = ep(ry) = ex(u).

Entonces, ¥ es morfismo de bidlgebras. Sea f € B* definido como

f(ru) = ((p = Dra)(1) = (p = w)(1) = p(u).

Entonces p(h) = f(¥(h)) para todo h € H como se pide.

(1) = (4): Supongamos que existe una bidlgebra de dimension finita B, un mor-
fismo de bidlgebras W: H — By un elemento f € B* tal que p(h) = f(¥(h)) para
todo h € H. Definimos una accién - de H en B, que resulta en una estructura de
H-modulo a derecha, como

b-h=>b¥(h)
para todo b € B,h € H. Entonces, parab € B,z € S,

Ap(b-z) = Ap(b¥(z)) = Ap(b)Ap(¥(z)) = Zb@) ®be) | (Y@ ¥)Ay(x)
(b)

= (D by @by | (U(z) @ U(x) =D by (z) @ by ¥(x)
(b) (b)

=D by 2 ®by -2
(®)
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ep(b-x) =ep(bV(x)) = ep(b)ep(V(x)) = ep(b)ey(z).
Luego, B es H-moédulo codlgebra a derecha. Ahora, sea () el conjunto de los elemen-
tos de tipo grupo de B. Por la Proposicién 1.2.24, () es un subconjunto linealmente
independiente de B. Como B es de dimension finita, () es finito. Como B es H-
modulo codlgebra a derecha con accion -, tenemos
Ap(g-z)=q-2®q-a
para ¢ € Q,x € S. Luego, - se restringe a una accién de S en ). Ahora, para

T,y €S,
(p = 2)(y) = plzy) = f(¥(zy)) = f(V(z)¥(y))

(2.4)
= f((1p¥(2)¥(y)) = f((1s - 2) - y).
Sea
T={q€Q:q=1p-x, para cierto z € S}
Por (2.4), existe una funcién sobreyectiva
00T —{p—=z:2e€8}
definida como
ol -z)(y) = f((1p-2) - y) = (p = 2)(y).
Como T es finito, {p < z: = € S} es finito. O]

Las bidlgebras construidas en la Proposicion 2.2.11(ii) se llaman bidlgebras
de Myhill-Nerode. La forma mas sencilla de construir una bidlgebra de Myhill-
Nerode es comenzar con un lenguaje L. C S para el cual ~p es de indice finito.
Luego, por la Proposicién 2.2.10, el conjunto de traslados a derecha {p «— z: x € S}
es finito, y entonces, por la implicacién (i) = (i7) de la Proposicién 2.2.11, existe
una bidlgebra de Myhill-Nerode B, un morfismo de bidlgebras ¥: KS — B y un
elemento f € B* tal que p(h) = f(¥(h)), para todo h € KS. Veamos algunos
ejemplos.

Ejemplo 2.2.12. Sea L C S = ¥* = {a,b}* el lenguaje del Ejemplo 2.2.7. En
este caso, las clases de quivalencia bajo ~p son [e] y [a], con L = [a]. La fun-
cién caracteristica p: S — K se extiende a una funcién p € KS* definida como
P> ,eg @) = Y g azp(x). Hay exactamente dos traslados a derecha de p:

{p~=1,p+~a}.
El conjunto de operadores a derecha es {r1,7,} y quedan definidos por la tabla
p—=z|(p—ax)r | (p—2)r,

p—1| p+1 pa
p—al| p—a p—a
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El monoide T' = {ry, r,} tiene la operacién dada por

La biadlgebra del monoide KT es la bidlgebra de Myhill-Nerode. Mas aun, el
morfismo de bidlgebras ¥: K.S — KT esta dado por ¥(x) = r,. Sea {e,,e,,} la
base de KT* dual a la base {r1,7,} de KT. Considero h =) _ga,v. Entonces, el
elemento e,, € K'T" es tal que

p(h) =p (Z amx) = (@) =Y a0 = Y aaer, (1)

zeSs zeS zeSs zeS

=e,, (Z amh&) =e,, <\If (Z aw:)) =e,, (V(h)).
z€S zes

Es decir, e,, es el elemento f de la Proposicién 2.2.11. Ademas, en este caso KT
es una K-bidlgebra con KT* = K x K como K-algebras mediante la asignaciéon
e; — (1,0),e, — (0,1) y con estructura de codlgebra definida como

AKT* (eTl) = €r ® €ry)
AKT* (era) = €r X €r, + €rq X €ry + €r, ® €ras
EKT*(GM) = €n (Tl) =1,

EKT™ (era) = era(rl) = 0

Ejemplo 2.2.13. Consideremos ahora el lenguaje L del Ejemplo 2.2.8. Las clases
de equivalencia bajo ~, son [e], [b], [bb] con L = [e] U [b]. Si p € KS* denota a la
extension de la funcién caracteristica de L como antes, el conjunto de traslados a
derecha es Q = {p — 1,p — b,p — bb}. El conjunto de operadores a derecha es
{71, 7b, Tbb, Tar Tabs Toa } - LOS operadores estéan definidos por la siguiente tabla

p—z|(p=a)ri | (p=a), | p=2)res | p— )10 | (p = 2)ra | (p — )70

p+—1 p—1 p+—2b p +— bb p+—1 p—2b p+—1
p—>b p—b p — bb p +— bb p—1 p+—b p +— bb
p+—>bb| p<+ bb p — bb p — bb p +— bb p+— bb p — bb

El monoide T' = {ry, 'y, op, Ta, Tabs Tha } tiene la operacién definida por
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r Ty Tbb Tq Tab | Tba

| n ™ | Tob | Ta | Tab | Tha
o | o | Tob | Tob | Toa | Tb | Thb
Tob | Tob | Tob | Tob | Tob | Tob | Thb
Tq Tq Tab | Tb Tq Tab Tq
Tab | Tab | Tob | Tob | Ta | Tab | Tbb
Toa | Tba | To | Tob | Toa | Tb | Tba

La bialgebra del monoide KT es la bialgebra de Myhill-Nerode y el morfismo de
bidlgebras ¥: KS — KT estd dado por U (z) = r,. Sea {€,, €, €ryy, €ras €ruys Erpa }
la base de KT dual a la base T de KT. Sea h = ) _¢a,>. Entonces el elemento
f de la Proposicién 2.2.11 es 1 — e, ; en efecto

= p (Z axas) = aup(z)

zeS €S
= E Ay 5 Oyl = E Gy g er, (1)
xeS ry €T, zeS ry €T,
TyFTb TyFTbb
= E az erbb ) eT’bb (2 :CZITI>
z€eS zeS

= (1 - eTbb) (‘“I] <Z azx)) = (1 - em,)(‘p(h))-
z€S

Ejemplo 2.2.14. Sea X = {a}, para cada entero i > 0, notemos L; = {a'} C S =
3*, con funcién caracteristica p;: S — K. Sea H = KS y sea p; € H* = K5* la
extension de p;. El conjunto finito de traslados a derecha de p; € H* es

Qi = {pz — 17p2 —a,p; — 0,2, Y 2 aiapi — a’i+1‘}

El conjunto de operadores a derecha sobre @; es el monoide T; = {ry, 74, 7a2, .. ., Tqi, Tgit1 }.
Tenemos, para cada 0 < m,n <i+ 1,

oo ] Tamen si 0<m+n<i+1
amtat ) pyim st mAn>i+1

B; = KT; es la bidlgebra de Myhill-Nerode con morfismo de bidlgebras ¥,: H — B;
definido como @ — r,. El elemento e, . € B} es tal que

pi(h) = er,(Wi(h)),
para todo h € KS.

A continuacién, vamos a ver cémo una bidlgebra de Myhill-Nerode determina
un autémata finito. Sea B una bidlgebra de Myhill-Nerode construida a partir de
un lenguaje L con ~p de indice finito (como en los Ejemplos 2.2.12, 2.2.13 y 2.2.14).
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Proposicion 2.2.15. La bidlgebra de Myhill-Nerode B determina un autéomata fi-
nito (Q,%,0,q,, F') que acepta el lenguaje L.

Demostracion. Como conjunto de estados del autémata tomamos @) el conjunto
finito de elementos de tipo grupo de B; se trata precisamente del conjunto finito
de operadores a derecha Q = {r,: z € S}. Como alfabeto de entrada elegimos .
Como hemos visto, la estructura de H-moédulo a derecha de B se restringe a una
accién “”7 de S en ). Definimos, entonces, la funcién de transicién 6: Q) x X — @
como

5(7";5, y) - rw\P(y) =TTy = Ty,

para r, € ),y € S. El estado inicial es ¢y = 15 y el conjunto de estados aceptables
F' es el subconjunto de @) de los elementos de la forma 1z -z, € S para los cuales

p(z) = f(¥(z)) = f(1p¥(z)) = f(lp-z) =1
Por construccién, el autémata finito (Q, X, d, 15, F') acepta el lenguaje L. n
Ejemplo 2.2.16. Sea B la bidlgebra de Myhill-Nerode construida en el Ejemplo

2.2.12. El autémata finito estd dado por Q = {ry,r.}, F = {r,}, con funcién de
transicion ¢ dada por la tabla

El diagrama correspondiente al autémata estda dado por la Figura 2.6. Este
autémata acepta el lenguaje L del Ejemplo 2.2.12.
b a,b

a

start —

Figura 2.6: Diagrama de transicion de estados para el autémata del Ejemplo 2.2.16.

Ejemplo 2.2.17. Sea B la bidlgebra de Myhill-Nerode construida en el Ejem-
plo 2.2.13. El autémata finito estd dado por @ = {ri,7s, "bh, Ta, Tabs Toa}, F =
{r1,7b, Tas Tab, Tba} con funcién de transicién § dada por la tabla
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L | Ta | T
Ty | Tba | Tob
Top | Tob | Tob
Tq Tq Tab
Tab | Ta | Tob
Tba | Tba | Tb

El autémata asociado estd dado por la Figura 2.7. Este autéomata acepta el
lenguaje L del Ejemplo 2.2.13. Notemos que no es el mismo autémata de la Figura
correspondiente a dicho ejemplo.

start H

Figura 2.7: Diagrama de transiciéon de estados para el autémata del Ejemplo 2.2.17.

Ejemplo 2.2.18. Para i > 0, sea B; la bidlgebra de Myhill-Nerode construida
en el Ejemplo 2.2.14. El autémata finito estd dado por (Q;, %, 0;, 1., F;) con @Q; =

{ri,7a,7a2, .« Tgi,giv1 }, F'={ry} con funcién de transicién ¢; dada por la tabla
a
T Ta
Ta Ta2
T'q2 Ta3
Tqi Tqi+1
Tai+1 | Tgitl

El diagrama de estados esta dado por la Figura 2.8. Este autémata acepta el
lenguaje L del Ejemplo 2.2.14.
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Figura 2.8: Diagrama de transicion de estados para el autémata del Ejemplo 2.2.18.

2.3. Swucesiones regulares

En esta tltima seccion presentamos el concepto de sucesion regular que genera-
liza las sucesiones recursivas lineales sobre cuerpos finitos.

Sea S un monoide numerable como conjunto. Luego, los elementos de S se pueden
listar como

Loy, L1, T2, T3, ..

Sea K un cuerpo y consideremos H = K S la bidlgebra del monoide. Sea p € H*.
Definimos una sucesién {s,} en K por la regla s, = p(z,) para n > 0. Entonces,
decimos que {s,} es una sucesién regular si el conjunto de traslados a derecha
{p ~— x: x € S} es finito. Recordemos que para x € S, el traslado p — x € H* se
define como (p — z)(y) = p(xy),Vy € S.

Ejemplo 2.3.1. Sean S = {a,b}* y L el lenguaje que consiste de todas las palabras
que no tienen dos letras b consecutivas (ver Ejemplo 2.2.8). Las clases de equivalencia
bajo ~, son [e], [b], [bb], vy L = [e] U [b]. El conjunto S es numerable y sus elementos
se pueden listar como

e,a,b,aa,ab,ba,bb, aaa, aab, aba, abb, baa, bab, bba, bbb, aaaa, aaab, . . .

Estamos listando por longitud primero y luego por orden lexicografico. Aqui, xo =
e,r1 = a,rs = b, etc. Sea p: S — K la funcion caracteristica de L que se extiende a
una funcién p = Y  p(x,)e, € H* con e,(,,) = 0pm. La sucesion s, = p(z,) en
K es

1,1,1,1,1,1,0,1,1,1,0,1,1,0,0,1, 1, ...

El indice de ~, es 3, entonces por la Proposiciéon 2.2.10, el conjunto de traslados a
derecha {p « z: x € S} es finito. Luego, {s,} es una sucesién regular.

Veamos un lema, [NU11, Lema 4.1], que serd necesario para caracterizar a las
sucesiones regulares.

Lema 2.3.2. Sea W un conjunto, K un cuerpo y Map(W, K) el dlgebra de funciones
de W en K Si A es un subespacio de Map(W, K) de dimension finita n > 0, existen
elementos wy,ws, ..., w, € W y una base {g1,92,...,9,} de A tal que g;(w;) = J;;
para todo 1 < 1,7 <n.
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Demostracion. Procederemos por induccién en n. Para el caso n = 1 tomamos {f}
base de A. Como f es no nulo, existe un elemento w € W tal que f(w) # 0. Sea
g = f(w)~'f. Entonces {g} es base de A y cumple que g(w) = 1.

Asumamos que n > 1 y que existen elementos wy,...,w, 1 € W y funcio-
nes ¢i,-..,4,_1 € Map(W, K) que cumplen ¢i(w;) = 6;; para 1 <i,j <n—1y
span{gy, ..., q,_1} = span{ fi,..., fao—1}. Como f, ¢ span{g},..., g, _,}, la funcién
h = fo— falw)gy — -+ — fu(w,_1)g,,_; es no nula. En consecuencia, existe un ele-
mento w, € W tal que h(w,) # 0. Sea g, = h(w,) 'h. Entonces, g,(w;) = 0 para
1<i<n—1ygn(w,) =1 Paracadal <i<n—1,seag, = gi—g;(w,)g,. Entonces,
gi(wy,) = 0. Més atn, g;(w;) = d;;. Ademads, span{gi,...,¢,} = span{fi,..., fu} y
entonces la base buscada es {g1,...,gn} ]

Proposicién 2.3.3. Asumiendo la notacion anterior, {s,} es una sucesion reqular
si y solo si dim(p — H) < 0o y la imagen p(S) = {p(x): x € S} es finita.

Demostracion. Si {s,} es una sucesién regular, entonces el conjunto de traslados
{p ~— z: x € S} es finito. Como {p < z: x € S} genera p — H, entonces p — H es
finitamente generado. En particular, dim(p «— H) < oco. Més atn, para todo = € S,
(p — x)(1) = p(x) y entonces {p(z): = € S} es finito.

Reciprocamente, supongamos que dim(p < H) =n < ooy p(S) = {p(z): x € S} es
finito. Luego, p «— H es un subespacio de dimension finita del K-espacio vectorial
Map(S, K) y entonces, por el Lema 2.3.2; existen elementos yi,9s,...,yn € Sy
una base {fi, fa,... fn} de p — H tal que fi(y;) = 6;;. Sea x € S. Entonces,
existen elementos ry,7ry,...,7, € K paralos cuales p — x =rifi+rofo+---+r,fn.
Evaluando en y; obtenemos r; = p(zy;) € p(S) para 1 < j < n. Como p(95) es finito,
solo hay una cantidad finita de combinaciones lineales de los f; que representan a los
traslados a derecha de p. Luego, la cantidad de traslados es finita y entonces {s,}
es regular. O

Como consecuencia de la Proposicion 2.3.3 la nocién de sucesion regular no
depende del orden en que listamos los elementos de S.

Proposicién 2.3.4. Sea K = GF(p™) el cuerpo finito de p™ elementos. Sea {s,}
una sucesion recursiva lineal de orden k en K. Entonces, {s,} es regular.

Demostracion. Sea ¥ = {z} el alfabeto formado por una sola letra. Entonces, S =
¥* = {1,z,2% ...} y K[z] con la estructura de bidlgebra del Ejemplo 2.1.3 es la
bidlgebra del monoide H = KS. Por la Proposiciéon 1.3.13, la sucesién {s,} se
corresponde con un elemento p = Y s,e, € H° con e,(2™) = d,,,,. Claramente,
sp = p(z™) para todo n > 0. Ahora, por el Lema 2.1.10 dim(p «— H) < co. Ademés,
como p(S) C GF(p™), se sigue que es un conjunto finito. Luego, por la Proposicién
2.3.3, {s,} es regular. O

Ejemplo 2.3.5. Sea K = GF(2). Consideremos {s,} la sucesién recursiva lineal
de orden 3 sobre K con polinomio caracteristico f(z) = z® + x + 1, relacién de
recurrencia

Sp4+3 = Spg1 + Sp,n > 0,
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y vector inicial sy = 101. La sucesion {s,} es periddica de periodo 7. De hecho, la

sucesion es
1,0,1,1,1,0,0,1,0,1,1,1,0,0,...

que es regular por la Proposicion 2.3.4.

Sea {s, } la sucesién regular en K = GF(2) del Ejemplo 2.3.5conp = > 7 spe, €
K{z]°. El conjunto finito de traslados a derecha es

{p=1,p—a,p+a®p+—a’p—a'p—a®p—a’}

En consecuencia, la Proposicién 2.2.11 nos permite construir una bidlgebra de Myhill—
Nerode B, un morfismo de bidlgebras V: K|[z] — B y un elemento f € B* tal que
p(h) = f(V(h)) para todo h € Klz]. Construimos B de la siguiente manera. El
conjunto de operadores a derecha es

T = {Tla Ty Va2, Ted, Typdy T, Tmﬁ}
con la operacion dada por la tabla de abajo.

T1 Tz T2 T3 T4 Ty5 6

T1 T1 Tz T2 T3 T4 Ty5 T 6
Tz Tz T2 T3 T4 Ty5 T 6 T1
Ty2 Ty2 T23 T4 T 25 T 6 T1 Tz
Te3 | Ty3 | Tpd | Tpds | Ty T1 Tz T2
Tt | Tyd | Tys | Tyt T1 Te Tx2 | T3
T 5 T 5 T 6 T1 Tx Ty2 T3 T4

La bialgebra de Myhill-Nerode B es K'T'= K (. Notemos que K'T™ tiene como

base
{er, er,, €r21Cr3,Cr 45 Cr 5; 6716}
con €y, (ryn) = Opmp. Existe un morfismo de bidlgebras V: K[z] — KT definido
como ¥(z) = r,. Sea
f=eyte,te e,

Entonces, p(h) = f(V(h)),Vh € K|z]. Adicionalmente, la sucesién {s,} determina
el lenguaje L C {z}* definido de la siguiente manera: para n > 0, 2™ € L si y sélo
si s, = 1. El lenguaje L es aceptado por el autéomata finito de la Figura 2.9.

X

Figura 2.9: Diagrama del autémata finito que acepta el lenguaje L.
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Capitulo 3

Algebras de Hopf

En este capitulo vamos a introducir la nocién de algebra de Hopf sobre un cuer-
po K como una bidlgebra con un morfismo adicional conocido como antipoda que
satisface una cierta propiedad. Damos algunos ejemplos basicos incluyendo el anillo
del grupo KG. En este ejemplo, la antipoda tiene orden 2 y nos preguntamos en-
tonces bajo qué condiciones es cierto este hecho. Damos una respuesta completa a
esta pregunta y como corolario, probamos que las algebras de Hopf conmutativas o
coconmutativas tienen antipodas necesariamente de orden 2.

3.1. Definiciones y ejemplos basicos

Definicién 3.1.1. Una K-dlgebra de Hopf es una K-bidlgebra (H, my, Ay, Ay, €x)
junto con una transformacién K-lineal oy : H — H que satisface

para todo h € H. La funcién o se conoce como antipoda. La Condicién (3.1) es la
propiedad de la antipoda.

Observacion. En notacion de Sweedler, la condicion se traduce en

Z h(l)UH(h@)) = 6H(h>1H = Z UH(h(1))h(2) (3.2)
(h) (R)

para todo h € H.

Definicién 3.1.2. Sean H y H’' dos K-dlgebras de Hopf. Un morfismo de dlgebras
de Hopf es un morfismo de bidlgebras ¢: H — H’ que satisface la propiedad

¢(on(a)) = on(p(a))

para todo a € H. Un morfismo de dlgebras de Hopf es isomorfismo si ¢ es una
biyeccion.

El cuerpo K es una K-algebra de Hopf tomando o = [x. Se llama K-algebra
de Hopf trivial. Veamos algunos ejemplos mas.

65
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Ejemplo 3.1.3. Sea GG un grupo finito y KG la bidlgebra del monoide como en el
Ejemplo 2.1.2. Definimos la antipoda como ogg: KG — KG

oka(T) = 71

para 7 € GG. Entonces KG es una K-algebra de Hopf.

Ejemplo 3.1.4. Sea K|x] la bidlgebra de polinomios con z primitivo (ver Ejemplo
2.1.4). Definimos la antipoda o, K|x] — K[z] como

oxpl(2) = (—2)
para i > 0. Entonces K|[z]| es K-élgebra de Hopf. Vedmoslo: sea i > 0,

. e .
M) (k) ® Okla) Ak () = M) (Ik(e) ® Okla)) (Z (k) e k)

k=0

= mi (Z ()" @ o W‘—'f)) = miga (Z () <—x>i—’f)
_ () -1t (Z () <—1>”> ¥ = 0 = e () L

Si ¢ = 0, tenemos
Mk ([ ® Ok ) Axia) (1) = Mk [k @ k) (1 ® 1) = 0x(1) = 1 = egp(1)

Analogamente,
M) (O © IxE) Ax (') = exg (@)
Ejemplo 3.1.5. Si consideramos la bidlgebra de polinomios con x de tipo grupo

(ver Ejemplo 2.1.3), no podemos dotarla de una estructura de K-dlgebra de Hopf.
En efecto, la condicién (3.1) nos dice que

Mi] (K] @ Ok]) Ax)(2) = M) (I © 0k)) (2 @ 1)

= Mg (T ® ok (1) = 20KE) () = expp(z) = 1.

En particular, necesitamos que xog[,)(x) = 1. De la misma forma, desarrollando la
otra mitad de la condicién tenemos o (x)r = 1. Esto implica que ok, deberia
ser el inverso de z en Klz|, algo que no es posible.

Sin embargo, podemos modificar esta bidlgebra para poder definir una estructura
de algebra de Hopf.

Ejemplo 3.1.6. Sea K|z, y]/(xy — 1) el cociente de K-algebras. Entonces

Klz,yl/(zy —1) = K[z,27].
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Definimos la comultiplicaciéon Agj, ,-1] tomando tanto x como 27! como elemen-
tos de tipo grupo. Definimos la counidad €, ;-1 como z +— 1, x~! — 1. Considera-
mos como antipoda la aplicacion dada por

vt T (3.3)
Entonces, K[z, 27| es K-dlgebra de Hopf.

El siguiente ejemplo estd tomado de [Swe69, pp. 89-90] con la notacién adaptada
de [Mon93, Ejemplo 1.5.6].

Ejemplo 3.1.7 (Algebra de Hopf de Sweedler). Sea K un cuerpo de caracteristica
distinta de 2. Sea H la K-élgebra generada por {1, g, x, gx} con las relaciones

=1 22=0, ,x9=—gu.
Definimos la comultiplicacion Ay : H — H ®x H como
g—=g®g, t—rR1+9gRux,
y la counidad ey : H — K por
g—1, —0.

Tomamos como antipoda oy: H — H la funciéon dada por g — g,z — —gzx.
Veamos que H es K-dlgebra de Hopf. Para ello debemos ver que se respetan las
relaciones. Es decir, debemos verificar que Ag(z?) = Ag(0), Ag(¢?) = Axy(1) vy
Ap(rg) = Ag(—gz). Lo mismo para eg. Verifiquemos algunas de estas cuentas:
Ap(a®) = Ap(x)Ap(z) = (2@ 1+g® )’
=22@l+rgRr+grr+g 2> =0

Ap(zg) = Ap(x)Ap(g) =19 @ g+ 9> ® a9
=—(92® g+ 9" ®gzr) = -Ay(9)An(z) = Ap(—gz)

Ademas debemos ver que se cumple la propiedad de la antipoda. Basta con verificarla
sobre los generadores.

mu(Ig ® og)An(g9) = gou(g) = 99 =1=0u(9)g = mu(on ® In)Au(g)

mu(lg @ op)Ap(x) =xoy(1) + gopg(x) =2 — g°x =
=—gr+g9r=o0p(r)+ou(g)r =mu(og @ Iy)Ay(z)

mu(lg @ og)Ap(zg) = xgou(g) + log(zg) =z + on(zg)
=x+op(g)og(r) =2 —g*r=0
= en(zg)

mu(on @ Ig)Ag(xg) = og(rg)g + 19 = (x + ou(zg))g = 0 = eg(zg)
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Una K-algebra de Hopf H se dice conmutativa si es un algebra conmutativa; de
forma similar, decimos que H es coconmutativa si es una coalgebra coconmutativa.
El algebra de grupo KG del Ejemplo 3.1.3 es coconmutativa; es conmutativa si y
s6lo si G es un grupo abeliano.

Las algebras de Hopf de los Ejemplos 3.1.4 y 3.1.6 son conmutativas y cocon-
mutativas. Por otro lado, el dlgebra de Hopf de Sweedler del Ejemplo 3.1.7 no es ni
conmutativa ni coconmutativa. Una K-algebra de Hopf de este tipo se dice grupo
cuantico.

Veamos qué ocurre con la antipoda del Ejemplo 3.1.3. Tenemos

oxa o oga(T) = oga(t™) = (177 = Ixq(7).

En consecuencia, tiene orden 2. Podemos preguntarnos si es cierto que las antipo-
das son de orden 2. En general, la respuesta es que no. Si consideramos el dlgebra
de Hopf de Sweedler del Ejemplo 3.1.7, tenemos

(cmoon)(z) =on(on(r)) = on(—gr) = ou(xg)

= oulg)on(r) = g(—gr) = —g’r = —x.

En el calculo usamos que oy es un antimorfismo como veremos en breve en la
Proposicién 3.2.3 y la relaciéon —gx = xg. Luego, oy no tiene orden 2 en este caso.
De hecho, aplicando oy cuatro veces sobre x obtenemos x nuevamente. Como sobre
g es la identidad y sobre gz sélo depende de lo que ocurra con x, tenemos que el
orden es un divisor de 4. La cuenta anterior nos muestra que no puede ser 2, luego
la antipoda es de orden 4.

Mas adelante, daremos condiciones sobre el algebra de Hopf que nos permitan
afirmar que su antipoda es de orden 2.

3.2. Propiedades basicas
Consideremos una K-coélgebra C'y una K-élgebra A. Notemos por Homg (C, A)

la coleccion de transformaciones lineales ¢: C' — A. Sobre Homg (C, A) podemos
definir una multiplicacién del siguiente modo. Para f,g € Homg(C, A), a € C,

(f #9)(a) =ma(f ® g)Ac(a) =) flaw)g(a)-
(a)

Esta multiplicacién se llama convolucion de f y g.

Proposicién 3.2.1. Sea C' una K-codlgebra y A una K -dlgebra. Entonces, Homy (C,
Jgunto con la convolucion * es un monoide.

Demostracion. Veamos que se cumplen los axiomas de monoide. Primero verifique-
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mos la asociatividad de *. Para f, g € Homg(C, A) tenemos

(f % (g=h))(a) =ma(f @ (g% h)Ac(a) =D flaw)(g* h)(aw)
(a)

- Z flaw) Z g(a(2)<1))h(a(2)<2))a

(a) (a(2))

que en notacién de Sweedler es }° ) f(aq))g(a())h(a)). Ahora, por la coasociati-
vidad de Ag,

> flagy)gla@)hlas) => Y fla A, )Ma@) = _(f * 9)(an)hlaw)

(@ (@ (aq) (@
=ma((f *g) ®h)Ac(a) = ((f * g) * h)(a).

Luego, * es asociativa. Ahora, debemos darle una unidad. Para ello, veamos que
A€o sirve a tal efecto. Para ¢ € Homg(C, A), a € C,

(Aaec = 9)(a) = ma(Aacc ® 9)Ac(a) =ma | Y Malec(an) © dlag)
(a)

= Z)\A(ec(a( P(ag)) ZEC’ amy)Aa(lx)é(ae)
= Z EC 1,4@5 CL(Q) Zﬁb EC QS(G)

Luego, Ajec * ¢ = ¢. En forma totalmente analoga obtenemos ¢ x Ajec = o.
Entonces, Homg (C, A) es monoide con la convolucién. ]

Proposicién 3.2.2. Sea H una K-dlgebra y sea Homg(C, A) el monoide de la
Proposicion 3.2.1. Entonces,

UH*IH = )\HEH = [H*UH-
En otras palabras, oy es inverso a izquierda y a derecha de Iy bajo la operacion *.

Demostracion. Tomamos a € H. Usando la notacién de Sweedler

CTERII ZUH ))0(2)-

Esto ultimo es igual, por un lado, a ey (a)ly por la Condicién (3.2). Pero ademés
eg(a)ly = eg(a)A\y(lx) = Ag(eg(a)) = (Ageg)(a). Por otro lado, por la misma

ecuacién tenemos que
Z"H a2) = Z%)UH(G(Q))
(a)

que podemos escribir como (/g * oy)(a). Esto concluye la demostracion. O
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La convolucion se puede usar para mostrar que la antipoda og: H — H es un
antimorfismo de dlgebras en un sentido que serd precisado en la siguiente proposicion.

Proposicion 3.2.3. Sea H una K-dlgebra de Hopf con antipoda og. Entonces, se
verifican las siquientes propiedades:

(i) op(ab) = oy(b)ou(a) para todo a,b € H, esto es, oy es antimorfismo de
algebras;

Demostracion. (i): Consideramos la K-codlgebra H ® H y la coleccién de transfor-
maciones lineales Homy (H ® H, H). Tenemos que my € Homy(H® H, H). Vamos a
definir dos elementos mas en Homy (H® H, H) de la siguiente manera. Sean a,b € H,

ogmp: H® H— H, a®bw— og(ab),
p=mylog®@oy)T: HOH — H, a®br oy(b)oy(a).

Como vimos en la pagina 22, H ® H es codlgebra con comultiplicaciéon dada por
AH®H(G & b) = Z(a,b) a(1) ® b(l) ® a(2) & b(g) vy counidad eH®H(a X b) = GH(CL)EH(b).
Para probar (i) primero vamos a ver que

my * ¢ = Agegog = ¢ * My, (3.4)

y después, que

mpmg*ogmpg :)\HEH®H = o0ogmmg*xmg. (35)
Veamos primero (3.4). Para a,b € H,

(my x¢)(a®b) = (my*my(ocyg @oy)T)(a @ b)
=myg(my @ my(og @ oy)T)A(a ®b)

=mg mH(a(l) ®b(1))®mH(UH®UH)T(a(2) ®b(2))
(a,b)
= awbuyon(be)on(aw) = awen(b)oulaw)
(a,b) (a)
= Z EH(b)a,(l)O'H(CL(Q)) = eH(b)eH(a)lH = )\H€H®H(a X b)
(a)

En las lineas 3 y 4 hemos usado la propiedad de la antipoda. Luego mpy * ¢ =
Ag€nen. Por un célculo similar, tenemos ¢ * my = Ageggy. Veamos ahora (3.5).



3.2. PROPIEDADES BASICAS 71

Sean a,b € H,

(my * ogmpg)(a®b) = my(my @ cgmp)Agen(a @ b)
=my Z mp(a@) ® b)) ® opmp(ae) ® be)
(@)

= ambumyoulaebe) = mu(ly @ o)Ay ab)
(a:b)

= ey(ab)ly = eg(a)ey(b)1y = Apenemn,

luego, my * oymy = Agepggy. De forma similar, tenemos que ogympy * my =
Am€engm. Ahora, juntando (3.4) y (3.5), tenemos

Mg * ¢ =myg * ogmy,
luego,

(pxmp)*xd = (p*xmpy)*xogmy
)\H€H®H k ¢ = )\H€H®H X OgMy
o =ogmpy por la Proposicién 3.2.1

Esto concluye la prueba de (7).
(71): Observemos que

=muy(Ip @ og)Au(lg ® 1g) = og(ly).

Observacion. Notemos que si H es conmutativa, oy es morfismo de algebras.

3.2.1. Antipodas de orden 2

Podemos probar ahora una proposicién que nos permite determinar bajo qué
condiciones la antipoda de un algebra de Hopf tiene orden 2.

Proposicién 3.2.4. [Swe69, Proposicion 4.0.1] Sea H un dlgebra de Hopf. Son
equivalentes:

(i) Z(h) heyou(hay) = Agen(h) para todo h € H,
(1) Z(h) or(h@)hay = Auer(h) para todo h € H,

(ZZZ) OgOHg — IH
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Demostracion. (i) = (iit): Basta ver que oyoy es inversa a derecha de oy pues Iy
es inversa de oy y la inversa es tnica. Sea h € H,

ou * (onon)(h) = ou(ha))ouon(he)

(h)
=og Z or(h)ha) por Proposicién 3.2.3(i)
(h)
=oy(Agen(h)) por hipétesis
= en(h)on(Au(lk)) = en(h)ou(ln)
=eply por Proposicién 3.2.3(ii)
= Ayen(h).

como querfamos ver.
(17i) = (i1): Notemos que

Ageg(h) = Iy xog(h) por definicién de antipoda

= Z hayowu(hg) = Z oror(hay)or(he) por hip6tesis
(h) (h)

=om | Y heon(ho)
(n)

Aplicando oy a ambos lados de la igualdad obtenida y usando la hipétesis tene-
mos

on(Amen(h) = onon | Y heou(hy) | = heon(ha.
) )

Como vimos en la implicacién anterior, tenemos que oy (Agey) = Agey. Entonces,

/\HEH(h) = Z h(Q)O'H(h(l))
(h)

como queriamos ver.
(73) = (i4i): En forma andloga a la primera implicacion, basta ver que ogoy es
inversa a izquierda de op.

Sea h € H,

(cnon) *ou(h) =Y onou(hay)on(he) = o | Y heou(hy)
(h) (k)

como queriamos ver.
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(731) = (i): En forma anéloga a la segunda implicacién, notemos que:

Auen(h) = oy * In(h) =Y on(ha)he
(h)

= Z O‘H(h(l))O’HO‘H(h(g)) =0y Z UH(h(g))h(l)
(h) (h)

Aplicando oy a ambos términos de la igualdad obtenida y usando la hipdtesis,
tenemos

O'H()\HEH(h)) = 0gogy Z O'H(h(z))h(l) = Z O'H(h(g))h(l)
(h) (h)

y entonces
Awen(h) =Y ou(h)ha
(R)
como queriamos. O
Corolario 3.2.5. Si H es conmutativa o coconmutativa, entonces ogoy = Iy .

Demostracion. Si H es conmutativa, tenemos

Age(h) = Z or(hay)he) por definicién de antipoda
(h)

= Z hyor(hy) pues H es conmutativa.
(h)

Entonces, por la Proposicién 3.2.4(i7) = (iii), tenemos lo pedido.
Por otro lado, si H es coconmutativa, se tiene

Agep(h) = Z hayor(he)) por definicién de antipoda
(h)

= Z hyou(hay) pues H es coconmutativa.
(h)

Luego, por la Proposicién 3.2.4(ii) = (iii) nuevamente, tenemos lo pedido. O

Vamos a ver ahora que oy es antimorfismo de codlgebras (en un sentido que
precisamos a continuacion).

Proposicion 3.2.6. Sea H una K-dlgebra de Hopf con antipoda op. Entonces se
satisfacen las siqguientes propiedades:

(i) T(og ® ow)An = Agon,
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(’LZ) €EHgOg — €.

Demostracion. Consideramos Homg (H, H ® H) el conjunto de transformaciones
lineales de H en H ® H. Notemos que Ay € Homg(H,H ® H). Definimos dos
elementos mas:

Yp=1(lop®oy)Ay: H>H®H, a— ZUH(G(Q)) ® opn(aq)),
()

Agoy: H—- H® H, a~ Z or(a)q) ® og(a)e),
(om(a))

para todo a € H.

En la pagina 10, vimos cémo darle a H® H estructura de K-algebra. Recordemos
que la multiplicacién estd dada por (a ® b) ® (¢ ® d) — ac ® bd y la unidad por
r— Ag(r)® 1y = rly ® 1y para todo a,b,c,d € H,r € K. Adoptaremos una
estrategia similar a la de la Proposicién 3.2.3 para probar que los elementos definidos
arriba son iguales. Mas precisamente, veremos que

AH*Qﬂ:AH@HGH:Qﬂ*AH (36)

AH*AHUH:AHe@HEH:AHUH*AH- (37)

Para probar (3.6), sea a € H,

(A *¥)(a) = mpen(Ay @) An(a) = mpen(Ag @9) [ > aq) ® ap)
(a)

= MHeH Z AH<a(1)) ® @D(G(g))
(a)

= Z ) ® em(ap))luy por la propiedad de la antipoda

= ZGH a(2) a(l)aH(a(g)) ® 1y
= Z aqyou(ap) ® 1y por la propiedad de la counidad

= eH( g ® 1y por la propiedad de la antipoda
= (Anenen)(a).
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Esto prueba que Ag *Y = Agggey. De forma similar, obtenemos ¥ *x Ay = Agomeq.
Entonces, vale (3.6).
De forma directa, se demuestra (3.7). Se sigue que

vx (Agx) =0 x (A x Agog)

(Y*xAp)*xtp=(Y*xAy)*xAyoy

AHoHEH * Y = AggHEH * AgoH
V= Apgoy.

Esto concluye (7).
Para ver (7i), notemos que para todo a € H,

EH(CL) = eH(a)eH(lH) = GH(€H<CL)1H)

= €x Z anyom(aew)) por la propiedad de la antipoda
(a)
= eulag)en(on(aw)) =Y eulon(en(an)aw))
(a) (a)
=ey(oy(a)) por la propiedad de la counidad.

O

Observacion. De forma similar a lo que mencionamos anteriormente, oy es un mor-
fismo de codlgebras si H es coconmutativa.

3.3. Biideales, cocientes y duales

Definicién 3.3.1. Sea H una K-algebra de Hopf. Un ideal de Hopf I es un biideal
(viendo a H como K-bidlgebra) tal que oy (1) C 1.

Proposicién 3.3.2. Sea I C H wun ideal de Hopf de H. Entonces, H/I es una
K-dlgebra de Hopf.

Demostracion. Por la Proposicion 2.1.6, H/I es K-bidlgebra. Ademéds, como oy (1) C
I, entonces oy induce una transformacién K-lineal o/r: H/I — H/I definida como
a+ I~ og(a)+ I. Tenemos entonces

mH/[(IH/] X UH/I)AH/I(G + ]) = mH/[(IH/I X O'H/[) Za(l) + 1 & CL(Q) + I
(a)
= Za(l)aH(a(g)) +1=eyla)lg+1
(a)
= GH/](CL+])1H/[.



76 CAPITULO 3. ALGEBRAS DE HOPF

En forma andloga obtenemos

mH/[(O'H/I X IH/I)AH/I(G + I) = GH/](CL + [>1H/I-
Luego, H/I es K-élgebra de Hopf, como queriamos ver. O

Proposicion 3.3.3. Sea H un K-espacio vectorial de dimension finita. Entonces,
H es K-dlgebra de Hopf si y solo st H* es K-dlgebra de Hopf.

Demostracion. Supongamos que H es K-algebra de Hopf. Por la Proposicion 2.1.13,
H* es una bialgebra. Sea oj;: H* — H* la traspuesta de oy. Entonces, para f €
H* a e H,

(mp-(In- ® op-)An-(f))(a) = mp-((In- @ on+)Ap=(f))(a)

(Lo~ @ op- )AH*(f))AH(a) = A (f)Un ® on)An(a)
= f(mu(In ® on)Au(a)) = f(em(a)ln)

= ey(a)f(lu) = en(f)en(a)

= en+(f)1u-(a).

En forma similar, obtenemos
mpy-(on @ Iy=)Ap+(f) = en-(f)1u-.

En consecuencia, oy« = o7, satisface la propiedad de la antipoda y H* es K-algebra
de Hopf.

Reciprocamente, si H* es K-algebra de Hopf, entonces H** = H es K-algebra
de Hopf. n

Ejemplo 3.3.4. Sea G un grupo finito. Entonces KG es K-édlgebra de Hopf (ver
Ejemplo 3.1.3). Entonces, KG* es K-algebra de Hopf. El subconjunto {p, },ec con
po(T) = d,r es una base para KG*. La multiplicacién en KG* se define como

(pupr) (W) = po(w)p-(w), luego p,pr = 0, ,py. La unidad es
kg K — KG*, r+— regg.

La comultiplicacién de KG* estd dada por

Aka(po) = Y pr @ pu

V=TW

(recordar la Proposicién 1.3.11), y la counidad ey« estéd dada por p, — p,(1). Por
ultimo, la antipoda o+ : KG* — KG* esta definida como p, — p,-1.



Capitulo 4

Aplicaciones

En este capitulo vamos a ver tres aplicaciones de las algebras de Hopf. En pri-
mer lugar, vamos a estudiar las bidlgebras casi coconmutativas y las estructuras
cuasitriangulares sobre bidlgebras. Mostraremos que toda bialgebra cuasitriangular
determina una solucién de la ecuacién cuantica de Yang-Baxter y trataremos espe-
cialmente dos ejemplos de dimension dos para hallar todas sus estructuras cuasitrian-
gulares. Veremos que las algebras de Hopf casi coconmutativas permiten generalizar
nuestra respuesta al problema de cuando una antipoda tiene orden 2. Especifica-
mente, probaremos que las antipodas al cuadrado dan una conjugacion.

Como segunda aplicacién, definiremos el grupo de trenzas en tres cuerdas y
mostraremos que las estructuras cuasitriangulares determinan representaciones de
este grupo.

Por 1ltimo, la tercera aplicacion relaciona variedades afines con algebras de Hopf.
Maés precisamente, veremos qué estructura algebraica podemos asociarle a una varie-
dad afin A a partir de la identificacién con el conjunto de morfismos de K-algebras
de su anillo de coordenadas K[A] al cuerpo K. Veremos que si K[A] es una bidlgebra
o un algebra de Hopf, entonces podemos darle a A estructura de monoide o grupo,
respectivamente.

4.1. Estructuras cuasitriangulares y QYBE

En esta seccion introducimos los conceptos de biadlgebra casi coconmutativa y
bidlgebra cuasitriangular. Veremos que las bidlgebras cuasitriangulares determinan
soluciones a la ecuacién cuantica de Yang-Baxter y veremos coémo calcular las es-
tructuras cuasitriangulares de una bialgebra y un algebra de Hopf de dimension 2.
Por ultimo, veremos que las algebras de Hopf cuasitriangulares generalizan a las
algebras de Hopf con antipoda de orden 2.

Sea K un cuerpo. Sea B una K-bidlgebra y B ® B el producto tensorial de
K-dlgebras. Sea U(B x B) el grupo de unidades de B& By R € U(B® B).

77
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Definicién 4.1.1. El par (B, R) se dice casi coconmutativo si el elemento R satisface
T(Ap(b)) = RAg(D)R™! (4.1)
para todo b € B.

Si la bidlgebra B es coconmutativa, entonces el par (B,1® 1) es casi coconmuta-
tivo. Ademds, si B es conmutativa pero no coconmutativa, entonces (B, R) no puede
ser casi coconmutativo para ningin R € U(B ® B) pues la condicién (4.1) se reduce
a la condicion de coconmutatividad.

Escribamos R =", a; ® b; € U(B ® B). Notaremos

R”=)"a;®b®1€ B,

i=1

R¥ =% a;01@b € B¥,

i=1

323221®ai®bi € B®3.
i=1
Definicién 4.1.2. El par (B, R) se dice cuasitriangular si (B, R) es casi coconmu-
tativo y ademds se cumplen las condiciones:

(Ap® Iz)R = R¥®R*, (4.2)
(Ip ® Ag)R = R¥®R". (4.3)

Claramente, si B es coconmutativa, entonces (B, 1 ® 1) es cuasitriangular. Una
estructura cuasitriangular es un elemento R € U(B ® B) tal que (B, R) es
cuasitriangular. Dos bidlgebras cuasitriangulares (B, R) y (B’, R') se dicen isomor-
fas como bialgebras cuasitriangulares si existe un isomorfismo de bidlgebras
¢: B — B’ tal que R’ = (¢ ® ¢)(R). Lo notamos (B, R) = (B’, R'). Dos estructuras
cuasitriangulares R, R’ sobre B son equivalentes si (B, R) = (B, R') como biélgebras
cuasitriangulares.

Ejemplo 4.1.3. Supongamos que B es una bidlgebra conmutativa y no coconmu-
tativa (por ejemplo podemos tomar B = KG* con G un grupo finito no abeliano).
Entonces (B, R) no puede ser cuasitriangular para ningin R € U(B ® B) puesto
que vimos que no puede ser casi coconmutaivo; es decir, B no tiene estructuras
cuasitriangulares.

Presentaremos ahora unos ejemplos en forma parcial que seran tratados con mas
detalle en lo sucesivo.

Ejemplo 4.1.4. Sea T'= {1,a} el monoide con multiplicacién dada por la tabla

Q=
Q |
Q Q|
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Sea KT la bialgebra del monoide. Hemos visto esta bidlgebra con anterioridad:
es isomorfa a la bidlgebra de Myhill-Nerode del Ejemplo 2.2.12. Veremos que sélo
tiene estructura cuasitriangular trivial R =1 ® 1.

Ejemplo 4.1.5. Sea K un cuerpo de caracteristica # 2, sea C el grupo ciclico de
orden 2 generado por el elemento g y sea KCs la bidlgebra del grupo. Entonces,
existen exactamente dos estructuras cuasitriangulares no equivalentes sobre KCs,
que llamaremos Ry =1® 1y

1

Mostramos el siguiente ejemplo para ilustrar un caso en que se pueden definir
infinitas estructuras cuasitriangulares no equivalentes sobre una misma algebra de
Hopf. Se encuentra tratado con mayor detalle en [Rad93, §2].

Ejemplo 4.1.6. Sea H el algebra de Hopf de Sweedler del Ejemplo 3.1.7 definida
sobre el cuerpo K = Q. Para a € K, sea

1
R(“):§(1®1+1®g+g®1—g®g)

a
+§(x®m—x®gx+ga:®az+ga:®gx).

Luego, R es estructura cuasitriangular sobre H. M4s atin, existe un nimero infinito

de estructuras cuasitriangulares no equivalentes de la forma R®,

Nuestra intencion es clasificar las estructuras cuasitriangulares de los Ejemplos
4.1.4 y 4.1.5. Pero antes vamos a mostrar por qué es importante el estudio de las
bidlgebras cuasitriangulares.

Proposicién 4.1.7 (Drinfeld, 1990). Supongamos que (B, R) es una bidlgebra cua-
sitriangular. Entonces
R12R13R23 — R23R13R12. (44)

Demostracion. Por un lado tenemos

R2RBR® = R2(Ap ® I5)(R) por (4.2)
®1) (Z Ap(a;) ® bi>
- i RAp(a;) ®b; = iTAB<ai)R ® b; por (4.1)

i=1 i=1

= (i TAp(a;) ® bi) (R®1)

=1

TAB®IB (Zag}@b) R@l)
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Continuando el calculo, tenemos

(TAp @ Ip) <Z a; @ b; ) ®1) = (rAp ® Ig)(R)R"

= (T X IB)(AB X ]B)(R)R12
= (1 ® Ig)(R¥®R*®)R" por (4.2)
_ R23R13R12.
Y esto concluye la prueba. O

La ecuacion (4.4) se conoce como ecuacién cuantica de Yang-Baxter (QYBE,
por sus siglas en inglés). La Proposicién 4.1.7 nos dice que las bidlgebras cuasi-
triangulares determinan soluciones para la QYBE. Mas adelante veremos que las
soluciones de la QYBE nos dan representaciones del grupo de trenzas Bs. Por el
momento, continuamos con el problema de construir estructuras cuasitriangulares
para la bidlgebra de monoide KT y la bidlgebra de grupo KCs.

La siguiente proposicién nos permite extender isomorfismos entre bidlgebras a
isomorfismos de bidlgebras cuasitriangulares.

Proposicién 4.1.8. Supongamos que (B, R) es cuasitriangular y que ¢: B — B’
es un isomorfismo de K-bidlgebras. Sea R' = (¢ @ ¢)(R). Entonces, (B',R') es
cuasitriangular.

Demostracion. Notemos primero que (¢ @ ¢(R™')) = ((¢ @ ¢)(R))™'. Sea V/ € B/,
luego existe b € B tal que ¢(b) = b'. Ahora,
TAp (V') = 1A (4(D) = 7(¢p ® ¢)Ap(b)  pues ¢ es morfismo de bidlgebras
= (¢ ® ¢)TAp(D)
= (¢ ® ¢)(RAB(D)R™) pues (B, R) es cuasitriangular.

Si continuamos el calculo usando que ¢® ¢ es morfismo de algebras BB — B'® B/,

(0@ ) (RARD)R™) = (¢ ® §)(R)(d @ 6)Ap(b)(¢ @ ¢)(R™)
= (0@ ¢)(R)(¢® ¢)Ap(b)((¢ ® ¢)(R))™
— R/AB/(b,)<R,)_1

y entonces (B’, R) es casi coconmutativa. Veamos ahora que se verifica la Condicién

(4.2):

(Ap @ 1p)(R) = (Ap @ Ip) (¢ ® ¢)(R) = (Ap ® 1) (Zsﬁ a;) ® ¢(b; )

n

- Z Ap(p(a:) @ d(bi) =D (¢ ® ) Ap(a;) @ ¢(b;)

1=1

=(p®9®9) (ZAB a; ®b> = (¢ ® o ® ¢)(Ap @ Ip)(R).
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Continuando con la misma cuenta,

(00 ® @) (A ®Ip)(R) = (¢ @ ¢ ® ¢)(RPR®) pues (B, R) es cuasitriangular

SCETEY) <<iai®1®bi> (ilé@ai@bi))

i=1

- (Zqﬁal ®1® (b ) (Zl®¢az ® (b ))

= (0 ®¢)(R)"((¢ ® 9)(R))*
_ (R/)13<R/)23.

Luego, se verifica la Condicién (4.2). De forma analoga verificamos la condicién
(4.3). Y entonces (B’, R') es cuasitriangular. O

Necesitaremos las siguientes proposiciones para encontrar estructuras cuasitrian-
gulares. Recordemos las transformaciones s1: K®B — B, sy: BQK — B que estan
definidas como r ® b — rb, b ® r — rb, respectivamente.

Proposicién 4.1.9. Supongamos que (B, R) es cuasitriangular. Entonces
(i) s1(eg ® Ig)(R) =1,
(ZZ) SQ(IB X EB)(R) =1.

Demostracion. Para probar (i), observamos que

(51@1p)(ep®Ip® Ip)(Ap®Ip)(R) = (51 ® Ip)(ep ® Ip ® Ip) (i Ap(a;) ® bi)

=1

= (81 & ]B) (i(ég X [B)AB(ai) &® bl>

=1

= 281(63 (9 ]B)AB<ai) ® bl = Zai ® bz = R.

1=1 i=1
Entonces, tenemos

R=(51®1Ip)(ep® Ip® Ip)(Ap ® I)(R)
= (51© Ip)(ep ® Ig® I5)(R®R*)  por (4.2)
= (81 (9 ]B)<EB RIp® IB)(R13)(31 ® IB)(EB ®1Ip® ]B)<R23)

n

= (51 ®Ip)(ep @ Ip® Ip) <Zai® 1®bi) (51®1p)(ep ® Ip ® Ip) (Zl®ai®bi>
i=1

i=1

- (ieB a; 1®b) (Za@b) = (gl®€B<ai)bi> R.

i=1
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Entonces,

Zl@eB(ai)bi = 1®1

=1

y, en consecuencia,

=1

1=s (Z epla;) ® bz-) = s1(ep ® I)(R).

De forma andaloga, se prueba (i7). O

Ahora estamos en condiciones de probar que la bidlgebra del monoide B = KT
del Ejemplo 4.1.4 tiene una unica estructura cuasitriangular y es la trivial. Antes
observemos que el dual K7™ es una K-bidlgebra con base {e1, €,} donde e,(y) = d,,.
La estructura de algebra en K7™ estd dada por eze, = 0, €,. Por la Proposicién
1.3.11, la comultiplicacion esta dada por

Agr-(e1) = €1 ® e Agre(eg) =e1® e, + e, e+ €, ® eg.
La counidad viene dada por
EKT* (61) =1 EKT* (6a) = 0.

Tenemos un isomorfismo de bidlgebras ¢: KT — KT* definido como ¢(1) =
e1+eqy ¢la) =er.

Proposicion 4.1.10. Sea KT la K-bidlgebra del Ejemplo 4.1.4. Entonces existe
una unica estructura cuasitriangular en KT tomando R =1® 1.

Demostracion. Claramente, 1 ® 1 es estructura cuasitriagular de K'T'. Debemos ver
que no puede haber otra.

Si (KT, R) es cuasitriangular, entonces (KT*, R') con R’ = (¢ ® ¢)(R) es cua-
sitriangular por la Proposiciéon 4.1.8. Veamos entonces céomo son las estructuras
cuasitriangulares en el dual.

Supongamos pues que (KT* R') es cuasitriangular para cierto R’ € U(KT* ®
KT*). Dado que {e;®e1, €1 Re,,6,R€1,e,R¢€,} s base para KT*® KT*, podemos
escribir

R =w(e; ®er) +x(e1 ®eq) +ylea ®er) + z(ea @ €4)

para w, z,y, z € K. Para simplificar los cdlculos adoptaremos la notaciéon 1 = 17+,
I =Ikgpe, € =€xgps y A = Agps. Por la parte (i) de la Proposicion 4.1.9,
l=e+e¢,
=s1(e@)(w(eg®er) +x(eg ®e,) +ylea ®er) + z(eq ®ey))

= we; + xe,.
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y entonces w = x = 1. De forma similar, aplicando la parte (i7) de la Proposicién
4.1.9 tenemos y = 1. Entonces,

R=ec1®e +e1Qe,+ e, Qe+ 2(e, De,)

para z € K. Necesitamos hallar todos los valores de z tales que (KT™*, R') es cuasi-
triangular. Necesariamente, debe valer

(A I)(R) = (R)¥(R).
Ahora,

(ARNR)=(A®I)(e1®e1+e1Res+ e, Qe+ 2(e, Rey))
=e1®e) Qe+ (e1Q@e€1) Qe+ (e1Re,+e, Qe +e,Re,) e+
Z2((e1®eg+e,®@er +eq ®eq) ®ey)
—e1Re1®erter Ve Ve, ter1Re, e +e,R e Xe;
te,Re, Rer®er+ z(e1 ®e, Re,) + 2(e, ® ey @ ey)
+ z(e, ® e, ® e,) (4.5)

Mas aun,

(RYB(RY =(e1® (e1 4+ ea) ®er1+e1 @ (61 + €q) @eq + eq ® (1 4 €4) ® €1
+2(e, @ (ea+e4) ®ea))((eg+eq)Rer®er+ (e1+e4) e R e,
+(e1+e) e, ®er+ z((e1 +e,) Re, Rey))

=1 ®e1Re;+e1®e, Ve +e1 Qe Ve, + 61 Qe, R e,
+e,RepRe+e, e, e+ 2(e, ® e ®e,)
2(e, ®e, ®ey))(e1Rer®e;+e, Qe Qe +e1 Qe Re,
Ca®ea®er+e1®e,®er+e,®e,®er + 2(e1 ®eq ®eg)
+ z2(e, R e, ®ey))

=1 Re®e;+e1Re, Ve +e Qe ®e, +2(61 ®e, R egy)
+e, Re1Re+e, e, Rey+ 2(e, ®ep ®ey)
(g ® eq ® €g). (4.6)

Luego, si (KT*, R') es cuasitriangular, comparando las Ecuaciones (4.5) y (4.6)
tenemos

e1R¥erert+e1Rer®e,+e1Xe, e +e, Qe Qe
+e,Re, Qe+ z(eg ®e, ®ey) + 2(e, ®ep ®ey)
z(e, ® e, ® e,)

=1 Re®e;+e1Re, Ve +e1 Qe e, + 2(e1 R e, R eg)
+e,®er®er+e, Qe @er+ 2(eq ®er ®e,)
2eq ® eq ® eq)
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y entonces 22 = z. Tenemos dos posibilidades: z = 0 o bien z = 1. Si z = 0, entonces
R’ no es una unidad en KT* ® KT* pues, por ejemplo, R'(a ® a) = 0. Luego,

Rlzel®€1+€1®€a+ea®€1+ea®ea:1®1

es la unica estructura cuasitriangular para KT*. En consecuencia, si (KT, R) es
cuasitriangular, entonces

(P®9)(R) =101

Se sigue que R =1 ® 1 es la Unica estructura cuasitriangular en KT'. O]
Sea H una K-dlgebra de Hopfy R=3"" ,a;®b; € U(H ® H).

Definicién 4.1.11. El par (H, R) es un dlgebra de Hopf cuasitriangular si (H, R)
es cuasitriangular como K-bidlgebra y la antipoda oy es una biyeccién.

Observacion. Notemos que si H es una K-algebra de Hopf de dimension finita,
su antipoda es necesariamente una biyeccion. Este hecho se deduce del Teorema
Fundamental de los médulos de Hopf y de la teoria de integrales de las algebras
de Hopf que no hemos tratado en esta tesis. Para una demostracién de este hecho,
puede consultarse, por ejemplo [Mon93, Teorema 2.1.3|. Luego, si buscamos édlgebras
de Hopf que eran cuasitriangulares como bidlgebras pero que no tengan antipodas
biyectivas, no podemos buscar entre las algebras de Hopf de dimension finita.

Una estructura cuasitriangular es un elemento R € U(H ® H) tal que (H, R)
es cuasitriangular. De la misma forma que antes, decimos que dos algebras de Hopf
cuasitriangulares (H, R) y (H', R') son isomorfas como algebras de Hopf cua-
sitriangulares si existe un isomorfismo de algebras de Hopf ¢: H — H' tal que
(¢ ® ¢)(R) = R'. Dos estructuras R y R’ sobre una misma algebra de Hopf son
equivalentes si (H,R) = (H, R').

Nuestro objetivo ahora es calcular todas las estructuras cuasitriangulares del
algebra de Hopf KC5 del Ejemplo 4.1.5. Necesitamos una proposicion.

Proposicién 4.1.12. Supongamos que (H, R) es cuasitriangular. Entonces se cum-
ple que (oy ® Iy)(R) = R™1.

Demostracion. Tenemos

i—1 j=1

- <i a; ® bi> (i on(a;) @ bj)

=1

= Z Z CI,Z‘O'H(CL]‘) ® bzbj

i=1 j=1

i=1 j=1

= (mH & ]H)<IH & OH X ]H)(R13R23).
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Continuando con el célculo,

(mg @ Ig)(Ig ® og @ Iy)(R¥PR®)

= Z eg(a)ly ®0; por la propiedad de la antipoda

i=1
=1lg® 1y por la Proposicion 4.1.9(i).
Luego, (0 ® Ig)(R) = R™! como querfamos ver. O

Proposicion 4.1.13. Sea KC5 el dlgebra de Hopf del Ejemplo 4.1.5. Existen exac-
tamente dos estructuras cuasitriangulares en KCs. Son:

1
Ry=1®1 y Ri=—2gl+—2gg.

Demostracion. Obviamente, Ry es una estructura cuasitriangular para KCj.
Sea {p1,p,} la base de KCj dual a la base {1, g} de KC,. El dual KCJ es un
algebra de Hopf con comultiplicaciéon dada por

Agcs(p1) = p1 @ p1+ py @ py, Axcs(pg) = p1 @ py + py @ p1,
counidad dada por
exoy(p1) =1 excz(pg) =0

y antipoda oxc;s(pe) = p. para x € {1, g}.

Notemos que ¢: KCy — KCj definida como ¢(1) = p1 + pg, ¢(9) = p1 — py
es un isomorfismo de &lgebras de Hopf. Si (KCy, R) es cuasitriangular, entonces
(KC3,R') con R' = (¢ ® ¢)(R) es cuasitriangular por la Proposicién 4.1.8. Luego,
siguienda una idea similar a la de la Proposicién 4.1.10, calcularemos primero todas
las estructuras cuasitriangulares en KCj. Supongamos entonces que (KCj, R') es
cuasitriangular para algin elemento R’ € U(KC5 ® KC3). Escribimos

R =w(p1 @p1) +x(p1 @ py) +y(pg @ p1) + 2(pg @ py)

para w, z,y, 2z € K. Por la parte (i) de la Proposicién 4.1.9, 1 = wp; + xp,, entonces
w =z = 1. Por la parte (ii) de la misma proposicién, tenemos ademds y = 1. Luego,

R =pr@p1+p1 @pg+py @p1 + 2(pg @ py),
para z € K. Por la Proposicion 4.1.12
(0kc; @ Ikeg)(R) = R = (R) ™,
y entonces 22 = 1. Si z = 1 tenemos la etructura Ry y si 2 = —1, tenemos
R = p1 ®@p1+p1 ®pg+py ®p1 — 1(pg @ py).
Como se puede ver, (KC5, R') es cuasitriangular. En consecuencia,

- I+ 1—
6N R)=Ri=—"@l+—"ag

es una estructura cuasitriangular para KCj. [
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Sea H una K-élgebra de Hopf. Hemos visto que si H es coconmutativa, entonces
el par (H,1®1) es casi coconmutativo. Por la Proposicién 3.2.5, la coconmutatividad
de H implica que 0% (h) = h para todo h € H. Esta propiedad puede generalizarse
para pares casi coconmutativos.

Proposicién 4.1.14 (Drinfeld, 1990). Sea (H, R) un par casi coconmutativo con
R=>",648bcUMH®®H). Seauw=>" 0u(b)a;. Entoncesu c U H® H) y
ademds

o2 (h) = uhu™,

para todo h € H.

Demostracion. Sea h € H. Como (H, R) es casi coconmutativo, la expresién

i=1 (R) (h) =1

es igual a

=1 (h) =1
= Z Z h(g)az @ h

(h) =1

En consecuencia,

ZZal ) ®bihg) © ZZh a; ® hayb; @ hs) (4.7)

(h) =1 (h) i=1

donde hs) es tal que

(In ® Am)Ap(h) = hay @ he) @ he)
(h)

De la Ecuacion 4.7, obtenemos

ZZO’H or(hs)))om(bihey)ah ZZO‘H or(hs)))om(haybi)heya;. (4.8)

(h) =1
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Ahora,

ZZUH or(he)))owu(bih))aiha
- Z Z ou(on(he)))on(he))on(b)aiha) pues oy es antimorfismo
= Z i or(heyou(ha)))own(bi)aiha) pues o es antimorfismo
- Z i or(ern(he)lu)on(bi)ahq) por la propiedad de la antipoda

= Z og(bi)a;h por la propiedad de la counidad

Por otro lado,

Z Z UH(UH(h(3)))0H(h(1)bz’)h(2)a¢

(h) i=1

= Z Z or(ou(he)))oa(bi)ou(hay)he)as, pues oy es antimorfismo
(h) =1

= Z Z ou(ou(he)))oa(bi)ea(hay)a; por la propiedad de la antipoda

= Z og(ou(h)on(bi)a; por la propiedad de la counidad

Entonces, la Ecuacién (4.8) nos da
uh = o3 (h)u, (4.9)

para todo h € H.

Nos falta ver que v es una unidad en H. Para ello, notemos R~! = Z;’;l c; @ d;
yseav =7 ", oy (dj)e; (recordemos que oy es una biyeccién).
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Ahora,
uv = UZ o5 (dj)e; = Z(ung (dj))e; = Z(U?{(O;Il (dj))u)c; por (4.9)
= Z on(dj)uc; = Z ou(dy) Y on(biaic;

Mas aun,

iZaH bid;)aic; =mp(og @ Iy) (ZZbd ®alc]>

]:]_ =1 =1 Vi 1

3

:mH(O'H(X)IH)(lH@lH) pues RR71:1H®1H
=ou(ly) =1y por la Proposicién 3.2.3(ii).

En consecuencia, uv = 1. Ahora,
1y =uv = o5 (v)u
por (4.9) y entonces v = 0% (v) por la unicidad del inverso. Luego, v es tal que
w =1y = vu
y se tiene que u es una unidad de H. Podemos reescribir ahora (4.9) como
o2 (h) = uhu™!,

para todo h € H como queriamos. O

4.2. Representaciones del grupo de trenzas

En esta seccion vamos a aplicar las propiedades de la secciéon anterior para mos-
trar como encontrar representaciones p: By — Gl,3(K) del grupo de trenzas a partir
de una K-algebra de Hopf cuasitriangular de dimensién n. Probaremos que la solu-
cién que dimos de la QYBE satisface la relacion del grupo de trenzas y eso nos daré
la representacién buscada. Damos ejemplos especificos de representaciones a partir
del ejemplo K C5 estudiado en la seccién previa.

Recordemos el grupo de trenzas sélo para fijar notacién. Vamos a centrarnos en
el grupo de trenzas de tres cuerdas que notaremos por Bs. Pensaremos al grupo
presentado mediante dos generadores que notaremos B; y By sujetos a la relacion
ByByB; = By By By. Sabemos que se trata de un grupo infinito.
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Sea (H, R) una K-élgebra de Hopf cuasitriangular de dimensién ny {cy, ca, ..., ¢n}
una base para H. Entonces, {¢; ® ¢; ® ¢} con 1 < 4,7,k < n es base para el dlge-
bra producto H ® H ® H = H®® de dimensién n’. Las matrices en GL,3(K) se
coresponden con la coleccién de transformaciones lineales inversibles H®3 — H®3,
Algunas de las matrices en GL,3(K) provienen de los elementos R = Y. a;®0b;®1,
R¥ =3%.0;,®1®0b y R® =3,1® a; ®b; construidos a partir del elemento
R=>.a,®b € UUH® H). Veamos de qué forma. Para cada par ij = 12,13, 23,
sea

RYU. H® _ {%3
la transformacién definida por multiplicacién a izquierda por el elemento RY. Ademas,
sean [;; las trasposiciones
[12: H®3—>H®3, TRYRX 2> YR r R 2,
pz: H 5 H®, 2@y 20y,
pog: H® — H® r1@y@2:—1®02Qy.

Ahora, definimos R;;: H ®3 5 H®3 como la composicién R = ,uin"j. notemos
que, en particular Rjs y Ras son transformaciones lineales inversibles sobre H®3
que se corresponden con matrices en GL,3(K) tomando coordenadas en la base

{Cl,CQ, RN 7Cn}-

Proposicién 4.2.1. Sea K un cuerpo y (H, R) una K-dlgebra de Hopf cuasitrian-
gular de dimension n. Entonces las matrices Ryy y Roz en GL,3(K) satisfacen

RiaRo3 Ria = Ra3 R12 Ros.
Demostracion. Para v @y ® z € H®3 tenemos

(pspraz Rogpiasting) (x @ y @ 2) = (pisptasRogpnz) (y @ ¢ ® 2)
= (p3ht23Re3) (2 @ ¥ ® )

= (f134123) <Z 2 ® by ® CWU)

= [13 (Zzé@aix@bi@/)
:Zbiy®aix®z:R12(x®y®z),

y entonces
pasposRaspizpinz = Ria. (4.10)

Por otro lado,

(12 R13p12) (2 @y @ 2) = (pn12R13) (Y @ ¢ ® 2) = o (Z biz ®x® aiy>

:Zx®biz®aiy2323($®y®z),
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y entonces
p2Rizpi2 = Ros. (4.11)

En consecuencia,

Ri2Ry3Ryp = (M13M23323M13M12)(M12R13M12)312 por (4-10) y (4-11)
= M13(,M23R23)(M13M12M12313)(,U1QR12)

— 113(RPRBR2) (4.12)
= u13(R® R R*) por la Proposicién 4.1.7.
Pensando ahora en el otro término de la igualdad del enunciado, tenemos
(pispiaRiopspies) (2 @ y ® 2) = (pspizRizis) (2 ® 2 @ y)
= (p3p2Ri2)(y ® 2 ® x)
= (H13p412) (Z biz ®ay ® $>
= 13 (Z a;y @bz ® l’)
= Z r®biz®ay
= R23(x Y Z)a
y entonces,
paspizRiopispies = Ras. (4.13)
Mas aun,

(23 Ri3pio3)(x @ y ® 2) = (23 Ri3)(x ® 2 @ y) = pag (Z biy ® 2z ® CLM)

:Zbiy®ai:p®z:R12($®y®Z),

y entonces
pasRuzpios = Rio. (4.14)

En consecuencia, tenemos

RosR1aRo3 = (paspi2 Raopiizpies) (pes Risfies) Ras por (4.13) y (4.14)
= M13R12R13R23 = R12R23R12 por (412)

Que es lo que queriamos probar. n

Vamos a ver ahora como construir representaciones de Bs.
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Proposicién 4.2.2. Sea (H, R) una K-dlgebra de Hopf cuasitriangular de dimen-
sién n. Entonces eviste una representacion lineal de dimensién n3 del grupo de

trenzas Bs
p: By — GL,3(K)

definida como:
p(B1) = R, p(B2) = Ras, p(B-1) = R1_21; p(B_2) = R2_31>
y para una trenza cualquiera B = B; B;, ... B;, donde 11,1z, ...,1; una sucesion
finita en {—2,—1,1,2},
p(B) = p(BilBiz s Blk) = p(Bil)p(Biz) cee :O(Blk)

Demostracion. Sélo debemos ver que p respeta la relacion del grupo de trenzas:
B1ByB; = By B1B,. Pero esto es facil de ver, pues

p(B1B2Bi1) = p(B1)p(Bs)p(B1) = RiaRazRig
= Ro3R19Ra3 por la Proposicion 4.2.1
= p(B2)p(B1)p(Bz2) = p(B2B1By).
OJ

Ejemplo 4.2.3. Recordemos que por la Proposicién 4.1.13, tenemos dos estructuras
cuasitriangulares en KCh: Ry =1®1y Ry = 1(1®1)+1(1®g)+1i(¢®01)—1(9®y9).
Ahora, (KC3)®® es un K-espacio vectorial de dimensién 8. Tomemos la base

{I1®1e,1l®l®glege,l1®gRe,9®101,181Rg9,09R®1,gR®gR g}

para (KC3)®3. Por la Proposicién 4.2.2 tenemos dos representaciones lineales de
dimension 8 para Bs. La primera estd dada por el dlgebra de Hopf cuasitriangular
(KCsy, Ry) y es de la forma

po: By — GLg(K),

con
10000000
01000000
00001000
00000100
p0<Bl):R12: 00100000 )
00010000
00000O0T0O0
000000GO01
y
10000000
00100000
01000000
00010000
pB2)=Rs=1| 4000100 0
00000O0TO0
00000100
00000O0GO01
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La segunda estd dada por (KCs, Ry) y es de la forma
P1: Eg — GLg(K),

con
3 0 5 0 5 0 —5 0
0 5 0 5 0 5 0 —3
; 0 —5 0 5 0 5 0
h.—| 0 3 0 -3 0 5 0 3
P1(Bl)—R12— % 0 % 0 _% 0 % 0o |-
o + o ¢+ 0 -4 0 1
—-< 0 4 0 1 0 i 0
o - 0o L{ o L o 1!
Y T 1 1 1
P41 20 o0 0 o
EE R 0 00 o
I
pBI=Ra= | GGGy 1
R N
00 0 0 Gy oy
00 00 S5 g

Como se puede verificar,

po(B3) = p1(B3) = Ss.

De hecho, considerando la presentacion
(a,bla® = b* = 1, aba = bab)

de S35 podemos ver que el morfismo que asigna Ris — a, Ro3 — b es un isomorfismo
de grupos en ambos casos.

4.3. Algebras de Hopf y variedades afines

En esta seccién veremos la relacion entre las K-dlgebras de Hopf y las varie-
dades afines A sobre K. Veremos de qué manera podemos identificar el anillo de
coordenadas K[A] con la coleccion de morfismos de K-dlgebras K[A] — K. Esto
nos permitira pensar en el objeto geométrico A desde un punto de vista algebraico.
Veremos que si K'[A] es bidlgebra, entonces A es un monoide y que si K[A] es dlgebra
de Hopf, entonces A es un grupo.

Sea n > 1 un entero y K un cuerpo infinito que contiene a Q. Notemos como
es usual K" = K X K x --- x K el producto cartesiano de n copias de K. Sean

(.

n
T, X2, ..., T, indeterminadas y notemos por K|z, z, ..., x,] al anillo de polinomios
sobre K.
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Definicién 4.3.1. Una variedad afin A sobre K es un subconjunto A de K™ for-
mado por los ceros comunes a = (ay,aq,...,a,) sobre K de un conjunto finito
F=A{fi,f2, ..., fm} de polinomios en K|[xy,xs,...,2,|, es decir,

A ={a=(a1,a9,...,a,) € K": f(a) =0,Vf € F}.

Observacion. La variedad afin A C K™ es el conjunto de soluciones simultaneas del
conjunto de ecuaciones f; =0, fo =0,..., f,, = 0 si y s6lo si g(A) = 0 para todo g
en el ideal N = (f1, f2, ..., fm) generado por fi, fo, ..., fm-

Ejemplo 4.3.2. A = {0,1} C K! es variedad afin por ser el conjunto de ceros del
polinomio f(z) =2 —z € Klx].

Ejemplo 4.3.3. A = {—1,2} C K' es el conjunto de ceros comunes de {z* —z — 2,
23— 42+ 2+ 6} C Klxl.

Ejemplo 4.3.4. A = {(a,a™'): a € K*} C K? es variedad afin por ser el conjunto
de ceros del polinomio f(x1,x2) = 129 — 1 € Klx1, 2]

Ejemplo 4.3.5 (Generalizacién del Ejemplo 4.3.4).
A ={(ar,1,a12,a21,0a02,07"): a;; € K,b=ay1as5 — arpa9; € K*} C K°
es una variedad afin por ser el conjunto de ceros sobre K del polinomio

f($1,1,$1,2,$2,1, T2.2, y) = ($171$2,2 - I1,25132,1)y —1
en K[$1,1,$1,2, Z2.1, $2,27?J]‘
Ejemplo 4.3.6. A = K" es variedad afin por ser los ceros de f(z1,xs,...,2,) = 0.

Sea A C K" una variedad afin. El conjunto de polinomios
Npo ={f € K[x1,29,...,2,]: f(a) =0,Va € A},

es un ideal de K[z, s, ..., x,] que llamamos ideal de A. Por ejemplo, si A es la
variedad afin del Ejemplo 4.3.4, entonces Ny = (x129 — 1) y si A = K™, entonces
Ny =0.

Si A es la variedad afin que proviene de los ceros comunes del conjunto de po-
linomios {fi, fo,..., fm} en K[zy,xa,...,x,], entonces (fi, fo,..., fm) € Nj. La
inclusién puede ser propia. Por ejemplo, tomemos K = Q; luego, 23 — 1 define la
variedad afin A = {1} y se cumple (2® — 1) C Ny = (z — 1).

Por el Teorema de la Base de Hilbert, K|z, za,...,z,] es un anillo noetheriano.
Luego, Nx = (g1, 92, - - -, g1) para ciertos polinomios g1, go, . .., g1 € K[x1,29,. .., 2]

Proposicién 4.3.7. Sea A C K™ una variedad afin con ideal Ny = (91,92, .-, G1)-
Sea A la variedad afin que se obtiene de todos los ceros comunes en K de la coleccion
de polinomios {g1, ga, - . -, g1 }. Entonces, A = N'.
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Demostracion. Por la definicion de Ny, tenemos A C A’. Como A es una variedad
afin, esta formada por puntos de K™ que son los ceros comunes de cierto conjunto de
polinomios {f1, fo, ..., fm} € Klx1, 9, ...2,]. Tenemos que (f1, fa,..., fm) € Na.
Sea ahora b € A’; entonces b es cero comin de todos los polinomios de N,. Luego,
en particular, b es un cero comtn de todos los polinomios { f1, fa, ..., fm} y se tiene
beA. m

Definicién 4.3.8. Sea A C K™ una variedad afin. Una funcién ¢: A — K se dice
regular si existe un polinomio f € K[z, 2o, ..., z,] tal que ¢(a) = f(a) para todo
a € A. La coleccion de todas las funciones regulares sobre A es un anillo con las
operaciones definidas punto a punto. Se llama anillo de funciones regqulares K[A]
sobre A. El anillo K[A] también se llama el anillo de coordenadas de A.

Veamos una descripcion més precisa de K[A].

Proposicion 4.3.9. Sea A C K™ una variedad afin y sea Ny el ideal de A. Entonces
K[A] = K[z1, 9, ..., 2,)/Ny.

Demostracion. Supongamos que g, h € K[xq,xs,...,2,] con g —h € N,. Entonces,
para todo a = (ay, as,...,a,) € A,

0= (g9 —h)(a) = g(a) — h(a),
y entonces g(a) = h(a). Luego, g y h definen la misma funcién regular sobre A. []

Por ejemplo, si A es la variedad afin del Ejemplo 4.3.4, entonces
K[A] = K[z, 2]/ (z129 — 1) = K2, 27 ]
y si A = K" entonces K[A] = K[y, x9,...,2,)].

En [Wat79, §1.2] se construye una biyeccién entre A y Homg 4, (K[A], K). Vea-
mos como se hace esto. Sea F una familia de ecuaciones polinomiales sobre K que
involucra n variables. Consideramos K|xy,za,...,x,] el anillo de polinomios con
una indeterminada por cada variable involucrada en el sistema. Sea N, el ideal en
K[zq,x9,...,2,] como antes. Por la Proposicién 4.3.7, podemos suponer que los
polinomios de la familia F son los generadores de N,. Las imagenes de las indeter-
minadas sobre el anillo cociente K[A] forman una solucién del sistema que satisface
formalmente sélo las ecuaciones dadas. Esta solucion es la “mas general posible” en
el sentido que se precisara a continuacion.

Supongamos dada una funcién ¢ € Hompg_4,(K[A], K); la imagen de las in-
determinadas por ¢ nos da una solucién del sistema, es decir, un elemento de A
pues las relaciones polinomiales estan en el nicleo de ¢. Como ¢ estd determi-
nada por la imagen de las clases de las indeterminadas, tenemos una inyeccion
Homp_4(K[A], K) — A. En realidad, se trata de una biyeccién y de aqui que se
trate de la soluciéon “més general posible”. En efecto, dado @ un elemento en A (es
decir, una solucién del sistema) consideramos la aplicacién ¢: K[z, zs, ..., z,] = K
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que asigna a cada indeterminada las coordenadas de la soluciéon a. Como a es so-

lucién, las relaciones que definen N, van a parar a 0 y entonces ¢ se factoriza por
K[A] dando una ¢ € Homg_4,(K[A], K).

Para mayor claridad expositiva, dejemos el resultado en la siguiente proposicién.

Proposiciéon 4.3.10. Sea A C K" una variedad afin con anillo de coordenadas
K[A]. Entonces

A= HomK,élg(K[A], K),
mediante la identificacion a = (¢ — ¢(a)) para todo a € A, ¢ € K[A].

Es natural pensar en una variedad afin A C K" en términos geométricos como
una coleccion de puntos en el espacio K". También podemos pensarla en términos
algebraicos aprovechando la estructura del anillo de coordenadas K[A] usando la
identificacion de la Proposicion 4.3.10.

En lo que resta, veremos cémo podemos darle estructura a la variedad afin es-
tudiando esta relacién.

Supongamos que el anillo de coordenadas B = KJA| tiene estructura de K-
bidlgebra. Veremos que en este caso obtendremos una estructura de monoide sobre

A.
Proposicién 4.3.11. Eziste una operacion binaria © en Homg_z4(B, K)
O: HOIIlK_é]g(B, K) X HOHIK_élg(B, K) — HOIIlK_élg(B, K)

definida como

O(f,9)(a) = mx(f ® g)Ap(a) =Y flaw)glaw),
(a)

para f,g € Homg_4¢(B, K),a € B y Ag(a) =3, aq) ® a).

Demostracion. Debemos ver que la funcién O(f,g): B — K es un morfismo de
K-algebras. Para ello, sea a,b € B,r € K. Entonces,

O(f,9)(ra+b) = mi(f © g)Ap(ra+b) = mi(f © g)(rAp(a) + Ap(b)

=mi(f@g) | | Y raq @ae | + [ Dby @be)
(@) (®)

=mi | | D flraw) ®glaw) | + | D (b)) @ g(be)
(a) (®)

= | D_rflaw)gla) | + [ D fbw)gbw)

=rO(f.9)(a) + O(f,9)(b),
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y entonces O(f,g) es K-lineal. Debemos ver ahora que respeta la multiplicacién.
Para ello:

O(f,g)(ab) = mg(f ® g)Ap(ab) = mi(f ® g) Za 1) ® a2)bz)
(ab)

=Y flambw)glapbe) = D Flaw) fba)glae)g(be)
(a.b)

(a,b)

=> fla Fbm)gbe) = flaw)glae) D fba)g(be)
(a) (b)

(a,b)

= O(f,9)(a)O(f, 9)(b).

Y esto completa la prueba. O

La operacion que definimos no es mas que la operacién de convolucién sobre
el conjunto Homg (B, K) que vimos en la pédgina 68 restringida al subconjunto
HomK,élg(B, K) g HOHIK(B, K)

Proposicién 4.3.12. Sea A una variedad afin con anillo de coordenadas K[A]. Si
KI[A] es una K-bidlgebra, entonces A =Homy_z4(B, K) con la convolucion * es un
monotde.

Demostracion. Es igual a la Proposicion 3.2.1. [

Supongamos ahora que el anillo de coordenadas K[A] es una K-édlgebra de Hopf
H.

Proposicién 4.3.13. Homy_s.(H, K) es un grupo con la operacion *.

Demostracion. Por la Proposicién 4.3.12, Homg_4,(H, K) con la convolucién * es
un monoide con unidad Agep. S6lo debemos ver que cada f € Hompg_4,(H, K)
tiene un inverso bajo *. Notemos que foy € Homg_4,(H, K). Ahora, para todo
a€ H,

(fou* f)la) = floulan) flag) = f | D onlaw)ae) |,

(a)

pues f es morfismo de algebras. Continuando, tenemos

Z ou(any)ae) | = flea(a)ly) por la propiedad de la antipoda
(a)

= en(a)lx = Ax(en(a)) = (Aken)(a).

De forma totalmente andloga, tenemos f* fog = Agey y esto concluye la prueba.
O
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La conclusion de la Proposicién 4.3.13 es la siguiente: si una K-algebra de Hopf
H es el anillo de coordenadas de cierta variedad afin A C K™ (necesariamente, H es
conmutativa), entonces A = Homp_4,(H, K) es un grupo. Esto nos permite darle
estructura de grupo a un objeto geométrico. Veamos los siguientes ejemplos.

Ejemplo 4.3.14. El anillo de polinomios K [z] es una K-dlgebra de Hopf con z un
elemento primitivo. Se puede ver que es el anillo de coordenadas de la variedad afin
K'. En este caso para todo a,b € K* tenemos (a * b)(x) = a(x)b(1) + a(1)b(z) =
a(x) + b(x) = (a + b)(z). Luego, a *xb = a + b. Es el grupo aditivo de K.

Ejemplo 4.3.15. K[z, z7'] con x elemento de tipo grupo es una K-dlgebra de Hopf
y es el anillo de coordenadas de la variedad afin A = {(a,a™'): a € K*}. En este
caso, a x b = ab pues a x b(x) = a(x)b(x) = ab(x). Se trata entonces del grupo
multiplicativo de los elementos no nulos de K.

Ejemplo 4.3.16. Consideramos A la variedad afin del Ejemplo 4.3.5. Su anillo de
coordenadas es K[x1 1,212, 21, T22, Y]/ (211022 —212221)y—1). Un elemento a € A
se puede ver como una matriz inversible

a1 ai12
M = ’ ’ .
Q21 22
La convolucién es el producto usual de matrices y (A, x) es el grupo de matrices

GLy(K).
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