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1.2. Álgebra y coálgebra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.3. Dualidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

1.3.1. Aplicación: sucesiones recursivas lineales . . . . . . . . . . . . 31

2. Biálgebras 35
2.1. Introducción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

2.1.1. Aplicación: sucesiones resursivas lineales . . . . . . . . . . . . 45
2.2. Biálgebras de Myhill–Nerode . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
2.3. Sucesiones regulares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

3. Álgebras de Hopf 65
3.1. Definiciones y ejemplos básicos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
3.2. Propiedades básicas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

3.2.1. Ant́ıpodas de orden 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
3.3. Biideales, cocientes y duales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

4. Aplicaciones 77
4.1. Estructuras cuasitriangulares y QYBE . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
4.2. Representaciones del grupo de trenzas . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88
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iv ÍNDICE GENERAL



Agradecimientos

A mi mamá Teresa, que siempre me escuchó cuando le contaba las cosas que me
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A mis abuelos Vicente y Maŕıa que aunque se fueron temprano me dejaron mucho

y los recuerdo con mucho cariño todos los d́ıas.
A mi abuelo Francisco que no conoćı pero siempre sent́ı cerca.
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Introducción

¿Qué le dijo Papá Noel a la biálgebra K[x]?
¡Hopf, Hopf, Hopf! ¡Fuiste una mala biálgebra
y no hay ant́ıpoda para vos!1

El objetivo de esta tesis es dar una introducción a los fundamentos de las coálge-
bras, biálgebras y álgebras de Hopf aśı como presentar algunas aplicaciones. Para
ello, hemos seguido como texto principal el libro de R. Underwood, Fundamentals
of Hopf Algebras, [Und15]. Incluimos también ejemplos y propiedades de los textos
clásicos de M. Sweedler [Swe69] y S. Montgomery [Mon93].

El desarrollo está organizado en cuatro caṕıtulos. En el primero de ellos, comen-
zamos con un repaso de la construcción del producto tensorial para módulos sobre
un anillo R conmutativo con unidad. Damos algunas de las propiedades básicas que
serán de suma utilidad en lo sucesivo. Luego, presentamos los conceptos básicos re-
lativos a las coálgebras y sus propiedades. En la última sección vamos a enfocarnos
en el tratamiento del dual lineal. Veremos que si C es una coálgebra podemos darle
una estructura natural de álgebra a su dual C∗. Sin embargo, la intención de realizar
el mismo procedimiento para el dual de un álgebra A fallará. Definiremos entonces
el concepto de dual finito A◦ que śı tendrá una estructura de coálgebra. Cerraremos
el caṕıtulo centrándonos en el dual finito del anillo de polinomios sobre un cuerpo
K[x] y, como primera aplicación importante, lo identificaremos con la colección de
sucesiones recursivas lineales de todos los órdenes.

En el Caṕıtulo 2, nos enfocaremos en el estudio de los espacios vectoriales con
estructura de álgebra y coálgebra simultáneamente. Cuando estas estructuras se en-
cuentren ligadas de cierta forma podremos hablar de biálgebras. Veremos que K[x]
tiene exactamente dos estructuras de biálgebra. Es como consecuencia de este hecho
que podremos multiplicar sucesiones recursivas lineales de dos formas diferentes. Es-
tas dos multiplicaciones son bien conocidas en la literatura especializada: se trata de
los productos de Hadamard y Hurwitz. Finalizaremos el caṕıtulo con una aplicación
interesante de la teoŕıa de biálgebras a los autómatas finitos, los lenguajes forma-
les y el Teorema de Myhill–Nerode clásico de las ciencias de la computación. Más
precisamente, generalizaremos el teorema a una versión algebraica en la cual cierta
cierta función jugará el papel del lenguaje y una cierta biálgebra (una “biálgebra
de Myhill–Nerode”) se comportará como el autómata finito que acepta el lenguaje.

1Ver Ejemplo 3.1.5.
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viii INTRODUCCIÓN

Se incluyen varios ejemplos de este tipo de biálgebra. Finalmente, introducimos el
concepto de sucesión regular como una generalización de las sucesiones recursivas
lineales sobre un cuerpo finito GF(pm).

El Caṕıtulo 3 se centra en las álgebras de Hopf (biálgebras con un morfismo
adicional conocido como ant́ıpoda). Daremos varios ejemplos y propiedades de este
tipo de álgebras. Dado que la ant́ıpoda es un endomorfismo del espacio vectorial
subyacente al álgebra de Hopf, será ĺıcito preguntarnos sobre el orden de dicho
morfismo. Daremos una respuesta completa sobre el problema de determinar si la
ant́ıpoda tiene orden 2.

Por último, el Caṕıtulo 4 tratará exclusivamente sobre varias aplicaciones. Co-
menzaremos tratando las estructuras cuasitriangulares sobre biálgebras y álgebras
de Hopf. Veremos como resultado importante que si H es un álgebra de Hopf cua-
sitriangular, entonces existe una solución a la versión cuántica de la ecuación de
Yang-Baxter (QYBE, por sus siglas en inglés). Como segunda aplicación recordare-
mos brevemente el grupo de trenzas B3 en tres cuerdas (presentado mediante dos
generadores y una sola relación) para mostrar que un álgebra de Hopf cuasitriangu-
lar de dimensión n determina una representación ρ : B3 → GLn3(K) de dimensión
n3 del grupo de trenzas.

La última aplicación relacionará las álgebras de Hopf con las variedades afines.
Trabajaremos con el anillo de coordenadas K[Λ] de una variedad af́ın Λ. Mediante el
Teorema de la Base de Hilbert y una construcción dada por W. Waterhouse [Wat79,
§1.2] identificaremos una variedad af́ın Λ con la colección de morfismos deK-álgebras
HomK−álg(K[Λ], K). Esto nos permitirá darle a un objeto eminentemente geométrico
como Λ una estructura puramente algebraica. Veremos que esta estructura resultará
ser un monoide bajo cierta operación de convolución si el anillo de coordenadas K[Λ]
tiene estructura de biálgebra y que tendremos un grupo siempre que el anillo de
coordenadas sea un álgebra de Hopf.



Caṕıtulo 1

Álgebras y coálgebras

En este primer caṕıtulo vamos a definir las estructuras básicas de álgebra y
coálgebra. Para ello, comenzaremos generalizando la construcción del producto ten-
sorial para una colección finita de módulos sobre un anillo conmutativo con unidad.
Nos centraremos en el producto tensorial sobre un cuerpo K y daremos la defini-
ción de K-álgebra mediante diagramas conmutativos. Esto nos permitirá definir las
coálgebras como objetos formados a partir de revertir las flechas de los diagramas
que definen las álgebras.

Trataremos después las cuestiones que sobrevienen al considerar el dual lineal
de los espacios vectoriales subyacentes. Al dual lineal de toda coálgebra podremos
darle una estructura natural de álgebra y veremos que la construcción rećıproca no
es válida en general (salvo el caso de dimensión finita). Definiremos el dual finito
de una K-álgebra para poder construir cierta coálgebra a partir de un álgebra de
dimensión infinita.

Finalmente, como aplicación, identificaremos el dual finito del anillo de polino-
mios K[x] con la colección de sucesiones recursivas lineales sobre K de todos los
órdenes.

1.1. Producto tensorial

En esta sección vamos a extender la construcción del producto tensorial M⊗RN
a una cantidad finita de R-módulos y probaremos que este producto tensorial se
puede identificar con los productos tensoriales iterados de forma natural. Para eso
fijamos un anillo R conmutativo y con unidad a lo largo de toda esta sección.

Sea n ≥ 2 un número natural y consideremos una cantidad finita de R-módulos
M1,M2, . . . ,Mn. Consideremos además un R-módulo A.

Definición 1.1.1. Una función f : M1 ×M2 × · · · ×Mn → A se dice R-n-lineal si
para todo ı́ndice i, 0 ≤ i ≤ n, y para todos ai, a

′
i ∈Mi, r ∈ R,

(i) f(a1, a2, . . . , ai+a
′
i, . . . , an) = f(a1, a2, . . . , ai, . . . , an)+f(a1, a2, . . . , a

′
i, . . . , an)

1



2 CAPÍTULO 1. ÁLGEBRAS Y COÁLGEBRAS

(ii) f(a1, a2, . . . , rai, . . . , an) = rf(a1, a2, . . . , ai, . . . , an)

Definición 1.1.2. Un producto tensorial de M1,M2, . . . ,Mn sobre R es un R-módu-
lo que notamos como M1 ⊗M2 ⊗ · · · ⊗Mn junto con una función R-n-lineal

f : M1 ×M2 × · · · ×Mn →M1 ⊗M2 ⊗ · · · ⊗Mn

tales que para todoR-módulo A y toda funciónR-n-lineal h : M1×M2×· · ·×Mn → A
existe una única función R-lineal h̃ : M1 ⊗M2 ⊗ · · · ⊗Mn → A tal que h̃f = h; es
decir, el siguiente diagrama conmuta:

M1 ×M2 × · · · ×Mn
h //

f

((

A

M1 ⊗M2 ⊗ · · · ⊗Mn

h̃

<<

Notemos que, como todo objeto definido por una propiedad universal, dicho
producto tensorial resultará ser único salvo isomorfismo. Por esto, nos referiremos a
él como “el” producto tensorial.

Observación. Una notación completa para el producto tensorial de la definición an-
terior debeŕıa ser M1 ⊗RM2 ⊗R · · · ⊗RMn pero nosotros omitiremos el sub́ındice R
siempre que el anillo involucrado sea obvio por el contexto.

Recordemos la construcción del producto tensorial. Consideramos el R-módulo
libre F 〈M1 ×M2 × · · · ×Mn〉 con base en el conjunto M1 ×M2 × · · · ×Mn. Sea J
el submódulo de F 〈M1 ×M2 × · · · ×Mn〉 generado por los elementos de la forma

(a1, a2, . . . , ai + a′i, . . . , an)− (a1, a2, . . . , ai, . . . , an)− (a1, a2, . . . , a
′
i, . . . , an)

(a1, a2, . . . , rai, . . . , an)− r(a1, a2, . . . , ai, . . . , an)

para todo ı́ndice i, 1 ≤ i ≤ n, y para todos ai, a
′
i ∈M , r ∈ R. Consideramos

ι : M1 ×M2 × · · · ×Mn → F 〈M1 ×M2 × · · · ×Mn〉

la inclusión natural y sea

s : F 〈M1 ×M2 × · · · ×Mn〉 → F 〈M1 ×M2 × · · · ×Mn〉/J

el epimorfismo canónico. Tomemos f = sι. En estas condiciones, veremos que
F 〈M1×M2×· · ·×Mn〉/J junto con f es el producto tensorial. La construcción nos
dice que f es R-n-lineal. Para ver que se satisface la propiedad universal dada por
la Definición 1.1.2 tenemos la siguiente proposición.

Proposición 1.1.3. El R-módulo F 〈M1 ×M2 × · · · ×Mn〉/J junto con la función
f es el producto tensorial de M1,M2 . . . ,Mn sobre R.
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Demostración. Veamos que las condiciones de la Definición 1.1.2 se satisfacen. Para
eso, consideramos A un R-módulo y h : M1 × M2 × · · · × Mn → A una función
R-n-lineal. Definimos un morfismo de R-módulos

φ : F 〈M1 ×M2 × · · · ×Mn〉 → A

definido como φ(a1, a2, . . . , an) = h(a1, a2, . . . , an), para todo (a1, a2, . . . , an) ∈M1×
M2×· · ·×Mn. Dado que φ es R-n-lineal, se deduce que J ⊆ ker(φ). Por la propiedad
universal del cociente, existe un morfismo

h̃ : F 〈M1 ×M2 × · · · ×Mn〉/J → A

dado por h̃((a1, a2, . . . , an) + J) = φ(a1, a2, . . . , an) = h(a1, a2, . . . , an). Ahora, pa-
ra todo (a1, a2, . . . , an) ∈ M1 × M2 × · · · × Mn, resulta que h̃sι(a1, a2, . . . , an) =
h(a1, a2, . . . , an), y entonces, h̃f = h. Más aún, h̃ es único porque

{(a1, a2, . . . , an) + J : (a1, a2, . . . , an) ∈M1 ×M2 × · · · ×Mn}

es un conjunto de generadores de F 〈M1 ×M2 × · · · ×Mn〉/J .

Notación. Como consecuencia de la Proposición 1.1.3, vamos a notar

F 〈M1 ×M2 × · · · ×Mn〉/J = M1 ⊗M2 ⊗ · · · ⊗Mn

y notamos las coclases (a1, a2, . . . , an) + J como el tensor a1 ⊗ a2 ⊗ · · · ⊗ an.

Proposición 1.1.4. Sean M1, M2 dos R-módulos y sean N1 un R-submódulo de
M1 y N2 un R-submódulo de M2. Entonces,

M1/N1 ⊗M2/N2
∼= (M1 ⊗M2)/(N1 ⊗M2 +M1 ⊗N2)

como R-módulos.

Demostración. Notemos primero que tenemos una función R-bilineal

h : M1 ×M2 →M1/N1 ⊗M2/N2

dada por h(a, b) = (a + N1) ⊗ (b + N2). Como M1 ⊗M2 es un producto tensorial,
existe un morfismo de R-módulos

h̃ : M1 ⊗M2 →M1/N1 ⊗M2/N2

definido como
h̃(a⊗ b) = (a+N1)⊗ (b+N2).

Es evidente que N1 ⊗M2 + M1 ⊗ N2 ⊆ ker(h̃), por lo cual, gracias a la propiedad
universal del cociente, existe un morfismo de R-módulos

α : (M1 ⊗M2)/(N1 ⊗M2 +M1 ⊗N2)→M1/N1 ⊗M2/N2
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con α(a⊗ b+ (N1 ⊗M2 +M1 ⊗N2)) = (a+N1)⊗ (b+N2). Consideremos ahora la
aplicación

l : M1/N1 ×M2/N2 → (M1 ⊗M2)/(N1 ⊗M2 +M1 ⊗N2)

dada por
l(a+N1, b+N2) = a⊗ b+ (N1 ⊗M2 +M1 ⊗N2)

para todo a ∈ M1, b ∈ M2. Veamos que es una función bien definida. Para ello,
consideramos x = a+ n, y = b+ n′ para ciertos n ∈ N1, n′ ∈ N2. Luego,

l(x+N1, y +N2) = x⊗ y + (N1 ⊗M2 +M1 ⊗N2)

= (a+ n)⊗ (b+ n′) + (N1 ⊗M2 +M1 ⊗N2)

= a⊗ b+ a⊗ n′ + n⊗ b+ n⊗ n′ + (N1 ⊗M2 +M1 ⊗N2),

y entonces l(a+N1, b+N2)− l(x+N1, y+N2) ∈ N1⊗M2 +M1⊗N2. Se sigue que
l es una función bien definida sobre M1/N1×M2/N2. Por la definición de la función
l, resulta ser R-bilineal, por lo cual tenemos un morfismo de R-módulos

l̃ : M1/N1 ⊗M2/N2 → (M1 ⊗M2)/(N1 ⊗M2 +M1 ⊗N2)

definido como l̃((a+N1)⊗ (b+N2)) = a⊗ b+ (N1 ⊗M2 +M1 ⊗N2). Es claro que
α−1 = l̃, y entonces l̃ es un isomorfismo y eso completa la prueba.

Vamos a probar ahora que el producto tensorial satisface una propiedad asocia-
tiva.

Proposición 1.1.5. Sean M1, M2, M3 R-módulos. Se tiene un isomorfismo de
R-módulos M1 ⊗ (M2 ⊗M3) ∼= (M1 ⊗M2)⊗M3.

Demostración. Sea h : M1 ×M2 ×M3 → (M1 ⊗M2)⊗M3 la función definida como
(a1, a2, a3) 7→ (a1⊗ a2)⊗ a3. Veamos que h es lineal en la primera coordenada. Para
ello, notemos que

h(a1 + a′1, a2, a3) = ((a1 + a′1)⊗ a2)⊗ a3 = (a1 ⊗ a2 + a′1 ⊗ a2)⊗ a3

= (a1 ⊗ a2)⊗ a3 + (a′1 ⊗ a2)⊗ a3 = h(a1, a2, a3) + h(a′1, a2, a3).

Además, si r ∈ R, se tiene

h(ra1, a2, a3) = (ra1 ⊗ a2)⊗ a3 = r(a1 ⊗ a2)⊗ a3

= r((a1 ⊗ a2)⊗ a3) = rh(a1, a2, a3).

De forma completamente análoga, se prueba que es lineal en las otras dos coor-
denadas. Esto nos dice que h es una función R-3-lineal. Como M1⊗M2⊗M3 es un
producto tensorial, por la Definición 1.1.2 existe un único morfismo de R-módulos

h̃ : M1 ⊗M2 ⊗M3 → (M1 ⊗M2)⊗M3
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definido por a1 ⊗ a2 ⊗ a3 7→ (a1 ⊗ a2) ⊗ a3. Claramente, h̃ es un isomorfismo. De
forma análoga construimos el isomorfismo

g̃ : M1 ⊗M2 ⊗M3 →M1 ⊗ (M2 ⊗M3)

dado por a1 ⊗ a2 ⊗ a3 7→ a1 ⊗ (a2 ⊗ a3). Sea ahora

φ : M1 ⊗ (M2 ⊗M3) ∼= (M1 ⊗M2)⊗M3

la composición φ = h̃ ◦ g̃−1 dada por a1⊗ (a2⊗ a3) 7→ (a1⊗ a2)⊗ a3. En conclusión,
φ es un isomorfismo de R-módulos.

Cuando hablamos de un producto tensorial iterado nos referimos a un producto
tensorial cuyos factores son, asimismo, productos tensoriales que a su vez pueden
estar formados por productos tensoriales, etc. Por ejemplo, si M1, M2, M3 y M4 son
R-módulos,

(M1 ⊗M2)⊗ (M3 ⊗M4) y M1 ⊗ (M2 ⊗M3)⊗M4

son productos tensoriales iterados. En cualquier caso, la Proposición 1.1.5 nos da
un isomorfismo natural con el producto tensorial de la Definición 1.1.2 mediante la
adición de paréntesis. Por ejemplo, tenemos un isomorfismo natural M1⊗M2⊗M3 →
(M1⊗M2)⊗M3 dado por a1⊗a2⊗a3 7→ (a1⊗a2)⊗a3. Vamos a ver el caso general,
para ello necesitamos un lema previo.

Lema 1.1.6. Sean r, s ≥ 1 enteros y sean M1,M2, . . . ,Mr+s R-módulos. Entonces,
se tiene

M1 ⊗M2 ⊗ · · · ⊗Mr+s
∼= (M1 ⊗M2 ⊗ · · · ⊗Mr)⊗ (Mr+1 ⊗Mr+2 ⊗ · · · ⊗Mr+s).

Demostración. Procedemos por inducción en s. El caso base s = 1 es completamente
análogo a la demostración de que h̃ es isomorfismo en la Proposición 1.1.5. Para el
paso inductivo, suponemos cierta la propiedad para s′ < s y notamos que el caso
base dice que tenemos un isomorfismo

(Mr+1 ⊗Mr+2 ⊗ · · · ⊗Mr+s−1)⊗Mr+s
∼= Mr+1 ⊗Mr+2 ⊗ · · · ⊗Mr+s

pues sólo separo el último R-módulo. Usando este isomorfismo, tenemos

(M1 ⊗M2 ⊗ · · · ⊗Mr)⊗ (Mr+1 ⊗Mr+2 ⊗ · · · ⊗Mr+s)

∼= (M1 ⊗M2 ⊗ · · · ⊗Mr)⊗ (Mr+1 ⊗Mr+2 ⊗ · · · ⊗Mr+s−1)⊗Mr+s

Usando ahora la hipótesis inductiva, tenemos el isomorfismo con

(M1 ⊗M2 ⊗ · · · ⊗Mr+s−1)⊗Mr+s

Usando ahora el caso base nuevamente, probamos el isomorfismo con

M1 ⊗M2 ⊗ · · · ⊗Mr+s−1 ⊗Mr+s.

Y esto concluye la prueba.
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Ahora śı, estamos en condiciones de probar la siguiente proposición:

Proposición 1.1.7. Sean M1,M2, . . . ,Mn R-módulos y sea S un producto tensorial
iterado de M1,M2, . . . ,Mn. Entonces existe un isomorfismo natural

M1 ⊗M2 ⊗ · · · ⊗Mn
∼= S.

Demostración. Procederemos por inducción en n. El caso base es n = 2 que cla-
ramente vale pues hay un solo producto tensorial iterado y es el propio producto
tensorial. Para el paso inductivo, supongamos cierto el enunciado para cualquier
colección de R-módulos M1,M2, . . .Ms con 1 ≤ s < n. Debe existir un entero r
con 2 ≤ r < n tal que S = T ⊗ U donde T es un producto tensorial iterado de
M1,M2, . . . ,Mr y U es un producto tensorial iterado de Mr+1,Mr+2, . . . ,Mn. Esto
es aśı por la definición misma de producto tensorial iterado que nos dice que se trata
de un producto tensorial cuyos factores son, a su vez, productos tensoriales. Por la
hipótesis inductiva,

S ∼= (M1 ⊗M2 ⊗ · · · ⊗Mr)⊗ (Mr+1 ⊗Mr+2 ⊗ · · · ⊗Mn),

y entonces, S ∼= M1 ⊗M2 ⊗ · · · ⊗Mn usando el Lema 1.1.6.

La Proposición 1.1.7 nos permite “ignorar los paréntesis” y considerar el pro-
ducto tensorial iterado y el producto tensorial como un mismo objeto en virtud
del isomorfismo natural entre ellos. Veamos ahora algunas propiedades sobre las
funciones definidas entre productos tensoriales que serán de especial utilidad en lo
sucesivo.

Proposición 1.1.8. Sean M1,M2, . . . ,Mn,M
′
1,M

′
2, . . . ,M

′
n R-módulos y fi : Mi →

M ′
i , para 1 ≤ i ≤ n, morfismos de R-módulos. Entonces existe un único morfismo

de R-módulos

f1 ⊗ f2 ⊗ · · · ⊗ fn : M1 ⊗M2 ⊗ · · · ⊗Mn →M ′
1 ⊗M ′

2 ⊗ · · · ⊗M ′
n

definido como

(f1 ⊗ f2 ⊗ · · · ⊗ fn)(a1 ⊗ a2 ⊗ · · · ⊗ an) = f1(a1)⊗ f2(a2)⊗ · · · ⊗ fn(an)

para cualesquiera ai ∈Mi.

Demostración. Existe una función R-n-lineal

f1 × f2 × · · · × fn : M1 ×M2 × · · · ×Mn →M ′
1 ⊗M ′

2 ⊗ · · · ⊗M ′
n

dada por

(f1 × f2 × · · · × fn)(a1 × a2 × · · · × an) = f1(a1)⊗ f2(a2)⊗ · · · ⊗ fn(an)

para todo ai ∈ Mi. Por definición de producto tensorial tenemos un morfismo de
R-módulos inducido

h̃ : M1 ⊗M2 ⊗ · · · ⊗Mn →M ′
1 ⊗M ′

2 ⊗ · · · ⊗M ′
n
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de la forma

h̃(a1 ⊗ a2 ⊗ · · · ⊗ an) = f1(a1)⊗ f2(a2)⊗ · · · ⊗ fn(an)

para todo ai ∈ Mi. Tomamos entonces f1 ⊗ f2 ⊗ · · · ⊗ fn = h̃ y eso completa la
prueba.

El siguiente corolario nos será de mucha utilidad para definir lo que se conoce
como álgebra dual de una coálgebra.

Corolario 1.1.9. Sea K un cuerpo y sean Vi, 1 ≤ i ≤ n, una colección finita de
K-espacios vectoriales. Entonces,

V ∗1 ⊗ V ∗2 ⊗ · · · ⊗ V ∗n ⊆ (V1 ⊗ V2 ⊗ · · · ⊗ Vn)∗.

Demostración. Consideramos fi : Vi → K, 1 ≤ i ≤ n, un conjunto de morfismos de
K-módulos (es decir, fi ∈ V ∗i ,∀i). Por la Proposición 1.1.8 tomando V ′i = K, para
todo i, tenemos un único morfismo de K-módulos

(f1 ⊗ f2 ⊗ · · · ⊗ fn)(a1 ⊗ a2 ⊗ · · · ⊗ an) = f1(a1)⊗ f2(a2)⊗ · · · ⊗ fn(an).

Ahora, como K ⊗K K ∼= K mediante el morfismo r ⊗ s 7→ rs, tenemos

f1(a1)⊗ f2(a2)⊗ · · · ⊗ fn(an) = f1(a1)f2(a2) . . . fn(an) ∈ K.

Esto nos da la inclusión buscada.

Observación. La contención contraria en el Corolario 1.1.9 para el caso n > 1 se
tiene si y sólo si cada Vi es un K-espacio vectorial de dimensión finita.

1.2. Álgebra y coálgebra

En esta sección vamos a presentar la definición de álgebra a partir de diagra-
mas conmutativos y compararemos ésta con la definición usual. Trataremos sobre
las álgebras cociente y los morfismos de álgebras. A continuación podremos definir
las coálgebras como co-objetos de las álgebras construidos invirtiendo todas las fle-
chas de los diagramas que definen a las álgebras. Daremos varios ejemplos de ambas
estructuras. Introduciremos una notación especial para la imagen de la comultipli-
cación debida a M. Sweedler [Swe69] que se conoce como “notación de Sweedler” o
“notación sigma”. Por último, definiremos coideales, coálgebras cociente y morfis-
mos de coálgebras.

Consideraremos siempre K un cuerpo y el producto tensorial lo haremos sobre
K. Notaremos por IA a la aplicación lineal identidad de A.

Definición 1.2.1. Una K-álgebra es una terna (A,mA, λA) que consiste en un K-
espacio vectorial A y transformaciones K-lineales mA : A ⊗ A → A y λA : K → A
que satisfacen las siguientes condiciones:
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(i) El siguiente diagrama conmuta:

A⊗ A⊗ A A⊗ A

A⊗ A A

mA ⊗ IA

IA ⊗mA

mA

mA

La transformación IA⊗mA : A⊗A⊗A→ A⊗A viene dada por la asignación
a⊗ (b⊗c) 7→ a⊗mA(b⊗c) y la aplicación mA⊗IA se define de forma análoga.
Equivalentemente, la conmutatividad del diagrama pide que valga la siguiente
igualdad para todo a, b, c ∈ A

mA(IA ⊗mA)(a⊗ b⊗ c) = mA(mA ⊗ IA)(a⊗ b⊗ c) (1.1)

(ii) El siguiente diagrama también conmuta:

A⊗K A⊗ A

A K ⊗ A

s2

IA ⊗ λA

s1

λA ⊗ IA
mA

La transformación IA ⊗ λA se define como a ⊗ r 7→ a ⊗ λA(r) para todo
r ∈ K, a ∈ A. De forma análoga se define la transformación λA ⊗ IA. Además
definimos las aplicaciones s1 y s2 como

s1 : K ⊗ A→ A, r ⊗ a 7→ ra y s2 : A⊗K → A, a⊗ r 7→ ra.

Equivalentemente, estamos pidiendo que para todo r ∈ K, a ∈ A,

mA(IA ⊗ λA)(a⊗ r) = ra = mA(λA ⊗ IA)(r ⊗ a). (1.2)

Observación. La transformación mA se llama multiplicación y λA es la unidad.
La Propiedad (1.1) es la propiedad asociativa y la (1.2) es la propiedad de la
unidad.

Recordemos la definición usual de una K-álgebra.



1.2. ÁLGEBRA Y COÁLGEBRA 9

Definición 1.2.2. Una K-álgebra es un anillo A con unidad 1A junto con un mor-
fismo de anillos λA : K → A que satisface λA(r)a = aλA(r) para todo a ∈ A, r ∈ K.
Luego, A es un espacio vectorial sobre K con la multiplicación por escalares dada
por

ra = λA(r)a = aλA(r) (1.3)

para todo r ∈ K, a ∈ A.

Vamos a ver que nuestra definición con diagramas conmutativos no se trata de
una nueva sino que es equivalente a ésta.

Proposición 1.2.3. Las K-álgebras de la Definición 1.2.1 y las de la Definición
1.2.2 coinciden.

Demostración. Sea A una K-álgebra como en la Definición 1.2.2. Sea B : A×A→ A
la función definida por (a, b) 7→ ab donde ab es la multiplicación del anillo A. Por
las propiedades asociativa y distributiva de la multiplicación en A, B resulta ser
K-bilineal. Como A⊗ A es un producto tensorial, existe una única transformación
K-lineal mA : A⊗ A→ A definida como

mA

(∑
a⊗ b

)
=
∑

B(a, b) =
∑

ab.

La propiedad asociativa de la multiplicación en A implica que

mA(IA ⊗mA)(a⊗ b⊗ c) = mA(mA ⊗ IA)(a⊗ b⊗ c)

para todo a, b, c ∈ A. Luego, la función mA satisface la Condición (1.1).
Veamos ahora que el morfismo de anillos λA : K → A satisface la Condición

(1.2). Para r, s ∈ K se cumple que λA(rs) = λA(r)λA(s) = rλA(s); luego, λA es
K-lineal. De (1.3), tenemos que

mA(IA ⊗ λA)(a⊗ r) = aλA(r) = ra

y
mA(λA ⊗ IA)(r ⊗ a) = λA(r)a = ra

lo que muestra que se cumple la Condición (1.2).
Rećıprocamente, supongamos que (A,mA, λA) es una K-álgebra como en la De-

finición 1.2.1. Definimos la multiplicación en A como ab := mA(a⊗ b) para a, b ∈ A.
Luego, A es un anillo. Por (1.2) para r ∈ K, a ∈ A,

aλA(r) = ra = λA(r)a,

luego λA(K) está contenido en el centro de A. Tomando r = 1K , vemos que 1A =
λA(1K) hace de A un anillo con unidad 1A. Tomando a = λA(s) para s ∈ K vemos
que λA es morfismo de anillos. Además la multiplicación por escalares en A está
definida mediante λA y entonces A es una K-álgebra en el sentido de la Definición
1.2.2.
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Como es usual, simplificamos la notación de la K-álgebra (A,mA, λA) escribiendo
simplemente A. Diremos que la K-álgebra A es conmutativa si

mAτ = mA

donde τ es el morfismo de intercambio (o twist) definido por τ(a⊗ b) = b⊗a para
a, b ∈ A.

Ejemplo 1.2.4. El cuerpo K es una K-álgebra con multiplicación mK : K⊗K → K
definida por r ⊗ s 7→ rs y unidad λK : K → K dada por r 7→ r para todo r, s ∈ K.

Ejemplo 1.2.5. El anillo de polinomios K[x] es una K-álgebra con la multiplicación
usual de polinomios y λK[x] : K → K[x] dada por r 7→ r1, para todo r ∈ K.

Ejemplo 1.2.6. Sea G un grupo finito con neutro 1. El anillo del grupo KG es una
K-álgebra con mKG definida como g ⊗ h 7→ gh y λKG : K → KG dada por r 7→ r1,
para todo g, h ∈ G, r ∈ K.

Ejemplo 1.2.7. Sea L = K(α) una extensión algebraica de K. L es una K-álgebra
con mL dada por la multiplicación de L y λL : K → L definida como la inclusión
r 7→ r, para todo r ∈ K.

Claramente, las K-álgebras de los Ejemplos 1.2.4, 1.2.5 y 1.2.7 son conmutativas
mientras que KG es conmutativa si y sólo si G es abeliano.

Consideremos ahora dos K-álgebras A y B y dotemos a A⊗B de estructura de
K-álgebra con la multiplicación

mA⊗B : (A⊗B)⊗ (A⊗B)→ A⊗B

dada por

mA⊗B((a⊗ b)⊗ (c⊗ d)) = (mA ⊗mB)(IA ⊗ τ ⊗ IB)(a⊗ (b⊗ c)⊗ d)

= (mA ⊗mB)(a⊗ (c⊗ b)⊗ d)

= (mA ⊗mB)((a⊗ c)⊗ (b⊗ d))

= ac⊗ bd

para a, c ∈ A, y b, d ∈ B. La unidad λA⊗B : K → A⊗B está dada por

λA⊗B(r) = λA(r)⊗ 1B

para r ∈ K.

Observación. Una K-álgebra es un anillo A con la adición dada por la suma de A y
la multiplicación mA. Esto nos permite hablar de ideales de una K-álgebra mirando
la estructura de anillo inducida.

Proposición 1.2.8. Sea A una K-álgebra e I un ideal de A. El espacio vectorial
cociente A/I es una K-álgebra.
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Demostración. Debemos definir una multiplicación y una unidad en A/I. Conside-
remos el epimorfismo canónico s : A→ A/I. La compoosición

smA : A⊗ A→ A/I

es una transformación K-lineal definida como (smA)(a ⊗ b) = ab + I. Notemos
que I ⊗ A + A ⊗ I es un subespacio de A ⊗ A. Tomemos un elemento arbitrario
a⊗ b+ c⊗ d ∈ I ⊗A+A⊗ I donde a, d ∈ I, b, c ∈ A. Como I es un ideal, se tiene
que mA(a⊗ b+ c⊗ d) = ab+ cd ∈ I. Por lo tanto, I ⊗ A+ A⊗ I ⊆ ker(smA). Por
la propiedad universal del cociente, tenemos una transformación lineal

smA : (A⊗ A)/(I ⊗ A+ A⊗ I)→ A/I

definida como

smA(a⊗ b+ (I ⊗ A+ A⊗ I)) = ab+ I.

Por la Proposición 1.1.4, hay un isomorfismo de espacios vectoriales

β̃ : A/I ⊗ A/I → (A⊗ A)/(I ⊗ A+ A⊗ I)

dado por

β̃((a+ I)⊗ (b+ I)) = a⊗ b+ (I ⊗ A+ A⊗ I).

Sea mA/I la composición smAβ̃. Veamos ahora que la transformación

mA/I : A/I ⊗ A/I → A/I,

dada por (a + I) ⊗ (b + I) 7→ ab + I sirve como multiplicación. Es decir, debemos
verificar que se satisfacen las propiedades asociativa y de la unidad. En efecto, por
un lado

mA/I(IA/I ⊗mA/I)(a+ I ⊗ b+ I ⊗ c+ I) = mA/I(a+ I ⊗ bc+ I)

= a(bc) + I,

y por otro lado

mA/I(mA/I ⊗ IA/I)(a+ I ⊗ b+ I ⊗ c+ I) = mA/I(ab+ I ⊗ c+ I)

= (ab)c+ I.

Puesto que la multiplicación de A es asociativa, se cumple que a(bc)+I = (ab)c+I
y se tiene que mA/I satisface la propiedad asociativa. Veamos esta igualdad con más
formalidad:

a(bc) + I = smA(a⊗ bc) = smA(IA ⊗mA)(a⊗ b⊗ c)
= smA(mA ⊗ IA)(a⊗ b⊗ c) por la asociatividad de mA

= smA(ab⊗ c) = (ab)c+ I.
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Para definir la unidad, sea λA/I = sλA : K → A/I. Veamos que satisface la
propiedad de la unidad usando la propiedad de la unidad para λA. Tenemos, por
una parte

mA/I(IA/I ⊗ λA/I)(a+ I ⊗ r) = mA/I(a+ I ⊗ λA(r) + I)

= aλA(r) + I = ar + I = r(a+ I),

y por otra

mA/I(λA/I ⊗ IA/I)(r ⊗ a+ I) = mA/I(λA(r) + I ⊗ a+ I)

= λA(r)a+ I = r(a+ I).

Luego, λA/I sirve como unidad de A/I. En consecuencia, (A/I,mA/I , λA/I) es K-
álgebra.

La K-álgebra A/I es el álgebra cociente de A por I.

Definición 1.2.9. Sean (A,mA, λA) y (B,mB, λB) dos K-álgebras. Un morfismo
de K-álgebras de A en B es una transformación lineal φ : A→ B que satisface:

(i) φ(mA(a⊗ a′)) = mB(φ(a)⊗ φ(a′)) para todo a, a′ ∈ A

(ii) φ(λA(r)) = λB(r) para todo r ∈ K.

Observación. La condición (ii) de la definición nos dice que, en particular, φ(1A) =
1B.

Vamos a definir ahora objetos duales, en algún sentido, a las álgebras. Los ob-
tendremos, básicamente, invirtiendo todas las flechas en los diagramas que definen
a las álgebras. Estos objetos se llamarán “coálgebras”. Sea C un K-espacio vec-
torial. La multiplicación por escalares de C nos da dos transformaciones lineales
s1 : K ⊗ C → C, r ⊗ c 7→ rc y s2 : C ⊗K → C, c⊗ r 7→ rc como antes.

Definición 1.2.10. Una K-coálgebra es una terna (C,∆C , εC) que consiste en un
K-espacio vectorial C y transformaciones lineales ∆C : C → C ⊗ C y εC : C → K
que satisfacen las siguientes condiciones:

(i) El siguiente diagrama conmuta:

C ⊗ C ⊗ C C ⊗ C

C ⊗ C C

∆C ⊗ IC

IC ⊗∆C

∆C

∆C
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La transformación IC ⊗ ∆C : C ⊗ C → C ⊗ C ⊗ C viene dada por a ⊗ b 7→
a⊗∆C(b) y la aplicación ∆C⊗IC se define de forma análoga. Equivalentemente,
la conmutatividad del diagrama pide que valga la siguiente igualdad para todo
c ∈ C

(IC ⊗∆C)∆C(c) = (∆C ⊗ IC)∆C(c) (1.4)

(ii) El siguiente diagrama también conmuta:

C ⊗K C ⊗ C

C K ⊗ C

−⊗ 1

IC ⊗ εC

1⊗−

εC ⊗ IC
∆C

Las transformaciones lineales − ⊗ 1 y 1 ⊗ − se definen como c 7→ c ⊗ 1 y
c 7→ 1⊗c respectivamente. Equivalentemente, estamos pidiendo que para todo
c ∈ C,

(εC ⊗ IC)∆C(c) = 1⊗ c, (IC ⊗ εC)∆C(c) = c⊗ 1. (1.5)

Las transformaciones ∆C y εC se llaman comultiplicación y counidad de la
coálgebra C, respectivamente. La Condición (1.4) se conoce como la propiedad
coasociativa y la (1.5), como la propiedad de la counidad.

Observación. Los diagramas que definen a una coálgebra son similares a los que
describen a un álgebra invirtiendo todas las flechas y cambiando la unidad y la
multiplicación por sus versiones “dualizadas”. Notemos que la transformación 1⊗−
es la inversa de s1 : K⊗C → C, r⊗ c 7→ rc; una situación análoga ocurre con −⊗1
y s2.

De forma similar a como definimos un álgebra conmutativa, diremos que una
coálgebra C es coconmutativa si

τ(∆C(c)) = ∆C(c)

para todo c ∈ C.

Notación de Sweedler

Introducimos la notación de Sweedler [Swe69, Sección 1.2] para expresar la co-
multiplicación. Dado c ∈ C, tenemos ∆C(c) =

∑n
i=1 c1i⊗ c2i para algún n natural y

cji ∈ C. Escribiremos en forma resumida

∆C(c) =
∑
(c)

c(1) ⊗ c(2)
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suprimiendo el ı́ndice i. Dado que s1(1⊗ c) = c = s2(c⊗ 1), la Condición (1.5) en la
notación de Sweedler se escribe como:∑

(c)

εC(c(1))c(2) = c =
∑
(c)

εC(c(2))c(1). (1.6)

Veamos qué ocurre con la Condición (1.4). Sea c ∈ C,

(IC ⊗∆C)∆C(c) = (IC ⊗∆C)

∑
(c)

c(1) ⊗ c(2)


=
∑
(c)

c(1) ⊗∆C(c(2))

=
∑

(c,c(2))

c(1) ⊗ c(2)(1) ⊗ c(2)(2) .

(1.7)

De forma totalmente análoga, tenemos

(∆C ⊗ IC)∆C(c) = (∆C ⊗ IC)

∑
(c)

c(1) ⊗ c(2)


=
∑
(c)

∆C(c(1))⊗ c(2)

=
∑

(c,c(1))

c(1)(1) ⊗ c(1)(2) ⊗ c(2).

(1.8)

Por la Condición (1.4), (IC ⊗ ∆C)∆C = (∆C ⊗ IC)∆C y, entonces, las expresiones
(1.7) y (1.8) deben coincidir. Al valor común de ambas lo notamos por∑

(c)

c(1) ⊗ c(2) ⊗ c(3).

Podemos generalizar la coasociatividad de la misma manera que generalizamos
la asociatividad del producto a muchos factores. Notamos por ∆0 a ∆C y definimos
inductivamente ∆n : C → C⊗(n+2) por ∆n = (∆C ⊗ InC)∆n−1 para todo n ≥ 1 donde
C⊗n denota el producto tensorial de n copias de C. Es decir, comultiplicamos el
primer factor después de aplicar ∆n−1. Por la coasociatividad, podemos aplicar la
comultiplicación a cualquier factor para llegar al mismo resultado. Notamos ese valor
común por

∆n(c) =
∑
(c)

c(1) ⊗ c(2) ⊗ · · · ⊗ c(n+2).

Veamos ahora algunos ejemplos de coálgebras.

Ejemplo 1.2.11. El cuerpo K como espacio vectorial es una K-coálgebra con
∆K : K → K ⊗ K dada por ∆K(a) = a ⊗ 1 y ε : K → K, εK(a) = a. Esta es
la coálgebra trivial.
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Los siguientes dos ejemplos están tomados de [Swe69].

Ejemplo 1.2.12. Sea S un conjunto. Notamos por KS el K-espacio vectorial que
tiene al conjunto S como base. Definimos ∆KS : KS → KS ⊗ KS sobre la base
como ∆KS(s) = s ⊗ s y εKS : KS → K como ε(s) = 1. Veamos que se cumplen las
Condiciones (1.4) y (1.5). Para la primera, notemos que

(IKS ⊗∆KS)∆KS(s) = (IKS ⊗∆KS)(s⊗ s) = s⊗ s⊗ s
(∆KS ⊗ IKS)∆KS(s) = (∆KS ⊗ IKS)(s⊗ s) = s⊗ s⊗ s

para todo s ∈ S. Para la segunda, tenemos

(εKS ⊗ IKS)∆KS(s) = (εKS ⊗ IKS)(s⊗ s) = 1⊗ s
(IKS ⊗ εKS)∆KS(s) = (IKS ⊗ εKS)(s⊗ s) = s⊗ 1

para todo s ∈ S. Luego, (KS,∆KS, εKS) es una coálgebra que suele denominarse
coálgebra tipo grupo (o grouplike) sobre el conjunto S.

Ejemplo 1.2.13. Sea {S,4} un conjunto parcialmente ordenado localmente finito.
Es decir, si x, y ∈ S y x 4 y, entonces sólo existen finitos z ∈ S tales que x 4 z 4 y.
Sea T = {(x, y) ∈ S × S|x 4 y}. Sea V el K-espacio vectorial que tiene a T por
base. Definimos ∆V como la aplicación

(x, y) 7→
∑
x4z4y

(x, z)⊗ (z, y)

y εV como

εV (x, y) =

{
0 si x 6= y
1 si x = y

Luego, (V,∆V , εV ) es una coálgebra.

Ejemplo 1.2.14. Sea x una indeterminada y sea C = K ⊕Kx la suma directa de
K-espacios vectoriales. C es coálgebra con

∆C(1) = 1⊗ 1, ∆C(x) = x⊗ x, εC(1) = εC(x) = 1.

Ejemplo 1.2.15. Sea, igual que antes, x una indeterminada y consideramos el
mismo espacio vectorial C = K ⊕Kx. Tenemos otra estructura de coálgebra sobre
C dada por

∆C(1) = 1⊗ 1, ∆C(x) = 1⊗ x+ x⊗ 1, εC(1) = 1, εC(x) = 0.

El Ejemplo 1.2.12 nos da como caso particular dos ejemplos importantes.

Ejemplo 1.2.16. Sea V un K-espacio vectorial con base {b1, b2, . . . , bn}. Sean
∆V : V → V ⊗ V y εV : V → K definidas sobre la base como:

∆V (bi) = bi ⊗ bi εV (bi) = 1.
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Ejemplo 1.2.17. Sea K[x] el K-espacio vectorial de los polinomios en una variable.
Tomamos ∆K[x] y εK[x] definidas sobre la base {1, x, x2, . . . } como

∆K[x](x
m) = xm ⊗ xm εK[x](x

m) = 1.

Podemos definir otra estructura de coálgebra sobre K[x].

Ejemplo 1.2.18. Sea K[x] el espacio vectorial de los polinomios en una variable.
Consideremos ∆K[x] : K[x]→ K[x]⊗K[x] y εK[x] : K[x]→ K definidas sobre la base
{1, x, x2, . . . } como

∆K[x](x
m) =

m∑
i=o

(
m

i

)
xi ⊗ xm−i εK[x](x

m) = δ0,m.

Veamos que se cumple la propiedad de la coasociatividad. Por un lado tenemos:

(∆K[x] ⊗ IK[x])∆K[x](x
m) =

m∑
i=0

(
m

i

)
∆K[x](x

i)⊗ xm−i

=
m∑
i=0

i∑
j=0

(
m

i

)(
i

j

)
xj ⊗ xi−j ⊗ xm−i.

Por otro lado:

(IK[x] ⊗∆K[x])∆K[x](x
m) =

m∑
i=0

xi ⊗∆K[x](x
m−i)

=
m∑
i=0

m−i∑
j=0

(
m

i

)(
m− i
j

)
xi ⊗ xj ⊗ xm−i−j

=
m∑
i=0

m∑
k=i

(
m

i

)(
m− i
k − i

)
xi ⊗ xk−i ⊗ xm−k

donde hicimos el cambio de variables k = i + j en la última ĺınea. Para conseguir
una expresión similar a la anterior reasignamos las variables mediante el cambio
k 7→ i, i 7→ j de donde resulta:

m∑
j=0

m∑
i=j

(
m

j

)(
m− j
i− j

)
xj ⊗ xi−j ⊗ xm−i

Comparemos ahora el coeficiente del tensor xj ⊗ xi−j ⊗ xm−i de ambas expresio-
nes. En la primera es

∑m
i=0

(
m
i

)(
i
j

)
y en la segunda es

∑m
i=j

(
m
j

)(
m−j
i−j

)
. Notemos que

en la primera expresión sólo tienen sentido los números combinatorios con i ≥ j.
Desarrollando los coeficientes binomiales se verifica inmediatamente que:

m∑
i=j

(
m

i

)(
i

j

)
=

m∑
i=j

(
m

j

)(
m− j
i− j

)
que prueba la coasociatividad.

Esta coálgebra se conoce como la coálgebra de potencias divididas.
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Vamos a definir ahora la estructura análoga a la de ideal de un anillo.

Definición 1.2.19. Sea C una K-coálgebra. Decimos que un subespacio I ⊆ C es
un coideal de C (o coideal bilátero de C) si

∆C(I) ⊆ I ⊗ C + C ⊗ I

y εC(I) = 0.

Observación. Notemos que para el caso de un ideal en un álgebra considerando su
estructura de anillo, pediŕıamos como una condición

mA(I ⊗ A+ A⊗ I) ⊆ I.

Además tenemos que 0 ∈ I que en nuestro lenguaje será λA(0) ∈ I. “Dualizando”
estas condiciones tenemos la definición de coideal.

Proposición 1.2.20. Sea I ⊆ C un coideal de C. Entonces el espacio vectorial
cociente C/I es una K-coálgebra.

Demostración. Sea s : C ⊗ C → (C ⊗ C)/(I ⊗ C + C ⊗ I) el epimorfismo canónico
y consideramos la composición

s∆C : C → (C ⊗ C)/(I ⊗ C + C ⊗ I).

Como I es coideal, se tiene ∆C(I) ⊆ I ⊗ C + C ⊗ I y entonces I ⊆ ker(s∆C). Por
la propiedad universal del cociente, existe una transformación lineal

s∆C : C/I → (C ⊗ C)/(I ⊗ C + C ⊗ I)

dada por s∆C(c+ I) = ∆C(c) + (I ⊗ C + C ⊗ I) para todo c ∈ C. Sea ahora

α : (C ⊗ C)/(I ⊗ C + C ⊗ I)→ C/I ⊗ C/I

el isomorfismo de la demostración de la Proposición 1.1.4, definido como

α(a⊗ b+ (I ⊗ C + C ⊗ I)) = (a+ I)⊗ (b+ I),

y sea la composición

∆C/I = αs∆C : C/I → C/I ⊗ C/I

que resulta ser tal que

∆C/I(c+ I) =
∑
(c)

(c(1) + I)⊗ (c(2) + I).
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Debemos ver que ∆C/I satisface la propiedad coasociativa usando la hipótesis de
que ∆C es comultiplicación. En efecto, para todo c ∈ C,

(∆C/I ⊗ IC/I)∆C/I(c+ I) = (∆C/I ⊗ IC/I)

∑
(c)

(c(1) + I)⊗ (c(2) + I)


=
∑

(c,c(1))

(c(1)(1) + I)⊗ (c(1)(2) + I)⊗ (c(2) + I)

= (s⊗ s⊗ s)

 ∑
(c,c(1))

c(1)(1) ⊗ c(1)(2) ⊗ c(2)


= (s⊗ s⊗ s)

∑
(c)

c(1) ⊗ c(2) ⊗ c(3)


=
∑
(c)

(c(1) + I)⊗ (c(2) + I)⊗ (c(3) + I)

En forma completamente análoga llegamos a la misma expresión partiendo de
(IC/I ⊗ ∆C/I)∆C/I(c + I). Debemos definir ahora una counidad. Por definición,
I ⊆ ker(εC) y, en consecuencia, existe una transformación lineal εC : C/I → K,
definida por εC(c + I) = εC(c). Tomamos εC/I = εC . Veamos ahora que se satisface
la propiedad de la counidad sabiendo que εC lo hace. En efecto, para todo c ∈ C,
tenemos

(εC/I ⊗ IC/I)∆C/I(c+ I) = (εC ⊗ IC/I)

∑
(c)

(c(1) + I)⊗ (c(2) + I)


=
∑
(c)

εC(c(1) + I)⊗ (c(2) + I) =
∑
(c)

εC(c(1))(c(2) + I)

=
∑
(c)

(
εC(c(1))c(2)

)
+ I =

∑
(c)

(εC(c(1))c(2)

+ I

= c+ I.

Por otro lado:

(IC/I ⊗ εC/I)∆C/I(c+ I) = (IC/I ⊗ εC)

∑
(c)

(c(1) + I)⊗ (c(2) + I)


=
∑
(c)

(c(1) + I)⊗ εC(c(2) + I) =
∑
(c)

εC(c(2))(c(1) + I)

=
∑
(c)

(
εC(c(2))c(1)

)
+ I =

∑
(c)

εC(c(2))c(1)

+ I

= c+ I.
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En conclusión, (C/I,∆C/I , εC/I) es una K-coálgebra.

La coálgebra C/I se llama coálgebra cociente de C por I. Veamos un ejemplo
de coálgebra cociente.

Ejemplo 1.2.21. Sea K[x] la coálgebra del Ejemplo 1.2.17. Para m ≥ 1, sea I el
subespacio de K[x] generado por la base

{xm − 1, xm+1 − 1, xm+2 − 1, . . . }.

Para i ≥ 0,

∆K[x](x
i − 1) = xi ⊗ xi − 1⊗ 1

= (xi − 1 + 1)⊗ (xi − 1 + 1)− 1⊗ 1

= (xi − 1)⊗ (xi − 1) + (xi − 1)⊗ 1 + 1⊗ (xi − 1) + 1⊗ 1− 1⊗ 1

= (xi − 1)⊗ 1 + 1⊗ (xi − 1) + (xi − 1)⊗ (xi − 1).

Luego, ∆K[x](I) ⊆ I ⊗K[x] +K[x]⊗ I. Además,

εK[x](x
i − 1) = εK[x](x

i)− εK[x](1) = 1− 1 = 0,

entonces εK[x](I) = 0. Luego, I es un coideal de K[x]. La coálgebra cociente K[x]/I
es un K-espacio vectorial de dimensión m con base {1, x, x2, . . . , xm−1}.

Sea C un K-coálgebra. Un elemento c 6= 0 de C tal que ∆C(c) = c ⊗ c se dice
elemento de tipo grupo de C.

Proposición 1.2.22. Si c es un elemento de tipo grupo de una K-coálgebra C,
entonces εC(c) = 1.

Demostración. Si c es de tipo grupo, entonces

c = s1(εC ⊗ IC)∆C(c) por (1.6)

= s1(εC ⊗ IC)(c⊗ c)
= εC(c)c.

En consecuencia, εC(c)c = c = 1c, con lo cual (εC(c) − 1)c = 0. Como K es un
cuerpo y c 6= 0, debe ser εC(c)− 1 = 0 y, entonces, εC(c) = 1.

En el Ejemplo 1.2.12, los elementos de tipo grupo son precisamente los elementos
de S. En particular, en los Ejemplos 1.2.16 y 1.2.17 los elementos de tipo grupo son
los elementos de la base dada en cada caso.

Proposición 1.2.23. Si K[x] es la K-coálgebra del Ejemplo 1.2.18, entonces 1 es
el único elemento de tipo grupo en K[x].
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Demostración. Supongamos que f = a0 + a1x + a2x
2 + · · · + anx

n es un elemento
de tipo grupo. Procedamos por inducción en n. Para el caso n = 0 tenemos que
f = a0. Por la Proposición 1.2.22, resulta εK[x](a0) = 1 pero por linealidad, debe ser
εK[x](a0) = a0εK[x](1). Como 1 es un elemento de tipo grupo, tenemos εK[x](1) = 1.
Luego a0 = 1. Para el paso inductivo, escribimos f = g + anx

n con g = a0 + a1x +
a2x

2 + · · ·+ an−1x
n−1. Por hipótesis,

∆K[x](f) = f ⊗ f = (g + anx
n)⊗ (g + anx

n)

= g ⊗ g + an(g ⊗ xn + xn ⊗ g) + a2
n(xn ⊗ xn).

(1.9)

Por otro lado, por linealidad,

∆K[x](f) = ∆K[x](g) + an∆K[x](x
n)

= ∆K[x](g) + an

(
n∑
i=o

(
n

i

)
xi ⊗ xn−i

)
(1.10)

Dado que g tiene grado menor que n, en (1.9) el tensor xn⊗xn tiene como coeficiente
a2
n y en (1.10) tiene coeficiente nulo. Luego, a2

n = 0; es decir, an = 0. Entonces,
uniendo las dos ecuaciones: ∆K[x](g) = g ⊗ g. Como g tiene grado menor que n,
aplicamos la hipótesis inductiva para concluir que g = 1 y entonces f = 1.

La siguiente proposición de [Swe69, Proposición 3.2.1] nos será de utilidad más
adelante.

Proposición 1.2.24. Si C es una coálgebra y denotamos al conjunto de los ele-
mentos de tipo grupo por G(C), entonces G(C) es un subconjunto de C linealmente
independiente sobre K.

Demostración. Supongamos que G(C) no es un conjunto linealmente independiente.
Como 0 /∈ G(C) y K es un cuerpo, cualquier elemento de G(C) forma un conjunto
linealmente independiente. Sea n ∈ Z mı́nimo tal que cualquier subconjunto de n
elementos de G(C) es linealmente independiente y existe un subconjunto de n + 1
elementos de G(C) linealmente dependiente. Entonces, existe una relación de la
forma

g = λ1g1 + · · ·+ λngn

con g, g1, . . . , gn ∈ G(C) distintos, λ1, . . . , λn 6= 0 para todo 1 ≤ i ≤ n y n ≥ 1.
Entonces, por linealidad tenemos

∆C(g) =
n∑
i=1

λi∆C(gi) =
n∑
i=1

λigi ⊗ gi.

Por hipótesis,

∆C(g) = g ⊗ g =
n∑

i,j=1

λiλjgi ⊗ gj.
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Tenemos que {gi ⊗ gj}1≤i,j≤n es un conjunto linealmente independiente pues, por
hipótesis, {g1, . . . , gn} es un conjunto linealmente independiente. Entonces, para
cada i 6= j, debemos tener λiλj = 0 pero sabemos que todos los λi son no nulos.
Esto sólo puede ocurrir si n = 1. Luego, g = λ1g1. Como εC(g) = 1 por la Proposición
1.2.22, tenemos

1 = εC(g) = λ1εC(g1) = λ1.

Entonces, g = g1 lo cual es una contradicción. Luego, G(C) es linealmente indepen-
diente sobre K.

La independencia lineal de los elementos de tipo grupo la usaremos cuando con-
sideremos las biálgebras de Myhill-Nerode.

Definición 1.2.25. Sean (C,∆C , εC) y (D,∆D, εD) coálgebras. Un morfismo de
coálgebras es una transformación lineal φ : C → D tal que

(i) (φ⊗ φ)∆C(c) = ∆D(φ(c)) para todo c ∈ C; y

(ii) εC(c) = εD(φ(c)) para todo c ∈ C.

En notación de Sweedler, la primera condición se escribe:∑
(c)

φ(c(1))⊗ φ(c(2)) =
∑
(φ(c))

(φ(c))(1) ⊗ (φ(c))(2).

Proposición 1.2.26. Sea C una K-coálgebra. La counidad εC : C → K es morfismo
de K-coálgebras.

Demostración. Para c ∈ C,

(εC ⊗ εC)∆C(c) = (εC ⊗ IK)(IC ⊗ εC)∆C(c) = (εC ⊗ IK)

∑
(c)

c(1) ⊗ εC(c(2))


= (εC ⊗ IK)(c⊗ 1) = ∆K(εC(c)).

Además, εC(c) = εK(εC(c)) pues εK(r) = r para todo r ∈ K. Luego, εC es morfismo
de coálgebras.

Un morfismo de coálgebras inyectivo y sobreyectivo es un isomorfismo de
coálgebras.

Proposición 1.2.27. Sea φ : C → D un morfismo de K-coálgebras. Si c ∈ G(C),
entonces φ(c) ∈ G(D).

Demostración. Como φ es morfismo de coálgebras, tenemos

∆D(φ(c)) = (φ⊗ φ)∆C(c),

y como c ∈ G(C),

(φ⊗ φ)∆C(c) = (φ⊗ φ)(c⊗ c) = φ(c)⊗ φ(c).

Luego, φ(c) ∈ G(D).
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Si notamos por K[x] a la coálgebra del Ejemplo 1.2.17 y por K[x]′ a la del
Ejemplo 1.2.18, podemos afirmar que no existe isomorfismo de coálgebras entre K[x]
y K[x]′ pues, por la Proposición 1.2.27, tendŕıamos una biyección entre G(K[x])
y G(K[x]′) pero sabemos que G(K[x]) = {1, x, . . . } y, por la Proposición 1.2.23,
G(K[x]′) = {1}.

De forma similar a lo que ocurŕıa para el producto tensorial de K-álgebras, el
producto tensorial de dos coálgebras C y D es coálgebra con comultiplicación dada
por

∆C⊗D : C ⊗D → (C ⊗D)⊗ (C ⊗D)

definida por

∆C⊗D(c⊗ d) = (IC ⊗ τ ⊗ ID)(∆C ⊗∆D)(c⊗ d)

= (IC ⊗ τ ⊗ ID)(∆C(c)⊗∆D(d))

= (IC ⊗ τ ⊗ ID)

∑
(c),(d)

c(1) ⊗ c(2) ⊗ d(1) ⊗ d(2)


=
∑

(c),(d)

(c(1) ⊗ d(1))⊗ (c(2) ⊗ d(2))

para c ∈ C, d ∈ D. La counidad εC⊗D : C ⊗D → K se define como

εC⊗D(c⊗ d) = εC(c)εD(d)

para c ∈ C, d ∈ D.

Ejemplo 1.2.28. Sean C la K-coálgebra del Ejemplo 1.2.14 y D la K-coálgebra del
Ejemplo 1.2.15. Entonces C⊗D es K-coálgebra con base {1⊗1, 1⊗x, x⊗1, x⊗x}.
La comultiplicación

∆C⊗D : C ⊗D → (C ⊗D)⊗ (C ⊗D)

está definida como

∆C⊗D(1⊗ 1) = (1⊗ 1)⊗ (1⊗ 1),

∆C⊗D(1⊗ x) = (IC ⊗ τ ⊗ ID)(∆C(1)⊗∆D(x))

= (IC ⊗ τ ⊗ ID)((1⊗ 1)⊗ (1⊗ x+ x⊗ 1))

= (IC ⊗ τ ⊗ ID)(1⊗ 1⊗ 1⊗ x+ 1⊗ 1⊗ x⊗ 1)

= (1⊗ 1)⊗ (1⊗ x) + (1⊗ x)⊗ (1⊗ 1).

De la misma manera, obtenemos

∆C⊗D(x⊗ 1) = (x⊗ 1)⊗ (x⊗ 1),

∆C⊗D(x⊗ x) = (x⊗ 1)⊗ (x⊗ x) + (x⊗ x)⊗ (x⊗ 1).

Por otro lado, la counidad εC⊗D : C ⊗K D → K está dada por

εC⊗D(1⊗ 1) = 1, εC⊗D(1⊗ x) = 0,

εC⊗D(x⊗ 1) = 1, εC⊗D(x⊗ x) = 0.
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1.3. Dualidad

En esta sección nos enfocamos en el tratamiento del dual lineal de las álgebras y
coálgebras. Veremos que el dual de una coálgebra C es un álgebra C∗ con las trans-
formaciones inducidas por las traspuestas de ∆C y εC . Veremos que la construcción
rećıproca no es válida. Sin embargo, si reemplazamos el dual A∗ de un álgebra A
por cierto subespacio A◦ que se conoce como el dual finito de A, veremos que A◦ es
coálgebra. Como aplicación veremos que K[x]◦ se puede identificar con la colección
de sucesiones recursivas lineales de todos los órdenes sobre K.

Sea C una K-coálgebra y notemos por C∗ su dual lineal.

Proposición 1.3.1. Si C es una coálgebra, entonces C∗ es un álgebra.

Demostración. Debemos construir una multiplicación y una unidad que satisfagan
las propiedades asociativa y de la unidad respectivamente. La aplicación traspuesta
de ∆C es una transformación lineal

∆∗C : (C ⊗ C)∗ → C∗

definida como

∆∗C(ψ)(c) = ψ(∆C(c)),

para ψ ∈ (C ⊗ C)∗, c ∈ C. Por el Corolario 1.1.9, C∗ ⊗ C∗ ⊆ (C ⊗ C)∗. Luego, ∆∗C
se restringe a una transformación lineal que notaremos por mC∗ : C∗ ⊗ C∗ → C∗

definida como

mC∗(f ⊗ g)(c) = ∆∗C(f ⊗ g)(c) = (f ⊗ g)(∆C(c))) =
∑
(c)

f(c(1))g(c(2)).

para todos f, g ∈ C∗, c ∈ C. Sea IC∗ : C∗ → C∗ la identidad. Veamos que mc∗

satisface la propiedad asociativa. Esto se deduce de la coasociatividad de ∆C . Sean
f, g, h ∈ C∗, c ∈ C,

mC∗(IC∗ ⊗mC∗)(f ⊗ g ⊗ h)(c) = ∆C∗(IC∗ ⊗∆∗C)(f ⊗ g ⊗ h)(c)

= ∆∗C(f ⊗∆∗C(g ⊗ h))(c)

= (f ⊗∆∗C(g ⊗ h))∆C(c)

=
∑
(c)

f(c(1))∆
∗
C(g ⊗ h)(c(2))

=
∑
(c)

f(c(1))(g ⊗ h)∆C(c(2))

=
∑
(c)

f(c(1))
∑
(c(2))

g(c(2)(1))h(c(2)(2)).
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Ahora,∑
(c)

f(c(1))
∑
(c(2))

g(c(2)(1))h(c(2)(2)) =
∑

(c,c(2))

f(c(1))g(c(2)(1))h(c(2)(2))

= (f ⊗ g ⊗ h)

 ∑
(c,c(2))

c(1) ⊗ c(2)(1) ⊗ c(2)(2)


= (f ⊗ g ⊗ h)

 ∑
(c,c(1))

c(1)(1) ⊗ c(1)(2) ⊗ c(2)


=
∑

(c,c(1))

f(c(1)(1))g(c(1)(2))h(c(2)).

Para pasar de la segunda ĺınea a la tercera hemos usado la coasociatividad de ∆C .
Obtuvimos la siguiente igualdad

mC∗(IC∗ ⊗mC∗)(f ⊗ g ⊗ h)(c) =
∑

(c,c(1))

f(c(1)(1))g(c(1)(2))h(c(2)).

Para terminar,

mC∗(IC∗ ⊗mC∗)(f ⊗ g ⊗ h)(c) =
∑

(c,c(1))

f(c(1)(1))g(c(1)(2))h(c(2))

=
∑
(c)

(f ⊗ g)∆C(c(1))h(c(2))

=
∑
(c)

∆∗C(f ⊗ g)(c(1))h(c(2))

= (∆∗C(f ⊗ g)⊗ h)∆C(c)

= ∆∗C(∆∗C(f ⊗ g)⊗ h)(c)

= ∆∗C(∆∗C ⊗ IC∗)(f ⊗ g ⊗ h)(c)

= mC∗(mC∗ ⊗ IC∗)(f ⊗ g ⊗ h)(c).

Luego, mC∗ satisface la propiedad asociativa.

Debemos definir ahora una unidad. De forma similar, consideramos la traspuesta
de εC

ε∗C : K∗ → C∗

dada por ε∗C(f)(c) = f(εC(c)) para f ∈ K∗, c ∈ C. Identificando K = K∗, tenemos
ε∗C : K → C∗ dada por

ε∗C(r)(c) = r(εC(c)) = rεC(c),

para r ∈ K, c ∈ C. Definimos λC∗ = ε∗C . Veamos que la propiedad de la counidad de
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εC implica la propiedad de la unidad para λC∗ . Sean f ∈ C∗, r ∈ K, c ∈ C,

mc∗(IC∗ ⊗ λC∗)(f ⊗ r)(c) = ∆∗C(IC∗ ⊗ ε∗C)(f ⊗ r)(c)
= ∆∗C(f ⊗ ε∗C(r))(c) = (f ⊗ ε∗C(r))(∆C(c))

=
∑
(c)

f(c(1))ε
∗
C(r)(c(2)) =

∑
(c)

f(c(1))r(εC(c(2))).

Hemos probado que

mc∗(IC∗ ⊗ λC∗)(f ⊗ r)(c) = r
∑
(c)

f(c(1))εC(c(2)).

Continuando, tenemos

mc∗(IC∗ ⊗ λC∗)(f ⊗ r)(c) = r
∑
(c)

f(c(1))εC(c(2)) = r
∑
(c)

εC(c(2))f(c(1))

= r
∑
(c)

f(εC(c(2))c(1)) = rf

∑
(c)

εC(c(2))c(1)

 = rf(c).

Para pasar de la cuarta a la quinta ĺınea usamos la propiedad de la counidad para
εC . Mediante un cálculo totalmente análogo, obtenemos

mc∗(λC∗ ⊗ IC∗)(r ⊗ f) = rf.

Esto conluye la prueba.

Observación. Tenemos que λC∗(1K)(c) = εC(c),∀c. Como 1C∗ = λC∗(1K), resulta
que 1C∗ = εC . Es decir, εC es el único elemento de C∗ que cumple εCf = f = fεC
para todo f ∈ C∗.

Por lo anterior, podemos preguntarnos si, dada (A,mA, λA) una K-álgebra, es
cierto que A∗ es una K-coálgebra. Si quisiéramos repetir un argumento similar al
empleado para el dual de una coálgebra, debeŕıamos considerar la aplicación tras-
puesta de la multiplicación, m∗A : A∗ → (A⊗A)∗. Supongamos que A es de dimensión
infinita. En este caso, A∗ ⊗ A∗ es un subespacio propio de (A ⊗ A)∗. De aqúı que
m∗A puede no inducir la comultiplicación requerida m∗A : A∗ → A∗ ⊗ A∗. De hecho,
tenemos un ejemplo que nos muestra que m∗A(A∗) * A∗ ⊗ A∗.

Ejemplo 1.3.2. Sea A = K[x] la K-álgebra de polinomios en x. Sea mK[x] la
multiplicación usual con traspuesta m∗K[x] : K[x]∗ → (K[x] ⊗K[x])∗. Consideremos
la sucesión en K dada por

1, 0, 0, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, . . .

(esto es, un 1, seguido de dos 0, seguido de tres 1, etc.). Sea f el elemento de K[x]∗

definido como

f =1e0 + 0e1 + 0e2 + 1e3 + 1e4 + 1e5 + 0e6 + 0e7 + 0e8 + 0e9

+ 1e10 + 1e11 + 1e12 + 1e13 + 1e14 + . . .
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donde ei(x
j) = δi,j, i, j ≥ 0. Entonces m∗K[x](f) /∈ K[x]∗ ⊗K[x]∗.

En efecto, supongamos que m∗K[x](f) =
∑r

i=1 φi⊗ψi con φi y ψi ∈ K[x]∗ y r ∈ N.

Como codim(Ker(φi)) = 1 para todo 1 ≤ i ≤ r, entonces codim(
⋂r
i=1Ker(φi)) es

finita. Luego, existe un polinomio p(x) ∈
⋂r
i=1Ker(φi) de grado positivo. Escribamos

p(x) =
∑n

j=0 ajx
j con an 6= 0. Elijamos k ∈ N tal que la sucesión dada tiene una

tira de n ceros seguida de un uno. Es decir, busco k tal que los términos desde la
posición k hasta la k + n− 1 son ceros y en la k + n hay un uno. Tenemos que:

m∗K[x](f)(p(x)⊗ xk) = f(p(x)xk) = f

(
n∑
j=0

ajx
j+k

)
=

n∑
j=0

ajf(xj+k) = an 6= 0.

Lo cual es absurdo pues, por la elección de p(x), se verifica que:(
r∑
i=1

φi ⊗ ψi

)
(p(x)⊗ xk) =

r∑
i=1

φi(p(x))⊗ ψi(xk) = 0.

Para poder asegurar que m∗A nos sirve como multiplicación, debemos considerar
un subespacio de A∗ llamado el “dual finito” A◦ de A. Sea (A,mA, λA) una K-
álgebra. Entonces A es un K-espacio vectorial y un anillo. Un ideal I de A es de
codimensión finita (o cofinito) si el espacio cociente A/I es de dimensión finita.
Sea f un elemento de A∗ y sea S un subconjunto de A. Decimos que f se anula
sobre S si f(s) = 0 para todo s ∈ S.

Definición 1.3.3. Sea A una K-álgebra. El dual finito A◦ de A es el subespacio de
A∗ definido por

A◦ = {f ∈ A∗ : f se anula sobre algún ideal I ⊆ A de codimensión finita}

Ejemplo 1.3.4. Sea ei ∈ K[x]∗ definido como ei(x
j) = δi,j para i, j ≥ 0. Entonces

ei ∈ K[x]◦ puesto que ei se anula sobre el ideal (xi+1) y dim(K[x]/(xi+1)) = i+ 1.

Proposición 1.3.5. Si A es un K-espacio vectorial de dimensión finita, entonces
A◦ = A∗.

Demostración. Se sigue de que {0} es ideal de A, f(0) = 0,∀f ∈ A∗ y que A/{0} = A
que es de dimensión finita por hipótesis.

Nuestro objetivo, ahora, es probar que A◦ es coálgebra (ver Proposición 1.3.9).
Para ello, necesitamos tres proposiciones previas.

Proposición 1.3.6. Sea I un ideal de A y s : A → A/I el epimorfismo canónico
de espacios vectoriales. Sea s∗ : (A/I)∗ → A∗ la traspuesta definida por s∗(f)(a) =
f(s(a)), para todo f ∈ (A/I)∗, a ∈ A. Entonces s∗ es inyectiva.

Demostración. Sean f, g ∈ (A/I)∗. Para a ∈ A, s∗(f)(a) = s∗(g)(a) implica que
f(s(a)) = g(s(a)). Por lo cual, f(a+ I) = g(a+ I), y entonces f = g.
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Proposición 1.3.7. Sea f ∈ A◦ y supongamos que f se anula sobre el ideal I de
A. Entonces, existe un único elemento f̄ ∈ (A/I)∗ para el cual s∗(f̄) = f .

Demostración. La unicidad va a venir dada por el hecho de que s∗ es inyectiva por
la Proposición 1.3.6. Debemos ver la existencia. El elemento f ∈ A◦ ⊆ A∗ es un
morfismo de K-módulos f : A → K y, como f(I) = 0 resulta que I ⊆ ker(f). Sea
s : A→ A/I el epimorfismo canónico. Por la propiedad universal del cociente existe
un morfismo de K-módulos f̄ : A/I → K tal que f̄(s(a)) = f(a) para todo a ∈ A.
Por esto, s∗(f̄)(a) = f(a) para todo a ∈ A.

Proposición 1.3.8. m∗A(A◦) ⊆ A◦ ⊗ A◦.

Demostración. Sea f ∈ A◦. Luego, f se anula sobre algún ideal I ⊆ A de codi-
mensión finita. Por la Proposición 1.3.7, existe un único elemento f̄ ∈ (A/I)∗ que
cumple s∗(f̄) = f . Sea

mA/I : A/I ⊗ A/I → A/I,

dada por (a + I) ⊗ (b + I) 7→ ab + I, la multiplicación de la K-álgebra A/I (cf.
Proposición 1.2.8). La traspuesta de mA/I es

m∗A/I : (A/I)∗ → (A/I ⊗ A/I)∗

que, dado que A/I es de dimensión finita, se transforma en

m∗A/I : (A/I)∗ → (A/I)∗ ⊗ (A/I)∗.

Ahora,

m∗A(f)(a⊗ b) = m∗A(s∗(f̄))(a⊗ b) = s∗(f̄)(mA(a⊗ b))
= s∗(f̄)(ab) = f̄(s(ab)) = f̄(ab+ I)

= f̄(mA/I((a+ I)⊗ (b+ I))).

Continuando, tenemos

m∗A(f)(a⊗ b) = f̄(mA/I((a+ I)⊗ (b+ I)))

= m∗A/I(f̄)((a+ I)⊗ (b+ I))

= m∗A/I(f̄)(s(a)⊗ s(b)).

Notemos que m∗A/I(f̄) =
∑m

i=1 fi ⊗ gi para ciertos fi, gi ∈ (A/I)∗. Luego,

m∗A(f)(a⊗ b) = m∗A/I(f̄)(s(a)⊗ s(b)) =

(
m∑
i=1

fi ⊗ gi

)
(s(a)⊗ s(b))

=
m∑
i=1

fi(s(a))⊗ gi(s(b)) =
m∑
i=1

s∗(fi)(a)⊗ s∗(gi)(b)

=

(
m∑
i=1

s∗(fi)⊗ s∗(gi)

)
(a⊗ b).
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Hemos probado la siguiente igualdad

m∗A(f) =
m∑
i=1

s∗(fi)⊗ s∗(gi).

Resta ver que s∗(fi), s
∗(gi) ∈ A◦. Para ello, sea q ∈ I, es claro que s∗(fi)(q) =

fi(s(q)) = fi(I) = 0 ∈ K, y entonces s∗(fi) se anula sobre I, por lo cual s∗(fi) ∈ A◦.
De forma análoga, s∗(gi) ∈ A◦. Esto concluye la prueba.

La traspuesta de la aplicación

IA ⊗mA : A⊗ A⊗ A→ A⊗ A

restringida a A∗ ⊗ A∗ es la transformación

I∗A ⊗m∗A = IA∗ ⊗m∗A : A∗ ⊗ A∗ → (A⊗ A⊗ A)∗.

De la misma forma, la traspuesta de mA ⊗ IA restringida a A∗ ⊗ A∗ es

m∗A ⊗ I∗A = m∗A ⊗ IA∗ = m∗A ⊗ IA∗ : A∗ ⊗ A∗ → (A⊗ A⊗ A)∗.

Proposición 1.3.9. Si A es un álgebra, entonces A◦ es una coálgebra.

Demostración. Sea m∗A : A∗ → (A⊗A)∗ la traspuesta de la multipliación de A. Por
la Proposición 1.3.8, m∗A(A◦) ⊆ A◦⊗A◦. Notemos por ∆A◦ a la restricción de m∗A a
A◦. La función ∆A◦ : A◦ → A◦ ⊗ A◦ es una transformación K-lineal definida como
∆A◦(f) = m∗A(f) para toda f ∈ A◦. Veamos en primer lugar que la asociatividad de
mA implica la coasociatividad de ∆A◦ . Sean f ∈ A◦, a, b, c ∈ A, tenemos

(IA◦ ⊗∆A◦)∆A◦(f)(a⊗ b⊗ c) = (I∗A ⊗m∗A)m∗A(f)(a⊗ b⊗ c)
= m∗A(f)(IA ⊗mA)(a⊗ b⊗ c)
= m∗A(f)(a⊗ bc) = f(mA(a⊗ bc))
= f(a(bc)) = f((ab)c).

En la última ĺınea usamos la propiedad de asociatividad del producto en A. Ahora,

(IA◦ ⊗∆A◦)∆A◦(f)(a⊗ b⊗ c) = f((ab)c) = f(mA(ab⊗ c)) = m∗A(f)(ab⊗ c)
= m∗A(f)(mA ⊗ IA)(a⊗ b⊗ c)
= (m∗A ⊗ I∗A)m∗A(f)(a⊗ b⊗ c)
= (∆A◦ ⊗ IA◦)∆A◦(f)(a⊗ b⊗ c).

Esto prueba la coasocitividad de ∆A◦ . Para definir la counidad de A◦, consideramos
la aplicación dual λ∗A : A∗ → K∗ = K. Notemos por εA◦ : A◦ → K a la restricción de
λ∗A a A◦. Sea f ∈ A◦, r ∈ K,

εA◦(f)(r) = f(λA(r)) = f(r1A) = rf(1A) = f(1A)(r)
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y, entonces, εA◦(f) = f(1A). Veamos que la propiedad de la unidad para λA implica
la propiedad de la counidad para εA◦ . Sean f ∈ A◦, r ∈ K, a ∈ A,

(εA◦ ⊗ IA◦)∆A◦(f)(r ⊗ a) = (λ∗A ⊗ I∗A)m∗A(f)(r ⊗ a) = m∗A(f)(λA ⊗ IA)(r ⊗ a)

= f(mA(λA ⊗ IA)(r ⊗ a)) = f(ra) = rf(a)

= (1⊗ f)(r ⊗ a).

Para pasar de la ĺınea 3 a la 4 hemos aplicado la propiedad de la unidad de λA.
Hemos probado que

(εA◦ ⊗ IA◦)∆A◦(f) = 1⊗ f.
En forma análoga, obtenemos

(IA◦ ⊗ εA◦)∆A◦(f) = f ⊗ 1.

Luego, εA◦ satisface la condición de counidad y se sigue que (A◦,∆A◦ , εA◦) es una
coálgebra.

Ejemplo 1.3.10. Sea A = Mn(K) el álgebra de las matrices cuadradas de n × n
con coeficientes en K. Notamos por Eij a la matriz elemental que tiene un 1 en el
lugar ij y 0 en los demás. El conjunto de matrices {Eij : 1 ≤ i, j ≤ n} es una base
para A. Si tomamos su base dual {xij}, entonces A∗ es coálgebra con

∆A∗(xij) =
n∑
k=1

xik ⊗ xkj εA∗(xij) = δij.

En efecto:
εA∗(xij) = xij(λA(1)) = xij(

∑
k

Ekk) =
∑
k

δikδkj = δij

y

∆A∗(xij)(Ekl ⊗ Emn) = xij(λA(Ekl ⊗ Emn)) = δlmxij(Ekn) = δlmδikδjn

=
∑
p

δikδlpδpmδjn =
∑
p

xip(Ekl)xpj(Emn)

=

(∑
p

xip ⊗ xpj

)
(Ekl ⊗ Emn).

Si A es una K-álgebra de dimensión finita como K-espacio vectorial, entonces
A◦ = A∗ y A∗ es una K-coálgebra. Para a, b ∈ A, f ∈ A∗, tenemos la fórmula

f(ab) = f(mA(a⊗ b)) = m∗A(f)(a⊗ b)

=

∑
(f)

f(1) ⊗ f(2)

 (a⊗ b) =
∑
(f)

f(1)(a)f(2)(b).
(1.11)

Vamos a ver a continuación una aplicación de la fórmula (1.11). Sea S un mo-
noide finito de cardinal m, y sea KS el anillo del monoide. La K-álgebra KS es de
dimensión finita sobre K con base {1 = g0, g1, . . . , gm−1}. Por otro lado, KS◦ = KS∗

tiene base {e1, eg1 , . . . , egm−1} donde egi(gj) = δi,j.
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Proposición 1.3.11. Sea (KS∗,∆KS∗ , εKS∗) la coálgebra como en lo anterior. En-
tonces,

∆KS∗(egi) =
∑

gjgk=gi

egj ⊗ egk ,

para i = 0, 1, . . . ,m− 1.

Demostración. Notemos que {egj⊗egk} con 0 ≤ j, k ≤ m−1, es base de KS∗⊗KS∗
como K-espacio vectorial. Fijemos i ∈ {0, . . . ,m−1}. Existen elementos ai,j′,k′ ∈ K
para los cuales

∆KS∗(egi) =
m−1∑
j′,k′=0

ai,j′,k′(egj′ ⊗ egk′ ).

Sean j, k tales que gi = gjgk. Por (1.11),

1 = egi(gi) = egi(gjgk) =
m−1∑
j′,k′=0

ai,j′,k′egj′ (gj)egk′ (gk) = ai,j,k.

De forma similar, si i, j son tales que gi 6= gjgk, entonces

0 = egi(gjgk) =
m−1∑
j′,k′=0

ai,j′,k′egj′ (gj)egk′ (gk) = ai,j,k.

Se sigue que

∆KS∗(egi) =
∑

gjgk=gi

egj ⊗ egk ,

para i = 0, 1, . . . ,m− 1.

La siguiente proposición relaciona la (co)conmutatividad de una (co)álgebra con
la coconmutatividad (conmutatividad) de la versión dual correspondiente.

Proposición 1.3.12. Sean (A,mA, λA) un álgebra y (C,∆C , εC) una coálgebra.

(i) Si A es conmutativa, entonces (A◦,∆A◦ , εA◦) es coálgebra coconmutativa.

(ii) Si C es coconmutativa, entonces (C∗,mC∗ , λC∗) es álgebra conmutativa.

Demostración. Sea τ : A ⊗ A → A ⊗ A dada por a ⊗ b 7→ b ⊗ a el morfismo de
intercambio. La traspuesta τ ∗ restringida a A∗ ⊗ A∗ es el morfismo de intercambio
de A∗ ⊗ A∗. Para probar la primera afirmación, sean f ∈ A◦, a, b ∈ A. Entonces,

∆A◦(f)(a⊗ b) = f(mA(a⊗ b)) = f(mA(τ(a⊗ b)) = τ ∗(∆A◦(f))(a⊗ b).

Luego, ∆A◦ = τ ∗∆A◦ . Es decir, A◦ es coconmutativa. Para la segunda parte, sean
f, g ∈ C∗, c ∈ C. Entonces,

mC∗(f ⊗ g)(c) = (f ⊗ g)(∆C(c)) = (f ⊗ g)(τ∆C(c))

= mC∗(τ
∗(f ⊗ g))(c) = mC∗τ

∗(f ⊗ g)(c).

Luego, mC∗ = mC∗τ
∗. Es decir, C∗ es conmutativa.

En la siguiente subsección aplicaremos lo visto sobre coálgebras duales al estudio
de las sucesiones recursivas lineales sobre un cuerpo K.
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1.3.1. Aplicación del dual finito a las sucesiones recursivas
lineales

Notemos por K[x] al álgebra de polinomios sobre el cuerpo K como es usual.
Como en el Ejemplo 1.3.2, la colección de sucesiones {sn}∞n=0 sobre K se puede
identificar con el dual lineal K[x]∗. De hecho, la sucesión {sn}∞n=0 se corresponde con
la suma infinita s =

∑∞
n=0 snen, donde en(xj) = δn,j,∀n, j. La siguiente proposición

vincula el dual finito con las sucesiones recursivas lineales.

Proposición 1.3.13. Sea K un cuerpo. La colección de sucesiones recursivas linea-
les sobre K de todos los órdenes se identifica con el dual finito de K[x].

Demostración. Sea {sn} una sucesión recursiva lineal de orden k > 0 sobre K con
relación de recurrencia dada por

sn+k = ak−1sn+k−1 + ak−2sn+k−2 + · · ·+ a1sn+1 + a0sn, n ≥ 0, (1.12)

y polinomio caracteŕıstico

f(x) = xk − ak−1x
k−1 − ak−2x

k−2 − · · · − a1x− a0, (1.13)

para a0, a1, . . . , ak−1 ∈ K. Identificamos a {sn} con el elemento s =
∑∞

n=0 snen de
K[x]∗. Ahora,

s(f(x)) =

(
∞∑
n=0

snen

)
(xk − ak−1x

k−1 − ak−2x
k−2 − · · · − a1x− a0)

= sk − ak−1sk−1 − ak−2sk−2 − · · · − a1s1 − a0s0 = 0.

Veamos que como consecuencia de esto s(g(x)f(x)) = 0 para todo g(x) ∈ K[x].
De hecho, por linealidad, basta verlo para polinomios de la forma g(x) = xm.

s(xmf(x)) =

(
∞∑
n=0

snen

)
(xm+k − ak−1x

m+k−1 − ak−2x
m+k−2 − · · · − a1x

m+1 − a0x
m)

= sm+k − ak−1sm+k−1 − ak−2sm+k−2 − · · · − a1sm+1 − a0sm = 0.

Entonces s se anula sobre el ideal principal I = (f(x)) de K[x]. Además, sabemos
que dim(K[x]/I) = k. Luego s ∈ K[x]◦.

Por otra parte, dado s =
∑∞

n=0 snen ∈ K[x]◦, s se anula sobre algún ideal
I ⊆ K[x] de codimensión finita. Como K[x] es DIP, I = (f(x)) para cierto polinomio
mónico f(x) sobre K de grado k. Veamos que {sn} es recursiva de orden k. En efecto,
como s(xmf(x)) = 0 para todo m, de forma análoga a la cuenta anterior tenemos

0 = s(xmf(x))

=

(
∞∑
n=0

snen

)
(xm+k − ak−1x

m+k−1 − ak−2x
m+k−2 − · · · − a1x

m+1 − a0x
m)

= sm+k − ak−1sm+k−1 − ak−2sm+k−2 − · · · − a1sm+1 − a0sm.

Más aún, la recurrencia tiene como polinomio caracteŕıstico al propio f(x).
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Por la Proposición 1.3.9, sabemos que la colección de sucesiones recursivas li-
neales sobre K de todos los órdenes es una coálgebra (K[x]◦,∆K[x]◦ , εK[x]◦). En este
punto nos preguntamos: dada la sucesión s = {sn} ∈ K[x]◦, ¿cómo calculamos
∆K[x]◦(s) ∈ K[x]◦ ⊗K[x]◦?

Supongamos que s se anula sobre el ideal I = (f(x)) de K[x] donde f(x) es el
polinomio caracteŕıstico de s. Sea c : K[x] → K[x]/(f(x)) el epimorfismo canónico.
En vista del método usado en la demostración de la Proposición 1.3.8, primero
debemos hallar s̄ ∈ (K[x]/(f(x)))∗ tal que c∗(s̄) = s. Luego, calculamos

m∗K[x]/(f(x))(s̄) =
m∑
i=1

fi ⊗ gi,

donde fi, gi ∈ (K[x]/(f(x)))∗. Finalmente, tenemos

∆K[x]◦(s) =
m∑
i=1

c∗(fi)⊗ c∗(gi) ∈ K[x]◦ ⊗K[x]◦.

Veamos cómo funciona este método en un ejemplo sencillo.

Ejemplo 1.3.14. Sea K = GF (2) el cuerpo finito de dos elementos. Consideremos
la sucesión s = {sn} recursiva de orden 2 en K con polinomio caracteŕıstico f(x) =
x2 + x + 1 y vector inicial s0 = 11 (una sucesión de Fibonacci). Sea α una ráız de
f(x). Entonces, {1, α} es base de K[x]/(f(x)) = GF (4) sobre K y {ε1, εα} es una
base de (K[x]/(f(x)))∗ = GF (4)∗ con εαi(αj) = δi,j para 0 ≤ i, j ≤ 1. Ahora, si {ei}
es tal que ei(x

j) = δi,j para i, j ≥ 0, la sucesión s = {sn} se puede escribir como un
elemento de K[x]◦ de la forma:

s = 1 · e0 + 1 · e1 + 0 · e2 + 1 · e3 + 1 · e4 + . . .

Sea s̄ = 1 · ε1 + 1 · εα. Veamos que c∗(s̄) = s. Para eso, debemos verificar que
c∗(s̄)(xj) = sj para todo j ≥ 0.

c∗(s̄)(xj) = s̄(c(xj)) = s̄(xj + (f(x))) = s̄(αj) = sj.

El próximo paso es calcular m∗GF (4)(s̄). Pero notemos que

m∗GF (4)(s̄) = m∗GF (4)(ε1) +m∗GF (4)(εα)

y entonces, debemos calcular por separado m∗GF (4)(ε1) y m∗GF (4)(εα). Para ello, usa-

remos la fórmula (1.11) y la idea de la Proposición 1.3.11. Primero notemos que

m∗GF (4)(ε1) = c0,0,0(ε1 ⊗ ε1) + c0,0,1(ε1 ⊗ εα) + c0,1,0(εα ⊗ ε1) + c0,1,1(εα ⊗ εα),

para ciertos c0,i,j ∈ {0, 1} para todo 0 ≤ i, j ≤ 1. Entonces,

ε1(ab) = c0,0,0ε1(a)ε1(b) + c0,0,1ε1(a)εα(b) + c0,1,0εα(a)ε1(b) + c0,1,1εα(a)εα(b),
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para todo a, b ∈ GF (4). Ahora, como

1 = 1 · 1 = α(1 + α) = (1 + α)α,

y
α = 1 · α = α · 1 = (1 + α)(1 + α),

en GF (4), concluimos que

m∗GF (4)(ε1) = ε1 ⊗ ε1 + εα ⊗ εα.

De forma análoga, obtenemos

m∗GF (4)(εα) = ε1 ⊗ εα + εα ⊗ ε1 + εα ⊗ εα.

Entonces,
m∗GF (4)(s̄) = ε1 ⊗ ε1 + ε1 ⊗ εα + εα ⊗ ε1.

Finalmente,

∆K[x]◦(s) = c∗(ε1)⊗ c∗(ε1) + c∗(ε1)⊗ c∗(εα) + c∗(εα)⊗ c∗(ε1)

= r ⊗ r + r ⊗ t+ t⊗ r,

donde r = {rn} y t = {tn} son sucesiones de Fibonacci en GF (2) con vectores
iniciales r0 = 10 y t0 = 01, respectivamente. Esto es porque se cumple que

rn−2 + rn−1 = c∗(ε1(αn−2)) + c∗(ε1(αn−1)) = c∗(ε1(αn−2 + αn−1))

= c∗(ε1(αn−2(1 + α))) = c∗(ε1(αn−2α2)) = c∗(ε1(αn)) = rn.

Una situación análoga ocurre con t = {tn}. Los vectores iniciales los obtenemos por
un cálculo directo de los primeros términos de cada sucesión.
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Caṕıtulo 2

Biálgebras

En este segundo caṕıtulo vamos a considerar biálgebras, es decir espacios vec-
toriales que son a la vez álgebras y coálgebras con cierta compatibilidad. Daremos
algunos ejemplos básicos y veremos que B◦ es biálgebra si B lo es. Como propiedad
interesante, veremos que K[x] es biálgebra sólo de dos formas diferentes y entonces
K[x]◦ es biálgebra en dos sentidos distintos. En consecuencia, por lo que vimos en el
caṕıtulo anterior, podemos multiplicar sucesiones recursivas lineales de dos formas
que son bien conocidas: una de ellas es el producto de Hadamard y la otra es el
producto de Hurwitz.

Daremos una aplicación importante de biálgebra a la computación teórica. Intro-
duciremos los autómatas finitos y probaremos el teorema de Myhill–Nerode que nos
dirá exactamente cuándo un lenguaje es aceptado por un autómata finito. Generali-
zaremos el teorema a una versión algebraica en el cual cierta biálgebra de dimensión
finita (las biálgebras de Myhill–Nerode) juega el papel de un autómata finito que
acepta el lenguaje. Veremos que toda biálgebra de Myhill–Nerode determina un
autómata finito y que todo autómata determina una biálgebra de Myhill–Nerode.

En la última sección de este caṕıtulo introducimos el concepto de sucesión re-
gular. Se trata de sucesiones que generalizan sucesiones recursivas lineales sobre
cuerpos finitos.

2.1. Introducción

En esta sección introducimos los conceptos de biálgebras, biideales, biálgebras
cociente y morfismos de biálgebras. Mostraremos cómo una biálgebra B actúa so-
bre un álgebra A dándole estructura de B-módulo álgebra a izquierda y sobre una
coálgebra C dándole estructura de B-módulo coálgebra a derecha. Definiremos cier-
ta acción a derecha de B sobre el álgebra B∗ conocida como el traslado a derecha
f ↼ a de f ∈ B∗ por a ∈ B. Daremos una caracterización que nos permita deci-
dir cuándo f ∈ B◦. Como consecuencia inmediata, veremos que si B es biálgebra
entonces B◦ es biálgebra.

Mostraremos que K[x] tiene sólo dos estructuras de biálgebra y luego K[x]◦ tiene
dos estructuras distintas de biálgebra que permiten multiplicar las sucesiones recur-

35
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sivas lineales de dos formas diferentes.

Definición 2.1.1. Una K-biálgebra es un K-espacio vectorial B junto con trans-
formaciones lineales mB, λB,∆B y εB que satisfacen las siguientes condiciones:

(i) (B,mB, λB) es una K-álgebra;

(ii) (B,∆B, εB) es una K-coálgebra; y

(iii) ∆B y εB son morfismos de K-álgebras.

Notemos que (iii) es equivalente a la condición:

(iii’) mB y λB son morfismos de K-coálgebras.

Observación. La condición de que ∆B : B → B⊗B sea morfismo de álgebras implica
que

∆B(ab) =
∑
(ab)

(ab)(1) ⊗ (ab)(2) = ∆B(a)∆B(b)

=

∑
(a)

a(1) ⊗ a(2)

∑
(b)

b(1) ⊗ b(2)

 =
∑
(a,b)

a(1)b(1) ⊗ a(2)b(2),

para a, b ∈ B.

Sea B una biálgebra. Un elemento b ∈ B tal que ∆B(b) = 1 ⊗ b + b ⊗ 1 es un
elemento primitivo de B.

Ejemplo 2.1.2. Sean K un cuerpo y S un monoide. Entonces el anillo del monoide
KS es una K-álgebra con multiplicación dada por mKS(a ⊗ b) = ab y con unidad
λKS(r) = r para todo a, b ∈ KS, r ∈ K. Sea ∆KS : KS → KS ⊗KS la aplicación
dada por

∆KS

(∑
s∈S

rss

)
=
∑
s∈S

rs(s⊗ s),

y sea εKS : KS → K la transformación

εKS

(∑
s∈S

rss

)
=
∑
s∈S

rs.

Entonces, (KS,∆KS, εKS) es K-coálgebra por el Ejemplo 1.2.12. Más aún, vea-
mos que ∆KS y εKS son morfismos de K-álgebras. Ambas aplicaciones son lineales,
por lo cual basta con verificar las condiciones para los elementos de la base, es decir,
de S. Para lo primero,

∆KS(mKS(a⊗ b)) = ∆KS(ab) = ab⊗ ab
= mKS⊗KS((a⊗ a)⊗ (b⊗ b)) = mKS⊗KS(∆KS(a)⊗∆KS(b))
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para todo a, b ∈ S. Además,

∆KS(λKS(r)) = ∆KS(r) = r(1KS ⊗ 1KS)

= r ⊗ 1KS = λKS(r)⊗ 1KS = λKS⊗KS(r)

para todo r ∈ K. Por otro lado,

εKS(mKS(a⊗ b)) = εKS(ab) = 1K = mK(1K ⊗ 1K) = mK(εKS(a)⊗ εKS(b))

para todo a, b ∈ S. Además,

εKS(λKS(r)) = εKS(r) = r = λK(r)

para todo r ∈ K. Tenemos entonces que (KS,mKS, λKS,∆KS, εKS) es una K-biálge-
bra. Se conoce como la biálgebra del monoide.

Ejemplo 2.1.3. Consideremos la K-álgebra de polinomios K[x] con estructura de
K-coálgebra como en el Ejemplo 1.2.17. Veamos que las transformaciones ∆K[x] y
εK[x] son morfismos de álgebras. Sean n,m ∈ N0,

∆K[x](mK[x](x
n ⊗ xm)) = ∆K[x](x

n+m) = xn+m ⊗ xn+m

= mK[x]⊗K[x]((x
n ⊗ xn)⊗ (xm ⊗ xm))

= mK[x]⊗K[x](∆K[x](x
n)⊗∆K[x](x

m)).

Además,

∆K[x](λK[x](r)) = ∆K[x](r) = r(1⊗ 1) = r ⊗ 1 = λK[x]⊗K[x](r)

para todo r ∈ K. Por otro lado,

εK[x](mK[x](x
n ⊗ xm)) = εK[x](x

n+m) = 1 = mK(1⊗ 1) = mK(εK[x](x
n)⊗ εK[x](x

m)).

Además,

εK[x](λK[x](r)) = εK[x](r) = r = λK(r)

para todo r ∈ K. Luego, (K[x],mK[x], λK[x],∆K[x], εK[x]) es K-biálgebra. Como
∆K[x](x) = x ⊗ x, se la llama biálgebra de polinomios con x de tipo gru-
po.

Ejemplo 2.1.4. Consideremos ahora K[x] con la estructura de K-coálgebra del
Ejemplo 1.2.18. Las aplicaciones de la estructura de coálgebra son morfismos de
álgebras, pues:

∆K[x](mK[x](x
n ⊗ xm)) = ∆K[x](x

n+m) =
n+m∑
k=0

(
n+m

k

)
xk ⊗ xn+m−k.
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Por otro lado,

mK[x](∆K[x](x
n)⊗∆K[x](x

m)) =

(
n∑
i=0

(
n

i

)
xi ⊗ xn−i

)(
m∑
j=0

(
m

j

)
xj ⊗ xm−j

)

=
n∑
i=0

m∑
j=0

(
n

i

)(
m

j

)
xi+j ⊗ xn+m−(i+j) =

n+m∑
k=0

k∑
i=0

(
n

i

)(
m

k − i

)
xk ⊗ xn+m−k

=
n+m∑
k=0

(
k∑
i=0

(
n

i

)(
m

k − i

))
xk ⊗ xn+m−k =

n+m∑
k=0

(
n+m

k

)
xk ⊗ xn+m−k.

Además,

∆K[x](λK[x](r)) = ∆K[x](r) = r(1⊗ 1) = r ⊗ 1 = λK[x]⊗K[x](r)

para todo r ∈ K. Luego, ∆K[x] es morfismo de K-álgebras. Ahora,

εK[x](mK[x](x
n ⊗ xm)) = εK[x](x

n+m) = δ0,n+m = δ0,nδ0,m

= εK[x](x
n)εK[x](x

m) = mK(εK[x](x
n)⊗ εK[x](x

m)).

Además,
εK[x](λK[x](r)) = εK[x](r) = r = λK(r)

para todo r ∈ K. Luego, (K[x],mK[x], λK[x],∆K[x], εK[x]) es K-biálgebra. Como
∆K[x](x) = 1 ⊗ x + x ⊗ 1, se llama biálgebra de polinomios con x primiti-
vo.

Definición 2.1.5. Sea B una K-biálgebra. Un biideal I es un subespacio vectorial
de B que es ideal y coideal a la vez.

Proposición 2.1.6. Sea I ⊆ B un biideal de B. Entonces, B/I es una K-biálgebra.

Demostración. Por la Proposición 1.2.8, tenemos que B/I es K-álgebra. Por la
Proposición 1.2.20, B/I es K-coálgebra. Veamos primero que ∆B/I es morfismo de
K-álgebras. Sean c, d ∈ B

∆B/I(mB/I((c+ I)⊗ (d+ I))) = ∆B/I(cd+ I) =

∑
(cd)

((cd)(1) + I)⊗ ((cd)(2) + I)


=

∑
(c)

(c(1) + I)⊗ (c(2) + I)

∑
(d)

(d(1) + I)⊗ (d(2) + I)


= mB/I⊗B/I((∆B/I(c+ I)⊗ (∆B/I(d+ I)))

donde hemos usado que ∆B es morfismo de K-álgebras en el pasaje de la segunda
a la tercera ĺınea. Además, sea r ∈ K

∆B/I(λB/I(r)) = ∆B/I(λB(r) + I) = ∆B/I(r(λB(1) + I)) = r∆B/I(1B + I)

= r(1B + I)⊗ (1B + I) = (r1B + I)⊗ (1B + I)

= (λB(r) + I)⊗ (1B + I) = λB/I(r)⊗ 1B/I .
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Aqúı usamos que ∆B(1B) = 1B ⊗ 1B porque es morfismo de K-álgebras (∆B(1B) =
∆B(1B1B) = ∆B(1B)∆B(1B), entonces ∆B(1B) es el neutro de B ⊗ B que es el
1B ⊗ 1B). Entonces, ∆B/I es morfismo de K-álgebras. Por otro lado, sean c, d ∈ B

εB/I(mB/I((c+ I)⊗ (d+ I))) = εB/I(cd+ I) = εB(cd)

= εB(c)εB(d) = mK(εB(c)⊗ εB(d))

donde usamos que εB es morfismo de K-álgebras para pasar de la primera a la
segunda ĺınea. Además, sea r ∈ K

εB/I(λB/I(r)) = εB/I(λB(r) + I) = εB(λB(r)) = λK(r)

donde, en la última igualdad, volvimos a usar que εB es morfismo de K-álgebras.
En consecuencia, B/I tiene estructura de K-biálgebra.

Definición 2.1.7. Sean B,B′ biálgebras. Una transformación lineal φ : B → B′ es
un morfismo de biálgebras si φ es morfismo de álgebras y de coálgebras a la vez.

Observación. Un morfismo de biálgebras biyectivo es un isomorfismo de biálge-
bras.

Es notable destacar que las estructuras de biálgebra dadas en los Ejemplos 2.1.3
y 2.1.4 son las únicas estructuras de biálgebras que se pueden definir sobre K[x]
salvo isomorfismo de álgebras.

Proposición 2.1.8. Supongamos que el álgebra usual de polinomios en una variable
K[x] tiene estructura de biálgebra. Entonces, existe z ∈ K[x] tal que K[z] ∼= K[x]
con z un elemento o bien de tipo grupo o bien primitivo (el isomorfismo es de
álgebras).

Demostración. Sea K[x] una biálgebra y supongamos que

∆K[x](x) =
m∑
i=0

n∑
j=0

bi,jx
i ⊗ xj ∈ K[x]⊗K[x],

para bi,j ∈ K. Es decir, ∆K[x](x) es una suma finita de tensores bi,jx
i⊗xj donde i es el

grado de x en el factor izquierdo del tensor y j es el grado de x en el factor derecho del
tensor. Denotemos por l al mayor grado de x que aparece en los factores izquierdos
de los tensores de la suma ∆K[x]. Entonces, bl,j 6= 0 para ciertos j, 0 ≤ j ≤ n. Sea j′

el mayor ı́ndice j tal que bl,j 6= 0. Ahora,

(IK[x] ⊗∆K[x])∆K[x](x) ∈ K[x]⊗K[x]⊗K[x]

es una suma finita de tensores de la forma cxi⊗xj ⊗xk, c ∈ K; i es el grado de x en
el factor izquierdo del tensor y k es el grado del factor derecho del tensor. Notemos
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que l es el mayor grado de x en el factor izquierdo de esta nueva suma puesto que,
en la primera coordenada, aplicamos la identidad. Por otro lado,

(∆K[x] ⊗ IK[x])∆K[x](x) = (∆K[x] ⊗ IK[x])

(
m∑
i=0

n∑
j=0

bi,jx
i ⊗ xj

)

=
m∑
i=0

n∑
j=0

bi,j∆K[x](x
i)⊗ xj =

m∑
i=0

n∑
j=0

bi,j(∆K[x](x))i ⊗ xj

pues ∆K[x] es morfismo de álgebras, y entonces

(∆K[x] ⊗ IK[x])∆K[x](x) =
m∑
i=0

n∑
j=0

bi,j

(
m∑
α=0

n∑
β=0

bα,βx
α ⊗ xβ

)i

⊗ xj

= bl+1
l,j′ x

l2 ⊗ xlj′ ⊗ xj′ + T,

donde T es una suma de tensores en K[x]⊗K[x]⊗K[x] de la forma cxi⊗xj⊗xk con
i ≤ l2. Como bl,j′ 6= 0, la mayor potencia de x que aparece en los factores izquierdos
de los tensores de la suma (∆K[x] ⊗ IK[x])∆K[x](x) es l2. Por la coasociatividad del
∆K[x], tenemos l2 = l. Luego, l = 0 o l = 1. Argumentando de la misma manera,
llamando r al mayor grado de x que aparece en los factores derechos de los tensores
de la suma ∆K[x](x), llegamos a r = 0 o r = 1. En consecuencia, tenemos

∆K[x](x) = b0,0(1⊗ 1) + b0,1(1⊗ x) + b1,0(x⊗ 1) + b1,1(x⊗ x),

para b0,0, b0,1, b1,0, b1,1 ∈ K. Sea y = x− εK[x](x) y sea ∆K[x](y) =
∑m

i=0

∑n
j=0 ai,jy

i⊗
yj. Comparando las expresiones (∆K[x] ⊗ IK[x])∆K[x](y) y (IK[x] ⊗ ∆K[x])∆K[x](y)
como antes, concluimos que ai,j = 0 si i > 1 o j > 1. Como εK[x](y) = 0, aplicamos
la propiedad de la counidad a y y tenemos que a0,0 = 0 y a0,1 = a1,0 = 1. Entonces,

∆K[x](y) = 1⊗ y + y ⊗ 1 + ay ⊗ y

para algún a ∈ K. Si a = 0, entonces tomamos z = y y K[z] ∼= K[x] con z primitivo.
Si a 6= 0, tomamos z = 1 + ay y entonces K[z] ∼= K[x] con z de tipo grupo.

Sea B una biálgebra y A un álgebra con estructura de B-módulo a izquierda
con la acción notada por “·”. Entonces decimos que A es un B-módulo álgebra a
izquierda si

b · (aa′) =
∑
(b)

(b(1) · a)(b(2) · a′) y b · 1A = εB(b)1A

para todos a, a′ ∈ A, b ∈ B. Sean A y A′ K-álgebras. Una transformación K-
lineal φ : A → A′ es un morfismo de B-módulo álgebras a izquierda si φ es
morfismo de álgebras y morfismo de B-módulos a izquierda simultáneamente. Sea
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C una coálgebra que es B-módulo a derecha con la acción notada por “·”. Entonces
decimos que C es B-módulo coálgebra a derecha si

∆C(c · b) =
∑
(c,b)

c(1) · b(1) ⊗ c(2) · b(2) y εC(c · b) = εC(c)εB(b)

para todos c ∈ C, b ∈ B. Sean C y C ′ K-coálgebras. Una transformación K-lineal
φ : C → C ′ es morfismo de B-módulo coálgebras a derecha si φ es morfismo
de coálgebras y morfismo de B-módulos a derecha simultáneamente.

Sea B una biálgebra. Existe una estructura de B-módulo a izquierda en B∗

definida como
(a ⇀ f)(b) = f(ba)

para a, b ∈ B, f ∈ B∗. Para a ∈ B y f ∈ B∗, el elemento a ⇀ f se dice traslado a
izquierda de f por a. La acción del traslado a izquierda le da a B∗ estructura de
B-módulo álgebra a izquierda. En efecto, definimos para f, g ∈ B∗, a, b ∈ B

(a ⇀ fg)(b) = (fg)(ba) = mB∗(f ⊗ g)(ba) = (f ⊗ g)∆B(ba)

= (f ⊗ g)

∑
(b,a)

b(1)a(1) ⊗ b(2)a(2)

 =
∑
(b,a)

f(b(1)a(1))g(b(2)a(2))

=
∑
(b,a)

(a(1) ⇀ f)(b(1))(a(2) ⇀ g)(b(2)) =

∑
(a)

(a(1) ⇀ f)⊗ (a(2) ⇀ g)

 (∆B(b))

= mB∗

∑
(a)

(a(1) ⇀ f)⊗ (a(2) ⇀ g)

 (b) =

∑
(a)

(a(1) ⇀ f)(a(2) ⇀ g)

 (b).

Más aún,

(a ⇀ 1B∗)(b) = 1B∗(ba) = εB(ba) = εB(b)εB(a) = (εB(a)1B∗)(b).

De forma análoga, hay una estructura de B-módulo a derecha en B∗ dada por

(f ↼ a)(b) = f(ab)

par todo a, b ∈ B, f ∈ B∗. Para a ∈ B y f ∈ B∗, el elemento f ↼ a se dice traslado
a derecha de f por a. Notemos que f ↼ B = {f ↼ b : b ∈ B} es un subespacio
de B∗. Por ejemplo, sea K[x] la biálgebra de polinomios con x de tipo grupo. Hay
una estructura de K[x]-módulo a derecha en K[x]∗ definida por

(f ↼ xj)(xk) = f(xj+k)

para f ∈ K[x]∗ y k, j ≥ 0. Si notamos por ei la aplicación definida por ei(x
j) = δi,j,

tenemos
(ei ↼ xj)(xk) = ei(x

j+k) = δi,j+k.
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Luego,

ei ↼ xj =

{
ei−j si i ≥ j
0 si i < j.

Notemos que ei ↼ K[x] es el subespacio de K[x]∗ generado por {e0, e1, . . . , ei}. Por
lo tanto, dim(ei ↼ K[x]) = i+ 1.

Recordemos ahora una definición del álgebra lineal para fijar la notación.

Definición 2.1.9. Sea V un espacio vectorial,

(i) si W ⊆ V es un subespacio, definimos W⊥ = {f ∈ V ∗ : f(W ) = 0};

(ii) si U ⊆ V ∗ es un subespacio, definimos U⊥ = {v ∈ V : v ∈ ker(f),∀f ∈ U}.

Podemos probar el siguiente Lema que es parte de una demostración mayor
en [Mon93, Lema 9.1.1]:

Lema 2.1.10. Sea B una K-biálgebra. Sea f ∈ B∗. Son equivalentes:

(i) dim(f ↼ B) <∞

(ii) f ∈ B◦

Demostración. (i)⇒ (ii): Sea I = (f ↼ B)⊥. Veamos que I es un ideal cofinito.
Para ello, consideremos la aplicación Φ: B → (f ↼ B)∗ definida como

a 7→ Φ(a) : (f ↼ B)→ K

f ↼ b 7−→ (f ↼ b)(a) = f(ba).

Esta aplicación está bien definida y es una transformación K-lineal. Notemos ahora
que

ker(Φ) = {a ∈ B : f(ba) = 0,∀b ∈ B} = (f ↼ B)⊥ = I

Tenemos entonces, por la propiedad universal del cociente, un isomorfismo B/I ∼=
(f ↼ B)∗. Como dim(f ↼ B) es finita por hipótesis, I es un ideal cofinito. Resta
ver que f se anula sobre I. En efecto, dado b ∈ (f ↼ B)⊥, resulta que b ∈ ker(f ↼
a),∀a ∈ B; es decir, f(ab) = 0,∀a ∈ B. En particular, para a = 1B tenemos que
f(b) = 0. Luego, I ∈ ker(f). En consecuencia, f ∈ B◦.

(ii)⇒ (i): Sea I un ideal cofinito tal que f(I) = 0. Para todo b ∈ B, se cumple
que bI ⊆ I. Luego, f(bI) = 0; es decir, (f ↼ b)(I) = 0. De esto se deduce que
f ↼ b ∈ I⊥,∀b ∈ B. Entonces, f ↼ B ⊆ I⊥. Como I⊥ es de dimensión finita, la
contención prueba lo que queŕıamos.

Podemos ilustrar una parte del Lema 2.1.10 con un pequeño ejemplo. Como
antes, dim(ei ↼ K[x]) = i + 1, y entonces ei ∈ K[x]◦. De hecho, ei se corresponde
con la sucesión recursiva lineal de orden i + 1 en K con polinomio caracteŕıstico
f(x) = xi+1 y vector inicial 000 . . . 1︸ ︷︷ ︸

i+1

. Además, ei se anula sobre el ideal (xi+1)

de codimensión i + 1. El Lema 2.1.10 es muy importante para probar la siguiente
proposición.



2.1. INTRODUCCIÓN 43

Proposición 2.1.11. Si B es una biálgebra, entonces B◦ es una biálgebra.

Demostración. Veamos primero que B◦ es un álgebra. Para ello, necesitamos cons-
truir una multiplicación mB◦ y una unidad λB◦ que satisfagan las propiedades aso-
ciativa y de la unidad, respectivamente.

Por la Proposición 1.3.1, B∗ es álgebra con multiplicación mB∗ = ∆∗B y unidad
λB∗ = ε∗B. Notemos por mB◦ la restricción de mB∗ a B◦. Debemos ver que nos queda
bien definida la aplicación mB◦ : B◦⊗B◦ → B◦. Para ello, sean f, g ∈ B◦ y a, b ∈ B.
Luego,

(fg ↼ a)(b) = (mB∗(f ⊗ g) ↼ a)(b) = mB∗(f ⊗ g)(ab) = (f ⊗ g)∆B(ab)

= (f ⊗ g)

∑
(a),(b)

a(1)b(1) ⊗ a(2)b(2)

 =
∑

(a),(b)

f(a(1)b(1))g(a(2)b(2))

=
∑

(a),(b)

(f ↼ a(1))(b(1))(g ↼ a(2))(b(2)).

Más aún,∑
(a),(b)(f ↼ a(1))(b(1))(g ↼ a(2))(b(2)) =

∑
(a),(b)

((f ↼ a(1))⊗ (g ↼ a(2)))(b(1) ⊗ b(2))

=
∑
(a)

((f ↼ a(1))⊗ (g ↼ a(2)))

∑
(b)

b(1) ⊗ b(2)


=
∑
(a)

((f ↼ a(1))⊗ (g ↼ a(2)))∆B(b) =
∑
(a)

mB∗((f ↼ a(1))⊗ (g ↼ a(2)))(b)

=

∑
(a)

(f ↼ a(1))(g ↼ a(2))

 (b).

En consecuencia, fg ↼ B ⊆ span((f ↼ B)(g ↼ B)). Por el Lema 2.1.10 tenemos
que dim(f ↼ B) < ∞ y dim(g ↼ B) < ∞, entonces dim(span((f ↼ B)(g ↼
B))) < ∞. En consecuencia, dim(fg ↼ B) < ∞. Se sigue entonces, por el mismo
lema, que fg ∈ B◦. Esto nos da la buena definición. Además, como mB∗ satisface la
propiedad asociativa, mB◦ también.

Ahora, vamos a ver cómo es la unidad. Elegimos como candidato natural a
λB∗ : K → B∗ pero debemos ver que λB∗(K) ⊆ B◦. Notemos que λB∗(r) = rλB∗(1K) =
r1B∗ = rεB. Ahora, ker(εB) es un ideal de B de codimensión finita pues el codominio
de εB es K. Luego, εB ∈ B◦ y entonces λB∗ : K → B◦ como queŕıamos. Tomamos
pues λB◦ = λB∗ y tenemos que (B◦,mB◦ , λB◦) es una K-álgebra.

Por la Proposición 1.3.9, B◦ es una coálgebra con comultiplicación ∆B◦ y couni-
dad εB◦ . Debemos ver que estas transformaciones son morfismos de álgebras para
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verificar que B◦ es biálgebra. Sean f, g ∈ B◦ y a, b ∈ B:

∆B◦(fg)(a⊗ b) = ∆B◦(mB◦(f ⊗ g))(a⊗ b) = mB◦(f ⊗ g)(mB(a⊗ b))
= mB◦(f ⊗ g)(ab) = (f ⊗ g)∆B(ab)

= (f ⊗ g)

∑
(a),(b)

a(1)b(1) ⊗ a(2)b(2)

 =
∑

(a),(b)

f(a(1)b(1))g(a(2)b(2)).

(2.1)

Ahora,∑
(a),(b)

f(a(1)b(1))g(a(2)b(2)) =
∑

(a),(b)

f(mB(a(1) ⊗ b(1)))g(mB(a(2) ⊗ b(2)))

=
∑

(a),(b)

∆B◦(f)(a(1) ⊗ b(1))∆B◦(g)(a(2) ⊗ b(2))

= (∆B◦(f)⊗∆B◦(g))(I ⊗ τ ⊗ I)

∑
(a),(b)

(a(1) ⊗ a(2) ⊗ b(1) ⊗ b(2))


= (∆B◦(f)⊗∆B◦(g))(I ⊗ τ ⊗ I)(∆B ⊗∆B)(a⊗ b)
= (∆B◦(f)⊗∆B◦(g))∆B⊗B(a⊗ b).

(2.2)

Luego,

(∆B◦(f)⊗∆B◦(g))∆B⊗B(a⊗ b) = ∆∗B∗⊗B∗(∆B◦(f)⊗∆B◦(g))(a⊗ b)
= mB◦⊗B◦(∆B◦(f)⊗∆B◦(g))(a⊗ b) = (∆B◦(f)∆B◦(g))(a⊗ b).

(2.3)

A partir de (2.1), (2.2) y (2.3) obtenemos

∆B◦(fg) = ∆B◦(f)∆B◦(g),

y entonces ∆B◦ es morfismo de álgebras. Para terminar, veamos lo que ocurre con
εB◦ . Sea r ∈ K,

εB◦(fg)(r) = (fg)λB(r) = (mB◦(f ⊗ g))(λB(r1K))

= r(mB◦(f ⊗ g))(1B) = r(f ⊗ g)(∆B(1B))

= r(f ⊗ g)(1B ⊗ 1B) = rf(1B)g(1B).

Por la demostración de la Proposición 1.3.9 tenemos la igualdad

εB◦(f) = f(1B),

luego
rf(1B)g(1B) = rεB◦(f)εB◦(g) = (εB◦(f)εB◦(g))(r).

En consecuencia,
εB◦(fg) = εB◦(f)εB◦(g)

y entonces εB◦ es un morfismo de álgebras. Esto completa la prueba.
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Proposición 2.1.12. Si B es coconmutativa, entonces B◦ es conmutativa. Si B es
conmutativa, B◦ es coconmutativa.

Demostración. Se trata de un caso particular de la Proposición 1.3.12.

Proposición 2.1.13. Supongamos que B es un K-espacio vectorial de dimensión
finita. Entonces, B es una biálgebra si y sólo si B∗ es una biálgebra.

Demostración. Como B de dimensión finita, B◦ = B∗. Si B es una biálgebra, en-
tonces B∗ es biálgebra por la Proposición 2.1.11. Ahora, si B∗ es una biálgebra,
entonces (B∗)◦ es una biálgebra por la Proposición 2.1.11. Pero, como dim(B∗) =
dim(B) < ∞, (B∗)◦ = B∗∗ (el doble dual) que se identifica con B. Entonces B es
una biálgebra.

2.1.1. Aplicación de la teoŕıa de biálgebras a las sucesiones
recursivas lineales

Como hemos visto en el caṕıtulo anterior, si K[x] es el álgebra de polinomios
entonces la coálgebra K[x]◦ es la colección de sucesiones recursivas lineales sobre K
de todos los órdenes. Como vimos en los Ejemplos 1.2.17 y 1.2.18, hay dos estructuras
de coálgebra que hacen de K[x] una biálgebra. De hecho, por la Proposición 2.1.8 hay
exactamente dos estructuras de biálgebras en K[x] salvo isomorfismo de álgebras.
En consecuencia, por la Proposición 2.1.11, tenemos dos estructuras de biálgebra en
K[x]◦.

Esto significa que podemos multiplicar sucesiones recursivas lineales de dos for-
mas diferentes (y obtener una sucesión recursiva lineal). Vamos a ver en detalle cómo
son estas dos multiplicaciones.

En primer lugar, si K[x] es la biálgebra con x un elemento de tipo grupo, entonces
K[x]◦ es la biálgebra con multiplicación definida a partir de la comultiplicación de
K[x] como se describe a continuación y que notaremos por “·”.

Para {sn}, {tn} ∈ K[x]◦, si g(x) =
∑l

i=0 aix
i ∈ K[x],

({sn} · {tn})(g(x)) = (mK[x]◦({sn} ⊗ {tn}))(g(x)) = ({sn} ⊗ {tn})∆K[x](g(x))

= ({sn} ⊗ {tn})∆K[x]

(
l∑

i=0

aix
i

)
= ({sn} ⊗ {tn})

l∑
i=0

ai(x
i ⊗ xi)

=
l∑

i=0

ai{sn}(xi){tn}(xi) =
l∑

i=0

aisiti

= {sntn}(g(x)).

Esto es lo que se conoce como producto de Hadamard para sucesiones re-
cursivas lineales. El producto {sn} · {tn} = {sntn} es una sucesión recursiva lineal,
pero ¿cómo hallamos su polinomio caracteŕıstico? Consideraremos la situación en
que ambas sucesiones son geométricas. Sea {sn} una sucesión geométrica con poli-
nomio caracteŕıstico f(x) = x−α, α ∈ K y vector inicial s0; y sea {tn} una sucesión
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geométrica con polinomio caracteŕıstico g(x) = x − β, β ∈ K y vector inicial t0.
Entonces, el producto de Hadamard es

{sn} · {tn} = {sntn} = {s0α
nt0β

n} = {s0t0(αβ)n)

que es una sucesión geométrica con polinomio caracteŕıstico h(x) = x−αβ y vector
inicial s0t0.

Si ahora notamos por K[x]′ a la biálgebra de polinomios con x primitivo, entonces
K[x]′◦ es una biálgebra y la multiplicación se llama producto de Hurwitz que
notaremos por “∗”.

Para {sn}, {tn} ∈ K[x]′◦, g(x) =
∑l

i=0 aix
i ∈ K[x],

({sn} ∗ {tn})(g(x)) = (mK[x]′◦({sn} ⊗ {tn}))(g(x)) = ({sn} ⊗ {tn})∆K[x]′(g(x))

= ({sn} ⊗ {tn})∆K[x]′

(
l∑

i=0

aix
i

)

= ({sn} ⊗ {tn})
l∑

i=0

ai

i∑
j=0

(
i

j

)
(xj ⊗ xi−j)

=
l∑

i=0

ai

i∑
j=0

(
i

j

)
{sn}(xj){tn}(xi−j) =

l∑
i=0

ai

i∑
j=0

(
i

j

)
sjti−j

=

{
n∑
j=0

(
n

j

)
sjtn−j

}
(g(x)).

Nuevamente podemos preguntarnos cómo hallar el polinomio caracteŕıstico del
producto. Consideremos {sn}, {tn} sucesiones geométricas como antes. Tenemos

{sn} ∗ {tn} =

{
n∑
j=0

(
n

j

)
sjtn−j

}
=

{
n∑
j=0

(
n

j

)
s0α

jt0β
n−j

}

=

{
s0t0

n∑
j=0

(
n

j

)
αjβn−j

}
= {s0t0(α + β)n},

que es una sucesión geométrica con polinomio caracteŕıstico h(x) = x − (α + β) y
vector inicial s0t0.

Estas son las ideas esenciales detrás de las siguientes proposiciones que damos
sin demostración por profundizar en ideas que no forman parte del objetivo de esta
tesis. Fueron tomadas de [Und15] que a su vez las adapta de [CG93] y [ZM73].

Proposición 2.1.14. Sea K un cuerpo que contiene a Q. Sea {sn} una sucesión
recursiva lineal de orden k sobre K con polinomio caracteŕıstico f(x) y {tn} una
sucesión recursiva lineal de orden l sobre K con polinomio caracteŕıstico g(x). Su-
pongamos que tanto f(x) como g(x) tienen ráıces distintas en alguna extensión
L|K. Si αi con 0 ≤ i ≤ k denota las ráıces distintas de f(x) y βj con 0 ≤ j ≤ l
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denota las de g(x), entonces el polinomio caracteŕıstico del producto de Hadamard
{sn} · {tn} = {sntn} es

h(x) =
∏

1≤i≤k,
1≤j≤l,

αiβj distintos

(x− αiβj).

Proposición 2.1.15. Con las mismas hipótesis de la proposición anterior, tenemos
que el polinomio caracteŕıstico del producto de Hurwitz

{sn} ∗ {tn} =

{
n∑
j=0

(
n

j

)
sjtn−j

}
es

h(x) =
∏

1≤i≤k,
1≤j≤l,

αi+βj distintos

(x− (αi + βj)).

Ejemplo 2.1.16. Sea {sn} la sucesión de Fibonacci en Q con polinomio carac-
teŕıstico f(x) = x2 − x − 1 y vector inicial s0 = (0, 1). El producto de Hadamard
{sn} · {sn} = {s2

n} es
0, 1, 1, 4, 9, 25, 64, 169, . . .

Las ráıces de f(x) son α = 1+
√

5
2

y 1−α = 1−
√

5
2

; entonces el polinomio caracteŕıstico
del producto es

h(x) = (x− α2)(x− α(1− α))(x− (1− α)2) = (x− α2)(x+ 1)(x− (2− α))

= (x+ 1)(x2 − 3x+ 1) = x3 − 2x2 − 2x+ 1.

De hecho, el producto es una sucesión {rn} recursiva lineal de orden 3 con relación
de recurrencia dada por

rn+3 = 2rn+2 + 2rn+1 − rn
y vector inicial r0 = (0, 1, 1).

Ejemplo 2.1.17. Sea {sn} la sucesión del ejemplo anterior. Entonces, el producto
de Hurwitz {sn} ∗ {sn} es

0, 0, 2, 6, 22, 70, 230, . . .

Las ráıces de f(x) son las mismas de antes. Entonces, el polinomio caracteŕıstico del
producto de Hurwitz es

h(x) = (x− 2α)(x− 1)(x− (2− 2α)) = x3 − 3x2 − 2x+ 4.

De hecho, el producto es una sucesión{rn} recursiva lineal de orden 3 con recurrencia

rn+3 = 3rn+2 + 2rn+1 − 4rn

y vector inicial r0 = (0, 0, 2).
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2.2. Biálgebras de Myhill–Nerode

En esta sección vamos a aplicar la teoŕıa de biálgebras a los lenguajes formales y
los autómatas finitos. Probaremos el Teorema de Myhill–Nerode que nos dice cuándo
un lenguaje es aceptado por un autómata finito. Generalizaremos este teorema a una
versión algebraica en la que cierta biálgebra (una biálgebra de Myhill–Nerode) de
dimensión finita juega el papel de autómata que acepta el lenguaje. Construiremos
varios ejemplos y, por último, veremos que todo autómata finito determina una
biálgebra de Myhill–Nerode que a su vez determina un autómata finito (no necesa-
riamente el mismo).

Sea Σ = {a1, a2, . . . , ak} un alfabeto finito y notemos por Σ∗ la colección de
palabras de longitud finita en las letras de Σ. Una palabra x ∈ Σ∗ se escribe como

x = ai1ai2 . . . aim

donde i1, i2, . . . , im es una sucesión finita de enteros en {1, 2, 3, . . . , k}. Asumiremos
que Σ∗ contiene a la palabra vaćıa e de longitud 0. Además, Σ∗ con la concate-
nación de palabras forma un monoide. Un lenguaje es un subconjunto L ⊆ Σ∗.
Informalmente, un autómata finito es un tipo de computadora que lee palabras en
Σ∗ y entrega un estado. La definición formal es la siguiente:

Definición 2.2.1. Un autómata finito es una 5-upla M = (Q,Σ, δ, q0, F ) que con-
siste en un conjunto finito Q de estados, un alfabeto de entrada Σ, una función
de transición δ : Q × Σ → Q, un estado inicial q0 ∈ Q y un conjunto de estados
aceptables F ⊆ Q.

El autómata finito comienza en el estado inicial q0. Para la palabra de entrada
x = ai1ai2 . . . aim ∈ Σ∗, la máquina se mueve a un nuevo estado de la siguiente forma.
Lee primero la letra de la izquierda ai1 y cambia de estado a q(1) = δ(q0, ai1). Luego,
lee la siguiente letra ai2 y se mueve al estado q(2) = δ(q(1), ai2). Luego, lee ai3 y se
mueve al estado q(3) = δ(q(2), ai3) y aśı sucesivamente. Cuando lee la última letra
aim se mueve al estado final q(m) = δ(q(m−1), aim).

Si el autómata finito M está en el estado q y salta al estado q′ después de leer la
palabra x ∈ Σ∗, escribimos q′ = δ̂(q, x). De esta forma, lo anterior se transforma en

q(m) = δ̂(q0, ai1ai2 . . . aim)

= δ̂(q1, ai2ai3 . . . aim)

...

= δ̂(q(m−1), aim).

Notemos que δ̂(q, a) = δ(q, a) para todo q ∈ Q, a ∈ Σ.
Una palabra x ∈ Σ∗ es aceptada por un autómata finito M si con la entrada x

comenzando en el estado inicial q0, el autómata alcanza un estado de F . En otras
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palabras, el autómata acepta la palabra x si y sólo si δ̂(q0, x) ∈ F . Un lenguaje L es
aceptado por M si la máquina alcanza un estado aceptable a partir de todas las
entradas x ∈ L.

Los autómatas finitos se pueden utilizar para realizar varias tareas. Por ejemplo,
se pueden usar para decidir cuándo una palabra en Σ∗ tiene, o no, cierta propiedad.
Un autómata de “paridad” (o parity-check machine) decide cuándo una palabra en
{0, 1}∗ tiene una cantidad par de unos.

Ejemplo 2.2.2 (Autómata de paridad). La máquina decide cuándo una palabra
dada en {0, 1}∗ tiene una cantidad par de 1’s. Tomamos Σ = {0, 1} y definimos
el autómata M = (Q,Σ, δ, q0, F ) de la siguiente manera. El conjunto de estados
Q = {q0, q1}, el estado inicial es q0 y el conjunto de estados aceptables es F = {q0}.
La función de transición δ : Q× Σ→ Q está dada por la siguiente tabla.

0 1
q0 q0 q1

q1 q1 q0

Veamos qué hace el autómata con la entrada 1001. Leyendo de izquierda a dere-
cha, el autómata lee el 1 y se mueve desde el estado inicial q0 al estado q1 = δ(q0, 1).
Luego, lee 0 y permanece en el estado q1 = δ(q1, 0) y vuelve a leer 0 permaneciendo
en el estado q1 = δ(q1, 0). Finalmente, lee 1 y salta al estado final q0 = δ(q1, 1). Como
q0 ∈ F , q0 es un estado aceptable. La máquina alcanzó un estado aceptable preci-
samente porque 1001 tiene una cantidad par de 1’s. Por otro lado, para la entrada
111 empezando en el estado q0, la máquina lee 1 y se mueve al estado q1 = δ(q0, 1),
lee 1 y se mueve a q0 = δ(q1, 1). Luego, lee por última vez 1 y se mueve al estado
final q1 = δ(q0, 1) que es un estado no aceptable. Esto ocurre porque 111 tiene una
cantidad impar de 1’s.

En general, para una entrada x ∈ Σ∗, el autómata de paridad va a alcanzar el
estado q0 si y sólo si x tiene una cantidad par de 1’s. El lenguaje aceptado por el
autómata es precisamente el conjunto de palabras en {0, 1}∗ con una cantidad par
de 1’s. Precisamente, aceptando sólo esas palabras, el autómata finito “decide” qué
palabras tienen una cantidad par de 1’s.

Podemos representar un autómata finito usando un diagrama de transición
de estados que es un tipo de grafo dirigido cuyos vértices son los estados y las
aristas, orientadas y etiquetadas con letras del alfabeto, representan a la función de
transición. Es decir, la transición δ(qi, a) = qj para los estados qi, qj y la letra a ∈ Σ
se indica etiquetando con a la arista dirigida desde el vértice qi al qj. Los estados
aceptables se indican con un doble trazo en la circunferencia que rodea al vértice.

La figura 2.1 representa el diagrama de transición de estados del autómata de
paridad. Calculemos, por ejemplo, el estado final a partir de la entrada x = 10011
observando el diagrama. Comenzando en la flecha de la izquierda que apunta al
estado inicial, la máquina lee el d́ıgito 1 y se mueve por la arista correspondiente al
estado q1. Luego, lee los dos ceros y permanece en el mismo estado. Después, lee un
1 y se mueve al estado q0. Por último, lee el 1 y se mueve al estado q1.
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q0start q1

1

0

1

0

Figura 2.1: Diagrama de transición de estados para el Autómata de Paridad. El
único estado aceptable es el q0.

Para nuestro próximo ejemplo, construimos un autómata finito que decide si
una palabra en {0, 1}∗ termina en 11. El lenguaje aceptado por el autómata será el
conjunto de palabras en {0, 1}∗ que terminan en 11.

Ejemplo 2.2.3 (Test de palabra terminada en 11). Sea (M,Σ, δ, q0, F ) con estados
Q = {q0, q1, q2}, estado inicial q0 y estados aceptables F = {q2}. Definimos la función
de transición δ : Q× Σ→ Q por la tabla

0 1
q0 q0 q1

q1 q0 q2

q2 q0 q2

El diagrama de transición de estados está dado por la Figura 2.2.

q0start q1 q2

1

0

1

0

1

0

Figura 2.2: Diagrama de transición de estados para Test de palabra terminada en
11. El único estado aceptable es el q2

Por ejemplo, x = 01011 termina en 11 y la máquina alcanza el estado q2 (un
estado aceptable) como se pide. Por otro lado, para la entrada 101 la máquina
alcanza el estado q1 y entonces no es una palabra aceptada por M .

Ejemplo 2.2.4. Consideremos Σ = {a, b}. Sea (M,Σ, δ, q0, F ) con conjunto de
estados Q = {q0, q1}, estado inicial q0 y estados aceptables F = {q1}. La función de
transición está dada por
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a b
q0 q1 q0

q1 q1 q1

El diagrama de transición de estados corresponde al de la Figura 2.3.

q0start q1

a

b a, b

Figura 2.3: Diagrama de transición de estados para el Autómata del Ejemplo 2.2.4.

Notemos que este autómata reconoce las palabras que contienen al menos una
letra a como veremos en el Ejemplo 2.2.7.

Es evidente que un autómata finito M = (Q,Σ, δ, q0, F ) acepta el lenguaje L
formado por las palabras x ∈ Σ∗ tales que δ̂(q0, x) pertenece a F .

Ahora nos preguntamos: dado un alfabeto Σ y un lenguaje L ⊆ Σ∗, ¿existe un
autómata finito que acepte al lenguaje L? Las respuesta viene dada por el Teorema
de Myhill–Nerode.

Sea Σ un alfabeto finito y sea L ⊆ Σ∗ un lenguaje. En el conjunto Σ∗ definimos
una relación de equivalencia ∼L como sigue: para x, y ∈ Σ∗,

x ∼L y si y sólo si xz ∈ L exactamente cuando yz ∈ L para todo z ∈ Σ∗.

La relación de equivalencia ∼L tiene ı́ndice finito si hay una cantidad finita de
clases de equivalencia bajo la relación.

Proposición 2.2.5 (Teorema de Myhill–Nerode). Sea Σ un alfabeto finito y sea
L ⊆ Σ∗ un lenguaje. Son equivalentes:

(i) La relación de equivalencia ∼L tiene ı́ndice finito;

(ii) Existe un autómata finito que acepta el lenguaje L.

Demostración. (i)⇒ (ii): Supongamos que ∼L tiene ı́ndice finito. Debemos cons-
truir un autómata finito que acepte el lenguaje L. Para cada x ∈ Σ∗, sea

[x] = {y ∈ Σ∗ : y ∼L x}

la clase de equivalencia de∼L que contiene a x. Entonces, por la hipótesis, el conjunto
Q = {[x] : x ∈ Σ∗} es finito y será el conjunto de estados del autómata. Sea δ : Q×
Σ → Q la relación dada por δ([x], a) = [xa] para a ∈ Σ. Veamos que es una
función bien definida. Para eso, supongamos que [x] = [y], entonces x ∼L y y luego,
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x(az) ∈ L exactamente cuando y(az) ∈ L para todo z ∈ Σ∗. Por lo tanto, [xa] = [ya].
Ahora,

δ([x], a) = [xa] = [ya] = δ([y], a).

Esto prueba que δ está bien definida sobre las clases de Q. Tomemos q0 = [e] y
F = {[x] ∈ Q : x ∈ L}. Tenemos entonces el autómata finito M = (Q,Σ, δ, q0, F )
que acepta al lenguaje L. En efecto, δ̂([e], x) = [x] para todo x ∈ Σ∗. En particular,
si x ∈ L entonces δ̂([e], x) ∈ F .

(ii)⇒ (i): Supongamos que el lenguaje L es aceptado por el autómata finito
M = (Q,Σ, δ, q0, F ). Definimos ∼M la relación de equivalencia dada por x ∼M y
si y sólo si δ̂(q0, x) = δ̂(q0, y). Entonces, ∼M tiene ı́ndice finito puesto que hay un
conjunto finito de estados en Q. Notemos que

L = {x ∈ Σ∗ : δ̂(q0, x) ∈ F},

y entonces L es una unión de algunas de las clases de equivalencia bajo la rela-
ción ∼M . Supongamos ahora que x ∼M y. Entonces, δ̂(q0, x) = δ̂(q0, y) y luego,
δ̂(q0, xz) = δ̂(q0, yz) para todo z ∈ Σ∗. En consecuencia, xz ∈ L si y sólo si yz ∈ L
para todo z ∈ Σ∗, es decir, x ∼L y. Esto dice que el ı́ndice de ∼L es menor o igual
que el ı́ndice de ∼M pues cada clase de ∼L es una unión de clases de ∼M .

Vamos a ver varios ejemplos para calcular la cantidad de clases de equivalencia
bajo ∼L para ver si determinados lenguajes L son o no aceptados por autómatas
finitos.

Ejemplo 2.2.6. Sea L el vocabulario del idioma español que consiste en palabras
formadas a partir del alfabeto Σ = {a, b, c, . . . , z}. Asumimos que L es un conjunto
finito; luego, existe una palabra x ∈ L de longitud máxima d. Ahora, cualesquiera
dos palabras x, y ∈ Σ∗ de longitud > d son equivalentes pues, para toda palabra
z ∈ Σ∗, tanto xz como yz no pertenecen a L. Luego, ∼L admite a lo sumo |L| + 2
clases de equivalencia (contando una clase por cada palabra incluyendo la palabra
vaćıa y otra por todas las palabras fuera de L). Por el Teorema de Myhill–Nerode,
el idioma español es aceptado por un autómata finito.

Ejemplo 2.2.7. Sea L ⊆ {a, b}∗ definido como

L = {xay : x, y ∈ {a, b}∗}.

Ahora, y ∼L e si y sólo si yz ∈ L exactamente cuando z ∈ L,∀z ∈ {a, b}∗. Luego,
[e] = {y : y /∈ L}. Esto lo podemos ver separando casos en z. Si z ∈ L, entonces yz
también, pues seguro que contiene una letra a pues z ya la tiene. Si z /∈ L, entonces
yz sólo va a estar en L si y ∈ L.

Por otro lado, y ∼L a si y sólo si yz ∈ L exactamente cuando az ∈ L,∀z. Como
az siempre está en L, necesito que yz también. Pero esto sólo sucede si y ∈ L. Luego,
[a] = {y : y ∈ L}. Obviamente, [e] 6= [a]. Entonces, el conjunto de clases bajo ∼L es
{[e], [a]} con L = [a]. Por el Teorema de Myhill–Nerode, el lenguaje L es aceptado
por el autómata finito de la Figura 2.4.

Notemos que se trata del mismo diagrama de la Figura 2.3 reetiquetando los
nodos.
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[e]start [a]

a

b a, b

Figura 2.4: Diagrama del Ejemplo 2.2.7

Ejemplo 2.2.8. Sea Σ = {a, b} y sea L el lenguaje formado por las palabras en
{a, b}∗ que no tengan dos letras b consecutivas. Se tiene que y ∼L e si y sólo si
yz ∈ L exactamente cuando z ∈ L. En consecuencia, la clase [e] está formada por
todas las palabras y ∈ L que terminan en a o bien y = e. Por otro lado, y ∼L b si
y sólo si yz ∈ L exactamente cuando bz ∈ L. Luego, [b] está formada por todas las
palabras que terminan en b pero no en bb. Finalmente, y ∼L bb si y sólo si yz ∈ L
exactamente cuando bbz ∈ L. Entonces, [bb] es el conjunto de palabras y /∈ L. El
Teorema de Myhill–Nerode nos permite construir el autómata de la Figura 2.5 que
acepta al lenguaje L.

[e]start [b] [bb]

b

a

a

b

a, b

Figura 2.5: Diagrama del Ejemplo 2.2.8

Ejemplo 2.2.9. Tomemos Σ = {a, b} y L = {anbn : n ≥ 0}, es decir,

L = {e, ab, aabb, aaabbb, aaaabbbb, . . . }.

El conjunto de clases bajo ∼L es

{L \ {e}, [b], [e], [a], [aa], [aaa], [aaaa], . . . }

con L = L \ {e} ∪ [e]. Es fácil ver que las clases son distintas. Estudiando casos,
se puede probar que son todas. Luego ∼L tiene ı́ndice infinito, y entonces no existe
autómata finito que acepte el lenguaje L.

Fijemos un poco de notación para el resto de la sección. Sea K un cuerpo y S
un monoide. Notamos por H a KS la biálgebra del monoide como en el Ejemplo
2.1.2 con dual lineal H∗ = KS∗. Recordemos la estructura de H-módulo a derecha
en H∗ definida como

(p ↼ x)(y) = p(xy)
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para todo x, y ∈ H, p ∈ H∗. El elemento p ↼ x es el traslado a derecha de p por x.
Además, p ↼ H = {p ↼ x : x ∈ H} es un subespacio de H∗. Vamos a considerar el
monoide S = Σ∗ de las palabras sobre el alfabeto finito Σ y L ⊆ S un lenguaje. Sea
ρ : S → K la función caracteŕıstica de L definida como

ρ(x) =

{
1 si x ∈ L
0 si x /∈ L

Entonces, ρ se extiende por linealidad a un elemento p ∈ H∗. En efecto,

p

(∑
x∈S

axx

)
=
∑
x∈S

axρ(x).

La siguiente proposición es fundamental en lo sucesivo.

Proposición 2.2.10. Sea L ⊆ S un lenguaje y sea p el elemento de H∗ = KS∗

definido arriba. Entonces ∼L tiene ı́ndice finito si y sólo si el conjunto de traslados
a derecha {p ↼ x : x ∈ S} es finito.

Demostración. Sea [x] la clase de equivalencia de x por la relación ∼L. Definimos
una relación de equivalencia ∼p sobre S como sigue: x ∼p y si y sólo si p(xz) = p(yz)
para todo z ∈ S. Entonces, ∼L=∼p por la definición de p. Notemos por [x]p la clase
de equivalencia de x bajo ∼p. Luego, {[x] : x ∈ S} = {[x]p : x ∈ S}. Definimos la
relación

φ : {[x]p : x ∈ S} → {p ↼ x : x ∈ S}

por la regla φ([x]p) = p ↼ x. Supongamos que [x]p = [y]p, entonces

φ([x]p) = p ↼ x = p ↼ y = φ([y]p).

Luego, φ está bien definida sobre las clases de equivalencia bajo ∼p. La aplicación
es claramente sobreyectiva. Veamos que es inyectiva. Para ello, supongamos que
φ([x]p) = φ([y]p). Entonces, p ↼ x = p ↼ y, de donde [x]p = [y]p. Tenemos entonces
una biyección entre las clases de equivalencia bajo ∼L y {p ↼ x : x ∈ S} de lo cual
se sigue el resultado buscado.

La Proposición 2.2.10 es el punto de partida para generalizar el teorema de
Myhill–Nerode a un monoide S arbitrario. La condición “∼L tiene ı́ndice finito” se
reemplaza por la condición de finitud sobre el conjunto {p ↼ x : x ∈ S}. Una cierta
biálgebra jugará el papel del autómata finito que acepta el lenguaje.

Proposición 2.2.11. Sea S un monoide y sea H = KS la biálgebra del monoide.
Sea p ∈ H∗. Son equivalentes:

(i) El conjunto {p ↼ x : x ∈ S} de traslados a derecha es finito;

(ii) Existe una biálgebra B de dimensión finita, un morfismo de biálgebras Ψ: H →
B y un elemento f ∈ B∗ tal que p(h) = f(Ψ(h)) para todo h ∈ H.
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Demostración. (i)⇒ (ii): Sea Q = {p ↼ x : x ∈ S} el conjunto finito de traslados
a derecha. Para cada u ∈ S, definimos el operador a derecha ru : Q→ Q como

(p ↼ x)ru = (p ↼ x) ↼ u = p ↼ xu.

El conjunto {ru : u ∈ S} es finito por la cota

|{ru : u ∈ S}| ≤ |Q||Q|.

Dotamos al conjunto {ru : u ∈ S} de la operación binaria dada por la “composición
de operadores” definida como: para ru, rv ∈ {ru : u ∈ S}, p ↼ x ∈ Q,

(p ↼ x)(rurv) = (p ↼ xu)rv = p ↼ xuv = (p ↼ x)ruv.

Luego, rurv = ruv para todo u, v ∈ S. Entonces, el conjunto {ru : u ∈ S} con
la composición de operadores es un monoide con unidad r1. Notemos por B la
biálgebra del monoide {ru : u ∈ S} sobre K. Sea Ψ: H → B la transformación
K-lineal definida por Ψ(u) = ru. Entonces,

Ψ(uv) = ruv = rurv = Ψ(u)Ψ(v).

Además,

∆B(Ψ(u)) = ∆B(ru) = ru ⊗ ru = Ψ(u)⊗Ψ(u) = (Ψ⊗Ψ)(u⊗ u) = (Ψ⊗Ψ)∆H(u),

y
εB(Ψ(u)) = εB(ru) = εH(u).

Entonces, Ψ es morfismo de biálgebras. Sea f ∈ B∗ definido como

f(ru) = ((p ↼ 1)ru)(1) = (p ↼ u)(1) = p(u).

Entonces p(h) = f(Ψ(h)) para todo h ∈ H como se pide.
(ii)⇒ (i): Supongamos que existe una biálgebra de dimensión finita B, un mor-

fismo de biálgebras Ψ: H → B y un elemento f ∈ B∗ tal que p(h) = f(Ψ(h)) para
todo h ∈ H. Definimos una acción · de H en B, que resulta en una estructura de
H-módulo a derecha, como

b · h = bΨ(h)

para todo b ∈ B, h ∈ H. Entonces, para b ∈ B, x ∈ S,

∆B(b · x) = ∆B(bΨ(x)) = ∆B(b)∆B(Ψ(x)) =

∑
(b)

b(1) ⊗ b(2)

 (Ψ⊗Ψ)∆H(x)

=

∑
(b)

b(1) ⊗ b(2)

 (Ψ(x)⊗Ψ(x)) =
∑
(b)

b(1)Ψ(x)⊗ b(2)Ψ(x)

=
∑
(b)

b(1) · x⊗ b(2) · x
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y
εB(b · x) = εB(bΨ(x)) = εB(b)εB(Ψ(x)) = εB(b)εH(x).

Luego, B es H-módulo coálgebra a derecha. Ahora, sea Q el conjunto de los elemen-
tos de tipo grupo de B. Por la Proposición 1.2.24, Q es un subconjunto linealmente
independiente de B. Como B es de dimensión finita, Q es finito. Como B es H-
módulo coálgebra a derecha con acción ·, tenemos

∆B(q · x) = q · x⊗ q · x

para q ∈ Q, x ∈ S. Luego, · se restringe a una acción de S en Q. Ahora, para
x, y ∈ S,

(p ↼ x)(y) = p(xy) = f(Ψ(xy)) = f(Ψ(x)Ψ(y))

= f((1BΨ(x))Ψ(y)) = f((1B · x) · y).
(2.4)

Sea
T = {q ∈ Q : q = 1B · x, para cierto x ∈ S}

Por (2.4), existe una función sobreyectiva

% : T → {p ↼ x : x ∈ S}

definida como
%(1B · x)(y) = f((1B · x) · y) = (p ↼ x)(y).

Como T es finito, {p ↼ x : x ∈ S} es finito.

Las biálgebras construidas en la Proposición 2.2.11(ii) se llaman biálgebras
de Myhill–Nerode. La forma más sencilla de construir una biálgebra de Myhill–
Nerode es comenzar con un lenguaje L ⊆ S para el cual ∼L es de ı́ndice finito.
Luego, por la Proposición 2.2.10, el conjunto de traslados a derecha {p ↼ x : x ∈ S}
es finito, y entonces, por la implicación (i) ⇒ (ii) de la Proposición 2.2.11, existe
una biálgebra de Myhill–Nerode B, un morfismo de biálgebras Ψ: KS → B y un
elemento f ∈ B∗ tal que p(h) = f(Ψ(h)), para todo h ∈ KS. Veamos algunos
ejemplos.

Ejemplo 2.2.12. Sea L ⊆ S = Σ∗ = {a, b}∗ el lenguaje del Ejemplo 2.2.7. En
este caso, las clases de quivalencia bajo ∼L son [e] y [a], con L = [a]. La fun-
ción caracteŕıstica ρ : S → K se extiende a una función p ∈ KS∗ definida como
p(
∑

x∈S axx) =
∑

x∈S axρ(x). Hay exactamente dos traslados a derecha de p:

{p ↼ 1, p ↼ a}.

El conjunto de operadores a derecha es {r1, ra} y quedan definidos por la tabla

p ↼ x (p ↼ x)r1 (p ↼ x)ra
p ↼ 1 p ↼ 1 p ↼ a
p ↼ a p ↼ a p ↼ a
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El monoide T = {r1, ra} tiene la operación dada por

r1 ra
r1 r1 ra
ra ra ra

La biálgebra del monoide KT es la biálgebra de Myhill–Nerode. Más aún, el
morfismo de biálgebras Ψ: KS → KT está dado por Ψ(x) = rx. Sea {er1 , era} la
base de KT ∗ dual a la base {r1, ra} de KT . Considero h =

∑
x∈S axx. Entonces, el

elemento era ∈ KT ∗ es tal que

p(h) = p

(∑
x∈S

axx

)
=
∑
x∈S

axρ(x) =
∑
x∈S

axδ[a],[x] =
∑
x∈S

axera(rx)

= era

(∑
x∈S

axrx

)
= era

(
Ψ

(∑
x∈S

axx

))
= era(Ψ(h)).

Es decir, era es el elemento f de la Proposición 2.2.11. Además, en este caso KT ∗

es una K-biálgebra con KT ∗ ∼= K × K como K-álgebras mediante la asignación
e1 7→ (1, 0), ea 7→ (0, 1) y con estructura de coálgebra definida como

∆KT ∗(er1) = er1 ⊗ er1 ,
∆KT ∗(era) = er1 ⊗ era + era ⊗ er1 + era ⊗ era ,

εKT ∗(er1) = er1(r1) = 1,

εKT ∗(era) = era(r1) = 0.

Ejemplo 2.2.13. Consideremos ahora el lenguaje L del Ejemplo 2.2.8. Las clases
de equivalencia bajo ∼L son [e], [b], [bb] con L = [e] ∪ [b]. Si p ∈ KS∗ denota a la
extensión de la función caracteŕıstica de L como antes, el conjunto de traslados a
derecha es Q = {p ↼ 1, p ↼ b, p ↼ bb}. El conjunto de operadores a derecha es
{r1, rb, rbb, ra, rab, rba}. Los operadores están definidos por la siguiente tabla

p ↼ x (p ↼ x)r1 (p ↼ x)rb (p ↼ x)rbb (p ↼ x)ra (p ↼ x)rab (p ↼ x)rba
p ↼ 1 p ↼ 1 p ↼ b p ↼ bb p ↼ 1 p ↼ b p ↼ 1
p ↼ b p ↼ b p ↼ bb p ↼ bb p ↼ 1 p ↼ b p ↼ bb
p ↼ bb p ↼ bb p ↼ bb p ↼ bb p ↼ bb p ↼ bb p ↼ bb

El monoide T = {r1, rb, rbb, ra, rab, rba} tiene la operación definida por
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r1 rb rbb ra rab rba
r1 r1 rb rbb ra rab rba
rb rb rbb rbb rba rb rbb
rbb rbb rbb rbb rbb rbb rbb
ra ra rab rbb ra rab ra
rab rab rbb rbb ra rab rbb
rba rba rb rbb rba rb rba

La biálgebra del monoide KT es la biálgebra de Myhill–Nerode y el morfismo de
biálgebras Ψ: KS → KT está dado por Ψ(x) = rx. Sea {er1 , erb , erbb , era , erab , erba}
la base de KT ∗ dual a la base T de KT . Sea h =

∑
x∈S axx. Entonces el elemento

f de la Proposición 2.2.11 es 1− erbb ; en efecto

p(h) = p

(∑
x∈S

axx

)
=
∑
x∈S

axρ(x)

=
∑
x∈S

ax
∑
ry∈T,
ry 6=rbb

δ[y],[x] =
∑
x∈S

ax
∑
ry∈T,
ry 6=rbb

ery(rx)

=
∑
x∈S

ax(1− erbb)(rx) = (1− erbb)

(∑
x∈S

axrx

)

= (1− erbb)

(
Ψ

(∑
x∈S

axx

))
= (1− erbb)(Ψ(h)).

Ejemplo 2.2.14. Sea Σ = {a}, para cada entero i ≥ 0, notemos Li = {ai} ⊆ S =
Σ∗, con función caracteŕıstica ρi : S → K. Sea H = KS y sea pi ∈ H∗ = KS∗ la
extensión de ρi. El conjunto finito de traslados a derecha de pi ∈ H∗ es

Qi = {pi ↼ 1, pi ↼ a, pi ↼ a2, . . . , pi ↼ ai, pi ↼ ai+1.}

El conjunto de operadores a derecha sobreQi es el monoide Ti = {r1, ra, ra2 , . . . , rai , rai+1}.
Tenemos, para cada 0 ≤ m,n ≤ i+ 1,

ramran =

{
ram+n si 0 ≤ m+ n ≤ i+ 1
rai+1 si m+ n > i+ 1

Bi = KTi es la biálgebra de Myhill–Nerode con morfismo de biálgebras Ψi : H → Bi

definido como x 7→ rx. El elemento erai ∈ B
∗
i es tal que

pi(h) = erai (Ψi(h)),

para todo h ∈ KS.

A continuación, vamos a ver cómo una biálgebra de Myhill–Nerode determina
un autómata finito. Sea B una biálgebra de Myhill–Nerode construida a partir de
un lenguaje L con ∼L de ı́ndice finito (como en los Ejemplos 2.2.12, 2.2.13 y 2.2.14).
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Proposición 2.2.15. La biálgebra de Myhill–Nerode B determina un autómata fi-
nito (Q,Σ, δ, qo, F ) que acepta el lenguaje L.

Demostración. Como conjunto de estados del autómata tomamos Q el conjunto
finito de elementos de tipo grupo de B; se trata precisamente del conjunto finito
de operadores a derecha Q = {rx : x ∈ S}. Como alfabeto de entrada elegimos Σ.
Como hemos visto, la estructura de H-módulo a derecha de B se restringe a una
acción “·” de S en Q. Definimos, entonces, la función de transición δ : Q × Σ → Q
como

δ(rx, y) = rxΨ(y) = rxry = rxy,

para rx ∈ Q, y ∈ S. El estado inicial es q0 = 1B y el conjunto de estados aceptables
F es el subconjunto de Q de los elementos de la forma 1B · x, x ∈ S para los cuales

p(x) = f(Ψ(x)) = f(1BΨ(x)) = f(1B · x) = 1

Por construcción, el autómata finito (Q,Σ, δ, 1B, F ) acepta el lenguaje L.

Ejemplo 2.2.16. Sea B la biálgebra de Myhill–Nerode construida en el Ejemplo
2.2.12. El autómata finito está dado por Q = {r1, ra}, F = {ra}, con función de
transición δ dada por la tabla

a b
r1 ra r1

ra ra ra

El diagrama correspondiente al autómata está dado por la Figura 2.6. Este
autómata acepta el lenguaje L del Ejemplo 2.2.12.

r1start ra

a

b a, b

Figura 2.6: Diagrama de transición de estados para el autómata del Ejemplo 2.2.16.

Ejemplo 2.2.17. Sea B la biálgebra de Myhill–Nerode construida en el Ejem-
plo 2.2.13. El autómata finito está dado por Q = {r1, rb, rbb, ra, rab, rba}, F =
{r1, rb, ra, rab, rba} con función de transición δ dada por la tabla
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a b
r1 ra rb
rb rba rbb
rbb rbb rbb
ra ra rab
rab ra rbb
rba rba rb

El autómata asociado está dado por la Figura 2.7. Este autómata acepta el
lenguaje L del Ejemplo 2.2.13. Notemos que no es el mismo autómata de la Figura
correspondiente a dicho ejemplo.

r1start rb

rba

rbb

ra rab

b

a

b

a

a

b a, b

a

b
b

a

Figura 2.7: Diagrama de transición de estados para el autómata del Ejemplo 2.2.17.

Ejemplo 2.2.18. Para i ≥ 0, sea Bi la biálgebra de Myhill–Nerode construida
en el Ejemplo 2.2.14. El autómata finito está dado por (Qi,Σ, δi, 1Bi

, Fi) con Qi =
{r1, ra, ra2 , . . . , rai , rai+1}, F = {rai} con función de transición δi dada por la tabla

a
r1 ra
ra ra2
ra2 ra3
...

...
rai rai+1

rai+1 rai+1

El diagrama de estados está dado por la Figura 2.8. Este autómata acepta el
lenguaje L del Ejemplo 2.2.14.



2.3. SUCESIONES REGULARES 61

r1start ra ra2 . . . rai rai+1
a a a a a

a

Figura 2.8: Diagrama de transición de estados para el autómata del Ejemplo 2.2.18.

2.3. Sucesiones regulares

En esta última sección presentamos el concepto de sucesión regular que genera-
liza las sucesiones recursivas lineales sobre cuerpos finitos.

Sea S un monoide numerable como conjunto. Luego, los elementos de S se pueden
listar como

x0, x1, x2, x3, . . .

Sea K un cuerpo y consideremos H = KS la biálgebra del monoide. Sea p ∈ H∗.
Definimos una sucesión {sn} en K por la regla sn = p(xn) para n ≥ 0. Entonces,
decimos que {sn} es una sucesión regular si el conjunto de traslados a derecha
{p ↼ x : x ∈ S} es finito. Recordemos que para x ∈ S, el traslado p ↼ x ∈ H∗ se
define como (p ↼ x)(y) = p(xy),∀y ∈ S.

Ejemplo 2.3.1. Sean S = {a, b}∗ y L el lenguaje que consiste de todas las palabras
que no tienen dos letras b consecutivas (ver Ejemplo 2.2.8). Las clases de equivalencia
bajo ∼L son [e], [b], [bb], y L = [e] ∪ [b]. El conjunto S es numerable y sus elementos
se pueden listar como

e, a, b, aa, ab, ba, bb, aaa, aab, aba, abb, baa, bab, bba, bbb, aaaa, aaab, . . .

Estamos listando por longitud primero y luego por orden lexicográfico. Aqúı, x0 =
e, x1 = a, x2 = b, etc. Sea ρ : S → K la función caracteŕıstica de L que se extiende a
una función p =

∑∞
n=0 ρ(xn)en ∈ H∗ con en(xm) = δn,m. La sucesión sn = p(xn) en

K es

1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 1, 1, 1, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, . . .

El ı́ndice de ∼L es 3, entonces por la Proposición 2.2.10, el conjunto de traslados a
derecha {p ↼ x : x ∈ S} es finito. Luego, {sn} es una sucesión regular.

Veamos un lema, [NU11, Lema 4.1], que será necesario para caracterizar a las
sucesiones regulares.

Lema 2.3.2. Sea W un conjunto, K un cuerpo y Map(W,K) el álgebra de funciones
de W en K Si A es un subespacio de Map(W,K) de dimensión finita n > 0, existen
elementos w1, w2, . . . , wn ∈ W y una base {g1, g2, . . . , gn} de A tal que gi(wj) = δij
para todo 1 ≤ i, j ≤ n.
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Demostración. Procederemos por inducción en n. Para el caso n = 1 tomamos {f}
base de A. Como f es no nulo, existe un elemento w ∈ W tal que f(w) 6= 0. Sea
g = f(w)−1f . Entonces {g} es base de A y cumple que g(w) = 1.

Asumamos que n > 1 y que existen elementos w1, . . . , wn−1 ∈ W y funcio-
nes g′1, . . . , g

′
n−1 ∈ Map(W,K) que cumplen g′i(wj) = δij para 1 ≤ i, j ≤ n − 1 y

span{g′1, . . . , g′n−1} = span{f1, . . . , fn−1}. Como fn /∈ span{g′1, . . . , g′n−1}, la función
h = fn − fn(w1)g′1 − · · · − fn(wn−1)g′n−1 es no nula. En consecuencia, existe un ele-
mento wn ∈ W tal que h(wn) 6= 0. Sea gn = h(wn)−1h. Entonces, gn(wi) = 0 para
1 ≤ i ≤ n−1 y gn(wn) = 1. Para cada 1 ≤ i ≤ n−1, sea gi = g′i−g′i(wn)gn. Entonces,
gi(wn) = 0. Más aún, gi(wj) = δij. Además, span{g1, . . . , gn} = span{f1, . . . , fn} y
entonces la base buscada es {g1, . . . , gn}.

Proposición 2.3.3. Asumiendo la notación anterior, {sn} es una sucesión regular
si y sólo si dim(p ↼ H) <∞ y la imagen p(S) = {p(x) : x ∈ S} es finita.

Demostración. Si {sn} es una sucesión regular, entonces el conjunto de traslados
{p ↼ x : x ∈ S} es finito. Como {p ↼ x : x ∈ S} genera p ↼ H, entonces p ↼ H es
finitamente generado. En particular, dim(p ↼ H) <∞. Más aún, para todo x ∈ S,
(p ↼ x)(1) = p(x) y entonces {p(x) : x ∈ S} es finito.
Rećıprocamente, supongamos que dim(p ↼ H) = n <∞ y p(S) = {p(x) : x ∈ S} es
finito. Luego, p ↼ H es un subespacio de dimensión finita del K-espacio vectorial
Map(S,K) y entonces, por el Lema 2.3.2, existen elementos y1, y2, . . . , yn ∈ S y
una base {f1, f2, . . . fn} de p ↼ H tal que fi(yj) = δi,j. Sea x ∈ S. Entonces,
existen elementos r1, r2, . . . , rn ∈ K para los cuales p ↼ x = r1f1 + r2f2 + · · ·+ rnfn.
Evaluando en yj obtenemos rj = p(xyj) ∈ p(S) para 1 ≤ j ≤ n. Como p(S) es finito,
sólo hay una cantidad finita de combinaciones lineales de los fi que representan a los
traslados a derecha de p. Luego, la cantidad de traslados es finita y entonces {sn}
es regular.

Como consecuencia de la Proposición 2.3.3 la noción de sucesión regular no
depende del orden en que listamos los elementos de S.

Proposición 2.3.4. Sea K = GF (pm) el cuerpo finito de pm elementos. Sea {sn}
una sucesión recursiva lineal de orden k en K. Entonces, {sn} es regular.

Demostración. Sea Σ = {x} el alfabeto formado por una sola letra. Entonces, S =
Σ∗ = {1, x, x2, . . . } y K[x] con la estructura de biálgebra del Ejemplo 2.1.3 es la
biálgebra del monoide H = KS. Por la Proposición 1.3.13, la sucesión {sn} se
corresponde con un elemento p =

∑∞
n=0 snen ∈ H◦ con en(xm) = δn,m. Claramente,

sn = p(xn) para todo n ≥ 0. Ahora, por el Lema 2.1.10 dim(p ↼ H) <∞. Además,
como p(S) ⊆ GF (pm), se sigue que es un conjunto finito. Luego, por la Proposición
2.3.3, {sn} es regular.

Ejemplo 2.3.5. Sea K = GF (2). Consideremos {sn} la sucesión recursiva lineal
de orden 3 sobre K con polinomio caracteŕıstico f(x) = x3 + x + 1, relación de
recurrencia

sn+3 = sn+1 + sn, n ≥ 0,
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y vector inicial s0 = 101. La sucesión {sn} es periódica de peŕıodo 7. De hecho, la
sucesión es

1, 0, 1, 1, 1, 0, 0, 1, 0, 1, 1, 1, 0, 0, . . .

que es regular por la Proposición 2.3.4.

Sea {sn} la sucesión regular enK = GF (2) del Ejemplo 2.3.5 con p =
∑∞

n=0 snen ∈
K[x]◦. El conjunto finito de traslados a derecha es

{p ↼ 1, p ↼ x, p ↼ x2, p ↼ x3, p ↼ x4, p ↼ x5, p ↼ x6}.
En consecuencia, la Proposición 2.2.11 nos permite construir una biálgebra de Myhill–
Nerode B, un morfismo de biálgebras Ψ: K[x] → B y un elemento f ∈ B∗ tal que
p(h) = f(Ψ(h)) para todo h ∈ K[x]. Construimos B de la siguiente manera. El
conjunto de operadores a derecha es

T = {r1, rx, rx2 , rx3 , rx4 , rx5 , rx6}
con la operación dada por la tabla de abajo.

r1 rx rx2 rx3 rx4 rx5 rx6

r1 r1 rx rx2 rx3 rx4 rx5 rx6
rx rx rx2 rx3 rx4 rx5 rx6 r1

rx2 rx2 rx3 rx4 rx5 rx6 r1 rx
rx3 rx3 rx4 rx5 rx6 r1 rx rx2
rx4 rx4 rx5 rx6 r1 rx rx2 rx3
rx5 rx5 rx6 r1 rx rx2 rx3 rx4
rx6 rx6 r1 rx rx2 rx3 rx4 rx5

La biálgebra de Myhill–Nerode B es KT ∼= KC7. Notemos que KT ∗ tiene como
base

{er1 , erx , erx2 , erx3 , erx4 , erx5 , erx6}
con erxm (rxn) = δm,n. Existe un morfismo de biálgebras Ψ: K[x] → KT definido
como Ψ(x) = rx. Sea

f = er1 + erx2 + erx3 + erx4 .

Entonces, p(h) = f(Ψ(h)),∀h ∈ K[x]. Adicionalmente, la sucesión {sn} determina
el lenguaje L ⊆ {x}∗ definido de la siguiente manera: para n ≥ 0, xn ∈ L si y sólo
si sn = 1. El lenguaje L es aceptado por el autómata finito de la Figura 2.9.

r1start rx rx2 rx3 rx4 rx5 rx6
x x x x x x

x

Figura 2.9: Diagrama del autómata finito que acepta el lenguaje L.
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Caṕıtulo 3

Álgebras de Hopf

En este caṕıtulo vamos a introducir la noción de álgebra de Hopf sobre un cuer-
po K como una biálgebra con un morfismo adicional conocido como ant́ıpoda que
satisface una cierta propiedad. Damos algunos ejemplos básicos incluyendo el anillo
del grupo KG. En este ejemplo, la ant́ıpoda tiene orden 2 y nos preguntamos en-
tonces bajo qué condiciones es cierto este hecho. Damos una respuesta completa a
esta pregunta y como corolario, probamos que las álgebras de Hopf conmutativas o
coconmutativas tienen ant́ıpodas necesariamente de orden 2.

3.1. Definiciones y ejemplos básicos

Definición 3.1.1. Una K-álgebra de Hopf es una K-biálgebra (H,mH , λH ,∆H , εH)
junto con una transformación K-lineal σH : H → H que satisface

mH(IH ⊗ σH)∆H(h) = εH(h)1H = mH(σH ⊗ IH)∆H(h) (3.1)

para todo h ∈ H. La función σ se conoce como ant́ıpoda. La Condición (3.1) es la
propiedad de la ant́ıpoda.

Observación. En notación de Sweedler, la condición se traduce en∑
(h)

h(1)σH(h(2)) = εH(h)1H =
∑
(h)

σH(h(1))h(2) (3.2)

para todo h ∈ H.

Definición 3.1.2. Sean H y H ′ dos K-álgebras de Hopf. Un morfismo de álgebras
de Hopf es un morfismo de biálgebras φ : H → H ′ que satisface la propiedad

φ(σH(a)) = σH′(φ(a))

para todo a ∈ H. Un morfismo de álgebras de Hopf es isomorfismo si φ es una
biyección.

El cuerpo K es una K-álgebra de Hopf tomando σK = IK . Se llama K-álgebra
de Hopf trivial. Veamos algunos ejemplos más.

65
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Ejemplo 3.1.3. Sea G un grupo finito y KG la biálgebra del monoide como en el
Ejemplo 2.1.2. Definimos la ant́ıpoda como σKG : KG→ KG

σKG(τ) = τ−1

para τ ∈ G. Entonces KG es una K-álgebra de Hopf.

Ejemplo 3.1.4. Sea K[x] la biálgebra de polinomios con x primitivo (ver Ejemplo
2.1.4). Definimos la ant́ıpoda σK[x] : K[x]→ K[x] como

σK[x](x
i) = (−x)i

para i ≥ 0. Entonces K[x] es K-álgebra de Hopf. Veámoslo: sea i > 0,

mK[x](IK[x] ⊗ σK[x])∆K[x](x
i) = mK[x](IK[x] ⊗ σK[x])

(
i∑

k=0

(
i

k

)
xk ⊗ xi−k

)

= mK[x]

(
i∑

k=0

(
i

k

)
xk ⊗ σK[x](x

i−k)

)
= mK[x]

(
i∑

k=0

(
i

k

)
xk ⊗ (−x)i−k

)

=
i∑

k=0

(
i

k

)
(−1)i−kxi =

(
i∑

k=0

(
i

k

)
(−1)i−k

)
xi = 0 = εK[x](x

i)1K[x].

Si i = 0, tenemos

mK[x](IK[x] ⊗ σK[x])∆K[x](1) = mK[x](IK[x] ⊗ σK[x])(1⊗ 1) = σK[x](1) = 1 = εK[x](1)

Análogamente,
mK[x](σK[x] ⊗ IK[x])∆K[x](x

i) = εK[x](x
i).

Ejemplo 3.1.5. Si consideramos la biálgebra de polinomios con x de tipo grupo
(ver Ejemplo 2.1.3), no podemos dotarla de una estructura de K-álgebra de Hopf.
En efecto, la condición (3.1) nos dice que

mK[x](IK[x] ⊗ σK[x])∆K[x](x) = mK[x](IK[x] ⊗ σK[x])(x⊗ x)

= mK[x](x⊗ σK[x](x)) = xσK[x](x) = εK[x](x) = 1.

En particular, necesitamos que xσK[x](x) = 1. De la misma forma, desarrollando la
otra mitad de la condición tenemos σK[x](x)x = 1. Esto implica que σK[x] debeŕıa
ser el inverso de x en K[x], algo que no es posible.

Sin embargo, podemos modificar esta biálgebra para poder definir una estructura
de álgebra de Hopf.

Ejemplo 3.1.6. Sea K[x, y]/(xy − 1) el cociente de K-álgebras. Entonces

K[x, y]/(xy − 1) ∼= K[x, x−1].
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Definimos la comultiplicación ∆K[x,x−1] tomando tanto x como x−1 como elemen-
tos de tipo grupo. Definimos la counidad εK[x,x−1] como x 7→ 1, x−1 7→ 1. Considera-
mos como ant́ıpoda la aplicación dada por

x 7→ x−1, x−1 7→ x (3.3)

Entonces, K[x, x−1] es K-álgebra de Hopf.

El siguiente ejemplo está tomado de [Swe69, pp. 89-90] con la notación adaptada
de [Mon93, Ejemplo 1.5.6].

Ejemplo 3.1.7 (Álgebra de Hopf de Sweedler). Sea K un cuerpo de caracteŕıstica
distinta de 2. Sea H la K-álgebra generada por {1, g, x, gx} con las relaciones

g2 = 1, x2 = 0, , xg = −gx.

Definimos la comultiplicación ∆H : H → H ⊗K H como

g 7→ g ⊗ g, x 7→ x⊗ 1 + g ⊗ x,

y la counidad εH : H → K por

g 7→ 1, x 7→ 0.

Tomamos como ant́ıpoda σH : H → H la función dada por g 7→ g, x 7→ −gx.
Veamos que H es K-álgebra de Hopf. Para ello debemos ver que se respetan las
relaciones. Es decir, debemos verificar que ∆H(x2) = ∆H(0), ∆H(g2) = ∆H(1) y
∆H(xg) = ∆H(−gx). Lo mismo para εH . Verifiquemos algunas de estas cuentas:

∆H(x2) = ∆H(x)∆H(x) = (x⊗ 1 + g ⊗ x)2

= x2 ⊗ 1 + xg ⊗ x+ gx⊗ x+ g2 ⊗ x2 = 0

∆H(xg) = ∆H(x)∆H(g) = xg ⊗ g + g2 ⊗ xg
= −(gx⊗ g + g2 ⊗ gx) = −∆H(g)∆H(x) = ∆H(−gx)

Además debemos ver que se cumple la propiedad de la ant́ıpoda. Basta con verificarla
sobre los generadores.

mH(IH ⊗ σH)∆H(g) = gσH(g) = gg = 1 = σH(g)g = mH(σH ⊗ IH)∆H(g)

mH(IH ⊗ σH)∆H(x) = xσH(1) + gσH(x) = x− g2x = 0

= −gx+ gx = σH(x) + σH(g)x = mH(σH ⊗ IH)∆H(x)

mH(IH ⊗ σH)∆H(xg) = xgσH(g) + 1σH(xg) = x+ σH(xg)

= x+ σH(g)σH(x) = x− g2x = 0

= εH(xg)

mH(σH ⊗ IH)∆H(xg) = σH(xg)g + xg = (x+ σH(xg))g = 0 = εH(xg)
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Una K-álgebra de Hopf H se dice conmutativa si es un álgebra conmutativa; de
forma similar, decimos que H es coconmutativa si es una coálgebra coconmutativa.
El álgebra de grupo KG del Ejemplo 3.1.3 es coconmutativa; es conmutativa si y
sólo si G es un grupo abeliano.

Las álgebras de Hopf de los Ejemplos 3.1.4 y 3.1.6 son conmutativas y cocon-
mutativas. Por otro lado, el álgebra de Hopf de Sweedler del Ejemplo 3.1.7 no es ni
conmutativa ni coconmutativa. Una K-álgebra de Hopf de este tipo se dice grupo
cuántico.

Veamos qué ocurre con la ant́ıpoda del Ejemplo 3.1.3. Tenemos

σKG ◦ σKG(τ) = σKG(τ−1) = (τ−1)−1 = IKG(τ).

En consecuencia, tiene orden 2. Podemos preguntarnos si es cierto que las ant́ıpo-
das son de orden 2. En general, la respuesta es que no. Si consideramos el álgebra
de Hopf de Sweedler del Ejemplo 3.1.7, tenemos

(σH ◦ σH)(x) = σH(σH(x)) = σH(−gx) = σH(xg)

= σH(g)σH(x) = g(−gx) = −g2x = −x.

En el cálculo usamos que σH es un antimorfismo como veremos en breve en la
Proposición 3.2.3 y la relación −gx = xg. Luego, σH no tiene orden 2 en este caso.
De hecho, aplicando σH cuatro veces sobre x obtenemos x nuevamente. Como sobre
g es la identidad y sobre gx sólo depende de lo que ocurra con x, tenemos que el
orden es un divisor de 4. La cuenta anterior nos muestra que no puede ser 2, luego
la ant́ıpoda es de orden 4.

Más adelante, daremos condiciones sobre el álgebra de Hopf que nos permitan
afirmar que su ant́ıpoda es de orden 2.

3.2. Propiedades básicas

Consideremos una K-coálgebra C y una K-álgebra A. Notemos por HomK(C,A)
la colección de transformaciones lineales φ : C → A. Sobre HomK(C,A) podemos
definir una multiplicación del siguiente modo. Para f, g ∈ HomK(C,A), a ∈ C,

(f ∗ g)(a) = mA(f ⊗ g)∆C(a) =
∑
(a)

f(a(1))g(a(2)).

Esta multiplicación se llama convolución de f y g.

Proposición 3.2.1. Sea C una K-coálgebra y A una K-álgebra. Entonces, HomK(C,A)
junto con la convolución ∗ es un monoide.

Demostración. Veamos que se cumplen los axiomas de monoide. Primero verifique-
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mos la asociatividad de ∗. Para f, g ∈ HomK(C,A) tenemos

(f ∗ (g ∗ h))(a) = mA(f ⊗ (g ∗ h))∆C(a) =
∑
(a)

f(a(1))(g ∗ h)(a(2))

=
∑
(a)

f(a(1))
∑
(a(2))

g(a(2)(1))h(a(2)(2)),

que en notación de Sweedler es
∑

(a) f(a(1))g(a(2))h(a(3)). Ahora, por la coasociati-
vidad de ∆C ,∑
(a)

f(a(1))g(a(2))h(a(3)) =
∑
(a)

∑
(a(1))

f(a(1)(1))g(a(1)(2))h(a(2)) =
∑
(a)

(f ∗ g)(a(1))h(a(2))

= mA((f ∗ g)⊗ h)∆C(a) = ((f ∗ g) ∗ h)(a).

Luego, ∗ es asociativa. Ahora, debemos darle una unidad. Para ello, veamos que
λAεC sirve a tal efecto. Para φ ∈ HomK(C,A), a ∈ C,

(λAεC ∗ φ)(a) = mA(λAεC ⊗ φ)∆C(a) = mA

∑
(a)

λA(εC(a(1)))⊗ φ(a(2))


=
∑
(a)

λA(εC(a(1)))φ(a(2)) =
∑
(a)

εC(a(1))λA(1K)φ(a(2))

=
∑
(a)

εC(a(1))1Aφ(a(2)) =
∑
(a)

φ(εC(a(1))a(2)) = φ(a).

Luego, λAεC ∗ φ = φ. En forma totalmente análoga obtenemos φ ∗ λAεC = φ.
Entonces, HomK(C,A) es monoide con la convolución.

Proposición 3.2.2. Sea H una K-álgebra y sea HomK(C,A) el monoide de la
Proposición 3.2.1. Entonces,

σH ∗ IH = λHεH = IH ∗ σH .

En otras palabras, σH es inverso a izquierda y a derecha de IH bajo la operación ∗.

Demostración. Tomamos a ∈ H. Usando la notación de Sweedler

(σH ∗ IH)(a) =
∑
(a)

σH(a(1))a(2).

Esto último es igual, por un lado, a εH(a)1H por la Condición (3.2). Pero además
εH(a)1H = εH(a)λH(1K) = λH(εH(a)) = (λHεH)(a). Por otro lado, por la misma
ecuación tenemos que ∑

(a)

σH(a(1))a(2) =
∑
(a)

a(1)σH(a(2))

que podemos escribir como (IH ∗ σH)(a). Esto concluye la demostración.
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La convolución se puede usar para mostrar que la ant́ıpoda σH : H → H es un
antimorfismo de álgebras en un sentido que será precisado en la siguiente proposición.

Proposición 3.2.3. Sea H una K-álgebra de Hopf con ant́ıpoda σH . Entonces, se
verifican las siguientes propiedades:

(i) σH(ab) = σH(b)σH(a) para todo a, b ∈ H, esto es, σH es antimorfismo de
álgebras;

(ii) σH(1H) = 1H .

Demostración. (i): Consideramos la K-coálgebra H ⊗H y la colección de transfor-
maciones lineales HomK(H⊗H,H). Tenemos que mH ∈ HomK(H⊗H,H). Vamos a
definir dos elementos más en HomK(H⊗H,H) de la siguiente manera. Sean a, b ∈ H,

σHmH : H ⊗H → H, a⊗ b 7→ σH(ab),

φ = mH(σH ⊗ σH)τ : H ⊗H → H, a⊗ b 7→ σH(b)σH(a).

Como vimos en la página 22, H ⊗ H es coálgebra con comultiplicación dada por
∆H⊗H(a⊗ b) =

∑
(a,b) a(1) ⊗ b(1) ⊗ a(2) ⊗ b(2) y counidad εH⊗H(a⊗ b) = εH(a)εH(b).

Para probar (i) primero vamos a ver que

mH ∗ φ = λHεH⊗H = φ ∗mH , (3.4)

y después, que

mH ∗ σHmH = λHεH⊗H = σHmH ∗mH . (3.5)

Veamos primero (3.4). Para a, b ∈ H,

(mH ∗ φ)(a⊗ b) = (mH ∗mH(σH ⊗ σH)τ)(a⊗ b)
= mH(mH ⊗mH(σH ⊗ σH)τ)∆H(a⊗ b)

= mH

∑
(a,b)

mH(a(1) ⊗ b(1))⊗mH(σH ⊗ σH)τ(a(2) ⊗ b(2))


=
∑
(a,b)

a(1)b(1)σH(b(2))σH(a(2)) =
∑
(a)

a(1)εH(b)σH(a(2))

=
∑
(a)

εH(b)a(1)σH(a(2)) = εH(b)εH(a)1H = λHεH⊗H(a⊗ b).

En las ĺıneas 3 y 4 hemos usado la propiedad de la ant́ıpoda. Luego mH ∗ φ =
λHεH⊗H . Por un cálculo similar, tenemos φ ∗mH = λHεH⊗H . Veamos ahora (3.5).
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Sean a, b ∈ H,

(mH ∗ σHmH)(a⊗ b) = mH(mH ⊗ σHmH)∆H⊗H(a⊗ b)

= mH

∑
(a,b)

mH(a(1) ⊗ b(1))⊗ σHmH(a(2) ⊗ b(2))


=
∑
(a,b)

a(1)b(1)σH(a(2)b(2)) = mH(IH ⊗ σH)∆H(ab)

= εH(ab)1H = εH(a)εH(b)1H = λHεH⊗H ,

luego, mH ∗ σHmH = λHεH⊗H . De forma similar, tenemos que σHmH ∗ mH =
λHεH⊗H . Ahora, juntando (3.4) y (3.5), tenemos

mH ∗ φ = mH ∗ σHmH ,

luego,

(φ ∗mH) ∗ φ = (φ ∗mH) ∗ σHmH

λHεH⊗H ∗ φ = λHεH⊗H ∗ σHmH

φ = σHmH por la Proposición 3.2.1

Esto concluye la prueba de (i).
(ii): Observemos que

1H = 1K1H = εH(1H)1K = mH(IH ⊗ σH)∆H(1H)

= mH(IH ⊗ σH)∆H(1H ⊗ 1H) = σH(1H).

Observación. Notemos que si H es conmutativa, σH es morfismo de álgebras.

3.2.1. Ant́ıpodas de orden 2

Podemos probar ahora una proposición que nos permite determinar bajo qué
condiciones la ant́ıpoda de un álgebra de Hopf tiene orden 2.

Proposición 3.2.4. [Swe69, Proposición 4.0.1] Sea H un álgebra de Hopf. Son
equivalentes:

(i)
∑

(h) h(2)σH(h(1)) = λHεH(h) para todo h ∈ H,

(ii)
∑

(h) σH(h(2))h(1) = λHεH(h) para todo h ∈ H,

(iii) σHσH = IH .
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Demostración. (i)⇒ (iii): Basta ver que σHσH es inversa a derecha de σH pues IH
es inversa de σH y la inversa es única. Sea h ∈ H,

σH ∗ (σHσH)(h) =
∑
(h)

σH(h(1))σHσH(h(2))

= σH

∑
(h)

σH(h(2))h(1)

 por Proposición 3.2.3(i)

= σH(λHεH(h)) por hipótesis

= εH(h)σH(λH(1K)) = εH(h)σH(1H)

= εH1H por Proposición 3.2.3(ii)

= λHεH(h).

como queŕıamos ver.
(iii)⇒ (ii): Notemos que

λHεH(h) = IH ∗ σH(h) por definición de ant́ıpoda

=
∑
(h)

h(1)σH(h(2)) =
∑
(h)

σHσH(h(1))σH(h(2)) por hipótesis

= σH

∑
(h)

h(2)σH(h(1))

 .

Aplicando σH a ambos lados de la igualdad obtenida y usando la hipótesis tene-
mos

σH(λHεH(h)) = σHσH

∑
(h)

h(2)σH(h(1))

 =
∑
(h)

h(2)σH(h(1).

Como vimos en la implicación anterior, tenemos que σH(λHεH) = λHεH . Entonces,

λHεH(h) =
∑
(h)

h(2)σH(h(1))

como queŕıamos ver.
(ii)⇒ (iii): En forma análoga a la primera implicación, basta ver que σHσH es

inversa a izquierda de σH .
Sea h ∈ H,

(σHσH) ∗ σH(h) =
∑
(h)

σHσH(h(1))σH(h(2)) = σH

∑
(h)

h(2)σH(h(1))


= σH(λHεH)(h) = λHεH(h)

como queŕıamos ver.
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(iii)⇒ (i): En forma análoga a la segunda implicación, notemos que:

λHεH(h) = σH ∗ IH(h) =
∑
(h)

σH(h(1))h(2)

=
∑
(h)

σH(h(1))σHσH(h(2)) = σH

∑
(h)

σH(h(2))h(1)

 .

Aplicando σH a ambos términos de la igualdad obtenida y usando la hipótesis,
tenemos

σH(λHεH(h)) = σHσH

∑
(h)

σH(h(2))h(1)

 =
∑
(h)

σH(h(2))h(1)

y entonces

λHεH(h) =
∑
(h)

σH(h(2))h(1)

como queŕıamos.

Corolario 3.2.5. Si H es conmutativa o coconmutativa, entonces σHσH = IH .

Demostración. Si H es conmutativa, tenemos

λHεH(h) =
∑
(h)

σH(h(1))h(2) por definición de ant́ıpoda

=
∑
(h)

h(2)σH(h(1)) pues H es conmutativa.

Entonces, por la Proposición 3.2.4(ii)⇒ (iii), tenemos lo pedido.
Por otro lado, si H es coconmutativa, se tiene

λHεH(h) =
∑
(h)

h(1)σH(h(2)) por definición de ant́ıpoda

=
∑
(h)

h(2)σH(h(1)) pues H es coconmutativa.

Luego, por la Proposición 3.2.4(ii)⇒ (iii) nuevamente, tenemos lo pedido.

Vamos a ver ahora que σH es antimorfismo de coálgebras (en un sentido que
precisamos a continuación).

Proposición 3.2.6. Sea H una K-álgebra de Hopf con ant́ıpoda σH . Entonces se
satisfacen las siguientes propiedades:

(i) τ(σH ⊗ σH)∆H = ∆HσH ,
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(ii) εHσH = εH .

Demostración. Consideramos HomK(H,H ⊗ H) el conjunto de transformaciones
lineales de H en H ⊗ H. Notemos que ∆H ∈ HomK(H,H ⊗ H). Definimos dos
elementos más:

ψ = τ(σH ⊗ σH)∆H : H → H ⊗H, a 7→
∑
(a)

σH(a(2))⊗ σH(a(1)),

∆HσH : H → H ⊗H, a 7→
∑

(σH(a))

σH(a)(1) ⊗ σH(a)(2),

para todo a ∈ H.
En la página 10, vimos cómo darle a H⊗H estructura de K-álgebra. Recordemos

que la multiplicación está dada por (a ⊗ b) ⊗ (c ⊗ d) 7→ ac ⊗ bd y la unidad por
r 7→ λH(r) ⊗ 1H = r1H ⊗ 1H para todo a, b, c, d ∈ H, r ∈ K. Adoptaremos una
estrategia similar a la de la Proposición 3.2.3 para probar que los elementos definidos
arriba son iguales. Más precisamente, veremos que

∆H ∗ ψ = λH⊗HεH = ψ ∗∆H (3.6)

y
∆H ∗∆HσH = λH⊗HεH = ∆HσH ∗∆H . (3.7)

Para probar (3.6), sea a ∈ H,

(∆H ∗ ψ)(a) = mH⊗H(∆H ⊗ ψ)∆H(a) = mH⊗H(∆H ⊗ ψ)

∑
(a)

a(1) ⊗ a(2)


= mH⊗H

∑
(a)

∆H(a(1))⊗ ψ(a(2))


= mH⊗H

∑
(a)

a(1) ⊗ a(2) ⊗ σH(a(4))⊗ σH(a(3))


=
∑
(a)

a(1)σH(a(4))⊗ a(2)σH(a(3))

=
∑
(a)

a(1)σH(a(3))⊗ εH(a(2))1H por la propiedad de la ant́ıpoda

=
∑
(a)

εH(a(2))a(1)σH(a(3))⊗ 1H

=
∑
(a)

a(1)σH(a(2))⊗ 1H por la propiedad de la counidad

= εH(a)1H ⊗ 1H por la propiedad de la ant́ıpoda

= (λH⊗HεH)(a).
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Esto prueba que ∆H ∗ψ = λH⊗HεH . De forma similar, obtenemos ψ∗∆H = λH⊗HεH .
Entonces, vale (3.6).

De forma directa, se demuestra (3.7). Se sigue que

ψ ∗ (∆H ∗ ψ) = ψ ∗ (∆H ∗∆HσH)

(ψ ∗∆H) ∗ ψ = (ψ ∗∆H) ∗∆HσH

λH⊗HεH ∗ ψ = λH⊗HεH ∗∆HσH

ψ = ∆HσH .

Esto concluye (i).
Para ver (ii), notemos que para todo a ∈ H,

εH(a) = εH(a)εH(1H) = εH(εH(a)1H)

= εH

∑
(a)

a(1)σH(a(2))

 por la propiedad de la ant́ıpoda

=
∑
(a)

εH(a(1))εH(σH(a(2))) =
∑
(a)

εH(σH(εH(a(1))a(2)))

= εH(σH(a)) por la propiedad de la counidad.

Observación. De forma similar a lo que mencionamos anteriormente, σH es un mor-
fismo de coálgebras si H es coconmutativa.

3.3. Biideales, cocientes y duales

Definición 3.3.1. Sea H una K-álgebra de Hopf. Un ideal de Hopf I es un biideal
(viendo a H como K-biálgebra) tal que σH(I) ⊆ I.

Proposición 3.3.2. Sea I ⊆ H un ideal de Hopf de H. Entonces, H/I es una
K-álgebra de Hopf.

Demostración. Por la Proposición 2.1.6,H/I esK-biálgebra. Además, como σH(I) ⊆
I, entonces σH induce una transformación K-lineal σH/I : H/I → H/I definida como
a+ I 7→ σH(a) + I. Tenemos entonces

mH/I(IH/I ⊗ σH/I)∆H/I(a+ I) = mH/I(IH/I ⊗ σH/I)

∑
(a)

a(1) + I ⊗ a(2) + I


=
∑
(a)

a(1)σH(a(2)) + I = εH(a)1H + I

= εH/I(a+ I)1H/I .
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En forma análoga obtenemos

mH/I(σH/I ⊗ IH/I)∆H/I(a+ I) = εH/I(a+ I)1H/I .

Luego, H/I es K-álgebra de Hopf, como queŕıamos ver.

Proposición 3.3.3. Sea H un K-espacio vectorial de dimensión finita. Entonces,
H es K-álgebra de Hopf si y sólo si H∗ es K-álgebra de Hopf.

Demostración. Supongamos que H es K-álgebra de Hopf. Por la Proposición 2.1.13,
H∗ es una biálgebra. Sea σ∗H : H∗ → H∗ la traspuesta de σH . Entonces, para f ∈
H∗, a ∈ H,

(mH∗(IH∗ ⊗ σH∗)∆H∗(f))(a) = mH∗((IH∗ ⊗ σH∗)∆H∗(f))(a)

= ((IH∗ ⊗ σH∗)∆H∗(f))∆H(a) = ∆H∗(f)(IH ⊗ σH)∆H(a)

= f(mH(IH ⊗ σH)∆H(a)) = f(εH(a)1H)

= εH(a)f(1H) = εH∗(f)εH(a)

= εH∗(f)1H∗(a).

En forma similar, obtenemos

mH∗(σH∗ ⊗ IH∗)∆H∗(f) = εH∗(f)1H∗ .

En consecuencia, σH∗ = σ∗H satisface la propiedad de la ant́ıpoda y H∗ es K-álgebra
de Hopf.

Rećıprocamente, si H∗ es K-álgebra de Hopf, entonces H∗∗ ∼= H es K-álgebra
de Hopf.

Ejemplo 3.3.4. Sea G un grupo finito. Entonces KG es K-álgebra de Hopf (ver
Ejemplo 3.1.3). Entonces, KG∗ es K-álgebra de Hopf. El subconjunto {pυ}υ∈G con
pυ(τ) = δυ,τ es una base para KG∗. La multiplicación en KG∗ se define como
(pυpτ )(ω) = pυ(ω)pτ (ω), luego pυpτ = δυ,τpυ. La unidad es

λKG∗ : K → KG∗, r 7→ rεKG.

La comultiplicación de KG∗ está dada por

∆KG∗(pυ) =
∑
υ=τω

pτ ⊗ pω,

(recordar la Proposición 1.3.11), y la counidad εKG∗ está dada por pυ 7→ pυ(1). Por
último, la ant́ıpoda σKG∗ : KG∗ → KG∗ está definida como pυ 7→ pυ−1 .



Caṕıtulo 4

Aplicaciones

En este caṕıtulo vamos a ver tres aplicaciones de las álgebras de Hopf. En pri-
mer lugar, vamos a estudiar las biálgebras casi coconmutativas y las estructuras
cuasitriangulares sobre biálgebras. Mostraremos que toda biálgebra cuasitriangular
determina una solución de la ecuación cuántica de Yang-Baxter y trataremos espe-
cialmente dos ejemplos de dimensión dos para hallar todas sus estructuras cuasitrian-
gulares. Veremos que las álgebras de Hopf casi coconmutativas permiten generalizar
nuestra respuesta al problema de cuándo una ant́ıpoda tiene orden 2. Espećıfica-
mente, probaremos que las ant́ıpodas al cuadrado dan una conjugación.

Como segunda aplicación, definiremos el grupo de trenzas en tres cuerdas y
mostraremos que las estructuras cuasitriangulares determinan representaciones de
este grupo.

Por último, la tercera aplicación relaciona variedades afines con álgebras de Hopf.
Más precisamente, veremos qué estructura algebraica podemos asociarle a una varie-
dad af́ın Λ a partir de la identificación con el conjunto de morfismos de K-álgebras
de su anillo de coordenadas K[Λ] al cuerpo K. Veremos que si K[Λ] es una biálgebra
o un álgebra de Hopf, entonces podemos darle a Λ estructura de monoide o grupo,
respectivamente.

4.1. Estructuras cuasitriangulares y QYBE

En esta sección introducimos los conceptos de biálgebra casi coconmutativa y
biálgebra cuasitriangular. Veremos que las biálgebras cuasitriangulares determinan
soluciones a la ecuación cuántica de Yang-Baxter y veremos cómo calcular las es-
tructuras cuasitriangulares de una biálgebra y un álgebra de Hopf de dimensión 2.
Por último, veremos que las álgebras de Hopf cuasitriangulares generalizan a las
álgebras de Hopf con ant́ıpoda de orden 2.

Sea K un cuerpo. Sea B una K-biálgebra y B ⊗ B el producto tensorial de
K-álgebras. Sea U(B ×B) el grupo de unidades de B ⊗B y R ∈ U(B ⊗B).

77
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Definición 4.1.1. El par (B,R) se dice casi coconmutativo si el elemento R satisface

τ(∆B(b)) = R∆B(b)R−1 (4.1)

para todo b ∈ B.

Si la biálgebra B es coconmutativa, entonces el par (B, 1⊗1) es casi coconmuta-
tivo. Además, si B es conmutativa pero no coconmutativa, entonces (B,R) no puede
ser casi coconmutativo para ningún R ∈ U(B⊗B) pues la condición (4.1) se reduce
a la condición de coconmutatividad.

Escribamos R =
∑n

i=1 ai ⊗ bi ∈ U(B ⊗B). Notaremos

R12 =
n∑
i=1

ai ⊗ bi ⊗ 1 ∈ B⊗3,

R13 =
n∑
i=1

ai ⊗ 1⊗ bi ∈ B⊗3,

R23 =
n∑
i=1

1⊗ ai ⊗ bi ∈ B⊗3.

Definición 4.1.2. El par (B,R) se dice cuasitriangular si (B,R) es casi coconmu-
tativo y además se cumplen las condiciones:

(∆B ⊗ IB)R = R13R23, (4.2)

(IB ⊗∆B)R = R13R12. (4.3)

Claramente, si B es coconmutativa, entonces (B, 1⊗ 1) es cuasitriangular. Una
estructura cuasitriangular es un elemento R ∈ U(B ⊗ B) tal que (B,R) es
cuasitriangular. Dos biálgebras cuasitriangulares (B,R) y (B′, R′) se dicen isomor-
fas como biálgebras cuasitriangulares si existe un isomorfismo de biálgebras
φ : B → B′ tal que R′ = (φ⊗ φ)(R). Lo notamos (B,R) ∼= (B′, R′). Dos estructuras
cuasitriangulares R,R′ sobre B son equivalentes si (B,R) ∼= (B,R′) como biálgebras
cuasitriangulares.

Ejemplo 4.1.3. Supongamos que B es una biálgebra conmutativa y no coconmu-
tativa (por ejemplo podemos tomar B = KG∗ con G un grupo finito no abeliano).
Entonces (B,R) no puede ser cuasitriangular para ningún R ∈ U(B ⊗ B) puesto
que vimos que no puede ser casi coconmutaivo; es decir, B no tiene estructuras
cuasitriangulares.

Presentaremos ahora unos ejemplos en forma parcial que serán tratados con más
detalle en lo sucesivo.

Ejemplo 4.1.4. Sea T = {1, a} el monoide con multiplicación dada por la tabla

1 a
1 1 a
a a a
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Sea KT la biálgebra del monoide. Hemos visto esta biálgebra con anterioridad:
es isomorfa a la biálgebra de Myhill-Nerode del Ejemplo 2.2.12. Veremos que sólo
tiene estructura cuasitriangular trivial R = 1⊗ 1.

Ejemplo 4.1.5. Sea K un cuerpo de caracteŕıstica 6= 2, sea C2 el grupo ćıclico de
orden 2 generado por el elemento g y sea KC2 la biálgebra del grupo. Entonces,
existen exactamente dos estructuras cuasitriangulares no equivalentes sobre KC2,
que llamaremos R0 = 1⊗ 1 y

R1 =
1

2
(1⊗ 1 + 1⊗ g + g ⊗ 1− g ⊗ g).

Mostramos el siguiente ejemplo para ilustrar un caso en que se pueden definir
infinitas estructuras cuasitriangulares no equivalentes sobre una misma álgebra de
Hopf. Se encuentra tratado con mayor detalle en [Rad93, §2].

Ejemplo 4.1.6. Sea H el álgebra de Hopf de Sweedler del Ejemplo 3.1.7 definida
sobre el cuerpo K = Q. Para a ∈ K, sea

R(a) =
1

2
(1⊗ 1 + 1⊗ g + g ⊗ 1− g ⊗ g)

+
a

2
(x⊗ x− x⊗ gx+ gx⊗ x+ gx⊗ gx).

Luego,R(a) es estructura cuasitriangular sobreH. Más aún, existe un número infinito
de estructuras cuasitriangulares no equivalentes de la forma R(a).

Nuestra intención es clasificar las estructuras cuasitriangulares de los Ejemplos
4.1.4 y 4.1.5. Pero antes vamos a mostrar por qué es importante el estudio de las
biálgebras cuasitriangulares.

Proposición 4.1.7 (Drinfeld, 1990). Supongamos que (B,R) es una biálgebra cua-
sitriangular. Entonces

R12R13R23 = R23R13R12. (4.4)

Demostración. Por un lado tenemos

R12R13R23 = R12(∆B ⊗ IB)(R) por (4.2)

= (R⊗ 1)

(
n∑
i=1

∆B(ai)⊗ bi

)

=
n∑
i=1

R∆B(ai)⊗ bi =
n∑
i=1

τ∆B(ai)R⊗ bi por (4.1)

=

(
n∑
i=1

τ∆B(ai)⊗ bi

)
(R⊗ 1)

= (τ∆B ⊗ IB)

(
n∑
i=1

ai ⊗ bi

)
(R⊗ 1).
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Continuando el cálculo, tenemos

(τ∆B ⊗ IB)

(
n∑
i=1

ai ⊗ bi

)
(R⊗ 1) = (τ∆B ⊗ IB)(R)R12

= (τ ⊗ IB)(∆B ⊗ IB)(R)R12

= (τ ⊗ IB)(R13R23)R12 por (4.2)

= R23R13R12.

Y esto concluye la prueba.

La ecuación (4.4) se conoce como ecuación cuántica de Yang-Baxter (QYBE,
por sus siglas en inglés). La Proposición 4.1.7 nos dice que las biálgebras cuasi-
triangulares determinan soluciones para la QYBE. Más adelante veremos que las
soluciones de la QYBE nos dan representaciones del grupo de trenzas B3. Por el
momento, continuamos con el problema de construir estructuras cuasitriangulares
para la biálgebra de monoide KT y la biálgebra de grupo KC2.

La siguiente proposición nos permite extender isomorfismos entre biálgebras a
isomorfismos de biálgebras cuasitriangulares.

Proposición 4.1.8. Supongamos que (B,R) es cuasitriangular y que φ : B → B′

es un isomorfismo de K-biálgebras. Sea R′ = (φ ⊗ φ)(R). Entonces, (B′, R′) es
cuasitriangular.

Demostración. Notemos primero que (φ ⊗ φ(R−1)) = ((φ ⊗ φ)(R))−1. Sea b′ ∈ B′,
luego existe b ∈ B tal que φ(b) = b′. Ahora,

τ∆B′(b
′) = τ∆B′(φ(b)) = τ(φ⊗ φ)∆B(b) pues φ es morfismo de biálgebras

= (φ⊗ φ)τ∆B(b)

= (φ⊗ φ)(R∆B(b)R−1) pues (B,R) es cuasitriangular.

Si continuamos el cálculo usando que φ⊗φ es morfismo de álgebras B⊗B → B′⊗B′,

(φ⊗ φ)(R∆B(b)R−1) = (φ⊗ φ)(R)(φ⊗ φ)∆B(b)(φ⊗ φ)(R−1)

= (φ⊗ φ)(R)(φ⊗ φ)∆B(b)((φ⊗ φ)(R))−1

= R′∆B′(b
′)(R′)−1

y entonces (B′, R′) es casi coconmutativa. Veamos ahora que se verifica la Condición
(4.2):

(∆B′ ⊗ IB′)(R′) = (∆B′ ⊗ IB′)(φ⊗ φ)(R) = (∆B′ ⊗ IB′)

(
n∑
i=1

φ(ai)⊗ φ(bi)

)

=
n∑
i=1

∆B′(φ(ai))⊗ φ(bi) =
n∑
i=1

(φ⊗ φ)∆B(ai)⊗ φ(bi)

= (φ⊗ φ⊗ φ)

(
n∑
i=1

∆B(ai)⊗ bi

)
= (φ⊗ φ⊗ φ)(∆B ⊗ IB)(R).
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Continuando con la misma cuenta,

(φ⊗ φ⊗ φ)(∆B ⊗ IB)(R) = (φ⊗ φ⊗ φ)(R13R23) pues (B,R) es cuasitriangular

= (φ⊗ φ⊗ φ)

((
n∑
i=1

ai ⊗ 1⊗ bi

)(
n∑
i=1

1⊗ ai ⊗ bi

))

=

(
n∑
i=1

φ(ai)⊗ 1⊗ φ(bi)

)(
n∑
i=1

1⊗ φ(ai)⊗ φ(bi)

)
= ((φ⊗ φ)(R))13((φ⊗ φ)(R))23

= (R′)13(R′)23.

Luego, se verifica la Condición (4.2). De forma análoga verificamos la condición
(4.3). Y entonces (B′, R′) es cuasitriangular.

Necesitaremos las siguientes proposiciones para encontrar estructuras cuasitrian-
gulares. Recordemos las transformaciones s1 : K⊗B → B, s2 : B⊗K → B que están
definidas como r ⊗ b 7→ rb, b⊗ r 7→ rb, respectivamente.

Proposición 4.1.9. Supongamos que (B,R) es cuasitriangular. Entonces

(i) s1(εB ⊗ IB)(R) = 1,

(ii) s2(IB ⊗ εB)(R) = 1.

Demostración. Para probar (i), observamos que

(s1 ⊗ IB)(εB ⊗ IB ⊗ IB)(∆B ⊗ IB)(R) = (s1 ⊗ IB)(εB ⊗ IB ⊗ IB)

(
n∑
i=1

∆B(ai)⊗ bi

)

= (s1 ⊗ IB)

(
n∑
i=1

(εB ⊗ IB)∆B(ai)⊗ bi

)

=
n∑
i=1

s1(εB ⊗ IB)∆B(ai)⊗ bi =
n∑
i=1

ai ⊗ bi = R.

Entonces, tenemos

R = (s1 ⊗ IB)(εB ⊗ IB ⊗ IB)(∆B ⊗ IB)(R)

= (s1 ⊗ IB)(εB ⊗ IB ⊗ IB)(R13R23) por (4.2)

= (s1 ⊗ IB)(εB ⊗ IB ⊗ IB)(R13)(s1 ⊗ IB)(εB ⊗ IB ⊗ IB)(R23)

= (s1 ⊗ IB)(εB ⊗ IB ⊗ IB)

(
n∑
i=1

ai ⊗ 1⊗ bi

)
(s1 ⊗ IB)(εB ⊗ IB ⊗ IB)

(
n∑
i=1

1⊗ ai ⊗ bi

)

=

(
n∑
i=1

εB(ai)1⊗ bi

)(
n∑
i=1

ai ⊗ bi

)
=

(
n∑
i=1

1⊗ εB(ai)bi

)
R.
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Entonces,
n∑
i=1

1⊗ εB(ai)bi = 1⊗ 1

y, en consecuencia,

1 = s1

(
n∑
i=1

εB(ai)⊗ bi

)
= s1(εB ⊗ IB)(R).

De forma análoga, se prueba (ii).

Ahora estamos en condiciones de probar que la biálgebra del monoide B = KT
del Ejemplo 4.1.4 tiene una única estructura cuasitriangular y es la trivial. Antes
observemos que el dual KT ∗ es una K-biálgebra con base {e1, ea} donde ex(y) = δx,y.
La estructura de álgebra en KT ∗ está dada por exey = δx,yex. Por la Proposición
1.3.11, la comultiplicación está dada por

∆KT ∗(e1) = e1 ⊗ e1 ∆KT ∗(ea) = e1 ⊗ ea + ea ⊗ e1 + ea ⊗ ea.

La counidad viene dada por

εKT ∗(e1) = 1 εKT ∗(ea) = 0.

Tenemos un isomorfismo de biálgebras φ : KT → KT ∗ definido como φ(1) =
e1 + ea y φ(a) = e1.

Proposición 4.1.10. Sea KT la K-biálgebra del Ejemplo 4.1.4. Entonces existe
una única estructura cuasitriangular en KT tomando R = 1⊗ 1.

Demostración. Claramente, 1⊗ 1 es estructura cuasitriagular de KT . Debemos ver
que no puede haber otra.

Si (KT,R) es cuasitriangular, entonces (KT ∗, R′) con R′ = (φ ⊗ φ)(R) es cua-
sitriangular por la Proposición 4.1.8. Veamos entonces cómo son las estructuras
cuasitriangulares en el dual.

Supongamos pues que (KT ∗, R′) es cuasitriangular para cierto R′ ∈ U(KT ∗ ⊗
KT ∗). Dado que {e1⊗e1, e1⊗ea, ea⊗e1, ea⊗ea} es base para KT ∗⊗KT ∗, podemos
escribir

R′ = w(e1 ⊗ e1) + x(e1 ⊗ ea) + y(ea ⊗ e1) + z(ea ⊗ ea)

para w, x, y, z ∈ K. Para simplificar los cálculos adoptaremos la notación 1 = 1KT ∗ ,
I = IKT ∗ , ε = εKT ∗ y ∆ = ∆KT ∗ . Por la parte (i) de la Proposición 4.1.9,

1 = e1 + ea

= s1(ε⊗ I)(w(e1 ⊗ e1) + x(e1 ⊗ ea) + y(ea ⊗ e1) + z(ea ⊗ ea))
= we1 + xea.
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y entonces w = x = 1. De forma similar, aplicando la parte (ii) de la Proposición
4.1.9 tenemos y = 1. Entonces,

R′ = e1 ⊗ e1 + e1 ⊗ ea + ea ⊗ e1 + z(ea ⊗ ea)

para z ∈ K. Necesitamos hallar todos los valores de z tales que (KT ∗, R′) es cuasi-
triangular. Necesariamente, debe valer

(∆⊗ I)(R′) = (R′)13(R′)23.

Ahora,

(∆⊗ I)(R′) =(∆⊗ I)(e1 ⊗ e1 + e1 ⊗ ea + ea ⊗ e1 + z(ea ⊗ ea))
=(e1 ⊗ e1)⊗ e1 + (e1 ⊗ e1)⊗ ea + (e1 ⊗ ea + ea ⊗ e1 + ea ⊗ ea)⊗ e1+

z((e1 ⊗ ea + ea ⊗ e1 + ea ⊗ ea)⊗ ea)
=e1 ⊗ e1 ⊗ e1 + e1 ⊗ e1 ⊗ ea + e1 ⊗ ea ⊗ e1 + ea ⊗ e1 ⊗ e1

+ ea ⊗ ea ⊗ e1 ⊗ e1 + z(e1 ⊗ ea ⊗ ea) + z(ea ⊗ e1 ⊗ ea)
+ z(ea ⊗ ea ⊗ ea) (4.5)

Más aún,

(R′)13(R′)23 =(e1 ⊗ (e1 + ea)⊗ e1 + e1 ⊗ (e1 + ea)⊗ ea + ea ⊗ (e1 + ea)⊗ e1

+ z(ea ⊗ (ea + ea)⊗ ea))((ea + ea)⊗ e1 ⊗ e1 + (e1 + ea)⊗ e1 ⊗ ea
+ (e1 + ea)⊗ ea ⊗ e1 + z((e1 + ea)⊗ ea ⊗ ea))

=(e1 ⊗ e1 ⊗ e1 + e1 ⊗ ea ⊗ e1 + e1 ⊗ e1 ⊗ ea + e1 ⊗ ea ⊗ ea
+ ea ⊗ e1 ⊗ e1 + ea ⊗ ea ⊗ e1 + z(ea ⊗ e1 ⊗ ea)
z(ea ⊗ ea ⊗ ea))(e1 ⊗ e1 ⊗ e1 + ea ⊗ e1 ⊗ e1 + e1 ⊗ e1 ⊗ ea
ea ⊗ ea ⊗ e1 + e1 ⊗ ea ⊗ e1 + ea ⊗ ea ⊗ e1 + z(e1 ⊗ ea ⊗ ea)
+ z(ea ⊗ ea ⊗ ea))

=e1 ⊗ e1 ⊗ e1 + e1 ⊗ ea ⊗ e1 + e1 ⊗ e1 ⊗ ea + z(e1 ⊗ ea ⊗ ea)
+ ea ⊗ e1 ⊗ e1 + ea ⊗ ea ⊗ e1 + z(ea ⊗ e1 ⊗ ea)
z2(ea ⊗ ea ⊗ ea). (4.6)

Luego, si (KT ∗, R′) es cuasitriangular, comparando las Ecuaciones (4.5) y (4.6)
tenemos

e1 ⊗ e1 ⊗ e1 + e1 ⊗ e1 ⊗ ea + e1 ⊗ ea ⊗ e1 + ea ⊗ e1 ⊗ e1

+ ea ⊗ ea ⊗ e1 + z(e1 ⊗ ea ⊗ ea) + z(ea ⊗ e1 ⊗ ea)
z(ea ⊗ ea ⊗ ea)

=e1 ⊗ e1 ⊗ e1 + e1 ⊗ ea ⊗ e1 + e1 ⊗ e1 ⊗ ea + z(e1 ⊗ ea ⊗ ea)
+ ea ⊗ e1 ⊗ e1 + ea ⊗ ea ⊗ e1 + z(ea ⊗ e1 ⊗ ea)
z2(ea ⊗ ea ⊗ ea)
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y entonces z2 = z. Tenemos dos posibilidades: z = 0 o bien z = 1. Si z = 0, entonces
R′ no es una unidad en KT ∗ ⊗KT ∗ pues, por ejemplo, R′(a⊗ a) = 0. Luego,

R′ = e1 ⊗ e1 + e1 ⊗ ea + ea ⊗ e1 + ea ⊗ ea = 1⊗ 1

es la única estructura cuasitriangular para KT ∗. En consecuencia, si (KT,R) es
cuasitriangular, entonces

(φ⊗ φ)(R) = 1⊗ 1.

Se sigue que R = 1⊗ 1 es la única estructura cuasitriangular en KT .

Sea H una K-álgebra de Hopf y R =
∑n

i=1 ai ⊗ bi ∈ U(H ⊗H).

Definición 4.1.11. El par (H,R) es un álgebra de Hopf cuasitriangular si (H,R)
es cuasitriangular como K-biálgebra y la ant́ıpoda σH es una biyección.

Observación. Notemos que si H es una K-álgebra de Hopf de dimensión finita,
su ant́ıpoda es necesariamente una biyección. Este hecho se deduce del Teorema
Fundamental de los módulos de Hopf y de la teoŕıa de integrales de las álgebras
de Hopf que no hemos tratado en esta tesis. Para una demostración de este hecho,
puede consultarse, por ejemplo [Mon93, Teorema 2.1.3]. Luego, si buscamos álgebras
de Hopf que eran cuasitriangulares como biálgebras pero que no tengan ant́ıpodas
biyectivas, no podemos buscar entre las álgebras de Hopf de dimensión finita.

Una estructura cuasitriangular es un elemento R ∈ U(H⊗H) tal que (H,R)
es cuasitriangular. De la misma forma que antes, decimos que dos álgebras de Hopf
cuasitriangulares (H,R) y (H ′, R′) son isomorfas como álgebras de Hopf cua-
sitriangulares si existe un isomorfismo de álgebras de Hopf φ : H → H ′ tal que
(φ ⊗ φ)(R) = R′. Dos estructuras R y R′ sobre una misma álgebra de Hopf son
equivalentes si (H,R) ∼= (H,R′).

Nuestro objetivo ahora es calcular todas las estructuras cuasitriangulares del
álgebra de Hopf KC2 del Ejemplo 4.1.5. Necesitamos una proposición.

Proposición 4.1.12. Supongamos que (H,R) es cuasitriangular. Entonces se cum-
ple que (σH ⊗ IH)(R) = R−1.

Demostración. Tenemos

R(σH ⊗ IH)(R) =

(
n∑
i=1

ai ⊗ bi

)
(σH ⊗ IH)

(
n∑
j=1

aj ⊗ bj

)

=

(
n∑
i=1

ai ⊗ bi

)(
n∑
j=1

σH(aj)⊗ bj

)

=
n∑
i=1

n∑
j=1

aiσH(aj)⊗ bibj

= (mH ⊗ IH)(IH ⊗ σH ⊗ IH)

(
n∑
i=1

n∑
j=1

ai ⊗ aj ⊗ bibj

)
= (mH ⊗ IH)(IH ⊗ σH ⊗ IH)(R13R23).
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Continuando con el cálculo,

(mH ⊗ IH)(IH ⊗ σH ⊗ IH)(R13R23)

= (mH ⊗ IH)(IH ⊗ σH ⊗ IH)(∆H ⊗ IH)(R) por (4.2)

=
n∑
i=1

εH(ai)1H ⊗ bi por la propiedad de la ant́ıpoda

= 1H ⊗ 1H por la Proposición 4.1.9(i).

Luego, (σH ⊗ IH)(R) = R−1 como queŕıamos ver.

Proposición 4.1.13. Sea KC2 el álgebra de Hopf del Ejemplo 4.1.5. Existen exac-
tamente dos estructuras cuasitriangulares en KC2. Son:

R0 = 1⊗ 1 y R1 =
1 + g

2
⊗ 1 +

1− g
2
⊗ g.

Demostración. Obviamente, R0 es una estructura cuasitriangular para KC2.
Sea {p1, pg} la base de KC∗2 dual a la base {1, g} de KC2. El dual KC∗2 es un

álgebra de Hopf con comultiplicación dada por

∆KC∗2
(p1) = p1 ⊗ p1 + pg ⊗ pg, ∆KC∗2

(pg) = p1 ⊗ pg + pg ⊗ p1,

counidad dada por
εKC∗2 (p1) = 1 εKC∗2 (pg) = 0

y ant́ıpoda σKC∗2 (px) = px para x ∈ {1, g}.
Notemos que φ : KC2 → KC∗2 definida como φ(1) = p1 + pg, φ(g) = p1 − pg

es un isomorfismo de álgebras de Hopf. Si (KC2, R) es cuasitriangular, entonces
(KC∗2 , R

′) con R′ = (φ ⊗ φ)(R) es cuasitriangular por la Proposición 4.1.8. Luego,
siguienda una idea similar a la de la Proposición 4.1.10, calcularemos primero todas
las estructuras cuasitriangulares en KC∗2 . Supongamos entonces que (KC∗2 , R

′) es
cuasitriangular para algún elemento R′ ∈ U(KC∗2 ⊗KC∗2). Escribimos

R′ = w(p1 ⊗ p1) + x(p1 ⊗ pg) + y(pg ⊗ p1) + z(pg ⊗ pg)

para w, x, y, z ∈ K. Por la parte (i) de la Proposición 4.1.9, 1 = wp1 +xpg, entonces
w = x = 1. Por la parte (ii) de la misma proposición, tenemos además y = 1. Luego,

R′ = p1 ⊗ p1 + p1 ⊗ pg + pg ⊗ p1 + z(pg ⊗ pg),

para z ∈ K. Por la Proposición 4.1.12

(σKC∗2 ⊗ IKC∗2 )(R′) = R′ = (R′)−1,

y entonces z2 = 1. Si z = 1 tenemos la etructura R0 y si z = −1, tenemos

R′ = p1 ⊗ p1 + p1 ⊗ pg + pg ⊗ p1 − 1(pg ⊗ pg).

Como se puede ver, (KC∗2 , R
′) es cuasitriangular. En consecuencia,

φ−1(R′) = R1 =
1 + g

2
⊗ 1 +

1− g
2
⊗ g

es una estructura cuasitriangular para KC2.
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Sea H una K-álgebra de Hopf. Hemos visto que si H es coconmutativa, entonces
el par (H, 1⊗1) es casi coconmutativo. Por la Proposición 3.2.5, la coconmutatividad
de H implica que σ2

H(h) = h para todo h ∈ H. Esta propiedad puede generalizarse
para pares casi coconmutativos.

Proposición 4.1.14 (Drinfeld, 1990). Sea (H,R) un par casi coconmutativo con
R =

∑n
i=1 ai ⊗ bi ∈ U(H ⊗H). Sea u =

∑n
i=1 σH(bi)ai. Entonces u ∈ U(H ⊗H) y

además

σ2
H(h) = uhu−1,

para todo h ∈ H.

Demostración. Sea h ∈ H. Como (H,R) es casi coconmutativo, la expresión

R∆H(h) =

(
n∑
i=1

ai ⊗ bi

)∑
(h)

h(1) ⊗ h(2)

 =
∑
(h)

n∑
i=1

aih(1) ⊗ bih(2)

es igual a

τ∆H(h)R = τ

∑
(h)

h(1) ⊗ h(2)

( n∑
i=1

ai ⊗ bi

)
=

∑
(h)

h(2) ⊗ h(1)

( n∑
i=1

ai ⊗ bi

)

=
∑
(h)

n∑
i=1

h(2)ai ⊗ h(1)bi.

En consecuencia,

∑
(h)

n∑
i=1

aih(1) ⊗ bih(2) ⊗ h(3) =
∑
(h)

n∑
i=1

h(2)ai ⊗ h(1)bi ⊗ h(3), (4.7)

donde h(3) es tal que

(IH ⊗∆H)∆H(h) =
∑
(h)

h(1) ⊗ h(2) ⊗ h(3).

De la Ecuación 4.7, obtenemos

∑
(h)

n∑
i=1

σH(σH(h(3)))σH(bih(2))aih(1) =
∑
(h)

n∑
i=1

σH(σH(h(3)))σH(h(1)bi)h(2)ai. (4.8)
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Ahora,

∑
(h)

n∑
i=1

σH(σH(h(3)))σH(bih(2))aih(1)

=
∑
(h)

n∑
i=1

σH(σH(h(3)))σH(h(2))σH(bi)aih(1) pues σH es antimorfismo

=
∑
(h)

n∑
i=1

σH(h(2)σH(h(3)))σH(bi)aih(1) pues σH es antimorfismo

=
∑
(h)

n∑
i=1

σH(εH(h(2))1H)σH(bi)aih(1) por la propiedad de la ant́ıpoda

=
n∑
i=1

σH(bi)aih por la propiedad de la counidad

= uh.

Por otro lado,

∑
(h)

n∑
i=1

σH(σH(h(3)))σH(h(1)bi)h(2)ai

=
∑
(h)

n∑
i=1

σH(σH(h(3)))σH(bi)σH(h(1))h(2)ai, pues σH es antimorfismo

=
∑
(h)

n∑
i=1

σH(σH(h(2)))σH(bi)εH(h(1))ai por la propiedad de la ant́ıpoda

=
n∑
i=1

σH(σH(h))σH(bi)ai por la propiedad de la counidad

= σ2
H(h)u.

Entonces, la Ecuación (4.8) nos da

uh = σ2
H(h)u, (4.9)

para todo h ∈ H.

Nos falta ver que u es una unidad en H. Para ello, notemos R−1 =
∑m

j=1 cj ⊗ dj
y sea v =

∑m
j=1 σ

−1
H (dj)cj (recordemos que σH es una biyección).
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Ahora,

uv = u

m∑
j=1

σ−1
H (dj)cj =

m∑
j=1

(uσ−1
H (dj))cj =

m∑
j=1

(σ2
H(σ−1

H (dj))u)cj por (4.9)

=
m∑
j=1

σH(dj)ucj =
m∑
j=1

σH(dj)
n∑
i=1

σH(bi)aicj

=
m∑
j=1

n∑
i=1

σH(bidj)aicj pues σH es antimorfismo.

Más aún,

m∑
j=1

n∑
i=1

σH(bidj)aicj = mH(σH ⊗ IH)

(
n∑
i=1

m∑
j=1

bidj ⊗ aicj

)
= mH(σH ⊗ IH)(1H ⊗ 1H) pues RR−1 = 1H ⊗ 1H

= σH(1H) = 1H por la Proposición 3.2.3(ii).

En consecuencia, uv = 1H . Ahora,

1H = uv = σ2
H(v)u

por (4.9) y entonces v = σ2
H(v) por la unicidad del inverso. Luego, v es tal que

uv = 1H = vu

y se tiene que u es una unidad de H. Podemos reescribir ahora (4.9) como

σ2
H(h) = uhu−1,

para todo h ∈ H como queŕıamos.

4.2. Representaciones del grupo de trenzas

En esta sección vamos a aplicar las propiedades de la sección anterior para mos-
trar cómo encontrar representaciones ρ : B3 → Gln3(K) del grupo de trenzas a partir
de una K-álgebra de Hopf cuasitriangular de dimensión n. Probaremos que la solu-
ción que dimos de la QYBE satisface la relación del grupo de trenzas y eso nos dará
la representación buscada. Damos ejemplos espećıficos de representaciones a partir
del ejemplo KC2 estudiado en la sección previa.

Recordemos el grupo de trenzas sólo para fijar notación. Vamos a centrarnos en
el grupo de trenzas de tres cuerdas que notaremos por B3. Pensaremos al grupo
presentado mediante dos generadores que notaremos B1 y B2 sujetos a la relación
B1B2B1 = B2B1B2. Sabemos que se trata de un grupo infinito.
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Sea (H,R) unaK-álgebra de Hopf cuasitriangular de dimensión n y {c1, c2, . . . , cn}
una base para H. Entonces, {ci ⊗ cj ⊗ ck} con 1 ≤ i, j, k ≤ n es base para el álge-
bra producto H ⊗ H ⊗ H = H⊗3 de dimensión n3. Las matrices en GLn3(K) se
coresponden con la colección de transformaciones lineales inversibles H⊗3 → H⊗3.
Algunas de las matrices en GLn3(K) provienen de los elementos R12 =

∑
i ai⊗bi⊗1,

R13 =
∑

i ai ⊗ 1 ⊗ bi y R23 =
∑

i 1 ⊗ ai ⊗ bi construidos a partir del elemento
R =

∑
i ai ⊗ bi ∈ U(H ⊗H). Veamos de qué forma. Para cada par ij = 12, 13, 23,

sea
Rij : H⊗3 → H⊗3,

la transformación definida por multiplicación a izquierda por el elementoRij. Además,
sean µij las trasposiciones

µ12 : H⊗3 → H⊗3, x⊗ y ⊗ z 7→ y ⊗ x⊗ z,
µ13 : H⊗3 → H⊗3, x⊗ y ⊗ z 7→ z ⊗ y ⊗ x,
µ23 : H⊗3 → H⊗3, x⊗ y ⊗ z 7→ x⊗ z ⊗ y.

Ahora, definimos Rij : H⊗3 → H⊗3 como la composición Rij = µijR
ij. notemos

que, en particular R12 y R23 son transformaciones lineales inversibles sobre H⊗3

que se corresponden con matrices en GLn3(K) tomando coordenadas en la base
{c1, c2, . . . , cn}.

Proposición 4.2.1. Sea K un cuerpo y (H,R) una K-álgebra de Hopf cuasitrian-
gular de dimensión n. Entonces las matrices R12 y R23 en GLn3(K) satisfacen

R12R23R12 = R23R12R23.

Demostración. Para x⊗ y ⊗ z ∈ H⊗3 tenemos

(µ13µ23R23µ13µ12)(x⊗ y ⊗ z) = (µ13µ23R23µ13)(y ⊗ x⊗ z)

= (µ13µ23R23)(z ⊗ x⊗ y)

= (µ13µ23)

(∑
i

z ⊗ biy ⊗ aix

)

= µ13

(∑
i

z ⊗ aix⊗ biy

)
=
∑
i

biy ⊗ aix⊗ z = R12(x⊗ y ⊗ z),

y entonces
µ13µ23R23µ13µ12 = R12. (4.10)

Por otro lado,

(µ12R13µ12)(x⊗ y ⊗ z) = (µ12R13)(y ⊗ x⊗ z) = µ12

(∑
i

biz ⊗ x⊗ aiy

)
=
∑
i

x⊗ biz ⊗ aiy = R23(x⊗ y ⊗ z),
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y entonces

µ12R13µ12 = R23. (4.11)

En consecuencia,

R12R23R12 = (µ13µ23R23µ13µ12)(µ12R13µ12)R12 por (4.10) y (4.11)

= µ13(µ23R23)(µ13µ12µ12R13)(µ12R12)

= µ13(R23R13R12)

= µ13(R12R13R23) por la Proposición 4.1.7.

(4.12)

Pensando ahora en el otro término de la igualdad del enunciado, tenemos

(µ13µ12R12µ13µ23)(x⊗ y ⊗ z) = (µ13µ12R12µ13)(x⊗ z ⊗ y)

= (µ13µ12R12)(y ⊗ z ⊗ x)

= (µ13µ12)

(∑
i

biz ⊗ aiy ⊗ x

)

= µ13

(∑
i

aiy ⊗ biz ⊗ x

)
=
∑
i

x⊗ biz ⊗ aiy

= R23(x⊗ y ⊗ z),

y entonces,

µ13µ12R12µ13µ23 = R23. (4.13)

Más aún,

(µ23R13µ23)(x⊗ y ⊗ z) = (µ23R13)(x⊗ z ⊗ y) = µ23

(∑
i

biy ⊗ z ⊗ aix

)
=
∑
i

biy ⊗ aix⊗ z = R12(x⊗ y ⊗ z),

y entonces

µ23R13µ23 = R12. (4.14)

En consecuencia, tenemos

R23R12R23 = (µ13µ12R12µ13µ23)(µ23R13µ23)R23 por (4.13) y (4.14)

= µ13R
12R13R23 = R12R23R12 por (4.12).

Que es lo que queŕıamos probar.

Vamos a ver ahora cómo construir representaciones de B3.
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Proposición 4.2.2. Sea (H,R) una K-álgebra de Hopf cuasitriangular de dimen-
sión n. Entonces existe una representación lineal de dimensión n3 del grupo de
trenzas B3

ρ : B3 → GLn3(K)

definida como:

ρ(B1) = R12, ρ(B2) = R23, ρ(B−1) = R−1
12 , ρ(B−2) = R−1

23 ,

y para una trenza cualquiera B = Bi1Bi2 . . . Bik donde i1, i2, . . . , ik una sucesión
finita en {−2,−1, 1, 2},

ρ(B) = ρ(Bi1Bi2 . . . Bik) = ρ(Bi1)ρ(Bi2) . . . ρ(Bik).

Demostración. Sólo debemos ver que ρ respeta la relación del grupo de trenzas:
B1B2B1 = B2B1B2. Pero esto es fácil de ver, pues

ρ(B1B2B1) = ρ(B1)ρ(B2)ρ(B1) = R12R23R12

= R23R12R23 por la Proposición 4.2.1

= ρ(B2)ρ(B1)ρ(B2) = ρ(B2B1B2).

Ejemplo 4.2.3. Recordemos que por la Proposición 4.1.13, tenemos dos estructuras
cuasitriangulares en KC2: R0 = 1⊗1 y R1 = 1

2
(1⊗1)+ 1

2
(1⊗g)+ 1

2
(g⊗1)− 1

2
(g⊗g).

Ahora, (KC2)⊗3 es un K-espacio vectorial de dimensión 8. Tomemos la base

{1⊗ 1⊗ 1, 1⊗ 1⊗ g, 1⊗ g ⊗ 1, 1⊗ g ⊗ g, g ⊗ 1⊗ 1, g ⊗ 1⊗ g, g ⊗ g ⊗ 1, g ⊗ g ⊗ g}
para (KC2)⊗3. Por la Proposición 4.2.2 tenemos dos representaciones lineales de
dimensión 8 para B3. La primera está dada por el álgebra de Hopf cuasitriangular
(KC2, R0) y es de la forma

ρ0 : B3 → GL8(K),

con

ρ0(B1) = R12 =



1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1


,

y

ρ0(B2) = R23 =



1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1


.
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La segunda está dada por (KC2, R1) y es de la forma

ρ1 : B3 → GL8(K),

con

ρ1(B1) = R12 =



1
2

0 1
2

0 1
2

0 −1
2

0
0 1

2
0 1

2
0 1

2
0 −1

2
1
2

0 −1
2

0 1
2

0 1
2

0
0 1

2
0 −1

2
0 1

2
0 1

2
1
2

0 1
2

0 −1
2

0 1
2

0
0 1

2
0 1

2
0 −1

2
0 1

2

−1
2

0 1
2

0 1
2

0 1
2

0
0 −1

2
0 1

2
0 1

2
0 1

2


,

y

ρ1(B2) = R23 =



1
2

1
2

1
2
−1

2
0 0 0 0

1
2
−1

2
1
2

1
2

0 0 0 0
1
2

1
2
−1

2
1
2

0 0 0 0
−1

2
1
2

1
2

1
2

0 0 0 0
0 0 0 0 1

2
1
2

1
2
−1

2

0 0 0 0 1
2
−1

2
1
2

1
2

0 0 0 0 1
2

1
2
−1

2
1
2

0 0 0 0 −1
2

1
2

1
2

1
2


.

Como se puede verificar,

ρ0(B3) ∼= ρ1(B3) ∼= S3.

De hecho, considerando la presentación

〈a, b|a2 = b2 = 1, aba = bab〉

de S3 podemos ver que el morfismo que asigna R12 7→ a, R23 7→ b es un isomorfismo
de grupos en ambos casos.

4.3. Álgebras de Hopf y variedades afines

En esta sección veremos la relación entre las K-álgebras de Hopf y las varie-
dades afines Λ sobre K. Veremos de qué manera podemos identificar el anillo de
coordenadas K[Λ] con la colección de morfismos de K-álgebras K[Λ] → K. Esto
nos permitirá pensar en el objeto geométrico Λ desde un punto de vista algebraico.
Veremos que si K[Λ] es biálgebra, entonces Λ es un monoide y que si K[Λ] es álgebra
de Hopf, entonces Λ es un grupo.

Sea n ≥ 1 un entero y K un cuerpo infinito que contiene a Q. Notemos como
es usual Kn = K ×K × · · · ×K︸ ︷︷ ︸

n

el producto cartesiano de n copias de K. Sean

x1, x2, . . . , xn indeterminadas y notemos por K[x1, x2, . . . , xn] al anillo de polinomios
sobre K.
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Definición 4.3.1. Una variedad af́ın Λ sobre K es un subconjunto Λ de Kn for-
mado por los ceros comunes a = (a1, a2, . . . , an) sobre K de un conjunto finito
F = {f1, f2, . . . , fm} de polinomios en K[x1, x2, . . . , xn], es decir,

Λ = {a = (a1, a2, . . . , an) ∈ Kn : f(a) = 0,∀f ∈ F}.

Observación. La variedad af́ın Λ ⊆ Kn es el conjunto de soluciones simultáneas del
conjunto de ecuaciones f1 = 0, f2 = 0, . . . , fm = 0 si y sólo si g(Λ) = 0 para todo g
en el ideal N = (f1, f2, . . . , fm) generado por f1, f2, . . . , fm.

Ejemplo 4.3.2. Λ = {0, 1} ⊆ K1 es variedad af́ın por ser el conjunto de ceros del
polinomio f(x) = x2 − x ∈ K[x].

Ejemplo 4.3.3. Λ = {−1, 2} ⊆ K1 es el conjunto de ceros comunes de {x2− x− 2,
x3 − 4x2 + x+ 6} ⊆ K[x].

Ejemplo 4.3.4. Λ = {(a, a−1) : a ∈ K×} ⊆ K2 es variedad af́ın por ser el conjunto
de ceros del polinomio f(x1, x2) = x1x2 − 1 ∈ K[x1, x2].

Ejemplo 4.3.5 (Generalización del Ejemplo 4.3.4).

Λ = {(a1,1, a1,2, a2,1, a2,2, b
−1) : ai,j ∈ K, b = a1,1a2,2 − a1,2a2,1 ∈ K×} ⊆ K5

es una variedad af́ın por ser el conjunto de ceros sobre K del polinomio

f(x1,1, x1,2, x2,1, x2,2, y) = (x1,1x2,2 − x1,2x2,1)y − 1

en K[x1,1, x1,2, x2,1, x2,2, y].

Ejemplo 4.3.6. Λ = Kn es variedad af́ın por ser los ceros de f(x1, x2, . . . , xn) = 0.

Sea Λ ⊆ Kn una variedad af́ın. El conjunto de polinomios

NΛ = {f ∈ K[x1, x2, . . . , xn] : f(a) = 0, ∀a ∈ Λ},

es un ideal de K[x1, x2, . . . , xn] que llamamos ideal de Λ. Por ejemplo, si Λ es la
variedad af́ın del Ejemplo 4.3.4, entonces NΛ = (x1x2 − 1) y si Λ = Kn, entonces
NΛ = 0.

Si Λ es la variedad af́ın que proviene de los ceros comunes del conjunto de po-
linomios {f1, f2, . . . , fm} en K[x1, x2, . . . , xn], entonces (f1, f2, . . . , fm) ⊆ NΛ. La
inclusión puede ser propia. Por ejemplo, tomemos K = Q; luego, x3 − 1 define la
variedad af́ın Λ = {1} y se cumple (x3 − 1) ( NΛ = (x− 1).

Por el Teorema de la Base de Hilbert, K[x1, x2, . . . , xn] es un anillo noetheriano.
Luego, NΛ = (g1, g2, . . . , gl) para ciertos polinomios g1, g2, . . . , gl ∈ K[x1, x2, . . . , xn].

Proposición 4.3.7. Sea Λ ⊆ Kn una variedad af́ın con ideal NΛ = (g1, g2, . . . , gl).
Sea Λ′ la variedad af́ın que se obtiene de todos los ceros comunes en K de la colección
de polinomios {g1, g2, . . . , gl}. Entonces, Λ = Λ′.
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Demostración. Por la definición de NΛ, tenemos Λ ⊆ Λ′. Como Λ es una variedad
af́ın, está formada por puntos de Kn que son los ceros comunes de cierto conjunto de
polinomios {f1, f2, . . . , fm} ∈ K[x1, x2, . . . xn]. Tenemos que (f1, f2, . . . , fm) ⊆ NΛ.
Sea ahora b ∈ Λ′; entonces b es cero común de todos los polinomios de NΛ. Luego,
en particular, b es un cero común de todos los polinomios {f1, f2, . . . , fm} y se tiene
b ∈ Λ.

Definición 4.3.8. Sea Λ ⊆ Kn una variedad af́ın. Una función φ : Λ → K se dice
regular si existe un polinomio f ∈ K[x1, x2, . . . , xn] tal que φ(a) = f(a) para todo
a ∈ Λ. La colección de todas las funciones regulares sobre Λ es un anillo con las
operaciones definidas punto a punto. Se llama anillo de funciones regulares K[Λ]
sobre Λ. El anillo K[Λ] también se llama el anillo de coordenadas de Λ.

Veamos una descripción más precisa de K[Λ].

Proposición 4.3.9. Sea Λ ⊆ Kn una variedad af́ın y sea NΛ el ideal de Λ. Entonces
K[Λ] = K[x1, x2, . . . , xn]/NΛ.

Demostración. Supongamos que g, h ∈ K[x1, x2, . . . , xn] con g − h ∈ NΛ. Entonces,
para todo a = (a1, a2, . . . , an) ∈ Λ,

0 = (g − h)(a) = g(a)− h(a),

y entonces g(a) = h(a). Luego, g y h definen la misma función regular sobre Λ.

Por ejemplo, si Λ es la variedad af́ın del Ejemplo 4.3.4, entonces

K[Λ] = K[x1, x2]/(x1x2 − 1) = K[x, x−1]

y si Λ = Kn, entonces K[Λ] ∼= K[x1, x2, . . . , xn].

En [Wat79, §1.2] se construye una biyección entre Λ y HomK−álg(K[Λ], K). Vea-
mos cómo se hace esto. Sea F una familia de ecuaciones polinomiales sobre K que
involucra n variables. Consideramos K[x1, x2, . . . , xn] el anillo de polinomios con
una indeterminada por cada variable involucrada en el sistema. Sea NΛ el ideal en
K[x1, x2, . . . , xn] como antes. Por la Proposición 4.3.7, podemos suponer que los
polinomios de la familia F son los generadores de NΛ. Las imágenes de las indeter-
minadas sobre el anillo cociente K[Λ] forman una solución del sistema que satisface
formalmente sólo las ecuaciones dadas. Esta solución es la “más general posible” en
el sentido que se precisará a continuación.

Supongamos dada una función φ ∈ HomK−álg(K[Λ], K); la imagen de las in-
determinadas por φ nos da una solución del sistema, es decir, un elemento de Λ
pues las relaciones polinomiales están en el núcleo de φ. Como φ está determi-
nada por la imagen de las clases de las indeterminadas, tenemos una inyección
HomK−álg(K[Λ], K) ↪→ Λ. En realidad, se trata de una biyección y de aqúı que se
trate de la solución “más general posible”. En efecto, dado a un elemento en Λ (es
decir, una solución del sistema) consideramos la aplicación φ̄ : K[x1, x2, . . . , xn]→ K
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que asigna a cada indeterminada las coordenadas de la solución a. Como a es so-
lución, las relaciones que definen NΛ van a parar a 0 y entonces φ̄ se factoriza por
K[Λ] dando una φ ∈ HomK−álg(K[Λ], K).

Para mayor claridad expositiva, dejemos el resultado en la siguiente proposición.

Proposición 4.3.10. Sea Λ ⊆ Kn una variedad af́ın con anillo de coordenadas
K[Λ]. Entonces

Λ = HomK−álg(K[Λ], K),

mediante la identificación a = (φ 7→ φ(a)) para todo a ∈ Λ, φ ∈ K[Λ].

Es natural pensar en una variedad af́ın Λ ⊆ Kn en términos geométricos como
una colección de puntos en el espacio Kn. También podemos pensarla en términos
algebraicos aprovechando la estructura del anillo de coordenadas K[Λ] usando la
identificación de la Proposición 4.3.10.

En lo que resta, veremos cómo podemos darle estructura a la variedad af́ın es-
tudiando esta relación.

Supongamos que el anillo de coordenadas B = K[Λ] tiene estructura de K-
biálgebra. Veremos que en este caso obtendremos una estructura de monoide sobre
Λ.

Proposición 4.3.11. Existe una operación binaria Θ en HomK−álg(B,K)

Θ: HomK−álg(B,K)× HomK−álg(B,K)→ HomK−álg(B,K)

definida como

Θ(f, g)(a) = mK(f ⊗ g)∆B(a) =
∑
(a)

f(a(1))g(a(2)),

para f, g ∈ HomK−álg(B,K), a ∈ B y ∆B(a) =
∑

(a) a(1) ⊗ a(2).

Demostración. Debemos ver que la función Θ(f, g) : B → K es un morfismo de
K-álgebras. Para ello, sea a, b ∈ B, r ∈ K. Entonces,

Θ(f, g)(ra+ b) = mK(f ⊗ g)∆B(ra+ b) = mK(f ⊗ g)(r∆B(a) + ∆B(b)

= mK(f ⊗ g)

∑
(a)

ra(1) ⊗ a(2)

+

∑
(b)

b(1) ⊗ b(2)


= mK

∑
(a)

f(ra(1))⊗ g(a(2))

+

∑
(b)

f(b(1))⊗ g(b(2))


=

∑
(a)

rf(a(1))g(a(2))

+

∑
(b)

f(b(1))g(b(2))


= rΘ(f, g)(a) + Θ(f, g)(b),
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y entonces Θ(f, g) es K-lineal. Debemos ver ahora que respeta la multiplicación.
Para ello:

Θ(f, g)(ab) = mK(f ⊗ g)∆B(ab) = mK(f ⊗ g)

∑
(a,b)

a(1)b(1) ⊗ a(2)b(2)


=
∑
(a,b)

f(a(1)b(1))g(a(2)b(2)) =
∑
(a,b)

f(a(1))f(b(1))g(a(2))g(b(2))

=
∑
(a,b)

f(a(1))g(a(2))f(b(1))g(b(2)) =
∑
(a)

f(a(1))g(a(2))
∑
(b)

f(b(1))g(b(2))

= Θ(f, g)(a)Θ(f, g)(b).

Y esto completa la prueba.

La operación que definimos no es más que la operación de convolución sobre
el conjunto HomK(B,K) que vimos en la página 68 restringida al subconjunto
HomK−álg(B,K) ⊆ HomK(B,K).

Proposición 4.3.12. Sea Λ una variedad af́ın con anillo de coordenadas K[Λ]. Si
K[Λ] es una K-biálgebra, entonces Λ =HomK−álg(B,K) con la convolución ∗ es un
monoide.

Demostración. Es igual a la Proposición 3.2.1.

Supongamos ahora que el anillo de coordenadas K[Λ] es una K-álgebra de Hopf
H.

Proposición 4.3.13. HomK−álg(H,K) es un grupo con la operación ∗.

Demostración. Por la Proposición 4.3.12, HomK−álg(H,K) con la convolución ∗ es
un monoide con unidad λKεH . Sólo debemos ver que cada f ∈ HomK−álg(H,K)
tiene un inverso bajo ∗. Notemos que fσH ∈ HomK−álg(H,K). Ahora, para todo
a ∈ H,

(fσH ∗ f)(a) =
∑
(a)

f(σH(a(1)))f(a(2)) = f

∑
(a)

σH(a(1))a(2)

 ,

pues f es morfismo de álgebras. Continuando, tenemos

f

∑
(a)

σH(a(1))a(2)

 = f(εH(a)1H) por la propiedad de la ant́ıpoda

= εH(a)1K = λK(εH(a)) = (λKεH)(a).

De forma totalmente análoga, tenemos f∗fσH = λKεH y esto concluye la prueba.
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La conclusión de la Proposición 4.3.13 es la siguiente: si una K-álgebra de Hopf
H es el anillo de coordenadas de cierta variedad af́ın Λ ⊆ Kn (necesariamente, H es
conmutativa), entonces Λ = HomK−álg(H,K) es un grupo. Esto nos permite darle
estructura de grupo a un objeto geométrico. Veamos los siguientes ejemplos.

Ejemplo 4.3.14. El anillo de polinomios K[x] es una K-álgebra de Hopf con x un
elemento primitivo. Se puede ver que es el anillo de coordenadas de la variedad af́ın
K1. En este caso para todo a, b ∈ K1 tenemos (a ∗ b)(x) = a(x)b(1) + a(1)b(x) =
a(x) + b(x) = (a+ b)(x). Luego, a ∗ b = a+ b. Es el grupo aditivo de K.

Ejemplo 4.3.15. K[x, x−1] con x elemento de tipo grupo es una K-álgebra de Hopf
y es el anillo de coordenadas de la variedad af́ın Λ = {(a, a−1) : a ∈ K×}. En este
caso, a ∗ b = ab pues a ∗ b(x) = a(x)b(x) = ab(x). Se trata entonces del grupo
multiplicativo de los elementos no nulos de K.

Ejemplo 4.3.16. Consideramos Λ la variedad af́ın del Ejemplo 4.3.5. Su anillo de
coordenadas es K[x1,1, x1,2, x2,1, x2,2, y]/((x1,1x2,2−x1,2x2,1)y−1). Un elemento a ∈ Λ
se puede ver como una matriz inversible

M =

(
a1,1 a1,2

a2,1 a2,2

)
.

La convolución es el producto usual de matrices y (Λ, ∗) es el grupo de matrices
GL2(K).
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