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Introducción

En muchos contextos nos es útil representar una función como una serie con respecto a un
sistema de funciones dado. Por ejemplo, en 1807 Fourier propuso representar a las funciones
2π−periódicas como una serie con respecto al sistema trigonométrico. Este sistema tenía una
ventaja importante: su ortogonalidad. Sabemos que si nuestra función f es un elemento de un
espacio de Hilbert separable H, tenemos una base ortonormal (en) que nos permite pensar a f
como una serie

f =
∞∑
n=1
〈f, en〉en.

Este sistema, además de ser ortogonal, tiene la ventaja de poder aproximar ‖f‖ con los coefi-
cientes de la serie. Nos referimos a la igualdad de Parseval, que nos dice que

‖f‖2 =
∞∑
n=1
|〈f, en〉|2.

Esta igualdad implica que si consideramos las sumas parciales

Sm(f) =
m∑
n=1
〈f, en〉en,

entonces Sm(f) nos provee de la mejor aproximación a f dentro del subespacio generado por
{e1, . . . , em}. Sin embargo, en algunos casos, podría pasar que tengamos que tomar un m

demasiado grande para que Sm(f) se parezca a f . Por ejemplo, si los primeros 1000 coeficientes
de f fueran cero, tendríamos que tomar un m > 1000 para que Sm sea no nula. Entonces nos
preguntamos, dado un m, cómo podemos elegir un subconjunto A ⊂ N de cardinalidad m tal
que

SA(f) =
∑
n∈A
〈f, en〉en

nos provea de la mejor aproximación a f de m términos. Por la igualdad de Parseval, está claro
que los coeficientes que debemos elegir son los que tengan módulo más grande.

En el contexto de espacios de Banach X, la situación es un poco más complicada. En este
caso, pediremos que el espacio tenga una base de Schauder (en), lo que nos permitirá representar
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vi INTRODUCCIÓN

a sus elementos de forma única. Hablaremos de bases de Schauder y de sus propiedades en el
Capítulo 1. Motivados por lo que pasa en espacios de Hilbert, dado un elemento x ∈ X y m ∈ N

x =
∞∑
n=1

anen

vamos a elegir un subconjuto A ⊂ N de cardinal m tal que A contenga a los coeficientes de x de
módulo más grande. De esta forma, definiremos

Gm(x) =
∑
n∈A

anen.

Este algoritmo (conocido como Thresholding Greedy Algorithm) fue definido por Konyagin y
Temlyakov en [Kon]. Claramente, Gm es un operador no lineal.

Nuestro objetivo en esta tesis es estudiar el algoritmo Gm. Para esto, definiremos distintas
formas de “medir” el error de la aproximación. En el Capítulo 2 veremos cuáles son las bases
para las cuales este algoritmo funciona mejor. Estas bases (que llamaremos greedy) son las que
cumplen que

‖x−Gm(x)‖ ≤ C inf
{∥∥∥x−∑

n∈A
cnen

∥∥∥ : |A| ≤ m, cn ∈ R
}
.

Vemos así que las bases greedy van a ser las que cumplen que el error del algoritmo es casi como
el de la mejor aproximación posible a x de m−términos. Veremos una forma de caractizar a
esta bases y estudiaremos el caso de la base de Haar en Lp[0, 1].

A diferencia de lo que pasaba en el caso de los espacios de Hilbert, en un espacio de Ba-
nach ni siquiera está claro que Gm(x) converja a x. El algoritmo greedy lo podemos ver como
un reodenamiento de los coeficientes (an(x)), lo cual nos hace pensar en bases incondicionales.
Hablaremos de este tipo de bases también en el Capítulo 1. Sin embargo, veremos que la incon-
dicionalidad no es necesaria para que Gm(x) → x. A una base que cumple esto la llamaremos
cuasi-greedy. De esto hablaremos en el Capítulo 3.

En la definición de bases greedy le pedimos al algoritmo que aproxime casi tan bien como
la mejor aproximación de m términos. Observemos que las mejores aproximaciones no siempre
van a estar dadas por los coeficientes de x. Por este motivo, en [Dil] se definen nuevas formas
de “medir” qué tan bien funciona el algoritmo. Vamos a decir que la base es aproximadamente
greedy si cumple que

‖x−Gm(x)‖ ≤ C inf
{∥∥∥x−∑

n∈A
anen

∥∥∥ : |A| ≤ m
}
,

donde ahora los (an) son los coeficientes de x. De estas bases hablaremos en más detalle en el
Capítulo 4.
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Finalmente, en el Capítulo 5, estudiaremos qué podemos decir sobre la “base dual” de una
base aproximadamente greedy. En el contexto de bases de Schauder, veremos que la sucesión
de funciones biortogonales no siempre constituye una base, pero sí una sucesión básica. Sin em-
bargo, podemos extender las definiciones anteriores a sucesiones básicas, simplemente tomando
como espacio a X0 = [en]n∈N.
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Capítulo 1

Bases en espacios de Banach

En este capítulo daremos las definiciones y algunos resultados que utilizaremos a lo largo de esta
tesis. Vamos a recordar las definiciones y resultados generales de bases y bases incondicionales.
Veremos que la base de Fourier no es incondicional en Lp y que un espacio de Hilbert, una base
es incondicional si y sólo si es una base de Haar. Estos resultados se pueden encontrar en [Al ]

1.1 Bases de Schauder

A lo largo de este trabajo, X va a ser un espacio de Banach sobre R, y por X ′ vamos a notar a
su espacio dual.

Definición 1.1.1. Una sucesión de elementos (en)n∈N en un espacio de Banach X se dice una
base (de Schauder) si para todo x ∈ X existe una única sucesión de escalares (an) tal que

x =
∞∑
n=1

anen.

Es claro de la definición que si X admite una base, entonces X concide con la clausura del
subespacio generado por los (en), que notaremos [en]; y por lo tanto X es separable.

Definición 1.1.2. Sea X un espacio de Banach con base (en). Vamos a decir que (en) está
seminormalizada si existe una constante C > 0 tal que

1/C ≤ ‖en‖ ≤ C

para todo n ∈ N.

En este trabajo X va a ser siempre un espacio de Banach con base seminormalizada.

1



2 CAPÍTULO 1. BASES EN ESPACIOS DE BANACH

Vamos a definir ahora la sucesión biortogonal asociada a (en) como la sucesión de funcionales
que cumplen

e′m

(∑
n∈N

anen
)

= am.

Observemos que, aplicando e′n a los elementos de la base, nos queda

e′m(en) =

1, si m = n;

0, si m 6= n.

Definamos también los operadores de sumas parciales Sn como

Sn(x) =
n∑
j=1

e′j(x)ej .

es decir, Sn es la proyección en el subespacio [e1, . . . , en].

Proposición 1.1.3. Sea X un espacio de Banach con base (en). Entonces

sup
n∈N
‖Sn‖ <∞.

Definición 1.1.4. Sea (en) base de X. La constante K = sup(‖Sn‖) se llama la constante de
la base. Si K = 1, decimos que la base es monótona.

No es difícil ver que si consideramos

‖|x|‖ := sup
n∈N
‖Sn(x)‖

entonces esto nos define una nueva norma en X. Además, (X, ‖| · |‖) resulta un espacio de
Banach, y ahora la base es monótona. Además, se puede probar que esta norma es equivalente
a la norma original. De esta forma, vemos que siempre se puede renormalizar el espacio para
que la base resulte monótona.

Observación 1.1.5. Sea (en) una base y sea K su constante. Sea C tal que 1/C ≤ ‖en‖ ≤ C

para todo n ∈ N. Entonces, para n ∈ N,

|e′n(x)| ≤ C
∥∥e′n(x)en

∥∥ ≤ C ‖Sn(x)− Sn−1(x)‖ ≤ 2KC ‖x‖

y por lo tanto, e′n es continua y ‖e′n‖ ≤ 2KC para todo n ∈ N.

Definición 1.1.6. Una sucesión (en) en X se dice una sucesión básica si es base de la clausura
de [en]n∈N.
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Proposición 1.1.7. Una sucesión (en) de elementos no nulos de un espacio X es una sucesión
básica si y sólo si existe una constante K tal que

∥∥∥ n∑
k=1

akek
∥∥∥ ≤ K∥∥∥ m∑

k=1
akek

∥∥∥
para toda sucesión de escalares (ak) y para todo par de naturales con n ≤ m.

Es un hecho conocido que si (en) es una base para X, la sucesión biortogonal (e′n) no
necesariamente es una base para X ′. Por ejemplo, la sucesión de elementos de `1 definida como

(en)k =

1, si n = k

0, si n 6= k

es una base, a la que llamaremos base canónica de `1. Sin embargo, `′1 = `∞ no admite ninguna
base, ya que no es separable. Sí se puede probar que (e′n) forma una sucesión básica en X ′. Una
condición que garantiza que los (e′n) formen una base de X ′ es que el espacio sea reflexivo.

1.2 Bases incondicionales

Durante esta tesis nos va a importar un tipo especial de bases: las bases incondicionales.

Definición 1.2.1. Sea (xn) una sucesión de elementos de X. Vamos a decir que la serie
∑
n xn

converge incondicionalmente si
∑
n xπ(n) converge para toda permutación π de los naturales.

Proposición 1.2.2. Dada una serie
∑
n xn en X, las siguientes condiciones son equivalentes:

(1)
∑
n xn converge incondicionalmente;

(2) La serie
∑∞
k=1 xnk converge para toda sucesión creciente de enteros (nk);

(3) La serie
∑
n εnxn converge para toda elección de signos (εn);

(4) Para cada ε > 0 existe un n tal que si F es un subconjunto finito de {n + 1, n + 2, . . . }
entonces ∥∥∥ ∑

k∈F
xk
∥∥∥ < ε.

Definición 1.2.3. Una base (en) es llamada una base incondicional si la serie
∑
n e
′
n(x)en

converge incondicionalmente para todo x ∈ X.

Veamos algunas propiedades de las bases incondicionales que usaremos más adelante:



4 CAPÍTULO 1. BASES EN ESPACIOS DE BANACH

Proposición 1.2.4. Una base (en) es una base incondicional si y sólo si existe una constante
K tal que para todo N ∈ N y para todo par de sucesiones (an), (bn) que satisfacen que |an| ≤ |bn|
se tiene ∥∥∥ N∑

n=1
anen

∥∥∥ ≤ K∥∥∥ N∑
n=1

bnen
∥∥∥. (1.1)

A la menor constante K que satisface esto la llamaremos la constante de incondicionalidad de
la base.

Corolario 1.2.5. La base (en) es incondicional si y sólo si existe una constante C tal que para
todo subconjunto finito S ⊂ N los operadores de proyección PS definidos por

PS

∑
n∈N

e′n(x)en

 =
∑
n∈S

e′n(x)en

son acotados y vale ‖PS‖ ≤ C. Además, si K es la constante de incondicionalidad, vale

C ≤ K ≤ 2C.

Demostración. Supongamos primero que (en) es incondicional. Dado S ⊂ N y dado x ∈ X,
tomemos N ∈ N tal que S ⊂ {1, . . . , N}. Entonces, por la proposición anterior,

∥∥∥∑
n∈S

e′n(x)en
∥∥∥ ≤ K∥∥∥ N∑

n=1
e′n(x)en

∥∥∥.
Tomando límite en N , nos queda que vale

‖PS(x)‖ ≤ K ‖x‖ .

Por otro lado, supogamos que existe C tal que ‖PS‖ ≤ C para todo S ⊂ N finito y veamos
que esto nos dice que la base es incondicional. Para esto, dado un N ∈ N y sucesiones (an),
(bn) que satisfacen que |an| ≤ |bn| probemos que vale (1.1). Primero observemos que si (εn)
es una elección de signos, podemos definir los conjuntos B+ := {n ∈ {1, . . . , N} : εn = 1} y
B− := {n ∈ {1, . . . , N} : εn = −1}. Entonces,

N∑
n=1

εnbnen =
∥∥∥ ∑
n∈B+

bnen −
∑
n∈B−

bnen
∥∥∥

≤
∥∥∥PB+

( N∑
n=1

bnen
)∥∥∥+

∥∥∥PB−( N∑
n=1

bnen
)∥∥∥

≤ 2C
∥∥∥ N∑
n=1

bnen
∥∥∥.
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Luego, como |an| ≤ |bn|, debe existir un tn ∈ [0, 1] tal que an = (2tn − 1)bn. Sea (εn) una
elección de signos. Entonces,∥∥∥a1e1 +

N∑
n=2

εnbnen
∥∥∥ =

∥∥∥t1(b1 +
N∑
n=1

εnbnen
)

+ (1− t1)
(
− b1e1 +

N∑
n=1

εnbnen
)∥∥∥

≤ t1(2C)
∥∥∥ N∑
n=1

bnen
∥∥∥+ (1− t1)(2C)

∥∥∥ N∑
n=1

bnen
∥∥∥

= (2C)
∥∥∥ N∑
n=1

bnen
∥∥∥.

Ahora hacemos lo mismo para a2. Es decir, escribimos
2∑

n=1
anen +

N∑
n=3

εnbnen = t2
(
a1e1 + b2e2 +

N∑
n=3

εnbnen
)

+ (1− t2)
(
a1e1 − b2e2 +

N∑
n=3

εnbnen
)

y usando lo anterior probamos la misma cota para la norma. Inductivamente, podemos probar
que vale (1.1) con K = 2C.

Veamos un ejemplo: vamos a probar que la base de Fourier {e2πikt}k∈Z de Lp[0, 1], 1 ≤ p <∞
no es incondicional si p 6= 2 (si p = 2 forma una base ortogonal, y por lo tanto, incondicional).
Para probar esto, recordemos el siguiente teorema de Orlicz:

Teorema 1.2.6. Si
∑∞
k=1 fk converge incondicionalmente en Lp(µ), entonces:

(1)
∑∞
k=1 ‖fk‖

2
p <∞ si 1 ≤ p ≤ 2.

(2)
∑∞
k=1 ‖fk‖

p
p <∞ si 2 ≤ p <∞.

Ejemplo 1.2.7. La base de Fourier no es incondicional en Lp[0, 1] si p 6= 2.

Para ver esto, sea 1 ≤ p < 2 y supongamos que la base es incondicional. Sea f ∈ Lp[0, 1],
f(t) =

∑∞
k=−∞ ake

2πikt con convergencia incondicional. Entonces, por el teorema de Orlicz,
∞∑

k=−∞
|ak|2 =

∞∑
k=−∞

∥∥∥ake2πikt
∥∥∥2

p
<∞.

Como además, ‖f‖22 =
∑∞
k=−∞ |ak|2, esto nos dice f pertenece a L2[0, 1]. Si tomamos f(t) = 1√

t
,

vemos que f pertenece a Lp[0, 1] para todo 1 ≤ p < 2, pero no pertenece a L2[0, 1]. Esto
contradice lo que vimos recién, y por lo tanto, la base de Fourier no puede ser incondicional.

Resta ver el caso 2 < p <∞: si {e2πikt}k∈Z es base incondicional de Lp[0, 1], entonces su base
dual en (Lp[0, 1])′ = Lq[0, 1] con 1

p + 1
q = 1 (es decir, la sucesión de funciones biortogonales que

en este caso forma una base pues Lp es reflexivo) también es incondicional. Pero la base dual es
{e−2πikt}k∈Z ⊂ Lq[0, 1] con 1 < q < 2, que por el caso anterior no puede ser incondicional. Esto
nos da un absurdo, y por lo tanto, la base de Fourier en Lp[0, 1] no es incondicional.
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Otra consecuencia del Teorema de Orlicz es que una base seminormalizada de un espacio de
Hilbert es incondicional si y sólo si es una base de Riesz. Recordemos esta definición:

Definición 1.2.8. Sea H un espacio de Hilbert. Una sucesión (xn)n∈N ⊂ H se dice base de Riesz
de H si existe un operador T : H → H lineal, acotado e inversible y (en) una base ortogonal tal
que T (xn) = en para todo n ∈ N.

Lema 1.2.9. Sea H un espacio de Hilbert y sea (xn) una base incondicional. Si llamamos
(yn) ⊂ H a la sucesión biortogonal a (xn), es decir, (yn) es la sucesión que cumple

〈x, y〉 =

1, si n = m;

0, si n 6= m;

entonces (yn) es una base incondicional.

Demostración. Como H es reflexivo, (yn) es una base. Veamos que es incondicional. Sea∑
n∈N anyn ∈ H y sea (εn) una elección de signos. Entonces∥∥∥∑

n∈N
εnanyn

∥∥∥ = sup
‖x‖=1

∣∣∣〈∑
n∈N

εnanyn, x〉
∣∣∣

= sup
‖x‖=1

∣∣∣ ∑
n∈N

εnan〈y,
∑
m∈N

bmxm〉
∣∣∣

= sup
‖x‖=1

∣∣∣ ∑
n∈N

εnanbn
∣∣∣

= sup
‖x‖=1

∣∣∣〈∑
n∈N

anyn,
∑
n∈N

εnbnxn〉
∣∣∣.

Usando Cauchy-Schwart y la incondicionalidad de (xn), vemos que

sup
‖x‖=1

∣∣∣〈∑
n∈N

anyn,
∑
n∈N

εnbnxn〉
∣∣∣ ≤ ‖y‖ sup

‖x‖=1

∥∥∥∑
n∈N

εnbnxn
∥∥∥

≤ K ‖y‖ .

Ahora, razonando como en el Corolario 1.2.5, vemos que esto nos dice que (yn) es incondicional.

Proposición 1.2.10. Sea H un Hilbert y sea (xn)n∈N ⊂ H. Entonces (xn) es base de Riesz si
y sólo si es una base incondicional seminormalizada de H.

Demostración. Supongamos que (xn) es una base de Riesz, sea T : H → H lineal, acotado e
inversible tal que T (xn) = en, (en) base ortogonal. Como T es acotado e inversible, tenemos
que T−1 es acotado. Entonces,

‖xn‖ =
∥∥∥T−1en

∥∥∥ ≤ ∥∥∥T−1
∥∥∥ .
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Además,

1 = ‖en‖ ≤ ‖T‖ ‖xn‖ ,

con lo cual 1/ ‖T‖ ≤ ‖xn‖ ≤
∥∥T−1∥∥; lo que nos dice que la base es seminormalizada. Para

ver que es incondicional, observemos que (en) es una base incondicional con constante 1. Sean
N ∈ N, (an) y (bn) tal que |an| ≤ |bn| para todo n, y probemos que se cumple (1.1).

∥∥∥ N∑
n=1

anxn
∥∥∥ =

∥∥∥T−1
( N∑
n=1

anen
)∥∥∥ ≤ ∥∥∥T−1

∥∥∥ ∥∥∥ N∑
n=1

anen
∥∥∥

≤
∥∥∥T−1

∥∥∥ ∥∥∥ N∑
n=1

bnen
∥∥∥ ≤ ∥∥∥T−1

∥∥∥ ‖T‖ ∥∥∥ N∑
n=1

bnxn
∥∥∥.

Esto nos dice que la base es incondicional, con constante K ≤
∥∥T−1∥∥ ‖T‖.

Para ver la otra implicación, supongamos que (xn) es una base incondicional seminormali-
zada. Observemos que, como H es isomorfo a `2, podemos usar el teorema de Orlicz. Sea (en)
una base ortogonal de H y definimos para cada N ∈ N, TN : H → H como:

TN (x) = TN
( ∞∑
n=1

anxn
)

=
N∑
n=1

anen.

Los TN son lineales y acotados. Veamos que convergen puntualmente. Sea x ∈ H, x =∑∞
n=1 anxn y sea c > 0 tal que ‖xn‖ ≥ c para todo n ∈ N. Entonces,

∥∥∥TN( ∞∑
n=1

anxn
)∥∥∥2

=
∥∥∥ N∑
n=1

anen
∥∥∥2

=
N∑
n=1
|an|2 ≤

1
c2

∞∑
n=1
‖anxn‖2 <∞

por Orlicz. Como esta cota vale para todo N ∈ N, por Banach-Steinhaus los operadores (TN )
convergen puntualmente a un operador T : H → H lineal y acotado. Además, debe valer que
T (xn) = en para todo n.

Sea (yn) ⊂ H la sucesión biortogonal a (xn), que es una base incondicional por el lema
anterior. Además, (yn) es seminormalizada. Entonces, usando el mismo argumento que para
(xn), tenemos que podemos definir un operador S : H → H lineal y acotado, tal que S(yn) = en.
Como (xn) y (en) son bases, es fácil ver que T es inyectivo. Para ver que es sobreyectivo, sea
z ∈ H, z =

∑
n∈N anen. Tenemos que ver que

∑
n∈N anxn define un elemento de H. Para eso,

veamos que es de Cauchy. Sea ε > 0 y fijemos N0 tal que, si N,M ≥ N0, vale que

∥∥∥ M∑
n=N

anen
∥∥∥ =

M∑
n=N
|an|2 < ε/ ‖S‖2 .
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Entonces, para N,M ≥ N0,

∥∥∥ M∑
n=N

anxn
∥∥∥2

= sup
‖y‖=1

∣∣∣〈 M∑
n=N

anxn, y〉
∣∣∣2

= sup
‖y‖=1

∣∣∣ M∑
n=N

an〈xn, y〉
∣∣∣2

≤ sup
‖y‖=1

( M∑
n=N
|an|2

)(∑
n∈N
|〈xn, y〉|2

)

= sup
‖y‖=1

( M∑
n=N
|an|2

)
‖S(y)‖2

≤ ‖S‖2
M∑
n=N
|an|2 < ε.

Entonces T es sobreyectiva, y por lo tanto, inversible.



Capítulo 2

Bases Greedy

En este capítulo nos ocuparemos de dar una definición formal del algoritmo greedy y daremos
una caracterización de bases greedy que nos permitirá clasificar las bases con mayor facilidad.
Además estudiaremos un caso particular de base: la base de Haar en Lp([0, 1]).

2.1 Definiciones y propiedades básicas

El objetivo del algoritmo greedy es reordenar los coeficientes distintos de cero de forma tal que
queden primero los de módulo máximo. Para cada x ∈ X vamos a definir el ordenamiento greedy
de x como la función ρ : N → N tal que ρ(N) ⊃ {j : e′j(x) 6= 0} y tal que si j < k, entonces
tenemos que

|e′ρ(j)(x)| > |e′ρ(k)(x)| o |e′ρ(j)(x)| = |e′ρ(k)(x)| y ρ(j) < ρ(k).

Vamos a definir m-ésima la aproximación greedy como

Gm(x) =
m∑
j=1

e′ρ(j)(x)eρ(j).

Notemos que sólo nos importa reordenar los coeficientes que son distintos de cero. Veamos
algunos ejemplos:

Ejemplo 2.1.1. Sea x = (1, 0,−1, 1/2, 2, 0, 1/3, 0, 0, 0, . . . ) ∈ c0. Entonces las aproximaciones
greedy nos quedan

G1(x) = 2e5, G2(x) = G1(x) + e1, G3(x) = G2(x)− e1

G4(x) = G3(x) + 1/2e4, G5(x) = G4(x) + 1/3e7 G6(x) = x.

Como el desarrollo de x es finito, nos queda que Gm(x) = x para todo m ≥ 6.

9
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Ejemplo 2.1.2. Sea ahora x ∈ c0 definido por

xn =

1/n, si n es impar;

0, si n es par.

Nos queda que

Gm(x) =
m∑
n=1

1
n
e2n−1.

En este caso, el ordenamiento greedy sólo considera los coeficientes distintos de cero. Notemos
que en ambos ejemplos reordenamos la base canónica de c0, que es incondicional, con lo cual
teníamos garantizada la convergencia del algoritmo.

Queremos tener una forma de medir qué tan bueno es el algoritmo. Para (en) una base
cualquiera, vamos a denotar

σm(x) = inf


∥∥∥∥∥∥x−

∑
j∈A

αjej

∥∥∥∥∥∥ : |A| = m, αj ∈ R

 ,
o sea, σm nos da la mejor aproximación a x de m−términos.

Observación 2.1.3. Dado x ∈ X y m ∈ N, observemos que si S es cualquier subconjunto de N
tal que |S| = m entonces

σm(x) = inf
{∥∥∥x−∑

j∈A
αjej

∥∥∥ : |A| = m, αj ∈ R
}

≤
∥∥∥x−∑

j∈S
e′j(x)ej

∥∥∥
=
∥∥∥∑
j /∈S

e′j(x)ej
∥∥∥.

Definición 2.1.4. Una base (en) se dice greedy si existe una constante C tal que, para todo
x ∈ X y m ∈ N, se tiene

‖x−Gm(x)‖ ≤ Cσm(x).

A la menor de las constantes C que cumplan esto la llamaremos la constante greedy y la nota-
remos Kg.

Es decir, una base va a ser greedy cuando el algoritmo nos de casi la mejor aproximación a
x de m−términos. Para que la base sea greedy lo mínimo que le tenemos que pedir al algoritmo
es que converja. Una buena propiedad que nos garantiza que eso va a pasar es si la base fuera
incondicional. Vamos a ver que si la base es greedy entonces resulta incondicional. Sin embargo,
esta condición no es suficiente; en [Kon] Konyagin y Temlyakov probaron que además la base
tiene que ser democrática.
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Definición 2.1.5. Sea (en) una base. Vamos a decir que (en) es democrática si existe una
constante ∆ tal que cada vez que tenemos dos conjuntos de índices finitos |A| ≤ |B| se cumple∥∥∥∑

j∈A
ej
∥∥∥ ≤ ∆

∥∥∥∑
j∈B

ej
∥∥∥.

Observación 2.1.6. En la definición de arriba basta con tomar conjuntos A y B tal que
|A| = |B|.

Para ver esto, supongamos que existe una constante ∆ tal que∥∥∥∑
j∈A

ej
∥∥∥ ≤ ∆

∥∥∥∑
j∈B

ej
∥∥∥

para todo |A| = |B|. Sea ahora un subconjunto finito de los naturales B̃ tal que |A| < |B̃|.
Tomemos un subconjunto B ⊂ B̃ que cumpla que |A| = |B| y además min(B̃\B) > max(B).
Entonces, si K es la constante de la base,∥∥∥∑

j∈A
ej
∥∥∥ ≤ ∆

∥∥∥∑
j∈B̃

ej
∥∥∥ ≤ ∆K

∥∥∥∑
j∈B

ej
∥∥∥

y por lo tanto la base es democrática.

Empecemos viendo un teorema que caracteriza a las bases greedy.

Teorema 2.1.7. Una base (en) es greedy si y sólo si es incondicional y democrática.

Demostración. Supongamos que (en) es greedy con constante Kg.

Para un subconjunto finito S ⊂ N, definimos la proyección en [en]n∈S como

PS(x) =
∑
j∈S

e′j(x)ej .

Como vimos en el Corolario 1.2.5, para ver que (en) es incondicional nos alcanza con mostrar
que para cada conjunto S y para cada x ∈ X, se cumple

‖PS(X)‖ ≤ (Kg + 1)‖x‖.

Fijemos S un conjunto de cardinalidad m, x ∈ X y α > sup
j /∈S
|e′j(x)|. Sea

y = x− PS(x) + α
∑
j∈S

ej .

Por la Observación 2.1.3, σm(y) ≤ ‖x‖. Además, es fácil ver que Gm(y) = α
∑
j∈S ej . Sabiendo

que (en) es greedy,

‖x− PS(x)‖ = ‖y −Gm(y)‖ ≤ Kgσm(y) ≤ Kg‖x‖.
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Veamos ahora que (en) es democrática. Sean A,B ⊂ N finitos, con |A| = |B|. Sea S otro
conjunto tal que |S| = |A| = m y S ∩A = ∅ = S ∩B. Fijo ε > 0, sea

x =
∑
n∈A

en +
∑
n∈S

(1 + ε)en.

Como (en) es greedy, tenemos que∥∥∥ ∑
n∈A

en
∥∥∥ = ‖x−Gm(x)‖ ≤ Kgσm(x) ≤ Kg(1 + ε)

∥∥∥∑
n∈S

en
∥∥∥.

Por otro lado, sea
y =

∑
n∈S

en +
∑
n∈B

(1 + ε)en.

Al igual que antes,∥∥∥∑
n∈S

en
∥∥∥ = ‖y −Gm(y)‖ ≤ Kgσm(y) ≤ Kg(1 + ε)

∥∥∥ ∑
n∈B

en
∥∥∥.

Juntando ambas desigualdades, vemos que∥∥∥ ∑
n∈A

en
∥∥∥ ≤ K2

g (1 + ε)2
∥∥∥ ∑
n∈B

en
∥∥∥.

Como ε era arbitrario, concluimos que (en) es democrática (con constante ≤ K2
g ).

Supongamos ahora que (en) es incondicional con constante K y democrática con constante
∆. Fijo m ∈ N y x ∈ X, veamos que ‖x − Gm(x)‖ ≤ Cσm(x). Sea ε > 0. Tomemos B ⊂ N,
|B| = m tal que

pm =
∑
n∈B

αnen

verifique ‖x− pm‖ ≤ σm(x) + ε.

Por otro lado, tenemos
Gm(x) =

∑
n∈S

e′n(x)en = PS(x)

para algún |S| = m. Entonces,

‖x−Gm(x)‖ = ‖x− PS(x) + PB(x)− PB(x)‖ = ‖x− PB(x)− PS\B(x) + PB\S(x)‖.

Como (en) es incondicional, tenemos que

‖x− PB(x)− PS\B(x)‖ = ‖x− PB∪S(x)‖
= ‖PN\(B∪S)(x− pm)‖
≤ K‖x− pm‖
≤ K(σm(x) + ε)
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y además,
‖PS\B(x)‖ ≤ K‖x− pm‖ ≤ K(σm(x) + ε).

De la definición de Gm (dado que en S están los coeficientes de módulo máximo de x), debe
valer que

γ := min
j∈S\B

|e′j(x)| ≥ max
j∈B\S

|e′j(x)| := β.

Y por incondicionalidad de la base, como vimos en la Proposición 1.2.4,

γ
∥∥∥ ∑
j∈S\B

ej
∥∥∥ =

∥∥∥ ∑
j∈S\B

γej
∥∥∥ ≤ K∥∥∥ ∑

j∈S\B
e′j(x)ej

∥∥∥ = K‖PS\B(x)‖ (2.1)

y
‖PB\S(x)‖ ≤ βK

∥∥∥ ∑
j∈B\S

ej
∥∥∥ (2.2)

Observemos que |S\B| = |B\S|. Por (2.1) y (2.2) y usando que la base es democrática,
obtenemos

‖PB\S(x)‖ ≤ K2∆‖PS\B(x)‖ ≤ K3∆(σm(x) + ε).

Concluimos que
‖x−Gm(x)‖ ≤ (K +K3∆)(σm(x) + ε).

Como ε era arbitrario, (en) es greedy.

Ejemplo 2.1.8. Consideremos los espacios `p, con 1 ≤ p < ∞, y c0. Veamos que en estos
espacios, la base canónica (en) es greedy. No es díficil verlo por definición, pero vamos a hacerlo
viendo que son incondicionales y democráticas.

Veamos primero que son incondicionales. Para esto, tomemos x ∈ X (donde X es cualquiera
de los espacios anteriores) y escribamos

x =
∞∑
n=1

e′n(x)en.

Por la Proposición 1.2.2, nos alcanza con probar que para toda elección de signos (εn), la
serie

∑
n∈N εne

′
n(x)en converge. Para ver esto, supongamos primero que X = `p, 1 ≤ p < ∞.

Entonces, dada una elección de signos,∥∥∥∑
n∈N

εne
′
n(x)en

∥∥∥
p

=
(∑
n∈N
|εne′n(x)|p

)1/p
=
∥∥∥∑
n∈N

e′n(x)en
∥∥∥
p
<∞.

Si ahora X = c0, dada una elección de signos,∥∥∥∑
n∈N

εne
′
n(x)en

∥∥∥
∞

= sup |εne′n(x)| = ‖x‖∞ <∞.
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Concluimos que la base es incondicional. Para ver que es democrática, sea A un conjunto de
cardinalidad m. Entonces ∥∥∥∑

j∈A
ej
∥∥∥
p

=
(∑
j∈A

1
)1/p

= m1/p,

que sólo depende de m. Por otro lado, en el caso de c0,∥∥∥∑
j∈A

ej
∥∥∥
∞

= 1.

Por lo tanto, en todos los casos la base es greedy.

Veamos ahora que en el teorema anterior no podemos sacar ninguna de las dos condiciones,
puesto que son independientes entre sí.

Democrática no implica incondicional: Sea X el espacio de las sucesiones (x1, x2, . . . )
que cumplen que

‖x‖ := sup
N∈N

∣∣∣∣∣
N∑
n=1

xn

∣∣∣∣∣ <∞.
X dotado de esta norma es un espacio de Banach. Consideremos en X los vectores canónicos
(que en este espacio sólo forman una sucesión básica). Claramente (en) es democrática, dado
que si A es un subconjunto finito de N ∥∥∥ ∑

n∈A
en
∥∥∥ = |A|.

Si (en) fuera incondicional, tendría que existir una constante K tal que

∥∥∥ m∑
n=1

en
∥∥∥ ≤ K∥∥∥ m∑

n=1
(−1)nen

∥∥∥
para todo m ∈ N. Pero ∥∥∥ m∑

n=1
en
∥∥∥ = m y

∥∥∥ m∑
n=1

(−1)nen
∥∥∥ = 1.

Incondicional no implica democrática: Consideremos la base canónica de `p ⊕1 `q, con
p < q. Es decir, la base formada por {(epn, 0)} ∪ {(0, eqn)}, donde (etn) es la base canónica de `t.
Esta base es incondicional puesto que ambas epn y eqn lo son. Sin embargo, no son democráticas.
Para ver esto, dado m ∈ N,

∥∥∥ m∑
n=1

epn

∥∥∥ = m1/p y
∥∥∥ m∑
n=1

eqn

∥∥∥ = m1/q.

Como p < q, no puede existir una constante ∆ tal que m1/p ≤ ∆m1/q para todo m ∈ N; lo que
nos dice que la base no es democrática.
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Una pregunta natural que nos surge es qué pasa en los espacios Lp. Una base muy utilizada
es la base de Fourier (e2πinx)n∈Z. Pero esta base no puede ser greedy si p 6= 2, puesto que no es
incondicional. En la próxima sección vamos a estudiar una base que sí es greedy en Lp([0, 1]):
la base de Haar.

2.2 La base de Haar en Lp([0, 1])

Definamos en el intervalo [0, 1] la sucesión de funciones dada por H1(x) = 1 y para n = 2k + s

con k = 0, 1, . . . y s = 1, . . . , 2k,

Hn(x) =


1, si x ∈ [2s−2

2k+1 ,
2s−1
2k+1 );

−1, si x ∈ [2s−1
2k+1 ,

2s
2k+1 ];

0, en otro caso.

Notemos que

‖Hn‖p =
(∫ 1

0
|Hn(x)|p dx

)1/p
=
( 1

2k
)1/p

que tiende a cero cuando n → ∞. Es decir, la base de Haar no está seminormalizada, y por lo
tanto no puede ser democrática.

El objetivo de esta sección es mostrar que la base de Haar normalizada en Lp[0, 1], dada por
(H(p)

n ) := (Hn/ ‖Hn‖p) es greedy para todo 1 < p < ∞. En el caso p = 1 se puede ver que la
base no es incondicional (y por el Teorema 2.1.7, no puede ser greedy), y en el caso p = ∞, el
sistema ni siquiera forma una base (pues cualquier espacio con base es separable). En el caso
p = 2, L2([0, 1]) resulta ser un espacio de Hilbert y (H(2)

n ) una base ortonormal y, por lo tanto,
greedy.

Vamos a empezar probando que la base de Haar es incondicional, lo que en particular nos
dice que (H(p)

n ) lo es. Veamos una demostración de Burkholder [Bur] de este hecho. Para esto,
necesitaremos dos lemas.

Lema 2.2.1. Sea p > 2 y 1
p + 1

q = 1. Entonces, para 0 ≤ t ≤ 1 tenemos

tp − ppq−p(1− t)p ≤ p2q1−p(t− 1
q

).

Demostración. Para 0 ≤ t ≤ 1 definimos

f(t) = tp − ppq−p(1− t)p − p2q1−p(t− 1
q

).

Entonces,
f ′(t) = ptp−1 + pp+1q−p(1− t)p−1 − p2q1−p
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y
f ′′(t) = p(p− 1)tp−2 − (p− 1)pp+1q−p(1− t)p−2.

Observemos que f(0) = −ppq−p + p2q−p < 0 y f(1) = 1− pq1−p. Como p > 2, tenemos que
(1− 1/p)p−1 > 1/p y por lo tanto pq1−p > 1, y f(1) < 0. Además, f(1

q ) = 0,

f ′(1
q

) = pq1−p + p2q−p − p2q1−p = p2q1−p(1
p

+ 1
q

)− p2q1−p = 0

y
f ′′(1

q
) = p(p− 1)q2−p − (p− 1)p3q−p = p(p− 1)q−p(q2 − p2) < 0.

Entonces la función f tiene un máximo local en t = 1
q .

Supongamos que existe un 0 < s < 1 tal que f(s) > 0. Pero entonces deben existir al menos
tres soluciones de la ecuación f ′(t) = 0 y por el teorema de Rolle, al menos dos soluciones de la
ecuación f ′′(t) = 0. Esto no puede pasar, ya que

f ′′′(t) = p(p− 1)(p− 2)(tp−3 + ppq−p(1− t)p−3) > 0

para todo 0 < t < 1.

En el próximo lema vamos a introducir una función que nos va a permitir probar el teorema
de Burkholder.

Lema 2.2.2. Sea p > 2 y definamos ϕ : R2 → R por

ϕ(x, y) = (|x|+ |y|)p−1 ((p− 1)|x| − |y|) .

(1) Si 1/p+ 1/q = 1, vale la siguiente desigualdad para todo (x, y) ∈ R2:

(p− 1)p|x|p − |y|p ≥ pq1−pϕ(x, y).

(2) ϕ es C2 y satisface
∂2ϕ

∂y2 + ∂2ϕ

∂x2 = 2
∣∣∣∣∣ ∂2ϕ

∂x∂y

∣∣∣∣∣ ≥ 0.

Demostración. Probemos (1). Si en el lema anterior ponemos t = |y|(|x|+ |y|)−1 (para (x, y) 6=
(0, 0)), obtenemos

|y|p − ppq−p|x|p ≤ pq1−p(|y| − (p− 1)|x|)(|x|+ |y|)p−1.

Entonces
ppq−p|x|p − |y|p ≥ pq1−pϕ(x, y).
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Esto prueba lo que queríamos, ya que ppq−p = (p/q)p = (p− 1)p.

Veamos ahora (2). Primero notemos que ϕ es C2 pues p > 2. Para probar la desigualdad,
es claro que basta probarla para x > 0, y > 0. Sea u = x + y y v = (p − 1)x − y. Entonces
ϕ(x, y) = up−1v. Luego,

∂2ϕ

∂y2 = (p− 1)(p− 2)up−3v − 2(p− 1)up−2.

y
∂2ϕ

∂x2 = (p− 1)(p− 2)up−3v + 2(p− 1)2up−2.

Y por lo tanto,
∂2ϕ

∂y2 + ∂2ϕ

∂x2 = 2(p− 1)(p− 2)up−3(u+ v) ≥ 0.

Por otro lado,
∂2ϕ

∂x∂y
= (p− 1)(p− 2)up−3(u+ v).

Teorema 2.2.3. Sea 1 < p < ∞ y 1/p + 1/q = 1. Sea p∗ = max(p, q). Entonces, la base de
Haar (Hk) es incondicional en Lp[0, 1], con constante de incondicionalidad menor a p∗ − 1. Es
decir, ∥∥∥ n∑

j=1
εjajHj

∥∥∥
p
≤ (p∗ − 1)

∥∥∥ n∑
j=1

ajHj

∥∥∥
p
,

para todo n ∈ N, escalares a1, . . . , an y signos ε1, . . . , εn.

Demostración. Supongamos primero que p > 2, con lo cual nos queda que p∗ = p. Para cada
n ∈ N, llamemos f0 = g0 = 0 y definamos para 1 ≤ k ≤ n,

fk =
k∑
j=1

ajHj y gk =
k∑
j=1

εjajHj .

Vamos a probar de forma inductiva en k que∫ 1

0
ϕ(fk(s), gk(s)) ds ≥ 0.

Es claro que el caso k = 0 vale. Para el paso inductivo, llamemos

F (t) =
∫ 1

0
ϕ((1− t)fk−1(s) + tfk(s), (1− t)gk−1(s) + tgk(s)) ds

para 0 ≤ t ≤ 1. Queremos probar que F (1) ≥ 0 sabiendo que F (0) ≥ 0.

Sean ut = (1− t)fk−1 + tfk y vt = (1− t)gk−1 + tgk. Entonces,

F ′(t) =
∫ 1

0

∂ϕ

∂x
(ut, vt)(fk(s)− fk−1(s)) + ∂ϕ

∂y
(ut, vt)(gk(s)− gk−1(s)) ds

= ak

∫ 1

0

∂ϕ

∂x
(ut, vt)Hk(s) ds+ akεk

∫ 1

0

∂ϕ

∂y
(ut, vt)Hk(s) ds.
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Notemos que u0(s) = fk−1(s) y v0(s) = gk−1(s), y estas funciones se mantienen constantes en
el soporte de Hk (pues si j ≤ k, entonces sop(Hk) ⊂ sop(Hj) o sop(Hk) ∩ sop(Hj) = ∅). Pero
entonces ∂ϕ

∂x (u0, v0) y ∂ϕ
∂y (u0, v0) son también constantes en sop(Hk), y como las funciones Hk

son impares, concluimos que F ′(0) = 0.

Derivando una vez más,

F ′′(t) = a2
k

(∫ 1

0

∂2ϕ

∂2x
(ut, vt) + ∂2ϕ

∂2y
(ut, vt) + 2εk

∂2ϕ

∂x∂y
(ut, vt) ds

)
.

Por el Lema 2.2.2, F ′′(0) ≥ 0. Entonces 0 es un mínimo de F y por lo tanto F (1) ≥ F (0) ≥ 0.

Ahora, tomando x = fn e y = gn en (1) del Lema 2.2.2 e integrando a ambos lados, obtenemos∫ 1

0
(p− 1)p|fn(s)|p − |gn(s)|p ds ≥

∫ 1

0
pqp−1ϕ(fn(s), gn(s)) ds ≥ 0

lo que completa la demostración en el caso p > 2.

Resta ver el caso 1 < p < 2. Definamos fn y gn como antes, y tomemos g′n tal que:

g′n =
n∑
j=1

bjHj ,
∥∥g′n∥∥q = 1 y ‖gn‖p =

∫ 1

0
gn(s)g′n(s) ds.

Observemos que ∫ 1

0
Hk(s)Hj(s) ds =

0 si k 6= j,

|Ik| si k = j.

Por lo tanto,

‖gn‖p =
n∑
j=1

ajbjεj |Ij | =
∫ 1

0

 n∑
j=1

ajHj(s)

( n∑
k=1

εkbkHk(s)
)
ds

≤ ‖fn‖p

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

bjεjHj

∥∥∥∥∥∥
q

≤ ‖fn‖p (q − 1)
∥∥g′n∥∥q

≤ (q − 1) ‖fn‖p .

Para probar que la base de Haar normalizada es greedy, tenemos que demostrar que es
democrática. Primero observemos quiénes son estas funciones: Al igual que antes, definimos
H

(p)
1 (x) = 1 para todo x ∈ [0, 1] y para n = 2k + s con k = 0, 1, . . . y s = 1, . . . , 2k,

Hn(x) =


2k/p, si x ∈ [2s−2

2k+1 ,
2s−1
2k+1 );

−2k/p, si x ∈ [2s−1
2k+1 ,

2s
2k+1 ];

0, en otro caso.
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Teorema 2.2.4. Sea 1 < p <∞. Entonces existen dos constante cp ≤ Cp que dependen sólo de
p tal que para todo n ∈ N y para todo subconjunto A ⊂ N con |A| = n,

cpn
1/p ≤

∥∥∥∑
j∈A

H
(p)
j

∥∥∥ ≤ Cpn1/p.

En particular este teorema nos dice que la base es democrática. Lo demostraremos en tres
pasos:

Lema 2.2.5. Sea 0 < q < ∞. Entonces existe una constante dq > 0 tal que para toda elección
de enteros 0 ≤ n1 < n2 < · · · < nk y conjuntos medibles Ej ⊂ [0, 1] (j = 1, . . . , k) se tiene

∫ 1

0

 k∑
j=1

2nj/qχEj (x)

q dx ≤ dq k∑
j=1

2njm(Ej),

donde χEj denota la función característica de Ej.

Demostración. Sea f(x) =
∑k
j=1 2nj/qχEj (x) y sean E′j = Ej\

k⋃
i=j+1

Ei. Entonces si x ∈ E′j ,

f(x) ≤
j∑
i=1

2ni/q ≤
nj∑
i=1

2i/q = 2(nj+1)/q − 1
21/q − 1

≤ 2nj/q 21/q

21/q − 1
.

Llamemos d1/q
q = 21/q

21/q−1 . Tenemos que

∫ 1

0
f(x)q dx =

k∑
j=1

∫
E′j

f(x)q dx ≤ dq
k∑
j=1

2njm(E′j) ≤ dq
k∑
j=1

2njm(Ej).

Lema 2.2.6. Sea 1 < p <∞. Entonces, existe una constante Cp que sólo depende de p tal que
para todo n ∈ N, todo A ⊂ N con |A| = n y toda elección de signos (εt) = ±1 se tiene∥∥∥∑

t∈A
εtH

(p)
t

∥∥∥
p
≤ Cpn1/p.

Demostración. Sean 0 ≤ n1 < n2 < · · · < nk todos los naturales tal que existe un t ∈ A con
m(sopH(p)

t ) = 2−ni . Para j = 1, . . . , k definimos Aj = {t ∈ A : t = 2nj + s, s = 1, . . . , 2nj}. Es
decir, Aj son todos los índices de A que corresponden al nivel 2−nj de la base.

Definimos también Ej =
⋃
t∈Aj

sop(H(p)
t ). Nos queda que |Aj | = 2njm(Ej), y por lo tanto

n =
∑k
j=1 2njm(Ej).

Además, si t, s ∈ Aj , t 6= s se tiene que sop(H(p)
t ) ∩ sop(H(p)

s ) = ∅. Entonces,

∣∣∣∑
t∈A

εtH
(p)
t (x)

∣∣∣ ≤ k∑
j=1

∣∣∣ ∑
t∈Aj

εtH
(p)
t (x)

∣∣∣ =
k∑
j=1

2nj/pχEj (x)
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para todo x ∈ [0, 1]. Entonces, por el Lema 2.2.5,

∥∥∥∑
t∈A

εtH
(p)
t

∥∥∥
p
≤

∫ 1

0

( k∑
j=1

2nj/pχEj (x)
)p
dx

1/p

≤ d1/p
p

 k∑
j=1

2njm(Ej)

1/p

≤ d1/p
p n1/p.

Tomando Cp = d
1/p
p tenemos lo que queríamos.

Probamos la cota superior del teorema, nos resta ver la cota inferior.

Lema 2.2.7. Sea 1 < p < ∞. Entonces existe una constante cp tal que para todo n ∈ N, para
todo A ⊂ N con |A| = n y toda elección de signos εt = ±1 se tiene∥∥∥∑

t∈A
εtH

(p)
t

∥∥∥ ≥ cpn1/p.

Demostración. Sea q tal que 1
p + 1

q = 1. Por dualidad, sabemos que

∥∥∥∑
t∈A

εtH
(p)
t

∥∥∥
p

= sup
‖g‖q=1

∫ 1

0

(∑
t∈A

εtH
(p)
t (x)

)
g(x) dx.

Por otro lado, observemos que

∫ 1

0
H

(p)
j (x)H(q)

k (x) dx =
∫ 1

0
2m/pHj(x)2l/qHk(x) dx =

0, si k 6= j;

1, si k = j.

Tomemos

g(x) =
∑
t∈A εtH

(q)
t∥∥∥∑t∈A εtH
(q)
t

∥∥∥
q

.

Por lo anterior,∥∥∥∑
t∈A

εtH
(p)
t

∥∥∥
p
≥ 1∥∥∥∑t∈A εtH

(q)
t

∥∥∥
q

∫ 1

0

(∑
t∈A

εtH
(p)
t (x)

)(∑
t∈A

εtH
(q)
t (x)

)
dx

= n∥∥∥∑t∈A εtH
(q)
t

∥∥∥
q

≥ n

Cqn1/q

= cpn
1/p

donde Cq lo elegimos como en el Lema 2.2.6.

De los Teoremas 2.2.3 y 2.2.4 concluimos que la base de Haar normalizada es greedy en
Lp[0, 1].



Capítulo 3

Bases Cuasi-Greedy

En el capítulo anterior vimos un tipo de bases para las cuales el algoritmo greedy nos da la
mejor aproximación de m términos para cada x ∈ X. Sin embargo, este tipo de bases no son tan
comunes de encontrar: vimos que son las que cumplen con ser incondicionales y democráticas.
En este capítulo vamos a ver qué propiedades podemos encontrar si le pedimos lo mínimo al
algoritmo, si sólo le pedimos que converja a x para todo x ∈ X. Este capítulo está basado en el
trabajo [Dil].

3.1 Definiciones y propiedades básicas

Definición 3.1.1. La base (en) se dice cuasi-greedy si Gm(x)→ x para todo x ∈ X.

Veamos una definición equivalente, que nos va a permitir trabajar más fácilmente.

Teorema 3.1.2. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) La base (en) es cuasi-greedy.

(2) Existe una constante C tal que supm ‖Gm(x)‖ ≤ C‖x‖ para todo x ∈ X.

Demostración. Veamos primero que (2) implica (1). Sea x ∈ X, x =
∑
j∈N e

′
j(x)ej y ε > 0.

Sea x0 ∈ X tal que x0 =
∑
j∈A e

′
j(x0)ej con |A| < ∞ y e′j(x0) 6= 0 para todo j ∈ A y tal que

‖x− x0‖ < ε.

Tomando m grande, podemos asegurar que Gm(x − x0) =
∑
j∈B

e′j(x − x0)ej con A ⊂ B y

Gm(x) =
∑
j∈B

e′j(x)ej . Como A ⊂ B, vemos que

Gm(x)− x0 =
∑
j∈B

e′j(x)ej −
∑
j∈A

e′j(x0)ej = Gm(x− x0).

21
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Entonces,

‖x−Gm(x)‖ ≤ ‖x− x0‖+ ‖Gm(x)− x0‖ ≤ ‖x− x0‖+ C ‖x− x0‖ ≤ (C + 1)ε.

Para ver la otra implicación, probemos el siguiente lema.

Lema 3.1.3. Si (2) no vale, entonces para toda constante K y conjunto finito A ⊂ N existe un
conjunto finito B ⊂ N disjunto con A y un vector x =

∑
n∈B

anen tal que ‖x‖ = 1 y ‖Gm(x)‖ ≥ K

para algún m.

Demostración. Dado Ω ⊂ N, llamemos PΩ(x) =
∑
n∈Ω

e′n(x)en. Sea M = max
Ω⊂A
‖PΩ‖.

Como estamos suponiendo que (2) no vale, entonces dada una constante K1 grande (que
vamos a definir más adelante), debe existir x1 ∈ X y m ∈ N tal que ‖x1‖ = 1 y ‖Gm(x1)‖ ≥ K1.
Definimos ahora

x2 = x1 −
∑
n∈A

e′n(x1)en.

Podemos suponer que x2 6= 0. Si lo fuera, tendríamos que x1 = Gm(x1). Pero entonces
1 = ‖x1‖ ≥ K1, lo cual es absurdo si tomamos K1 > 1. Observemos que

‖x2‖ ≤ ‖x1‖+
∥∥∥∥∥∑
n∈A

e′n(x1)en

∥∥∥∥∥ ≤M + 1.

Además, dado que e′n(x2) = e′n(x1) para todo n /∈ A,

Gm(x1) = Gk(x2) + PΩ(x1) para algún k ≤ m, Ω ⊂ A

Deducimos que ‖Gk(x2)‖ ≥ K1 −M . Si x3 = x2/ ‖x2‖, vemos que

‖Gk(x3)‖ = ‖Gk(x2)‖
‖x2‖

≥ K1 −M
M + 1 .

Definamos
δ = inf{|e′n(Gk(x3))| : |e′n(Gk(x3))| 6= 0}.

Tomemos B1 ⊂ N finito tal que para todo n /∈ B1, |e′n(x3)| ≥ δ/2. Sea η tal que η(|A|+|B1|)2K <

δ, donde K es la constante de la base, y tomemos x4 tal que ‖x3 − x4‖ < η. Modifiquemos todos
los coeficientes de x4 en A y en B1 de modo tal que el resultante x5 tenga los mismos coeficientes
que x3 en esos lugares. De esta forma, Gk(x5) = Gk(x3) y x5 es de la forma x5 =

∑
n∈B e

′
n(x5)en,

con B finito y disjunto con A. Veamos que x5/ ‖x5‖ cumple lo que queríamos. Tenemos que

‖x4 − x5‖ ≤
∑

n∈A∪B1

∥∥e′n(x4 − x5)en
∥∥ ≤ 2K(|A|+ |B1|)η < δ.
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Entonces ‖x5‖ ≤ ‖x4‖+ δ ≤ 1 + η + δ ≤ C. Por lo tanto,∥∥∥∥Gk ( x5
‖x5‖

)∥∥∥∥ ≥ K1 −M
C(M + 1) ≥ K

si tomamos K1 lo suficientemente grande.

Volvamos a la demostración del Teorema 3.1.2. Supongamos que (2) no vale. Sea b =
sup(‖e′n‖) (que es finito, como vimos en la Observación 1.1.5). Para K = 2, por el lema anterior,
debe existir un y1 de norma uno y de desarrollo finito (digamos y1 =

∑
n∈B1 e

′
n(y1)en) y un

m1 ∈ N, tal que ‖Gm1(y1)‖ ≥ 2b. Sea 0 < ε1 < 1/2 tal que si e′n(y1) 6= 0, se cumple que
|e′n(y1)| ≥ ε1. Aplicando el lema nuevamente para K = (2b)2ε−1

1 y A = B1, debe existir un y2 de
norma uno y de la forma y2 =

∑
n∈B2 e

′
n(y2)en con B2 finito y disjunto con B1, y un m2 ∈ N tal

que ‖Gm2(y2)‖ ≥ (2b)2ε−1
1 . Tomamos ahora un 0 < ε2 < 1/4 tal que si e′n(y2) 6= 0, |e′n(y2)| ≥ ε2.

De esta forma, ahora podemos construir una sucesión (yn) de norma uno para todo n ∈ N,
de la forma yn =

∑
j∈Bn e

′
j(yn)ej con los Bn todos finitos y disjuntos entre sí, una sucesión

decreciente εn < 1/2n que cumplen que si e′j(yn) 6= 0, entonces |e′j(yn)| ≥ εn y una sucesión

de naturales mn tal que ‖Gmn(yn)‖ ≥ (2b)n
n−1∏
j=1

ε−1
j . Sea x =

∞∑
n=1

(
n−1∏
j=1

εj
b

)
yn. Esta serie es

convergente en X, dado que∥∥∥ ∞∑
n=1

( n−1∏
j=1

εj
b

)
yn
∥∥∥ ≤ ∞∑

n=1

n−1∏
j=1
|εj/b| ≤

∞∑
n=1

1
b2n−1 <∞.

Escribamos x =
∑
n∈N bnen. Veamos cómo son estos coeficientes bn. Si n ∈ Bk, como los

conjuntos Bs son disjuntos,

bn =
(
k−1∏
s=1

εs
b

)
e′n(yk).

Dado un índice j fijo, supongamos primero que n ∈ Bk con k ≤ j. Entonces

|bn| ≥
k−1∏
s=1

εs
b
|e′n(yk)| ≥

k∏
s=1

εs
b
b ≥ b

j∏
s=1

εs
b
.

Por otro lado, si k > j

|bn| =
(
k−1∏
s=1

εs
b

)
|e′n(yk)| ≤ b

k−1∏
s=1

εs
b
≤ b

j∏
s=1

εs
b
.

Por lo tanto,

inf{|bn| : n ∈
j⋃
s=1

Bs} ≥ max{|bn| : n /∈
j⋃
s=1

Bs}.

Entonces, si tomamos como k =
∑j−1
s=1 |Bs|+mj ,

Gk(x) =
∑

n≤j−1

(
n−1∏
s=1

εs
b

)
yn +

j−1∏
s=1

εs
b

Gmj (yj).
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Y como
∥∥∥∑n≤j−1(

∏n−1
s=1

εs
b )yn

∥∥∥ está acotado para todo j,

‖Gk(x)‖ ≥

j−1∏
s=1

εs
b

∥∥∥Gmj (yj)∥∥∥− C ≥ 2jb− C.

Entonces Gk(x) no puede converger a x.

Definición 3.1.4. Definimos la constante cuasi-greedy Kc como la menor constante que cumple
simultáneamente:

‖Gm(x)‖ ≤ Kc‖x‖ y ‖x−Gm(x)‖ ≤ Kc‖x‖, x ∈ X.

Es claro que las bases greedy son cuasi-greedy. Veamos con un ejemplo que no vale la vuelta,
de hecho, las bases cuasi-greedy no son necesariamente incondicionales. Primero definamos las
siguientes notaciones, que nos serán útiles en este ejemplo.

Notación. Sean f, g : N → N. Vamos a decir que f � g si existe una constante C tal que
f(n) ≤ Cg(n) para todo n ∈ N. Y vamos a decir que f � g si existen dos constantes C1, C2 tal
que C1g(n) ≤ f(n) ≤ C2g(n) para todo n ∈ N.

Ejemplo 3.1.5. Sea X el espacio de todas las sucesiones (x1, x2, . . . ) ∈ `2 tal que

‖x‖+ := sup
n∈N

∣∣∣ n∑
j=1

xj/
√
j
∣∣∣ <∞.

Si tomamos ‖·‖ = max(‖·‖2 , ‖·‖+), entonces (X, ‖·‖) es un espacio de Banach. En este espacio,
la sucesión de vectores canónicos (en) forma una sucesión básica democrática y cuasi-greedy,
pero no incondicional.

Veamos primero que es democrática. Para esto, tomemos A ⊂ N con |A| = m. Entonces,∥∥∥∑
j∈A

ej
∥∥∥

2
=
√
m

y ∥∥∥∑
j∈A

ej
∥∥∥

+
=
∑
j∈A

1/
√
j ≤

m∑
j=1

1/
√
j ≤ 2

√
m.

Por lo tanto,
√
m ≤

∥∥∥∑
j∈A

ej
∥∥∥ ≤ 2

√
m

lo que nos dice que la sucesión básica es democrática.

Veamos que no es incondicional. Para eso, estimemos las siguientes normas. Si m ≥ 2,∥∥∥ m∑
j=1

1√
j
ej
∥∥∥ ≥ m∑

j=1
1/j ≥ log(m).
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Por otro lado, ∥∥∥ m∑
j=1

(−1)j√
j
ej
∥∥∥

2
=
( m∑
j=1

1/j
)1/2

�
√

log(m)

y, como la serie
∑∞
j=1(−1)j/j <∞, tenemos que sus sumas parciales están acotadas,

∥∥∥ m∑
j=1

1√
j
ej
∥∥∥

+
= sup

n∈N

∣∣∣ n∑
j=1

(−1)j/j
∣∣∣ ≤ C

para todo m ∈ N. Esto nos dice que, si tomamos m suficientemente grande,

∥∥∥ m∑
j=1

1√
j
ej
∥∥∥ � √log(m),

y por lo tanto no puede ser incondicional.

Por último, probemos que es cuasi-greedy. Para eso, por el teorema anterior, nos alcanza
con mostrar que existe una constante C tal que

‖Gm(x)‖ ≤ C, para todo m ∈ N, para todo ‖x‖ = 1.

Sea x tal que ‖x‖ = 1 y sea m ∈ N. Sea A ⊂ N tal que Gm(x) =
∑
j∈A e

′
j(x)ej . Como ‖x‖ = 1,

tenemos que
∞∑
j=1
|e′j(x)|2 ≤ 1, y

∣∣∣ M∑
j=1

e′j(x)
√
j

∣∣∣ ≤ 1 para todo M.

Es claro que ‖Gm(x)‖2 ≤ ‖x‖2 ≤ 1. Nos queda acotar ‖Gm(x)‖+. Sea α := minj∈A |e′j(x)|. Si
α = 0, entonces Gm(x) = x y por lo tanto tenemos lo que queríamos. Si α > 0, para N ∈ N
definimos:

A+(N) := {j ∈ A : j > N}, A−(N) := {j ∈ A : j ≤ N}.

Notemos que
‖Gm(x)‖+ = sup

N∈N

∣∣∣ ∑
j∈A−(N)

e′j(x)j−1/2
∣∣∣.

Usando la desigualdad de Hölder,

∑
j∈A+(N)

|e′j(x)|j−1/2 ≤
( ∑
j∈A+(N)

|e′j(x)|3/2
)2/3( ∑

j>N

j−3/2
)1/3

� N−1/6
( ∑
j∈A+(N)

|e′j(x)|3/2(|e′j(x)|/α)1/2
)2/3

= (Nα2)−1/6
( ∑
j∈A+(N)

|e′j(x)|2
)2/3

� (Nα2)−1/6.

(3.1)
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Sea Nα := [α−2]+1, donde por [·] nos referimos a la parte entera inferior. Entonces, siM ≤ Nα,

∣∣∣ ∑
j∈A−(M)

e′j(x)j−1/2
∣∣∣ ≤ ∣∣∣ M∑

j=1
e′j(x)j−1/2

∣∣∣+ ∣∣∣ ∑
j /∈A−(M)
j≤M

e′j(x)j−1/2
∣∣∣

≤ 1 + α
M∑
j=1

j−1/2 ≤ 1 + 2αM1/2

� 1.

Por otro lado, si M > Nα, por (3.1) y por lo anterior,∣∣∣ ∑
j∈A−(M)

e′j(x)j−1/2
∣∣∣ ≤ ∣∣∣ ∑

j∈A−(Nα)
e′j(x)j−1/2

∣∣∣+ ∣∣∣ ∑
j∈A+(Nα)

e′j(x)j−1/2
∣∣∣� 1.

Por lo tanto,
‖Gm(x)‖+ ≤ C

lo que nos dice que la base es cuasi-greedy.

En el ejemplo anterior vimos que las bases cuasi-greedy no son necesariamente incondicio-
nales. Sin embargo, tienen algunas propiedades en común. Vamos a probar dos lemas que nos
serán útiles más adelante:

Lema 3.1.6. Sea (en) una base con constante cuasi-greedy Kc, y sea A un subconjunto finito
de N. Entonces, para cualquier elección de signos εj = ±1, se tiene:

1
2Kc

∥∥∥∑
j∈A

ej
∥∥∥ ≤ ∥∥∥∑

j∈A
εjej

∥∥∥ ≤ 2Kc

∥∥∥∑
j∈A

ej
∥∥∥ (3.2)

y, por lo tanto, para cualquier elección de números reales (aj)j∈A∥∥∥∑
j∈A

ajej
∥∥∥ ≤ 2Kc max

j∈A
|aj |

∥∥∥∑
j∈A

ej
∥∥∥. (3.3)

Demostración. Primero notemos que si B ⊂ A y ε > 0, podemos definir

x =
∑
j∈B

(1 + ε)ej +
∑

j∈A\B
ej .

Como (en) es cuasi-greedy por hipótesis, el Teorema 3.1.2 nos dice que si m = |B|,

‖Gm(x)‖ =
∥∥∥∑
j∈B

(1 + ε)ej
∥∥∥ ≤ Kc

∥∥∥∑
j∈B

(1 + ε)ej +
∑

j∈A\B
ej
∥∥∥.

Haciendo ε→ 0, obtenemos ∥∥∥∑
j∈B

ej
∥∥∥ ≤ Kc

∥∥∥∑
j∈A

ej
∥∥∥ (3.4)
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y por lo tanto, para cualquier elección de signos εj = ±1, se tiene∥∥∥∑
j∈A

εjej
∥∥∥ ≤ ∥∥∥ ∑

j:εj=1
ej
∥∥∥+

∥∥∥ ∑
j:εj=−1

ej
∥∥∥ ≤ 2Kc

∥∥∥∑
j∈A

ej
∥∥∥.

Esto nos da la desigualdad del lado derecho.

Para la otra, usando nuevamente (3.4), tenemos que∥∥∥∑
j∈A

ej
∥∥∥ =

∥∥∥ ∑
j:εj=1

εjej −
∑

j:εj=−1
εjej

∥∥∥ ≤ ∥∥∥ ∑
j:εj=1

εjej
∥∥∥+

∥∥∥ ∑
j:εj=−1

εjej
∥∥∥ ≤ 2Kc

∥∥∥∑
j∈A

εjej
∥∥∥.

Con esto probamos (3.2).

Veamos que vale (3.3). Dividiendo a ambos lados por max |aj | de ser necesario, podemos
suponer que |aj | ≤ 1 para todo j ∈ A. Fijemos un índice j0 ∈ A, y tomemos un t ∈ [0, 1] tal
que 2t − 1 = aj0 . Para este j0, fijemos εj0 = 1 y ε′j0 = −1. Tomemos, para los otros j ∈ A,
εj = ε′j = ±1. Entonces,∥∥∥aj0ej0 +

∑
j 6=j0

εjej
∥∥∥ =

∥∥∥t∑
j∈A

εjej + (1− t)
∑
j∈A

ε′jej
∥∥∥

≤ t
∥∥∥∑
j∈A

εjej
∥∥∥+ (1− t)

∥∥∥∑
j∈A

ε′jej
∥∥∥

≤ 2Kc

∥∥∥∑
j∈A

ej
∥∥∥.

Podemos ahora modificar otro índice j1 tomando una combinación convexa de aj0ej0+ej1+
∑
εjej

y aj0ej0 + (−1)ej1 +
∑
εjej , y haciendo la misma cuenta de arriba, vemos que vale∥∥∥aj0ej0 + aj1ej1 +

∑
εjej

∥∥∥ ≤ 2Kc

∥∥∥∑
j∈A

ej
∥∥∥.

Ahora podemos seguir modificando los coeficientes hasta llegar a lo que buscamos.

Lema 3.1.7. Sea (en) una base con constante cuasi-greedy Kc. Supongamos que x ∈ X tiene
ordenamiento greedy ρ. Entonces:

|e′ρ(m)|
∥∥∥ m∑
j=1

eρ(j)

∥∥∥ ≤ 4K2
c ‖x‖. (3.5)

Por lo tanto, si A es un subconjunto finito de N y (aj)j∈A son números reales,

min
j∈A
|aj |

∥∥∥∑
j∈A

ej
∥∥∥ ≤ 4K2

c

∥∥∥∑
j∈A

ajej
∥∥∥. (3.6)

Demostración. Probemos (3.5). Sean aj = e′j(x), y εj = sgn aj . Tomamos 1/|aρ(0)| = 0.

Llamemos Hj(x) = x−
j∑
i=1

aρ(i)eρ(i).
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Dado 1 ≤ j ≤ m, observemos que Hj−1(x)−Hm(x) =
m∑
i=j

aρ(i)eρ(i), con lo cual

( 1
|aρ(j)|

− 1
|aρ(j−1)|

)
(Hj−1(x)−Hm(x)) = ερ(j)eρ(j) +

m∑
i=j+1

aρ(i)
|aρ(j)|

eρ(i) −
m∑
i=j

aρ(i)
|aρ(j−1)|

eρ(i).

Sumando en j,

|aρ(m)|
∥∥∥ m∑
j=1

ερ(j)eρ(j)

∥∥∥ =|aρ(m)|
∥∥∥ m∑
j=1

( 1
|aρ(j)|

− 1
|aρ(j−1)|

)
(Hj−1(x)−Hm(x))

∥∥∥
≤ 2Kc‖x‖|aρ(m)|

m∑
j=1

( 1
|aρ(j)|

− 1
|aρ(j−1)|

)
= 2Kc‖x‖.

Aplicando (3.2),

|e′ρ(m)|
∥∥∥ m∑
j=1

eρ(j)

∥∥∥ ≤ 2Kc|e′ρ(m)|
∥∥∥ m∑
j=1

ερ(j)eρ(j)

∥∥∥ ≤ 4K2
c ‖x‖ .

Para ver (3.6), basta tomar x =
∑
j∈A

ajej y aplicar (3.5).

3.2 La función fundamental

Definición 3.2.1. Dada una base (en), definimos la función fundamental ϕ(n) por

ϕ(n) = sup
|A|≤n

∥∥∥∥∥∥
∑
k∈A

ek

∥∥∥∥∥∥ .
Observación 3.2.2. Muchas veces nos va a interesar estudiar el comportamiento asintótico de
ϕ. Para esto, observemos que, para n ∈ N,

sup
|A|=n

∥∥∥∑
j∈A

ej
∥∥∥ ≤ ϕ(n).

Por otro lado, si K es la constante de la base y B ⊂ N con |B| ≤ n,∥∥∥∑
j∈B

ej
∥∥∥ ≤ K∥∥∥∑

j∈B̃

ej
∥∥∥ ≤ K sup

|A|=n

∥∥∥∑
j∈A

ej
∥∥∥

donde B̃ = B ∪ {maxB + 1} ∪ · · · ∪ {maxB + |B| − n}. Tomando supremo sobre |B| ≤ n,

sup
|A|=n

∥∥∥∑
j∈A

ej
∥∥∥ ≤ ϕ(n) ≤ K sup

|A|=n

∥∥∥∑
j∈A

ej
∥∥∥

y por lo tanto tiene su mismo comportamiento asintótico.



3.2. LA FUNCIÓN FUNDAMENTAL 29

Veamos algunos ejemplos:

Ejemplos 3.2.3. (1) Si X = `p y (en) es la base canónica. Para calcular ϕ, tomemos |A| ≤ n,∥∥∥∑
j∈A

ej
∥∥∥
p

= |A|1/p ≤ n1/p.

Tomando supremo, vemos que ϕ(n) = n1/p.

(2) Si X = c0 y (en) es la base canónica, no es difícil ver que ϕ(n) = 1 para todo n ∈ N.

(3) En el Teorema 2.2.4 vimos que la base de Haar normalizada en Lp[0, 1] cumple que

cpn
1/p ≤

∥∥∥∑
j∈A

H
(p)
j

∥∥∥ ≤ Cpn1/p.

para todo n ∈ N, para todo |A| = n. Es decir, ϕ(n) � n1/p

Definición 3.2.4. La función fundamental dual está dada por

ϕ′(n) = sup
|A|≤n

∥∥∥∥∥∥
∑
k∈A

e′k

∥∥∥∥∥∥ .
Notemos que ϕ y ϕ′ son subaditivas (es decir, ϕ(m+n) ≤ ϕ(m)+ϕ(n)) y crecientes. También

se puede ver que ϕ(n)/n y ϕ′(n)/n son decrecientes, dado que, para cualquier conjunto A con
|A| = n, tenemos:

1
n

∥∥∥∑
k∈A

ek
∥∥∥ = 1

n

∥∥∥ 1
n− 1

∑
k∈A

∑
j 6=k

ej
∥∥∥ ≤ 1

n− 1ϕ(n− 1).

Para cualquier conjunto A y escalares {aj : j ∈ A}, realizando una cuenta similar a la hecha
para probar (3.3), se cumple∥∥∥∑

j∈A
ajej

∥∥∥ ≤ max
j∈A
|aj |max

±

∥∥∥∑
j∈A
±ej

∥∥∥.
Y por lo tanto ∥∥∥∑

j∈A
ajej

∥∥∥ ≤ 2ϕ(|A|) max
j∈A
|aj |. (3.7)

Observación 3.2.5. (ek) es democrática con constante ∆ si y sólo si

∆−1ϕ(|A|) ≤
∥∥∥∑
k∈A

ek
∥∥∥ ≤ ϕ(|A|) para todo |A| <∞. (3.8)

Veamos esto: si (en) es democrática es claro que cumple esta condición.

Supongamos ahora que vale (3.8) y probemos que es democrática. Para esto, sean |A| ≤ |B|.
Entonces, ∥∥∥∑

k∈A
ek
∥∥∥ ≤ ϕ(|A|) ≤ ϕ(|B|) = ∆(∆−1ϕ(|B|)) ≤ ∆

∥∥∥ ∑
k∈B

ek
∥∥∥.
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Observación 3.2.6. Si ϕ � 1 entonces (en) es equivalente a la base canónica de c0. Para ver
esto, supongamos ϕ(m) ≤ C para todo m. Por (3.7),∥∥∥∑

k∈A
akek

∥∥∥ ≤ ϕ(|A|) max
k∈A
|ak| ≤ C max

k∈A
|ak|.

Por otro lado, supongamos que C̃ es tal que 1/C̃ ≤ ‖en‖ ≤ C̃ y K la constante de la base. Dado
k ∈ A,

|ak| ≤ C̃ ‖akek‖ ≤ C̃2K
∥∥∥∑
j∈A

ajej
∥∥∥.

Tomando máximo en k, tenemos que

max
k∈A
|ak| ≤ C̃2k

∥∥∥∑
k∈A

akek
∥∥∥.

Esto nos dice que (en) es equivalente a la base canónica de c0.



Capítulo 4

Otros tipos de bases

En este capítulo vamos a estudiar dos tipos de bases "intermedias" entre greedy y cuasi-greedy.
Probaremos teoremas que las caracterizan, tal como hicimos con las bases greedy.

4.1 Bases aproximadamente greedy

Para una base cualquiera (en) vamos a notar

σ̃m(x) = inf


∥∥∥∥∥∥x−

∑
j∈A

e′j(x)ej

∥∥∥∥∥∥ : |A| ≤ m

 .
Es decir, σ̃m estima la mejor aproximación a x de m−términos usando los coeficientes de la
base. Notemos que σm(x) ≤ σ̃m(x) para todo m ∈ N. El siguiente ejemplo muestra que no vale
la igualdad.

Ejemplo 4.1.1. Sea X el espacio de todas las sucesiones x = (x1, x2, . . . ) tal que
∑∞
n=1 xn es

convergente. Tomemos en X la norma

‖x‖ = sup
N∈N

∣∣∣ N∑
n=1

xn
∣∣∣

y como base la base canónica. Si tomamos x =
∑
n∈N

1/2nen. Entonces, si m ∈ N, es claro que

σ̃m(x) =
∞∑

n=m+1

1
2n = 1

2m .

Calculemos ahora σm(x). Tomemos como A = {1, 2, . . . ,m− 1,m+ 1}. Si m es par, sea y con
soporte en A tal que

x− y = (− 1
2m+1 ,

1
2m+1 ,−

1
2m+1 , . . . ,−

1
2m+1 ,

1
2m︸︷︷︸
m

,− 1
2m+1 ,

1
2m+2 ,

1
2m+3 , . . . ).

31



32 CAPÍTULO 4. OTROS TIPOS DE BASES

Entonces, si N ∈ N, tenemos que

∣∣∣ N∑
n=1

(x− y)n
∣∣∣ ≤ 1

2m+1

para todo N ∈ N. Por lo tanto, σm(x) ≤ 1/2m+1 < σ̃m(x).

Ahora, si m es impar, podemos hacer la misma cuenta tomando y con soporte en A que
cumpla

x− y = (− 1
2m+1 ,

1
2m+1 ,−

1
2m+1 , . . . ,−

1
2m+1 , 0,

1
2m︸︷︷︸
m

,− 1
2m+1 ,

1
2m+2 ,

1
2m+3 , . . . ).

Definición 4.1.2. Una base (en) es aproximadamente greedy si existe una constante C tal que

‖x−Gm(x)‖ ≤ Cσ̃m(x)

Notemos que greedy ⇒ aproximadamente greedy ⇒ cuasi-greedy y en ningún caso vale
la vuelta. Sin embargo, veremos que si pedimos que la base sea cuasi-greedy y democrática,
entonces es aproximadamente greedy. Para esto, necesitaremos el siguiente lema.

Lema 4.1.3. Sea (en) una base cuasi-greedy con constante Kc y democrática con constante ∆.
Entonces, para todo x ∈ X, si ρ es el ordenamiento cuasi-greedy se cumple:

|e′ρ(m)(x)| ≤ 4K2
c∆

ϕ(m) ‖x‖

y

sup
k>m
|e′ρ(k)(x)| ≤ 4K2

c∆
ϕ(m+ 1) ‖x‖ .

Demostración. La primera desigualdad se sigue de (3.8) y del Lema 3.1.7, que nos dicen que

|e′ρ(m)(x)| ≤ ∆
ϕ(m) |e

′
ρ(m)(x)|

∥∥∥ m∑
j=1

eρ(j)

∥∥∥ ≤ 4K2
c∆

ϕ(m) ‖x‖.

La segunda desigualdad se desprende de la primera, observando que si k > m,

|eρ(k)(x)| ≤ |e′ρ(m+1)(x)| ≤ 4K2
c∆

ϕ(m+ 1) ‖x‖ .

Teorema 4.1.4. Sea (en) una base. Son equivalentes:

(1) (en) es aproximadamente greedy.

(2) (en) es cuasi-greedy y democrática.
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(3) Para algún (resp., todo) λ > 1 existe una constante C = Cλ, tal que

∥∥∥x−G[λm]x
∥∥∥ ≤ Cλσm(x),

donde [λm] representa la parte entera superior de λm.

Demostración. Veamos primero que (1) implica (2). Es inmediato de la definición que (en) es
cuasi-greedy, dado que σ̃m(x) ≤ σm(x)→ 0 cuando m→∞. Supongamos ahora que |A| ≤ |B|.
Sea δ > 0 y

x =
∑
j∈A

ej +
∑

j∈B\A
(1 + δ)ej .

Luego, si r = |B\A|, tenemos x − Gr(x) =
∑
j∈A ej . Además, como r = |B| − |B ∩ A| ≥

|A| − |A ∩B| = |A\B|,

σ̃r(x) ≤
∥∥∥x− ∑

j∈A\B
e′j(x)ej

∥∥∥ ≤ ∥∥∥∑
j∈B

e′j(x)ej
∥∥∥ ≤ ∥∥∥∑

j∈B
ej
∥∥∥+ δ

∥∥∥ ∑
j∈B\A

ej
∥∥∥.

Como (en) es aproxidamente greedy, juntando lo anterior, tenemos que

∥∥∥∑
j∈A

ej
∥∥∥ = ‖x−Gr(x)‖ ≤ Cσ̃r(x) ≤ C

∥∥∥∑
j∈B

ej
∥∥∥+ δ

∥∥∥ ∑
j∈B\A

ej
∥∥∥
 .

Haciendo δ → 0, se sigue que (en) es democrática.

Veamos ahora que (2) implica (1). Supongamos (en) cuasi-greedy con constante Kc y demo-
crática con constante ∆. Fijo x ∈ X y m ∈ N, queremos ver que ‖x−Gm(x)‖ ≤ Cσ̃m(x). Sea
|A| = m tal que

Gm(x) =
∑
j∈A

e′j(x)ej .

Sea |B| = r ≤ m. Entonces

x−Gm(x) =

x−∑
j∈B

e′j(x)ej

+
∑

j∈B\A
e′j(x)ej −

∑
j∈A\B

e′j(x)ej .

Si llamamos s = |A\B| tenemos, por la definición de Gm(x), que

∑
j∈A\B

e′j(x)ej = Gs
(
x−

∑
j∈B

e′j(x)ej
)
.
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Además, como |B| ≤ |A|, tenemos que |B\A| ≤ s. Entonces,∥∥∥ ∑
j∈B\A

e′j(x)ej
∥∥∥ ≤ 2Kc

(
max
j∈B\A

|e′j(x)|
)
ϕ(s) (por (3.3))

≤ 2Kc

(
min
j∈A\B

|e′j(x)|
)
ϕ(s)

≤ 8K3
c∆
∥∥∥ ∑
j∈A\B

e′j(x)ej
∥∥∥ (por Lema 4.1.3)

= 8K3
c∆
∥∥∥Gs(x−∑

j∈B
e′j(x)ej

)∥∥∥
≤ 8K4

c∆
∥∥∥(x−∑

j∈B
e′j(x)ej

)∥∥∥.
Se sigue que

‖x−Gm(x)‖ ≤
∥∥∥ ∑
j∈B\A

e′j(x)ej
∥∥∥+

∥∥∥Gs(x−∑
j∈B

e′j(x)ej
)∥∥∥+

∥∥∥x−∑
j∈B

e′j(x)ej
∥∥∥

≤ (8K4
c∆ +Kc + 1)

∥∥∥x−∑
j∈B

e′j(x)ej
∥∥∥.

Tomando ínfimo sobre todos los conjuntos |B| ≤ m,

‖x−Gm(x)‖ ≤ (8K4
c∆ +Kc + 1)σ̃m(x).

Esto nos dice que la base (en) es aproximadamente greedy. Por lo tanto, probamos que (1) y
(2) son equivalentes.

Probemos ahora que (2) implica (3) para todo λ > 1. Sean m, r ∈ N. Para cada x ∈ X y
para cada ε > 0, elegimos un y tal que ‖y‖ < σm(x) + ε. Notemos que este y va a ser de la
forma

y = x−
∑
j∈A

αjej =
∑
j /∈A

e′j(x)ej +
∑
j∈A

e′j(y)ej ,

con A un conjunto de cardinalidad m. Sea v =
∑
j /∈A e

′
j(x)ej y sea B ⊂ N, |B| = r tal que

Gr(y) =
∑
j∈B

e′j(y)ej .

Sea s = |A ∩B| donde 0 ≤ s ≤ min(r,m). Entonces

y −Gr(y) =
∑
j /∈A

e′j(x)ej +
∑

j∈A\B
e′j(y)ej −

∑
j∈B\A

e′j(y)ej

=
∑
j /∈A

e′j(x)ej +
∑

j∈A\B
e′j(y)ej −

∑
j∈B\A

e′j(x)ej .

Por otro lado, como |B\A| = r − s, por definición de Gr(y) se tiene que

v −Gr−s(v) =
∑
j /∈A

e′j(x)ej −
∑

j∈B\A
e′j(x)ej .
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Por lo tanto,
(y −Gr(y))− (v −Gr−s(v)) =

∑
j∈A\B

e′j(y)ej .

Por el Lema 4.1.3,

max
j∈A\B

|e′j(y)| ≤ sup
j>r
|e′ρ(j)(y)| ≤ 4K2

c∆
ϕ(r + 1) ‖y‖ .

Entonces, por (3.3),

‖(y −Gr(y))− (v −Gr−s(v))‖ =
∥∥∥ ∑
j∈A\B

e′j(y)ej
∥∥∥ ≤ 2Kc max

j∈A\B
|e′j(y)|

∥∥∥ ∑
j∈A\B

ej
∥∥∥

≤ 8K3
c∆ϕ(m)

ϕ(r + 1) ‖y‖ .

Notemos que
σ̃m+r(x) ≤ σ̃m+r−s(x) ≤ ‖v −Gr−s(v)‖ .

Por lo tanto, usando lo que vimos más arriba,

σ̃m+r(x) ≤ ‖v −Gr−s(v)‖

≤ ‖y −Gr(y)‖+ ‖(y −Gr(y))− (v −Gr−s(v))‖

≤ Kc ‖y‖+ 8K3
c∆ϕ(m)

ϕ(r + 1) ‖y‖ .

Dado que ‖y‖ < σm(x) + ε y ε es arbitrario, tenemos

σ̃m+r(x) ≤
(
Kc + 8K3

c∆ϕ(m)
ϕ(r + 1)

)
σm(x).

Por último, sea λ > 1 y r = [λm]−m. Habíamos visto en la sección 3.2 que ϕ(n)/n es decreciente,
con lo cual tenemos que ϕ(m)/ϕ(r + 1) ≤ m/(r + 1). A su vez, m/(r + 1) ≤ 1/(λ − 1) lo que
resulta en

σ̃[λm](x) ≤
(

8K3
c∆

λ− 1 +Kc

)
σm(x).

Esto, teniendo en cuenta que (en) es aproxidamente greedy, implica (3) con Cλ � (λ− 1)−1.

Nos queda ver que (3) implica (2). Sea λ > 1. Veamos primero que (en) resulta cuasi-greedy.
Para esto, dado m ∈ N, elegimos un n tal que [(n− 1)λ] ≤ m < [nλ]. Observemos que la resta
[nλ]− [(n− 1)λ] ≤ 3λ. Tenemos que

‖x−Gm(x)‖ ≤
∥∥∥x−G[nλ](x)

∥∥∥+
∥∥∥(x−G[nλ](x))− (x−Gm(x))

∥∥∥
≤ Cλσn(x) +

∥∥∥∥∥∥
[nλ]∑

j=m+1
e′ρ(j)(x)eρ(j)

∥∥∥∥∥∥
≤ Cλσn(x) +

[nλ]∑
j=m+1

|e′ρ(j)(x)|
∥∥∥eρ(j)

∥∥∥
≤ Cλσn(x) + 3λC|e′ρ(m)|
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donde C es tal que ‖en‖ ≤ C. Esta última expresión tiende a cero cuando m es grande.
Supongamos que sabemos que

∥∥∥∑j∈D ej
∥∥∥ ≥ ϕ(m)/Cλ. Veamos que esto nos dice que (en) es

democrática. Dado m, podemos encontrar n tal que [(n − 1)λ] < m ≤ [nλ]. Notemos que, por
ser ϕ multiplicativa, tenemos que ϕ(m) ≤ ϕ([nλ]) ≤ [λ]ϕ(n). Sea |A| = m y |D| = [nλ] tal que
A ⊂ D. ∥∥∥∑

j∈A
ej
∥∥∥ ≥ ∥∥∥∑

j∈D
ej
∥∥∥− ∥∥∥ ∑

j∈D\A
ej
∥∥∥ ≥ 1/Cλϕ(n)− 3λ

≥ 1
[λ]Cλ

ϕ(m)− 3λ.

Por la Observación 3.2.6, sabemos que si ϕ es acotada, entonces (en) es equivalente a la base
canónica de c0, que es democrática. Si no, podemos un elegir un m0 tal que para todos los
m ≥ m0,

1
[λ]Cλ

ϕ(m)− 3λ ≥ 1
2[λ]Cλ

ϕ(m)

y por lo tanto, existe un constante ∆ tal que
∥∥∥∑j∈A ej

∥∥∥ ≥ ∆−1ϕ(|A|) para todo A finito. Nos

falta probar que
∥∥∥∑j∈D ej

∥∥∥ ≥ ϕ(m)/Cλ.

Sea |A| ≤ m. Para todo subconjunto B de cardinalidad [λm] disjunto con A tenemos
(tomando como x =

∑
j∈A ej + (1 + δ)

∑
j∈B ej)

∥∥∥∑
j∈A

ej
∥∥∥ ≤ Cλσm

 ∑
j∈A∪B

ej

 ≤ Cλ∥∥∥∑
j∈D

ej
∥∥∥

con D ⊂ A ∪ B y |D| ≥ [λm]. Entonces, maximizando sobre todos los subconjuntos |A| ≤ m

obtenemos

inf
|D|=[λm]

∥∥∥∑
j∈D

ej
∥∥∥ ≥ ϕ(m)/Cλ

y por lo tanto (en) es democrática.

4.2 Bases parcialmente greedy

Definición 4.2.1. Una base (en) es parcialmente greedy si existe una constante C tal que, para
todo x ∈ X y m ∈ N, tenemos

‖x−Gm(x)‖ ≤ C‖Rm(x)‖

donde Rm(x) =
∑
j>m

e′j(x)ej . Es decir, Gm(x) aproxima al menos tan bien como Sm(x).
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Observación 4.2.2. Dado que σm(x) ≤ σ̃m(x) ≤ ‖Rm(x)‖ y ‖Rm(x)‖ → 0 cuando m → ∞,
tenemos que:

greedy⇒ aproximadamente greedy⇒ parcialmente greedy⇒ cuasi-greedy.

Definición 4.2.3. Sean A,B subconjuntos de N. Notamos A < B si para todo m ∈ A, n ∈ B
tenemos que m < n. Definimos que una base (en) es conservativa si existe una constante Γ tal
que ∥∥∥∑

k∈A
ek
∥∥∥ ≤ Γ

∥∥∥ ∑
k∈B

ek
∥∥∥ si |A| ≤ |B| y A < B.

Observación 4.2.4. Veamos que en la definición anterior basta tomar conjuntos A,B tal que
|A| = |B| y A < B. Supongamos que A,B son tal que |A| < |B|, A < B. Entonces debe
existir un subonjunto B̃ ⊂ B tal que |B̃| = |A| y A < B̃ < B\B̃ (basta tomar los |A| primeros
elementos de B).

Como (en) es base, vale que ∥∥∥∑
j∈B̃

ej
∥∥∥ ≤ C∥∥∥∑

j∈B
ej
∥∥∥

donde C es la constante de la base.

Pero entonces ∥∥∥∑
j∈A

ej
∥∥∥ ≤ Γ

∥∥∥∑
j∈B̃

ej
∥∥∥ ≤ CΓ

∥∥∥∑
j∈B

ej
∥∥∥

Veamos el análogo a los Teoremas 2.1.7 y 4.1.4.

Teorema 4.2.5. Una base (en) es parcialmente greedy si sólo si es cuasi-greedy y conservativa.

Demostración. Supongamos primero que (en) es parcialmente greedy con constante Kp. Sabe-
mos que (en) es cuasi-greedy. Para ver que es conservativa, sean A,B subconjuntos tal que
A < B y |A| ≤ |B| = m. Sea r = maxA y sea D = [1, r]\A. Dado δ > 0, definimos

x =
∑
j∈A

ej + (1 + δ)
∑

j∈D∪B
ej .

Observemos que |D ∪B| = r, con lo cual

x−Gr(x) =
∑
j∈A

ej .

Y además,
Rr(x) = (1 + δ)

∑
j∈B

ej .
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Haciendo δ → 0, tenemos que: ∥∥∥∑
j∈A

ej
∥∥∥ ≤ Kp

∥∥∥∑
j∈B

ej
∥∥∥

con lo cual la base resulta conservativa.

Supongamos ahora que (en) es cuasi-greedy con constante Kc y conservativa con constante
Γ. Para ver que es parcialmente greedy, sea x ∈ X y m ∈ N; y sea ρ el ordenamiento greedy.
Definimos D = {ρ(j) : j ≤ m, ρ(j) ≤ m} y B = {ρ(j) : j ≤ m, ρ(j) > m}. Sea A = [1,m]\D.
Entonces |A| = |B| = r y A < B.

Observemos que:

x−Gm(x) = x−
∑

j∈D∪B
e′j(x)ej = x−

 m∑
j=1

e′j(x)ej −
∑
j∈A

e′j(x)ej +
∑
j∈B

e′j(x)ej


= Rm(x) +

∑
j∈A

e′j(x)ej −
∑
j∈B

e′j(x)ej .

Además, ∥∥∥∑
j∈B

e′j(x)ej
∥∥∥ = ‖Rm(x)−Gr(Rm(x))‖ ≤ Kc ‖Rmx‖

y ∥∥∥∑
j∈A

e′j(x)ej
∥∥∥ ≤ 2Kc max

j∈A
|e′j(x)|

∥∥∥∑
j∈A

ej
∥∥∥

≤ 2KcΓ min
j∈B
|e′j(x)|

∥∥∥∑
j∈B

ej
∥∥∥

≤ 8K3
cΓ
∥∥∥∑
j∈B

e′j(x)ej
∥∥∥ (por (3.5))

≤ 8K4
cΓ ‖Rm(x)‖ .

Juntando estas desigualdades, vemos que

‖x−Gm(x)‖ ≤ (1 +Kc + 8K4
cΓ) ‖Rm(x)‖

lo que nos dice que (en) es conservativa.



Capítulo 5

Dualidad

En este capítulo nos interesa estudiar qué podemos decir sobre la sucesión biortogonal asociada
a una base (en). En la primer sección vamos a estudiar el concepto de bases bidemocráticas, que
nos dará una forma natural de extender el concepto de bases democráticas. Luego, utilizaremos
esto para caracterizar cuándo podemos decir que ambas (en) y (e′n) son aproximadamente greedy.
Este capítulo está basado en [Dil].

5.1 Bases bidemocráticas

Recordemos que en el Capítulo 3 habíamos definido la función fundamental ϕ como

ϕ(n) = sup
|A|≤n

∥∥∥∑
j∈A

ej
∥∥∥

y la función fundamental dual ϕ′ como

ϕ′(n) = sup
|A|≤n

∥∥∥∑
j∈A

e′j

∥∥∥.
Definición 5.1.1. Sea (en) una base democrática. Vamos a decir que (en) tiene la propiedad
de regularidad superior (PRS) si existe un número entero r > 2 tal que

ϕ(rn) ≤ 1
2rϕ(n), n ∈ N.

Observación 5.1.2. Se desprende de la definición que ϕ(rkn) ≤ 2−krkϕ(n) para todo k ∈ N.
Veamos que tener esta propiedad es equivalente a la existencia de un 0 < β < 1 y una constante
C tal que, si n > m,

ϕ(m) ≤ C
(
m

n

)β
ϕ(n). (5.1)

39
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Supongamos que (en) tiene la PRS. Sea m > n y k tal que rk−1 ≤ m
n ≤ rk, con lo cual

tenemos
ϕ(m) = ϕ

(
m

n
n

)
≤ ϕ(rkn) ≤ 2−krkϕ(n).

Fijemos β tal que
(
r
2
)k ≤ rkβ. Basta tomarlo tal que (1− β) ln(r) ≤ ln(2). Entonces,

2−krkϕ(n) ≤ rkβϕ(n) = r(k−1)βrβϕ(n) ≤
(
m

n

)β
rβϕ(n).

Tomando C = rβ tenemos (5.1)

Supongamos ahora que vale (5.1). Tenemos que, para todo r ∈ N,

ϕ(rn) ≤ Crβϕ(n) para todo n ∈ N.

Para probar que (en) tiene la PRS basta con encontrar un r > 2 tal que Crβ ≤ 1
2r y esto lo

podemos hacer pues r1−β →∞ cuando r →∞.

Definición 5.1.3. Sea (en) una base democrática. Vamos a decir que (en) tiene la propiedad
de regularidad inferior (PRI) si existe un r > 1 tal que, para todo n ∈ N, se tiene

ϕ(rn) ≥ 2ϕ(n).

Observación 5.1.4. Al igual que antes, que (en) tenga la PRI es equivalente a la existencia de
un 0 < α < 1 y una constante c tal que, si m > n,

ϕ(m) ≥ c
(
m

n

)α
ϕ(n).

Recordemos algunas definiciones:

Definición 5.1.5. Sea X un espacio de Banach. Decimos que X tiene tipo p para 1 ≤ p ≤ 2 si
existe una constante C tal que Ave

εj=±1

∥∥∥ n∑
j=1

εjxj
∥∥∥p
1/p

≤ C

 n∑
j=1
‖xj‖p

1/p

, x1, . . . , xn ∈ X, n ∈ N

donde Ave denota el promedio.

La menor constante C que cumple esto se llama la constante de tipo p y la denotaremos
Tp(X). Observemos que todo espacio tiene tipo 1 (por desigualdad triangular). Decimos que X
tiene tipo no trivial si X tiene tipo p para algún p > 1.

Vamos a definir también que X tenga cotipo q para 2 ≤ q ≤ ∞ si existe una constante C tal
que  n∑

j=1
‖xj‖q

1/q

≤ C

 Ave
εj=±1

∥∥∥ n∑
j=1

εjxj
∥∥∥q
1/q

, x1, . . . , xn ∈ X, n ∈ N.
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A la menor de las constantes C que cumplen esto la llamamos la constante de cotipo q y la
denotaremos Cq(X). Como antes, se puede ver que todo espacio tiene cotipo ∞. Para ver esto,
observemos que el caso n = 1 es trivial y razonemos por inducción. Si n = 2, lo que tenemos
que ver es que para cualquier x, y ∈ X se cumple

max(‖x‖ , ‖y‖) ≤ C 1
22 (‖x− y‖+ ‖x+ y‖+ ‖−x− y‖+ ‖−x+ y‖) = 1

2 (‖x− y‖+ ‖x+ y‖) .

Es fácil ver que esto se cumple con C = 1 por la desigualdad tringular. Para el caso general
tomemos ε = (ε2, . . . , εn) ∈ {0, 1}n−1 y x = (x2, . . . , xn), y definamos

ε · x =
n∑
j=2

εjxj ∈ X.

Entonces, lo que debemos probar es que
1
2n
(∑

ε

∑
ε1=±1

‖ε1x1 + ε · x‖
)
≥ max

1≤j≤n
‖xj‖ .

Tomando como y = ε · x y usando el caso n = 2, obtenemos∑
ε1=±1

‖ε1x1 + y‖ ≥ 2 max(‖x1‖ , ‖y‖).

Pero entonces tenemos
1
2n
(∑

ε

∑
ε1=±1

‖ε1x1 + ε · x‖
)
≥ max

(
‖x1‖ ,

1
2n−1

∥∥∥∑
ε

ε · x
∥∥∥)

≥ max
1≤j≤n

‖xj‖ .

Decimos que X tiene cotipo no trivial si X tiene cotipo q para algún q <∞.

Proposición 5.1.6. (1) Si (en) es una base aproximadamente greedy de un espacio de Banach
con cotipo no trivial, entonces (en) tiene la propiedad de regularidad inferior.

(2) Si (en) es una base aproximadamente greedy de un espacio de Banach con tipo no trivial,
entonces (en) tiene la propiedad de regularidad inferior y superior.

Demostración. Probemos (1). Sabemos que ser aproximadamente greedy es equivalente a ser
cuasi-greedy y democrática. Sea Kc la constante cuasi-greedy y ∆ la constante democrática.
Supongamos que X tiene cotipo q < ∞ con constante Cq(X). Tomemos conjuntos B1, . . . , Bm

disjuntos dos a dos con |Bk| = n y sea A = ∪nk=1Bk.

Vimos que vale ϕ(n) ≤ ∆
∥∥∥ ∑
j∈Bk

ej
∥∥∥ para k = 1, . . . ,m. Además, el lema 3.1.6, nos decía que,

para cualquier elección de signos,∥∥∥ ∑
j∈Bk

ej
∥∥∥ ≤ 2Kc

∥∥∥ ∑
j∈Bk

εjej
∥∥∥.
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Usando estas dos cosas,

m1/qϕ(n) ≤ ∆

 m∑
k=1

∥∥∥ ∑
j∈Bk

ej
∥∥∥q
1/q

≤ ∆2Kc

 m∑
k=1

Ave
εj=±1

∥∥∥ ∑
j∈Bk

εjej
∥∥∥q
1/q

≤ ∆2KcCq(X)

 Ave
εj=±1

∥∥∥∑
j∈A

εjej
∥∥∥q
1/q

≤ ∆4K2
cCq(X)

∥∥∥∑
j∈A

ej
∥∥∥

≤ ∆4K2
cCq(X)ϕ(mn).

Veamos que esto implica que (en) tiene la PRI, para alguna constante c y α = 1/q. Sean m > n

y k tal que kn ≤ m ≤ (k + 1)n. Por lo que vimos recién, y tomando c1 = (∆4K2Cq(X))−1

ϕ(m) ≥ ϕ(kn) ≥ c1k
1/qϕ(n) ≥ c(k + 1)1/qϕ(n) ≥ c

(
m

n

)1/q
ϕ(n).

Ahora veamos (2). Como tipo no trivial implica cotipo no trivial obtenemos la PRI (ver
Teorema 11.1.14 de [Al ]). Veamos que tiene la PRS. Para esto, al igual que antes,

ϕ(nm) ≤ 2Kc∆

 Ave
εj=±1

∥∥∥∑
j∈A

εjej
∥∥∥p
1/p

≤ 2Kc∆Tp(X)

 m∑
k=1

Ave
εj=±1

∥∥∥ ∑
j∈Bk

εjej
∥∥∥p
1/p

≤ 4K2
c∆Tp(X)m1/pϕ(n).

Esto implica que (en) tiene la PRS para alguna constante C y β = 1/p.

Definición 5.1.7. Decimos que una base (en) es bidemocrática si existe una constante ∆ tal
que

ϕ(n)ϕ′(n) ≤ ∆n.

Proposición 5.1.8. Si (en) es bidemocrática con constante ∆, entonces (en) y (e′n) son demo-
cráticas (con constante ∆) y ambas cumplen que, para cada conjunto A ⊂ N finito,

1
2∆ϕ(|A|) ≤

∥∥∥∑
j∈A

εjej
∥∥∥ ≤ 2ϕ(|A|) y 1

2∆ϕ(|A|) ≤
∥∥∥∑
j∈A

εje
′
j

∥∥∥ ≤ 2ϕ(|A|)
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Demostración. Sea A un conjunto finito. Tenemos que

|A| ≤
∥∥∥∑
j∈A

e′j

∥∥∥∥∥∥∑
j∈A

ej
∥∥∥ ≤ ϕ′(|A|)∥∥∥∑

j∈A
ej
∥∥∥.

Por lo tanto,
∆−1ϕ(|A|) ≤ (∆|A|)−1ϕ(|A|)ϕ′(|A|)

∥∥∥∑
j∈A

ej
∥∥∥ ≤ ∥∥∥∑

j∈A
ej
∥∥∥.

Esto nos dice que (en) es democrática con constante ∆. Podemos proceder análogamente para
(e′n).

Sea (εj)j∈A una elección de signos ±1. Luego,

|A| ≤
∥∥∥∑
j∈A

εje
′
j

∥∥∥∥∥∥∑
j∈A

εjej
∥∥∥ ≤ 2ϕ′(|A|)

∥∥∥∑
j∈A

εjej
∥∥∥.

Por lo tanto,
1

2∆ϕ(|A|) ≤
∥∥∥∑
j∈A

εjej
∥∥∥ ≤ 2ϕ(|A|).

Podemos proceder análogamente para (e′n).

Proposición 5.1.9. Una base (en) es bidemocrática si y sólo si existe una constante C tal que,
para todo A ⊂ N finito, ∥∥∥∑

j∈A
ej
∥∥∥∥∥∥∑

j∈A
e′j

∥∥∥ ≤ C|A|
Demostración. Una implicación es clara. Supongamos entonces que vale la cota de arriba con
C ≥ 1 y veamos que (en) es bidemocrática. Pasando a una norma equivalente de ser necesario,
podemos asumir que (en) y (e′n) son monótonas. Por definición de ϕ y ϕ′, existen dos conjuntos
A,B ⊂ N con |A| ≤ n y |B| ≤ n tal que∥∥∥∑

j∈A
ej
∥∥∥ ≥ 1

2ϕ(n),
∥∥∥∑
j∈B

e′j

∥∥∥ ≥ 1
2ϕ
′(n).

Como estamos suponiendo que (en) y (e′n) son monotónas, podemos asumir que |A| = |B| = n.
Sean D = A ∪B y E = D\A.

Supongamos que vale
∥∥∥∑j∈D ej

∥∥∥ ≥ (1/8C)ϕ(n) y
∥∥∥∑j∈D e

′
j

∥∥∥ ≥ (1/8C)ϕ′(n). En este caso
obtenemos

ϕ(n)ϕ′(n) ≤ 26C2
∥∥∥∑
j∈D

ej
∥∥∥∥∥∥∑

j∈D
e′j

∥∥∥ ≤ 26C3|D| ≤ 27C3n.

Supongamos ahora que falla alguna de las dos desigualdades. Basta analizar alguno de los
casos, supongamos que vale

∥∥∥∑j∈D ej
∥∥∥ < (1/8C)ϕ(n). Entonces,

∥∥∥∑
j∈E

ej
∥∥∥ ≥ ∥∥∥∑

j∈A
ej
∥∥∥− ∥∥∥∑

j∈D
ej
∥∥∥ > ϕ(n)

2 − ϕ(n)
8C >

ϕ(n)
4 .
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Por otro lado, como debe valer
∥∥∥∑j∈E ej

∥∥∥ ∥∥∥∑j∈E e
′
j

∥∥∥ ≤ Cn, tenemos∥∥∥∑
j∈E

e′j

∥∥∥ ≤ 4Cnϕ(n)−1.

Por el mismo motivo, tenemos ∥∥∥∑
j∈A

e′j

∥∥∥ ≤ 2Cnϕ(n)−1.

Por lo tanto, ∥∥∥∑
j∈D

e′j

∥∥∥ ≤ 6Cnϕ(n)−1

y entonces
n ≤ |D| ≤

∥∥∥∑
j∈D

ej
∥∥∥∥∥∥∑

j∈D
e′j

∥∥∥ ≤ (ϕ(n)
8C

)( 6Cn
ϕ(n)

)
= 3n

4

lo que nos da una contradicción.

Proposición 5.1.10. Sea (en) una base cuasi-greedy y democrática. Si además (en) tiene la
PRS, entonces (en) es bidemocrática.

Demostración. Supongamos que (en) es cuasi-greedy con constante Kc y democrática con cons-
tante ∆. Supongamos que además tiene la PRS, es decir, ϕ(m) ≤ C(m/n)βϕ(n) para todo
m > n. Sea A un subconjunto finito de N de cardinalidad n . Elegimos x ∈ X tal que ‖x‖ = 1
y
∑
j∈A

e′j(x) > 1
2

∥∥∥ ∑
j∈A

e′j

∥∥∥. Sea ρ el ordenamiento greedy de x.

En el Lema 4.1.3 habíamos visto que |e′ρ(k)(x)| ≤ 4K2
c∆

ϕ(k) ‖x‖. Entonces

ϕ(n)
∥∥∥∑
j∈A

e′j

∥∥∥ ≤ 2ϕ(n)
∑
j∈A
|e′j(x)|

≤ 2ϕ(n)
n∑
k=1
|e′ρ(k)(x)|

≤ 8K2
c∆

n∑
k=1

ϕ(n)
ϕ(k)

≤ 8K2
c∆Cnβ

n∑
k=1

k−β

≤ 8K2
c∆Cnβ n

1−β

1− β = C1n.

Tomando supremo sobre los conjuntos |A| ≤ n,

ϕ(n)ϕ′(n) ≤ C1n.

Corolario 5.1.11. Sea (en) una base cuasi-greedy de un espacio de Hilbert. Entonces (en) es
bidemocrática.
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Para probar este corolario, primero recordemos dos resultados:

Teorema 5.1.12 (Desigualdad de Kahane-Khintchine). Para cada 1 ≤ p < ∞ existe una
constante Cp tal que para todo espacio de Banach X y toda sucesión finita (xn) de elementos de
X, se cumple que

Ave
εj=±1

∥∥∥ n∑
j=1

εjxj
∥∥∥ ≤ ( Ave

εj=±1

∥∥∥ n∑
j=1

εjxj
∥∥∥p)1/p

≤ Cp Ave
εj=±1

∥∥∥ n∑
j=1

εjxj
∥∥∥.

Teorema 5.1.13 (Ley del paralelogramo generalizada). Sea H un espacio de Hilbert, y sea (xj)
una sucesión finita de elementos de H. Entonces,

Ave
εj=±1

∥∥∥ n∑
j=1

εjxj
∥∥∥2

=
n∑
j=1
‖xj‖2 .

Ambos resultados pueden encontrarse, por ejemplo, en [Al ]. Veamos un teorema de [Wot]
que nos dirá que, en las condiciones del Corolario 5.1.11, la base (en) es democrática.

Definición 5.1.14. Dada una sucesión (an), notamos (a∗n) al reordenamiento no decreciente de
(|an|). Definimos

‖(an)‖2,∞ := sup
n∈N

√
na∗n y ‖(an)‖2,1 :=

∞∑
n=1

a∗n√
n
.

Teorema 5.1.15. Sea (en) una base cuasi-greedy, normalizada de un espacio de Hilbert H.
Entonces existen constantes c, C tal que si x =

∑
n∈N

anen,

c ‖(an)‖2,∞ ≤ ‖x‖ ≤ C ‖(an)‖2,1 .

Demostración. Supongamos (en) cuasi-greedy con constante Kc, y sea A un subconjunto de los
naturales finito. Recordemos que, por el Lema 3.1.6, para cualquier elección de signos (εj) se
cumple

1
2Kc

∥∥∥∑
j∈A

ej
∥∥∥ ≤ ∥∥∥∑

j∈A
εjej

∥∥∥ ≤ Kc

∥∥∥∑
j∈A

ej
∥∥∥.

Tomando promedio y usando el Teorema 5.1.12 con p = 2, vemos que∥∥∥∑
j∈A

ej
∥∥∥ � Ave

εj=±1

∥∥∥∑
j∈A

εjej
∥∥∥ � ( Ave

εj=±1

∥∥∥∑
j∈A

εjej
∥∥∥2)1/2

.

Por otro lado, por el Teorema 5.1.13, sabemos que(
Ave
εj=±1

∥∥∥∑
j∈A

εjej
∥∥∥2)1/2

=
(∑
j∈A
‖ej‖2

)1/2
=
√
|A|,
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y por lo tanto,
∥∥∥∑j∈A ej

∥∥∥ � √|A|. Sea x =
∑
anen ∈ H tal que max |an| ≤ 1. Reordenemos

los (an) de forma tal que |an| ↘ 0, y llamemos nk = |{n : |an| ≥ 2−k}|. Pongamos n0 = 0.
Entonces, ∥∥∥ ∞∑

n=1
anen

∥∥∥ =
∥∥∥ ∞∑
k=1

nk∑
s=nk−1+1

ases
∥∥∥ ≤ ∞∑

k=1

∥∥∥ nk∑
s=nk−1+1

ases
∥∥∥.

Otra vez usando el Lema 3.1.6, tenemos que

∞∑
k=1

∥∥∥ nk∑
s=nk−1+1

ases
∥∥∥ ≤ 2Kc

∞∑
k=1

max
nk−1+1≤s≤nk

|as|
∥∥∥ nk∑
s=nk−1+1

xs
∥∥∥

≤ 2Kc

∞∑
k=1

2−k+1√nk

= 2Kc

∞∑
k=1

2−k+1√nk.

Además, como para cada k ∈ N,

nk∑
n=nk−1+1

|an|
1√
n
≥ 2−k+1√nk,

sumando en k tenemos ∥∥∥ ∞∑
n=1

anen
∥∥∥ ≤ 4Kc

∞∑
n=1
|an|

1√
n
,

lo que prueba la primer desigualdad.

Para probar la otra desigualdad, primero observemos que si X es un espacio de Banach, e
(yn) es tal que

∑∞
n=1 yn converge en X y supN

∥∥∥∑N
n=1 yn

∥∥∥ ≤ C, entonces si (αn) ⊂ R, αn ↘ 0; la

serie
∑∞
n=1 αnyn converge y supN

∥∥∥∑N
n=1 αnyn

∥∥∥ ≤ Cα1. Para esto, si llamamos BN =
∑N
n=1 yn

vale que
N∑
n=1

αnyn = αNBN −
N∑
n=1

Bn(αn+1 − αn).

Entonces

∥∥∥ M∑
n=N+1

αnyn
∥∥∥ =

∥∥∥αMBM − αNBN +
M−1∑
n=N

Bn(αn+1 − αn)
∥∥∥

≤ αMC + αNC + C
M−1∑
n=N

(αn − αn+1) = 2αNC → 0.

Nos queda que la serie es convergente en X. Además, para cada N ∈ N,

∥∥∥ N∑
n=1

αnyn
∥∥∥ ≤ αN ‖BN‖+

N∑
n=1
‖Bn‖ (αn − αn+1) ≤ Cα1.
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Ahora consideremos la serie
∑∞
n=1 anen, y supongamos que los (an) están ordenados tal que

|an| ↘ 0. Como la base es cuasi-greedy, sabemos que supN
∥∥∥∑N

n=1 anen
∥∥∥ ≤ Kc ‖x‖. Sea N ∈ N.

Entonces, ∥∥∥ k∑
s=1

aN+1−seN+1−s
∥∥∥ =

∥∥∥ N∑
n=1

anen −
k∑

n=1
anen

∥∥∥ ≤ 2Kc ‖x‖ .

Tomando supremo en k, supk
∥∥∥∑k

s=1 aN+1−seN+1−s
∥∥∥ ≤ 2C ‖x‖. Llamemos ys = aN+1−sxN+1−s

y tomemos αs = |aN ||aN+1−s|−1. Entonces, por la observación anterior,

∥∥∥ N∑
n=1

|an|
|aN+1−s

aN+1−seN+1−s
∥∥∥ ≤ 2Kc ‖x‖α1 = 2Kc ‖x‖ .

Por otro lado, por (3.2)

∥∥∥ N∑
n=1

|an|
|aN+1−s|

aN+1−seN+1−s
∥∥∥ = |aN |

∥∥∥ N∑
s=1

εseN+1−s
∥∥∥ ≥ |aN |2Kc

∥∥∥ N∑
s=1

es
∥∥∥.

Esto nos dice que

|aN |
√
N ≤ C|aN |

∥∥∥ N∑
n=1

en
∥∥∥ ≤ C ′ ‖x‖

para algunas constantes adecuadas. Esto nos dice que c ‖(an)‖2,∞ ≤ ‖x‖.

Observación 5.1.16. Sea A un conjunto de cardinal n. Tomando x =
∑
j∈A

ej en el teorema

anterior (y notando que
n∑
j=1

1√
j
≤ 2
√
n),

c
√
n ≤

∥∥∥∑
j∈A

ej
∥∥∥ ≤ C2

√
n.

Esto nos dice que ϕ(n) �
√
n y que (en) es democrática.

Ahora podemos probar el Corolario 5.1.11:

Demostración del Corolario 5.1.11. Por la observación anterior, sabemos que (en) es democrá-
tica y ϕ(n) �

√
n. Esto nos dice que (en) tiene la PRS:

ϕ(m) ≤ C
√
m = C

(
m

n

)1/2√
n ≤ C1

(
m

n

)1/2
ϕ(n).

Por la Proposición 5.1.10 tenemos que (en) es bidemocrática.

Observación 5.1.17. La Proposición 5.1.10 es falsa si la base no es cuasi-greedy. Para ver
esto, analicemos el siguiente ejemplo. Sea (epn) la base canónica en `p. Definimos una base
normalizada (fn) en `2 ⊕2 `p de la siguiente forma:

f2n−1 = 1√
2

(e2
n + epn), f2n = 1

2e
2
n +
√

3
2 epn.
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Recordemos que el espacio `p ⊕2 `p consiste del conjunto {(x, y) : x ∈ `2, y ∈ `p} dotado de la
norma ‖(x, y)‖ = (‖x‖22 + ‖y‖2p)1/2.

Veamos que si 1 < p < 2, ϕ(n) � n1/p y ϕ′(n) �
√
n. Para esto, sea A un subconjunto de

los naturales de cardinalidad n. Si llamamos P = {j ∈ A : j par} e I = {j ∈ A : j impar},∥∥∥∑
j∈A

fj
∥∥∥ ≤ ∥∥∥∑

j∈P
fj
∥∥∥+

∥∥∥∑
j∈I

fj
∥∥∥.

Nos alcanza con acotar cada una de estas normas.∥∥∥∑
j∈P

fj
∥∥∥ =

∥∥∥∑
j∈P

1
2e

2
j/2 +

√
3

2 epj/2

∥∥∥
=

∑
j∈P

(1
2
)2

+
[∑
j∈P

(√3
2
)p]2/p1/2

≤
(1

4 |A|+
3
4 |A|

2/p
)1/2

(5.2)

≤ |A|1/p.

De la misma forma acotamos la norma de la suma sobre los índices impares de A. Veamos la
cota inferior:

∥∥∥∑
j∈A

fj
∥∥∥ =

∑
j∈P

1
4 +

∑
j∈I

1
2 +

[∑
j∈P

(√3
2
)p

+
∑
j∈I

( 1√
2

)p]2/p1/2

≥
((√3

2
)p
|P |+

( 1√
2

)p
|I|
)1/p

.

(5.3)

Supongamos que |P | ≥ |A|/2, entonces (siguiendo la cuenta de arriba)∥∥∥∑
j∈A

fj
∥∥∥ ≥ √

3
21/p+1 |A|

1/p.

Es claro que si |P | < |A|/2, entonces |I| ≥ |A|/2 y podemos hacer la misma cuenta. Con esto
probamos que ϕ(n) � n1/p.

Observemos que en el único momento que usamos que 1 < p < 2 fue en (5.2). Por lo tanto,
teniendo en cuenta que (`2 ⊕2 `p)′ = `2 ⊕2 `p′ , podemos hacer las mismas cuentas para f ′n; con
la salvededad de que en (5.2) nos queda:(1

4 |A|+
3
4 |A|

2/p′
)1/2

≤ |A|1/2.

Además, en (5.3), podemos razonar de forma análoga para llegar a que∥∥∥∑
j∈A

f ′j

∥∥∥ ≥ c|A|1/2.
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De esta forma, tenemos que ϕ′(n) �
√
n.

Esto nos dice que ambas (fn) y (f ′n) son democráticas y tienen la PRS. Sin embargo, (fn)
no es bidemocrática, pues ϕ(n)ϕ′(n) � n1/p+1/2.

5.2 Dualidad de bases aproximadamente greedy

Teorema 5.2.1. Sea (en) una base greedy con la PRS. Entonces, (e′n) es una sucesión básica
greedy. En particular, si (en) es una base greedy de un espacio de Banach X con tipo no trivial,
entonces (e′n) es una base greedy de X ′.

Demostración. Como (en) es incondicional (por ser greedy), (e′n) es incondicional. Nos faltaría
ver que es democrática, pero esto se sigue de la Proposición 5.1.10, ya que vimos que (en)
bidemocrática implica que (e′n) sea democrática.

Por otro lado, como X tiene tipo no trivial, entonces no contiene subespacios isomorfos a c0

o `1 (ya que estos espacios tienen tipo trivial). Pero si esto pasa y X tiene base incondicional,
entonces (e′n) es base de X ′ (puesto que X debe ser reflexivo por el teorema de James [Jam]).

Teorema 5.2.2. Sea (en) una base cuasi-greedy de un espacio de Banach X. Entonces son
equivalentes:

(1) (en) es bidemocrática.

(2) (en) y (e′n) son ambas aproximadamente greedy.

(3) (en) y (e′n) son ambas parcialmente greedy.

Demostración. Veamos primero que (1) implica (2). Sabemos que ser aproximadamente greedy
es equivalente a ser cuasi-greedy y democrática. Además, la Proposición 5.1.8 nos decía que si
(en) es bidemocrática entonces (en) y (e′n) deben ser democráticas. Sólo nos falta probar que
(e′n) es cuasi-greedy. Para eso, tomemos x′ ∈ X ′ y x ∈ X, y llamemos G′m al operador greedy
correspondientes a la sucesión básica (e′n).

Primero notemos que si |A| = m,∑
j∈A
|x′(ej)| ≤

∥∥x′∥∥ sup
εj=±1

∥∥∥∑
j∈A

εjej
∥∥∥ ≤ 2ϕ(m)

∥∥x′∥∥ .
Entonces, si G′m(x′) =

∑
j∈A x

′(ej)e′j , y tomamos k /∈ A,

|x′(ek)− (G′m(x′))(ek)| = |x′(ek)| ≤
1

m+ 1
∑

j∈A∪{k}
|x′(ej)|.
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Y por lo tanto,

sup
j∈N
|(x′ −G′m(x′))(ej)| ≤

2ϕ(m+ 1)
m+ 1

∥∥x′∥∥ .
Por otro lado, habíamos visto en el Lema 4.1.3 que

sup
j∈N
|e′j(x−Gm(x))| ≤ 4K2

c

ϕ(m+ 1) ‖x‖ .

Recordemos que también vimos que
∥∥∥∑j∈A ajej

∥∥∥ ≤ 2ϕ(|A|) max |aj |.

Supongamos que Gm(x) =
∑
j∈A e

′
j(x)ej y G′m(x′) =

∑
j∈B x

′(ej)e′j , con |A| = |B| = m.
Entonces,

|(x′ −G′m(x′))(Gm(x))| =
∣∣∣( ∑

j∈A\B
x′(ej)e′j

)
(x)
∣∣∣

≤
∥∥∥ ∑
j∈A\B

x′(ej)e′j
∥∥∥ ‖x‖

≤ 4ϕ(m+ 1)ϕ′(m)
m+ 1 ‖x‖

∥∥x′∥∥
≤ 4∆ ‖x‖

∥∥x′∥∥ .
Por otro lado,

|(G′m(x′))(x−Gm(x))| =
∣∣∣x′( ∑

j∈B\A
e′j(x)ej

)∣∣∣
≤
∥∥x′∥∥ 2ϕ(m) 4K2

c∆
ϕ(m+ 1) ‖x‖

≤ 8K2
c∆ ‖x‖

∥∥x′∥∥ .
Además,

(G′m(x′))(x) =
∑
j∈B

x′(ej)e′j(x) = x′
( ∑
j∈B\A

e′j(x)ej
)

+ x′
(∑
j∈A

e′j(x)ej
)
− x′

( ∑
j∈A\B

e′j(x)ej
)

= x′(Gm(x)) + (G′m(x′))(x−Gm(x))− (x′ −G′m(x′))(Gm(x)).

Por lo tanto,
|G′mx′(x)| ≤ (Kc + 4∆ + 8K2

c∆) ‖x‖
∥∥x′∥∥

y entonces ∥∥G′mx′∥∥ ≤ (K − c+ 4∆ + 8K2
c∆)

∥∥x′∥∥ .
Esto nos dice que (e′n) es una sucesión básica cuasi-greedy.

Ya sabíamos que (2) implica (3), así que sólo nos resta probar que (3) implica (1). En el
Teorema 4.2.5, vimos que (3) implica que tanto (en) como (e′n) son cuasi-greedy y conservativas.
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Supongamos queKc es la constante cuasi-greedy para (en) y (e′n) y Γ es la constante conservativa
también para ambas.

Supongamos ahora que A es un subconjunto finito de N. Para x ∈ [ej ]j /∈A, sea y =
∑
j∈A ej+

x. Supongamos que |e′j(x)| 6= 0 para todo j ∈ N. Entonces∥∥∥∑
j∈A

ej
∥∥∥ =

∥∥∥ ∑
|e′j(y)=1

e′j(y)ej
∥∥∥ ≤ ∥∥∥ ∑

|e′j(y)|≤1
e′j(y)ej

∥∥∥+
∥∥∥ ∑
|e′j(y)|<1

e′j(y)ej
∥∥∥

≤ 2Kc ‖y‖ .

Por continuidad,
∥∥∥∑j∈A ej

∥∥∥ ≤ 2Kc ‖y‖ para todo x ∈ [ej ]j /∈A. Por el teorema de Hanh-Banach,
si llamamos E = [ej ]j /∈A, debe exitir un x′ ∈ X ′, ‖x′‖ = 1 tal que x′ = 0 en E y x′(

∑
j∈A ej) =

dist(
∑
j∈A ej , E). Pero esto nos dice que x′ =

∑
j∈A x

′(ej)e′j y∣∣∣∣∣∣x′
∑
j∈A

ej

∣∣∣∣∣∣ = inf
x∈E

∥∥∥∑
j∈A

ej − x
∥∥∥ ≥ 1

2Kc

∥∥∥∑
j∈A

ej
∥∥∥. (5.4)

Sea m ∈ N. Sean A0, B0 tal que |A0|, |B0| ≤ m y∥∥∥ ∑
j∈A0

ej
∥∥∥ ≥ 1

2ϕ(m),
∥∥∥ ∑
j∈B0

e′j

∥∥∥ ≥ 1
2ϕ
′(m).

Sea A un subconjunto de N con |A| = 2m y A > max(A0, B0).

Notemos que si D ⊂ A y |D| ≥ m, como D > A0, B0 y ambas (en) y (e′n) son conservativas
con constante Γ, ∥∥∥∑

j∈D
ej
∥∥∥ ≥ 1

2Γϕ(m),
∥∥∥∑
j∈D

e′j

∥∥∥ ≥ 1
2Γϕ

′(m).

Ahora sea u′ ∈ [e′j ]j∈A tal que
∑
j∈A |u′(ej)|2 sea mínimo con respecto a ‖u′‖ ≤ 1 y

∑
j∈A

u′(ej) ≥
ϕ(m)
4ΓKc

. (5.5)

Esto se puede hacer porque el x′ que tomamos en (5.4) cumple esta desigualdad.

Sea G′m(u′) =
∑
j∈B u

′(ej)e′j con B ⊂ A y |B| = m. Sea D = A\B. Observemos que, por el
Lema 3.1.7, tenemos

min
j∈B
|u′(ej)|

∥∥∥∑
j∈B

e′j

∥∥∥ ≤ 4K2
c

y, como ϕ′(m) 1
2Γ ≤

∥∥∥∑j∈B e
′
j

∥∥∥
min
j∈B
|u′(ej)| ≤

8K2
cΓ

ϕ′(m) .

Al igual que antes, por (5.4) podemos encontrar un v′ ∈ [e′j ]j∈D con ‖v′‖ = 1 y
∑
j∈D

v′(ej) ≥
ϕ(m)
4ΓKc

.
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Como estamos asumiendo que u′ es minimal, se puede ver que

∑
j∈A

((1− t)u′(ej) + tv′(ej))2 ≥
∑
j∈A

u′(ej)2.

para todo 0 ≤ t ≤ 1. Entonces,∑
j∈A

u′(ej)2 ≤
∑
j∈A

u′(ej)v′(ej)

≤ min
j∈B
|u′(ej)|

∑
j∈D
|v′(ej)|

≤ 8K2
cΓ

ϕ′(m)v
′

∑
j∈D

εjej


≤ 8K2

cΓ
ϕ′(m) max

εj=±1

∥∥∥∑
j∈D

εjej
∥∥∥

≤ 16K2
cΓϕ(m)
ϕ′(m) .

Y por lo tanto, por (5.5),

(ϕ(m))2 ≤ 24Γ2K2
c

∑
j∈A
|u′(ej)|

2

≤ 24Γ2K2
cm

∑
j∈A

u′(ej)2

≤ 28Γ3K4
cmϕ(m)

ϕ′(m)

lo que implica que
ϕ(m)ϕ′(m) ≤ 28Γ3K4

cm,

con lo cual (en) es bidemocrática.

Corolario 5.2.3. Sea X un espacio de Banach con tipo no trivial. Si (en) es una base cuasi-
greedy, entonces (e′n) es una sucesión básica cuasi-greedy en X ′.

Demostración. Como X tiene tipo no trivial, entonces (en) tiene la PRS, y por lo tanto, es
bidemocrática. El teorema anterior nos da el resultado.

Ejemplo 5.2.4. Mostremos con un ejemplo que si ϕ : N→ (0,+∞) es una función creciente que
cumple que ϕ(1) = 1, ϕ(n)/n es decreciente pero no cumple (5.1) para ningún β > 0, entonces
es posible construir un espacio de Banach X con base greedy (en) con función fundamental
equivalente a ϕ tal que su sucesión biortogonal (e′n) no es cuasi-greedy. Este ejemplo nos muestra
que la condición “(en) tiene la PRS” en 5.2.1 es necesaria. Lo podemos encontrar en [Dil].
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Definamos el espacio de sucesiones Xϕ como la completación de c00 para la norma

‖x‖ = sup
n

sup
|A|=n
A<n

ϕ(n)
n

∑
k∈A
|xk|.

Recordemos que c00 es el espacio de todas las sucesiones (an) que son eventualmente cero,
dotado de la norma supremo. Es claro que la base canónica es incondicional en X. Además, es
democrática. Para ver esto, sea |A| = n,

∥∥∥∑
k∈A

ek
∥∥∥ = sup

m
sup
|B|=m
m<B

ϕ(m)
m
|B ∩A| ≤ ϕ(n).

Por otro lado, supongamos que n es par. Entonces como |{k ∈ A : k > n/2}| ≥ n/2, podemos
elegir B ⊂ A, |B| = n/2 y B > n/2. Además, debe valer

ϕ(n/2)2/n ≥ ϕ(n)/n.

Entonces, ∥∥∥∑
k∈A

ek
∥∥∥ ≥ ϕ(n/2)2/n

∑
k∈B
|1| ≥ ϕ(n)/2.

Si n es impar, podemos hacer la misma cuenta de arriba con (n − 1)/2. Entonces (en) es
democrática, y su función fundamental es equivalente a ϕ. Supongamos que la sucesión básica
(e′n) es democrática con constante ∆. Notemos que si |A| = n, A > n entonces

∣∣∣ ∑
k∈A

e′k(x)
∣∣∣ ≤ n

ϕ(n)
(ϕ(n)

n

∑
k∈A
|e′k(x)|

)
≤ n

ϕ(n) ‖x‖ ,

y por lo tanto, ‖
∑
k∈A e

′
k‖ ≤ n/ϕ(n). Como estamos suponiendo que (e′n) es democrática,

tenemos que ∥∥∥ n∑
k=1

e′k

∥∥∥ ≤ ∆n/ϕ(n).

Tomemos ahora
x =

n∑
k=1

1
ϕ(k)ek.

Como ϕ es creciente,

‖x‖ = sup
m

sup
|B|=m
m<B

ϕ(m)
m

∑
k∈B
|e′k(x)| ≤ sup

m

ϕ(m)
m

n∑
k=m+1

1
ϕ(k) ≤ 1.

Además, ∥∥∥ n∑
k=1

e′k

∥∥∥ ≥ ∣∣∣ n∑
k=1

e′k(x)
∣∣∣ =

n∑
k=1

1
ϕ(k)
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y por lo tanto,
n∑
k=1

1
ϕ(k) ≤ ∆ n

ϕ(n) .

Si tomamos n,m, con m ≥ 2, tenemos

n

ϕ(n) log(m) ≤ n

ϕ(n)

mn∑
k=n

1
k

≤
mn∑
k=1

1
ϕ(k)

≤ ∆ mn

ϕ(mn) .

Por lo tanto, ϕ(mn) ≤ ∆/ log(m)mϕ(n). Tomando m suficientemente grande esto contradice
5.1 y esto nos dice que (e′n) no puede ser democrática (y, por lo tanto, no puede ser greedy).
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