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Introduccion

En muchos contextos nos es ttil representar una funcién como una serie con respecto a un
sistema de funciones dado. Por ejemplo, en 1807 Fourier propuso representar a las funciones
2w —peridédicas como una serie con respecto al sistema trigonométrico. Este sistema tenia una
ventaja importante: su ortogonalidad. Sabemos que si nuestra funcién f es un elemento de un
espacio de Hilbert separable H, tenemos una base ortonormal (e,) que nos permite pensar a f

como una serie

f = Z<f7 en>en-
n=1

Este sistema, ademds de ser ortogonal, tiene la ventaja de poder aproximar ||f|| con los coefi-
cientes de la serie. Nos referimos a la igualdad de Parseval, que nos dice que

o0

1A% =D 1 Fen).

n=1
Esta igualdad implica que si consideramos las sumas parciales

m

Sm(f) = Z<f> €n)en,

n=1

entonces Sy, (f) nos provee de la mejor aproximacién a f dentro del subespacio generado por
{e1,...,em}. Sin embargo, en algunos casos, podria pasar que tengamos que tomar un m
demasiado grande para que Sy, (f) se parezca a f. Por ejemplo, si los primeros 1000 coeficientes
de f fueran cero, tendriamos que tomar un m > 1000 para que S, sea no nula. Entonces nos
preguntamos, dado un m, cémo podemos elegir un subconjunto A C N de cardinalidad m tal

que

Sa(f) = Z (f,en)en

neA
nos provea de la mejor aproximacion a f de m términos. Por la igualdad de Parseval, esta claro

que los coeficientes que debemos elegir son los que tengan médulo méas grande.

En el contexto de espacios de Banach X, la situacién es un poco mas complicada. En este

caso, pediremos que el espacio tenga una base de Schauder (e,,), lo que nos permitira representar
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a sus elementos de forma tnica. Hablaremos de bases de Schauder y de sus propiedades en el

Capitulo 1. Motivados por lo que pasa en espacios de Hilbert, dado un elemento x € X y m € N

)
T = E Antn
n=1

vamos a elegir un subconjuto A C N de cardinal m tal que A contenga a los coeficientes de x de

moédulo més grande. De esta forma, definiremos
Gm(z) = Z Anén.

Este algoritmo (conocido como Thresholding Greedy Algorithm) fue definido por Konyagin y

Temlyakov en [Kon]. Claramente, G, es un operador no lineal.

Nuestro objetivo en esta tesis es estudiar el algoritmo G,,. Para esto, definiremos distintas
formas de “medir” el error de la aproximacién. En el Capitulo 2 veremos cudles son las bases
para las cuales este algoritmo funciona mejor. Estas bases (que llamaremos greedy) son las que

cumplen que

|z — G ()| < C’inf{Haz — Z cnenH A <m, ¢ € ]R}.
neA

Vemos asi que las bases greedy van a ser las que cumplen que el error del algoritmo es casi como
el de la mejor aproximacion posible a x de m—términos. Veremos una forma de caractizar a

esta bases y estudiaremos el caso de la base de Haar en LP[0, 1].

A diferencia de lo que pasaba en el caso de los espacios de Hilbert, en un espacio de Ba-
nach ni siquiera esta claro que G,,(z) converja a z. El algoritmo greedy lo podemos ver como
un reodenamiento de los coeficientes (a,(z)), lo cual nos hace pensar en bases incondicionales.
Hablaremos de este tipo de bases también en el Capitulo 1. Sin embargo, veremos que la incon-
dicionalidad no es necesaria para que Gp,(x) — x. A una base que cumple esto la llamaremos

cuasi-greedy. De esto hablaremos en el Capitulo 3.

En la definiciéon de bases greedy le pedimos al algoritmo que aproxime casi tan bien como
la mejor aproximacion de m términos. Observemos que las mejores aproximaciones no siempre
van a estar dadas por los coeficientes de x. Por este motivo, en [Dil] se definen nuevas formas
de “medir” qué tan bien funciona el algoritmo. Vamos a decir que la base es aproximadamente

greedy si cumple que
|l — G (z)|| < Cinf {Hx - Z anenH DAl < m},
neA

donde ahora los (a,) son los coeficientes de x. De estas bases hablaremos en méas detalle en el

Capitulo 4.
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Finalmente, en el Capitulo 5, estudiaremos qué podemos decir sobre la “base dual” de una
base aproximadamente greedy. En el contexto de bases de Schauder, veremos que la sucesion
de funciones biortogonales no siempre constituye una base, pero si una sucesién béasica. Sin em-
bargo, podemos extender las definiciones anteriores a sucesiones béasicas, simplemente tomando

como espacio a Xy = [en]nen-
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Capitulo 1

Bases en espacios de Banach

En este capitulo daremos las definiciones y algunos resultados que utilizaremos a lo largo de esta
tesis. Vamos a recordar las definiciones y resultados generales de bases y bases incondicionales.
Veremos que la base de Fourier no es incondicional en LP y que un espacio de Hilbert, una base

es incondicional si y sélo si es una base de Haar. Estos resultados se pueden encontrar en [Al |

1.1 Bases de Schauder

A lo largo de este trabajo, X va a ser un espacio de Banach sobre R, y por X’ vamos a notar a

su espacio dual.

Definicién 1.1.1. Una sucesién de elementos (e, )nen en un espacio de Banach X se dice una

base (de Schauder) si para todo z € X existe una tnica sucesion de escalares (a,) tal que
(o.9)
T=) anen.
n=1

Es claro de la definicién que si X admite una base, entonces X concide con la clausura del

subespacio generado por los (e,), que notaremos [e,]; y por lo tanto X es separable.

Definicién 1.1.2. Sea X un espacio de Banach con base (e,). Vamos a decir que (e,) estd

seminormalizada si existe una constante C' > 0 tal que
1/C < len| < C
para todo n € N.

En este trabajo X va a ser siempre un espacio de Banach con base seminormalizada.
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Vamos a definir ahora la sucesion biortogonal asociada a (e,,) como la sucesién de funcionales

que cumplen

/
em( g anen) = Q.

neN

Observemos que, aplicando e}, a los elementos de la base, nos queda

, 1, sim=mn;
em(en) =
0, sim #n.

Definamos también los operadores de sumas parciales S,, como

Sp(x) = Z ef(z)e;.

j=1
es decir, S, es la proyeccién en el subespacio [e1, ..., ey].
Proposicién 1.1.3. Sea X un espacio de Banach con base (ey,). Entonces

sup ||y < 0.
neN

Definicién 1.1.4. Sea (e,) base de X. La constante K = sup(||S,||) se llama la constante de

la base. Si K =1, decimos que la base es mondtona.
No es dificil ver que si consideramos
llz]]] := sup [|Sn(z)]
neN

entonces esto nos define una nueva norma en X. Ademads, (X,||| - |||) resulta un espacio de
Banach, y ahora la base es monétona. Ademads, se puede probar que esta norma es equivalente
a la norma original. De esta forma, vemos que siempre se puede renormalizar el espacio para

que la base resulte mondtona.

Observacion 1.1.5. Sea (e,) una base y sea K su constante. Sea C tal que 1/C < |le,|| < C
para todo n € N. Entonces, para n € N,

len(@)] < Clle, (@)en]| < Cl|Sn(x) = Sn-a(z)]| < 2KC ||z
y por lo tanto, €], es continua y ||e),|| < 2KC para todo n € N.

Definicién 1.1.6. Una sucesion (e,) en X se dice una sucesion bdsica si es base de la clausura

de [en]nGN-
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Proposicién 1.1.7. Una sucesion (ey,) de elementos no nulos de un espacio X es una sucesion

bdsica st y sélo st existe una constante K tal que

n m
| X aver]| < K[| 32 ane
k=1 k=1
para toda sucesion de escalares (ay) y para todo par de naturales con n < m.

Es un hecho conocido que si (e,) es una base para X, la sucesién biortogonal (e],) no

necesariamente es una base para X’. Por ejemplo, la sucesién de elementos de /1 definida como

1, sin=k
(en)k =
0, sin#k

es una base, a la que llamaremos base canénica de £1. Sin embargo, ¢ = {o, no admite ninguna
base, ya que no es separable. Si se puede probar que (e},) forma una sucesién bésica en X’. Una

condicién que garantiza que los (e,) formen una base de X’ es que el espacio sea reflexivo.

1.2 Bases incondicionales

Durante esta tesis nos va a importar un tipo especial de bases: las bases incondicionales.

Definicién 1.2.1. Sea (z,,) una sucesién de elementos de X. Vamos a decir que la serie }_, =y,

converge incondicionalmente si ), Tr(,) converge para toda permutacién 7 de los naturales.

Proposicion 1.2.2. Dada una serie Y, x, en X, las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) >, xn converge incondicionalmente;
(2) La serie Y 5~ xpn, converge para toda sucesion creciente de enteros (ng);
(3) La serie Y, enxy converge para toda eleccion de signos (ey,);

(4) Para cada € > 0 existe un n tal que si F' es un subconjunto finito de {n + 1,n+2,...}

entonces

| > <
keF

Definiciéon 1.2.3. Una base (e,) es llamada una base incondicional si la serie Y, el (z)e,

converge incondicionalmente para todo z € X.

Veamos algunas propiedades de las bases incondicionales que usaremos mas adelante:
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Proposiciéon 1.2.4. Una base (e,) es una base incondicional si y solo si existe una constante
K tal que para todo N € N y para todo par de sucesiones (ay), (by) que satisfacen que |a,| < |by|

se tiene
N N
n=1 n=1

A la menor constante K que satisface esto la llamaremos la constante de incondicionalidad de

la base.

Corolario 1.2.5. La base (e,) es incondicional si y solo si existe una constante C tal que para

todo subconjunto finito S C N los operadores de proyeccion Ps definidos por

Pg (Z e;(az)en) = Z el (r)ey

neN nes

son acotados y vale ||Ps|| < C. Ademds, si K es la constante de incondicionalidad, vale

C<K<2C.

Demostracién. Supongamos primero que (e;,) es incondicional. Dado S C Ny dado z € X,

tomemos N € N tal que S C {1,..., N}. Entonces, por la proposicién anterior,

| cote] < ] 3= o]
nes n=1

Tomando limite en N, nos queda que vale

[1Ps (@) < K ||

Por otro lado, supogamos que existe C' tal que ||Ps|| < C para todo S C N finito y veamos
que esto nos dice que la base es incondicional. Para esto, dado un N € N y sucesiones (ay,),
(b)) que satisfacen que |a,| < |b,| probemos que vale (1.1). Primero observemos que si (&;,)
es una eleccion de signos, podemos definir los conjuntos BT := {n € {1,...,N} : ¢, = 1} y
B™:={ne{l,...,N}:e, = —1}. Entonces,

S cuten = 3 buen— 3 bae|
n=1

neBt neB~

N N
<o (S5 n)| o (S50

N
<20] 3|
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Luego, como |a,| < |by,|, debe existir un ¢, € [0,1] tal que a, = (2t, — 1)b,. Sea (g,) una
eleccion de signos. Entonces,

lner 3" e = [1(51 4 32 cnbuen) + (1 - 1)~ brer + 3 cubun)|
n=2 n=1

n=1

N N
< t1(20)H > bnenH +(1- tl)(QC)H 2 b"e"H
n=1 n=1

N
= (20)” gbnenH.

Ahora hacemos lo mismo para as. Es decir, escribimos

2 N N N
Z anen + Z enbnen = ta (a161 + boeg + Z enbnen) +(1- t2)<a161 — boeg + Z enbnen)
n=1 n=3 n=3 n=3

y usando lo anterior probamos la misma cota para la norma. Inductivamente, podemos probar

que vale (1.1) con K = 2C. O

Veamos un ejemplo: vamos a probar que la base de Fourier {e2™}, .7 de L,[0,1],1 < p < o0
no es incondicional si p # 2 (si p = 2 forma una base ortogonal, y por lo tanto, incondicional).

Para probar esto, recordemos el siguiente teorema de Orlicz:

Teorema 1.2.6. Si Y 72, fi converge incondicionalmente en LP(u), entonces:

(1) Y7 full2 < o0 si1<p<2.
(2) %21 1 felly < o0 812 < p < oo.
Ejemplo 1.2.7. La base de Fourier no es incondicional en L,[0, 1] si p # 2.

Para ver esto, sea 1 < p < 2 y supongamos que la base es incondicional. Sea f € L,|0, 1],
f(t) =32 ape®™** con convergencia incondicional. Entonces, por el teorema de Orlicz,

> 2

)
Z ’ak’2: Z Hake%riktH < oo,

k=—00 k=—oc0 P

Como ademés, || ]2 = 22 _ |ax|?, esto nos dice f pertenece a L[0,1]. Si tomamos f(t) = %,
vemos que f pertenece a LP[0,1] para todo 1 < p < 2, pero no pertenece a L?[0,1]. Esto

contradice lo que vimos recién, y por lo tanto, la base de Fourier no puede ser incondicional.

Resta ver el caso 2 < p < oo: si {e?™*}, 7 es base incondicional de L,[0, 1], entonces su base
dual en (L,[0,1]) = L4[0, 1] con 1% + % =1 (es decir, la sucesién de funciones biortogonales que
en este caso forma una base pues LP es reflexivo) también es incondicional. Pero la base dual es
{e*%ikt}kez C L4[0,1] con 1 < ¢ < 2, que por el caso anterior no puede ser incondicional. Esto

nos da un absurdo, y por lo tanto, la base de Fourier en LP[0, 1] no es incondicional.
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Otra consecuencia del Teorema de Orlicz es que una base seminormalizada de un espacio de

Hilbert es incondicional si y s6lo si es una base de Riesz. Recordemos esta definicién:

Definicién 1.2.8. Sea H un espacio de Hilbert. Una sucesién (x,)neny C H se dice base de Riesz
de H si existe un operador T': H — H lineal, acotado e inversible y (e,,) una base ortogonal tal

que T'(z,) = e, para todo n € N.

Lema 1.2.9. Sea H un espacio de Hilbert y sea (x,) una base incondicional. Si llamamos
(yn) C H a la sucesion biortogonal a (), es decir, (yn) es la sucesion que cumple
1, sin=m;

(z,y) =
0, sin#m;

entonces (yn) es una base incondicional.

Demostracion. Como H es reflexivo, (y,) es una base. Veamos que es incondicional. Sea

Y oneN GnYn € H y sea (,) una eleccion de signos. Entonces

H Z 5nanyn’ = Ssup <Z 5nanynyx>‘
neN

lzl=1" neN

= Ssup Z €nan<y7 Z bmmm>‘

lzllI=1" neN meN

= sup Zananbn‘

lzl|=1" nen

= Sup <Z AnYn, Z 5nbn$n>‘

lzll=1" nen neN

Usando Cauchy-Schwart y la incondicionalidad de (), vemos que
sup ‘ > anym, Z EnbnTn ‘ <|ly|l sup H > en nwnH
lel=1" nen l2lI=1 " neN
< K|lyll-

Ahora, razonando como en el Corolario 1.2.5, vemos que esto nos dice que (y,) es incondicional.
O

Proposiciéon 1.2.10. Sea H un Hilbert y sea (xyn)neny C H. Entonces (x,,) es base de Riesz si

y solo si es una base incondicional seminormalizada de H.

Demostracién. Supongamos que (x,) es una base de Riesz, sea T : H — H lineal, acotado e
inversible tal que T'(zy) = ey, (e,) base ortogonal. Como T es acotado e inversible, tenemos

que T~ ! es acotado. Entonces,

leall = |T7"en| < |77
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Ademas,

L= [leall < [T {2l

con lo cual 1/ ||T|| < ||zn|| < |T7!||; lo que nos dice que la base es seminormalizada. Para
ver que es incondicional, observemos que (e,) es una base incondicional con constante 1. Sean

N €N, (an) y (bn) tal que |a,| < |by| para todo n, y probemos que se cumple (1.1).

N N N
|32 el = [ (32 anen)| < 771 | 32 anes
n=1 n=1 n=1

N N
<[t el < =] 32
n=1 n=1

Esto nos dice que la base es incondicional, con constante K < ||T7!|| ||T||.

Para ver la otra implicacién, supongamos que (x,) es una base incondicional seminormali-
zada. Observemos que, como H es isomorfo a {3, podemos usar el teorema de Orlicz. Sea (ey)

una base ortogonal de H y definimos para cada N € N, Ty : H — H como:

[e's) N
Tn(z) = TN( Z an:vn> = Z Anen-
n=1 n=1

Los T son lineales y acotados. Veamos que convergen puntualmente. Sea x € H, x =

Yomeq an®y y sea ¢ > 0 tal que ||z, || > ¢ para todo n € N. Entonces,

[e's) 2 N 2 N 1 0 )
I (52wt = 5 o = 3ol < & Sl <
n=1 n=1 n=1 ¢ n=1

por Orlicz. Como esta cota vale para todo N € N, por Banach-Steinhaus los operadores (T%)
convergen puntualmente a un operador T : H — H lineal y acotado. Ademads, debe valer que

T(x,) = ey, para todo n.

Sea (yn,) C H la sucesién biortogonal a (z,), que es una base incondicional por el lema
anterior. Ademads, (y,) es seminormalizada. Entonces, usando el mismo argumento que para
(z,), tenemos que podemos definir un operador S : H — H lineal y acotado, tal que S(y,) = ej.
Como (x,) y (en) son bases, es facil ver que T es inyectivo. Para ver que es sobreyectivo, sea
z2€ H, z= 73, cyanen. Tenemos que ver que ) -y an, define un elemento de H. Para eso,

veamos que es de Cauchy. Sea € > 0 y fijemos Ny tal que, si N, M > Ny, vale que

M M
| 3 anen]| = 3 tanl </ 1.
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Entonces, para N, M > Ny,

M 2 M 2
135 a = sup (32 anzs)
n=N

lvl=1" =N
2
= sup Z an<$nay>‘
lul=1" =N

< sup (Z anl?) (3 lfwas )?)

||y|| 1 neN

= sup (Z anl?) 1S ()]

lyll=1

SIS S Jaal? <=
n=N

Entonces T' es sobreyectiva, y por lo tanto, inversible. ]



Capitulo 2
Bases Greedy

En este capitulo nos ocuparemos de dar una definicién formal del algoritmo greedy y daremos
una caracterizacién de bases greedy que nos permitira clasificar las bases con mayor facilidad.

Ademés estudiaremos un caso particular de base: la base de Haar en LP([0,1]).

2.1 Definiciones y propiedades basicas

El objetivo del algoritmo greedy es reordenar los coeficientes distintos de cero de forma tal que
queden primero los de médulo méximo. Para cada x € X vamos a definir el ordenamiento greedy
de z como la funcién p : N — N tal que p(N) D {j : €}(x) # 0} y tal que si j < k, entonces

tenemos que

o) (@) > lepmy@)] 0 ey (@)] = leyw @)y pd) < p(k).

Vamos a definir m-ésima la aproximacion greedy como

m
Gm(x) = Z e;(j) (z)ep(j)-
j=1
Notemos que sbélo nos importa reordenar los coeficientes que son distintos de cero. Veamos
algunos ejemplos:

Ejemplo 2.1.1. Sea z = (1,0,-1,1/2,2,0,1/3,0,0,0,...) € ¢o. Entonces las aproximaciones

greedy nos quedan

Gl(x) = 2es, G2($) G1($) + eq, Gg(x) = Gg(x) —eq
Ga(x) = G3(z) + 1/2ey, Gs(z) = Gy(z) + 1/3ey Ge(x)

x.
Como el desarrollo de x es finito, nos queda que G,,(x) = x para todo m > 6.

9
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Ejemplo 2.1.2. Sea ahora x € ¢y definido por

1/n, sin esimpar;

Ty =
0, si n es par.
Nos queda que
1
Gm(z) =) —en-1.
n=1

En este caso, el ordenamiento greedy sélo considera los coeficientes distintos de cero. Notemos
que en ambos ejemplos reordenamos la base candnica de ¢y, que es incondicional, con lo cual

teniamos garantizada la convergencia del algoritmo.

Queremos tener una forma de medir qué tan bueno es el algoritmo. Para (e,) una base

cualquiera, vamos a denotar
om(x) =inf ¢ ||z — E ajejl| Al =m, a; eRp,
JEA
o0 sea, o, nos da la mejor aproximacién a x de m—términos.

Observacion 2.1.3. Dado x € X y m € N, observemos que si S es cualquier subconjunto de N

tal que |S| = m entonces

om(x) = inf{Hx - Z ajejH Al =m, o € R}

jeEA
< - 5]
JES
5]

J¢s
Definicién 2.1.4. Una base (e,) se dice greedy si existe una constante C' tal que, para todo

rz € X ym €N, se tiene
|2 = Gm(2)|| < Com ().

A la menor de las constantes C' que cumplan esto la llamaremos la constante greedy y la nota-

remos K.

Es decir, una base va a ser greedy cuando el algoritmo nos de casi la mejor aproximacién a
x de m—términos. Para que la base sea greedy lo minimo que le tenemos que pedir al algoritmo
es que converja. Una buena propiedad que nos garantiza que eso va a pasar es si la base fuera
incondicional. Vamos a ver que si la base es greedy entonces resulta incondicional. Sin embargo,
esta condicién no es suficiente; en [Kon] Konyagin y Temlyakov probaron que ademads la base

tiene que ser democrdtica.
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Definicién 2.1.5. Sea (e,) una base. Vamos a decir que (e,) es democrdtica si existe una

constante A tal que cada vez que tenemos dos conjuntos de indices finitos |A| < |B| se cumple
| el <a] X«
JEA j€B
Observacion 2.1.6. En la definicién de arriba basta con tomar conjuntos A y B tal que
Al = [B].

Para ver esto, supongamos que existe una constante A tal que
|2 el < a2
JEA jEB

para todo |A| = |B|. Sea ahora un subconjunto finito de los naturales B tal que |A| < |B.
Tomemos un subconjunto B C B que cumpla que |A| = |B| y ademas min(B\B) > max(B).

Entonces, si K es la constante de la base,
| Z el <a] el <ar] > e
JeEA jeB JEB
y por lo tanto la base es democratica.

Empecemos viendo un teorema que caracteriza a las bases greedy.

Teorema 2.1.7. Una base (e,) es greedy si y sélo si es incondicional y democrdtica.

Demostracion. Supongamos que (ey,) es greedy con constante K.
Para un subconjunto finito S C N, definimos la proyeccién en [e,]necs como
/
Ps(x) = Z ej(w)e;.
JES
Como vimos en el Corolario 1.2.5, para ver que (e,) es incondicional nos alcanza con mostrar

que para cada conjunto S y para cada x € X, se cumple
[1Ps(X)|| < (Kg + 1)l

Fijemos S un conjunto de cardinalidad m, x € X y o > sup |e;- (x)|. Sea
i¢s
y:x—Pg(m)—i—aZej.
jes
Por la Observacin 2.1.3, oy, (y) < ||z[|. Ademds, es facil ver que Gp,(y) = a3 jcg €;. Sabiendo
que (ey) es greedy,

[z = Ps(2)[| = lly = Gm(y)|| < Kgom(y) < Kqllz]].
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Veamos ahora que (e,) es democratica. Sean A, B C N finitos, con |A| = |B|. Sea S otro
conjunto tal que |S|=|Al=my SNA=0=SNB. Fijoe >0, sea
x = Z en + Z(l—i—e)en.
neA nes

Como (e,,) es greedy, tenemos que
|3 e = e = @)l < Kyom(@) < K, +2)|| 3 el
neA nes

Por otro lado, sea

Yy = Zen‘i’ 2(1‘1‘5)671

nes neB

Al igual que antes,

| 3 el = Iy = Gl < Kyon(w) < Ky(1+ )| X e
nes neB

Juntando ambas desigualdades, vemos que
| > en]| < B2+ S el
neA neB

Como ¢ era arbitrario, concluimos que (e,,) es democratica (con constante < K?).

Supongamos ahora que (e,) es incondicional con constante K y democrética con constante
A. Fijom € Ny z € X, veamos que ||z — Gy ()] < Cop(x). Sea e > 0. Tomemos B C N,
|B| = m tal que

Pm = Z Qnén

neB

verifique ||z — pp || < om(z) + €.

Por otro lado, tenemos

para algtn |S| = m. Entonces,
[ = G ()|l = ||z = Ps(x) + Pp(z) — Pp(x)l| = [z = Pp(x) — Po\p(x) + Pp\s(@)].
Como (ey) es incondicional, tenemos que

|z — Pp(z) — Ps\p(z)| = [l — Ppus(2)]|
= || Pw (Bus)(Z — pm) |
< Kllz — pn|
< K(opm(z) +¢)
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y ademas,

1Ps\g(2)|| < K|z = pmll < K(om(z) + ).

De la definicién de G,, (dado que en S estdn los coeficientes de médulo maximo de z), debe
valer que

= i ! > ! = 0.
7= min €5 ()] = e €5 ()] == p

Y por incondicionalidad de la base, como vimos en la Proposicion 1.2.4,

WS el =] X el k| X €@e| = KIPss(@)] (2.1)
jeS\B jeS\B jeS\B
y
|Pays(@)| < BK|| Y e (2.2)
jEB\S

Observemos que |[S\B| = |B\S|. Por (2.1) y (2.2) y usando que la base es democratica,
obtenemos

1P\s(x)|| < K2A| P\ ()| < K*Aon(z) +¢).
Concluimos que
Iz = G (@)l < (K + K*A)(om(z) + ).
Como ¢ era arbitrario, (ey) es greedy. O
Ejemplo 2.1.8. Consideremos los espacios £, con 1 < p < 00, y ¢g. Veamos que en estos

espacios, la base canénica (e,) es greedy. No es dificil verlo por definicién, pero vamos a hacerlo

viendo que son incondicionales y democréticas.

Veamos primero que son incondicionales. Para esto, tomemos z € X (donde X es cualquiera

de los espacios anteriores) y escribamos
[e.e]
. /
x = E e, (x)ey.
n=1

Por la Proposiciéon 1.2.2, nos alcanza con probar que para toda eleccién de signos (e,), la
serie >, cn eney, (z)e, converge. Para ver esto, supongamos primero que X = £, 1 < p < oo.

Entonces, dada una eleccién de signos,
/ / D 1/p /
H Z enen(:n)enH = (Z lenen ()] ) = H Z en(w)enH < 0.
neN p neN neN p
Si ahora X = ¢y, dada una eleccién de signos,

| 3" cneh@en|| = suplenen(@)] = llzlly, < oo
neN o
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Concluimos que la base es incondicional. Para ver que es democratica, sea A un conjunto de

cardinalidad m. Entonces

ISl = (5" =m
J

JjEA

que s6lo depende de m. Por otro lado, en el caso de ¢y,
| e, =

jea

Por lo tanto, en todos los casos la base es greedy.

Veamos ahora que en el teorema anterior no podemos sacar ninguna de las dos condiciones,

puesto que son independientes entre si.

Democratica no implica incondicional: Sea X el espacio de las sucesiones (1,2, ...)

que cumplen que

< oQ.

N
> Tn
n=1

X dotado de esta norma es un espacio de Banach. Consideremos en X los vectores canénicos

[|z]| := sup
NeN

(que en este espacio sélo forman una sucesién bésica). Claramente (e,) es democratica, dado

que si A es un subconjunto finito de N

| e =

neA

Si (e,,) fuera incondicional, tendria que existir una constante K tal que

m m
| 32 en] < ]| -1y
n=1 n=1
para todo m € N. Pero

m m
$edom 5 [ECvra-1
n=1 n=1

Incondicional no implica democratica: Consideremos la base canénica de £, ©1 £4, con
p < q. Es decir, la base formada por {(e£,0)} U {(0,e%)}, donde (ef,) es la base candnica de /;.
Esta base es incondicional puesto que ambas e? y el lo son. Sin embargo, no son democraticas.

Para ver esto, dado m € N,
m m
| Xerf| =mt oy | et] = m
n=1 n=1

Como p < ¢, no puede existir una constante A tal que m*/? < Am!/? para todo m € N; lo que

nos dice que la base no es democratica.
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Una pregunta natural que nos surge es qué pasa en los espacios LP. Una base muy utilizada

es la base de Fourier (e2™"%), 7. Pero esta base no puede ser greedy si p # 2, puesto que no es
incondicional. En la préxima seccién vamos a estudiar una base que si es greedy en LP([0,1]):

la base de Haar.

2.2 La base de Haar en L?([0,1])

Definamos en el intervalo [0,1] la sucesién de funciones dada por Hy(z) = 1y para n = 2F 4 s

k
conk=0,1,... ys=1,...,2%
: 25s—2 2s—1\.
L, S1T € [2k+1 ) 9kF1 );
— . 25s—1 _2s 7.
Hn(l') =3 L size [W? W]a
0, en otro caso.

Notemos que

il = ([ tiopaz) - (£)"

que tiende a cero cuando n — oco. Es decir, la base de Haar no estd seminormalizada, y por lo

tanto no puede ser democratica.

El objetivo de esta seccién es mostrar que la base de Haar normalizada en LP[0, 1], dada por
(H,Sp)) i= (Hy/ [[Hnl|,) es greedy para todo 1 < p < co. En el caso p =1 se puede ver que la
base no es incondicional (y por el Teorema 2.1.7, no puede ser greedy), y en el caso p = oo, el
sistema ni siquiera forma una base (pues cualquier espacio con base es separable). En el caso
p =2, L*([0,1]) resulta ser un espacio de Hilbert y (H,,(LQ)) una base ortonormal y, por lo tanto,
greedy.

Vamos a empezar probando que la base de Haar es incondicional, lo que en particular nos

dice que ( }Lp ) ) lo es. Veamos una demostracién de Burkholder [Bur| de este hecho. Para esto,

necesitaremos dos lemas.

Lema 2.2.1. Seap > 2 y ]% + % = 1. Entonces, para 0 <t <1 tenemos
- 21— 1
tr—pPqP(1 -t <p°q P(t—-).
q

Demostracion. Para 0 <t < 1 definimos

FO =0 =g (117 = T )

Entonces,
f1(t) =pt? =t pPH g P (L — )P — pPgt P
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F'() = plp— D2 = (p = )pP g (1 - t)P 2
Observemos que f(0) = —pPq P +p?¢ P <0y f(1) =1— pg'~P. Como p > 2, tenemos que
(1—1/p)P~! > 1/p y por lo tanto pg* P > 1, y f(1) < 0. Ademas, f(%) =0,

1 ) ) ) 11 _
') =pq' P+ pPq P —pPg' TP = pPq p(]3+§)—p2q1 P=0

f”(;) =p(p— 1P — (p—Dp*’¢ P =p(p—1)g "(¢* — p*) <0.

Entonces la funcién f tiene un maximo local en ¢t = é.

Supongamos que existe un 0 < s < 1 tal que f(s) > 0. Pero entonces deben existir al menos
tres soluciones de la ecuacién f’(t) = 0 y por el teorema de Rolle, al menos dos soluciones de la

ecuacién f”(t) = 0. Esto no puede pasar, ya que
F"() =pp -1 -2 +pP P - 1)P7) >0

para todo 0 <t < 1. ]

En el proximo lema vamos a introducir una funcién que nos va a permitir probar el teorema

de Burkholder.
Lema 2.2.2. Sea p > 2 y definamos ¢ : R> — R por
p(z,y) = (2] + [yh* " (0 = Dle| = lyl) -
(1) Sil/p+1/q =1, vale la siguiente desigualdad para todo (x,y) € R?:
(p = VP2l = yP = pg' Pp(z, y).

(2) ¢ es C% y satisface
0? 0?
0 Po _
oy?  Ox?

0%

>
0xdy 0

Demostracién. Probemos (1). Si en el lema anterior ponemos t = |y|(|z| + |y|)~! (para (x,y) #

(0,0)), obtenemos
yl? = pPa P’ < pa' P (lyl = (p = Dl (|=] + [y~

Entonces
PPq |zl — |y|P > pgt Pe(x,y).
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Esto prueba lo que queriamos, ya que pPq~? = (p/q)P = (p — 1)P.

Veamos ahora (2). Primero notemos que ¢ es C? pues p > 2. Para probar la desigualdad,
es claro que basta probarla para z > 0,y > 0. Seau =z +yy v = (p— 1)z —y. Entonces
o(z,y) = uP~1v. Luego,

0? _ _
67;5 =(p—1)(p—2)uP v —2(p — DuP~ 2
y 52
o = (= D= 2w+ 2(p — 1)
Y por lo tanto,
0* 0? -
a—;g—i-a—xf =2(p—1)(p—2)uP3(u+v) > 0.
Por otro lado,
82@ p—3
Jaay ~ P~ D -2 (v, H

Teorema 2.2.3. Sea 1 <p< oo yl/p+1/qg=1. Sea p* = max(p,q). Entonces, la base de
Haar (Hy) es incondicional en Lyl0, 1], con constante de incondicionalidad menor a p* —1. Es

decir,

)

H f:é‘jajHij < (- 1)” iaaﬂj )
j=1 i=1

para todo n € N, escalares ai,...,a, Y SIgnos €1,...,Ey.

Demostracion. Supongamos primero que p > 2, con lo cual nos queda que p* = p. Para cada

n € N, llamemos fo = go = 0 y definamos para 1 < k < n,

k k
fk:ZajHj y gk:ZEjajHj.
j=1 J=1
Vamos a probar de forma inductiva en k que

[ etits) (s ds = 0

Es claro que el caso k = 0 vale. Para el paso inductivo, llamemos

1
F(O) = [ ol =0)firs) + tls)s (1= g1 (5) + tan(s) ds
para 0 < t < 1. Queremos probar que F(1) > 0 sabiendo que F(0) > 0.

Sean uy = (1 —t) fr—1 + tfx y ve = (1 — t)grp—_1 + tgx. Entonces,
1
F'(t) = /0 g%(ut,vt)(fk(s) — fe—1(s)) + gj;(utavt)(gk(s) — gr—1(s)) ds

1o 1o
— a /0 2 () Hils) ds + ane /0 o e 1) Hi(5) .
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Notemos que ug(s) = fr—1(s) ¥y vo(s) = gk—1(8), y estas funciones se mantienen constantes en
el soporte de Hy, (pues si j < k, entonces sop(Hy) C sop(H;) o sop(Hy) Nsop(H;) = 0). Pero
entonces g—‘g(uo,vo) y %(UOWO) son también constantes en sop(Hy), y como las funciones Hy

son impares, concluimos que F’'(0) = 0.

Derivando una vez mas,

1 82 2 62
F//(t) = CL% ( 0 aTi(Ut,Ut) + %(Utﬂ}t) + 25]@8?5’;(1%,7)75) d8> .

Por el Lema 2.2.2, F”(0) > 0. Entonces 0 es un minimo de F' y por lo tanto F(1) > F(0) > 0.
Ahora, tomando x = f,, ey = gp, en (1) del Lema 2.2.2 e integrando a ambos lados, obtenemos

/1(1) DPIfn(s)[” = lgn(s)[P ds = /1pqp‘190(fn(8),gn(8))d8 >0
0 0

lo que completa la demostraciéon en el caso p > 2.

Resta ver el caso 1 < p < 2. Definamos f,, y g, como antes, y tomemos g, tal que:
& 1
o= 3oty gl =15 llgall, = | gn(s)gi(s) ds.
j=1

Observemos que

| 0 sik#£j
/ Hiy(s)H;(s) ds = #J
0 |Ik| sik= ]

Por lo tanto,

n 1 n n
Hgan = Zajbje’ijfj’ = /0 (Z CLjHj(S)) (Z z’fkkak(S)) ds
j=1 j=1 k=1

<N fallp |[D_bjeiHi|| < I fall, (@ =D [|gn]l,
j=1 .
< (¢—=1)[Ifnll,- m

Para probar que la base de Haar normalizada es greedy, tenemos que demostrar que es
democratica. Primero observemos quiénes son estas funciones: Al igual que antes, definimos

Hl(p)(m)zlparatodoxe[0,1]yparan:2k+sconk‘20,1,... ys=1,...,2F

ohp siae (25, B);
Hy(x) = —2kP  size [%, 2,3%],

0, en otro caso.
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Teorema 2.2.4. Sea 1 < p < oo. Entonces existen dos constante c, < Cp, que dependen sélo de

p tal que para todo n € N y para todo subconjunto A C N con |A] = n,

cpnl/p < H ZHJ(-p)H < Cpnl/p.
jEA

En particular este teorema nos dice que la base es democrética. Lo demostraremos en tres

pasos:

Lema 2.2.5. Sea 0 < ¢ < oo. Entonces existe una constante dq > 0 tal que para toda eleccion

de enteros 0 < ny < ng < --- < ny y conjuntos medibles E; C [0,1] (j =1,...,k) se tiene
1/ k a k
/ ZZ"j/QXEj(m) dx < dqz2njm(Ej),
0 \j=1 ' j=1

donde xg,; denota la funcién caracteristica de Ej.

Demostracion. Sea f(x) = Zle 2"1/qXEj( ) y sean E} = Ej;\ U E;. Entonces si z € E,
i=j+1

J Uz (n;+1)/q _
. ALY 1
} : ni/q § : i/q nj/q
x)<._2 <._12 = ooy SP gy

ol/q

1/q _
Llamemos dg' " = 57—

Tenemos que

/ de_Z/ x)ldr < d Z2”amE/ ) < dg Z2"ﬂmEJ)

Jj=1 Jj=1
O]

Lema 2.2.6. Sea 1 < p < oco. Entonces, existe una constante C,, que sélo depende de p tal que
para todo n € N, todo A C N con |A| =n y toda eleccion de signos () = £1 se tiene
H Z 5th(p)H < Cyn'/P.

p

teA

Demostracion. Sean 0 < nq < ng < --- < ng todos los naturales tal que existe un t € A con
m(soth(p)) =2"". Paraj=1,...,k definimos A; ={t€ A:t=2" +s,5=1,...,2%}. Es

decir, A; son todos los indices de A que corresponden al nivel 27" de la base.

Definimos también E; = tELIJ4 SOp(Ht(p)). Nos queda que [A;| = 2"m(E}), y por lo tanto
n = Y51 2%m(E;). ]

Ademés, si t,s € Aj, t # s se tiene que sop(H, (p)) N sop(HS(p)) = (). Entonces,

Y el (@)| < Z]thﬂ \—Zzna/pm

teA Jj=1 teA;
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para todo z € [0,1]. Entonces, por el Lema 2.2.5,

Lk ) 1/p K 1/p
5], < ([ (Semna) sar(Semm) <
teA 0 Yj=1 j=1
Tomando C), = d}D/ P tenemos lo que queriamos. ]

Probamos la cota superior del teorema, nos resta ver la cota inferior.

Lema 2.2.7. Sea 1 < p < oo. Entonces existe una constante c, tal que para todo n € N, para

todo A C N con |A| = n y toda eleccion de signos e, = +1 se tiene
H Z 6th(p)H > ¢,nl/P.
teA

Demostracion. Sea q tal que % + % = 1. Por dualidad, sabemos que

HZer)H /(thH 2))g(x) da.

llg H —1

Por otro lado, observemos que

/1 H](p)(x)H,gq)(x) dr = /1 2m/ij($)21/qu(.%') dx = 0, sik#J;
0 0 1, sik=j.
Tomemos
gla) = e L/
[Zreaztti?],
Por lo anterior,
1
€ H > / € H € H
| St [Secne] (L eeti?@) (3 et @) do
_ n
HZteA 5th(q)Hq
S "
~ Cynlla
= cpnl/p
donde Cy lo elegimos como en el Lema 2.2.6. O

De los Teoremas 2.2.3 y 2.2.4 concluimos que la base de Haar normalizada es greedy en
L,[0,1].



Capitulo 3
Bases Cuasi-Greedy

En el capitulo anterior vimos un tipo de bases para las cuales el algoritmo greedy nos da la
mejor aproximacion de m términos para cada x € X. Sin embargo, este tipo de bases no son tan
comunes de encontrar: vimos que son las que cumplen con ser incondicionales y democraticas.
En este capitulo vamos a ver qué propiedades podemos encontrar si le pedimos lo minimo al
algoritmo, si sélo le pedimos que converja a x para todo z € X. Este capitulo estd basado en el

trabajo [Dil].

3.1 Definiciones y propiedades basicas

Definicién 3.1.1. La base (e,) se dice cuasi-greedy si G,,(r) — z para todo x € X.

Veamos una definicién equivalente, que nos va a permitir trabajar mas facilmente.

Teorema 3.1.2. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(1) La base (ey,) es cuasi-greedy.

(2) Existe una constante C tal que sup,, |G ()] < C||z|| para todo x € X.

Demostracion. Veamos primero que (2) implica (1). Sea z € X, x = > ;cnei(w)ej y € > 0.
Sea w9 € X tal que zg = Y ;¢4 €j(z0)ej con |[A] < ooy €}(xo) # 0 para todo j € Ay tal que

|z — o <e.

Tomando m grande, podemos asegurar que Gy, (r — z9) = > €j(z — z9)ej con A C By
jEB
Gm(z) = 3 €j(x)ej. Como A C B, vemos que
JjEB
Gm(x) —x0 = Z ej(r)e; — Z ej(zo)ej = Gm(x — x0).

jEB jEA

21
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Entonces,

[ = Gm(2)|| < |l = zoll + [|Gm () — zol| < [|lz — 2oll + C'f|lz — wol| < (C' + 1)e.

Para ver la otra implicacion, probemos el siguiente lema.

Lema 3.1.3. Si (2) no vale, entonces para toda constante K y conjunto finito A C N existe un
conjunto finito B C N disjunto con A y un vector x = Y apey, tal que ||z]| =1 y ||Gm(z)|| > K
B

ne
para algin m.

Demostracién. Dado © C N, llamemos Po(z) = . el (x)e,. Sea M = max || Pyl
ne) QCA

Como estamos suponiendo que (2) no vale, entonces dada una constante K; grande (que
vamos a definir més adelante), debe existir z; € X y m € N tal que ||z1]| =1y [|Gp(z1)] > K.

Definimos ahora

T9 =T — Z el (x1)en.

neA
Podemos suponer que zo # 0. Si lo fuera, tendriamos que 1 = Gp,(x1). Pero entonces

1 = ||z1]] > K7, lo cual es absurdo si tomamos K; > 1. Observemos que

> enlz1)en

neA

|z2]| < [J21]] + < M+1.

Ademés, dado que e],(x2) = e, (x1) para todo n ¢ A,
Gm(x1) = Gi(x2) + Pa(x1) para algin k <m, Q C A

Deducimos que ||Gg(z2)|| > K1 — M. Si x5 = 2/ ||x2]|, vemos que

|Gr(z2)|] K1 — M
Gr(z = > .
|Gr(xs)| lz2l| = M+1

Definamos
5 = inf{lel,(Gp(w3))] : le(Gilws))] # O}

Tomemos B; C N finito tal que para todon ¢ By, |e] (z3)| > §/2. Sean tal que n(|A|+|B1])2K <
J, donde K es la constante de la base, y tomemos x4 tal que ||x3 — z4] < 1. Modifiquemos todos
los coeficientes de x4 en A y en By de modo tal que el resultante x5 tenga los mismos coeficientes
que 3 en esos lugares. De esta forma, G(x5) = G(23) y x5 es de la forma x5 = >, c g €l (25)en,

con B finito y disjunto con A. Veamos que x5/ ||x5|| cumple lo que queriamos. Tenemos que

|xg — x5 < Z el (x4 — x5)en|| < 2K(JA| + |Bi|)n < 6.
neAUB;
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Entonces ||z5]| < [|z4|| +d <1+ n+ 0 < C. Por lo tanto,

o ()| 2 ety 2 %

si tomamos K lo suficientemente grande. O

Volvamos a la demostracién del Teorema 3.1.2. Supongamos que (2) no vale. Sea b =
sup(|le,,|]) (que es finito, como vimos en la Observacién 1.1.5). Para K = 2, por el lema anterior,
debe existir un y; de norma uno y de desarrollo finito (digamos y1 = >°,cp, €, (y1)en) ¥y un
my1 € N, tal que ||Gy,, (v1)]| > 2b. Sea 0 < g1 < 1/2 tal que si €], (y1) # 0, se cumple que
e/ (y1)| > €1. Aplicando el lema nuevamente para K = (2b)%c]' y A = By, debe existir un yo de
norma uno y de la forma y» = >, cp, €, (y2)e, con By finito y disjunto con By, y un mg € N tal

que |G, (42)]] > (2b)%e7*. Tomamos ahora un 0 < 5 < 1/4 tal que si €/, (y2) # 0, |, (y2)| > ea.

De esta forma, ahora podemos construir una sucesién (y,) de norma uno para todo n € N,
de la forma y, = > jcp, e;»(yn)ej con los B, todos finitos y disjuntos entre si, una sucesiéon

decreciente €, < 1/2" que cumplen que si €}(y,) # 0, entonces |e/(y,)| > €, y una sucesién

n—1 00 n—1
de naturales m,, tal que |G, (yn)|| = (20)" el Sea xz = % | y,. Esta serie es
n i b
j=1 n=1 \j=1

convergente en X, dado que

HZ( )M<2Hmm<zwu<m

Escribamos x = ) cnbnen,. Veamos cémo son estos coeficientes b,. Si n € By, como los

k—1 e
b= (I15) o

s=1

conjuntos By son disjuntos,

Dado un indice j fijo, supongamos primero que n € By con k < j. Entonces

] S
Ez

k-1

k
ol > TT Sleitwl = IT50

s=1

| \/

Por otro lado, si k > j

Ibnl=<kH1 )le yk|<bH <bH

s=1

Por lo tanto,
J J
inf{|b,| : n € | Bs} > max{|b,| :n ¢ | J Bs}.
s=1 s=1

. i1
Entonces, si tomamos como k = 3771 |B,| + mj,

Gr(z)= > <nf[ €b> Yn + (ﬁ Eb) Gm; (y;)-

n<j—1 \s=1 s=1
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Y como H anj_l(HZ;f %S)ynH estd acotado para todo j,

I e, )
IGe@)ll > | TT 5 |G, ()| - € = 27b— €.

Entonces G(z) no puede converger a x. O

Definicién 3.1.4. Definimos la constante cuasi-greedy K. como la menor constante que cumple

simultdneamente:

[Gn@)] < Kellzll y o = Gu(@)l| < Kcllzll,  zeX.

Es claro que las bases greedy son cuasi-greedy. Veamos con un ejemplo que no vale la vuelta,
de hecho, las bases cuasi-greedy no son necesariamente incondicionales. Primero definamos las

siguientes notaciones, que nos seran utiles en este ejemplo.

Notacion. Sean f,g : N — N. Vamos a decir que f < ¢ si existe una constante C' tal que
f(n) < Cg(n) para todo n € N. Y vamos a decir que f < g si existen dos constantes C1,Cs tal
que Cig(n) < f(n) < Cag(n) para todo n € N.

Ejemplo 3.1.5. Sea X el espacio de todas las sucesiones (z1,x2,...) € {2 tal que
n
]l = sup | 3" w5/ < oo.
nEN ]:1

Si tomamos ||-|| = max(||-||5, [|]|;.), entonces (X, ||-||) es un espacio de Banach. En este espacio,
la sucesién de vectores candnicos (e,) forma una sucesién basica democratica y cuasi-greedy,

pero no incondicional.

Veamos primero que es democrética. Para esto, tomemos A C N con |A| = m. Entonces,

|3, = vim

JjEA

| e, =X 1vis S 1VF < 2V
JEA JEA j=1

Por lo tanto,

<] S| <2vm
JEA

lo que nos dice que la sucesién béasica es democratica.

Veamos que no es incondicional. Para eso, estimemos las siguientes normas. Si m > 2,

| ; ﬁ%‘H > ]Z:; 1/j > log(m).
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Por otro lado,
m )

|35 5 el = (1) = iesto)

y, como la serie Z‘;’;l(—l)j /7 < 00, tenemos que sus sumas parciales estdn acotadas,

Hiie.u —sup| (-1 /i < ©
j:1\/j] = p . J =

J:

para todo m € N. Esto nos dice que, si tomamos m suficientemente grande,

Hf;l%eju < \flog(m)

y por lo tanto no puede ser incondicional.

Por ultimo, probemos que es cuasi-greedy. Para eso, por el teorema anterior, nos alcanza

con mostrar que existe una constante C' tal que
|G ()| < C, para todo m € N, para todo ||z| = 1.

Sea x tal que ||z|| =1y sea m € N. Sea A C N tal que Gin(z) = 3 c 4 €;(w)e;. Como |z]| = 1,

tenemos que

Z|e (z)* <1, ‘Z ‘<1 para todo M.

Es claro que ||Gy ()], < [lz[l, < 1. Nos queda acotar ||Gi(z), . Sea o := minjea [€}(x)]. Si
a = 0, entonces G, () = x y por lo tanto tenemos lo que queriamos. Si a > 0, para N € N
definimos:

AT(N):={jeA:j> N}, AT(N):={jeA:j <N}

Notemos que

|Gm@)ll = sup | >0 €)™

N jea—(v)

Usando la desigualdad de Hélder,

o 2/3 1/3
> @< (X lg@P?) T (X i)
JEAT(N) JEAT(N) >N
B 2/3
SNV (@) PR (@))/a)'?)
JEA+(N) (3.1)
B 2/3
= (Na)TVS( X [e@)P)
JEAT(N)

< (Na?)~71/8,
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Sea N, := [a~2]+1, donde por [-] nos referimos a la parte entera inferior. Entonces, si M < N,

2 e;'(x)j_m’S‘feg(@j—lﬂh‘ > e;(w)j_1/2’
i=1

JjEA~(M) JEA (M)
Jj<M

M
<l+ad j 2 <142aM?
j=1

< 1.

Por otro lado, si M > N, por (3.1) y por lo anterior,
SoG@iT <] Y @i+ Y i<
jEA—(M) JEA~(Ng) JEAT (Na)
Por lo tanto,

[Gm (@), <C

lo que nos dice que la base es cuasi-greedy.

En el ejemplo anterior vimos que las bases cuasi-greedy no son necesariamente incondicio-
nales. Sin embargo, tienen algunas propiedades en comin. Vamos a probar dos lemas que nos

seran utiles mas adelante:

Lema 3.1.6. Sea (e,) una base con constante cuasi-greedy K., y sea A un subconjunto finito

de N. Entonces, para cualquier eleccion de signos €; = *1, se tiene:

1
il Sl <l S ool <2< el o

y, por lo tanto, para cualquier eleccion de nimeros reales (a;j)jea
H Z ajejH < 2K, max |aj|H Z ejH. (3.3)
: jeEA :
JEA JEA

Demostracion. Primero notemos que si B C A y € > 0, podemos definir

=Y (1+e)ej+ > e
jEB JEA\B
Como (e,) es cuasi-greedy por hipétesis, el Teorema 3.1.2 nos dice que si m = |B|,

S+ Y e

JjEB jeA\B

[Gn(@) = || (1 +e)es| < K.
jEB

Haciendo € — 0, obtenemos

| Zeﬂ‘H < K. Z%‘H (3.4)
jeB jEA
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y por lo tanto, para cualquier eleccién de signos £; = %1, se tiene

| Xee] <] X ef|+]| X eof <2k
JeA jiej=1 jieim—1

Ej=

> e
A

83 — Vi
Esto nos da la desigualdad del lado derecho.
Para la otra, usando nuevamente (3.4), tenemos que

[ e =] X cei- X e < X eesf +|
jEA Jigj=1 j 1 jiej=1 J:

jigj=— Jigj=

Z 6jejH < 2K,
i=—1

ij‘fjH-
gj=— JjeA

Con esto probamos (3.2).

Veamos que vale (3.3). Dividiendo a ambos lados por max |a;| de ser necesario, podemos
suponer que |aj| < 1 para todo j € A. Fijemos un indice jy € A, y tomemos un ¢ € [0,1] tal
que 2t — 1 = aj,. Para este jo, fijemos ¢, = 1y 5;-0 = —1. Tomemos, para los otros j € A,

gj = €5 = 1. Entonces,
H%% + €j6jH = Ht doeiei+1—1) 8}%’“
J#jo JEA JEA
< tH Z z-:jejH +(1- t)H Z 6;-ejH
jEA JEA

>

JjeEA

< 2K

Podemos ahora modificar otro indice j; tomando una combinacién convexa de aj,ej,+e;, +>_ €j€e;

Y ajoejo + (—1)ej, + > ¢je;, y haciendo la misma cuenta de arriba, vemos que vale

> el
€A

Hajoejo +aj e + Z%’%H < 2K,

Ahora podemos seguir modificando los coeficientes hasta llegar a lo que buscamos. O

Lema 3.1.7. Sea (e,,) una base con constante cuasi-greedy K.. Supongamos que x € X tiene

ordenamiento greedy p. Entonces:
m
ehm || 22 et | < 4K21121l (3.5)
j=1

Por lo tanto, si A es un subconjunto finito de N y (a;j)jca son nimeros reales,

Z ajejH. (3.6)
JEA

N
jed jeA

=

Demostracion. Probemos (3.5). Sean a; = €

j(f’«"), y € = sgnaj. Tomamos 1/|ap(0)] = 0.

j
Llamemos Hj(z) = — > ap4)€p()-
i=1
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m
Dado 1 < j < m, observemos que Hj_1(x) — Hin(7) = 3 a,@)€,(i), con lo cual
i=j

(’al : )(Hj_l(x)_H () = ep(epis) + Z g €p(i Z|a 20 ] €p(i)-

o) lapi-)l i=j+1 |20 p(j—1)

Sumando en j,

’ap(m |H ZEP(] )€n(5) H ’H Z (\a |ap(;1)’)(Hj—1(x) - Hm(a;))H
1 1
< 2Kc||x|’|ap(m)\]zl (|ap(j), - |ap(j_1)|)

= 2K.||z|.

Aplicando (3.2),
b filepml! < 2K.fel | fijpmepml! < AK? |z
J: J:

Para ver (3.6), basta tomar x = ) aje; y aplicar (3.5). O
jeEA

3.2 La funciéon fundamental

Definicién 3.2.1. Dada una base (e,,), definimos la funcién fundamental ¢(n) por

S el
keA

¢(n) = sup
|A|<n

Observacién 3.2.2. Muchas veces nos va a interesar estudiar el comportamiento asintético de

. Para esto, observemos que, para n € N,

p | 32 es] < o
JEA

|Al=n

Por otro lado, si K es la constante de la base y B C N con |B| < n,

| el < K| ] < su |3
jeB jeB jeA

|Al=n

donde B = BU {max B + 1} U---U {max B + |B| — n}. Tomando supremo sobre |B| < n,

| 5] < ot0) < K s | e
jeA JEA

|Al=n |Al=n

y por lo tanto tiene su mismo comportamiento asintético.
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Veamos algunos ejemplos:

Ejemplos 3.2.3. (1) Si X =/, y (ey) es la base candnica. Para calcular ¢, tomemos |A| < n,
1 1
|l - <ot
jea P

Tomando supremo, vemos que ¢(n) = n'/?.
(2) Si X = ¢y (en) es la base candnica, no es dificil ver que p(n) = 1 para todo n € N.

(3) En el Teorema 2.2.4 vimos que la base de Haar normalizada en L,[0, 1] cumple que

cpnl/p < H ZHJ(-p)H < Cpnl/p.
JEA

para todo n € N, para todo |A| = n. Es decir, ¢(n) < n'/?

Definicion 3.2.4. La funcion fundamental dual estd dada por

D <k

keA

¢'(n) = sup
[Al<n

Notemos que ¢ y ¢’ son subaditivas (es decir, ¢(m+n) < p(m)+¢(n)) y crecientes. También
se puede ver que p(n)/n y ¢'(n)/n son decrecientes, dado que, para cualquier conjunto A con
|A| = n, tenemos:

1 1 1 1
— ekl = — eill < ——=p(n—1).
nH% kH an—lZZ]H_n—lw( )

keA j£k

Para cualquier conjunto A y escalares {a; : j € A}, realizando una cuenta similar a la hecha

para probar (3.3), se cumple
H Z ajej‘ < max |a;| max H Z :tejH.
jeA jed jeA

Y por lo tanto
HjeZAajejH < 2(|4) max|a;]. (37)

Observacion 3.2.5. (ey) es democrética con constante A si y sélo si

AT A) < [ D e <14 para todo 4] < oo, (3.8)
keA

Veamos esto: si (e,,) es democratica es claro que cumple esta condicién.

Supongamos ahora que vale (3.8) y probemos que es democrética. Para esto, sean |A| < |B|.

Entonces,

| 3" ef| < (14D < o(1Bl) = AAT 6 (1BI)) < A D e
keA keB
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Observacion 3.2.6. Si ¢ =< 1 entonces (e,) es equivalente a la base candnica de ¢y. Para ver

esto, supongamos ¢(m) < C para todo m. Por (3.7),

< A <O ]
Hk%akekH_@(\ ) mae o] < Cmae oy

Por otro lado, supongamos que C' es tal que 1/C < |le,|| < C'y K la constante de la base. Dado
keA,
lax| < C |lager|| < ézKH 3 ajejH.
JeEA

Tomando maximo en k, tenemos que

< C’QkH H
max |ax| < kgakek

Esto nos dice que (e,,) es equivalente a la base canénica de cj.



Capitulo 4
Otros tipos de bases

En este capitulo vamos a estudiar dos tipos de bases "intermedias" entre greedy y cuasi-greedy.

Probaremos teoremas que las caracterizan, tal como hicimos con las bases greedy.

4.1 Bases aproximadamente greedy

Para una base cualquiera (e,) vamos a notar

om(z) =inf ¢ ||z — Z ej(x)ej| : |[A] <m

jeEA
Es decir, &, estima la mejor aproximaciéon a x de m—términos usando los coeficientes de la
base. Notemos que 0,,(x) < 6, (2) para todo m € N. El siguiente ejemplo muestra que no vale

la igualdad.

Ejemplo 4.1.1. Sea X el espacio de todas las sucesiones z = (x1,z2,...) tal que > 0%z, es

convergente. Tomemos en X la norma

N
T :sup’ x’
[Ed| sup nz::l n

y como base la base candnica. Si tomamos x = Y 1/2"e,. Entonces, si m € N, es claro que

neN
<1 1
om(z) = Z — =
n=m+1 2" 2m
Calculemos ahora oy, (). Tomemos como A = {1,2,...,m —1,m+ 1}. Si m es par, sea y con
soporte en A tal que
_ 1 1 1 1 1 1 1 1
r=Yy= (_2m+1’ ogm+1’ gm+1’ "' gm+l’ gm’ gm+l’ gm+2’ 2m+3"")'
~~

m

31
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Entonces, si N € N, tenemos que
N 1
‘ Z - 2m+1

para todo N € N. Por lo tanto, o, (x) < 1/2mF < G,,(2).

Ahora, si m es impar, podemos hacer la misma cuenta tomando y con soporte en A que

cumpla
B 1 1 1 1 1 1 1 1
r—Yy= (_2m+1’ om+1’ 9m+1° " 9m+1’ "7 gm’  9m+1’ gm+2’ 2m+3"")'
~~
m

Definicién 4.1.2. Una base (e,) es aproximadamente greedy si existe una constante C' tal que
|2 = Gm(2)|| < Com(x)

Notemos que greedy = aproximadamente greedy = cuasi-greedy y en ningtin caso vale
la vuelta. Sin embargo, veremos que si pedimos que la base sea cuasi-greedy y democratica,

entonces es aproximadamente greedy. Para esto, necesitaremos el siguiente lema.
Lema 4.1.3. Sea (e,,) una base cuasi-greedy con constante K. y democrdtica con constante A.
Entonces, para todo x € X, si p es el ordenamiento cuasi-greedy se cumple:

4K2A
! )| < ¢ T
o(m) (Z)] < o0m) [Ea

le

S €} ()] < ]
k>m _90( )

Demostracion. La primera desigualdad se sigue de (3.8) y del Lema 3.1.7, que nos dicen que

i @] < sl |HZ% | < L

La segunda desigualdad se desprende de la primera, observando que si k > m,

AKZA
ey ()] < lefmny (@)] < m (eI O
Teorema 4.1.4. Sea (e,,) una base. Son equivalentes:

(1) (en) es aproximadamente greedy.

(2) (en) es cuasi-greedy y democrdtica.
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(8) Para algin (resp., todo) A\ > 1 existe una constante C = C), tal que
H$ - G[)\m}xH < C)\O'm(.f),

donde [Am] representa la parte entera superior de Am.

Demostracion. Veamos primero que (1) implica (2). Es inmediato de la definicién que (e,) es
cuasi-greedy, dado que &,,(x) < oy, () — 0 cuando m — oco. Supongamos ahora que |A| < |B|.

Sea d >0y

z=Y e+ Y. (1+08)e;.

jeA jEB\A
Luego, si r = |B\A|, tenemos = — Gr(z) = > ;c4€j. Ademds, como r = [B| — [BN A| >
Al = |[AN B = [A\B],

<l 5 gete] <| 5 et < |5 e 5] 5 o]
i€A\B jeB jeB jEB\A

Je

Como (ey,,) es aproxidamente greedy, juntando lo anterior, tenemos que

| S el = e - Gota)l < Cov(a) < € (H > eif +3] X eﬂ‘”) '
jeA jEB JEB\A

Haciendo 6 — 0, se sigue que (e,,) es democratica.

Veamos ahora que (2) implica (1). Supongamos (e,) cuasi-greedy con constante K.y demo-
cratica con constante A. Fijo x € X y m € N, queremos ver que ||z — G, ()| < Cé(z). Sea

|A| = m tal que

Sea |B| = r < m. Entonces

x— Gp(z) = (m — Z e;-(ac)ej> + Z ej(r)e; — Z ej(x)e;.

jeB jEB\A JjEA\B

Si llamamos s = | A\ B| tenemos, por la definicién de G,,(z), que

Z ej(z)e; = Gy (:c - Z e;-(x)ej).

jEA\B jEB
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Ademas, como |B| < |A|, tenemos que |B\A| < s. Entonces,

| 3 €@)ey| <2k (jglg@ |e;-<x>|> o(s) (por (3.3))

jeEB\A

. /
< 20 min, |¢5(2)]) ()

< 8K3A Z e;-(x)ejH (por Lema 4.1.3)
JEA\B
=8K3A|G, (:c - Z eg-(x)ej)H

jEB

< 8K2IA (m - Z e;»(x)ej) H

jEB

Se sigue que

|z — Gp(2)]| < H Z e;(:r)ejH + HGS (x — Z e}(m)q)H + Hx — Z e}(:c)ejH
j€B\A jeB jEB

J

< BK!A+ K.+ 1)H~"L’ - BQ(x)ejH'

jEB

Tomando infimo sobre todos los conjuntos |B| < m,
|2 — Gm(2)| < (BK2A + K.+ 1)6,,(x).

Esto nos dice que la base (e,) es aproximadamente greedy. Por lo tanto, probamos que (1) y

(2) son equivalentes.

Probemos ahora que (2) implica (3) para todo A > 1. Sean m,r € N. Para cadaz € X y
para cada £ > 0, elegimos un y tal que |y|| < opn(x) + €. Notemos que este y va a ser de la

forma

y=z— Y ajej = eix)ej+ Y €y,

jeA J¢A j€A
con A un conjunto de cardinalidad m. Sea v =344 €j(z)e; y sea B C N, |B| =r tal que

jEB

Sea s = |AN B| donde 0 < s < min(r, m). Entonces

y—Grly) =Y ei(@ej+ D eilyei— > €iye;

JEA JEA\B jEB\A
= Z e;-(x)ej + Z e;-(y)ej — Z e}(m)ej.
JgEA JjEA\B JEB\A

Por otro lado, como |B\A| = r — s, por definicién de G,(y) se tiene que

v—Gr_s(v) = Z ej(z)ej — Z ej(x)e;.

j¢A JEB\A



4.1. BASES APROXIMADAMENTE GREEDY 35

Por lo tanto,

(¥ —Gr(y) — (v —Grs(v)) = Z 6}(11)63‘-

JEA\B

Por el Lema 4.1.3,

4K2A

< " <
1) < suple (0] < = ol
Entonces, por (3.3),
Iy = Gr(y)) = (0 = Gl = | 32 €jw)es]| < 2K max Iej(y \H H
jeA\B
8K Ap(m)
< 22 Yyl
o(r+1)

Notemos que
Fmtr(T) < Omir—s(®) < [v— Grs(v)]|-

Por lo tanto, usando lo que vimos mas arriba,

Fmr(z) < |lv — Gr_s(v)||

<y = G-I+ (v = Gr(y) — (v — Gr—s(v))]
ﬂ )

Dado que ||y|| < om(x) + ¢ y € es arbitrario, tenemos

. SK3Ap(m)
Tmr() < (Kc + %0(7’4‘1)> om(T).

< Kellyll +

Por dltimo, sea A > 1y r = [Am]|—m. Habiamos visto en la seccién 3.2 que ¢(n)/n es decreciente,
con lo cual tenemos que ¢(m)/p(r +1) < m/(r+1). Asuvez, m/(r+1) <1/(A—1) lo que

resulta en 5
- SKZA
J[)\m}(x) < ( N1 + Kc) Um(x)

Esto, teniendo en cuenta que (e,) es aproxidamente greedy, implica (3) con Cy < (A — 1)1

Nos queda ver que (3) implica (2). Sea A > 1. Veamos primero que (e,,) resulta cuasi-greedy.
Para esto, dado m € N, elegimos un n tal que [(n — 1)A] < m < [n)\]. Observemos que la resta

[nA] — [(n — 1)A] < 3\. Tenemos que

|z = Gu(@)l| < & = Gy (@) + |[@ = Gy (@) = (@ = Gu(@))|
[nA]

> i (@ep)

j=m+1
[nA]

<Cron(@) + Y. 1ehi @) eqn)|

J=m+1
< Cropn(z) + 3XC)e

< Chon(r) +

€p(m) |
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donde C' es tal que ||e,| < C. Esta ultima expresion tiende a cero cuando m es grande.
Supongamos que sabemos que H >jeD ejH > p(m)/Cy. Veamos que esto nos dice que (e;) es
democratica. Dado m, podemos encontrar n tal que [(n — 1)A] < m < [n)\]. Notemos que, por
ser ¢ multiplicativa, tenemos que p(m) < p([nA]) < [Ae(n). Sea |A| = m y |D| = [nA] tal que
AcCD.

[Xe|z X e~ X el z1/cxem -
JEA jED jeD\A

S 1
— [ACA

w(m) — 3.

Por la Observacién 3.2.6, sabemos que si ¢ es acotada, entonces (e,,) es equivalente a la base
canodnica de ¢y, que es democratica. Si no, podemos un elegir un mg tal que para todos los

mzm(h

1
m) — 3\ > m
e A 7= g, A
y por lo tanto, existe un constante A tal que H Yea ejH > A~1p(|A]) para todo A finito. Nos
falta probar que H >jeD ejH > p(m)/C\.

Sea |A| < m. Para todo subconjunto B de cardinalidad [Am] disjunto con A tenemos

(tomando como x = >jeatit (1+56) > jeB €j)

DUELEAE R
JjeEA JjEAUB j€D

con D C AUB y |D| > [Am]. Entonces, maximizando sobre todos los subconjuntos |A| < m

obtenemos

|D\i:n[§m} H %; ejH > @(m)/Cx

y por lo tanto (e,) es democrética. O

4.2 Bases parcialmente greedy

Definicién 4.2.1. Una base (e,,) es parcialmente greedy si existe una constante C' tal que, para

todo x € X y m € N, tenemos
|2 = Gm(2)|| < Cl|Rm(2)]]

donde Ry, (x) = > €j(x)e;. Es decir, Gy, (v) aproxima al menos tan bien como Sy, (z).
ji>m
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Observacion 4.2.2. Dado que oy, (7) < o () < ||Rn(@)|| ¥ |Rm(x)| — 0 cuando m — oo,

tenemos que:
greedy = aproximadamente greedy = parcialmente greedy = cuasi-greedy.

Definiciéon 4.2.3. Sean A, B subconjuntos de N. Notamos A < B si para todom € A, n € B
tenemos que m < n. Definimos que una base (e,) es conservativa si existe una constante I' tal

que
[ S e <r[ S| sila<iB vy a<s
keA keB

Observacion 4.2.4. Veamos que en la definicién anterior basta tomar conjuntos A, B tal que
|A| = |B] y A < B. Supongamos que A, B son tal que |A| < |B|, A < B. Entonces debe
existir un subonjunto B C B tal que |B| = |A| y A < B < B\B (basta tomar los |A| primeros

elementos de B).

Como (ey,) es base, vale que

|Z el <] e

JjEB
donde C es la constante de la base.

Pero entonces

| o] <t X el <or| 2 e
JjeA jeB JjeB

Veamos el andlogo a los Teoremas 2.1.7 y 4.1.4.

Teorema 4.2.5. Una base (e,,) es parcialmente greedy si solo si es cuasi-greedy y conservativa.

Demostracion. Supongamos primero que (ey,) es parcialmente greedy con constante K. Sabe-
mos que (ey) es cuasi-greedy. Para ver que es conservativa, sean A, B subconjuntos tal que
A< By |Al <|B|=m. Sear =maxAysea D =[l,r]\A. Dado § > 0, definimos

x = Zej—i—(l—i—é) Z e;.
JEA jEDUB
Observemos que |D U B| = r, con lo cual
x— Gp(z) = Z e;.
JEA
Y ademas,

Rr(ﬂf) = (1 + (5) Z €;.

jEB
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Haciendo § — 0, tenemos que:

|2l < 5] e

jeA
con lo cual la base resulta conservativa.
Supongamos ahora que (e,) es cuasi-greedy con constante K. y conservativa con constante
I'. Para ver que es parcialmente greedy, sea x € X y m € N; y sea p el ordenamiento greedy.
Definimos D = {p(j) : j < m, p(j) <m} y B ={p(j) : j < m, p(j) > m}. Sea A = [1,m]\D.
Entonces |[A| =|B|=ry A< B.

Observemos que:

x—Gp(r)=o— Z ej(z)ej =x — (Z ej(r)e; — Z ej(z)e; + Z e}(m)ej)

jeDUB j=1 jEA jeB
= Rp(z) + Z ej(z)ej — Z ej(z)e;.
JjEA jEB
Ademas,
| ei@)es|| = 1Rm(@) = Gr(R(@))]| < Kel| R
jEeB
y

|5 ot <2t | 5 o
jEA 7€ jEA
<2K.I' r%ig ]e;(a:)\H > ejH
J jeB
< 8K§’FH Z e;-(x)ejH (por (3.5))
jeB
< 8KCT || Ryn ()]
Juntando estas desigualdades, vemos que
Iz = G ()] < (1 + Ko+ 8KCT) [|Ryn ()|

lo que nos dice que (e;,) es conservativa. O



Capitulo 5

Dualidad

En este capitulo nos interesa estudiar qué podemos decir sobre la sucesiéon biortogonal asociada
a una base (e,). En la primer seccién vamos a estudiar el concepto de bases bidemocrdticas, que
nos dara una forma natural de extender el concepto de bases democraticas. Luego, utilizaremos
esto para caracterizar cudndo podemos decir que ambas (e;,) y (€},) son aproximadamente greedy.

Este capitulo estd basado en [Dil].

5.1 Bases bidemocraticas

Recordemos que en el Capitulo 3 habiamos definido la funcién fundamental ¢ como

Definicién 5.1.1. Sea (e,) una base democratica. Vamos a decir que (e,) tiene la propiedad

de regularidad superior (PRS) si existe un ntimero entero r > 2 tal que
1
@(rn) S irgp(n)a ne N

Observacién 5.1.2. Se desprende de la definicién que ¢(r*n) < 27*r¥p(n) para todo k € N.
Veamos que tener esta propiedad es equivalente a la existencia de un 0 < § < 1 y una constante

C tal que, si n > m,

om <0 (™) otn) (1)

n

39
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Supongamos que (e,) tiene la PRS. Sea m > n y k tal que r*~! < o < r®, con lo cual

tenemos
m _
plm) = ¢ (n) < plrtn) <27 (n).

Fijemos 3 tal que (%)k < r#3. Basta tomarlo tal que (1 — ) In(r) < In(2). Entonces,

B
27¥r% () < r*p(n) = rE V() < () (n).
n

Tomando C' = r? tenemos (5.1)

Supongamos ahora que vale (5.1). Tenemos que, para todo r € N,
o(rn) < Crfp(n) para todo n € N.

Para probar que (e,) tiene la PRS basta con encontrar un r > 2 tal que Cr? < %r y esto lo

podemos hacer pues r'~# — oo cuando r — co.

Definicién 5.1.3. Sea (e;) una base democratica. Vamos a decir que (e,) tiene la propiedad

de regularidad inferior (PRI) si existe un r > 1 tal que, para todo n € N, se tiene

o(rn) > 2¢(n).

Observacion 5.1.4. Al igual que antes, que (e,) tenga la PRI es equivalente a la existencia de

un 0 < a < 1 y una constante c tal que, si m > n,

o) > (%) (n)

n
Recordemos algunas definiciones:

Definiciéon 5.1.5. Sea X un espacio de Banach. Decimos que X tiene tipo p para 1 < p < 2 si

existe una constante C' tal que

1/p

1/p
n D n
<5A—V£1H28jmju ) SC(ZH%HP) , Z1,...,xp € X, ne€N
I j=1 j=1

donde Ave denota el promedio.

La menor constante C' que cumple esto se llama la constante de tipo p y la denotaremos
T,(X). Observemos que todo espacio tiene tipo 1 (por desigualdad triangular). Decimos que X

tiene tipo no trivial si X tiene tipo p para algin p > 1.

Vamos a definir también que X tenga cotipo ¢ para 2 < ¢ < oo si existe una constante C' tal

que
1/q

(ZH:E]HQ) <C (EA_V&HZejxqu) , T1,...,%n € X, n €N,
j=1 =
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A la menor de las constantes C' que cumplen esto la llamamos la constante de cotipo q y la
denotaremos Cy(X). Como antes, se puede ver que todo espacio tiene cotipo co. Para ver esto,
observemos que el caso n = 1 es trivial y razonemos por induccién. Si n = 2, lo que tenemos

que ver es que para cualquier z,y € X se cumple
1 1
max(||z]|, [lyll) < O (lz =yl + llz + yll + |-z =yl + |-z +yl) = 5 (lz =yl + |z +y]).

Es facil ver que esto se cumple con C' = 1 por la desigualdad tringular. Para el caso general

tomemos & = (g2,...,&,) € {0,1}" 1 y T = (29,...,2,), y definamos
n
T = Zajmj e X.
j=2
Entonces, lo que debemos probar es que
1
- =.7| ) > Al .
7 (L L lem+zal) > pax o)
Tomando como y =€ - T y usando el caso n = 2, obtenemos
Y llerzr +yll > 2max(fla ], [lyl)-
e1==%1
Pero entonces tenemos
1 1
(X X I +2-7) = max (o]l s Y27
g e1==*1 g

> ill -
> max ]

Decimos que X tiene cotipo no trivial si X tiene cotipo g para algtin ¢ < oco.

Proposiciéon 5.1.6. (1) Si(ey) es una base aprozimadamente greedy de un espacio de Banach

con cotipo no trivial, entonces (ey,) tiene la propiedad de regularidad inferior.

(2) Si(en) es una base aprorimadamente greedy de un espacio de Banach con tipo no trivial,

entonces (ey) tiene la propiedad de regularidad inferior y superior.

Demostracion. Probemos (1). Sabemos que ser aproximadamente greedy es equivalente a ser
cuasi-greedy y democratica. Sea K. la constante cuasi-greedy y A la constante democratica.
Supongamos que X tiene cotipo ¢ < oo con constante Cq(X). Tomemos conjuntos By, ..., By,
disjuntos dos a dos con |By| =n y sea A = U}_, By.

Vimos que vale p(n) < AH > ejH para k =1,...,m. Ademads, el lema 3.1.6, nos decia que,

JE€By
para cualquier eleccién de signos,

PR
JEB

Z é‘jejH.
JEB
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Usando estas dos cosas,

1/q
< A2K,.Cy(X) ( Ave, H > Ea‘ein)
JEA
< MEZC,(X)| Y e
jeA
< AK2C,(X)p(mn).

Veamos que esto implica que (e,,) tiene la PRI, para alguna constante cy o = 1/q. Sean m > n

y k tal que kn < m < (k + 1)n. Por lo que vimos recién, y tomando ¢; = (A4K?Cy(X))™?
m\ /4
plm) = p(0m) = ek p(n) = el + DY1p(n) 2 ¢ () ol
n

Ahora veamos (2). Como tipo no trivial implica cotipo no trivial obtenemos la PRI (ver

Teorema 11.1.14 de [Al |). Veamos que tiene la PRS. Para esto, al igual que antes,

EJ—

1/p
p(nm) < 2K.A ( Ave H Z sje]H )

1/p
<o, (£ ag | 5 o)

JEBy
< AKZAT,(X)m'Pp(n).

Esto implica que (e,) tiene la PRS para alguna constante C'y 8 = 1/p. O

Definicién 5.1.7. Decimos que una base (e,) es bidemocrdtica si existe una constante A tal

que

p(n)¢'(n) < An.

Proposicién 5.1.8. Si (ey,) es bidemocrdtica con constante A, entonces (e,) y (€el,) son demo-

craticas (con constante A) y ambas cumplen que, para cada conjunto A C N finito,

(141

4D < | Teser] < 2004) v el < | X ee)
jeA jeA
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Demostracion. Sea A un conjunto finito. Tenemos que
A< | e[ el < o 0an] Zedf
JEA JEA JEA

Por lo tanto,

“o(l4]) < (Al el (AD|| X e < | ZegH

jeEA

Esto nos dice que (e;,) es democratica con constante A. Podemos proceder andlogamente para
(en)-

Sea (£)jea una eleccién de signos +1. Luego,
A< | 2 ere] | X el < 20040] X e
jeA jeA jeA

Por lo tanto, .
sae(4) < || X ejes]| < 200141,
jEA

Podemos proceder andlogamente para (el,). O

Proposicién 5.1.9. Una base (e,,) es bidemocrdtica si y solo si existe una constante C' tal que,

para todo A C N finito,

|2l e

Demostracion. Una implicacion es clara. Supongamos entonces que vale la cota de arriba con
C > 1y veamos que (e,) es bidemocratica. Pasando a una norma equivalente de ser necesario,
podemos asumir que (e,) y (e},) son monétonas. Por definicién de ¢ y ¢, existen dos conjuntos

A, B CNcon |Al <ny |B|] <n tal que

1 1
| X ez 500, [ Xz 500
JEA jEB
Como estamos suponiendo que (e,,) y (e,) son monoténas, podemos asumir que |A| = |B| = n.
Sean D = AUBy E = D\A.
Supongamos que vale HZJGD eJH > (1/8C)¢( HZ]eDe H > (1/8C)¢'(n). En este caso
obtenemos
o(n)¢'(n) < 2602H Z ejHH Z € |D| < 27C3n.
jeD jeD

Supongamos ahora que falla alguna de las dos desigualdades. Basta analizar alguno de los

casos, supongamos que vale HZjED ejH < (1/8C)p(n). Entonces,

() _ln) _ ol
|X ezl Zal -1l > 55 >
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Por otro lado, como debe valer HZjeE ejH HZjeE 6;-H < Cn, tenemos

H Z el < 4Cnp(n)~t.
JjEE

Por el mismo motivo, tenemos
H Z efll < 2Cnp(n) L.

JEA

Por lo tanto,

H Z ¢ ‘ < 6Cnp(n)~t

jeD
=] Soll 5 gl (52) (6 -2

lo que nos da una contradiccion. O

y entonces

Proposiciéon 5.1.10. Sea (e,) una base cuasi-greedy y democrdtica. Si ademds (e,) tiene la

PRS, entonces (e) es bidemocritica.

Demostracion. Supongamos que (e,) es cuasi-greedy con constante K. y democratica con cons-
tante A. Supongamos que ademds tiene la PRS, es decir, ¢(m) < C(m/n)?p(n) para todo
m > n. Sea A un subconjunto finito de N de cardinalidad n . Elegimos z € X tal que ||z|| =1

y 2 ei(z) > %H > €}l Sea p el ordenamiento greedy de z.
jEA jEA

En el Lema 4.1.3 habiamos visto que |e;(k) (2)] < 45(62? ||z||. Entonces

Tomando supremo sobre los conjuntos |A| < n,
p(n)¢'(n) < Cin. O

Corolario 5.1.11. Sea (e,) una base cuasi-greedy de un espacio de Hilbert. Entonces (ey) es

bidemocrdtica.
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Para probar este corolario, primero recordemos dos resultados:

Teorema 5.1.12 (Desigualdad de Kahane-Khintchine). Para cada 1 < p < oo existe una
constante Cy, tal que para todo espacio de Banach X y toda sucesion finita (z,) de elementos de

X, se cumple que
L n p\1/p L
Ave H st < ( Ave H st ) < C, Ave H st
E]'::tl jz:l I = €j::|:1 le 7 - pEj::tl jz:l I

Teorema 5.1.13 (Ley del paralelogramo generalizada). Sea H un espacio de Hilbert, y sea (x;)

una sucesion finita de elementos de H. Entonces,
Ave || S ejas|” =D Il
gj==x1114 °
7j=1 7j=1
Ambos resultados pueden encontrarse, por ejemplo, en [Al ]. Veamos un teorema de [Wot]

que nos dird que, en las condiciones del Corolario 5.1.11, la base (e,) es democratica.

Definicién 5.1.14. Dada una sucesién (a, ), notamos (a}) al reordenamiento no decreciente de

(lan]). Definimos

o] a*
l@llpoe = supvnar v @) lp = >

neN n=1 \/>

Teorema 5.1.15. Sea (e,) una base cuasi-greedy, normalizada de un espacio de Hilbert H.

Entonces existen constantes ¢,C' tal que si x = > apeén,
neN

cll(an)llg o < llzll < Cll(@n)llz,; -

Demostracién. Supongamos (e;,) cuasi-greedy con constante K., y sea A un subconjunto de los
naturales finito. Recordemos que, por el Lema 3.1.6, para cualquier eleccién de signos () se

cumple

1
S ol <l Senl <x

> e
jeA
Tomando promedio y usando el Teorema 5.1.12 con p = 2, vemos que
2,1/2
|2 ool = ave, [ X eve] = (ve | Zeve][)
JjEA J JEA J JEA
Por otro lado, por el Teorema 5.1.13, sabemos que

(E;A:Vfl H E%é?jejHQ)l/Q = (X HejH2)1/2 = /4],
Jje j

jEA



46 CAPITULO 5. DUALIDAD

y por lo tanto, |3 ;c4 ejH = /|A|. Sea z =) ane, € H tal que max |a,| < 1. Reordenemos
los (a,) de forma tal que |a,| N\, 0, y llamemos ny = |{n : |a,| > 27%}|. Pongamos ng = 0.
Entonces,

[Cee=]E 3 aefX] ¥ ol

k=1s=ng_1+ = s=nj_1+1

Otra vez usando el Lema 3.1.6, tenemos que

S 5 e

k=1 s=np_1+1

< 2K, Z max \aS]H

nk 1+1<s<ng

s=ng_1+1

< 2K. Z 2~k

k=1
o0
= 2K,y 27 g
k=1
Ademas, como para cada k € N,
nzk 1 k+1
lan|—= > 27" /ng,
n=ng 1+1 \/ﬁ

sumando en k tenemos
o0 o0 1
H Z anenH < 4K, Z ‘an‘iu
n=1 n=1 \/ﬁ
lo que prueba la primer desigualdad.

Para probar la otra desigualdad, primero observemos que si X es un espacio de Banach, e
(yn) es tal que Y02, y,, converge en X y supy Hzﬁzl ynH < C, entonces si () C R, ay, \(0; la

serie > o° | Y, converge y supy Hzﬁzl anynH < Cay. Para esto, si llamamos By = Z,]yzl UYn

vale que
N N
Z ApYn = anBy — Z Bn(an—‘rl - an)-
n=1 n=1
Entonces

M M-—1
H > OénynH = HOéMBM —anBy + Y Bu(anii — an)H
n=N+1 n=N
< ayC+anC + Cﬂgl(an — apt1) = 2anyC — 0.
n=N

Nos queda que la serie es convergente en X. Ademads, para cada N € N,

N N
| > cnnl| < an BNl + X I1Bull (an = 1) < Can.
n=1 n=1
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Ahora consideremos la serie Y .2 apen, y supongamos que los (a,) estdn ordenados tal que
|an| N\ 0. Como la base es cuasi-greedy, sabemos que sup Hznzl anenH < K. ||z||. Sea N € N.

Entonces,
N k

= H Z An€n — Z anenH < 2K, ||x|l .
n=1 n=1

<20 ||$|’ Llamemos ys = an1-sTN41—s

H Z AN4+1-sEN+1—s
s=1

Tomando supremo en k, supy, H Z];:l AN+41—sEN+1—s

y tomemos as = |ay||lans1_s|~!. Entonces, por la observacién anterior,

a
|5 oy sewired| < 26l on = 26 ol

N+1-—s

Por otro lado, por (3.2)

> ]S

N
= ’aN|H Z EsEN+1—s
s=1

|an|
H Z T ON+1-sEN+1-—s
|aN+1 s‘

Esto nos dice que N
lan VN < Clanl| Y enl| < C'Jl2]
n=1
para algunas constantes adecuadas. Esto nos dice que c||(an)|l5 o, < [z O
Observacién 5.1.16. Sea A un conjunto de cardinal n. Tomando x = }_ e; en el teorema

JEA

n
anterior (y notando que Y. -+ < 2,/n),
= Vi

cv/n < H Z ejH < C2+/n.

jEA

Esto nos dice que p(n) < y/n y que (e,) es democrética.

Ahora podemos probar el Corolario 5.1.11:

Demostracion del Corolario 5.1.11. Por la observacién anterior, sabemos que (e;) es democra-

tica y ¢(n) < y/n. Esto nos dice que (ey,) tiene la PRS:

m\ 1/2 m\ 1/2
o(m) < Cym=C () Vvn < Cy () o(n).
n n
Por la Proposicién 5.1.10 tenemos que (e,) es bidemocratica. O

Observacion 5.1.17. La Proposicién 5.1.10 es falsa si la base no es cuasi-greedy. Para ver
esto, analicemos el siguiente ejemplo. Sea (el) la base canénica en £,. Definimos una base

normalizada (fy,) en £ ©2 £, de la siguiente forma:

1 1 3
L@ra)  fm-ie+La

f2n71 = \/§ 9
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Recordemos que el espacio ¢}, @3 ¢, consiste del conjunto {(x,y) : = € l2,y € {,} dotado de la

2 2
norma [|(z, )|l = (llz[lz + [lyll,)"/*.

Veamos que si 1 < p < 2, p(n) < n'/? y ¢'(n) < /n. Para esto, sea A un subconjunto de
los naturales de cardinalidad n. Si llamamos P ={j € A:jpar} el ={j € A:jimpar},

| 5] <2 5]+ 125
jeA jep jel
Nos alcanza con acotar cada una de estas normas.

.
|5 5= 15 3+ el

(s s ey
( )

jepP jeP
1 3 1/2
< (=14]+2|4 2/p) 2
< (GHI+ 714 (52)
< JAMP.

De la misma forma acotamos la norma de la suma sobre los indices impares de A. Veamos la

cota inferior:

1/2
H;ﬁ”z (;1+;;+ [Z(\f)erZ(\z)p} /p)

JEP jel
1/p
\/3 P 1 \»
> ((2) [Pl + <\ﬁ> AN
Supongamos que |P| > |A|/2, entonces (siguiendo la cuenta de arriba)

|5 512 goiar
J

(5.3)

Es claro que si |P| < |A|/2, entonces |I| > |A]/2 y podemos hacer la misma cuenta. Con esto

probamos que p(n) < n'/?.

Observemos que en el inico momento que usamos que 1 < p < 2 fue en (5.2). Por lo tanto,
teniendo en cuenta que ({2 G2 £p) = o @2 )y, podemos hacer las mismas cuentas para f,,; con

la salvededad de que en (5.2) nos queda:
1 3 N2
~|A A2/p) < A2
(31414 31477 ) 7 <14

Ademés, en (5.3), podemos razonar de forma anédloga para llegar a que

1>

jEA

> ¢| A2,
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De esta forma, tenemos que ¢'(n) =< /n.

Esto nos dice que ambas (f,) y (f}) son democréticas y tienen la PRS. Sin embargo, (f,)

no es bidemocratica, pues ¢(n)¢’(n) < n'/P+H1/2,

5.2 Dualidad de bases aproximadamente greedy

/

Teorema 5.2.1. Sea (e,) una base greedy con la PRS. Entonces, (e,

) es una sucesion bdsica

greedy. En particular, si (e,) es una base greedy de un espacio de Banach X con tipo no trivial,

/

') es una base greedy de X'.

entonces (e

Demostracion. Como (e,) es incondicional (por ser greedy), (e},) es incondicional. Nos faltaria
ver que es democrética, pero esto se sigue de la Proposicién 5.1.10, ya que vimos que (ey)

bidemocratica implica que (e},) sea democrética.

Por otro lado, como X tiene tipo no trivial, entonces no contiene subespacios isomorfos a cg
o /1 (ya que estos espacios tienen tipo trivial). Pero si esto pasa y X tiene base incondicional,

entonces (e,) es base de X’ (puesto que X debe ser reflexivo por el teorema de James [Jam]). O

Teorema 5.2.2. Sea (e,) una base cuasi-greedy de un espacio de Banach X. Entonces son

equivalentes:

(1) (en) es bidemocrdtica.
(2) (en) y (el,) son ambas aprozimadamente greedy.

(3) (en) y (e],) son ambas parcialmente greedy.

Demostracion. Veamos primero que (1) implica (2). Sabemos que ser aproximadamente greedy
es equivalente a ser cuasi-greedy y democratica. Ademas, la Proposicién 5.1.8 nos decia que si
(en) es bidemocratica entonces (e,,) y (e},) deben ser democraticas. Sélo nos falta probar que
(el)) es cuasi-greedy. Para eso, tomemos 2/ € X' y € X, y llamemos G/, al operador greedy

correspondientes a la sucesién bésica (e},).
Primero notemos que si |A| = m,
Sl e <[]l sup || 3 ejes]| < 200m) 27|
jEA si=+17 jea
Entonces, si Gy,(2') = 3 ;c4 7' (ej)€}, y tomamos k ¢ A,
1
()~ (G| = el < e S el

jeAU{k}
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Y por lo tanto,

20(m+1)
sup |(z/ — G. (2")(e;)| < Z— 2
sup| (o' — G (o)) < 22

(Ealp

Por otro lado, habiamos visto en el Lema 4.1.3 que

4K2
Supc; €fi(z — Gm(x))| < i

Recordemos que también vimos que H > jcA ajejH < 2¢(|A]) max |a;|.

Supongamos que G () = Xicq€j(z)e; v Gr,(2') = Y ep @' (ej)€], con |A| = |B] = m.

Entonces,

(@ = Gra(@) (Gl = |( Y @/(e)e}) (@)

jEA\B
<| X @] el
jEA\B
m—+1)¢'(m
< 42T )
< 4A ||z [l2’]] -

Por otro lado,

(G (@) (@ = G ()] =

:L"( Z e}(:n)ej)’

jEB\A

AK2A
pm+1) "
<BKZA ||| [|2]] -

< [l 2¢(m)

Ademis,

(Cr(@))(@) = D2 (ej)ej(a) =a'( Y ejl@e;) +a/ (3 ejl@e;) —a'( D €jlw)ey)

jeB jEB\A jEA JEA\B
=2/ (Gm(2)) + (G (@) (@ = G (@) — (2 = G, (1)) (G ().
Por lo tanto,
(G (2)] < (Ko + 48+ 8KZA) || |2/
y entonces
G| < (K — c+4A + 8K2A) |2/ .
Esto nos dice que (e},) es una sucesion basica cuasi-greedy.

Ya sabfamos que (2) implica (3), asi que sélo nos resta probar que (3) implica (1). En el

Teorema 4.2.5, vimos que (3) implica que tanto (ey) como (e},) son cuasi-greedy y conservativas.
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Supongamos que K, es la constante cuasi-greedy para (e,) y (e;z) y I' es la constante conservativa

también para ambas.

Supongamos ahora que A es un subconjunto finito de N. Para = € [ej}jgéA, seay =) ica€j+

. Supongamos que |e§- (z)| # 0 para todo j € N. Entonces

[Zal=] X dwel<] 3 dgwe]+] 3 e

) (y)=1 EAES! e (y)l<1

< 2Kyl -

Por continuidad,

jeA ejH < 2K.||y|| para todo x € [ej];¢4. Por el teorema de Hanh-Banach,
si llamamos E = [e;];¢4, debe exitir un 2’ € X', [[2[| = 1 tal que 2’ =0 en By 2/ (3 ca¢j) =

dist(>-;c 4 €5, E). Pero esto nos dice que 2’ = 3" ,c 4 2’ (ej)e) y

¢(Sa)|- mIS ol Sl o0

Sea m € N. Sean Ag, By tal que |Apl|,|Bo| <m 'y
| ellz5em [ 24
J€A0 Jj€Bo

Sea A un subconjunto de N con |A| =2m y A > max(Ay, Bp).

Notemos que si D C Ay |D| > m, como D > Ay, By y ambas (ey,) y (e],) son conservativas

con constante I, .
|2 el 2 gpetm. |26

Ahora sea u' € [e]]jea tal que 3 ¢ 4 [uf (e;)|? sea minimo con respecto a ||u/|| <1y

/ ¢(m)
;u (ej) > ITK, (5.5)

Esto se puede hacer porque el 2’ que tomamos en (5.4) cumple esta desigualdad.

Sea G, (u') = 3 ;cpu'(ej)ej con B C Ay |B] =m. Sea D = A\B. Observemos que, por el

Lema 3.1.7, tenemos

m1n|u e; \H Z

y, como ¢'(m) 5 < szeBe
S8K2T
(m)”
Al igual que antes, por (5.4) podemos encontrar un v € [e/];ep con [[v'] =1y

) p(m)
gl:)v (ej) > T,

<
grgg\u ()]

‘S
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Como estamos asumiendo que v’ es minimal, se puede ver que

D (1 =ty (eg) + 10 (e)))* = Yl

JEA jEA

para todo 0 < ¢t < 1. Entonces,

Zu'(ej)Q < Z u/(e

jEA jeA
<m1n|u e;) |Z [v(e;)]
JjeD
8K2
Z €j€i
jeD

K?T
u ;m o |5 e

< 16 K2Tp(m)
¢'(m)

Y por lo tanto, por (5.5),

2
(p(m))* <2 T*KZ | Y u'(e))|
JjEA
< 2'T?K?m Z u'(e
JEA
283 Kdmp(m)
- ¢(m)

lo que implica que
p(m)¢'(m) < 2°T°Klm

con lo cual (ey) es bidemocratica. O

Corolario 5.2.3. Sea X un espacio de Banach con tipo no trivial. Si (e,) es una base cuasi-

/

') es una sucesion bdsica cuasi-greedy en X'.

greedy, entonces (e

Demostracion. Como X tiene tipo no trivial, entonces (e,) tiene la PRS, y por lo tanto, es

bidemocratica. El teorema anterior nos da el resultado. O

Ejemplo 5.2.4. Mostremos con un ejemplo que si ¢ : N — (0, +00) es una funcién creciente que
cumple que (1) = 1, p(n)/n es decreciente pero no cumple (5.1) para ningin 5 > 0, entonces
es posible construir un espacio de Banach X con base greedy (e,) con funciéon fundamental
equivalente a ¢ tal que su sucesion biortogonal (e},) no es cuasi-greedy. Este ejemplo nos muestra

que la condicién “(e,) tiene la PRS” en 5.2.1 es necesaria. Lo podemos encontrar en [Dil].
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Definamos el espacio de sucesiones X, como la completacién de cgg para la norma

@w\n
ol = sup sup £ 5

|Al=n kcA
A<n

Recordemos que cgg es el espacio de todas las sucesiones (a,) que son eventualmente cero,
dotado de la norma supremo. Es claro que la base candnica es incondicional en X. Ademas, es

democratica. Para ver esto, sea |[A| =n,

_ olm)
Hk%ekH = Sup EEZ” - IBNA| < o(n).

Por otro lado, supongamos que n es par. Entonces como [{k € A : k > n/2}| > n/2, podemos
elegir B C A, |B| =n/2y B > n/2. Ademas, debe valer

p(n/2)2/n = @(n)/n.

Entonces,

| S ek = etn/22/n Y 1] > o(n)/2

keA keB
Si n es impar, podemos hacer la misma cuenta de arriba con (n — 1)/2. Entonces (e,) es
democratica, y su funcién fundamental es equivalente a ¢. Supongamos que la sucesién bésica

(e],) es democrética con constante A. Notemos que si |A] = n, A > n entonces

| ehl)| < g02””71)(g0§1’”‘) S lep@)]) €

keA keA ¥

y por lo tanto, ||>icaerll < n/p(n). Como estamos suponiendo que (e},) es democratica,

tenemos que
n
[0 i < ansem).
k=1

Tomemos ahora

Como ¢ es creciente,

Ademas,
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y por lo tanto,

Por lo tanto, ¢(mn) < A/log(m)mep(n).

/

5.1 y esto nos dice que (e,

CAPITULO 5. DUALIDAD

Tomando m suficientemente grande esto contradice

) no puede ser democrética (y, por lo tanto, no puede ser greedy).
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