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Introducción

La conjetura de Casas-Alvero fue formulada en el año 2001 por el matemático español

Eduardo Casas-Alvero, mientras preparaba un trabajo relacionado con propiedades de

curvas planas complejas ( [1] ). A la fecha la conjetura permanece abierta, y es reconocida

por la simpleza de su planteo. Una de las formulaciones habituales de esta conjetura es la

siguiente:

Conjetura de Casas-Alvero: Sea K un cuerpo de caracteŕıstica 0, y sea P (X) ∈ K[X]

un polinomio de grado n ∈ N tal que

gr(mcd(P, P (k))) ≥ 1 ∀k ∈ {1, 2, ..., n− 1}.

Entonces P tiene una única ráız de multiplicidad n. Más precisamente, existen λ ∈ K\{0}
y α ∈ K tales que

P (X) = λ(X − α)n.

Notemos que, en caso de existir λ y α como se plantea en la conjetura, vale que α ∈ K ya

que el coeficiente de P de grado n− 1 será igual a −nλα ∈ K. Por otra parte, es claro que

la conjetura vale trivialmente para n = 1.

Esta conjetura también puede formularse del siguiente modo:

Formulación equivalente: Sea K un cuerpo de caracteŕıstica 0, P (X) ∈ K[X] un poli-

nomio de grado n ∈ N tal que existen α1, α2, ..., αn−1 ∈ K que verifican:

P (αk) = P (k)(αk) = 0 ∀k ∈ {1, 2, ..., n− 1}.

Entonces α1 = α2 = · · · = αn−1 (y por lo tanto, P tiene una única ráız de multiplicidad

n).

En resumidas cuentas, el primer registro de avance en relación a la conjetura se encuentra

en [6], donde se prueba mediante técnicas de álgebra computacional la misma hasta grado
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igual a 5, y se deja expresado que similarmente los autores han verificado la conjetura

hasta grado igual a 7. Por otro lado, el mayor avance desde el punto de vista teórico fue

logrado originalmente en [8], probando la conjetura para infinitos grados, utilizando la

teoŕıa de esquemas.

El objetivo de esta tesis es presentar un panorama general de lo que se sabe actualmente

en torno a la conjetura de Casas-Alvero. En el Caṕıtulo 1, se presenta una demostración de

la conjetura para grados bajos, aśı como también una nueva formulación equivalente para

grado mayor o igual a 3. En el Caṕıtulo 2, se estudian diversos resultados relacionados con

la conjetura, como por ejemplo la independencia del cuerpo de coeficientes en cuestión para

su veracidad. Finalmente, en el Caṕıtulo 3, se incluye una demostración de la conjetura

para infinitos grados. Los resultados del último caṕıtulo provienen originalmente de [8],

pero el desarrollo en esta tesis seguirá el hilo de la demostración de estos mismos realizada

en [7], que reemplaza como herramienta principal la teoŕıa de esquemas por la teoŕıa de

valuaciones.



Caṕıtulo 1

La conjetura en grados bajos

Como el nombre del caṕıtulo lo indica, el objetivo del mismo es demostrar la conjetura

para grados bajos; más espećıficamente, para los casos de grado 2, 3, 4 y 5. Sin embargo,

presentaremos también una reformulación equivalente de la conjetura para polinomios de

grado mayor o igual a 3. Ésta será utilizada para probar la conjetura en polinomios de grado

4 y 5, y también en el caṕıtulo siguiente para dar una demostración de la independencia

de la conjetura respecto del cuerpo de coeficientes en cuestión.

Comenzaremos con algunos aspectos preliminares que serán de utilidad a lo largo de toda

la tesis.

1.1. Preliminares básicos

Sea K un cuerpo de caracteŕıstica 0 y sea P ∈ K[X] un polinomio de grado n ∈ N. Diremos

que P es un polinomio de Casas-Alvero, o simplemente un polinomio C-A si P es un

polinomio que satisface la hipótesis de la conjetura; es decir, si existen α1, α2, ..., αn−1 ∈ K
que verifican:

P (αk) = P (k)(αk) = 0 ∀k ∈ {1, 2, ..., n− 1}.

Para empezar, notemos que se puede suponer que el cuerpo K es algebraicamente cerrado,

ya que dado P ∈ K[X] ⊂ K[X] polinomio C-A, entonces existen λ ∈ K \ {0} y α ∈ K tales

que P = λ(X − α)n. Luego, como λ es el coeficiente principal de P , vale que λ ∈ K.

Por otro lado, para todo λ ∈ K \ {0}, k ∈ N tenemos que

(λP )(k) = λP (k),

mcd(λP, λP (k)) = mcd(P, P (k)).
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Entonces podemos suponer, de ser necesario, que P es mónico sin pérdida de generalidad.

A su vez, vale que para todo µ ∈ K \ {0}, α ∈ K y k ∈ N:

(P (µX + α))(k) = µkP (k)(µX + α),

mcd(P (µX+α), µkP (k)(µX+α)) =
1

µ`
mcd(P, P (k))(µX+α), con ` = gr(mcd(P, P (k)).

En consecuencia, suponiendo que K es algebraicamente cerrado, podemos entonces efectuar

transformaciones afines a las ráıces para prefijar el valor de una de ellas, o también de dos

de ellas cuando se suponga que existe más de una.

1.2. Polinomios de grado 2 y grado 3

A lo largo de todo este caṕıtulo supondremos sin pérdida de generalidad, por lo visto en

la Sección 1.1, que K es un cuerpo de caracteŕıstica 0 algebraicamente cerrado, y en esta

sección que los polinomios C-A considerados son mónicos.

Sea por lo tanto P (X) = X2 + aX + b ∈ K[X] un polinomio C-A de grado 2. Si llamamos

α ∈ K a la ráız común entre P y P ′ entonces α es ráız doble de P , y en consecuencia

P (X) = (X − α)2.

Supongamos ahora que P ∈ K[X] es un polinomio C-A de grado 3. En este caso, si

llamamos α1 ∈ K a la ráız común entre P y P ′ y α2 ∈ K a la ráız común entre P y P ′′,

entonces α1 es ráız doble de P y, por lo tanto, existe β ∈ K tal que

P (X) = (X − α1)
2(X − β),

P ′(X) = 2(X − α1)(X − β) + (X − α1)
2,

P ′′(X) = 4(X − α1) + 2(X − β).

Además α2 es ráız de P , por lo que debemos mirar dos casos: α2 = α1 ó α2 = β.

(i) Si α2 = α1 entonces α2 es una ráız triple de P , y en consecuencia P (X) = (X−α2)
3;

(ii) si α2 = β entonces P ′′(α2) = 4(α2 − α1) = 0, luego α2 = α1 y en consecuencia α2 es

una ráız triple de P , con lo cual P (X) = (X − α2)
3.
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1.3. Formulación equivalente para grado ≥ 3

Sea P (X) =

n∑
i=0

aiX
i ∈ K[X] un polinomio de grado n ≥ 3, entonces tenemos que ∀k ∈

{1, 2, ..., n− 1}:

P (k)(X) =

n∑
i=k

i(i− 1) . . . (i− k + 1)aiX
i−k = k!

n∑
i=k

(
i

k

)
aiX

i−k.

Como para k ≤ i ≤ n vale que(
i

k

)(
n

i

)
=

i!

k!(i− k)!
· n!

i!(n− i)!
=

n!

k!(i− k)!(n− i)!
=

=
n!

k!(n− k)!
· (n− k)!

(i− k)!(n− i)!
=

(
n

k

)(
n− k
n− i

)
,

tenemos que

(
i
k

)(
n
k

) =

(
n−k
n−i
)(

n
i

) y

P (k)(X)

k!
(
n
k

) =

n∑
i=k

(
i
k

)(
n
k

)aiXi−k =

n∑
i=k

(
n−k
n−i
)(

n
i

) aiX
i−k.

Supongamos ahora que P (X) es un polinomio C-A y sean α1, α2, ..., αn−1 ∈ K tales que

P (k)(αk) = P (αk) = 0 ∀k ∈ {1, 2, ..., n− 1}. Entonces debe ocurrir que

n∑
i=k

(
n− k
n− i

)
αi−kk

ai(
n
i

) =
n∑
i=0

(
n

i

)
αik

ai(
n
i

) = 0 ∀k ∈ {1, 2, ..., n− 1},

o también, remplazando i por n− j:
n−k∑
j=0

(
n− k
j

)
αn−k−jk

an−j(
n
j

) =
n∑
j=0

(
n

j

)
αn−jk

an−j(
n
j

) = 0 ∀k ∈ {1, 2, ..., n− 1}.

Esto puede resumirse en la siguiente igualdad matricial:

αn−1 1 0 0 . . . 0 0

α2
n−2 2αn−2 1 0 . . . 0 0
...

...
...

...
...

...

αn−11 (n− 1)αn−21

(
n−1
2

)
αn−31

(
n−1
3

)
αn−41 . . . 1 0

αn1 nαn−11

(
n
2

)
αn−21

(
n
3

)
αn−31 . . . nα1 1

αn2 nαn−12

(
n
2

)
αn−22

(
n
3

)
αn−32 . . . nα2 1

αn3 nαn−13

(
n
2

)
αn−23

(
n
3

)
αn−33 . . . nα3 1

...
...

...
...

...
...

αnn−1 nαn−1n−1
(
n
2

)
αn−2n−1

(
n
3

)
αn−3n−1 . . . nαn−1 1


·



an
an−1

n
an−2

(n2)
an−3

(n3)
...
a1
n

a0


=



0

0
...

0

0

0

0
...

0


.



CAPÍTULO 1. LA CONJETURA EN GRADOS BAJOS 8

SeaMn =



αn−1 1 0 0 . . . 0 0

α2
n−2 2αn−2 1 0 . . . 0 0
...

...
...

...
...

...

αn−11 (n− 1)αn−21

(
n−1
2

)
αn−31

(
n−1
3

)
αn−41 . . . 1 0

αn1 nαn−11

(
n
2

)
αn−21

(
n
3

)
αn−31 . . . nα1 1

αn2 nαn−12

(
n
2

)
αn−22

(
n
3

)
αn−32 . . . nα2 1

αn3 nαn−13

(
n
2

)
αn−23

(
n
3

)
αn−33 . . . nα3 1

...
...

...
...

...
...

αnn−1 nαn−1n−1
(
n
2

)
αn−2n−1

(
n
3

)
αn−3n−1 . . . nαn−1 1


∈ K(2n−2)×(n+1).

Tenemos entonces que Mn es una matriz tal que rg(Mn) ∈ {n, n + 1}, ya que 2n − 2 ≥
n+ 1 ⇐⇒ n ≥ 3 (y por ende rg(Mn) ≤ n+ 1), y además las primeras n filas de Mn son

li.

Por lo tanto, concluimos que existe P (X) polinomio C-A de grado n con α1, α2, ..., αn−1 ∈
K tales que P (k)(αk) = P (αk) = 0 ∀k ∈ {1, 2, ..., n − 1} si y sólo si el sistema lineal de

ecuaciones:

Mn · ~x = ~0 (1.1)

tiene solución no trivial (y dicha solución contiene información sobre los coeficientes de

P (X)). En efecto, lo único que no es inmediato es que una solución no trivial representa

un polinomio C-A de grado n; pero entonces, si la primera coordenada de ~x fuera nula,

mirando las primeras n filas de la matriz Mn puede verse que las demás coordenadas de

~x también resultan nulas. Luego, una solución no trivial del sistema (1.1) tiene primera

coordenada no nula y por lo tanto el polinomio correspondiente tiene grado igual a n.

Por otro lado, es claro que el sistema (1.1) tiene solución no trivial si y sólo si rg(Mn) = n.

Tomando la matriz Mn por bloques de la siguiente manera:

Mn =

(
An Un

Bn Cn

)
, con An =


αn−1

α2
n−2
...

αn−11

αn1

 ∈ Kn×1, Bn =


αn2
αn3
...

αnn−1

 ∈ K(n−2)×1,

Un =


1 0 0 . . . 0 0

2αn−2 1 0 . . . 0 0
...

...
...

...
...

(n− 1)αn−21

(
n−1
2

)
αn−31

(
n−1
3

)
αn−41 . . . 1 0

nαn−11

(
n
2

)
αn−21

(
n
3

)
αn−31 . . . nα1 1

 ∈ Kn×n,
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que es triangular inferior e inversible, y

Cn =


nαn−12

(
n
2

)
αn−22

(
n
3

)
αn−32 . . . nα2 1

nαn−13

(
n
2

)
αn−23

(
n
3

)
αn−33 . . . nα3 1

...
...

...
...

...

nαn−1n−1
(
n
2

)
αn−2n−1

(
n
3

)
αn−3n−1 . . . nαn−1 1

 ∈ K(n−2)×n,

tenemos que definiendo Tn =

(
U−1n 0

−CnU−1n In−2

)
∈ K(2n−2)×(2n−2) (inversible),

TnMn =

(
U−1n 0

−CnU−1n In−2

)(
An Un

Bn Cn

)
=

(
U−1n An In

Bn − CnU−1n An 0

)

y tiene el mismo rango que Mn, que queŕıamos que sea n. Esto ocurrirá si y sólo si

Bn − CnU−1n An =


0

0
...

0

 . (1.2)

Nuestro siguiente objetivo será por lo tanto calcular U−1n . Para esto, necesitamos algunas

definiciones.

Notación 1.1 Consideremos la siguiente notación:

N• =
⋃
m∈N0

Nm,

para ~v = (v1, ..., vm) ∈ N•: l(~v) = m, |~v| =
m∑
i=1

vi y

(
|~v|
~v

)
=


|~v|!

v1!...vm!
si m ∈ N ,

1 si m = 0 .

Lema 1.2 Sea m ∈ N y sea ~v = (v1, v2, ..., vm) ∈ Nm. Entonces(
|~v|
~v

)
=

(
|~v|
v1

)(
|(v2, v3, ..., vm)|
(v2, v3, ..., vm)

)
=

(
|(v1, v2, ..., vm−1)|
(v1, v2, ..., vm−1)

)(
|~v|
vm

)
.
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Demostración: En efecto, tenemos que(
|~v|
~v

)
=

(v1 + v2 + ...+ vm)!

v1!v2!...vm!
=

=
(v1 + v2 + ...+ vm)!

v1!(v2 + v3 + ...+ vm)!
· (v2 + v3 + ...+ vm)!

v2!v3!...vm!
=

(
|~v|
v1

)(
|(v2, v3, ..., vm)|
(v2, v3, ..., vm)

)
.

También, de forma análoga, (
|~v|
~v

)
=

(v1 + v2 + ...+ vm)!

v1!v2!...vm!
=

=
(v1 + v2 + ...+ vm−1)!

v1!v2!...vm−1!
· (v1 + v2 + ...+ vm)!

(v1 + v2 + ...+ vm−1)!vm!
=

(
|(v1, v2, ..., vm−1)|
(v1, v2, ..., vm−1)

)(
|~v|
vm

)
.

Definición 1.3 Para n ∈ N0, definimos los siguientes polinomios:

Q0 ≡ 1 ∈ K;

Para n ∈ N:

Qn(X0, X1, ..., Xn−1) =
∑
~v∈N•
|~v|=n

(−1)n−l(~v)
(
n

~v

)
~X~v

=

n∑
m=1

∑
~v∈Nm

|~v|=n

(−1)n−m
(
n

~v

)
~X~v

 ∈ K[X0, X1, ..., Xn−1],

donde si ~X = (X0, X1, ..., Xn−1) y ~v = (v1, v2, ..., vm) ∈ Nm es tal que |~v| = n, entonces

~X~v = Xv1
0 X

v2
v1X

v3
v1+v2 ...X

vm
v1+v2+...+vm−1

.

Observación 1.4 Notar que en la definición anterior, los vectores ~X y ~v no tienen ne-

cesariamente la misma longitud y la notación ~X~v representa algo distinto a lo usual.

Observación 1.5 De la definición anterior se deduce fácilmente que X0 divide a Qn(X0, ..., Xn−1)

para todo n ∈ N.

A modo de ejemplo, para n = 1, 2, 3, 4 y 5 resulta:

Q1(X0) = X0,
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Q2(X0, X1) = −X2
0 + 2X0X1,

Q3(X0, X1, X2) = X3
0 − 3X2

0X2 − 3X0X
2
1 + 6X0X1X2,

Q4(X0, X1, X2, X3) = −X4
0 +4X3

0X3+6X2
0X

2
2 +4X0X

3
1−12X2

0X2X3−12X0X
2
1X3−

−12X0X1X
2
2 + 24X0X1X2X3,

Q5(X0, X1, X2, X3, X4) = X5
0−5X4

0X4−10X3
0X

2
3−10X2

0X
3
2−5X0X

4
1 +20X3

0X3X4+

+30X2
0X

2
2X4+30X2

0X2X
2
3+20X0X

3
1X4+30X0X

2
1X

2
3+20X0X1X

3
2−60X2

0X2X3X4−
−60X0X

2
1X3X4 − 60X0X1X

2
2X4 − 60X0X1X2X

2
3 + 120X0X1X2X3X4.

El siguiente resultado nos resultará de gran utilidad en el cálculo de la matriz inversa en

cuestión.

Proposición 1.6 Para todo n ∈ N vale que

1. Qn(X0, X1, ..., Xn−1) =
n∑
k=1

(−1)k−1
(
n

k

)
Xk

0 ·Qn−k(Xk, Xk+1, ..., Xn−1),

o equivalentemente,
n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
Xk

0 ·Qn−k(Xk, Xk+1, ..., Xn−1) = 0;

2. Qn(X0, X1, ..., Xn−1) =

n∑
k=1

(−1)k−1
(
n

k

)
Qn−k(X0, X1, ..., Xn−k−1) ·Xk

n−k,

o equivalentemente,
n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
Qn−k(X0, X1, ..., Xn−k−1) ·Xk

n−k = 0.

Demostración:

1. Separando la sumatoria en la definición de Qn según el valor de la primer coordenada

de ~v y usando el Lema 1.2, tenemos que

Qn(X0, X1, ..., Xn−1) =
∑
~v∈N•
|~v|=n

(−1)n−l(~v)
(
n

~v

)
~X~v =

=

n∑
k=1

 ∑
~w∈N•
|~w|=n−k

(−1)n−l(~w)−1
(
n

k

)(
n− k
~w

)
Xk

0 · (Xk, Xk+1, ..., Xn−1)
~w

 =

=
n∑
k=1

(−1)k−1
(
n

k

)
Xk

0

 ∑
~w∈N•
|~w|=n−k

(−1)n−k−l(~w)
(
n− k
~w

)
(Xk, Xk+1, ..., Xn−1)

~w

 =
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=

n∑
k=1

(−1)k−1
(
n

k

)
Xk

0 ·Qn−k(Xk, Xk+1, ..., Xn−1).

2. De manera análoga, separando la sumatoria en la definición de Qn según el valor de

la última coordenada de ~v, tenemos que:

Qn(X0, X1, ..., Xn−1) =
∑
~v∈N•
|~v|=n

(−1)n−l(~v)
(
n

~v

)
~X~v =

=
n∑
k=1

 ∑
~w∈N•
|~w|=n−k

(−1)n−l(~w)−1
(
n− k
~w

)(
n

k

)
(X0, X1, ..., Xn−k−1)

~w ·Xk
n−k

 =

=

n∑
k=1

(−1)k−1
(
n

k

) ∑
~w∈N•
|~w|=n−k

(−1)n−k−l(~w)
(
n− k
~w

)
(X0, X1, ..., Xn−k−1)

~w

Xk
n−k =

=
n∑
k=1

(−1)k−1
(
n

k

)
Qn−k(X0, X1, ..., Xn−k−1) ·Xk

n−k.

Estamos ahora en condiciones de dar la fórmula para la inversa de la matriz Un definida

anteriormente.

Definición 1.7 Si n ∈ N, sea Vn ∈ Kn×n dada por

Vn =


v1,1 0 0 . . . 0 0

v2,1 v2,2 0 . . . 0 0
...

...
...

...
...

vn−1,1 vn−1,2 vn−1,3 . . . vn−1,n−1 0

vn,1 vn,2 vn,3 . . . vn,n−1 vn,n

 ,

con vi,j = (−1)i−j
(
i

j

)
Qi−j(αn−i, αn−i+1, ..., αn−j−1) ∀1 ≤ j ≤ i ≤ n, donde α0 = α1.

Lema 1.8 Para todo n ∈ N, U−1n = Vn.
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Demostración: Anteriormente, teńıamos que

Un =


u1,1 0 0 . . . 0 0

u2,1 u2,2 0 . . . 0 0
...

...
...

...
...

un−1,1 un−1,2 un−1,3 . . . un−1,n−1 0

un,1 un,2 un,3 . . . un,n−1 un,n

 ,

con ui,j =

(
i

j

)
αi−jn−i ∀1 ≤ j ≤ i ≤ n, α0 = α1. Luego,

Vn · Un =


1 0 0 . . . 0 0

λ2,1 1 0 . . . 0 0
...

...
...

...
...

λn−1,1 λn−1,2 λn−1,3 . . . 1 0

λn,1 λn,2 λn,3 . . . λn,n−1 1

 ,

donde para 1 ≤ j < i ≤ n:

λi,j =
n∑
l=1

(Vn)i,l(Un)l,j =
i∑
l=j

vi,l · ul,j

=
i∑
l=j

(−1)i−l
(
i

l

)
Qi−l(αn−i, αn−i+1, ..., αn−l−1) ·

(
l

j

)
αl−jn−l

=︸︷︷︸
k=l−j

i−j∑
k=0

(−1)i−j−k
(

i

j + k

)
Qi−j−k(αn−i, αn−i+1, ..., αn−j−k−1) ·

(
j + k

j

)
αkn−j−k

= (−1)i−j
i−j∑
k=0

(−1)k
(

i

j + k

)(
j + k

j

)
Qi−j−k(αn−i, αn−i+1, ..., αn−j−k−1) · αkn−j−k.

Dado que(
i

j + k

)(
j + k

j

)
=

i!

(i− j − k)!(j + k)!
· (j + k)!

j!k!
=

i!

(i− j − k)!j!k!
=

=
i!

j!(i− j)!
· (i− j)!

(i− j − k)!k!
=

(
i

j

)(
i− j
k

)
,

resulta que

λi,j = (−1)i−j
i−j∑
k=0

(−1)k
(
i

j

)(
i− j
k

)
Qi−j−k(αn−i, αn−i+1, ..., αn−j−k−1) · αkn−j−k

= (−1)i−j
(
i

j

)( i−j∑
k=0

(−1)k
(
i− j
k

)
Qi−j−k(αn−i, αn−i+1, ..., αn−j−k−1) · αkn−j−k

)
︸ ︷︷ ︸

= 0 (Prop. 1,6 (2))

= 0,
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lo que demuestra que Vn = U−1n .

Finalmente, volviendo a la ecuación (1.2) tenemos que:

Bn − Cn · U−1n ·An =

=


αn2
αn3
...

αnn−1

−

(
n
1

)
αn−12

(
n
2

)
αn−22

(
n
3

)
αn−32 . . .

(
n
n−1
)
α2 1(

n
1

)
αn−13

(
n
2

)
αn−23

(
n
3

)
αn−33 . . .

(
n
n−1
)
α3 1

...
...

...
...

...(
n
1

)
αn−1n−1

(
n
2

)
αn−2n−1

(
n
3

)
αn−3n−1 . . .

(
n
n−1
)
αn−1 1

 ·

·



1 0 . . . 0 0

−2Q1(αn−2) 1 . . . 0 0

3Q2(αn−3, αn−2) −3Q1(αn−3) . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

(−1)n−2
(
n−1
1

)
Qn−2(α1, . . . , αn−2) (−1)n−3

(
n−1
2

)
Qn−3(α1, . . . , αn−3) . . . 1 0

(−1)n−1
(
n
1

)
Qn−1(α0, . . . , αn−2) (−1)n−2

(
n
2

)
Qn−2(α0, . . . , αn−3) . . . −

(
n
n−1
)
Q1(α0) 1


·

·



αn−1

α2
n−2
α3
n−3
...

αn−11

αn0


=


αn2
αn3
...

αnn−1

−

(
n
1

)
αn−12

(
n
2

)
αn−22

(
n
3

)
αn−32 . . .

(
n
n−1
)
α2 1(

n
1

)
αn−13

(
n
2

)
αn−23

(
n
3

)
αn−33 . . .

(
n
n−1
)
α3 1

...
...

...
...

...(
n
1

)
αn−1n−1

(
n
2

)
αn−2n−1

(
n
3

)
αn−3n−1 . . .

(
n
n−1
)
αn−1 1

 ·

·



αn−1

−2Q1(αn−2)αn−1 + α2
n−2

3Q2(αn−3, αn−2)αn−1 − 3Q1(αn−3)α
2
n−2 + α3

n−3
...∑n−1

k=1(−1)n−1−k
(
n−1
k

)
Qn−1−k(α1, . . . , αn−1−k)α

k
n−k∑n

k=1(−1)n−k
(
n
k

)
Qn−k(α0, . . . , αn−k−1)α

k
n−k


=︸︷︷︸

Prop. 1,6 (2)

=


αn2
αn3
...

αnn−1

−

(
n
1

)
αn−12

(
n
2

)
αn−22

(
n
3

)
αn−32 . . .

(
n
n−1
)
α2 1(

n
1

)
αn−13

(
n
2

)
αn−23

(
n
3

)
αn−33 . . .

(
n
n−1
)
α3 1

...
...

...
...

...(
n
1

)
αn−1n−1

(
n
2

)
αn−2n−1

(
n
3

)
αn−3n−1 . . .

(
n
n−1
)
αn−1 1

 ·
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·



Q1(αn−1)

−Q2(αn−2, αn−1)

Q3(αn−3, αn−2, αn−1)
...

(−1)n−2Qn−1(α1, . . . , αn−1)

(−1)n−1Qn(α0, . . . , αn−1)


=


∑n

j=0(−1)j
(
n
j

)
αn−j2 Qj(αn−j , . . . , αn−1)∑n

j=0(−1)j
(
n
j

)
αn−j3 Qj(αn−j , . . . , αn−1)

...∑n
j=0(−1)j

(
n
j

)
αn−jn−1Qj(αn−j , . . . , αn−1)

 =

=


∑n−1

j=0 (−1)j
(
n
j

)
αn−j2 Qj(αn−j , . . . , αn−1)∑n−1

j=0 (−1)j
(
n
j

)
αn−j3 Qj(αn−j , . . . , αn−1)

...∑n−1
j=0 (−1)j

(
n
j

)
αn−jn−1Qj(αn−j , . . . , αn−1)

+ (−1)n ·


Qn(α0, . . . , αn−1)

Qn(α0, . . . , αn−1)
...

Qn(α0, . . . , αn−1)

 =︸︷︷︸
Prop. 1,6 (1)

= (−1)n−1 ·


Qn(α2, α1, . . . , αn−1)−Qn(α1, α1, . . . , αn−1)

Qn(α3, α1, . . . , αn−1)−Qn(α1, α1, . . . , αn−1)
...

Qn(αn−1, α1, . . . , αn−1)−Qn(α1, α1, . . . , αn−1)

 .

Por lo tanto, tenemos que

Bn − Cn · U−1n ·An =


0

0
...

0


si y sólo si

Qn(α1, α1, . . . , αn−1) = Qn(αi, α1, . . . , αn−1) ∀ i ∈ {2, . . . , n− 1}.

En conclusión, para n ≥ 3, la Conjetura de Casas-Alvero en grado n puede reformularse

de la siguiente manera: para todos α1, . . . , αn−1 ∈ K,

Qn(α1, α1, . . . , αn−1) = Qn(α2, α1, . . . , αn−1) = · · · = Qn(αn−1, α1, . . . , αn−1) =⇒

=⇒ α1 = α2 = · · · = αn−1.

1.4. Polinomios de grado 4

En este caso, sea P ∈ K[X] un polinomio C-A de grado 4, y sean α1, α2, α3 las ráıces

comunes entre P y P ′, P ′′, P ′′′ respectivamente (α1, α2, α3 ∈ K).
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Por los comentarios hechos en la Sección 1.1 podemos suponer, sin pérdida de generalidad,

que α1 = 0. Por otro lado, por la Observación 1.5 tenemos que

Q4(0, 0, α2, α3) = 0,

y por lo tanto debemos probar que la única solución del sistema Q4(α2, 0, α2, α3) = 0

Q4(α3, 0, α2, α3) = 0

es α2 = α3 = 0.

Entonces:  Q4(α2, 0, α2, α3) = 5α4
2 − 8α3

2α3 = 0

Q4(α3, 0, α2, α3) = 3α4
3 + 6α2

2α
2
3 − 12α2α

3
3 = 0

=⇒

=⇒

 α3
2 · (5α2 − 8α3) = 0

3α2
3 · (2α2

2 − 4α2α3 + α2
3) = 0

.

Analicemos tres casos:

1. Si α2 = 0 entonces 3α4
3 = 0 =⇒ α3 = 0, y por lo tanto α1 = α2 = α3 = 0.

2. Si α3 = 0 entonces 5α4
2 = 0 =⇒ α2 = 0, y por lo tanto α1 = α2 = α3 = 0.

3. Si α2 6= 0 y α3 6= 0, tenemos que:

 5α2 − 8α3 = 0

2α2
2 − 4α2α3 + α2

3 = 0
=⇒


α3

(
5 · α2

α3
− 8

)
= 0

α2
3

(
2 · α

2
2

α2
3

− 4 · α2

α3
+ 1

)
= 0

=⇒

=⇒


α2

α3
=

8

5

2

(
α2

α3

)2

− 4

(
α2

α3

)
+ 1 = 0

=⇒

=⇒ 2

(
8

5

)2

− 4

(
8

5

)
+ 1 = 0 −→ ABS!

En consecuencia, α1 = α2 = α3 = 0 es una ráız de P de multiplicidad 4, como queŕıamos

probar.
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1.5. Polinomios de grado 5

En este caso, sea P (X) ∈ K[X] un polinomio C-A de grado 5, y sean α1, α2, α3, α4 las

ráıces comunes entre P y P ′, P ′′, P ′′′, P IV respectivamente (α1, α2, α3, α4 ∈ K).

Análogamente al caso anterior, por los comentarios hechos en la Sección 1.1, podemos

suponer sin pérdida de generalidad que α1 = 0. Por otro lado, por la Observación 1.5,

tenemos que

Q5(0, 0, α2, α3, α4) = 0,

y por lo tanto, debemos probar que la única solución del sistema
Q5(α2, 0, α2, α3, α4) = 0

Q5(α3, 0, α2, α3, α4) = 0

Q5(α4, 0, α2, α3, α4) = 0

es α2 = α3 = α4 = 0.

Luego, como:

Q5(α2, 0, α2, α3, α4) = −9α5
2 + 25α4

2α4 + 20α3
2α

2
3 − 40α3

2α3α4,

Q5(α3, 0, α2, α3, α4) = −9α5
3 + 15α4

3α4 − 10α3
2α

2
3 + 30α2α

4
3+

+30α2
2α

2
3α4 − 60α2α

3
3α4,

Q5(α4, 0, α2, α3, α4) = −4α5
4 − 10α2

3α
3
4 + 20α3α

4
4 − 10α3

2α
2
4 + 30α2

2α
3
4+

+30α2α
2
3α

2
4 − 60α2α3α

3
4,

debemos considerar el sistema
α3
2(9α

2
2 − 25α2α4 − 20α2

3 + 40α3α4) = 0

α2
3(9α

3
3 − 15α2

3α4 + 10α3
2 − 30α2

2α4 − 30α2α
2
3 + 60α2α3α4) = 0

2α2
4(2α

3
4 + 5α2

3α4 − 10α3α
2
4 + 5α3

2 − 15α2
2α4 − 15α2α

2
3 + 30α2α3α4) = 0

.

Analicemos cuatro casos:

1. Si α2 = 0, tenemos que: 3α4
3(3α3 − 5α4) = 0

2α3
4(5α

2
3 − 10α3α4 + 2α2

4) = 0
.

Luego, vale que α3 = α4 = 0 ó α3 6= 0 y α4 6= 0, en cuyo caso tenemos que
α3

α4
=

5

3

5

(
α3

α4

)2

− 10

(
α3

α4

)
+ 2 = 0

−→ ABS!
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2. Si α3 = 0, tenemos que: α4
2(9α2 − 25α4) = 0

2α2
4(5α

3
2 − 15α2

2α4 + 2α3
4) = 0

.

Luego, vale que α2 = α4 = 0 ó α2 6= 0 y α4 6= 0, en cuyo caso tenemos que
α2

α4
=

25

9

5

(
α2

α4

)3

− 15

(
α2

α4

)2

+ 2 = 0
−→ ABS!

3. Si α4 = 0, tenemos que: α3
2(9α

2
2 − 20α2

3) = 0

α2
3(10α3

2 − 30α2α
2
3 + 9α3

3) = 0
.

Luego, vale que α2 = α3 = 0 ó α2 6= 0 y α3 6= 0, en cuyo caso tenemos que
(
α2

α3

)2

=
20

9

10

(
α2

α3

)2

·
(
α2

α3

)
− 30

(
α2

α3

)
+ 9 = 0

=⇒

=⇒


(
α2

α3

)2

=
20

9(
10 · 20

9
− 30

)(
α2

α3

)
+ 9 = 0

−→ ABS!

4. Si α2 6= 0, α3 6= 0 y α4 6= 0, tenemos que:
9α2

2 − 25α2α4 − 20α2
3 + 40α3α4 = 0 (E1)

9α3
3 − 15α2

3α4 + 10α3
2 − 30α2

2α4 − 30α2α
2
3 + 60α2α3α4 = 0 (E2)

2α3
4 − 10α3α

2
4 + 5α2

3α4 + 5α3
2 − 15α2

2α4 − 15α2α
2
3 + 30α2α3α4 = 0 (E3)

.

Reemplazando la ecuación E3 por E2 − 2E3 y la ecuación E2 por 3α2E1 − 2E2, nos

queda que: 
9α2

2 − 25α2α4 − 20α2
3 + 40α3α4 = 0

7α3
2 − 15α2

2α4 − 18α3
3 + 30α2

3α4 = 0

9α3
3 − 25α2

3α4 + 20α3α
2
4 − 4α3

4 = 0

=⇒
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=⇒



α2
4 ·

(
9

(
α2

α4

)2

− 25

(
α2

α4

)
− 20

(
α3

α4

)2

+ 40

(
α3

α4

))
= 0

α3
4 ·

(
7

(
α2

α4

)3

− 15

(
α2

α4

)2

− 18

(
α3

α4

)3

+ 30

(
α3

α4

)2
)

= 0

α3
4 ·

(
9

(
α3

α4

)3

− 25

(
α3

α4

)2

+ 20

(
α3

α4

)
− 4

)
= 0

.

Si llamamos µ =
α2

α4
6= 0 y ξ =

α3

α4
6= 0, tenemos que:


9µ2 − 25µ = 20ξ2 − 40ξ (E4)

7µ3 − 15µ2 = 18ξ3 − 30ξ2 (E5)

9ξ3 − 25ξ2 + 20ξ − 4 = 0 (E6)

.

Reemplazando la ecuación E5 por −E4 + E5 + 2E6, nos queda que
9µ2 − 25µ = 20ξ2 − 40ξ

(µ− 1)(7µ2 − 17µ+ 8) = 7µ3 − 24µ2 + 25µ− 8 = 0

(ξ − 1)(9ξ2 − 16ξ + 4) = 9ξ3 − 25ξ2 + 20ξ − 4 = 0

.

Consideremos tres casos:

a) Si µ = 1, entonces vale que: 20ξ2 − 40ξ + 16 = 0

9ξ3 − 25ξ2 + 20ξ − 4 = 0
,

pero esto es imposible ya que

32 = (135ξ2− 195ξ+ 52)(20ξ2− 40ξ+ 16)− (300ξ− 200)(9ξ3− 25ξ2 + 20ξ− 4).

b) Si ξ = 1, entonces vale que: 9µ2 − 25µ+ 20 = 0

7µ3 − 24µ2 + 25µ− 8 = 0
,

pero esto es imposible ya que

1544 = (585µ−1238)(7µ3−24µ2+25µ−8)−(455µ2−1259µ+418)(9µ2−25µ+20).
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c) Si µ 6= 1 y ξ 6= 1, entonces vale que:
9µ2 − 25µ = 20ξ2 − 40ξ (E7)

7µ2 − 17µ+ 8 = 0 (E8)

9ξ2 − 16ξ + 4 = 0 (E9)

.

Reemplazando la ecuación E7 por E7 −
9

7
E8 +

20

9
E9, nos queda que

−22

7
µ− 88

63
= −40

9
ξ

7µ2 − 17µ+ 8 = 0

9ξ2 − 16ξ + 4 = 0

.

Despejando ξ en la primera ecuación y reemplazando en la tercera, tenemos

que

µ2 − 1448

891
µ− 304

9801
= 0.

Reduciendo la ecuación E8 módulo esta última tenemos que

−5011

891
µ+

80536

9801
= 0 ,

pero esto es imposible ya que µ =
80536

55121
no es solución de ninguna de las dos

cuadráticas anteriores.

En consecuencia, α1 = α2 = α3 = α4 = 0 es una ráız de P de multiplicidad 5, como

queŕıamos probar.



Caṕıtulo 2

Resultados varios relacionados con

la conjetura

En este caṕıtulo estudiaremos diversos resultados relacionados con la Conjetura de Casas-

Alvero.

En la Sección 2.1 se incluye una demostración de un caso particular del Principio de

Transfer, en el cual se establece que la conjetura es cierta en grado n para polinomios con

coeficientes en un cuerpo K de caracteŕıstica cero algebraicamente cerrado si y sólo si es

cierta en grado n para polinomios con coeficientes en cualquier cuerpo de caracteŕıstica

cero algebraicamente cerrado. Esta flexibilidad hará que en lo sucesivo nos enfoquemos,

sin pérdida de generalidad, en polinomios con coeficientes en C.

En la Sección 2.2, siguiendo [7], se define lo que es un “casi contraejemplo” a la conjetura

y se prueba la existencia de ellos.

Por último, en la Sección 2.3, se incluyen resultados provenientes de [7] y [2] en los que se

estudian diversas propiedades del conjunto de ráıces de un polinomio C-A.

2.1. El Principio de Transfer aplicado a la conjetura

El Principio de Transfer es una herramienta muy poderosa que permite, por ejemplo, ex-

tender ciertos resultados probados sobre un cuerpo de caracteŕıstica cero algebraicamente

cerrado a otro cuerpo con las mismas propiedades, sin necesidad de replicar la demostra-

ción o adaptarla de un cuerpo a otro, lo cual no siempre es sencillo ni factible.

La idea central es probar que la conjetura para grado n en un cuerpo K de caracteŕıstica

21
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cero algebraicamente cerrado puede reformularse como una cierta propiedad que no invo-

lucra al propio cuerpo K sino solamente a su subcuerpo primo, que resulta isomorfo a Q.

De esta manera, la veracidad de la conjetura resulta independiente del cuerpo original.

Sea entonces K de caracteŕıstica cero algebraicamente cerrado; por simplicidad suponemos

directamente Q ⊆ K. Dado que ya vimos que la conjetura es cierta para polinomios de

grado 1 y 2 en cualquier cuerpo de caracteŕıstica cero, podemos restringirnos a polinomios

de grado n ≥ 3; y como vimos en la Sección 1.3, la conjetura es cierta en grado n para

polinomios en K[X] si y sólo si para todos α1, ..., αn−1 ∈ K:

Qn(α1, α1, . . . , αn−1) = Qn(α2, α1, . . . , αn−1) = · · · = Qn(αn−1, α1, . . . , αn−1) =⇒

=⇒ α1 = α2 = · · · = αn−1

(donde el polinomio Qn es el de la Definición 1.3); es decir, si α1, ..., αn−1 ∈ K son tales

que 

Qn(α2, α1, . . . , αn−1)−Qn(α1, α1, . . . , αn−1) = 0

Qn(α3, α1, . . . , αn−1)−Qn(α1, α1, . . . , αn−1) = 0
...

Qn(αn−1, α1, . . . , αn−1)−Qn(α1, α1, . . . , αn−1) = 0

,

entonces tenemos que 

α2 − α1 = 0

α3 − α1 = 0
...

αn−1 − α1 = 0

.

En consecuencia, definiendo para i ∈ {2, 3, ..., n−1} los polinomios Ti, Ui ∈ K[X1, X2, ..., Xn−1]

de la siguiente manera:

Ti(X1, X2, ..., Xn−1) = Qn(Xi, X1, X2, ..., Xn−1)−Qn(X1, X1, X2, ..., Xn−1) y

Ui(X1, X2, ..., Xn−1) = Xi −X1,

concluimos que la conjetura es cierta en grado n para polinomios en K[X] si y sólo si para

todo ~α = (α1, ..., αn−1) ∈ Kn−1 vale que

si



T2(~α) = 0

T3(~α) = 0
...

Tn−1(~α) = 0

, entonces



U2(~α) = 0

U3(~α) = 0
...

Un−1(~α) = 0

.
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Por el Teorema de los Ceros de Hilbert (ver por ejemplo [11, Theorem 1]), esto equivale a

que Uj ∈
√
I ∀j ∈ {2, 3, ..., n− 1}, donde I = 〈T2, T3, ..., Tn−1〉 ⊆ K[X1, X2, ..., Xn−1] y

√
I

es su ideal radical; en otras palabras, ∀j ∈ {2, 3, ..., n− 1} existe Nj ∈ N tal que U
Nj

j ∈ I.

En resumidas cuentas, según lo visto hasta aqúı, podemos afirmar que la conjetura es

cierta en grado n para polinomios en K[X] si y sólo si para todo j ∈ {2, 3, ..., n − 1}
existen Nj ∈ N y polinomios Rij ∈ K[X1, X2, ..., Xn−1] ∀i ∈ {2, 3, ..., n− 1} tales que

n−1∑
i=2

TiRij = U
Nj

j . (2.1)

El siguiente paso entonces será, para cada j ∈ {2, 3, ..., n − 1} y tomando Nj ∈ N fijo,

analizar el hecho de que existan los polinomios Rij ∈ K[X1, X2, ..., Xn−1] como en (2.1);

siendo nuestro objetivo probar que dicha existencia resulta independiente del cuerpo K.

Observación 2.1 Para todos i, j ∈ {2, 3, ..., n− 1} vale:

Ti, U
Nj

j ∈ Z[X1, ..., Xn−1] \ {0}: en efecto, lo único que no es inmediato es que

Ti 6= 0, pero siguiendo la Definición 1.3, es fácil ver que el coeficiente que acompaña

al monomio Xn
i en Qn(Xi, X1, ..., Xn−1) es

(−1)n−1
(
n

(n)

)
+ (−1)n−2

(
n

(i, n− i)

)
= (−1)n−1

(
1−

(
n

i

))
6= 0,

y por la Observación 1.5, X1 divide a Qn(X1, X1, ..., Xn−1), con lo cual el monomio

Xn
i no aparece en su fórmula expandida.

Ti es homogéneo de grado n y U
Nj

j es homogéneo de grado Nj, por lo que podemos

suponer sin pérdida de generalidad que todos los polinomios Rij en (2.1) son ho-

mogéneos de grado Nj − n: en efecto, si alguno no fuera homogéneo reemplazamos

simultáneamente todos los Rij por sus respectivas componentes homogéneas de grado

Nj − n manteniéndose dicha igualdad.

Luego llamando ~X = (X1, X2, ..., Xn−1), ~v = (v1, ..., vn−1) ∈ Nn−10 y utilizando ahora śı la

notación habitual para monomios ~X~v = Xv1
1 ...X

vn−1

n−1 (a diferencia de la utilizada en la

Definición 1.3), tenemos que si

Ti =
∑

~e∈Nn−1
0

|~e|=n

ti~e ~X
~e ∀i ∈ {2, 3, ..., n− 1},

Rij =
∑

~g∈Nn−1
0

|~g|=Nj−n

rij~g ~X
~g ∀i, j ∈ {2, 3, ..., n− 1},
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y

U
Nj

j =
∑

~f∈Nn−1
0

|~f |=Nj

u
j ~f
~X
~f ∀j ∈ {2, 3, ..., n− 1},

para cada j ∈ {2, 3, ..., n− 1} la ecuación (2.1) nos queda:

n−1∑
i=2

 ∑
~e∈Nn−1

0
|~e|=n

ti~e ~X
~e


 ∑

~g∈Nn−1
0

|~g|=Nj−n

rij~g ~X
~g

 =
∑

~f∈Nn−1
0

|~f |=Nj

u
j ~f
~X
~f .

Esto es equivalente a que ∀~f ∈ Nn−10 tal que |~f | = Nj , vale que

n−1∑
i=2

∑
~g∈Nn−1

0 , |~g|=Nj−n
~e∈Nn−1

0 , |~e|=n
~g+~e=~f

ti~erij~g = u
j ~f
. (2.2)

Sea

{~f ∈ Nn−10

∣∣ |~f | = Nj} = {~f1, ~f2, ..., ~fBj}

y

{~g ∈ Nn−10

∣∣ |~g| = Nj − n} = {~g1, ~g2, ..., ~gCj}.

En vista de las ecuaciones (2.2), la existencia de los polinomios Rij queda determinada

por un sistema lineal de Bj ecuaciones (una por cada coeficiente de U
Nj

j ) y (n − 2)Cj

incógnitas (una por cada coeficiente de cada Rij de grado Nj − n). Es decir, para cada

j ∈ {2, 3, ..., n− 1} podemos plantear un sistema lineal de ecuaciones de la forma

Tj · Rj = Uj

donde la matriz Tj ∈ ZBj×(n−2)Cj está formada por 0 y coeficientes de los polinomios

T2, T3, ..., Tn−1, el vector de incógnitas Rj ∈ K(n−2)Cj representa los coeficientes de los

polinomios R2j , R3j , ..., R(n−1)j y Uj ∈ ZBj está formado por coeficientes del polinomio

U
Nj

j .

Pero entonces, dado que tanto Tj como Uj son matrices con coeficientes en Z ⊆ Q, por

argumentos estándar de álgebra lineal, si este sistema tiene una solución en K(n−2)Cj ,

entonces también tiene una solución en Q(n−2)Cj .

Finalmente, la conclusión es que la conjetura es cierta en grado n para polinomios en K[X]

si y sólo si para todo j ∈ {2, 3, ..., n− 1} existe Nj ∈ N tal que el sistema de ecuaciones

Tj · Rj = Uj ,
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que tiene coeficientes en Z, tiene solución en Q(n−2)Cj , que es una condición independiente

del cuerpo K.

De esta manera, hemos probado el siguiente

Teorema 2.2 Sea K un cuerpo de caracteŕıstica cero algebraicamente cerrado y n ∈ N.

La conjetura de Casas-Alvero es cierta para polinomios de grado n con coeficientes en K
si y sólo si es cierta para polinomios de grado n con coeficientes en cualquier cuerpo de

caracteŕıstica cero algebraicamente cerrado.

2.2. “Casi contraejemplos” a la conjetura

Un “casi contraejemplo” a la conjetura de Casas-Alvero es un polinomio que tiene una ráız

en común con todas sus derivadas no constantes salvo quizás una de ellas, y sin embargo,

no tiene una única ráız. En esta sección probaremos la existencia de “casi contraejemplos”

a la conjetura, resultado que proviene de [7].

Proposición 2.3 Sea n ∈ N, n ≥ 2 y sea h ∈ {1, 2, ..., n−1}. Entonces existe Pn,h ∈ R[X]

de grado n tal que

gr(mcd(Pn,h, P
(k)
n,h)) ≥ 1 ∀k ∈ {1, 2, ..., h− 1, h+ 1, ..., n− 1}

y Pn,h tiene al menos dos ráıces distintas.

Antes de demostrar esta proposición, probaremos algunos resultados auxiliares.

Lema 2.4 Sea P ∈ R[X] de grado n ∈ N con todas sus ráıces reales y pertenecientes a un

intervalo [a, b] (a, b ∈ R, a < b), y sea m el máximo de las multiplicidades de las ráıces de

P . Entonces para todo k ∈ {1, 2, ..., n−1}, P (k) tiene todas sus ráıces reales y pertenecientes

a [a, b], y el máximo de las multiplicidades de las ráıces de P (k) es máx{m− k, 1}.

Demostración: Basta con probar que para k = 1, P ′ tiene todas sus ráıces reales y perte-

necientes a [a, b], y el máximo de las multiplicidades de las ráıces de P ′ es máx{m− 1, 1}.
Luego, para k > 1 se procede fácilmente por inducción.

Sea P ∈ R[X] de grado n ∈ N con todas sus ráıces reales. Sean r1, r2, ..., r` dichas ráıces,

con a ≤ r1 < r2 < . . . < r` ≤ b. Para cada j ∈ {1, 2, ..., `} sea mj ∈ N la multiplicidad de

rj en P ; entonces vale que
∑̀
j=1

mj = n.
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Derivando este polinomio, resulta que P ′(X) tiene grado n− 1 y además r1, r2, ..., r` son

ráıces de P ′ tales que para cada j ∈ {1, 2, ..., `} la multiplicidad de rj en P ′ es mj − 1.

Por otro lado, por el Teorema de Rolle existen s1, s2, ..., s`−1 ∈ R ráıces de P ′ con

rj < sj < rj+1

para todo j ∈ {1, 2, ..., `− 1}. Entonces hasta ahora encontramos al menos∑̀
j=1

(mj − 1)

+ (`− 1) =
∑̀
j=1

mj − `+ `− 1 = n− 1

ráıces de P ′ (contadas con multiplicidad), que tiene grado n − 1. Por lo tanto, éstas son

todas sus ráıces y podemos concluir además que s1, ..., s`−1 son simples. Por último, como

a ≤ r1 < s1 < r2 < s2 < r3 < · · · < r`−1 < s`−1 < r` ≤ b,

entonces todas pertenecen al intervalo [a, b].

Otro resultado necesario para probar la existencia de “casi contraejemplos” es lo que se

conoce como el Teorema de Continuidad de las Ráıces en función de los coeficientes. La

demostración de este teorema que incluiremos más abajo se basa en el conocido Teorema

de Rouché cuyo enunciado se exhibe a continuación.

Teorema 2.5 (de Rouché) Sea U ⊆ C abierto simplemente conexo y sean f, g : U −→ C
funciones holomorfas en U . Sea C ⊆ U una curva cerrada simple. Si |f(z)| > |g(z)| ∀z ∈ C
entonces f y f + g tienen las mismas cantidad de ráıces contadas con mutiplicidad en el

interior de C.

Demostración: Ver [4, Caṕıtulo 6, Sección 63]

Teorema 2.6 (de Continuidad de las Ráıces) Sea

P (X) = Xn +

n−1∑
i=0

aiX
i ∈ C[X]

un polinomio de grado n (n ∈ N) con ` ráıces distintas α1, α2, ..., α` ∈ C (1 ≤ ` ≤ n),

con multiplicidad m1,m2, ...,m` respectivamente. Entonces para todo ε > 0 tal que los

conjuntos {z ∈ C : |z − αj | ≤ ε} (j ∈ {1, 2, ..., `}) son disjuntos 2 a 2 existe δ > 0 tal que

todo polinomio mónico de grado n:

Q(X) = Xn +
n−1∑
i=0

biX
i ∈ C[X]
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que verifica que |ai − bi| < δ ∀i ∈ {0, ..., n− 1}, tiene exactamente mj ráıces contadas con

multiplicidad en {z ∈ C : |z − αj | < ε} ∀j ∈ {1, 2, ..., `}.

Demostración: Sea ε como en el enunciado. Para cada j ∈ {1, 2, ..., `} sea Cj = {z ∈ C :

|z−αj | = ε} (disjuntos 2 a 2), y λj = mı́n{|P (z)| : z ∈ Cj}. Estos mı́nimos existen pues la

función |P (z)| es continua y Cj ⊆ C es compacto ∀j ∈ {1, 2, ..., `}. Más aún, λj > 0 para

todo j ya que las ráıces de P , que son los puntos αj , se encuentran fuera de los conjuntos

Cj .

Ahora, para cada j ∈ {1, 2, ..., `} definimos µj = máx

{
1 +

n−1∑
i=1

|zi| : z ∈ Cj

}
> 0. Luego

elegimos δ > 0 tal que δ <
λj
µj
∀j ∈ {1, 2, ..., `}.

Entonces si Q(X) = Xn +
n−1∑
i=0

biX
i, con b0, b1, ..., bn−1 ∈ C tales que |ai − bi| < δ ∀i ∈

{0, ..., n− 1}, tenemos que para todo j ∈ {1, 2, ..., `} y para todo z ∈ Cj vale que

|Q(z)− P (z)| = |b0 − a0 +
n−1∑
i=1

(bi − ai)zi| ≤ |b0 − a0|+
n−1∑
i=1

|bi − ai||zi| <

< δ

(
1 +

n−1∑
i=1

|zi|

)
≤ δµj < λj ≤ |P (z)|.

En consecuencia, por el Teorema de Rouché, P y Q = P + (Q − P ) tienen las mismas

cantidad de ráıces contadas con mutiplicidad en {z ∈ C : |z − αj | < ε} ∀j ∈ {1, 2, ..., `}.

A partir del Teorema de Continuidad de las Ráıces, podemos obtener el siguiente resultado:

Proposición 2.7 Sea n ∈ N y sea Tn ⊆ Rn definido de la siguiente manera:

Tn = {(a0, a1, ..., an−1) ∈ Rn tal que Xn +
n−1∑
i=0

aiX
i tiene

todas sus ráıces reales y en el intervalo [0, 1]}.

Entonces la función ξn : Tn −→ [0, 1] definida por:

ξn(a0, a1, ..., an−1) = mı́n

{
ráıces reales de Xn +

n−1∑
i=0

aiX
i

}
es continua.
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Demostración: Sea (a0, a1, ..., an−1) ∈ Tn, P (X) = Xn +
∑n−1

i=0 aiX
i y sean 0 ≤ α1 <

α2 < . . . < α` ≤ 1 ∈ R las ráıces de P , con multiplicidad m1,m2, ...,m` respectivamente.

Entonces vale que ξn(a0, a1, ..., an−1) = α1.

Sea ε > 0. Consideramos ε′ > 0 tal que ε′ ≤ ε y los conjuntos {z ∈ C : |z − αj | ≤ ε′}
(j ∈ {1, 2, ..., `}) son disjuntos 2 a 2. En particular, notemos que

α1 + ε′ < αj − ε′

para todo j ∈ {2, ..., `}.

Por el Teorema 2.6, existe δ > 0 tal que si (b0, b1, ..., bn−1) ∈ Tn cumple que |ai − bi| <

δ ∀i ∈ {0, 1, ..., n − 1}, el polinomio Q(X) = Xn +
n−1∑
i=0

biX
i tiene exactamente mj ráıces

contadas con multiplicidad en {z ∈ C : |z−αj | < ε′} ∀j ∈ {1, 2, ..., `}, y como
∑̀
j=1

mj = n,

Q no tiene otras ráıces fuera de estos conjuntos. Además, dado que (b0, b1, ..., bn−1) ∈ Tn
todas las ráıces de Q resultarán reales y en el intervalo [0, 1]. Si β1 = ξn(b0, b1, ..., bn−1),

resta demostrar que |α1 − β1| < ε.

Por el absurdo, si |α1−β1| ≥ ε ≥ ε′, existe j ∈ {2, . . . , `} tal que β1 ∈ {z ∈ C : |z−αj | < ε′}.
Por otro lado, existe β ráız de Q tal que β ∈ {z ∈ C : |z − α1| < ε′}. Finalmente tenemos

que

β < α1 + ε′ < αj − ε′ < β1,

contradiciendo la definición de β1.

Ahora śı podemos probar el resultado principal de la sección.

Demostración de la Proposición 2.3: Si n = 2 y h = 1, cualquier polinomio Pn,h con dos

ráıces distintas sirve como “casi contraejemplo”. Supongamos por lo tanto que n ≥ 3.

Para ~t = (t1, t2, ..., tn−2) ∈ [0, 1]n−2 notamos

Q~t(X) = X(X − 1)
n−2∏
i=1

(X − ti) ∈ R[X]

y para cada k ∈ {1, 2, ..., n−1} consideramos las siguientes funciones (utilizando la notación

de la Proposición 2.7):

Ψk : [0, 1]n−2 −→ Rn−k definida por Ψk(~t) = (a0, a1, ..., an−k−1), donde

Xn−k +

n−k−1∑
i=0

aiX
i =

1

n(n− 1) . . . (n− k + 1)
Q

(k)
~t

(X).



CAPÍTULO 2. RESULTADOS VARIOS RELACIONADOS CON LA CONJETURA 29

Notemos que esta función es continua ya que sus coordenadas son polinomios en

(t1, t2, ..., tn−2) y además, por el Lema 2.4, Im(Ψk) ⊆ Tn−k.

σk : [0, 1]n−2 −→ [0, 1] dada por la composición σk = ξn−k ◦Ψk, que resulta continua

por ser composición de funciones continuas.

Por último, para cada h ∈ {1, 2, ..., n−1} consideramos la función continua Γh : [0, 1]n−2 −→
[0, 1]n−2 definida por:

Γh(~t) = (σ1(~t), σ2(~t), ..., σh−1(~t), σh+1(~t), ..., σn−1(~t)).

Por el Teorema de Punto Fijo de Brower (ver por ejemplo [12, Corollary 1.18]), existe

~γ = (γ1, γ2, ..., γn−2) ∈ [0, 1]n−2 tal que Γh(~γ) = ~γ. Definimos entonces Pn,h ∈ R[X] de la

siguiente manera:

Pn,h(X) = Q~γ(X) = X(X − 1)
n−2∏
i=1

(X − γi).

Este polinomio cumple que

gr(Pn,h) = n;

si k ∈ {1, 2, ..., h− 1}, entonces γk verifica que Pn,h(γk) = 0 y

γk = σk(~γ) = ξn−k ◦Ψk(~γ) = mı́n{ráıces reales de
1

n(n− 1) . . . (n− k + 1)
Q

(k)
~γ (X)}.

Luego, γk es una ráız real de Q
(k)
~γ = P

(k)
n,h. Esto prueba que

gr(mcd(Pn,h, P
(k)
n,h)) ≥ 1 ∀k ∈ {1, 2, ..., h− 1};

si k ∈ {h+ 1, h+ 2, ..., n− 1}, entonces γk−1 verifica que Pn,h(γk−1) = 0 y

γk−1 = σk(~γ) = ξn−k◦Ψk(~γ) = mı́n{ráıces reales de
1

n(n− 1) . . . (n− k + 1)
Q

(k)
~γ (X)}.

Luego γk−1 es una ráız real de Q
(k)
~γ = P

(k)
n,h. Esto prueba que

gr(mcd(Pn,h, P
(k)
n,h)) ≥ 1 ∀k ∈ {h+ 1, h+ 2, ..., n− 1}.

0 y 1 son ráıces de Pn,h.

En consecuencia, Pn,h ∈ R[X] de grado n verifica que

gr(mcd(Pn,h, P
(k)
n,h)) ≥ 1 ∀k ∈ {1, 2, ..., h− 1, h+ 1, ..., n− 1}

y tiene al menos dos ráıces distintas (0 y 1), como queŕıamos demostrar.
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2.3. Sobre el conjunto de ráıces de un polinomio de Casas-

Alvero

En esta sección, estudiamos diversas propiedades del conjunto de ráıces de un polinomio

C-A, provenientes de [2] y [7].

Para empezar, consideremos la siguiente

Definición 2.8 Sea P ∈ C[X] un polinomio C-A de grado n ∈ N. Decimos que un con-

junto T ⊆ C es un conjunto testigo para P si existe f : {1, ..., n− 1} → T sobreyectiva tal

que para todo k ∈ {1, ..., n− 1},

P (f(k)) = P (k)(f(k)) = 0.

Notemos que necesariamente, un conjunto testigo para P es un conjunto formado por

ráıces de P . La idea detrás de esta definición es que un polinomio C-A podŕıa tener,

en principio, otras ráıces además de las que intervienen en las condiciones para que el

polinomio sea, en efecto, C-A.

Es claro que la conjetura es cierta si y sólo si todo conjunto testigo para un polinomio C-A

tiene cardinal 1. Por otro lado, la conjetura dice que el conjunto de ráıces de un polinomio

C-A tiene cardinal 1. En consecuencia, en esta sección estudiaremos separadamente res-

tricciones para el cardinal de un conjunto testigo y para el cardinal del conjunto de ráıces

de un polinomio C-A.

Comencemos estudiando entonces el cardinal de los conjuntos testigo.

Proposición 2.9 Sean P ∈ C[X] un polinomio C-A de grado n ∈ N y sea T un conjunto

testigo para P . Entonces #T 6= 2.

Demostración: Sea f : {1, ..., n− 1} → T sobreyectiva tal que para todo k ∈ {1, ..., n− 1},
P (f(k)) = P (k)(f(k)) = 0 y supongamos por el absurdo que #T = 2. Por lo visto en la

Sección 1.1, podemos suponer sin pérdida de generalidad que P es mónico y que T = {0, 1},
y por lo tanto P (0) = P (1) = 0.

Probemos primero, por inducción decreciente en k, que para todo k ∈ {1, 2, ..., n} vale que

P (k) ∈ R[X];

P (k) > 0 ó P (k) < 0 en el intervalo (0, 1).
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Si k = n, P (n) = n! verifica las 2 condiciones. Supongamos que lo afirmado es cierto para

k = k0 ∈ {2, 3, ..., n}. Entonces tenemos que P (k0) ∈ R[X] y además P (k0) > 0 ó P (k0) < 0

en el intervalo (0, 1). Luego, P (k0−1) es primitiva de P (k0) y, por hipótesis, P (k0−1)(0) = 0

ó P (k0−1)(1) = 0.

Esto nos permite afirmar que

P (k0−1)(X) =

∫ X

0
P (k0)(t)dt ó P (k0−1)(X) =

∫ X

1
P (k0)(t)dt,

con lo cual en cualquiera de los casos P (k0−1) ∈ R[X].

Además, como P (k0) > 0 ó P (k0) < 0 en el intervalo (0, 1) entonces P (k0−1) es estricta-

mente creciente ó estrictamente decreciente en el intervalo [0, 1], y como P (k0−1)(0) = 0

ó P (k0−1)(1) = 0 entonces P (k0−1) > 0 ó P (k0−1) < 0 en el intervalo (0, 1).

Ahora, por lo visto recién, tenemos que P ′ ∈ R[X] y además P ′ > 0 ó P ′ < 0 en el intervalo

(0, 1). Como P es primitiva de P ′ y P (0) = 0 entonces P (X) =

∫ X

0
P ′(t)dt ∈ R[X]. Pero

además como P ′ > 0 ó P ′ < 0 en el intervalo (0, 1) entonces P es estrictamente creciente

ó estrictamente decreciente en el intervalo [0, 1], y a su vez P (0) = P (1) = 0, lo cual es un

absurdo.

Para probar el resto de los resultados, incluiremos primero algunas definiciones, teoremas y

lemas auxiliares. Para simplificar la notación, en lo que sigue identificaremos los conjuntos

C y R2 de la manera habitual.

Definición 2.10 Sea A ⊆ C un conjunto convexo. Un vértice de A es un punto v ∈ A
que verifica la siguiente propiedad:

para todos v1, v2 ∈ A y t ∈ (0, 1), si tv1 + (1− t)v2 = v entonces v1 = v2 = v.

Lema 2.11 Sean A′, A ⊆ C conjuntos convexos, con A′ ⊆ A. Si v es un vértice de A que

pertenece a A′, entonces v es un vértice de A′.

Demostración: La demostración es directa a partir de la definición de vértice.

Lema 2.12 Si A ⊂ C es la cápsula convexa del conjunto {β1, β2, ..., β`} y v es un vértice

de A, entonces existe i ∈ {1, 2, ..., `} tal que v = βi.

Demostración: Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que β1, β2, ..., β` son distintos

dos a dos. Si v ∈ A entonces v =
∑̀
j=1

λjβj , con λj ∈ [0, 1] para todo j ∈ {1, 2, ..., `},
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∑̀
j=1

λj = 1. Ahora bien, si existe i ∈ {1, 2, ..., `} tal que λi = 1 entonces para todo

j 6= i vale que λj = 0, y en consecuencia v = βi. Supongamos entonces que existen i,

i′ ∈ {1, 2, ..., `} tales que λi, λi′ ∈ (0, 1) y v =
∑̀
j=1

λjβj . Entonces existe ε > 0 tal que

λi − ε, λi′ − ε, λi + ε, λi′ + ε ∈ (0, 1). Luego, sean

v1 =

 ∑
1≤j≤`
j 6=i,j 6=i′

λjβj

+ (λi + ε)βi + (λi′ − ε)βi′

y

v2 =

 ∑
1≤j≤`
j 6=i,j 6=i′

λjβj

+ (λi − ε)βi + (λi′ + ε)βi′

Entonces tenemos que v1, v2 ∈ A y además que v =
1

2
v1 +

1

2
v2 con v1 6= v2. En consecuen-

cia, v no es vértice de A.

Notación 2.13 Sea P ∈ C[X] un polinomio de grado n ∈ N y sean β1, β2, ..., β` ⊆ C sus

distintas ráıces, con 1 ≤ ` ≤ n. Notaremos AP ⊆ C a la cápsula convexa del conjunto de

ráıces de P , o sea, de {β1, β2, ..., β`}.

Teorema 2.14 (de Gauss-Lucas) Sea P ∈ C[X] un polinomio de grado n ∈ N y sean

β1, β2, ..., β` sus distintas ráıces de multiplicidad m1,m2, ...,m` respectivamente, con 1 ≤
` ≤ n. Entonces toda ráız de P ′ pertenece a AP (y en consecuencia AP ′ ⊆ AP ).

Demostración: Sin pérdida de generalidad, supongamos que P es mónico. Sea P (X) =∏̀
i=1

(X − βi)mi . Entonces vale que

P ′(X) =
∑̀
i=1

mi(X − βi)mi−1
∏

1≤j≤`
j 6=i

(X − βj)mj .

Ahora bien, sea z ∈ C una ráız de P ′. Si z también es ráız de P entonces z = βi para

algún i ∈ {1, 2, ..., `} y por lo tanto z ∈ AP . Supongamos entonces que P (z) 6= 0; entonces

vale que
P ′(z)

P (z)
= 0,
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∑̀
i=1

mi(z − βi)mi−1
∏

1≤j≤`
j 6=i

(z − βj)mj


∏̀
i=1

(z − βi)mi

= 0

y por lo tanto ∑̀
i=1

mi

z − βi
= 0.

Considerando que
mi

z − βi
=
mi(z − βi)
|z − βi|2

para todo i ∈ {1, 2, ..., `} tenemos que

∑̀
i=1

mi(z − βi)
|z − βi|2

= 0,

con lo cual, si conjugamos ambos miembros de la última igualdad nos queda que

∑̀
i=1

mi(z − βi)
|z − βi|2

= 0.

Entonces resulta que (∑̀
i=1

mi

|z − βi|2

)
z =

∑̀
i=1

mi

|z − βi|2
βi

Si llamamos λi =

mi
|z−βi|2∑`
i=1

mi
|z−βi|2

nos queda que z =
∑̀
i=1

λiβi, donde λi ∈ [0, 1] ∀i ∈

{1, 2, ..., `} y
∑̀
i=1

λi = 1. Por lo tanto, z ∈ AP .

Como consecuencia de este teorema, podemos enunciar el siguiente

Corolario 2.15 Sea P ∈ C[X] un polinomio de grado n ∈ N, {β1, β2, ..., β`} sus ráıces

distintas entre śı de multiplicidad m1,m2, ...,m` respectivamente, con 1 ≤ ` ≤ n. Si βi es

vértice de AP , entonces P (k)(βi) 6= 0 ∀k ∈ {mi,mi + 1, ..., n− 1}.

Demostración: Por el absurdo, si existe k ∈ {mi,mi + 1, ..., n − 1} tal que P (k)(βi) = 0,

entonces βi ∈ AP (k) . Como consecuencia del Teorema 2.14, AP (k) ⊆ AP (mi) , y por lo tanto

βi ∈ AP (mi) . Luego, como βi es vértice de AP y AP (mi) ⊆ AP entonces por el Lema 2.11,

βi es vértice de AP (mi) y por lo tanto, por el Lema 2.12, βi es ráız de P (mi). Esto es un

absurdo pues βi es ráız de P de multiplicidad mi, con lo cual P (mi)(βi) 6= 0.
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Ahora śı podemos probar el segundo resultado de la sección referido al cardinal de los

conjuntos testigo.

Proposición 2.16 Sean P ∈ C[X] un polinomio C-A de grado n ∈ N y sea T un conjunto

testigo para P . Entonces #T 6= n− 1.

Demostración: Sea f : {1, ..., n− 1} → T sobreyectiva tal que para todo k ∈ {1, ..., n− 1},
P (f(k)) = P (k)(f(k)) = 0, y notemos αk = f(k). Supongamos entonces por el absurdo

que T = {α1, α2, ..., αn−1} tiene cardinal n − 1. Entonces tenemos que αk 6= αh∀k, h ∈
{1, 2, ..., n− 1} con k 6= h.

Por lo visto en la Sección 1.1, podemos suponer sin pérdida de generalidad que P es

mónico. Como P (α1) = P ′(α1) = 0 resulta que α1 es ráız doble de P , con lo cual

P (X) = (X − α1)
2
n−1∏
k=2

(X − αk).

Ahora bien, es claro que AP tiene al menos 2 vértices, y en consecuencia al menos uno de

ellos será una ráız simple de P . Si llamamos αi a dicho vértice, entonces i ∈ {2, 3, ..., n−1};
luego, por el Corolario 2.15 P (k)(αi) 6= 0 ∀k ∈ {1, 2, ..., n − 1} ya que αi es ráız simple

de P . Entonces P (i)(αi) 6= 0, lo que es un absurdo pues P (αk) = P (k)(αk) = 0 ∀k ∈
{1, 2, ..., n− 1}.

A partir de ahora, nos enfocaremos en estudiar restricciones sobre el cardinal del conjunto

de ráıces de un polinomio C-A.

Antes veamos un lema auxiliar.

Lema 2.17 Sean n,m ∈ N, con m ≤ n. Entonces

n∑
k=m

(−1)k
(
n

k

)
= (−1)m

(
n− 1

m− 1

)
.

Demostración: Sabemos que para todo k, n ∈ N, k < n vale

(
n

k

)
=

(
n− 1

k − 1

)
+

(
n− 1

k

)
.
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Luego, tenemos que

n∑
k=m

(−1)k
(
n

k

)
= (−1)n

(
n

n

)
+

n−1∑
k=m

(−1)k
((

n− 1

k − 1

)
+

(
n− 1

k

))
= (−1)n +

n−1∑
k=m

(−1)k
(
n− 1

k − 1

)
−

n−1∑
k=m

(−1)k+1

(
n− 1

k

)
= (−1)n +

n−1∑
k=m

(−1)k
(
n− 1

k − 1

)
−

n∑
h=m+1

(−1)h
(
n− 1

h− 1

)
︸ ︷︷ ︸

h=k+1

= (−1)n + (−1)m
(
n− 1

m− 1

)
− (−1)n

(
n− 1

n− 1

)
= (−1)m

(
n− 1

m− 1

)

.

Ahora enunciemos y demostremos la siguiente

Proposición 2.18 Sea P ∈ C[X] un polinomio C-A de grado n ∈ N, sean β1, β2, ..., β`

sus distintas ráıces de multiplicidad m1,m2, ...,m` respectivamente, con 1 ≤ ` ≤ n. Si

` ≥ 2 entonces P tiene al menos 2 ráıces distintas que no son vértices de AP .

Demostración: Supongamos primero que todas las ráıces de P son vértices de AP . Sea m

el máximo de m1, ...,m`; como ` ≥ 2 entonces m ≤ n − 1 y, por lo visto en el Corolario

2.15, P (m)(βi) 6= 0 ∀i ∈ {1, 2, ..., `}, con lo cual P y P (m) no tienen ráıces comunes, lo que

es un absurdo pues P es un un polinomio C-A.

Supongamos, de ahora en más, que hay exactamente una ráız de P que no es vértice de

AP . Por lo visto en la Sección 1.1 podemos suponer sin pérdida de generalidad que P es

mónico y que β` = 0 es dicha ráız. Si m es el máximo de m1, ...,m`−1, entonces tenemos

que 1 ≤ m ≤ n− 1 y, por lo visto en el Corolario 2.15, P (k)(βi) 6= 0 ∀i ∈ {1, 2, ..., `− 1} y

∀k ∈ {m,m+ 1, ..., n− 1}.

Como P es un polinomio C-A, para todo k ∈ {m,m + 1, ..., n − 1} debe ocurrir que

P (k)(0) = 0, es decir que 0 es una ráız de P (k) de multiplicidad al menos n − k. En

consecuencia, como P es mónico y gr(P (k)) = n− k, resulta que

P (k)(X) =
n!

(n− k)!
Xn−k ∀k ∈ {m,m+ 1, ..., n− 1}. (2.3)

Ahora bien, sin pérdida de generalidad supongamos que β1 tiene multiplicidad m. Entonces

P (k)(β1) = 0 ∀k ∈ {0, 1, ...,m − 1} (P (0) = P ). Mirando el polinomio de Taylor de P
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centrado en β1, resulta que

P (X) =
n∑
k=0

P (k)(β1)

k!
(X − β1)k =

n∑
k=m

P (k)(β1)

k!
(X − β1)k.

Evaluando en X = 0, resulta que

0 = P (0) =

n∑
k=m

P (k)(β1)

k!
(−β1)k.

De la ecuación (2.3), nos queda que

0 =
n∑

k=m

(
n

k

)
(β1)

n−k(−β1)k,

0 = (β1)
n

n∑
k=m

(−1)k
(
n

k

)
,

0 = (β1)
n(−1)m

(
n− 1

m− 1

)
,

por el Lema 2.17. En consecuencia β1 = 0, que es un absurdo.

Por lo tanto, concluimos que deben existir al menos 2 ráıces de P que no son vértices de

AP .

Como consecuencia de esta proposición, haremos la siguiente

Observación 2.19 Todo polinomio C-A en C[X] con más de una ráız tiene al menos 4

ráıces distintas en C. En efecto, tomando P ∈ C[X] un polinomio C-A con más de una

ráız en C y mirando la cápsula convexa de sus ráıces AP , entonces P tiene al menos 2

ráıces que son vértices de AP y, por lo demostrado en la Proposición 2.18, al menos 2 que

no lo son. Luego, P tiene al menos 4 ráıces distintas.

Para finalizar el caṕıtulo, probemos la siguiente proposición que muestra que, en realidad,

un polinomio C-A que no tenga una única ráız tiene al menos 5 ráıces distintas:

Proposición 2.20 Sea P ∈ C[X] un polinomio un polinomio C-A con más de una ráız

en C. Entonces P tiene al menos 5 ráıces distintas en C.

Demostración: Como mencionamos en la Introducción, la conjetura de Casas-Alvero está de-

mostrada para polinomios de grado menor o igual que 7 (ver [6]). Luego, si P es un

polinomio de grado n, podemos suponer n ≥ 8.
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Por la Observación 2.19, basta con ver que si P ∈ C[X] es un polinomio un polinomio C-A

con más de una ráız, entonces no puede tener exactamente 4 ráıces distintas.

Supongamos, por el absurdo, que existe P ∈ C[X] polinomio C-A de grado n ∈ N con

exactamente 4 ráıces en C. Es claro que al menos 2 de ellas son vértices de AP , y por

la Proposición 2.18, al menos dos de ellas no son vértices de AP . Por lo tanto, tenemos

que AP tiene exactamente 2 vértices, con lo cual es un segmento en C. Por lo visto en la

Sección 1.1, podemos suponer que P es mónico y que sus 4 ráıces son reales, por lo que

P ∈ R[X].

Llamemos m al máximo de las multiplicidades de estas 4 ráıces; entonces vale que 2 ≤
m ≤ n− 3. Analicemos varios casos:

1. Si m ≤ n − 5, nuevamente por lo visto en la Sección 1.1 podemos suponer que

las 4 ráıces de P son a < 0 < 1 < b. Como a y b son vértices de AP , por el

Corolario 2.15 no pueden ser ráıces de P (k) para ningún k ∈ {m,m + 1, ..., n − 1};
luego podemos suponer además que P (n−1)(0) = 0. Más aún, por el Lema 2.4, para

k ∈ {m,m + 1, ..., n − 1} las ráıces de P (k) son simples; entonces necesariamente

tenemos que

P (n−1)(0) = P (n−2)(1) = P (n−3)(0) = P (n−4)(1) = P (n−5)(0) = 0.

Luego, teniendo en cuenta que P es mónico, resulta que

P (n−1) = n!X, P (n−2) =
n!

2
(X2−1), P (n−3) =

n!

6
(X3−3X), P (n−4) =

n!

24
(X4−6X2+5)

y

P (n−5) =
n!

120
(X5 − 10X3 + 25X) =

n!

120
X(X2 − 5)2,

que no tiene todas sus ráıces simples, lo que es un absurdo.

2. Si m = n−4, nuevamente por lo visto en la Sección 1.1 podemos suponer, sin pérdida

de generalidad, que las 4 ráıces de P son a < 0 < b < 1 y, de manera similar al ı́tem

anterior, que

P (n−1)(0) = P (n−2)(b) = P (n−3)(0) = P (n−4)(b) = 0.

En consecuencia, como P es mónico podemos afirmar que

P (n−1) = n!X, P (n−2) =
n!

2
(X2 − b2), P (n−3) =

n!

6
(X3 − 3b2X)

y

P (n−4) =
n!

24
(X4 − 6b2X2 + 5b4) =

n!

24
(X2 − 5b2)(X2 − b2).
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Por el Teorema 2.14 sabemos que [−
√

5b,
√

5b] = AP (n−4) ⊆ AP = [a, 1], pero además,

como a y 1 son vértices de AP , por el Corolario 2.15, sabemos que no son ráıces de

P (n−4), con lo que concluimos que AP (n−4) ⊆ (a, 1), y en consecuencia

a < −
√

5b < −b.

Ahora bien, si llamamos ma, m0, mb y m1 a las multiplicidades de a, 0, b y 1

respectivamente tenemos que estos valores son 1, 1, 2 y n−4 en algún orden. Además,

como P (n−4)(b) = 0, entonces mb 6= n− 4.

Por otro lado, supongamos P (X) = Xn +
∑n−1

i=0 aiX
i. Las condiciones P (n−1)(0) =

P (n−3)(0) = 0 implican an−1 = an−3 = 0, y luego podemos concluir que

maa+mbb+m1 = −an−1 = 0 (2.4)

y

maa
3 +mbb

3 +m1 = −3an−3 + 3an−1an−2 − a3n−1 = 0, (2.5)

de lo que se deduce que

maa(a2 − 1) = mbb(1− b2). (2.6)

Como mbb(1− b2) > 0 y a < 0 entonces también vale que −1 < a; luego

ma > −ama = mbb+m1 > m1.

Esto implica además que ma ≥ 2 ≥ m1.

Consideremos dos casos:

a) Si ma = 2 entonces mb = m1 = 1 y m0 = n− 4. De las ecuaciones (2.4) y (2.5)

resulta que

2a+ b+ 1 = 2a3 + b3 + 1 = 0,

con lo cual

2a3 + (−1− 2a)3 + 1 = −6a(a+ 1)2 = 0,

lo que es un absurdo.

b) Si ma = n− 4 entonces en la ecuación (2.6) tenemos que

(−a)(1− a2) =
mb

n− 4
b(1− b2) < b(1− b2).

Como la función φ : R → R definida por φ(t) = t(1 − t2) es estrictamente cre-

ciente en [0,
1√
3

] y 0 < b < −a, entonces necesariamente −a > 1√
3

. Volviendo

a la ecuación (2.4), nos queda que

n− 4 = mb
b

−a
+m1

1

−a
<
mb√

5
+m1

√
3 ≤ 1√

5
+ 2
√

3 < 4,
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ya que {mb,m1} ⊆ {1, 2} pero no puede ser que sean simultánemante mb = 2

y m1 = 2. Esto es un absurdo pues estamos suponiendo que n ≥ 8.

3. Si m = n − 3, procedemos de manera similar a los casos anteriores. Por lo visto en

la Sección 1.1 podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que las 4 ráıces de P

son a < 0 < b < 1 y que

P (n−1)(0) = P (n−2)(b) = P (n−3)(0) = 0.

En consecuencia, como P es mónico podemos afirmar que

P (n−1) = n!X, P (n−2) =
n!

2
(X2 − b2), P (n−3) =

n!

6
(X3 − 3b2X)

Por el Teorema 2.14 sabemos que [−
√

3b,
√

3b] = AP (n−3) ⊆ AP = [a, 1], pero además,

como a y 1 son vértices de AP , por el Corolario 2.15, sabemos que no son ráıces de

P (n−3), con lo que concluimos que AP (n−3) ⊆ (a, 1), y en consecuencia

a < −
√

3b < −b.

Si llamamos nuevamente ma, m0, mb y m1 a las multiplicidades de a, 0, b y 1

respectivamente tenemos que estos valores son 1, 1, 1 y n− 3 en algún orden.

De manera análoga al caso anterior, de las condiciones P (n−1)(0) = P (n−3)(0) = 0

podemos concluir que

maa+mbb+m1 = 0 (2.7)

y

maa
3 +mbb

3 +m1 = 0,

de lo que se deduce que

maa(a2 − 1) = mbb(1− b2), (2.8)

y como mbb(1− b2) > 0 y a < 0 entonces también vale que −1 < a; luego

ma > −ama = mbb+m1 > m1.

Esto implica que ma = n− 3 y m0 = mb = m1 = 1.

De la ecuación (2.8) tenemos que

(−a)(1− a2) =
1

n− 3
b(1− b2) < b(1− b2).

Como la función φ : R → R definida por φ(t) = t(1 − t2) es estrictamente creciente

en [0,
1√
3

] y 0 < b < −a, entonces necesariamente −a > 1√
3

.
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Volviendo a la ecuación (2.7), nos queda que

n− 3 =
b

−a
+

1

−a
<

1√
3

+
√

3 < 3,

lo que es un absurdo pues estamos suponiendo que n ≥ 8.



Caṕıtulo 3

La conjetura en infinitos grados

En este caṕıtulo estudiaremos uno de los avances más importantes que se conocen en

torno a la resolución de la Conjetura de Casas-Alvero, que es la veracidad de la conjetura

para infinitos grados. Este resultado proviene originalmente de [8], pero el desarrollo que

seguiremos aqúı será el realizado en [7].

3.1. Valuaciones

En esta sección incluiremos algunos resultados introductorios relacionados con la teoŕıa

de valuaciones. Los mismos son centrales en el desarrollo del caṕıtulo.

Definición 3.1 Sea K un cuerpo. Una valuación sobre K es una función v : K −→
R ∪ {+∞} que verifica las siguientes propiedades:

(i) v−1({+∞}) = {0};

(ii) v(αα′) = v(α) + v(α′) ∀α, α′ ∈ K;

(iii) v(α+ α′) ≥ mı́n{v(α), v(α′)} ∀α, α′ ∈ K.

Ejemplos 3.2

1. Si K es cuerpo, la función v0 : K −→ R ∪ {+∞} tal que

v0(0) = +∞,

v0(α) = 0 ∀α ∈ K \ {0}.

41
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es valuación, la cual denominaremos valuación trivial o nula sobre K.

2. Para todo p ∈ N primo, las valuaciones p-ádicas vp : Q −→ R∪ {+∞} definidas por

vp(0) = +∞,

si n ∈ Z, entonces vp(n) = máx{k ∈ N0 : pk|n},

si q =
a

b
∈ Q (a, b ∈ Z, b 6= 0), entonces vp(q) = vp(a)− vp(b).

son valuaciones sobre Q.

Observación 3.3 En toda valuación v : K −→ R∪{+∞} valen las siguientes propiedades:

v(1) = v(−1) = 0 y v(α) = v(−α) ∀α ∈ K;

v(αn) = n · v(α) ∀α ∈ K \ {0} y ∀n ∈ Z.

Comencemos estudiando algunas propiedades relacionadas con valuaciones.

Proposición 3.4 Sea K un cuerpo y sea v : K −→ R ∪ {+∞} una valuación no trivial.

Si definimos

R = {α ∈ K : v(α) ≥ 0},

M = {α ∈ K : v(α) > 0},

K = R/M,

entonces vale que

(i) R es un subanillo propio de K;

(ii) M es el único ideal maximal de R;

(iii) K es un cuerpo algebraicamente cerrado si K lo es.

Demostración:

(i) Como v(0) = +∞ y v(1) = v(−1) = 0 entonces 0, 1, −1 ∈ R;

si α ∈ R entonces v(α) ≥ 0; luego v(−α) = v(α) ≥ 0, con lo cual −α ∈ R;
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si α, α′ ∈ R entonces v(α) ≥ 0 y v(α′) ≥ 0. Luego v(α+α′) ≥ mı́n{v(α), v(α′)} ≥
0 y v(αα′) = v(α) + v(α′) ≥ 0, por lo que α+ α′, αα′ ∈ R.

En consecuencia, R es un subanillo de K. Como v no es la valuación trivial, existe

α ∈ K \ {0} tal que v(α) 6= 0. Si v(α) < 0, entonces α ∈ K \ R, con lo cual R es

propio; y si v(α) > 0, entonces v(α−1) = −v(α) < 0 y por lo tanto α−1 ∈ K \R, con

lo cual R es propio.

(ii) Como v(0) = +∞ entonces 0 ∈M;

si β, β′ ∈M entonces v(β) > 0 y v(β′) > 0. Luego v(β+β′) ≥ mı́n{v(β), v(β′)} >
0, por lo que β + β′ ∈M;

si β ∈M y α ∈ R entonces v(β) > 0 y v(α) ≥ 0. Luego v(βα) = v(β)+v(α) > 0,

y en consecuencia βα ∈M.

Por lo tanto, M es un ideal de R. Además, como v(1) = 0 entonces 1 ∈ R \M, por

lo que M es propio.

Sea ahora α ∈ R \M. Entonces α 6= 0, v(α) = 0 y v(α−1) = −v(α) = 0, con lo cual

α−1 ∈ R, y en consecuencia α es una unidad de R. Esto nos permite concluir que

M es el único ideal maximal de R.

(iii) Es claro que K es cuerpo ya que M es un ideal maximal de R. Veamos que K es

algebraicamente cerrado si K lo es.

Sean n ∈ N, a0, a1, ..., an−1 ∈ R y consideramos

P (X) = Xn +

n−1∑
i=0

aiX
i ∈ R[X] ⊂ K[X] y Q(X) = Xn +

n−1∑
i=0

aiX
i ∈ K[X].

Queremos probar que Q tiene una ráız en K: como K es algebraicamente cerrado,

sean α1, α2, ..., αn ∈ K las ráıces de P (X). Entonces vale que

α1α2 . . . αn = (−1)na0.

Aplicando v a esta igualdad, resulta que

n∑
i=1

v(αi) = v((−1)n) + v(a0) = v(a0) ≥ 0

pues a0 ∈ R. Luego, existe i0 tal que v(αi0) ≥ 0 y en consecuencia αi0 ∈ R, αi0 ∈ K
y Q(αi0) = P (αi0) = 0 = 0.
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Una herramienta fundamental para obtener el resultado principal al final del caṕıtulo es un

teorema de suma importancia, que consiste en la existencia de un cuerpo algebraicamente

cerrado que extiende a Q, usualmente llamado “los complejos p-ádicos” y notado Cp, para

el cual es posible extender la valuación vp con ciertas propiedades de completitud (ver por

ejemplo [9, Chapter III]). Este resultado es de hecho el punto de partida de lo que se conoce

como “análisis p-ádico”. A su vez, es posible probar que el cuerpo Cp es isomorfo a C como

extensión de Q (ver [10, Remark 7.41]), con lo cual se puede pensar por simplicidad que

la extensión de la valuación vp está definida directamente sobre C.

En resumidas cuentas, tenemos el siguiente

Teorema 3.5 Para todo p ∈ N primo, existe wp : C −→ R∪{+∞} valuación sobre C que

extiende a vp, es decir wp|Q = vp.

Observación 3.6 Para simplificar la lectura del resto del caṕıtulo, haremos el abuso de

notación de llamar también vp a la extensión wp : C −→ R∪ {+∞} del teorema anterior.

Además, llamaremos respectivamente Rp, Mp y Kp al anillo, ideal maximal y cuerpo

cociente definidos como en la Proposición 3.4 cuando se considera concretamente la va-

luación vp : C −→ R ∪ {+∞}.

Lema 3.7 El cuerpo Kp tiene caracteŕıstica p y es algebraicamente cerrado.

Demostración: En efecto, tenemos que

1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
p veces

= p = 0

ya que vp(p) = 1 > 0 por lo cual p ∈ Mp. Por otro lado, por la Proposición 3.4, Kp es

algebraicamente cerrado ya que C lo es.

Antes de terminar la sección, incluimos el siguiente lema auxiliar que nos servirá más

adelante.

Lema 3.8 Sean n,m, p ∈ N tales que p es primo y n ≥ m. Entonces:

(i)

(
n

m

)
≡
(
npe

mpe

)
(p) ∀e ∈ N0;

(ii) si vp(n) > vp(m) entonces p
∣∣∣(n
m

)
.
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Demostración:

(i) Si e = 0 es trivial. Luego alcanza con probarlo para e = 1, pues de este modo si

e ≥ 2, inductivamente tenemos que(
n

m

)
≡
(
np

mp

)
≡
(
np2

mp2

)
≡ · · · ≡

(
npe−1

mpe−1

)
≡
(
npe

mpe

)
(p) .

Para el caso e = 1, tenemos que

(
np

mp

)
=

(np)!

(mp)!((n−m)p)!
=

n−1∏
k=0

(
p∏
i=1

kp+ i

)
m−1∏
k=0

(
p∏
i=1

kp+ i

)
·
n−m−1∏
k=0

(
p∏
i=1

kp+ i

) =

=

n∏
k=1

kp ·
n−1∏
k=0

(
p−1∏
i=1

kp+ i

)
m∏
k=1

kp ·
m−1∏
k=0

(
p−1∏
i=1

kp+ i

)
·
n−m∏
k=1

kp ·
n−m−1∏
k=0

(
p−1∏
i=1

kp+ i

) =

=

pn · n! ·
n−1∏
k=0

(
p−1∏
i=1

kp+ i

)

pm ·m! ·
m−1∏
k=0

(
p−1∏
i=1

kp+ i

)
· pn−m · (n−m)! ·

n−m−1∏
k=0

(
p−1∏
i=1

kp+ i

) =

=

(
n

m

) n−1∏
k=0

(
p−1∏
i=1

kp+ i

)
m−1∏
k=0

(
p−1∏
i=1

kp+ i

)
·
n−m−1∏
k=0

(
p−1∏
i=1

kp+ i

) .
En consecuencia, tenemos que

(
np

mp

)
−
(
n

m

)
=

(
n

m

)
·


n−1∏
k=0

(
p−1∏
i=1

kp+ i

)
m−1∏
k=0

(
p−1∏
i=1

kp+ i

)
·
n−m−1∏
k=0

(
p−1∏
i=1

kp+ i

) − 1

 =

=

(
n

m

)
·

n−1∏
k=0

(
p−1∏
i=1

kp+ i

)
−
m−1∏
k=0

(
p−1∏
i=1

kp+ i

)
·
n−m−1∏
k=0

(
p−1∏
i=1

kp+ i

)
m−1∏
k=0

(
p−1∏
i=1

kp+ i

)
·
n−m−1∏
k=0

(
p−1∏
i=1

kp+ i

) .
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Como

(
np

mp

)
,

(
n

m

)
∈ Z, alcanza con ver que vp

((
np

mp

)
−
(
n

m

))
≥ 1:

vp

((
np

mp

)
−
(
n

m

))
= vp

((
n

m

))
+

+vp

(
n−1∏
k=0

(
p−1∏
i=1

kp+ i

)
−
m−1∏
k=0

(
p−1∏
i=1

kp+ i

)
·
n−m−1∏
k=0

(
p−1∏
i=1

kp+ i

))
−

−vp

(
m−1∏
k=0

(
p−1∏
i=1

kp+ i

)
·
n−m−1∏
k=0

(
p−1∏
i=1

kp+ i

))
.

Por el Teorema de Wilson sabemos que ∀k ∈ Z,

p−1∏
i=1

(kp+ i) ≡ (p− 1)! ≡ −1 (p), por

lo cual,

∀j ∈ N,
j−1∏
k=0

(
p−1∏
i=1

kp+ i

)
≡ (−1)j (p).

Esto implica que:

•
n−1∏
k=0

(
p−1∏
i=1

kp+ i

)
≡ (−1)n (p);

•
m−1∏
k=0

(
p−1∏
i=1

kp+ i

)
·
n−m−1∏
k=0

(
p−1∏
i=1

kp+ i

)
≡ (−1)m · (−1)n−m ≡ (−1)n (p).

Luego,

n−1∏
k=0

(
p−1∏
i=1

kp+ i

)
−
m−1∏
k=0

(
p−1∏
i=1

kp+ i

)
·
n−m−1∏
k=0

(
p−1∏
i=1

kp+ i

)
≡ (−1)n− (−1)n ≡ 0 (p).

Por lo tanto, tenemos que

vp

((
np

mp

)
−
(
n

m

))
= vp

((
n

m

))
︸ ︷︷ ︸

≥0

+

+ vp

(
n−1∏
k=0

(
p−1∏
i=1

kp+ i

)
−
m−1∏
k=0

(
p−1∏
i=1

kp+ i

)
·
n−m−1∏
k=0

(
p−1∏
i=1

kp+ i

))
︸ ︷︷ ︸

≥1

−

− vp

(
m−1∏
k=0

(
p−1∏
i=1

kp+ i

)
·
n−m−1∏
k=0

(
p−1∏
i=1

kp+ i

))
︸ ︷︷ ︸

=0

≥ 1,

que era lo que queŕıamos demostrar.
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(ii) Para esta parte usaremos que ∀t ∈ N vp(t!) =

∞∑
i=1

[
t

pi

]
. Al igual que en el ı́tem

anterior, como

(
n

m

)
∈ Z basta con ver que vp

((
n

m

))
≥ 1:

vp

((
n

m

))
= vp

(
n!

m!(n−m)!

)
= vp(n!)− vp(m!)− vp((n−m)!) =

=

∞∑
i=1

[
n

pi

]
−
∞∑
i=1

[
m

pi

]
−
∞∑
i=1

[
n−m
pi

]
=

∞∑
i=1

([
n

pi

]
−
[
m

pi

]
−
[
n−m
pi

])
.

Por un lado, tenemos que
n

pi
=
m

pi
+
n−m
pi

para todo i ∈ N. Además, si k = vp(n)

y h = vp(m) entonces n = pka con (a, p) = 1 y m = phb con (b, p) = 1. Como k > h,

tenemos que n −m = ph(pk−ha − b), donde p|pk−ha y p - b. Por lo tanto vale que

vp(n−m) = h y entonces
n

pk
=
m

pk
+
n−m
pk

, con
n

pk
∈ Z y

m

pk
,
n−m
pk

∈ R \ Z.

Luego, teniendo en cuenta que [α] + [β] ≤ [α + β] ≤ [α] + [β] + 1 si α, β ∈ R y que

[α+ β] = [α] + [β] + 1 si α+ β ∈ Z y α, β 6∈ Z, en la última expresión nos queda que

vp

((
n

m

))
=
∞∑
i=1

([
n

pi

]
−
[
m

pi

]
−
[
n−m
pi

])
=

=


∞∑
i=1
i 6=k

([
n

pi

]
−
[
m

pi

]
−
[
n−m
pi

])
︸ ︷︷ ︸

≥0 ∀i∈N\{k}

+

([
n

pk

]
−
[
m

pk

]
−
[
n−m
pk

])
︸ ︷︷ ︸

=1

≥ 1.

3.2. La conjetura en caracteŕıstica p

En esta sección analizaremos lo que sucede en relación a la Conjetura de Casas-Alvero

cuando se consideran cuerpos de caracteŕıstica p (p ∈ N primo). Sorprendentemente, los

resultados obtenidos en estos cuerpos servirán para obtener conclusiones sobre la conjetura

para el caso de cuerpos de caracteŕıstica 0, que es el contexto original de interés.

Para empezar y a modo de ejemplo, veamos algunos polinomios en K[X], donde K es un

cuerpo de caracteŕıstica p.

Ejemplo 3.9
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1. P1(X) = Xn (n ∈ N): en este caso, es claro que el polinomio P1 tiene una ráız en

común con cada una de sus derivadas hasta orden n − 1, y también que tiene al 0

como única ráız;

2. P2(X) = Xp2 − Xp: en este caso, el polinomio P2 tiene todas sus derivadas hasta

orden p2 − 1 nulas, y por lo tanto tiene al 0 o al 1 como ráız común con cada una

de sus derivadas pertinentes, y sin embargo no tiene una única ráız;

3. P3(X) = Xp+1 − Xp: aqúı tenemos que P ′3(X) = (p + 1)Xp y P ′′3 (X) = 0, con lo

cual todas las derivadas a partir de la de orden 2 hasta la de orden p son nulas y por

lo tanto este polinomio tiene a 0 como ráız común con cada una de sus derivadas

hasta orden p, pero no tiene una única ráız ya que 1 también lo es.

El Ejemplo 3.9 sugiere que el hecho de que las derivadas sean idénticamente nulas es un

problema para la conjetura en caracteŕıstica p. Un intento de salvar este inconveniente

es mediante las derivadas de Hass, cuya definición incluimos a continuación. Si bien este

concepto no servirá para hacer un planteo general de la conjetura en caracteŕıstica p,

será útil de todos modos para resultados posteriores.

Definición 3.10 Sea K un cuerpo, P (X) =

n∑
i=0

aiX
i ∈ K[X] polinomio de grado n (n ∈

N). Para k ∈ {1, 2, ..., n− 1}, definimos la derivada de Hass de orden k como el siguiente

polinomio:

H(k)(P )(X) =

n∑
i=k

(
i

k

)
aiX

i−k.

Observación 3.11

(i) Si k ∈ {1, 2, ..., n− 1}, entonces tenemos que

k! ·H(k)(P )(X) = k! ·
n∑
i=k

(
i

k

)
aiX

i−k =

=

n∑
i=k

i(i− 1)(i− 2) . . . (i− k + 1)aiX
i−k = P (k)(X),

con lo cual H(k)(P )
∣∣ P (k) ∀k ∈ {1, 2, ..., n − 1}. Esto en particular implica que si

H(k)(P ) es el polinomio nulo, entonces P (k) también será el polinomio nulo. Además,

si K es un cuerpo de caracteŕıstica p y k < p entonces tenemos que k! 6= 0 y por lo

tanto

H(k)(P )(X) = (k!)−1P (k)(X).
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(ii) Para la derivada de Hass, no vale que H(k)(H(k′)(P )) = H(k+k′)(P ): por ejemplo, si

P (X) = X3 ∈ Z2[X], tenemos que

H(1)(P ) = X2,

H(1)(H(1)(P )) = 0

pero

H(2)(P ) = X,

con lo cual H(1)(H(1)(P )) 6= H(2)(P ).

Habiendo introducido este nuevo concepto, analicemos qué ocurre con los mismos ejem-

plos que vimos anteriormente cuando se considera la derivada de Hass en un cuerpo de

caracteŕıstica p.

Revisión del Ejemplo 3.9

1. En cuanto al polinomio P1(X) = Xn, para k ∈ {1, 2, ..., n− 1} tenemos que

H(k)(P1)(X) =

(
n

k

)
Xn−k.

Nuevamente, es claro que el polinomio P1 tiene una ráız en común con cada una de

sus derivadas de Hass hasta orden n− 1, y también que tiene una única ráız;

2. si ahora analizamos el polinomio P2(X) = Xp2 −Xp, tenemos que

H(p)(P2)(X) =

(
p2

p

)
Xp2−p − 1 = −1

(ya que por el Lema 3.8 (ii)

(
p2

p

)
= 0), con lo cual H(p)(P2) no tiene ráıces y por

ende no comparte ráız con P2;

3. si ahora analizamos el polinomio P3 = Xp+1 −Xp, tenemos que

H(1)(P3)(X) = (p+ 1)Xp = Xp,

H(k)(P3)(X) =

(
p+ 1

k

)
Xp+1−k −

(
p

k

)
Xp−k = 0 ∀k ∈ {2, 3, ..., p− 1}

y

H(p)(P3)(X) = X − 1.

Luego, α = 0 es ráız común entre P3(X) y H(k)(P3)(X) ∀k ∈ {1, 2, ..., p−1} y α = 1

es ráız compartida entre P3(X) y H(p)(P3)(X). Sin embargo, P3 no tiene una única

ráız.



CAPÍTULO 3. LA CONJETURA EN INFINITOS GRADOS 50

Tras haber analizado algunos ejemplos considerando tanto la derivada tradicional como

la de Hass notamos que, dado que a veces la derivada tradicional es el polinomio nulo

mientras que la de Hass no lo es, entonces la condición de tener una ráız en común con

cada una de las derivadas de Hass hasta orden n − 1 es más restrictiva (como ocurre en

el caso del polinomio P2). Aún aśı, existen polinomios con una ráız en común con cada

una de las derivadas de Hass hasta orden n− 1 pero que no tienen una única ráız (como

ocurre en el caso del polinomio P3).

No obstante, si bien esto dice que la derivada de Hass no es “suficientemente buena” como

para llevar la conjetura a caracteŕıstica p en general, será de suma importancia para los

resultados que aparecen en el resto del caṕıtulo.

Definición 3.12 Sea p ∈ N primo, K un cuerpo de caracteŕıstica p, P (X) ∈ K[X] un

polinomio de grado n ∈ N. Decimos que P es un polinomio de Casas-Alvero, o simplemente

un polinomio C-A si y sólo si existen α1, α2, ..., αn−1 ∈ K que verifican:

P (αk) = H(k)(P )(αk) = 0 ∀k ∈ {1, 2, ..., n− 1}.

Por ejemplo, bajo esta nueva definición los polinomios P1 y P3 del Ejemplo 3.9 son poli-

nomios C-A y el polinomio P2 del mismo ejemplo no lo es.

Enunciado de la Conjetura de Casas-Alvero en caracteŕıstica p: Sea K un cuerpo

de caracteŕıstica p. Si P (X) ∈ K[X] un polinomio C-A, entonces P tiene una única ráız

en K.

Tenemos entonces que el polinomio P1 del Ejemplo 3.9 es un polinomio C-A que satisface

la conjetura, mientras que el polinomio P3 del mismo ejemplo es un polinomio C-A que

no la satisface.

Esto pone de manifiesto que la Conjetura de Casas-Alvero en caracteŕıstica p es falsa si se

la considera en forma general. Sin embargo, el resultado principal en la sección siguiente

se basa en estudiar, para cada m ∈ N fijo, los valores de p ∈ N primo tales que la conjetura

de Casas-Alvero es cierta para polinomios de grado m en un cuerpo de caracteŕıstica p.

De hecho, para algunos valores de m hacemos este análisis a continuación.

Antes, hagamos algunas observaciones.

Observación 3.13 Sea K un cuerpo de caracteŕıstica p y sea P (X) ∈ K[X] un polinomio

C-A. Al igual que lo analizado en la Sección 1.1 podemos suponer, en caso de ser necesario,

que K es algebraicamente cerrado, P es mónico y que una de las ráıces del mismo es algún

valor de K elegido previamente.
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Observación 3.14 Sea K un cuerpo de caracteŕıstica p y sean P ∈ K[X], α ∈ K tales

que

P (X) = (X − α)`Q(X)

con ` ∈ N y Q(α) 6= 0. Para k ∈ N0, tenemos que

P (k)(X) =
k∑
i=0

(
k

i

)
((X − α)`)(i)Q(k−i)(X),

de lo que se deduce que P (α) = P ′(α) = ... = P (`−1)(α) = 0 y P (`)(α) = `!Q(α). Luego,

si ` < p tenemos que α es una ráız de multiplicidad ` si y sólo si P (α) = P ′(α) = ... =

P (`−1)(α) = 0 y P (`)(α) 6= 0. En cambio, si ` ≥ p, no puede deducirse la multiplicidad a

partir de la anulación de las derivadas.

Empecemos ahora śı con el análisis mencionado anteriormente:

Lema 3.15 La conjetura de Casas-Alvero es cierta para polinomios de grado 1 y 2 con

coeficientes en un cuerpo de caracteŕıstica p, para todo p ∈ N primo.

Demostración: Si P tiene grado 1 no hay nada que probar puesto que los polinomios de

grado 1 tienen una única ráız.

Sea ahora P ∈ K[X] un polinomio C-A de grado 2 con K cuerpo de caracteŕıstica p. Por

la Observación 3.13, podemos suponer que K es algebraicamente cerrado, P es mónico y

α = 0 es ráız común entre P y H(1)(P ). Entonces si P (X) = X2 + aX + b con a, b ∈ K,

H(1)(P )(X) = 2X+a. Como P (0) = 0 tenemos que b = 0, y como H(1)(P )(0) = 0 tenemos

que a = 0; luego P (X) = X2, que tiene una única ráız.

Lema 3.16 La conjetura de Casas-Alvero es cierta para polinomios de grado 3 con coefi-

cientes en un cuerpo de caracteŕıstica p si y sólo si p ≥ 3.

Demostración: Sea P ∈ K[X] un polinomio C-A de grado 3, con K cuerpo de caracteŕıstica

p ≥ 3. Nuevamente, por la Observación 3.13, podemos suponer que K es algebraicamente

cerrado, P es mónico y α2 = 0 es ráız común entre P y H(2)(P ). Entonces, similarmente

al lema previo, también podemos suponer que P (X) = X3 + aX, H(1)(P )(X) = 3X2 + a

y H(2)(P )(X) = 3X con a ∈ K.

Si p = 3 entonces H(1)(P )(X) = a y por lo tanto, para que P y H(1)(P ) compartan una

ráız debe ocurrir que a = 0, con lo cual P (X) = X3, que tiene una única ráız.

Si p ≥ 5, sea α1 la ráız común entre P y H(1)(P ). Si α1 = 0, por las Observaciones

3.11 (i) y 3.14, entonces la multiplicidad de 0 como ráız de P es 3 y en consecuencia P
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tiene una única ráız triple. Supongamos por lo tanto que α1 6= 0; entonces α1 es ráız de

H(1)(P )(X) = 3X2 + a, con lo cual

3α2
1 + a = 0

y α1 6= 0 es ráız de P (X) = X3 + aX, con lo cual

α2
1 + a = 0.

Esto implica que 2α2
1 = 0, que es un absurdo pues p ≥ 5.

Para el caso p = 2 consideremos el polinomio P (X) = X3 + X ∈ Z2[X]. Entonces

H(1)(P ) = X2 + 1 y H(2)(P ) = X, por lo cual α1 = 1 es ráız común entre P y H(1)(P )

y α2 = 0 es ráız común entre P y H(2)(P ) y en consecuencia P es un polinomio C-A de

grado 3 con dos ráıces distintas (0 y 1).

Para el siguiente lema utilizaremos un concepto clásico en la teoŕıa de ecuaciones polino-

miales que introducimos a continuación.

Definición 3.17 Sea K un cuerpo y sean P (X) =
n∑
i=0

aiX
i, Q(X) =

m∑
i=0

biX
i ∈ K[X]

polinomios de grado n y m respectivamente. La matriz de Sylvester de P y Q es la matriz

Syl(P,Q) =



an an−1 . . . a1 a0 0 . . . . . . 0

0 an an−1 . . . a1 a0 0 . . . 0
...

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

...
...

. . .
. . .

. . .
. . .

. . . 0

0 . . . . . . 0 an an−1 . . . a1 a0

bm bm−1 . . . b0 0 . . . . . . . . . 0

0 bm bm−1 . . . b0 0 . . . . . . 0
...

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
...

...
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

...
...

. . .
. . .

. . .
. . . 0

0 . . . . . . . . . 0 bm bm−1 . . . b0



∈ K(n+m)×(n+m)

(las primeras m filas contienen los coeficientes de P y las últimas n filas contienen los

coeficientes de Q). La resultante entre P y Q, Res(P,Q) es el determinante de Syl(P,Q).

Teorema 3.18 Sea K un cuerpo y sean P , Q ∈ K[X] polinomios no constantes. Entonces

P y Q tienen una ráız en común en K si y sólo si Res(P,Q) = 0.
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Demostración: Ver por ejemplo [5, Chapter 3, Section 6, Proposition 1].

Lema 3.19 La conjetura de Casas-Alvero es cierta para polinomios de grado 4 con coefi-

cientes en un cuerpo de caracteŕıstica p si y sólo si p = 2 ó p ≥ 11.

Demostración: Sea P ∈ K[X] un polinomio C-A de grado 4, con K cuerpo de caracteŕıstica

p. Nuevamente, por la Observación 3.13, podemos suponer que K es algebraicamente

cerrado, P es mónico y α3 = 0 es ráız común entre P y H(3)(P ). Entonces, similarmente a

los lemas previos, también podemos suponer que P (X) = X4 + aX2 + bX, H(1)(P )(X) =

4X3 + 2aX + b, H(2)(P )(X) = 6X2 + a y H(3)(P )(X) = 4X con a, b ∈ K.

Si p = 2 entonces H(1)(P ) = b y H(2)(P ) = a. En consecuencia, para que P comparta ráız

con H(1)(P ) y H(2)(P ) debe ocurrir que a = b = 0, con lo cual P (X) = X4, que tiene una

única ráız.

Si p ≥ 11, analizando resultantes tenemos que

Res(P,H(1)(P )) = det



1 0 a b 0 0 0

0 1 0 a b 0 0

0 0 1 0 a b 0

4 0 2a b 0 0 0

0 4 0 2a b 0 0

0 0 4 0 2a b 0

0 0 0 4 0 2a b


= 0

y

Res(P,H(2)(P )) = det



1 0 a b 0 0

0 1 0 a b 0

6 0 a 0 0 0

0 6 0 a 0 0

0 0 6 0 a 0

0 0 0 6 0 a


= 0.

Esto equivale al siguiente sistema de ecuaciones: −b2(4a3 + 27b2) = 0

a(25a3 + 216b2) = 0
.

Analicemos, entonces, varios casos:

1. Si a = 0 entonces 27b4 = 0, con lo cual, como p 6= 3, vale que b = 0 y P (X) = X4,

que tiene una única ráız;
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2. si b = 0 entonces 25a4 = 0, con lo cual, como p 6= 5, vale que a = 0 y P (X) = X4,

que tiene una única ráız;

3. si a, b 6= 0 entonces tenemos que 4a3 + 27b2 = 0

25a3 + 216b2 = 0
,

que es un sistema lineal de ecuaciones respecto de (a3, b2) con coeficientes en K. Para

que el mismo tenga solución (a3, b2) 6= (0, 0) debe ocurrir que

det

(
4 27

25 216

)
= 0,

es decir que 4 · 216− 27 · 25 = 189 = 33 · 7 = 0, lo cual no ocurre ya que p ≥ 11.

Por último veamos que, efectivamente, si p = 3, 5 ó 7 existen polinomios C-A de grado 4

con coeficientes en un cuerpo de caracteŕıstica p que tienen al menos dos ráıces distintas:

Si p = 3, consideramos P (X) = X4 −X ∈ Z3[X]. Entonces H(1)(P )(X) = X3 − 1,

H(2)(P )(X) = 0 yH(3)(P )(X) = X, con lo cual P (0) = H(2)(P )(0) = H(3)(P )(0) = 0

y P (1) = H(1)(P )(1) = 0 y por lo tanto P es un polinomio C-A de grado 4 con al

menos dos ráıces distintas (0 y 1);

si p = 5, consideramos P (X) = X4−X2 ∈ Z5[X]. Entonces H(1)(P )(X) = 4X3−2X,

H(2)(P )(X) = X2 − 1 y H(3)(P )(X) = 4X, con lo cual P (0) = H(1)(P )(0) =

H(3)(P )(0) = 0 y P (1) = H(2)(P )(1) = 0 y por lo tanto P es un polinomio C-A de

grado 4 con al menos dos ráıces distintas (0 y 1);

si p = 7, consideramos P (X) = X4 + X2 − 2X ∈ Z7[X]. Entonces H(1)(P )(X) =

4X3 + 2X − 2, H(2)(P )(X) = 6X2 + 1 y H(3)(P )(X) = 4X, con lo cual P (0) =

H(3)(P )(0) = 0, P (1) = H(2)(P )(0) = 0 y P (3) = H(1)(P )(3) = 0, por lo que P es

un polinomio C-A de grado 4 con al menos tres ráıces distintas (0, 1 y 3).

A continuación se incluyen los últimos dos lemas auxiliares sobre la conjetura en carac-

teŕıstica p que necesitaremos antes de probar el resultado principal en la sección siguiente.

Lema 3.20 Sean m, p ∈ N con p primo, e ∈ N0 y sea n = mpe. Sea K un cuerpo de

caracteŕıstica p y sea P (X) =
n∑
i=0

aiX
i ∈ K[X] un polinomio C-A de grado n. Entonces

para todo i ∈ {0, 1, ..., n} tal que pe - i vale que ai = 0.
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Demostración: Si e = 0 no hay nada que probar, por lo que podemos suponer que e ∈ N.

Probaremos que para todo i ∈ {0, 1, ..., n} vale: pe|i ó ai = 0, por inducción decreciente

en i:

i = n: trivial pues pe|n;

sea i0 ∈ {0, 1, ..., n − 1} y supongamos que el lema es cierto ∀i ∈ N, i0 < i ≤ n.

Probémoslo para i = i0:

Si pe|i0 no hay nada que probar. Supongamos por lo tanto que pe - i0. Entonces

tenemos que:

H(i0)(P )(X) =
n∑

h=i0

(
h

i0

)
ahX

h−i0 .

Consideremos dos casos:

1. Si i0 < h ≤ n y pe - h entonces por hipótesis inductiva, ah = 0;

2. Si i0 < h ≤ n y pe|h, como pe - i0 entonces vp(h) > vp(i0) y por el Lema 3.8

(ii), p
∣∣∣(h
i0

)
=⇒

(
h

i0

)
= 0.

Por lo tanto, para todo h ∈ {i0 + 1, i0 + 2, ..., n} tenemos que

(
h

i0

)
ah = 0. Luego,

tenemos que H(i0)(P )(X) =

n∑
h=i0

(
h

i0

)
ahX

h−i0 = ai0 .

En consecuencia, como H(i0)(P )(X) tiene una ráız (que es común con P (X)) debe

ocurrir que ai0 = 0.

Lema 3.21 Sean m, p ∈ N con p primo y e ∈ N0. Sea K un cuerpo de caracteŕıstica p,

Q(X) ∈ K[X] un polinomio de grado m y P (X) = (Q(X))p
e

. Si P (X) es un polinomio

C-A, entonces Q(X) también lo es.

Demostración: Si e = 0 no hay nada que probar, por lo que podemos suponer que e ∈ N.

Para empezar, probemos que para todo k ∈ {1, 2, ...,m−1},H(kpe)(P )(X) =
(
H(k)(Q)(X)

)pe
.

Sea Q(X) =
m∑
i=0

aiX
i, am 6= 0. Entonces para todo k ∈ {1, 2, ...,m− 1}:

H(k)(Q)(X) =
m∑
i=k

(
i

k

)
aiX

i−k.
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Por otro lado, tenemos que

P (X) =

(
m∑
i=0

aiX
i

)pe
=

m∑
i=0

ap
e

i X
ipe =

mpe∑
j=0

bjX
j ,

donde

bj =

 ap
e

i si i =
j

pe
∈ N0,

0 si pe - j.

Luego, si k ∈ {1, 2, ...,m− 1} vale que

H(kpe)(P )(X) =

mpe∑
j=kpe

(
j

kpe

)
bjX

j−kpe

=

m∑
i=k

(
ipe

kpe

)
ap

e

i X
(i−k)pe .

Por lo visto en el Lema 3.8 (i),

(
ipe

kpe

)
≡
(
i

k

)
(p) por lo cual en K vale que

(
ipe

kpe

)
=

(
i

k

)
.

En consecuencia,

H(kpe)(P )(X) =
m∑
i=k

(
i

k

)
ap

e

i X
(i−k)pe =

(
m∑
i=k

(
i

k

)
aiX

i−k

)pe
=
(
H(k)(Q)(X)

)pe
,

como queŕıamos probar.

Luego, si P (X) es un polinomio C-A, para todo k ∈ {1, 2, ...,m− 1} existe αk ∈ K tal que

P (αk) = H(kpe)(P )(αk) = 0.

Pero entonces tenemos que

(Q(αk))
pe =

(
H(k)(Q)(αk)

)pe
= 0

con lo cual

Q(αk) = H(k)(Q)(αk) = 0,

lo que demuestra que Q ∈ K[X] también es un polinomio C-A.

3.3. Resultado principal

En esta última sección, y en base a todo lo hecho anteriormente, probaremos la conjetura

para infinitos grados. El resultado fundamental que nos permitirá hacer esto, es el siguiente
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Teorema 3.22 Sean m, p ∈ N con p primo, e ∈ N0 y sea n = mpe. Si la conjetura

de Casas-Alvero es cierta para polinomios de grado m con coeficientes en un cuerpo de

caracteŕıstica p, entonces la conjetura de Casas-Alvero es cierta para polinomios de grado

n con coeficientes en C.

Antes de probar este teorema, recalquemos que por lo expuesto en las Secciones 1.1 y 2.1,

esto implica a su vez que la conjetura es cierta para polinomios de grado n con coeficientes

en cualquier cuerpo de caracteŕıstica 0.

Demostración: Por el absurdo, supongamos que existe P (X) = λ(X−α0)(X−α1) . . . (X−
αn−1) ∈ C[X] polinomio C-A de grado n con al menos 2 ráıces distintas (λ 6= 0).

Por lo visto en la Sección 1.1, podemos suponer λ = 1 y α0 = 0, y en consecuencia

P (X) = X(X − α1)(X − α2) . . . (X − αn−1),

con αi0 6= 0 para algún i0 ∈ {1, 2, ..., n− 1}.

De acuerdo al Teorema 3.5 y la Observación 3.6, sea vp la extensión sobre C de la valuación

p-ádica sobre Q. Sin pérdida de generalidad supongamos que vp(αn−1) es mı́nimo; entonces

αn−1 6= 0, pues sab́ıamos que αi0 6= 0 para algún i0 ∈ {1, 2, ..., n−1} con lo cual vp(αn−1) ≤
vp(αi0) < vp(0) = +∞.

En consecuencia, T (X) =
P (αn−1X)

αnn−1
= X(X − 1)(X − γ1)(X − γ2) . . . (X − γn−2) ∈ C[X]

es un polinomio C-A, con γi =
αi
αn−1

∀i ∈ {1, 2, ..., n− 2}.

Si ahora consideramos en C, como indica la Observación 3.6, los conjuntos Rp y Mp,

resulta que vp(γi) = vp(αi) − vp(αn−1) ≥ 0 ∀i ∈ {1, 2, ..., n − 2}, con lo cual γi ∈ Rp, y

por lo tanto tenemos que T (X) ∈ Rp[X]. Luego, también de acuerdo con la Observación

3.6, si consideramos el cuerpo Kp = Rp/Mp, que por el Lema 3.7 tiene caracteŕıstica p,

entonces

T (X) = X(X − 1)(X − γ1)(X − γ2) . . . (X − γn−2) ∈ Kp[X]

es un polinomio C-A de acuerdo a la Definición 3.12 ya que si γ ∈ C es ráız común entre

T y T (k) (k ∈ {1, 2, ..., n − 1}) entonces γ es ráız común entre T y H(k)(T ), y por ende

γ ∈ Kp es ráız común entre T y H(k)(T ). Observemos además que T (0) = T (1) = 0, con

0 6= 1.

Por lo tanto, por el Lema 3.20, si T (X) = Xn +

n−1∑
i=1

ciX
i con ci ∈ Rp, tenemos que ci = 0
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∀i ∈ {1, 2, ..., n− 1}, pe - i. Luego, tenemos que

T (X) = Xn +
n−1∑
i=1

ciX
i = Xmpe +

m−1∑
j=1

cjpeX
jpe .

Como Kp es algebraicamente cerrado, ∀j ∈ {1, 2, ...,m − 1} existe dj ∈ Rp tal que dj es

ráız de Xpe − cjpe ∈ Kp[X], con lo cual (dj)
pe = cjpe . Por lo tanto, tenemos que

T (X) = Xmpe +
m−1∑
j=1

(dj)
peXjpe =

Xm +
m−1∑
j=1

djX
j

pe

.

Luego, si llamamos U(X) = Xm +
m−1∑
j=1

djX
j , resulta que U(X) ∈ Kp[X] es un polinomio

mónico de grado m, con T (X) = (U(X))p
e
. Por el Lema 3.21, como T (X) es un polinomio

C-A entonces U(X) también lo es.

Dado que vale que

T (0) = T (1) = 0,

podemos concluir que (
U(0)

)pe
=
(
U(1)

)pe
= 0

con lo cual

U(0) = U(1) = 0,

y en consecuencia U(X) es un polinomio C-A de grado m con coeficientes en Kp (cuerpo

de caracteŕıstica p) con al menos dos ráıces distintas (0 y 1), lo cual es un absurdo dado

que estamos suponiendo que la Conjetura de Casas-Alvero es cierta para polinomios de

grado m con coeficientes en cuerpos de caracteŕıstica p.

A partir de este último teorema, podemos enunciar ahora el teorema principal del caṕıtulo.

Teorema 3.23 (Resultado principal) Si n ∈ N puede escribirse como n = mpe con

m ∈ {1, 2, 3, 4}, p ∈ N, p primo y e ∈ N0, con excepción de los casos (m, p) = (3, 2), (4, 3), (4, 5)

y (4, 7), entonces la conjetura de Casas-Alvero es cierta para polinomios con coeficientes

en C de grado n.

Demostración: La demostración es inmediata a partir del Teorema 3.22 y los Lemas 3.15,

3.16 y 3.19.
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Antes de finalizar la tesis, haremos un pequeño resumen de otros resultados obtenidos

en [3] y en [2], en los cuales, con técnicas similares se estudia la Conjetura de Casas-Alvero

para polinomios de grado 5, 6 y 7 en cuerpos de caracteŕıstica p:

En [3] se prueba que la Conjetura de Casas-Alvero es cierta para polinomios de grado

5 con coeficientes en un cuerpo de caracteŕıstica p para p primo distinto de 2, 3, 7,

11, 131, 193, 3541 y 8009.

En [2] se prueba (con técnicas computacionales) que la Conjetura de Casas-Alvero

es cierta para polinomios de grado 6 con coeficientes en un cuerpo de caracteŕıstica

p para p primo distinto de los que aparecen en la siguiente tabla (de 53 elementos):

2 5 7 11

13 19 23 29

37 47 61 67

73 97 257 811

983 1069 1087 1187

1487 1499 1901 2287

3209 3877 3881 4019

4943 5471 6983 8699

9337 15131 15823 20771

21379 23993 150203 266587

547061 685177 885061 1030951

7783207 17250187 40362599 9348983563

70016757407 2610767527031 225833117528659 7390044713023799

51313000813080529

En [2] se prueba (también con técnicas computacionales) que la Conjetura de Casas-

Alvero es cierta para polinomios de grado 7 con coeficientes en un cuerpo de carac-

teŕıstica p para p primo distinto de los que aparecen en una tabla de 366 elementos

que los autores han calculado, en la cual los dos números primos más chicos que no

aparecen son 7 y 127, y el mayor de todos es el siguiente número primo de 135 cifras:

24984712021698392647916525667237483011737174983678606896870094983849

9096141806825287856933123954724798488422551659890912229726792102063.

Nuevamente, por el Teorema 3.22, esto implica que si n ∈ N puede escribirse como n = mpe

con m ∈ {5, 6, 7}, p ∈ N, p primo y e ∈ N0, con excepción de los casos (m, p) recién

descriptos, entonces la conjetura de Casas-Alvero es cierta para polinomios con coeficientes

en C de grado n.
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A modo de resumen, en la siguiente tabla mostramos los números naturales n entre 1 y 50,

destacando aquellos para los cuales la Conjetura de Casas-Alvero queda demostrada para

polinomios de grado n con coeficientes en cualquier cuerpo de caracteŕıstica 0, a partir de

una escritura n = mpe conveniente:

1 X 2 = 1 · 21 X 3 = 1 · 31 X 4 = 1 · 22 X

5 = 1 · 51 X 6 = 2 · 31 X 7 = 1 · 71 X 8 = 1 · 23 X

9 = 1 · 32 X 10 = 2 · 51 X 11 = 1 · 111 X 12

13 = 1 · 131 X 14 = 2 · 71 X 15 = 3 · 51 X 16 = 1 · 24 X

17 = 1 · 171 X 18 = 2 · 32 X 19 = 1 · 191 X 20

21 = 3 · 71 X 22 = 2 · 111 X 23 = 1 · 231 X 24

25 = 1 · 52 X 26 = 2 · 131 X 27 = 1 · 33 X 28

29 = 1 · 291 X 30 31 = 1 · 311 X 32 = 1 · 25 X

33 = 3 · 111 X 34 = 2 · 171 X 35 36

37 = 1 · 371 X 38 = 2 · 191 X 39 = 3 · 131 X 40

41 = 1 · 411 X 42 43 = 1 · 431 X 44 = 4 · 111 X

45 46 = 2 · 231 X 47 = 1 · 471 X 48

49 = 1 · 72 X 50 = 2 · 52 X

Notemos por ejemplo, que para grado n = 12, las tres descomposiciones 12 = 3 · 22 =

4 · 31 = 6 · 21 no sirven ya que los pares (m, p) = (3, 2), (4, 3) y (6, 2) están dentro de los

casos excluidos. Sin embargo, una demostración computacional ad hoc para este caso fue

dada en [2].

Similarmente, para grado n = 20, las tres descomposiciones 20 = 4 · 51 = 5 · 22 = 10 · 21 no

sirven ya que los pares (m, p) = (4, 5), (5, 2) y (10, 2) están dentro de los casos excluidos

(para el último caso, es fácil ver que P (X) = X10 +X2 ∈ Z2[X] es un contraejemplo para

la Conjetura de Casas-Alvero para polinomios de grado 10 en un cuerpo de caracteŕıstica

2). En consecuencia, el primer caso para el que la conjetura permanece abierta es n = 20.

En [2], los autores estiman que el tiempo de cómputo para probar la conjetura para este

caso mediante las mismas técnicas utilizadas para n = 12 es excesivo.

Finalmente, la conclusión es que nuevas ideas son necesarias para la resolución de la

Conjetura de Casas-Alvero en el caso general.
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