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Introducción

A principios del siglo XX, en el curso de su investigación sobre la función ζ de Riemann
Harald Bohr dedicó grandes esfuerzos al estudio de las series de Dirichlet. Una serie de Dirichlet
es simplemente una expresión de la forma

D(s) =
∑
n≥1

an
ns
,

donde el índice recorre los naturales, an ∈ C y s = σ + it es una variable compleja. Las regio-
nes de convergencia, convergencia absoluta y uniforme de estas series de�nen semiplanos de la
forma [Res > σ0] en el plano complejo. Bohr estaba principalmente interesado en controlar la
región de convergencia absoluta de cada serie. Para eso, buscó relacionar los distintos modos de
convergencia y se concentró en particular en hallar el ancho de la banda más grande en que una
serie de Dirichlet puede converger uniformemente pero no absolutamente. Esta pregunta es lo
que se conoce como problema de convergencia absoluta de Bohr. Aunque el problema fue resuelto
recién cerca de 20 años más tarde por Bohnenblust y Hille (quienes mostraron en [BH31] que
el ancho máximo de dicha banda es 1

2), Bohr hizo una serie de valiosos aportes en el área. Su
principal contribución fue descubrir una conexión entre las series de Dirichlet y las series de
potencias en in�nitas variables. Dada una serie de Dirichlet D(s) =

∑
n≥1 ann

−s, consideró para
cada n ∈ N su descomposición en primos n = pα1

1 . . . pαrr (donde (pk)k∈N es la sucesión formada
por los primos en orden creciente) y de�nió z = (p−s1 , . . . , p−sr ). Así,

D(s) =
∑
n≥1

an(p−s1 )α1 . . . (p−sr )αr =
∑

anz
α1
1 . . . zαrr .

Esta correspondencia, conocida como transformada de Bohr no es sólo formal: al restringir el
dominio a un subconjunto adecuado de las series de Dirichlet y de�nir una norma natural en él,
se convierte en una isometría. La transformada de Bohr permite traducir problemas sobre series
de Dirichlet en términos de series de potencias y abordarlos con técnicas de análisis complejo.
Este ciclo de ideas llevó a Bohr a preguntarse si era posible comparar el valor absoluto de una
serie de potencias en una variable con la suma de los valores absolutos de sus coe�cientes. Como
respuesta, logró demostrar el siguiente:

Teorema 4.1.1. (Bohr) El radio r = 1
3 es el valor óptimo para el cual se veri�ca la desigualdad:

∑
n≥0

|cn|rn ≤ sup
z∈D

∣∣∣∣∣∣
∑
n≥0

cnz
n

∣∣∣∣∣∣ ,
para toda función holomorfa f(z) =

∑
n≥0 cnz

n en el disco con supz∈D |f(z)| <∞.

v



vi INTRODUCCIÓN

Este interesante resultado fue mayormente olvidado hasta los trabajos relativamente recientes
de Dineen, Dixon, y Boas y Khavinson [DT89, Dix95, KB97]. En el último de ellos, los autores
analizaron si se producía un fenómeno similar para series de potencias en varias variables. Las
regiones de convergencia de estas series determinan conjuntos con ciertas propiedades llamados
dominios de Reinhardt (ver 1.4.3 para una de�nición formal). Para cada uno de estos dominios
R, introdujeron la noción de radio de Bohr K(R) como el número más grande r ≥ 0 tal que para
toda función holomorfa f(z) =

∑
α cαz

α acotada en R se cumple:

sup
z∈rR

∑
α

|cαzα| ≤ sup
z∈R
|f(z)|.

Con esta notación, el teorema original de Bohr se puede formular simplemente como K(D) = 1
3 .

Sorprendentemente, el valor exacto del radio de Bohr no es conocido para ningún otro dominio;
sin embargo, los resultados centrales de [KB97, Boa00] contienen un éxito parcial en la estimación
del radio de Bohr de las bolas unidad de los espacios `np complejos, 1 ≤ p ≤ ∞.

Teorema. (Boas-Khavinson) Sea n > 1. El radio K(B`np ) admite las siguientes cotas:

i) Si 1 ≤ p ≤ 2, entonces

1

3 3
√
e

(
1

n

)1− 1
p

≤ K(B`np ) ≤ 3

(
log n

n

)1− 1
p

.

ii) Si 2 ≤ p ≤ ∞, entonces
1

3

√
1

n
≤ K(B`np ) ≤ 2

√
log n

n
.

De este resultado se desprenden varios hechos interesantes. En primer lugar, muestra que el
comportamiento asintótico del radio de Bohr es cualitativamente distinto para los casos p < 2
y p ≥ 2. Además, implica que la sucesión de radios (K(B`np ))n∈N decrece a 0 salvo para p = 1.
La brecha entre las cotas inferiores y superiores dio origen a una serie de esfuerzos orientados
a calcular el orden asintótico exacto del radio K(B`np ) para 1 ≤ p ≤ ∞. Para obtener las cotas
superiores Boas generalizó de manera ingeniosa un teorema de Kahane-Salem-Zygmund sobre
polinomios aleatorios trigonométricos, que asegura por medio de un argumento probabilístico la
existencia de polinomios homogéneos con coe�cientes de módulo 1 y norma supremo relativamen-
te pequeña. Esta técnica (y algunos re�namientos de ella) es esencialmente la única disponible
para alcanzar estimaciones por arriba del radio de Bohr.

La cota inferior es un mundo distinto. En el artículo [DGM03] los autores relacionaron el radio
de Bohr con conceptos no elementales de la teoría local de espacios de Banach: la incondiciona-
lidad en espacios de polinomios homogéneos vía la estimación de distancias de Banach-Manzur.
Si bien estas técnicas no llevaron a cotas óptimas, esta visión inició el camino por el que se
obtendría el crecimiento asintótico del radio de Bohr para las bolas B`np . El artículo [DFOC+11]
produjo un quiebre en el abordaje del problema. Los autores involucraron nuevamente en el área
la clásica desigualdad de Bohnenblust-Hille simétrica, que había sido utilizada para computar
la banda de convergencia de Bohr. Esta desigualdad dice que la norma ` 2m

m+1
de los coe�cientes

de un polinomio m-homogéneo en Cn está acotada salvo una constante independiente de n por
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su norma supremo. Formalmente, dado m ∈ N, existe una constante Cm > 0 tal que para todo
polinomio m-homogéneo

∑
|α|=m cαz

α en Cn, ∑
|α|=m

|cα|
2m
m+1

m+1
2m

≤ Cm sup
z∈Dn

∣∣∣∣∣∣
∑
|α|=m

cαz
α

∣∣∣∣∣∣ .
El gran avance de este trabajo consistió en demostrar la hipercontractividad de la desigualdad, es
decir, la constante Cm puede ser en realidad tomada como Cm para cierto C > 1. A partir de este

resultado, probaron queK(B`n∞) se comporta asintóticamente como
√

logn
n . También les permitió

revisar la solución del problema de Bohr dada en [BH31] y formular una versión más fuerte que
la original sobre la que ahondaremos un poco más adelante. Debido al hecho de que el radio de
BohrK(B`n∞) acota inferiormente el radioK(R) para cualquier otro dominio de Reinhardt R (ver
4.1.3), esto cubre todo el rango p ≥ 2. La resolución del caso p < 2, si bien enmarcada en el mismo
contexto teórico (el del estudio de la incondicionalidad en espacios de polinomios homogéneos),
requirió una gama distinta de métodos. Un célebre teorema probado independientemente por
Pisier [Pis86] y Schütt [Sch78] permite estudiar bases incondicionales en espacios de funciones
multilineales en términos de otros invariantes: estructura de incondicionalidad local o propiedad
de Gordon-Lewis (propios de la teoría local de espacios de Banach). Dichos resultados tienen su
contrapartida en el contexto de espacios de polinomios cambiando el producto tensorial completo
por el simétrico. ¾Cómo entra en juego el producto tensorial de espacios de Banach? Por medio de
la identi�cación isométrica natural que existe entre productos tensoriales simétricos y polinomios
homogéneos. Defant y Frerick en [DF11] establecieron una extensión del teorema de Pisier y
Schütt al caso del producto tensorial simétrico con cotas relativamente ajustadas y desarrollaron
una nueva estimación de la constante de Gordon-Lewis del producto tensorial simétrico. Como
corolario, obtuvieron el orden de crecimiento exacto para el radio de Bohr de la bola unidad de
los espacios `np :

Teorema 4.2.1. Existen constantes C1, C2 ≥ 1 tal que para todo 1 ≤ p ≤ ∞ y n ∈ N vale:

C1

(
log n

n

)1− 1
mı́n(p,2)

≤ K(B`np ) ≤ C2

(
log n

n

)1− 1
mı́n(p,2)

.

Aunque este resultado parece cerrar de�nitivamente el problema, es posible dar una vuelta
de tuerca más. Basados en una ingeniosa mejora en el orden de crecimiento de la constante en
la desigualdad de Bohnenblust-Hille, Bayart et al. mostraron en [BPSS14] que el radio de Bohr

de B`n∞ se comporta exactamente como
√

logn
n , es decir:

ĺım
n

K(B`n∞)√
logn
n

= 1.

La combinación de este último resultado con una revisión de la prueba de la cota superior en
[Boa00] posibilita obtener la misma conclusión para espacios `np con 2 ≤ p ≤ ∞:

ĺım
n

K(B`np )√
logn
n

= 1.
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El rango 1 ≤ p < 2 es bastante más complicado y no está resuelto. El punto clave de la di�cultad
radica en que no existe un análogo de la desigualdad de Bohnenblust-Hille en este contexto.
Los únicos progresos que conocemos están basados esencialmente en ajustar desigualdades y
estimaciones propias de los lineamientos del argumento de Defant y Frerick.

Es notable el desarrollo y la conexión que el problema del radio de Bohr originó en áreas
aparentemente apartadas como las series de Dirichlet y la teoría local de espacios de Banach.
Los enormes avances realizados en el tema permitieron re�nar y generalizar en varios sentidos
la solución de Bohnenblust-Hille. Una muestra de esto es la utilización del clásico concepto de
constante de Sidon como un análogo en cierto punto de la noción de incondicionalidad en el
contexto de series de Dirichlet. Dado un natural x ≥ 2, se de�ne la constante de Sidon del
conjunto Λ(x) := {log n : n ∈ N, n ≤ x} como la mejor constante Cx > 0 tal que la acotación

∑
n≤x
|an| ≤ Cx sup

[Res>0]

∣∣∣∣∣∣
∑
n≤x

an
ns

∣∣∣∣∣∣ ,
vale para todo polinomio de Dirichlet

∑
n≤x ann

−s (confrontar con la de�nición 1.3.1). Konya-
gin y Que�élec en [KQ01] y de la Bretéche en [dLB08] estudiaron el comportamiento de estas
constantes. En el fundamental artículo [DFOC+11] Defant et al. lograron calcular el valor asin-
tóticamente correcto de Cx: existe una función a : R > 0→ R con ĺımx→∞ a(x) = 0 tal que

ĺım
x→∞

Cx
√
xe

(
− 1√

2
+a(x)

)√
log x log log x

. (1)

Como corolario dieron la solución de�nitiva a un problema previamente atacado por Balasubra-
manian, Calado y Que�élec [BCQ06, Teorema 1.2].

Teorema. Sean
∑

n≥1 ann
−s una serie de Dirichlet convergente en [Res > 0] y 0 ≤ c < 1√

2
un

real. Entonces, ∑
n≥1

|an|
ec
√

logn log logn

n
1
2

<∞.

Además la constante 1√
2
es óptima.

Vale mencionar que, con las mismas hipótesis, el resultado original de Bohnenblust y Hille
sobre la convergencia absoluta en series de Dirichlet sólo daba

∑
n≥1

|an|
n

1
2 +ε

<∞, para cualquier

ε > 0.
El objetivo principal de este trabajo es desarrollar las técnicas y nociones necesarias para

demostrar las cotas más precisas conocidas del radio de Bohr de las bolas B`np y mostrar cómo
éstas, combinadas con un poco de teoría analítica de números, llevan a nuevas conclusiones en
el contexto del estudio de series de Dirichlet.

La tesis está organizada de la siguiente manera.
En el Capítulo 1 repasamos los conceptos necesarios para la comprensión del desarrollo. En

concreto, damos de�niciones y propiedades sobre formas multilineales y polinomios homogéneos
en espacios de Banach, los rudimentos de la teoría métrica de productos tensoriales y productos
tensoriales simétricos, hablamos sobre incondicionalidad e invariantes para estimarla provenientes
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de la teoría local de espacios de Banach y terminamos con estimaciones sobre los coe�cientes del
desarrollo en serie de potencias de funciones holomorfas de varias variables complejas.

Los Capítulos 2 y 3, si bien en el marco de este trabajo fueron concebidos como accesorios para
desarrollar las demostraciones del Capítulo 4, tienen un interés independiente. En el Capítulo 2
presentamos dos desigualdades omnipresentes en el desarrollo, las de Bohnenblust-Hille y Bayart,
enfocados en conseguir sus versiones más fuertes (en términos del crecimiento de las constantes
asociadas). En el Capítulo 3 exponemos desigualdades de tipo Kahane-Salem-Zygmund para
espacios `np complejos. Constituye una pequeña muestra de la importancia y extensión del uso
del método probabilístico en el análisis funcional.

En el Capítulo 4 probamos las estimaciones más ajustadas conocidas para los radios de Bohr
K(B`np ) de las bolas unidad de `pn (n ∈ N, 1 ≤ p ≤ ∞), describiendo su comportamiento asintótico
cuando es posible. La obtención del comportamiento exacto para el caso 2 ≤ p < ∞ es original
(si bien simple y fuertemente basada en los trabajos [BPSS14, Boa00]). También incluimos una
cota inferior original para el caso 1 < p ≤ 2 (ver 4.2.11 y el desarrollo previo), más precisa que las
que habíamos encontrado en la literatura. Más tarde, Andreas Defant generosamente compartió
con nosotros un trabajo hecho en colaboración con su alumno Sunke Schlüters y Frédéric Bayart
con un resultado que implica una cota mejor (ver 4.2.15).

En el último capítulo presentamos desde un punto de vista moderno el camino recorrido por
Bohr en su investigación sobre las series de Dirichlet. Es éste el contexto histórico en el que
Bohr formuló su radio. Además, mostramos algunos re�namientos realizados sobre la solución
del problema de convergencia absoluta gracias a las técnicas y herramientas desarrolladas para
atacar el problema de estimar los -radios de Bohr generalizados. Por otra parte, indicamos las
líneas que llevan a la demostración de (1) y estudiamos algunas generalizaciones en el contexto
de polinomios de Dirichlet homogéneos y las conexiones existentes con el radio de Bohr.

El Apéndice A contiene algunos resultados básicos sobre el tamaño de ciertos conjuntos que
aparecen naturalmente en la teoría analítica de números. Son utilizados en el desarrollo del
Capítulo 5.
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Capítulo 1

Preliminares

El objetivo de este capítulo es exponer las de�niciones, notaciones y resultados necesarios para
la comprensión del trabajo, incluyendo algunas pruebas. Los espacios de Banach considerados
serán complejos. Escribiremos X ′ para referirnos al dual topológico de un espacio vectorial X.
Dados n ∈ N, 1 ≤ p ≤ ∞ notaremos como es usual con `np al espacio de Banach (Cn, ‖ · ‖`np )
donde

‖(z1, . . . , zn)‖`np :=

(
n∑
i=1

|zi|p
) 1

p

para z ∈ Cn, con la modi�cación obvia si p =∞.
Para un espacio de Banach X escribiremos BX a su bola unidad abierta, es decir,

BX = {x ∈ X : ‖x‖ < 1}.

Si x′ ∈ X ′ y x ∈ X, notaremos la evaluación del funcional x′ en x indistintamente como x′(x) o
〈x′, x〉.

1.1. Formas multilineales y polinomios homogéneos

La manipulación de formas multilineales y su relación con polinomios homogéneos será impor-
tante a lo largo de toda la exposición. En esta sección introduciremos la notación y los resultados
necesarios. Comenzamos �jando una notación usual para ciertos conjuntos de índices.

Notación 1.1.1. Sean n,m > 1 ∈ N. Escribimos:

M(m,n) := {i = (i1, . . . , im) : i1, . . . , im ∈ {1, . . . , n}},

J (m,n) := {j = (j1, . . . , jm) ∈ J (m,n) : j1 ≤ · · · ≤ jm}
y por último

Λ(m,n) := {α ∈ Nn0 : |α| :=
n∑
i=1

αi = m}.

Para i, j ∈ M(m,n) notamos i ∼ j siempre que exista una permutación σ de {1, . . . ,m} tal que
iσ(k) = jk, ∀ 1 ≤ k ≤ m. Claramente esto de�ne una relación de equivalencia enM(m,n), cuyas
clases denotaremos por [i]. Escribiremos |[i]| para referirnos al cardinal de cada clase [i].

1
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Si bien evidente, las relaciones entre cada uno de estos conjuntos de índices será de gran
utilidad en el desarrollo de varias demostraciones. En la siguiente observación hacemos una
recopilación de ellas:

Observación 1.1.2. Para cada i ∈ M(m,n) hay un único índice j ∈ J (m,n) con [i] = [j]. Por
otro lado, hay una correspondencia biunívoca entre J (m,n) y Λ(m,n) que a cada j ∈ J (m,n)
le asigna el multiíndice α ∈ Λ(m,n) dado por αr = |{k ∈ {1, . . . ,m} : jk = r}| y recíprocamente,
a cada α ∈ Λ(m,n) le asocia el índice:

j = (

α1︷ ︸︸ ︷
1, . . . , 1,

α2︷ ︸︸ ︷
2, . . . , 2, . . . ) ∈ J (m,n).

Más aún, si α y j se corresponden vía esta asignación, tenemos |[j]| = m!
α! .

Teniendo en cuenta esto, recordamos la de�nición de funciones y formas multilineales y damos
la notación que utilizaremos para trabajar de aquí en más.

Notación 1.1.3. Sean m ∈ N, y X1, . . . , Xm, F espacios de Banach. Una aplicación

φ : X1 × · · · ×Xm → F

es multilineal (o m-lineal) si es lineal en cada variable. Como es usual, al conjunto de funciones
multilineales que son continuas respecto de las topologías dadas por las normas, lo notaremos
L(X1, . . . , Xm;F ) (o en el caso en que F = C, simplemente L(X1, . . . , Xm)). Para φ multilineal,
de�nimos:

‖φ‖ := sup
x1∈BX1

,...,xm∈BXm
‖φ(x1, . . . , xm)‖.

Así φ resulta continua si y sólo si ‖φ‖ es �nita. Más aún, esto de�ne una norma que hace de
L(X1, . . . , Xm;F ) un espacio de Banach.

Nos interesará especialmente el caso en que X1 = · · · = Xm = X y F = C. Escribimos
L(mX) al conjunto de formas m-lineales continuas B. Si además X es de dimensión �nita n,
podemos escribir de forma concreta estas multilineales. Fijamos (ei)

n
i=1 una base de X con base

dual (e′i)
n
i=1. Para x = (x1, . . . , xm) ∈ Xm:

B(x1, . . . , xm) =
∑

i∈M(m,n)

bie
′
i1(x1) . . . e′im(xm) =

∑
i∈M(m,n)

bie
′
i(x),

donde los coe�cientes vienen dados por bi = B(ei1 , . . . , eim) y para cada i ∈ M(m,n), notamos
e′i(x) := e′i1(x1) . . . e′im(xm).

Estamos en condiciones de de�nir qué entendemos por un polinomio m-homogéneo en un
espacio de Banach.

De�nición 1.1.4. Sean X, F espacios de Banach. Decimos que una aplicación P : X → F es
un polinomio m-homogéneo en X si existe φ : Xm → F función m-lineal tal que:

P (x) = φ(x, . . . , x),



1.1. FORMAS MULTILINEALES Y POLINOMIOS HOMOGÉNEOS 3

para cada x ∈ X. Es decir, P es la restricción a la diagonal de la función m-lineal φ. El conjunto
de polinomios en un espacio de Banach tiene asociada así naturalmente una norma vía:

‖P‖ := sup
x∈BX

‖P (x)‖.

Se veri�ca entonces que un polinomio es continuo si y sólo si tiene norma �nita. Denotaremos con
P(mX;F ) al espacio de polinomios m-homogéneos continuos en X que caen en F , que resulta
además un espacio de Banach con la norma de�nida arriba. Para el caso de interés en que F = C,
notaremos P(mX).

De la propia de�nición se desprende que un polinomio homogéneo sobre un espacio de Banach
siempre tiene asociada una función multilineal φ, aunque no necesariamente de manera única.
Sin embargo, la correspondencia es unívoca si exigimos una condición adicional sobre φ. Decimos
que una función multilineal φ es simétrica si para cada permutación σ de {1, . . . ,m} se veri�-
ca φ(x1, . . . , xm) = φ(xσ(1), . . . , xσ(m)). Notaremos con Ls(mX;F ) al subespacio de L(mX;F )
formado por las funciones m-lineales simétricas y continuas. El siguiente resultado garantiza la
unicidad de la forma multilineal simétrica asociada a un polinomio homogéneo.

Lema 1.1.5. (Polarización) Sean X,F espacios de Banach. Si φ : Xm → F es una forma m-

lineal simétrica en X, la restricción de φ a la diagonal P (x) := φ(x, . . . , x) de�ne un polinomio

homogéneo. Recíprocamente, si P : X → F es un polinomio m-homogéneo en X existe una única

función multilineal simétrica P̌ tal que P̌ (x, . . . , x) = P (x), ∀x ∈ X. Más aún, la relación entre

ellos está dada por la fórmula de polarización:

P̌ (x1, . . . , xm) =
1

m2m

∑
εi∈{−1,1}

1≤i≤m

ε1 . . . εmP

 m∑
j=1

εjxj

 .

En adelante, a menos que sea explícitamente aclarado lo contrario, nos ocuparemos sólo de
polinomios homogéneos que toman valores en el cuerpo C. Como hicimos para formas multili-
neales, podemos también �jar una notación para manipular polinomios homogéneos.

Notación 1.1.6. Sean X un espacio de Banach de dimensión n y P ∈ P(mX). Fijamos (ei)
n
i=1

una base de X con base dual (e′i)
n
i=1. Si P̌ =

∑
i∈M(m,n) bie

′
i es la forma simétrica asociada de

P , resulta para x ∈ X:

P (x) = P̌ (x, . . . , x) =
∑

i∈M(m,n)

bie
′
i1(x) . . . e′im(x)

=
∑

j∈J (m,n)

∑
i∈[j]

bie
′
i1(x) . . . e′im(x) =

∑
j∈J (m,n)

cje
′
j(x),

donde cj = |[j]|bi para cualquier i ∼ j (recordemos que P̌ es simétrica y por lo tanto todos
estos coe�cientes tienen un valor común) y e′j(x) := e′i1(x) . . . e′im(x). Debido a esto, usualmente
escribiremos P (x) =

∑
j∈J (m,n) cje

′
j(x) para polinomios m-homogéneos. Para el caso de principal

interés, en que X = (Cn, ‖ · ‖), la expansión en la base canónica queda:

P (z) =
∑

j∈J (m,n)

cjzj1 . . . zjm =
∑

j∈J (m,n)

cjzj.
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Agrupando las coordenadas en cada monomio zj llegamos a la escritura familiar:

P (z) =
∑
|α|=m

cαz
α,

donde |α| = m signi�ca que la suma es sobre todos los índices α ∈ Λ(m,n) y el coe�ciente cα
coincide con cj siempre que j y α sean asociados.

En el desarrollo de las demostraciones, frecuentemente cambiaremos un polinomio homogéneo
P por su forma multilineal asociada P̌ y necesitaremos relacionar sus normas. Es claro que:

‖P‖ = sup
x∈BX

|P (x)| ≤ sup
x1,...,xm∈BX

|P̌ (x1, . . . , xm)| = ‖P̌‖.

En el otro sentido, Harris [Har72] demostró la siguiente relación:

Teorema 1.1.7. Sean X espacio de Banach de dimensión �nita, m ∈ N. Si m1, . . . ,mk ∈ N
veri�can m1 + · · ·+mk = m, entonces:

|P̌ (x1, . . . , x1︸ ︷︷ ︸
m1

, . . . , xk, . . . , xk︸ ︷︷ ︸
mk

)| ≤ m1! . . .mk!

mm1
1 . . .mmk

k

mm

m!
‖P‖.

Notemos que como caso particular de esta desigualdad, tenemos para cualquier P ∈ P(mX):

‖P‖ ≤ ‖P̌‖ ≤ mm

m!
‖P‖. (1.1)

El lema de polarización 1.1.5 dice que la aplicación:

ˇ: P(mX)→ Ls(mX)

P 7→ P̌

es un isomor�smo lineal. De la cadena de desigualdades (1.1) deducimos que en realidad es un
isomor�smo de espacios de Banach.

1.2. Productos tensoriales

La principal motivación para estudiar productos tensoriales consiste en que permiten dar
formulaciones de problemas concernientes a aplicaciones multilineales y polinomios homogéneos
en términos de funciones lineales de�nidas sobre otros espacios. Si bien esto resultará claro desde
el punto de vista puramente algebraico, para obtener resultados signi�cativos en el contexto
de espacios de Banach, será necesario también presentar el material básico acerca de la teoría
métrica de productos tensoriales. Como fuentes completas sobre el tema, referimos a [DF92],
[Flo97].

Recordamos para empezar la de�nición algebraica del producto tensorial de espacios vectoria-
les. El producto tensorial de los espacios vectoriales X1, . . . , Xm (m ∈ N) es un espacio vectorial
T junto con una aplicación m-lineal ψ : X1 × · · · ×Xm → T de�nido por la siguiente propiedad
universal:
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Dados un espacio vectorial F y una aplicación m-lineal φ : X1× · · ·×Xm → F , existe una única
transformación lineal Aφ : T → F que hace conmutar el diagrama

X1 × · · · ×Xm
φ //

ψ
��

F

T
Aφ

88

El par (T, ψ) resulta único salvo isomor�smos, y por eso notaremos con ⊗(X1, . . . , Xm) (o tam-
bién X1 ⊗ · · · ⊗Xm) al producto tensorial de los espacios X1, . . . , Xm. Si X1 = · · · = Xm = X,
notaremos ⊗mX a ⊗(X, . . . ,X), el producto tensorial de orden m de X. A la imagen por ψ
de cada m-upla (x1, . . . , xm) con xi ∈ Xi la denotaremos con ψ(x1, . . . , xm) = x1 ⊗ · · · ⊗ xm y
llamaremos tensores elementales a cada uno de estos puntos. El producto tensorial es generado
por los tensores elementales, esto es, cualquier z ∈ ⊗(X1, . . . , Xm) admite una escritura de la
forma:

z =
r∑
j=1

xj1 ⊗ · · · ⊗ x
j
m,

con xji ∈ Xi, para cada 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ r. Esta representación no es necesariamente única.
Como anticipamos, si los espacios con los que trabajamos son espacios de Banach, desearemos

darle una norma al producto tensorial de manera que veri�que ciertas propiedades �razonables�.

De�nición 1.2.1. Sean X e Y espacios de Banach. Decimos que una norma ‖ · ‖X⊗Y en X ⊗Y
es razonable si cumple:

(i) ‖x⊗ y‖X⊗Y = ‖x‖X‖y‖Y ∀ x ∈ X, y ∈ Y .

(ii) ‖x′ ⊗ y′‖(X⊗Y,‖·‖X⊗Y ) = ‖x′‖X′‖y′‖Y ′ ∀ x′ ∈ X ′, y′ ∈ Y ′.

A partir de esta de�nición surgen naturalmente dos normas extremales entre las razonables,
la norma proyectiva (o norma π) y la norma inyectiva (o norma ε). Hacemos un breve repaso
de sus de�niciones y propiedades.

Dados X1, . . . , Xm espacios de Banach se de�ne la norma proyectiva en ⊗(X1, . . . , Xm) para
un tensor z como:

π(z) := ı́nf{
r∑
j=1

‖xj1‖ . . . ‖x
j
m‖ : z =

r∑
j=1

xj1 ⊗ · · · ⊗ x
j
m}.

Notamos con ⊗π(X1, . . . , Xm) al producto tensorial dotado de esta norma. Podemos ahora dar
forma precisa a la a�rmación hecha al principio de la sección acerca de cómo la introducción
del producto tensorial permite trasladar problemas dados en términos de formas multilineales al
estudio de aplicaciones lineales. Una manera de interpretar la propiedad universal del producto
tensorial es que la aplicación φ ↔ Aφ es un isomor�smo entre las funciones multilineales de
X1 × · · · × Xm en F y las funciones lineales de ⊗(X1, . . . , Xm) en F , para cualquier espacio
vectorial F . En el caso en que todos los espacios involucrados sean de Banach, nos interesa saber
si existe una relación análoga considerando únicamente el espacio de las funciones multilineales
continuas L(X1, . . . , Xm, F ). La siguiente proposición garantiza que esto sucede si consideramos
la completación ⊗̃π(X1, . . . , Xm) de ⊗π(X1, . . . , Xm).
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Proposición 1.2.2. La aplicación φ↔ Aφ es un isomor�smo isométrico entre L(X1, . . . , Xm;F )
y L(⊗̃π(X1, . . . , Xm)). Si F = C, se tiene una identi�cación isométrica

L(X1, . . . , Xm) = (⊗̃π(X1, . . . , Xm))′

.

En el caso en que los espacios X1, . . . , Xm sean de dimensión �nita la completitud del pro-
ducto tensorial con la norma proyectiva es automática (pues también resulta ser un espacio
vectorial normado de dimensión �nita) y entonces la identi�cación isométrica es simplemente
L(X1, . . . , Xm;F ) = L(⊗π(X1, . . . , Xm);F ).

La norma inyectiva se de�ne para un tensor z ∈ ⊗(X1, . . . , Xm) por:

ε(z) := sup
x′1∈BX′1

,...,x′m∈BX′m

{|
r∑
j=1

x′1(xj1) . . . x′m(xjm)| : z =

r∑
j=1

xj1 ⊗ · · · ⊗ x
j
m}.

Visto desde otra perspectiva, la norma inyectiva está de�nida para que la aplicación⊗
ε

(X1, . . . , Xm)→ L(X ′1, . . . , X
′
m)

x1 ⊗ · · · ⊗ xm 7→

[
x′1 ⊗ · · · ⊗ x′m 7→

m∏
k=1

x′k(xk)

]

resulte una inclusión isométrica.
Para espacios de Banach X1, . . . , Xm de dimensión �nita, las normas proyectiva e inyectiva

cumplen la relación de dualidad:
⊗mε X ′ = (⊗mπ X)′ .

En vista de la proposición 1.2.2, esto implica que hay una igualdad isométrica ⊗mε X ′ = L(mX).

1.2.1. Productos tensoriales simétricos

En su tesis doctoral de 1980, R.Ryan [Rya80] introdujo los productos tensoriales simétricos
por primera vez para el estudio de polinomios en espacios de Banach. Imitamos aquí el camino
recorrido al presentar los productos tensoriales completos y las identi�caciones isométricas a las
que dan lugar con el �n de obtener resultado análogos para el caso simétrico.

Así como el producto tensorial linealizaba funciones multilineales, el producto tensorial si-
métrico está de�nido para linealizar únicamente las funciones multilineales simétricas. Concre-
tamente, dados m ∈ N y un espacio vectorial X, el producto tensorial simétrico es un espacio
vectorial Ts junto con una aplicación ψs : Xm → Ts m-lineal que veri�ca la siguiente propiedad
universal: Para cualquier espacio vectorial F y aplicación m-lineal simétrica ϕ : Xm → F existe
una única función lineal Lϕ : Ts → F que hace conmutar el diagrama

Xm ϕ //

ψs
��

F

Ts

Lϕ

==
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El espacio Ts está bien de�nido salvo isomor�smos y lo notaremos por ⊗m,sX. El producto
tensorial simétrico resulta generado por los tensores de la forma ⊗mx := x⊗ · · · ⊗ x︸ ︷︷ ︸

m

∈ ⊗mX.

En particular todo tensor z ∈ ⊗m,sX admite una representación de la forma:

z =

r∑
j=1

⊗mxj ,

(donde xj ∈ X) que al igual que en el caso del producto tensorial completo, en general no
resulta única. Otra realización útil del producto simétrico es obtenida a través del operador de
simetrización Sm : ⊗mX → ⊗mX. Este operador (que notaremos a veces simplemente S si se
puede deducir m del contexto) está de�nido en los tensores elementales por:

Sm(x1 ⊗ · · · ⊗ xm) :=
1

m!

∑
σ∈Πm

xσ(1) ⊗ · · · ⊗ xσ(m),

donde Πm es el grupo de permutaciones del conjunto {1, . . . ,m}. El producto tensorial simétrico
se puede ver simplemente como la imagen del operador Sm, que es de hecho un proyector.

Respecto a la teoría métrica de productos tensoriales simétricos, de�niremos dos normas
distinguidas análogas a las del caso completo (pues las restricciones de las normas al producto
tensorial simétrico de�nidas anteriormente no resultan apropiadas, ver [Flo97, Secciones 2 y 3]).

La norma proyectiva simétrica de z ∈ ⊗m,sX se de�ne como:

πs(z) := ı́nf{
r∑
j=1

‖xj‖m : z =
r∑
j=1

⊗mxj}.

Notamos con ⊗̃m,sπs X la completación de ⊗m,sπs X. Dotado de esta norma, el producto simétrico
veri�ca la siguiente propiedad fundamental.

Proposición 1.2.3. Sean X,F espacios de Banach. La aplicación ϕ ↔ Lϕ es un isomor�smo

isométrico entre los espacios P(mX,F ) y L(⊗̃m,sπs X,F ). Si en particular F = C, se tiene una

identi�cación isométrica P (mX) = (⊗̃m,sπs X)′.

La norma inyectiva simétrica se de�ne para un tensor z ∈ ⊗mX por:

εs(z) := sup
ϕ∈BX′

{|
r∑
j=1

ϕ(xj)m| : z =

r∑
j=1

⊗mxj}.

De manera análoga al caso del producto completo, se veri�ca la relación de dualidad ⊗m,sεs X ′ =
(⊗m,sπs X)

′ para X de dimensión �nita. Esto nos permite deducir la importante identi�cación
isométrica ⊗m,sεs X ′ = P(mX) vía:

⊗mx′ 7→ x′(x)m.

Por último enunciamos un lema que necesitaremos más adelante, que da una manera concreta
de calcular bases para un producto tensorial simétrico de dimensión �nita y su dual (tomado
de [DDGM01, Lema 1]). Para elementos x1, . . . , xn de un espacio vectorial X y un multiíndice
i ∈M(m,n) notamos:

xi := xi1 ⊗ · · · ⊗ xim ∈ ⊗mX.
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Lema 1.2.4. Sean m ∈ N y X un espacio vectorial de dimensión �nita con base (xk)
n
k=1.

Si llamamos (x′k)
n
k=1 a su base dual, tenemos que (S(xj))j∈J (m,n) es una base de ⊗m,sX y(

|[j]|S(x′j)
)
j∈J (m,n)

es su base dual en ⊗m,sX ′. Además, se cumple:

S(xi) =
1

|[i]|
∑
j∈[i]

xj,

para todo i ∈M(m,n).

1.3. Bases incondicionales en espacios de Banach

Recordemos que una sucesión (xn)n∈N en un espacio de Banach X se dice una base de Schau-
der (o simplemente base) para X si todo x ∈ X admite una única representación x =

∑
k≥1 akxk,

con ak ∈ C. Una sucesión (xn)n∈N en X se dice básica si es una base de Schauder del espacio
span{xn : n ∈ N}. Ahora estamos en condiciones de presentar una serie de de�niciones para
introducir la noción de incondicionalidad.

De�nición 1.3.1. Sea X un espacio de Banach con base (xn)n∈N. La base (xn)n∈N se dice
incondicional si para cualquier sucesión de escalares (an)n∈N la serie

∑
n≥1 anxn converge in-

condicionalmente, esto es, si la serie
∑

n∈N aσ(n)xσ(n) es convergente para cualquier σ : N → N
biyectiva. Equivalentemente (ver [AK06, Proposición 3.1.3]), la base (xn)n∈N es incondicional si
existe una constante C ≥ 1 tal que para cada sucesión de escalares (an)n∈N y (εn)n∈N con εn ∈ D
se cumple: ∥∥∥∥∥∥

∑
n≥1

εnanxn

∥∥∥∥∥∥ ≤ C
∥∥∥∥∥∥
∑
n≥1

anxn

∥∥∥∥∥∥ (1.2)

En ese caso diremos que la base es C-incondicional.

La constante óptima en (1.2) se denota χ((xn)n∈N;X) y se llama la constante de incondicio-
nalidad de la base. Esto motiva la siguiente:

De�nición 1.3.2. Sea X un espacio de Banach. Se de�ne la constante de incondicionalidad de
X, χ(X) como:

χ(X) := ı́nf χ((xn)n∈N;X),

donde el ín�mo está tomado sobre todas las posibles bases (xn)n∈N de X.

Como podemos apreciar de las de�niciones, estimar la constante de incondicionalidad de una
base es en general un problema difícil. Una aproximación posible es la siguiente caracterización
tomada de [Sza81]:

Proposición 1.3.3. Sea Y un espacio de Banach con base (yn)n∈N. Entonces, se cumple:

χ((yn)n∈N;Y ) = ı́nf{c :
∑
n≥1

|〈y′n, y〉||〈y′, yn〉| ≤ c‖y‖‖y′‖, ∀y ∈ Y, y′ ∈ Y ′}. (1.3)
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Demostración. Veremos que se satisfacen las dos desigualdades.
Pongamos I := ı́nf{c :

∑
n≥1 |〈y′n, y〉||〈y′, yn〉| ≤ c‖y‖‖y′‖, ∀y ∈ Y, y′ ∈ Y ′}. Sean y, y′ ∈ Y .

Si llamamos θn := sign(〈y′n, y〉), εn := sign(〈y′, yn〉) para cada n ∈ N, podemos escribir:∑
n≥1

|〈y′n, y〉||〈y′, yn〉| =
∑
n≥1

θn〈y′n, y〉εn〈y′, yn〉 = 〈y′,
∑
n≥1

θnεn〈y′n, y〉yn〉.

Luego, como |θnεn| = 1 para todo n ∈ N, de la de�nición de constante de incondicionalidad para
una base obtenemos:

∑
n≥1

|〈y′n, y〉||〈y′, yn〉| ≤ ‖y′‖

∥∥∥∥∥∥
∑
n≥1

θnεn〈y′n, y〉yn

∥∥∥∥∥∥
≤ χ((yn)n∈N;Y )‖y′‖

∥∥∥∥∥∥
∑
n≥1

〈y′n, y〉yn

∥∥∥∥∥∥ = χ((yn)n∈N;Y )‖y′‖‖y‖.

Por lo tanto, χ((yn)n∈N;Y ) ≥ I. Para ver la otra desigualdad, sea c > 0 que veri�ca la condición
en (1.3) y tomemos sucesiones de complejos (an)n∈N, (εn)n∈N con |εn| = 1. Debemos probar que:∥∥∥∥∥∥

∑
n≥1

εnanyn

∥∥∥∥∥∥ ≤ c
∥∥∥∥∥∥
∑
n≥1

anyn

∥∥∥∥∥∥ . (1.4)

Si llamamos y :=
∑

n≥1 anyn, evaluando en los funcionales de la base dual tenemos 〈y′k, y〉 = ak
para cada k ∈ N. Además, sabemos que si z ∈ Y , vale ‖z‖ = supy′∈BY ′ |〈y

′, z〉|. Entonces, para
y′ ∈ BY ′ calculamos usando desigualdad triangular y la elección de c:

|〈y′,
∑
n≥1

εnanyn〉| =

∣∣∣∣∣∣
∑
n≥1

εnan〈y′, yn〉

∣∣∣∣∣∣ ≤
∑
n≥1

|εn||an||〈y′, yn〉|

=
∑
n≥1

|〈y′n, y〉||〈y′, yn〉| ≤ c‖y′‖‖y‖

≤ c‖y‖ = c

∥∥∥∥∥∥
∑
n≥1

anyn

∥∥∥∥∥∥ .
De la arbitrariedad de y′ ∈ BY ′ deducimos que la condición en (1.4) se satisface. Por lo tanto,
χ((yn)n∈N;Y ) ≤ I y la demostración queda completa.

Más generalmente, es posible de�nir nociones relacionadas con la incondicionalidad que en al-
gunos casos son más sencillas de estimar. La más general de ellas es la de estructura incondicional
local o l.u.st. por sus iniciales en inglés.

De�nición 1.3.4. Un espacio de Banach X tiene estructura incondicional local (l.u.st.) si existe
una constante Λ ≥ 1 tal que para todo subespacio Y de X de dimensión �nita la inclusión



10 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

i : Y �
� // X admite una descomposición de la forma:

Y �
� i //

u   

X

F

v

>>

donde F es un espacio de Banach de dimensión �nita y los operadores u : Y → F , v : F → X
satisfacen:

‖u‖‖v‖χ(F ) ≤ Λ.

A la menor constante Λ con esa propiedad se la denomina constante de incondicionalidad local
de X y la notamos χu(X). Como consecuencia inmediata, si X admite una base incondicional
entonces tiene l.u.st. y vale que χu(X) ≤ χ(X).

Remarcamos que esta de�nición no es la usual, en la que se consideran factorizaciones a
través de espacios de Banach F con base incondicional. La equivalencia entre ambas de�niciones
es probada en [DJT95, Corolario 1.7.4]. Nos inclinamos por esta versión porque es más fácil
de manipular y subraya la importancia cuantitativa de la factorización, ya que es claro que
siempre se puede factorizar un operador con dominio de dimensión �nita a través de un espacio
de dimensión �nita.

Observación 1.3.5. Si el espacio X en la de�nición es de dimensión �nita, para calcular χu(X)

alcanza con veri�car la propiedad para las descomposiciones de X
idX // X .

Para nuestros �nes, necesitaremos introducir una constante más proveniente de la teoría local
de espacios de Banach.

De�nición 1.3.6. Sea X un espacio de Banach de dimensión �nita. La constante de proyección
relativa de un subespacio Y de X es:

λ(Y,X) = ı́nf{‖P‖ | P : X → X es una proyección continua con P (X) = Y }.

A partir de eso, se de�ne la constante de proyección de X como:

λ(X) = sup{λ(I(X), Z) | I : X → Z es una inmersión isométrica en Z}.

Existe otra formulación más simple, que damos a continuación.

Teorema 1.3.7. Sea X un espacio de Banach de dimensión �nita. Entonces:

λ(X) = ı́nf{‖R‖‖S‖ | R : X → `N∞, S : `N∞ → X con N ∈ N y SR = idX}.

1.4. Funciones holomorfas

El objetivo de esta sección será dar estimaciones generales que relacionen los coe�cientes de
una función holomorfa con su norma supremo. En vista de nuestras aplicaciones, trabajaremos
con funciones cuyo dominio de de�nición sea la bola unidad de un espacio `np complejo, con
1 ≤ p ≤ ∞.

El primer resultado en este sentido es el siguiente lema, debido a F.Wiener.
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Lema 1.4.1. (Wiener) Sea f una función holomorfa en el disco D := {z ∈ C : |z| < 1}
con sup

z∈D
|f(z)| < 1. Si escribimos su desarrollo f(z) =

∑
n≥0 cnz

n, entonces se veri�ca que

|cn| ≤ 1− |c0|2, ∀n ∈ N.

Demostración. Sean k ∈ N y ω ∈ C una raíz k-ésima primitiva de la unidad. Consideramos la

función g de�nida en D por g(z) =
1

k

k∑
m=1

f(ωmz). Es claro que sup
z∈D
|g(z)| < 1, y haciendo el

cálculo de las derivadas de g obtenemos:

g(z) =
∑
n≥0

cnkz
nk.

En virtud de este desarrollo, la a�rmación del lema quedará probada si vemos que |c1| ≤ 1−|c0|2.
Para ello, de�nimos la función auxiliar ϕ(z) := c0−f(z)

1−c0f(z) para z ∈ D. Como ϕ(0) = 0 y ϕ′(0) =
c1

1−|c0|2 , por el lema de Schwarz tenemos |c1| ≤ 1− |c0|2, como queríamos probar.

A partir de este resultado para dimensión uno, obtenemos una estimación para cualquier
dimensión.

Corolario 1.4.2. Sean 1 ≤ p ≤ ∞ y f una función holomorfa de�nida en B`np (1 ≤ p ≤ ∞) tal

que supz∈B`np
|f(z)| < 1. Sea f(z) =

∑
α cαz

α su desarrollo. Si para cada m ∈ N denotamos por

Pm la parte m-homogénea de su desarrollo (es decir, Pm :=
∑
|α|=m cαz

α), entonces vale:

sup
z∈B`np

|Pm| ≤ 1− |c0|2,

donde c0 es el coe�ciente constante del desarrollo.

Demostración. Fijemos z0 ∈ B`np . Consideramos la función auxiliar g(ω) := f(ωz0) para ω ∈ D.
Es claro entonces que supω∈D |g(ω)| < 1. Veamos qué nos dice el lema anterior aplicado a g.
Necesitaremos calcular su desarrollo de Taylor. Por un lado, para f podemos escribir:

f(z) =
∑
α

cαz
α = c0 +

∑
m≥1

∑
|α|=m

cαz
α,

y a partir de ese desarrollo, tenemos para g:

g(ω) = f(ωz0) = c0 +
∑
m≥1

∑
|α|=m

cαz
α
0 ω
|α| = c0 +

∑
m≥1

∑
|α|=m

cαz
α
0 ω

m.

Si por otro lado desarrollamos g(ω) =
∑

k≥0 akω
k y comparamos coe�cientes, concluimos por

unicidad:
a0 = c0, am =

∑
|α|=m

cαz
α
0 (m ≥ 1).

Ahora, debido al lema de Wiener para la función de una variable g, tenemos que

|am| =

∣∣∣∣∣∣
∑
|α|=m

cαz
α
0

∣∣∣∣∣∣ ≤ 1− |a0|2 = 1− |c0|2, para m ≥ 1.
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Como z0 ∈ B`np era arbitrario se sigue que

sup
z∈B`np

∣∣∣∣∣∣
∑
|α|=m

cαz
α

∣∣∣∣∣∣ ≤ 1− |c0|2,

la conclusión buscada.

Otra consecuencia útil del argumento de la prueba del lema de Wiener es que permite mejorar
cotas uniformes sobre los coe�cientes del desarrollo de funciones holomorfas. Para enunciar este
resultado introducimos la de�nición de dominios de Reinhardt, que son las regiones naturales de
convergencia de series de potencia en varias variables.

De�nición 1.4.3. Un subconjunto abierto R ⊂ Cn es un dominio de Reinhardt si (z1, . . . , zn) ∈
R implica que (ζ1z1, . . . , ζnzn) ∈ R para complejos ζj con |ζj | = 1. Es un dominio de Reinhardt

completo si siempre que (z1, . . . , zn) ∈ R, entonces (ζ1z1, . . . , ζnzn) ∈ R para números complejos
ζj con |ζj | ≤ 1.

Lema 1.4.4. Sea R ⊂ Cn un dominio de Reinhardt completo y denotamos con F(R) := {f :
R→ C | f holomorfa con supz∈R |f(z)| < 1}. Si α es un multíindice con |α| > 0 y existe C > 0
tal que |f (α)(0)| ≤ C ∀f ∈ F(R), entonces |f (α)(0)| ≤ (1− |f(0)|2)C, para cualquier f ∈ F(R).

La prueba de este resultado es muy similar a lo hecho en el caso unidimensional. Referimos
a [Boa00] para una demostración completa. Para terminar, escribimos la acotación sobre los
coe�cientes que se obtiene aplicando la fórmula integral de Cauchy para polidiscos.

Lema 1.4.5. Sea f =
∑

α cαz
α holomorfa en B`np . Si supz∈B`np

|f(z)| < 1, entonces para cada

multiíndice α vale:

|cα| ≤ e
m
p

(
m!

α!

) 1
p

,

donde m = |α|.

Demostración. Sea z = (r1, . . . , rn) ∈ B`np con ri 6= 0, 1 ≤ i ≤ n. Como f es holomorfa en
D(0, z) := {w ∈ Cn : |wj | ≤ |rj |,∀ 1 ≤ j ≤ n}, por la fórmula integral de Cauchy tenemos para
cada multiíndice α:

cα = fα(0)α! =
1

(2πi)n

∫
∂D(0,z)

f(ω)

ωα1+1
1 . . . ωαn+1

n

dω1 . . . dωn. (1.5)

Tomando módulo en (1.5) y recordando que |f | < 1 en B`np :

|cα| ≤
1

(2π)n

∫
∂D(0,z)

dω1 . . . dωn
|r1|α1+1 . . . |rn|αn+1

=
|r1| . . . |rn|

|r1|α1+1 . . . |rn|αn+1
=

1

|zα|
.

Nos interesa entonces calcular el máximo valor posible de |zα| para z ∈ B`np . Utilizando multi-
plicadores de Lagrange, vemos que

sup
z∈B`np

|zα| =
(

αα

|α||α|

) 1
p

.
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Por lo tanto, concluimos que |cα| ≤
(
|α||α|
αα

) 1
p
. Por la fórmula de Stirling

√
2πnn+ 1

2 e−n ≤ n! ≤ enn+ 1
2 e−n, (1.6)

si escribimos |α| = m tenemos la estimación
(
mm

αα

)
≤ em

(
m!
α!

)
, lo cual prueba la cota deseada.
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Capítulo 2

Desigualdades

En este capítulo nos proponemos establecer dos desigualdades fundamentales en varias áreas
del análisis funcional y complejo que utilizaremos para obtener nuestros resultados: la desigual-
dad de Bayart y la desigualdad de Bohnenblust-Hille. Debido a que nuestro objetivo es establecer
cotas ajustadas, nos interesará analizar la optimalidad de la constante alcanzada (en el caso de
la desigualdad de Bayart) y rastrearemos siempre que sea posible el valor de las constantes
relevantes que surjan en el desarrollo. Desarrollaremos en primer lugar la deducción de la de-
sigualdad de Bayart, dado que es una herramienta importante en las demostraciones modernas
de la desigualdad de Bohnenblust-Hille. Por esta misma razón, incluiremos una variante de la
primera desigualdad que nos permitirá obtener en la última subsección del capítulo una versión
alternativa de Bohnenblust-Hille para el caso polinomial.

2.1. La desigualdad de Bayart

La clásica desigualdad de Khintchine, que proviene de la teoría de probabilidades pero es
de uso frecuente en análisis, permite comparar las distintas normas Lp(Tn) de ciertos procesos.
Asegura que existen constantes Ap, Bp (1 ≤ p ≤ ∞) tales que dados n ∈ N y complejos a1, . . . , an
se cumple:

1

Ap

(
n∑
i=1

|ai|2
) 1

2

≤

(∫
Tn

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

aizi

∣∣∣∣∣
p

dz

) 1
p

≤

(
n∑
i=1

|ai|2
) 1

2

si p ≤ 2,

y (
n∑
i=1

|ai|2
) 1

2

≤

(∫
Tn

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

aizi

∣∣∣∣∣
p

dz

) 1
p

≤ Bp

(
n∑
i=1

|ai|2
) 1

2

si p ≥ 2.

En el desarrollo de varios de los resultados de este trabajo precisaremos estimar la norma
Lp(Tn) de polinomios homogéneos en términos de su norma Lq(Tn). La desigualdad de Bayart
provee exactamente la herramienta para realizar eso y por esta razón es nombrada en la litera-
tura como una versión polinomial de la desigualdad de Khintchine o de la desigualdad de tipo
Khintchine-Kahane. Este resultado está basado fuertemente en un artículo de Weissler [Wei80]
y nos ocupamos de su demostración en las primeras dos secciones de este capítulo. En la última

15
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parte presentamos otra desigualdad de tipo Khintchine-Kahane para polinomios homogéneos,
que es útil en diferentes contextos.

2.1.1. Nociones previas y una desigualdad debida a Weissler

Para empezar, presentamos dos importantes familias de espacios normados de funciones ho-
lomorfas y algunos hechos básicos sobre ellas: los espacios de Hardy Hp y de Bergman Ap.

Dado 1 ≤ p <∞, el espacio de Hardy Hp es el conjunto de funciones f : D→ C holomorfas
que veri�can:

sup
r∈(0,1)

Mp(r, f) <∞,

donde el supremo está tomado sobre las medias integrales Mp(r, f) :=
(

1
2π

∫ 2π
0 |f(reiθ)|pdθ

) 1
p
.

Está dotado de una norma vía:

‖f‖Hp := ĺım
r→1−

Mp(r, f).

Notemos dA(z) = rdrdθ el diferencial de área de la medida de Lebesgue usual en D. El espacio
de Bergman Ap consiste del conjunto de funciones holomorfas f : D→ C que cumplen:

∫
D
|f(z)|pdA(z) <∞.

Este espacio admite una norma de�nida por:

‖f‖Ap :=

(
1

π

∫
D
|f(z)|pdA(z)

) 1
p

=

(
2

∫ 1

0
rMp

p (r, f)dr

) 1
p

,

donde la normalización está elegida para que la norma de la función constante uno tenga norma
uno (notar que la igualdad de las dos expresiones integrales proviene de una aplicación directa
del teorema de Fubini y cambio de variables). Varias propiedades importantes de estos espacios
se deducen de que en el caso p = 2 conocemos fórmulas explícitas para las normas de una función
f en términos de su desarrollo de Taylor f(z) =

∑
n≥0 anz

n. Concretamente, tenemos:

‖f‖2H2 =
∑
n≥0

|an|2 , ‖f‖2A2 =
∑
n≥0

|an|2

n+ 1
. (2.1)
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Mostramos la derivación de la fórmula para el espacio A2 (la otra es análoga).

‖f‖2A2 =
1

π

∫ 1

0

∫ 2π

0
r|f(reiθ)|2dθ dr

=
1

π

∫ 1

0
r

∫ 2π

0
f(reiθ)f(reiθ)dθ dr

=
1

π

∫ 1

0
r

∫ 2π

0

∑
n≥0

anr
neinθ

∑
k≥0

akr
ke−ikθdθ dr

=
1

π

∫ 1

0
r
∑
n≥0

∑
k≥0

anakr
n+k

∫ 2π

0
ei(n−k)θdθ dr

=
1

π

∫ 1

0
2πr

∑
n≥0

|an|2r2ndr

=
∑
n≥0

|an|2

n+ 1
,

donde simplemente hemos utilizado la de�nición de la norma y la relación de ortogonalidad∫ 2π

0
ei(n−k)θdθ = δnk,

para n, k ∈ N.
Otro hecho importante que utilizaremos es que los espacios de Hardy pueden ser vistos como

ciertos subespacios de Lp(T). Concretamente, si f es una función de Hp tenemos que los límites
radiales f̃(θ) := ĺımr→1− f(reiθ) existen para casi todo θ ∈ [0, 2π) respecto de la medida de
Lebesgue. Esto de�ne una función f̃ que pertenece a Lp(T) y cuya norma coincide con la norma
Hp de la función original, es decir:

‖f‖Hp =

(
1

2π

∫ 2π

0
|f̃(θ)|dθ

) 1
p

. (2.2)

Ahora sí, enunciamos la desigualdad principal de esta sección.

Teorema 2.1.1. (Desigualdad de Weissler) Sea f : D→ C holomorfa. De�nimos fr(z) := f(rz)
para r ∈ (0, 1) �jo, z ∈ D. Si 0 < p < q <∞, para cualquier r2 ≤ p

q vale:

‖fr‖Hq ≤ ‖f‖Hp .

Además, r2 = p
q es el máximo valor que hace verdadera la desigualdad cualquiera sea f .

La demostración de este resultado es profunda y se basa en la hipercontractividad de la
convolución con el núcleo de Poisson en espacios de Hardy (referimos a [Wei80]). Probaremos el
caso particular en que p = 1 y q = 2, que es la versión más utilizada (y en verdad, ya había sido
establecida por Bonami en [Bon70]). El argumento de esta prueba es de Michal Wojciechowski,
comunicado aparentemente a Andreas Defant.
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Demostración. (del caso particular p = 1 y q = 2). Veamos en primer lugar que para cualquier
g ∈ H2 vale:

‖g√ 1
2

‖H4 ≤ ‖g‖H2 . (2.3)

En efecto, si escribimos el desarrollo de la función como g =
∑

n≥0 anz
n podemos calcular:

‖g√ 1
2

‖4H4 = ‖g2√
1
2

‖2H2

=

∥∥∥∥∥∥
∑
n≥0

an√
2
n z

n

2∥∥∥∥∥∥
2

H2

=
∑
n≥0

1√
2
n

∣∣∣∣∣
n∑
k=0

akan−k

∣∣∣∣∣
2

,

donde hemos utilizado la relación (2.1) en el último paso. Ahora, como para n ∈ N y números
reales x1, . . . , xn se veri�ca la desigualdad

(x0 + x1 + · · ·+ xn)2 ≤ (n+ 1)(x2
0 + x2

1 + · · ·+ x2
n),

concluimos:

‖g√ 1
2

‖4H4 ≤
∑
n≥0

n+ 1√
2
n

n∑
k=0

|ak|2|an−k|2

≤
∑
n≥0

n∑
k=0

|ak|2|an−k|2

=

∑
n≥0

|an|2
2

= ‖g‖4H2 ,

lo cual prueba la a�rmación inicial.
Probamos ahora el enunciado original. Supongamos que f ∈ H1. Debido a [Woj96, I.B.23],

existen g, h ∈ H2 de manera que

f = g · h y ‖f‖H1 = ‖g‖2H2 = ‖h‖2H2 .

Luego, por la desigualdad entre la media aritmética y geométrica y la desigualdad triangular:

‖f√ 1
2

‖2H2 = ‖g√ 1
2

h√ 1
2

‖22

≤ 1

4
‖(g√ 1

2

)2 + (h√ 1
2

)2‖2H2

≤ 1

4

(
‖(g√ 1

2

)2‖H2 + ‖(h√ 1
2

)2‖H2

)2

=
1

4

(
‖(g√ 1

2

)‖2H4 + ‖(h√ 1
2

)‖2H4

)2
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Finalmente, si aplicamos (2.3) y la elección de g y h obtenemos:

‖f√ 1
2

‖2H2 ≤
1

4

(
‖g‖2H2 + ‖h‖2H2

)2
= ‖f‖2H1 ,

la conclusión buscada.

2.1.2. La desigualdad general

En esta sección probaremos la desigualdad de Bayart basándonos esencialmente en la de-
sigualdad establecida por Weissler, que puede ser pensada como el caso base (es decir, el caso
en que las funciones dependen de una sola variable compleja) . Además, mostraremos que la
constante en la desigualdad es óptima.

Para hacer el paso inductivo, necesitaremos la siguiente versión integral de la desigualdad de
Minkowski :

Lema 2.1.2. Sean (X, dx), (Y, dy) espacios de medida, f : X × Y → C medible. Si 0 < α ≤ 1,
entonces: ∫

Y

(∫
X
|fα(x, y)| dx

) 1
α

dy ≤
(∫

X

(∫
Y
|f(x, y)| dy

)α
dx

) 1
α

. (2.4)

Seguiremos la demostración dada en [Bay02], aunque la enunciaremos sólo para polinomios
homogéneos que es nuestro caso de interés.

Teorema 2.1.3. (Desigualdad de Bayart) Sean 0 < p < q <∞, m,n ∈ N y P (z) =
∑
|α|=m aαz

α

un polinomio m-homogéneo en Cn. Entonces,

‖P‖Lq(Tn) ≤
√
q

p

m

‖P‖Lp(Tn). (2.5)

Demostración. Notamos dm a la medida normalizada de Lebesgue en Tn. Como P es homogéneo,
tenemos que:√

p

q

qm

‖P‖qLq(Tn) =

√
p

q

qm ∫
Tn

∣∣∣∣∣∣
∑
|α|=m

aαz
α

∣∣∣∣∣∣
q

dm(z)

=

∫
Tn−1

∫
T

∣∣∣∣P (√p

q
z1, . . . ,

√
p

q
zn

)∣∣∣∣q dm(zn) dm(z1, . . . , zn−1).

Por la desigualdad de Weissler (2.1.1), para w1, . . . , wn−1 ∈ T �jos podemos a�rmar:∫
T

∣∣∣∣P (√p

q
w1, . . . ,

√
p

q
wn−1,

√
p

q
zn

)∣∣∣∣q dm(zn) ≤
(∫

T

∣∣∣∣P (√p

q
w1, . . . ,

√
p

q
wn−1, zn

)∣∣∣∣p dm(zn)

) p
q

.

Reemplazando,

‖P‖qLq(Tn) ≤
√
q

p

qm ∫
Tn−1

(∫
T

∣∣∣∣P (√p

q
z1, . . . ,

√
p

q
zn−1, zn

)∣∣∣∣p dm(zn)

) q
p

dm(z1, . . . , zn−1)

=

√
q

p

qm ∫
Tn−1

(∫
T

∣∣∣∣P (

√
p

q
z1, . . . ,

√
p

q
zn−1, zn)

∣∣∣∣qα dm(zn)

) 1
α

dm(z1, . . . , zn−1),
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donde hicimos α = p
q . Por la desigualdad integral de Minkowski (2.4),

‖P‖qLq(Tn) ≤
√
q

p

qm
(∫

T

(∫
Tn−1

∣∣∣∣P (√p

q
z1, . . . ,

√
p

q
zn−1, zn

)∣∣∣∣q dm(z1, . . . , zn−1)

) p
q

dm(zn)

) q
p

.

Prosiguiendo de la misma manera con las variables zn−1, . . . , z1, obtenemos que

‖P‖qLq(Tn) ≤
√
q

p

qm(∫
Tn
|P (z)| dm(z)

) q
p

,

como queríamos ver.

Como a�rmamos más arriba, la constante obtenida en la desigualdad es la mejor posible.
Concretamente, nos proponemos demostrar lo siguiente:

Teorema 2.1.4. Sean 0 < p < q < ∞. La constante C =
√

q
p es la mejor constante posible

C = C(p, q) tal que para todo m ∈ N y P ∈ P(mCn) se veri�ca:

‖P‖Lq(Tn) ≤ Cm‖P‖Lp(Tn).

Este resultado es consecuencia inmediata de un ejemplo construido por Kwapie«, que puede
ser encontrado en [DM14].

Lema 2.1.5. Sean m,n ∈ N. Notamos con

pn(z) :=
n∑
i=1

zi

a la primera potencia simétrica de z1, . . . , zn ∈ C. De�nimos el polinomio m-homogéneo en Cn
Um,n por

Um,n(z) :=

(
pn

(
z1√
n
, . . . ,

zn√
n

))m
.

Entonces, para cualquier 0 < p <∞ vale que:

ĺım
n→∞

‖Um,n‖Lp(Tn) = Γ
(mp

2
+ 1
) 1
p
.

Demostración. Consideremos para cada n ∈ N el polinomio

Qn(z) := pn

(
z1√
n
, . . . ,

zn√
n

)
.

Podemos pensar a cada zi como una variable aleatoria Steinhaus. Entonces, por el teorema
central del límite la sucesión (Qn)n∈N converge en distribución a una variable aleatoria gaussiana
compleja canónica G. Además, dado t > 0 por las desigualdades de Khintchine: existe una
constante Ct > 0 tal que:

E|Qn|t =

∫
Tn

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

zi√
n

∣∣∣∣∣
t

dz ≤

Ct( n∑
i=1

∣∣∣∣ 1√
n

∣∣∣∣2
)2
t

= Ctt ,
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es decir, la sucesión (|Qn|t)n∈N es uniformemente integrable. Luego, por el teorema de conver-
gencia de Vitali (ver por ejemplo [Rud87]) para todo p > 0 vale:

ĺım
n→∞

E|Qmn |p = E|G|mp = Γ
(mp

2
+ 1
)
.

Como Um,n = Qmn , esto concluye la demostración.

La sucesión de polinomios Um,n construida en el lema funciona como caso extremal y nos
permite mostrar la optimalidad de la constante en (2.5).

Demostración. (del teorema 2.1.4) Del lema previo obtenemos fácilmente que

ĺım
n→∞

‖Um,n‖Lq(Tn)

‖Um,n‖Lp(Tn)
=

Γ
( qm

2 + 1
) 1
q

Γ
(pm

2 + 1
) 1
p

.

La fórmula de Stirling para la función Γ dice que cualquiera sea x > 0,

√
2πxx+ 1

2 e−x < Γ(x+ 1) <
√

2πxx+ 1
2 e−x+ 1

12x .

Si aplicamos esta estimación, concluimos que existe una constante κ > 0 independiente de m tal
que

Γ
( qm

2 + 1
) 1
q

Γ
(pm

2 + 1
) 1
p

≥ κ (qmπ)
1
2q

(pmπ)
1
2p

√
q

p

m

.

Como evidentemente para cada m ∈ N se veri�ca que

C(p, q)m ≥
‖Um,n‖Lq(Tn)

‖Um,n‖Lp(Tn)
,

de las estimaciones realizadas se desprende que C(p, q) ≥
√

q
p . La igualdad de ambas cantidades

proviene por lo tanto de la desigualdad de Bayart (2.5).

2.1.3. Una variante

Hemos establecido hasta aquí una desigualdad polinomial de tipo Khintchine que nos per-
mite comparar las normas en Lp(Tn) y Lq(Tn) de un polinomio homogéneo. En esta subsección
mostraremos una desigualdad alternativa para comparar las normas en L2(Tn) y L1(Tn) de po-
linomios homogéneos con el �n de establecer más adelante una forma distinta de la desigualdad
de Bohnenblust-Hille (ver Sección 2.2.4). De manera análoga a lo anteriormente hecho, en pri-
mer lugar obtendremos una desigualdad para funciones de una sola variable compleja y luego
derivaremos una relación para polinomios homogéneos. La desigualdad inicial se debe a Vukoti¢
[Vuk03] y precisaremos mencionar algunos hechos sobre productos de Blaschke y su relación con
espacios de Hardy antes de probarla.

Recordemos que una sucesión (zn)n∈N en D es el conjunto de ceros de alguna función en Hp

(con 1 ≤ p < ∞) si y sólo si satisface la condición de Blaschke:
∑

n≥1(1 − |zn|) < ∞. Así, los
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conjuntos de ceros de funciones coinciden en todos los espacios Hp. Una sucesión que cumple
dicha condición tiene asociado el producto de Blaschke correspondiente dado por:

B(z) =
∏
n≥1

|zn|
zn

zn − z
1− znz

,

que de�ne una función holomorfa y acotada en D (cuando zn = 0 se usa el término z en la
fracción correspondiente). De este modo, cualquier función f en Hp admite una descomposición
f = Bfg, donde Bf es el producto de Blaschke del conjunto de ceros de f y por lo tanto g = f

Bf
es un miembro de Hp sin ceros. Además, es fácil comprobar que cualquier producto de Blaschke
B satisface B(z) < 1 para todo z en el interior de D y que B̃(eiθ) = 1 para casi todo θ ∈ [0, 2π).
Gracias a la identidad (2.2), vemos que ‖g‖Hp = ‖ f

Bf
‖Hp = ‖f‖Hp .

Estamos listos para mostrar la desigualdad de Vukoti¢.

Teorema 2.1.6. Sea 1 ≤ p ≤ ∞. Entonces, toda función f ∈ Hp pertenece a A2p y satisface la

desigualdad ‖f‖A2p ≤ ‖f‖Hp. Más aún, la igualdad se alcanza si y sólo si f es de la forma:

f(z) = c

(
1

1− λz

) 2
p

,

para ciertas constantes c, λ con |λ| < 1.

Observación 2.1.7. Un resultado de Hardy y Littlewood (ver [HL32, Teorema 31]) asegura que
para 1 ≤ p <∞ el operador Jp : Hp → A2p dado por Jp(f) = f está bien de�nido y es acotado.
El teorema enunciado da una forma cuantitativa de este hecho, pues implica que ‖Jp‖ = 1.
Además esta inclusión es óptima, en el sentido que Hp 6⊂ Aq si q > 2p. En efecto, un cálculo
directo revela que la función parametrizada fα(z) = (1−z)−α pertenece a Hp si y sólo si αp < 1,
mientras que está en Aq si sólo si αq < 2. Así, para cualquier 2

q ≤ α < 1
p , la función fα está en

Hp pero no en Aq.

Demostración. (del Teorema 2.1.6) Empezaremos por demostrar la desigualdad en el caso p = 2.
Utilizando las fórmulas (2.1) y la desigualdad de Cauchy-Schwarz:

‖f‖4A4 = ‖f2‖2A2 =

∥∥∥∥∥∥
∑
n≥0

(
n∑
k=0

akan−k

)
zn

∥∥∥∥∥∥
=
∑
n≥0

1

n+ 1

∣∣∣∣∣
n∑
k=0

akan−k

∣∣∣∣∣
2

=
∑
n≥0

∣∣∣∣∣
n∑
k=0

ak√
n+ 1

an−k√
n+ 1

∣∣∣∣∣
2

≤
∑
n≥0

n∑
k=0

|ak|2|an−k|2

=

∑
n≥0

|an|2
2

= ‖f‖4H2 ,

lo que muestra ‖f‖A4 ≤ ‖f‖H2 .
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Como la única acotación realizada provino del empleo de la desigualdad de Cauchy-Schwarz,
vemos que las normas coinciden para f si y sólo si para cada n ∈ N0 y k = 0, . . . , n vale

akan−k =
Cn√
n+ 1

,

para cierta constante Cn (que depende sólo de n). Si a0 = 0, aplicando las igualdades de coe-
�cientes deducidas tenemos en particular que a0 · a2n = a2

n para cada n ∈ N y por lo tanto
f ≡ 0. Podemos suponer entonces que a0 6= 0. Dado n ∈ N, de la cadena de igualdades de arriba
deducimos que a0an = a1an−1. Si llamamos λ = a1

a0
tenemos las relaciones

an = λan−1,

para todo n ∈ N, de donde an = λna0. Luego, f es extremal para este caso si y sólo si tiene la
forma:

f(z) =
∑
n≥0

a0λ
nzn =

a0

1− λz
.

Probamos ahora la a�rmación para 1 ≤ p < ∞ arbitrario mediante un procedimiento estándar
en espacios de Hardy. Supongamos que f ∈ Hp es tal que no se anula en D. Podemos entonces
tomar una rama analítica de f

p
2 y aplicarle la desigualdad recién derivada (en el caso p = 2)

para deducir:

‖f‖
p
2

A2p = ‖f
p
2 ‖A4 ≤ ‖f

p
2 ‖H2 = ‖f‖

p
2
Hp ,

la desigualdad buscada. Del análisis previo se desprende que la igualdad es sólo posible para
funciones de la forma

f(z) =

(
a0

1− λz

) p
2

.

Finalmente si f en Hp es una función arbitraria, admite una factorización f = Bfg, donde B es
el producto de Blaschke con los mismos ceros que f y g tiene la misma norma Hp que f pero no
se anula en D. De esta manera, debido a los casos ya probados:

‖f‖A2p

‖f‖Hp
=
‖Bfg‖A2p

‖Bfg‖Hp
=
‖Bfg‖A2p

‖g‖Hp
<
‖g‖A2p

‖g‖Hp
≤ 1,

donde la desigualdad (estricta) proviene del hecho que cualquier producto de Blaschke B cumple
que B(z) < 1 si z está en el interior de D. Esto completa la demostración.

Siguiendo el argumento de Bayart, esta desigualdad fue generalizada por Helson en [Hel06].
Como antes, enunciamos el resultado para polinomios homogéneos.

Teorema 2.1.8. (Desigualdad de Helson) Sean m,n ∈ N, y P (z) =
∑
|α|=m aαz

α un polinomio

m-homogéneo en Cn. Entonces,  ∑
|α|=m

|cα|2

α+ 1

 1
2

≤ ‖P‖L1(Tn), (2.6)

donde α+ 1 := (α1 + 1) · · · (αn + 1).
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Demostración. De�nimos para cada 1 ≤ i ≤ n y polinomio m-homogéneo
∑
|α|=m cαz

α el ope-
rador Ti como:

Ti

 ∑
|α|=m

cαz
α

 :=
∑
|α|=m

cα√
αi + 1

zα.

Entonces, la desigualdad a probar se escribe como:

‖Tn · · ·T1P‖L2(Tn) ≤ ‖P‖L1(Tn).

Trabajamos con el miembro izquierdo. Si escribimos Tn−1 · · ·T1P (z) =
∑
|α|=m bαz

α, resulta que

Tn (Tn−1 · · ·T1P ) (z) =
∑
|α|=m

bα√
αn + 1

zα =

m∑
αn=0

 1√
αn + 1

∑
|β|=m−αn

b(β,αn)z
β

 zαnn

De esta manera, debido a la identidad (2.2) tenemos para w1, . . . , wn−1 ∈ T �jos:

∫
T

∣∣∣∣∣∣
m∑

αn=0

 1√
αn + 1

∑
|β|=m−αn

b(β,αn)w
β

 zαnn

∣∣∣∣∣∣
2

dm(zn) = ‖Tn (Tn−1 · · ·T1P ) (w1, . . . , wn−1, zn)‖2H2

=

m∑
αn=0

1

αn + 1

∣∣∣∣∣∣
∑

|β|=m−αn

b(β,αn)w
β

∣∣∣∣∣∣
2

=

∥∥∥∥∥∥
m∑

αn=0

 ∑
|β|=m−αn

b(β,αn)w
β

 zαnn

∥∥∥∥∥∥
2

A2

.

Por la desigualdad de Vukotic (2.1.6),

∫
T
|Tn (Tn−1 · · ·T1P ) (w1, . . . , wn−1, zn)|2dm(zn) ≤

∥∥∥∥∥∥
∑
|α|=m

b(β,αn)w
βzαnn

∥∥∥∥∥∥
2

H1

= ‖Tn−1 · · ·T1P (w1, . . . , wn−1, zn)‖2H1 .

Aplicamos esto en la desigualdad original para obtener:(∫
Tn
|Tn · · ·T1P |2dm(z1, . . . , zn)

) 1
2

=

(∫
Tn−1

∫
T
|Tn (Tn−1 · · ·T1P ) |2dm(zn) dm(z1, . . . , zn−1)

) 1
2

≤

(∫
Tn−1

(∫
T
|Tn−1 · · ·T1P |dm(zn)

)2

dm(z1, . . . , zn−1)

) 1
2

.

Finalmente, repitiendo el argumento usado en la prueba de la desigualdad de Bayart (es decir,
empleando la desigualdad de Minkowski continua e iterando) vemos que:(∫

Tn
|Tn · · ·T1P |2dm(z1, . . . , zn)

) 1
2

≤
∫
Tn
|P |dm(z1, . . . , zn),

lo que completa la demostración.
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2.2. La desigualdad de Bohnenblust-Hille

En su artículo de 1930 [Lit30], Littlewood probó la célebre desigualdad hoy conocida como
desigualdad 4

3 de Littlewood: para cualquier forma bilineal φ : Cn × Cn → C, tenemos∑
i,j

|φ(ei, ej)|
4
3

 3
4

≤
√

2 sup
z1,z2∈Dn

|φ(z1, z2)|,

donde (ei)
n
i=1 es la base canónica de Cn. Además el exponente 4

3 es óptimo, en el sentido que no se
puede reemplazar el factor

√
2 por una constante independiente de n para exponentes menores.

Poco después, en el contexto del estudio de la convergencia absoluta de series de Dirichlet (y en
particular, del problema de convergencia absoluta de H.Bohr) Bohnenblust y Hille establecieron
en [BH31] una versión m-lineal de la desigualdad 4

3 de Littlewood: dado m ∈ N, existe una
constante Cm tal que para toda función m-lineal φ : Cn × · · · × Cn → C vale ∑

i∈M(m,n)

|φ(ei1 , . . . , eim)|
2m
m+1

m+1
2m

≤ Cm‖φ‖, (2.7)

y nuevamente el exponente 2m
m+1 es óptimo en el sentido antes indicado. Notamos por Bmultm

a la constante óptima en (2.7). La demostración original de la desigualdad revela que Bmultm ≤
m

m+1
2m (
√

2)m−1. En el mismo trabajo, Bohnenblust y Hille inventaron la polarización y dedujeron
una versión polinomial (o simétrica) de (2.7): dado m ∈ N, existe una constante Dm ≥ 1 tal que
para cualquier polinomio m-homógeneo

∑
|α|=m aαz

α en Cn, ∑
|α|=m

|aα|
2m
m+1

m+1
2m

≤ Dm sup
z∈Dn

∣∣∣∣∣∣
∑
|α|=m

aαz
α

∣∣∣∣∣∣ , (2.8)

y el exponente 2m
m+1 tampoco puede ser mejorado. Si notamos Bpolm a la constante óptima en esta

desigualdad, el uso directo de la polarización permite establecer que:

Bpolm ≤ Bmulm

m
m
2 (m+ 1)

m+1
2

2m(m!)
m+1
2m

.

Desde la prueba original, fueron obtenidas varias mejoras en la estimación de las constantes para
ambas desigualdades (ver [DFOC+11, BPSS14] para un recorrido histórico sobre los progresos
relevantes en el tema). Precisamente estos dos artículos produjeron los avances más notables. El
resultado central de [DFOC+11] asegura que la desigualdad de Bohnenblust-Hille para polinomios
homogéneos es hipercontractiva, esto es, existe una constante C > 1 tal que:

Bpolm ≤ Cm.

En [BPSS14] se va un paso más allá al obtener que el crecimiento de la constante Bpolm es subex-
ponencial : para todo ε > 0, existe una constante κ = κ(ε) tal que

Bpolm ≤ κ(1 + ε)m.



26 CAPÍTULO 2. DESIGUALDADES

Este último resultado será fundamental más adelante para caracterizar el radio de Bohr de la
bola unidad B`np en el rango 2 ≤ p ≤ ∞ (Sección 4.2.1). Por este motivo, desarrollaremos a
continuación las estimaciones obtenidas en [BPSS14], dividiendo la exposición en subsecciones
para facilitar su comprensión.

2.2.1. Un enfoque interpolativo en la desigualdad de Blei

La mayoría de las demostraciones modernas de la desigualdad de Bohnenblust-Hille dependen
en algún grado de una desigualdad debida a Blei [Ble79]: para cualquier colección (ai)i∈M(m,n)

de complejos, se cumple:

 ∑
i∈M(m,n)

|ai|
2m
m+1

m+1
2m

≤
∏

1≤k≤m

 n∑
j=1

 n∑
i∈M(m−1,n)

|a(i,kj)|
2

 1
2


1
m

, (2.9)

(donde (i,k j) es el multiíndice (i1, . . . , ik−1, j, ik, . . . , in) ∈M(m,n)).
El primer paso consiste en obtener una generalización de esta desigualdad a través del uso de

la interpolación. Necesitaremos introducir un poco de notación de índices para enunciarla. Para
m ∈ N y cualquier 1 ≤ k ≤ m, notaremos con Pk(m) a la colección de subconjuntos de {1, . . . ,m}
con cardinal k. Fijado n ∈ N, si S = {s1, . . . , sk} es un elemento de Pk(m), S̄ será su complemento
respecto de {1, . . . ,m} y el índice iS será una abreviación de (is1 , . . . , isk) ∈ M(k, n). También
escribiremos

∑
iS

para referirnos a
∑n

is1
· · ·
∑n

isk
. Con esta notación, la desigualdad de Blei (2.9)

se escribe como:  ∑
i∈M(m,n)

|ai|
2m
m+1

m+1
2m

≤
∏

S∈P1(m)

∑
iS

∑
iS̄

|ai|2
 1

2


1
m

.

Nuestro objetivo es mostrar que vale una versión más general de esta desigualdad cambiando
P1(m) por cualquier Pk(m), 1 ≤ k ≤ m. Introducimos para eso los espacios con los que in-
terpolaremos. Dados m ∈ N, q = (q1, . . . , qm) ∈ [1,+∞)m consideramos el espacio de Lorentz
`q := `q1(`q2(. . . (`qm(N)) . . . ), es decir, el espacio de las sucesiones de complejos m-indexadas
(ai) que veri�can:

∑
i1≥1


∑
i2≥1

. . .
 ∑
im−1≥1

∑
im≥1

|ai|qm


qm−1
qm


qm−2
qm−1

. . .


q2
q3


q1
q2



1
q1

≤ +∞,

y esa cantidad se de�ne como la norma de la sucesión en el espacio de Lorentz (que notamos
‖a‖`q). Observamos que en el caso que q = ( 2m

m+1 , . . . ,
2m
m+1), para una colección (ai)i∈M(m,n)

tenemos:
‖a‖`q =

∑
i∈M(m,n)

|ai|
2m
m+1 .
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Con esto como motivación, utilizamos dos herramientas para estimar la norma `q de una sucesión.
La primera (y principal) es la interpolación entre espacios de Lorentz: dados p,q ∈ [1,+∞)m y
θ ∈ (0, 1), se veri�ca

[`p, `q]θ = `r,

donde 1
ri

= θ
pi

+ 1−θ
qi

, para 1 ≤ i ≤ m (para una prueba de esto ver, por ejemplo, [BL12]).
El segundo resultado que necesitaremos es una consecuencia de la desigualdad de Minkowski

(ver [Gar07, Corolario 5.4.2]): para 0 < p ≤ q <∞ y cualquier sucesión de complejos (ci,j)∑
i

∑
j

|ci,j |p


q
p


1
q

≤

∑
j

(∑
i

|ci,j |q
) p

q

 1
p

.

En concreto, nos interesa lo que nos permite obtener en esta situación particular: sean S ∈
Pk(m), λ ∈ [1, 2] y q = (q1, . . . , qm), con qi = λ si i ∈ S, qi = 2 en otro caso. Una aplicación
simple de inducción permite entonces mostrar que para cualquier colección de números complejos
(ai)i∈M(m,n) vale

‖a‖`q ≤

∑
iS

∑
iS̄

|ai|2
λ

2


1
λ

. (2.10)

Probamos ahora el resultado principal de esta parte.

Teorema 2.2.1. (Desigualdad de Blei generalizada) Sean m,n ∈ N y 1 ≤ k ≤ m. Para cualquier

colección (ai)i∈M(m,n) de complejos, vale

 ∑
i∈M(m,n)

|ai|
2m
m+1

m+1
2m

≤
∏

S∈Pk(m)

∑
iS

∑
iS̄

|ai|2
 1

2
2k
k+1


k+1
2k

1

(mk )

.

Demostración. Sea q = ( 2m
m+1 , . . . ,

2m
m+1). El plan es usar interpolación para estimar ‖a‖`q , que

coincide con el lado izquierdo de la desigualdad a probar. Con este �n de�nimos para cada
S ∈ Pk(m) el exponente qS como qSi = 2k

k+1 para i ∈ S y qSi = 2 en otro caso. Así, para
1 ≤ i ≤ m tenemos:∑

S∈Pk(m)

1

qSi
=
k + 1

2k

(
m− 1

k − 1

)
+

1

2

(
m− 1

k

)
=

1

2

(
m− 1

k

)(
k + 1

m− k
+ 1

)
=
m+ 1

2m

(
m

k

)
.

Luego, si llamamos θ := 1

(mk )
concluimos para cada 1 ≤ i ≤ m:

1

qi
=

∑
S∈Pk(m)

θ

qSi
,

y además
∑

S∈Pk(m) θ = 1. Por interpolación de `q con los espacios `qS (S ∈ Pk(m)) tenemos:

‖a‖`q ≤
∏

S∈Pk(m)

‖a‖
1

(mk )
`
qS

.
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Finalmente por la desigualdad (2.10) con λ = 2k
k+1 , para cualquier S ∈ Pk(m) vale que:

‖a‖`
qS
≤

∑
iS

∑
iS̄

|ai|2
 1

2
2k
k+1


k+1
2k

.

Como ‖a‖`q =
(∑

i∈M(m,n) |ai|
2m
m+1

)m+1
2m

, esto concluye la prueba.

2.2.2. La versión multilineal

El objetivo principal de esta parte es dar una estimación ajustada de la constante óptima en
la desigualdad de Bohenblust-Hille multilineal. El paso clave consiste en establecer una relación
inductiva para la sucesión (Bmultm )m∈N. Antes de proceder, necesitamos dar algunos hechos sobre
la desigualdad de Khintchine . Recordemos que para cada p ∈ [1, 2], existe una constante Ap tal
que cualquiera sean n ∈ N y complejos a1, . . . , an se cumple:(

n∑
i=1

|ai|2
) 1

2

≤ Ap

(∫
Tn

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

aizi

∣∣∣∣∣
p

dz

) 1
p

.

Es importante remarcar que las mejores constantes son conocidas: se sabe que Ap = Γ
(
p+2
p

)− 1
p

para p ∈ (1, 2] (ver [Haa81, KK01]) y A1 = 2√
π
(ver [Saw85, Teorema A]).

Mediante el uso iterado del teorema de Fubini y la desigualdad de Minkowski continua,
podemos obtener una versión multilineal de esta desigualdad: para cualquier n,m ∈ N y colección
(ai)i∈M(m,n) de complejos,

 ∑
i∈M(m,n)

|ai|2
 1

2

≤ Amp

∫
Tnm

∣∣∣∣∣∣
∑

i∈M(m,n)

aiz
(1)
i1
. . . z

(m)
im

∣∣∣∣∣∣
p

dz(1) . . . dz(m)


1
p

.

Ahora sí, estamos en condiciones de dar la fórmula inductiva.

Proposición 2.2.2. Sean m ≥ 2 y 1 ≤ k ≤ m− 1. Entonces,

Bmultm ≤ Am−k2k
k+1

Bmultk .

Demostración. Fijemos n ∈ N y sea φ =
∑

i∈M(m,n) aiz
(1)
i1
. . . z

(m)
im

una forma m-lineal en C.
En vista del Teorema 2.2.1, para probar la relación alcanza con mostrar que para cualquier
S ∈ Pk(m) se cumple

∑
iS

∑
iS̄

|ai|2
 1

2
2k
k+1


k+1
2k

≤ Am−k2k
k+1

Bmultk ‖φ‖.
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Por simetría, basta con probar el caso S = {1, . . . , k}. Por la desigualdad multilineal de Khint-
chine con p = 2k

k+1 , tenemos:

∑
i∈S̄

|ai|2
 1

2

≤ Am−k2k
k+1

∫
Tnm

∣∣∣∣∣∣
n∑

ik+1,...,im=1

aiz
(k+1)
ik+1

. . . z
(m)
im

∣∣∣∣∣∣
2k
k+1

dz(k+1) . . . dz(m)


k+1
2k

. (2.11)

Por otro lado, si �jamos w(k+1), . . . , w(m) ∈ Tn y aplicamos la desigualdad de Bohnenblust-
Hille a la forma k-lineal dada por

(z(1), . . . , z(k)) 7→ L(z(1), . . . , z(k), w(k+1), . . . , w(m)),

obtenemos:

n∑
i1,...,ik=1

∣∣∣∣∣∣
n∑

ik+1,...,im=1

aiw
(k+1)
ik+1

. . . w
(m)
im

∣∣∣∣∣∣
2k
k+1

≤

Bmultk sup
z(1),...,z(k)∈Tn

∣∣∣∣∣∣
∑

i∈M(m,n)

aiz
(1)
i1
. . . z

(k)
ik
w

(k+1)
ik+1

. . . w
(m)
im

∣∣∣∣∣∣
 2k

k+1

≤
(
Bmultk ‖φ‖

) 2k
k+1

.

Finalmente, sumando a ambos lados en (2.11)

∑
i∈S

∑
i∈S̄

|ai|2
 1

2
2k
k+1

≤ A
(m−k) 2k

k+1
2k
k+1

∫
Tn(m−k)

n∑
i1,...,ik=1

∣∣∣∣∣∣
n∑

ik+1,...,im=1

aiz
(k+1)
k+1 . . . z

(m)
im

∣∣∣∣∣∣
2k
k+1

dz(k+1) . . . dz(m)

≤ A
(m−k) 2k

k+1
2k
k+1

∫
Tn(m−k)

(
Bmultk ‖φ‖

) 2k
k+1

dz(k+1) . . . dz(m)

≤
(
A(m−k)

2k
k+1

Bmultk ‖φ‖
) 2k
k+1

,

como queríamos ver.

Mediante el uso de esta relación inductiva obtendremos una mejora sorprendente en la es-
timación de Bmultm respecto de la que surge de la prueba en [BH31]; en particular podremos
establecer que el crecimiento de la sucesión (Bmultm )m∈N es sublineal.

Corolario 2.2.3. Existe una constante κ > 0 tal que para todo m ∈ N se veri�ca:

Bmultm ≤ κm
1−γ

2 , (2.12)

donde γ ≈ 0,5772 es la constante de Euler-Mascheroni.

Demostración. Para m ∈ N aplicamos la Proposición 2.2.2 eligiendo k = m− 1 para obtener:

Bmultm ≤ Γ

(
2− 1

m

)− m
2m−2

Bmultm−1.
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Como Γ(2) = 1 y Γ′(2) = 1− γ, por Taylor existe una constante cm > 0 tal que:

Γ

(
2− 1

m

)− m
2m−2

= exp

{(
−m

2m− 2

)
log

(
1− 1− γ

m
+
cm
m2

)}
= exp

{(
−1

2
− 1

2m− 2

)
log

(
1− 1− γ

m
+
cm
m2

)}
.

Utilizando el polinomio de Taylor de orden 1 para la función log(1 + x), concluimos que existe
una constante dm > 0 tal que:

log

(
1− 1− γ

m
+
cm
m2

)
= −1− γ

m
+
cm
m2

+
dm
m2

.

Podemos entonces elegir una constante absoluta C > 0 de manera tal que:

Γ

(
2− 1

m

)− m
2m−2

≤ exp

(
1− γ
2m

+
C

m2

)
.

Como m ∈ N era arbitrario, podemos iterar esta desigualdad para deducir que:

Bmultm ≤ exp

((
1− γ

2

) m∑
k=1

1

k

)
exp

(
C

m∑
k=1

1

m2

)
.

De los conocidos hechos
∑

k≥1
1
k2 < +∞ y ĺımn→∞

(∑n
k=1

1
k − log(n)

)
= γ, se sigue que es

posible encontrar κ > 0 de manera que

Bmultm ≤ κe
1−γ

2
log(m) = κm

1−γ
2 .

2.2.3. La versión polinomial

En esta última parte probaremos una estimación para Bpolm que será fundamental para obtener
cotas sobre el radio de Bohr y constituyó nuestro principal interés para estudiar la desigualdad
de Bohnenblust-Hille.

De manera similar a lo que sucede en el caso multilineal, el paso clave para llegar a la
estimación es establecer una desigualdad inductiva que relacione Bpolm con Bmultm .

Teorema 2.2.4. Sean m ≥ 2 ∈ N, 1 ≤ k ≤ m− 1. Entonces,

Bpolm ≤
(

1 +
1

k

)m−k
2 mm

(m− k)m−k

(
(m− k)!

m!

) 1
2

Bmultk .

Demostración. Fijemos n ∈ N. Sea P =
∑
|α|=m aαz

α un polinomio m-homogéneo en Cn. Recor-
demos que P admite también una escritura

P =
∑

j∈J (m,n)

ajzj,
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donde aj coincide con aα si α y j se corresponden. Una parte fundamental del argumento consistirá
en aplicar la desigualdad de Bohnenblust-Hille multilineal a una forma obtenida a partir de la
forma multilineal simétrica asociada P̌ del polinomio, que podemos escribir como:

P̌ =
∑

i∈M(m,n)

a[i]

|[i]|
zi.

Teniendo en cuenta esto, calculamos:∑
|α|=m

|aα|
2m
m+1 =

∑
j∈J (m,n)

|aj|
2m
m+1

=
∑

i∈M(m,n)

1

|[i]|
1

m+1

(
|a[i]|

|[i]|
1
2

) 2m
m+1

≤
∑

i∈M(m,n)

(
|a[i]|

|[i]|
1
2

) 2m
m+1

.

Mediante la generalización de la desigualdad de Blei (Teorema 2.2.1), obtenemos:

∑
|α|=m

|aα|
2m
m+1 ≤

∏
S∈Pk(m)

∑
iS

∑
iS̄

|a[i]|2

|[i]|

 1
2

2k
k+1


k+1
2k

1

(mk )

. (2.13)

Nos proponemos controlar cada término de esa productoria. Para eso �jamos S ∈ Pk(m), que
nuevamente supondremos coincide con {1, . . . ,m}, y de�nimos el polinomio k-homogéneo sobre
Cn dado por:

PiS (z) := P̌ (ei1 , . . . , eik , z, . . . , z).

Concretamente,

PiS (z) =
∑

i∈M(m−k,n)

a[i]

|[i]|
zik+1

. . . zim

=
∑

j∈J (m−k,n)

a[j]

|[j]|
|[iS̄ ]|zjk+1

. . . zjm ,

y por lo tanto

‖PiS‖L2(Tn) =

 ∑
j∈J (m−k,n)

|a[j]|2

|[j]|2
|[iS̄ ]|2

 1
2

=

 ∑
i∈M(m−k,n)

|a[i]|2

|[i]|2
|[iS̄ ]|

 1
2

.
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Como para cada S ∈ Pk(m) y cada multiíndice i ∈ M(m,n), |[i]||[iS ]| ≤
m!

(m−k)! , vemos retomando
la desigualdad (2.13):

∑
|α|=m

|aα|
2m
m+1 ≤

(
m!

(m− k)!

) 1
2 ∏
S∈Pk(m)

∑
iS

∑
iS̄

|a[i]|2

|[i]|2
|[iS̄ ]|

 1
2

2k
k+1


k+1
2k

1

(mk )

=

(
m!

(m− k)!

) 1
2 ∏
S∈Pk(m)

∑
iS

‖PiS‖
2k
k+1

L2(Tn)

 k+1
2k

1

(mk )
.

Por lo tanto, estamos interesados en acotar ‖PiS‖L2(Tn). Hacemos esto usando la desigualdad de
Bayart (2.5):

‖PiS‖
2k
k+1

L2(Tn)
≤
(

1 +
1

k

) (m−k)k
k+1

∫
Tn
|P̌ (ei1 , . . . , eik , z, . . . , z)|

2k
k+1dz.

Sumando a ambos lados, llegamos a

∑
iS

‖PiS‖
2k
k+1

L2(Tn)
≤
(

1 +
1

k

) (m−k)k
k+1

∫
Tn

∑
iS

|P̌ (ei1 , . . . , eik , z, . . . , z)|
2k
k+1dz.

Para estimar la integral, �jamos w ∈ Tn y aplicamos la desigualdad de Bohnenblust-Hille a la
forma k-lineal dada por

(z(1), . . . , z(k)) 7→ P̌ (z(1), . . . , z(k), w, . . . , w),

obteniendo:

∑
iS

|P̌ (ei1 , . . . , eik , w, . . . , w)|
2k
k+1 ≤

(
Bmultk sup

z(1),...,z(k)∈Tn
|P̌ (z(1), . . . , z(k), w, . . . , w)|

) 2k
k+1

≤
(
Bmultk

(m− k)!

(m− k)(m−k)

mm

m!

) 2k
k+1

‖P‖∞,

donde hemos utilizado la desigualdad de Harris (1.1.7) en el último paso. Finalmente, siguiendo
la cadena de igualdades tenemos: ∑

|α|=m

|aα|
2m
m+1

m+1
2m

≤
(

m!

(m− k)!

) 1
2
(

1 +
1

k

)m−k
2 (m− k)!mm

(m− k)m−km!
Bmultk ‖P‖∞,

de donde se deduce inmediatamente la desigualdad enunciada.

Esta fórmula permite dar una estimación ajustada sobre Bpolm .

Corolario 2.2.5. Dado ε > 0, existe una constante κ > 0 tal que para cualquier m ∈ N,

Bpolm ≤ κ(1 + ε)m.
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Demostración. Resulta claro que alcanza con probar que existe una constante κ′ que veri�ca la
desigualdad enunciada para valores su�cientemente grandes de m. Tomamos k ∈ N tal que 1

k < ε
y m > k. Por el Teorema 2.2.4 tenemos

Bpolm ≤ (1 + ε)
m−k

2
mm

(m− k)m−k

(
(m− k)!

m!

) 1
2

Bmultk .

Como Bmultk es una constante (pues k está �jo) y (1 + ε)
m−k

2 ≤ (1 + ε)
m
2 sólo nos resta analizar

el otro factor. Por la aproximación de Stirling , existe una constante C > 0 tal que:

mm

(m− k)m−k

(
(m− k)!

m!

) 1
2

≤ C mm

(m− k)m−k
e
k
2

(m− k)
m−k

2

m
m
2

= Ce
k
2

(
m

m− k

)m−k
2

m
k
2

= Ce
k
2

(
1 +

k

m− k

)m−k
2

m
k
2 .

Del hecho que
(

1 + k
m−k

)m−k
2 −−−−→

m→∞
e
k
2 , vemos que existe una constante C ′ > 0 para la cual

mm

(m− k)m−k

(
(m− k)!

m!

) 1
2

≤ C ′m
k
2 ,

si m es su�cientemente grande. Finalmente, m
k
2

(1+ε)
m
2
−−−−→
m→∞

0 y por lo tanto podemos elegir un

natural m0 grande y una constante κ′ que veri�quen:

Bpolm ≤ κ′(1 + ε)m,

para cualquier m ≥ m0, lo que queríamos probar.

2.2.4. La desigualdad de Bohnenblust-Hille vía la desigualdad de Helson

El objetivo de esta parte mostrar una versión de la desigualdad de Bohnenblust-Hille sensible
a la cantidad de monomios con coe�cientes no nulos en un polinomio homogéneo, presentada
en [CDSP14]. La demostración de este resultado sigue los lineamientos del argumento utilizado
para probar la hipercontractividad de Bohnenblust-Hille polinomial en [DFOC+11]; el paso clave
consiste en reemplazar el uso de la desigualdad de Bayart (2.5) por la de Helson (2.6).

Teorema 2.2.6. Sea Λ ⊂ {α ∈ Nn0 : |α| = m} un conjunto de índices. Entonces, para cualquier

colección de complejos (cα)α∈Λ vale:

(∑
α∈Λ

(
|cα|√
α+ 1

) 2m
m+1

)m+1
2m

≤ m
m−1
2m

(
1− 1

m− 1

)m−1

sup
z∈Dn

∣∣∣∣∣∑
α∈Λ

cαz
α

∣∣∣∣∣ . (2.14)
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Damos algo de notación antes de la demostración del teorema. Al igual que en muchos otros
argumentos de este trabajo, una parte importante del desarrollo consiste en manipular las sumas
cambiando la indexación. En este caso, precisamos una forma cómoda de expresar los factores
α+ 1 para α ∈ Λ(m,n) en términos de los conjuntos de índices J (m,n) yM(m,n). Si (pn)n∈N
es la sucesión ordenada de todos los primos naturales, vemos que α + 1 = (α1 + 1) . . . (αn + 1)
es simplemente la cantidad de divisores positivos de pα = pα1

1 . . . pαnn . Denotamos por d(k) la
cantidad de divisores positivos para un número natural k. De esta manera, resulta α+1 = d(pα).
Por otro lado, para i ∈M(m,n) escribimos pi := pi1 . . . pim . Claramente, si los índices α e i están
relacionados (es decir, si el índice j ∈ J (m,n) asociado a α es una permutación de i), pα = pi.

Demostración. (del Teorema 2.2.6) Extendemos la de�nición de los coe�cientes cα al conjunto
Λ(m,n) por cα = 0 si α 6∈ Λ. Recordemos de 1.1.5 que al polinomio m-homogéneo P corresponde
una única forma m-lineal simétrica φ : (Cn)m → C tal que P (z) = φ(z, . . . , z) para todo z ∈ Cn.
Llamemos ai, i ∈ M(m,n), a los coe�cientes de φ (es decir, ai = ai1,...,am = φ(ei1 , . . . , eim)).
Evidentemente, cα = [|j|]aj cuando α y j son asociados. Podemos reescribir entonces el lado
izquierdo de la desigualdad como:(∑

α∈Λ

(
|cα|√
α+ 1

) 2m
m+1

)m+1
2m

=

 ∑
j∈J (m,n)

∣∣∣∣∣|[j]| aj√
d(pj)

∣∣∣∣∣
2m
m+1


m+1
2m

=

 ∑
i∈M(m,n)

1

|[i]|

∣∣∣∣∣|[i]| ai√
d(pi)

∣∣∣∣∣
2m
m+1


m+1
2m

=

 ∑
i∈M(m,n)

∣∣∣∣∣|[i]|1−m+1
2m

ai√
d(pi)

∣∣∣∣∣
2m
m+1


m+1
2m

.

Si usamos la desigualdad de Blei (2.9) en la última expresión y el hecho que |[(i,k j)]| ≤ m|[i]|,
obtenemos:

(∑
α∈Λ

(
|cα|√
α+ 1

) 2m
m+1

)m+1
2m

≤
m∏
k=1

 n∑
l=1

 ∑
i∈M(m−1,n)

∣∣∣∣∣∣|[(i,k l)]|m−1
2m

a(ik,l)√
d(p(ik,l))

∣∣∣∣∣∣
2

1
2


1
m

≤
m∏
k=1

 n∑
l=1

 ∑
i∈M(m−1,n)

∣∣∣∣∣∣|[i]|m−1
2m m

m−1
2m

a(ik,l)√
d(p(ik,l))

∣∣∣∣∣∣
2

1
2


1
m

≤ m
m−1
2m

m∏
k=1

 n∑
l=1

 ∑
i∈M(m−1,n)

|[i]|

∣∣∣∣∣∣ a(ik,l)√
d(p(ik,l))

∣∣∣∣∣∣
2

1
2


1
m

.

Nos dedicamos a acotar cada factor del producto. El objetivo es manipular la expresión para
llevarla a una en que podamos aplicar la desigualdad de Helson (2.6). Para lograrlo, usamos
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la simetría de los coe�cientes (recordemos que provienen de un polinomio m-homogéneo) y la
relación evidente d(pi) ≤ d(p(i,kl)) cualquiera sean i ∈M(m− 1, n), 1 ≤ k ≤ m y 1 ≤ l ≤ n:

n∑
l=1

 ∑
i∈M(m−1,n)

|[i]|

∣∣∣∣∣∣ a(i,kl)√
d(p(i,kl))

∣∣∣∣∣∣
2

1
2

=

n∑
l=1

 ∑
j∈J (m−1,n)

|[j]|2
|a(j,kl)|

2

d(p(j,kl))

 1
2

≤
n∑
l=1

 ∑
j∈J (m−1,n)

||[j]|a(j,kl)|
2

d(pj)

 1
2

.

Para cada 1 ≤ l ≤ n consideramos el polinomio (m − 1)-homogéneo
∑

j∈J (m−1,n) |[j]|a(j,kl).
Aplicando la desigualdad (2.6) a cada uno de ellos,

n∑
l=1

 ∑
i∈M(m−1,n)

|[i]|

∣∣∣∣∣∣ a(i,kl)√
d(p(i,kl))

∣∣∣∣∣∣
2

1
2

≤
n∑
l=1

∫
Tn

∣∣∣∣∣∣
∑

j∈J (m−1,n)

|[j]|a(j,kl)wj

∣∣∣∣∣∣ dw (2.15)

≤
∫
Tn

n∑
l=1

∣∣∣∣∣∣
∑

i∈M(m−1,n)

a(i,kl)wi

∣∣∣∣∣∣ dw
≤ sup

z∈Dn

n∑
l=1

∣∣∣∣∣∣
∑

i∈M(m−1,n)

a(i,kl)zi

∣∣∣∣∣∣
= sup

z∈Dn
sup
y∈Dn

∣∣∣∣∣∣
n∑
l=1

∑
i∈M(m−1,n)

a(i,kl)ziyl

∣∣∣∣∣∣
≤
(

1 +
1

m− 1

)m−1

sup
z∈Dn

∣∣∣∣∣∑
α∈Λ

cαz
α

∣∣∣∣∣ ,
donde en el último paso utilizamos la desigualdad de Harris (1.1.7). La a�rmación queda demos-
trada.

Para concluir, mencionamos algunas consecuencias interesantes de este resultado:

Es inmediato que
√
α+ 1 ≤

√
2
m
y así recuperamos la hipercontractividad de la desigual-

dad de Bohnenblust-Hille polinomial, el principal avance del trabajo [DFOC+11].

Si el número de variables en cada monomio zα para α ∈ Λ está uniformemente acotado,
podemos conseguir una versión con crecimiento polinomial en m de la constante en la
desigualdad de Bohnenblust-Hille. Concretamente, dado M ∈ N consideremos el conjunto
de índices

Λn,M := {α ∈ Λ(m,n) : |{j : αj 6= 0}| ≤M}.
Mediante una aplicación directa de los multiplicadores de Lagrange deducimos que para
todo α ∈ Λn,M se veri�ca:

α+ 1 = (α1 + 1) . . . (αn + 1) ≤
(m
M

+ 1
)M

.
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Ahora aplicamos la desigualdad (2.14) para llegar a: ∑
α∈Λn,M

|cα|
2m
m+1

m+1
2m

≤
(m
M

+ 1
)M

2

 ∑
α∈Λn,M

(
|cα|√
α+ 1

) 2m
m+1

m+1
2m

≤
(m
M

+ 1
)M

2
m

m−1
2m

(
1− 1

m− 1

)m−1

sup
z∈Dn

∣∣∣∣∣∣
∑

α∈Λn,M

cαz
α

∣∣∣∣∣∣ ,
de donde se deduce la a�rmación sobre el crecimiento de la constante para este conjunto
de índices observando que:(m

M
+ 1
)M

2
m

m−1
2m

(
1− 1

m− 1

)m−1

≤ 2
M
2 m

M+1
2 .



Capítulo 3

Técnicas probabilísticas

En los últimos años ha crecido el interés por encontrar polinomios homogéneos con norma
supremo pequeña en la bola unitaria de algún espacio de Banach con coe�cientes que cumplan
alguna restricción para el estudio de varios problemas en análisis funcional. El primer gran
resultado en este sentido fue la desigualdad de Kahane-Salem-Zygmund. La forma integral de
esta desigualdad (ver [QQ13, Teorema 5.3.4]) asegura que existe una constante C > 0 tal que
para cualquier n,m ∈ N y elección de complejos (cα)|α|=m vale

∫
sup
z∈Dn

|εα(ω)cαz
α|P(ω) ≤ C

n logm
∑
|α|=m

|cα|2
 1

2

, (3.1)

donde (εα)|α|=m es una colección de variables idénticamente distribuidas Rademacher (ver de�-
nición en la demostración del Teorema 3.1.2 más abajo). De aquí se deduce fácilmente la versión
original ([Kah93, Teorema 4, Capítulo 6]): para cualquier n,m ∈ N y Λ ⊂ Λ(m,n), existe una
colección de signos (εα)α∈Λ, εα ∈ {−1, 1}, tal que

sup
z∈B`n∞

∣∣∣∣∣∑
α∈Λ

εαz
α

∣∣∣∣∣ ≤ C(n|Λ|)
1
2

√
log(m). (3.2)

Para nuestro objetivo, necesitaremos versiones de la desigualdad de Kahane-Salem-Zygmund
en espacios `np . Presentaremos un resultado de Boas [Boa00] basado en métodos de Mantero y
Tonge [MT80] y después una generalización obtenida por Bayart [Bay12].

3.1. Primera estimación

En la demostración de ambos resultados necesitaremos un conocido lema de cubrimiento (ver
[MS86]).

Lema 3.1.1. Sean ε > 0 y X un espacio de Banach complejo de dimensión �nita n. Entonces,
la bola unidad BX puede ser cubierta con una colección de a lo sumo (1 + 2

ε )2n bolas abiertas de

radio ε con centro en BX .

37



38 CAPÍTULO 3. TÉCNICAS PROBABILÍSTICAS

Demostración. Sea (Bi)1≤i≤N una colección maximal de bolas disjuntas de radio ε
2 que veri�can:

N⋃
i=1

Bi ⊂
(

1 +
ε

2

)
BX .

Comparando volúmenes obtenemos N
(ε

2

)2n
≤
(

1 +
ε

2

)2n
, de donde se deduce que

N ≤
(

1 +
2

ε

)2n

.

Como la colección es maximal, para todo x ∈ BX existe 1 ≤ i ≤ N con d(x,Bi) <
ε
2 . Luego, las

bolas con mismo centro y radio ε veri�can lo pedido.

Ahora sí, enunciamos el resultado principal.

Teorema 3.1.2. Sean 1 ≤ p ≤ ∞, n > 1,m > 1 ∈ N. Existe una elección de signos (εj)j∈J (m,n)

tal que:

sup
Z∈(B`np )m

∣∣∣∣∣∣
∑

j∈J (m,n)

εj
∑
i∈[j]

Zi

∣∣∣∣∣∣ ≤

√

32m log(6m)n
1
2 (m!)

1− 1
p si 1 ≤ p ≤ 2√

32m log(6m)n
1
2

+
(

1
2
− 1
p

)
m

(m!)
1
2 si 2 ≤ p ≤ ∞

(3.3)

Demostración. Introducimos la noción de sistema de Rademacher para desarrollar el argumento.
Dado n ∈ N y ω ∈ [0, 1], de�nimos rn(ω) := sign

(
sin 2n+1πω

)
. Estas funciones son estocásti-

camente independientes y veri�can P (rn = 1) = P (rn = −1) = 1
2 . Elegimos una función de

Rademacher εj distinta para cada j ∈ J (m,n) y consideramos la forma multilineal simétrica
aleatoria

F (ω,Z) :=
∑

j∈J (m,n)

εj(ω)
∑
i∈[j]

Zi,

con ω ∈ [0, 1], Z ∈ (B`np )m. El primer paso es acotar la probabilidad de que la suma para un Z
�jo tenga módulo grande. Para ese �n, tomamos Z ∈ (B`np )m, λ,R > 0 y estudiamos ReF (ω,Z).
Por la clásica desigualdad de Chebyshev , sabemos:

P({ReF (ω,Z) > R}) ≤ E[eλReF (ω,Z)]e−λR. (3.4)

Nos interesa entonces estimar esa esperanza. Debido a la independencia de las variables Rade-
macher,

E[eλReF (ω,Z)] =
∏

j∈J (m,n)

1

2
exp

λ∑
i∈[j]

ReZi

+
1

2
exp

−λ∑
i∈[j]

ReZi


=

∏
j∈J (m,n)

cosh

λ∑
i∈[j]

ReZi

 ,
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donde cosh(x) := ex+e−x

2 es la función coseno hiperbólico. De la desigualdad cosh(x) ≤ e
x2

2

obtenemos:

E[eλReF (ω,Z)] ≤ exp

λ2

2

∑
j∈J (m,n)

∑
i∈[j]

ReZi

2 .

Trabajemos con el miembro derecho para conseguir una cota que sea independiente de Z ∈
(B`np )m. En adelante, para analizar los casos 1 ≤ p ≤ 2 y 2 ≤ p ≤ ∞ simultáneamente escribire-
mos m(p) := mı́n(p, 2) y M(p) := máx(p, 2). Por Hölder,∑

i∈[j]

ReZi

2

≤ (m!)
2
(

1− 1
m(p)

)∑
i∈[j]

|Zi|m(p)

 2
m(p)

.

Como 2
m(p) ≥ 1, ∀ 1 ≤ p ≤ ∞, reemplazando ese exponente por 1 llegamos a:

λ2

2

∑
j∈J (m,n)

∑
i∈[j]

ReZi

2

≤ λ2

2
(m!)

2
(

1− 1
m(p)

) ∑
j∈J (m,n)

∑
i∈[j]

|Zi|m(p)

=
λ2

2
(m!)

2
(

1− 1
m(p)

) (
‖Z1‖`n

m(p)
. . . ‖Zm‖`n

m(p)

)m(p)
.

Como Zk ∈ B`np (1 ≤ k ≤ m), nuevamente por Hölder sabemos que ‖Zk‖
m(p)
`n
m(p)

≤ n

(
1− 2

M(p)

)
.

Finalmente, esta cadena de acotaciones nos permite concluir a partir de (3.4):

P({ReF (ω,Z) > R}) ≤ exp

(
−λR+

λ2

2
(m!)

2
(

1− 1
m(p)

)
n

(
1− 2

M(p)

)
m
)
. (3.5)

Por simetría podemos alcanzar la misma estimación para P({ReF (ω,Z) < −R}), por lo que la
probabilidad de que |ReF (ω,Z)| sea mayor que R está controlada por el doble de la cota en (3.5).
Como el mismo argumento aplica para ImF (ω,Z) y |F (ω,Z)| =

√
|ReF (ω,Z)|2 + |ImF (ω,Z)|2,

es inmediato que:

P({|F (ω,Z)| >
√

2R}) ≤ 4 exp

(
−λR+

λ2

2
(m!)

2
(

1− 1
m(p)

)
n

(
1− 2

M(p)

)
m
)
. (3.6)

Ahora, para producir a partir de (3.6) una cota para que la probabilidad de que la norma
supremo de |F (ω, ·)| sea grande, probaremos una estimación de tipo Lipschitz para F (ω,Z) y
luego utilizaremos el lema de cubrimiento 3.1.1. Fijemos ω ∈ [0, 1] y escribamos Fω(Z) = F (ω,Z).
Sean ε > 0 y Z,W ∈ (B`np )m que cumplen ‖Zk −Wk‖`np ≤ ε para todo k. Como Ft es multilineal
se tiene

Ft(Z1, . . . , Zm) = Ft(Z1 −W1,W2, . . . , Zm) + Ft(Z1, Z2 −W2, Z3, . . . , Zm)+

+ · · ·+ Ft(Z1, . . . , Zm−1, Zm −Wm) + Ft(W1, . . . ,Wm).

Luego, |F (ω,Z) − F (ω,W )| ≤ mε sup
U∈(B`np )m

|F (ω,U)| = mε‖Fω‖. Por el lema de cubrimiento,

tomando ε = 1
2m , existe un conjunto A ⊂ (B`np )m de cardinal a lo sumo (1 + 4m)2nm que
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contiene algún punto a distancia menor a 1
2m de cualquier punto Z ∈ (B`np )m. Por lo tanto, dado

Z ∈ (B`np )m, podemos encontrar W ∈ A tal que:

|F (ω,Z)| ≤ |F (ω,Z)− F (ω,W )|+ |F (ω,W )| ≤ 1

2
‖Fω‖+ sup

U∈A
|F (ω,U)|,

y tomando supremo concluimos:

‖Fω‖ ≤ 2 sup
U∈A
|F (ω,U)|. (3.7)

Aplicando la estimación (3.6) a cada elemento de A, en vista de (3.7) tenemos que:

P
(
{‖Ft‖ > 2

√
2R}

)
≤ P

( ⋃
U∈A
{|F (ω,U)| >

√
2R}

)
≤
∑
U∈A

P
(
{|F (ω,U)| >

√
2R}

)
≤ 4(1 + 4m)2nm exp

(
−λR+

λ2

2
(m!)

2
(

1− 1
m(p)

)
n

(
1− 2

M(p)

)
m
)
.

Ahora resta elegir los parámetros λ y R de manera adecuada:

R :=

(
2(m!)

2
(

1− 1
m(p)

)
n

(
1− 2

M(p)

)
m

log(8(1 + 4m)2nm)

) 1
2

,

λ :=
R

(m!)
2
(

1− 1
m(p)

)
n

(
1− 2

M(p)

)
m
.

Estas elecciones permiten asegurar que P({‖Ft‖ > 2
√

2R}) ≤ 1
2 , con lo cual existe ω0 ∈ [0, 1]

para el que ‖Fω0‖ ≤
(

16(m!)
2
(

1− 1
m(p)

)
n

(
1− 2

M(p)

)
m

log(8(1 + 4m)2nm)

) 1
2

.

Como 8(1 + 4m)2nm < (6m)2nm si n,m > 1, vemos que los valores de las variables Rademacher
en ω0 producen la elección de signos buscada.

Tenemos la siguiente consecuencia inmediata evaluando en la diagonal de la forma multilineal
obtenida.

Corolario 3.1.3. Sean 1 ≤ p ≤ ∞, n,m > 1 ∈ N. Existe un polinomio m-homogéneo de�nido

en Cn P =
∑
|α|=m cαz

α con |cα| = m!
α! para cada α tal que:

sup
z∈B`np

|P (z)| ≤


√

32m log(6m)n
1
2 (m!)

1− 1
p si 1 ≤ p ≤ 2√

32m log(6m)n
1
2

+
(

1
2
− 1
p

)
m

(m!)
1
2 si 2 ≤ p ≤ ∞
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3.2. Segunda estimación

Si bien las estimaciones desarrolladas hasta aquí son de gran utilidad cuando p ≥ 2, necesita-
remos acotaciones más ajustadas para el rango complementario. Esto justi�ca el desarrollo más
técnico de esta segunda parte. Para nuestros propósitos, introducimos los espacios de probabili-
dad de Orlicz.

De�nición 3.2.1. Sea ψ una función de Young, es decir, ψ : [0,+∞)→ [0,+∞) es convexa, no
decreciente y veri�ca ψ(0) = 0, ĺımt→∞ ψ(t) = +∞. Sea (Ω,Σ, µ) un espacio de probabilidad. El
espacio de Orlicz asociado a ψ se de�ne por:

Lψ := {Z : Ω→ R variable aleatoria : Eψ
(
|Z|
c

)
<∞ para algún c > 0},

junto con la norma

‖Z‖ψ = ı́nf{c > 0 : Eψ
(
|Z|
c

)
≤ 1}.

Observemos que si tomamos ψ(x) = xp a través de esta construcción recuperamos el familiar
espacio Lp.

La estrategia será idéntica a la de la sección anterior, con la diferencia de que trabajaremos en
un espacio de probabilidad de Orlicz con función ψq(x) = ex

q−1, para 1 ≤ q <∞ y ψ∞ = ee
x−1,

para q = ∞. Para el primer paso, que consiste en estimar la esperanza de una suma aleatoria,
nos será de utilidad el siguiente lema, deducido de [Bay12, Sección 2].

Lema 3.2.2. Sean 2 < q < ∞, n ∈ N. Existe una constante Bq > 0 tal que para cualquier

elección de signos (εi)
n
i=1 y números complejos (αi)

n
i=1 se cumple:

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

εiαi

∥∥∥∥∥
ψq

≤ Bq

(
n∑
i=1

|αi|q
′

) 1
q′

La estimación principal viene dada por el siguiente resultado.

Teorema 3.2.3. Sea X un espacio de Banach de dimensión n, m ∈ N y 1 ≤ p ≤ 2. Entonces,
para cualquier colección de complejos (cj)j∈J (m,n) y de funcionales x′1, . . . , x

′
n ∈ X ′, existe una

elección de signos (εj)j∈J (m,n) tal que:

sup
z∈BX

∣∣∣∣∣∣
∑

j∈J (m,n)

εjcjx
′
j(z)

∣∣∣∣∣∣ ≤ C(log(m))
1
p′ n

1
p′ sup

j∈J (m,n)

{
|cj|

|[j]|
1
p

}
sup
z∈BX

(
n∑
k=1

|x′k(z)|p
)m

p

, (3.8)

con C > 0 constante independiente de n y de m.

Demostración. En el desarrollo de este argumento cambiaremos varias veces sumas indexadas
en J (m,n) por sumas sobre el conjunto de índices M(m,n). Extendemos la de�nición de los
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coe�cientes aM(m,n) haciendo ci = cj si i ∼ j. Hacemos el caso p = 1 aparte pues es un simple
ejercicio de acotación:∣∣∣∣∣∣

∑
j∈J (m,n)

εjcjx
′
j(z)

∣∣∣∣∣∣ ≤
∑

j∈J (m,n)

|cjx′j(z)| =
∑

i∈M(m,n)

|ci|
|[i]|
|x′i(z)|

≤ sup
i∈M(m,n)

{
|ci|
|[i]|

} ∑
i∈M(m,n)

|x′i(z)| = sup
j∈J (m,n)

{
|cj|
|[j]|

}
sup
z∈BX

(
n∑
k=1

|x′k(z)|

)m
.

Para el caso 1 < p ≤ 2 necesitaremos desarrollar un argumento similar al de la sección anterior.
Sea (εj)j∈J (m,n) una colección de variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas
Rademacher. De�nimos el polinomio m-homogéneo aleatorio

P (ω, z) =
∑

j∈J (m,n)

εj(ω)cjx
′
j(z).

Como dijimos antes, el primer objetivo es acotar la probabilidad de que el valor absoluto de
P sea grande para un z ∈ BX �jo. Para lograr eso, estimaremos la esperanza de |P (ω, z)|, o
equivalentemente (gracias a la de�nición de espacios de Orlicz) la norma ‖P (ω, z)‖ψp′ . Fijamos
z ∈ BX . Para ω ∈ Ω, usando el Lema 3.2.2 tenemos:

‖P (ω, z)‖ψp′ =

∥∥∥∥∥∥
∑

j∈J (m,n)

εj(ω)cjx
′
j(z)

∥∥∥∥∥∥
ψ′p

≤ Bp′

 ∑
j∈J (m,n)

|cjx′j(z)|p
 1

p

= Bp′

 ∑
i∈M(m,n)

|ci|p

|[i]|
|x′i(z)|p

 1
p

≤ Bp′ sup
i∈M(m,n)

{
|ci|

|[i]|
1
p

} ∑
i∈M(m,n)

|x′i(z)|p
 1

p

= Bp′ sup
j∈J (m,n)

{
|ci|

|[i]|
1
p

}(
n∑
k=1

|x′k|p
)m

p

:= F (x′).

Si R > 0, como ψp′ es no decreciente:

P({|P (ω,Z)| > R}) ≤ P({ψp′
(
|P (ω, z)|
F (x′)

)
> ψp′

(
R

F (x′)

)
})

Como vimos que ‖P (ω, z)‖ψp′ ≤ F (x′), por la de�nición de la norma tenemos Eψp′
(
|P (ω,z)|
F (x′)

)
≤ 1.

Luego, la desigualdad de Chebyshev implica que:

P({|P (ω,Z)| > R}) ≤
Eψp′

(
|P (ω,z)|
F (x′)

)
ψp′
(

R
F (x′)

) ≤ 1

ψp′
(

R
F (x′)

) . (3.9)

Como antes, para estimar la probabilidad de que la norma supremo de P sea grande, combinare-
mos lo obtenido en (3.9) con un argumento de cubrimiento y una cota de tipo Lipschitz. Fijemos
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ω ∈ Ω y escribamos Pω(z) = P (ω, z). Para z, w ∈ BX , de manera similar a como procedimos
anteriormente tenemos:

|Pω(z)− Pω(w)| = |P̌ω(z, . . . , z)− P̌ω(w, . . . , w)| ≤ m sup
u,v∈BX

|P̌ω(u, v, . . . , v)|‖z − w‖

≤m
(

m

m− 1

)m−1

‖Pω‖‖z − w‖ ≤ em sup
u∈BX

|P (ω, u)|‖z − w‖,

donde usamos la desigualdad de Harris 1.1.7 en la acotación que baja de renglón. Ahora, por el
lema de cubrimiento hay un conjunto A ⊂ BX de cardinal menor o igual a (1 + 4em)2n tal que
para todo z ∈ BX , existe w ∈ A con ‖z − w‖ ≤ 1

2em . Esto implica:

|P(ω, z)| ≤ |P(ω, z)− P(ω,w)|+ |P(ω,w)| ≤ 1

2
sup
u∈BX

|P (ω, u)|+ sup
w∈A
|P(ω,w)|,

y en consecuencia, para cada ω

sup
u∈BX

|P (ω, u)| ≤ 2 sup
w∈A
|P (ω,w)|.

Usando esto y la estimación (3.9):

P ({‖Pω‖ > 2R}) = P

(
{ sup
u∈BX

|P (ω, u)| > 2R}

)

≤
∑
w∈A

P (|P (ω,w)| > R) ≤ (1 + 4em)2n

ψp′
(

R
F (x′)

) . (3.10)

Para �nalizar, le damos a R un valor adecuado. Escribimos R := λ(logm)
1
p′ n

1
p′ F (x′), con λ > 0

y calculamos:
(1 + 4em)2n

ψp′
(

R
F (x′)

) =
(1 + 4em)2n

eλp′n logm − 1
.

Como ĺımλ→∞
(1+4em)2n

eλp′n logm−1
= 0, podemos elegir λ de manera tal que (1+4em)2n

eλp′n logm−1
< 1

2 . Para esa

elección, por (3.10) tenemos P({‖Pω‖ ≤ 2R}) ≥ 1
2 y en particular existe ω0 ∈ Ω para el cual:

‖Pω0‖ = sup
u∈BX

|P (ω0, u)| ≤ 2λBp′(log(m))
1
p′ n

1
p′ sup

j∈J (m,n)

{
|cj|

|[j]|
1
p

}
sup
z∈BX

(
n∑
k=1

|x′k(z)|p
)m

p

,

la conclusión deseada.

A partir de esto, podemos deducir fácilmente un resultado análogo para polinomios en Cn.

Corolario 3.2.4. Sean n,m ∈ N y 1 ≤ p ≤ 2. Consideramos el espacio de Banach X = (Cn, ‖·‖).
Entonces, para cualquier colección de complejos (cα)|α|=m existe una elección de signos (εα)|α|=m
tal que:

sup
z∈BX

∣∣∣∣∣∣
∑
|α|=m

εαcαz
α

∣∣∣∣∣∣ ≤ C(logm)
1
p′ n

1
p′ sup
|α|=m

{
|cα|

(
α!

m!

) 1
p

}
sup
z∈BX

(
n∑
k=1

|zk|p
)m

p

,

donde C > 0 es independiente de n y m.
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Comparemos este resultado con el Corolario 3.1.3 para X = `np , 1 < p < 2. Si consideramos
sólo la parte que depende de la cantidad de variables n, observamos

n
1− 1

p < n
1
2 .

Respecto de la parte que depende del grado m, si hacemos en 3.2.4 la elección |cα| = m!
α! tenemos:

(logm)
1− 1

p sup
|α|=m

{
|cα|

α!

m!

1
p

}
= (logm)

1− 1
p sup
|α|=m

{
m!

α!

1− 1
p

}
<
√
m logm(m!)

1− 1
p .

Por lo tanto, en este rango la estimación de 3.2.4 es estrictamente mejor que la dada en 3.1.3 en
términos del crecimiento tanto en n como en m. Aprovecharemos este hecho en la Sección 4.2.2
para acotar por arriba el radio de Bohr de la bola B`np para p entre 1 y 2.



Capítulo 4

Radio de Bohr

El resultado de H.Bohr sobre series de potencias en una variable fue olvidado por mucho tiem-
po. Los trabajos de Dineen y Timoney [DT89] y Dixon [Dix95] (donde resolvió negativamente una
conjetura sobre álgebras de Banach que satisfacen la desigualdad de von Neumann no unitaria)
dieron nuevo impulso al área. La generalización del concepto de radio de Bohr introducida por
Boas y Khavinson en [KB97] y su éxito parcial en conseguir estimaciones suscitó un gran interés
en conocer el comportamiento asintótico del radio de Bohr de las bolas unidad de los espacios
`np , 1 ≤ p ≤ ∞. Esta última será la motivación del presente capítulo (y una de las principales
del trabajo), en el que presentaremos los mejores resultados obtenidos sobre el comportamiento
asintótico del radio de Bohr para la bola unidad B`np recurriendo a las técnicas expuestas. En pri-
mer lugar, daremos el resultado original de H.Bohr y probaremos algunas propiedades generales
o estructurales del problema. En las secciones subsiguientes nos encargaremos de desarrollar las
estimaciones más ajustadas conocidas para cada rango, incluyendo algunos resultados originales
(en particular, la cota inferior para el caso 1 < p ≤ 2 obtenida por un enfoque abstracto).

4.1. Conceptos generales

Comenzamos enunciando y demostrando el histórico teorema de Bohr (ver [Boh14]).

Teorema 4.1.1. (Bohr) El radio r = 1
3 es el valor óptimo para el cual se veri�ca la desigualdad:

∑
n≥0

|cn|rn ≤ sup
z∈D

∣∣∣∣∣∣
∑
n≥0

cnz
n

∣∣∣∣∣∣ , (4.1)

para toda función holomorfa f(z) =
∑

n≥0 cnz
n en el disco con supz∈D |f(z)| <∞.

Demostración. Sea f : D → C holomorfa y acotada. Podemos suponer normalizando de ser
necesario que supz∈D |f(z)| < 1. Para ver que r = 1

3 cumple la propiedad del enunciado usaremos
el lema de Wiener (1.4.1). Tomemos |z| ≤ 1

3 y calculemos:∑
n≥0

|cnzn| = |c0|+
∑
n≥1

|cnzn| ≤ |c0|+
(
1− |c0|2

)∑
n≥1

|z|n

≤ |c0|+
(
1− |c0|2

)∑
n≥1

(
1

3

)n
= |c0|+

1

2

(
1− |c0|2

)
.

45
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Como la función t 7→ t+ 1
2

(
1− t2

)
está acotada por 1 en el intervalo [0, 1], hemos probado que

la desigualdad (4.1) se veri�ca para cualquier |z| ≤ 1
3 . Para ver la optimalidad, consideramos la

homografía de�nida por fa(z) := z−a
1−az donde 0 < a < 1. Es fácil ver que si fa =

∑
n≥0 bnz

n,
entonces

∑
n≥0 |bn||zn| = 2a + fa(|z|) y que además 2a + fa(|z|) > 1 si |z| > 1

1+2a . Haciendo
tender a→ 1 por izquierda deducimos que el radio 1

3 no se puede mejorar.

Este resultado motivó la siguiente de�nición, debida a Boas y Khavinson [KB97] que gene-
raliza el problema.

De�nición 4.1.2. Sea R ⊂ Cn un dominio de Reinhardt. El radio de Bohr de R, que notamos
K(R), se de�ne como el supremo sobre los r ≥ 0 que veri�can que para toda función holomorfa
f(z) =

∑
α cαz

α acotada en R se cumple:

sup
z∈rR

∑
α

|cαzα| ≤ sup
z∈R
|f(z)| = sup

z∈R

∣∣∣∣∣∑
α

cαz
α

∣∣∣∣∣ .
Con esta notación, el teorema de Bohr se lee K(D) = 1

3 . Si bien más tarde restringiremos
nuestra atención al estudio del radio de Bohr para las bolas unitarias de los espacios `np complejos
(1 ≤ p ≤ ∞), es esclarecedor presentar dos resultados fundamentales sobre la estructura del
problema de Bohr con esta generalidad. El primero de ellos versa sobre la extremalidad de
K(B`n∞):

Teorema 4.1.3. Sea R ⊂ Cn un dominio completo de Reinhardt. Entonces, K(B`n∞) ≤ K(R).

Demostración. Sea f =
∑

α cαz
α holomorfa en R. Fijemos ω ∈ R. Por la de�nición de do-

minio completo de Reinhardt, para cualquier w = (w1, . . . , wn) ∈ B`n∞ vale que el punto
(w1ω1, . . . , wnωn) pertenece a R y por lo tanto, podemos de�nir una función holomorfa en B`n∞
vía g(w) := f(w1ω1, . . . , wnωn) cuyo desarrollo es g(w) =

∑
α cαω

αwα. Llamemos ρ := K(B`n∞)
y ν := (1, . . . , 1) ∈ B`n∞ . Por la de�nición de radio de Bohr para g, obtenemos evaluando en
w = ρν que:

∑
α

|cα(ρω)α| =
∑
α

|cαωα||(ρν)α| ≤ sup
w∈B`n∞

∣∣∣∣∣∑
α

cαz
αwα

∣∣∣∣∣ ≤ sup
z∈R

∣∣∣∣∣∑
α

cαz
α

∣∣∣∣∣ .
Como ω ∈ R era arbitrario, concluimos que supz∈ρR

∑
α |cαzα| ≤ supz∈R |f(z)| y por lo tanto

ρ = K(B`n∞) ≤ K(R).

El segundo resultado da una conexión fundamental entre el problema de Bohr y el estudio de
la constante de incondicionalidad de la base de monomios del espacio de polinomios homogéneos.
Antes de proceder, entendamos qué signi�ca este último concepto. Dado un espacio de Banach X
de dimensión �nita y m ∈ N, el conjunto de monomios (zα)|α|=m resulta una base de P(mX). Por
eso tiene sentido considerar la constante de incondicionalidad de esta base χ((zα)|α|=m;P(mX)),
a la que para abreviar notaremos en adelante χmon (P(mX)). La conexión será implícitamente
utilizada durante el resto del capítulo y es el disparador de los enfoques elegidos para estimar el
radio de Bohr multidimensional.
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Teorema 4.1.4. Sea X = (Cn, ‖ · ‖) un espacio de Banach de dimensión �nita tal que

χ((ek)
n
k=1, X) = 1. Entonces

1

3

1

(supm∈N χmon(P(mX)))
1
m

≤ K(BX) ≤ mı́n

(
1

3
,

1

(supm∈N χmon(P(mX)))
1
m

)
.

Demostración. Empezaremos con una observación simple pero que da la relación clave entre
ambas magnitudes. Seanm ∈ N y P =

∑
|α|=m aαz

α ∈ P(mX). Entonces, tenemos para cualquier
z ∈ BX :

∑
|α|=m

|aαzα| = sup
εα∈D

∣∣∣∣∣∣
∑
|α|=m

εαaαz
α

∣∣∣∣∣∣ . (4.2)

Nos proponemos obtener una consecuencia de esta igualdad para polinomios homogéneos y luego
pasar al caso general descomponiendo el desarrollo de una función holomorfa en sus partes
homogéneas.

Llamemos ρ := (supm∈N χmon(P(mX)))
1
m . Vemos por (4.2) y la de�nición de constante de

incondicionalidad que para cualquier ω ∈ BX :

∑
|α|=m

|aαωα| = sup
εα∈D

∣∣∣∣∣∣
∑
|α|=m

εαaαω
α

∣∣∣∣∣∣ ≤ χmon(P(mX))

∥∥∥∥∥∥
∑
|α|=m

aαz
α

∥∥∥∥∥∥
P(mX)

= χmon(P(mX)) sup
z∈BX

∣∣∣∣∣∣
∑
|α|=m

aαz
α

∣∣∣∣∣∣
≤ ρm sup

z∈BX

∣∣∣∣∣∣
∑
|α|=m

aαz
α

∣∣∣∣∣∣ .
En particular, deducimos para ω ∈ BX :

∑
|α|=m

∣∣∣∣aα(ωρ
)α∣∣∣∣ ≤ sup

z∈BX

∣∣∣∣∣∣
∑
|α|=m

aαz
α

∣∣∣∣∣∣ . (4.3)

Para ver la primera desigualdad, tomemos f =
∑

α cαz
α holomorfa en BX con supz∈BX |f(z)| ≤ 1

y �jemos ω ∈ BX . Combinando el lema deWiener (1.4.2) con (4.3), para cada partem-homogénea
de f vale:

∑
|α|=m

∣∣∣∣cα( ω

3ρ

)α∣∣∣∣ ≤ 1

3m
sup
z∈BX

∣∣∣∣∣∣
∑
|α|=m

cαz
α

∣∣∣∣∣∣ ≤ 1

3m
(1− |c0|2).
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Esto nos permite calcular:∑
α

∣∣∣∣cα( ω

3ρ

)α∣∣∣∣ = |c0|+
∑
m≥1

∑
|α|=m

∣∣∣∣cα( ω

3ρ

)α∣∣∣∣
≤ |c0|+ (1− |c0|2)

∑
m≥1

1

3m

= |c0|+
1

2
(1− |c0|2) ≤ 1.

Como la cota vale para todo ω ∈ BX , concluimos que 1
3ρ ≤ K(BX).

Para ver la otra desigualdad, notemos que por la de�nición de radio de Bohr aplicada a P :

∑
|α|=m

|aα(K(BX)ω)α| = K(BX)m
∑
|α|=m

|aαωα| ≤ sup
z∈BX

∣∣∣∣∣∣
∑
|α|=m

aαz
α

∣∣∣∣∣∣ . (4.4)

En vista de (4.2), a partir de (4.4) se deduce inmediatamente:

sup
εα∈D

∣∣∣∣∣∣
∑
|α|=m

εαaαω
α

∣∣∣∣∣∣ ≤ 1

K(BX)m
sup
z∈BX

∣∣∣∣∣∣
∑
|α|=m

aαz
α

∣∣∣∣∣∣ ,
y de ahí se sigue que χmon(P(mX)) ≤ 1

K(BX)m por la de�nición de constante de incondicionalidad

de una base. Como esto vale para todo m ∈ N, tomando supremo llegamos a K(BX) ≤ 1
ρ , como

queríamos ver. Como la desigualdad K(BX) ≤ 1
3 es consecuencia directa del teorema original de

Bohr, hemos terminado la demostración.

4.2. El radio de la bola unidad B`np

Como ya mencionamos, a partir del trabajo [KB97] se realizaron grandes esfuerzos por cal-
cular el comportamiento asintótico del radio de Bohr de las bolas unidad de los espacios `np
complejos, 1 ≤ p ≤ ∞. La primera caracterización completa fue obtenida en [DFOC+11],
donde los autores mostraron como consecuencia de la hipercontractividad de la desigualdad

de Bohnenblust-Hille polinomial que K(B`n∞) se comporta asintóticamente como
√

logn
n salvo

constante. Tras una serie de mejoras obtenidas en diversos trabajos (referimos por ejemplo a
[Aiz00, DF06, DT89, DFOC+11]), �nalmente Defant y Frerick calcularon en [DF11] el orden
correcto del radio de Bohr para todos los espacios `np :

Teorema 4.2.1. Existen constantes C1, C2 ≥ 1 tal que para todo 1 ≤ p ≤ ∞ y n ∈ N vale:

C1

(
log n

n

)1− 1
mı́n(p,2)

≤ K(B`np ) ≤ C2

(
log n

n

)1− 1
mı́n(p,2)

. (4.5)

El gran avance de este trabajo consistió en dar estimaciones ajustadas para la constante
de Gordon-Lewis de productos tensoriales de ciertos espacios y luego utilizarlas para obtener
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la cota inferior vía la identi�cación isométrica
⊗m,sX ′ = P(mX), donde X es un espacio de

Banach de dimensión �nita. La cota superior era conocida; es consecuencia de las estimaciones
probabilísticas desarrolladas en el Capítulo 3 como veremos más adelante.

Una de las principales motivaciones para la elaboración del presente trabajo fue intentar dar
con las mejores constantes C1, C2 posibles en (4.5) o más precisamente, estimar el valor de

ĺım sup
n

K(B`np )(
logn
n

)1− 1
mı́n(p,2)

.

En este sentido, fue demostrado bastante recientemente por Bayart et al. en [BPSS14] el siguiente:

Teorema 4.2.2. ĺımn
K(B`n∞ )

( logn
n )

1
2

= 1.

La diferencia en el orden de crecimiento para los casos p > 2 y p ≤ 2 en (4.5) sugiere tratarlos
por separado. Una inspección más �na del resultado revela queK(B`n1 ) no tiende a cero cuando la
dimensión n→∞, a diferencia de lo que sucede para p > 1. Por este motivo, ordenaremos en las
subsecciones siguientes los resultados separando en estos tres casos, presentando en el desarrollo
algunos obtenidos por nosotros. Para �nalizar esta parte, demostramos una de las desigualdades
en 4.2.2 (probaremos la otra mediante una estimación más general). El argumento de la prueba
será utilizado para obtener conclusiones más adelante.

Demostración. (de la cota inferior en el Teorema 4.2.2) Sea ε > 0. Gracias al Corolario 2.2.5,
existe κ > 0 tal que para cualquier P =

∑
|α|=m aαz

α ∈ P(mCn) (m,n ∈ N) se veri�ca: ∑
|α|=m

|aα|
2m
m+1

m+1
2m

≤ κ(1 + ε)m‖P‖∞. (4.6)

Escribamos r := (1−2ε)
(

logn
n

) 1
2
y tomemos f(z) =

∑
α cαz

α holomorfa en Dn con supz∈Dn |f(z)| ≤
1. Recurriendo la tradicional descomposición del desarrollo de f , tenemos para z ∈ rDn:∑

α

|cαzα| ≤ |c0|+
∑
m≥1

rm
∑
|α|=m

|cα|.

Si aplicamos primero la desigualdad de Hölder, después (4.6) y �nalmente el lema de Wiener
(1.4.2):

∑
|α|=m

|cα| ≤

 ∑
|α|=m

|cα|
2m
m+1

m+1
2m (

n+m− 1

m

)m−1
2m

(4.7)

≤ κ(1 + ε)m sup
z∈Dn

∣∣∣∣∣∣
∑
|α|=m

cαz
α

∣∣∣∣∣∣
(
n+m− 1

m

)m−1
2m

≤ κ(1− |c0|2)(1 + ε)m
(
n+m− 1

m

)m−1
2m

,
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en donde hemos utilizado el hecho que en dimensión n hay
(
n+m−1

m

)
monomios distintos de grado

m. Gracias a la aproximación de Stirling sabemos que
(
n+m−1

m

)
≤ em

(
1 + n

m

)m
. Uniendo la

información, obtenemos:

∑
m≥1

rm
∑
|α|=m

|cα| ≤ κ(1− |c0|2)
∑
m≥1

(r
√
e(1 + ε))m

(
1 +

n

m

)m−1
2
. (4.8)

La idea será separar en tres partes la suma en (4.8) y acotar cada una. La cola de la suma resulta

la más fácil para trabajar. Para m >
√
n, se tiene que

(
1 + n

m

)m−1
2 ≤ (2

√
n)

m
2 , con lo cual

∑
m>
√
n

(r
√
e(1 + ε))m

(
1 +

n

m

)m−1
2 ≤

∑
m>
√
n

(√
log n

n

√
2e(1− 2ε)(1 + ε)n

1
4

)m
.

Como
√

logn

n
1
4
→ 0 cuando n → ∞, toda esta parte de la suma va a 0. Para el resto del rango,

necesitamos una estimación distinta del factor
(
1 + n

m

)m−1
2 . Consideremos (para m ≤

√
n) el

siguiente cálculo:

(
1 +

n

m

)m−1
m n

1
mm

n
=

(
m+ n

n

)(
mn

m+ n

) 1
m

≤
(

1 +
1√
n

)
m

1
m . (4.9)

Por lo tanto, si n es grande, podemos encontrar m0 ∈ N tal que:

(
1 +

n

m

)m−1
2 ≤ (1 + ε)

m
2

n
m
2

n
1
2m

m
2

,

siempre que m ≥ m0. Así, si �jamos n su�cientemente grande, tenemos:

∑
m0≤m≤

√
n

(r
√
e(1 + ε))m

(
1 +

n

m

)m−1
2 ≤

∑
m0≤m≤

√
n

(
(1− 2ε)(1 + ε)

3
2

√
log n

n

√
e
√
n

√
1

n
1
mm

)m
.

Ahora bien, la función de�nida por t 7→ n
1
tm decrece hasta t = log n y crece a partir de ahí,

alcanzando un mínimo con valor e log n. Esto implica que:∑
m0≤m≤

√
n

rm
∑
|α|=m

|cα| ≤ κ(1− |c0|2)
∑

m0≤m≤
√
n

(
(1− 2ε)(1 + ε)

3
2

)m
.

Como (1 − 2ε)(1 + ε)
3
2 < 1 para ε > 0 (esto proviene de un simple análisis de la función

t 7→ (1− 2t)(1 + t)
3
2 ), si m0 es su�cientemente grande también esta parte tiende a 0 con n.

Finalmente, retomando (4.9) sabemos que para n grande vale:

(
1 +

n

m

)m−1
2 ≤ (1 + ε)

m
2

n
m
2

n
1
2m

m
2

m
1
2 ,
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si m < m0. Si además pedimos log n ≥ m0, la función t 7→ n
1
tm resulta decreciente para

1 ≤ m < m0 y en consecuencia:

∑
1≤m<m0

rm
∑
|α|=m

|cα| ≤ κ(1− |c0|2)
∑

1≤m<m0

(1− 2ε)(1 + ε)
3
2m

1
2m
√
e
√

log n

m
1
2
0 n

1
2m0

m

.

Nuevamente, esta cantidad tiende a 0 si n→∞.
Sumando estas tres desigualdades, concluimos que podemos hacer que

∑
m≥1 r

m
∑
|α|=m |cα|

sea arbitrariamente chico si tomamos n su�cientemente grande. Así, podemos encontrar n para
que valga: ∑

α

|cαzα| ≤ |c0|+
∑
m≥1

rm
∑
|α|=m

|cα| ≤ 1.

Luego, a partir de un momento K(B`n∞) ≥ (1− 2ε)
(

logn
n

) 1
2
y esto obviamente muestra

ĺım inf
n

K(B`n∞)(
logn
n

) 1
2

≥ 1.

Observación 4.2.3. El resultado principal de [DFOC+11] implica que para todo ε > 0 existe
una constante K = K(ε) > 0 tal que

Bpol
m ≤ K(

√
2 + ε)m.

De haber empleado esta estimación en el paso (4.7) en lugar del Corolario 2.2.5, habríamos
obtenido

ĺım inf
n

K(B`n∞)(
logn
n

) 1
2

≥ 1√
2
.

A pesar del enorme avance que signi�có la demostración de la hipercontractividad de la de-
sigualdad polinomial de Bohnenblust-Hille, no alcanza para calcular el valor de ese límite. El
resultado necesario para lograrlo era precisamente 2.2.5 y en esto radica la importancia del
trabajo [BPSS14].

4.2.1. El caso 2 ≤ p ≤ ∞

Este es el único caso que está completamente resuelto. Apoyándonos en los resultados ante-
riores y la demostración de [Boa00, Teorema 4], mostraremos:

Teorema 4.2.4. Sea 2 ≤ p ≤ ∞. Entonces ĺımn
K(B`np )

( logn
n )

1
2

= 1.

Demostración. Sea 2 ≤ p ≤ ∞. Por los teoremas 4.1.3 y 4.2.2,

ĺım inf
n

K(B`np )(
logn
n

) 1
2

≥ ĺım inf
n

K(B`n∞)(
logn
n

) 1
2

= 1.
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Debemos mostrar la otra desigualdad. Como anticipamos, lograremos esto a través del uso de las
estimaciones probabilísticas obtenidas en el capítulo 3. Por el corolario 3.1.3, dados m,n > 1 ∈ N
existe un polinomio P (z) =

∑
|α|=m cαz

α ∈ P(m`np ) con |cα| = m!
α! para todo α que veri�ca:

sup
z∈B(`np )

∣∣∣∣∣∣
∑
|α|=m

cαz
α

∣∣∣∣∣∣ ≤√32m log(6m)n
1
2

+
(

1
2
− 1
p

)
m

(m!)
1
2 .

La clave para obtener una cota superior a partir de esto es simplemente utilizar la de�nición de
radio de Bohr. Para cualquier ω ∈ B`np vale:

∑
|α|=m

|cα||K(B`np )ω|α = K(B`np )m
∑
|α|=m

m!

α!
|ω|α ≤

√
32m log(6m)n

1
2

+
(

1
2
− 1
p

)
m

(m!)
1
2 .

Si ahora consideramos el vector ω0 = 1

n
1
p

(1, . . . , 1) ∈ B`np y evaluamos en lo anterior:

∑
|α|=m

|cα|

(
K(B`np )(1, . . . , 1)

n
1
p

)α
=

(
K(B`np )

n
1
p

)m ∑
|α|=m

m!

α!
≤
√

32m log(6m)n
1
2

+
(

1
2
− 1
p

)
m

(m!)
1
2 .

De la igualdad
∑
|α|=m

m!
α! = nm obtenemos:

K(B`np ) ≤

(
m!

1
m

n

) 1
2

(32nm log(6m))
1

2m .

A partir de ahora el resultado se sigue tras una serie de cuentas que, si bien son sencillas, haremos
con cierto detalle. Trabajemos un poco la expresión de la derecha. En primer lugar, por Stirling,
m! ≤ emm+ 1

2 e−m. Usando esta información, elegimos m = blog(n)c para obtener:

K(B`np ) ≤
(

log(n)

n

) 1
2

e
−1
2 e

1
2blog(n)c blog(n)c

1
4blog(n)c (32nblog(n)c log(6blog(n)c))

1
2blog(n)c .

Por lo tanto, nos alcanza con estudiar la expresión:

e
−1
2 e

1
2blog(n)c blog(n)c

1
4blog(n)c (32nblog(n)c log(6blog(n)c))

1
2blog(n)c .

Es fácil ver que

ĺım
n→∞

e
1

2blog(n)c = ĺım
n→∞

blog(n)c
1

4blog(n)c = ĺım
n→∞

32
1

2blog(n)c = ĺım
n→∞

(log(6blog(n)c))
1

2blog(n)c = 1.

Ahora, como n
1

blog(n)c ≤ n
1

log(n)−1 =
(
n

1
log(n)

) log(n)
log(n)−1

= e
log(n)

log(n)−1 , resulta ĺım supn e
−1
2 n

1
2blog(n)c ≤ 1

y en consecuencia, ĺım supn
K(B`np )(
log(n)
n

) 1
2
≤ 1.
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4.2.2. El caso 1 < p ≤ 2

Como anticipamos, en este rango el problema no está cerrado. A continuación presentamos
las cotas más precisas conocidas, incluyendo una estimación obtenida por nosotros.

Teorema 4.2.5. Sea 1 < p ≤ 2. Entonces, ĺım supn
K(B`np )(
log(n)
n

) 1
p′
≤ 1.

Demostración. La prueba de esta desigualdad es similar a la hecha en el caso anterior. Como
antes, partimos de la existencia de un polinomio homogéneo con norma supremo pequeña. Para
m,n ∈ N, del corolario 3.2.4 aplicado al espacio X = `np deducimos la existencia de un polinomio
m-homogéneo P (z) =

∑
|α|=m cαz

α cuyos coe�cientes cumplen |cα| = m!
α! para todo α y además:

sup
z∈B`np

∣∣∣∣∣∣
∑
|α|=m

cαz
α

∣∣∣∣∣∣ ≤ C(logm)
1
p′ n

1
p′ sup
|α|=m

{
m!

α!

(
α!

m!

) 1
p

}
.

Como antes, utilizando la de�nición del radio de Bohr y considerando el vector z0 = 1

n
1
p

(1, . . . , 1) ∈
B`np obtenemos:

K(B`np ) ≤ C
1
m (logm)

1
mp′ n

1
mp′ sup
|α|=m

{(
m!

α!

) 1
p′
} 1

m

n
−1
p′ . (4.10)

Ahora hacemos la tradicional elección m = blog(n)c y como blog(n)c < n, el máximo coe�ciente
multinomial tiene valor m! = blog(n)c! (en efecto, podemos elegir cualquier mulitiíndice α que
veri�que |α| = blog(n)c y αi ≤ 1, ∀ 1 ≤ i ≤ n). Cálculos análogos a los ya realizados permiten

concluir que ĺım supn
K(B`np )(
log(n)
n

) 1
p′
≤ 1.

Para la cota inferior, presentaremos dos resultados. Si bien uno es más ajustado, es interesante
mostrar los dos enfoques distintos con los que se obtuvieron, uno abstracto y otro elemental.
Para el primero, atacaremos el problema en el espíritu del Teorema 4.1.4: dado un espacio de
Banach complejo X de dimensión �nita, nos interesará estimar χmon(P(mX)), la constante de
incondicionalidad de los monomios sobre los polinomios homogéneos en X . Lograremos esto a
partir de la igualdad isométrica

⊗m,s
εs

X ′ = P(mX), que ya mencionamos como consecuencia de
la Proposición 1.2.3. La prueba de la cota consta esencialmente de tres partes.

Hacemos un breve comentario antes de desarrollar la primera de ellas. Pisier [Pis86] y Schütt
[Sch78] probaron independientemente un resultado fundamental, que asegura que para determi-
nar si el producto tensorial de espacios de Banach con base incondicional tiene él mismo base
incondicional basta con analizar los monomios (es decir, productos tensoriales de elementos de
las respectivas bases). Concretamente, muestran que la constante de incondicionalidad asociada
a la base monomial está mayorada por la constante de estructura de incondicionalidad local mó-
dulo un factor independiente de los espacios involucrados. En [DDGM01, Teorema 1], los autores
mostraron un análogo de este teorema para productos tensoriales simétricos. Nuestro resultado,
enunciado con la hipótesis adicional de que el espacio de Banach sea de dimensión �nita por sim-
plicidad, contiene una mejora substancial (en términos del grado de homogeneidad) del factor
mencionado.



54 CAPÍTULO 4. RADIO DE BOHR

Proposición 4.2.6. Sea m ∈ N, X un espacio de Banach de dimensión �nita n con base 1-

incondicional (ek)
n
k=1. Llamemos Z :=

m,s⊗
εs

X. Entonces χ((zj := S(ej))j∈J (m,n);Z) ≤ 2mχu(Z).

Necesitaremos utilizar el siguiente lema auxiliar para desarrollar la prueba, basada en una
idea de Szarek [Sza81]:

Lema 4.2.7. Sea m ∈ N, X un espacio de Banach de dimensión n con base 1-incondicional

(ek)
n
k=1. Para ω ∈ Tn, de�nimos el operador T :

m,s⊗
εs

X →
m,s⊗
εs

X como:

Tωz =
∑

j∈J (m,n)

ωj1 . . . ωjn〈|j|S(e′j), z〉S(ej).

Entonces ‖Tω‖ ≤ 1.

Demostración. La prueba consiste en calcular ordenadamente el operador T en un elemento
arbitrario recordando el Lema 1.2.4 y luego utilizar la de�nición de la norma inyectiva simétrica.
Empezamos tomando un elemento genérico z =

∑t
l=1⊗mxk ∈ Z y evaluando:

Tωz =
∑

j∈J (m,n)

ωj1 . . . ωjn〈
∑
i∈[j]

e′i,
t∑
l=1

⊗mxl〉
1

|[j]|
∑
k∈[j]

ek

=
∑

j∈J (m,n)

ωj1 . . . ωjn

 t∑
l=1

∑
i∈[j]

e′i1(xl) . . . e
′
im(xl)

 1

|[j]|
∑
k∈[j]

ek

=
∑

j∈J (m,n)

ωj1 . . . ωjn

(
t∑
l=1

e′j1(xl) . . . e
′
jm(xl)

)∑
k∈[j]

ek.

Con esta escritura en mente, �jamos x′ ∈ BX′ para calcular la norma de T . Tenemos:

〈(x′)m, Tωz〉 =
∑

j∈J (m,n)

ωj1 . . . ωjn

(
t∑
l=1

e′j1(xl) . . . e
′
jm(xl)

)∑
k∈[j]

x′(ek1) . . . x′(ekm)

=
∑

j∈J (m,n)

ωj1 . . . ωjn |[j]|

(
t∑
l=1

e′j1(xl) . . . e
′
jm(xl)

)
x′(ej1) . . . x′(ejm)

=
t∑
l=1

∑
i∈M(m,n)

ωi1 . . . ωimx
′(ei1) . . . x′(eim)e′i1(xl) . . . e

′
im(xl).

A�rmamos que esta última expresión coincide con 〈(
∑n

k=1 ωkx
′(ek)e

′
k)
m ,
∑t

l=1⊗mxl〉. En
efecto,
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〈

(
n∑
k=1

ωkx
′(ek)e

′
k

)m
,

t∑
l=1

⊗mxl〉 =

t∑
l=1

 n∑
k1=1

ωk1x
′(ek1)e′k1

(xl)

 . . .

 n∑
km=1

ωkmx
′(ekm)e′km(xl)


=

t∑
l=1

∑
i∈M(m,n)

ωi1 . . . ωimx
′(ei1) . . . x′(eim)e′i1(xl) . . . e

′
im(xl).

Como (e′k)
n
k=1 es 1-incondicional y x′ =

∑n
j=1 x

′(ej)e
′
j , tenemos que ‖

∑n
j=1 ωjx

′(ej)e
′
j‖ ≤ 1 y

en consecuencia |〈(x′)m, Tωz〉| ≤ ‖z‖ . Como x′ ∈ BX′ era arbitrario, esto implica ‖Tω‖ ≤ 1.

El segundo ingrediente para proceder con la prueba de la proposición es la caracterización
de la constante incondicional de una base desarrollada en 1.3.3, que recordamos aquí: si Y es un
espacio de Banach con base (yn)n∈N, se cumple

χ((yn)n∈N;Y ) = ı́nf{c |
∑
i∈I
|〈y′i, y〉||〈y′, yi〉| ≤ c‖y‖‖y′‖ ∀y ∈ Y , y′ ∈ Y ′}. (4.11)

Por lo tanto, el argumento consistirá en estimar la cantidad
∑

j∈J (m,n) |〈z′j, z〉||〈z′, zj〉| para
z ∈ Z, z′ ∈ Z ′ en términos de χu(Z).

Demostración. (de la Proposición 4.2.6) Sea ε > 0. Como Z =

m,s⊗
εs

X tiene l.u.st. (es un espacio

de dimensión �nita), existe un espacio de Banach F de dimensión �nita con base (fi)
r
i=1 de

manera que existe una factorización de la forma:

Z
Id //

u ��

Z

F

v

??

y se cumple ‖u‖‖v‖χ((fi)) ≤ χu(Z)(1 + ε).

Por otro lado, observemos que a partir de esta factorización para cada j ∈ J (m,n) podemos
escribir:

zj = 〈v, uzj〉 = 〈v,
r∑
l=1

〈f ′l , uzj〉fl〉 =

r∑
l=1

〈f ′l , uzj〉vfl.

Tal como anticipamos, �jamos z ∈ Z, z′ ∈ Z ′ y calculamos:
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∑
j∈J (m,n)

|〈z′j, z〉||〈z′, zj〉| =
∑

j∈J (m,n)

|〈z′j, z〉||〈z′, zj〉||〈z′j, zj〉|

=
∑

j∈J (m,n)

|〈z′j, z〉||〈z′, zj〉|

∣∣∣∣∣
r∑
l=1

〈f ′l , uzj〉〈z′j, vfl〉

∣∣∣∣∣
≤

r∑
l=1

∑
j∈J (m,n)

|〈z′, zj〉||〈z′j, vfl〉||〈z′j, z〉||〈f ′l , uzj〉|

≤
r∑
l=1

 ∑
j∈J (m,n)

|〈z′, zj〉〈z′j, vfl〉|2
 1

2
 ∑

j∈J (m,n)

|〈z′j, z〉〈f ′l , uzj〉|2
 1

2

≤ 2m
r∑
l=1

∫
Tn

∣∣∣∣∣∣
∑

j∈J (m,n)

〈z′, zj〉〈z′j, vfl〉ωj1 . . . ωjm

∣∣∣∣∣∣ dm(ω)

∫
Tn

∣∣∣∣∣∣
∑

j∈J (m,n)

〈z′j, z〉〈f ′l , uzj〉ω̃j1 . . . ω̃jm

∣∣∣∣∣∣ dm(ω̃),

donde hemos utilizado las desigualdades de Cauchy-Schwarz y de Bayart (2.5) respectiva-
mente, en los últimos dos pasos.

En vista del lema 4.2.7, para ω ∈ Tn de�nimos el operador Tω : Z → Z como:

Tωz =
∑

j∈J (m,n)

ωj1 . . . ωjm〈z′j, z〉zj,

que veri�ca ‖Tω‖ ≤ 1. Gracias a esto, podemos expresar el último término de la desigualdad de
arriba como:

2m
∫
Tn

∫
Tn

r∑
l=1

|〈v′T ′ωz′, fl〉||〈f ′l , uTω̃z〉|dm(ω)dm(ω̃).

Finalmente, esto da:∑
j∈J (m,n)

|〈z′j, z〉||〈z′, zj〉| ≤ 2m
∫
Tn

∫
Tn
χ((fi))‖v′T ′ωz′‖‖uTω̃z‖dm(ω)dm(ω̃)

≤ 2mχ((fi))‖v‖‖u‖‖z′‖‖z‖
≤ 2mχu(Z)(1 + ε)‖z′‖‖z‖.

Debido a la igualdad (4.11), deducimos que χ((zj)j∈J (m,n);Z) ≤ 2mχu(Z)(1+ε) y de ahí se sigue
la conclusión deseada.

Gracias a este resultado, para alcanzar una cota de la constante de incondicionalidad de los
monomios nos bastará con estimar la constante de incondicionalidad local de un espacio de Ba-
nach. Lograremos esto obteniendo una relación entre esta constante y la constante de proyección
de un espacio (1.3.6). El argumento está basado en la demostración de [DF11, Proposición 4.2].
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Proposición 4.2.8. Sea X un espacio de Banach de dimensión �nita con base 1-incondicional
(ek)

n
k=1. Entonces, para cada m ≥ 1, tenemos:

χu

(
m+1,s⊗
εs

X

)
≤ eλ

(
m,s⊗
εs

X

)
.

Demostración. Sean N ∈ N y
⊗m,s

εs
X

R // `N∞
S //

m,s⊗
εs

X una descomposición de Id⊗m,s
εs

X .

Necesitamos producir a partir de ella una factorización de Id⊗m+1,s
εs

X . Consideremos el siguiente

diagrama:
m+1,s⊗
εs

X
Id⊗m+1,s

εs X
//

Im+1

��

m+1,s⊗
εs

X

X
⊗
ε

(
m,s⊗
εs

X

)
IdX

⊗
R // X

⊗
εs

lN∞
IdX

⊗
S // X

m,s⊗
εs

X,

φ

OO

donde Im+1, φ están de�nidas para los tensores elementales por:

Im+1(⊗m+1x) = x⊗⊗mx , φ(x⊗⊗my) =
1

m+ 1

m+1∑
j=1

y ⊗ · · · ⊗ y ⊗ x︸︷︷︸
lugar j

⊗y ⊗ · · · ⊗ y.

Es claro con estas de�niciones que el diagrama conmuta (basta con chequearlo en los tensores

elementales). Resta ver que φ está bien de�nido. Sea Sm+1 :

m+1⊗
εs

X →
m+1⊗
εs

X el operador de

simetrización (ver Sección 1.2.1 del Capítulo 1). Para ver la buena de�nición de φ, mostramos
que Sm+1 �ja φ(x⊗⊗my) para cada x, y ∈ X:

Sm+1(φ(x⊗⊗my)) = Sm+1

 1

m+ 1

m+1∑
j=1

y ⊗ · · · ⊗ y ⊗ x⊗ y ⊗ · · · ⊗ y


=

1

m+ 1

m+1∑
j=1

Sm+1(y ⊗ · · · ⊗ y ⊗ x⊗ y ⊗ · · · ⊗ y)

=
1

m+ 1

m∑
j=1

1

m+ 1!

m+1∑
l=1

m!y ⊗ · · · ⊗ y ⊗ x⊗ y ⊗ · · · ⊗ y

=
1

m+ 1

m+1∑
l=1

y ⊗ · · · ⊗ y ⊗ x⊗ y ⊗ · · · ⊗ y = φ(x⊗⊗my).

Ahora debemos calcular la norma de los operadores involucrados en el diagrama. Por la desigual-
dad de Harris (1.1.7) sabemos que:

‖Im+1‖ ≤
1!

1

m!

m

(m+ 1)m+1

(m+ 1)!
=

(
1 +

1

m

)m
≤ e.
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Para estimar la norma de φ, tomamos z =
∑r

l=1

∑sl
k=1 xl⊗⊗

mylk ∈ X
⊗
ε

(
m,s⊗
εs

X

)
y calculamos:

φ(z) =

t∑
l=1

sl∑
k=1

1

m+ 1

m+1∑
j=1

ylk ⊗ · · · ⊗ ylk ⊗ xl ⊗ ylk ⊗ · · · ⊗ ylk.

Elegimos x′ ∈ B′X y evaluamos la expresión anterior:

|〈x′m+1, φ(z)〉| =

∣∣∣∣∣∣
t∑
l=1

sl∑
k=1

1

m+ 1

m+1∑
j=1

x′(ylk)
mx′(xl)

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
t∑
l=1

sl∑
k=1

x′(ylk)
mx′(xl)

∣∣∣∣∣
≤ sup

ψ∈BX′ ,P∈B(
⊗m,s
εs

X′)

∣∣∣∣∣
t∑
l=1

sl∑
k=1

P (ylk)ψ(xl)

∣∣∣∣∣
= sup

ψ∈BX′ ,P∈B(
⊗m,s
εs

X′)
|〈ψ ⊗ P,

t∑
l=1

sl∑
k=1

xl ⊗⊗mylk〉|

= sup
ψ∈BX′ ,P∈B(

⊗m,s
εs

X′)
|〈ψ ⊗ P, z〉| = ‖z‖.

Por lo tanto, tenemos que ‖φ‖ ≤ 1. Finalmente, utilizando el hecho que la constante de

incondicionalidad de X
⊗
ε

`N∞ es 1 (ver [Que95, Lema 5]) obtenemos:

‖ (IdX ⊗R) Im+1‖‖φ (IdX ⊗ S) ‖χ

(
X
⊗
ε

lN∞

)
≤ ‖R‖‖Im+1‖‖φ‖‖S‖ ≤ e‖R‖‖S‖.

Como la factorización SR = Id⊗m,s
εs

X era arbitraria, concluimos debido al Teorema 1.3.7:

χu

(
m+1,s⊗
εs

X

)
≤ eλ

(
m,s⊗
εs

X

)
,

la a�rmación a probar.

Si combinamos los resultados de las dos proposiciones, podemos establecer la desigualdad:

χmon (P(mX)) ≤ 2meλ
(
P(m−1X)

)
, (4.12)

que vale para cualquier espacio de Banach X de dimensión �nita con base 1-incondicional.
El último paso consiste en estimar la constante de proyección para los espacios de Banach

de interés. En el contenido de las siguientes dos proposiciones presentamos una cota de esta
constante obtenida por Defant y Frerick en [DF11].
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Proposición 4.2.9. Sean X = (Cn, ‖ · ‖) un espacio de Banach y m ∈ N. De�nimos para cada

multiíndice |α| = m:

dα := sup

|aα| : sup
z∈BX

∣∣∣∣∣∣
∑
|β|=m

aβz
β

∣∣∣∣∣∣ ≤ 1

 .

Entonces tenemos:

λ(P(mX)) ≤ sup
‖z‖≤1

∑
|α|=m

dα|zα| =: p(X).

Demostración. Podemos pensar P(mX) como un subespacio de `∞(BX). Así, el problema se
reduce a construir un proyector P : `∞(BX) → P(mX) con ‖P‖ ≤ p(X). Consideramos los
funcionales kα : P(mX) → C dados por

∑
|β|=m aβz

β 7→ aα donde |α| = m es un multiíndice.
Por la de�nición de los números dα, es inmediato que ‖kα‖ = dα, ∀ |α| = m. Usando el teorema
de Hahn-Banach, los extendemos a funcionales Kα : `∞(BX)→ C con la misma norma. Estamos
en condiciones de de�nir el proyector:

P : `∞(BX)→ P(mX), f 7→
∑
|α|=m

Kα(f)zα.

Resta acotar su norma:

‖P (f)‖ = sup
‖z‖≤1

∣∣∣∣∣∣
∑
|α|=m

Kα(f)zα

∣∣∣∣∣∣ ≤ sup
‖z‖≤1

∑
|α|=m

|Kα(f)||zα|

≤ sup
‖z‖≤1

∑
|α|=m

dα‖f‖∞|zα| = p(X)‖f‖∞.

Luego, ‖P‖ ≤ p(X) y la conclusión se deduce de la de�nición de constante de proyección (ver
1.3.6).

Proposición 4.2.10. Sean 1 < p ≤ 2, m,n ∈ N. Entonces,

λ(P(m`np )) ≤ em
(

1 +
n

m

)m(1− 1
p

)
.

Demostración. Necesitamos acotar p(`np ) = sup‖z‖≤1

∑
|α|=m dα|zα|. De la demostración de 1.4.5,

obtenemos que dα ≤ e
m
p
(
m!
α!

) 1
p . Sea ‖z‖ ≤ 1; por la desigualdad de Hölder y la fórmula multino-

mial de Newton: ∑
|α|=m

dα|zα| ≤ e
m
p

∑
|α|=m

(
m!

α!

) 1
p

|zα|

≤ e
m
p

 ∑
|α|=m

1

 1
p′
 ∑
|α|=m

m!

α!
(|z1|p, . . . , |zn|p)α

 1
p

= e
m
p

(
n+m− 1

m

) 1
p′

(|z1|p + · · ·+ |zn|p)m

= e
m
p

(
n+m− 1

m

) 1
p′

‖z‖m`np .
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Usando la aproximación de Stirling para el coe�ciente binomial, tenemos que

p(`np ) ≤ e
m
p e

m
p′
(

1 +
n

m

)m
p′

= em
(

1 +
n

m

)m
p′
,

de donde se sigue inmediatamente la a�rmación del enunciado.

Ahora estamos en condiciones de mostrar la primera cota inferior para el radio de Bohr de
B`np , 1 < p ≤ 2:

Teorema 4.2.11. Sea 1 < p ≤ 2. Entonces, ĺım infn
K(B`np )(
log(n)
n

) 1
p′
≥ 1

2e
1
p
.

Demostración. Combinamos la desigualdad (4.12) con el resultado de 4.2.10 para obtener:

χmon

(
P(m`np )

)
≤ 2mem

(
1 +

n

m− 1

)m−1
p′

.

Usaremos esta estimación para probar lo enunciado. Sean f =
∑

α cαz
α holomorfa en B`np con

‖f‖ ≤ 1, ε > 0 y de�namos r := (1 − ε) 1

2e
1
p

(
log(n)
n

) 1
p′ . Como es usual, en primer lugar obten-

dremos cotas para cada parte m-homogénea (m ∈ N) del desarrollo de f :

∑
|α|=m

|cαωα| = sup
εα∈D

∣∣∣∣∣∣
∑
|α|=m

εαcαω
α

∣∣∣∣∣∣ ≤ χmon

(
P(m`np )

) ∥∥∥∥∥∥
∑
|α|=m

cαz
α

∥∥∥∥∥∥
≤ (1− |c0|2)2mem

(
1 +

n

m− 1

)m−1
p′

,

donde ω ∈ B`np es arbitrario y hemos utilizado el lema de Wiener (1.4.2) en el último paso.
Entonces, tenemos para el desarrollo original:

∑
α

|cα(rω)α| = |c0|+
∑
m≥1

∑
|α|=m

|cα(rω)α| ≤ |c0|+ (1− |c0|2)
∑
m≥1

rm2mem
(

1 +
n

m− 1

)m−1
p′

.

Empleando a partir de acá la técnica de la demostración de 4.2.2 (es decir, separar la suma en

tres términos y acotar cada uno utilizando una estimación apropiada del término
(

1 + n
m−1

)
),

vemos que si n es su�cientemente grande,

∑
α

|cα(rω)α| ≤ |c0|+ (1− |c0|2)
∑
m≥1

rm2mem
(

1 +
n

m− 1

)m−1
p′

≤ 1.

Por lo tanto, deducimos ĺım infn
K(B`np )(
log(n)
n

) 1
p′
≥ (1 − ε) 1

2e
1
p

y la conclusión se desprende de la

arbitrariedad de ε > 0.



4.2. EL RADIO DE LA BOLA UNIDAD B`NP
61

Ahora pasamos al enfoque elemental para obtener una cota inferior, tomado del trabajo
[BDS14]. Para ello, necesitaremos introducir un poco más de notación sobre multiíndices. Recor-
demos de la Sección 1.1 que dados n,m ∈ N, habíamos llamado:

M(m,n) := {i = (i1, . . . , im) : i1, . . . , im ∈ {1, . . . , n}},

J (m,n) := {j = (j1, . . . , jm) ∈ J (m,n) : j1 ≤ . . . jn}.

Notación 4.2.12. Sea n,m ∈ N. Escribimos:

J (m) =
⋃
n∈N
J (m,n), J =

⋃
n∈N
J (m).

Dado X = (Cn, ‖ · ‖) un espacio de Banach, denotaremos por H∞(BX) al espacio de Hardy de
funciones holomorfas acotadas en BX , es decir:

H∞(BX) = {f : BX → C | f holomorfa con sup
z∈BX

|f(z)| <∞}.

De esta manera, a cada f ∈ H∞(BX) la podemos expresar:

f =
∑
j∈J

cj(f)zj.

Para un subconjunto de índices J ⊂ J , notamos con P(JX) ⊂ H∞(BX) al subespacio cerrado
de funciones f para las cuales cj(f) = 0 si j ∈ J \ J . Es claro que con esta notación el espacio
de polinomios m-homogéneos P(mX) es simplemente P(J (m,n)X).

Finalmente, si J ⊂ J (m) llamaremos conjunto reducido de J y denotaremos con J∗ al
conjunto de índices:

J∗ = {j ∈ J (m− 1) : ∃ k ≥ 1 con (j, k) ∈ J}.

Al analizar el proceso seguido para obtener la primera cota inferior, observamos que la relación
fundamental está dada por la ecuación (4.12), que conecta la constante de incondicionalidad de la
base monomial de los polinomios m-homogéneos de un espacio con la constante de proyección del
espacio de polinomios (m− 1)-homogéneos. Esto nos da en cierto sentido una relación inductiva
en las cantidades que deseamos estudiar. El primer paso para obtener la segunda estimación
consiste en establecer un análogo de esta relación. Hacemos esto en los siguientes dos lemas.

Lema 4.2.13. Sean n,m ∈ N,m > 1 y 1 < p ≤ 2. De�nimos el operador Q ∈ L
(
`np × `np ,P(m−1`np )

)
por:

Q(z, w) :=
∑

j∈J (m−1,n)

(
n∑
k=1

b(j,k)zj

)
wk,

donde b(j,k) ∈ C para j ∈ J (m− 1, n), 1 ≤ k ≤ n. Entonces(
n∑
k=1

|b(j,k)|p
′

) 1
p′

≤ e
m−1
p |[j]|

1
p ‖Q‖∞,

siempre que j ∈ J (m− 1, n).
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Demostración. Sea w ∈ B`np . El operador Q(·, w) resulta un polinomio (m− 1)-homogéneo:

Q(z, w) =
∑

j∈J (m−1,n)

(
n∑
k=1

b(j,k)wk

)
zj.

Por la fórmula integral de Cauchy, de acuerdo al Lema 1.4.5 tenemos para sus coe�cientes:∣∣∣∣∣
n∑
k=1

b(j,k)wk

∣∣∣∣∣ ≤ em−1
p |[j]|

1
p sup
z∈B`np

|Q(z, w)| ≤ e
m−1
p |[j]|

1
p ‖Q‖∞.

La demostración se concluye observando que:

sup
w∈B`np

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

b(j,k)wk

∣∣∣∣∣ =

(
n∑
k=1

|b(j,k)|p
′

) 1
p′

.

Lema 4.2.14. Sea P =
∑

j∈J (m,n) ajzj ∈ P(m`np ). Entonces, para cada j ∈ J (m− 1, n) vale:

 n∑
k=jm−1

|a(j,k)|p
′

 1
p′

≤ me1+m−1
p |[j]|

1
p ‖P‖∞.

Demostración. Sea P̌ =
∑

i∈M(m,n) bizi la forma multilineal simétrica asociada a P . Recordemos

que la relación entre los coe�cientes viene dada por bi =
aj
|[j]| , donde i ∼ j ∈ J (m,n). De�nimos

el operador Q : `np × `np → P(m−1`np ) como:

Q(z, w) = P̌ (z, . . . , z, w).

Calculamos una expresión para Q:

Q(z, w) =
∑

i∈M(m,n)

bizi1 . . . zim−1wim

=
∑

i∈M(m−1,n)

n∑
k=1

bizi1 . . . zim−1wk

=
∑

j∈J (m−1,n)

∑
i∈[j]

n∑
k=1

bizi1 . . . zim−1wk

=
∑

j∈J (m−1,n)

n∑
k=1

∑
i∈[j]

bizi1 . . . zim−1

wk

=
∑

j∈J (m−1,n)

(
n∑
k=1

b(j,k)|[j]|zj1 . . . zjm−1

)
wk.
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Ahora, como |[j, k)]| ≤ m|[j]| para j ∈ J (m,n) tenemos usando el lema anterior: n∑
k=jm−1

|a(j,k)|p
′

 1
p′

=

 n∑
k=jm−1

|b(j,k)|[(j, k)]||p′
 1

p′

≤ m

(
n∑
k=1

|b(j,k)|[j]||p
′

) 1
p′

≤ me
m−1
p |[j]|

1
p ‖Q‖∞.

Por la desigualdad de Harris (1.1.7), ‖Q‖∞ ≤ e‖P‖∞ y la conclusión del enunciado se sigue
inmediatamente.

Estamos en condiciones de enunciar y demostrar el resultado principal.

Teorema 4.2.15. Sean 1 < p ≤ 2, m,n ∈ N. Si P =
∑

j∈J (m,n) ajzj ∈ P(m`np ) y J ⊂ J (m,n)
entonces: ∑

j∈J
|aj||ωj| ≤ me1+m−1

p |J∗|1−
1
p ‖ω‖m`np ‖P‖∞, (4.13)

para cualquier ω ∈ `np . En particular para cualquier subconjunto �nito J ⊂ J (m), vale:

χmon(P(J`p)) ≤ me1+m−1
p |J∗|1−

1
p . (4.14)

Demostración. Sean P ∈ P(m`np ), J ⊂ J (m,n) y ω ∈ `np . La prueba consistirá en acomodar
los términos de la suma en (4.13) para acotar utilizando la desigualdad de Hölder y después
aprovechar el lema anterior. Calculamos:∑

j∈J
|aj||ωj| =

∑
j∈J∗

∑
k:(j,k)∈J

|a(j,k)||ωj||ωk|

≤
∑
j∈J∗
|ωj|

 n∑
k=jm−1

|a(j,k)|p
′

 1
p′ ( n∑

k=1

|ωk|p
) 1

p

≤ me1+m−1
p ‖ω‖`np ‖P‖∞

∑
j∈J∗
|ωj||[j]|

1
p .

Nos resta trabajar con el término
∑

j∈J∗ |ωj||[j]|
1
p . Nuevamente por Hölder:

∑
j∈J∗
|ωj||[j]|

1
p ≤

∑
j∈J∗
|[j]||ωj|p

 1
p
∑

j∈J∗
1

 1
p′

≤

 ∑
j∈J (m−1,n)

|[j]||ωj|p
 1

p

|J∗|
1
p′

= ‖ω‖m−1
`np
|J∗|

1
p′ ,
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en donde para el último paso hemos utilizado la fórmula multinomial. Combinando las dos
estimaciones, obtenemos: ∑

j∈J
|aj||ωj| ≤ me1+m−1

p |J∗|1−
1
p ‖ωj‖m`np ‖P‖∞.

Para concluir a partir de esto la relación (4.14), notemos que cualquier subconjunto �nito
J ⊂ J (m) está contenido en J (m,n) para algún n apropiado. Luego, todo polinomio P ∈ P(J`np )
puede ser visto como un elemento en P(m`np ) con la misma norma de donde se deduce inmedia-
tamente la conclusión deseada.

En vista de nuestros objetivos, desglosaremos un caso particular de (4.14). Tomamos J =
J (m,n) y notamos que J (m,n)∗ = J (m− 1, n). De la estimación de Stirling

|J (m− 1, n)| =
(
n+m− 2

m− 1

)
≤ em−1

(
1 +

n

m− 1

)m−1

,

obtenemos:

χmon(P(m`np )) ≤ mem
(

1 +
n

m− 1

)m−1
p′

. (4.15)

Sabemos por [DDGM01, Teorema 3] que χmon(P(m`np )) �
(
n

1− 1
p

)m−1
con constantes que de-

penden sólo de m. Es decir, la ecuación (4.15) es óptima respecto del crecimiento en n; su
importancia radica en que mejora el crecimiento de las constantes dependientes de m respecto
de las estimaciones anteriores.

Imitando la técnica empleada en la demostración de 4.2.11, de la desigualdad (4.15) obtene-
mos como corolario la siguiente estimación del radio de Bohr, más ajustada que la anterior.

Corolario 4.2.16. Sea 1 < p ≤ 2. Entonces ĺım infn
K(B`np )

( logn
n )

1
p′
≥ 1

e
1
p
.

4.2.3. El caso p = 1

Tal como mencionamos más arriba, la diferencia fundamental de este caso con los anteriores es
que la sucesión (K(B`n1 ))n∈N no converge a 0 porque está acotada entre dos constantes positivas.
Presentamos los mejores valores conocidos para estas constantes, siguiendo a [Boa00].

Teorema 4.2.17. Para n ∈ N el radio de Bohr K(B`n1 ) admite las siguientes cotas:

1

3 3
√
e
≤ K(B`n1 ) ≤ 1

3
.

Demostración. La cota superior es una consecuencia inmediata de la igualdad K(B`11) = 1
3

(esto es el teorema de Bohr 4.1.1) y del hecho que la sucesión (K(B`n1 ))n∈N es obviamente
decreciente. Veamos la otra desigualdad. Tomamos n ∈ N y f =

∑
α cαz

α holomorfa en B`n1 con
supz∈B`n1

|f(z)| < 1. Por la estimación de Cauchy (Lema 1.4.5), tenemos para los coe�cientes de

f :

|cα| ≤
|α||α|

αα
.
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Como esta desigualdad vale para los coe�cientes de cualquier función holomorfa con módulo
acotado por 1 en B`n1 podemos utilizar el Lema 1.4.4 para mejorar esta estimación por un factor
de (1− |c0|2). Así, para cada parte m-homogénea del desarrollo de f se cumple:∑

|α|=m

|cαωα| ≤ (1− |c0|2)
∑
|α|=m

mm

αα
|ωα|,

donde ω ∈ B(`n1 ). Multiplicando y dividiendo por el coe�ciente multinomial m!
α! y observando que

αα ≥ α!, llegamos a:∑
|α|=m

|cαωα| ≤ (1− |c0|2)
mm

m!

∑
|α|=m

m!α!

ααα!
|ωα| ≤ (1− |c0|2)

mm

m!

∑
|α|=m

m!

α!
|ωα|.

Ahora, como
∑
|α|=m

m!
α! |ω

α| = ‖ω‖m`n1 tenemos:

∑
α

|cαωα| ≤ |c0|+ (1− |c0|2)
∑
m≥1

mm

m!
‖ω‖m`n1 .

Para deducir una estimación para el radio de Bohr a partir de esto, recordemos que la función

t 7→ t + (1−t2)
2 está acotada por 1 para t ∈ [0, 1]. De esta manera, tenemos que si r es el único

real positivo que veri�ca: ∑
m≥1

mm

m!
rm =

1

2
, (4.16)

entonces K(B`n1 ) ≥ r. Esta ecuación se puede resolver exactamente recurriendo a la función
árbol T proveniente de la combinatoria (ver por ejemplo [Knu97, p.395]) que satisface la ecua-
ción funcional T (x)e−T (x) = x y admite desarrollo en serie de Taylor T (x) =

∑
m≥1

mm−1

m! xm.
Gracias a este desarrollo, podemos escribir la igualdad (4.16) en términos de T como rT ′(r) = 1

2 .
Derivando a ambos lados en la ecuación funcional, obtenemos:

xT ′(x) =
T (x)

(1− T (x))
.

Se sigue que T (r) = 1
3 y entonces la ecuación funcional implica r = 1

3 3√e , lo que concluye la
demostración.
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Capítulo 5

Series y polinomios de Dirichlet

El hilo conductor de la primera sección será el problema de convergencia absoluta de H.Bohr
y la resolución dada por F.Bohnenblust y E.Hille. Mostraremos algunos de los importantes resul-
tados sobre la teoría de series y polinomios de Dirichlet obtenidos por Bohr en su investigación,
teniendo como principal objetivo indicar el marco en el que surgió la idea del radio de Bohr.
A continuación, con la intención de exponer un notable re�namiento de la solución original del
problema introduciremos un concepto profundo proveniente del análisis armónico (el de conjun-
tos y constantes de Sidon) y mostraremos su relación con la incondicionalidad de espacios de
polinomios en un caso particular. Para �nalizar, desarrollamos una generalización del problema
del radio de Bohr en el contexto de las series de Dirichlet expuesta en el artículo [CDG+14].
Destacamos que las series de Dirichlet constituyen uno de los principales objetos de estudio de
la teoría analítica de números y que si bien aquí no adoptaremos en general ese punto de vista,
precisaremos emplear algunos resultados básicos de esta área para manipularlas. Recopilamos
estos resultados en el Apéndice A.

5.1. El punto de vista de Bohr

Una serie de Dirichlet es una serie de la forma:

D(s) =
∑
n≥1

ann
−s,

donde an ∈ C para cada n ∈ N y s = σ + it es la variable (compleja) de la serie de Dirichlet.
Por analogía con las series de potencias, un polinomio de Dirichlet es simplemente una serie de
Dirichlet truncada:

Q(s) =
N∑
n=1

ann
−s.

El conjunto de series de Dirichlet, que denotamos D, tiene una estructura C-lineal obvia y la
llamada multiplicación de Dirichlet :∑

n≥1

ann
−s

∑
n≥1

bnn
−s

 =
∑
n≥1

( ∑
km=n

akbm

)
n−s,

67
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hace de D un álgebra conmutativa unitaria con unidad
∑

n≥1 δn1n
−s.

El ejemplo más famoso de serie de Dirichlet es la función ζ de Riemann:

ζ(s) =
∑
n≥1

n−s.

Es precisamente en el contexto del estudio de esta función (y posiblemente, de la hipotésis de
Riemann) que H.Bohr hizo varios aportes al estudio de la convergencia absoluta de series de
Dirichlet. Hacemos una breve disgresión para motivar sus primeras de�niciones y resultados en
este sentido. Las series de Dirichlet pueden verse como un caso particular de las series de Dirichlet
generales, que tienen la forma: ∑

n≥1

ane
−λns,

donde las frecuencias (λn)n∈N forman una sucesión de reales creciente y no acotada. Eligiendo
λn = log n, recuperamos las series de Dirichlet ordinarias. Si tomamos λn = n y hacemos el
cambio de variable z = e−s, obtenemos las familiares series de potencias

∑
n≥1 anz

n. Es bien
sabido que estas series convergen en discos y que los radios que de�nen los discos maximales
de convergencia, convergencia absoluta y convergencia uniforme coinciden. En términos de las
series de Dirichlet originales, debido a que el cambio z = e−s transforma discos en semiplanos y
radios de discos en rectas verticales de�nidas por una abscisa, tenemos que las series con λn = n
convergen en semiplanos y las abscisas maximales de convergencia, convergencia absoluta y
uniforme son iguales. Con esto en mente, de�niremos estas tres abscisas de convergencia para
series de Dirichlet en D (y veremos que la situación es más compleja que lo que sucede en el caso
de series de potencias).

De�nición 5.1.1. Para una serie de Dirichlet D(s) =
∑

n≥1 ann
−s, se de�nen las siguientes

abscisas:

σc(D) = ı́nf{σ ∈ R : D converge en [Res > σ]}
σu(D) = ı́nf{σ ∈ R : D converge uniformemente en [Res > σ]}
σa(D) = ı́nf{σ ∈ R : D converge absolutamente en [Res > σ]},

las abscisas de convergencia, convergencia uniforme y convergencia absoluta de D respectiva-
mente.

Es claro que −∞ ≤ σc ≤ σu ≤ σa ≤ ∞. Sin embargo, a diferencia de lo que sucedía para las
frecuencias λn = n, estos tres números no necesariamente coinciden.

Ejemplo 5.1.2. Consideremos la serie de Dirichlet D(s)
∑

n≥1(−1)nn−s. Esta serie converge
para cualquier s con Res > 0, pero converge absolutamente sólo en el semiplano [Res > 1].
Luego, en este caso σc(D) 6= σa(D).

El ejemplo muestra que sup{σa(D)−σc(D) : D serie de Dirichlet} ≥ 1 (y no es difícil ver que
en realidad vale la igualdad). El problema de convergencia absoluta de Bohr consiste en calcular:

T := sup{σu(D)− σa(D) : D serie de Dirichlet}.



5.1. EL PUNTO DE VISTA DE BOHR 69

Bohr probó que T ≤ 1
2 en 1913, y no fue sino hasta 1931 que Bohnenblust y Hille [BH31]

resolvieron el problema mostrando que T = 1
2 (recomendamos la iluminadora exposición [DSP14]

sobre la resolución de este problema desde un punto de vista moderno). El enfoque adoptado por
Bohr fue el de relacionar las abscisas con la función holomorfa que de�ne la serie de Dirichlet en
su región de convergencia. Más concretamente, probó el siguiente teorema.

Teorema 5.1.3. Sea
∑

n≥1 ann
−s una serie de Dirichlet no siempre divergente. Sea f : [Res >

σc(D)] → C dada por f(s) =
∑

n≥1 an
1
ns su función holomorfa asociada. Supongamos que f

se extiende a una función holomorfa y acotada en [Res > 0]. Entonces,
∑

n≥1 ann
−s converge

uniformemente en [Res > ε] para todo ε > 0.

Se deduce como corolario la siguiente relación fundamental entre la abscisa de convergencia
absoluta de una serie de Dirichlet y la región de acotación de su función asociada.

Corolario 5.1.4. Sean D(s) =
∑

n≥1 ann
−s una serie de Dirichlet y f : [Res > σc(D)]→ C su

función holomorfa asociada. Entonces,

σu(D) = ı́nf{r : f(s) es holomorfa y acotada en [Res > r]}.

En de�nitiva, el curso de la investigación lo llevó a buscar vínculos entre la convergencia
absoluta de una serie de Dirichlet y las regiones donde la función holomorfa asociada es acotada.
En este sentido, probó en [Boh13] que para cualquier serie de Dirichlet de la forma

∑
p primo app

−s,
se veri�ca la desigualdad: ∑

p primo

|ap| ≤ sup
[Res>0]

∣∣∣∣∣∣
∑

p primo

app
−s

∣∣∣∣∣∣ . (5.1)

Fue exactamente este tipo de consideraciones lo que inspiró a Bohr para formular su pregunta
sobre series de potencias de una variable.

El segundo gran aporte fue una manera ingeniosa de relacionar series de Dirichlet con series
de potencias en in�nitas variables. Si (pk)k∈N denota como es usual la sucesión de primos en
orden y n ∈ N se factoriza como n = pα1

1 . . . pαkk = pα cada natural n tiene asignado de manera
unívoca un multiíndice α (y viceversa). Esto permite de�nir una aplicación biyectiva entre el
espacio de series formales P y las series de Dirichlet D:

B : P→ D∑
α∈N(N)

0

cαz
α 7→

∑
n≥1

ann
−s

cα = apα .

La aplicación B se conoce como transformada de Bohr y es claramente un mor�smo de álgebras.
Bohr caracterizó con precisión la relación entre la abscisa de convergencia uniforme de una serie
de Dirichlet y la región donde la serie de potencias asociada es acotada:

Teorema 5.1.5. Sea D una serie de Dirichlet. Entonces para cada δ > 0, su serie de potencias

asociada es acotada en todos los dominios de la forma |zn| ≤ p−(σu(D)+δ)
n , es decir:

sup
n∈N

sup
z∈B`n∞

∣∣∣∣∣∣
∑
α∈Nn0

cα

(
p(σu(D)+δ)z

)α∣∣∣∣∣∣ <∞.
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Y recíprocamente,

Teorema 5.1.6. Si la serie de potencias es acotada en la región |zn| ≤ p−σ0
n , entonces

σu(D) ≤ σ0.

Un análisis cuidadoso de las demostraciones de Bohr de estos teoremas permite obtener
un isomor�smo isométrico a partir de la transformada de Bohr restringiendo el dominio y el
codominio. Para eso, introducimos el álgebra:

H∞ = {D serie de Dirichlet : la función asociada f está de�nida y es acotada en [Res > 0]} ,

dotada de la norma supremo

‖D‖∞ = sup
[Res>0]

|f(s)| = sup
[Res>0]

∣∣∣∣∣∣
∑
n≥1

an
1

ns

∣∣∣∣∣∣ .
Destacamos que el par (H∞, ‖·‖∞) constituye un álgebra de Banach. Por otro lado, el espacio de
Hardy H∞(Bc0) de funciones holomorfas y acotadas en Bc0 (donde por holomorfa entendemos
C-diferenciable Fréchet([CC71]) puede ser identi�cado con un subespacio de P por medio de la
asignación f 7→ (cα(f))

α∈N(N)
0

para cada f ∈ H∞(Bc0). Recordemos que en H∞(Bc0) la norma

de una función g viene dada por ‖g‖∞ = supz∈Bc0 |f(z)|.
Un resultado probado en [HLS97] asegura que la transformada B se restringe bien a estas

álgebras:

Teorema 5.1.7. La aplicación B : H∞(Bc0) → H∞ está bien de�nida y es un isomor�smo

isométrico.

Damos un bosquejo de la demostración.

Demostración. Alcanza con probar que para cualquier N ∈ N y complejos a1, . . . , aN se tiene:

sup
[Res>0]

∣∣∣∣∣
N∑
n=1

ann
−s

∣∣∣∣∣ = sup
z∈DN

∣∣∣∣∣∣
∑
α∈ΛN

apαz
α

∣∣∣∣∣∣ ,
donde ΛN := {α : 1 ≤ pα ≤ N}. El primer paso consiste en reemplazar los conjuntos sobre los
que se toma supremo en ambos términos por sus bordes usando análogos del principio de módulo
máximo. Por un lado, para polinomios de Dirichlet vale:

sup
[Res>0]

∣∣∣∣∣
N∑
n=1

ann
−s

∣∣∣∣∣ = sup
t∈R

∣∣∣∣∣
N∑
n=1

ann
−it

∣∣∣∣∣ .
Aplicando el principio del módulo máximo e inducción no es difícil ver que

sup
z∈DN

∣∣∣∣∣∣
∑
α∈ΛN

apαz
α

∣∣∣∣∣∣ = sup
w∈TN

∣∣∣∣∣∣
∑
α∈ΛN

apαw
α

∣∣∣∣∣∣ .
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Ahora, el resultado se sigue de una consecuencia del clásico teorema de aproximaciones diofánticas
de Kronecker: el conjunto {(p−it1 , . . . , p−itN ) : t ∈ R} es denso en TN . En efecto, si para cada

1 ≤ n ≤ N escribimos n = p
α1(n)
1 . . . p

αk(n)
k entonces:

N∑
n=1

ann
−it =

N∑
n=1

anp
−α1(n)it
1 . . . p

−αk(n)it
k =

∑
α∈ΛN

apα(p−it1 )α1 . . . (p−itk )αk .

Por densidad,

sup
t∈R

∣∣∣∣∣
N∑
n=1

ann
−it

∣∣∣∣∣ = sup
t∈R

∣∣∣∣∣∣
∑
α∈ΛN

apα(p−it1 )α1 . . . (p−itk )αk

∣∣∣∣∣∣ = sup
w∈TN

∣∣∣∣∣∣
∑
α∈ΛN

apαw
α

∣∣∣∣∣∣ ,
lo cual concluye la demostración.

Como consecuencia de este resultado, muchas de las técnicas e ideas empleadas para traba-
jar con series de potencias y polinomios admiten traducciones inmediatas en términos de series
y polinomios de Dirichlet. No sólo utilizaremos resultados concretos (como las estimaciones de
Cauchy para los coe�cientes, la desigualdad de Bohnenblust-Hille, etc.) sino que adoptaremos
una idea que resulta particularmente fructífera y es natural en series de potencias: la de descom-
posición en suma de polinomios m-homogéneos. Para lograr eso, si n es un número natural con
factorización en primos n = pα, de�nimos Ω(n) := |α|. Es decir, Ω(n) es la cantidad de primos
que aparecen en la factorización de n contados con multiplicidad (por ejemplo, Ω(n) = 1 si y sólo
si es primo y Ω(4) = 2). Entonces, una serie de Dirichlet

∑
n≥1

an
ns puede descomponerse como:∑

n≥1

an
ns

=
∑

Ω(n)=1

an
ns

+
∑

Ω(n)=2

an
ns

+ · · · =
∑
m≥1

∑
Ω(n)=m

an
ns
.

Llamamos serie de Dirichlet m-homogénea a cada uno de los términos
∑

Ω(n)=m
an
ns y notamos

con Dm al conjunto de todas estas series (observemos que, como era de esperar, se corresponden
con los polinomios m-homogéneos en c0 vía la transformada de Bohr). Precisamente una de las
ideas claves de Bohnenblust y Hille para resolver el problema de convergencia absoluta de Bohr
fue graduar el número T sobre las series m-homogéneas, es decir, considerar:

Tm := sup{σa(D)− σu(D) : D ∈ Dm}.

Finalmente, probaron que Tm = m−1
2m cerrando el problema dado que supm∈N Tm ≤ T ≤ 1

2 .

5.2. Constantes de Sidon

La solución del problema de convergencia absoluta de Bohr nos dice:

sup{σa(D)− σu(D) : D ∈ D} = sup{σa(D) : D ∈ H∞} =
1

2
.

Esto implica que para cualquier serie de Dirichlet
∑

n≥1 ann
−s ∈ H∞ y cada ε > 0 tenemos:∑

n≥1

|an|
1

n
1
2

+ε
<∞.
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Una inquietud que surge naturalmente es intentar averiguar el comportamiento de las series a
medida que nos acercamos a la recta Res = 1

2 , y en particular, si vale la acotación de arriba
cuando ε = 0. Mostraremos un resultado muy preciso sobre este comportamiento que nos permi-
tirá, entre otras cosas, responder a�rmativamente la última cuestión. Iniciamos su preparación
introduciendo un concepto clásico: el de constante de Sidon de un conjunto. Resultará clara la
estrecha relación del estudio de estas constantes en algunos casos particulares con varios de los
conceptos y técnicas desarrolladas en este trabajo.

De�nición 5.2.1. Dado un grupo compacto G, se de�ne la constante de Sidon de un conjunto
�nito C de caracteres γ (es decir, γ : G → T mor�smo de grupos continuo) como la constante
óptima C ≥ 0 tal que para cualquier familia de escalares (cγ)γ∈C se satisface:

∑
γ∈C
|cγ | ≤ C

∥∥∥∥∥∥
∑
γ∈C

cγγ

∥∥∥∥∥∥
∞

.

A dicha constante la notamos S(C;G).

Una aplicación directa de la desigualdad de Cauchy-Schwarz implica que:

1 ≤ S(C;G) ≤ |C|
1
2 .

Nuestro caso de particular interés son los grupos circulares Tn,T∞. Recordemos que para x ∈ N
habíamos de�nido en la demostración de 5.1.7 el conjunto de índices Λx = {α ∈ N(N)

0 : 1 ≤ pα ≤
x}. Podemos interpretar el conjunto de monomios (zα)α∈Λx como caracteres en T∞. Gracias a
esto, la constante de Sidon de este conjunto tiene una expresión en términos de polinomios de
Dirichlet. Dado un polinomio de Dirichlet

Q(s) =
∑
n≤x

ann
−s,

de�nimos ‖Q‖∞ := sup[Res>0] |Q(s)| (esto es, su norma como serie de Dirichlet) y ‖Q‖1 :=∑
n≤x |an|. Entonces, por de�nición S((zα)α∈Λx ;T∞) es la menor constante positiva C tal que la

desigualdad
‖Q‖1 ≤ C‖Q‖∞ (5.2)

vale para todo polinomio Q.
Debido a un sorprendente resultado de S.Konyagin y H.Que�eléc [KQ01] y posteriores re�-

namientos obtenidos en [dLB08, DFOC+11] es conocido el comportamiento asintótico exacto de
esta constante, que será fundamental para resolver la pregunta que abrió la sección.

Introducimos la función π contador de primos antes de enunciarlo. Dado un real x de�nimos
π(x) como la cantidad de números primos menores o iguales que x. El famoso teorema de los
números primos, conjeturado por Gauss en su adolescencia y probado independientemente por
de la Vallée-Poussin y Hadamard en 1896 [VP96, Had96] da el orden asintótico de esta función:

ĺım
x→∞

π(x)
x

log x

= 1. (5.3)
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Teorema 5.2.2. Se veri�ca que

S((zα)α∈Λx ;T∞) =
√
x exp

{(
− 1√

2
+ o(1)

)√
log x log log x

}
cuando N →∞. Esto es, existe una función a : R>0 → R con ĺımx→∞ a(x) = 0 tal que:

ĺım
x→∞

S((zα)α∈Λx ;T∞)
√
x exp

{(
− 1√

2
+ a(x)

)√
log x log log x

} = 1.

Demostración. Cota superior. La idea básica consiste en reacomodar de forma ingeniosa los
términos de la suma de valores absolutos de los coe�cientes de un polinomio de Dirichlet para
luego poder utilizar algunos resultados de teoría analítica de números sobre el tamaño de ciertos
conjuntos. Esta técnica es llamada a veces método de Konyagin-Que�eléc. Fijemos un natural
x ≥ 2 y tomemos un real 0 < y ≤ x, que será un parámetro sobre el que más tarde optimizaremos.
Dado n ∈ N, notamos P+(n), P−(n) al máximo y mínimo primo en la factorización de n
respectivamente. Consideremos los conjuntos:

S(x, y) = {n ≤ x : P+(n) ≤ y},
T (x, y) = {n ≤ x : P−(n) > y}.

También necesitaremos graduar el conjunto T (x, y). Es decir, para m ∈ N, de�nimos

Tm(x, y) = {n ∈ T (x, y) : Ω(n) = m}.

Es fácil ver que cualquier natural 2 ≤ n ≤ x admite una factorización única de la forma n = k`
con k ∈ S(x, y), ` ∈ T (x, y). En efecto, si la factorización en primos de n es n = pα = pα1

1 . . . pαNN
tenemos:

k = pα1
1 . . . p

απ(y)

π(y) , ` = p
απ(y)+1

π(y)+1 . . . p
αN
N .

Obviamente ` = n
k ≤

x
k , es decir, ` ∈ T

(
x
k , y
)
. Teniendo en cuenta esto, dado un polinomio de

Dirichlet
∑

n≤x ann
−s podemos escribir:∑

n≤x
|an| =

∑
k∈S(x,y)

∑
`∈T(xk ,y)

|ak`| =
∑

k∈S(x,y)

∑
m

∑
`∈Tm(xk ,y)

|ak`|.

Pero ciertamente el conjunto Tm
(
x
k , y
)
es vacío para m > log x

log 2 y en consecuencia

∑
n≤x
|an| ≤ |S(x, y)| sup

k∈S(x,y)

 ∑
m≤ log x

log 2

∑
`∈Tm(xk ,y)

|ak`|

 .

Nos concentramos por un momento en el lado derecho de la desigualdad. Aplicando Hölder y
luego la desigualdad polinomial de Bohnenblust-Hille (2.2.5), vemos que existe una constante
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C ≥ 1 tal que para cada m,

∑
`∈Tm(xk ,y)

|ak`| ≤

 ∑
`∈Tm(xk ,y)

1


m−1
2m
 ∑
`∈Tm(xk ,y)

|ak`|
2m
m+1


m+1
2m

(5.4)

≤ Cm
∣∣∣Tm (x

k
, y
)∣∣∣m−1

2m

∥∥∥∥∥∥∥
∑

`∈Tm(xk ,y)

ak``
−s

∥∥∥∥∥∥∥
∞

.

Por la fórmula integral de Cauchy vía la transformada de Bohr,∥∥∥∥∥∥∥
∑

`∈Tm(xk ,y)

ak``
−s

∥∥∥∥∥∥∥
∞

≤

∥∥∥∥∥∥
∑
n≤x

ann
−s

∥∥∥∥∥∥
∞

.

Finalmente, reemplazando obtenemos:

∑
n≤x
|an| ≤ |S(x, y)| sup

k∈S(x,y)

 ∑
m≤ log x

log 2

Cm
∣∣∣Tm (x

k
, y
)∣∣∣m−1

2m


∥∥∥∥∥∥
∑
x≤n

ann
−s

∥∥∥∥∥∥
∞

.

Ahora, empleando los resultados A.0.5 y A.0.8 del apéndice A tenemos que:

|S(x, y)| ≤
(

1 +
log x

log 2

)π(y)

y
∣∣∣Tm (x

k
, y
)∣∣∣ ≤ 2m

x

k
y−m exp

(
y(log log

x

k
+ c)

)∥∥∥∥∥∥
∑
x≤n

ann
−s

∥∥∥∥∥∥
∞

,

con c > 0 constante independiente de x y m. Por lo tanto, resulta (cambiando el valor de la
constante C)∑

n≤x
|an| ≤

(
1 +

log x

log 2

)π(y)+1

sup
m≤ log x

log 2

Cm
(
xy−m exp (y (log log x+ c))

)m−1
2m . (5.5)

Controlamos cada factor antes de darle un valor al parámetro libre y:(
1 +

log x

log 2

)π(y)+1

≤ exp

(
(π(y) + 1) log

(
2

log 2
log x

))
Cm

(
xy−m exp (y(log log x+ c))

)m−1
2m =

√
x
√
y exp

(
m− 1

2m
y(log log x+ c)

)
(Cmx

−1
m y−m)

1
2

≤
√
x
√
y exp

(
1

2
y(log log x+ c)

)
(Cmx

−1
m y−m)

1
2 ,

donde nuevamente hemos cambiado el valor de la constante C. Tomamos y =
√

log x
log log x . Co-

mo π(y) ∼ y
log y por el teorema de los números primos (5.3), con esta elección resulta π(y) =

o(1)
√

log x
log log x y luego

exp

(
(π(y) + 1) log

(
2

log 2
log x

))
= exp

(
o(1)

√
log x log log x

)
.
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Operando, vemos que también resulta
√
y exp

(
1
2y(log log x+ c)

)
= exp

(
o(1)
√

log x log log x
)
y

por lo tanto el lado derecho de (5.5) está acotado por

exp
(
o(1)

√
log x log log x

)
sup
m∈N

(Cmx
−1
m y−m)

1
2 .

Nos resta estimar la expresión dentro del supremo. Con tal �n escribimos

Cmx
−1
m y−m = exp (hx,y(m))

(es decir, hx,y(m) = m logC − 1
m log x −m log y) y optimizamos sobre m. Derivando la función

hx,y respecto de m, es fácil ver que alcanza su máximo en

M =

√
log x

log y − logC
≥

√
log x

log y
.

En consecuencia, para cada m se tiene

hx,y(m) ≤ hx,y(M) ≤ logC

√
log x

log y − logC
−

(
1 +

√
1− logC

log y

)√
log x log y.

Del hecho que logC
√

log x
log y−logC = o(1)

√
log x log log x se sigue que

sup
m
Cmx

−1
m y−m ≤ exp

(
−2

√
1

2
+ o(1)

√
log x log log x

)
,

lo que concluye esta parte.
Cota inferior. La estrategia para mostrar la cota inferior será estimar una cantidad relacio-

nada con la constante de Sidon S((zα)α∈λx ;T∞), que se obtiene de cambiar la norma supremo por
un promedio en la de�nición (5.2). Formalmente, dado x ∈ N de�nimos Sradx como la constante
óptima C tal que para cualquier polinomio de Dirichlet

∑
n≤x ann

−s se tiene

∑
n≤x
|an| ≤ C

∫ 1

0

∥∥∥∥∥∥
∑
n≤x

rn(t)ann
−s

∥∥∥∥∥∥
∞

dt,

donde (rn)n∈N es el sistema de Rademacher de funciones en [0, 1].
Para cada t ∈ [0, 1] �jo y polinomio de Dirichlet

∑
n≤x ann

−s, por (5.2) vale

∑
n≤x
|an| ≤ S((zα)α∈λx ;T∞)

∥∥∥∥∥∥
∑
n≤x

rn(t)ann
−s

∥∥∥∥∥∥
∞

.

Integrando esta desigualdad concluimos

Sradx ≤ S((zα)α∈λx ;T∞).
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Controlamos ahora Sradx . Fijemos un natural x > 2 y un real 2 < y ≤ x. De igual manera que
en la cota superior, más adelante optimizaremos sobre el parámetro y usando teoría analítica de
números. De�nimos el polinomio de Dirichet

Qx,y =
∑

j∈J−(x;y)

1

psj
.

Por la de�nición del conjunto J−(x; y), este polinomio tiene coe�cientes no nulos sólo en el rango
n ≤ x. Aplicando la transformada de Bohr, debido a 5.1.7 tenemos∫ 1

0

∥∥∥∥∥∥
∑

j∈J−(x;y)

rpj(t)
1

psj

∥∥∥∥∥∥
∞

dt ≤
∫ 1

0
sup

z∈Tπ(y)

∣∣∣∣∣∣
∑

j∈J−(x;y)

rpj(t)zj

∣∣∣∣∣∣ dt.
La forma integral de la desigualdad de Kahane-Salem-Zygmund (3.1) aplicada al lado derecho
implica ∫ 1

0

∥∥∥∥∥∥
∑

j∈J−(x;y)

rpj(t)
1

psj

∥∥∥∥∥∥
∞

dt ≤ K
√
π(y)|J−(x; y)| log log x,

para cierta constante K > 0 independiente de x y de y. Por la de�nición de Sradx ,∑
j∈J−(x;y)

1 = |J−(x; y)| ≤ Sradx K
√
π(y)|J−(x; y)| log log x ≤ Sradx K

√
y|J−(x; y)| log log x.

A partir de ahora sólo resta elegir el valor de y y estimar |J−(x; y)| usando la Proposición A.0.11.
Tomamos y = eα

√
log x log log x con α > 0 a determinar. De�nimos:

u :=
log x

log y
=

1

α

√
log x

log log x
.

Una veri�cación simple muestra que

u log u =
1

2α

√
log x log log x(1 + o(1)). (5.6)

Como el valor de y elegido satisface la hipótesis en A.0.11 (tomar por ejemplo ε = 1),
deducimos:

Sradx ≥ K1

√
x

log log x

√
%(u)

y
= K1

√
x

log log x
exp

(
1

2
log %(u)

)
exp

(
−α

2

√
log x log log x

)
.

Aplicando la segunda a�rmación de A.0.11 para estimar el término log %(u) y la ecuación (5.6),
deducimos que existe otra constante positiva K2 para la cual

Sradx ≥ K2

√
x

log log x
exp

(
−
(

1

4α
+
α

2
+ o(1)

)√
log x log log x

)
= K2

√
x exp

(
−
(

1

4α
+
α

2
+ o(1)

)√
log x log log x

)
.
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Finalmente, si minimizamos 1
4α + α

2 sobre α descubrimos que el parámetro óptimo es α = 1√
2
y

así:

S((zα)α∈λx ;T∞) ≥ Sradx ≥ K2

√
x exp

((
− 1√

2
+ o(1)

)√
log x log log x

)
.

La estimación inferior queda probada.

De este resultado se desprende un interesante re�namiento de la solución del problema de
convergencia absoluta de Bohr:

Corolario 5.2.3. Sean
∑

n≥1 ann
−s ∈ H∞ una serie de Dirichlet y 0 ≤ c < 1√

2
un real.

Entonces, ∑
n≥1

|an|
ec
√

logn log logn

n
1
2

<∞.

Además, la constante 1√
2
es óptima.

Necesitamos un lema auxiliar antes de proceder con la demostración del corolario. Para una
prueba del lema, referimos a [BCQ06]:

Lema 5.2.4. Sea D(s) =
∑

n≥1 ann
−s ∈ H∞. Entonces, existe una constante C > 0 tal que para

todo entero x ≥ 2 vale ∥∥∥∥∥∥
∑
n≤x

ann
−s

∥∥∥∥∥∥
∞

≤ C log x

∥∥∥∥∥∥
∑
n≥1

ann
−s

∥∥∥∥∥∥
∞

.

Demostración. (del Corolario 5.2.3) Sea ε > 0. Dado que la sucesión

(
e

(
1√
2
−ε
)√

logn log logn
n
−1
2

)
n∈N

es decreciente a partir de un cierto n0, alcanza con mostrar:

∑
k≥0

e

(
1√
2
−ε
)√

log 2k log log 2k

2
k
2

2k+1∑
n=2k

|an| <∞.

Aplicando el Teorema 5.2.2 y después el lema auxiliar,

∑
k≥0

e

(
1√
2
−ε
)√

log 2k log log 2k

2
k
2

2k+1∑
n=2k

|an| ≤
∑
k≥0

e

(
1√
2
−ε
)√

log 2k log log 2k

e

(
1√
2

+o(1)
)√

log 2k+1 log log 2k+1

∥∥∥∥∥∥
∑

n≤2k+1

an
ns

∥∥∥∥∥∥
∞

≤ C

∥∥∥∥∥∥
∑
n≥1

an
ns

∥∥∥∥∥∥
∞

∑
k≥0

k + 1

e
ε
2
√
k log k

<∞.

No probaremos aquí la optimalidad de la constante c = 1√
2
. Referimos a [DFOC+11, Sección 5],

donde la conclusión es obtenida a partir del Teorema 5.2.2 y una construcción de [dLB08].
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5.2.1. El caso homogéneo

Como mencionamos más arriba, Bohnenblust y Hille resolvieron el problema del cálculo de
T al demostrar que para cada m ∈ N,

sup
D∈Dm

σa(D)− σu(D) =
m− 1

2m
. (5.7)

Si denotamos con Hm∞ ⊂ H∞ al subespacio de H∞ formado por las series de Dirichlet m-
homogéneas, la igualdad (5.7) implica que para cada serie de Dirichlet

∑
n≥1 ann

−s ∈ Hm∞ y
ε > 0 se cumple ∑

n≥1

|an|
1

n
m−1
2m

+ε
<∞.

Con la misma motivación que antes, repetimos el camino recorrido en la sección anterior.
Dados naturales m, x de�nimos el conjunto de índices

Λm(x) = {α ∈ NN
0 : |α| = m, 1 ≤ pα ≤ x}.

Como antes, el conjunto de monomios (zα)α∈Λm(x) puede ser considerado como un conjunto de
caracteres en T∞. De esta manera, la constante de Sidon de este conjunto, S((zα)α∈Λm(x),T∞)
coincide con la menor constante C tal que se veri�ca

∑
n≤x

Ω(n)=m

|an| ≤ C

∥∥∥∥∥∥∥∥
∑
n≤x

Ω(n)=m

ann
−s

∥∥∥∥∥∥∥∥
∞

,

para cualquier polinomio de Dirichlet m-homogéneo
∑
n≤x

Ω(n)=m

ann
−s.

Un resultado esencialmente contenido en [BCQ06] determina el orden asintótico exacto de la
constante de Sidon de estos conjuntos.

Teorema 5.2.5. Sean m,x ≥ 2 ∈ N. Existen constantes cm, Cm > 0 que sólo dependen de m
tales que:

cm
x
m−1
2m

(log x)
m−1

2

≤ S((zα)α∈Λm(x),T∞) ≤ Cm
x
m−1
2m

(log x)
m−1

2

.

Para dar la demostración precisaremos un lema previo que se deduce mediante el procedi-
miento utilizando en (2.15) reemplazando la aplicación de la desigualdad de Helson (2.6) por la
de Bayart (2.5) y por lo tanto omitiremos su prueba.

Lema 5.2.6. Sean m,n ∈ N y P =
∑

j∈J (m,n) cjzj un polinomio m-homogéneo en Cn. Entonces,

n∑
jm=1

 ∑
j∈J (m−1,n)
jm−1≤jm

|c(j,jm)|2


1
2

≤ em
√

2
m−1

sup
z∈Dn

|P (z)|.
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Demostración. (del Teorema 5.2.5)
Cota superior. Vamos a mostrar que existe una constante universal Km tal que dado

cualquier Q =
∑

n≤x ann
−s polinomio de Dirichlet m-homogéneo, tenemos

∑
n≤x
|an|

(log n)
m−1

2

n
m−1
2m

≤ Km sup
t∈R

∣∣∣∣∣∣
∑
n≤x

ann
it

∣∣∣∣∣∣ (5.8)

Consideramos el polinomio P ∈ P(m`
π(x)
∞ ) que se corresponde con Q a través de la transfor-

mada de Bohr, es decir, B(P ) = Q. Lo llamaremos el levantado de Bohr de Q. Escribimos

P (z) =
∑

j∈J (m,π(x))

cjzj,

donde los coe�cientes cumplen cj = an siempre que 1 ≤ n = pj1 . . . pjm ≤ x y son nulos en otro
caso. Entonces,∑
n≤x
|an|

(log n)
m−1

2

n
m−1
2m

=
∑

j∈J (m,π(x))

|cj|
(log(pj1 . . . pjm)

m−1
2

(pj1 . . . pjm)
m−1
2m

≤
π(x)∑
jm=1

(m log pjm)
m−1

2

p
m−1
2m
jm

∑
j∈J (m−1,π(x))

jm−1≤jm

|c(j,jm)|

(pj1 . . . pjm)
m−1
2m

≤
π(x)∑
jm=1

(m log pjm)
m−1

2

p
m−1
2m
jm

 ∑
j∈J (m−1,π(x))

jm−1≤jm

|c(j,jm)|2


1
2
 ∑

j∈J (m−1,π(x))
jm−1≤jm

1

(pj)
m−1
m


1
2

,

donde aplicamos Cauchy-Schwarz en el último paso. Ahora haremos uso una vez más de una
herramienta proveniente de la teoría analítica de números (ver [Pra57], p.22): para cada 0 < λ <
1, existe una constante C tal que ∑

p≤x, p primo

p−λ ≤ C 1

1− λ
x1−λ

log x
.

Tomando λ = m−1
m , podemos acotar el último factor:

∑
j∈J (m−1,π(x))

jm−1≤jm

1

(pj1 . . . pjm−1)
m−1
m

≤

∑
j≤jm

(
1

pj

)m−1
m

m−1
2

≤ C
m−1

2

m p
1
m
jm

log pjm


m−1

2

.

Usando esto y el Lema 5.2.6, vemos que

∑
n≤x
|an|

(log n)
m−1

2

n
m−1
2m

≤ C
m−1

2 mm−1

π(x)∑
jm=1

(log pjm)
m−1

2

p
m−1
2m
jm

 p
1
m
jm

log pjm


m−1

2

 ∑
j∈J (m−1,π(x))

jm−1≤jm

|c(j,jm)|2


1
2

≤ C
m−1

2 mme
√

2
m−1‖P‖∞.
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Como la transformada de Bohr B es una isometría, esto prueba (5.8). A partir de aquí se deduce

fácilmente la cota superior pues la sucesión

(
(logn)

m−1
2

n
m−1
2m

)
n∈N

decrece con n.

Cota inferior. Para ver la otra desigualdad, utilizaremos un argumento probabilístico. La
idea es deducir la existencia de un polinomio de Dirichlet apropiado mediante el teorema de
Kahane-Salem-Zygmund (3.2) y la transformada de Bohr. Para eso, tenemos que elegir de manera
adecuada la cantidad de variables y un conjunto de índices. Fijamos en natural x. Usaremos
N := π(x

1
m ) variables y el conjunto de índices:

I = {n = pi1 . . . pim : 1 ≤ i1 < i2 < · · · < im ≤ N}.

De esta forma, para n ∈ I tenemos n ≤ pmim ≤ x. De�nimos un polinomio de Dirichlet m-
homogéneo aleatorio de la siguiente manera. Tomamos variables aleatorias independientes idén-
ticamente distribuidas Rademacher εn para cada 1 ≤ n ≤ x y elegimos an = 1 para n ∈ I y 0 en
otro caso. Entonces, para cada ω ∈ [0, 1] tenemos el polinomio de Dirichlet:

Qω =
∑
n≤x

εn(ω)ann
−s.

Por de�nición de la constante de Sidon, sabemos |I| =
∑

n≤x |an| ≤ S((zα)α∈Λm(x),T∞)‖Qω‖∞
para cada ω. Si Pω es el levantado de Bohr de Qω, por Kahane-Salem-Zygmund, existe ω0 tal
que:

|I| ≤ S((zα)α∈Λm(x),T∞)‖Qω0‖∞ = S((zα)α∈Λm(x),T∞)‖Pω0‖∞
≤ S((zα)α∈Λm(x),T∞)C

√
|I|N logm.

Por el teorema de los números primos (5.3), N ∼ x
1
m

log x . Por otro lado, |I| =
(
N
m

)
∼ Nm

m! ∼
x

(log x)m .

Podemos ahora describir el comportamiento de las series de Dirichlet m-homogéneas cuando
nos acercamos a la recta Res = m−1

2m .

Corolario 5.2.7. Sea m ∈ N. Para cada serie de Dirichlet m-homogénea
∑

n≥1 ann
−s ∈ Hm∞,

vale ∑
n≥1

|an|
(log n)

m−1
2

n
m−1
2m

<∞.

Además, el exponente en el término logarítmico es óptimo.

Demostración. Sea D =
∑

n≥1 ann
−s ∈ Hm∞ una serie de Dirichet m-homogénea. La estra-

tegia para probar la primera a�rmación será dar una cota uniforme para todas las sumas∑
n≤x |an|

(logn)
m−1

2

n
m−1
2m

aplicando el resultado anterior. Para lograr esto, en primer lugar precisa-

mos aproximar la serie por un polinomio de Dirichlet m-homogéneo. La herramienta que nos
permite lograrlo es el Teorema 5.1.3. En efecto, como por 5.1.3 la serie

∑
n≥1

an
nεn

−s converge
uniformemente en [Res > ε] para cada ε > 0, entonces existe un natural Nε > 1 tal que:∥∥∥∥∥ ∑

n>Nε

an
nε
n−s

∥∥∥∥∥
∞

< ε.
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En consecuencia, ∥∥∥∥∥
Nε∑
n=1

an
nε
n−s

∥∥∥∥∥
∞

< ‖D‖∞ + ε.

Ahora, �jemos x y ε > 0 tal que Nε > x. Por la desigualdad (5.8) probada en la demostración
de 5.2.5, tenemos:

∑
n≤x

|an|
nε

(log n)
m−1

2

n
m−1
2m

≤
Nε∑
n=1

|an|
nε

(log n)
m−1

2

n
m−1
2m

≤ Km(‖D‖∞ + ε).

Haciendo tender ε a 0, obtenemos

∑
n≤x
|an|

(log n)
m−1

2

n
m−1
2m

≤ Km‖D‖∞.

Como x era arbitrario, la conclusión se sigue.
Nos resta mostrar la optimalidad del exponente. Supongamos que el enunciado se satisface

para cierto exponente λ > 0. Notemos que la función (log x)λx−
m−1
2m es decreciente a partir de

algún x0 y por lo tanto existe una constante κ tal que para x ≥ x0 y cualquier polinomio de
Dirichlet m-homogéneo Q =

∑
n≤x bnn

−s:

∑
n≤x
|bn| ≤ κ

x
m−1
2m

(log x)λ

∑
n≤x
|bn|

(log n)λ

n
m−1
2m

≤ κCm
x
m−1
2m

(log x)λ
‖Q‖∞.

De la cota inferior en 5.2.5 se deduce que λ ≤ m−1
2m , como queríamos mostrar.

5.2.2. Incondicionalidad

Interpretamos de una manera distinta la constante de Sidon para el conjunto de monomios
(zα)α∈Λx respecto del grupo T∞. Para cada x ∈ N, de�nimos el conjunto de índices J(x) := {j ∈
J : pj ≤ x}. Entonces, la transformada de Bohr B asocia a cada polinomio de Dirichlet

D(s) =
∑
n≤x

an
ns

=
∑

j∈J(x)

apj
psj

el polinomio

P (z) =
∑

j∈J(x)

apjzj ∈ P(J(x)`∞),

con ‖P‖∞ = ‖D‖∞ = sup[Res>0] |D(s)|. De esta manera vemos que podemos escribir la conclusión
del Teorema 5.2.2 como

χmon(P(J(x)`∞)) =
√
x exp

{(
− 1√

2
+ o(1)

)√
log x log log x

}
. (5.9)
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Análogamente, si de�nimos el conjunto de índices J(x,m) = {j ∈ J (m) : pj ≤ x} para cada
par de naturales x, m, el contenido del Teorema 5.2.5 se lee

χmon

(
P(J(x,m)`∞)

)
� x

m−1
2m

(log x)
m−1

2

, (5.10)

donde las constantes sólo dependen de m.
Esta interpretación de constantes de Sidon como constantes de incondicionalidad de espacios

de polinomios de�nidos en el espacio de sucesiones `∞ nos lleva naturalmente a preguntarnos
si es posible extender estos resultados a la escala de espacios `p, 1 ≤ p ≤ ∞. Para lograr esto,
precisaremos un lema previo que asegura que la constante de incondicionalidad para polinomios
de�nidos en `∞ es extremal, análogo a 4.1.3. Lograremos esto a través de un argumento análogo
al de la prueba de 4.1.3.

Lema 5.2.8. Sean X un espacio de sucesiones de Banach (es decir, X es un subespacio de CN)

y J ⊂ J �nito. Entonces

χmon(P(JX)) ≤ χmon(P(J`∞)).

Demostración. Sean P ∈ P(JX) y u ∈ BX . Como la bola unidadBX es un dominio de Reinhardt,
podemos de�nir el polinomio Q(w) := P (wu) ∈ P

(
J`∞

)
que además cumple ‖Q‖∞ ≤ ‖P‖∞.

Entonces, ∑
j∈J
|cj(P )| = sup

w∈B`∞

∑
j∈J
|cj(P )uj||wj| = sup

w∈B`∞

∑
j∈J
|cj(Q)||wj|

≤ χmon

(
P
(
J`∞

))
‖Q‖∞ ≤ χmon

(
P
(
J`∞

))
‖P‖∞,

lo que muestra χmon

(
P
(
JX
))
≤ χmon

(
P
(
J`∞

))
.

Damos ahora las extensiones a espacios `p de (5.9) y (5.10).

Teorema 5.2.9. Sean 1 ≤ p ≤ ∞ y x ≥ 3 ∈ N. Si σ := 1− 1
mı́n(2,p) , entonces

χmon

(
P(J(x)`p)

)
≤ xσ exp

(
(−
√

2σ + o(1))
√

log x log log x
)
.

Además, el exponente en x es óptimo.

La demostración de este resultado sigue esencialmente los lineamientos de la prueba de 5.2.2,
reemplazando el uso de la desigualdad de Bohnenblust-Hille en el paso (5.4) por el Teorema 4.2.15
para el caso 1 ≤ p < 2 y por el Lema 5.2.6 más 5.2.8 en el caso 2 ≤ p ≤ ∞. La optimalidad del
exponente en x se obtiene mediante un argumento probabilístico similar al de la demostración de
5.2.5, reemplazando el uso de la desigualdad de Kahane-Salem-Zygmund (3.2) por el Corolario
3.2.4 en el rango 1 ≤ p ≤ 2 y 3.1.3 cuando 2 ≤ p ≤ ∞.

Teorema 5.2.10. Sean 1 ≤ p ≤ ∞ y m ≥ 1. Entonces, existen constantes C = C(m, p) tales

que para todo polinomio P ∈ P(m`p), entero x ≥ 3 y u ∈ `p:
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i) Si 1 ≤ p ≤ 2,

∑
j:pj≤x

|cj(P )uj| ≤ C(m, p)
x
m−1
m

(
1− 1

p

)
(log log x)

(m−2)
(

1− 1
p

)
(log x)

1− 1
p

‖u‖m`p‖P‖∞.

ii) Si 2 ≤ p ≤ ∞ y además P es el levantado de Bohr de algún polinomio de Dirichlet,

∑
j:pj≤x

|cj(P )uj| ≤ C(m, p)
x
m−1
2m

(log x)
m−1

2

‖u‖m`p‖P‖∞.

Demostración. La mayor parte del trabajo para esta demostración ya fue realizada. Para ver i),
supongamos 1 ≤ p ≤ 2 y sea P ∈ P(m`p) un polinomio. Si aplicamos el Teorema 4.2.15 con el
conjunto de índices J = J(x,m) obtenemos∑

j∈J(x,m)

|cj(P )||uj| ≤ eme
m−1
p |J(x,m)∗|1−

1
p ‖u‖m`p‖P‖∞,

para cualquier u ∈ `p. Ahora, la a�rmación se desprende de los resultados A.0.5 y A.0.9.
Mostramos ahora la a�rmación ii). Por el Lema 5.2.8, alcanza con probar que vale para el caso

`∞. Supongamos que P ∈ P(m`∞) es el levantado de Bohr de cierto polinomio m-homogéneo de
Dirichlet Q. Si u ∈ `∞, por 5.2.5:∑

j:pj≤x
|cj(P )||uj| ≤

∑
j:pj≤x

|cj(P )|‖u‖m`∞ ≤ Cm
x
m−1
2m

(log x)
m−1

2

‖u‖m`∞‖P‖∞,

lo que concluye la prueba.

5.3. El radio de Dirichlet-Bohr

Analicemos la de�nición clásica de radio de Bohr bajo la luz de la relación entre series de
potencias y series de Dirichlet dada por la isometría B. En primer lugar, partimos de funciones
que dependen de n variables (o de�nidas en un espacio de dimensión n). El análogo natural del
lado de las series de Dirichlet es considerar sólo aquellas que son sumas �nitas sobre los primeros x
términos para cierto x ∈ N. El segundo aspecto importante a considerar es el grado del monomio
que acompaña a cada coe�ciente en una serie de potencias. La aplicación B transforma cada
término an

ns en el monomio apαzα, que tiene grado Ω(n). Así, la noción de grado se corresponde
exactamente con Ω(n). Con estas ideas como motivación, introducimos la de�nición de radio de
Dirichlet-Bohr.

De�nición 5.3.1. Sea x ∈ N. El radio de Dirichlet-Bohr de x, que notamos L(x), es la mejor
constante r ≥ 0 tal que para cualquier polinomio de Dirichlet Q =

∑
n≤x ann

−s se tiene

∑
n≥x
|an|rΩ(n) ≤ |Q‖∞ = sup

[Res>0]

∣∣∣∣∣∣
∑
n≤x

an
ns

∣∣∣∣∣∣ .
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El objetivo de esta sección es determinar el orden asintótico exacto del radio L(x). Nueva-
mente recurrimos a la idea de graduar el radio de Dirichlet-Bohr sobre los polinomios de Dirichlet
m-homogéneos. Formalmente, lo conseguimos mediante las siguientes de�niciones.

De�nición 5.3.2. Dado x ≥ 2, de�nimos el subespacio del álgebra H∞

H(x)
∞ := {Q =

∑
n≥1

ann
−s : an 6= 0 sólo si n ≤ x},

con la norma heredada

‖Q‖∞ = sup
[Res>0]

∣∣∣∣∣∣
∑
n≥x

an
ns

∣∣∣∣∣∣ .
Para m ∈ N, de�nimos el subespacio cerrado de los polinomios m-homogéneos de H(x)

∞ por

H(x,m)
∞ := {D =

∑
n≥1

ann
−s : an 6= 0 sólo si n ≤ x y Ω(n) = m}.

Con esta terminología, evidentemente resulta

L(x) = sup{0 ≤ r ≤ 1 : ∀ Q =
∑
n≤x

ann
−s ∈ H(x)

∞ ,
∑
n≤x
|an|rΩ(n) ≤ ‖Q‖∞}.

Por lo tanto, dado m ∈ N consideramos el radio de Dirichlet-Bohr m-homogéneo de x de�nido
así:

Lm(x) = sup{0 ≤ r ≤ 1 : ∀ Q =
∑
n≤x

ann
−s ∈ H(x,m)

∞ ,
∑
n≤x
|an|rm ≤ ‖Q‖∞}.

Existe una relación muy similar a la dada en 4.1.4 entre los radios m-homogéneos Lm(x) y L(x).

Proposición 5.3.3. Para todo x ≥ 2,

1

3
ı́nf
m∈N

Lm(x) ≤ L(x) ≤ ı́nf
m∈N

Lm(x).

La cota superior se desprende directamente de la de�nición y la cota inferior se alcanza
mediante un argumento análogo al desarrollado en la demostración de 4.1.4. Usando esta he-
rramienta, mostraremos que el radio de Dirichlet-Bohr L(x) se comporta esencialmente como el
radio homogéneo L2(x).

Teorema 5.3.4. Existen constantes universales c, C > 0 tales que

c
(log x)

1
4

x
1
8

≤ L2(x) ≤ C (log x)
1
4

x
1
8

.

Demostración. Fijemos x ≥ 2 ∈ N. Probemos primero la cota superior. Debido a la Proposición
5.3.3, alcanza con mostrar que existe una constante C > 0 tal que para todo x

L2(x) ≤ C (log x)
1
4

x
1
8

.
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De la demostración del Teorema 5.2.5, sabemos que existe un polinomio de Dirichlet 2-homogéneo
Q =

∑
n≤x ann

−s ∈ H(x,2)
∞ y una constante universal κ que veri�can:

‖Q‖∞∑
n≤x |an|

≤ κ(log x)
1
2

x
1
4

.

Si tomamos r ≤ L2(x), la de�nición de radio de Dirichlet-Bohr homogéneo para este polinomio
implica que:

r2 ≤ ‖Q‖∞∑
n≤x |an|

,

de donde se sigue

L2(x) ≤ κ
1
2

(log x)
1
4

x
1
8

.

Pasamos a la cota inferior. Usaremos nuevamente la Proposición 5.3.3, que para este caso nos
dice que es su�ciente estimar inferiormente ı́nfm∈N Lm(x). Notemos en primer lugar que si n ∈ N
veri�ca 1 ≤ n ≤ x y Ω(n) = m debe ser 2m ≤ n y por lo tanto m ≤ log x

log 2 . Luego H
(m,x)
∞ = {0} si

m > log x
log 2 de donde resulta Lm(x) = 1 en este rango. Por otro lado, la relación (5.1) junto con

la aplicación de la transformada de Bohr implican que L1(x) = 1. Nos resta ver qué sucede para
2 ≤ m ≤ log x

log 2 . Si usamos la cota superior del Teorema 5.2.5 vemos que para cualquier polinomio
de Dirichlet m-homogéneo

∑
n≤x ann

−s se cumple

∑
n≤x
|an| ≤ Cm

x
m−1
2m

(log x)
m−1

2

≤

∥∥∥∥∥∥
∑
n≤x

an
ns

∥∥∥∥∥∥
∞

,

para cierta constante Cm > 0. Escribiendo rm(x) := 1

C
1
m
m

(log x)
m−1
2m

x
m−1
2m2

, la expresión de arriba se

traduce en ∑
n≤x
|an|rm(x)m ≤

∥∥∥∥∥∥
∑
n≤x

an
ns

∥∥∥∥∥∥
∞

,

lo que muestra que Lm(x) ≥ rm(x). Un análisis de la demostración de 5.2.5 revela que podemos

elegir la constante Cm de manera que cumpla C
1
m
m ≤ Dm para cierta constante D > 0. Así,

rm(x) ≥ 1

Dm

(log x)
m−1
2m

x
m−1

2m2

≥ log 2

D log x

(log x)
m−1
2m

x
m−1

2m2

. (5.11)

Como x ≥ 2, tenemos

ĺım
m→∞

1

log x

(log x)
m−1
2m

x
m−1

2m2

x
1
8

(log x)
1
4

=
x

1
8

(log x)
3
2

.

Haciendo un análisis de la función x 7→ x
1
8

(log x)
3
2
, vemos que el límite planteado es mayor o igual

a 0,1. Si combinamos esto con (5.11), deducimos que existe una constante c > 0 tal que

Lm(x) ≥ rm(x) ≥ c(log x)
1
4

x
1
8

,
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para cualquier 2 ≤ m ≤ log x
log 2 , lo que concluye la demostración.



Apéndice A

Teoría analítica de números

En este apéndice haremos una recopilación de los resultados necesarios para la última sección
acerca del tamaño de ciertos conjuntos relevantes en la teoría analítica de números. Omitiremos
algunas de las demostraciones pues escapan a los objetivos de este trabajo.

Recordemos que dado un número real x, la función π(x) cuenta la cantidad de primos menores
o iguales a x. Introducimos ciertos conjuntos de índices relacionados a los conjuntos cuyo tamaño
precisamos controlar. Sean 2 < y ≤ x reales. De�nimos

J(x) = {j = (j1, . . . , jk) ∈ J (k) : k ∈ N, pj ≤ x}
J−(x; y) = {j = (j1, . . . , jk) ∈ J (k) : k ∈ N, jk ≤ π(y), pj ≤ x}
J+(x; y) = {j = (j1, . . . , jk) ∈ J (k) : k ∈ N, j1 > π(y), pj ≤ x}

y para m ∈ N, sus correspondientes graduaciones

J(x,m) = {j = (j1, . . . , jk) ∈ J (m) : pj ≤ x}
J−(x,m; y) = {j = (j1, . . . , jm) ∈ J (m) : jm ≤ π(y), pj ≤ x}
J+(x,m; y) = {j = (j1, . . . , jm) ∈ J (m) : j1 > π(y), pj ≤ x}.

Notemos que con la notación de la demostración del Teorema 5.2.2, resulta

S(x, y) = {pj ∈ N : j ∈ J−(x; y)}
T (x, y) = {pj ∈ N : j ∈ J+(x; y)}
Tm(x, y) = {pj ∈ N : j ∈ J+(x,m; y)}.

En el siguiente lema damos propiedades elementales de estos conjuntos.

Lema A.0.5. Sean 2 < y ≤ x y m ∈ N.

i) k ≤ log x
log 2 para j = (j1, . . . , jk) ∈ J(x).

ii) J+(x,m; y) = ∅ para m > log x
log 2 .

iii) |J−(x; y)| ≤
(

1 + log x
log 2

)π(y)
.
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iv) J(x,m)∗ ⊂ J(x
m−1
m ,m− 1) y J+(x,m; y)∗ ⊂ J+(x

m−1
m ,m− 1; y).

Demostración. Las primeras dos a�rmaciones son consecuencia directa de que 2k ≤ pj ≤ x. Para
ver iii), consideramos el conjunto Λ−(x; y) := {α ∈ Nπ(y)

0 : pα1
1 . . . p

απ(y)

π(y) ≤ x} que obviamente

tiene el mismo cardinal que J−(x; y). Por i), si α ∈ Λ−(x; y) se cumple αi ≤ log x
log 2 para cada 1 ≤

i ≤ π(y) y la conclusión se sigue. Finalmente, probamos la última a�rmación. Sea j∗ ∈ J(x,m)∗,
de manera que existe k ≥ jm−1 tal que (j∗, k) ∈ J(x,m). Por lo tanto, tenemos pj∗pk = p(j∗,k) ≤ x.
Si pk > x

1
m , como pk ≥ pjm− resulta pj∗ ≤ x

m−1
m . En caso contrario, pj1 ≤ · · · ≤ pjm−1 ≤ pk ≤ x

1
m

y por lo tanto también se veri�ca que pj1 . . . pjm−1 ≤ x
m−1
m . El mismo argumento muestra que

J+(x,m; y)∗ ⊂ J+(x
m−1
m ,m− 1; y).

Nos disponemos ahora a controlar el comportamiento asintótico de los tamaños |J+(x,m; y)|.
Para eso, damos unos lemas previos.

Lema A.0.6. (Truco de Rankin) Sea I ⊂ N un conjunto y denotemos por P (I) al conjunto

de todos los divisores primos de elementos de I. Sea b : N → R≥0 una función completamente

multiplicativa (es decir, b(u ·v) = b(u)b(v) para todo u, v ∈ I) y supongamos que existe 0 < δ < 1
tal que b(p) < δ siempre que p ∈ P (I). Entonces,∑

n∈I
b(n) ≤

∏
p∈P (I)

1

1− b(p)
.

Lema A.0.7. (Fórmula de Mertens) Sea x ≥ 2 un natural. Existe una constante M > 0 tal que

∑
p≤x, p primo

1

p
= log log x+M +O

(
1

log x

)
.

Empleando estos dos lemas, demostraremos lo siguiente.

Proposición A.0.8. Existe una constante c > 0 tal que cualquiera sean 2 < y ≤ x y m ∈ N,

|J+(x,m; y)| ≤ 2m
x

ym
exp (y · (log log x+ c)) .

Demostración. Sea I = Tm(x, y). Para c := y
2 ≥ 1, se cumple

|J+(x,m; y)| =
∑

j∈J+(x,m;y)

1 ≤ x

cm

∑
n∈I

cm

n
.

De�nimos la función b : N → R≥0 por b(n) = b(pα) = c|α|

n , donde n = pα es la factorización
en primos del natural n. Es claro que b es una función completamente multiplicativa. Si n ∈ I,
tenemos b(n) = cm

n y para cada p ∈ P (I) = {q primo : y < q ≤ x} vale b(p) = y
2p ≤

1
2 . Así, por

el truco de Rankin (A.0.6) vemos que

|J+(x,m; y)| ≤ 2m
x

ym

∏
p∈P (I)

1

1− y
2p

.
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De la desigualdad e−t ≤ 1− t
2 para 0 ≤ t ≤ 1, deducimos la estimación

|J+(x,m; y)| ≤ 2m
x

ym
exp

y ∑
p∈P (I)

1

p

 .

Finalmente, por la fórmula de Mertens (A.0.7) sabemos∑
p∈P (I)

1

p
≤

∑
p≤x, p primo

1

p
= log log x+O(1),

lo que concluye la demostración.

También nos será de utilidad controlar el tamaño de los conjuntos J(x,m) (o dicho en pala-
bras, estimar la cantidad de naturales menores o iguales que x cuya factorización tiene exacta-
mente m primos contados con multiplicidad). El siguiente es un conocido resultado de Landau.
Referimos a [HW38] para una demostración.

Proposición A.0.9. Sea m ≥ 1. Existe una constante Cm > 0 tal que para todo natural x ≥ 3,

|J(x,m)| ≤ Cm
x

log x
(log log x)m−1 .

Finalizamos el apéndice con la descripción del comportamiento asintótico de |J−(x; y)|.

Proposición A.0.10. Existe una única función % : [0,∞)→ R≥0 que satisface:

% es diferenciable en (0,∞), donde satisface la ecuación diferencial

u%′(u) + %(u− 1) = 0.

%(u) = 1 para 0 ≤ u ≤ 1 y % es continua en 1.

A la función % se la conoce como función de Dickmann.

La función % describe el comportamiento de |J−(x; y)|, como muestra la siguiente proposición.

Proposición A.0.11. Sea ε > 0. Existe una constante C > 0 tal que para cualquier 2 < x que

veri�ca elog log x
5
3 +ε

≤ y ≤ x

1

C
x%(u) ≤ |J−(x; y)| ≤ Cx%(u),

donde u = log x
log y . Además, a medida que u = log x

log y →∞, tenemos

log %(u) = −u log u (1 + o(1)) .

Referimos a [Ten95] y [HT93] para la demostración de estas últimas proposiciones.
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