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Introduccion

A principios del siglo XX, en el curso de su investigacion sobre la funcion ¢ de Riemann
Harald Bohr dedic6 grandes esfuerzos al estudio de las series de Dirichlet. Una serie de Dirichlet
es simplemente una expresion de la forma

D(s)=Y_ %,
n>1
donde el indice recorre los naturales, a, € C y s = ¢ + it es una variable compleja. Las regio-
nes de convergencia, convergencia absoluta y uniforme de estas series definen semiplanos de la
forma [Res > o] en el plano complejo. Bohr estaba principalmente interesado en controlar la
region de convergencia absoluta de cada serie. Para eso, buscé relacionar los distintos modos de
convergencia y se concentr6 en particular en hallar el ancho de la banda méas grande en que una
serie de Dirichlet puede converger uniformemente pero no absolutamente. Esta pregunta es lo
que se conoce como problema de convergencia absoluta de Bohr. Aunque el problema fue resuelto
recién cerca de 20 afos més tarde por Bohnenblust y Hille (quienes mostraron en [BH31| que
el ancho méaximo de dicha banda es %), Bohr hizo una serie de valiosos aportes en el drea. Su
principal contribucién fue descubrir una conexién entre las series de Dirichlet y las series de
potencias en infinitas variables. Dada una serie de Dirichlet D(s) = ), ap,n™°, consider6 para

cada n € N su descomposicién en primos n = p{*...p¢" (donde (pg)ren es la sucesion formada

por los primos en orden creciente) y defini6 z = (p;°,...,p,*). Asi,
D(s) = Z an(py®)™ ... (p, %) = Z anzyt .oz
n>1

Esta correspondencia, conocida como transformada de Bohr no es sélo formal: al restringir el
dominio a un subconjunto adecuado de las series de Dirichlet y definir una norma natural en él,
se convierte en una isometria. La transformada de Bohr permite traducir problemas sobre series
de Dirichlet en términos de series de potencias y abordarlos con técnicas de anélisis complejo.
Este ciclo de ideas llevé a Bohr a preguntarse si era posible comparar el valor absoluto de una
serie de potencias en una variable con la suma de los valores absolutos de sus coeficientes. Como
respuesta, logré demostrar el siguiente:

Teorema (Bohr) El radio r = % es el valor 6ptimo para el cual se verifica la desigualdad:

Z len|r™ < sup chz” ,

n>0 #€D >0

para toda funcién holomorfa f(z) =), < cn2" en el disco con sup, . |f(2)| < oo.

A%



VI INTRODUCCION

Este interesante resultado fue mayormente olvidado hasta los trabajos relativamente recientes
de Dineen, Dixon, y Boas y Khavinson [DT89, Dix95, [KB97]. En el ultimo de ellos, los autores
analizaron si se producia un fenémeno similar para series de potencias en varias variables. Las
regiones de convergencia de estas series determinan conjuntos con ciertas propiedades llamados
dominios de Reinhardt (ver [1.4.3] para una definicion formal). Para cada uno de estos dominios
R, introdujeron la nocion de radio de Bohr K(R) como el nimero mas grande r > 0 tal que para
toda funcién holomorfa f(z) =), ca2® acotada en R se cumple:

sup » [eaz®| < igg\f(Z)!-

zZ€ETR o

Con esta notacion, el teorema original de Bohr se puede formular simplemente como K (D) = %

Sorprendentemente, el valor exacto del radio de Bohr no es conocido para ningtn otro dominio;
sin embargo, los resultados centrales de [KB97,Boa00] contienen un éxito parcial en la estimacion
del radio de Bohr de las bolas unidad de los espacios £}, complejos, 1 < p < oo.

Teorema. (Boas-Khavinson) Sea n > 1. El radio K(Byn) admite las siguientes cotas:

1) Si1<p<2, entonces

1 1 -3 logn 1-3
() gK(ng)g?,( ) |

n

11) Si 2 < p < oo, entonces

1 /1 logn
/= < K(Bpm) <2 .
S\ = K <28

De este resultado se desprenden varios hechos interesantes. En primer lugar, muestra que el
comportamiento asintotico del radio de Bohr es cualitativamente distinto para los casos p < 2
y p > 2. Ademis, implica que la sucesion de radios (K(ng))neN decrece a 0 salvo para p = 1.
La brecha entre las cotas inferiores y superiores dio origen a una serie de esfuerzos orientados
a calcular el orden asintético exacto del radio K (Bg;) para 1 < p < oco. Para obtener las cotas
superiores Boas generaliz0 de manera ingeniosa un teorema de Kahane-Salem-Zygmund sobre
polinomios aleatorios trigonométricos, que asegura por medio de un argumento probabilistico la
existencia de polinomios homogéneos con coeficientes de médulo 1 y norma supremo relativamen-
te pequena. Esta técnica (y algunos refinamientos de ella) es esencialmente la tnica disponible
para alcanzar estimaciones por arriba del radio de Bohr.

La cota inferior es un mundo distinto. En el articulo [DGMO03| los autores relacionaron el radio
de Bohr con conceptos no elementales de la teoria local de espacios de Banach: la incondiciona-
lidad en espacios de polinomios homogéneos via la estimacién de distancias de Banach-Manzur.
Si bien estas técnicas no llevaron a cotas 6ptimas, esta visién inicié el camino por el que se
obtendria el crecimiento asintético del radio de Bohr para las bolas Byn. El articulo [DFOC™11]
produjo un quiebre en el abordaje del problema. Los autores involucraron nuevamente en el area
la clasica desigualdad de Bohnenblust-Hille simétrica, que habfa sido utilizada para computar

la banda de convergencia de Bohr. Esta desigualdad dice que la norma ¢ 2m de los coeficientes
m—+1

de un polinomio m-homogéneo en C™ estd acotada salvo una constante independiente de n por
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su norma supremo. Formalmente, dado m € N, existe una constante C,, > 0 tal que para todo
polinomio m-homogéneo Zm‘:m caz® en C",

m+1
2m

Z |cal T

|a|=m

< C,p, sup Z Ca 2™

zeDhn
loo|=m

El gran avance de este trabajo consistié en demostrar la hipercontractividad de la desigualdad, es

decir, la constante C,,, puede ser en realidad tomada como C™ para cierto C' > 1. A partir de este

logn
et

resultado, probaron que K (B ) se comporta asintéticamente como También les permitio
revisar la solucion del problema de Bohr dada en [BH31] y formular una version més fuerte que
la original sobre la que ahondaremos un poco mas adelante. Debido al hecho de que el radio de
Bohr K (B ) acota inferiormente el radio K (R) para cualquier otro dominio de Reinhardt R (ver
, esto cubre todo el rango p > 2. La resolucién del caso p < 2, si bien enmarcada en el mismo
contexto teorico (el del estudio de la incondicionalidad en espacios de polinomios homogéneos),
requiri6 una gama distinta de métodos. Un célebre teorema probado independientemente por
Pisier [Pis86] y Schiitt [Sch78] permite estudiar bases incondicionales en espacios de funciones
multilineales en términos de otros invariantes: estructura de incondicionalidad local o propiedad
de Gordon-Lewis (propios de la teoria local de espacios de Banach). Dichos resultados tienen su
contrapartida en el contexto de espacios de polinomios cambiando el producto tensorial completo
por el simétrico. ; Como entra en juego el producto tensorial de espacios de Banach? Por medio de
la identificacién isométrica natural que existe entre productos tensoriales simétricos y polinomios
homogéneos. Defant y Frerick en [DF11] establecieron una extension del teorema de Pisier y
Schiitt al caso del producto tensorial simétrico con cotas relativamente ajustadas y desarrollaron
una nueva estimacion de la constante de Gordon-Lewis del producto tensorial simétrico. Como
corolario, obtuvieron el orden de crecimiento exacto para el radio de Bohr de la bola unidad de
los espacios £} :

Teorema Existen constantes C1,Co > 1 tal que para todo 1 <p < ooy n € N vale:

1 1
]_ 17n11'n( ,2) 1 17ml’n( ,2)
Cl < Ogn) ’ SK(BZ’!L) SC’Q <Ogn> ’ .
n P n

Aunque este resultado parece cerrar definitivamente el problema, es posible dar una vuelta
de tuerca més. Basados en una ingeniosa mejora en el orden de crecimiento de la constante en
la desigualdad de Bohnenblust-Hille, Bayart et al. mostraron en [BPSS14| que el radio de Bohr

1 .
de Byn se comporta ezactamente como y/ =5% es decir:

. K(Be,)
lim —=~

n logn
n

=1.

La combinacién de este tltimo resultado con una revisiéon de la prueba de la cota superior en
[Boa00] posibilita obtener la misma conclusién para espacios £ con 2 < p < oo:
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El rango 1 < p < 2 es bastante més complicado y no esta resuelto. El punto clave de la dificultad
radica en que no existe un andlogo de la desigualdad de Bohnenblust-Hille en este contexto.
Los tnicos progresos que conocemos estdn basados esencialmente en ajustar desigualdades y
estimaciones propias de los lineamientos del argumento de Defant y Frerick.

Es notable el desarrollo y la conexién que el problema del radio de Bohr origind en &reas
aparentemente apartadas como las series de Dirichlet y la teoria local de espacios de Banach.
Los enormes avances realizados en el tema permitieron refinar y generalizar en varios sentidos
la soluciéon de Bohnenblust-Hille. Una muestra de esto es la utilizaciéon del clasico concepto de
constante de Sidon como un analogo en cierto punto de la nocién de incondicionalidad en el
contexto de series de Dirichlet. Dado un natural x > 2, se define la constante de Sidon del
conjunto A(x) := {logn :n € N, n <z} como la mejor constante C; > 0 tal que la acotacion

Z\anlgcm sup Z% ,

n<e [Res>0] n<e

vale para todo polinomio de Dirichlet -, . a,n™° (confrontar con la definicién . Konya-
gin y Queffélec en [KQOI| y de la Bretéche en [dLBO08| estudiaron el comportamiento de estas
constantes. En el fundamental articulo [DFOCT11| Defant et al. lograron calcular el valor asin-
toticamente correcto de Cy: existe una funcion a : R > 0 — R con lim, o a(z) = 0 tal que

Cy
lim

‘ 1
2300 ﬁ€<_%+a(m))¢m (1)

Como corolario dieron la solucién definitiva a un problema previamente atacado por Balasubra-
manian, Calado y Queffélec [BCQ06|, Teorema 1.2].

_ . . 1
Teorema. Sean ), -, a,n”° una serie de Dirichlet convergente en [Res > 0] y 0 < ¢ < 5 un

Z|an|

1
n>1 n2

real. Entonces,
6c\/log nloglogn

< 00.

. 1 L -
Ademis la constante 5 s 6ptima.

Vale mencionar que, con las mismas hipétesis, el resultado original de Bohnenblust y Hille
sobre la convergencia absoluta en series de Dirichlet sélo daba anl g’i < 00, para cualquier
e > 0. "

El objetivo principal de este trabajo es desarrollar las técnicas y nociones necesarias para
demostrar las cotas més precisas conocidas del radio de Bohr de las bolas Bgn y mostrar c6mo
éstas, combinadas con un poco de teorfa analitica de nimeros, llevan a nuevas conclusiones en
el contexto del estudio de series de Dirichlet.

La tesis esta organizada de la siguiente manera.

En el Capitulo [I] repasamos los conceptos necesarios para la comprensiéon del desarrollo. En
concreto, damos definiciones y propiedades sobre formas multilineales y polinomios homogéneos
en espacios de Banach, los rudimentos de la teoria métrica de productos tensoriales y productos
tensoriales simétricos, hablamos sobre incondicionalidad e invariantes para estimarla provenientes
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de la teoria local de espacios de Banach y terminamos con estimaciones sobre los coeficientes del
desarrollo en serie de potencias de funciones holomorfas de varias variables complejas.

Los Capitulos2]y B] si bien en el marco de este trabajo fueron concebidos como accesorios para
desarrollar las demostraciones del Capitulo [} tienen un interés independiente. En el Capitulo
presentamos dos desigualdades omnipresentes en el desarrollo, las de Bohnenblust-Hille y Bayart,
enfocados en conseguir sus versiones mas fuertes (en términos del crecimiento de las constantes
asociadas). En el Capitulo [3| exponemos desigualdades de tipo Kahane-Salem-Zygmund para
espacios £ complejos. Constituye una pequenia muestra de la importancia y extension del uso
del método probabilistico en el andlisis funcional.

En el Capitulo [d] probamos las estimaciones més ajustadas conocidas para los radios de Bohr
K(Byp) de las bolas unidad de & (n e N, 1< p < o0),describiendo su comportamiento asint6tico
cuando es posible. La obtencién del comportamiento exacto para el caso 2 < p < co es original
(si bien simple y fuertemente basada en los trabajos [BPSS14] [Boa00]). También incluimos una
cota inferior original para el caso 1 < p < 2 (very el desarrollo previo), mas precisa que las
que habiamos encontrado en la literatura. Més tarde, Andreas Defant generosamente compartio
con nosotros un trabajo hecho en colaboracién con su alumno Sunke Schliiters y Frédéric Bayart
con un resultado que implica una cota mejor (ver .

En el ultimo capitulo presentamos desde un punto de vista moderno el camino recorrido por
Bohr en su investigacion sobre las series de Dirichlet. Es éste el contexto histérico en el que
Bohr formul6 su radio. Ademés, mostramos algunos refinamientos realizados sobre la solucion
del problema de convergencia absoluta gracias a las técnicas y herramientas desarrolladas para
atacar el problema de estimar los -radios de Bohr generalizados. Por otra parte, indicamos las
lineas que llevan a la demostracién de y estudiamos algunas generalizaciones en el contexto
de polinomios de Dirichlet homogéneos y las conexiones existentes con el radio de Bohr.

El Apéndice [A] contiene algunos resultados bésicos sobre el tamafio de ciertos conjuntos que
aparecen naturalmente en la teoria analitica de ntmeros. Son utilizados en el desarrollo del
Capitulo
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Capitulo 1

Preliminares

El objetivo de este capitulo es exponer las definiciones, notaciones y resultados necesarios para
la comprensién del trabajo, incluyendo algunas pruebas. Los espacios de Banach considerados
seran complejos. Escribiremos X’ para referirnos al dual topolégico de un espacio vectorial X.
Dados n € N, 1 < p < oo notaremos como es usual con ¢} al espacio de Banach (C", || - ||en)

donde )
n »
(215 2n) [lep == (Z!z#’)
i=1

para z € C", con la modificacién obvia si p = co.
Para un espacio de Banach X escribiremos Bx a su bola unidad abierta, es decir,

Bx ={z€X:|z| <1}

Sia’ € X'y x € X, notaremos la evaluacion del funcional 2’ en x indistintamente como 2/(x) o
/
(2',z).

1.1. Formas multilineales y polinomios homogéneos

La manipulacién de formas multilineales y su relacidon con polinomios homogéneos serd impor-
tante a lo largo de toda la exposicion. En esta seccién introduciremos la notacién y los resultados
necesarios. Comenzamos fijando una notacién usual para ciertos conjuntos de indices.

Notacion 1.1.1. Sean n,m > 1 € N. Escribimos:
M(m,n) :={i= (i1, im) 101, im € {1,...,n}},
J(m,n):={j=U1,.-.vim) € T(myn) : j1 < -+ < jm}
y por ultimo

n
A(m,n) :={a €N :|o| :=> a; =m}.
i=1
Para i,j € M(m,n) notamos i ~ j siempre que exista una permutacion o de {1,...,m} tal que
io(k) = Jk, V1 < k < m. Claramente esto define una relaciéon de equivalencia en M(m,n), cuyas
clases denotaremos por [i]. Escribiremos |[[i]| para referirnos al cardinal de cada clase [i].

1



2 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Si bien evidente, las relaciones entre cada uno de estos conjuntos de indices serd de gran
utilidad en el desarrollo de varias demostraciones. En la siguiente observacién hacemos una
recopilacién de ellas:

Observacion 1.1.2. Para cada i € M(m,n) hay un tnico indice j € J(m,n) con [i] = [j]. Por
otro lado, hay una correspondencia biunivoca entre J(m,n) y A(m,n) que a cada j € J(m,n)
le asigna el multiindice o € A(m,n) dado por a,. = [{k € {1,...,m} : jp = r}| y reciprocamente,
a cada o € A(m,n) le asocia el indice:

i=1,...,1,2,...,2,...) € J(m,n).

m!

Maés atn, si a y j se corresponden via esta asignacion, tenemos |[j]| = 2.
[0 %3

Teniendo en cuenta esto, recordamos la definicién de funciones y formas multilineales y damos
la notacién que utilizaremos para trabajar de aqui en mas.

Notacion 1.1.3. Sean m € N, y X1,..., X, F espacios de Banach. Una aplicaciéon
o: X1 X - x Xy > F

es multilineal (o m-lineal) si es lineal en cada variable. Como es usual, al conjunto de funciones
multilineales que son continuas respecto de las topologias dadas por las normas, lo notaremos
L(X1,...,Xm; F) (o en el caso en que F' = C, simplemente £(X1,...,X;,)). Para ¢ multilineal,
definimos:

] = sup [@(z1s s m)

z1€Bx ;... ZmEBx,,

Asi ¢ resulta continua si y solo si ||@]| es finita. Més aun, esto define una norma que hace de
L(X1,...,Xm; F) un espacio de Banach.

Nos interesara especialmente el caso en que X1 = --- = X,;, = X y F = C. Escribimos
L(™X) al conjunto de formas m-lineales continuas B. Si ademas X es de dimensién finita n,
podemos escribir de forma concreta estas multilineales. Fijamos (e;)_; una base de X con base
dual (e})I . Para x = (21,...,2y) € X™

B(xy,...,zm) = Y biej(x1)...¢f (xm)= > bej(x),
ieEM(m,n) ieEM(m,n)

donde los coeficientes vienen dados por b; = B(e;,,...,€;,,) v para cada i € M(m,n), notamos

ei(w) = e (x1) ... €f (Tm)-

Estamos en condiciones de definir qué entendemos por un polinomio m-homogéneo en un
espacio de Banach.

Definicion 1.1.4. Sean X, F espacios de Banach. Decimos que una aplicacién P : X — F es
un polinomio m-homogéneo en X si existe ¢ : X™ — F' funcién m-lineal tal que:
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para cada x € X. Es decir, P es la restriccién a la diagonal de la funcién m-lineal ¢. El conjunto
de polinomios en un espacio de Banach tiene asociada asi naturalmente una norma via:

|P|| := sup [[P(z)].
J?EBX
Se verifica entonces que un polinomio es continuo si y sélo si tiene norma finita. Denotaremos con
P(™X; F) al espacio de polinomios m-homogéneos continuos en X que caen en F, que resulta

ademés un espacio de Banach con la norma definida arriba. Para el caso de interés en que F' = C,
notaremos P(™X).

De la propia definicién se desprende que un polinomio homogéneo sobre un espacio de Banach
siempre tiene asociada una funciéon multilineal ¢, aunque no necesariamente de manera Unica.
Sin embargo, la correspondencia es univoca si exigimos una condicién adicional sobre ¢. Decimos
que una funciéon multilineal ¢ es simétrica si para cada permutacion o de {1,...,m} se verifi-
ca ¢(r1,...,Tm) = A(To(1),- -+, To(m)). Notaremos con Ls("X;F) al subespacio de L("X; F)
formado por las funciones m-lineales simétricas y continuas. El siguiente resultado garantiza la
unicidad de la forma multilineal simétrica asociada a un polinomio homogéneo.

Lema 1.1.5. (Polarizacion) Sean X, F espacios de Banach. Si ¢ : X™ — F es una forma m-
lineal simétrica en X, la restriccion de ¢ a la diagonal P(x) := ¢(x,...,x) define un polinomio
homogéneo. Reciprocamente, si P : X — F es un polinomio m-homogéneo en X existe una unica
funcion multilineal simétrica P tal que P(z, ..., x) = P(z), Vo € X. Mds ain, la relacion entre
ellos estd dada por la formula de polarizacidn:

m

. 1
P(xl,...,xm):m Z €1 ...pP Zejxj
e€{-1,1} J=1

1<i<m

En adelante, a menos que sea explicitamente aclarado lo contrario, nos ocuparemos sélo de
polinomios homogéneos que toman valores en el cuerpo C. Como hicimos para formas multili-
neales, podemos también fijar una notacién para manipular polinomios homogéneos.

Notacién 1.1.6. Sean X un espacio de Banach de dimension n y P € P(™X). Fijamos (e;)]",
una base de X con base dual (e})" ;. Si P = ZiEM(m,n) bie! es la forma simétrica asociada de
P, resulta para = € X:

P(x)=P(x,...,x) = Y bej(z)...€ (x)

ieM(m,n)
= Z Z bi@;l (.Z') v €§m (.’L’) = Z Cjeg (w)7
JEIT (m,n) i€[j] JET (m,n)
donde ¢; = |[j]|bi para cualquier i ~ j (recordemos que P es simétrica y por lo tanto todos

estos coeficientes tienen un valor comin) y ej(z) := €; () ...€; (z). Debido a esto, usualmente

o - L : . ) .
escribiremos P(x) = Zjej(m,n) cjé; () para polinomios m-homogéneos. Para el caso de principal
interés, en que X = (C",| - ||), la expansién en la base canénica queda:

P(Z) = Z CiZjy « o« By = Z Cjzj-

Jje€J (mn) Jje€TJ (m,n)
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Agrupando las coordenadas en cada monomio z; llegamos a la escritura familiar:
(04
P(z) = E ca2”,
|a|=m

donde |a| = m significa que la suma es sobre todos los indices a € A(m,n) y el coeficiente ¢,
coincide con ¢ siempre que j y « sean asociados.

En el desarrollo de las demostraciones, frecuentemente cambiaremos un polinomio homogéneo
P por su forma multilineal asociada P y necesitaremos relacionar sus normas. Es claro que:

1P| = sup [P(z)| < sup  [P(z1,...,2m) = || Pl

JTEBX I17---,meBX
En el otro sentido, Harris [Har72| demostré la siguiente relacion:

Teorema 1.1.7. Sean X espacio de Banach de dimension finita, m € N. Si mq,...,mp € N
verifican my + - -+ +my = m, entonces:

. ml'mk' m'
]P(ml,...,xl,...,xk,...,xk)\Sm mmk m'

1P

Notemos que como caso particular de esta desigualdad, tenemos para cualquier P € P(™X):
. mm
1Pl < 1P < 2P (1)
El lema de polarizacién dice que la aplicacién:

TP(MX) = L(MX)
P— P

es un isomorfismo lineal. De la cadena de desigualdades (1.1)) deducimos que en realidad es un
isomorfismo de espacios de Banach.

1.2. Productos tensoriales

La principal motivacion para estudiar productos tensoriales consiste en que permiten dar
formulaciones de problemas concernientes a aplicaciones multilineales y polinomios homogéneos
en términos de funciones lineales definidas sobre otros espacios. Si bien esto resultaré claro desde
el punto de vista puramente algebraico, para obtener resultados significativos en el contexto
de espacios de Banach, serd necesario también presentar el material béasico acerca de la teoria
métrica de productos tensoriales. Como fuentes completas sobre el tema, referimos a [DF92],

[F1097].
Recordamos para empezar la definiciéon algebraica del producto tensorial de espacios vectoria-
les. El producto tensorial de los espacios vectoriales X1, ..., X,, (m € N) es un espacio vectorial

T junto con una aplicacion m-lineal ¥ : X1 x -+ x X,;, = T definido por la siguiente propiedad
universal:
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Dados un espacio vectorial F' y una aplicaciéon m-lineal ¢ : X1 x --- x X,,, = F, existe una tnica
transformacioén lineal Ay : T' — F' que hace conmutar el diagrama

Xy XX Xy —2 = F

'lﬁl Ay

T
El par (T, 1) resulta tnico salvo isomorfismos, y por eso notaremos con ®(X1,...,X,,) (o tam-
bién X7 ® --- ® X,,) al producto tensorial de los espacios X1,...,Xp,. Si X3 =--- =X, = X,
notaremos ®"X a ®(X,...,X), el producto tensorial de orden m de X. A la imagen por v
de cada m-upla (z1,...,xy) con x; € X; la denotaremos con ¥(x1,...,Tym) =T1 Q-+ Q Ty y
llamaremos tensores elementales a cada uno de estos puntos. El producto tensorial es generado
por los tensores elementales, esto es, cualquier z € ®(Xj,...,X,,) admite una escritura de la

forma:

,
z= E T} ® - @,
i=1

con mf € X;, paracada 1 <7 <m, 1 <j <r. Esta representaciéon no es necesariamente tinica.
Como anticipamos, si los espacios con los que trabajamos son espacios de Banach, desearemos
darle una norma al producto tensorial de manera que verifique ciertas propiedades “razonables”.

Definicién 1.2.1. Sean X e Y espacios de Banach. Decimos que una norma |- ||xgy en X @ Y
es razonable si cumple:

) llz @yllxey = [zl xlyly Vo e X, yeY.

() 2" @yl xevi-Ixey) = 12 lx/ 1Y/ [ly ¥V 2’ € X',y €Y.

A partir de esta definicién surgen naturalmente dos normas extremales entre las razonables,
la norma proyectiva (o norma ) y la norma inyectiva (o norma ). Hacemos un breve repaso
de sus definiciones y propiedades.

Dados X1, ..., X, espacios de Banach se define la norma proyectiva en ®(Xy,..., X,,) para
un tensor z como:

T T
w(2) o= b {3 o]l )l 2 = Yo @ @ad,).
i=1 j=1

Notamos con ®(X1,...,Xm) al producto tensorial dotado de esta norma. Podemos ahora dar
forma precisa a la afirmacién hecha al principio de la seccién acerca de cémo la introduccion
del producto tensorial permite trasladar problemas dados en términos de formas multilineales al
estudio de aplicaciones lineales. Una manera de interpretar la propiedad universal del producto
tensorial es que la aplicacion ¢ <+ Ay es un isomorfismo entre las funciones multilineales de
X1 X -+ x Xy, en F y las funciones lineales de ®(X7,...,X,,) en F, para cualquier espacio
vectorial F'. En el caso en que todos los espacios involucrados sean de Banach, nos interesa saber
si existe una relacién analoga considerando tnicamente el espacio de las funciones multilineales
continuas L£(X1, ..., X, F). La siguiente proposicion garantiza que esto sucede si consideramos
la completacion @ (X1, ..., Xm) de @(X1,..., Xm).
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Proposicion 1.2.2. La aplicacion ¢ <+ Ay es un isomorfismo isométrico entre L(X1,. .., X F)
y L(@r(X1,...,Xm)). Si F=C, se tiene una identificacion isométrica

L(X1,.. ., X)) = (®x(X1,..., X))

En el caso en que los espacios X1i,..., X, sean de dimensién finita la completitud del pro-
ducto tensorial con la norma proyectiva es automatica (pues también resulta ser un espacio
vectorial normado de dimension finita) y entonces la identificacion isométrica es simplemente

L(X1,. o Xos F) = L(@n (X1, Xn); F).

La norma inyectiva se define para un tensor z € ®(Xy,...,X,,) por:
e(z) = sup 1> 2@ .. (@) 2 =) 2@ @}
@ €8xt @m€Byy 21 j=1

Visto desde otra perspectiva, la norma inyectiva esta definida para que la aplicacion

QX1 X)) = L(XT,..., X,)

£

m
T1R QT — x&@@x%wnxﬁg(m)
k=1

resulte una inclusién isométrica.
Para espacios de Banach Xi,..., X,, de dimensién finita, las normas proyectiva e inyectiva
cumplen la relaciéon de dualidad:
"X = (X)) .

En vista de la proposicion [1.2.2] esto implica que hay una igualdad isométrica @' X’ = L("™X).

1.2.1. Productos tensoriales simétricos

En su tesis doctoral de 1980, R.Ryan [Rya80| introdujo los productos tensoriales simétricos
por primera vez para el estudio de polinomios en espacios de Banach. Imitamos aqui el camino
recorrido al presentar los productos tensoriales completos y las identificaciones isométricas a las
que dan lugar con el fin de obtener resultado analogos para el caso simétrico.

Asi como el producto tensorial linealizaba funciones multilineales, el producto tensorial si-
métrico estd definido para linealizar tnicamente las funciones multilineales simétricas. Concre-
tamente, dados m € N y un espacio vectorial X, el producto tensorial simétrico es un espacio
vectorial T junto con una aplicaciéon v, : X — Ts m-lineal que verifica la siguiente propiedad
universal: Para cualquier espacio vectorial F' y aplicacién m-lineal simétrica ¢ : X" — F existe
una Gnica funcion lineal L, : Ts — F' que hace conmutar el diagrama

xm_ % g

T
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El espacio Ty estd bien definido salvo isomorfismos y lo notaremos por ®™°X. El producto
tensorial simétrico resulta generado por los tensores de la forma ™z (= 2 ® - -z € RTX.
N—_———

m
En particular todo tensor z € ®™°X admite una representaciéon de la forma:

,
z = E M,
=1

(donde z; € X) que al igual que en el caso del producto tensorial completo, en general no
resulta tnica. Otra realizacion util del producto simétrico es obtenida a través del operador de
simetrizacion S,, : "X — ®@™X. Este operador (que notaremos a veces simplemente S si se
puede deducir m del contexto) esta definido en los tensores elementales por:

1
Sm(T1® - @ Tpy) = m! Z To(1) @+ @ To(m),
" o€y,

donde II,, es el grupo de permutaciones del conjunto {1,...,m}. El producto tensorial simétrico

se puede ver simplemente como la imagen del operador S,,, que es de hecho un proyector.
Respecto a la teorfa métrica de productos tensoriales simétricos, definiremos dos normas

distinguidas analogas a las del caso completo (pues las restricciones de las normas al producto

tensorial simétrico definidas anteriormente no resultan apropiadas, ver [Flo97, Secciones 2 y 3|).
La norma proyectiva simétrica de z € ®"°X se define como:

mo(2) = mf ) ™2 =) @mayl.
j=1 j=1

Notamos con ®Z:’SX la completacion de @y.°X. Dotado de esta norma, el producto simétrico
verifica la siguiente propiedad fundamental.

Proposicién 1.2.3. Sean X, F' espacios de Banach. La aplicacion ¢ <+ L, es un isomorfismo
isométrico entre los espacios P(™X,F) y L(®,°X,F). Si en particular F = C, se tiene una
identificacion isométrica P(™X) = (@, °X)'.

La norma inyectiva simétrica se define para un tensor z € X por:

@EBX/

e(2) = sup {| Y (@) 2= Y @M},
Jj=1 j=1

De manera andloga al caso del producto completo, se verifica la relaciéon de dualidad ®£° X' =
(@7°X)" para X de dimension finita. Esto nos permite deducir la importante identificacion
isométrica ®@.° X' = P(™X) via:
Q"' w2 (z)™.
Por ultimo enunciamos un lema que necesitaremos mas adelante, que da una manera concreta
de calcular bases para un producto tensorial simétrico de dimension finita y su dual (tomado
de [DDGMO1], Lema 1]). Para elementos z1, ..., z, de un espacio vectorial X y un multiindice
i € M(m,n) notamos:
Ti =Ty Q- T, € QMX.
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Lema 1.2.4. Sean m € N y X un espacio vectorial de dimension finita con base (xi)}_,.
Si llamamos (z,)}_, a su base dual, tenemos que (S(zj)) es una base de @™°X y

(1155

Jj€J (m,n)
es su base dual en @™°X'. Ademds, se cumple:

1
S(xi) = mzxja

jeli]

))jej(mvn)

para todo i € M(m,n).

1.3. Bases incondicionales en espacios de Banach

Recordemos que una sucesion (x,)nen en un espacio de Banach X se dice una base de Schau-
der (o simplemente base) para X si todo z € X admite una tnica representacion x = Zk21 aiTy,
con ar € C. Una sucesion (zy,)nen en X se dice bésica si es una base de Schauder del espacio
span{x, : n € N}. Ahora estamos en condiciones de presentar una serie de definiciones para
introducir la nocién de incondicionalidad.

Definicién 1.3.1. Sea X un espacio de Banach con base (zp)nen. La base (x,)nen se dice
incondicional si para cualquier sucesion de escalares (an)nen la serie ) -, apz, converge in-
condicionalmente, esto es, si la serie ) Gg(n)To(n) €8 cOnvergente para cualquier 0 : N — N
biyectiva. Equivalentemente (ver [AK06, Proposicion 3.1.3|), la base (z,,)nen es incondicional si
existe una constante C' > 1 tal que para cada sucesion de escalares (ap)nen ¥ (€n)nen con €, € D
se cumple:

Z Enantyl < C Z QnTn (1.2)
n>1 n>1

En ese caso diremos que la base es C-incondicional.

La constante 6ptima en ([1.2)) se denota x((zn)nen; X) y se llama la constante de incondicio-
nalidad de la base. Esto motiva la siguiente:

Definicion 1.3.2. Sea X un espacio de Banach. Se define la constante de incondicionalidad de
X, x(X) como:

X(X) = ian((‘Tn)neNQ X)7

donde el infimo esta tomado sobre todas las posibles bases (z,)pen de X.

Como podemos apreciar de las definiciones, estimar la constante de incondicionalidad de una
base es en general un problema dificil. Una aproximacion posible es la siguiente caracterizacion
tomada de [Sza81]:

Proposicion 1.3.3. Sea Y un espacio de Banach con base (Yn)nen. Entonces, se cumple:

X((n)news Y) =f{c = D [ )l vl <clyllly'll, Yy e Yy €Y'} (1.3)
n>1
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Demostracion. Veremos que se satisfacen las dos desigualdades.
Pongamos I :=inf{c : 3> <1 [yn, WY s yn)l < cllylllly'|l, Yy € Yy’ € Y'}. Sean y,y’ € Y.
Si Namamos 6, := sign({(y,, y)), €n := sign({y’, yn)) para cada n € N, podemos escribir:

S 1Y ) =D 0l )en (s yn) = (' D Onen (U ¥)yn)-

n>1 n>1 n>1

Luego, como |0,€,| = 1 para todo n € N de la definicion de constante de incondicionalidad para
una base obtenemos:

S N N )l < 1D Onenn, v)yn

n>1 n>1

<X YD - W )] | = X((Wn)ner V)1 119

n>1

Por lo tanto, x((yn)nen; Y) > I. Para ver la otra desigualdad, sea ¢ > 0 que verifica la condicion
en (1.3)) y tomemos sucesiones de complejos (ap)nen, (€n)nen con |€,| = 1. Debemos probar que:

Zenanyn <c Zanyn . (1.4)

n>1 n>1

Si llamamos y := ), < an¥n, evaluando en los funcionales de la base dual tenemos (y,,vy) = ay
para cada k € N. Ademas, sabemos que si z € Y, vale ||z|| = SUPyep,, |{y/, z)|. Entonces, para
y' € By calculamos usando desigualdad triangular y la eleccion de c:

|<y/7 Z €nlnYn)| = Z 5nan<y,a Yn)| < Z IQHQII@’, Yn)|

n>1 n>1 n>1

= Ky I )l < el Iyl

n>1

< C”yH = Zanyn

n>1

De la arbitrariedad de 3y’ € By deducimos que la condicion en ((1.4)) se satisface. Por lo tanto,
X((Yn)nen; Y) < I y la demostracion queda completa. O

Maés generalmente, es posible definir nociones relacionadas con la incondicionalidad que en al-
gunos casos son mas sencillas de estimar. L.a méas general de ellas es la de estructura incondicional
local o l.u.st. por sus iniciales en inglés.

Definicién 1.3.4. Un espacio de Banach X tiene estructura incondicional local (L.u.st.) si existe
una constante A > 1 tal que para todo subespacio Y de X de dimensién finita la inclusion
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1:Y“——= X admite una descomposiciéon de la forma:

yo bt o x
F

donde F' es un espacio de Banach de dimensién finita y los operadores u : Y — F, v : F — X
satisfacen:
[ull[[o]lx(F) < A.

A la menor constante A con esa propiedad se la denomina constante de incondicionalidad local
de X y la notamos x,(X). Como consecuencia inmediata, si X admite una base incondicional
entonces tiene l.u.st. y vale que y,(X) < x(X).

Remarcamos que esta definicién no es la usual, en la que se consideran factorizaciones a
través de espacios de Banach F' con base incondicional. La equivalencia entre ambas definiciones
es probada en [DJT95, Corolario 1.7.4]. Nos inclinamos por esta version porque es méas facil
de manipular y subraya la importancia cuantitativae de la factorizacién, ya que es claro que
siempre se puede factorizar un operador con dominio de dimensién finita a través de un espacio
de dimensién finita.

Observacion 1.3.5. Si el espacio X en la definicién es de dimension finita, para calcular x,(X)
idx

alcanza con verificar la propiedad para las descomposiciones de X —= X .

Para nuestros fines, necesitaremos introducir una constante mas proveniente de la teoria local
de espacios de Banach.

Definicion 1.3.6. Sea X un espacio de Banach de dimensién finita. La constante de proyeccion
relativa de un subespacio Y de X es:

AY, X) =mf{||P|| | P: X — X es una proyeccion continua con P(X) =Y}.
A partir de eso, se define la constante de proyecciéon de X como:
AMX) =sup{\({(X),Z) | I : X — Z es una inmersion isométrica en Z}.
Existe otra formulacion mas simple, que damos a continuacion.
Teorema 1.3.7. Sea X un espacio de Banach de dimension finita. Entonces:

MX) =if{||R||IS|| | R: X = ¢, 5:¢N — X con NeNy SR =1idx}.

1.4. Funciones holomorfas

El objetivo de esta seccién serd dar estimaciones generales que relacionen los coeficientes de
una funcién holomorfa con su norma supremo. En vista de nuestras aplicaciones, trabajaremos
con funciones cuyo dominio de definicién sea la bola unidad de un espacio ¢} complejo, con
1<p< 0.

El primer resultado en este sentido es el siguiente lema, debido a F.Wiener.
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Lema 1.4.1. (Wiener) Sea f una funcién holomorfa en el disco D := {z € C : |z| < 1}

con sup|f(z)] < 1. Si escribimos su desarrollo f(z) = >, <,cn2", entonces se verifica que
z2€D -
lea] <1 —|col?, ¥n € N.

Demostracion. Sean k € Ny w € C una raiz k-ésima primitiva de la unidad. Consideramos la
k
1
funcién ¢ definida en D por g(z) = z Z f(w™z). Es claro que sug\g(zﬂ < 1, y haciendo el
m=1 zZe

calculo de las derivadas de g obtenemos:

g(z) = Z 2™,

n>0

En virtud de este desarrollo, la afirmacién del lema quedard probada si vemos que |e1]| < 1—|eo|?.

Para ello, definimos la funcién auxiliar ¢(z) := fﬂ;oj;((zz)) para z € D. Como ¢(0) =0y ¢'(0) =
147;0‘2, por el lema de Schwarz tenemos |c1| < 1 — |cg|?, como queriamos probar. O

A partir de este resultado para dimensiéon uno, obtenemos una estimacién para cualquier
dimensién.

Corolario 1.4.2. Sean 1 <p < oo y f una funcion holomorfa definida en By (1 <p<oo) tal

que Sup.cp,, |f(2)] <1. Sea f(z) =>_, caz® su desarrollo. Si para cada m € N denotamos por
P

Py, la parte m-homogénea de su desarrollo (es decir, P, := Z|a\:m caz®), entonces vale:

sup [Py <1-— |co|2,
ZEBZ;;L

donde cq es el coeficiente constante del desarrollo.

Demostracion. Fijemos 29 € Byyp. Consideramos la funcién auxiliar g(w) := f(wzo) para w € D.
Es claro entonces que sup,,cp |g(w)| < 1. Veamos qué nos dice el lema anterior aplicado a g.
Necesitaremos calcular su desarrollo de Taylor. Por un lado, para f podemos escribir:

f(z) = anzo‘ =co+ Z Z ca?,
a m2>1|al=m
v a partir de ese desarrollo, tenemos para g:

gw) = flwz) =co+ > Y cazfw =co+ Y D cazgw™

m>1|al=m m2>1 |a|=m

Si por otro lado desarrollamos g(w) = > ;1~¢ apw® y comparamos coeficientes, concluimos por
unicidad: Bl

ag = ¢o, Oy = Z cazy (m>1).

|al=m

Ahora, debido al lema de Wiener para la funcién de una variable g, tenemos que

lam| = Z cazd| <1—lagl* =1 —|co|?, param > 1.

|lal=m
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Como zy € Bg; era arbitrario se sigue que

sup g caz®| <1 —|col?,
ZGB[TL _
P |la|=m

la conclusion buscada. O

Otra consecuencia 1til del argumento de la prueba del lema de Wiener es que permite mejorar
cotas uniformes sobre los coeficientes del desarrollo de funciones holomorfas. Para enunciar este
resultado introducimos la definicién de dominios de Reinhardt, que son las regiones naturales de
convergencia de series de potencia en varias variables.

Definiciéon 1.4.3. Un subconjunto abierto R C C" es un dominio de Reinhardt si (z1,...,2,) €
R implica que (¢121,...,Cn2n) € R para complejos (j con |(;| = 1. Es un dominio de Reinhardt
completo si siempre que (z1,...,2,) € R, entonces ((121,...,(n2n) € R para ntimeros complejos
Cj con Kj| S 1.

Lema 1.4.4. Sea R C C" un dominio de Reinhardt completo y denotamos con F(R) := {f :
R — C | f holomorfa con sup,cr|f(2)| < 1}. Si o es un multiindice con |o > 0 y existe C' > 0
tal que | f(®)(0)] < C Vf € F(R), entonces | (0)] < (1 —|f(0)|?)C, para cualquier f € F(R).

La prueba de este resultado es muy similar a lo hecho en el caso unidimensional. Referimos
a [Boal0] para una demostracién completa. Para terminar, escribimos la acotacion sobre los
coeficientes que se obtiene aplicando la férmula integral de Cauchy para polidiscos.

Lema 1.4.5. Sea f = 3, caz® holomorfa en Bp. Sisup.ep,, |f(2)| <1, entonces para cada
P

m (m) %
lca| < e <> ;
al

Demostracion. Sea z = (r1,...,m,) € By con #0,1 < i < n. Como f es holomorfa en
D(0,2) :={w e C" : Jw;| < |rj|,V 1< j < n}, por la formula integral de Cauchy tenemos para
cada multiindice a:

o 1 f(w)
o = [0t = (2mi)" /8D(0 2wt .w%"“dm o deon (15)

multiindice o vale:

donde m = |a|.

Tomando médulo en (1.5) y recordando que [f| <1 en Byy:

el < 1 / dwi ... dwy, _ |71l ... |rnl _ 1
T @) Jap(o,) It rafen T fryfert Ly fen [z

Nos interesa entonces calcular el maximo valor posible de |z%| para z € ng. Utilizando multi-

plicadores de Lagrange, vemos que
o \ L
o P
Q)
sup |2%] = <a|> .
z€Bm ‘O“
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)p. Por la formula de Stirling

| le]

o

Por lo tanto, concluimos que |cq| < (

V2rn™tie™ < nl < enn+%e_”, (1.6)

. 1. . .y m !
si escribimos |a| = m tenemos la estimacion (Z5) < e™ (), lo cual prueba la cota deseada. [
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Capitulo 2

Desigualdades

En este capitulo nos proponemos establecer dos desigualdades fundamentales en varias areas
del analisis funcional y complejo que utilizaremos para obtener nuestros resultados: la desigual-
dad de Bayart y la desigualdad de Bohnenblust-Hille. Debido a que nuestro objetivo es establecer
cotas ajustadas, nos interesara analizar la optimalidad de la constante alcanzada (en el caso de
la desigualdad de Bayart) y rastrearemos siempre que sea posible el valor de las constantes
relevantes que surjan en el desarrollo. Desarrollaremos en primer lugar la deduccién de la de-
sigualdad de Bayart, dado que es una herramienta importante en las demostraciones modernas
de la desigualdad de Bohnenblust-Hille. Por esta misma razén, incluiremos una variante de la
primera desigualdad que nos permitird obtener en la ultima subseccién del capitulo una version
alternativa de Bohnenblust-Hille para el caso polinomial.

2.1. La desigualdad de Bayart

La clasica desigualdad de Khintchine, que proviene de la teoria de probabilidades pero es
de uso frecuente en andlisis, permite comparar las distintas normas LP(T™) de ciertos procesos.
Asegura que existen constantes Ay, By, (1 < p < 00) tales que dados n € Ny complejos aq, ..., a

se cumple:
1 n % p % n %
() </ dz) < (YlaP) sip<2,
P i=1 T =1

n % n p % n %
(Z |ai|2> < (/ Zaizi dz) < B, (Z |ai|2> sip> 2.
i=1 ™ li=1 i=1

En el desarrollo de varios de los resultados de este trabajo precisaremos estimar la norma
LP(T™) de polinomios homogéneos en términos de su norma L(T™). La desigualdad de Bayart
provee exactamente la herramienta para realizar eso y por esta razén es nombrada en la litera-
tura como una versiéon polinomial de la desigualdad de Khintchine o de la desigualdad de tipo
Khintchine-Kahane. Este resultado esta basado fuertemente en un articulo de Weissler [Wei80]
v nos ocupamos de su demostracién en las primeras dos secciones de este capitulo. En la ultima

n
g aiz;
i=1

15
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parte presentamos otra desigualdad de tipo Khintchine-Kahane para polinomios homogéneos,
que es util en diferentes contextos.

2.1.1. Nociones previas y una desigualdad debida a Weissler

Para empezar, presentamos dos importantes familias de espacios normados de funciones ho-
lomorfas y algunos hechos bésicos sobre ellas: los espacios de Hardy H? y de Bergman AP.

Dado 1 < p < o0, €l espacio de Hardy HP es el conjunto de funciones f : D — C holomorfas
que verifican:

sup M,(r, f) < oo,
re(0,1)

donde el supremo estéd tomado sobre las medias integrales M(r, f) := <L f27r |f(rei9)]pd9> 7
Esta dotado de una norma via:

[fllze := Hm My(r, f).
r—1

Notemos dA(z) = rdrdf el diferencial de area de la medida de Lebesgue usual en D. El espacio
de Bergman AP consiste del conjunto de funciones holomorfas f : D — C que cumplen:

/ |f(2)[PdA(2) < oc.
D

Este espacio admite una norma definida por:

1= (3 [ f(Z)!pdA(z)>; -2 e f)dr>;7

donde la normalizacién esta elegida para que la norma de la funcién constante uno tenga norma
uno (notar que la igualdad de las dos expresiones integrales proviene de una aplicacion directa
del teorema de Fubini y cambio de variables). Varias propiedades importantes de estos espacios
se deducen de que en el caso p = 2 conocemos féormulas explicitas para las normas de una funcién
f en términos de su desarrollo de Taylor f(z) = ano anz"™. Concretamente, tenemos:

|an?
£ 13 = anl 115 =D (2.1)
n>0 n20n+1
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Mostramos la derivacion de la formula para el espacio A2 (la otra es analoga).

1 1 27 )
195 == [ | rlfeenPaoar

™ Jo Jo
1 1 27 )

= / 7“/ f(re®) f(rei®)dd dr
™ Jo 0
1 1 27 ) )

= / r/ ZanT”tam@Zchrkeﬂkeder
™ Jo 0

n>0 k>0

1 1 27 )
= - / r Z Z an@r”'HC / =K% q0 dr
™ Jo 0

n>0 k>0

1 1
= — 2 g 2p2ng
7[‘/0 r |an|“r<"dr

n>0

N el
_an-l’

n>0

donde simplemente hemos utilizado la definicién de la norma y la relacién de ortogonalidad

27
/ " 0dh = §,,,
0

para n,k € N,

Otro hecho importante que utilizaremos es que los espacios de Hardy pueden ser vistos como
ciertos subespacios de LP(T). Concretamente, si f es una funcion de HP tenemos que los limites
radiales f(0) := lim,_,;- f(re’) existen para casi todo 6 € [0,27) respecto de la medida de
Lebesgue. Esto define una funcién f que pertenece a LP(T) y cuya norma coincide con la norma
HP de la funcién original, es decir:

il = (o [ |f<e>|de)’l’ . (22

Ahora si, enunciamos la desigualdad principal de esta seccion.

Teorema 2.1.1. (Desigualdad de Weissler) Sea f : D — C holomorfa. Definimos fr(z) := f(rz)
para v € (0,1) fijo, z€D. Si 0 < p < q< oo, para cualquier r? < % vale:

[ frllzza < ([ f[| e

2

Ademds, r* = g es el mdzimo valor que hace verdadera la desigualdad cualquiera sea f.

La demostracién de este resultado es profunda y se basa en la hipercontractividad de la
convolucion con el nicleo de Poisson en espacios de Hardy (referimos a [Wei8(]). Probaremos el
caso particular en que p =1y ¢ = 2, que es la version mas utilizada (y en verdad, ya habia sido
establecida por Bonami en [Bon70]). El argumento de esta prueba es de Michal Wojciechowski,
comunicado aparentemente a Andreas Defant.
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Demostracion. (del caso particular p =1y ¢ = 2). Veamos en primer lugar que para cualquier
g € H? vale:
g H4 § gllg2- 2.3
| \/gll gl (2.3)

En efecto, si escribimos el desarrollo de la funcién como g = ano an 2" podemos calcular:
4 2 2
9 =19
| \g”m | \/gllm
22
> e
= z
ﬁn

n>0 2
2

)

1
:Z\/ﬁn

n>0

n
§ QfGp—F
k=0

donde hemos utilizado la relacion (2.1) en el dltimo paso. Ahora, como para n € N y nameros
reales z1,...,x, se verifica la desigualdad

(@0 +z1 4 +20) < (n+ 1)@k + 22 + - +a2),

concluimos:

n+1 <«
IIQ\EH?‘# <> ok > larllan—l?
k=0

n>0
n
<> lanPlan-sl?
n>0 k=0
2
— [ SHanl? | = llglde,
n>0

lo cual prueba la afirmacién inicial.
Probamos ahora el enunciado original. Supongamos que f € H'. Debido a [Woj96l 1.B.23],
existen g, h € H? de manera que

=g hylfla =lgliz = 1kl

Luego, por la desigualdad entre la media aritmética y geométrica y la desigualdad triangular:
2 2
== h
||f\/g||H2 Hg\/g \/g||2
2 212
+(h
IGg 7)™+ \/g) 2
2
2 2
+ |[(h
(H(gﬁ) a2+ I( \@) ||H2>
2
(n(g Dl -+ 1 ﬁn%ﬁ)

IN IN

N N e S B SN
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Finalmente, si aplicamos (2.3) y la eleccion de g y h obtenemos:

1 2
HfﬁH?qz <7 (NgllZz + NRllE2)" = £ 1170,
2

la conclusiéon buscada. O

2.1.2. La desigualdad general

En esta secciéon probaremos la desigualdad de Bayart basandonos esencialmente en la de-
sigualdad establecida por Weissler, que puede ser pensada como el caso base (es decir, el caso
en que las funciones dependen de una sola variable compleja) . Ademds, mostraremos que la
constante en la desigualdad es 6ptima.

Para hacer el paso inductivo, necesitaremos la siguiente version integral de la desigualdad de
Minkowski :

Lema 2.1.2. Sean (X,dx), (Y,dy) espacios de medida, f: X xY — C medible. Si0 < a <1,

entonces: . X
L([ireoe) as ([ ([iremn) )" o,

Seguiremos la demostracion dada en [Bay02], aunque la enunciaremos sélo para polinomios
homogéneos que es nuestro caso de interés.

Teorema 2.1.3. (Desigualdad de Bayart) Sean 0 < p < g <oo,m,n € Ny P(z) =3,
un polinomio m-homogéneo en C™. Entonces,

qm
1Pl gy < \/; 1P oy (2.5)

Demostracion. Notamos dm a la medida normalizada de Lebesgue en T™. Como P es homogéneo,
tenemos que:

q

o WPy =2 [ aas| am(e

laj=m

q
q q

Por la desigualdad de Weissler (22.1.1]), para wy, ..., w,—1 € T fijos podemos afirmar:

e ) s [ (B

Reemplazando,
p
P(\/ﬁzlv"'a\/ﬁzn—lvzn>
q q

Pl < /2 [ (f
:\/zq /Tn_l (/T P(\/gzl,...,\/fzn_l,zn) qadm(zn)>a dm(z1, ..., 21),

dm(zp) dm(z1, ..., 2p—1)-

Trn—1

dm(zn))z

q
dm(zn)> ! dm(z1,...,2p-1)
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donde hicimos a = g. Por la desigualdad integral de Minkowski (2.4]),

qm
q
P < 2 (/(T P(y 2P|

Prosiguiendo de la misma manera con las variables z,_1, ..., 21, obtenemos que

Pl <2 ([ 1P dm(z))g ,

como queriamos ver. [

dm(z1, ..., zn— 1)) dm(zn)>

Como afirmamos mas arriba, la constante obtenida en la desigualdad es la mejor posible.
Concretamente, nos proponemos demostrar lo siguiente:

Teorema 2.1.4. Sean 0 < p < ¢ < 0. La constante C = % es la mejor constante posible
C = C(p,q) tal que para todo m € N y P € P(™C"™) se verifica:

[Pllpacrny < C™||P||Lo(Tny-

Este resultado es consecuencia inmediata de un ejemplo construido por Kwapieni, que puede
ser encontrado en [DM14].

Lema 2.1.5. Sean m,n € N. Notamos con

3

Zq
=1

a la primera potencia simétrica de z1,...,z, € C. Definimos el polinomio m-homogéneo en C"

Unmn por "

Entonces, para cualquier 0 < p < oo vale que:

1

i m 5
lm ||Unnllporny =T (—p + 1) P
n—00 2

Demostracion. Consideremos para cada n € N el polinomio

cioren (G 5)

Podemos pensar a cada z; como una variable aleatoria Steinhaus. Entonces, por el teorema
central del limite la sucesion (@ )nen converge en distribucion a una variable aleatoria gaussiana
compleja candnica G. Ademas, dado t > 0 por las desigualdades de Khintchine: existe una
constante Cy > 0 tal que:

BlQl = |

t

2.

=1

i< e (Z
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es decir, la sucesion (|Qn|')nen es uniformemente integrable. Luego, por el teorema de conver-
gencia de Vitali (ver por ejemplo [Rud87]) para todo p > 0 vale:

lim E|QM|P = E|G|™ =T (ﬁ + 1) .
n—oo 2
Como U, , = Q}, esto concluye la demostracion. O

La sucesién de polinomios Uy, , construida en el lema funciona como caso extremal y nos
permite mostrar la optimalidad de la constante en (2.5)).

Demostracion. (del teorema [2.1.4)) Del lema previo obtenemos facilmente que

1
lim ||Um,nHLq(']1'n) B T (% + 1) q
n—o00 HUm,n”Lp(Tn) T (% 4 1)%

La formula de Stirling para la funcién I' dice que cualquiera sea x > 0,
V2t tie ™ < MNz+1) <V onz*tae Tt

Si aplicamos esta estimacion, concluimos que existe una constante x > 0 independiente de m tal
que
1
> K (gmm)s gm
= 1
(pmm)2e V P

(g4 1)
(B +1)

Como evidentemente para cada m € N se verifica que

3= S

||Um nHLq(’]I‘n)
C D, q m = 7—7
e T .

de las estimaciones realizadas se desprende que C(p, q) > \/g . La igualdad de ambas cantidades
proviene por lo tanto de la desigualdad de Bayart ([2.5). O

2.1.3. Una variante

Hemos establecido hasta aqui una desigualdad polinomial de tipo Khintchine que nos per-
mite comparar las normas en LP(T™) y L9(T™) de un polinomio homogéneo. En esta subseccion
mostraremos una desigualdad alternativa para comparar las normas en L2(T") y L'(T") de po-
linomios homogéneos con el fin de establecer mas adelante una forma distinta de la desigualdad
de Bohnenblust-Hille (ver Seccion . De manera analoga a lo anteriormente hecho, en pri-
mer lugar obtendremos una desigualdad para funciones de una sola variable compleja y luego
derivaremos una relacion para polinomios homogéneos. La desigualdad inicial se debe a Vukoti¢
[Vuk03] y precisaremos mencionar algunos hechos sobre productos de Blaschke y su relacion con
espacios de Hardy antes de probarla.

Recordemos que una sucesion (zp)nen en D es el conjunto de ceros de alguna funcién en HP
(con 1 < p < oo) siy sélo si satisface la condicidn de Blaschke: ), (1 — |z,]) < co. Asi, los



22 CAPITULO 2. DESIGUALDADES

conjuntos de ceros de funciones coinciden en todos los espacios HP. Una sucesién que cumple
dicha condicién tiene asociado el producto de Blaschke correspondiente dado por:

B(z) = [ 2l 22

zn 1 —202°
a1 “n n

que define una funciéon holomorfa y acotada en D (cuando z, = 0 se usa el término z en la
fraccion correspondiente). De este modo, cualquier funcion f en HP admite una descomposicion
[ = Byg, donde By es el producto de Blaschke del conjunto de ceros de f y por lo tanto g = Bif
es un miembro de HP sin ceros. Ademas, es facil comprobar que cualquier producto de Blaschke
B satisface B(z) < 1 para todo z en el interior de D y que B(e?) = 1 para casi todo 6 € [0, 2).
Gracias a la identidad (2.2)), vemos que ||g| gr = HB%HHP = || fllme.

Estamos listos para mostrar la desigualdad de Vukotié.

Teorema 2.1.6. Sea 1 < p < co. Entonces, toda funcion f € HP pertenece a A% y satisface la
desigualdad || f|| aze < ||f|lzze- Mds atin, la igualdad se alcanza si y solo si f es de la forma:

f(Z)=0<1_1AZ>Z7

para ciertas constantes c, A con |\ < 1.

Observacion 2.1.7. Un resultado de Hardy y Littlewood (ver [HL32, Teorema 31]) asegura que
para 1 < p < oo el operador J, : HP — A?P dado por Jp(f) = [ esta bien definido y es acotado.
El teorema enunciado da una forma cuantitativa de este hecho, pues implica que ||.J,| = 1.
Ademas esta inclusion es dptima, en el sentido que HP ¢ A% si ¢ > 2p. En efecto, un calculo
directo revela que la funciéon parametrizada f,(z) = (1 —z)~“ pertenece a HP siy s6lo si ap < 1,
mientras que esta en A? si s6lo si ag < 2. Asi, para cualquier % <a< %, la funcién f, esta en
HP pero no en AY.

Demostracion. (del Teorema [2.1.6)) Empezaremos por demostrar la desigualdad en el caso p = 2.
Utilizando las formulas (2.1) y la desigualdad de Cauchy-Schwarz:

n
114 = 17712 = Z( kk> o
k=0

n>0

1
=251

n
E QpGp—k
n>0 k=0

n
22 laxllan-l?

n>0 k=0

ag an—k
vn+lyn+1

2
n>

n
0 1k=0

IN

2

= | D lanl | = 1fll3e,

n>0

lo que muestra || f|| 42 < ||f]| z2-
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Como la tnica acotacién realizada provino del empleo de la desigualdad de Cauchy-Schwarz,
vemos que las normas coinciden para f si y solo si para cadan € Ngy k=0,...,n vale

" Ch
Ap—k = ,

para cierta constante C, (que depende s6lo de n). Si ag = 0, aplicando las igualdades de coe-
ficientes deducidas tenemos en particular que ag - az, = a? para cada n € N y por lo tanto
f = 0. Podemos suponer entonces que ag # 0. Dado n € N, de la cadena de igualdades de arriba
deducimos que aga, = a1a,—1. Si llamamos \ = Z—(l) tenemos las relaciones

ap = Aan—lu

para todo n € N, de donde a,, = \"ag. Luego, f es extremal para este caso si y sblo si tiene la

forma:
ap

1— XAz

flz) = Zaox\”z" =

n>0

Probamos ahora la afirmacién para 1 < p < oo arbitrario mediante un procedimiento estandar
en espacios de Hardy. Supongamos que f € HP es tal que no se anula en . Podemos entonces
tomar una rama analitica de f 5 y aplicarle la desigualdad recién derivada (en el caso p = 2)
para deducir:

g : :
1 G2e = 172 MLas < (12 M2 = [ 1l 7o,

la desigualdad buscada. Del andlisis previo se desprende que la igualdad es s6lo posible para

funciones de la forma

Finalmente si f en H? es una funcion arbitraria, admite una factorizaciéon f = Byg, donde B es
el producto de Blaschke con los mismos ceros que f y g tiene la misma norma H? que f pero no
se anula en . De esta manera, debido a los casos ya probados:

ya
2

UFllaze 1 Brgllaze _ [1Brgllaz _ llgllaz _ 1,

Ifllze 1Byl gl v gllme —

donde la desigualdad (estricta) proviene del hecho que cualquier producto de Blaschke B cumple
que B(z) < 1 si z esté en el interior de D. Esto completa la demostracion. ]

Siguiendo el argumento de Bayart, esta desigualdad fue generalizada por Helson en [Hel06].
Como antes, enunciamos el resultado para polinomios homogéneos.

Teorema 2.1.8. (Desigualdad de Helson) Sean m,n € N, y P(2) = },,/_,, @az” un polinomio
m-homogéneo en C*. Entonces,

NI

> Lol ) < (26)
a+1 = L1(T™)»

laj=m

donde a+1:=(oy + 1) (o, + 1).
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Demostracion. Definimos para cada 1 < i < n y polinomio m-homogéneo Z‘M:m caz® el ope-
rador T; como:

c
T; Z a2 | = Z —2 2~
lal=m |a|=m @i +1
Entonces, la desigualdad a probar se escribe como:
| T - TP p2(rny < IIP| 1 (Tn)-

Trabajamos con el miembro izquierdo. Si escribimos T;,—1 - - T1 P(z) = szm b 2%, resulta que

3 b Zm 1
Tn Tnf TP = . Y e — E b B 20
( 1 1 ) (Z) |a‘:m /Oén + 12 = /an + 1 (/Bvan)z ZTZ

|ﬁ‘:m_an

De esta manera, debido a la identidad (2.2) tenemos para wy, ..., w,—1 € T fijos:

2
m
1
/Mz_:o Vo, +1 m:%:a b’ |z dm(zn) = [To (Tooy - TiP) (wr, s, 2n) [

2

1
= > bayw’
anp=0 an +1 |Bl=m—an
2
m
=2 | X beaow’ |
an=0 \|Bl=m—an A2

Por la desigualdad de Vukotic (2.1.6)),
2

/|Tn (Tp_1 -+ T P) (w1, . .., wn_1, 20)|?dm(z,) < Z b(57an)wﬁzg"
T lal=m Hl

= HTn_l . -TlP(wl, ey Wn—1, Zn)Hiﬂ

Aplicamos esto en la desigualdad original para obtener:

</n |Tn...T1P|2dm(z1,...,zn)>5 _ </Tn1 /1r Ty Ty - - T1 P) |2dm(zn)dm(21,---,2n1)>

< (/qu (/T |Tn1..-T1Pdm(zn)>2 dm(zl,...,zn1)> Ny

Finalmente, repitiendo el argumento usado en la prueba de la desigualdad de Bayart (es decir,
empleando la desigualdad de Minkowski continua e iterando) vemos que:

1
2

1
2
(/ ]Tn---TlP\Qdm(zl,...,zn)> S/ |Pldm(z1, ..., 2n),

lo que completa la demostraciéon. O
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2.2. La desigualdad de Bohnenblust-Hille

En su articulo de 1930 [Lit30], Littlewood probé la célebre desigualdad hoy conocida como
desigualdad % de Littlewood: para cualquier forma bilineal ¢ : C* x C™* — C, tenemos

NN

ol

<V2 sup |¢(z1,2)],

S l(erses)
i 21,20€D™

donde (e;)"_; es la base canénica de C". Ademas el exponente % es 6ptimo, en el sentido que no se
puede reemplazar el factor v/2 por una constante independiente de n para exponentes menores.
Poco después, en el contexto del estudio de la convergencia absoluta de series de Dirichlet (y en
particular, del problema de convergencia absoluta de H.Bohr) Bohnenblust y Hille establecieron
en [BH31] una versién m-lineal de la desigualdad % de Littlewood: dado m € N, existe una
constante C), tal que para toda funcién m-lineal ¢ : C" x --- x C" — C vale

m+1
2m
2m_
Z |¢(ei17"'aeim)|m+l < Cm||¢”> (27)
ieM(m,n)
y nuevamente el exponente nf—fl es optimo en el sentido antes indicado. Notamos por B7u!f

a la constante 6ptima en (2.7). La demostracion original de la desigualdad revela que Bm# <
msm (v/2)™~1. En el mismo trabajo, Bohnenblust y Hille inventaron la polarizacién y dedujeron
una version polinomial (o simétrica) de (2.7): dado m € N, existe una constante D,, > 1 tal que

para cualquier polinomio m-homégeneo Z‘ a=m @az® en C",

m—+1
2m
2m o
E || ™+ < Dy, sup E anz”|, (2.8)
ZGD"
lor|=m |a]=m
2m : : ol P

y el exponente = tampoco puede ser mejorado. Si notamos B a la constante 6ptima en esta

desigualdad, el uso directo de la polarizacién permite establecer que:

m m—+1
pol mul T 2 (m+ 1) 2
Bm S Bm m—+1

2m (m') 2m

Desde la prueba original, fueron obtenidas varias mejoras en la estimacién de las constantes para
ambas desigualdades (ver [DFOCT11, [BPSS14| para un recorrido histérico sobre los progresos
relevantes en el tema). Precisamente estos dos articulos produjeron los avances méas notables. El
resultado central de [DFOCT11] asegura que la desigualdad de Bohnenblust-Hille para polinomios
homogéneos es hipercontractiva, esto es, existe una constante C' > 1 tal que:

[
Brel < cm,

En [BPSS14] se va un paso mas alla al obtener que el crecimiento de la constante BP? es subez-
ponencial: para todo € > 0, existe una constante k = k(e) tal que

B < k(14 ¢)™.
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Este ultimo resultado serd fundamental méas adelante para caracterizar el radio de Bohr de la
bola unidad ng en el rango 2 < p < oo (Seccion . Por este motivo, desarrollaremos a
continuacion las estimaciones obtenidas en [BPSS14], dividiendo la exposicién en subsecciones
para facilitar su comprension.

2.2.1. Un enfoque interpolativo en la desigualdad de Blei

La mayorfa de las demostraciones modernas de la desigualdad de Bohnenblust-Hille dependen
en algtin grado de una desigualdad debida a Blei [Ble79]: para cualquier coleccion (a;)ie p(m,n)
de complejos, se cumple:

m+1 1N\ o
2m n n 2
2m_
>l < II (3 S lagl , (2.9)
ieM(m,n) 1<k<m \ j=1 \ieM(m—1,n)
(donde (i, 7) es el multiindice (i1,...,15-1,7, ks ---,in) € M(m,n)).

El primer paso consiste en obtener una generalizacion de esta desigualdad a través del uso de
la interpolacién. Necesitaremos introducir un poco de notacién de indices para enunciarla. Para
m € Ny cualquier 1 < k < m, notaremos con Py (m) ala coleccion de subconjuntos de {1,...,m}
con cardinal k. Fijadon € N, si S = {s1,...,s;} es un elemento de Py (m), S serd su complemento
respecto de {1,...,m} y el indice ig serd una abreviacion de (is,,...,is,) € M(k,n). También
escribiremos ;- para referirnos a Zzl e sz Con esta notacién, la desigualdad de Blei

se escribe como:

m+1
2m

ool < I (X el

ieM(m,n) SeP1(m) ig ig

N

Nuestro objetivo es mostrar que vale una versién méas general de esta desigualdad cambiando
P1(m) por cualquier Pr(m), 1 < k < m. Introducimos para eso los espacios con los que in-
terpolaremos. Dados m € N, q = (q1,...,qm) € [1,4+00)™ consideramos el espacio de Lorentz
by = Lg (Lgy (... (£y,,(N))...), es decir, el espacio de las sucesiones de complejos m-indexadas
(aj) que verifican:

22 a9

Im—1
am

STUD - D DD Jalo < 400,

7:121 i221 7;m—lzl imzl

y esa cantidad se define como la norma de la sucesion en el espacio de Lorentz (que notamos

lalley). Observamos que en el caso que q = (mQ—Tl, e n%—’fl), para una coleccion (a;)ie(m,n)
tenemos:

2m
lalleg =D lail™+.

ieM(m,n)




2.2. LA DESIGUALDAD DE BOHNENBLUST-HILLE 27

Con esto como motivacion, utilizamos dos herramientas para estimar la norma ¢ de una sucesion.
La primera (y principal) es la interpolacion entre espacios de Lorentz: dados p,q € [1, +00)™
6 € (0,1), se verifica

[fp,ﬁ ] = lr,

donde 2 = 17 + f, para 1 <i < m (para una prueba de esto ver, por ejemplo, [BL12]).
El segundo resultado que necesitaremos es una consecuencia de la desigualdad de Minkowski
(ver [Gar(7, Corolario 5.4.2]): para 0 < p < ¢ < 0o y cualquier sucesién de complejos (¢; ;)
1
9\

> (St | = ;(gq,jw)z

En concreto, nos interesa lo que nos permite obtener en esta situacion particular: sean S €
Pr(m), A € [1,2] ya = (q1,---,qm), con g; = Asii € S, ¢; = 2 en otro caso. Una aplicacion
simple de induccién permite entonces mostrar que para cualquier coleccién de nameros complejos
(ai)ieM(m,n) Vale

A\ %

2

2
lalleg < [ DD lail . (2.10)
is is

Probamos ahora el resultado principal de esta parte.

Teorema 2.2.1. (Desigualdad de Blei generalizada) Sean m,n € N y 1 < k < m. Para cualquier
coleccion (ai)icpm(m,n) de complejos, vale

2m 2 k+1 (k)
DR N | BN D3I DIy
ieM(m,n) S€Py(m) is ig
2m 2m

Demostracion. Sea q = (7, -+, my7)- EL plan es usar interpolacion para estimar [[al¢,, que
coincide con el lado izquierdo de la desigualdad a probar. Con este fin definimos para cada
S € Pr(m) el exponente q° como ¢@ = k+1 para i € Sy ¢° = 2 en otro caso. Asi, para
1 <1 < m tenemos:

Z i_k%—l m—1 _'_1 m—1\ 1/m-1 k‘+1+1 ~m+1/m
¢ 2 \k-1 2\ k ) 2\ k m—k - 2m \k )’
SEPk(m)

Luego, si llamamos 6 := ﬁ concluimos para cada 1 <7 < m:
1 0
il Dl 2

k
G sepm b

y ademds > gep, () @ = 1. Por interpolacion de g con los espacios £ys (S € Pr(m)) tenemos:

1

ey < TT lal %),

SePy, (m)
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Finalmente por la desigualdad (2.10) con A = ;2% para cualquier S € Py (m) vale que:

k+1°
12k \ G
2 k+1
2
lalles < [ (X lai
is \ ig
_2m_ "2%1
Como |all¢, = (ZiEM(m,n) |ai|m+1) , esto concluye la prueba. O

2.2.2. La version multilineal

El objetivo principal de esta parte es dar una estimacién ajustada de la constante 6ptima en
la desigualdad de Bohenblust-Hille multilineal. El paso clave consiste en establecer una relacién
inductiva para la sucesion (B"*“"),,en. Antes de proceder, necesitamos dar algunos hechos sobre
la desigualdad de Khintchine . Recordemos que para cada p € [1, 2], existe una constante A, tal
que cualquiera sean n € N y complejos ay,...,ay, se cumple:

P \#
dz) .

(S) <» (1

Es importante remarcar que las mejores constantes son conocidas: se sabe que A, =T’ <Zi2) P

P
para p € (1,2] (ver [Haa81l KKO01]) y A1 = % (ver [Saw85, Teorema Al]).

Mediante el uso iterado del teorema de Fubini y la desigualdad de Minkowski continua,
podemos obtener una versién multilineal de esta desigualdad: para cualquier n, m € Ny coleccion

(ai)ieM(m,n) de complejos,

n
E iz
i=1

S =

p

Z ai]* | < AJ / Z aizi(ll) . fo::) dzM . dzm)

ieM(m,n) ieM(m,n)

N

Ahora si, estamos en condiciones de dar la férmula inductiva.

Proposicion 2.2.2. Sean m > 2 y 1 < k <m — 1. Entonces,

mult m—k pmult
Bt < AR BT
k+1

Demostracion. Fijemos n € N y sea ¢ = ZieM(m n) aizg) .. zz(::) una, forma m-lineal en C.
En vista del Teorema para probar la relacién alcanza con mostrar que para cualquier

S € Pr(m) se cumple

> lail < A" B¢l
. k+1
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Por simetria, basta con probar el caso S = {1,...,k}. Por la desigualdad multilineal de Khint-
chine con p = k%fl, tenemos:
k1
Z ai]* | < AR / Z a;iz Z(kH) . zi(m) dzF )z . (2.11)
— "1 nm | ‘< k+1 m
iesS Tt 1y-rtm=1

(k1)

Por otro lado, si fijamos w w™ € T y aplicamos la desigualdad de Bohnenblust-

Hille a la forma k-lineal dada por

1 k 1 k k+1
(z( )2t )) — L(z( ) 2B gkt ),...,w(m)),
obtenemos:
2k 2k
n n k1 E+1
(k+1) (m) mult L (k) (k+1) (m)
Z Z ajw;, . Wy < | B; 1 supl)e Z QiZj" - 2y Wi Wy
i1yemin=1 |igs1,0mrim=1 20, 2WET™ i At (myn)
2k
It R+1
< (Bl

Finalmente, sumando a ambos lados en (2.11])

2k 2k

=

Tk+1 ( | ok n n k+1
m—k) = k41
I DI ) DT R ] BRI
ics \icg s Tk =1 i1 osim=1

( k)e51 (==t
- mu + m
A k“/ (Bk “||¢||) dz D) gz m)
Tn(m—k)

2k
k+1
(A“” K Bm“”rw) ,
como queriamos ver. Il

Mediante el uso de esta relaciéon inductiva obtendremos una mejora sorprendente en la es-
timaciéon de Bﬁ“lt respecto de la que surge de la prueba en [BH31|; en particular podremos
establecer que el crecimiento de la sucesion (BM), cy es sublineal.

Corolario 2.2.3. Existe una constante k > 0 tal que para todo m € N se verifica:
mult ]
B < km 7| (2.12)
donde v = 0,5772 es la constante de Euler-Mascheroni.

Demostracion. Para m € N aplicamos la Proposicion [2.2.2] eligiendo k = m — 1 para obtener:

1\ zm-z
Byt <T <2 - m) By
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Como I'(2) =1y I'"(2) = 1 — , por Taylor existe una constante ¢,, > 0 tal que:

1\ 2m2 _ 1_
I'f2—-— = exp m log 1777+07m
m 2m — 2 m m2
_ 1 1 1—v ¢em
—exp{< 5 2m_2)log<l - +m2>}.

Utilizando el polinomio de Taylor de orden 1 para la funcién log(1 + x), concluimos que existe
una constante d,, > 0 tal que:

1—- & 1-— c d
10g<1_7+“;>:_7+n;+7§.
m m m m m

Podemos entonces elegir una constante absoluta C' > 0 de manera tal que:

~ =3 _
r(z-— <ep 2+ S
m 2m m?2

Como m € N era arbitrario, podemos iterar esta desigualdad para deducir que:
1-— 1 1
It i Z Z
B S e <<2> k=1 k) o <C k=1 mQ> .

De los conocidos hechos )~ k% < 400 y lmpeo (34 % —log(n)) = v, se sigue que es
posible encontrar x > 0 de manera que

1— 1—
Bm“lt < ke 2 lo8(m) — o ]

2.2.3. La version polinomial

En esta dltima parte probaremos una estimacién para Bf’ﬁl que sera fundamental para obtener
cotas sobre el radio de Bohr y constituyé nuestro principal interés para estudiar la desigualdad
de Bohnenblust-Hille.

De manera similar a lo que sucede en el caso multilineal, el paso clave para llegar a la
estimacion es establecer una desigualdad inductiva que relacione BP? con B™Mu!t,

Teorema 2.2.4. Sean m >2 €N, 1 <k <m — 1. Entonces,

m—k 1
m _ [ 5
mrs (1o g) gt (M) B
m— k)™M~ m!

Demostracion. Fijemos n € N. Sea P = Z\a|:m aq2% un polinomio m-homogéneo en C". Recor-
demos que P admite también una escritura

P = Z ajzj,

JeJ(m,n)
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donde a; coincide con a, si oy j se corresponden. Una parte fundamental del argumento consistird
en aplicar la desigualdad de Bohnenblust-Hille multilineal a una forma obtenida a partir de la
forma multilineal simétrica asociada P del polinomio, que podemos escribir como:

s T

Teniendo en cuenta esto, calculamos:

2m_ 2m
Z |aa‘m+1 = Z ’aj|m+1

loe|=m. J€T (m,n)

= > ('“[iﬂ)’"“
iemomny |17 \ [

2m

lafj| ) e
< Z o '
ieM(m,n) (Hl]|2

Mediante la generalizacion de la desigualdad de Blei (Teorema [2.2.1]), obtenemos:

—_

N R

D=

+1

(2.13)

> et T2 (SN

la|=m SePL(m) \ is

Nos proponemos controlar cada término de esa productoria. Para eso fijamos S € Pi(m), que
nuevamente supondremos coincide con {1,...,m}, y definimos el polinomio k-homogéneo sobre
C™ dado por:

P (2) :=P(€iy, -1 €iy 250, 2).

Concretamente,

a 1
P (z) = Z Hl[]]’ Zigq -+ iy

ieM(m—k,n)
ary .
= Z ﬁ”lgﬂzﬁcﬂ ce Rhmo
JjeT(m—k,n)
y por lo tanto
%
lag? .
1Psllzzry = | 30 Jallisl®
JeT (m—k,n)

[
=
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Como para cada S € Pi(m) y cada multiindice i € M(m,n), ‘L[gh < L!)!, vemos retomando

(m—k
la desigualdad ([2.13]):

|a|=m

E+1 1
k

%kl 2(?)

[N

CLi2
|3 (3 il

SEPK(m) is ig

(SIS

~ () I (S, -

SePL(m) \ is

Por lo tanto, estamos interesados en acotar || Pig||z2(rny. Hacemos esto usando la desigualdad de

Bayart (2.5)):

(m—k)k

1 k41 . m
H ||ZJ2r(1'[rn =~ <1+k> / |P(€Z'1,...,eik72’”wz)|k’+ldz'

Sumando a ambos lados, llegamos a

(m—k)k

k+1 2k
SIS < (14 5) I 3

ig

Para estimar la integral, fijamos w € T™ y aplicamos la desigualdad de Bohnenblust-Hille a la
forma k-lineal dada por

obteniendo:

2k .
Z\P CirsenvsCipsW,. .. w)|[FT < (BZL“” sup ]P(z(l),...,z(k),w,...,w)o
20 2k eTn

-----

2k
m—k)l  m™\ kT

_ k)(m—k) m!

donde hemos utilizado la desigualdad de Harris ((1.1.7)) en el altimo paso. Finalmente, siguiendo
la cadena de igualdades tenemos:

m+1
2m 1 m—=k
2m_ m! 2 1\ 2 (m—k)mm It
Z |aq|m+T < <(m—k)'> (1 + k) mBZm P[]0,
|a)l=m
de donde se deduce inmediatamente la desigualdad enunciada. O

Esta formula permite dar una estimacién ajustada sobre B’,’ﬁl.

Corolario 2.2.5. Dado € > 0, existe una constante k > 0 tal que para cualquier m € N,

B < k(1 +¢)™
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Demostracion. Resulta claro que alcanza con probar que existe una constante s’ que verifica la
desigualdad enunciada para valores suficientemente grandes de m. Tomamos k € N tal que % <e
y m > k. Por el Teorema tenemos

1
ol m—k m'" (m - k)' 2 mult
Bl <(1+¢) 2 (= < — B

m—k

Como B es una constante (pues k esta fijo) y (1 +¢)"2 < (14¢)? s6lo nos resta analizar
el otro factor. Por la aproximacién de Stirling , existe una constante C' > 0 tal que:

1 m—k
m' (m—Fk)\?2 m" e(m—k) 2
<
(m — k)ym—F ( ml ) e A ——
m—k
_ ek <mk) Tk
—

m—k
k 2
1+ ——+ 2,
< +m—kz> m
m—k

Del hecho que (1 + K ) : . eg, vemos que existe una constante C’ > 0 para la cual
m oo

m—k
m ( k)! 3
m m — ! k
< CO'mz2

<m—k>m-k< ml ) e

[SIES

Ce

k
m?2
m
(14e)2 m—oo
natural mg grande y una constante s’ que verifiquen:

si m es suficientemente grande. Finalmente, 0 y por lo tanto podemos elegir un

B < k(1 +6)™,

para cualquier m > mg, lo que queriamos probar. ]

2.2.4. La desigualdad de Bohnenblust-Hille via la desigualdad de Helson

El objetivo de esta parte mostrar una versiéon de la desigualdad de Bohnenblust-Hille sensible
a la cantidad de monomios con coeficientes no nulos en un polinomio homogéneo, presentada
en [CDSP14]. La demostracién de este resultado sigue los lineamientos del argumento utilizado
para probar la hipercontractividad de Bohnenblust-Hille polinomial en [DFOC™11]; el paso clave
congsiste en reemplazar el uso de la desigualdad de Bayart por la de Helson ([2.6]).

Teorema 2.2.6. Sea A C {a € NjJ : |a| = m} un conjunto de indices. Entonces, para cualquier
coleccion de complejos (cq)qep vale:

m—+1

|C | 7727‘73?1 2m ) 1 m—1

« m—

E <moaom (11— —— sup E
<a€A<Va+1> > ( m—1> 2eDn

a€N

(2.14)

Ccaz®
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Damos algo de notacion antes de la demostracion del teorema. Al igual que en muchos otros
argumentos de este trabajo, una parte importante del desarrollo consiste en manipular las sumas
cambiando la indexacién. En este caso, precisamos una forma cémoda de expresar los factores
a+ 1 para a € A(m,n) en términos de los conjuntos de indices J(m,n) y M(m,n). Si (pn)nen
es la sucesion ordenada de todos los primos naturales, vemos que a +1 = (o + 1) ... (a, + 1)
es simplemente la cantidad de divisores positivos de p* = p{*...p%". Denotamos por d(k) la
cantidad de divisores positivos para un numero natural k. De esta manera, resulta a+1 = d(p?®).
Por otro lado, para i € M(m,n) escribimos p; := p;, ...p;,,. Claramente, si los indices « e i estan
relacionados (es decir, si el indice j € J(m,n) asociado a a es una permutacion de i), p® = p;.

Demostracion. (del Teorema [2.2.6) Extendemos la definicion de los coeficientes ¢, al conjunto
A(m,n) por ¢, = 0si a € A. Recordemos de Mque al polinomio m-homogéneo P corresponde

una unica forma m-lineal simétrica ¢ : (C*)™ — C tal que P(z) = ¢(z, ..., z) para todo z € C".
Llamemos a;, i € M(m,n), a los coeficientes de ¢ (es decir, a; = a;;,,.. q,, = P(€i1,...,€,))-
Evidentemente, ¢, = [|j|Ja; cuando « y j son asociados. Podemos reescribir entonces el lado

izquierdo de la desigualdad como:

| | 2m % 'IYQLTI 2::’11
C m-+1 . a;
(Z(h)™) " - o
aEA jeJ(m,n) P;
2111 B
1 . a; m
= Z m |[i]| )
ieEM(m,n) DPi
2'm1 27:,;1
m-+
= X |
ieEM(m,n) (pi)

Si usamos la desigualdad de Blei (2.9) en la altima expresion y el hecho que |[(i,x7)]] < m|[i]],
obtenemos:

>

=1 \ieM(m—1,n)

-~
alNg
N
Ll s
+ 15—
—
~__
3
+[3
N——
S
IN
=
s
3
=
ES
f‘s
i
=
s|F
&
-

1 1
<1 > |l e
k=1 | =1 \ieM(m—1,n) d(p,.0)
L
m—1 . a i ,l
<m% [T S|
k=1 | 1=1 \ieM(m-1,n) d(pgiy)

Nos dedicamos a acotar cada factor del producto. El objetivo es manipular la expresiéon para
llevarla a una en que podamos aplicar la desigualdad de Helson (2.6)). Para lograrlo, usamos
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la simetria de los coeficientes (recordemos que provienen de un polinomio m-homogéneo) y la
relacion evidente d(p;) < d(p(,,;)) cualquiera sean i € M(m —1,n), 1<k<my1<I<mn:
1 1
n 2 2 n |2 2

) > )] | => 3 Hj”Qda(j’k‘l)

=1 \ieM(m—1,n) d(p(i,kl)) =1 \jeJ(m—1,n) (p(j,kl))

n 2

<y T illag,.?
- d(pj)

=1 \jeJ(m—1,n)

Para cada 1 < I < n consideramos el polinomio (m — 1)-homogéneo » ic 7(,,—1.) lillag .-
Aplicando la desigualdad (2.6)) a cada uno de ellos,

9 1
n

> S )| < Z/ Y lillag yws| dw (2.15)
=1

I=1 \ieM(m—1,n) d p(i,kl)) |jET (m—1,n)

<[] X agumd
=1

ieM(m—1,n)

n
< sup Z Z (i, l) %

2€D™ 121 lieM(m—1,n)
n

= sup sup E E (i, ) %Yl
T n
2€D™ yeED™ 1121 e M(m—1,n)

1 m—1
< <1 + > sup Z a2
€A

m—1 zeDn ’
«

donde en el altimo paso utilizamos la desigualdad de Harris ((1.1.7). La afirmacion queda demos-
trada. O

Para concluir, mencionamos algunas consecuencias interesantes de este resultado:

» Es inmediato que Vo + 1 < V2" y asi recuperamos la hipercontractividad de la desigual-
dad de Bohnenblust-Hille polinomial, el principal avance del trabajo [DEFOCT11].

= Si el namero de variables en cada monomio z* para « € A estd uniformemente acotado,
podemos conseguir una versién con crecimiento polinomial en m de la constante en la
desigualdad de Bohnenblust-Hille. Concretamente, dado M € N consideremos el conjunto
de indices

Apv i ={ae A(m,n): [{j:o; #0} < M}

Mediante una aplicacion directa de los multiplicadores de Lagrange deducimos que para
todo o € A, s se verifica:

at+l=(ar+1)...(an+1)< (%H)M.
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Ahora aplicamos la desigualdad (2.14)) para llegar a:

m-+41 m+1
i) < (et (3 ()]
o) <
OLEAn,]w M aeAmM o+ 1
m % m—1 ]. m—1
§<f—i—1) meam (11— —no sup Z ca?™!,
M m_l Ze]D)n
€Ny, M

de donde se deduce la afirmacién sobre el crecimiento de la constante para este conjunto
de indices observando que:

m M 1 1 m—1 M M+l
m 1)2 St (11— —— <%,
(M * " ( m — 1> =anm




Capitulo 3

Técnicas probabilisticas

En los ultimos afios ha crecido el interés por encontrar polinomios homogéneos con norma
supremo pequena en la bola unitaria de algin espacio de Banach con coeficientes que cumplan
alguna restriccién para el estudio de varios problemas en anélisis funcional. El primer gran
resultado en este sentido fue la desigualdad de Kahane-Salem-Zygmund. La forma integral de
esta desigualdad (ver [QQ13, Teorema 5.3.4]) asegura que existe una constante C' > 0 tal que
para cualquier n,m € N y eleccién de complejos (cq)|q|=m Vvale

/ sup |eq(w)caz®|P(w) < C | nlogm Z leal? | (3.1)
zehn la|]=m

donde (€q)|a|=m €8 una coleccién de variables idénticamente distribuidas Rademacher (ver defi-

nicion en la demostracion del Teorema més abajo). De aqui se deduce facilmente la version

original ([Kah93, Teorema 4, Capitulo 6]): para cualquier n,m € Ny A C A(m,n), existe una

coleccion de signos (€q)ach, €a € {—1,1}, tal que

E €a 2"

a€A

< C(n|A])2 /log(m). (3.2)

sup
ZGB[{)LO

Para nuestro objetivo, necesitaremos versiones de la desigualdad de Kahane-Salem-Zygmund
en espacios ;. Presentaremos un resultado de Boas [Boa0(] basado en métodos de Mantero y
Tonge [MT80] y después una generalizacion obtenida por Bayart [Bay12].

3.1. Primera estimacién

En la demostracion de ambos resultados necesitaremos un conocido lema de cubrimiento (ver

[MSS6)).

Lema 3.1.1. Sean ¢ > 0 y X wun espacio de Banach complejo de dimension finita n. Entonces,
la bola unidad By puede ser cubierta con una coleccion de a lo sumo (1 + %)2” bolas abiertas de
radio € con centro en Bx.

37
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Demostracion. Sea (B;)1<i<n una coleccion maximal de bolas disjuntas de radio § que verifican:

N 3
UBiC <1+§)BX.
=1

2n 2n
Comparando voliumenes obtenemos N (g) < (1 + g) , de donde se deduce que

) 2n
N§(1+) .
IS

Como la coleccién es maximal, para todo 2 € Bx existe 1 <7 < N con d(z, B;) < 5. Luego, las
bolas con mismo centro y radio € verifican lo pedido. O

Ahora si, enunciamos el resultado principal.

Teorema 3.1.2. Sean 1 <p < oo, n>1,m > 1€ N. Eriste una eleccion de signos (€;)je7(m,n)
tal que:

1 1-1 .
V/32mlog(6m)nz(m!)  » si1<p<2
sup Z €jZZi < (5-1)m 1

ZE€Be)™ lieg(mm)  i€lj] 32mlog(6m)n2 "\ »/ " (mh2 si2<p<oo
Demostracion. Introducimos la nocién de sistema de Rademacher para desarrollar el argumento.
Dado n € Ny w € [0,1], definimos r,(w) := sign (sin 2" 7w). Estas funciones son estocésti-

camente independientes y verifican P(r, = 1) = P(r, = —1) = 1. Elegimos una funcién de
Rademacher ¢; distinta para cada j € J(m,n) y consideramos la forma multilineal simétrica

aleatoria
Fw,2):= Y W) Z,
eI (m,n) ielj]

conw € [0,1], Z € (Bg;)m. El primer paso es acotar la probabilidad de que la suma para un Z
fijo tenga modulo grande. Para ese fin, tomamos Z € (B)™, A, R > 0y estudiamos ReF(w, Z).
Por la clasica desigualdad de Chebyshev | sabemos:

P({ReF(w, Z) > R}) < E[e*ReF@2)]e=AR (3.4)

Nos interesa entonces estimar esa esperanza. Debido a la independencia de las variables Rade-
macher,

1 1
AReF(w,Z)] _ A - _ .
E[ee ( )} = | | 5 €XP A E ReZ; | + 5 €XP A E ReZ;
JjeT (m,n) i€lj] iefj]

= H cosh )\ZReZi ,

JeT (m,n) i€fj]
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2

donde cosh(z) := £EE— es la funcién coseno hiperbélico. De la desigualdad cosh(z) < eT

obtenemos: )

2
E[eAReF.2)] < axp % $ ZReZ
JeT (m,n) \i€fj

Trabajemos con el miembro derecho para conseguir una cota que sea independiente de Z €
(Bg;z)m. En adelante, para analizar los casos 1 <p <2y 2 < p < oo simultdneamente escribire-
mos m(p) := min(p,2) y M(p) := méax(p,2). Por Holder,

2

ZReZi S(ml ~ ) Z‘Z‘m(p

iefj] i€fj]

_2
m(p)

Como % > 1,V 1< p< oo, reemplazando ese exponente por 1 llegamos a:

2

2 2
% S D Rez _Az(m!)?(lmm S N mmw

jeJ(mn) \i€ljl J€J (m,n) i€lj]

A

A2 2(1- k) m(p)
= | m(p) n n
S 7@ (124 N Zmllen,)
2
Como Zy € Byn (1 < k < m), nuevamente por Hélder sabemos que HZkH?Z(Z?)) < n<1 M<P>>.
m(p
Finalmente, esta cadena de acotaciones nos permite concluir a partir de (3.4)):
22 1) (12
P({ReF(w,Z) > R}) < exp <—)\R + 3(771!)2(1 m(p)>n<1 M(P)>m> ) (3.5)

Por simetria podemos alcanzar la misma estimacion para P({ReF(w, Z) < —R}), por lo que la
probabilidad de que |ReF'(w, Z)| sea mayor que R esta controlada por el doble de la cota en (3.5)).
Como el mismo argumento aplica para InF(w, Z) y |F(w, Z)| = /|ReF(w, Z)2 + [ImF (w, Z) |2,
es inmediato que:

P({|F(w, Z)| > V2R}) < 4exp (—)\R + f(m!f(l‘m@)n(l‘ﬂﬁm)m) . (3.6)

Ahora, para producir a partir de una cota para que la probabilidad de que la norma
supremo de |F(w,-)| sea grande, probaremos una estimacion de tipo Lipschitz para F(w,Z) y
luego utilizaremos el lema de cubrimiento[3.1.1} Fijemos w € [0, 1] y escribamos F,,(Z) = F(w, Z).
Seane >0y Z,W € (Bg)™ que cumplen [ Z — Wi||en < € para todo k. Como F} es multilineal
se tiene

Ft(Zl,...,Zm):Ft(Zl Wi, Wo, ..., Z )—I—Ft(Zl,ZQ WQ,Zg,...,Zm)—I—
+- -+ F(Z1,. .., Zm—1, 2 — W) + (W1, ..., W).
Luego, |F(w,Z) — F(w,W)| < me sup |F(w,U)| = me||F,|. Por el lema de cubrimiento,
UG(BZ;L)"”

tomando ¢ = 5, existe un conjunto A C (Bgn) de cardinal a lo sumo (1 + 4m)?"™ que
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contiene algiin punto a distancia menor a ﬁ de cualquier punto Z € (Bg;z)m. Por lo tanto, dado
Z € (ng)m, podemos encontrar W € A tal que:

1
[F(w, 2)| < |[F(w, Z) = F(w, W)+ [F(w, W)] < Sl F| +5uglF(w,U)!,
€
y tomando supremo concluimos:
[ Full < 2 sup |[F(w, U)]. (3.7)
UcA

Aplicando la estimacion (3.6) a cada elemento de A, en vista de (3.7) tenemos que:

P({IF] > 2v2R}) <P ( U (F(@,0)] > m}>

UcA

<P ({|Fwa>\fR})

UeA

2 1 2
< 4(1 + 4m)*™™ exp (—/\R + /\2(m')2<1m<1’)>n<1M@)>m> .

Ahora resta elegir los parametros A y R de manera adecuada:

=

R:= <2(m!)2(1_m%p)>n(1_M2@))mlog(g(l +4m)2nm)> ’
R

A=
(m!)Q(l_ﬁ)no_ﬁ)m

Estas elecciones permiten asegurar que P({||F;| > 2v/2R}) < 1, con lo cual existe wy € [0,1]
1

1 __2 2
para el que ”Fw()H < <16(m')2<1 m(P)>n<1 M(P))mlog(g(l _|_4m)2nm)> ]

Como 8(1 + 4m)?™™ < (6m)?™™ si n,m > 1, vemos que los valores de las variables Rademacher
en wo producen la eleccion de signos buscada. O

Tenemos la siguiente consecuencia inmediata evaluando en la diagonal de la forma multilineal
obtenida.

Corolario 3.1.3. Sean 1 < p < o0, n,m > 1 € N. Erxiste un polinomio m-homogéneo definido
en C" P =37, _, Ca?® con |cal = 7;—,' para cada « tal que:

1
P s11<p<2

11
2€Bn 32mlog(6m)n +<2 P)m(m')% 512<p<o0
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3.2. Segunda estimacion

Si bien las estimaciones desarrolladas hasta aqui son de gran utilidad cuando p > 2, necesita-
remos acotaciones méas ajustadas para el rango complementario. Esto justifica el desarrollo mas
técnico de esta segunda parte. Para nuestros propoésitos, introducimos los espacios de probabili-
dad de Orlicz.

Definicion 3.2.1. Sea v una funcion de Young, es decir, v : [0, +00) — [0, +00) es convexa, no
decreciente y verifica ¢(0) = 0, limy_, o () = +00. Sea (2, X, 1) un espacio de probabilidad. El
espacio de Orlicz asociado a v se define por:

Z
Ly :={Z : Q — R variable aleatoria : i (H> < oo para algiun ¢ > 0},

Cc

junto con la norma
A
| Z|ly = nf{c > 0:Ey (‘) <1}.
c
Observemos que si tomamos ¥ (z) = zP a través de esta construccion recuperamos el familiar
espacio L.
La estrategia sera idéntica a la de la secciéon anterior, con la diferencia de que trabajaremos en
un espacio de probabilidad de Orlicz con funcién ¢, (x) = ' —1, paral < ¢ < 00y oo = € —1,
para ¢ = oo. Para el primer paso, que consiste en estimar la esperanza de una suma aleatoria,
nos sera de utilidad el siguiente lema, deducido de |[Bay12, Seccion 2|.

Lema 3.2.2. Sean 2 < ¢ < oo, n € N. Eriste una constante By > 0 tal que para cualquier
eleccion de signos (&;);, y nimeros complejos (o), se cumple:

n

§ €Y

=1

" \F
<5, (z w)
=1

Yq

La estimacién principal viene dada por el siguiente resultado.
Teorema 3.2.3. Sea X un espacio de Banach de dimension n, m € N y 1 < p < 2. Entonces,

para cualquier coleccion de complejos (¢)je7(mm) Y de funcionales ...,z € X', existe una
eleccion de signos (&)jes(mn) tal que:

1 1 . n

sup Z eicjzi(z)| < C(log(m))» n#  sup {CJ‘I} sup (Z \:L'?C(z)|p> . (3.8)
2€Bx jeT (myn) JET (m,n) HJ”P

con C > 0 constante independiente de n y de m.

Demostracion. En el desarrollo de este argumento cambiaremos varias veces sumas indexadas
en J(m,n) por sumas sobre el conjunto de indices M(m,n). Extendemos la definicién de los
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coeficientes a M(m, n) haciendo ¢; = ¢; si i ~ j. Hacemos el caso p = 1 aparte pues es un simple
ejercicio de acotacion:

Y gl Y lgell= Y |'f;]'||1< )

Je€T (m,n) JET (m,n) ieEM(m,n)

i } : i :
< sup { - |z5(2)] = sup Gl sup |27 (2 .
ieM(m,n) Hl” ie/\/%z,n) JET (m,n) z€Bx Z "

Para el caso 1 < p < 2 necesitaremos desarrollar un argumento similar al de la seccién anterior.
Sea (€j)je 7 (m,n) Una coleccion de variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas
Rademacher. Definimos el polinomio m-homogéneo aleatorio

P(w,z) = Z e5(w)egr;(2).

J€T(m,n)

Como dijimos antes, el primer objetivo es acotar la probabilidad de que el valor absoluto de
P sea grande para un z € By fijo. Para lograr eso, estimaremos la esperanza de |P(w,z)|, o
equivalentemente (gracias a la definicién de espacios de Orlicz) la norma [|P(w, 2)l|y,,. Fijamos
z € By. Para w € Q, usando el Lema [3.2.2] tenemos:

hSA

1P, )y, = | Y. @) <By | D leajz)P

jEJ(m,n) w;} jeJ(m,n)

=B, | Y ||C[;]|Tx§(z)|p < By sup {'Ci|} > )P

1
ieEM(m,n) ieM(m,n) |[1} | P ieEM(m,n)

RS

m

cil : /
=B, su x)|P = F(z").
Pjej(ﬁin){” }<Z| ’) )

Si R > 0, como v,y es no decreciente:

PP 2)] > 7Y < By () > i (5 )

Como vimos que |[P(w, 2)|ly,, < F(2'), por la definicion de la norma tenemos Eq/yy (‘};(E‘;’,Z))') <1.
Luego, la desigualdad de Chebyshev implica que:

E% (\P(wlz)ﬂ) 1

< .
o (sten) v (o)

Como antes, para estimar la probabilidad de que la norma supremo de P sea grande, combinare-
mos lo obtenido en (3.9) con un argumento de cubrimiento y una cota de tipo Lipschitz. Fijemos

P({[P(w, Z)| > R}) < (3.9)
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w € Q vy escribamos P,(z) = P(w,z). Para z,w € By, de manera similar a como procedimos
anteriormente tenemos:

|Py(2) = P,y(w)| = |Py(z,...,2) — Py(w,...,w)| <m sup |P,(u,v,...,v)|||z —wl|

u,vEBx

m—1
m
< (20) IR -l < em sup 1PGs )z - wll
m—1 u€EBx
donde usamos la desigualdad de Harris [I.1.7] en la acotacion que baja de renglon. Ahora, por el
lema de cubrimiento hay un conjunto A C By de cardinal menor o igual a (1 + 4em)?” tal que

para todo z € By, existe w € A con ||z — w|| < 52-. Esto implica:

1
P(w, 2)| < [P(w,2) — P(w,w)| + [P(w,w)| < 5 sup |P(w,u)| + sup [P(w,w)],
2 u€EBx wEA

y en consecuencia, para cada w

sup |P(w,u)| < 2sup |P(w,w)|.
uEBx weA

Usando esto y la estimacion (3.9):

P{l[P.]l > 2R}) =P <{ sup |P(w,u)| > 2R}>

uEBx

(14 4em)?"

<Y P(|P(w,w)| > R) < (3.10)

weA Yy (%)
1

Para finalizar, le damos a R un valor adecuado. Escribimos R := A(logm)? n¥ F(z'), con A > 0
v calculamos:

=

(1+4em)®™ (14 4em)®"
R T eM'nlogm _ 1"
1/}17/ (F(m’)) ¢

= 0, podemos elegir A de manera tal que

(1+4em)n
erp'nlogm _1

(1+4em)3™ 1
W < 5. Para esa

eleccion, por (3.10) tenemos P({||P,|| < 2R}) > 5 y en particular existe wy € 2 para el cual:

Como limy_,

m

ERES Ci " P
[Pull = sup [P(w, )] < 2AB, (log(m))¥ n¥  sup ){‘J'} sup (Z\%(z)!”) ,

wEBx JeT(mn Hj”; zEBx k=1

la conclusion deseada. O

-

A partir de esto, podemos deducir facilmente un resultado andlogo para polinomios en C".

Corolario 3.2.4. Seann, m € N y1 < p < 2. Consideramos el espacio de Banach X = (C", ||-||).
Entonces, para cualquier coleccion de complejos (ca)|a|=m eTiste una eleccion de signos (€a)|a|=m
tal que:

1 m

b " ®
sup > lal”)
ZEBX k=1

101 !
sup | Y €acaz®| < C(logm)?'n¥ sup {|ca| (0“)
m:

z€Bx |a|=m loe|=mn

donde C > 0 es independiente de n y m.
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Comparemos este resultado con el Corolario para X = £, 1 < p < 2. Si consideramos
sblo la parte que depende de la cantidad de variables n, observamos

Respecto de la parte que depende del grado m, si hacemos en la eleccion |cq| = %,' tenemos:

1

| 1 11—
(logm)lii sup {’Ca’a.’p :(IOgM)P% sup E' "L W(m!)lfi
m.

laf=m laj=m &

Por lo tanto, en este rango la estimacion de [3.2.4] es estrictamente mejor que la dada en en
términos del crecimiento tanto en n como en m. Aprovecharemos este hecho en la Secciéon
para acotar por arriba el radio de Bohr de la bola ng para p entre 1y 2.



Capitulo 4

Radio de Bohr

El resultado de H.Bohr sobre series de potencias en una variable fue olvidado por mucho tiem-
po. Los trabajos de Dineen y Timoney [DT89] y Dixon [Dix95] (donde resolvi6 negativamente una
conjetura sobre algebras de Banach que satisfacen la desigualdad de von Neumann no unitaria)
dieron nuevo impulso al area. La generalizacién del concepto de radio de Bohr introducida por
Boas y Khavinson en [KB97] y su éxito parcial en conseguir estimaciones suscité un gran interés
en conocer el comportamiento asintético del radio de Bohr de las bolas unidad de los espacios
ly, 1 < p < oo. Esta altima serd la motivacion del presente capitulo (y una de las principales
del trabajo), en el que presentaremos los mejores resultados obtenidos sobre el comportamiento
asintotico del radio de Bohr para la bola unidad By~ recurriendo a las técnicas expuestas. En pri-
mer lugar, daremos el resultado original de H.Bohr y probaremos algunas propiedades generales
o estructurales del problema. En las secciones subsiguientes nos encargaremos de desarrollar las
estimaciones més ajustadas conocidas para cada rango, incluyendo algunos resultados originales
(en particular, la cota inferior para el caso 1 < p < 2 obtenida por un enfoque abstracto).

4.1. Conceptos generales

Comenzamos enunciando y demostrando el historico teorema de Bohr (ver [Bohl4]).

Teorema 4.1.1. (Bohr) El radio r = % es el valor dptimo para el cual se verifica la desigualdad:

Z len|r™ < sup chz” ) (4.1)

n>0 2€D 15>0
para toda funcion holomorfa f(z) =, ~ocn2" en el disco con sup,cp | f(2)]| < co.

Demostracion. Sea f : D — C holomorfa y acotada. Podemos suponer normalizando de ser

necesario que sup,cp | f(2)| < 1. Para ver que r = % cumple la propiedad del enunciado usaremos

el lema de Wiener (1.4.1). Tomemos |z| < § y calculemos:

D lenz"| = leol + D lenz"l < leol + (1 = [eol?) D |2

n>0 n>1 n>1

<lal+ (=0 35 (5) =led+5 0 -leo?)

n>1

45
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Como la funcion ¢t — ¢ + % (1 — t2) estd acotada por 1 en el intervalo [0, 1], hemos probado que
la desigualdad se verifica para cualquier |z| < 1 . Para ver la optimalidad, consideramos la
homografia definida por fq(z) := {=== donde 0 < a < 1. Es facil ver que si f, = > ,~bn2",
entonces Y~ [bn||2"] = 2a + fa(|2]) y que ademas 2a + fo(|2]) > 1 si |2| > 15 Haciendo

tender a — 1 por izquierda deducimos que el radio % no se puede mejorar. ]

Este resultado motivo la siguiente definicion, debida a Boas y Khavinson [KB97| que gene-
raliza el problema.

Definicién 4.1.2. Sea R C C" un dominio de Reinhardt. El radio de Bohr de R, que notamos
K(R), se define como el supremo sobre los r > 0 que verifican que para toda funcién holomorfa
f(z) =), caz® acotada en R se cumple:

2o

sup Z|caz | <sup\f |—sup
z€rR

Con esta notacion, el teorema de Bohr se lee K (D) = % Si bien mas tarde restringiremos
nuestra atencion al estudio del radio de Bohr para las bolas unitarias de los espacios £;; complejos
(1 < p < o0), es esclarecedor presentar dos resultados fundamentales sobre la estructura del
problema de Bohr con esta generalidad. El primero de ellos versa sobre la extremalidad de
K(ngo):

Teorema 4.1.3. Sea R C C" un dominio completo de Reinhardt. Entonces, K(By ) < K(R).

Demostracion. Sea f = ) cqz® holomorfa en R. Fijemos w € R. Por la definicion de do-
minio completo de Reinhardt, para cualquier w = (wy,...,wn) € By vale que el punto
(wiwy, . .., wpwy) pertenece a Ry por lo tanto, podemos definir una funcién holomorfa en Byn_
via g(w) := f(wiwi, ..., wnwy) cuyo desarrollo es g(w) = cow®w®. Llamemos p := K (B )
y v := (1,...,1) € By . Por la definicion de radio de Bohr para g, obtenemos evaluando en
w = pv que:

Y lealpw)®l =Y leaw|[(pr)* < sup

o o U]EBWL

Zcz an

Como w € R era arbitrario, concluimos que sup,e,p Y, [caz®| < sup,cp |f(2)| y por lo tanto
p= K(Bpy) < K(R). 0

< sup
zZER

El segundo resultado da una conexion fundamental entre el problema de Bohr y el estudio de
la constante de incondicionalidad de la base de monomios del espacio de polinomios homogéneos.
Antes de proceder, entendamos qué significa este ultimo concepto. Dado un espacio de Banach X
de dimension finita y m € N, el conjunto de monomios (24 )|q|=m resulta una base de P("X). Por
eso tiene sentido considerar la constante de incondicionalidad de esta base X((2a)|a|=m; P(" X)),
a la que para abreviar notaremos en adelante Xmon (P("X)). La conexién serd implicitamente
utilizada durante el resto del capitulo y es el disparador de los enfoques elegidos para estimar el
radio de Bohr multidimensional.
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Teorema 4.1.4. Sea X = (C", || - ||) un espacio de Banach de dimensidn finita tal que
x((er)}—1, X) = 1. Entonces
1 1 1 1
3 ]SKUﬁ)Smm<y 1>-
(SUPmen Xmon(P(MX))) m (SUPen Xmon(P("X))) ™

Demostracion. Empezaremos con una observacién simple pero que da la relaciéon clave entre
ambas magnitudes. Seanm € Ny P = Z|a|:m aqnz® € P(™MX). Entonces, tenemos para cualquier
z € Bx:

al «
o - aro . .
g |aqz%| = sup E €ala? (4.2)

lal=m all )=

Nos proponemos obtener una consecuencia de esta igualdad para polinomios homogéneos y luego
pasar al caso general descomponiendo el desarrollo de una funcién holomorfa en sus partes
homogéneas.

1
Llamemos p := (Sup,,en Xmon(P("X)))™. Vemos por (4.2) y la definicién de constante de
incondicionalidad que para cualquier w € Bx:

Z laqw®| = sup Z €aaw®| < Xmon(P(™X)) Z an 2"

lal=m €a€D |a|=m |a|=m
- - - P(mX)

= Xmon(P(" X)) sup Z aaz®
ZGBX |a‘:m

< p™ sup Z a2 .

zEBx |a‘:m

En particular, deducimos para w € Bx:

>

laj=m

Qg (w) ‘g sup Z anz|. (4.3)
p

zEBx |a|:m

Para ver la primera desigualdad, tomemos f = ) cq2® holomorfa en Bx con sup,cp, |f(2)] <1
y fijemos w € Bx. Combinando el lema de Wiener (|1.4.2]) con (4.3)), para cada parte m-homogénea

de f vale:
CAN S 1
Ca 3

< o— sup caz®| <
3™ LeBy agm 3

(1= |eol?).

>

laf=m

m




Esto nos permite calcular:

>

«
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=leol+>_ >

“(5) “(5)|
3p w1 o 3p

1
< ool + (1=Jeo) Y 5

m>1

1
= Jeol + 5(1 = leol?) < 1.

Como la cota vale para todo w € By, concluimos que é < K(Bx).
Para ver la otra desigualdad, notemos que por la definicién de radio de Bohr aplicada a P:

Y laa(K(Bx)w)*| = K(Bx)™ Y laaw® < sup | Y aaz®|. (4.4)

ZGBX

laf=m laf=m |al=m

En vista de (4.2)), a partir de (4.4)) se deduce inmediatamente:

1
sup Z €ataw®| < W sup Z a2,

€ €D ‘OA|=m

y de ahi se sigue que Xmon(P("X)) < m por la definicion de constante de incondicionalidad
de una base. Como esto vale para todo m € N, tomando supremo llegamos a K(Bx) < %, como

queriamos ver. Como la desigualdad K (Bx) < % es consecuencia directa del teorema original de

Bohr, hemos terminado la demostracion. ]

4.2. El radio de la bola unidad B

Como ya mencionamos, a partir del trabajo [KB97| se realizaron grandes esfuerzos por cal-
cular el comportamiento asintotico del radio de Bohr de las bolas unidad de los espacios £}
complejos, 1 < p < oo. La primera caracterizaciéon completa fue obtenida en [DFOCT11],
donde los autores mostraron como consecuencia de la hipercontractividad de la desigualdad
de Bohnenblust-Hille polinomial que K (B ) se comporta asintoticamente como \/% salvo

constante. Tras una serie de mejoras obtenidas en diversos trabajos (referimos por ejemplo a
[Aiz00, [DF06, [DT89, DFOCT11]), finalmente Defant y Frerick calcularon en [DFII] el orden
correcto del radio de Bohr para todos los espacios £;:

Teorema 4.2.1. Ezisten constantes C1,Co > 1 tal que para todo 1 < p < oo yn € N vale:

1 1
1 1_ml'n( ,2) 1 l_nn'n( ,2)
ol < Og”> " <K(By) <O ( Og”> o (4.5)
n n

El gran avance de este trabajo consistié en dar estimaciones ajustadas para la constante
de Gordon-Lewis de productos tensoriales de ciertos espacios y luego utilizarlas para obtener
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la cota inferior via la identificacion isométrica @"* X’ = P(™X), donde X es un espacio de
Banach de dimension finita. La cota superior era conocida; es consecuencia de las estimaciones
probabilisticas desarrolladas en el Capitulo [3| como veremos mas adelante.

Una de las principales motivaciones para la elaboracion del presente trabajo fue intentar dar
con las mejores constantes C, Cy posibles en 0 més precisamente, estimar el valor de

K(Bgy)

lim sup FE——
n log n min(p,2)
=)

En este sentido, fue demostrado bastante recientemente por Bayart et al. en [BPSS14] el siguiente:

Teorema 4.2.2. lim,

La diferencia en el orden de crecimiento para los casosp > 2y p < 2en sugiere tratarlos
por separado. Una inspeccién maés fina del resultado revela que K (Bg?) no tiende a cero cuando la
dimensién n — oo, a diferencia de lo que sucede para p > 1. Por este motivo, ordenaremos en las
subsecciones siguientes los resultados separando en estos tres casos, presentando en el desarrollo
algunos obtenidos por nosotros. Para finalizar esta parte, demostramos una de las desigualdades
en [£.2.2] (probaremos la otra mediante una estimacién mas general). El argumento de la prueba
serd utilizado para obtener conclusiones méas adelante.

Demostracion. (de la cota inferior en el Teorema Sea € > 0. Gracias al Corolario 2.2.5
existe k£ > 0 tal que para cualquier P =", _,, aqaz® € P("C") (m,n € N) se verifica:

m+1
2m

R < k(1 +&)™||P||oo- (4.6)
|a|=m

1

Escribamos r := (1—2¢) (k’g") ? v tomemos f(2) =), caz® holomorfa en D" con sup,cpn | f(2)] <

1. Recurriendo la tradicional descomposicion del desarrollo de f, tenemos para z € rD™:
2l S ool + 21" 3 leal

m>1  |al=m

Si aplicamos primero la desigualdad de Hélder, después (4.6) y finalmente el lema de Wiener
(11.4.2):

m—+1

_2m_ n+m—1\ 2m
S el | X et (MY (@)

laj=m |al=m

k(1 +¢)™ sup
zeD®

o
Q
I\
Q
/N
S
+
3 3
\
—
N—
g

la)l=m

w1~ Jeo)(1 + s)m(
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n+m—1
m

. . ., .. 1 m .
m. Gracias a la aproximaciéon de Stirling sabemos que (”J“:n” ) < e™ (14 £)™. Uniendo la
informacién, obtenemos:

en donde hemos utilizado el hecho que en dimensién n hay ( ) monomios distintos de grado

m—1

S Y feal S r(1—leo) Yo (Ve +) (14 ) (4.8)

m>1  |al=m m>1

La idea sera separar en tres partes la suma en (4.8) y acotar cada una. La cola de la suma resulta
m—1

la més facil para trabajar. Para m > \/n, se tiene que (14 2) 2 < (2¢/n) %, con lo cual

m—1 m

= 1

> Ve ) (14 )t < Y ( B2 Vae(1 - 22)(1 +s>ni) .
m>y/n m m>y/n "

Como 7vl°1g” — 0 cuando n — o0, toda esta parte de la suma va a 0. Para el resto del rango,

n4
m—1

necesitamos una estimacion distinta del factor (14 2) 2 . Consideremos (para m < /n) el
siguiente calculo:

m—1 1 1
n\ m Nnmm m-+n mn m 1 1
1 7) — < 1 R m 49
(+m n ( n ><m—|—n> _<+\/ﬁ>m (49)

Por lo tanto, si n es grande, podemos encontrar mg € N tal que:

m—1

(1+%>T <(l1+4¢)

siempre que m > my. Asi, si fijamos n suficientemente grande, tenemos:

> vt (14 2) T < Y ((1—2s><1+e>3\/1°§”¢m -

mo<m< /i mo<m<\/n

> m
Ahora bien, la funcién definida por ¢t — nim decrece hasta t = logn y crece a partir de ahf,
alcanzando un minimo con valor elogn. Esto implica que:

Z rm Z lca| < k(1 —|eol?) Z ((1 —2¢)(1 —|—g)%)m_

mo<m<yn  lal=m mo<m< /i

Como (1 — 2¢)(1 + 5)% < 1 para € > 0 (esto proviene de un simple analisis de la funcion
t— (1—2t)(1+ t)%), si mg es suficientemente grande también esta parte tiende a 0 con n.

Finalmente, retomando (4.9) sabemos que para n grande vale:

m—1 m

(1+%)T <(1+¢)
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si m < mg. Si ademdas pedimos logn > myg, la funcién ¢ — ntm resulta decreciente para
1 <m < myg y en consecuencia:

S Y el ey Y (L2 ima e g

1<m<mo  |a|=m 1<m<mg mgn2mo

Nuevamente, esta cantidad tiende a 0 si n — oo.
. . m
Sumando estas tres desigualdades, concluimos que podemos hacer que }, -1 7™ >, =, [Cal
sea arbitrariamente chico si tomamos n suficientemente grande. Asi, podemos encontrar n para

que valga:
Z|caz | <leol+ D™ D Jeal <1
m>1  |a|=m
1

Luego, a partir de un momento K (B ) > (1 — 2¢) (loi ") ? v esto obviamente muestra

K(Buy,)

hmlnf - > 1. O
(1ogn) 2

Observacion 4.2.3. El resultado principal de [DFOCT11] implica que para todo € > 0 existe
una constante K = K(g) > 0 tal que

B < K(V24¢)™
De haber empleado esta estimacion en el paso (4.7) en lugar del Corolario habriamos
obtenido (B
n 1
lim inf M > —

n <1ogn>% V2

n

A pesar del enorme avance que significé la demostracion de la hipercontractividad de la de-
sigualdad polinomial de Bohnenblust-Hille, no alcanza para calcular el valor de ese limite. El
resultado necesario para lograrlo era precisamente vy en esto radica la importancia del
trabajo [BPSS14].

4.2.1. Elcaso2<p< 0

Este es el tnico caso que estd completamente resuelto. Apoyandonos en los resultados ante-
riores y la demostracion de [BoaO(, Teorema 4|, mostraremos:

K(By)
1
(57)*

Demostracion. Sea 2 < p < co. Por los teoremas v [4.2.2]

=1.

Teorema 4.2.4. Sea 2 < p < co. Entonces lim,,

K(Bm,)

1

n logn \ 2
n

lim inf =1.
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Debemos mostrar la otra desigualdad. Como anticipamos, lograremos esto a través del uso de las
estimaciones probabilisticas obtenidas en el capitulo|3| Por el corolario dados m,n >1€N
existe un polinomio P(z) =37, _,, caz® € P(™{y) con [ca| = %,' para todo a que verifica:

N|=

+(35)m ()t

sup Z caz®| < \/32mlog(6m)n

2€B(L3)

la)l=m

La clave para obtener una cota superior a partir de esto es simplemente utilizar la definicién de
radio de Bohr. Para cualquier w € ng vale:

! 1y(1 1
> lcal K (Bey)w|® = K (Be)™ > Mol < \/32mlog(6m)n2+<2 p)m(m!)%.
P P al
|a|=m |a)l=m
Si ahora consideramos el vector wy = - (1,...,1) € By y evaluamos en lo anterior:
nbkP

K(Be)(1,...,1)\" K(Be)\™" m! 10 (1, 1
> 'C“‘< = )) :(()> > 2 < vazmlogomnt 2" m

|a|=m ne ne laj=m

De la igualdad 3_,_, %,' = n" obtenemos:

mlw \ 2 1
K(ng) < - (32nmlog(6m))2m .

A partir de ahora el resultado se sigue tras una serie de cuentas que, si bien son sencillas, haremos
con cierto deltalle. Trabajemos un poco la expresién de la derecha. En primer lugar, por Stirling,
m! < em™"2e~™. Usando esta informacion, elegimos m = [log(n)] para obtener:

n

K(By) < (5) ¥ 5 o log(n) | T (321 log(n) Tog(6Llog(r) ) T
Por lo tanto, nos alcanza con estudiar la expresion:
¢F 7] [log(n) | T (320 log(n)] log(6|log(n) |)) 2040
Es facil ver que

1 1 1 1
lim e20es(m] = lim [log(n)|4lee@] = lim 3220e™] = 1im (log(6|log(n)]))20ee™ = 1.

1 1 1 % log(n) ; -1 1
Ahora, como nlee™ < plen)-1 = (n 10%(”)) = elos()-1  resulta limsup,, e 2 n2les] <1
K(By)

<1 O

y en consecuencia, limsup,, —+ <
(log(n)) 2
n
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4.2.2. Elcasol<p<?2

Como anticipamos, en este rango el problema no esta cerrado. A continuacién presentamos
las cotas mas precisas conocidas, incluyendo una estimacién obtenida por nosotros.

K(Bn
Teorema 4.2.5. Sea 1 < p < 2. Entonces, limsup,, (7%)1

()

Demostracion. La prueba de esta desigualdad es similar a la hecha en el caso anterior. Como
antes, partimos de la existencia de un polinomio homogéneo con norma supremo pequena. Para
m,n € N, del corolario aplicado al espacio X = /) deducimos la existencia de un polinomio

4 _ a : _ m! Ao
m-homogéneo P(z) =} ,_,, caz” cuyos coeficientes cumplen |cq| = % para todo « y ademas:

1
11 m! (al\r
sup Z caz®| < C(logm)? n?" sup — <'> .
ZGB[;L la|=m laj=m | Q- \T:

Como antes, utilizando la definicion del radio de Bohr y considerando el vector zg = = (1,...,1) €

3
ST

ng obtenemos:
1

1 1 1 m! ﬁ o
K(Bgy) < Cw(logm)m'nme’ sup ( ) ne. (4.10)

jaf=m [\ @

Ahora hacemos la tradicional eleccion m = |log(n)] y como [log(n)| < n, el maximo coeficiente
multinomial tiene valor m! = [log(n)|! (en efecto, podemos elegir cualquier mulitiindice o que
verifique |a| = |log(n)] v a; <1,V 1 < ¢ < n). Calculos andlogos a los ya realizados permiten

KBy 0
()7

Para la cota inferior, presentaremos dos resultados. Si bien uno es mas ajustado, es interesante
mostrar los dos enfoques distintos con los que se obtuvieron, uno abstracto y otro elemental.
Para el primero, atacaremos el problema en el espiritu del Teorema dado un espacio de
Banach complejo X de dimension finita, nos interesara estimar ymon(P(™X)), la constante de
incondicionalidad de los monomios sobre los polinomios homogéneos en X . Lograremos esto a
partir de la igualdad isométrica ®Zzs X' =P("™X), que ya mencionamos como consecuencia de
la Proposicion [I.2.3] La prueba de la cota consta esencialmente de tres partes.

Hacemos un breve comentario antes de desarrollar la primera de ellas. Pisier [Pis86] y Schiitt
[Sch78] probaron independientemente un resultado fundamental, que asegura que para determi-
nar si el producto tensorial de espacios de Banach con base incondicional tiene él mismo base
incondicional basta con analizar los monomios (es decir, productos tensoriales de elementos de
las respectivas bases). Concretamente, muestran que la constante de incondicionalidad asociada
a la base monomial estd mayorada por la constante de estructura de incondicionalidad local mé-
dulo un factor independiente de los espacios involucrados. En [DDGMO01), Teorema 1], los autores
mostraron un analogo de este teorema para productos tensoriales simétricos. Nuestro resultado,
enunciado con la hipétesis adicional de que el espacio de Banach sea de dimensién finita por sim-
plicidad, contiene una mejora substancial (en términos del grado de homogeneidad) del factor
mencionado.

concluir que lim sup,,
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Proposicion 4.2.6. Sea m € N, X un espacio de Banach de dimensidn finita n con base 1-
m,s

incondicional (e)p_,. Llamemos Z := ®X. Entonces x((z5 := S(€5))jeg(mm); Z) < 2™xu(Z).

€s

Necesitaremos utilizar el siguiente lema auxiliar para desarrollar la prueba, basada en una
idea de Szarek [Sza81]:

Lema 4.2.7. Sea m € N, X un espacio de Banach de dimension n con base 1-incondicional
m,s m,s

(er)}_;. Para w € T", definimos el operador T : ®X — ®X como:

Es €s

= Y wy-w, (l§1S(€)), 2)S(e)

JeT (m,n)
Entonces || T,|| < 1.
Demostracion. La prueba consiste en calcular ordenadamente el operador 1" en un elemento

arbitrario recordando el Lema y luego utilizar la definicién de la norma inyectiva simétrica.
Empezamos tomando un elemento genérico z = Zle ®™Mzxy € Z y evaluando:

t
Z wjl...wjn<Zeg,Z®mxl Z ex

jeg(mn) iefj] =1 kG[ ]
1
Z Wi W ZZ e, (z1)...e, (1) WZGk
Je€IT (m,n) =1 i€[j] kelj]
t
Z Wiy - Wy, <Z€91($l)~--€;m($l)> Z K-
jeT (m,n) =1 ke(j]

Con esta escritura en mente, fijamos 2’ € By para calcular la norma de T'. Tenemos:

("™, T,2) = Z Wiy - Wy, <Z 6;-1 (xp) ... 6;'m(l‘l)> Z 2 (eg,) ... 2 (ex,,)

jeJ(m,mn) =1 kelj]
t
= Y wy-w il (Z e (1) . ..e;m(g;l)> 2 (ej,) ... 2 (ej,)
Jej(m n) =1

—Z YW (er) .2 (e, )elh (21) ... €], (x1).

=1 ieM(m,n)

Afirmamos que esta tltima expresion coincide con ((3-7_; wra!(ex)el)™, S, ®™a;). En
efecto,
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<Zwkx er)e ) Z@ xy) Z Zwklwl(ekl)eﬁﬂ(xl) Zwkmx'(ekm)ekm(aﬁl)

=1 \k1=1 km=1

= Z Z Wiy ...wimx'(eil)...:I:/(eim)egl(xl)...e;m(:pl).

I=1ieM(m,n)

Como (e}, )}_; es l-incondicional y 2’ = Z]_l a'(ej)e}, tenemos que || 37 w;a'(ej)ef]| < 1y
en consecuencia |[((2/)™, T,z)| < ||z|| - Como 2’ € Bx/ era arbitrario, esto implica ||, | < 1. O

Fl segundo ingrediente para proceder con la prueba de la proposicién es la caracterizacion
de la constante incondicional de una base desarrollada en [1.3.3] que recordamos aqui: si Y es un
espacio de Banach con base (yp,)nen, se cumple

X((Wn)nen; V) = imf{e [ > 1w o)l vl < clyllly'| vy e Y, v € V' (4.11)
€L

Por lo tanto, el argumento consistird en estimar la cantidad } ¢ 7(m.n) (25, 2)||(#', 23)| para
z € Z,7 € 7 en términos de x,(Z).

m,s

Demostracion. (de la Proposicion 4.2.6|) Sea ¢ > 0. Como Z = ®X tiene L.u.st. (es un espacio

Es
de dimensién finita), existe un espacio de Banach F' de dimensién finita con base (f;);_; de
manera que existe una factorizaciéon de la forma:

y se cumple [[ufl[lolx((£:)) < xu(Z)(1 + ).
Por otro lado, observemos que a partir de esta factorizacion para cada j € J(m,n) podemos
escribir:

,
25 = (v, uz;) U,Z fl,uzJ fy = Z(f{,uzﬁvﬁ.
=1

=1

Tal como anticipamos, fijamos z € Z, 2’ € Z' y calculamos:
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Yo lE I )= Y Kl )1, )]

JET (m,n) JET (m,n)
= Y A ) D uz)E v )
jEJ(mn) =1
<Z > 1w, v 1 21, uz)]
=1 jeJ(m,n)
1 1
r 2 2
<SS DD K v > 1 2 (] uz)
=1 \jeJ(m,n) J€T (m;n)

<22m Z/ (', 25) (%, v fr)wj, - . . wj,, | dm(w)

jeJd(m,n)

/T Z <J’ ><fl7uz.]>w]1' 'a}jm dm(aj>7

" ljeg(mm)

donde hemos utilizado las desigualdades de Cauchy-Schwarz y de Bayart (2.5]) respectiva-
mente, en los tltimos dos pasos.
En vista del lema [4.2.7] para w € T" definimos el operador T, : Z — Z como:

T,z = g Wiy - - Wi (25, 2) 25,
JjeT (m,n)

que verifica ||T,,|| < 1. Gracias a esto, podemos expresar el tltimo término de la desigualdad de
arriba como:

[ S ey,

Finalmente, esto da:

jejz(;n’n) {25, 2)[|(2, z5)| < 2™ /Tn /Tn XD IVTEZ | [[uTs 2] dm(w)dm (@)
< 2" o lllullll2"[1]=]
< 2™xu(2)(1 + ) [IZ'[l]1 ]

Debido a la igualdad (4.11)), deducimos que x((2j)jes(m.n); Z) < 2™Xu(Z)(1+4¢€) y de ahi se sigue
la conclusién deseada. O

Gracias a este resultado, para alcanzar una cota de la constante de incondicionalidad de los
monomios nos bastara con estimar la constante de incondicionalidad local de un espacio de Ba-
nach. Lograremos esto obteniendo una relacién entre esta constante y la constante de proyeccién
de un espacio . El argumento esté basado en la demostracion de [DE11, Proposicion 4.2].
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Proposicion 4.2.8. Sea X un espacio de Banach de dimension finita con base 1-incondicional
(ex)p_,- Entonces, para cada m > 1, tenemos:

m+1,s
( & X) <e\ (@ X)
m,s
Demostracion. Sean N € Ny ®:ZS X R—>£é\fo _ 5 ®X una descomposiciéon de Id®£n,sX.
€s

Necesitamos producir a partir de ella una factorizacién de I d®7n+1,s - Consideremos el siguiente
€s

diagrama:
m—+1,s Id m+1,s

® X ®g}s+l’sx ® X
€ €

= I
X®<®X> IdX®R X®ZN IdX®S X®X
€ Es

donde I,,+1, ¢ estan definidas para los tensores elementales por:

m+1

Im+1(®Tn+lx):x®®m:c7¢(x® Zy@ RY® QMR- QY.

x

~~

lugar j

Es claro con estas definiciones que el diagrama conmuta (basta con chequearlo en los tensores
m—+1 m—+1

elementales). Resta ver que ¢ estd bien definido. Sea Sy,41 : ® X — ® X el operador de

Es

simetrizacion (ver Seccién del Capitulo [1)). Para ver la buena definicién de ¢, mostramos
que Sp,+1 fija ¢(r @ @™y) para cada z,y € X:

m+1
Smt1(d(z @ @Y)) = Smt1 mZy@--@y@x@y@m@y
j=1

1 m+1
:ﬁ Smri(Yy® - QYRITRYR - QY)
m o
1 m 1 m+1
pu— '
m+1zm+1, Zmy@ QYRTOYR - QY
m+1

:m+1 Zy@ RYVITRYR -y =¢d(r®"y).

Ahora debemos calcular la norma de los operadores involucrados en el diagrama. Por la desigual-

dad de Harris (1.1.7) sabemos que:

Um! (m + )™+ 1\
I — =14+ — <e.
Ml < I1m (m+1)! +m = ¢
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€

m,s
Para estimar la norma de ¢, tomamos z = >, Y7L 5 @@™Myt € X ® <® X) y calculamos:

Es

t Sy 1 m+1
W=D D g D U BYOMB Y@ Dy
I=1 k=1 j=1

Elegimos 2’ € B’ y evaluamos la expresion anterior:

& g(2)) =D T 4 2 (yj,) "' (a1)

Il
R\
—~
<
=
8
—~
8
sy

< sup
YEBy/ PEB(@™"° X')

- sup (v
YEBx,PEB(QIV® X') I=1 k=1
— sup (Y @ P, 2)| = ||2]|.

$EBy,PEB(Q° X)

Por lo tanto, tenemos que ||¢| < 1. Finalmente, utilizando el hecho que la constante de
incondicionalidad de X ®€évo es 1 (ver [Que9b| Lema 5|) obtenemos:

£

| (dx ® R) Imy1]|l¢ (Tdx @ S) ||x <X®livo> <R[l LmsallllelIST < el RIS
3

Como la factorizacion SR = Idgm.s x era arbitraria, concluimos debido al Teorema W

m+1,s m,s
xu<® X) S6A<®X>7
€s

Es

la afirmacién a probar. O
Si combinamos los resultados de las dos proposiciones, podemos establecer la desigualdad:
Xmon (P(™X)) < 2™eX (P(™1X)), (4.12)

que vale para cualquier espacio de Banach X de dimensién finita con base 1-incondicional.

El altimo paso consiste en estimar la constante de proyeccién para los espacios de Banach
de interés. En el contenido de las siguientes dos proposiciones presentamos una cota de esta
constante obtenida por Defant y Frerick en [DEF11].
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Proposicion 4.2.9. Sean X = (C", || - ||) un espacio de Banach y m € N. Definimos para cada
multiindice |a] = m:

de :=supy |aq|: sup Z agz’| <1
ZGBX
|Bl=m
Entonces tenemos:
AP("X)) < sup S dal2?] = p(X).
ll2]1<1 |oo|=m.
Demostracion. Podemos pensar P(™X) como un subespacio de ¢ (Bx). Asi, el problema se
reduce a construir un proyector P : {s(Bx) — P(™X) con ||P|| < p(X). Consideramos los
funcionales ko : P(™X) — C dados por 3 5, agz? > a, donde |a| = m es un multiindice.
Por la definicién de los nameros dq, es inmediato que ||k, || = dqo, ¥V |&| = m. Usando el teorema
de Hahn-Banach, los extendemos a funcionales K, : {oo(Bx) — C con la misma norma. Estamos

en condiciones de definir el proyector:
P:lu(Bx) = P("X), fro 3 Kalf)=".
|a|=m

Resta acotar su norma:

IP(A) = sup | Y Ka(f)z*] < sup > [Ka(f)|2"]

21<1 || = <1,
la|=m laj=m

< sup Z da |l fllool 2% = P(X)| floo-

I=ll< la)=m

Luego, [|P|| < p(X) y la conclusion se deduce de la definicién de constante de proyeccion (ver
1.3.6)). O

Proposicion 4.2.10. Sean 1 < p <2, m,n € N. Entonces,
nym(1-3)
AP <em (14 )
Perg) < (142
Demostracion. Necesitamos acotar p(€}) = Sup||,|<1 2_a|=m dal2”|. De la demostracion de

m 1
obtenemos que d, < er (%,') 7. Sea ||z|]| < 1; por la desigualdad de Hélder y la formula multino-
mial de Newton:

1
m I\ »
S dl=ed ()

la)|=m |a|=m

3
hSA

|a]=m |a|=m
1
mn4+m—1\+
:ep< . ) (|z1P + -+ [zn )™
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Usando la aproximaciéon de Stirling para el coeficiente binomial, tenemos que

m
I

m m n\ o
B2t (100)7 =14 2)7,
p(f,) <ever + m +
de donde se sigue inmediatamente la afirmaciéon del enunciado. O

Ahora estamos en condiciones de mostrar la primera cota inferior para el radio de Bohr de
B, 1 <p<2:

e K(Bfg) 1
Teorema 4.2.11. Sea 1 < p < 2. Entonces, liminf,, ——2+ > —+.
(1‘)8(”))? 2eP

n

V

Demostracion. Combinamos la desigualdad (4.12]) con el resultado de [4.2.10 para obtener:

m—1

Xmon ('P(mfg)) S 2m6m <1+ n ) I’d

m—1
Usaremos esta estimacién para probar lo enunciado. Sean f = )"  c,2® holomorfa en ng con

1

Il <1, e >0y definamos r := (1 — &) (%) ” . Como es usual, en primer lugar obten-
2eP

dremos cotas para cada parte m-homogénea (m € N) del desarrollo de f:

E |caw®| = sup E €aCaw™| < Xmon mf” E CaZ
ea€D
la]=m la]=m lo]=m

m—1

< (1— Jof)2mem (1+ n ) |
m_

1

donde w € Byn es arbitrario y hemos utilizado el lema de Wiener 1} en el altimo paso.
Entonces, tenemos para el desarrollo original:

m—1

p/
_— mom m
§j|ca<m> = el + 5 S Jealrw)?] < feo] + (1= Jeo?) 3 2 ( 1)

m>1|al=m m>1

Empleando a partir de acd la técnica de la demostracion de (es decir, separar la suma en
tres términos y acotar cada uno utilizando una estimacion apropiada del término (1 + %) ),

vemos que si n es suficientemente grande,

m—1

D lealrw)®] < feol + (1= |eof?) Y rm2me™ (1 N 1) o<
« m>1 m=
B
Por lo tanto, deducimos liminf, (B L > (1 — ¢)-1; y la conclusion se desprende de la

n

arbitrariedad de € > 0. O

n
D
log(n) ) P’ 2610
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Ahora pasamos al enfoque elemental para obtener una cota inferior, tomado del trabajo
[BDS14]. Para ello, necesitaremos introducir un poco més de notacion sobre multiindices. Recor-
demos de la Seccién que dados n,m € N, habiamos llamado:

M(m,n) :={i=(i1,...,0m) 1 i1,.-.,im € {1,...,n}},
‘-7<m7n) = {j = (.7177Jm) € j(m7n> :jl < .]71}
Notacion 4.2.12. Sea n,m € N. Escribimos:

J(m) =] Jm,n), 7 =] T(m).

neN neN

Dado X = (C", || - ||) un espacio de Banach, denotaremos por H>(Bx) al espacio de Hardy de
funciones holomorfas acotadas en By, es decir:

H*>(Bx)={f:Bx — C| f holomorfa con sup |f(z)| < co}.
z€Bx

De esta manera, a cada f € H*(Bx) la podemos expresar:

F=> ¢

jeJg

Para un subconjunto de indices J C J, notamos con P(’X) ¢ H*(Bx) al subespacio cerrado
de funciones f para las cuales ¢;(f) = 0si j e J \ J. Es claro que con esta notacion el espacio
de polinomios m-homogéneos P(™X) es simplemente P (7 (™™ X).

Finalmente, si J C J(m) llamaremos conjunto reducido de J y denotaremos con J* al
conjunto de indices:

J'={jeJm—-1):Fk>1con (jk) € J}.

Al analizar el proceso seguido para obtener la primera cota inferior, observamos que la relacion
fundamental estd dada por la ecuacién (4.12)), que conecta la constante de incondicionalidad de la
base monomial de los polinomios m-homogéneos de un espacio con la constante de proyecciéon del
espacio de polinomios (m — 1)-homogéneos. Esto nos da en cierto sentido una relacion inductiva
en las cantidades que deseamos estudiar. El primer paso para obtener la segunda estimacién
consiste en establecer un anélogo de esta relacién. Hacemos esto en los siguientes dos lemas.

Lema 4.2.13. Seann,m € N,m > 1y1 < p < 2. Definimos el operador Q € L (E;‘ X Eg,P(mflfg))

por:
Q(z,w) := Z ( b(j7k)zj> W,
k=1

JET(m—1,n)

donde by € C para j € J(m —1,n), 1 <k <n. Entonces

(Z 1b,k) lp')
k=1

siempre que j € J(m — 1,n).

1
Y

m—1 1
<e 7 |[jlI7]Qlle,
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Demostracion. Sea w € Byn. El operador Q(+, w) resulta un polinomio (m — 1)-homogéneo:

Qz,w) = Z (Z b(jyk)wk> 25

JjeT(m—1,n)

Por la férmula integral de Cauchy, de acuerdo al Lema tenemos para sus coeficientes:

T sup [Q(zw)] < e T [[§]]7 Qoo

ZEB[IVJL

(S .

Lema 4.2.14. Sea P = Zjej(m’n) ajzj € P("€y). Entonces, para cada j € J(m —1,n) vale:

La demostracién se concluye observando que:

==

Z b(j, ) Wk

k=1

sup
'LUEB[VL

/ 14m=t 1
ST dagml” | < me™T1F P s
k:jm—l

Demostracion. Sea P = ZieM(mm) b;z; la forma multilineal simétrica asociada a P. Recordemos
que la relacion entre los coeficientes viene dada por by = ﬁ, donde i ~ j € J(m,n). Definimos
el operador Q : €3 x £ — P(™147) como:

Q(z,w) = P(z,...,z,w).

Calculamos una expresion para Q:

Q(z,w) = Z biziy . - Zi,, Wi,

ieM(m,n)

= Y Yk
ieEM(m—1,n) k=1
n

— Z Zzbizil e R, WE

jeT(m—1,n) ic[j] k=1

= Z Z szn- Zi 1 | Wk

jEJ(m—L ) k=1 IG[J]

- < b(Lk)H-]”Z]l cee ij1> W -
jeJ(m—1,n) \k=1
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Ahora, como [[j, k)]| < m|[j]| para j € J(m,n) tenemos usando el lema anterior:

n » n P

> lagml” S oG k)P

k=jm—1 k=jm—1

<m (Z |b(j7k)‘[j]|’pl>
k=1

m—=1 1
<me # |[[j]|" Q-

Por la desigualdad de Harris (1.1.7), [|Q]l < €||P|ls ¥ la conclusion del enunciado se sigue

/

1
Y

inmediatamente. O

Estamos en condiciones de enunciar y demostrar el resultado principal.

Teorema 4.2.15. Sean 1 <p <2, mn € N. Si P =} i 7., ,) 052 € P("03) y J C T(m,n)
entonces: . )
14m—2 x1—=
D lallesl < me T Wl Pl (4.13)
jeJ

para cualquier w € L. En particular para cualquier subconjunto finito J C J(m), vale:

Xomon(P("£,)) < me' 5 |15, (4.14)

Demostracion. Sean P € P(™(}),J C J(m,n) y w € £}. La prueba consistird en acomodar
los términos de la suma en (4.13) para acotar utilizando la desigualdad de Holder y después
aprovechar el lema anterior. Calculamos:

S asllwsl =D > lagmllwillwl

jeJ jeJ* k:(j,k)ed
L 1
n v n P
/
< bt 3 o) (St
jeJ* k=Jm—1 k=1

D=

14m=1 .
<me " wleg Pl Y Ll [1i]]7-
jeJx

1
Nos resta trabajar con el término » ;. wjl[[j]|?. Nuevamente por Hélder:

U

p P
1
> leslllle < [ sl Y1
jeJ* jeJg* jeJ*
1
b 1
< > bl | 1

JjeT(m—1,n)

m—1 J* L/
ol
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en donde para el ultimo paso hemos utilizado la férmula multinomial. Combinando las dos
estimaciones, obtenemos:

4m=t -1 m
D lallwsl < me ™ T w1 1Pl oo
jeJ
Para concluir a partir de esto la relacion (4.14), notemos que cualquier subconjunto finito
J C J(m) esta contenido en J(m,n) para algan n apropiado. Luego, todo polinomio P € P(JEZ)
puede ser visto como un elemento en P (") con la misma norma de donde se deduce inmedia-
tamente la conclusién deseada. O

En vista de nuestros objetivos, desglosaremos un caso particular de (4.14]). Tomamos J =
J(m,n) y notamos que J(m,n)* = J(m — 1,n). De la estimacion de Stirling

m—1
=1 = ("7 e (14 1)

m—1 m—1
obtenemos: .
m on m n pl
Xmon(P("4;)) < me <1 +—— 1) . (4.15)

11 m—1

Sabemos por [DDGMO01], Teorema 3| que Xmon(P(™4})) = (n p) con constantes que de-

penden so6lo de m. Es decir, la ecuacion (4.15) es optima respecto del crecimiento en n; su
importancia radica en que mejora el crecimiento de las constantes dependientes de m respecto
de las estimaciones anteriores.

Imitando la técnica empleada en la demostracion de 4.2.11] de la desigualdad (4.15) obtene-
mos como corolario la siguiente estimacién del radio de Bohr, més ajustada que la anterior.

Corolario 4.2.16. Sea 1 < p < 2. Entonces liminf,, —"1

4.2.3. Elcasop=1

Tal como mencionamos més arriba, la diferencia fundamental de este caso con los anteriores es
que la sucesion (K (B ))nen no converge a 0 porque esta acotada entre dos constantes positivas.
Presentamos los mejores valores conocidos para estas constantes, siguiendo a [Boa00)].

Teorema 4.2.17. Paran € N el radio de Bohr K(Byy) admite las siguientes cotas:

1
< K(Bm) <
3e (Bey) <

Demostracion. La cota superior es una consecuencia inmediata de la igualdad K(Bg%) = %

(esto es el teorema de Bohr |4.1.1)) y del hecho que la sucesion (K (Bp))nen es obviamente

decreciente. Veamos la otra desigualdad. Tomamos n € Ny f =5 c,2® holomorfa en Byn con

SUp.ep,, |f(2)] < 1. Por la estimacion de Cauchy (Lema , tenemos para los coeficientes de
1

f:

W
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Como esta desigualdad vale para los coeficientes de cualquier funciéon holomorfa con moédulo
acotado por 1 en Byr podemos utilizar el Lema para mejorar esta estimaciéon por un factor
de (1 — |co|?). Asi, para cada parte m-homogénea del desarrollo de f se cumple:

mm
D leaw| < (L=feof?) Y ],

la|=m la|=m

donde w € B(¢}). Multiplicando y dividiendo por el coeficiente multinomial %,' y observando que
a® > al, llegamos a:

mm m!la! mm m!
S feaw?] < (L= fao?)r 30 TS < (1 JeoP) T ST e,

al

|a|=m Cal=m |a)|=m

Ahora, como 7, _,, | = Hw||?fb tenemos:
mm
3 o] < feol + (1 feol”) 3 7 ol
« m>1

Para deducir una estimacion para el radio de Bohr a partir de esto, recordemos que la funcion
42
t— 1+ (A=t) esta acotada por 1 para ¢t € [0, 1]. De esta manera, tenemos que si 7 es el tnico

2
Sl (4.16)

real positivo que verifica:

entonces K (Bgn) > r. Esta ecuacién se puede resolver exactamente recurriendo a la funcién

arbol T proveniente de la combinatoria (ver por ejemplo [Knu97, p.395]) que satisface la ecua-
cion funcional T'(z)e~7(®) = z y admite desarrollo en serie de Taylor T'(z) = Y, -, m:;!_lmm.

. . . . . / 1
Gracias a este desarrollo, podemos escribir la igualdad (4.16) en términos de 7' como r1"(r) = 5.
Derivando a ambos lados en la ecuacién funcional, obtenemos:

T(z)

2T (z) = A=T@)

_1
39
demostracién. ]

Se sigue que T'(r) = % y entonces la ecuaciéon funcional implica r = lo que concluye la
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Capitulo 5

Series y polinomios de Dirichlet

Fl hilo conductor de la primera seccién serd el problema de convergencia absoluta de H.Bohr
y la resolucion dada por F.Bohnenblust y E.Hille. Mostraremos algunos de los importantes resul-
tados sobre la teorfa de series y polinomios de Dirichlet obtenidos por Bohr en su investigacion,
teniendo como principal objetivo indicar el marco en el que surgi6 la idea del radio de Bohr.
A continuacion, con la intencién de exponer un notable refinamiento de la solucién original del
problema introduciremos un concepto profundo proveniente del analisis armonico (el de conjun-
tos y constantes de Sidon) y mostraremos su relacion con la incondicionalidad de espacios de
polinomios en un caso particular. Para finalizar, desarrollamos una generalizacién del problema
del radio de Bohr en el contexto de las series de Dirichlet expuesta en el articulo [CDGT14].
Destacamos que las series de Dirichlet constituyen uno de los principales objetos de estudio de
la teorfa analitica de ntimeros y que si bien aquf no adoptaremos en general ese punto de vista,
precisaremos emplear algunos resultados basicos de esta area para manipularlas. Recopilamos
estos resultados en el Apéndice

5.1. El punto de vista de Bohr

Una serie de Dirichlet es una serie de la formas:

D(s) = Zann_s,

donde a,, € C para cadan € Ny s = o + it es la variable (compleja) de la serie de Dirichlet.
Por analogia con las series de potencias, un polinomio de Dirichlet es simplemente una serie de
Dirichlet truncada:

N
Q(s) = Z anpn”°.
n=1

El conjunto de series de Dirichlet, que denotamos ®, tiene una estructura C-lineal obvia y la
llamada multiplicacion de Dirichlet:

a0 | [ D bt =) ( > akbm> n*

n>1 n>1 n>1 \km=n

67
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hace de ® un algebra conmutativa unitaria con unidad ), <, d,1n~°.
El ejemplo més famoso de serie de Dirichlet es la funciéon ¢ de Riemann:

((s) = Z n-°.

n>1

Es precisamente en el contexto del estudio de esta funcion (y posiblemente, de la hipotésis de
Riemann) que H.Bohr hizo varios aportes al estudio de la convergencia absoluta de series de
Dirichlet. Hacemos una breve disgresion para motivar sus primeras definiciones y resultados en
este sentido. Las series de Dirichlet pueden verse como un caso particular de las series de Dirichlet
generales, que tienen la forma:
> ane™ ™
an€ ,

n>1

donde las frecuencias (A, )nen forman una sucesion de reales creciente y no acotada. Eligiendo
An = logn, recuperamos las series de Dirichlet ordinarias. Si tomamos A\, = n y hacemos el
cambio de variable z = e™*, obtenemos las familiares series de potencias ) -, a,2". Es bien
sabido que estas series convergen en discos y que los radios que definen los discos maximales
de convergencia, convergencia absoluta y convergencia uniforme coinciden. En términos de las
series de Dirichlet originales, debido a que el cambio z = e~ transforma discos en semiplanos y
radios de discos en rectas verticales definidas por una abscisa, tenemos que las series con A\, = n
convergen en semiplanos y las abscisas maximales de convergencia, convergencia absoluta y
uniforme son iguales. Con esto en mente, definiremos estas tres abscisas de convergencia para
series de Dirichlet en @ (y veremos que la situacion es méas compleja que lo que sucede en el caso
de series de potencias).

Definicién 5.1.1. Para una serie de Dirichlet D(s) = > -, apn™?, se definen las siguientes
abscisas: -

o.(D) =inf{oc € R: D converge en [Res > o]}
ou(D) = inf{o € R : D converge uniformemente en [Res > o]}

0q(D) = inf{o € R: D converge absolutamente en [Res > o]},

las abscisas de convergencia, convergencia uniforme y convergencia absoluta de D respectiva-
mente.

Es claro que —oo < 0. < 0y, < 0, < 0. Sin embargo, a diferencia de lo que sucedia para las
frecuencias A, = n, estos tres nimeros no necesariamente coinciden.

Ejemplo 5.1.2. Consideremos la serie de Dirichlet D(s) Y -,(—1)"n"°. Esta serie converge
para cualquier s con Res > 0, pero converge absolutamente sélo en el semiplano [Res > 1].
Luego, en este caso o.(D) # 04(D).

El ejemplo muestra que sup{o,(D) —o.(D) : D serie de Dirichlet} > 1 (y no es dificil ver que
en realidad vale la igualdad). El problema de convergencia absoluta de Bohr consiste en calcular:

T :=sup{oy(D) — 04(D) : D serie de Dirichlet}.
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Bohr prob6 que T < % en 1913, y no fue sino hasta 1931 que Bohnenblust y Hille [BH31]
resolvieron el problema mostrando que T' = % (recomendamos la iluminadora exposicion [DSP14]
sobre la resolucion de este problema desde un punto de vista moderno). El enfoque adoptado por
Bohr fue el de relacionar las abscisas con la funcion holomorfa que define la serie de Dirichlet en
su regién de convergencia. Més concretamente, prob¢ el siguiente teorema.

* una serie de Dirichlet no siempre divergente. Sea f : [Res >

Teorema 5.1.3. Sea ), - apn™
o.(D)] = C dada por f(s) = >, an# su funcion holomorfa asociada. Supongamos que f
se extiende a una funcidn holomorfa y acotada en [Res > 0]. Entonces, anl apn”~® converge

uniformemente en [Res > €| para todo € > 0.

Se deduce como corolario la siguiente relaciéon fundamental entre la abscisa de convergencia
absoluta de una serie de Dirichlet y la regién de acotacién de su funcién asociada.

Corolario 5.1.4. Sean D(s) =), - ann™° una serie de Dirichlet y f : [Res > o.(D)] — C su
funcion holomorfa asociada. Entonces,

ou(D) = inf{r: f(s) es holomorfa y acotada en [Res > r|}.

En definitiva, el curso de la investigacion lo llevé a buscar vinculos entre la convergencia
absoluta de una serie de Dirichlet y las regiones donde la funcién holomorfa asociada es acotada.
En este sentido, probé en [Boh13| que para cualquier serie de Dirichlet de la forma Zp primo @pP "
se verifica la desigualdad:

Z lap| < sup Z app”®|. (5.1)

p primo [Res>0] p primo

Fue exactamente este tipo de consideraciones lo que inspiré a Bohr para formular su pregunta
sobre series de potencias de una variable.

El segundo gran aporte fue una manera ingeniosa de relacionar series de Dirichlet con series
de potencias en infinitas variables. Si (pg)ren denota como es usual la sucesion de primos en
orden y n € N se factoriza como n = pJ* .. .pg’“ = p“ cada natural n tiene asignado de manera
univoca un multiindice « (y viceversa). Esto permite definir una aplicacion biyectiva entre el
espacio de series formales P y las series de Dirichlet ©:

B:P -2

Z Ca 2™ Z anpn”?®

s nz1
Co — apa.
La aplicacién B se conoce como transformada de Bohr v es claramente un morfismo de algebras.

Bohr caracteriz6 con precisiéon la relacién entre la abscisa de convergencia uniforme de una serie
de Dirichlet y la regién donde la serie de potencias asociada es acotada:

Teorema 5.1.5. Sea D una serie de Dirichlet. Entonces para cada d > 0, su serie de potencias

—(ou(D)+9)

asociada es acotada en todos los dominios de la forma |z,| < py , es decir:

«
sup sup Z Ca (p(”“(D)M)z) < 00.
neNz€Bm, | heNp
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Y reciprocamente,

Teorema 5.1.6. Si la serie de potencias es acotada en la region |z,| < p,?°, entonces
ou(D) < 0yp.

Un analisis cuidadoso de las demostraciones de Bohr de estos teoremas permite obtener
un isomorfismo isométrico a partir de la transformada de Bohr restringiendo el dominio y el
codominio. Para eso, introducimos el algebra:

Moo = {D serie de Dirichlet : la funcion asociada f esta definida y es acotada en [Res > 0]},

dotada de la norma supremo

1
IDllsc = sup |f(s)] = sup |> an—|.
[Res>0] [Res>0] |;,=7 n
Destacamos que el par (Heo, || - [|so) constituye un algebra de Banach. Por otro lado, el espacio de

Hardy H*(B.,) de funciones holomorfas y acotadas en B, (donde por holomorfa entendemos
C-diferenciable Fréchet(|[CCT1]) puede ser identificado con un subespacio de P8 por medio de la
asignacion f — (ca(f)) o0 pPara cada f € H®(Bg,). Recordemos que en H*(B,) la norma
0
de una funcion g viene dada por ||g]|eo = SUD.cp,, |f(2)].
Un resultado probado en [HLS97] asegura que la transformada 9B se restringe bien a estas
algebras:

Teorema 5.1.7. La aplicacion B : H*(B.,) — Heo estd bien definida y es un isomorfismo
150métrico.

Damos un bosquejo de la demostraciéon.

Demostracion. Alcanza con probar que para cualquier N € N y complejos aq,...,an se tiene:
sup E a,n”°| = sup E apez®|,
[Res>0] |,; zeDN a€AN

donde Ay := {a: 1 < p* < N}. El primer paso consiste en reemplazar los conjuntos sobre los
que se toma supremo en ambos términos por sus bordes usando andlogos del principio de médulo
maximo. Por un lado, para polinomios de Dirichlet vale:

E apn °| = E anpn~ 4

n=1
Aplicando el principio del médulo maximo e induccién no es dificil ver que

sup
[Res>0] |,,

= sup
teR

sup E apez®| = sup E apaw®

ZGD OCEAN wET OCGAN
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Ahora, el resultado se sigue de una consecuencia del clasico teorema de aproximaciones diofénticas

de Kronecker: el conjunto {(pl_it, e ,p;,it) : t € R} es denso en TV. En efecto, si para cada
1 <n < N escribimos n = pi“(n) D ™) entonces:
N
i _ _ it 4 _
S Zanp SO = T e () ()
n=1 acAN

Por densidad,

—it —it\a —it\a
sup g ann = sup Z ape (p7 ") ... (pg )| = sup g apew®|,
teR teR aEAN weTN aEAy
lo cual concluye la demostracion. O

Como consecuencia de este resultado, muchas de las técnicas e ideas empleadas para traba-
jar con series de potencias y polinomios admiten traducciones inmediatas en términos de series
y polinomios de Dirichlet. No sélo utilizaremos resultados concretos (como las estimaciones de
Cauchy para los coeficientes, la desigualdad de Bohnenblust-Hille, etc.) sino que adoptaremos
una idea que resulta particularmente fructifera y es natural en series de potencias: la de descom-
posicién en suma de polinomios m-homogéneos. Para lograr eso, si n es un ntimero natural con
factorizacion en primos n = p®, definimos Q(n) := |«a|. Es decir, Q(n) es la cantidad de primos
que aparecen en la factorizacion de n contados con multiplicidad (por ejemplo, Q(n) = 1 si y s6lo
si es primo y €2(4) = 2). Entonces, una serie de Dirichlet ) -, %2 puede descomponerse como:

D O I
n>1 Q(n)= 1 Q(n)= 2 m2>1Q(n)=m

Llamamos serie de Dirichlet m-homogénea a cada uno de los términos ZQ( —m 7% vy notamos
con ®,, al conjunto de todas estas series (observemos que, como era de esperar, se corresponden
con los polinomios m-homogéneos en ¢y via la transformada de Bohr). Precisamente una de las
ideas claves de Bohnenblust y Hille para resolver el problema de convergencia absoluta de Bohr
fue graduar el namero 7' sobre las series m-homogéneas, es decir, considerar:

T :=sup{oq(D) —oy(D) : D € D }.

Finalmente, probaron que T, = 7’5—;11 cerrando el problema dado que sup,,enyTm < 7T < %

5.2. Constantes de Sidon

La solucién del problema de convergencia absoluta de Bohr nos dice:

sup{oa(D) —ou(D): D € ®} =sup{oa(D) : D € Hoo} = %

Esto implica que para cualquier serie de Dirichlet Enzl ann~® € Heo y cada € > 0 tenemos:

Z\a ]L<oo
ol ’

n>1 n2
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Una inquietud que surge naturalmente es intentar averiguar el comportamiento de las series a
medida que nos acercamos a la recta Res = %, vy en particular, si vale la acotacién de arriba
cuando € = 0. Mostraremos un resultado muy preciso sobre este comportamiento que nos permi-
tird, entre otras cosas, responder afirmativamente la tltima cuestién. Iniciamos su preparacién
introduciendo un concepto clasico: el de constante de Sidon de un conjunto. Resultara clara la
estrecha relacion del estudio de estas constantes en algunos casos particulares con varios de los
conceptos y técnicas desarrolladas en este trabajo.

Definicion 5.2.1. Dado un grupo compacto G, se define la constante de Sidon de un conjunto
finito C de caracteres 7 (es decir, v : G — T morfismo de grupos continuo) como la constante
optima C' > 0 tal que para cualquier familia de escalares (c,)yec se satisface:

Z ley| < C 2677

~veC veC oo

A dicha constante la notamos S(C; G).

Una aplicacién directa de la desigualdad de Cauchy-Schwarz implica que:
1
1<S8(C;G) <|Clz.

Nuestro caso de particular interés son los grupos circulares T", T°. Recordemos que para x € N
habiamos definido en la demostraciéon de el conjunto de indices A, = {a € N(()N) 1< pr <
x}. Podemos interpretar el conjunto de monomios (2%)aep, como caracteres en T, Gracias a
esto, la constante de Sidon de este conjunto tiene una expresion en términos de polinomios de
Dirichlet. Dado un polinomio de Dirichlet

Q(s) = Z apn”?,

n<x

definimos [|Qllcc := SuP[Res>q) [@(s)| (esto es, su norma como serie de Dirichlet) y [|Q|l1 :=
Y <z lan|. Entonces, por definicion S((za)aea,; T*) es la menor constante positiva C' tal que la
desigualdad

1Rl < CllQlloo (5:2)

vale para todo polinomio Q).

Debido a un sorprendente resultado de S.Konyagin y H.Queffeléc [KQOI] y posteriores refi-
namientos obtenidos en [dLBO08|, DFOCT11] es conocido el comportamiento asintotico exacto de
esta constante, que serd fundamental para resolver la pregunta que abrié la seccién.

Introducimos la funcién « contador de primos antes de enunciarlo. Dado un real x definimos
m(z) como la cantidad de ntumeros primos menores o iguales que x. El famoso teorema de los
numeros primos, conjeturado por Gauss en su adolescencia y probado independientemente por
de la Vallée-Poussin y Hadamard en 1896 [VP96), Had96] da el orden asintotico de esta funcion:

lim @ =1. (5.3)

T—00 ——
log z
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Teorema 5.2.2. Se verifica que

S((zalaca T) = vesp { (~ 7+ o(1) ) Viogaloglog |

cuando N — oo. Esto es, eziste una funcion a : Rsg — R con lim; o a(z) = 0 tal que:

Hm S((ZQ)QEAI; TOO)

Hm:mw{CJ,m@Dﬁ%ﬂ%mH}:L

Demostracion. Cota superior. La idea béasica consiste en reacomodar de forma ingeniosa los
términos de la suma de valores absolutos de los coeficientes de un polinomio de Dirichlet para
luego poder utilizar algunos resultados de teoria analitica de ntimeros sobre el tamano de ciertos
conjuntos. Esta técnica es llamada a veces método de Konyagin-Queffeléc. Fijemos un natural
x > 2y tomemos un real 0 < y < z, que serd un pardmetro sobre el que més tarde optimizaremos.
Dado n € N, notamos P*(n), P~(n) al mdximo y minimo primo en la factorizacion de n
respectivamente. Consideremos los conjuntos:

S(xz,y) = {n <w:P*(n) <y},
T(r,y) ={n<z:P (n) >y}
También necesitaremos graduar el conjunto T'(x,y). Es decir, para m € N, definimos

Tn(z,y) ={n €T (z,y): Q(n) =m}.

Es facil ver que cualquier natural 2 < n < z admite una factorizaciéon tnica de la forma n = k¢
con k € S(x,y), £ € T(z,y). En efecto, si la factorizacién en primos de n es n = p® = p{* ... piY

tenemos:

A (y)+1

_ X (y) _
k_p?l...pw(y ,K—pﬂ(y)ﬂ DAY

Y)

Obviamente ¢ = 7+ < ¥, es decir, £ € T (%,y) Teniendo en cuenta esto, dado un polinomio de
Dirichlet

an,n~ % podemos escribir:

Dilal= > D dad= D> > D lawd.

n<x

n<z keS(z,y) teT (2 ,y) keS(zy) ™ €Ty (2 ,y)
. . x ; logx :
Pero ciertamente el conjunto 7, (k,y) es vacio para m > 5.5y €n consecuencia

> lanl <1S(z,y)| sup Yoo awl

keS(z,y) .
< ) 1
n<e m< 8L (€T (3 .4)

Nos concentramos por un momento en el lado derecho de la desigualdad. Aplicando Holder y
luego la desigualdad polinomial de Bohnenblust-Hille (2.2.5), vemos que existe una constante



74 CAPITULO 5. SERIES Y POLINOMIOS DE DIRICHLET

C > 1 tal que para cada m,

m—1 m+1
2m 2m

2m_

dodal < D> 1 Do lagelm (5.4)
LE€Tm (% .y) LE€Tm (2 y) C€Tm (%)
T m—1
m 2m —s
<C )Tm(E7y> Z:z akel
feTm(E,y) o

Por la férmula integral de Cauchy via la transformada de Bohr,

Z apel° < Zann_s

€T () I L 0

Finalmente, reemplazando obtenemos:

> loul < 1S@.w)I, sup 2 " | T (7.0)

m—1
2m —
g apn”?
n<z z,y) <logz z<n

log 2 - o8}

Ahora, empleando los resultados v [A.0.8] del apéndice [A] tenemos que:

log z\ "™ x r _
< _ < m= m —8
|S(z,y)| < (1+10g2> y ‘Tm<k,y>‘_2 Y exp( (loglog — —l—c) E anpn ,

z<n

o0

con ¢ > 0 constante independiente de z y m. Por lo tanto, resulta (cambiando el valor de la
constante (')

logz ¥+ m=1
Z lan| < <1 + I 2> sup C™ (zy " exp (y (loglogz + ¢))) > . (5.5)
n<z 8 mg%

Controlamos cada factor antes de darle un valor al parametro libre y:

log ) "W+ 2
<
(1 + log2> < exp <(7r(y) +1)log <10g2 logw>)

m—1 —1 _
C™ (zy~™ exp (y(loglog x + ¢))) *™ = Vr\/yexp (W;y(log logz + 6)> (C™amy ™)

—1

< Vx\/yexp ( y(loglog x + c)> (C™xmy™™)2,

N|=

donde nuevamente hemos cambiado el valor de la constante C. Tomamos y = lo”glﬁfgxz. Co-

mo 7(y) ~ logy por el teorema de los nimeros primos (5.3)), con esta eleccion resulta 7(y) =
Vlog x

0(1)loglog$ y luego

exp <<w<y> +1)log (1022 log x)) — exp (o(1)v/log z Toglog 7).
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Operando, vemos que también resulta ,/yexp (%y(log log z + c)) = exp (o(l)x/logxlog log CL’) y
por lo tanto el lado derecho de (5.5)) esté acotado por

exp (0(1) v/log z log log x) sup (me%y*m) 2,

meN

Nos resta estimar la expresiéon dentro del supremo. Con tal fin escribimos
_1 _
Cmxmy ™ = exp (hyy(m))

(es decir, hy y(m) = mlogC — % logx — mlogy) y optimizamos sobre m. Derivando la funcion
hz .y respecto de m, es facil ver que alcanza su méaximo en

log S log =
logy —logC — \/ logy

En consecuencia, para cada m se tiene

1 log C
Py (m) < hay (M) < log C O_gfogc_<1+ 1- 2 )m

logy logy

Del hecho que log C'y/ bg;j’% o(1)v/log = log log x se sigue que

- 1
sup meﬁly—m < exp (—2\/;4— o(1)4/log z loglog :1:’) ,
m

lo que concluye esta parte.

Cota inferior. La estrategia para mostrar la cota inferior serd estimar una cantidad relacio-
nada con la constante de Sidon S((24)aen,; T™), que se obtiene de cambiar la norma supremo por
un promedio en la definicién . Formalmente, dado € N definimos S;ad como la constante

optima C' tal que para cualquier polinomio de Dirichlet anw apn~® se tiene

Z|an\ <C/ Zrn an,n”%|| dt,

n<x n<x
%)

donde (ry,)nen es el sistema de Rademacher de funciones en [0, 1].
Para cada t € [0, 1] fijo y polinomio de Dirichlet >, a,n~%, por (5.2)) vale

Z lan| < S((2a)aer,; T Zrn ann”*

n<x n<x
[e's)

Integrando esta desigualdad concluimos

834 < S((za)aer,; T).
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Controlamos ahora S;ad. Fijemos un natural x > 2 y un real 2 < y < z. De igual manera que
en la cota superior, més adelante optimizaremos sobre el pardmetro y usando teoria analitica de
nimeros. Definimos el polinomio de Dirichet

1
Qw,y - Z E
i J

Por la definicion del conjunto J~ (z;y), este polinomio tiene coeficientes no nulos s6lo en el rango
n < z. Aplicando la transformada de Bohr, debido a tenemos

1 1 1
/ Z rpj(t)E dt</ sup Z Tp; (t) 25| dt.
0 ; 0

. W) |,
J€J = (z3y) Mo €T je— ()

La forma integral de la desigualdad de Kahane-Salem-Zygmund (3.1)) aplicada al lado derecho

implica

1
1
[l X o] a<xy/mmiGoliees,
0 ||s 7. b
jeJ ™ (z;y) 0o

para cierta constante K > 0 independiente de x y de y. Por la definicién de S;ad,

Yo 1= T (zy)] < SPUKA(Y)| T (w5y)]loglog z < SPAK\/y|J (w;)|log log .
€S~ (zy)

A partir de ahora sélo resta elegir el valor de y y estimar |J~ (z; y)| usando la Proposicion |A.0.11
Tomamos y = e®Vicgzloglog ¢on o > (0 a determinar. Definimos:

logz 1 log z
U= = —y/—.
logy «al\l loglogx
Una verificacion simple muestra que
1
ulogu = Tx/logxloglog:r(l—i—o(l)). (5.6)
«

Como el valor de y elegido satisface la hipotesis en [A.0.11] (tomar por ejemplo ¢ = 1),
deducimos:

x U x 1 Q
Srd > K loglogm‘”Q(y) = K, /mexp (210g Q(u)) exp (—Ex/log:vloglogx> :

Aplicando la segunda afirmacion de [A.0.11| para estimar el término log o(u) y la ecuacion (5.6)),
deducimos que existe otra constante positiva Ko para la cual

1 o
rad > g, [T exp (= (— 4+ 2 +0(1) ) iogzlog]
S22 > Ko loglogweXp< <4a+2+0( )) og x log log x
1
= Kov/Texp <— < + % +0(1)> vlogxloglogx) .

4o
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. . e 1 a . . P 1
Finalmente, si minimizamos 5 + § sobre a descubrimos que el parametro 6ptimo es o = B

asi:
1
S((za)aer,; T®) > 8™ > Ky \/zexp <<—\/§ + 0(1)) Vlog z log logzu> :

La estimacién inferior queda probada. O

De este resultado se desprende un interesante refinamiento de la solucién del problema de
convergencia absoluta de Bohr:

Corolario 5.2.3. Sean anl ann"® € Heo una serie de Dirichlet y 0 < ¢ < un real.

Entonces,

S

c\/log nloglogn

Z|an| " < 0.

n>1

to

Ademds, la constante % es optima.

Necesitamos un lema auxiliar antes de proceder con la demostracién del corolario. Para una
prueba del lema, referimos a [BCQO6]:

Lema 5.2.4. Sea D(s) =), <, ann™° € Hoo. Entonces, eziste una constante C > 0 tal que para
todo entero x > 2 wvale

Z anpn_?° <Clogz Z apn”?®

n<x n>1
= 00 = 00

1\ Jlognloslosn —
Demostracion. (del Corolariof5.2.3|) Sea e > 0. Dado que la sucesion <e< 2 5) lognloglognnzl>

neN

es decreciente a partir de un cierto ng, alcanza con mostrar:

6(%75> log 2F log log 2k 2k+1
etk S o <

E
k>0 22 n=2k

Aplicando el Teorema y después el lema auxiliar,

6(%—5)\/103;2’“ log log 2k 2k+1 )\/long log log 2k a
> ; 2 lonl <3~ >
b \/log 2k+1]oglog 2k+1 n
00

k>0 2 n=2Fk k>0 e f+o n<2k+1

an, k+1

n>1 k>0
%}

No probaremos aqui la optimalidad de la constante ¢ = % Referimos a [DFOCT11) Seccion 5,
donde la conclusion es obtenida a partir del Teorema y una construccion de [dLBO0§]. O
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5.2.1. El caso homogéneo

Como mencionamos més arriba, Bohnenblust y Hille resolvieron el problema del calculo de
T al demostrar que para cada m € N,
m—1
S D)—o,(D)=—. 5.7
S (D) (D) = (5.7)
Si denotamos con HY C Hoo al subespacio de Hoo formado por las series de Dirichlet m-
homogéneas, la igualdad (5.7) implica que para cada serie de Dirichlet > - a,n™° € HY y

€ > 0 se cumple
1
|CL |T < Q.

Con la misma motivaciéon que antes, repetimos el camino recorrido en la seccién anterior.
Dados naturales m, x definimos el conjunto de indices

Am(z) ={aeNy:|a| =m,1 < p* <z}

Como antes, el conjunto de monomios (za)aea,,(z) Puede ser considerado como un conjunto de
caracteres en T°. De esta manera, la constante de Sidon de este conjunto, S((2a)aea,,(z), T°°)
coincide con la menor constante C' tal que se verifica

Z lan| < C Z an,n” %l

n<x n<x

Q(n)=m Q(n)=m 0o

para cualquier polinomio de Dirichlet m-homogéneo Z anpn” >,

n<zx
Q(n)=m
Un resultado esencialmente contenido en [BCQO06] determina el orden asintético exacto de la

constante de Sidon de estos conjuntos.

Teorema 5.2.5. Sean m,x > 2 € N. Ezxisten constantes ¢y, Cpy > 0 que sélo dependen de m
tales que:

m—1 m—1
€T 2m o €T 2m
cm——7 < S((2a)acrn(@) TT) < Cpp——pr-
(logx) 2 (logz) 2

Para dar la demostracién precisaremos un lema previo que se deduce mediante el procedi-
miento utilizando en (2.15)) reemplazando la aplicacion de la desigualdad de Helson (2.6) por la
de Bayart (2.5) y por lo tanto omitiremos su prueba.

Lema 5.2.6. Seanm,ne Ny P = Zjej(m,n) cjz; un polinomio m-homogéneo en C". Entonces,

2
n

m—1
S Y degimlP | <emV2™ sup |P(2)].

n
Jm=1 jéj(m—l,n) 2€D
jmfl Sjm
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Demostracion. (del Teorema [5.2.5)
Cota superior. Vamos a mostrar que existe una constante universal K, tal que dado
cualquier Q@ =", . a,n~® polinomio de Dirichlet m-homogéneo, tenemos

(1
3 fan 0L I > aun” (5.8)

n 2'm teR

n<lx n<lx

(90))

Consideramos el polinomio P € P("™/a"’) que se corresponde con @ a través de la transfor-
mada de Bohr, es decir, B(P) = Q. Lo llamaremos el levantado de Bohr de Q. Escribimos

Piz)= > g,
JeJ(m,m(z))

donde los coeficientes cumplen ¢; = a,, siempre que 1 < n = pj;, ...pj,, < x y son nulos en otro
caso. Entonces,

—1 —1

logn)" T log(pi, ...p; ) 2
Z’an|( gé = Z |Cj|( g(pjl pjmT271

n<w n 2m jej(m (z)) (Pjy - - Pjm) 27
m—1
Z (mlogp;,) 2 1€G,jm)]
— 777. 1 m—1
=t P jegm— L)) Pir - Pin)
jm—lSj’m
1 1
2 2
m—1
mlogpjm )z 9 1
< Z > legawl > —=
ij’" JET(m—1,m(x)) jeTmtm()y @3) ™
Jm—1<Jm Jm—1<Jm

donde aplicamos Cauchy-Schwarz en el ultimo paso. Ahora haremos uso una vez méas de una
herramienta proveniente de la teoria analitica de nameros (ver [Pra57], p.22): para cada 0 < A <
1, existe una constante C' tal que

1 1.1—/\
> opteerhnl
. 1—Alogx
p<z, p primo
Tomando A = =1 podemos acotar el ultimo factor:
1 1 m—1 m2_1 % -
(50 e (e
Dir - pi ) <~ \ pj log pj,.,
,]EJ(m lﬁ(x)) J1 IJm—1 7i<im
Im—1<Jm
Usando esto y el Lema [5.2.6] vemos que
1
_ et ENE ’
logn iy <C L -1 logpjm )z Pjp 2
> lan 20— < Z ey > legnl
n<e n 2m Gm=1 p]m Jm Jej(mfl,ﬂ(ﬁ))

IJm—1<Jm

< " mmev2" | P|oo.
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Como la transformada de Bohr B es una isometria, esto prueba (5.8). A partir de aqui se deduce

m—1
PR . ‘s logn) 2
facilmente la cota superior pues la sucesién <(gm)1 decrece con n.

n 2m
Cota inferior. Para ver la otra desigualdad, utilizar%erglos un argumento probabilistico. La
idea es deducir la existencia de un polinomio de Dirichlet apropiado mediante el teorema de
Kahane-Salem-Zygmund (3.2) y la transformada de Bohr. Para eso, tenemos que elegir de manera
adecuada la cantidad de variables y un conjunto de indices. Fijamos en natural z. Usaremos
N = 7r(;13m) variables y el conjunto de indices:

I:{n:pnpzmlgzl<z2<<Zm§N}

De esta forma, para n € I tenemos n < p;" < z. Definimos un polinomio de Dirichlet m-
homogéneo aleatorio de la siguiente manera. Tomamos variables aleatorias independientes idén-
ticamente distribuidas Rademacher €, para cada 1 < n <z y elegimos a, =1 paran € I y 0 en
otro caso. Entonces, para cada w € [0, 1] tenemos el polinomio de Dirichlet:

Q. = Z en(w)apn™ 2.
n<x

Por definicion de la constante de Sidon, sabemos [I| =~ . [an] < S((20)ae,(2): T)|Qulloo
para cada w. Si P, es el levantado de Bohr de @, por Kahane-Salem-Zygmund, existe wqg tal
que:

1] < 8((za)aetm (@) T Quolloo = S((2a)acam(@)s T™) P lloo

< S((2a)achm(z), TT)C |I|Nlogm.

Por el teorema de los nimeros primos (5.3), N ~

m
!

Por otro lado, |I| = (N) ~ X

~

O]

log;t
oz
(log z)™
Podemos ahora describir el comportamiento de las series de Dirichlet m-homogéneas cuando
m—1

nos acercamos a la recta Res = T

Corolario 5.2.7. Sea m € N. Para cada serie de Dirichlet m-homogénea -, apn™° € HZ,
vale

(logn) e
D> lan == < oo

n>1 n 2m
Ademds, el exponente en el término logaritmico es dptimo.

Demostracion. Sea D = > . a,n"° € HZ una serie de Dirichet m-homogénea. La estra-

tegia para probar la primera afirmacién serd dar una cota uniforme para todas las sumas
m—1

Y o< |an|% aplicando el resultado anterior. Para lograr esto, en primer lugar precisa-

m—1

n 2m
mos aproximar la serie por un polinomio de Dirichlet m-homogéneo. La herramienta que nos
permite lograrlo es el Teorema [5.1.3l En efecto, como por la serie Y ~q %n~° converge

uniformemente en [Res > ¢] para cada € > 0, entonces existe un natural N. > 1 tal que:

o0
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En consecuencia,
Ne

>t
n€

n=1

< |ID]|so + €.

o0

Ahora, fijemos z y € > 0 tal que N; > x. Por la desigualdad (5.8]) probada en la demostracion

de tenemos:
m—1

la ](logn) |an| logn 2
ZTZT Z . = < Kn(|[Dlfoo + ).

Haciendo tender € a 0, obtenemos

m—1

logn T2
D lanl 5= < Knl|Dlo.

n<x

Como z era arbitrario, la conclusiéon se sigue.

Nos resta mostrar la optimalidad del exponente. Supongamos que el enunciado se satisface
para cierto exponente A > 0. Notemos que la funcion (log a:))‘af%:z1 es decreciente a partir de
algln xp y por lo tanto existe una constante s tal que para z > zg y cualquier polinomio de

Dirichlet m-homogéneo @ =3, . byn ™"
1 m 1
ogn
D lbal < wes 3 Z|br (10 x)AIIQlloo
n<x & n<x n 2m g
De la cota inferior en se deduce que \ < ”2‘—;}, como querfamos mostrar. ]

5.2.2. Incondicionalidad

Interpretamos de una manera distinta la constante de Sidon para el conjunto de monomios
(2%)aen, respecto del grupo T°°. Para cada = € N, definimos el conjunto de indices J(x) := {j €
J :p; < x}. Entonces, la transformada de Bohr B asocia a cada polinomio de Dirichlet

DB

n<x jeJ(z)

el polinomio

Z Qp; % 673 @) ),

jeJ(x)

con || Pllec = ||D]loc = SuP[res>0) [P (8)]- De esta manera vemos que podemos escribir la conclusion
del Teorema [5.2.2] como

Ko (POE)) = Viesp { (<= +o1)) ViogaToglog | (59)
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Analogamente, si definimos el conjunto de indices J(z,m) = {j € J(m) : pj; < x} para cada
par de naturales x, m, el contenido del Teorema [5.2.5|se lee
m—1
€T 2m
Xmon (P(J(Irm)goo)) = m—1"7 (510)
(log 2) 3

donde las constantes sélo dependen de m.

Esta interpretacion de constantes de Sidon como constantes de incondicionalidad de espacios
de polinomios definidos en el espacio de sucesiones {o, nos lleva naturalmente a preguntarnos
si es posible extender estos resultados a la escala de espacios £,, 1 < p < oo. Para lograr esto,
precisaremos un lema previo que asegura que la constante de incondicionalidad para polinomios
definidos en £, es extremal, andlogo a[f.1.3] Lograremos esto a través de un argumento anilogo

al de la prueba de|4.1.3|

Lema 5.2.8. Sean X un espacio de sucesiones de Banach (es decir, X es un subespacio de CN)
y J C J finito. Entonces

Xmon(P(JX)) < Xmon<P(J€w))~

Demostracion. Sean P € P(YX)y u € Bx. Como la bola unidad Bx es un dominio de Reinhardt,
podemos definir el polinomio Q(w) := P(wu) € P (/) que ademés cumple [Q|lso < || P]loo-
Entonces,

> leg(P) = sup > lej(P)usllwsl = sup Y [e(Q)]Jwy

jeJ wEB e WEB ey
S Xmon (P (JZOO)) ”QHoo S Xmon (P (JEOO)) HPH007
lo que muestra Xmon (73 (JX)) < Xmon (73 (JEOO)). O

Damos ahora las extensiones a espacios ¢, de (5.9) y (5.10].

Teorema 5.2.9. Sean 1 <p< oo yx>3€eN. Siog:=1-— entonces

1
min(2,p)’
xomon (PU@1,)) < o7 exp (—v20 +0(1)) VIogwloglog )

Ademds, el exponente en x es dptimo.

La demostracion de este resultado sigue esencialmente los lineamientos de la prueba de
reemplazando el uso de la desigualdad de Bohnenblust-Hille en el paso por el Teorema
para el caso 1 < p < 2y por el Lema [5.2.6| més [5.2.8 en el caso 2 < p < co. La optimalidad del
exponente en x se obtiene mediante un argumento probabilistico similar al de la demostracion de
reemplazando el uso de la desigualdad de Kahane-Salem-Zygmund por el Corolario

3.2.4]en el rango 1 < p <2 y[.1.3 cuando 2 < p < 0.

Teorema 5.2.10. Sean 1 < p < oo y m > 1. Entonces, existen constantes C = C(m,p) tales
que para todo polinomio P € P(™{,), entero x > 3 y u € £y:
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1) Sil<p<2,
m—*l(lfl) (mfz)(171>
x r/ (loglog x) z m
> lej(P)ujl < C(m,p) T [[ul[Z} [Pl oo-
Jjipj<z (lOgﬂf) P

11) Si 2 <p<ooyademds P es el levantado de Bohr de algin polinomio de Dirichlet,

m—1
€T 2m
> lej(P)us| < C(m,p)———= [ull7 || Plloc-
oz )"

Demostracion. La mayor parte del trabajo para esta demostraciéon ya fue realizada. Para ver ,
supongamos 1 < p < 2y sea P € P("¢,) un polinomio. Si aplicamos el Teorema {4.2.15| con el
conjunto de indices J = J(x, m) obtenemos

m—1 1—1
> g(P)llugl < eme” v [T (@, m) [ |[ul| 7 Plloo,
jeJ (z,m)
para cualquier u € £,. Ahora, la afirmacion se desprende de los resultados y

Mostramos ahora la afirmacion [1)). Por el Lema alcanza con probar que vale para el caso
ls. Supongamos que P € P("{,) es el levantado de Bohr de cierto polinomio m-homogéneo de

Dirichlet Q. Si u € £+, por [5.2.5

m—1
€T 2m
Dol < > Pl < Con———= [wll- [|1Plloo
jpy<a ipy<a (logz)
lo que concluye la prueba. ]

5.3. El radio de Dirichlet-Bohr

Analicemos la definicion clasica de radio de Bohr bajo la luz de la relacién entre series de
potencias y series de Dirichlet dada por la isometria 9. En primer lugar, partimos de funciones
que dependen de n variables (o definidas en un espacio de dimension n). El andlogo natural del
lado de las series de Dirichlet es considerar sélo aquellas que son sumas finitas sobre los primeros x
términos para cierto x € N. El segundo aspecto importante a considerar es el grado del monomio
que acompafia a cada coeficiente en una serie de potencias. La aplicacién B transforma cada
término 7% en el monomio ayaz®, que tiene grado Q(n). Asi, la nocién de grado se corresponde
exactamente con (n). Con estas ideas como motivacion, introducimos la definicién de radio de
Dirichlet-Bohr.

Definicién 5.3.1. Sea = € N. El radio de Dirichlet-Bohr de z, que notamos L(z), es la mejor

constante r > 0 tal que para cualquier polinomio de Dirichlet Q = )" a,n"* se tiene

a
> lanlr ™ < Qoo = sup |32

n>r [Res>0] n<e
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El objetivo de esta seccion es determinar el orden asintotico exacto del radio L(x). Nueva-
mente recurrimos a la idea de graduar el radio de Dirichlet-Bohr sobre los polinomios de Dirichlet
m-homogéneos. Formalmente, lo conseguimos mediante las siguientes definiciones.

Definicion 5.3.2. Dado x > 2, definimos el subespacio del algebra H o

HB = {Q = Zanrf‘S tan # 0 solo sin <z},

n>1

con la norma heredada

a
IQlloo = sup | 2.

[Res>0] |55 1V°

Para m € N, definimos el subespacio cerrado de los polinomios m-homogéneos de Hgﬁ) por

HEm) .= (D = Zannfs tap #0solosin <xyQn)=m}.

n>1

Con esta terminologia, evidentemente resulta

L) =sup{0<r < 1:¥ Q=Y aun™® € HE.L S Janlr™™) < Q).

n<x n<x
Por lo tanto, dado m € N consideramos el radio de Dirichlet-Bohr m-homogéneo de x definido
asi:

Lon(z) =sup{0 <7 <1:Y Q=Y agn™ € HE™, S |an|r™ < [[Qlloc}-

n<x n<x

Existe una relacion muy similar a la dada en entre los radios m-homogéneos L, (z) y L(z).

Proposicion 5.3.3. Para todo x > 2,

Lot (@) < L(z) < if Lon(z).
3 meN meN
La cota superior se desprende directamente de la definicion y la cota inferior se alcanza
mediante un argumento analogo al desarrollado en la demostracion de [£.1.4] Usando esta he-
rramienta, mostraremos que el radio de Dirichlet-Bohr L(z) se comporta esencialmente como el
radio homogéneo La(z).

Teorema 5.3.4. Ezxisten constantes universales ¢, C > 0 tales que

1 1

] i ] i

C(Oglx)4 < Lo(x) gc(ogf”)4.
xrs xrs8

Demostracion. Fijemos x > 2 € N. Probemos primero la cota superior. Debido a la Proposiciéon
5.3.3 alcanza con mostrar que existe una constante C' > 0 tal que para todo x

1
1 1
Lo(x) < c U182

T8
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De la demostracion del Teorema[5.2.5] sabemos que existe un polinomio de Dirichlet 2-homogéneo
Q= anac ann~ % € ’Hfﬁi’” y una constante universal x que verifican:

1
@l _ oz}
anm|an| T4

Si tomamos 7 < Lo(z), la definicion de radio de Dirichlet-Bohr homogéneo para este polinomio
implica que:
2o Qe
E:n<x|an|

de donde se sigue

1
1 (logx)a
Ly(z) < k2 #
xrs
Pasamos a la cota inferior. Usaremos nuevamente la Proposicion que para este caso nos
dice que es suficiente estimar inferiormente inf,,,cn Ly, (2). Notemos en primer lugar que sineN

verifica 1 <n <z y Q(n) = m debe ser 2™ < n y por lo tanto m < logx . Luego i = {0} si
m > ﬁig de donde resulta L,,(x) = 1 en este rango. Por otro lado, la relacion (5.1) junto con

la aplicacion de la transformada de Bohr implican que L;(z) = 1. Nos resta ver qué sucede para
.5| vemos que para cualquier polinomio

2<m< ﬁgg Si usamos la cota superior del Teorema

de Dirichlet m-homogéneo > _ a,n™* se cumple

n<x

1

a
D lanl < Cn——mr <32l
n<x logx) 2 nngL
0o
_ 1 (oga) 'm0

. . 2m ., .
para cierta constante Cp, > 0. Escribiendo r,(z) := = -— la expresion de arriba se
o2

traduce en

n<lx n<lx

a
Z |an|rm(z)™ < TTZ )
o

lo que muestra que Ly, (z) > 7y, (z). Un anélisis de la demostracion de revela que podemos
1

elegir la constante C,,, de manera que cumpla C;; < Dm para cierta constante D > 0. Asi,

1 (log:v)wzﬁi;1 S log 2 (logac)ﬂ;*r_n1

rm(T) > 5.11
m(@) 2 5 ro= ~ Dlogz 57 (5-11)
Como x > 2, tenemos
m—1 1 1
, 1 (logxz)=2m  x8 xs
lim m—1 T 3
m—oologe 577 (logz)i  (logz)?
1
Haciendo un anélisis de la funcién o — —%°— vemos que el limite planteado es mayor o igual

(logz)2
a 0,1. Si combinamos esto con (5.11)), deducimos que existe una constante ¢ > 0 tal que

(&) 3 (e > 0EZ

xrs
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log x

para cualquier 2 < m < Tog 27

lo que concluye la demostracion. O



Apéndice A
Teoria analitica de nimeros

En este apéndice haremos una recopilacién de los resultados necesarios para la dltima seccién
acerca del tamafio de ciertos conjuntos relevantes en la teoria analitica de ntmeros. Omitiremos
algunas de las demostraciones pues escapan a los objetivos de este trabajo.

Recordemos que dado un nimero real x, la funcién 7(x) cuenta la cantidad de primos menores
o iguales a x. Introducimos ciertos conjuntos de indices relacionados a los conjuntos cuyo tamano
precisamos controlar. Sean 2 < y < x reales. Definimos

J(@)={j=(1,...,Jx) € T(k) : ke N,p; <z}
I (;y) ={i= (1, dk) € T(k) 1 k € N, j, < 7(y),pj < a}
JHasy) ={i= (1, r) € T(k) : k€N, j1 > 7(y), pj < x}

IA

y para m € N, sus correspondientes graduaciones

J(z,m) ={j =0, jk) € T(m) : pj < x}
J7(@,miy) =45 = G, dm) m) : jm < w(y),py < )

e J(
JH(,miy) ={j= (1, dm) €T (M) : 1 > w(y),pj < x}.

Notemos que con la notacién de la demostracion del Teorema |5.2.2] resulta

S(z,y) ={pyeN:je J (z;y)}
T(z,y) ={pjeN:je J (z;y)}
To(x,y) = {p; € N: j € JF(z,m;y)}.

En el siguiente lema damos propiedades elementales de estos conjuntos.

Lema A.0.5. Sean 2 <y <z ymeN.

1) k< iggg para j = (j1,...,Jk) € J(x).

log x
log2 -

) J*(z,m;y) =0 para m >

ooz \ ™)
w) |-yl < (1+1255)

87
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m—-1

) J(x,m)* C J(z —1) y Jt(z,m;y)* C J*(xmwi;l,m— 1;y).

Demostracion. Las primeras dos afirmaciones son consecuencia directa de que 2F < pj < z. Para
ver , consideramos el conjunto A~ (z;y) = {a € Ng(y) cpt.. p:&jq)’) < x} que obviamente
tiene el mismo cardinal que J~ (z;y). Por , si v € A (x;y) se cumple o < igg para cada 1 <
i < 7(y) y la conclusion se sigue. Finalmente, probamos la altima afirmacion. Sea j* € J(xz, m)*,

de manera que existe k > jp,—1 tal que (§*, k:) € J(l‘ m). Por lo tanto, tenemos pj:pr, = P(jur) < -

Sipr > :vm como py > pj,,_ resulta pj« < 2" m . En caso contrarlo P S S P S Pk < xm

y por lo tanto también se verifica que pj, ...pj,,_; < 2 m . El mismo argumento muestra que
m—1

JH(x,myy)* C I (@Tm ,m— Ly). O

Nos disponemos ahora a controlar el comportamiento asintético de los tamanos |J*(z, m;y)|.
Para eso, damos unos lemas previos.

Lema A.0.6. (Truco de Rankin) Sea I C N un conjunto y denotemos por P(I) al conjunto
de todos los divisores primos de elementos de I. Sea b : N — R>q una funcion completamente
multiplicativa (es decir, b(u-v) = b(u)b(v) para todo u,v € 1) y supongamos que existe 0 < § < 1
tal que b(p) < & siempre que p € P(I). Entonces,

D _b(w) H

nel pGP

Lema A.0.7. (Formula de Mertens) Sea x > 2 un natural. Existe una constante M > 0 tal que

1 1
Z zloglog:z+M+O( )
P log

p<z, p primo
Empleando estos dos lemas, demostraremos lo siguiente.

Proposicion A.0.8. Eziste una constante ¢ > 0 tal que cualquiera sean 2 <y <z ym € N,
x
|JF (2, m;y)| < 2" exp (y- (loglogr +¢)).

Demostracion. Sea I = Tp,(x,y). Para ¢ := 4 > 1, se cumple

X C
Pemg= Y 1Ly
jeJt(xz,m;

Definimos la funcién b : N — R>g por b(n) = b(p*) = C‘al , donde n = p® es la factorizacion
en primos del natural n. Es claro que b es una funcién completamente multiplicativa. Sin € I,
tenemos b(n) = % y para cada p € P(I) = {¢q primo : y < g < x} vale b(p) = % < % Asi, por
el truco de Rankin (A.0.6) vemos que

T 1
T (2, m; ) Smefm 11
pEP(I) 2p
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De la desigualdad e™! < 1 — % para 0 <t < 1, deducimos la estimacién

1
T (@miy)| <27 exp [y Y -
Y pep(n ¥
Finalmente, por la formula de Mertens (A.0.7) sabemos
1 1
S o< Y~ =loglogz +0(1),
peP(I) p p<z, p primo p

lo que concluye la demostracién. O

También nos sera de utilidad controlar el tamafio de los conjuntos J(x,m) (o dicho en pala-
bras, estimar la cantidad de naturales menores o iguales que = cuya factorizaciéon tiene exacta-
mente m primos contados con multiplicidad). Fl siguiente es un conocido resultado de Landau.
Referimos a [HW38§| para una demostracion.

Proposicion A.0.9. Sea m > 1. Existe una constante C,, > 0 tal que para todo natural x > 3,
x

1

|J(z,m)| < Ch, (loglog z)™™

log
Finalizamos el apéndice con la descripcion del comportamiento asintotico de |J ™ (x;y)|.
Proposicion A.0.10. Eziste una unica funcion o : [0,00) — R>o que satisface:

» o es diferenciable en (0,00), donde satisface la ecuacion diferencial
wd(u) + o(u — 1) = 0.

» o(u) =1para 0 <u<1yp es continua en 1.
A la funcidn o se la conoce como funcion de Dickmann.
La funcién g describe el comportamiento de |J~ (x;y)|, como muestra la siguiente proposicion.

Proposiciéon A.0.11. Sea € > 0. Existe una constante C > 0 tal que para cualquier 2 < x que

. 21e
verifica el°810873 7 < g < g

1 _
grolu) < I (z3y)] < Czo(u),
donde v = 8% Ademds, a medida que u = 8% — oo, tenemos
logy logy

log o(u) = —ulogu (1 + o(1)).

Referimos a [Ten95|] y [HT93|] para la demostracion de estas altimas proposiciones.
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