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Capitulo 0

Introduccion

El proceso de inclusién simétrico a tasa m en Z (SIP(m) en Z o simplemente, SIP(m)) es un sistema
de particulas en el que cada una se mueve realizando un paseo aleatorio independendiente a tasa %
y, ademéas de esto, cada una intenta atraer a las particulas que se encuentran en sitios vecinos a su
propio sitio. Este modelo fue introducido por primera vez en [3] como el dual al Brownian Momentum

Process, que es un modelo estocéastico de conduccién del calor.

En esta tesis lo que haremos serd analizar en profundidad ciertos aspectos del SIP. Para eso utili-
zaremos varias de las ideas desarrolladas en [3, 13, 4, 6.

Una propiedad fundamental que demostraremos serd la autodualidad, la cual nos permitira analizar
al SIP reduciéndonos al caso en que tengamos sélo finitas particulas. La aplicaremos, entre otras cosas,
para definir adecuadamente al semigrupo del proceso (ya que en un principio, el SIP esta definido via
su generador, pero como la cantidad de particulas puede ser infinita podria haber un problema con las
tasas de salto de una configuracién a otra). También nos servird para probar un limite hidrodindmico
en el SIP, en el sentido de que hay propagacién de equilibrio local, y nos permitird demostrar que
el Boundary Driven SIP (que es un modelo que también consideraremos) verifica una propiedad de
equilibrio local. Una herramienta que serd clave para la demostracién de los dos tltimos hechos es un
acoplamiento que haremos entre n particulas del SIP y n paseos aleatorios independientes.

Detallaremos a continuacién céomo se encuentra estructurada la tesis:

En el capitulo 1 definiremos al generador, daremos dos interpretaciones del proceso, probaremos
que tiene una medida reversible (y por lo tanto, invariante) y explicaremos la notacién matricial clésica
que se usa para describir a los generadores, ya que esta descripcién matricial sera indispensable para
comprender lo que haremos en el siguiente capitulo.

En el capitulo 2 comenzaremos explicando las nociones bésicas de dualidad y autodualidad y de-
mostrando ciertas equivalencias. Luego explicaremos la técnica introducida en el paper [3] que permite
no solo probar autodualidad, sino también construirla: dado un proceso autodual, siguiendo un método
sistematico, podremos encontrar funciones que sirven. Observaremos también que si el sistema posee
una medida reversible, lograremos encontrar, bajo ciertas condiciones, una funciéon de autodualidad
cuya expresion sea un producto de funciones, donde la funcién i-ésima evaluada en las configuraciones
n vy € depende unicamente de la cantidad de particulas que hay en los sitios i-ésimos de ambas. Apli-
caremos esta técnica para demostrar que el proceso de inclusién simétrico en el que las particulas se
mueven Unicamente sobre dos sitios es autodual, y luego veremos cémo generalizar la autodualidad al
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caso original, en el que se mueven en todo Z.

En el capitulo 3 usaremos fuertemente la dualidad probada en el capitulo anterior ya que, como
hemos dicho al comienzo, la misma nos permitird encontrar al semigrupo correspondiente al generador
del SIP y también nos servira para definir una propiedad de equilibrio local. Especificamente, veremos
que en la escala macroscopica hay propagacién de equilibrio local y que la ecuaciéon macroscopica aso-
ciada es la ecuacién de difusién (la misma ecuacién que satisface un movimiento Browniano). Para esto
necesitaremos usar un resultado que se demuestra en el capitulo 5 empleando técnicas de acoplamiento.

En el capitulo 4 analizaremos al Boundary Driven SIP a tasa m, que es un proceso en el que sélo
hay N sitios ({1,..., N}) y en el que las particulas se mueven con una dindmica similar a la del SIP(m)
en 7Z pero a diferencia de éste, no hay conservacion de particulas. Esto se debe a que en los sitios 1 y
N pueden aparecer o desaparecer particulas. Podemos pensar que hay dos “resevorios” asociados a los
sitios 1 y N que pueden enviar o recibir particulas provenientes de su sitio asociado y la probabilidad
con la que esto ocurre depende de cuatro constantes positivas a;, 5, v y ¢ que aparecen en el generador.

Basdndonos en la autodualidad que hemos probado para el SIP(m) en Z probaremos que este pro-
ceso también tiene un dual, que es un sistema bastante mas simple de estudiar: en este proceso las
particulas se mueven entre los sitios 0 y N+1, pero cuando llegan a las casillas de los extremos (es
decir, 0 y N+1) no pueden salir, quedan atrapadas. Una consecuencia directa de esta dualidad es que
para cada eleccién de constantes a, 3, v y d el Boundary Driven SIP a tasa m tiene una tnica me-
dida estacionaria (la cual resulta una probabilidad) y ademads esta medida puede ser caracterizada en
funcién de las probabilidades de absorcién del proceso dual. (Con probabilidades de absorcién estamos
haciendo referencia a la probabilidad de que una particula sea absorbida en el 0 o en el N+1). También
veremos que si esas constantes satisfacen una condicion extra, la medida invariante en realidad es una
medida producto y es reversible.

Finalizaremos este capitulo definiendo y probando una propiedad de equilibrio local, para lo cual
necesitaremos adaptar el mismo resultado que usamos en el capitulo 3 y que demostraremos en el
capitulo 5.

En el capitulo 5 describiremos un acoplamiento entre n particulas que se mueven con la dinamica
del SIP(m) y n paseos aleatorios independientes y probaremos el teorema clave que aplicamos en los
dos capitulos anteriores. Basicamente, el teorema dice que bajo ese acoplamiento, si para todo ¢ entre 1
y n la i-ésima particula del SIP comienza en el mismo lugar que la i-ésima particula del paseo aleatorio
entonces la diferencia entre las posiciones de las particulas i-ésimas a tiempo ¢ es de orden o(v/1), es
decir, la diferencia entre las posiciones a tiempo t dividido v/ converge en probabilidad a 0.

Finalmente, incluiremos un apéndice en el cual detallaremos las demostraciones de algunos resul-
tados conocidos que se han utilizado para demostrar el teorema del capitulo 5. Estos resultados estan
relacionados con la variacion cuadratica de una martingala y con propiedades de los paseos aleatorios
a tiempo continuo en Z.



Capitulo 1

Proceso de Inclusion en 7

1.1. Definicién e Interpretaciéon del Proceso

El proceso de inclusién simétrico a tasa m en Z con espacio de configuraciones {2 y generador
L51P(m) o5 yn sistema de particulas en el que los sitios estdn representados por Z y la cantidad de
particulas en cada sitio puede variar entre cero y cualquier cualquier niimero natural. Esto implica que
Q es igual a NZ, con Np := NU {0}.

Al generador del SIP(m) se lo define en cada funcién local f :  — R y en cada configuracién n € €2
de la siguiente forma:

LT f) =" Y mG +m)lf ) — Fm) (1.1)

1€Z je{i—1,i+1}

donde ™ = n — & + 0; representa la configuracién que se obtiene a partir de n luego de que una
particula que se encontraba en el sitio ¢ se desplazara al sitio 7 y donde las funciones locales son las
funciones que sélo dependen de finitas coordenadas, es decir: f es una funcién local de NOZ si existe un
subconjunto finito S contenido en Z tal que si n,n’ € Qy n(z) = n'(x) Yz € S entonces, f(n) = f(n').
Observemos que si f es local e i, j € S¢, f(n7) = f(n) ya que n*/ y n coinciden en todas las coordena-
das pertenecientes a S. Por lo tanto, la serie que aparece en £31F(m) f (n) en realidad es una suma finita.

El proceso con generador (1.1) lo interpretamos como un proceso a tiempo continuo en el que hay
dos dindmicas involucradas: Por un lado, cada particula realiza de forma independiente un paseo alea-
torio simple y simétrico a tasa % . Esto significa que cada una tiene un reloj que suena con distribucién
exponencial de pardmetro m (que llamaremos “reloj del paseo aleatorio”) y cada vez que suena, la
particula elige con igual probabilidad moverse un lugar hacia la derecha o un lugar hacia la izquierda.
Por otro lado, cada vez que dos particulas se encuentran en casillas vecinas se activa un reloj asociado
a esas dos particulas que suena a tasa 2 (es decir, con distribucién exponencial de pardmetro 2) y
que llamaremos “reloj invitacién”. Cuando éste suena, se elige con igual probabilidad una de las dos
particulas y la misma salta hacia el sitio de la otra.

Otra forma de entender la segunda dindmica es la siguiente: cada particula tiene un reloj que suena
a tasa 1 y que se encuentra en constante funcionamiento (no es como en el caso anterior, que se activaba
a partir de un momento). Cuando suena el reloj de alguna particula que se encuentra en el sitio x se
elige con igual probabilidad el sitio de la derecha o el de la izquierda y luego, todos los relojes de las
particulas que se encuentran en el sitio elegido empiezan a “competir’. En el momento en que suena

3



4 CAPITULO 1. PROCESO DE INCLUSION EN Z

por primera vez alguno de esos relojes (que sonard con una tasa igual a la cantidad de particulas que
hay en el sitio), la particula que se corresponde con ese reloj salta hacia el sitio x.

Observacion 1.1. Es fundamental la propiedad de falta de memoria que poseen las variables aleatorias
exponenciales para comprender por qué las dos descripciones anteriores hacen referencia al mismo
proceso.

Observacion 1.2. A partir de la sequnda interpretacion resulta intuitivo que bajo la dindmica del
SIP(m) las particulas tienen una tendencia a atraer particulas hacia su propio sitio por lo cual, a lo
largo del tiempo, tenderdn a estar menos separadas que en un sistema de paseos aleatorios simples,
simétricos e independientes a tasa % . Esta es la razén por la que decimos que la interaccion entre las
particulas del SIP es “atractiva”, en contraposicion a la interaccion “repulsiva” que se presenta cuando
consideramos el proceso de exclusion simple y simétrico (SEP), en donde las particulas tienden a estar
mds esparcidas que en el sistema de paseos aleatorios. Estas comparaciones intuitivas que hemos hecho
entre el SIP, SEP y los paseos aleatorios se formaliza en el Teorema 2.53.1 de [5].

1.2. Reversibilidad en el SIP(m)

Queremos encontrar una medida que sea reversible para el proceso SIP(m) ya que esta reversi-
bilidad, ademés de implicar que el proceso tiene una medida estacionaria, nos servird en el capitulo
siguiente para poder construir una funcién de autodualidad.

Si fuese una medida producto con marginales v : Ny — R y C(n,n’) fuese la tasa de salto de la
configuracién n a 1’ en el proceso SIP(m), por la ecuacién de balance detallado,

v(mCn,n™) = v(n™)C(n™,n) V(i,j) € {(i,j) €ZXZL: |i — j| = 1}
y por lo tanto,

m

2

m

+15) = v(n — Drlng +1)(m = 1)(5

v(ni)v(n)mi( +mn; +1). (1.2)

Reemplazando en (1.2) n; y n; por k y n respectivamente (con k,n € Ny) obtenemos

z/(k)y(n)/c(% )= vk — Dv(n+ 1)k — 1)(% +n+1).

Y dado que la distribucién Gamma discreta con pardmetros A € (0,1) y % que vale

va(n) = FF((%J;:!) A"(1—X\)2 ¥Yn € Ny (y 0 en otro caso) satisface esta tltima igualdad, la medida pro-

ducto 1% = %IJA : N2 — [0, 1] cuyas marginales son vy con A € (0,1) Vi € Z resulta una medida
i€
reversible (y por lo tanto, invariante) para el SIP(m).

Observacion 1.3. Notemos que la medida vy con A € (0,1) no sdlo es una medida, sino que también



1.3. NOTACION MATRICIAL DEL GENERADOR )

es una distribucion pues:

400
)\n F(%‘i_n) 1 )\n oo Mg oo )\n n m 1
ZF F(%) _F(m)z::n!/o e Yx2 da:— m Z/ —xe dx

n=0

donde en el anteiltimo paso hemos reemplazado a (1 — N)x por la variable y.

A partir de la reversibilidad que hemos probado y la observacién que hemos hecho concluimos que
si A:Z — [0, 1] es una funcién, entonces la medida producto 1/?2 = V(i) con A(i) € (0,1) VieZ
1€EZ

es una distribucién y ademas, si la funcion A es constante e igual a A, la medida I/%Z (que también la

notamos V%Z) es una medida reversible e invariante.

1.3. Notacion matricial del generador

Nuevamente, notamos £ al generador de un proceso y €) al conjunto de configuraciones posibles.
Consideremos f € Dom/(L), n,n' € Qy sea C(n,n’) la tasa de salto de  a 1. Entonces,

y si definimos

nos queda que

Lfm)= > Lmnn)f0). (1.3)

Ahora, si pensamos a L como una matriz en R tal que en la columna n y en la fila 7/ vale
L(n,n") y pensamos a f como el vector columna que en la fila 7’ vale f(n'), el segundo miembro de la
igualdad anterior lo podemos reemplazar por (Lf)(n), donde (Lf)(n) representa el lugar n del vector
columna que se obtiene al multiplicar L y f. Por lo tanto, (1.3) lo podemos reescribir como

Lf(n) = (Lf) ().

En nuestro caso, Q = NJ y

LIP f) =" STl +m)F @) — F)]

1€Z je{-1,1}

= {’71 + i41) () + i (o

. . m m
5 T mi) f(n YY) = (2minig + it 577z+1)f(77)] ,
IEL
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por lo que

iyi+1
i+1,i

para algun i € 7Z
para algin i € Z

ni(’g + Nit1) sin' =n

, i1 (5 + 1) sin' =17

L) =9 = S @minir + 2o+ Bna) sin' =n
i€Z

0 en otro caso

y L asi definida coincide con

m
*7’]7;4_1)(5777”/. (14)

+ ni)5 i1, — (2nimiy1 + 9

m
= > mG )y g +m (

B 77i +
iE€EZ

2



Capitulo

Dualidad y Autodualidad

La dualidad es una herramienta muy 1util en el estudio de sistemas de particulas que nos permite
relacionar al proceso en el que estamos interesados con un nuevo proceso, llamado dual. Tipicamente,
la relaciéon dada por la dualidad nos ayuda a deducir propiedades del proceso original estudiando al
proceso dual, lo cual puede resultar muy 1util cuando el nuevo proceso es mas sencillo que el anterior
o cuando el problema que queremos resolver del proceso original se vuelve mas accesible al haber sido
reformulado en términos del proceso dual.

Vamos a distinguir un caso especial de dualidad: la autodalidad, que es cuando las leyes que siguen
los dos procesos son idénticos aunque los espacios de estados podrian ser distintos. Mas precisamente,
nos referiremos a autodualidad “en sentido estricto” cuando los espacios de estados son iguales y a
autodualidad (a secas) cuando no necesariamente lo son. Nos podriamos preguntar cudl es la utilidad
de la autodualidad si el generador de los procesos es el mismo. La respuesta radica en que, si bien la
dindmica es la misma, el espacio de estados puede ser considerablemente més pequeno. Por ejemplo,
en el caso en que el proceso original admita infinitas particulas y, por otra parte, el espacio de estados
del dual esté dado por las configuraciones con sdélo finitas particulas, usando la autodualidad podremos
comprender el comportamiento del sistema original reduciéndonos al caso en que sdlo haya finitas
particulas, lo que realmente es una importante simplificacién.

2.1. Definiciones y propiedades

Definicién 2.1. (Dualidad): Consideremos dos procesos de Markov a_tiempo continuo: (nt)i=o0 con
espacio de estados Q0 y (& )i>0 con espacio de estados Q. Sea D: Q x Q@ — R una funcion medible.
Decimos que (¢)e=0 y (§&)t=0 son duales respecto a D si

En[D(n, §)] = Ee[D(n, &)

para todo t > 0 y para todo (n,§) € Q X Q.

Definicién 2.2. (Autodualidad (en sentido estricto)): Consideremos dos copias independientes
del proceso de Markov a tiempo continuo (n:)=0 y (&)i=0 con espacio de estados 2. Sea D : 2 xQ — R
una funcion medible. Decimos que el proceso es autodual con funcion de dualidad (o de autodualidad)
D si

EW[D(nta é)] = Ei[D(Tla gt)]

para todo t > 0 y para todo (n,§) € Q x Q.
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Notemos que si (Sy)i=0 ¥ (Si)i=0 son los semigrupos de los procesos ()0 y (€0 y £y L
son los respectivos generadores, la dualidad respecto a D entre ambos procesos es equivalente a que
S:D(-,€)(n) = S,D(n,-)(€); y restando a ambos miembros D(n,£), dividiendo por ¢ y tomando limite
cuando t tiende a cero, nos queda

~

LD(,€)(n) = LD(n,-)(§)- (2.1)

Y bajo ciertas condiciones, la reciproca también es cierta:

Proposicién 2.1. Sean (nt)t=0 ¥ (&t)t=0 procesos de Markov a tiempo continuo con espacio de estados
Qy Q semigrupos Sy y St _y generadores Ly L respectivamente, y sea D: €2 X O — R una funcion
medible. Si D(n,-) € Dom(ﬁ) VneQ, D(-,§) € Dom(L) V¢ € Q, y ademds, LD(-,€)(n ) = [,D(n, )(€)
V(n,§&) € Q x Q entonces, (Me)t=0 Y (ft)t>0 son procesos duales respecto a D.

_ Demostracion: Sea ui(t,n,§) = Ey[D(m,&)] = SiD(:, 5)(?7) y sea uz(t,n,§) = E[D(n,&)] =
S¢D(n,-)(&). (S; y L actiian sobre la primer coordenada y S, y L actian sobre la segunda).

Notemos que por el Teorema de Fubini, §lStD(n,£) = Stng(n,f) Vt>0,Vi>0yV(n¢ e OxQ.
Restando S;D(n, &) a ambos miembros, dividiendo por I y tomando limite cuando  tiende a cero nos
queda que £S,D(n,-)(£) = StED(n, -)(§) (que por hipétesis, coincide con SyLD(-, €)(n)). Andlogamen-
te, considerando la igualdad S,5; D (n,§) = StSlD(n €), restando S,.D (n,€), dividiendo por [ y tomando
el mismo limite que antes obtenemos £5,D(n,-)(€) = S,LD(n, -)(€).

Por lo tanto,

Eul(tv m, 6) = EStD(v 5)(77) = StED(nv )(f) = St'CD(a 5)( ) %Ul(t n, 5) (22)
y
Eus(t,0,€) = £8.D(n,)(€) = S.LD(n, )(€) = Sunlt, 1. €), (23)

donde en la tltima igualdad de cada renglén usamos la ecuacién forward de Kolmogorov. Como ademaés
sabemos que u1(0,n,£) = D(n,§) = u2(0,n,&), de (2.2) y (2.3) obtenemos que u; y ug son soluciones

de la ecuacién diferencial %X(t) = L£X(t) con condicién inicial X(0) = D(n,£), y por unicidad de

solucién (ver Teorema 1.3 de [1]) se deduce que wuy(t,1,&) = ua(t,n,§) ¥t >0y ¥(n,§) € Q x Q, lo que
concluye la demostracion. [l

2.2. Técnica para encontrar funciones de autodualidad

Comencemos por observar que usando la notacién descripta en la Seccién 1.3, la ecuacion (2.1) se
puede escribir como

> L )D( €)= > L' (€, €D, €) (2.4)

neQ e
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ya que, si llamamos f y g a las funciones D(-,£) : Q@ — Ry D(n,-) : O—-R respectivamente,

LD(-,€)(n) = LD(n, ) (&) & Lf(n)=Lg€) & > L) f(n) = L(&E)g(&)

S e
& Y LD, &) = > LEE)Dm,E) « > Lny)D0,&) = > L', &)D,¢).
n'€N &eq n'€N ¢e)

A partir de (2.4) podemos concluir que si estamos en las hipétesis de la Proposicién 2.1, los procesos
con generadores £ y L son duales con respecto a la funcién D si y sélo si vale la siguiente igualdad
matricial:

LD = DL”, (2.5)
donde Ly L son las matrices en R?x% y R agociadas a los generadores L y L vy D es la matriz en

R ta] que en la interseccién de la fila 1 y la columna & vale la funcién D(-, ) evaluada en 7, o, lo
que es lo mismo, vale D(n,-) evaluada en &.

Observemos también que si £ = E, la ecuacién (2.5) se reescribe como
LD =DL". (2.6)

Ahora si estamos en condiciones de enunciar y probar el teorema que nos permitird demostrar
autodualidad construyendo a la funcién. (Ver [3]).

Teorema 2.1. Consideremos un proceso de Markov a tiempo continuo con espacio de estados ) finito
o numerable y sea L su generador descripto en forma matricial. Sea Q una matriz inversible tal que
LTQ = QL y sea S una matriz que conmuta con LT . Entonces, si la funcidn D: Q x Q — R asociada
a la matriz D = Q1S werifica ser una funcién medible tal que D(n,-) y D(-,€) pertenecen al dominio
de L para todo t > 0 y para todo n € Q, D resulta una funcidn de autodualidad (en sentido estricto).

Demostracion: Por (2.6), debemos ver que LD = DL”, y esto es muy simple de chequear:
LD=LQ'S=Q LTS =Q'sL” =DLT. O

Veamos ahora una observacion que nos va a resultar de gran utilidad, ya que nos dice como encon-
trar una matriz () en el caso en que el proceso tenga una medida reversible. Ademads, la matriz que se
propone es una matriz diagonal.

Observacién 2.1. Sea L la matriz asociada al generador L de un sistema de particulas que posee una
medida reversible p y un espacio de estados ). Entonces, la matriz @ definida por

Qn,n) = u()oyy 0, € Q
verifica ser una matriz inversible tal que LTQ = QL.

Demostracion: Es claro que @ es inversible (ya que @ es una matriz diagonal con todos los elementos
de la diagonal distintos a cero). Veamos entonces que cumple la otra condicién:

(L)) =D L (n.n") = L") ("o = LT (0 ) ()

"€ e

= L(n',n)u(n') = Ln,n")u(n) = > w)6yu Ln" 1) = (QL)(n,7') Vn, 1 € Q,
n'"eqQ
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donde la quinta igualdad vale por la reversibilidad de pu. O

Nuestro objetivo es deducir y probar autodualidad en el SIP(m), cuyo generador vimos que se
puede escribir como

LS fn) = 37 [+ o) PP+ mea () F ) = g+ o+ i) ().
1Y/

Notemos que este generador es una suma de operadores que trabajan exclusivamente sobre dos
sitios de la configuracién. (Esto también ocurre en otros sistemas, por ejemplo, en el paseo aleatorio
simple o en el proceso de exclusién simple). Este hecho nos permitird simplificar el problema de probar
la autodualidad en el SIP(m) ya que bastara estudiar la autodualidad en el caso en que tengamos
particulas solamente en dos sitios (que ademds de simplificarlo por pasar de tener infinitos sitios a
tener sélo dos, también lo simplificard dado que en este ultimo caso la autodualidad es estricta, por lo
que podremos usar el Teorema 2.1).

2.3. Dos sitios

Consideremos el proceso SIP(m) con sélo dos sitios, que tiene como espacio de estados a Q' = NyxNj
y como generador a £51F(m):2_¢] cual se lo define en cada funcién f : ' x€ — Ry en cada configuracién
i,7 de Q' como

LITP2 (i, ) =i+ )6 = LG+ 1) = £, + 5 (5 + DI+ 1.5 = 1) = £6.5)]

2
=il A D= 13+ D)+ + DI+ 15— 1) = (i + i+ 2 D)I69).

2

o (2.7)
—J

2

La interpretacién de este proceso es similar a la del SIP(m) en Z: cada particula realiza un paseo

aleatorio a casillas vecinas a tasa %5 para cada lado (como sélo hay dos sitios, cada casilla tiene un
unico vecino), y ademds, cada vez que dos particulas se encuentran en sitios vecinos (o, lo que es lo

mismo, en sitios distintos), se les activa el “reloj invitacién”, el que suena a tasa 2.

Al igual que hicimos antes, identifiquemos al generador con una matriz L en R > y llamemos
L(ij,4'5") al valor de L en la fila i,j y columna ', j. Observando (2.7) deducimos que

i(%5 +7) sii,j =1—1,7+1
(5 +1) sii,j/=i4+1,j—1
L(ij,i'j') = G ) s =i
(1]71.7) —(2Zj+%l+%j) si Zl,],:Z,j
0 en otro caso
lo que se puede reescribir como
L(ij,i'j") = WG + 901401, + (5 + Dirr,pd-1,5 — (207 + Si+ 7). (2.8)

Para poder deducir y demostrar la autodualidad del proceso, segin el Teorema 2.1, debemos en-
contrar una matriz S y una matriz Q tales que SLT = LTS y LTQ = QL, y por la Observacién 2.1,
si conocemos una medida reversible, ya tendremos un buen candidato para (). Tratemos entonces de
calcular esa posible matriz @ y luego tratemos de deducir alguna matriz S que nos sirva.
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Necesitamos encontrar una medida reversible para el proceso con generador £577(™):2 Basgndonos

en la demostracién de que la medida producto v% := @ vy : N& — [0,1] con A € (0,1) es una medida
1EL

reversible para el proceso SIP(m) en Z (ver Seccién 1.2), es facil ver que la medida u§\2) definida en

como

>

w3

m
2

v (6,5) = @) () = (1= X) 'F(g) 1=X) ji w

es una medida reversible para el SIP(m) con dos sitios. Por lo tanto, gracias a la Observacién 2.1,
obtenemos que la matriz Q € R *? que en la fila i, j € @ y columna @/, j/ € ' vale

N ) VU m N T(% +1) w NG +5) . o
Q(UJ.] ) =y (17.7)51,@’6],]’ - (1 - )‘) 2 ?W (1 _)‘) 2 ﬁwéz,z’éj,]’

verifica que LTQ = QL. Como ademds (1 — \)™.\"*J es constante (ya que la cantidad de particulas se
conserva), la matriz Q € R?*? definida en la fila i, j € Q' y columna 7', j’ € Q' por

~ rem g r(m oy
Q(ij,i'j") == Uy +9) i it (5 +J)

2 2 I
Z‘F(i) ’ ]'F(?) 3

también verifica que LT@ = @L, y por simplicidad, elegiremos trabajar con Cj y no con Q.

Ahora que ya tenemos la matriz Q) busquemos una matriz S que conmute con LT. Para eso, intro-
duzcamos la siguiente notacion:

Sean A y B dos matrices en RNo*No (A las filas y a las columnas de estas matrices las enume-
ramos desde el 0, es decir: 0, 1, 2, etc.). Definamos A ® B como la matriz en RNGNG tal que en la
fila 4,7 y la columna i, j" vale A(i,4").B(j,7’), donde A(i,i') es el valor de la matriz A en la fila i y
columna i’ y B(j,j') es el valor de la matriz B en la fila j y columna j'. Observemos que si e; es el
vector columna en RY0 que tiene un 1 en la fila i y en el resto un 0 (donde las filas también se enu-
meran a partir del 0), A(i,7') = efAey y B(j,j') = €’ Bejy, por lo que A® B(ij,i'j') = (e} Aey). (e} Bejr).

Definamos ahora los siguientes tres operadores lineales que actian en RN0 de la siguiente forma:

K+€i = (l + %)614_1 Vi € Ny
K ep:=0y K e :=1ie;_1VieN
i = (1

donde e;, al igual que antes, es el vector columna que tiene todos ceros salvo un 1 en la fila 7.

Veamos primero que KT, K~ y K satisfacen las mismas relaciones de conmutatividad que se
satisfacen en el dlgebra SU(1,1), que son:

KO, K*] = K+
KO K] =-K~
[K—,K*] = 2K"

Comprobemos la primer igualdad, las otras se demuestran de forma andloga. Para esto, veamos



12 CAPITULO 2. DUALIDAD Y AUTODUALIDAD

que [K°, Ktle; = Kte; Vi € Ny:

(KO, KH)e; = KOK*+e; — K+ K%; = KO((i + %)em) — KH((i + %)ei))

(i+ = )K ;41 — (z‘JrT)Kﬂa,:(z‘+%)(z’+1+m

oom.,. m
1 1 Jeir1 — (i + Z)(@ + §)€i+1

2 =)
(i + 5)(3%‘4_1 == K+6i.

Por otro lado, definamos la matriz G € RNOXNG de 1a siguiente forma:

2
G::K*@K*+K*®K+—2K“®KO+%1®1,

donde 1 es la matriz identidad (1’s en la diagonal y 0’s en los otros lugares).

Afirmo que G = LT. Para probarlo, debemos ver que G(ij,i'j') = LT (ij,i'j") Vi, j,4',j' € Ng. Por
como definimos G, sabemos que si 4, j, i, 5" € No, G(ij,i'j') es igual a

2
K0 K (3,4 + K~ (030K (5,5') = 2K 0K G 5') + 16, 0013.1).

Calculemos cada uno de esos términos por separado, y con el fin de no tener que analizar aparte el
caso en que ¢ sea igual a 0, definamos 0.e_; := 0.

= KH(i, i) K™ (4,5') = (efK T ey).(e5s K ~ejr) = (ef(i' + 5 )eiy1)-(ehi'esr1) = (' + 5) 50110551
= K= (i,i")KT(5,5) = (eﬁK—ei/).(eéKJ“ej/) = (eji’eir—1)-(e E‘(j/ +5)ejri1) =4 (3" + 5)0ii 105,541

» —2K0(i,i")K°(j,5') = —Q(egKoei/).(eﬁKoej/) = —2(el(V + %)ei/).(eé(j’ + ejr)
= =2(¢+ F)(U" + 7)0ii 655

2

.. .. 2 2 2
] %1(2,2’)1(],]’) = %(65161/)(651(%/) = %(efei/).(eéej/) = TrgL 5 /(5]]

A partir de estas igualdades y usando (2.8) obtenemos que

S )00

7)]/5i,i’+15j,j’71+Z/(]l+§)5i,i’715j,j/+l (2i'5" + 5 5

G(ig, ') = (' + 5
= L(i'y',ij) = L" (ij,1'"),
como queriamos ver.

Queremos encontrar una matriz S en RNo*No ta] que S y LT conmuten y por lo que acabamos de
probar, es equivalente encontrar una matriz S en el mismo espacio tal que SG = GS. Para esto, como
la matriz G esté escrita en funcién de los operadores KT, K~ y K°, tendremos en cuenta las relacio-
nes de conmutatividad que se satisfacen entre ellos, que son las mismas que las que se satisfacen en
el dlgebra SU(1,1), y por lo tanto, también consideraremos algunas propiedades que posee esta dlgebra.

Como en el SU(1,1) hay tres operadores (comtunmente denotados por K, K_ y Kj) que verifican
[Ko, Ki] = £Ky y [K_, K] = 2Ky, y ademas, el “casimir” del SU(1,1) (que es un elemento “distingui-
do” que se encuentra en el centro del dlgebra) es (K4 K_+K_K)—(Kp)?, se deduce que si K+, K~
y KV son los operadores que habfamos definido, entonces el operador C:= %(K TK+K K')— (K 0)2
conmuta con K* Va € {4, —,0} (es decir, [C, K*] [C,K~]=1[C, K" =0).
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Definamos el operador A de la siguiente forma: A(K®) := K‘® 1 +1® K* Va € {+,—,0} y
Al Y g p. KOKY) = > g p A(KY)A(K®)) Va € {+,—,0} y Vg € R.

a,be{+,—,0} a,be{+,—,0}

Este operador es andlogo al operador “co-producto” que se define en el SU(1,1), el cual, en-

tre otras propiedades, preserva las relaciones de conmutatividad, por lo que, como C' conmuta con
K®Va € {+,—,0}, A(C) conmuta con A(K?%) Va € {+,—,0}.

Veamos ahora a qué es igual A(C):

A[% KYK™+ K K") - (K°)?]
= LAGKAGK ) + AK)A(K )] — (AKK®)?
%[K+®1+1®K+)(K ®1+10K )+ (K ®1+10K )(KT®@l+10K")]

~(K'®1+ 1 K°%?
:§[K+K*®1+K+®K*+K*®K++1®K+K*+K*K+®1+K*®K+

+KT@K +19K K] - [K°K°®1+2K ' ® K+ 1 ® K°K"|
2

—C@1+10C0+K @K +K @K' —2K°0 K" = [Co1+100-"101]+G

== (1—5)]1®1+G

donde en el antetltimo paso usamos que G = KT @ K~ + K~ ® KT —2K%® K° + %21 ® 1 y ademas,
la dltima igualdad se debe a que

m2 RTE m m2 m m2 m2
[C X 1 + 1 X C — ?1 & 1] (Z],Z/j/) = (Z — ﬁ)éiﬂ"(st (Z 16 )6i,i’6j,j’ — §5i,i/5j,j/
m m2 m2 m m m m ./ - A
:[2(1 - T6) - §J5i,i’5j,j’ = 5(1 - 5)52‘,1"53‘,]" = 5( 5)1 ® 1(ig,i'j") Vi, j,i',j" € No.

Ahora, como A(C) = 2(1-)1®1+ Gy 2(1 - 2)1®1 conmuta con A(KT), A(K™)y A(K?),
para ver con qué elementos conmuta G busquemos los elementos con los que conmuta A(C'). Y como
C' conmuta con K Va € {+,—,0} y A preserva las relaciones de conmutatividad, A(C') conmuta con
A(K?%) VYa € {+,—,0}. En particular, tomando a = + obtenemos que G y A(KT) = KT ®@1+1®@ K"
conmutan.

Notemos que podiamos haber hecho cualquier otra eleccion, por ejemplo, a = —, a = 0 o incluso
combinarlas ya que si G’ conmuta con A(KT), A(K~) y A(K?), entonces conmuta con cualquier ope-
rador que se obtenga a partir de sumas, multiplicaciones por constantes y composiciones entre ellos. Y
siguiendo los mismos pasos de la demostracién que sirve para deducir y probar autodualidad aplicando
el Teorema 2.1 para paseos aleatorios independientes y para el proceso de exclusién (ambos procesos
simétricos y definidos en dos sitios) (Ver [3]), lo que se hace luego de haber visto que KT ®@1+1® KT
conmuta con G (aunque en realidad los operadores K, K~ y K" no se definen de la misma forma)
es elegir como matriz S a e TOIHIOKY  Fgta eleccién se debe a que en esos procesos Uno ya conoce, a
priori, una funcién de autodualidad para cada uno, y lo que se quiere hacer con este método es tratar
de construirlas y no solamente verificar que sirven.
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Definamos entonces S := e @1 H1OKT v veamos primero que S coincide e ® e
KT@l+1@Kt _ KT®l 19Kt _ - K+ = l 10 KH)t
€ =€ € = Z ll( @ 1) Z t'( ®KT)
1=0 t=0
“1 1 1 1
- (g )(Zal® ") = (X e ]en)(ie [ 3 muh])
=0 t=0 =0 t=0

:(eK+®1)(1®e ) = ek T ®ek
Usando esta igualdad se deduce que si i,j e ', 5’ son configuraciones pertenecientes a ' (es decir

+,.00. +,.00. + +
S(/L])Zj) K (257’/)‘6[( (]a],): (egeK 6;).(6]-6[{ 6;')’

1 =1
con €§€K+e;:e§<lio“(K—i_)l)ei/:e;‘f(l_go”(T;+Z)(2 +1+7’) (2 +l_1+i/))ei’+l
102 +i) m m m
S(S IR m ™y (B im 14 ) )en
ez(lo T (g (G DG I L) Jer
1T(Z+1+14) 1T m+lz»
t N2 "7 2
=ty i T LY
e’(;l! T(%2 + ') )e AL (Zl T(2+) "+
=0
—1T(5 +1+1) SERAC S
:(g o — )@‘—i/,l 00 = =
b TR +i) (i—i)T(F+i) 7
1 L%+
Ansl te, elel el = 2 8; . Por lo tanto,
nalogamente 6J€ 6] (]—j/)'r(%—k]/) > or 10 tanto

o 2 +i) L I3 +4)
S(ij,i'5") = 2 Oizi ; 0y
(ZJ Z]) (i—i’)!r(% —|—i/) > (] _j/)!l“(% —I—j/) =

Como ya hemos encontrado una matriz @ y una matriz S que cumplen que LT@ =QLy
LTS = SL”, por el Teorema 2.1, para encontrar una funcién de autodualidad debemos calcular la

matriz D’ := Q~1S. Para esto, consideremos i, j, 1, j € Ny y calculemos D (ij,4'7"):

D/(ij77:/j/) — (@—15) (2]7 Z'/j/) — Z Q\ (Z],Z”j”)S(i”j//, 7;/j/)

1,5 €Ng xNo

_ LGNt (PEHDN S
. ZN( 'r<’;>) s (Grremy ) O @ T B G T )
AT AT s TG sy T4

1
TT(B 4 T3 +)) (= T(E+) G- T(%+5)
i vy gt TE) n(w) /
= (7, —i/)! F(% ’L,) 5121 (] Iy )l F(% ]) 5]2] lel;‘[d} (l _ l,)|1-,(% —l—l/) Or>1

Concluimos entonces que la funcién D’ : ' x @ — R asociada a la matriz D’ € R definida
por
I m
D/ S A
(Z]?Z]) H (l_l,)'F(

le{ig}

M\S
~
—
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es una funcién de autodualidad para el SIP(m) con dos sitios, lo que es equivalente a que valga la
siguiente igualdad:

ESIP(m)’2D/(ij, )(le/) _ ﬁSIP(m)’QD/(',Z'/j/)(’L'j) Vi, j e 'L',,j, cq. (29)

2.4. Generalizacion de dos sitios a 7Z

Veamos ahora cémo aplicar este hecho para deducir y demostrar autodualidad en el SIP(m) en Z.
Observemos primero que si para cada k € Z y para cada ny £ en Q = NoZ definimos

Dy(n,€) := D' (miMe41, Erit1),

la autodualidad antes mencionada puede ser escrita como
LIPm2 Dy () (€) = L5PI2D (- €)(n) ¥, € € Q. (2.10)

(Esta igualdad nos dice que si en el SIP(m) en Z tnicamente miramos lo que ocurre entre los sitios k
y k+1 y consideramos el proceso SIP(m) asociado a esos dos sitios, tenemos una relacién de autodua-
lidad).

Por otro lado, sabemos que el generador del SIP(m) en Z es

m m m m
LTPm fg) =3 |:77k(5 + ) F () + Mer1( + ) F () = Cmwis + 5 Mt 577k+1)f(77)}a
kez,

con f € Dom(L)yn €.

Basdndonos en céomo es este generador y cémo son el generador y la funcién de autodualidad
del SIP(m) en dos sitios que acabamos de encontrar, definamos la funcion D : Q x Qf — R (con

Qp:={neQ:> n <oo}) de la siguiente forma:
€7

! rz
nl (2) 6 >§l.

P8 =11 Zanrm g

leZ

Observemos que D es una funcién bien definida ya que, como £ € 2, & = 0 para casi todo | € Z
! I'(%)

(m—=&)'T(F +&)
términos distintos de 1. Por la misma razén se deduce que D es una funcién local (s6lo depende de los
sitios en los que la configuracién & tiene alguna particula, que son finitos).

y ademas, si & = 0, = 1. Por lo tanto, D(n, &) resulta un producto con sélo finitos

Notemos también que si definimos

! (%)
Ak’(n’g) = H m 5771251
¢k 1) (m—&)'T(F +&)

—~

resulta

LD, )(€) =) A, L2 Dy(n, ) (€) (2.11)
kEZ
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ya que
L3P D, ) (&) =

=3 [6(F + &) D0 ) + 6a (5 + 6D €M) — 26k + 5 &+ ki) D0, 6)|

kez
_ m D(n, g+ m D(n, gFHF) m, m D(1,§)
= %Ak(%ﬁ) [&(5 + §k+1)m + €k+1(5 + fk)m — (2&k&k41 + 551@ + E&H_l)Ak(n,f)}
=D A(n,€) [ﬁk(% + Epp1) D, €991 + §k+1(% + &) D (1, €57HF) — (265801 + %ﬁk + %ékﬂ)Dk(U@)}
kez
= Ap(n, LI Dy, ) (8).
kez
Andlogamente,
LIPMD( &) () = Ag(n, L2 Dy (-, €) (). (2.12)

kEZ
Y como en (2.10) vimos que L3P(:2D, (n ) (&) = £LIP2D (- €)(n) V& € Qy Yk e Z,
aplicando esto a las igualdades (2.11) y (2.12) resulta:
P D(n, (&) = LMD, €)(n) Vi € Qy Ve € Qy,

de lo que se deduce que el proceso SIP(m) en Z es autodual con funcién de dualidad

! rz
D : Q x Qf — R definida por D(n,§) := [] UL (5)

d )
ez (m =& T (F +&) m=E)

Observacién 2.2. La funcion de dualidad D que obtuvimos es un producto de funciones indexado por
Z, en donde la funcion l-ésima evaluada en n y & depende unicamente de la cantidad de particulas en
los sitios l-ésimos de ambas configuaraciones. (Precisamente, D(n,&) = [] di(mi, &), con di(n;, &) :=
leZ
(m”fl;l),% Op>¢,)- Esto se debe a las siguentes dos razones: La primera es que cuando elegimos
: 2

la matriz S y la matriz QQ para el caso de dos sitios, ambas matrices se podian escribir de la forma
A® B con A, B € RNoXNo o ademds, la matriz Q era diagonal. La sequnda razén es que el generador
del SIP(m) en Z se pudo descomponer en una suma de operadores que trabajan exclusivamente sobre
dos sitios de la configuracion, y los sitios correspondientes a un operador son distintos a los sitios
correspondientes a otro operador.



Capitulo 3

Limite Hidrodinamico para el SIP

Una de las herramientas que utilizaremos a lo largo de todo este capitulo es la autodualidad
demostrada en el capitulo anterior. En la primer seccién la usaremos para definir al semigrupo del
SIP, mientras que en la segunda secciéon nos servird para deducir el comportamiento del sistema a
nivel macroscopico estudiando la interaccién entre las particulas a nivel microscépico. Precisamente,
lo que haremos luego de un pequeno anélisis (el cual involucra autodualidad) serd dar una definicién
de equilibrio local para el SIP y una definiciéon de propagacién de equilibrio local, la que vincula a los
equilibrios locales con la evolucién del proceso a través del tiempo. También daremos dos definiciones
mas débiles que las anteriores y probaremos que bajo ciertas hipdtesis hay propagacién de equilibrio
local. Profundizaremos algunas ideas desarrolladas en [13] y nos basaremos en [7] y [11].

n
En lo que sigue, notaremos » d,, a la configuracién que tiene particulas ubicadas en los sitios
i=1
i €Z ¥V 1<1i<ny tales que la cantidad de particulas ubicadas en el sitio x es igual a la cantidad
de veces que aparece §, en la sumatoria.

Recordemos que si X7 — [0, 1] es la funcién constante igual a A, la medida producto

(= m . . . z
yigz = @ vy con vy(n) = %)\”(1 — A2 Vn € Ny es una medida invariante, y que ademas, la

funcién ilE)Z' QxQr = Rcon D(n, &) == [[di(n, &)y di(n,§) = ! F(%)
: f n:€) = ILdn. &) v ditn. &) = T =esrm g

funcién de autodualidad para el SIP(m), lo que se traduce en:

Oy > €8 una

=

ESTP [D(n(t), €)] = BTV D, €(1))): (3.1)

3.1. Definicién del semigrupo del SIP(m)

En el capitulo 1 hemos introducido al proceso SIP(m) mediante su generador pero no hemos proba-
do la existencia del semigrupo. El problema estd en que, como la cantidad de particulas en el SIP(m)
puede ser infinita, las tasas de salto no necesariamente estian acotadas y por lo tanto, esa esperanza
podria no estar bien definida.

Para solucionar el problema lo que haremos sera elegir una familia de funciones A que sea densa

con la topologfa producto en C(N%) (funciones continuas con dominio NZ y codominio R), definire-
mos S, f para toda f € Ay luego extenderemos la definicién a toda f € C(N%) usando la densidad de A.

17
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Comencemos por observar que a un polinomio P con variables 7;,,...,7;, con k € Ny iy,...,i; € Zlo
podemos escribir como combinacién lineal de las funciénes D(n, &), donde n € Q esta fijoy £ € Qy es la

(n— €)' T(5 +&) "

en particular, d(n,0) = 1 Vn € Ny. Sabemos también que cada uno de los términos de P es de la forma

variable. Esto se debe a lo siguiente: D(n,&) = [] di(m, &), con di(m,&) :=
I€Z

i t; . . . .z
c.nfll ...nik’“, conc€Ryt; € NgV1<j<k Porlo tanto, si elegimos £ una configuracién que tenga

, . e r(m
particulas inicamente en los sitios 41, ..., %x, notando que (7SL ié) es una constante que depende de &,

D(n, &) resulta una suma de términos similares a los de P (solo varian las constantes y los exponentes).
Por lo tanto, jugando con las constantes y variando la cantidad de particulas en los sitios i1, ..., de
& podemos escribir a P como queriamos.

Veamos un ejemplo:

Supongamos que P = 2172 + 10n%¢ — 19. Si reemplazamos a ¢ por las configuraciones que tienen
exactamente una particula en el sitio 1 y tienen 0, 1, 2 6 3 particulas en el sitio 5 obtenemos:

= D(n,61) =d(m,1) =2y = c1m
» D(n,61 +05) = d(m, 1).d(n5,1) = Zm 205 = comns
= D(n, 014 205) = d(m1,1).d(15,2) = 2m 2 7250515 — 1) = c3mng + camns

= D(n, 81+ 305) = d(m,1).d(n5,3) = 2 2 sz a5 (05 — 1) (05 — 2) = csmng + comng + comns
donde ¢; es una constante que depende de m V 1 <4 < n. Por lo tanto,

2 2 cgC
2mn$ = —D(n, 61+ 385) —D(n,(sl +205) = ——(c7 = ——)D(n, 61 + J5).
Cs C5C3 C5C2 c3
Si ahora consideramos £ = 0_g y £ = 0 (es decir, la configuracién que no tiene particulas en ningin
lugar) resulta

] D(?],O) =1

= D(n,6-8) = d(n-s,1) = Zn_g = c1n—s,

y por lo tanto,

10
1075 =19 = —=D(n,6-5) = 19D(1, 0).
1

Concluimos entonces que si P = 2mym3 + 10n% ¢ — 19,

2 2 ceC 10
P = —D(n,61 + 365) — 7D(77,51 +205) — ——(cr — =2)D(n, 61 4 85) + — D(n,5_g) — 19D (1, 0).
cs Cc5C3 Cc5C2 3 c

Acabamos de ver que todo polinomio multivariado puede escribirse como combinacién lineal de
elementos de la familia A := {D(-, €): Q — R tales que £ € Q f}, es decir, que la familia
A= {combinaciones lineales de {D(-,€) : @ — R tales que £ € Qs }} es densa en los polinomios mul-

tivariados. Como estos polinomios son densos en las funciones locales de NOZ y éstas son densas en
C(N%), A también resulta denso en C'(NZ).
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Por otro lado, si elegimos D(-, &) € A, usando la relacién de autodualidad dada en (3.1) podemos
definir
SiD(-,€) =" D, €(1)),

ya que [ D(n(t),&) = Eglp(m)D(n,ﬁ(t)) (por lo que S;D(-,&) coincidird con E; D(n(t),§),

como querlamos). Ademss, al haber soélo finitas particulas en &, las tasas de salto si estzin acotadas y
por lo tanto, E?IP(m)D(n, &(t)) esta bien definida.

SIP(m) SIP(m)

Como ya hemos definido S; f para toda f € A, extendiendo por linealidad podemos definir S f para
toda f € A. Y como también vimos que A es denso en C (NZ) para generalizar la definicién de S f
a toda f € O(N%) elegimos una sucesién de funciones (fy)nen C A tal que hm fn = f y definimos

n—

En primer lugar, notemos que bajo esta definicién, Sy f coincide con ES P(m) f(n(t)). Esto se debe
a que
_ oy _ oy SIP _ mSIP(m)
donde el ultimo paso vale por convergencia mayorada.

Y en segundo lugar, observemos que si (g, )nen C A es otra sucesién tal que h’rf gn=f
n——+0o0

entonces lim S;f, = lim Sig, pues: si lim g, — f, = 0, nuevamente, por convergencia ma-
n——+o0o n——+o0o n—~+00

yorada, EIE Eglp(m)[fn(n(t)) — gn(n(t))] = 0, y como S;f y S;g coinciden con Eglp(m)f(n(t)) y

SIP(m)

E;, g(n(t)) respectivamente, resulta lim Sif, = lim S.g,, como queriamos ver.
n—-+o0o n—-+oo

Con estas dos observaciones concluimos que la definicién que hemos dado para S;f es una buena
definicién y se corresponde con el semigrupo asociado al proceso con generador £57F (m)

3.2. Limite Hidrodinamico

Comencemos por probar una igualdad que nos sera de gran utilidad:

/D(n,i&xi) Z(dn) H - )\ (3.2)

de la que se deduce que si la funcién X:7Z — [0,1] es la funcién contante igual a A,

[o(n30.) van = (125)" 33)
i=1

Para demostrar (3.2), lo primero que haremos es analizar el caso en que tenemos una sola casilla
ocupada con particulas. Llamaremos x a la casilla ocupada y k a la cantidad de particulas, con x € Z

v k € Ng. Debemos ver que
Xz) \*
QL —

y esto se sigue de las siguientes igualdades:
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L T(3)

/D(n,k.éw) V% (dn) = /d(nx,k) V5 () = o 77_ STE e 2 5 Ok V5 (g (d112)
! D) e m M@ TR ) N M@ TR ) g om
_mzz e o e %Z:k( SR T g L)

+oo ¥ —
R KR A(x)ﬂw’fP( +k+nm—k)

+oo ¢ ; . N
(R — () >\($)JF(%+’€+J)(*:)*xk CRNEN R —(2R (L AE) NF
= N = X)F 3 =5y A - Xl F - Ko) ((Z50)

donde (*) vale ya que si en la medida V3 (@) reemplazamos m por m + 2k, V() sigue siendo una medida
de probabildad.

n n
Aplicando el resultado anterior y notando que ) 0, lo podemos reescribir como »_ k;dz, con
i=1 i=1
1, ..., Ty todos distintos entre sf (precisamente, 7o 1= #{x1, ..., Tn}, T1 1= T1, Tit1 = Tine(j>i: o;¢{a1,..3:})
Vi<i<n—lyk =#{je{l,...,n}: % =x;} V1<i<n), nos queda que

/D(n,i(s%) vEh(dy) = /D(n,ikiaji) v /Hd i, Zk& ) Z(dn)
i=1 i=1

:/lﬁld(%,m Z(dn) f[[/ (M3, ki) dnmz} H( A ) 1A

i=1 i=1 Z =1 $Z

ki sij=2x;paraalgin 1 <i:<n
0 caso contrario
d(n,0) =1V n € Ny. Por lo tanto, hemos probado (3.2).

donde la tercer igualdad vale ya que ( Z k; 5% { y ademas,

3.2.1. Equilibrio local

En lo que sigue, consideraremos a R como la escala macroscopica y a Z como la escala microscépica
VN € N, identificando al punto v € R con [uN] € Z y al punto x € Z con § € R VN € N.

Dado un perfil de densidad macroscépica 7 : R — [0, 1] (funcién continua), queremos interpretarlo
en términos macroscépicos asociandole una sucesiéon de medidas (un) ven en NZ. Si estas medidas fue-
sen invariantes, la densidad de particulas por sitio se mantendria constante a lo largo del tiempo, y por
esta razén, diremos que el sistema se encuentra en equilibrio. Pero si las medidas no fuesen invariantes
no ocurre lo mismo. Es por esto que deseariamos tener alguna otra nocién de equilibrio, aunque sea
local; nos gustaria que para valores de N suficientemente grandes las medidas pn se comporten en un
entorno del sitio microscépico [uN] como una medida invariante vinculada directamente con el valor

m(u).

Hemos visto que la medida producto cuyas marginales son Gammas discretas con parametro cons-
tante entre 0 y 1 es una medida invariante. En particular, si u € R, la medida producto 1/ : ®
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con marginales constantes v, resulta una medida invariante. Consideremos ahora la sucesion de me-

didas l/i@-.Z = Q- (i) con A Z = [0,1] y An(z) = 7(% ), ¥ probemos que vale la siguiente
N i€Z
igualdad:
yim E, %[ ] = B,z (4], (3.4)

donde 7, 1Y (1) := V(Tun) (1) ¥ (Trun)(0))z = Nagfun), T € Z, u € R. (A la medida Vle que acabamos
N

de definir se la llama “medida producto con pardmetro de variacién lenta asociada al perfil 7).

Para demostrar (3.4), comencemos analizando el caso en que ¥ € A, con
n
A:={D(-,> dz,) :neN, z; e ZV1<1i<n},y luego extendamos a toda funcién local usando que

1=
las combinaciones locales de funciones de la familia .4 son densas, lo que hemos probado en la primer
seccion de este capitulo.

n
Sea 1) = D(-, Y dz,). Siguiendo la notacién descripta en esa misma seccién, ¥ se puede reescribir
=1

i

como D(-, z k;.0z,), con Z1, ..., T € Z todos distintos entre si y k; igual a la cantidad de particulas en
=1

el sitio ; V 1 <4 < n. Para esta funcion ¥ se tiene:

lim E O [T[uN}w] =

N—+oc0 )\

= lim D (Tpun T],Zk 03,) v = lim /Hd TuN|M)a: ki) V%\%(dn)

N—+4o00 N~>+oo

= lim /Hd(niz-F[uN]vkl) V;%f(dﬁ) = lim D U,Zk‘ 5£B1+[UN “( )

N—+o00 N—+o00

32 . T >\N(93i [ulN])
= lim D ) Opitlu V 2 (d =" lim =
G [ D z; tun)) VE(dn) = lim H P

S e ) /Dnvzé

=k e IDe, ; %)l = E”%) W]

donde () vale ya que V 1 < i < n, Ay(z; + [uN]) = W(%); y por ser m una funcién continua, al
tomar limite cuando N — 400 obtenemos 7(u).

Veamos ahora que (3.4) vale para toda v funcién local: Sea (;),en C A tal que 1; = 1 uniforme-
mente. Aplicando convergencia mayorada y usando que la igualdad (3.4) vale para toda 1; con j € N
obtenemos:

N1—1>I—|r—l E ®Z [T[uNW] l_1>ri1 E ®z [T[um ‘hgloo ;] = Nl_l}]f}rloO Eyqz [JEIJP T[uN]%]
:NETOOJEIEOOE ?Z[ [UN]%} - ]EI-‘POO N1—1>I-I|—1<>O]E ®Z[ [UNHZ)J]
= lim E ez [¢;] =E ez [¢],

j—+oo  Vr(u) i (u)
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donde el intercambio de limites en el antetdltimo paso se debe a que (1)) jen converge a 1) uniformemente.

Notemos que la igualdad dada en (3.4) nos dice, justamente, que si N es suficientemente grande,

la medida V;‘?Z con A\ N( ) = m(%) se comporta en torno al representante microscépico de u como la

medida producto v% ( ) la cual vimos que era invariante. A partir de esto surge la siguiente definicion:

Definicién 3.1. Sea (An)nen una sucesién de funciones con dominio Z y codominio (0,1) y sea
m: R — (0,1) una funcion continua (que llamaremos “perfil” o “perfil de densidad”). Decimos que la

sucesion de medidas (l/f“Z)NeN es un equilibrio local asociado a m si
lim E V22 [T[uN]w] E ez [¢] Yu e R, V¢ local. (3.5)
N—+o0 7(u)

Observemos que por la densidad de A en las funciones locales y por la linealidad de la esperanza
podemos reemplazar en (3.5) “Vi) local” por “V ¢ € A” (recordemos que A era el conjunto de com-
n

binaciones lineales de elementos de A). Ademds, si ¢ = D(-, Z dz,), hemos visto que E ez [, n¢] =
AN

J D n,z(sx,ﬂw])uﬂ(dn)yque ESZ [4] = [ D( n,zamn vEE (dn) = Hl s = (745)". Por

lo tanto la definicién anterior es equivalente a la 31gulente

Definicién 3.2. Sea (Ay)nen una sucesion de funciones con dominio Z y codominio (0,1) y sea
m: R — (0,1) una funcion continua (que llamaremos “perfil” o “perfil de densidad”). Decimos que la

sucesion de medidas (VQZ

)\N)NGN es un equilibrio local asociado a w st

Iim Dn,Zdﬁ[uN])vq(dn) (”(“)u)) (3.6)

N—+4o00
=1

VueR, Vn €N yVay,...,z, € Z.

Y a partir de esta definicién, podemos generalizar la nocién de equilibrio local asociado al perfil ©
a cualquier sucesién de medidas (un)nen como sigue:

Definicién 3.3. Sea (un)nen una sucesion de medidas en N% y sea 7 : R — (0,1) una funcién
continua. Decimos que (un)nen €s un equilibrio local asociado al perfil w si

Jim D H,Z&x +lun]) BN (dn) = (%)n (3.7)

VueR, VneN yVry,...,x, € Z.

Observacion 3.1. Dada una funcién continua m : R — (0,1), la sucesion de medidas producto con
, . -, . . -, ®Z - o T
pardmetro de variacion lenta asociada al perfil m (es decir, la sucesién (v Ve >N€N con An(z) = 7()

Ve € Z y VN € N) es un equilibrio local para .
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Como ya sabemos relacionar un perfil 7 con una sucesién de medidas (uy)nen en la escala ma-
croscopica, seria interesante analizar qué ocurre con respecto a la condicién de equilibrio local en un
sistema que fue evolucionado a lo largo del tiempo y en el que, a tiempo inicial, la sucesion (uyx)nen
era un equilibrio local asociado al perfil 7. (Es necesario notar que el tiempo quizds deba ser apro-
piadamente acelerado para poder notar cambios en el sistema). Es por esto que surge la siguiente
definicién:

Definicién 3.4 (Propagaciéon de equilibrio local). Decimos que un equilibrio local (un)nen asociado
al perfil m se converva en el tiempo (o que hay propagacion de equilibrio local) si existe una renorma-
lizacion temporal On y una funcion p : R>g x R tales que

lim ES%NMN [Tun¥] = E gz [¥] Vu €R, Vt € Rxo, V 9 local, (3.8)

N—+o0 p(t,u)

donde p(t,u) es la solucion de una ecuacion diferencial en derivadas parciales con condicion inicial
m(u) y St]gN,uN es la distribucion a tiempo t0n del proceso SIP(m) en Z que inicia con medida pin. A
esa ecuacion diferencial la llamamos “ecuacion hidrodindmica”.

Observacion 3.2. La condicion (3.8) se puede reescribir asi:

m [ By [(1unn(t0n)] g (dn) = E ez [3h(n)]. (3.9)

N—+o00 p(t,u)
Ademds, por el mismo argumento de densidad que vimos antes, se puede reemplazar v i local” por
n
e A, con A:={D(-,> 0z,):neN, x; €ZV1<i<n}”. Y dado que, por (3.3),
i=1

E oz [D(n,i%)] = (M)n

p(t,u) ﬁ(t, u
la definicion anterior es equivalente a la siguiente:

Definicién 3.5. Dado que un equilibrio local (un)nen asociado al perfil w, decimos que hay propa-
gacion de equilibrio local si existe una renormalizacion temporal O y una funcion p : R>g X R tales
que

lim [ E, [D(r[uNmaeN)iéxi)} p () = (

5(t n
p( ’u) ) Vai,...,xp € Z, Yu € R, Vt € Ry,
N—+o0 1 ) -

1—p(t,u

(3.10)
donde p(t,u) es funcion de la solucion de una ecuacion diferencial en derivadas parciales con condicion
inicial w(u). A esta ecuacion la llamamos “ecuacion hidrodindmica”.

A continuacién, lo que haremos serd demostrar el siguiente teorema sobre propagacién de equilibrio
local:

Teorema 3.1. Sea w : R — (0,1) una funcion Lipschitz tal que m(z) <1 -0V x € R, con § > 0,
y consideremos la sucesion de medidas producto con pardmetro de variacion lenta asociada al perfil

7 (es decir, la sucesion (V%\%)NGN con Ay (z) = (%) Vo € Z y VN € N). Entonces, esta sucesion
verifica la propiedad de propagacion de equilibrio local asociada a la funcion p: R>g xR — [0,1] y a

la renormalizacion Oy = NQ, donde ﬁ(t,u) = 1_7_(;(7?)“) Y p(t,u) es solucion de la ecuacion dz'ferencial

Ap(t,u) _ mdp(t,u)

ot 2 Ju?
(u (3.11)
p(0,u) = 1_(71_?;)
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Vi>0yVuéeR.

Antes de dar la demostracién, definamos primero una funcién, llamada “funcién de correlacién”,
que nos serd de gran utilidad:

\I’(V?Z,$1,...,$nlt) /ESIP m)[ ( Zéml)] (dn) — ﬁ/E;?IP(m) {D(n(t),émi)]u;ﬁ?z(dn)
=1

con Ii,...xTn, € Zytec Rxg.

Veamos que esta funcion coincide con

st (T MK\ _ prawm (17 _AX0)
Ezl,...,xn(g - X(Xl-(t))) E. (l;[1 — X(Yi(t))>’ (3.12)

donde X7, ..., X;, son n particulas que se mueven con la dindmica del SIP(m) y Y7, ..., Y, son n paseos

aleatorios independiente a tasa 3 a cada lado, cuyas posiciones a tiempo t estan representadas por

Xi(t) e Yi(t), y ademas, X;(0) =Y;(0)=z; V1<i<n.

Aplicando la relaciéon dada por la dualidad, intercambiando las esperanzas con las integrales y
usando (3.2) nos queda que

\P(V%Z,xl, vy Ty 1 ) =

_ng,])(,?n[/D@’ZM (t)) ] HESIP [/D<77, dx, (t)) (dﬂ)]

RSTP(n AX B z RSIP(m) &
xl, ,xn<g 1— )\ )) P X4 < )\(X( )))
Y como vale que

ﬁESIP(m)< (X)(()) >: - EIRW(m)(l AYi(1)) ):EIRW(m)(ﬁ X(E(t))))>’

pc XXit), i " — A(Yi(t)) et AL Z XYt

(donde la primer igualdad se debe a que la dindmica de una particula del SIP(m) que se encuentra

sola en todo Z coincide con la dindmica de un paseo aleatorio a tasa % a cada lado y la segunda se

debe a que los n paseos aleatorios son independientes entre si), obtenemos la igualdad deseada.
Ahora si, demostremos el teorema:

Demostracion: Debemos calcular

Jim [ [D (numn(N%),iZlam)} v (dn), (3.13)

y por la cuenta que hemos hecho al demostrar (3.4), la igualdad anterior equivale a:

Jim [ E, [D(n(Nzt),;% HuN]ﬂ v (dn). (3.14)
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Usando que el primer término de W(V?iz, [u1 N], ..., [unN] : N?t) coincide con el primer término de
N

(3.12) pero reemplazando z; por [u;N]V 1 < i < n y t por N?t, luego aplicando la definicién de ¥ y
por ultimo considerando la independencia entre los paseos aleatorios, nos queda lo siguiente:

/]En |:D<n(N2t)’Zn:5xi+[uN]>:| I/f%(dn) = Eiff[(ﬁ}wxnﬂum(ﬁ )‘7V(4Xz‘(N2t)) )
i=1 |

1 1= An(Xi(N?t))

_ _ TRW (m) A (Yi(N?)

= \Il(u/\ﬂ z1 + [uN], ...,zn + [uN] : N?t) + B [uN], oot [uN] (H 1= (Y, (NQt))>
=1

= \Il(yj%vz,xl + [uN], ...,z + [uN] : N°t) + Ei?rgx] nH[uN] (Hf )))
=1

= Wz + [uN], o + [uN] s N + HE%}&?[ V)]

con f:(0,1) = R dada por f(z) = 1%;. Veamos entonces a qué converge cada uno de esos términos.
Comencemos por el segundo:

. . _ , IRW (m) ~  n(w)
Por un lado, observemos que si elegimos ¢ = 0, Nl_lffoo EmHuN] [f ()\N(Yz(())))} — _m)
Esto se debe a que

m(u)

. IRW (m) e _ _ _
NLHJIrloo EmiJr[UN] [f()\N(YZ(O)))} B NLHEOOJC()\N<1.Z [uN])) N f(ﬂ-(u)) 11— 7'('(11,)7 (3.15>
s . ; - ) - . (zi+[uN]) _
donde en la antetltima igualdad usamos Nl_lffoo An(zi + [uN]) = Nl_l}r}rloo () = m(u).

Por otro lado, al ser (Y;(s))s>o un paseo aleatorio a tiempo continuo, del Teorema 1.4 de [2] se

; 2
deduce que V 1 < i < n, W converge en distribucién a una variable aleatoria W, con distribucion
normal A (0, mt), y por lo tanto,

lim B[O )] = i B [ (o (OO B [ o vy
(3.16)
TRW (m)

2i-+[uN] [fom(W;)] satisface
[f o m(Wy)] verifica:

Como la funcién de densidad de W; la conocemos, es facil chequear que E

IRW (m)
zi+[uN]

Ap(t,u) _ mp(t,u)
ot 2 ou?

la ecuacién del calor con constante %, es decir, p(t,u) := E

Ademéds, por (3.15), p(0,u) = 1f$ru(1b) Por lo tanto,

Jim L f(A?Vm(N%)))} = ptu)VE>0yV1<i<n, (3.17)

donde p(t,u) es la solucién de la ecuacién diferencial

Ap(t,u) _ mp(t,u)

6t 2 u2 (318)

p(0,u) = %
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Definiendo p(t, u) := Pt vy > y Vu € R, como Pty p(t,u) y p(0,u) = m(u), al reempla-

1+p(t,u) 17ﬁ(t’u)
zar en (3.17) obtenemos:
R [ e 2] T )
e ] S SO ize)| = U= 50 (319)

Para finalizar la demostracion del teorema sélo falta calcular a qué converge, cuando N tiende a
+00, la funcién \I’(V%Z7l‘1 + [uN], ...,z + [uN] : N%t) . Para esto vamos a utilizar un resultado que
probaremos en el capitulo 5, que basicamente dice que si consideramos sobre 7Z n particulas que se
mueven con la dindmica del SIP(m) y n particulas que se mueven independientemente con la dindmica
de paseos aleatorios simples y simétricos a tasa 3 y las acoplamos apropiadamente, al tomar limite

cuando t tiende a 400 resulta:

[ Xi(t) — Y5(0)]
Vit
donde X;(t) e Y;(t) representan, respectivamente, las posiciones a tiempo t de la i-ésima particula del

SIP y de la i-ésima particula del paseo aleatorio y ademds X;(0) = Y;(0) V 1 < i < n. En particular,
si reemplazamos t por N2t y hacemos tender N a 400 nos queda:

Poovi<i<n,

X;(N%t)  Y;(N?t)

P .
— <i<n. .
=5 vl o vi<i<n (3.20)

Sabemos que
V(W [urN], ooo; [un N - N?t) =

N

o SIP(m) TOWGN) T rRwm) o AN(Yi(N2L)

_EI1+[UN]7--.7CCn+[UN] |:];[1 1— A_];T(XZ(NQt))} z1+[uN],....en+[uN] |:];[1 1— A—’ (E(Nzt))

-

)
(Vi(N?)))]

—=
~
>~
2

:Eillf[(iﬁ\;],...,rnJr[uN] :I[lf(A}(XZ(NQt)))} o Ei?r[/éjr\rfb]),,xn+[uN] [
m e X;(N?t m
=5 i [T ()] - B |

S on [ TG - T )

=1 =1

s
Il
—

—1=
~
—~
3
/N
=
==
N
=
~—
~—

@
I
_.
.
I
—

acop(m) . . ..
donde E U], ot [un] TEPTESENTR la esperanza en el acoplamiento que hemos descripto con posicio-

nes iniciales X;(0) = Y;(0) = 2; + [uN] V1<i<n.

Por otro lado, sabemos que la funcién f o 7 estd acotada superiormente y es Lipschitz pues:

o) m(z) < 1—14, por lo que fom(z) = 13:6()1) <2 =ic VreR,
m(z) (y) m(z) —m(y)

o) [fom(e)— fom(a) =

1
L—n(z) 1-mn(y) ’ - ‘ 0w =y = 527@) W)

1
ﬁclm —yl ="z —y| VreR,

IN
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. . /
con ¢’ la constante de Lipschitz para 7y ¢’ 1= &.

Usando estas dos propiedades de la funcién f o7 junto con (3.20) demostremos por induccién en
n que

G B Hlf[lf(w(X(J‘]vat))) = Hf(vr(yi(x?t)))( | =0, (3.21)

de lo que se deduce que

Nlﬁmxﬂ( ,[u1N], ..., [u,N] : N%t) = 0.

X;(N?t)
N

Y;(N?t)
N

Para abreviar notacién, definamos A?\/ = , va = y g = fom, con lo cual, (3.20)

equivale a que |A%, — BY/| Zovi<i<n

eSin=1: [g(A})—g(BL)| <AL — BL| 50, por lo tanto, |g(AY) — g(BL)| 0.
Y como la funcién g es acotada, la convergencia no sélo es en probabilidad, sino que también es en L.

e Paso inductivo: Supongamos que vale para n — 1 y veamos que vale para n:

n n n—1 n—1 n—1
[JTo(an) = TToBM| < [ TT oAl = TT 9BV lg(AR)| + 19(A%) — 9B | T] 9(BN)]
1=1 i=1 i=1 i=1 i=1

n—1 n—1
<| Hg(A’}v) - Hg(va)} ¢+ |g(A}) —g(BR)

n—1

Como cy ¢ son constantes y los otros dos términos convergen a 0 en L' resulta

n ) n ) 1
’ ITg(Ay) — 11 g(B}V)’ L, 0, y por esta razon, vale (3.21).
i=1 i=1

Concluimos entonces que th \I’(I/)\-‘ 71 + [uN], ...,z + [uN] : N?t)| = 0. Y a partir de este
Jr

resultado y de (3.19), tomando limite cuando N — 400 en (3.13) nos queda que

i [ D0, b )] v = [ 250
i=1 =1

donde p(t, u) estd univocamente caracterizada por la ecucién del calor. Por lo tanto, queda demostrado
el teorema. O
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CAPITULO 3. LIMITE HIDRODINAMICO PARA EL SIP



Capitulo 4

Boundary Driven SIP

Comencemos por definir al generador £5/7(m)=N del proceso Boundary Driven SIP a tasa m con

sitios {1,..., N} y espacio de configuraciones Qy = Név , en el cual las particulas interactian con una
dindmica similar a la del SIP(m) en Z pero la principal diferencia es que no hay conservacién de particu-
las. Una manera de interpretar la causa de este hecho es que el proceso cuenta con dos “reservorio de
particulas” asociados a los sitios 1 y N, los cuales pueden enviar y recibir particualas provenientes de
su sitio asociado.

Para cada eleccién de constantes o, 3,yy d con v > a >0y § > [ > 0 y para cada funcién
f: Név — R y configuracion n € Qy, definimos

LRI p(ag) = £5TPDN p ) "N ) 4 25T f (),

LITPM=N £ () = a(% + ) 0™ = Fm)] +ymf0"°0) = f(n)]
N—-1

3"V ) = Y A me) @) = F)] + mea (5 ) = £)]
=1

£y "N () = B+ aw)F@VN) = F@)] + o F @) = £),

donde "+l :=n—30;+6;,1 V1 <i < N—1,7% := n+; ynt0 := n—0; (es decir, n**+! es la configura-
cién que se obtiene a partir de 7 luego de que una particula salté del sitio i al i+1 y tanto n*° como 7%!
representan a las configuraciones en las que la inica modificacién que hubo es que aparecié o desapare-
ci6 una particula en el sitio 1). Andlogamente, ni+1’i =N—01+6V1I<i<N-1, 77N7N+1 =n—0nN
y nV N =+ 0.

Notemos que la unica diferencia que hay entre el generador E‘Og IP(m)-N y el generador del SIP(m)

en Z es que en el primero, la sumatoria va desde ¢ = 1 hasta i = N — 1 y en el segundo, ¢ recorre todos
los enteros. Esta similitud nos simplificard la demostracién de que el Boundary Driven SIP (a tasa m
y con N sitios) tiene un proceso dual y que bajo ciertas condciones para las constantes o, 3, vy 0,
posee una medida producto reversible.

29
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4.1. Reversibilidad

En esta secciéon probaremos que bajo ciertas condiciones sobre las constantes «, 3,7 y 4, el pro-
N

ceso con generador £3TP(M)=N eg reversible con respecto a la medida producto yg = @ vy con
i=1
i) =M€ (0,1) Y1<i<Nywy:No— [0,1] definida por vs(n) = Lo A"(1—A)% sin €Ny 0
Tl

en otro caso.

Para probar la reversibilidad, alcanza con ver que
SIP(m)—N SIP(m)—N
¥ (g LN ) = W (f L7 (4.1)
para todo j € {a,0,b} y para todas las funciones f,g: N} — R.

El caso j = 0 se deduce a partir de la demostracién que hemos usado para probar la reversibilidad
en el SIP(m) en Z (ya que, como recién hemos notado, lo tnico que cambia en el generador es el
conjunto sobre el cual estd indexada la sumatoria). Veamos entonces el caso j = a:

Por la ecuacién de balance detallado,

a.(% +k)wa(k) = 7.k + 1) (k + 1) Vk € N,

y reemplazando vy(k) y va(k + 1) por lo que valen se deduce que v = %. (Notemos que bajo esta

eleccién resulta v > a > 0, que es una condicién que habiamos pedido al definir el generador).

Andlogamente, la ecuacién de balance detallado cuando j = b es igual a la del caso anterior reem-

plazando « por S y v por § por lo que, en este caso, debemos elegir >0y 6 = X

De este modo, hemos demostrado la siguiente proposicién:

Proposicién 4.1. Si A € (0,1), a >0, 8 >0, v:= § yd := g, la medida Viy con X(z) = A
V1 <i<N es reversible (y por lo tanto invariante) para el Boundary Driven SIP a tasa m y con N
51t108.

Observacion 4.1. Podemos reescribir el resultado anterior del siguiente modo: Si o, 3,7 y § son
constantes que verifican: v > a >0, 6 > >0y % = g entonces, I/é\y con A\(1) = \:= % VI<i<N

resulta una medida reversible (y por lo tanto invariante) para dicho proceso.

4.2. Dualidad

Veamos ahora que fijadas las constantes o, 8, Yy dcon vy > a >0y d > 8 > 0, el Boundary
Driven SIP a tasa m con N sitios tiene un dual, el cual resulta mucho més sencillo de estudiar. Esto
se debe a que en el nuevo proceso (que tiene N+2 sitios: {0, 1,..., N, N+1}) las particulas se mueven
entre los sitios 1 y NV igual que en el proceso anterior, pero la diferencia esta en que los sitios 0 y N+1
unicamente reciben particulas provenientes de los sitios 1 y N respectivamente y no tienen permitido
enviar particulas a ningtin lugar. Por lo tanto, no sélo que la cantidad de particulas (que es finita) se
mantendrd constante sino que también, en algin momento, todas habran sido “absorbidas” por los
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sitios 0 y N-+1.

Denotemos £5P(m)=N 4 gy generador y Qp : a su espacio de configuraciones. Para cada

f: (AZN —Ry€e QN, definimos

_ N V+2
= NO

ESIPOm=N f(g) .= FSIPIm=N f(g) 4 FSIP0M=N pgy | FSIPE=N pc)

con
LEPI=N f(e) = (y — )& [£(€Y0) — £(€)]
ZOSIP(m)_Nf(f) — ﬁglp(m)_Nf(f)

LIIPI=N () 1= (5 — BYen[F(EVNTY) — £(©)],

donde €10 := ¢ —§; + 6 y EVNTL .= ¢ — 6y + 41 representan, respectivamente, a las configuraciones
en las que se desplazd una particula del sitio 1 al 0 6 del sitio N al N+1.

Notemos que la condicién v > « y § > 8 nos asegura que las tasas de transicién de una configura-
cién a otra no son negativas, lo que hace que el proceso sea un proceso de Markov.

Enunciemos ahora un teorema sobre dualidad entre estos procesos y demostrémoslo:

Teorema 4.1. Los procesos con generadores LTPM)=N o pSIP(m)=N gson duales via la funcién

Hy : Qn X QN — R, con Hy(n, &) :== (L)EO((SL)&VH 11_\![ ;! F(%) 577‘>§_.
e -8 im1 (i = &N (g +&) "7

Demostracion: Debemos probar que
LIPN () () = L5FINHy (5, )(€) ¥ (n,€) € Ay x Q.

En el capitulo 2 hemos demostrado la autodualidad para el SIP(m) con dos sitios y luego lo
generalizamos al caso de tener infinitos sitios, con lo cual probamos que el SIP(m) en Z es autodual.
De la misma forma podemos generalizar el caso de dos sitios al caso de N sitios, y obtener que el

proceso con generador Eglp(m)_N es autodual con funcién de dualidad Dy : Qpn X Q ~N — R definida

N A r(2)
i 2

por Dy (n,§) := []

=1 (i = &N T (5 + &)

(Viia)go y (%)&V *1 representan constantes, por lo que podemos reemplazar la funcién Dy por la

funcién Hpy y obtener que

dp;>¢;-Y como este operador no actiia sobre los sitios 0 y N+1,

£ "N Hy (L)) = L5 N Hyy () (9. (42)

Luego, para demostrar el teorema basta probar que vale la misma igualdad que en (4.2) pero
reemplazando al 0 por a y por b. Veamos sélo que

LSIPONN (-, €)(n) = £STP00N H(n, ) (¢)
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ya que el otro caso es totalmente andlogo.
_ m
£ N Hy (L)) = al +m) [Hy (1. €) = Hy(n.6)] +vm [Hy(n,€) — Hy (0, €)]

Ofay +ml( ) ~ 15 - 1))

& +1
= Hy(n,§) [a(% + m)(771—§§11+1) — & ]
= HN(U,@(m_é;H) [04(% +m) —v(m —& +1)]
= H(0 ) (=) [0+ = )= (= a)m =& + 1)
— Hy(1.6) & o (Z2E0) — Hv0,9 & (- a)

Y Hym,699) &1 (v —a) — Hy(n,€) & (v —a)

=& (v = a)[Hy(n,6") - Hy(n,6)] = LI N H(n,)(€),
donde (x) vale ya que:
| %

S+ -1 _ @ & EN+1 2+§1_1 = n!  T(
771—§1+1)7(’y—a) (5—5) {104 —&+1 H{ &) (% + )

~—
J‘n

HN(U:E) gl « (

_ (O el O Newpae (o z‘- 60 m T(%) by>e
-G GE e oo I [ e e | i res
= Hy(n,6'°) & (v — ). O

Una consecuencia directa de este resultado que probaremos a continuacién es que si fijamos las
constantes a, B, yydcony>a >0y d > >0, el Boundary Driven SIP a tasa m con N sitios tiene
una Unica medida invariante y ademads, esta medida puede ser caracterizada en funcién de las proba-
bilidades de absorcién del proceso dual con generador LSIP(m)=-N (Al decir probabilidad de absorcién
estamos haciendo referencia a la probabilidad de que una particula sea absorbida por el sitio 0 o por
el sitio N+1). Todo esto se debe a los siguientes dos hechos:

1) Si denotamos ESIP(m) N, E?lp(m)fN HADgIP(m)*N a la esperanza del Boundary Driven SIP a

tasa m con N sitios comenzado en 7 y a la esperanza y a la probabilidad del proceso dual comenzado
en ¢ y llamamos v a una posible medida invariante y (S;):>0 al semigrupo del Boundary Driven SIP,
se tiene:

[ Hx.9) vian) = [ Hn00) vidn) = [ St &) van)
= [ BN 0] vin) = [ BTN (0,0 v,

donde la segunda y la dltima igualdad se deben, respectivamente, a la invariancia de v y a la dualidad
probada.

Por lo tanto,

[ . vtan) = [BZTON by (.60) vl
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Tomando limite cuando ¢ tiende a +oo y aplicando convergencia mayorada nos queda

/ Hy(n,€) v(dn) = / BTN dm Hyv(n,&) | v(dn)

SSIP(m)—N
= S e BETTU TN (g(00) = ko + 0n41),
k,l€Ng:k-+1=|¢|

donde pr, := ( ) PR = ( 6) o0) denota a la configuracién que se obtiene luego de que todas las
particulas de la conﬁguramo ¢ fueron absorbldas por los sitios 0 6 N+1. (Observar que esa sumatoria
ya no depende de v).

2) Al igual que hemos demostrado que las combinaciones lineales de las funciones D(-,§) con § €
son densas en el conjunto de funciones locales con dominio N%, se prueba que las combinaciones lineales
de H(-,§) con & € Név *2 son densas en el conjunto de las funciones locales con dominio Név *2 lo que
implica que {H (-, &) : € € N} es una familia que caracteriza medida.

A partir de 1 y 2 concluimos que para cada elecciéon de constantes a, 8, Yy dcon v >a >0y
0 > B > 0, el Boundary Driven SIP a tasa m con N sitios tiene una tunica medida invariante (que
notarems '“p])VL, PR) y ademas, esta medida verifica:

/HN(m{) oy pnldn) = > pf plg PSP TN(¢(00) = kg + 16x11). (4.3)
k,leNg:k+1=|¢|
Observacion 4.2. Si«, 3,7 y § son constantes que verifican: v > a >0, 6 > >0 y 2 g entonces,

uvapR es tgual a la medida producto I/X con )\( ) =\ := : V1<i<N, que vimos que era una medida

reversible .

Observacion 4.3. Notemos también que si elegimos como & a la configuracion que no tiene particulas,
Hy(n,€) =1y ademds, si k+1 =0, PSTPM=N(¢(00) = kdg+18y41) = 1. Reemplazando en la iqualdad
anterior obtenemos fuf)VL’pR(dn) =1, de lo cual se deduce que la medida ’uéVL,PR en realidad, es una
medida de probabilidad.

Volviendo a la igualdad (4.3), si consideramos la configuracién que sélo tiene una particula en el
sitio i (con ¢ entre 1 y N), nos queda

/HN(U, i) uf\y(dn) =pr @?fp(m)_]v({la particula fue absorbida por el sitio 0})

SIP(m)—N

+PR I@ai ({la particula fue absorbida por el sitio N+1}),

y como esta particula en realidad se mueve con la dindmica del paseo aleatorio (ya que al ser la tni-
ca nunca puede sonar el reloj “invitacién”), la particula es absorbida por el sitio 0 con probabilidad
p=1— ﬁ y por el sitio N+1 con probabilidad 1—p = w55 +1 Esto se debe a que la primer probabilidad
coincide con la probabilidad de que la particula llegue al sitio 0 antes de que llegue al sitio N+1, y
si llamamos T al instante en que la particula llegé por primera vez a cualquiera de esos dos sitios (es
decir, T :=inf{t > 0: ;(t) € {0 N + 1}}) resulta: ESIP(m) [0;(T)] =0.p+ (N +1)(1 — p), y como
IE(iIP(m)_N[éi(T)] = IE:;IP(W) [0:(0)] =i (por el teorema de tiempos de parada para martingalas), se
tiene que i = (N +1)(1 — p), de donde p =1 — .
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Deducimos entonces que

[ H 0080 15 i) = 1 (L= ")+ o €

N +1 )

i
N+1
Y si consideramos la escala macroscépica y reemplazamos ¢ por [uN] con u € [0,1] y suponemos que

las constantes o, 3, 7y & son las mismas para cualquier valor de N € N (o por lo menos, que ﬁ y

% son constantes para todo N € N), al tomar limite cuando N tiende a +00 obtenemos:

S [N, 8) 1 d0) = i (1= ) + pre w =5 o). (1.4)

4.3. Propiedad de Equilibrio Local

Basandonos en la definicién 3.2 de propiedad de equilibrio local que hemos dado en el capitulo 3,
usando la funcién de dualidad y considerando como escala macroscépica a [0, 1] en vez de R, podeamos
dar la siguiente definicién:

Definicién 4.1. Sea p: [0,1] — (0,1) una funcidn continua y sea (un)Nen una sucesion de medidas
de probabilidad en Nél""’N}. Decimos que la sucesion (un)nen satisface la propiedad de equilibrio local
con perfil p si

i HN(H,ZZ:;%HW]) pn (dn) = (1f<Z()u))n (4.5)

Vu € [0,1], Vn € N y Vaq,...,z, € Z.

El problema esté en que los sitios del espacio dual son {0,1,..., N, N + 1}, y por lo tanto, necesi-
tarfamos que x; + [uN] € {0,1,.... NN +1} VN €N, Yu € R, V1 <i <n, lo que no es cierto. Por
esta razén trabajaremos con la siguiente definicién de equilibrio local, que es la que se presenta en [13]:

Definicién 4.2. Sea p : [0,1] — [0, +00) una funcion continua y sea (un)Nen una sucesion de medidas
de probabilidad en Ngl""’N}. Decimos que la sucesion (un)nen satisface la propiedad de equilibrio local
con perfil p (y lo notaremos un ~ LEP(p)) si para todo n € N y para todos ui, ..., u, € [0,1],

n

NEIEOO/HN (n,Z%N})uw(dn) = 11/)(%)-

i=1

Enunciemos ahora el teorema que demostraremos en lo que queda de esta seccién:

Teorema 4.2. Sean o, 3,7y y § constantes tales que v > a >0y § > 3 > 0, y sean pr, := (ﬁ)
B

Y PR = (m) Consideremos (Mi)\;,pR)NGN la sucesion de medidas invariantes del Boundary Driven
SIP a tasa m con N sitios y p»® :[0,1] — R la funcién definida por p*®(u) := pp (1 —u) + pr u.
Entonces, la sucesion (/if)VL,pR)NEN satisface la propiedad de equilibrio local con perfil p»Tt.

Observacién 4.4. Intuitivamente, la idea de este teorema es que para cada punto macroscopico x €
[0,1] y para valores de N suficientemente grandes, las medidas ,uf,VL’pR se comportan alrededor del punto

microsépico [xN] similar a la medida producto y medida reversible Z/EZ)LZ’R(Z).
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Observacion 4.5. Si % = g y ademds, hay a lo sumo una particula en cada uno de los sitios {1, ..., N},

la demostracion del teorema es directa pues:

Debemos probar que para todo n € N y para todos uy, ..., u, € [0, 1],

n n
y N _ LR
Por (4.4) sabemos que para todo n € N y para todo u € [0, 1],
; N _ LR
(i [ Hyln. ) 03 (d) = p20), (4.7)
N
Y como bajo esta eleccion de constantes ,ufypr es igual a la medida producto Viﬂv = Ux(i) COn

i=1
— n
i) =\ := % V' 1<i<N (ver Observacion 4.2), la funcion Hy <77, > 5[uiN]> se factoriza; y usando
i=1

n
este hecho junto con (4.7) y llamando & a Oju;N) m0s queda que
i=1

n (6%
/HN (77,25[%1\!})#%,%(6177) = (’Y — a)&) (5€6)§N+1 H /HN("?, 5[uiN})Mé\7L,pR(dn)
i—1 1<u; <N

| )

= (p"RO)® (N + ) ] /HN(n,é[uiN])uivL,pR(dn) pa——
i=1

1<u; <N

como queriamos ver. O

Para la demostracién general del teorema, comenzaremos haciendo una observacién y probando
una proposicién que nos seran muy utiles.

Observacién 4.6. Si p(0) := pr, p(N + 1) := pr y Xi(co) € {0, N + 1} es el sitio en el que fue
absorbida la particula que comenzo en el sitio u; entonces,

/HN (13 8ui) gy () = EZLEOD N [T p(Xi(00))]- (4.8)
i=1 '

(Notemos que podemos reemplazar a p por pP® ya que p™7(0) = pr y prr(N + 1) = pg).

n
Demostracion: Sea & := ) ;.
i=1

- 4.3 ~STP(m)—
/HN (030w o dm) ST g b BTN (g(00) = kg + 10x41)
i=1 k,l€No:k+I=|¢|

= > p(0)F p(N + 1) PITEON(¢(00) = ko + 108 41)

k,leNg:k+1=|¢|
=S (0 PV 1) BEIPEN (i X (00) = 0] = i Xi(oo) = N+ 1] =)
k,leNg:k+I=|¢|

= Ex/ P [T p(Xi(o0))]- 0
=1
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Esta igualdad nos va a servir para demostrar la siguiente proposicién:

. e SSIP(m)—N STRW (m)—N
Proposicién 4.2. Sean P[ulN],...,[unN] Y Pl N] o fun ]

los que n particulas que se encuentran inicialmente en los sitios [u;N] con u; € [0,1] Vi € {1,..., N} se
mueven sobre los sitios {0,1,..., N, N + 1} bajo las siguientes dindmicas: la primera es la del proceso
dual al Boundary Driven SIP a tasa m con N sitios. La sequnda es la del proceso en el que las particulas
se mueven independientemente hacia sus casillas vecinas con tasa 5 salvo cuando estdn en los sitios
0 ¢ N +1, de donde no pueden salir (por esta razén decimos, al igual que en el proceso anterior, que
0y N +1 son sitios absorbentes). Llamemos X;(c0) e Y;(00) a los sitios en los que fueron absorbidos

las particulas i-ésimas del primer proceso y del sequndo respectivamente. Entonces, vale lo siguiente:

las medidas de probabilidad de los procesos en

Sivn € N, YV uy,ug,...,un € [0,1] y V ay,as, ...,a, € {0, N + 1}

, ~STP(m)—N
Nlﬁlliloop[ull\f(],..).[unN} (Xl(oo) = ai, ,Xn(OO) = a") (4 9)
, TRW (m)—N . :
= i Py (Y1(00) = 01, Ya(00) = an),
resulta

Demostracion: Por definicién de LEP, debemos probar que

G H (o, D S g o () = [T o™ (wi).
i=1 =1

Usando la igualdad obtenida en (4.8) y usando la hipdtesis se tiene que

; - . SSIP(m)—
N / H Z; S () = N BN H1 p(Xi(00))]

n

, SIRW(m)—N
= dim B [T e(vitee))].
=1

Como ademads las particulas en el TRW (m) son independientes y si hubiese una sola particula la
dindmica seria la misma que la del SIP(m) (ambas dindmicas consideradas sobre los N + 2 sitios en
los que tanto el 0 como el N+1 son absorbentes), vale que

n n

tim BN (T p(vitee)] = tim TTELN™ " [p(Yi(e0))]
=1 =1

N0 L0 [ui N]

1=
Aplicando nuevamente (4.8) en este ultimo término, intercambiando el limite con la productoria y
considerando la igualdad que obtuvimos en (4.4) nos queda que

n

; - =SIP(m)—N ’
Nl_l)Iiloo P E[uzN(] ) [p(XZ(OO))] - Nl_lg_looll;[l/HN(n? 5[uiN])M/]?VL7PR(d77)

n

STt v ) ) = LT
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Por lo tanto,

lim / Ha (1,5 S )il () = T o5 (),

N—~+o00
i=1 i=1
como queriamos probar. O

Para finalizar la demostracion del Teorema 4.2, probemos que vale la hipdtesis que asumimos para la
reciente proposicién, es decir, probemos que Vn € N, Yuy, ug, ...,u, € [0,1] y Yai, ag, ...,a, € {0, N+1},

’ SSIP(m)—N
Jim Byl N(]P?MN] (X1(00) = 1, ey Xn(00) = )

’ SIRW (m)—N
= Jlim P[ulN}(,...EunN} (Yi(00) = a1, .., Yu(0) = ay).

(4.10)

En el siguiente capitulo se demostrara que si consideramos sobre Z n particulas que se mueven con
la dindmica del SIP(m) y n particulas que se mueven con la dindmica de paseos aleatorios a tasa % a
cada lado y las acoplamos de una determinada manera entonces,

[ Xi(t) = Yi(1)]
Vit

donde X;(t) y Y;(t) representan, respectivamente, las posiciones a tiempo t de la i-ésima particula del
SIP y de la i-ésima particula del paseo aleatorio y X;(0) = Y;(0) V 1 <1i <mn.

Povi<i<n,

Adaptando este acoplamiento al caso en que tenemos N+2 sitios y los sitios 0 y N+1 son absorben-
tes, reemplazando al tiempo “¢” por “N2s” con s fijo y ubicando inicialmente a las particulas i-ésimas
en los sitios [u; N] (con u; € [0,1] V 1 < i < n) nos queda que

X;(N2%s) — Y;(N?
X 5>N ( 5”50 V1<i<n.

En particular, si definimos T%, := inf{l > 0: X;(I) € {0, N + 1}}, 7% = 1]\%’ y elegimos s = 74, resulta

| Xi(Ty) — Yi(Ty)|

¥ Povi<i<n.

(Precisamente, la adaptacién que se hace en el acoplamiento es la siguiente: si ninguna de las dos
particulas i-ésimas fueron absorbidas, ambas se mueven como en el acoplamiento anterior, pero si al-
guna de las dos fue absorbida, la otra continia siguiendo su propia dindmica).

Veamos primero cémo aplicar este resultado para demostrar que si P?jﬁf(ﬁ)@fm, Xi(o0) y Yi(00)
denotan a la medida de probabilidad en dicho acoplamiento y a los sitios en los que fueron absorbidas
las i-ésimas particulas del SIP y del paseo aleatorio respectivamente y ademds, X;(0) = Y;(0) = [u; V]
V 1 <i < n entonces,

G LR v (Xi(00) # Yi(oo) para algin i € {1,...,n}) = 0. (4.11)

| Xi(Ty) = Yi(Ty)|
N

Demostracion: Sea § > 0y sea i € {1,..., N}. Como .0 es claro que

PN (X4 (Th) — Yi(Ti)| < 6N) — 1.
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Supongamos que X;(co) = 0. Por las definiciones que hemos hecho, X;(T%) = X;(c0) y por lo
tanto,

pacop(m)—N

o] (Yi(TR)| < ON) — 1,

lo que significa que en el momento en que la i-ésima particula del SIP fue absorbida en el 0, la pro-
babilidad de que la i-ésima particula del paseo aleatorio se encuentre a distancia menor que dN del 0
converge a 1.

Como a partir del instante va la particula i-ésima del paseo aleatorio se mueve siguiendo su propia
dindmica (ya que la otra fue absorbida), la probabilidad de que Y;(co) sea igual a 0 coincide con la
probabilidad de que una particula que empezd en el sitio YZ(T}V) y que se dezplaza con la dindmica
del paseo aleatorio simple y simétrico a tasa 7 llegue por primera vez al sitio 0 antes de llegar al sitio

N+1; y esta probabilidad ya la hemos calculado es igual a 1 — ]\gl) Por lo tanto, si consideramos
una configuracién en la que X;(o0) =0y |Y;(T%)| < 6NN, resulta:
acop(m)—N . . , }/’L(TJZ\[) , ON .
Nl—lgfoop[“l]v] [ V] (Yi(oo) =0)= Iim 1—--"2> Jim 1— ——=1-4.

N—+o0 N+1~ Nofeo N+1

Teniendo en cuenta que lo hecho vale para todo ¢ > 0 (y para todo i € {1,..., N}), haciendo tender
9 a 0 nos queda que si X;(co) = 0 entonces

aco (m) N . .

Y como el caso en que X;(00) = N + 1 es andlogo, también vale que si X;(c0) = N + 1 entonces

acop(m)—N o o
Jim BN (Vi(oo) = N 1) = 1

Por lo tanto, concluimos que

acop—N .
NEIEOOIP)[;%L [un V] (X;(00) = Y;(00) Vi € {1,...,n}) =1,

que es equivalente a lo que queriamos demostrar. Il
Y ahora que ya hemos probado (4.11) es fécil ver que vale (4.10). En efecto,

BSIP(m)—N . aco; N .
]P’[ulN(]’“).[unN] (Xi(00)=a; V1<i<n) = ]P’[ulif(] )[unN] (Xi(00) =a; V1<i<n)

P?;fi,(]m)@NN] (Xl(oo) =a;, Yi(00) = Xj(oo) V1 <i < n)

acop(m)—N
+ Pl N fun N

acop(m)—N . acop(m)—N , .
< P[ulif(},..).[unN} (Yi(oo) =a; V1<i<n) + ]P’[ulﬁ,(] )[unN]( i(00) # X(00) para algtin 1 < j < n).

(Xi(00) =a; V1 <i<n,Yj(c0) # X;(c0) para algiin 1 < j < n)

Tomando limite cuando N tiende a 400, como en el dltimo renglén el término de la derecha converge
a 0 y el término de la izquierda coincide con lo que antes habiamos notado

ﬁ[lﬁvz\[;](ﬂ;njvjv] (Yi(oo) = a; V1 < i <n), nos queda que
) STP(m)—N ) TRW (m)
lim By v (Xi(oo) =i V1<i<n) < dim Py iy g (Yileo) = ai V1< i< n)
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Realizando la misma cuenta pero intercambiando los roles de X; y de Y; obtenemos la desigualdad
inversa, es decir:

SSIP(m)—N

N P NN

. . SIRW (m)—N
(Xi(oo) =a; V1<i<n) > lim B

N [(Yioo) =a; V1 < i <),
— 100

con lo cual concluimos que vale la igualdad, que es exactamente lo que queriamos demostrar.



40

CAPITULO 4. BOUNDARY DRIVEN SIP



Capitulo 5

Acoplamiento

Consideremos el acoplamiento en Z entre n particulas (numeradas de 1 a n) que se mueven con la
dindmica del SIP(m) y n paseos aleatorios independientes, simples y simétricos a tasa % a cada lado
(también numerados de 1 a n) tales que para cada i entre 1 y n, las i-ésimas particulas comienzan en
el mismo sitio, y los relojes que gobiernan la dindmica de este acoplamiento son los siguientes:

= Los que antes habiamos llamado “relojes invitacién”, que se activan cuando dos particulas del
SIP se encuentran en sitios vecinos, suenan con distribuciéon exponencial de pardmetro 2 y una
vez que alguno suena, con igual probabilidad una de las dos particulas salta hacia el sitio de la
otra.

= Otro tipo de relojes, numerados de 1 a n, que suenan a tasa m y cuando el i-ésimo suena, las
particulas i-ésimas se mueven ambas un lugar a la derecha o ambas un lugar a la izquierda
(también con probabilidad % a cada lado).

Definamos el generador de este acoplamiento, el cual actia sobre las funciones f : Z" x Z" — R.
Estudiemos primero el caso en que n sea igual a 2 (ya que en este caso, el generador tiene una descrip-
cién més simple) y luego generalicémoslo.

Utilizaremos la siguiente notacién:

Para el caso en que haya solamente dos particulas de cada tipo, llamaremos e; 3 al vector (1,0,1,0) y
ez,4 al vector (0,1,0,1), y denotaremos X := (x,Z,y, ) a las posiciones de las dos particulas del SIP(m)
y de las dos particulas del paseo aleatorio a tasa %5 a cada lado (en ese orden).

En el caso general, denotaremos X = (z1,x2,...,Ty) a las posiciones de las n particulas del SIP(m)
y ademds, para cada i entre 1 y n y cada € igual a 1 o a -1, definiremos el vector X%**€ en Z" dado
por:
Ziite T sii#j
x|

rj+e sit=]

Vjie{l,2,..n}.

Andlogamente, denotaremos Y = (y1, Y2, .-, Yn) a las posiciones de las n particulas del paseo
aleatorio y definiremos Y“**¢ como

it . yj  siiF]
;o yj+e sii=j

41
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Vi e{l1,2,..n}.
Ahora si estamos en condiciones de definir el generador:

Caso n=2:

- - m - - - - - -
£a60p(m)f(x7 x? y? y) :5 Z [f(x —"_ 67 x’y—"_ 67 y) —"_ f(x7x+ 67 y7y + 6) - 2f($7 w? y7 y)]
e=+1 (51)

+ ]1{|:c—5c|:1}[f(x7x7yvg) + f('iwi‘a Y, Zj) - 2f<$7{ia Y, g)]

Caso general:

Lo X Y) = 37 3 SRV — (X Y)

+ YN S Iy g XY — (XL Y)

e=*1i=1 k=1

Nuestro objetivo es probar que en el acoplamiento antes descripto, si z;(t) e y;(t) son, respectiva-
mente, las posiciones a tiempo t de la i-ésima particula del SIP y del i-ésimo paseo aleatorio y ademas,
x;(0) = y;(0) Vi € {1,2,...,n} entonces

|lzi(t) — vi(t)]
Vit

Observemos que si n es igual a 1 este limite es trivial ya que, al haber una tnica particula moviéndo-
se con la dinamica del SIP(m), el “reloj invitacién” nunca suena, con lo cual x1(t) = Z1(¢) V¢t > 0. Por
lo tanto, concentrémosnos en demostrar el limite anterior cuando n es igual a 2 y luego adaptemos la
demostracién para probar el caso general. Esta distincién entre n=2 y n >2 la haremos ya que uno
de los procesos que definiremos a continuacién para demostrar (5.3) resulta un proceso de Markov
Unicamente para n=2 y por lo tanto, ciertos resultados que obtendremos sélo seran vélidos en ese caso.

Lo vie{1,2,..,n} (5.3)

5.1. Cason=2

Teorema 5.1. Sea X(t) := (x(t),Z(t),y(t),y(t)) el acoplamiento antes descripto entre dos particulas
del SIP(m) y dos paseos aleatorios independientes, simples y simétricos a tasa % a cada lado, con

2
2(0) = y(0) y (0) = (0). Entonces valen los siguientes limites:

Demostracion: Veamos cémo demostrar el primer limite, el segundo es totalmente andlogo.

Es conocido que si (w(t))¢>0 es un proceso de Markov a tiempo continuo con generador Ly f es
una funcién perteneciente al dominio de £ que cumple ciertas hipdtesis entonces, el proceso (M (t))¢>0
definido por

M(t) := f(w(t)) — f(w(0)) —/0 L(f)(w(u))du V=0 (5-4)
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es una martingala con respecto a la sigma algebra natural F; = o{w(u) : u < t} y tiene variacién
cuadratica < M, M > dada por

t
< MM > (1) = / L) (w(w)) — 2 (w(w)£(f) (w(u)du vt >0 (5.5)
(para la demostracién de estos hechos ver Apéndice A).

Consideremos ahora el acoplamiento (X(t));>0 y definamos ¢(X(t)) := z(t)—y(t) y 2(t) := Z(t)—x(t).
Observemos que, mientras z(t) mide la distancia entre las dos particulas del SIP a tiempo ¢, la funcién
¢»(X(t)) mide la distancia a tiempo t entre la primer particula del SIP y el primer paseo aleatorio.

Usando (5.1) se obtiene que
£ () (R(1)) = Lzty=a(ty+1} — Lay=a(t)—1) = Lj=(o)j=132(2)
y que
L£2PM) (2)(%(t)) — 20L7P™ ($)(R(1)) = Lia(y=a(t)11) + Lz()=a()-1) = Ljo(t)=1)-

Por lo tanto, (M (t))+>0 definida por

t

M(t) = 6(%(t)) — 6(Z(0)) — /0 Ly 2(u) du VE >0 (5.6)

resulta una martingala con variacién cuadratica

¢
<M, M > (t) := / Lz (uy=1ydu  Vt > 0. (5.7)
0
Observemos también que, por cémo definimos ¢, el limite que queremos probar es equivalente a
que W\/(;))' Eif 0, y por (5.6) bastarfa con demostrar

M(t) p 1 / t P
—0 — | L =1 2(u) du — 0. 5.8
- yﬁ0{|()|1}() (5.8)

M(t) p

— 0:

Veamos primero que

Vit

Al ser (< M, M > (t))s>0 la variacién cuadratica de (M (¢))¢s0, (M?(t)— < M, M > (t))t>0 resulta
una martingala que evaluada en t=0 vale 0, por lo que

M?3(t) < M,M > (t)
E[ t } _E[ t }
M, M > (t M(t
A partir de esta igualdad podemos deducir que si <’—>() — 0 c.t.p entonces \/(f) 2o pues
M, M M, M M, M

<’t><t>%06,t,p - <vt><t>50 o E[<’t>(t) L0 o

2 2 2
E{Lf (t)} L0 e MO, M) p M) p

t t t Vit
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donde la primer implicacién vale por convergencia mayorada (ya que

<M,M>@®)] 1 [
—| = / Iz (uy=1ydu <1 ¥Vt <0)
t t Jo
y las tltimas dos implicaciones valen por la desigualdad de Markov y por la continuidad de la funcién
) <M, M > (t)
x — /x respectivamente. Por lo tanto, probemos que — — 0 c.t.p.

Dado que < M, M > (t) = fot If|2(u)|=1}du, analicemos primero quién es el generador del proceso

(2(t))i>0 :

Como z(t) = &(t) — z(t) con x(t) y &(t) las posiciones a tiempo ¢ de las particulas que se mueven
con la dindmica del SIP(m) en el acoplamiento X(t) := (z(t), Z(t), y(t), y(t)), (2(t))e>0 resulta un paseo
aleatorio a casillas vecinas con tasas m+2 cuando se mueve del 1 al 0 6 del -1 al 0 y a tasa m en los
otros casos, por lo que el generador de (2(t))¢>0 evaluado en una funcién f :Z — R es igual a

L(f(2)) = 2 L=y [£(0) = f(2)] + m[f(z + 1) + f(z = 1) = 2f(2)]. (5.9)

Las tasas m y m+2 se deben a lo siguiente: si las dos particulas del SIP no se encuentran en
casillas vecinas, su distancia aumentara o disminuira en 1 con igual probabilidad cuando haya sonado
alguno de los tnicos dos relojes numerados (los que suenan a tasa m). Pero si las particulas del SIP
se encuentran en casillas vecinas, la tasa con la cual su distancia aumenta en 1 es la misma que la
anterior, mientras que la tasa con la que disminuye en 1 es m+2 ya que, ademas de tener en cuenta
esos relojes, hay que considerar el “reloj invitacion”, que suena a tasa 2.

Observemos que (z(t))¢>0 es un proceso similar al paseo aleatorio simétrico en Z a tiempo continuo,
ya que sélo se diferencian en las tasas de salto del 1 y del -1. Y como sabemos que este taltimo proceso
es recurrente nulo se puede probar que (z(t))s>0 también lo es. (Ver la demostracién en el Apéndice B).

Por otro lado, por el teorema ergédico para cadenas de Markov a tiempo continuo (Ver Teorema
1.10.2 en [12]), sabemos que

t
I y=nndu — Vi € Z, 5.10
/0 tz(w)=i} m;q; ( )

donde m; = E;[T;] es la esperanza del tiempo que se tarda en regresar al estado i habiendo empezado
eni,y g esigualamsii ¢ {—-1,1} y a m+2sii € {—1,1}. Como ademds vimos que (z(t))>0 es
recurrente nulo se tiene que m; = +oo Vi € Z, y reemplazando m; y ¢; en (5.10) con i=—1 e i=1
concluimos que

t
<M, M > (t) = / H{\z(u)|:1}du — 0 ct.p,
0

como queriamos ver.

Acabamos de demostrar el primer limite de (5.8). Veamos entonces cémo demostrar el segundo
limite, es decir, cémo demostrar que

1t P
\/i/o ]I{‘Z(uﬂzl}z(u) du — 0. (5.11)

z(u) du y observemos que (5.11) es equiva-

1}
lente a probar que t_lEerOOIE [%] = 0. Usando que (E[—] 2 <E [#02] (lo que vale por la desigualdad
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de Jensen aplicada a la funcién convexa x — x2), para demostrar (5.11) alcanzaria con ver que
lim E[AY%] —o.

t——+o0

Para probar este tltimo limite primero supondremos que las dos particulas del SIP comenzaron en
el mismo sitio, es decir, supondremos que z(t) = 0. Luego lo generalizaremos al caso en que z(0) € Z.
Notaremos E, a la esperanza en el proceso (2(t)):>0 en el cual z(0) = z, con z € Z.

Reescribamos de otra forma a Eq[A(t)?]:

iEo [A®)?*] = %EO[( /O t a1} = Lzgo=—1yds) /O t o=y — Ip=-1pdu) |

{2(s)=12(w)=1} ~ Lz(s)=1,200=-1} ~ Na(s)=—1,2(u)=1} + H{z(s)z—lz(u)z—l}dudS]

=

=

{(2(s)=1,2(w)=1} ~ Lz(s)=1,2(w)=—1} = L{z(s)=—1,2()=1} F Lz(5)=—1,2(u)=—1}duds

t t
+/O / Lz ()=1,2(w)=1} — Lz(s)=1,2(u)=—1} — L{z(s)=—1,2(u)=1} +H{Z(s):—1,z(u):—1}d8du:| (5.12)

t t
/ Ta(9)=1,2(u)= }—H{z@):l,z(u):—l}—H{z<s>:—1,z<u>:1}+H{z<s>:—17z<u>:—1}dud8]

J
t 1 t t
/ / H{z(s)zl,z(u):l}dUds} +E0[/ / H{z(s):—l,z(u):—l}dUds]
0 0 Js
E / / z(s)=1,z(u) 7—1dUd8:|

donde las ultimas dos igualdades se obtienen luego de haber intercambiado las variables s y u en la
segunda integral doble y en el tercer término de la integral doble respectivamente.

Usando convergencia mayorada, propiedades de la esperanza condicional y que (2(¢))i>0 es un
proceso de Markov nos queda que

t gt PR—-
Eo[/o / H{Z(S):l,z(u):l}duds} :/O / EO[H{z(s):1,Z(u):1}]dudS
- ’ o
:/0 / EO[H{z(s)l}EO[Hz(u)1|fs“dud82/0 / EO[H{Z(S):qufs(Z(S),1)]duds
M e 0
:/0 / Bo [Igs(s)=1pu-s(1, 1) duds = /0 / Pu—s(1, 1)Eo[I((5)=1}] duds
t St ®
:/ / Pu—s(1,1)ps(0, 1)duds,
0 Js

donde py(x,y) :=P(2(s) =y | 2(0) = x) y al igual que antes, F es la o-dlgebra generada por el proceso
(2(t))+>0 hasta tiempo s.

De forma andloga se prueba que

/ / H{z (s)=—1,2(u) :—1}dUd3 / / Pu— S 1, ps( )dUdS
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t ot oo
Eo[/o /s H{Z(S)Zl,z(u):—l}duds} :/0 /s Pu—s(1, —1)ps(0, 1)duds.

Reemplazando las tltimas tres igualdades en (5.12) y usando que ps(0, —1) = ps(0,1), py—s(1,1) =
Pu—s(—1,=1) y pu—s(1,—1) = py—s(—1,1) ¥s >0y Vu > s (por la simetria del proceso), nos queda:

,Eo //ps()lpusllduds—//p801pus 1, 1)duds
t—s t—s
:/ / 240, l)pT(l,l)drds—/ / (0, 1)py (=1, 1)drds.
0 0 0 0

Veamos ahora como podemos reescribir la dltima integral doble que aparece en (5.13). Para esto,
consideremos f,(—1, 1) la funcién de densidad de la probabilidad de llegar por primera vez a 1 habiendo
empezado en —1. Notemos que p,(— fo fi(=1,1)p,.—(1,1)dl (ya que la probabilidad de que una
particula llegue del —1 al 1 en tiempo T es 1gual a la probabilidad de que llegue del —1 al 1 por primera
vez en tiempo ! y luego regrese al 1 en tiempo r — [ para cualquier [ entre 0 y r). A partir de esta
igualdad deducimos que

t pt—s t prt—s pr
/0 /O po(0,1)p(—1, D)drds = /0 /0 /0 pe(0, 1) fi(—1, pr_i(1, 1)dldrds

[ oA s (5.14)

t t—s t—s—r
= / / / ps(0,1) f1(=1,1)p, (1, 1)dldrds,
0 Jo 0

donde la segunda y la tercer igualdad se obtienen luego de haber hecho los cambios de variables r — [
por u y u por r respectivamente.

Y que

(5.13)

Reemplazando (5.14) en (5.13) y sacando factor comun nos queda

ZEO[A / /t (0, p (1, 1)(1—/(: " e 1)dl)drds (5.15)

y para abreviar notacién, definiendo ¥(t,s,r) :=1— t "7 fi(—1,1)dI resulta

fEO / /t ) s(0,1)p,(1,1)¥ (¢, r, s)drds. (5.16)

Tengamos presente que nuestro objetivo era probar que hm ]Eo[ Alt )2} =0y por (5.16), basta ver

que para algin § apropiado valen los siguientes dos limites:

t—o00

t—s
(1) hm/ / (0, )pp(1,1) Ty _ys50y Y(E,8,7)drds =0

t—s
(2) hm/ / (0, Dpr(1,1) Ly —s_ycsey ¥(2, 8,7)drds = 0.

t—o0

Recordemos que el proceso (z(t))i>0 es similar a un paseo aleatorio simétrico en Z a tiempo conti-
nuo. Esto hace que el proceso sea recurrente (como ya hemos dicho) y que ademds, valgan las siguientes
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cotas: fot ps(0,1) < CVty fg pr(1,1) < Cv/t (Ver Apéndice B para la demostracion).
Veamos primero si existen condiciones sobre § para que el primer limite sea igual a 0:

Definamos K (6,t) == 1 — 0& fi(—=1,1)dl. Por un lado, como (z(t))¢>0 es recurrente, la probabili-
dad de que una particula que arrancé en el —1 llegue al 1 por primera vez antes de tiempo tAconverge

a 1 cuando 7 tiende a més infinito, de lo cual se deduce que si lim §t = +oo entonces, lim K(d,t) = 0.
t—+00 t—o00

Por otro lado,

(1):

&+ | =

t prt—s
/ / p$(07 l)p'l‘(la 1) H{t—s—r‘>5t} \IJ(tu S, T) drds
0 JO

IN

%K((S7 t) /Ot /Ot_sps((), Dpr(1,1) drds
< 1K(5,t)(/0tps(o,1) ds)(/otpr(1,1) dr) < AC?K(3.1),

donde en la primer desigualdad acotamos Iy;_s_,~s5-W(t,s,7) por K(6,t) y en la tercera usamos las
cotas antes mencionadas.

De ambos hechos concluimos que si tli+m 0t = +00, el limite (1) vale cero.
—+00

Veamos ahora si existen condiciones sobre § bajo las cuales el segundo limite da 0:

Acotando tanto a W(t,s,r) como a p,(1,1) por 1, aplicando el cambio de variables u := s +7r y
suponiendo que J es menor o igual a 1 nos queda que

1 t pt—s
t/O A p8(07 1)p7"(17 1) H{t_S—T’S(St} \Ij(t’ S, ,,,.) d’l”ds

1 t t—s 1 t t

< - s 71 I - s+r =7 s 71 I —0)xu

< t/o /0 ps(0,1) Try(1—5)y<str) drds t/o /0 ps(0,1) Ty1—s)<uy duds (5.17)
1 t t 1 t t

— [ [ w00 duds = it 0-0) ([ pu0.)s) =5 [ pa(0.1)as
tJo J1-9) t 0 0

<6 CV,

de lo que se deduce quesid <1y 1th’er §v/t = 0, el limite (2) es igual a 0.
—+o0

Notemos que existen valores de § que satisfacen todas las restgricciones que surgieron: ,
0<6<1, lim 6t =400y lim &yt =0, por ejemplo, 6 =t~ 1. Por lo tanto, si elegimos § = ¢~ 1,
t—-+o0 t—-+o00

como los limites (1) y (2) valen cero y ademés, por (5.16), %Eo[%] es la suma de esos dos limites,

. P A(t)? ,
podemos concluir que . hin Eg [%] = 0, como queriamos demostrar.
—+00

Ahora que ya sabemos que lim [Eg [@] = 0, veamos cémo generalizar al caso en que z(0) € Z y
t——+o0 Vi

no necesariamente z(0) sea igual a 0.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que z(0) = z es positivo (que no haya pérdida del ge-
neralidad se debe a que el proceso (2(t)):>0 es simétrico con respecto al 0). Debemos probar que
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lim E, [ﬁ] = 0 y para esto utilizaremos la propiedad fuerte de Markov para limitarnos al caso
t—-+o0 Vi

anterior.

Sea 1o :=mnf {t > 0: 2(t) = 0}. Como

A 1 ToAt 1 t
Ez[\;?] = \/EEZ[/O L{js(u=132(u) du] + \/EEZ[/T tﬂ{\Z(u)l=l}Z(“) du], (5.18)

oN

para probar que E, [i?] converge a 0 cuando ¢ tiende a +oo basta ver que cada uno de los términos

de (5.18) convergen a 0.
Comencemos por el primero, para lo cual necesitaremos algunas definiciones previas:

Sea Th := inf{t >0:2(t) =1}, y para cada i € N, definamos Tj4; = inf{t > T; : z(¢t) = 1},
G =nf{t >T;:2(t) #1} — T; y B; al evento {“en el instante t = (T; + ¢;)*, 2(t) = 2”}. Notemos
que ¢; mide el tiempo que la particula tardo en irse del 1 luego de haber llegado a ese sitio por i-ésima
vez y que ademads, Vj € Z, el evento B; es independiente de la sucesion ((;)ien (ya que, una vez que
sono el reloj que indica que hay que salir del sitio 1, la particula elige con una cierta probabilidad ir a
cada uno de los otros sitios, independientemente del instante en que el reloj song).

Como también sabemos que ({;);cn es una sucesiéon de variables aleatorias independientes e idénti-
camente distribuidas donde cada una tiene distribucién exponencial de pardmetro 2m+2 y ademas, la
probabilidad de que ocurra el evento B; es igual a #4_2 Vi € N (ya que la tasa de salto desde el sitio
1 al sitio 2 es m y del sitio 1 al 0 es m+2), se tiene:

1 ToNt 1 T0 1 +o0
‘%Ez[ /0 I{js(ui=y2(u) du]| < Wil /0 Leuyi=1y du] = ZB=[G +Z;Ci LAt g,y

11 1 -
\/ Al \/ZE (G Bl 5 = \/z2m+2+\/i;2m+2‘kHlP(B’“)

+oo
11 i—1
= NGRS ;_1 (%) = 7i < oo (con C'una constante finita),

de lo cual se deduce que hm — [ fo ]I{|z(u y=132(u) du] = 0, como querfamos ver.

Analicemos ahora al segundo término de (5.18):

t—1oNt

1 t 1
EZ ]I z(u)|= d = 7Ez ]:[ T E
i [/TW x(wi=ny2(w) du] = = Loy 0[/0

1 t—ToNt
:%Ez [H{rogtf Yty EO[/O L=y 2(u) du |}—T"”

1 t—ToNt
" %Ez [H{tf Vicmo<t} EO[/O L=y 2(w) du ‘}—TO]]

T o AL 1 ot
=Eg [T Lo <ty Alt =10 A1) ‘]:To] + %Ez [H{t— Vi<ro<t) EO[/O Ljzi=1y#(w) du]}

donde en la primer igualdad aplicamos la propiedad fuerte de Markov.

Izt 2(0) du |F] |
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Por un lado, observemos que 7“5?}?/“ estd acotado Vt > 0 y que ademds, si 79 < t — v/t entonces

. hgl t — 719 ANt = 400. A partir de estas observaciones y del hecho que hm Eo[ ﬁ)] =0 (lo cual ya
—100

hemos demostrado) podemos concluir:

, t—T9NL
lim E {T L« vy At —1oAt) }]—}0} =0. (5.19)

t——+o0

Por otro lado, tenemos:

1 t—ToAt t—ToAt
)%Ez Lo $emey Eol /0 [ty 2(v) du] || < 7 L ¢y ol /0 1 du]|

Vi
< \}ZEZ[EO[/O 1 du]| = \42
lo que implica que
1 t—ToAt
S [Lie- Yi<r<ny Bol /0 I{jz(uyi=1) (1) du] | = 0. (5.20)

A partir de los limites obtenidos en (5.19) y (5.20) se deduce que el segundo término de (5.18)
también converge a cero, y por lo tanto, tlir+n Ez[%] = 0 Vz € Z, lo que concluye la demostraciéon
—+o00

del Teorema 5.1.
5.2. Caso general

Enunciémos ahora la version general del Teorema 5.1 y veamos como adaptar la demostracion.
Recordemos que el generador del acoplamiento que hemos definido al comienzo de este capitulo era

L R F) = 3D PRV — (%K)
e, (5.21)
+ 3 Y Ta g A X Y) - F(X V),
e==+11i=1 k=1

donde X = (T1y ey Tp) Y Y = (y1, ..., Yn) denotan las posiciones de las n particulas del SIP y de los n
paseos aleatorios respectivamente.

Teorema 5.2. Sea (X(t),Y(t)) el acoplamiento antes descripto entre n particulas del SIP(m) y n
paseos aleatorios a tasa 'y a cada lado y supongamos que X;(0) = Y;(0) ¥V 1 <i < n. Entonces,

wgo V1<i<n.
Vit

Demostracion:

Siguiendo la misma demostraciéon que en el caso n=2, definamos A, := Z" el espacio de las po-
siciones posibles de n particulas, y para cada par i,k con 1 < ¢,k < n consideremos las funciones
Gi i An X DAy = 2y Zig - Ay — 7 dadas por ¢i(X,Y) := X; — Y y Zix(X) := Xj, — X;, es decir, que
¢; representa la distancia entre las particulas i-ésimas del SIP y del paseo aleatorio y Z; j, representa
la diferencia entre las particulas k-ésima e i-ésima del SIP.
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Usando el generador (5.21) se deduce que V 1 < i,k < n,

L£oeortm g, (X ZH{Yk y+1}—zﬂm =Yi- 1}—ZH{IM\ 1-Zik

L7 (¢2)(X,Y) — 2(: L2P™ ;) (X, Y) = ZH{Yk —Yi41} — ZH{Yk —y,—1} = Zﬂﬂzm\ 1}

Y por el mismo argumento que hemos usado en el caso n=2 nos queda que V 1 < i < n,
(Mi(t))tzo definida por

M;(t) == ¢(X(t), Y (1)) — ¢:(X(0),Y(0)) — Z/O 11z, w(s)|=1}-Zik(5) ds

es una martingala con variacién cuadrética

bl
-
\_/
v-<1
—~
~~
N—
=
QL
9

MM (0= [ (£ (6)(R(0), F(0) — 20

n t
= Z/O L{12; 1 (s)=1} ds,
k=1

Y que
M’i7 Ml
<t>(t) — 0 c.t.p.
Por lo tanto, para demostrar el teorema (que equivale a probar que W Loovi <i<n),
, Ak (t)
basta ver quetlgglooE[ 7 ] =0V 1<i,k<n, i#k, donde A;(t) foH{\sz (s)|=1}-Zik(8) ds.

Notemos que no podemos realizar la misma demostracién que hemos hecho en el caso n = 2 ya
que si n > 2, (Z;(s))s<o no es Markov. En efecto, para cada par i,k con 1 < i,k < nei#k, las
particulas del SIP diferentes a la i-ésima y a la k-ésima pueden afectar el valor de Z; 1,(s). Y dado que
esto ocurre solo en el caso de que alguna de todas esas particulas se encuentre en un sitio vecino a la
particula i-ésima o a la k-ésima del SIP, lo que haremos a continuacion serd “dividir el tiempo” en los
momentos en los que eso ocurre y en los que no.

Para cada par i,k coni #ky 1 <ik <n, sea

Bir:={s>0:|Zix(s)| =1y min{|Z;;(s)|,|Z1k(s)|} > 2Vl € {1,..n}\{i,j}}

y sea
Dik:=4{s>0:|Zix(s)| =1y min{|Z;;(s)],|Z1r(s)|} <1 para algin [ € {1,..n} \ {3,5}}.

A partir de estas definiciones resulta:

t

t t
Ai,k(t) :—/0 H{|Z,-,k(s)|=1}-Zi,k(3) ds —/0 H{SEBL;@}'ZZ’,’C(S) ds—l-/o ]I{Sepi’k}.Ziyk(s) ds.
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Observemos que B; ;. es el conjunto de los instantes de tiempo en los que puede ocurrir una mo-
dificacién en el valor de Z; exclusivamente a causa de un salto producido por el “reloj invitacién”
asociado a las particulas ¢-ésima del SIP y k-ésima del SIP o un salto producido por el “reloj del
paseo aleatorio” de cualquiera de esas dos particulas. O sea que en los tiempos pertenecientes a B; j,
no hay ninguna particula distinta a la i-ésima y a la k-ésima del SIP que puede modificar a Z; ;. Por
esta razén, podemos pensar que durante B; i, las particulas i-ésima y k-ésima del SIP son las tnicas
particulas del SIP, y por el caso n = 2 que ya hemos demostrado nos queda que

f(;E H{SEBi,k}'Zi7k(S) ds
NG

Por otro lado, se puede probar que si reemplazamos a B; j, por D; j, este dltimo limite sigue valiendo
cero. (Ver [13] para la demostracién). Por lo tanto, deducimos que

=0.

lfm ]E[

t——+o0

A
lim E[=2
t——+o0 ﬁ

y con esto concluimos la demostracion.
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Apéndice A
Martingalas y Variacion Cuadratica

En este apéndice, lo que haremos serd demostrar que si (w(t))¢>0 es un proceso a tiempo continuo
con generador £ y semigrupo (S;)i>0 y f es una funcién en L! perteneciente al dominio de £ tal que
L(f) y L(f?) estén acotados entonces, el proceso (M (t))¢>0 con

M(t) = f(w(t) — f(w(0)) / £(f)(w(w)) du (A1)

es una martingala con variacion cuadratica

< M,M > ( / L(f ) — 2f (w(w)L(f)(w(u)) du. (A.2)

Comencemos por recordar la definicién de variacién cuadratica y por enunciar un lema (cuya
demostracién no daremos, y que se puede encontrar en el Teorema 7.27 de [8]) que sirve para calcularla
en el caso en el que el proceso original sea una martingala:

Definicién A.1. Sea (X(t)):
una particion del intervalo |0,
(< X, X > (t))i>0 con

>0 un proceso a tiempo continuo y sea T, = {0 =19 <t < .. <t, =1t}
t].

Definimos la variacion cuadrdtica de (X (t))t>0 como el proceso

<XX> = lim Z|Xt1+1 ()|7

l[7n[|—0 2
donde el limite es en probabilidad.

Lema A.1. Si (M(t))>0 es una martingala con segundo momento finito, la variacion cuadrdtica
(< M, M > (t))t>0 de (M(t))i>0 existe y es el inico proceso que verifica ser continuo por derecha,

creciente, que evaluado en t=0 vale 0 y que ademds, (Mg(t)— <M,M > (t))t>0 es una martingala.

Una forma de demostrar que el proceso definido en (A.1) es una martingala es la siguiente:
o) M(t) e L' V¢t > 0 ya que f € L' y L(f) es acotado.
o) E[M(t) — M(s)|F(s)] =0Vt >s >0 pues, si notamos E, a la esperanza del proceso (w(t))¢>0

53
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que en t = 0 es igual a x se tiene:

E[M(t) - M(s)|F(s)] = E[f(w(t)) - / Cf(w(w)) du | F(s)]
— E[f(w(t) |F(s)] — E[f(w(s) |F(s)] — E[ / Cf(w(w)) du |F(s)]
= Eugo /(= )] = Ef@)] ~ Bugo[ [ L (w(w)) du]

= S fw(s)  — Sof(w(s)) — /0 _sz(s)[cf(w(u))] du

= Si—sf(w(s)) — Sof(w(s)) — SuLf(w(s)) du

0

= Suf(w(s) — Sof(u(s)) - /0 LS (w(s) du = 0

donde hemos usado la propiedad de Markov, convergencia mayorada, la definiciéon de semigrupo y la
relacion que hay entre la derivada de éste y el generador.

Pero lo que haremos a continuacién es dar una proposicién que no solo servira para demostrar de
forma alternativa que (M (t)):>0 es una martingala sino que también servird para demostrar que el
proceso (< M, M > (t))s>0 definido en (A.2) es la variacién cuadrética de (M (t))¢>0. Basicamente, la
proposicién nos dice cudl es el término que le debemos restar a g(w(t)) (con (w(t))i>0 un proceso de
Markov y ¢ una funcién continua y acotada) para obtener una nueva martingala.

Proposicién A.1. Sea (w(t))i>0 un proceso de Markov a tiempo continuo y sea g una funcion continua
y acotada. Consideremos el proceso (Ni)¢>o definido por

Nt = gw®) = [ (5 Bula@O))|_du vez0. (43)

donde (w(t))t>0 es otra version (independiente) del proceso (w(t))i>0. Entonces, ¥V t > s > 0 vale la
siguiente igualdad:

E[N(#)|F(s)] = E[N(s)], (A4)
con F(t) :=o{w(u) : u < t}.

Observacién A.1. Dado que o{w(u) : u <t} = o{N(u) : u < t}, se deduce que si N(t) € L* Vt >0,
(N(t))e>0 resulta una martingala con respecto a su filtracion natural.

Demostracion de la Proposicion: Notemos que (A.4) vale si y sélo si

Blo(u() ~ a(w() 7] = E[ [ (& Bulo)|_ du 1F0)] iz sz0

Sean s y t tales que t > s > 0y sea A, := “TS (Si t = s la igualdad anterior vale trivialmente).
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Usando la propiedad de esperanza en torres y usando el desarrollo de Taylor se obtiene:

E[g(w(t) — g(w(s)) |F(s)] =E[ D glw(s + kAn)) = g(w(s + (k = 1)An)) |F(s)]

k=1

= ZE (s +kA,)) — glw(s+ (k= 1)A,)) |F(s)]
= ZIE{ E[g(w(s + kAp)) — g(w(s + (k — 1)AR)) |F(s + (k — 1)A,)] |F(s)}

= ZE{ Eu(st(k-1)a0) [9(w(An)) = g(0)] [F(s)} =
k=1

= E{ Eu(ss(h-1)an) [(%g(w(l)))‘ An+ o(AD)] [ F(s)}
k=1

=0

SH
3

=E{ Y An Eugeie-nan) [(ag(ﬂ)(l)))‘lzo] + Eu(st(k-1)a0) [0(A7)] 1F(s)}
k=1

=E{ D A, U(s+ (k= DA + D Eugsrg-nan [0(A2)] |F(s)}

A2 A2
donde O(AZ”> — 0 cuando A,, — 0 (y por lo tanto, O(A2”)
d

U(s+ (k= 1AL = Eygas (k1)a0) [(dl (ﬁ)(l))) ‘z:o] = (%Ew(sm_mn)[9(@(5))1) ’1:0'

estd acotado por una constante C) y

Tomando limite cuando n tiende a 4+00 nos queda
Elg(w(t)) — g(w(s)) [F(s)]
" (A.5)

_ _ 2

= dim B[ AU+ (- DAY+ Y Eupronay [(A2)] 1F(5)}.
k=1 k=1

Notemos que Z A, ¥(s+ (k—1)A,) es una suma de Riemann para la funcién ¥ en el intervalo

[s,t] v la partlclon regular {8, 4+ Ap, s+ 2A,,...,s + nA,, = t}, por lo tanto,
n

lim Ay U(s+ (E—1)A,) = /t U (u)du.

n—-+o0o
k=1

Por otro lado,

@ o(22)

= ngg-loo ZEw(er(k—l)An) [ ( - ngl—}-loo Z Ew (s+(k=1)An) [ AQ AQ]
< lim ZIE [C( — lim ZC im0 2
T n—+4oo w(s+(k=1)An) n—+00 n—H‘OO n .
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Reemplazando estos limites en (A.5), concluimos que

t t
d -
B (g(w(®) ~ g(w(s)) 17() = B [ wwdu |[7)} =E[ [ (5§ Burwlo@)])[_du 17)]
como queriamos ver. O
. d _
Ahora que hemos demostrado la proposicion, comencemos por calcular <— Ey ) [g(w(l))]) ’l—o con

g9(x) := f(x) — f(@(0)), es decir, con g(w(l)) := f(w(l)) — f(@w(0)):

(B £ 0) ~ F@O))| _, = Jim By [7(0(H) — 7((0))

o h @

1[Sh,f(w(’u)) = Sof(w(u))] = L(f)(w(w)).

= 1i
h1—>0 h

Como ademaés sabemos que

M(t) := f(w(t)) = f(w(0)) —/0 L(f)(w(u))du

estd en L' Vt > 0 (ya que f € L' y L(f) es acotado), aplicando la proposicién anterior concluimos que
el proceso (M (t))i>0 es una martingala.

Probemos ahora que el proceso (< M, M > (t))i>0 definido en (A.2) es la variacién cuadrética de
(M(t))e>0. De acuerdo al Lema A.1 debemos probar que (< M, M > (t));>0 en t = 0 vale 0, que es un
proceso continuo por derecha, creciente y que ademds verifica que (M (t)2— < M, M > (t));>0 es una
martingala.

Es claro que (< M, M > (t))¢>0 cumple las primeras dos condiciones. También es facil chequear
que es creciente:

d

t
<M,M>(t)—<M,M>(s):/ 7

t
2 _ ; 1 2
Ew(u)(M (t))|t:0 du —/s }lll_l’%h[Ew(u)(M (h))] du

t
.1 2
/sflzm%)h[Ew(“)(M(h))] du >0 V0<s<t

Demostremos entonces que (M (t)>— < M, M > (t));>0 es una martingala, y para eso, calculemos

) (M2(0)
LB ) ((1)) im0 = 1 [Boyy (M (1)) — By (M?(0))] = Jim (B (M (1)
= i B (L000) S0~ [ £ 1)
= i B (LFC000) SO+ fig T (] [ £50300)0]%)
2 i 1 [L000) 5500 [ €500

_ lfm ~E W {[f(@(h)) = F(@(0)]*},

hsoh Y
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donde la dltima igualdad se debe a que, como (w(t))¢>0 es un proceso de Feller y f es una funcién
continua tal que £(f) estd acotado por una constante C’ resulta

h
‘flLlr%hE [f (h)) — f(w(0)) /ﬁfwu du
<hm E w [ f(w |/ L f(w(u))|du]
1
< lim - B w [|f(w(h)) = f(w(0))| h C'] = C’hme(u [1f(w(R)) = f(w(0))[]] =0
y
h 1
yhm [E / Lf(w(u))du)®| < lim ha(u [/0 |£f(w(u))|du]2g%iﬂl)ﬁEw(u)C’QhQ
:%lr%clzh—o

Por otro lado, si en I{l/H%] %Ew(u){[ f(w(h)) — f(v(0)]?} desarrollamos el cuadrado y luego restamos y
—

sumamos 2f2(w(0)) obtenemos

lim I, ([0 (R)) — £(0(0))}
= lim ;Eww) 2@ () — F2(@(0))] - 2f((0)) lim %E @) = F((0))
= lim (5. (w(u)) — Sof*(w(w)] — 2f(w(u)) lim +[ShF((u)) — Sof (i(u)]
P () 2o £ ()

Por lo tanto,
%Ew(u)(Mz(t))‘tZO = L(f*)(w(u)) = f(w(u)L(f)(w(u)).

Como ademaés sabemos que

< MM > ( / L) (w(u)) — 2 (w(u)) L) (w(w))du

estd en L' Vt > 0 (ya que f € L'y L(f) y L(f?) estdn acotadas), aplicando la Proposicién A.1 y
la Observacién A.1 nos queda que (M(t)*— < M,M > (t)),., es una martigala, como querfamos
demostrar.

>0
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Apéndice B
Paseo Aleatorio en 7

Sea (z(t))+>0 un paseo aleatorio a tiempo continuo en Z en el que la particula salta del sitio = al
sitio y con las siguientes tasas:

m sily—z| =1,z ¢ {-1,1}

m sir=1ly=206z=-1,y= -2

m+2 siz=1lLy=06x=—-1,y=0
0 en otro caso

Queremos probar que este proceso es recurrente nulo (es decir, que la probabilidad de que una
particula regrese en tiempo finito al sitio desde el que comenz6 es 1 pero que la esperanza del tiempo
que tarda en regresar es +00) y que ademds, para t suficientemente grande, valen las siguientes cotas:

t t
/ps(Oal) ds <CVt /ps(l,l) ds < CV1,
0 0

donde ps(a,b) = P(z(s) =b|2(0) =a) con s >0y a,b € Z.

Comenzaremos dando una demostracion de que (z(t)):>0 es recurrente nulo que emplea a los
numéros de Catalan. Luego, probaremos nuevamente esta propiedad mediante un acoplamiento que
haremos entre (2(t))¢>0 y un paseo aleatorio simple y simétrico a tasa m“a cada lado, el cual también
nos servira para deducir las cotas anteriores.

Para la primer demostracién necesitaremos la siguiente proposicién (Ver Proposicién 1.2.1 de [9]),
que nos permitira estudiar al paseo aleatorio a tiempo discreto en vez de estudiar al paseo a tiempo
continuo.

Proposicién B.1. Supongamos que (Sp)nen, €S un paseo aleatorio en Z a tiempo discreto y sea

(N (t))t>0 un proceso de Poisson independiente con pardmetro \. Entonces, el proceso (S(t))>0 definido

por S(t) := Sn(t) resulta un paseo aleatorio a tiempo continuo en Z con la misma distribucion de los
incrementos que el paseo (Sp)neN,-

Consideremos entonces un paseo aleatorio (wp)nen, en Z en el que la particula salta del —1 al

—2 6 del 1 al 2 con probabilidad 5%, del —1 al 0 6 del 1 al 0 con probabilidad 2%122 y del sitio z

(con z distinto de 1 y —1) a los sitios x + 1 y £ — 1 con probabilidad % Demostremos primero que
este proceso es recurrente nulo y luego, usando la proposicién, concluyamos que (z(t))s>o también lo es.
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Para esto, necesitamos algunas definiciones previas:

Para cadan € Ng, a € Z y b € Z definimos:
» Ty, :=inf{k € N:wy = a},
n Doy = P(wy = blwg = a),

w pl i =P(Ty =n,wp, >aVke{0,1,..,n} |lwy = a)

(es decir, pl; es la probabilidad de que una particula que empezé en el sitio a llegue por primera
vez al sitio b luego de n pasos habiéndose movido durante ese tiempo solamente por el sitio a y
los que se encuentran a su derecha).

Introduzcamos también a los “nimeros de Catalan” y veamos cémo podemos aplicarlos a los paseos
aleatorios discretos:

Los nimeros de Cataldn son una sucesién de nimeros naturales (C),)nen que aparece en muchos
problemas de combinatoria. El n-ésimo nimero C,, se define como (2:)7%17 y una de sus aplicaciones
clasicas es calcular la cantidad de palabras de Dyck. Una palabra de Dyck de longitud 2n es una tira
de caracteres X’s e Y’s en la que hay n caracteres de cada tipo y ademads, para cualquier k entre 1
y 2n, entre los primeros k caracteres la cantidad de Y’s que hay no puede superar a la cantidad de
X’s que hay. (Por ejemplo, las palabras de Dyck de longitud 6 son: XXXYYY, XXYXYY, XXYYXY,

XYXXYY y XYXYXY).

Observemos que las palabras de Dyck de longitud 2n estdn en biyeccién con los caminos en Z de
2n pasos que realiza una particula que comienza y termina en el mismo sitio y que sélo pudo despla-
zarse por el sitio inicial y por los que se encuentran a su derecha: la biyeccién viene dada por asociar a
la letra X un salto hacia la casilla vecina derecha y a la letra Y un salto hacia la casilla vecina izquierda.

Demostremos, ahora si, que (wp,)nen, €s recurrente nulo; y como la cadena es irreducible, basta ver
que P(Ty < oojwpg = 0) =1 y que E[T>|wy = 2] = +o0.

Usaremos el siguiente lema:

Lema B.1. Supongamos que (Wp)nen, €s un paseo aleatorio en Z tal que para algin a € Z,
Py = a+ 1w =a) = a € (0,1), P( = a— 1| = a) =1—a y ademds P(T, < oolg =a+1) =1

(donde T, := inf{k € N : @y, = a} y T,_1 se define de forma andloga). Entonces P(T,_1 < oo|iy = a)
también es igual a 1.

Demostracion: Usando la propiedad fuerte de Markov tenemos que:

+o0
P(To-1 < oo i =a) =Y (1 —a) [Py =a+ Ly = a) P(T, < oo, |y =a+1)]"
n=0 i 1
= (1—04)7;)(@.1) =(1-a) i a) = 1,

donde el n-ésimo término de la sumatoria es la probabilidad de que la particula realice exactamente n
vueltas al sitio a sin haber visitado a — 1 y que luego de eso salte por primera vez a a — 1. O
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Veamos que en el paseo aleatorio (wp)nen, se cumple que P(T7 < oojwg = 2) = 1:

—+o00 —+o00
P(Ty < oolwg =2) = > P(T) =njwg=2) =Y P(Ty =2n+ Llwy =2) = Y _p3spa
n=0 n=0

IR o, IR,y X101 (B0
2521722:520“(5) :chun
n=0 n=0 n=0

Notemos que

2n+ 2 _ 2n 2n+12n+2_22n+1 2n
n+1) \n/)n+1n+1 " n+l1\n)’
de donde se sigue:
9 2n 1/2n+2 _2n—|—2 2n 2n+1 (2n _ 1 2n _c
n 2\n+1/) n+1\n n+1\n/) n+1\n/) "

10 1 /2n\ 1 on+2\ 1
2 "qn  \n J4n n+1 ) 4nt+1’

y reemplazando esta igualdad en (B.1) y usando que (

Luego,

facilmente con induccién) resulta:

+00 oo
11 on\ 1 on+2\ 1 ] 2n\ 1
P(T1<oo|w0:2):E:20”4n22[<n>4”_<n+1>4"+1]:1_nll>r"tr‘l°°<n>4n
n=0

1
>1— lim — =
- n—+o00 1/2n + 1

Por lo tanto, P(71 < oo|wy = 2) = 1.

A partir de esta igualdad, aplicando el lema anterior con a = 1 obtenemos que
P(Ty < oolwg = 1) = 1. Y por la simetria del proceso, P(Tp < oco|wy = —1) también vale 1, con lo cual

P(T() < OO‘U)() = 0) = p071]P>(T0 < oo|w0 = 1) —i—po,,lP(To < oo\wo = —1)
=po,1 +Ppo,—1 =1

Por otro lado, E[Ts|wy = 2] = oo ya que:
E[Tz|w = 2] = Z2n P(Ty = 2n|Ty = 2) > Zgnp22 = Zgn C,
n=0

2n Stzrlmg 22n 1.9n
_22 ( >n+1( Z \/ﬁn+1(2)

Z \/ﬁn—i—l Z\f +00.

Concluimos entonces que el proceso (wy)nen, €s recurrente nulo.
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Observacion B.1. Es conocido que el paseo aleatorio simétrico en Z. a tiempo discreto es recurrente
nulo, y como la unica diferencia entre este proceso y el proceso (wp)nen €s que en este ultimo hay
una tendencia a que la particula pase mds tiempo en el 0, es razonable pensar que el proceso (W )nen
también va a ser recurrente nulo. Pero en realidad, la demostracion que hemos hecho es mds general,
ya que se puede aplicar a todos los paseos aleatorios a casillas vecinas en Z en los que existen dos
sitios, llamémoslos a y b, con a < b, tales que la probabilidad de ir del sitio x al sitio y es igual a :

% sily—z|=1, z<a—-16x>b+1
5 siz=a,y=a—-1dx=0by=0+1

y en el resto de los casos es estrictamente positiva.

Ahora que ya hemos probado que el proceso (wp)nen, €s recurrente nulo, veamos cémo podemos
aplicarlo (junto con la Proposicién B.1) para demostrar que el proceso (2(t))¢>o también lo es:

Llamemos (2(t))+>0 al paseo aleatorio que se obtiene de la proposicién a partir de (wy)nen y de un
proceso de Poisson (N (t));>0 independiente de (wy,)nen y de pardmetro 2m+2. Por cémo lo definimos,
(Z(t))e>0 se caracteriza por tener la misma distribucién de probabilidades que el proceso (z(t))i>0; la
diferencia estd en que en el primero las particulas saltan més rapido que en el segundo. Es por esto
que si (Z(t))i>0 fuese recurrente nulo, (z(t));>¢ también lo serfa. Demostremos entonces que (Z(t))¢>0
lo es.

Si definimos 79 := inf{t > 0 : Z(t) = 0}, alcanza con ver que
P(19 < 400]2(0) =0) =1 y E[1p]2(0) = 0] =

Notemos que 79 := inf{t > 0: 2(t) = 0} = inf{t > 0: wyy) =0} = nf{t > 0: N(t) = To} (recordemos
que Ty era inf{n € N: w, =0} y (N(t))i>0 era un proceso de Poisson que lo elegimos con parametro
m+2). Luego, llamando Py y Eq a la probabilidad y a la esperanza del proceso (wy)nen, con w(0) =0
se tienen las siguientes igualdades:

-0 i
Po(70 < +00) = SEEFHOOPO(TO <s)

=
e

N
P(r0 < +00|Z(0) = 0) = P(my < +oolwn(g) = 0)
= EE] Po(inf{t >0: N(t) =To} < s) = lim Po(N(s) > Tp)

s§——+00
= lim Z]P’ s) > To|To = n)P(T; :n):m lim 1—26*(’“*2 ((m +2)s) ] P(Ty = )
s—>+oo O ol=o 0 —t s—+00 j! 0

:fﬂ”(TO —n) = P(Ty < +00) 21

E[m0]2(0) = 0] = E[inf{t > 0: N(t) = To}|wo = 0] = Eg[inf{t > 0: N(t) = Tp}]
T 1 (2)
m—i(iQ] :m+2E[TO] =t

donde en (*1) y (*2) hemos usado que el proceso (wy)nen es recurrente nulo. Concluimos entonces que
el proceso (£(t))¢>0 es recurrente nulo y por lo tanto, (z(t)):>0 también lo es.

=E[Eo[inf{t > 0: N(t) = To}|To] = E[

Veamos ahora como demostrar que para valores de t > 0 suficientemente grandes,

/tps((), 1)ds<CVt y /tps(l, 1) ds < CVt, (B.2)
0 0
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donde ps(0,1) = P(2(s) = 1|2(0) =0) y ps(1,1) =P(2(s) = 1]|2(0) =1) Vs >0.

Lo que haremos primero serd demostrar que estas cotas valen si reemplazamos a (z(t));>0 por un
paseo aleatorio a tiempo continuo en Z simple y simétrico a tasa m a cada lado (en este proceso,
llamaremos ¢s(0,1) y ¢s(1,1) a lo que habifamos llamado ps(0,1) y ps(1,1)). Luego, realizando un aco-
plamiento entre los dos procesos, deduciremos (B.2).

Al igual que hicimos antes, para demostrar una propiedad de un paseo aleatorio a tiempo continuo
recurriremos a la Proposiciéon B.1 y trabajaremos con un paseo aleatorio discreto y con un proceso de
Poisson.

Consideremos (Sp)nen €l paseo aleatorio discreto en Z simple y simétrico, y (N (¢)):>0 un proceso
de Poisson independiente de pardmtreo 2m.

2n + 1Y 71\ 2n+1 2n\ /1\72n + 1 2nY\ /1\" 1
P = 150 =0) = (2 ) ()7 = () () 2L < () (1) < e,
(S2nt1 150 ) < n ) 2 <n> 47 2n+2 ~ \n/\4/ T 2n+1 "
donde en la tultima igualdad usamos la misma cota para (277)( )™ que ya habiamos usado en este
apéndice al probar recurrencia, y que se demuestra por induccién.

Anélogamente,
2n\ /1 2" 1
P(SQn—l\So—l)—<n><2) —— < 75 YneN.

Dado que gs(a,b) = EPP[P(Sy(s) = blSn) = a)] Vs > 0y ¥ a,b € Z, resulta:

N(0 =0 1
0:(0,1) = EPP (S = S = 0 "2 BT [B(Sn = U0 = 0)) < B[]
ppr Vs 1 11
= — | < ——= Vs> s,
NG
N(s) NG 1
donde en el ultimo paso usamos que lim =2m or lo tanto, < —— Vs>s

A partir de esta desigualdad obtenemos que si ¢ > méx{so, (s0)?},

t

;mx/igu

ds < s9 +

t S0 t 1
qs(0,1 ds:/ qs(0,1 ds+/ qs(0,1) ds < sg +
| anas= [ao) 0.0 Soff

de lo cual deducimos que si c:=1+ \/—QR y t > max{sog, (s0)%},

t
/ 45(0,1) ds < eVt
0

Y lo mismo vale si reemplazamos el 0 por un 1. Por lo tanto, hemos demostrado que en el caso del
paseo aleatorio simple y simétrico a tasa m, valen las cotas que querfamos. Veamos ahora como deducir
a partir de estas desigualdades y mediante un acoplamiento que vale (B.2).

Llamemos S a la particula que se mueve con la dindmica del paseo aleatorio que acabamos de
describir y Z a la particula que se mueve con la dinamica del proceso (z(t)):>0. Acoplemos los procesos
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de la siguiente forma:

En todos los sitios distintos al -1 y al 1 hay dos relojes, uno asociado a “izquierda” y el otro a
“derecha”, que suenan a tasa m cada uno y cuando alguno de los dos suena, Z se mueve un lugar en la
direccién asociada al reloj. Y en cada uno de los sitios -1 y 1 hay tres relojes: dos a tasa m que indican
lo mismo que los anteriores y otro a tasa 2 que indica que Z debe saltar al 0.

Ambas particulas comienzan en el 0. La particula Z realiza su recorrido bajo los relojes descriptos,
por lo que efectivamete Z se mueve con la dindmica del proceso (z(t))¢>0. Llamaremos 7; al instante
de tiempo en el que Z salté por i-ésima vez a causa del reloj a tasa 2, y A; a la duracién de la visita
de Z al 0 que comenzé en t = ;.

S realiza su camino de la siguiente forma: Desde ¢ = 0 hasta ¢ = 7, (es decir, hasta el instante
previo a 71), S copia el recorrido que hizo Z. Luego, S, que en ese momento se encuentra en el sitio
-1 6 1, espera a que suene alguno de los relojes con tasa m del sitio. Cuando suena, S salta al sitio
correspondiente (que puede ser el 2, el -2 6 el 0) y luego de estar un tiempo igual a A; salta al sitio 1
6 -1 y copia el recorrido o el recorrido simétrico con respecto al 0 que hizo Z desde t = 71 + A; hasta
t =1, . (Si S estaba en el 2 salta al 1, si estaba en el -2 salta al -1 y si estaba en el 0 salta al mismo
lugar al que salté Z en t =11 + Ay).

Luego, se repite el proceso: S (que se encuentra en el -1 6 en el 1) espera a que suene alguno de
los dos relojes con tasa m del sitio en el que estd. Cuando suena, salta al sitio correspondiente y sin
importar cual sea éste, permanece un tiempo igual a As. Transcurrido ese tiempo, salta al 1 6 al -1
(como hemos indicado antes) y copia el recorrido o el recorrido simétrico con respecto al 0 que hizo Z
desde t = 75 + A hasta t = 75, y asi sigue.

Observemos que en este acoplamiento, S tnicamente salta de un sitio a alguno de sus vecinos
luego de que haya sonado el reloj correspondiente a tasa m, por lo que S realiza un paseo aleatorio
simple y simétrico a tasa m, como queriamos. Ademds, por cémo hemos descripto el acoplamiento,
para cualquier instante de tiempo ¢ vale que hasta ese instante, el tiempo que permaneciéo Z en el 1
mas el tiempo que permanecié en el -1 es menor o igual al que permanecié S en esos dos sitios, por lo
cual, si llamamos (z(t)):>0 al paseo simple y simétrico a tasa m resulta:

t t
/0 Eo [Lfja(s)j=1y] ds < /0 Eo [Lja(s)=1y] ds V¢ 2 0.

A partir de esta desigualdad obtenemos:
t

t t t
/ ps(0,1) ds = / Eo [Lyj1=1y] ds = Eo| / Lot} ds)] < Eo / ja(o)1} ds]
0 0 0 0
t t
2/ Eo [Ifj2(s)|=1}] ds =/ qs(0,1) ds < e/,
0 0

donde la tltima igualdad vale si ¢ > méx{sq, (s9)?}. Por lo tanto, si ¢ es “suficientemente grande”,
fgps(O, 1) ds < cy/t. Y de forma andloga se demuestra que fot ps(1,1) ds < ¢/t (se hace el mismo
acoplamiento pero con las particulas comenzando en el 1), que eran las dos cotas que aparecen en

(B.2).

Finalizaremos este apéndice dando una segunda demostracién de que (z(

t))t>0 es recurrente nulo.
En este caso, usaremos el acoplamiento anterior y el hecho de que el paseo (x(t

))t>0 es recurrente nulo
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(lo cual se deduce directamente de la Proposicién B.1 y de que el paseo aleatorio simple y simétrico
en Z a tiempo discreto lo es).

Es facil ver que (2(t))¢>0 es recurrente. En efecto, como ambas particulas comienzan en el 0 y la
primera vez que (z(t))¢>0 salta al sitio 0 ocurrié antes o en el mismo momento en que (z(t));>o lo hizo,
siT? :=mf{t >0:2(t) =a} y Ty :=inf{t > 0:2(t) =a} Va € Z,

Po(Tét < OO) < Po(TOZ < OO)

Y como el término de la izquierda es igual a 1 (por ser (z(t))s>0 recurrente), el de la derecha también
es 1y por lo tanto, (2(t))s>0 es recurrente.

Para ver que es recurrente nulo, como (z(t)):>o es irreducible, basta ver que E; (1) = 400 o que
E_1(T?,) = +00; y como (2(t))¢>0 es un proceso de Markov, es equivalente a probar que la esperanza
de la duracién de una excursion al sitio 1 6 al sitio -1 es +00. Sabemos que cada vez que la particula Z
realiza una excursién al 1 6 al -1 que no involucra al sitio 0 (evento que ocurre con probabilidad igual
a 1), S copia la misma excursién o la excursién simétrica con respecto al 0 (es decir, si calculamos el
moédulo de los sitios visitados, S realiza la misma excursién que Z). Ademas, al ser (z(t));>0 recurrente
nulo, la esperanza de la duracién de esa excursiéon de S es +oo. Concluimos entonces que el proceso
(2(t))t>0 es recurrente nulo, como queriamos ver.
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