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Resumen

A principios del siglo veinte Einstein, Podolsky y Rosen esgrimen una profunda critica a la
mecanica cudntica debido a su comportamiento estadistico y, por lo tanto, su imposibilidad de
describir la realidad de forma completa. Ya por la década del sesenta John Bell fue el primero
en formalizar esta critica dejando en claro que el conjunto de distribuciones de probabilidad
clasicas y el proveniente de la cudntica debian ser diferentes. Surgian las desigualdades de
Bell. En este trabajo estudiaremos estas desigualdades y sus violaciones médximas para ciertos
estados via técnicas de productos tensoriales de espacios de Banach y espacios de operado-
res. Veremos que cierta pregunta abierta del andlisis funcional, recientemente contestada por la
afirmativa, es equivalente a que los estados diagonales tengan sus violaciones a estas desigual-
dades acotadas. Ademads entenderemos que estudiar estas violaciones es equivalente a comparar
la norma de una forma multilineal con su norma completamente acotada y, mediante técnicas

probabilisticas, encontraremos violaciones no acotadas.

Palabras clave: Desigualdades de Bell, Espacios de Operadores, Pro-

ductos Tensoriales de Espacios de Banach .






Introduccion

A principios del siglo pasado quedaron sentadas las bases de la mecanica cudntica. Esta
teoria vino a responder muchas preguntas y solucionar varios problemas que presentaba la fisi-
ca en ese momento aunque, siendo muy controversial, gan6 en poco tiempo gran cantidad de
criticos. Nadie podia decir que la mecénica cudntica no fuera pragmaética pero, sus implicacio-
nes filos6ficas hacian ruido en buena parte comunidad cientifica de la época. En primer lugar la
descripcion de la realidad brindada por la mecénica cudntica es estadistica, es decir, no da una
forma deterministica de predecir las magnitudes que estudia (por ejemplo posiciones o trayec-
torias). Por otro lado esta teorfa da lugar a efectos no locales, lo que significa que, sin importar
la distancia a la que estén dos sistemas fisicos, existe la posibilidad de influencia entre ellos.

Uno de los mayores detractores de esta teoria fue Albert Einstein quién, esgrimiendo la
frase “Dios no juega a los dados”, resumi6 su desacuerdo. El pensaba que un comportamiento
aleatorio no podia ser intrinseco de la naturaleza y sostuvo, hasta el dia de su muerte, que
debia existir otra teoria que describa la realidad sin recurrir al azar. Ademads el concepto de no
localidad iba totalmente en contra de lo que él mismo sostenia en su teoria de la relatividad. En
la relatividad ningtn tipo de informacion puede viajar mds rapido que la luz y, por lo tanto, debe
existir una distancia a partir de la cual todo sistema fisico pierda influencia sobre otro. El fisico
creia que debian existir variables ocultas que respetaran la localidad y a partir de las cuales
pueda darse una descripcion deterministica de la naturaleza. Einstein buscaba una teoria fisica
completa de la realidad, esto es, una teoria que describa todos los elementos que componen a
esa realidad. Para él, el azar proveniente de la cudntica, era solo un error por parte de los fisicos
en la busqueda de tal teoria.

Einstein, Podolsky y Rosen (EPR), en el afio 1935, publicaron un articulo en el que ex-

presaban su descontento con la situacion de la mecdnica cudntica en ese momento [5]. En



este muestran que, si la mecdnica cudntica fuese local, entonces deberia ser incompleta (i.e.,
deberian existir elementos de la realidad no descritos por la teoria). Motivado por este articu-
lo Schrodinger escribié otro cuyo titulo en aleman se traduce como “‘situacién presente de la
mecanica cudntica” [13], en el cual también expresaba su disconformidad. Alli se emple6 por
primera vez el término “verschrinkter zustand” cuya traduccion al espaifiol es estado entrela-
zado. Las criticas hechas tanto por EPR como por Schrodinger fueron desestimadas por gran
parte de la comunidad cientifica, que las veia como provenientes de hombres mayores que no
podian seguir las lineas de pensamiento de la época. En este sentido, el fisico N. Bohr, di6 una
respuesta al articulo de EPR reivindicando el estado de la mecanica cudntica y en particular la
interpretacion de Copenhague. La respuesta sirvid para calmar las aguas por un tiempo y vol-
ver al negocio, aunque con cierta sensacion de incomodidad latente. Bohr le decia a Einstein:
“...deje de decirle a Dios qué hacer con sus dados” .

Aunque despreciadas por algunos (y finalmente erroneas en algun sentido), las observacio-
nes hechas por EPR fueron de mucha lucidez, llevando al desarrollo de gran cantidad de fisica
y a interesantes consecuencias en matematica. El problema desatado por EPR se retomé en
la década del sesenta, cuando los fisicos Bohm y Aharonov reformulan la paradoja EPR en
términos de qubits, facilitando su descripcion y haciendo posible transformarlo en experimen-
tos realizables de laboratorio. En el afio 1964 John Bell pudo describir este problema mediante
supuestos sobre el mundo fisico que naturalmente eran mds faciles de contrastar con la realidad.

Bell not6 que bajo la hipdtesis de un modelo de variables locales ocultas se llegaba a una
restriccion no trivial sobre la fuerza de las correlaciones para las variables aleatorias del modelo.
Dichas restricciones se conocen como desigualdades de Bell. Estas no se cumplen en general
para las variables aleatorias definidas en el contexto de la mecdnica cudntica, dando origen
a violaciones. Esto ultimo implica que el conjunto de las distribuciones cudnticas y el de las
clasicas no son el mismo. Bell realizé la mayor contribucion en direccidn a la respuesta de la
pregunta ;puede la realidad describirse mediante un modelo de variables locales ocultas? Si
la respuesta era afirmativa entonces las ideas de EPR serian ciertas y existiria la posibilidad
de describir al mundo de forma completa. Por otro lado, de verificarse que las predicciones
cuanticas describian bien la realidad, esto seria imposible y Einstein (aunque equivocado en su

hipétesis) habria hecho otra gran contribucion a la comprehensién del mundo.



La historia de la verificacion experimental de las desigualdades de Bell es la historia de la
construccion de sistemas entrelazados eficientes. El primero en tener una verificacién confiable
de la violacion a estas desigualdades en un laboratorio fue Alain Aspect, con su experiencia de
decaimientos atdmicos en cascada. Esto confirmaba que no existe una descripcion completa de
la naturaleza y que Dios es amigo del azar.

Hoy en dia las desigualdades de Bell son de suma importancia en el desarrolo moderno
de la informacidn cudntica y sus aplicaciones cubren una variedad de areas como: criptografia
cudntica, deteccion de entrelazamiento cudntico, teoria de complejidad, estimacién de dimen-
sion de espacios de Hilbert, etc. Ademads, conocer las violaciones méximas a las desigualdades
de Bell para cierto de estado cudntico, da una nocién de cudnto se aleja la descripcidn cudntica
de un sistema con este estado, de la clasica.

Desde el punto de vista tedrico las desigualdades de Bell trajeron consigo muchas preguntas
para responder desde el lado de la matemética: ;Es posible tener violaciones no acotadas a estas
desigualdades? ;Como se comportan las violaciones maximas dependiendo de la cantidad de
observadores? Estas preguntas tuvieron respuestas inesperadas en algunos casos y conexiones
imprevistas con ciertas ramas de la matematica.

Por un lado, la teoria de espacios de operadores aparecié como un ambiente muy natural de
estudio de estas violaciones. Por otro, la violacion de desigualdades de Bell para ciertos estados
particulares aparece muy ligada a una pregunta que plante6 el matematico griego Nicholas
Varopuolos en la década del setenta: ;Son las clases de Schatten ()-algebras?

En el siguiente trabajo estudiaremos este tipo de aspectos de las desigualdades de Bell,
mediante técnicas del analisis funcional provenientes de las teorias de espacios de operadores y
productos tensoriales de espacios de Banach. Mostraremos como estas ramas de la matematica
conforman el lenguaje apropiado para la resoluciéon de problemas derivados de este campo de
conocimiento. Ademads probaremos que un teoria de variables locales ocultas, no permite estas
violaciones y estudiaremos las violaciones mdximas en ciertos casos de interés.

La teoria de espacios de operadores es muy reciente. Fue desarrollada luego de la tesis de
Ruan en 1988 por Effros y Ruan por un lado y, simultaneamente, por Blecher y Paulsen por
otro. Puede ser descrita como una teoria no conmutativa de espacios de Banach. Un espacio de

operadores es simplemente un espacio de Banach junto con una isometria lineal que lo hace un



subespacio de B(H) (operadores continuos en #) para cierto espacio de Hilbert H. Esto nos
brinda una nueva categoria, en la cual los espacios Banach serdn los objetos y las flechas seran
los operadores completamente acotados (tomando el lugar de los operadores acotados para la
categoria de espacios de Banach). Los espacios de operadores generalizan a las C*-4lgebras y
puede verse facilmente que cualquier espacio de Banach es también un espacio de operadores.

La primera utilizacion de productos tensoriales en el andlisis funcional datan, aparentemen-
te, de principio de la década del treinta con el trabajo Murray y von Neumann sobre espacios de
Hilbert. El trabajo de Schatten a mediados de siglo sobre operadores de Hilbert-Schmidt y cla-
ses de traza puso en prictica nuevamente la utilizacion de técnicas tensoriales haciendo resurgir
este tema a los ojos del mundo. Sin embargo fue Grothendieck quién di6 el puntapié inicial al
desarrollo de la teoria de normas sobre productos tensoriales de espacios de Banach, creando
las bases de lo que luego se llamo teoria local y exhibiendo su conexidn con la teoria de ideales
de operadores. Asi abri6 el juego a una especialidad que ha sido muy fructifera en disciplinas
como el analisis armoénico y la geometria de espacios de Banach. Ademas de ser clave en el
estudio de formas multilineales, donde la forma tensorial de pensar es indispensable.

En el primer capitulo daremos una introduccién a la mecédnica cudntica. Desarrollaremos
un ejemplo que pone en jaque a la idea de describir a esta teoria desde el punto de vista cldsico.
Luego daremos una descripcion de lo que es una teoria de variables ocultas y observaremos
que asumiendo una teoria de este tipo se tiene la acotacion a la esperanza de ciertas variables
aleatorias. Veremos que, desde el punto de vista de la cudntica, ese mismo tipo de variables
aleatorias no tienen su esperanza acotada de la misma forma en general, motivando asi la defi-
nicion de las desigualdades de Bell y sus violaciones méaximas. Por tltimo veremos que para el
caso de dos observadores estas violaciones estan siempre acotadas gracias a la desigualdad de
Grothendieck.

En el capitulo segundo probaremos que, el hecho de que las violaciones a las desigualdades
de Bell para estados diagonales estén acotadas, es equivalente a que S, sea una ()-algebra.
Luego se dara una prueba de que efectivamente S, lo es. Para esto usaremos una caracteri-
zacién de (Q-dlgebra debida a Davie y una generalizacion de la desigualdad de Grothendieck

hecha por Tonge. Probaremos estos teoremas al finalizar.

En el tercer capitulo nos abocaremos a dar una acotacion de las violaciones a desigualdades



de Bell, para estados GHZ. Para esto desarrollaremos un poco de la teoria de formas multi-
lineales (7; s)-sumantes, de espacios £, y A-inyectivos y de productos tensoriales extensibles.
Daremos una prueba de la existencia y unicidad de la medida de Haar muy particular utilizando
un resultado de la teoria de grafos. También incluiremos una demostraciéon de que S, es una
(Q-algebra siempre que 1 < p < 2, de lo cual podemos deducir que esto vale para 1 < p < oo.

En el cuarto y ultimo capitulo veremos la existencia estados cuyas violaciones a desigual-
dades de Bell son no acotadas. Con este objetivo veremos como los espacios de operadores
brindan un contexto propicio para la busqueda de estos estados y mediante técnicas aleatorias

conseguiremos su existencia.
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Capitulo 1

Conceptos de Mecanica Cuantica

Las desigualdades de Bell son un conjunto de desigualdades que se dan en el contexto de
la mecdnica cudntica y con profundas consecuencias sobre la interpretacion del mundo que nos
rodea. En este capitulo daremos los primeros conceptos de la cudntica, teoria dentro de la cual
paracen estas desigualdades. Analizaremos las motivaciones que estan detrds de ellas, para lo
cual definiremos brevemente que significa que un modelo sea de variables locales ocultas y que
consecuencia tiene sobre el modelo. Definiremos que es una desigualdad de Bell y que es una
violacién méaxima a una de estas desigualdades y estudiaremos como deben ser estas para el

caso de dos observadores por medio de una herrmaienta del anélisis funcional.

1.1. Postulados de la mecanica cuantica

Comencemos comentando los postulados de la mecanica cudntica, que son el punto de

partida de cualquier desarrollo posterior que querramos hacer.

Postulado 1 (Espacio de estados). Asociado a cualquier sistema cudntico aislado existe un es-
pacio de Hilbert H conocido como espacio de estados. El sistema serd completamente descrito
por un vector unitario en dicho espacio conocido como vector de estado (o estado cudntico),

al que en general notaremos ).

Este postulado da un contexto matematico en el cual desarrollar la teoria, no habla sobre
como interactuar con el vector de estado ni de su evolucion temporal, que como se verd a con-

tinuacion, no serd de cualquier manera. La mecénica cudntica sélo habla de la existencia de un

11



12 CAPITULO 1. CONCEPTOS DE MECANICA CUANTICA

espacio de estados, pero no especifica ninguna de sus caracteristicas (ademds de la necesidad
de ser un espacio de Hilbert), ellas dependerdn de cada problema en particular. Por ejemplo,
para el problema particular de la interaccidn de la luz con los d4tomos, los fisicos han desarrolla-
do teorias como la electrodindmica cudntica que modela esta interaccion agregando hipotesis
sobre la naturaleza por medio de ecuaciones diferenciales. Otro ejemplo es el qubit, el siste-
ma cuantico mds simple, que reviste gran importancia en la teorfa de informacion cudntica. Se
denomina qubit a cualquier sistema formado por un estado cuantico dentro de un espacio de
dimensién 2. Siendo mas concretos, dada una base ortonormal {1, ¢5} de un Hilbert H un

qubit es cualquier vector de la forma
Y = ap; + by con |al* + |b)* = 1.

Por simplicidad supondremos que el espacio de estados serd de dimension finita (o sea
‘H = [% para cierto n € N), esto serd suficiente para desarrollar toda la teoria de desigualdades
de Bell y sus violaciones que expondremos en el trabajo; en particular alcanzard para ver que
para mas de dos observadores existen violaciones a las desigualdades de Bell tan grandes como
uno quiera, lo cual es un hecho para nada trivial y ha sido una pregunta pendiente dentro de
la mecdnica cudntica durante muchos afios (estos conceptos quedaran mads claros al finalizar el

capitulo).

Postulado 2 (Evolucién). La evolucion de un vector de estado 1) en sistema cudntico cerrado
(es decir que no interactiia de ninguna forma con otro sistema) estd dada por la ecuacion de
Schrodinger,

dy

ihr =T, (1.1)

Aqui / es una constante fisica a determinar conocida como constante de Planck, a nuestros
fines su valor no es relevante (podriamos considerarla igual a 1 siendo absorbido su valor real
por el operador T'); T' € B(H) es un operado Hermitiano conocido como el Hamiltoniano del
sistema. Este operador depende del sistema a describir y contiene toda la informacién evolutiva.
Al ser T' Hermitiano, y el espacio de estados H de dimension finita, tiene una descomposicion

espectral

T = Z an(': ¢n>¢n
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Los estados v, suelen llamarse autoestados de energia del sistema o estados estacionarios,
asi como el autovalor a,, comunmente se denomina la energia del autoestado 1,,. Del mismo
modo que el Postulado 1 no especifica las caracteristicas del espacio de Hilbert que configura
el espacio de estados, el Postulado 2 tampoco describe el operador Hermitiano 7'.

Este postulado describe la evolucion temporal de un estado de forma continua, el siguiente
corolario es una version menos refinada de este postulado que describe la evolucion de un es-
tado entre dos instantes de tiempo dados a través de un operador que resulta unitario y depende

s6lo de T" en dichos instantes de tiempo.

Corolario 1. La evolucion de un estado en sistema cudntico cerrado (es decir que no inter-
actiia de ninguna forma con otro sistema) se describe mediante transformaciones unitarias del
espacio; o sea que si i1,1Vs € H son los estados del sistema a tiempo t, y t, respectivamente,

entonces existe un operador unitario U € B(H) que sélo depende de 1, y to tal que

o = Uthy.

Demostracion. Sea ¢(t) € H = I3 el estado dado por el Postulado 1 para el instante ¢, y T’
Hermitiano cumpliendo (1.1), que existe debido al Postulado 2. Al ser 7" Hermitiano existe una
base ortonormal (1;)%_, de H y un conjunto (a;)?_, tales que
T = a;(- )1
jeJ

n

Por ser (1;)}_, una base ortonormal, dado t ¥ (t) € Hy 1(t) = Z A;(t)1;. Por la lineali-
j=1

dad de la derivada y de 7" se sigue de (1.1) que

i é Z)\ )T = Ai(t)azy,
j=1

J=1

lo cual implica que, paracadal < 5 < n

dX;(t)

Es conocido que la solucién a (1.2) es \;(t) = ;e # (t=to) donde ¢t es cierto instante inicial
y B; = A;(to) por lo que

0)

Zﬁj Fto)y, = Zemt R ()] (1.3)
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n

donde la exponencial de un operador diagonalizable A = Z a; (-, v;)v; se define asf
j=1

n
A Z
€ = €?<',Ui>1)i,
j=1
o analogamente
k
A A
e *E —.
k!
k>0

Luego dados ¢, t5 dos instantes, considerando a ¢; el instante inicial, debido a la ecuacién

(1.3) tenemos que
(t2__tl) T

Y(ta) =e " TY(t).

(ta—t1) o
Veamos que e # 1 = U es un operador unitario, o sea que UU* = U*U = Id. Observemos

que U* = e_(tzfntl)T, ya que dados =,y € H tales que x = Z i,y = Z B,

jed jed

(ta—t1) p (ta—t1)
<€ i ill',y> = <Ze ih ajOéj%’aZBj%’)
jeJ jeJ
_ Ze(tQi_htl)ajajﬁ_j
jeJ
_(a—ty)
= D agen mup
jeJ

(tp—t1)
— (o, Ty,

Luego, para cualquier z € H como antes se sigue que

(ta—t1) (ta—t1)
* _ - T —-= T
UUx = e i ‘e i ( E ajz/Jj)

jeJ
(ta—t1) _(a—t1)
= e T( E e~ aJOéﬂDj)
jed
(ta—t1) (ta—t1)

= g e 2t e~ 5t aja/jwj

j€J
= E Oéjl/]j =,

jes

por lo cual UU* = Id. Se prueba andlogamente que U*U = Id. [l

Toda teoria fisica debe considerar la posibilidad de medir propiedades de los sistemas que

estudia. En general las teorias clasicas apelan al sentido comun para la medicion de propiedades
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como la longitud, temperatura o velocidad, y no es necesario ningin postulado que especifi-
que las consecuencias o caracteristica de estas mediciones. Este no es el caso de la mecénica
cudntica, en la cual las mediciones tienen un rol fundamental y consecuencias no triviales sobre
los sistemas que miden. El siguiente postulado detalla las consecuencias y caracteristicas de las

mediciones cuanticas.

Postulado 3 (Medicién). Las mediciones en la mecdnica cudntica estdn dadas por una colec-
cion de operadores (M;);c; C B(H) tal que
> MM =1d, (1.4)
jeJ
donde cada j € J corresponde a un posible resultado del experimento que estd siendo medido
(un posible estado en el espacio de estados). Dado un estado 1), la probabilidad de que ocurra

el evento dado por j serd
p(j) = (&, My Myp) = (M, M) = || Mjap|?,

y el estado del sistema luego de la medicion
Mjp
M)
La ecuacion (1.4) se denomina ecuacion de completitud e implica
1= "p(j), (1.5)
jeJ
ya que dado cualquier estado cudntico ¥
L= [9l° = (. Idy) = (.Y  M;Mj)
j€J

= ) (M, M)

jed

= > pli)

jeJ

Luego se tiene la propiedad buena y esperable, la probabilidad total es 1.

En el contexto de la mecdnica cuantica llamaremos observable a todo operador Hermitiano

M € B(H) (con H el espacio de estados de un sistema). Siendo la dimensién de H = I3 finita,



16 CAPITULO 1. CONCEPTOS DE MECANICA CUANTICA

un operador Hermitiano serd diagonalizable, por lo cual tendrd una descomposicion espectral

M = Xm:aipi,
j=1

donde ag, ..., a,, son los autovalores de M y P; es la proyeccion al autoespacio de autovalor
a;. Estos operadores dan lugar a un tipo de medicion particular a la que llamaremos medicion
proyectiva. En las mediciones proyectivas las propiedades fisicas a medir serdn los autovalores

del operador M y la probabilidad de medir a; es

plai) = (¥, Pa). (1.6)

El estado del sistema inmediatamente después de la medicion serd

P
p(ai).

1.7

Las mediciones proyectivas pueden ser facilmente encuadradas en el tipo de medicion des-
crito por el Postulado 3. Si consideramos la coleccién de operadores () e, se tiene
Pl =P, PP =P, Y P=Id
jeJ
y sumado a las ecuaciones (1.6) y (1.7) es sencillo concluir que se cumplen las condiciones
necesarias para la familia (P;);c; dadas en el postulado de medicién 3.
En el caso de mediciones proyectivas la esperanza (o valor medio) del operador M antes

definido, en presencia de cierto estado v, estd dada por

E(M)w = Z aip(ai)

Hasta aqui hemos descrito el medio ambiente en donde se desarrolla la mecanica cudntica,

la forma en que un estado cudntico debe evolucionar temporalmente y las reglas que rodean a
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la mediciones en este contexto, todo ello para un sistema tnico. El siguiente y tltimo postulado
brinda el contexto para trabajar con sistemas compuestos, 0 sea, con dos o mds sistemas fisicos

que interactdan.

Postulado 4 (Sistemas Compuestos). Dados N sistemas cudnticos tales que, con espacios de
estados H; y estados 1; € H;, el sistema compuesto tendrd a H = ®§V:1Hj como espacio de

estadoy U ® --- ® Yy € H serd el estado del sistema.

Al ser la mecénica cudntica una teoria que se desarrolla en el contexto de espacios de Hilbert

dotaremos al producto tensorial H = ®§V:1Hj de estructura de espacio de Hilbert del siguiente

modo, si (¢ );e 1, €s base ortonormal de H;, entonces

( 1'11 X wg\;)(h,---,iN)EIlX---IN?

serd base ortonormal de H; queda definido entonces el producto interno para

T = Z iy e iyt @ o @Y
(il,m,iN)E[leIN
y e Z /6i17...7iN¢31 ® ®¢Z’n;l7

(i1, in)ElL X I N

ambos en , usando la ortonormalidad de la base, asi:

<£E,y> = Z aih-",iNﬁil,"-,iN'

(il,”- ,iN)€]1 ><~~~IN

Al espacio # se lo suele llamar producto tensorial Hilbertiano de (#;); y lo notaremos
H - ®§V:1,a2Hj,

donde a5 hace referencia a esta manera de normarlo.

1.2. Operador de densidad

Lo anterior fue una formulacién de los 4 postulados de la mecénica cudntica desde el punto
de vista de los vectores de estado. Existe otra formulacion equivalente de estos postulados que

serd de gran utilidad cuando se quiera atacar un problema en el que no se tenga informacién
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completa acerca del vector de estado de un sistema. A continuacion daremos el enfoque de esta
teoria a partir de lo que se denomina el operador de densidad. Supongamos que un sistema
cudntico se encuentra en un estado posible dentro de una coleccién de estado (¢;),c; y que la
probabilidad de que este estado sea 1, es p;; llamaremos a {(p;, ;) } je, un conjunto de estados

puros y al operador

p=> il by,

j€J

lo denominaremos operador de densidad asociado al sistema.
Consideremos un sistema cuya evolucion del instante inicial ¢, a otro instante ¢, estd dada
por un operador unitario U. Si inicialmente se encuentra en el estado ¢; con probabilidad p;,
transcurrida la evolucion, el sistema tendra probabilidad p; de estar en el estado Uv);. Tenemos

entonces que la evolucion del operador de densidad esta dada por

p=>> Dl ——=> p;(-, Uv)Uty,

jed jed

y observemos que dado ¢ € H

(ijﬁ ij>ij)w = D pi{, Uy Uy

jeJ JjeJ

= Y iU, ¢)UY;

jedJ

_ U( ij(U*@b, %‘Wj)
= U(Snt ) Uy
JjeJ

= UpU™,

por lo cual el operador de densidad en el instante ?5 serd UpU*. De esta forma el Postulado
2, en el enfoque del operador de densidad, implica que la evolucién de un instante ¢; a otro
t5 esta dada por un operador unitario U tal que si p es el operador de densidad del sistema a
tiempo 1, UpU™ sera el operador de densidad a tiempo 5.

En cuanto a la medicién, supongamos que (M;);c; es una coleccién de operadores de me-

dida, si notamos p(i|¢;) a la probabilidad condicional de que suceda el evento i dado que el
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estado del sistema es v);, luego la probabilidad de obtener el resultados dado por i € I es

p(il;) = (W, M Myp;) = tr(M; M;(-, ¥;);), (1.8)

donde la dltima igualdad se debe a la invarianza de la traza por cambio de base y al hecho
de que cualquier estado tiene norma 1 (por lo cual podemos extender el conjunto que contiene
solo a 7; a una base ortonormal). Por la ley de probabilidad total, la probabilidad de obtener
el resultado dado por 7 € I en general (sin considerar necesario que previamente el estado sea

alguno en particular de entre la coleccién (1;) e ), serd

p(i) = > plilv;)p;

jed

— ijtT<Mi*Mi<'71/)j>¢j>

jeJ

= tr(M;M; Y pi( ))
Jje€J
= tr(M;M,p).

Observemos que si notamos p(7, ;) a la probabilidad de que suceda el evento i y que el
estado sea ¢; simultdneamente, y p(¢;|7) a la probabilidad condicional de que el estado del
sistema sea 1); dado que la medicion obtenida fue i; por propiedades de las probabilidades

condicionales vale que

P, ¥5) _ p(ilvy)p;

TR0

(1.9

Por otro lado, si el estado inicial del sistema es 1);, luego de medir ¢ el estado del sistema

sera

Wi = Mgy
T Myl
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por lo cual el operador de densidad p después de obtener la medicion de ¢ resulta

pi = ZM%\Z’)(»%W}

jeJ
_ Z¢U> idﬁ
D e

B 1y & M) M,
= 2 puili) (tj, M Myp;)

jed
= Z p(i Wj P; § Z'(%>Miwj gracias a (1.8) ya (1.9)
= i)
_ Z p]< M¢]>M¢]
tr(M; M;p)
B MZpMZ»*
(M7 Mip)

Concluimos entonces que el operador de densidad luego de medir 7 sera

M;pM;

Ol (1.10)

pi =

Veamos ahora cémo es la esperanza de un observable M para un sistema cudntico definido
a través de un operador de densidad. Hasta aqui tenemos que si el sistema se encuentra en el

estado 9; la esperanza de M sera
E(M)y; = (45, M1pj). (1.11)

Recordemos que dadas dos variables aleatorias X, Y (con rangos Rx y Ry respectivamen-

te), se calcula la esperanza condicional de (Y| X = z) para cierto © € Ry como
E(Y|X =2)= ) yp(Y =y|X =2).
yERy

Claramente esto define una nueva variable aleatoria E(Y'|.X) y vale que

E(Y)=EEY]X) = Y EY|X =2)p(X = 2). (1.12)

rERX

Para mas detalles sobre este tema ver [17].
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Consideremos el caso en que las variables aleatorias son, M en lugar de la Y y X tal que

X = j siel estado del sistema es ;. Gracias a la ecuacion (1.11) vale que
E(M|X = j) = (4, Myy),

y por la ecuacion (1.12), notando E(M ), a la esperanza de M dado un sistema con operador

de densidad p, se sigue

E(M), =tr(Mp) =tr(pM), (1.13)

ya que

E(M), = > (¢, My;)p(X = j)

_ §<M¢j,¢j>pj (M es autoadjunta)
je7

= ;<Mpﬂ/fjﬂ/fj>

= JZJW(ij(-,wj)wj)

= (3 Mai i)

= (M pis ey = tr(Mp).

jeJ

El operador de densidad fue introducido como un operador asociado a una familia de es-
tados cudnticos con cierta probabilidad de ocurrir, esta es la interpetacion que debe hacerse
desde el punto de vista de la fisica, pero a fines practicos existe otra caracterizacion de estos

operadores desde el punto de vista matematico que se detalla en el siguiente teorema.

Teorema 1. Un operador p es el operador de densidad asociado a un conjunto de estados

puros (p;,;); si'y solo si satisface las condiciones
Condicion de traza: tr(p) = 1.

Condicion de positividad: p es un operador positivo.
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Demostracion. Si consideramos un operador de densidad p = Z P ), € B(H), al ser

j
la traza lineal, podemos calcular la traza de p como

tr(p) = ijtr“‘a%)%)
= ZPJZL

yaque tr({- ;)1;) = (5, )05, 05) = (y,45)* = 1.

Por otro lado, dado cualquier estado ¢ € ‘H

ooy = ((milei)) o)
= ij<907¢j><¢j790>

= Y il =0,
j

por lo cual p es un operador positivo.

En el otro sentido, supongamos que p es un operador positivo y de traza 1. En primer lugar,
debido a la condicién de positividad p se diagonaliza (ya que el espacio H = [ tiene dimensién
finita), de forma tal que existen (\;)’_, autovalores reales no negativos (con posible repeticion)
y ¥; el autovector asociado al autovalor \; con (¢;)7_, base ortonormal de H y

p=> N )t
j€J
Ahora, a causa de la condicién de traza, y por ser (¢;)7_, base ortonormal de H, la traza de p

sera

L=tr(p) =>_ X
j€J
por lo que \; puede considerarse la probabilidad de que el estado sea ¢; ya que la suma de

todos ellos es 1, entonces (A}, 1;)jen es un conjunto de estado puros y por ende p un operador

de densidad. OJ

El Teorema 1, aunque sencillo de probar, es de vital importancia ya que caracteriza a los
operadores que describen a la mecanica cudntica de forma intrinseca y sin depender su descrip-

cién en alguna base. Ademads es el puntapié inicial para el resto de este trabajo, en donde los
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operadores de traza tendran un rol fundamental. Aqui comienza el vinculo entre la mecénica
cudntica y las clases de Schatten, muy importantes en el andlisis funcional. Por dltimo, este
teorema es el que permite traducir el Postulado 4 al lenguaje del operador de densidad, como
veremos a continuacion.

En el siguiente lema consideraremos a los espacios de Hilbert de dimensién no necesaria-

mente finita, solo por que la dificultad en su demostraciéon no cambia culpa de eso.

Lema 1. Dados H e K dos espacios de Hilbert y A € B(H), B € B(K) operadores positivos

con traza finita, vale la siguiente igualdad para la traza de A @ B € B(H ®,, K):
rH@a, k(A © B) = try(A)tr(B)

Demostracion. Sean (z;)cr, (y;)jes bases ortonormales de H y K respectivamente, luego el

conjunto (z; ® y;) (i )erx. €s base ortonormal de H ®,, K, y luego

trusc(A® B) = | 2; J(A ® B(z; ® y;), (x: @ y;))
- iJ:ZI J(A@;i) ® B(y;), (z: @ y;))
= (.’J)Ze; J<A<xi>7xi><B(yj>7yj>
= é%(%)wﬁ ;(B(yj), yj) = try(A)tric(B).

Observemos que en la pendltima igualdad usamos el hecho de que

Z (A(:), 2:)(B(y5),Y5)
(i,)EIxJ

suma incondicionalmente. Esto se desprende de la positividad de los operadores Ay By la

finitud de sus trazas. ]

El siguiente corolario es una generalizacion y es sencillo concluir lo que sostiene a partir

del Lema 1.

Corolario 2. Si A; € B(H;) son operadores positivos y de traza finita, donde H,, . .., H,, son

espacios de Hilbert, entonces

oo, (A1 @ @ Ay) = try, (A1) - tra, (An),
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considerando al producto tensorial con la norma Hilbertiana.

Dado un sistema cudntico compuesto por n sistemas simples, cada uno con operador de

densidad p; € (B)H,;, consideremos el operador

pP=p&Q & py.

Veamos que efectivamente el operador asi definido es un operador de densidad en H = ®7_, ,,H,;.
Debido al Teorema 1 bastara ver que se cumplen la condicién de positividad y la condicién de
traza para p. Por el Corolario 2, sumado a que p; cumple la condicion de traza para todo

1 < 5 < n, se tiene que

@i, (PL @ - @ pn) = try, (p1) - - try, (pn) = 1.

_ 7bj
= [

Ademas, por ser p; un operador positivo, existe (wf )Z»D:"1 base ortonormal de H,; y

D]
D _ A o
(pl,]);Z, un conjunto de estados puros de forma que p; = E pl(-, 1] )]. Observemos p;
=1
podria haber tenido otra descripcidn en una base de estados puros no ortonormal, solo que no-
sotros usaremos su diagonalizacion, que es una escritura de p; en otra base de estados puros.

Dado

j=1i;=1

tendremos que

(. 0) =
n D;j n D;j

j=1i;=1 j=1i;=1

n Dj n Dj
=3NS i A ek ) )

1 s —1 A—1 g —
j=11i;=1 j=1 ib=1

1 i—1 =1 i —
7j=1 zjfl 7j=1 zj_l

n Dj
= Z Z Nigoooiin )\il,,_.,inp; ---pi. (por a la ortonormalidad de los estados Q/ij)

j=1i;=1

n D;j
- Z Z ‘Ailv'"vin‘Qpii o p?n > 07

j=1i;=1
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obteniendo asi la condicion de positividad para p, por lo que es en definitiva un operador de
densidad, como queriamos ver.

Utilizando el Postulado 4, se puede ver sin mucho esfuerzo que p = p; ® --- ® p,, es el
operador de densidad del sistema compuesto con espacio de estados H = ®'_, ,, H;.

Hemos brindado los postulados de la mecdnica cudntica y su interpretacion desde el pun-
to de vista de los operadores de densidad. Notemos que la descripcion dada estd plagada de
probabilidades. Cabe preguntarse entonces si es posible dar una descripcion deterministica de
esta teorfa o si la misma naturaleza tiene un comportamiento estadistico intrinseco. ;Serd que
los fisicos, a pesar de sus grandes esfuerzos, no han podido lograr una teoria que describa a

las propiedades cudnticas sin necesidad de apelar a las probabilidades? ;O es acaso imposible

lograr esta hazafa?

1.3. Un experimento ilustrativo

Veamos ahora, a través del planteo de un experimento imaginario, que lo predicho por la
teoria cldsica se contradice con la mecdnica cudntica. Veremos luego con més detalle que esta
contradiccidon se debe a la asuncidén de existencia de variables locales ocultas, base de toda
teoria clasica. A continuacion describiremos el experimento.

Supongamos que Alicia, Beto y Carlos realizan un experimento en el cual Carlos prepara
dos particulas, luego envia una a Alicia y otra a Beto, quienes practican mediciones sobre ellas
simultineamente, estando suficientemente lejos como para que ningun tipo de influencia que
tenga la medicion de uno sobre la del otro tenga lugar. No estd de mds aclarar que suficien-
temente lejos significa tan lejos como para que, el pequefio tiempo en el que transcurren las
mediciones no alcance para que la luz logre viajar desde el lugar en que se lleva a cabo una
hasta el sitio donde se realiza la otra. De esta manera no podra existir ninguna influencia de
una medicion sobre la otra, ya que segun la relatividad toda propiedad fisica viaja més lento
que la luz. Este comportamiento segtn el cual un experimento no influencia a otro si es que los
sitios en que cada uno se lleva a cabo estdn lo suficientemente lejos se denomina localidad y
es una de las hipétesis fuertes que Einstein, Podolsky y Rossen (EPR) tenian en mente cuando

esgrimieron sus argumentos.
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En dicho experimento Alicia puede medir dos propiedades fisicas, que llamaremos Py y Pg,
cuyos valores llamaremos () y R respectivamente. Para realizar la medicién puede elegir entre
dos aparatos de medicion, el primero mide Py y el segundo Pr, entre los cuales elige tirando
una moneda al aire en el instante anterior a la medicion. Del mismo modo, Beto podrd medir
las propiedades Ps y Pr cuyos valores nombraremos S y 1" con dos diferentes aparatos de
medicién entre los cuales elige igual que Alicia. Imaginemos que los posibles valores tanto
@, R,SyT son+10 —1 (esto no es algo que solo viven en nuestras imaginaciones, sino que,
por ejemplo los espines de particulas de luz o electrones suelen representarse de esta manera).
Aqui, quizds sin notarlo, también se asume una hipétesis fuerte sobre el comportamiento de
la naturaleza y es que de antemano existe un resultado posible para el experimento. Para verlo
graficamente, si alguien nos dice que dentro de una caja cerrada hay una manzana y que cuando,
al abrir la caja, la veamos sera verde o roja, seguramente pensemos en que la manzana es verde o
es roja independientemente de que nosotros la observemos. Si cuando hacemos contacto visual
con la manzana esta es verde pensaremos que siempre ha sido verde. Esta hip6tesis sobre la
naturaleza se llama realismo y veremos a continuacion que pedirle a la mecénica cudntica que
cumpla con el realismo y la localidad al mismo tiempo es mucho pedir.

Consideraremos ahora la variable aleatoria QS+ RS+ RT —QT = (Q+R)S+(R—Q)T.
Sin importar los valores que ), R, S 'y T’ tomen debera suceder que ) + R =00 — R =0,
y luego los posibles valore para QS + RS + RT — QT seran +2 o —2. Llamemos p(q, r, s, t)
a la probabilidad de que el resultado del experimento sea () = ¢, R =1, S = sy 1T = t. Estas
probabilidades pueden depender de la forma en que Carlos prepare las particulas que envia a
Alicia y Beto y del ruido que puedan tener los aparatos de medicidn, de cualquier forma si se

calcula la esperanza de QS + RS + RT — QT se obtiene
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E(QS + RS+ RT — QT) = E(QS) + E(RS) + E(RT) — E(QT)
= Z p(Q =q,5 =s)gs + Z p(R=r,8=s)rs

q,s==+1 r,s==41

+ Z p(R=nr,T =t)rt — Z p(Q=q,T=1t)qt

rit==+1 q,t==+1

= Y plg,r s, t)(gs + s+t —qgt)
q,r,s,t=+1

> plgrst)2=2,

q,r,s,t==+1

IN

donde se usa que las variables @), R, S, T son todas independientes entre si por lo cual P(Q) =

q,. T =1) = Z p(q, T, s,t), y andlogamente para las demads variables (esto se verd mds claro
r,s==+1
en la seccion siguiente). Se tiene entonces que

E(QS + RS + RT — QT) < 2. (1.14)

Repitiendo muchas veces el experimento, y tomando el promedio de los datos obtenidos,
gracias a la ley de los grandes ndmeros, Alicia y Beto podrian aproximar el valor de la esperanza
tanto como quieran.

La ecuacion (1.14) es el resultado al que se llega mediante el andlisis que tiene como hipéte-
sis la localidad y el realismo. Ahora analicemos el mismo experimento desde el punto de vista

de la mecanica cuantica.

Supongamos ahora que Carlos prepara el estado cudntico de dos particulas

(0,1) ®(1,0) — (1,0) ® (0,1)
7% .

Ademas consideremos que Alicia y Beto realizan sus mediciones a través de los operadores

W =

Q10R0151—1—1T11—1
0 -1/’ 10/ Vve\l-o1 o1 ) V2l o1

Puede verse que los autovalores de todos estos operadores son {—1,+1}, por lo cual las pro-
piedades fisicas que se miden en la version cudntica del experimento toman los mismos valores

que en la clasica.
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Como antes, en el instante previo a la medicion tanto Alicia como Beto deciden de forma
aleatoria con qué aparato medir. Al ser ), R, S'y T operadores Hermiticos Q ® .5, Q®T, R® S

y R ® T también lo seran, por lo cual la esperanza en las mediciones se calcula como

E(QS) = (@ ® 5, ¢),

y andlogamente para los demads. Calculemos sus valores, llamando e¢; = (1,0) y e5 = (0, 1)

62@61-61@62) €2®€1_61®€2>
V2 ’ V2

<Q®S(€2®€1 —61®€2),62®61 —€1®62>
(<Q€2,€2><S€17€1> - <Q€27€1><S€1,€2>
—(Qe1, e2)(Seq, e1) + (Qeq, e1)(Ses, €2>>7

Q&S v) =

—~

Q@S(

N~ N~

ademas

<Q€2,€2><S€1,€1> = = <Q€1,€2><S€2,€2>,

Sl

(Qeg, e1)(Ser, ea) = 0 = (Qey, e2)(Se, e1),
por lo que E(QS) = \/Li y andlogamente

E(RS) = E(RT) = —~E(QT) = %

se sigue de esto que

E(QS + RS+ RT — QT) = 22 > 2,

contradiciendo (1.14).

Esto prueba que hay casos en que las teoria cldsica y la mecénica cudntica predicen com-
portamientos de la naturaleza contradictorios entre si.

Se han podido realizar en laboratorios experimentos de caracteristicas similares al recién
descrito con resultados que respaldan que las predicciones de la mecanica cudntica son que las

mejor describen a la naturaleza en este tipo situaciones.
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1.4. Variables locales ocultas

Veremos ahora las consecuencias que tiene plantear un modelo de variables ocultas, o sea,
un modelo descrito por variables aleatorias, en el cual existen otras variables, llamadas varia-
bles locales ocultas, que no pueden medirse, pero que de poder medirse determinarian el valor
exacto que toman las variables aleatorias. Esto quiere decir que, el comportamiento estadistico
que inducen las variables aleatorias, es en realidad deterministico desde el punto de vista de las
variables ocultas.

Lo que Einstein Podolsky y Rossen crefan, a la hora de plantear el problema que devino
en las desigualdades de Bell, era que la mecénica cudntica no podia tener un comportamiento
estadistico intrinseco, sino que de alguna manera debian existir mecanismos que los fisico de su
época desconocian, y que provocaban la conducta en apariencia aleatoria de las mediciones. Al
tirar una moneda al aire se observa un comportamiento aleatorio en la obtencion de cara o ceca
pero, se podria esperar un resultado especifico si se configuraran con precision las condiciones
iniciales de las variables de las que depende este experimento (e.j., la fuerza con la que se
lanza la moneda, el lugar donde se la impacta, su distancia al suelo). De la misma forma, segin
EPR, existen este tipo de variables ocultas para la mecanica cuantica. Introduciremos ahora un
formalismo para la teoria de variables locales ocultas y observaremos que asumiendo una teoria
de este tipo se tienen consecuencias que, en ciertos casos, se contradicen con lo predicho por el
formalismo cudntico.

Diremos que una familia de variables aleatorias discretas y de rango finito (A4;)1<;<n, 0 que

su correlacion asociada

p(Ar=a1, -+ Ay = an)}aieRAi,lgiSna

admite un modelo de variables locales ocultas si existe un conjunto A, al que llamaremos es-

pacio de variables ocultas, n particiones A, = {A] - ,Alj{'i} con k; = |Ry,|, y funciones

caracteristicas x 4, (a;, A) con a; € Ry, tales que

1 si Ae Ay
XA4; (aia )\> = ’ o
0 en caso contrario

si a; el j-ésimo valor del rango de A;. Las probabilidades estan dadas por la siguiente formula

p(Ai = a;) = /A Y0 Ndu(N), (1.15)
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donde p es una medida de probabilidad sobre A. Ademas la probabilidad de intersecciones de
eventos de este tipo se calcula como la integral del producto de sus caracteristicas del siguiente
modo

p(Ai, = aiy, - A, = ay) = /AXA“ (@i, A) = xa,, (@, A)dp(N), (1.16)
dondel < i1 < -+ < i <n.

Notemos que x 4,(a;, A) es siempre independiente de A; sii # j, teniéndose asi la hipotesis
de localidad que se introdujo informalmente en la seccién anterior. Por otro lado, la existencia
de las funciones x4, (a;, A) (sin necesidad de la independencia que recién resaltdbamos) y del
espacio A es una formalizacion de la hipétesis del realismo. Ademds, como A 4, es una particiéon

A vale que

L= > xa(a;,)) VA€A

a; ERA],

Observemos también que bajo este modelo, si i # 7,

p(Ai=a) = > p(Ai=a;,A; =ay), (1.17)

ajERAj

ya que
oA =a) = / o (s N ()

_ /AXAi(ai,)\)< > XA,.aj,A)du(M

ajERAj
= Z /XAi(an/\)XAjaj,)\du()\)
ajERAj A
- Z p(Ai = ai, Aj = a;).
G«jeRAj

A continuacién utilizaremos algunas nociones de la teoria de formas multilineales, mas
detalles sobre esta teoria se daran en el capitulo 2. Aunque estos concepto volveran a aparecer
en el siguiente capitulo, demos algunas definiciones. Dada una forma multilineal 7" : (21 x
coox [Dn — Ctal que T'(eiy, - - ., €;,) € Rparatodo (iq,...,iy) con 1 < i; < D; diremos
que es una forma multilineal real. Definiremos su norma real como

n D;j
ITloo = sup | Tler,... en)ts, -+t (1.18)

It 1<1 52 4=
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cont;, € R.

Analicemos ahora el modelo clésico, bajo la hipotesis de existencia de variables locales
ocultas. Consideremos el caso en que m observadores puedan medir, cada uno n,, propiedades
fisicas distintas dadas por variables aleatorias Agj, cada una con dos posibles resultados de
modulo menor o igual que uno. Sumemos la hipétesis de que dado un observador, indexado
por 1 < j < m, en el instante anterior a la medicion elige aleatoriamente qué propiedad Agj
(con 1 < 4; < n;) medir, y esta eleccion es independiente de las elecciones hechas del mismo

modo por los demds observadores. En este caso, dada una forma multilineal real
. Jn Nm
T:02 %<l — C,

si notamos A7 = (A{, o ,A{LJ_) al vector de las variables aleatorias dadas por las posibles

mediciones que realiza el observador j, veremos que vale
B(T(AL. .., A™)) < |7

En lo siguiente usaremos las notaciones C' = {(i1,...,0y) : 1 < i; < n;}, Ty, 4 =

T(ei,...,€i,)y R{j serd el rango de la variable aleatoria Afj

E(T(A',..., A™)) =
= ]E( Z El,...,inAzll e AZ;)
(il,...,in)eC

= Elyu-yinE(A?::ll e AZLn)
(il,...,in)EC

= Til,...inz Z a

m
(leﬂn)ec ]:1 a7 €R7
) )

m

L
= T > > ah-a SN pAl=al,.. A" =am)

(i1 ,..yin)EC =1 4J cRi (j#15) o) cRI
i) ij Ly Ly

B Z zm: Z Z Til,---,inazll T a?;p(Al = al, LA = am)

(it,4in)€C 3=1 of cRI L#ij ol €RI.
J J J J

ap p(Aj, =, AT =all)

717 im Tm

i

m Ny

— ZZ Z T(a',...,a™p(A' =d',...,A™ =a™),
J angjo

j=11i;=1
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donde ¢’ = (ai,... ,a{”) y usamos una generalizacién muy simple de la ecuacion (1.17).

Abhora, teniendo en cuenta que ]a{j\ <1

E(T(Al,...,Am))( — ‘ZZ S T amp(A = . AT = )

=14;=14 Rl
J J

S5 S [T (A = A7 = )

<
J=114;=1, cRpi
ij i
< ZZ Z HT”oop(Al = CLl, c ’Am = am)
J=114;=1, cpi
ij i

=1 i=1 4 ept
J J

Tenemos entonces que

E(T(AY,..., A™) <[ T|c- (1.19)

1.5. Desigualdades de Bell

En el experimento antes presentado se plantea el problema de determinar cual es la cota
maxima para la esperanza de cierta variable aleatoria. Analizando la variable aleatoria que
alli se presenta podemos observar que, si definimos la forma bilineal

b2 <2 — R

((x1,11), (22,y2)) —> x1T2 + Y1%T2 + Y1Y2 — T1Y2,

se observa que esta es exactamente
b((Q, R), (5, T)) = @S + RS + RT - QT,

y mds auin, puede verse ficilmente que ||b]| = 2, que es la cota que el modelo clésico (bajo
las hipétesis de localidad y realismo) predice para la esperanza.
Gracias a este ejemplo, si llamamos Q a la familia de correlaciones dadas por la mecénica

cudnticay C a la familia tablas de correlaciones que cumplen con un modelo de variables locales
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ocultas, esta claro que Q # C. En la seccion anterior vimos que toda correlacion en C cumple

la desigualdad (1.19). Esto motiva la siguiente definicion.

En general dada una forma multilineal real
T:000 - x IV — C,
una familia de operadores observables (A; )1<i,<my; - - - » (Af\fv J1<iny<my tales que
—Id< Al <Id V1<ij<m;, V1<j<N

y un operador de densidad p definido en el espacio de estado H; ® - - - ® Hy, si (e{ )i es la

o ms .
base canénica de [’ , diremos que

Y YIN

‘ S Tl ) (pAn @ @ Ai)| < 1T oo, (1.20)

115N

es una desigualdad de Bell. Como se ve en el ejemplo anterior, a veces, en la naturaleza se
presentan violaciones a estas desigualdades, diremos que la violacién maxima a una desigual-
dad de Bell, para los pardmetros recién especificados, es el minimo nimero K para el que se
cumple

IN

T

Ahora, cabe preguntarse cual es la mdxima violacion a desigualdades de Bell fijada la forma
multilineal y moviendo los demds pardmetros, o al revés, fijado el operador de densidad y
moviendo la forma multilineal y los observables. Este serd el objeto de estudio de los siguientes
capitulos.

Veamos a continuacién un primer acercamiento al estudio de estos problemas utilizando
herramientas del analisis funcional. Serd necesario para esto el siguiente teorema con gran

cantidad y diversidad de aplicaciones debido al matemético Alexander Grothendieck.

Teorema 2 (Desigualdad de Grothendieck). Existe una constante postiva K tal que, para cual-
quier niimero natural n, cualquier matriz A = (a;j)1<ij<n € K" (donde K = R o C) y
vectores Xy, ...,Tp,Y1,-..,Yn en la bola unitaria cerrada de algiin espacio de Hilbert H se

tiene:

n
< Ksup{‘ Z a; ;sit;

Z?]:]‘

‘ Z ;i (i, Yj)
el

7/7]:



34 CAPITULO 1. CONCEPTOS DE MECANICA CUANTICA

Demostracion. Daremos la prueba para el caso real (K = R) y luego, usando eso, la del caso
complejo (K = C) sale via técnicas usuales, descomponiendo en parte real e imaginaria. En
primer lugar, como (x;)_; y (y;)"_, estdn en la bola unitaria de un espacio de Hilbert cualquie-
ra, mas aun, en un subespacio de dimension finita, puedo pensar que pertenecen a un subespacio
de dimensién finita de L [0, 1], de dimensién 2n.

Tomando el subespacio generado por las primeras 2n funciones de Radermacher 4, ..., ry,

2n 2n

se tiene que x;(t) = injri(t) y y;(t) = Zyijri(t) donde ¢t € [0,1] y x;(t) , y;(t) son las
identificaciones de :cjjz en L0, 1] respectiif:almente.

Primero consideramos las funciones x; y y; truncadas, teniendo para cualquier funcién f su

truncada f definida como sigue:

F(t) = min{f(t), 1} Sf ft) =0
max{f(t),—1} sif(t) <0

7|Sj| < 1}

s Nyl < 1},

Luego, definiendo

Al = SUP{‘Z%‘SJH s
i?j

|Alls = SUP{‘ZGU‘(%?Qﬁ
2%

se tiene
1 1
1> ai (@75 = IZ%/ T (t)y;(t)dt] < / 1> aumi(t)g;()|dt < || All.
i\j ij 0 O iy
Ahora como,
> ey <D @ m) 1+ 1) ai(wiy; =T+ 1) iz — Ty, (123)
irj irj irj irj

s6lo queda probar que los miembros segundo y tercero del lado derecho son mas chicos o

iguales que c||A||3, donde ¢ es una constante tal que 1 — 2¢ > 0. En ese caso tendriamos que

1A]l5 < 25| All, que es 1o que querfamos demostrar.

Veamos entonces que existe tal constante. En general, si f(t) # f(t), entonces

[f() = FOI = 1f(®)] - L.
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Luego, usando que siempre vale (A — 2)2 > 0, setiene A — 1 < %2, y aplicando eso a la

igualdad antes obtenida conseguimos

{ON

i (1.24)

() = F(t)] <

Claramente si f(t) = f(t) también se sigue (1.24) y luego vale para cualquier ¢ € [0,1] y

cualquier f € L?[0, 1]. Ahora consideremos la escritura de f en la base de Radermacher

= Z bjr;,
j=1

siendo || f|| = 1. Usando la ortogonalidad de las funciones de Radermacher tendremos que

16/ )~ TP < /1f(t)4

— / Z b;brbibyyr; (8) 7 (£) i ()1, () dt

7.k, l,m=1

= > bbb+ > bibibibm+ > bibibiby, QZ“

j=k,l=m j=lk=m j=m,k=l

3(;bj2>2g3.

IN

Luego se tiene que

P

|zi — 75|, ||z — 75| < i

3
por lo tanto, reescalando por e se sigue que
_ — V3
1> a7 - ), |Zaw — T3, 75)| < HAII—.
1]

. . 3 .
Hemos probado que la constante c existe y es igual a i teniendo en cuenta (1.23) tendremos

V3, . L V3
4115 < 141+ 1Al + 1AL,

y por lo tanto
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2
2—/3

Teniendo asi la demostracion para el caso real.

1Alls <

1Al

]

El infimo sobre todas las constantes que cumplen (1.22) se llama constante de Grothendieck
y la notaremos K (IR) para el caso real y simplemente K en el caso complejo, por ser de uso

mas frecuente. Se sabe que

|3

< Ke(R) < senh(g),

pero no se ha podido calcular su valor exacto.
Puede verse facilmente que, para cualquier par de matrices cuadradas Ay B, tr(AB) =

tr(BA) y luego que

tr: M,(C) x M,(C) — C
(A,B) — tr(A*B),

define un producto interno en M, (C).

Veamos ahora como se puede aplicar el Teorema 2 al estudio de las desigualdades de Bell.
El siguiente teorema fue probado por primera por Tsirelson demostrando que las violaciones a
desigualdades de Bell para dos observadores son siempre acotadas. El mismo luego dejaria la
pregunta pendiente ;Son estas violaciones acotadas en los casos de tres 0 mas observadores?

Veremos una forma de responder esta pregunta por la negativa en el capitulo 4.

Teorema 3. Las violaciones mdximas a desigualdades de Bell, para el caso de dos observa-
dores y observables de autovalores de modulo menor o igual que uno, estdn siempre acotadas

por Kg.

Demostracion. Sean (A;)i_, C B(13'), (B;)}-, C I3" dos familia de observables, una forma
multilineal

T:15 <13 — C,
yp=pa®pp € B(Y @q, }7) un operador de densidad. Supongamos sin perdida de genera-

lidad que n < m y consideremos la matriz A = (a;;);"_, donde
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T(ei,ej) sil SZS n
aij = ) )
0 sin<i<m

Observemos que, por ser p un operador de densidad es positivo y luego autoadjunto sobre

C, por lo que
tr(pa ® ppA; ® Bj) =tr(p*A; @ Bj) = (pa ® pp, A; ® B;),
que es un producto interno. Ademas
lpll < tr(p) <1,

y por ser A;, B; matrices Hermitianas son diagonalizables, luego

14 = sup Al <1
X\ autovalorde A;
1Bl =  sp <L

A autovalor de B

Se tiene entonces, por el Teorema 2, que

‘ D> Teiej)tr(pa® ppAs @ By)| = ’ D T(eie;)pa® ps, Ai ® By)

i=1 j=1 i=1 j=1

< Kg sup \ZZT(ei,eg’)Sitﬂ

‘Si|:‘t]'|§1 i=1 j=1

= K¢||T||or (usando (1.18)).

Teniendo asi lo que buscabamos probar. [
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Capitulo 2

Violaciones para estados diagonales y S

El objetivo de este capitulo serd ver que las violaciones a desigualdades de Bell inducidas
por estados diagonales N-partitos (/N observadores), estdn acotadas por una constante elevada
ala N. Para eso introduciremos los conceptos de clases de Schatten y (-algebras, y veremos
que el problema recién planteado es equivalente a que la clase de Schatten S,, dotada con
el producto de Schur sea una ()-4lgebra (como lo hacen en [10]). Esto remite a una clasica
pregunta del andlisis funcional planteada por Varopoulus en la década del setenta: ;son las
clases de Schatten provistas de este producto ()-dlgebras? Siguiendo [2] daremos una respuesta
afirmativa a esta pregunta. Para esto serd necesario una caracterizacion de (Q-dlgebras de mucha
importancia en esta teoria dada por Davie y una generalizacién para varias variables del la
desigualdad de Grothendieck debida a Tonge, cuya demostracion incluiremos al final de este
capitulo.

Por el momento H serd un espacio de Hilbert separable y B(H), IC(#) los espacio de
operadores acotados y operadores compactos de él en si mismo, respectivamente. Asimismo

My (K) serd notacion para el espacio de las matrices de N x N y coeficientes en el cuerpo K.

39
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2.1. Un poco de teoria espectral y algebras de Banach

Dado un operador K € K(H) autoadjunto existe una sucesién de nimeros reales (A, ),>1
tendiendo a cero y un conjuto ortonormal (e, ),>1 C H tales que
K = Z An (- en)e
n>1
Para cualquier operador compacto K sobre un espacio de Hilbert H se define el operador mo-
dulo como | K| := (KK*)z, el cual es autoadjunto y compacto. Se define también el conjunto
de valores singulares de K como los nimeros no negativos {)\n}n21 tales que
K| = Z)\ , €n)En,
n>1
donde {e, },~, s un conjunto ortonormal de H.

Recordemos que un operador W € B(H) se dice una isometria parcial si dado h €
(Ker(W))* se tiene ||Wh|| = ||k]|. El espacio (Ker(W))*t se llama el espacio inicial de
W'y Ran(W) se llama el espacio final de 1¥. Un resultado importante de la teoria de operado-
res dice que para todo operador A € B(#H) existe una isometria parcial W cuyo espacio inicial
es (Ker(A))*y cl(Ran(A)) su espacio final, tal que A = W|A|. Mas atin, si A = UP donde
P > 0 (ie., (Ph,h) > 0,Vh € H)y KerU = KerP entonces P = |A|y U = W. Este

resultado se conoce como descomposicion polar y de alli se deduce el siguiente corolario.

Corolario 3. Dado un operador compacto K, existen conjuntos ortonormales {e,}, <, ¥ { fn},>1
en H y niimeros reales no negativos {\, },~, tales que:
K = Z /\n< ’ 6n>f
n>1
Demostracion. Usando la descomposicién polar K = W |K|. Por otro lado, como | K| es com-

pacto y autoadjunto, se tiene:

K| = Z)‘n< , €n)€

n>1

Donde {e,},~, €s un conjunto ortonormal de #. Como W es una isometrfa entre (Ker K )y
cl(RanK) entonces definiendo f,, = We, se tiene que { f,,},-, s un conjunto ortonormal.
Luego,
K=WIK| =W _ Aulea)en) =Y Anlsen) fus

n>1 n>1
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y esto prueba la afirmacion. [

Dado K un operador compacto en un espacio de Hilbert separable 7 se define su traza de

la siguiente manera:

Tr(K) := Z(Ken, €n),

n>1
donde (e,)nen €8 una base ortonormal de #H. En el caso de | K| se tiene que Tr(|K|) =

Y n>1 Ans donde {A,}, -, es el conjunto de valores singulares de K.

Definicion 1. Dados un espacio de Hilbert Hy 1 < p < oo se define la clase p-Schatten como:
S (H) = { I € K(H)/ (Tr(|K])) < oo},

1
provisto de la norma | K||s, := (T'r(|K|P))».
Se define también la clase oo-Schatten exactamente como el espacio de operadores com-

pactos con la norma usual alli, o sea, Sy (H) := KC(H) como espacios de Banach.

S,(#) resulta un espacio de Banach con su respectiva norma para todo 1 < p < oco. Es
interesante notar el paralelismo que existe entre los espacios [, y los espacios S,. Es sabido que
se tienen los isomorfismo isométricos Cj = I y [ = [, y en el caso de las clases de Shcatten
puede probarse que JC(H)* = S1(H) y S1(H)* = B(H). En ambos casos la dualidad es la dada
por la traza de modo que si u € K(H), v € S1(H) y w € B(#) entonces

v(u) = Tr(vu), (2.1)
w(v) = Tr(wv). (2.2)

Recordemos que un dlgebra A sobre K (un cuerpo) es un espacio vectorial sobre K que

también es un anillo con una multiplicacién entre sus elementos, de forma tal que:
Alab) = (Aa)b = a(M\b),VA € KyVa,be A
Una subalgebra B de A es un subespacio vectorial cerrado para el producto.

Asimismo se dice que un algebra A sobre K (en este caso K = C o R) es de Banach si

posee una norma || - || con la cual A es un espacio de Banach y que cumple

lab]l < l[all[[o]]
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Si A tiene una identidad e, entonces se dice que es un algebra de Banach con identidad y se
asume que ||e|]| = 1 Se dice que es ademds conmutativa o Abeliana si ab = ba Ya,b € A. Por

ultimo diremos que .4 es una C*-dlgebra si es un algebra de Banach junto con una involucion

x: A — A (2.3)
a — a”, 2.4)
(2.5)

tal que para todo par a,b € Ay todo A € K se cumplen las siguientes condiciones
l. (a+b)*=a*+b".
2. (Aa)* = Aa*.

3. (ab)* = a*b*.

N

- Nlaa* || = fla]*.

Dado un operado K € K(H) se lo puede pensar como una matriz infinita (B;;); jen con
numerables filas y columnas donde B;; = (K(e;), f;) (con e;, f; los dados por el Teorema 3).
Se define el producto de Schur * como la multiplicacién de matrices lugar a lugar, es decir,

dadas dos matrices A = (a; ;)i jjenxn Y B = (bi;)(ij)enxn se tiene
(A * B)i,j = CLiijiJ‘VZ.,j € N

Las clases de Schatten dotadas con el producto de Schur forman un édlgebra de Banach
conmutativa. Observemos que, con el producto dado por la composicion de operadores, también
se obtiene un algebra de Banach pero, en ese caso, no conmutativa.

Otro ejemplo de algebra de Banach es el espacio C(K') de las funciones continuas en un
espacio topoldgico compacto y Hausdorff K y que llegan a R. Aqui el producto es el producto
punto a punto de funciones y la norma es la del supremo.

Diremos que un algebra de Banach conmutativa es uniforme si es isométricamente isomorfa
a una subdlgebra cerrada de C(K), para algiin K como en el ejemplo anterior; asimismo un
algebra de Banach conmutativa .4 se dice una ()-dlgebra si existe un algebra uniforme B y un

ideal cerrado Z C B tales que A es isomorfo al cociente B/Z.
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A continuacion veremos algunas definiciones y se fijard notacion util para enunciar un
teorema de suma importancia que caracteriza a las (Q-dlgebras debido a Davie.

Llamaremos T al disco unitario en C y, cuando X sea un espacio de Banach, By a la bola
unitaria en X. Dado un nimero natural n usaremos la notacién [n] := {1,...,n}. Si N es
otro nimero natural, notaremos al producto cartesiano de N veces el conjunto [n] como [n]",
y abreviaremos a una N-upla (i1,...,iy) alli escribiendo I. Para una funcién de la forma
T : [n)¥Y — C notaremos T[I] = T(iy,...,iy) siempre que I = (i1,...,ix) y se define su

norma como

1T |0 = sup ‘ 3 T[[]al(il)---JN(Z'N)’/Ul,...,UN ] — T

IemN

Llamaremos C? al espacio vectorial de las funciones de este tipo y en el caso en que N = 1
lo notaremos C, . Es interesante observar que este tipo de funciones, si bien no son tensores,
se pueden interpretar como tales de la siguiente manera

> Tlei, @+ ®eiy € @),C
I[N

donde ¢; es el j-ésimo vector canénico de C". Por esta razén son llamados tensores complejos
en [2], aunque nosotros no los llamaremos asi para no generar la confusion natural que se
presentaria en el contexto de este trabajo. También es util notar que considerando la base dual

L, . ’ . eye
de la canénica en C", {e; }1<;<n, se obtiene una forma multilineal

/

Tt = Y, Tley, @+~ @ ey € @)1,C" = L(NIZ, C),
Ie[n]y
donde E(NZQO, C) es el conjunto de las formas /N-lineales que llegan a C saliendo de [’ y vale
que || Tnutel| 2vin, ) = ||T||so- Si la imagen de T este incluida en R se puede considerar a T},
en L(MI" ,C) oen LV, R) que es el conjunto de la formas N-lineales que llegan a R. Esta
formas multilineales son aquellas que llamamos reales en el capitulo 1. En el dltimo caso su

norma €S

[l [y pre——— ]Z T[I]Ul(il)...UN(iN)‘/Jl,---,UN:[n]—>[—1,1] ,

Ien)N

y la notaremos, como en el capitulo 1, ||T||oc k-
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Lema 2. Dada T € CY con todos sus coeficientes reales se tiene que | T ||c < 2V||T|| o k-

Demostracion. Dados N > 1 un naturaly ¢y, ..., cy € C notemos las partes real e imaginaria

de cada c; del siguiente modo
cjo = Re(cj),cj1 = Im(c;).

Valdr4 entonces que
N

N N
H ¢ = [[(cio +icin) =D [ ciripi™®. (2.6)

j=1 j=1 T j7=1

donde la suma es sobre todas las funciones 7 : [N] — {0, 1}.

Dadas 01, ...,0, : [n] — T, es claro que
[Re(o;)], | Re(o;)] < 1.

Luego, gracias a (2.6) se obtiene, con la notacion anterior para parte real e imaginaria, y usando

la notacién I = (ji, ..., jy) para evitar confusiones
’ Z T[I]Ul(jl)"'UN(jN)’ < ‘Z Z No1(j1,7(71)) - - on(n, T(GNn))i™ () 4+ Ty
IE[?’L}N T Ie[ﬂ

— ‘Zz”“l””'”"N > Tf]m(ﬁﬁ(ﬁ))"'UN(J'N,T(J'N))‘

< 2V Tl

teniendo en cuenta que la cantidad de funciones 7 : [N] — {0, 1} es 2V. De alli, tomando

supremo se sigue lo que queriamos probar. ]

Si ademas X es un dlgebra de Banach, siempre que se tengan sucesiones X-valuadas
Ay, -+, An @ [n] — Bx definimos

T(Ar,..., Ay) = Y TUJA(ir) - An(in)

Ie[n)N
y, en los caso en los que no se presenten ambigiiedades, escribiremos s6lamente 7.
Una propiedad importante de las ()-algebras es el siguiente criterio dado por Davie que
las caracteriza de forma intrinseca y no dependiendo de como son respecto de algtn dlgebra
uniforme. La demostracion del préximo teorema se encuentra al final del capitulo en la pagina

71.
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Teorema 4 (Davie). Los siguientes son equivalentes:
1. A es una ()-dlgebra

2. Hay una constante K > 0 tal que si T € C" con |T| < 1y zy,...,2, € A con

1

Lo siguiente es tal solo una reformulacion a fines practicos.

Teorema 5 (Davie). El dlgebra de Banach conmutativa X es una ()-dlgebra si y solo si existe
una constante universal K > 0 tal que para cualquier eleccion de n'y N naturales, T € CY y

sucesiones X valuadas Ay, --- , Ay : [n]| — By, se tiene la desigualdad
1T lx < KN T]|se-

El pr6ximo objetivo es enunciar y demostrar el resultado central del capitulo siguiendo [10].

Un estado diagonal /V-partito es una combinacion lineal de tensores en ®§-V:1(C” de la forma

N
E Qe Q- Qe
i=1

donde e; es el i-ésimo vector canénico. Por otro lado dada 7" € C¥ con coeficientes reales y

Ay,--- AN [n] — B, (c) decimos que 1) € ®§V:1(C” viola una desigualdad de Bell si
|7 T, i) - An(in) )] > [T,
Ie[n]N
y que la violacién estd acotada por C' si
Y TUN, Ayir) - An(in)6)] < CIIT
Ien)N

Para mads detalles ver el capitulo 1.
Antes de exponer el teorema veamos un lema técnico que serd de utilidad para su demos-

tracion y se volverd a utilizar mds adelante en el capitulo.

Lema 3. Si Ay,..., Ay € Mp(C) Hermitianas entonces Ay * - - - x Ay también lo es (donde

x es el producto de Schur).
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Demostracion. Dadas Ay, --- , Ay € Mp(C) Hermitianas se tiene que

(Ag x---x Ayej,e;) =

e;, Are;) -~ (e;, Ane;) (porser Ay, --- , Ay Hermitianas)

{
{

= (diei,e5) - (Anes, ;)
(Ay - x Aye;,e;)
{

N N
luego, siendo x = Z a;e;,y = Z be; € CV concluimos que

i=1 i=1

<A1*“'*AN-T7ZJ> = ibj<A1*"'*AN€i7€j>
(

N
>

i5=1
N
Z Clibj 67;,141 Koo *AN€i> = <ZL’,A1 Koo *ANy>,

i5=1

por lo cual se tiene que (A; x - -+ % Ay)* = Ay % -+ x Ay, como se queria demostrar. [

2.2. Violaciones de estados diagonales

Es hora de retomar las desigualdades de Bell. El siguiente teorema plantea una relacion
profunda entre la violacién a las desigualdades de Bell para estados cudnticos diagonales y
la estructura de S,, como édlgebra de Banach, dos cosas que en principio parecen totalmente

desconectadas.

Teorema 6. S, (l2) = Sy es una Q-dlgebra si'y solo si existe una constante K tal que para
N

todo numero natural N y cualquier estado diagonal N-partito ) = Z e, @ ®e;la

violacion mdxima que 1 puede inducir en una desigualdad de Bell estd zl:clotada por KV,

Demostracion. Dada T € C¥ cuya imagen estd contenidaen R y

Al,...,AN : [n] — BMD(C) C BSOO,
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con A;(i;) Hermitiana para todo j € [N]y i; € [n]. Si S es una Q-dlgebray n, N € N, por

el criterio de Davie (Teorema 5), se tiene
1T llse. < K™ T |00 < (2K")V||T] o (debido al Lema 2).

Por otro lado

ITlse = || 30 T« x Antin)|
Ien)N
— xfggg (@, > THA(0) - % Ay(in)z)|,

Ien)N

usando en la ultima igualdad que A;(i;) * --- * Ay(in) es Hermitiana gracias al Lema 3.
N

Asimismo dada z = E a;e; con norma 1 y teniendo en cuenta que
=1

(€5, Ar(in) * - x An(in)ej) = (e ®@ -+ - @€, Ai(i1) @ - - @ An(in)e; @ - -+ @ €j),
se sigue

(@, Y TA (i) % * Ay(in)z) =

Ie[n)N

=S S Tlla(en Ailin) * - % Anlin)e;)

= Y ) THaa e ® - ®e;, (Ai(i) @ - ® An(in))e; ® -+~ @ ;).

I[N i.j=1

Volviendo a la igualdad anterior y usando lo recién obtenido se desprende

max
J?EBCD

(@, > TU]A(ir) %+ * Ay(in)z)| =

Ien)N

N
= mAax ‘ Z ZT[I]aia_j<€i®"‘®€i7A1(i1)®"‘®AN(iN>€j®“‘®€j>

N

Ien)N i,j=1
Z|ai|2:1 e

=1

mAx > T, Ar(in) ® - @ An(in)d) .

1 diagonal e
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N

Por lo tanto obtenemos que existe un estados diagonal Z a;e; @ ---® tal que
i=1

N
1Tl = D > THlagilei® - @i, Ai(i) ® -~ @ An(in)e; @ - @ej), (2.7

TEm]N i,j=1

yluego maéx Z T, A1 (i) @+ @ An(in))| < (2K )N || T ook 10 cual nos
v diagonal e

permite concluir que la violacién méxima a un estado diagonal estd acotada por K~ = (2K")V,
En el otro sentido, si la violacién maxima para estados diagonales estd acotada por K%,

usando (2.7), se tiene

| > mmasy s Antin)|| < KVIT e, 2.8)
Mp(C)
Ien]N
para T real y A;(i;) matriz Hermitiana y con norma menor o igual que 1 para todo j, ;.
Dado 7' no necesariamente real, 7' = Tr 4 417 donde T y 17 son sus partes real e imaginaria

respectivamente y usando el Lema 2 se ve facilmente que
1Tl + ITr e < 2 (1T llooe + [ TH o) < 2V4 T oo < 4T,

yaque [[Teloor, |1 Trlloor < [T lloor < [IT|oo-

Luego por (2.8) se obtiene una desigualdad andloga pero con constante 4 X' en vez de K para
T complejas. Veamos que si A;(i;) € Mp(C) no necesariamente Hermitianas y 7" compleja
vale una desigualdad como (2.8) con constante 8/ . En el caso en que las matrices no sean

A;(i)+A; (i) A;i(i)—A;(i5)*
e obtenemos

Hermitianas considerando la descomposicion A;(i;) =

de forma andloga al Lema 2

| 3 mindi s ani], o) <27 0EITlon

e p(C)

Por otro lado, debido a la aproximacion de operadores compactos por operadores de rango
finito, dados ¢ > 0y A,(i;) € S existen D un nimero natural y B;(i;) € Mp(C) C S tales
que ||A4;(z;) — Bj(i;)||s.. < €. Veamos cémo aproxima el producto Schur de los operadores
de rango finito B;(i;) al de los operados compactos A;(i;). Siendo I = (i1,...,iy) € [n]V

observemos que
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| Ay (i) * - % An(in) — Bi(iy) * - - % By (in) |5, =

= sup H(Al(z'l) s -ok An(iny) — Bi(iq) % - - % BN(Z'N)MHz

.Z’EB12
. . . . 2
= sup H ka(Al(zl) k-x An(iny) — Bp(ig) % - - - * BN(@N))ekH
xEBlQ E>1

= sup Y | ar((As(ir) % -+ x An(in) — Bi(in) % -+ % By(in))ex, €1)]

€81, 51 >

< sup Y al)((Ar(in) = Bi(ir)), e+ [{(An(in) — Bu(in))ex, e) ]
TE€BY, |51 p>1

< g2N

e Y

donde usamos que r = Zackek y también, en la dltima desigualdad, que z,e; € B, y
k>1

1A;(i5) — Bj(ij)|ls. < e

De la dltima observacion se deduce que

) 3 T[[]Al(z‘l)*---*AN(z‘N)—Bl(z’l)*---*BN(z‘N)HS < |7l

oo

Ie[n]N
Abhora, si se tienen Ay, ..., Ay : [n] — S, para cualquiera ¢ > 0 considerando D natural
y By,...,By : [n] — Mp(C) que aproximen en menos de £ como recién y que vale una

desigualdad como en (2.8) con constante 8 K’ para 1" complejo y matrices se obtiene

| > TiA@) s Anin)]| < (BK)Y + 29 IT e,

I€[n)N *

y haciendo tender ¢ a 0 obtenemos lo que queriamos probar. ]

2.3. S, esuna ()-algebra

Ahora es natural pensar que en el contexto de este trabajo serfa util saber si efectivamente
S+ €s 0 no una ()-dlgebra. Es notable, que si bien esta pregunta fue planteada por Varopoulos
en los *70 en un contexto totalmente diferente, resurge naturalmente como un problema de la
mecdnica cuantica, mas especificamente de desigualdades de Bell. En efecto S, es una )-alge-

bra, esto fue probado en [2] respondiendo a una pregunta planteada en [10], y a continuacién
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daremos la demostracién que alli se presenta. Este es un claro ejemplo de la relacion tan intima
que existe entre la fisica y la matematica, de total reciprocidad, en la cual ambas se brindan para
el progreso de la otra. Para la demostracion de este hecho serdn indispensable tanto el Teorema
5 como una generalizacion multilineal de la desigualdad de Grothendieck debida a Tonge.
Consideremos la siguiente generalizacion del producto interno de dos a /N variables. Si

Y1, -..,YNn € ls se tiene

(Y1, yn) = Z(yl)k (YN ks

k>1
que es una forma multilineal. La generalizacion de Tonge, dice en este caso que:
Teorema 7 (Tonge). Para todo par de enteros n, N, T : [n]Y — Cy sucesiones xy, ...,z :
[n] — By, se cumple la desigualdad
: . N—2
‘ 3" T (i), en(in))| < 2°F Ko T
Ien)N

Donde K es la constante de Grothendieck.

Daremos la demostracion de este hecho, al final del capitulo, esta se encuentra en la pagina

61.

Teorema 8. (S (l2), %) es una Q)-dlgebra.

Demostracion. En vista de la equivalencia de Davie dada en 5, bastara ver que fijados primero
los naturales ny N, T : [n]¥ — C, y la sucesién [, valuada Ay, ..., Ay : [n] — Bg,_ existe

K independiente de todos ellos tal que
1T lsee < K[ Tloc, (2.9)

(recordemos que 7" = > ;¢ v TI]A1(i1) * -+ % An(in)).

Veremos que se pueden hacer varias reducciones. La primera es que basta verlo para 7" real,
0 sea que su imagen esté contenida en R.

En efecto, dado 7' complejo, como hemos observado en la demostracién del Teorema 6,
ITrllce + IT7]lee < 2V T||0o. Por otro lado estos definen los operadores T y Tz, que
cumplen || 7 ||s.. < |7Trls.. + || 7zl|s..- Luego si suponemos que vale la desigualdad (2.9) para

aplicaciones reales, tenemos

ITlse < TRl + 1 Tzllse < KM Trlloor + K Trllom < K27 H|T|oc,
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y se tiene entonces (2.9) para 1" a valores complejos.

La segunda reduccion nos permite considerar que los operadores A, ..., Ay son matrices

de dimensiodn finita tomados en la base candnica de /5. En efecto, tenemos que
T = sup {|{u, Tv) : u,v € By},

luego, dado £ > 0 existen u, v € By, tales que || 7]|(1—¢)| < |(u, Tv)|. Ademads existen D € N

y v, v’ soportados por ey, . .., ep de forma tal que ||u — /||, ||[v — v'|| < e. Se tiene entonces
TN =) < [{u, Tv)]

[{w =o', TV) + (', T (0 = oD+ [(u =o', T (v =) + (), TV)]

< 2| T+ T+ (', TV,

IN

por lo tanto || 7||(1 —e —2e — %) < |[(/, Tv')|. Eligiendo ¢ suficientemente chico se tiene que

TN < 2, TV

Ahora, definiendo A, (i) = ((el, Ak(Zk)€m>>1<l,m<D se observa que
O =, Tv) = > T, Ai(i) % * Ay(ix))
Ien)N
= Y TN, Ay (i) % % Ay (in)v).
Ien)N

Luego basta ver que |©] < KV||T||» para concluir lo que queremos, por lo tanto solo
basta considerar operadores de rango y co-nucleo finitos (mds adn, incluidos en el subespacio
generado por eq, ..., ep).

La tercera reduccion consiste en absorber la parte compleja de © en alguno de los opera-
dores. Como O es un nimero complejo existe ¢ € [0, 27] tal que © = |O|e™, por lo tanto si
definimos A7 (i) = e ** A (4,) se obtiene que

O] = > TN, A(ir) % - % Ay (in')).
I€[n]Y
En la cuarta reduccion el objetivo es considerar solo matrices Hermitianas, que en este caso

seran de C2P*2P_ Para eso consideramos el operador p : CP*P — C2P*2D ta] que

0 A
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Es claro que p(A) es Hermitiana para todo A € CP*P. Veamos que también se tiene que p
es una isometria. En primer lugar dado = € Bco como [|p(A)(0 & z)|| = ||Az & 0] = ||Az]],
y como Bep C Bezp tomando supremo sobre Be:p se concluye que ||p(A)|| > || A||. Por otro

lado todo z € C*” es de laforma z = (x®y) donde x, y € CP cumpliendo ||z||? = ||z|*+||y||%

con eso en mente uno puede entonces observar que para cierto (x @ y) € Bcep vale
lp(A) (= @ y)|I* = | Ayl* + |A™2]1* < lylPIIAI* + Iz A" = [A]1%,

y nuevamente tomando supremo sobre Beap tenemos [[p(A)||? < ||A||? y luego ||p(A4)]] <
|Al|, lo cual, sumado a la conclusién anterior, basta para decir que ||p(A)|| = ||A|| para todo
A e Mp(C).

A partir de p definimos By,...,By : {1,...,n} — M;yp(C) de la siguiente forma:
By = p(A](i1)) y luego para 2 < k < N By = p(A,(ix)). Por lo dicho antes, es obvio que

| B (i)]| < 1paratodo 1 < k < N. Definimos ahora las matrices u operadores

M = T(A A, ... Ay,
M" = T(Bl,BQ,...,BN).
Como T es real se tiene que M"” = p(M'). Definimos ahora w = % que claramente

tiene norma menor o igual que 1. Ademas
. 0 M’ u
(w, M"w) = 3|(u)"® (V)]
M™ 0 v’

= Re((u’,MW))
_ Re(Zfe[n]N T, A" (ir) % Alg(in) % - -- A’N(iN)v’>>
— o).

La ultima de las reducciones consiste en considerar a w un vector real. Mds precisamente,
2D

usando coordenadas polares podemos escribir w = E wye™e;, para ciertos médulos w; €

1=1
R, y argumentos 1, € [0, 27]. Nos referimos con vector real a un vector cuyos argumentos

son todos nulos. Definamos luego la matriz U = diag(e™", ..., e"2P) € M,p(C), se tiene
2D

asi que el vector v’ = U*w = Z wye; es real. Definamos también B, (i,) = U* By (i1)U para
I=1
cualquier 1 < i; < n. Es claro que || B;(i,)|| < || Bi(i1)|| < 1. Se ve facilmente que

> T, By(iy) * By(ia) ... x By(in)w') = (w, M"w) = |6, (2.10)

Ien)N
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luego podemos considerar que w es un vector real.

Ahora enunciaremos dos hechos importantes para culminar la demostracion, su prueba se

encuentra a continuacion de la misma.
2D

Hecho 1. Existen niimeros reales jiy, . .., op > 0 tales que 0 < Z pap min{l,m} < 1y

I,m=1

!
para 1; = Z ej se cumple

j=1
2D
’@‘ = Z :ul,um@l,my
I,m=1
YOum= Y T[] <1, B(ir) * By(iz) # ... % By(in)ly >
Ie{1,..n}"

Hecho 2. Para 1 < I, m < 2D se tiene que |©,,| < 2°2° Kegmin{l, m}|t|l

Se sigue de los Hechos 1y 2 que

2D
|@| = Z MleGZ,m
I,m=1
2D
S Z :ulum|@l,m|
I,m=1
2D
< CN”THOO Z Ulﬂmmin{lvm}
I,m=1
< ON[|T |,
y luego se obtiene lo que buscabamos probar con K < 4. ]

Demos ahora la demostracion de los Hechos 1y 2.

Demostracion del Hecho 1. A lo sumo reordenando los vectores eq, . . ., eap podemos suponer

que wy > wy > -+ > wyp > 0. Luego si definimos p; = w; —wypyparal <1< 2D —1y

2D 2D
Mop = wap se cumple que p; > 0 paratodo 1 <[ < 2Dy ademds < Zmll, e >= Zul =
I=1 1=k
2D 2D
wy, por lo tanto w’ = Zulll (recordar que w' = Zwlel). Ademads, como < 1;,1,, >=

=1 =1
min{l,m}, entonces

2D 2D 2D

2D
0 << v, uw >=< ZﬂlllaZMlll >= Z i < 15,1, >= Z popy min{l, m} < 1.

=1 =1 I,m=1 I,m=1
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Se ve facilmente expandiendo w’ en (2.10) que |©| = Ziﬁzl L Ol .- n

Demostracion del Hecho 2. Expandiendo 1; en la base candnica se tiene

I m

< 1, B{(i1) % Ba(ig) % - - - % By (in) 1 >= ZZ < ey, By (i1) * Ba(ig) % - - * By(in)es > .
s=1 t=1

(2.11)

Notemos que el lado de la derecha en (2.11) es el producto de las (s, t)-entradas de las matrices

B, (i1), By(is), ..., By(iy), y por lo tanto se tiene que
< es,B;(il)*Bg(ig)*- —xBy(iy)e; >=< e, B;(’il)et >< eg, Bo(ig)ey > -+ < es, By(in)e, > .

Suponiendo que [ < m,

Ouml = | D TU] <1y, By(ir) * Ba(in) % - % By(in) 1y > |
Ie{1,...n}"
l m
< Z\ Z T[I] Z < eq, By(i1)er >< ey, Ba(iz)e, > -+ < eq, By(in)e, > |
s=1 Jef{1,..n}N t=1

< 1277 Kg||T) oo,

donde la ultima desigualdad se debe al Teorema 7. El teorema se puede aplicar ya que
B (i1), By(is), - - - , By(iy) tienen norma a lo sumo 1, luego sus filas pertenecen a By C By,

y por lo tanto
Z <es B 21 e; >< e, By(ig)ey > -+ < es, By(in)e, >

es el producto interno generalizado en By, . ]

2.4. Resultados pendientes

Ahora que hemos visto una concreta aplicacion de los Teoremas 5 y 7 y ha surgido natu-
ralmente su necesidad es buen momento para su demostracion. No obstante, parece oportuno
aclarar que estos teoremas tienen valor propio y no solo como lemas para la prueba de que
Swo €s una (Q-algebra. Por ejemplo el teorema de Davie da una caracterizacion intrinseca de las

(-dlgebras que no depende de su representacién como cociente de dlgebras particulares, sino
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de una relacién entre sus elementos, la cual es en muchos casos mas facilmente verificable (co-
mo se ilustra en las demostraciones de los Teoremas 6 y 8). Por otro lado el teorema debido a
Tonge generaliza la famosa desigualdad de Grothendieck, descrita en el Teorema 2, al contexto
de formas multilineales. La desigualdad de Grothendieck tiene un valor sobradamente probado
y esta generalizacion debida a Tonge es utilizada, por ejemplo, en el terreno de la desigualdad

de von Neumann.

2.4.1. Teorema de Tonge

Para probar el Teorema 7 necesitaremos previamente de algunos resultados que serdn pre-

sentados a continuacion.

Teorema 9 (Kintchine - Steinhauss). Para todo niimero 1 < p < oo existen constantes a, y b,

tales que para cualquier eleccion de niimeros cq, . .. ,cy € C se tiene

(Z’Ck’ >1/2 (/TN ‘;Ckwk ’ w)); < bp(;’Ck’2>l/2

donde en particular a, < V2.

Demostracion. Vale observar que cuando integre con respecto a la medida o4, estaré haciendo

referencia a la medida de Haar normalizada en T y también que notaremos O’N a la medida pro-

N
ducto N veces de esta. Primero probemos que vale (Z || ) ( / | Z crw*doy ( ))

N
Como | E cpwy|* = E Ccr Wi, C;W;, entonces se tiene
k=1 k,j=1
N
2
/ |E crwi|“doy(w) = / E crwiCw don (w)
TN TN
k=1 k,j=1
= E ckcj/ ww;doy (w)
k= 1,] 1
2T 27
n kG 27r 27
k= 1,] 1

- ZCM—Z!%!Q
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Como || - ||, es monétona, si 1 < p < 2 se tiene trivialmente la desigualdad de la derecha

con b, = 1, yaque

N 1 N A N
(Xlat)” = ( / > caundo(w))” = 11> el
k=1 ! o ) — l
”chwk”p = (/ ’ZCkwk’deN(w)>p_
k=1 T k=1

IN

Analogamente, si 2 < p, se tiene trivialmente la desigualdad de la izquierda con a, = 1.

Para probar los casos que faltan serd necesaria la siguiente desigualdad

/T a+ b—\;% %dal(w) < (|a\2 + |b[2)k, (2.12)
Por un lado
/T‘aqt b—\;% 2kdm(w) = /T’(a+ %)k Qdal(w)
< [I1Z ()G ameo
R0 B
- / () () [am
= g(§>2‘a’2(k—y)|€lj :
luego, k
/T o % Vo) <3 (?)2|a|2(k_j)%2-j, 2.13)

y por el otro

koKL N
<|a|2 + |b|2) = Z (j) |a|?*=9)|p| % (2.14)
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Analizando cada término de la sumatoria en las ecuaciones (2.13) y (2.14) y llamando

()

< a; para todo 2 < j < k para tener que la desigual-
dad (2.12) es verdadera. La condicién recién expuesta es equivalente a o; < kJ

. < k7, lo cual es
trivialmente verdadero.

Oéj_

se observa que es suficiente ver que -

Lo préximo serd probar que fijado un nimero natural £
Lk
—=(/, |zcjwj| do(w)) ™ < (Zm )

(2.12), tomando a = 61}1 y b = ¢y se consigue

luego integrando con respecto a w; en T logramos lo que estamos buscando

Veamoslo por induccién en N. Primero el caso con N = 2. Sea w; € T, notemos que por

1wy Czwz 2k

‘Clwl|2 2\* 2 2\*
< | — <
\/_ \/_ dO'l(wg) ~ ( 2 + |C2’ ) = (lcl| + ’CQ‘ >

(2.15)

1
7

1

/ exuun + eota (s )don () oy (1)) ™

(
(L1
< |
-

=

w1 02w2

dO’l(U)2>dO'1(U}1)>ﬁ
/|01]2 \cg|) dov ()% por (2.15)

lc1]? + |ea ) (el integrando no depende de w ).

En el paso inductivo, siendo N > 2, usaremos nuevamente (2.12) analogamente a como fue

N
. Cj’LUj
utilizado en el paso anterior, solo que esta vez con a = g

b=rc . Asi se obtiene
< \/E y N+1
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1
2k

2k
‘ dUN(wN-H)dUN(wl e 'wN>>

/ /‘icjwj I CN4+1WN+1
™ JT VE Vk

2 k &=
| + ‘CN+1’2) daN(w1-~-wN)) * por (2.12)

1 1
) doy(wy--- wN)> "t |cN+1|2> * (usando desig. triangular para || - [|,,)

IN
A~ ~ — A~ ~— ~—
. i\
[
1]
o
=z

<
7j=1
N 1 N+1 1
< Z lc;|* + ]cNH\Q) F = ( Z \cj\z) * (usando la hipétesis inductiva).
j=1 j=1

Ahora, dado un niimero real 2 < p tomamos & un entero tal que 2(k — 1) < p < 2k, luego

\%(/TN ‘gcjwj deN(w)>; < </qu

Esto prueba que la desigualdad en la derecha del enunciado del teorema vale para todo niimero

N ok ﬁ N ) %
> cw; dUNW)) < (Z\Cﬂ ) :
j=1 j=1

real p > 1.

Para ver que vale la desigualdad de la izquierda en el caso que falta (1 < p < 2) definamos
N

P(w) = Z cjw;. Usando la desigualdad de Holder se obtiene

j=1

[ 1P@Pde) = [ PPy

IN
VS VRS
cl
3
E
=Y
q
by
g
SN—
JIV] Wl
VRS
%\
E
E
S
QU
q
=z
£
N—
Wl

IN

de donde se desprende
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1

(frorenin)’ = ([ i)
([ pwpan)’ < 2] 1Pairy)

IN

Por dltimo, debido a la monotonia de || - ||, se tiene lo que buscabamos. O

Corolario 4 (Desigualdad de Littlewood). Dado un operador lineal y acotado U : 7, — [y,

puede pensarse como una matriz de n columnas e infinitas filas que tiene al niimero
u(]a k) = <U(ek)7 ej>7

en la fila j y columna k . Se tiene entonces que Z (Z ]u(k,j)|2> P <9 U]

k=1 j>1

M
Demostracion. Por el Teorema 9 se tiene que (Z lu(k, j)| )2 < al/ Zu(k,j)w] dopy(w),
=1 ™ =
n M ! 1 n !
para todo 1 < k < n, luego Z (Z \u(k,j)|2> P < al/ Z ‘ Zu(k,j)wj doy(w)
k=1 = j—1 ™ %=1 j=1

. Por el Teorema de Hahn-

n M
Observemos que Z ‘ Z u(k, jw;| =
i$

== H(z:: kjw])gkgn

Banach y, al ser [, el dual de /;, existe b(w) = (b1(w),...,by(w)) €12 de norma 1 tal que

(S etkw), ., =2 (s )

k=1 j=1 =1

para todo w € TM.
Por otro lado si consideramos Py : I; — [} la proyeccion a las primeras M coordenadas,
y definiendo Uy, = Py o U 1% — 1M, se tiene que

n M

3 ( u(k,j)wk>bj(w) — (Uni(b1(w), .. ., b(w)), (w1, - . ., war))

j=1 k=1

y por ultimo
(Unr(br(w), .- by (w)), (wr, - war)) < Une[[[bll[[w]] < [|Us ]| < U,

donde w = (wy, ..., wy).
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Por todo lo dicho recién se tiene que

i(éu(k,jn?)% <af,
o [ 101do(w)

< allU],

n

M:

k=1 g

u(k, j)w;|doy(w)

1

IN

para todo M nimero natural, tendiendo en cuenta que a; < /2y tomando limite con M
tendiendo a infinito se concluye que

> (S ukR)’ <24l

j=1  k>1

]

Antes de finalmente dar la demostracion del Teorema 7 serd necesario introducir conceptos
sobre la teoria de normas en productos tensoriales de espacios de Banach.

Dados X7, ... X, espacios de Banach, podemos considerar su producto tensorial algebraico
X = ®! ,X;. Seria bueno poder considerar alguna norma en €l y, de esa forma construir un
espacio de Banach nuevo mediante su completacion, de eso se encarga la teoria de productos
tensoriales de espacios de Banach. Existen muchas normas que se pueden definir en el producto
tensorial, pero dos de ellas, por muchos motivos, son las mds importantes. Estas son la norma

proyectiva (7) y la inyectiva (¢). Dado x € X = ®I' ;X; existen muchas posibles escrituras
M

T = g x]l ® -+ ® z, se define la norma proyectiva como

M M
— inf { Sl l2lllx, sz =Y 2l®-® x;}, (2.16)
j=1 j=1

donde el infimo se toma sobre todas las posibles escrituras de x en X = ®]' ; X;. Llamaremos

producto tensorial proyectivo a la completacion de X por esta norma y lo notaremos
X" =®L,.X o (Xl ® - ® Xn,n).

Por otro lado se define la norma tensorial inyectiva como

—sup{’ngl )

:goleBXf,...,goneBX;}. 2.17)
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Al espacio que se obtiene al completar X mediante ¢ lo llamaremos producto tensorial inyectivo
y lo notaremos

X =@8,.X; 0 <X1 R ® Xn,g>.
Puede verse muy sencillamente que £(z) < m(x) paratodo z € X.

Lo siguiente es la demostracién del Teorema 7.

Demostracion. Queremos probar una desigualdad multilineal. La prueba en este caso serd por
induccién en el nimero de variables N. El caso N = 2 es exactamente la desigualdad de
Grothendieck, Teorema 2. Pensemos entonces que /N es un nimero natural mayor o igual que
3 y supongamos que la desigualdad del teorema se cumple para todo natural menor que N. Sea

T : [n]¥ — C con norma menor o igua que 1, esto define una contraccién
Lo (zm---@zf,s),

donde lo que estd a la derecha es el producto tensorial inyectivo de N — 1 copias de (. Dicha
contraccion se define asi, dado a = (ay,...,a,) € I2,
ta)= > a,T[Ie, @ @e;,.
Ien)N

Veamos que efectivamente su norma es menor o igual que 1. Sea a € 7, se tiene entonces que

e(tla)) = ~sup Z ailT[[]ai...agv
o €By 2SGEN T peiv
a;
= s | Tl oy llall
al€Bn 2<j<N €[N ||CL||oo
< 5( Z T[I]eh@e@®--'®€m>||a||oo
Ien)N
= [Tllellallcc = llafloo-

Luego se tiene que la norma de ¢ como operador es menor o igual que 1, como queriamos

VET.

En el enunciado del teorema se habla de sucesiones x1,...,zy : [n] —> Bj,. Definimos

via x4, la contraccidn lineal X; : [y — [, de forma tal que

n

Xi(a) = Z(Z arri(J; k))e;).

j=1 k>1
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Ademas por la hipétesis inductiva se tiene que, al definir X5 - - - Xy : ®ZN 115l” — {1 como
Z(Zb 227"‘7 x2<227k) N(ZNak)>ek7
k>1
su norma estd acotada por K522 . Veamos que Z T(I)(z1(i1),...,xn(in)) es la traza de
I
la composicion
by e Iy e @ L s .

Seap =10 (Xy--- Xy)oto Xy, se tiene que

ZZT Jx1(in; k)xo (i k) - - - xn(in; k)eg,

j>1

por lo tanto (¢ ZZT xq(i1; k)ao(ig k) - - - xn(in; k), luego

j>1

tr(9) = Y _(dler),ex) = D T(I)(a(ir), .. an(in))-

k>1 I
Por otro lado si pensamos al operador U = (X5 --- Xy o t) como una matriz de n columnas e
infinitas filas que en la fila j y columna £ tiene al nimero u(j, k) = (U(ex), ;) y notamos que

¢ =10U o Xy, se tiene que

tr(o)] = ]Z (s K)es), )|

- ];;x1<y‘;k><v<e]~>,ek>\
< ;kﬁ;m(j;k)u(k,m

< fjxlunz?(;u(k,j)?)%
< Z(;Iulm )

Del Corolario 4 se deduce Z <Z \u(k,j)]2>§ < V2| U] y como |[U| < Kg2™7, se
j=1  k>1
tiene lo que se queria probar. O]
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Quedé entonces probado el Teorema 7 (de Tonge), crucial para la prueba del Teorema 8.

Por tltimo probemos la caracterizacion de Davie de ()-dlgebras enunciada en el Teorema 5.

2.4.2. Teorema de Davie

A continuacion desarrollaremos un poco mas de notacion y teoria con el objetivo de probar
el teorema de Davie que caracteriza a las ()-algebras. Primero veremos algunos resultados
que seran de utilidad sobre formas multilineales y nos interesard sobre todo su aplicacién a
polinomios. Estos resultados y sus demostraciones fueron extraidos de [8].

Dados dos espacios de Banach X e Y notaremos el espacio de las formas m-lineales y
continuas de X en Y como L£("X,Y). Dada A € L£(™X,Y) diremos que es simétrica si
para cualquier permutacién o : [m| — [m| (¢ € S,,) y cualquier (xy,...,2,) € X™ vale
que A(z1,...,Tm) = A(Zo1)s - - - To(n)). Al espacio de las formas multilineales continuas y

simétricas lo notaremos £°(™ X, Y'). Dotado de la norma
|All 2k, ry = sup{|| Az, . 2)|lp s loglle <1V 1< <m+nj,

L("™X,Y) es un espacio de Banach y £°(" X, Y") un subespacio propio.

Es interesante notar una caracterizacion util de las formas (m + n)-lineales de X en Y,
como formas m-lineales de X en £("X,Y). Este hecho es sencillo pero de mucho valor en la
teoria de formas multilineales, y el isomorfismo que se detalla en la demostracion de este hecho
serd utilizado mds adelante a la hora de probar la Férmula de Leibniz, cuyo corolario sera la

Férmula de Polarizacion.
Teorema 10. Hay un isomorfismo isométrico de espacios de Banach entre L(MT"X,Y) y
LMX,LM"X,Y)).
Demostracion. El isomorfismo es el siguiente,
¢:€ L(MX)Y) — L(MX,L("X,Y))
A — A,

con Z(xl,...,xm)(yl,...,yn) = A(T1, o T, Y1y oo Un) Y Tl ey Ty Y1y - -+, Y € X

Veamos que esto es efectivamente una isometria.
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HA”ﬁ(m+"X7Y) = sup HA(xb e Iy Y1y - 7yn)HY
zj,yBx
= sup HZ(Z’l, RN 7$m>HE("X,Y)
:EjBX

= Allzemx.cox,v))

y de alli que ¢ sea una isometria. Ademas se ve facilmente que es una biyeccion, luego se tiene

que es un isomorfismo isométrico. O]

Observemos que dada A € L(™X,Y) se define A® = % Z A(Zo(1); - -+, Te1)) Y S tiene
oESm
que A® pertenece a L°("™X,Y). Esto es asi ya que dada 7 € S, tenemos

A? (*1'7'(1)7 s 7xT(m)) = Z A(wa(T(l))a B 7x0'(7'(1)))

oE€ESm

= Z Aoy, - - Toa))ya que 7.5, = Sy,
oESM

= A(z1,...,2p).

Antes de enunciar la Férmula de Leibniz serd conveniente fijar notacion y definir algunos
conceptos. Dados X un espacio de Banach, un nimero natural N y un vector [ = (i1,...,iy) €
NJ', al que llamaremos multi-indice, se definen |I| = i; + -+ +iy y I! = i;!---iy!. Ademds
dados z = (z1,...,zy) € X%, un multi-indice I con |I| = my T € L(™X,C) definimos
Tai - m?{,v =T(x1,...,21,...,TN,...,TN), donde los primeros i; lugares de 7" estan ocu-
pados por x1, los siguientes iy por zo y asi hasta que los dltimos 7y lo estdn por z. Dada

A€ L(mX, Y) se define
Alx1+ - Fa,) " =Al1+ 4 Tpy o1+ + X)),
Teniendo en cuenta la identificacion £("X,Y) = L(™ ' X, L(X,Y)) es fécil ver que vale

A<x1+...+xn)m+1 = Az + -+ xp)(wg + -+ x)™.
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Teorema 11 (Férmula de Leibniz). Dada A € L°(™X,Y), y para toda N-upla x4, . ..,xN €

X se tiene la Férmula de Leibniz
m m! in
A($1++In) = FAZEI"'ZL‘N.
— 1!
Donde la suma recorre todos los multi-indices I = (i1, ... ,iy) tales que |I| = m.

Demostracion. La prueba serd por induccién en m. Para m = 1 el resultado es claro ya que
los unicos indices posibles son aquellos en los cuales solo uno de los i; = d;;, (delta de Kro-
necker)para algin 1 < k& < N por lo cual Az’ ---2% = Ax, donde k cumple i, # 0.
Sumando sobre todos los indices de esta forma y debido a la linealidad de A se obtiene lo que
asegura el enunciado para m = 1 (ademads en este caso m! = I! = 1). En el paso inducti-
vo, asumiendo que la férmula vale para m > 1 veremos que vale también para m + 1. Dada
A€ L5(MT1X]Y), se puede escribir A(xy +- - -+an)™ T = A(xy+- - -+x,) (1 +- - +ay)™.
La forma m-lineal A(z; + --- + xy) es simétrica ya que A lo es y dados y1,...ym € X
Alxy + -+ zn) (Y1, - Ym) = Alxy + -+ + TN, Y1, - - -, Ym). Observemos ademds que
Az, + -+ ay) = A(z1) + - - - + A(zy) ya que, nuevamente, dados vy, . .. Y € X,

Alxr+ -+ an)y, - ym) = A+ + TN, Y15 Ym)

= A<xlay17"'aym)+"'+A(x]\7ay17"->ym)7

donde la dltima igualdad se debe a la linealidad de A en la primer coordenada. Luego aplicando

la hipotesis inductiva se tiene que

m! . ;
Ay + -+ ay)™ = Z FA(x1+-~~+mN)x§1--~x]{,V
[Il=m =
m! < i i
- > FZA(%)%I'”%/VV
[Il=m = j=1
(m+D! i
= Z TAxll---x]{[V.
[T|=m+1 '

En la dltima igual el (m+1)! se debe a que, por ejemplo A(z)z)" - -- 2% = Azt 2%,

y recorriendo todos los posibles multi-indices tales que [/| = my x;con 1 < j < N se tiene
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que cada valor tomado por la suma se repite m -+ 1 veces. En suma se tiene lo que se buscaba

en el paso inductivo, luego queda probado el teorema. ]

El dltimo resultado que enunciaremos puramente de formas multilineales es la famosa

férmula de polarizacion.

Teorema 12 (Férmula de Polarizacion). Dada A € ﬁs( X, Y>, y para todos xg, ..., T, € X

se tiene la Formula de Polarizacion

1
A(mla-"axm):W Z Azg + 121 + -+ + Enim).
’ gi==%ler-em

Demostracion. Por la Féormula de Leibinz (Teorema 11) se tiene

ml . - .
A(mg + 121 + - + Emm)" = E Z.'Z.—.é?lf'”giglego---xm.
0-01

R .
[I|=m m

Luego sumando sobre todas las posibles combinaciones de ¢; = £1 tenemos

Aglo
E £1- A(zo + 101 + -+ + En)™ = m! E 0 Tm E gatl. . gim®l

20'11
gj==%1 |[I|=m s]—il

Observemos que, siempre que %;, = 0 para algun 1 < jo, < m

1 1 i 1 3
E €l1+ . lm+1 E 8111+ .. 5:)7171+1 o E 8111+ . gmﬂrl — O,

gj==+1 ej==%1,j#jo ej==1,j#jo
y en otro caso, al ser i; > 0 paratodo 1 < 57 < my |I| = m se tiene que i; debe ser
1 para todos los subindices; se sigue que 5 5““ ..gmtl — 2™ Tenemos entonces que
gj=%1
E gt gimtl oL () s6lo cuando I = (0,1, ..., 1), en cuyo caso
a‘j::tl
Azl - xim = Az, 2,

por lo cual

Alxy, ..., x = E —,m E gittl. .. gim+l
( ’ ’ m) 2m — 20'21 | 1 m

Tm-
m Ej::l:l

= W Z 81"'€mA(1'0+811’1+“'+€mxm)m,

que es lo que queriamos demostrar. O]
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Ahora vamos a probar la caracterizacion intrinseca de lo que es ser una ()-dlgebra dada
por Davie. Seguiremos aqui el desarrollo planteado en [3]. Recordemos el desarrollo hecho al
principio sobre el espacio vectorial C)*. DadaT" € C" existe una forma m-lineal asociadaa 7'y
su norma viene dada por la norma de esa forma multilineal. Dada una funcién 7' € C]" decimos
que es simétrica si su forma multilineal asociada es simétrica. Un polinomio P € C[zy, - , 2]

de grado d se dice homogéneo si existe 7' € C? asociada a él tal que P = Z Tz, -2
I

d*

Observemos que cualquier polinomio P € C[zy,--- , z,] de grado d puede escribirse como
d
P = Z P,, donde los polinomios F,, son homogéneos de grado n; ademds cualquier polinomio

n=0
homogéneo tiene una escritura en la que su funcion 7" asociada es simétrica.

Lema 4. Dada T € C]" simétrica se tiene que
I < 2e)sup{| 32 TULF ) -+ flin)| : £ € Cucon |f] < 1}
I

Demostracion. Dadas f1, ..., fm, € C,, con || f;|| <1 paratodo 1 < j < m veamos que vale

(=D

m!

S T fr(ir) - fonlim) = > (1) " T(Iga(in) - - galim),

donde (2 recorre todos los subconjuntos de [m] y go = Z fi € C,,. Para eso consideramos la
ieQ
forma multilineal asociada a T', Truir = D epyv T[L]€s ® - ® €5y, y laaccién de L(™I5,, C)

sobre C* de forma tal que Tyt (f1,- .-, fim) = Z TI]f1(i1) -+ fo(i). En primer lugar
I

CL% S0 TlHgalin) -+ golim)

Q

= %Z(—l)mZT[I](Z]vj(ﬁ» (Zf](“ﬂ))

0 jen jeq

= EES0nY T Y ) )

DN Ty T () i (im)-

Q JIEQ..1EQ T

= |-

€2

Observemos que el (—1)"** puede pensarse como el producto ¢ - - - €, donde solo 2| de

ellos son —1. Por otra parte, para cada eleccion de (2, y cada eleccién de ¢; € €2 se ve facilmente
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que existe un multi-indice o = (v, . . ., ) con |a| = m y una eleccién de (g;)7,, tal que

S TIN5 (0n) - filim) = AffH - fomeit e -eom,
I

luego

()™ S TUVf () - fi (i) = AFE - fomep o gantL,
I

Por la simetria de 7 se tiene que hay —™— elecciones de Q) y luego i; € §2 que corresponden
at!lam!
a un mismo multi-indice o y eleccién de (g;)72,. Ademds, al sumar sobre todas las posibles

combinaciones de multi-indices con [a| = m y (g;)7L, se obtiene

S S ST ) i) = e S0 Al ik o),
Y J1€Q,...,1EQ T ’ gi=%le1-em

donde el 2% aparece por el mismo motivo que aparece en la demostracion de la Formula de

Polarizacion (Teorema 12) y luego, nuevamente por la Férmula de Polarizacion, se sigue que
1
—om z;ﬂel o EmA(erfi 4+ Emfm) = A(fry - Fo),

obteniéndose entonces la igualdad buscada.

Como 2 recorre todos los subconjuntos de [m] y || fi|| < 1, se tiene que ||gq|| < m. Ademads

al haber 2™ — 1 posibles elecciones de €2,

ST ) - i)l < S| S TiTgaln) - golin)

!

ml =1 <
om™ ga(i1) 9o (im)
= Sr 2| XTI S

Q I

2mmm )

< s {| ST () i, |+ f € Cocon 1] <1,
I
y teniendo en cuenta que ang’}m < (2€)™, se puede concluir el enunciado del lema. ]

Después de ese lema técnico veremos a continuacién lo que es la clave del teorema de
Davie. Se encuentra en el lema siguiente la idea principal, lo que seguiré luego de este serd tan

solo una modificacion de esta idea para llevarla a una forma més manejable.
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Lema 5. A es una ()-dlgebra si'y solo si existen niimeros positivos M y § tales que: () siempre
que ay, . ..,a, € Acon ||a;|| < 0 paratodo1l < i < py sies P un polinomio complejo en
p variables tal que |P(z,...,2,)| < 1 cuando |z;| < 1 para todo 1 < i < p se tiene que
|P(ay, ... ,a,)| < M

Demostracion. Veamos que si A es una (Q-algebra se cumple la condicién de la derecha. Como
A es una ()-dlgebra existe un algebra uniforme By un ideal cerrado [ de B talesque A ~ 5,1,

y al ser BB un algebra uniforme existe un compacto X tal que B C C'(X).

Veremos primero que si el isomorfismo entre A y B, fuera isométrico la condicién de
la derecha se cumple con M = § = 1. Dadas ay,...,a, € B4, para cualquier ¢ > 0 existen
fi,o o [, €C(X)yhy,... hy € 1tales que || f; — hillc(x) < ||ail|la+eparatodol <@ <p
(a; = [fi]). Por otro lado, como supy.,i<1|P (21, ..., 2,)| < 1y por la continuidad de P por ser

un polinomio, dado A > 0 hay un n > 0 tales que
SUP|z,|<14n | P(21, -, )] ST+ A,

luego para cualquier A > 0 se puede considerar ¢ suficientemente chico para que

|P(fi(x) — hi(z),..., fo(x) = hy(z))| < 1T+ A,

paratodo x € X. Se tiene entonces que || P(f1 — hi, ..., f, — hp)|lcx) < 14 A para cualquier
A > 0. Ademas es fécil ver que [P(f1,..., f,)] = P([fi],---,[f,]) usando que I es un ideal y

por lo tanto

[1P(ay, - ap)la = P15 folllla = infuer1P(fr = hay s fo = ho)llo) <1,

que es lo que queriamos ver.

En el caso general en que el isomorfismo no es isometrico existe ¢ : .4 — C un isomorfismo

de dlgebras de Banach donde C es isométricamente isomorfo a un cociente de un dlgebra unifor-

me por un ideal cerrado. Como & es continuo, existe 6 > O talque siay, ..., a, € 0B 4 entonces
®(ay),...,P(a,) € Bey por ser isomorfismo dados ay, . ..,a, € B4 existen ¢y,...,c, € C
con a; = ®7(¢;). Sea n el grado del polinomio Py sean ay, ..., a, € § B4, entonces se tiene
que

[P(a, ... ap)lla = [[P(®(c1),..., D(cp))l|.a

< [P ler, - ep)lle < (@I,
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y tenemos lo que queriamos con M = ||®||™.

Para la vuelta, sean A = {a € A : |la]| < §} y X = D* el producto cartesiano de
D (el disco unitario en C ), con la topologia producto. Sea B, el dlgebra de polinomios sin
término constante en las funciones coordenadas {z, : @ € A} y B su clausura en C'(X ) (dotado
con la norma de la convergencia uniforme). Sea 7, : By — A dado por la extension lineal
y multiplicativa de definir 7;(2,) = a para todo a € A, por la condicién de la derecha se
tiene que 1" es acotado, luego puede extenderse por continuidad a 5. Claramente la extension
T : B — A es suryectiva (por serlo 7j), por lo tanto .4 es isomorfo como dlgebra de Banach a

B/ Ker(T). O

El lema que sigue es de naturaleza mds técnica y, aunque no por eso menos valioso, busca

enunciar lo anterior a partir de una condicion maés facilmente tratable.

Lema 6. Suponiendo que dados K > 0, m,n € N, zy,...,x, € A tales que ||z;]] < 1y

T € C"con ||T|| <1 se sigue que

HZTU]%“'%m
I

<K™,
Iuego vale () del lema anterior con M =1y § = (4eK ).

Demostracion. Sean x1,...,z, € Ay P un polinomio de grado d como en (x). Escribiendo
P = Zd: P, donde P, = Z T[]z, - - - zi,, es un polinomio homogéneo de gradon y Tj, € C’,j
es sinligtlrica. !

Como |P(z1,...,2,)| < 1cuando |z;] < 1 veamos que los P, cumplen lo mismo. Fijados

|z;| < 1 consideremos la funcién C en A dada por Q(w) = P(wz, ..., wz,). Via la Férmula

integral de Cauchy para la derivada j-€ésima se tiene

A 1 27 i 1 [ .
Q9 (0)] = ‘2_7”/0 %d&‘ﬁ%/o 1Q(e?)|db

1 2

= o= |P(e2,...,e%2,)|d0 <1 (porque |e”z]).
2m Jo
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Por otro lado,

d .
Q(j)(w) = Z (Pk (wzy, .. wzn)>(])
k=1
a ()
— Z <kak 21y, 2 )) (por la homogeneidad de P,)
k=1
d
= koo (k—j+ w7 Pz, 20),
k=j
evaluando en w = 0y tomando valor absoluto se tiene |(?)Pj(21, ooz = 1QW(0) < 1.

Por lo tanto |Pj(z1,...,2,)| < (j!)7' < 1.

Abhora, por el Lema 4
ITl < @) sup{| Y TlI)f (i) - )| : f € Cull £l < 1}
I

< (2¢)"(porque | S T[I]f (i) - £ (i) < D

por lo tanto H (QT#

i||z;]| <1 setiene H Z

QeK
2e K

]]xil .. .mzk

)
luego si ||z;|| < 6 = (4eK)~! entonces ZTk[I]$i1 sy, < ( ) < 2—116 Por lo cual se
sigue que )

P21, )l ) Pl 1,
lo cual nos permite concluir que vale (*) con M = 1y d = (4eK )™}, como buscdbamos. [

Por utlimo daremos la demostracion del Teorema de Davie 4.

Demostracion del Teorema 4. Que (2) implica (1) es consecuencia directa del Lema 5 y el
Lema 6 . Por otro lado que (1) implica (2) se debe al siguiente argumento. Dada 7" € C™ con
|T|| <1, el polinomio asociado
P(z1,...,2,) = ZTU]% C Zi s
T
cumple que |P(z1,...,2,)| < 1 siempre que |z;| < 1 paratodo 1 < i < n. Al ser A una

(Q-dlgebra, por el Lema 5, se tiene que existen §, M > 0 tales que si ||z;|| paratodo 1 <i <mn
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entonces ||P(x1,...,2,)|| < M. Al ser P un polinomio homogéneo por su definicién, dados
il <1
I Iy
P(zy,... x| = o"|P(, .. I
1P, )l = SIPCE L )

< §"M = (§Mw)",

y tomando K = 6 M = se tiene lo buscado. [

El Teorema 5 de Davie es corolario del teorema recién demostrado.



Capitulo 3
Violaciones acotadas de estados GHZ

N
1
Los estados GHZ son estados cuanticos de la forma ) = \/_N Z e; ®---®e; yse deben
i=1

a Greenberger, Horne y Zeilinger. Dichos estados son un claro eje;nplo de estados cudnticos
entrelazados que involucran al menos tres subsistemas. Historicamente permitieron mostrar
propiedades extremadamente no clasicas. Se sabe que las violaciones maximales a desigual-
dades de Bell multipartitas con dos observables dicotdmicos por observador se alcanzan para
estados GHZ [7, 16, 18].

El objetivo de este capitulo serd probar que los estados cudnticos GHZ inducen violaciones
acotadas mediante técnicas de productos tensoriales de espacios de Banach. Si bien los esta-
dos GHZ son estados diagonales y en el capitulo anterior hemos visto que las violaciones para
cualquier estados diagonal estdn acotadas, aqui veremos un enfoque totalmente diferente en la
forma de atacar este problema. Hacemos hincapié en la importancia de las técnica aqui desa-
rrolladas y no tanto en el resultado que serd corolario del capitulo anterior. Asimismo veremos
que estas técnicas son las que permiten probar que S, dotado del producto de Schur es una
(Q-algebra para todo 1 < p < o0, culminando la prueba que comenz6 en el capitulo anterior

con la muestra de que S, lo es.

N
1
Teorema 13. Dado un estado GHZ ) = ﬁ Z & ® - ®e; € @ RY la mayor violacion
=1

inducida por 1 a una desigualdad de Bell par;l observadores dicotomicos estd acotada por

KE12k,

73
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N
En el Teorema 13 el estado ¢ = ﬁ Z e; Q-+ @ e; pertenece a ®f:1lév , a continuacién
i=1

seguiremos el tratamiento que se la da a este problema en [10]. Alli, debido a una dificultad

excesiva en la escritura de la demostracion (que se vera mds adelante), se encuentra la prueba
N

1 . .
de este hecho para el caso de ¢ = \/_N Z e Qe Re; € ®§’:1Z§V . Sin embargo, la idea de la
i=1
prueba es la misma para cualquier valor de £ > 3.
Para la demostracion del teorema serdn necesarios algunos resultado de las teorias de for-

mas multilineales y operadores en productos tensoriales normados que en lo que sigue enun-

ciaremos y demostraremos.

3.1. Espacios £, y \-inyectivos

Existen propiedades de los espacios de Banach de dimension infinita que solo dependen
de sus subespacios de dimension finita. A estas propiedades se las conoce con el nombre de
propiedades locales. A continuacion veremos algunas definiciones y propiedades que explotan
esta nociones locales de los espacio de Banach.

Diremos que un espacio de Banach X es £, , con 1 < p < oo, si para cierto nimero
A > 1 se tiene que cualquier subespacio de dimensién finita M C X esté contenido en otro
subespacio N C X de dimension n y existe un isomorfismo lineal 7" : N — [ cumpliendo
que

ITINTHE < A

Diremos que X es un espacio £, si es £, \ para algtn valor de A > 1.
Por otra parte, diremos que un espacio de Banach X es A-inyectivo con A > 1 si, dado otro
espacio de Banach E, un superespacio /' O E'y un operador lineal ¢ : E — X existe una

extensién ¢ : F' — X tal que ||¢|| < A||¢||. Situacién que se grafica en el siguiente diagrama:

F ~
\\¢
\\
EF—X.

¢

Veamos que (% es 1-inyectivo, esto serd una concecuencia directa del siguiente lema.
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Lema 7. Si X es un espacio de Banach y T : X — I*_ un operador, luego para todo super-

espacio de Banach'Y D X existe una extension T : Y — 1% tal que ||T|| = || T|.

Demostracion. Dado un operador T : X — (% podemos pensar a T = (¢4, ..., @) donde
;X — Kparatodo 1 < j < kyademas ||T| = llgéé e, ya que
)

1T = sup [[(p2(), - on (@)oo

rEBx

= sup sup |pi(z)
2€Bx 1<j<k

= sup sup |pi(z)
1<j<k z€Bx

= gﬁgﬁ”%ll-

Teniendo Y D X un superespacio, debido al teorema de Hahn-Banach se tiene que para
toda 1 < j < k existe una extension ¢; de ¢; que conserva la norma, luego definiendo T =

(41, .., @) es claro que T extiende a T y ademas conserva la norma. [

Es fécil generalizar el argumento para probar que [, (I") es 1-inyectivo para cualquier con-

junto de indices I', donde

l(T) = {(@,)yer : 2, € R suplo, | < oo},
yeE

dotado de la norma

||(xv)7€1“’|oo = sup ’xv|
~el

Observemos que o, = loo(N).

Teorema 14. Para cualquier familia de indices I y para todo € > 0, (") es un espacio

‘Coo,1+s~

No incluiremos la demostracion del Teorema 14. Este hecho puede deducirse de [4, Teore-

ma 3.2].
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3.2. Multilineales extensibles vs. producto tensorial extensi-

ble

En esta seccién estudiaremos la relacion que existe entre las formas multilineales exten-
sibles y el producto tensorial extensible. A partir de este estudio lograremos una cota para
desigualdades de Bell en el caso N-partito que depende tanto de N (nimero de observadores),
como de las dimensiones de los espacios de salida de la multilineal que se utilice (cantidad de
observables que cada observador utiliza). Nos referimos al Teorema 19, que daremos al final

de esta seccion.

Un concepto importante que proviene de la teoria de productos tensoriales normados es la

norma tensorial extensible. Dado v € X; ® - - - ® Xy esta se define como
Qons(1) = inf {W(u; Vi@ ®Yy): X, C Yj}‘
Es usual considerar la inclusién de un espacio de Banach X en [, (Bx+) via la isometria
t: X — lo(Bx+)
. — (0(x))peny

ya que, como se verd a continuacion, es util a menudo incluir a un espacio de Banach en otro
inyectivo. Un claro ejemplo de esto es la demostracion del siguiente teorema, que devela que

esencialmente la norma extensible es la norma proyectiva via esa inclusion.

Teorema 15. Dado un producto tensorial de espacios de Banach @, X; y un elemento u en

él, se puede calcular su norma tensorial extensible como
= m(u; R loo (B
Qegr (1) = (15 @; 11 loo ( X;*>>~
Daremos la demostracion del siguiente teorema que es mas general.

Teorema 16. Sea @2, X; un producto tensorial de espacios de Banach tal que, X; estd inclui-
do isométricamente en Z; inyectivo para todo 1 < 1 < N. Dado un elemento u en él, se puede

calcular su norma tensorial extensible como

aext(u) = 7T('Ll,, ®f\;121)
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Demostracion. En primer lugar, como X; C Z; paratodo 1 < i < N, es claro por la definicién

de la norma tensorial extensible que dado u € @ X;

i1
O‘ext(”) S 7T(U; ®ZJ\LIZZ)

Para ver la otra desigualdad, tomemos Y; O X; y consideremos ¢; : X; — Z; la inclusion,

debido a la 1-inyectividad de Z; se tiene

S
/
s
/s
%

Lj ZJ’

donde ¢; extiende a ¢; conservando la norma. Luego dado u € ®2 , X, y llamando
N N
B @i Xs — @Y,
a la inclusion se sigue que

r(weliz) = r(weeww)elz)

(@@ ®i)of) ) el 7)

< @@ @m)lm(Bu); @, Yi)
<l el (us i, Y5)
< w(w; oL Y)).

Tomando infimo sobre todos los superespacios posibles Y; D X, se tiene que para todo
elemento u € @Y | X;

7T(U; ®£1Z]) < aemt(u)'

Con esto se conlcuye lo que buscabamos. [

De esta propiedad de la norma extensible se deriva otra de gran importancia, la norma

extensible respeta subespacios.

Corolario 5. Dados X; C Y; espacios Banach con esta inclusion isometrica para todo 1 <

© < n, se tiene entonces que la inclusion @7, , X; C @1, Y, es también una isometria.
Xext T ;Qext
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Demostracion. Observemos que gracias a la inclusion isométrica X; C Y; y al teorema de
Hahn-Banach todo funcional ¢ € X se extiende a otra ¢ € Y;* con igual norma. Esto da lugar
alainclusion isométrica loo(Bx:) C loo(By+). Como I (By+) es inyectivo, gracias al Teorema
16 tendremos que, dado u € ® X;

n
1=1,0cat
.o _ . AN — . .
Qeat (U; ®i:1,aetii) = 7(u; ®z’:1,aeml00(BYi*)> = et (U3 ®i:1,aeth;>’
teniendo asi lo que buscdbamos probar. [

No podremos decir lo mismo de la norma proyectiva, esta en general no respeta subespa-
cios, sin embargo a continuacién veremos otra propiedad que esta norma si tiene. El producto

tensorial proyectivo es en esencia local.

Teorema 17. Dados X, ..., X,, espacios de Banach, para todo x en el producto tensorial

algebraico ®}_, X; vale que
m(z, @, X;) = infw(x, R, M,;),
donde el infimo es tomado sobre todos los subespacios de dimension finita M; C X; tales que

Demostracion. En primer lugar es claro que para toda n-upla de subespacios M; C X; tales
que x € ®;, M;, vale que
7T(l‘, ®?:1Xi> < 7T(13, ®:’L:1Mi)>

ya que el conjunto de escrituras de x en ®,M; contiene al conjuto de escrituras de x en

7(z, ®_,M;), y como la norma 7 es un infimo sobre ese conjunto se sigue la desigualdad. Por

N(e)
otro lado, dado € > 0 existe cierta escritura x = Z le ® - @2 € tal que
=1
N(e)
25 ]lx, - - [}l x, < 7(z, @, X5) +e.
=1

Considerando M, = (:cz : 1 < j < N(eg)), tenemos que = € M; ® --- ® M, que es un

subespacio de dimension finita de X; ® - - - ® X,,. Ademas

N(e)
w2, @, M) < ) llgllx - el
j=1
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N(e)

yaque E :le ®--- @ es una escritura de x en ®;"_; M;. De esta ltima observacion se deduce
Jj=1

finalmente el enunciado del teorema. [

Se dice que el producto tensorial proyectivo es finitamente generado para resumir el enun-

ciado del Teorema 17.

La siguiente es una caracterizacion interesante de la norma tensorial extensible en un pro-
ducto tensorial ®7, X; que la relaciona con los operadores de norma uno de X; en [* . Esta
caracterizacion saca a relucir la relacién entre la norma extensible y la inyectividad de los

espacios [*_, propiedad que explotaremos mds tarde en la seccién.

Lema 8. Dados X, ..., Xy espacios de Banachy u € X; ® --- ® Xy se tiene que

donde el supremo es tomado sobre todas las sucesiones (af_)f,zl C Bxconl1 <3< Ny
7% J

(Mr)repgy € By, -
Demostracion. En primer lugar veamos que
B .o N 7k
aewt(u) = sup {ﬂ-<(a1 Q- & CLN)(U), ®j:1loo> }’

donde el supremo se toma sobre todos los operadores a; : X; — I¥ de norma menor o igual
que 1y k € N. Por un lado, dadas a; : X; — ¥, con ||a;|| < 1 para cada j y, dado cualquier

superespacio Y; D X, debido a la 1-inyectividad de (% se tiene

k
X] a; lOO ?

con ||d;|| = ||a;]|, por lo cual, como en la demostracién anterior, tendremos que
r(@e-@awiell) <@ @) (uely;),
luego usando que ||(d; ® - - - ® ay)|| < 1 se sigue entonces

(@ @ansiell) < r(uel,y;),
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y tomando supremo sobre los operadores a; de norma menor o igual que 1 e infimo sobre todos

los superespacios Y se deduce la desigualdad

sup {7‘(‘((&1 ® - @ an)(u); @, Wl’;g)} < Qege(u).

Por el otro lado por el Teorema 15 basta ver que

7 (@il (Bx;)) < sup {n((@ @ - ® ax)(w): @) 0% ) |

Como la norma proyectiva es finitamente generada se tiene que

7T<U; ®i]\illoo<BXi*>> = if 7T<U; ®"J\L1Ei>’
ue ®fi1Ez

donde F; C lo,(Bx:) de dimension finita. Como /. (Bx: ) es un espacio L » para todo A > 1,
dados € > 0y E; C lo(Bx;), de dimensién finita, existen y E; C F; con dim(F;) = ki y
T, : F; — [* un isomorfismo, tales que || 7 ' ||||T;|| < 1+ ¢. Podemos considerar, sin perdida

de generalidad, que ||7;|| < 1 paratodo 1 < i < N, de lo que se sigue

ﬂ-(u;®i]\illoo<BXi*)) < W<u;®ﬁ15>
_ W(((T_l Q- ®T_1) o1 ® - ®TN))(U)§®Z']\L1Fi)

(TThz)ix (T e - @ T (w: o1k ),

1=

IN

< (+oVr((he o T W) elk),

por lo tanto, haciendo tender € a 0
ear(w) < sup {7 (@1 @ -+ @ aw)(w); @, L}

Es ficil ver que, debido a la inyectividad de ¥ para todo k& € N, es lo mismo tomar el
supremo sobre todos los operadores a; : X; — [ con k; cualquiera que tomar €l supremo

sobre todos los operadores cuyo lugar de llegada sea [*_, 0 sea k; = k paratodo 1 <i < N,

Como L(X;,1%)) = 1% (X7), entonces a; = (A’ ..., Al ) € L(X},1%) y luego, llamando

VR e'e] 717 Jy oo
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B=2HB * tenemos
(ehstt)
7j=1,m Yoo
o x-x am)@ll gy e =
= | Z (Al @ @ AN ) (u)e;, ® - ®ew\| o
] , 700
—sup! Z ® - AL )W) T (e, © - eyl
TEB N

tomando entonces M;, ;. = T'(e;, ® - - - ® e;,, ) tenemos lo que querfamos demostrar. O]

Sera de crucial importancia para entender las violaciones a desigualdades de Bell indu-
cidas por estados GHZ el concepto de forma multilineal extensible. En general para formas
multilineales no se tiene un teorema de extension como el de Hanh-Banach para funcionales
lineales, aquellas forma multilineales para las que siempre existen estas extensiones se llaman
extensibles. Una forma N-lineal 7' : X; x --- x X — C tal que para cualquier eleccion de
superespacios X; C Y; existe una extension N-lineal y continua 7" : ¥ x --- x Yy — C se

llama extensible. Se define la norma extensible de T' como
|||t = sup inf ||,
Y, T

donde el supremo es tomado sobre todos los posibles superespacios Y; y, fijados los superes-
pacios, el infimo sobre todas las posibles extensiones de 7' en el producto cartesiano de ellos.
Llamemos L..;(X1, ..., Xx; C) al subespacio de las formas multilineales extensibles que salen
de X; x -+ x Xy yllegan a C.

Observemos que siempre que una forma multilineal sea extensible tendra norma extensible
finita. De hecho, si 7" : X; x --- x Xy — C es extensible se extiende de forma continua
a loo(Bx;) X =+ loo(Bxy) . Ahora, debido a la 1-inyectividad de [ (Bx;:), para cualquier
superespacio de X; existirdn extensiones de norma igual a cualquier extension a /oo (Bx:) X

++loo(Bxs, ). Tendremos entonces que ||T'||,; serd menor que la norma de cualquiera de estas,

mds atln serd igual al infimo de las normas de esas extensiones.

Teorema 18. Dados X; espacios de Banach vale que (2%

jzlzaezt

Xj>* = Lemt(le ey XN, C)
Demostracion. Consideremos

F: (®]\L X])* — ﬁea}t(Xlw . 7XN;(C)7

J=laeat
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tal que F'(o)(z1,...,2n) = p(x1®- - -®x ) y veamos a continuacion que 7" es un isomorfismo
isométrico.

Veamos primero que estd bien definido, o sea que, dada ¢ € (®,,  X;)*, F(y) es
efectivamente una forma N-lineal extensible. En primer lugar es claro que F'(¢) es una V-
forma lineal para cualquier . Por otro lado, dada ¢ y dados Y; O X superespacios, gracias
a que la norma extensible respeta subespacios (Corolario 5) se tiene la inclusiéon isométrica
N1 e X5 € @M . Y5, y luego debido al teorema de Hahn-Banach existe ¢ € (@5, ¥;)*

una extension de ¢ que conserva la norma. Luego, F'(¢) € L(Y7, ..., Yy; C) definida como

F@) (1, yn) = @(y1 @ -+ - @ yn),

es una extension de F'(y) (podemos pensar que F' se define sobre el dual de cualquier producto

tensorial de espacios de Banach). Ademas

1E@) = sup [F(e)(y,..-,yn)|
ly,ll<1
= sup [y ® - @yn)|
lyyll<1
< sup G ® - @yn)| = |2 = ll¢ll-

Oéezt(y1®“‘®yN)§1

Tendremos entonces que para cualquier N-upla de superespacios Y; D X, el infimo sobre
la norma de las extensiones posible de F'(¢) alli, serd siempre menor o igual que ||¢||. Se sigue

de esto que

1F(©)leat < lloll (e

J=1,aemth)*' (31)

Esto permite decir que F'(¢) es una N-forma lineal extensible para todo funcional de
(271 4ene X;)*» al mismo tiempo nos da una desigualdad importante a la hora de probar que F°
es una isometria.

Observemos que F' es biyectiva ya que podemos definir su inversa como

L:Lew(X1,...,XN;C) — (@F X;)%,

J=laext

N
]Zlvaezt

donde, dada una N-forma 7'y un tensor u € ® X con representacion

r
u = E $21®®fo
i=1
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L(T)(u) = ZT(@&, ).

Es facil corroborar que L = F'~'. Notemos también que L(T') € (®}_,X;)* debido a la propie-

dad universal del producto tensorial. Hace falta ver que L esta bien definida, o sea, que dada una

N-forma extensible 7', || L(T)|| g~ x,)+ < oo. Veamoslo: dados Y; D X superespacios y

Jj=1l,aeqt

dado £ > 0, existe una extensién 7 € L£(Y1,...,Yy;C) con
ITloo < T leat + e,
luego dado u € ®}_, X tenemos

[L(T)(w)| = |L(T)(u)l

IN

T [loo (us @32, Y)

< (1T lewe + ) (us ®51,Y5),
con lo cual, tomando infimo sobre los esapcios Y; tendremos
|L(T)(u)| < ([|T][ext + &) vext (u; ®§V:1Xj)-
Haciendo tender < a 0 se deduce que

HL(T)H((X)N X;)* S ||THext- (32)

J=l,aeqt

Se tiene entonces la buena definicién de L, y ademas a partir de (3.2) y componiendo con

T podemos decir que

lell@y, . xp < IF(@)eat,

J=1laegt
para toda ¢ € (®§V:1,am.th>*- Esto sumado a (3.1), termina por concluir que /' es una iso-

metria. u

El siguiente teorema da una cota para las violaciones inducidas a desigualdades de Bell por
estados cudnticos /V-partitos y cualquier nimero de observables dicotémicos. Observemos que
la cota depende tanto de N como de la cantidad de observables (que se traduce en la dimension
de los espacios SlD 7 del enunciado).

Recordemos que el dual del espacio de clases de traza es el espacio de los operadores

acotados via la dualidad dada por la traza como se especifica en 2.2.
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Teorema 19. Sea p un operador de densidad N -partito, la violacion mdxima posible dada
por p a una desigualdad de Bell para un niimero arbitrario de observables dicotomicos esta

acotada superiormente por

2V loll_,

D;.
J=Llaegt Sl !
Demostracién. Sea T' : 121 x ... x [Pv — C una forma N-lineal real y sean —Id <

A ,Aijy < Id observables paracada 1 < 7 < Ny 1 < i; < D;. Observemos que

2190 v e N

p=p1 Q- @ pn, con cada p; operador de densidad, luego mediante la dualidad dada por la

traza tenemos que

Tr(pAy @ - ® Aiy) = Tr(Aypr) - Tr(Aiypn)
Ay pr-- - Aiypn
= (All - AZN)(pl & pN)a

donde el lado derecho de la igualdad no se trata de una composicion de operadores sino de la

aplicacion (4;, ® --- ® A;,,) sobre p via la dualidad de S{j 7 para cada j. Debido al Lema 8 se

sigue que
Ty
| > TiTrpAn @ @A) = | 3 (A @@ Ao I
e[y refy 1
< Mol 2Tl

yaque ||[A;]| <1lparatodol < j <k

Por otra parte, usando el Lema 2 conseguimos
N
1T ]loe < 27T ||oo s
y tomando supremo sobre ||7'||.o g < 1 se logra ver, como queriamos, que las desigualdades de

Bell estén acotadas superiormente por 2% | pH@ v $Pi- O
Jj=laegt™1

3.3. Formas multilineales (s; )-sumantes

Es momento de introducir un concepto nuevo hasta el momento, el de forma multilineal

(s;r)-sumante. Una forma N-lineal T : X; X --- x Xy — Y que llega a un espacio de
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Banach se dice (s;7)-sumante (con 1 < s,7 < 00) si existe una constante K tal que, para

cualquier eleccién de sucesiones finitas 27 = (z7)M, € X; se tiene

N
@t =M < KT 1)1, (3.3)
i j=1

donde ||z7||* es la norma 7-débil de esa sucesion que se define como

1
T

l27 ]I} = sup (Z|x*($f)lr) :

T*EBy*
J

Ademas al infimo sobre las constantes que cumplen (3.3) se denomina la norma (7; s)-sumante

de la forma multilineal y se lo nota ||T’||,,s); también vale que
1
1Ty = sup { (D 1T (i - 2)I1) = =l < Loy el < 13

Por otro lado, dados dos espacios de Banach X e Y, un operador 7' : X — Y se dice que
T es p-sumante si es (p; p)-sumante como 1-forma lineal, en este caso notaremos su norma

p-sumante de la siguiente forma
1T pip) == mp(T).
Observemos que dado un operador continuo 7' : X — Y de espacios de Banach se calcula su
norma como Seljlgp |T(z)|l,ycomo By C {x € X : ||z||} <1} = By (yaque ||z||}¥ < ||z|]),
xEBx

se sigue

1Tl < sup [|T(2)]] < m(T).
zeBY (X)

El siguiente teorema da una cota superior para la norma (1; 2)-sumante de cualquier forma
multilineal extensible en funcion de su norma extensible y la constante de Grothendieck. Se
deduce de este que cualquier forma multilineal extensible es (1; 2)-sumante, ademds de tenerse
la continuidad del operador inclusion del espacio de las formas multilineales extensibles al de

las (1;2)-sumantes.

Teorema 20. Toda forma N-lineal extensible T es (1;2)-sumante y || T|(1.0) < K& 1Tl ears

donde K es la constante de Grothendieck.

En [9] se prueba un resultado del cual se deduce el Teorema 20. Alli David Pérez-Garcia

lo usa para probar que las clases de Schatten S, con el producto de Schur son ()-dlgebras para
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1 < p < 2 (una demostracion de este ultimo hecho se encontrard en la seccidén de resultados
pendientes en la pagina 100). Seguiremos lo hecho en ese trabajo para probar el Teorema 20

dando una serie de proposiciones a continuacion.

Lema 9. Dados X un espacio L1y H un Hilbert todo operador v : X — H es 1-sumante,

mds aiin 71 (u) < Kgl|u||.
Una demotracién del Lema 9 puede encontrarse en [12, Corolario 6.29].

Lema 10. Sean N, M € Ny u; € B(I}*,15") con ||u;|] < 1 para todo 1 < i < N. Llamando
N

LY — 15" alainclusion'y Py : H 1M — 1M al operador producto
j=1

(@ (@) = (-,

y Py I @y @, Y — IM a su linealizacion en el producto tensorial proyectivo, si

definimos vy por el siquiente diagrama
N M UN M
®j:1,el1 l2

M
ll’

Iuego m (vy) < K.

Demostracion. La demostracion serd por inducciéon en N. Para el caso N = 1 el operador v,
cumple las hipotesis del Lema 9 que aseguran que m1(v;) < Kg, por lo cual tenemos lo que
buscamos. Para el paso inductivo, supongamos que es cierto para /N y veamos que vale con

N + 1. Observemos que

Uny1 = LoPypio(u1 ®@ - @uy ® Untt)

= 1oPyo (id®uyns) o (vy ®id),
luego por hipotesis inductiva sabemos que 7 (vy) < KY, por lo tanto
mi(von+1) < (|12 [[(id @ un) [ (ox @ id)|| < () EG || Pall, (3.4)

ya que claramente || (id ® uy1)[| < [[id|[[[unil] < 1y [[(ox @ id)[| < [Jid][[lon]] < mi(vn).
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J
; v ; ionv=)» x ,se ti
Observemos que, dado v € 13 ®, 1), tomando una representacién T @y, se tiene

j=1
que

E(U) = sz

7j=1

: iw): (o)

J=1

luego, tomando norma 1 y usando la desigualdad de Cauchy-Schwartz se obtiene que

M J
IPo(o)ly = D 1Y =iyl

i=1 j=1

M J o J M o
DD ladyll=) > |«

i=1 j=1 j=1 i=1

J
< D 11219,
j=1

IN

por lo cual, tomando supremo sobre todas las representaciones de v, se deduce que || Py (v)]|; <
7(v), por lo que || P < 1.

Por otro lado, teniendo en cuenta que ¢ : 1M — 37, [} es claramente un espacio £; y
I37 un Hilbert, gracias al Lema 9 (1) < K. Por dltimo gracias a la desigualdad en (3.4) se

conlcuye lo que queriamos probar. ]

Se deduce del Lema 10 la siguiente generalizacion multilineal de la desigualdad de Grot-

hendieck.

Teorema 21. Para par M 'y N > 2 de niimeros naturales, si (a;, .. ZN)z L CcKyazl,..., 2N €

i1

B se tiene que
2

‘Za“ ZNz%l Liy i (k)] < KG" sup ‘Za“ i tins

=1 lti;1<1

paratodol < j5 < N.
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Demostracion. Sea z;, = Z Ay ® - ® ey, € O L =Y, donde I(iy) =
Ie[M|N-1
(41,...,in—1,in) paratodo I = (iy,...,iy_1). Veamos que

[CRE {] Z artiy iy | £ il M| S 1. (3.5)

Usaremos ahora que vale la igualdad < RN 115 M ) = R 1;[% como espacios de Banach

(i.e, es una isometria).
M
Recordemos que [|(z;, )M _, || = sup Z |©(2i )|- Tomemos entonces cierto ¢ € By« =
(PGBy*i —1
J N
B®fV:E,1wl My alguna representacion ¢ = Z qb} R ® gij ~!. En ese caso tendremos
j=1
M
ECRED S < ) X wmes o) 66
iN=1 11=1 j Ie[MN-1

J
Definiendo t;,, = sg ( < Z qﬁ;@- . -®¢§V_1> ( Z Ar(in)€i @ - -®eiN_1> ) ,y siguiendo
j=1 Ie[M]N-1
la igualdad en (3.6), se tiene que

M J
St = Ytu(Neea ) T e o oe,.)
in=1 i1=1 1 Ie[M|N-1

=9

= Z%Z > aran®i(en) oY eiy,)

in=1 J=1 Ie[MN-1

- Z ZCL[Qﬁ 611 o j (eZN 1)tiN

<

Ie[M]N j=1
J 1 N-1
_ ¢ ¢-
Jj=1 Ie M]N
Logramos entonces ver que
9 o
in=1 IeM]N
De la ecuacion (3.7) se deduce que
Z lp(2i,)] < ZW” |\¢§V*1|ysup{] > apty ety ]ty | < 1},

in=1 Te[MNV
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luego tomando infimo sobre las representaciones de ¢, y luego supremo sobre todas aquellas ¢
tales que 7(p) < 1 tenemos (3.5).

Hecha esta observacion continuemos con la prueba. Para todo 1 < 7 < N — 1 definamos el
operador u; : M — [} de forma tal que uj(e;;) = a:fj para cualquier 1 < 7; < M. Notemos
que |lu;|| < 1, ya que dado o = (avy,..., ) € 1} y recordando que Hx{JHQ < 1 para todo
1 <; < M, entonces

luj(@)lla = 11D asyuyles,)llz

ij=1

M
>l lllug(es)llz

<
ij=1
M
= Doyl |lz < Z Jovi; | = [lexlls-
ij_l Zj_l
Por el Lema 10 tenemos que
M
D Mlon (i)l < K& i) el
in=1
Ademas,
M M
Dol = D (vaa(ziy), 2l)
in=1 in=1
M M
— ’ Z Qiy iy Zx}l(k’) zp (k)
2 k=1
Concluyendo asi lo que queriamos probar. [

A=

7/17‘"’ ZN

Observemos que en el Teorema 21 se tienen (a;,..; N) C Ky sucesiones z}

I3, probaremos a continuacién un lema que extiende el resultado de ese teorema al caso en que

x}l,..., ZN Glg
Lema 11. Para todo niimero natural M y otro N > 2, si (a;,.. ZN) CKyaj,....,z) € B,
se tiene que
N-—
‘Za“ ZNZZ'“ zp (k)| < KJ7' sup Za“ intip o tin

k>1 [ti;1<1
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1

P M
Demostracion. Sean (a;,..iy);; C Ky, ...,

xi\fv € By,, luego las sucesiones resultantes de
truncar ;1:}1, . ,xf}fv en el lugar L estidn en BZL2 para todo L. € N. Veamos primero que, dado

L>M

M
E ail...iNtil s tiN .

ij=1

M L
’ Zaz‘l...m Zl’zll(k) .. ‘Ig\z(k’) < Kg_l sup
i k=1

It 1<1
J
Dado un nimero natural L > M, definamos para todo (i1, .. .,4,) € [L]Y

- 0,1'17__.72']\, Si(il, Ce ,Zn> c [M]N
" 0 en caso contrario 7

Ay, 0

luego

L L
S i Yo )] =[S 3wk ()l (b)
i ij k=1
L

§ Qi i liy = Tiy
ij=1

M

E ail"'iNtZd N 'tiN .

ij=1

IN

Kg’l sup
lti;1<1

= Kg’l sup
lt;1<1

Tomando L. — oo tenemos

M L L
ij i k=1

E>1
M
E Qi iy liy = iy

ij=1

< KN7' sup
jti;1<1

como queriamos ver. [

Veremos ahora que cualquier forma multilineal definida sobre un producto cartesiano de
espacios L es (1; 2)-sumante, de este resultado se va a desprender que toda forma multilineal

extensible lo es. Antes de enunciar y demostrar el teorema observemos que dadas

T: Xy x---x Xy —K
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un forma N-lineal continuay L; : Y; — X operadores continuos con 1 < 5 < N, entonces

To(Ly x-+-xLy):Y; X+ xYy — Kesunaforma N-lineal continua y vale que
N
ITo(Lyx -+ x Ly)lloe < [Tl [T I

N
1T o (L% x L)l < Tl JTIES 1

Teorema 22. Dados X un espacio L »; para cada 1 < j < N, luego toda forma multilineal

T:X1 % x Xy — Kes (1;2)-sumante y se cumple que

N

1Tl < K& (TTN) Il

J=1

Demostracion. Veamos primero que el teorema es verdadero con X; = 15 paracierto D; € N
y paratodo 1 < 5 < N. Notemos que 15 es un espacio L 1, por lo que en este caso \; = 1

paratodo1 < j < N.

Dada T : 121 x . >< IDx — Ky vectores (24)M, € 12 con norma 2-débi menor o igual

1, definamos h, —ZZT Ciry oo Cin)Ti(iy) - 2N (in) y

j=11;=1
hy,
0 lh‘ si h, #0
0 si h,=0.

Si tomamos y; = 6,.z,(i;) y yfj = 0,27 (i;) valdrd que

M 1
(Z ) < (S I)R) < Dl < 1
r=1
por lo cual yfj € Bjyr. Tomemos M = méx{D,..., Dy} y consideremos que T'(e;,, . .., €;,) =
Osiparaalginl < j < N 4; > D;. Luego, aplicando el Teorema 21 a yill, cee ygv se obtiene

N M
(ZZT(%.. L ein Zyn N ()] < KY T .

j=1i;=1
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Por otro lado

Z szyzl i (7 )‘ = ‘ZGTH‘ Z Trat(iy) - 2N (iy)

Ie[MN r=1 Ie[MN

M
= > |T(},...,2))],
r=1

y, como siempre, tomando supremo sobre todas las sucesiones 7 con ||z7]|%¥ < 1 obtenemos el
resultado que buscamos.

Veamos ahora como se deduce el caso general de lo que obtuvimos hasta ac4. Observemos
que el comportamiento de los operadores (r; s)-sumantes es local, ya que, la norma (r;s)-
sumante depende solo de subespacios de dimension finita de los espacios X;. A continuacion
explotaremos este hecho sumado a que los espacios X; son L »;. Analicemos ahora el caso
general que se enuncia en el teorema.

Dados ( Z)Z . C X;, pensemos en el subespacio A; = () : 1 < i < d;) C X;. Por ser
X un espacio Lo 5, y A; de dimension finita, existe A; C B; C Xj con dim(B;) = D;y
L;,: B — 1% isomorfismo lineal tal que I Ll < Ay Como T =T o (Ly! x -+ x

Ly') o (Ly x -++ x Ly), por la observacién anterior
N
ITllazy < 1T 0 (L x - x LMl [T 1L,

ademds To (Ly'x---x L) : 121 x - - - x [2¥ — K. Luego, por lo probado en el caso en que
D; . . .
X, = lsJ, sunorma (1;2)-sumante serd menor o igual que su norma como forma multilineal

multiplicado por K . Entonces tendremos que
N
IThaz < (TTIEI)IT o (Lt x -+ x L))
j=1

N
< (TTIE) EE T o (L x - x L)l

Ké“(ﬂ 1Ll (ﬂ 127 1) 1T e

j=

IA

N

N
= KTz ) I7ie < 2 (TT) 17

J= Jj=1

—
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que es lo que queriamos demostrar. [

Veamos ahora como concluir que toda forma multilineal extensible es (1;2)-sumante. Ob-

servemos antes que si 7' : Y7 X --- x Yy — C es una forma multilineal que extiende a
T:X;x--xXy—C,
entonces vale que || T||1.2) < ||| (1:2)-

Demostracion del Teorema 20. SeaT : X; x --- x X5y — C una forma N-lineal extensible,
como X; C lo(Bx:), dado e > 0 existe T : loo(Bx:) X +++ X loo(Bxz) — C una extensién
N-lineal y continua de T tal que ||T||oc < ||T|cat + €. Al ser loo(Bx:) un espacio L1 y por

el Teorema 22 vale que
1Tl < Tl < K& Tl < K& (1T lleat +):
Por ultimo, haciendo tender ¢ a 0 tenemos
1Tl a2) < KEHIT leat

como queriamos probar. ]

3.4. Operador de densidad para estados GHZ

En esta seccion culminaremos con la prueba del Teorema 13. Para eso estudiaremos la nor-
ma del operador de densidad asociado a estos estados. Fijemos algo de notacion para continuar.

Notaremos ¢;®e; : RY — RY a la tranformacién que dado v € RY actia asf:
€;Qe;j(v) = (e, v)e;.

En los capitulos anteriores esta transformacion lineal la notamos (-, e;)e;, pero, con el ob-
jetivo de facilitar las operaciones, la notaremos como se describe arriba. Observemos que
{e;®e; }1<i j<n define una base de My (R), definiremos también (e;®e;)* € My (R)* como los

vectores que determinan su base dual, es decir, aquellos que cumplen (e;®e;)* (ex®e;) = 601
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Notaremos S1¥ a la clase de Schatten 1 o clase de traza de los operadores de RY en R”.
Para probar la acotacion de los estados GHZ serd de gran importancia el operador

N
p= (ei®e;) ® (e:®e;) ® (e ®e;) € R, SY,

ij=1

N

que es el operador de densidad asociado al estado \/Lﬁ g e; ® e; @ e; sin normalizar, y también
i=1
lo sera su dual,

N
pr= D (age) @ (ege) © (ee)” € (@l SY)
ij=1

Sera necesario ahora contar con una herramienta muy util en el andlisis en general y que
permite tener una nocion buena de integracion en espacios métricos en los cuales actiia un
grupo, la medida de Haar. Mas precisamente, si (M, d) es un espacio métrico y G un grupo,
se dice que G actia por isometrias en M si G en M vy, cualquieras sean z,y € M, g € G se
tiene que d(gx, gy) = d(x,y). Recordemos que la accién de un grupo G en un conjunto X es
transitiva si para cualquier x € X Gz := {gr : g € G} = M y se dice fiel sidados g # h € G
existe z € M tal que gxr # hx . Veremos en la seccion de “Resultados pendientes” que, en
estas condiciones, la accién de G sobre (M, d) induce una distancia en G' que dados g,h € G

se define asi

p(g,h) = sup d(gz, hz).
reM

Teorema 23. Sea (M, d) un espacio métrico y G un grupo que actia por isometrias en M, lue-
go existe una medida regular i definida sobre la o-dlgebra de Borel de M que es G-invariante,
o sea que 11(gA) = u(A) para todo g € G y todo A C M boreliano. Mds aiin, si G es un
subespacio cerrado de las isometrias de M con la distancia p, entonces hay una tinica medida
que cumple con lo anterior y ademds (M) = 1, esta medida se denomina la medida de Haar

de M respecto de la accion de G.

Una demostracion muy interesante de este teorema que utiliza un resultado importante en
la teoria de grafos serd expuesta en la seccion de “Resultados pendientes” en la pagina 106.
Dados dos espacios vectoriales V, W llamaremos isom(V, 1) al conjunto de las isometrias

lineales que salen de V' y llegan a W. Observemos que si W = V' se puede definir la operacion
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de composicion entre los elementos de isom(V, V') y esta operacion le brinda una estructura de

grupo topolédgico El siguiente lema da una relacion entre las normas del operador p y su dual

p* si suponemos que existe un subgrupo compacto de las isometrias de ®2_; .S en si mismo
con ciertas propiedades que pueden ser interpretadas como de punto fijo para la accién de ese

grupo en ®3_; SV,

1=1,Q

3

Lema 12. Para cualquier norma tensorial o en A = ®3_; ST, si se tiene un grupo topologico

compacto G C isom(A, A) tal que:

1. gp = pparatodo g € G.

2. Dada L € A* si Lo g = L para todo g € G entonces L. = \p para alguna constante .

Entonces

ar = N?

ol allp*|

Demostracion. Sea L € A* tal que L(p) = ||pl|la y ||L||lax = 1 (que existe por el teorema
de Hahn-Banach). Definamos ahora L, = |, cLo gdu(g) integrando respecto de la medida de
Haar definida en GG (la cual existe y es unica por ser G un grupo topolégico compacto dentro

de isom(A, A)). Mas precisamente, Ly € A* aplicadoaz € Aes

Lo() = /G (L o g)(@)du(g),

esto estd bien definido ya que, si llamamos L*(g) = (L o g)(x), es sencillo observar que
L* € C(G) para cualquier x € A. Se ve facilmente que L, es lineal y llega a valores de C por

lo tanto pertenece a A*. Observemos que || Lg|

A <L

A*, ya que

I Lol

ar = sup |Lo(z)|

rEBA

= sup | [ (Log)(x)du(g)|

rEB»

G
< swp /G (L o g)()|du(g)

TEBA

< / VLlae gl allzlladi(g) = I1E]ae-
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donde la tdltima igualdad se debe a que la medida de G es 1. Ahora, usando I

Lo(p) = /G (Lo g)(p)du(g) = /G L(p)d(g) = L(p).

Por otro lado dada h € GG

Looh:/Logohd,u(g)Z/LogdH(g):LO’
el G

donde la segunda igualdad se debe a la invarianza por traslaciones de la medida de Haar. Debido
a Il tenemos que Ly = \p* para algin valor de \. Luego ||p|| = L(p) = A\p*p = AN? y como
Mlp*llas = N Lolla- < [[L]

N2 =p*p=|p*p| < |Ip*]

1
A= = 1 se sigue que ||p]|||p*|| < X/\NQ = NZ. Por dltimo, como

pll 4, se obtiene lo queriamos probar. O

A*

3

Teorema 24. Para cualquier norma tensorial o que defina A = @3_, SV se tiene

A* :NQ.

ol allp*|

Antes de la demostracion de este teorema me gustaria observar que es en este punto en el
que se presenta una dificultad en la escritura que impide hacer la prueba para un enunciado con
A= ®f‘i1,a5 N con un M cualquiera. El argumento de la demostracion descansa en probar que
efectivamente existe en isom(A, A) un subgrupo compacto como en el Lema 12, se vera en
el desarrollo de la misma que al momento de probar que se cumple la propiedad II de dicho

lema las cuentas serian inmanejables con un valor cualquiera de M, de todas formas uno puede

imaginar como hacerlo de forma iterativa, solo que escribirlo seria demasiado engorroso.

Demostracion del Teorema 24. Usando el Lema 12 es claro que basta ver que efectivamente
hay un subgrupo topoldgico G C isom(A, A) compacto que cumple las propiedades I y IT del
lema. A continuacién definiremos un subgrupo tal y veremos que cumple efectivamente lo que
necesitamos.

Dado ¢ = (g1,...,en) € {—1,1}" definimos g. : RY — RY tal que g(e;) = 5
dada o € Sy una permutacién, definimos h, : RY — R¥ tal que h(e;) = €x(i) (en ambos
casos e; representa el i-ésimo vector de la base canénica de RY). Pensando SV como RY @ RY

g: @ gp, ho @ h, definen operadores lineales de S en S} siempre que ¢,0 € {—1,1}" y
N

o,7 € Sy, veamos que ademds son isometrias. Dada T" = E Aijei®e; € SN debido a la
ij=1
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linealidad de g. ® gy se tiene que

N
ge @ gH(T) = Z )\ijsﬂjei@q S S{V

ij=1
Calculemos el operador médulo de g. ® gy con el objetivo de comparar la traza de su raiz

cuadrada con la del operador | 7| 2. Observemos primero que el operador transpuesto de g. ® gy

N
€S ((95 ® 99)(T))t = Z Aji€ j0iei®e;, luego

(19 @ go) (D)), = ((9:® g0)(T) © ((9: @ go)(T))"(€3), €5)

! N N
= (( Z )\k’l’gk’el’ek’@el’) (Z)\lz’c‘z@z‘@l),@j)
=1

K U=1

N N
= <Z )\ll’)\lz‘gl&l’glgiel’7ej> = Z/\ZjAquQﬁsz
k=1

Ul=1

Es facil ver que

N
Z Aij\iig0ient = (99 oLoL'o Qe)ij = (99 o|L|o ge)ij,

k=1

y por eso
1(9: ® g0)(T)| = go © |L| o go,

al ser gy su propia inversa, de alli se desprende que tienen los mismos autovalores y por lo tanto

la misma traza. Luego ||(g- ® go)(T)[|gx = [|T'[| s

Anélogamente puede verse que
|(he @ g=)(T)| = gr o |L| © gr-1,

y de la misma manera que antes se concluye que ||(g: ® go)(T)[| gy = [|T'[| g

Es claro que los elementos de la forma (g. ® gp) ® id ® (g ® gg), (e ® gg) ® (g ® gg) @
id, (hy @ hy) @ (hy ® hy) @ (hy ® h,) son operadores de A en Ay, como cada operador
estd definido como un producto tensorial de isometrias y « es una norma tensorial en A, ellos
mismos también son isometrias en A. Definimos G como el subgrupo de isom(A, A) generado

por los elementos de la forma recién descrita.
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Veamos ahora que GG cumple [ y II. Para ver I observemos que

N

(9-® 99) ®id D (g @ go)p = Y €ibye: ®¢;) © (e: @ ¢;) D eib;(e; @ ;)

ijl

— Z €767 (e; ® €;) ® (e, ® €j) ® (€ ® €5) = p,

4,7=1

analogamente (g. ® gp) ® (g ® gp) ® idp = p. Por otro lado

N
(he ©97) @ (ho ® gr) @ (he @ gr)p = Y (€ot) @ €r()) © () ® €1()) @ (i) @ €x(5))

ij=1
N

= D (6®e) @ (e;De;) ® (e ®¢j) = p,

2,j=1

luego se tiene gp = p para los generadores de G y de ahi sigue que esto valga para todo

elemento de G.

Para ver II, supongamos que

N
L= Y Aijmtmale®¢) @ (ex @) @ (em ® e,) € A”

i,4,k,l,m,n=1
es tal que L o g = g para todos los elementos de (G, en ese caso

N
Z Nijkamn€ifiEmbn(e; ® €;) ® (e ® ) @ (e, @ €,) =

i,1,k,l,mn=1

N

= Z (e: ®ej) ® (ex ®er) ® (em ® en),

i,1,k,l,mn=1

y luego se obtiene que A; j k. 1.mn = i jkimnEiEmbj0n, de estaigual, y dado que esto vale para
todos los valores posibles de i, j, k, [, m,ny ,£,0;6,, € {—1, 1}, se sigue que \; j 4 1.mn = 0 si
i # m o j # n. Andlogamente, pero esta vez aplicando la isometria (g. ® go) ® (9. ® go) R id,
se logra ver que A; j1mn = 0sii # ko j # l. Hasta aqui, por las simetrfas obtenidas en los
coeficientes de L, si llamamos \; j ki m.n = A; ; tenemos que

ij=1
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Ahora aplicando el mismo razonamiento para (h, ® h,) ® (hy ® h;) ® (h, ® h;) se sigue que

ZA” eiRe)®(e;®e)R(e;®ej) =L =
i,j=1

=Lo(h,®h;)® (hy ® hy) @ (hy ® h;)
N

=Y Nijleot ® €)@ (€oi) ® €x(7) @ (€o) ® €x(7);

1,j=1

de esto se deduce que \;; = A\(;)-(;) para todo par de permutaciones o y 7, lo cual implica que
Aij = A que no depende de ¢ ni j, por lo tanto L = Ap. Esto prueba que G cumple I 'y II, y por

el Lema 12 se concluye lo que queriamos ver. [

Con lo desarrollado hasta aqui podemos demostrar el siguiente teorema principal de esta

seccion.

Demostracion del Teorema 13. Debido al Teorema 19 basta ver que para el estado
N—
Z (e:®e;j) @ (e;:®¢€;) ® (eiRe;)

tenemos que ||p[| .3 o3 SN < KZN, por ser £ el operador de densidad para el estado 1.

1=1,Qezt

Gracias al Teorema 24 solo har falta ver que

1
* > _N.
It svy 2 2

Viendo a p* como una forma trilineal, tendremos que |||| @? gVye = ||p*||ext = gracias al

i=1,0ext
Teorema 18 y usando el Teorema 20 tenemos que ||p* |12y < KZ||p* | eat- Luego el problema

1
se reduce a probar que ||p*||(1.2) > FN

Considerando la sucesion (6]®61) Y., C SV cuya norma 2-débil es menor o igual que 1y

cumple
N

Zp*((ej@el) ® (e;®e1) ® (e;®e1)) = N,

J=1

se deduce la desigualdad necesaria, ya que esto implica que ||p*||1,2) > N. [



100 CAPITULO 3. VIOLACIONES ACOTADAS DE ESTADOS GHZ

3.5. Resultados pendientes

En esta seccion probaremos dos resultados que han quedado sin demostracion en el capitulo,
que S, es una ()-algebra con el producto de Schur si 1 < p < 2y el Teorema 23 de la medida
de Haar.

3.5.1. Las clases de Schatten son ()-algebras

Comencemos esta seccion probando que la clase de traza .S; junto con el producto de Schur
es una ()-dlgebra. Como se ha dicho en la seccién anterior este resultado se debe a David Pérez-
Garcia y se encuentra en [9]. Este resultado junto con lo visto en el capitulo anterior acerca de
que S con el producto de Schur es también una ()-4lgebra alcanzan para probar que todas las
clases de Schatten lo son via técnicas de interpolacion de espacios de Banach que provienen
del andlisis arménico abstracto y que no trataremos en este trabajo. Responderemos asi a la
pregunta planteada en la década del *70 por Varopoulos acerca de si las clases de Schatten eran

0 no (J-dlgebras. Es por esto que el siguiente teorema es de gran relevancia.

Teorema 25. Para todo 1 < p < 2 la clase de Schatten S, con el producto de Schur * es una

Q-dlgebra.

Antes de demostrar el teorema enunciaremos un resultado de la teoria de clases de Schatten
que da una cota superior para la norma de todo u € Sp(H ), con 1 < p < 2, en funcién de los

valores que toma u para cada elemento de una base ortonormal de /.

Lema 13. Dado u € B(H) con H Hilberty (g;);c; una base ortonormal de H, si 1 < p < 2

v (llug))

J
e € I, entonces u € S,(H)y

1

luls, < (D llutg)I”) "
j€s
La demostracion de este lema se encuentra en [4, Teorema 4.7(a)]. Observemos que del

Lema 13 se sigue que, Vu € S, = S,(l2),

lulls, < > llu(k, b)), (3.8)

k,h>1
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yaque, si [|([[u(e;)|]);>1]l, = 0o, como ||([lule;)])j=1ll, < [(lulej)])jzillry llulls, < oo,

es clara la desigualdad planteada en (3.8) y si (||u(e;)||)j>1 € I, por el Lema 13 tenemos

s, < (X Iuten)l?)”

h2>1

(3 lutenlr)”

h>1

> llulen) ()

h,j=1

= > lu(k,n)]

k,h<1

IN

IN

Demostracion del Teorema 25. Dado 1 < p < 2, debido al criterio de Davie (Teorema 5),
(Sp, *) serd una (Q-dlgebra si y solo si existe una constante universal X > 0 tal que para
todo par m,n € N, toda eleccién de sucesiones (aj)rcmjn y %;,,--., 2] € Bg, (con I =

(i1,...,1n) € [M]™), se tiene

H S aml weexal | <K swp | Y ot (3.9)
Ie[m)" S It 1<1 7 1 e[
Veremos a continuacién que se cumple (3.9) con K = K.
Tomando entonces cualquier eleccion de (ay) refmn Y xill, ...,x; € Bg,,y aplicando (3.8)

a cada g arz; * - xaf €5,

‘ Z arTy k-cek ) ; < Z‘ Z arz} (h.k) -2} (h,k) (3.10)

Ie[m]™ kh>1 Ie[m]™

— Y e Z aral (k) -2l (o), (31

k,h>1 Ie[m

(3.12)

donde ), = sg< Z ala:zll(k,h)---x?n(k,h)) Llamemos &; (k,h) = ey ] (k,h) para
Ie[m]n
todo k,h € N, claramente (Z} (k, h))gp>1, (2], (k, h))gp>1 tienen la misma norma en lo. Ob-

servemos que (27, (k, 1) )xn>1 € By, como sucesiones de C, ya que

Ik ksl = (Dl W)™ = lledlls, < llalls, <1,

k,h>1
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teniendo que como 1 < p < 2 vale ||z||s, < [|z|s, para todo = € K (I,).Luego se cumplen

2
i27”'7

. . ~1 n . .
las hipotesis del Lema 11 para ar y 7; ,x xj y aplicandolo conseguimos ver que

< K& sup
Sp [t;1<1

arti, -+t
I€[m]”

in |9

1 n
H E almil*-u*xin
Ie[m]n

usando el conocido hecho de que K > 1 podemos asegurar que Kg’I < K@ y por lo

tanto tenemos (3.9) con K = K como queriamos ver. O

3.5.2. Medida de Haar

El otro resultado que queda por demostrar es la existencia y unicidad de la medida de Haar
para un espacio métrico donde actiia un grupo de forma transitiva y por isometria, resultado que
se encuentra enunciado en el Teorema 23. La prueba que daremos aqui de este hecho es a mi
entender particularmente bella por conectar partes de la matemadtica de una forma inesperada.
Comenzaremos por dar rapidamente algunos conceptos sobre la teoria de grafos y un resultado
importante en ella que serd ultizado en la demostracion del teorema en cuestion.

Un grafo es un objeto que consta de un conjuto V' de vértices (que suele ser pensado como

un conjunto de puntos)y otro
E C {{u,v}:u,ve V x V}

de aristas (este ultimo suele ser pensado como lineas que conectan los vértices o puntos). Dado
un grafo (V, E) y v € V definimos E, = {u € V : u,v € E}, ademds notaremos u ~ v si
u € E, o equivalentemente v € E, (u ~ v es una relacion de equivalencia) y si u ~ v diremos

que u y v son vecinos; también, dado A C V' llamaremos al conjunto de vecinos de A asi
KA)={u:3v eV talque ue E,}.

Por ultimo diremos que un grafo (£, V) es bipartito si existen dos subconjutos X,Y C F
tales X UY = E, X NY = (), si z1,25 € X entonces x; ~ x5 y de la misma manera si
y1,Y2 € Y entonces y; ~ Yo, en este caso diremos que {X,Y'} es una particién de (E, V).
Un grafo bipartito verifica la condicién de Hall si dada una particién {X, Y} la cantidad de

elementos de K (A) es mayor o igual la de A paratodo A C X.
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Teorema 26 (Teorema del matrimonio de Hall). Para cualquier grafo bipartito (E,V') con
particion {X,Y} tal que |X| = |Y'| y verificando la condicién de Hall existe una biyeccion

f: X — Y tal que f(x) ~ x para todo x € X.

Demostracion. La prueba sera por induccion en |V| (la cantidad de elementos de V). Si |E| =
2, entonces | X| = |Y'| y el resultado es trivial, supongamos entonces que |E/| > 2. Supongamos
ahora que el enunciado vale para |V| = k con k& < n y veamos que vale para |V| = n + 1.
Contemplemos primero el caso en que exista algiin subconjunto A C X talque A # X y |A| =
| K(A)|. En esta situacién podremos descomponer el problema en otros 2 problemas idénticos
pero con menor cantidad de vértices {A, K(A)} y, si llamamos B := X \ Ay K(B) :=
K(B)N (Y \ K(A)),{B, K(B)} (donde ambas son particiones que definen grafos bipartitos
heredando las relaciones de (V, E)). Notemos que {A, K(A)} verifica la condicion de Hall,
ademds |A| < n, luego por hipotesis inductiva existe f4 : A — K(A) biyectiva tal que
fa(z) ~ z para todo 2 € A. Por otro lado, si {B, K(B)} cumpliera la condicién de Hall,
razonando como antes, existiria fz : B — K(B) biyectiva tal que fz(z) ~ z para todo
x € B, veamos que la cumple. Supongamos que no, en ese caso deberia haber cierto S C B

tal que |S| > |K(S)

, €N ESE CAaSO
[K(SUA) < [|K(S)+ [K(A) < [S]+[A] = |SU A,

por lo cual S U A romperia con la condicién de Hall que se cumple en {X, Y} concluyendo
asi algo absurdo, por lo que {B, K (B)} efectivamente satisface la condicién de Hall. Para
finalizar con este caso, teniendo en cuenta que AN B, K(A)NK(B) = 0,Y = K(X) =
K(A)U K(B) y definiendo
fa(z) sixe A
fz) = :

fB(x) en caso contrario

conseguimos una funcidén bien definida y biyectiva entre X e Y tal que f(z) ~ z para todo
r e X.

El caso que queda por analizar es aquel en que |A| < |K(A)| paratodo A C X. Sieste es el
caso, tomando cualquier =y € X ey € K ({z})y considerando X := X\ {z} Y := Y\ {50}

se tiene que para cualquier A C X, si llamamos K (A) al conjunto de vecino de A en el nuevo
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grafo inducido por {X, Y}, entonces K (A) = K(A) \ {yo} y luego
Al < [K(A) = 1] < [K(A)],

por lo cual el grafo inducido por sacar los vertices z € 1y cumple con la condicion de Hall; por

induccién existe f,,,, : X — Y biyectiva tal que f(z) ~ z. Definiendo

T) SiTx #x
f (.Z') _ f Z0,Y0 ( ) 7é 0 :
Yo en caso contrario

conseguimos nuevamente una funcién bien definida y biyectiva entre X e Y tal que f(x) ~ x

para todo z € X, que es lo queriamos. ]

Recordemos que dado un espacio métrico (M, d) y dado un conjunto compacto K C M
para cualquier € > 0 existe un cubrimiento finito por abiertos de K, mds atn puede tomarse a
eso abiertos como bolas centradas en ciertos puntos {z1,...,z,} C M y a esos punto se los
llama una e-red; en este contexto diremos que una e-red es minimal si la cantidad de elementos
que tiene es la menor suficiente para cubrir a K (no hay una tnica red minimal, pero claramente

siempre existe una debido a la buena ordenacion de los niimeros naturales).

Lema 14. Si un grupo G actiia transitiva y fielmente por isometrias sobre un espacio métrico

(M, d), el grupo hereda una estructura de espacio métrico con la distancia

p(91,92) = sup d(g12, go).
xeM

Si ademds la accion de G sobre M es isométrica, entonces la accion de G sobre si mismo
por multiplicacion a derecha también lo serd y, si (M, d) es compacto 'y G es cerrado en las

ismetrias de M, entonces (G, p) resulta compacto.

Demostracion. Notemos que, si la accién de G sobre M es fiel, entonces H = {h € G : hx =

aVz € M} = {id}, y G hereda una métrica de M, definida como en el enunciado, o sea:

,0(91,92) = Sup d(gli&gzﬂ?)-
zeM
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La desigualdad triangular se satisface ya que para cualquier trio h, g1, g» € G-

p(91,92) = supd(giz, ga)
xeM

sup d(g1z, hx) + d(ga, hx)
reM

sup d(g12, hx) + sup d(gaw, hx)
zeM zeM

= p(g1,h) + p(g2, h)

IN

VAN

Ademds, como H = {h € G : hx = a¥x € M} = {id}, si p(g,h) = 0 entonces para todo
x € M gz = hx,luego h™'g € H, por lo cual h = g.
Por otro lado, si GG actia por isometrias en M también lo hard sobre si mismo por multipli-

cacion a derecha (h @ g = gh) con la métrica heredada, ya que si g, h, k € G

p(k e g, keh)=supd((gk)x,(hk)x) = sup d(k(gx), k(hz)) = sup d(gz, hz) = p(g, h).

zeM reM reM

Observemos que esta distancia estd definida sobre todas las funciones continuas de M en
M vy en particular sobre las isometrias (isom(M, M)).

Probaremos que el espacio métrico (isom(M, M), p) hereda también la compacidad de
(M, d) a travez de un argumento diagonal. Luego, al ser G cerrado en isom(M, M) serd tam-
bién compacto. Sea (g, )nen C isom(M, M), dado k € N existe una -red minimal {z}, ..., xffn(k)}.
Considerando la primer red, y al ser (M, d) compacto puedo extraer una subsucesiones conver-
gente de cada (g, (2}))nen y mds atin una subsucesion (g; )nen tal que (g} (2}))nen converge
para todo 1 < j < m(1); repitiendo este argumento para (g; )nen con {27, ..., 27, } tendre-
mos una subsucesion (g; )nen tal que (g7 (#%))nen converge para 1 < j < m(k)conk = 1,2.
Inductivamente para cualquier I € N podemos conseguir una subsucesion (g/ ") en de (g )nen
tal que (gfjl(x;?))neN converge para 1 < j < m(k) con1l < k < [+ 1. Tomando la subsu-
cesion diagonal (g7 )ren y llamando g, = ¢F tendremos que (i(z))ren converge para todo

rE€A=Ug {aF ... ,xfn(k)} que es denso en M.

Observemos que dado z € M I(z) = lim g,(z) depende claramente de x, pero veamos
n—oo
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que es una isometria. Dados z,y € M tenemos que

d(l(x),l(y)) = lim d(gn(x), gm(y))

n,Mm—00

m d(gn (), Gn(y)) + d(Gn (), Gm(y))

n,Mm—00

lim d(xa y) + d(§n<y)a gm(y))

n,Mm—00

= d(z,y)+ lm_ d(gn(y), gm(y)) = d(z,y),

n,Mm—00

IN

IN

donde usamos que d(g,(x), g,(y)) = d(z,y) para todo n. Por densidad de A sobre M se

tendrd que

n,Mm—00

Analogamente,

d(l(x),l(y)) = lim d(gn(2), gm(y))

n,M—>00

=z lim d(f]n(l‘), gn (y)) - d(?]n(y)a gm(y»

n,Mm—00

> d(z,y),

V

de donde se deduce que [ es una isometria.

]

Demostracion Teorema 23. En primer lugar debemos definir una medida sobre el espacio métri-
co (M, d), y lo haremos de forma tal que tenga las buenas propiedades que buscamos y enuncia-
mos en el teorema. Al ser (M, d) compacto, dado € > 0 sea N, una e-red minimal. Definiremos
ahora un funcional sobre el espacio C'(M) (de las funciones continuas sobre M) del siguiente

modo:

luNe - |Zf

€N,

Es fécil ver que py. (1) = 1, un.(f) > 0 siempre que f > 0y ademds
[l = Sup | S f@) <) f@)l <1,
|flloe< xEN, rEN,

ademds p . es lineal, luego son todos funcionales continuos de C'(M ). Luego contamos con un
conjunto de funcionales en B¢ (ar)+, debido al teorema de representacion de Riesz sabemos que

el dual de C'(M) es el espacio de las medidas borelianas y regulares sobre M que notaremos
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M(M). Por el teorema de Banach-Alaoglu Be(apy- es débil* compacto, y como C'(M) es
separable, por teorema de Stone - Weierstrass, resulta que la topologia débil* en C(M)* =
M (M) es metrizable y luego existe una sucesion (g;);>; y una medida ;o € M(M) tal que esa
sucesion converge en la topologia débil* a p, o sea que para cualquier f € C (M)

pn., (f) — pw(f) = [ fdu.
M

La medida limite ;. hereda las propiedades antes enumeradas para la familia de medidas
(hn.)es0, 0 sea, p(1) = 1, si f > 0 entonces pu(f) > 0y [luf] = 1 (vaque |jpuf <1y
(1) = 1), luego p es una medida de probabilidad.

Veamos ahora que la definicién de 1 no depende de la red minimal V. elegida, o sea que,
dada (N!).-( otra familia de redes minimales considerando la respectiva familia de medidas

definida como

, 1
() = iy 2 f@)

€N/
y para cualquier sucesién (5}) j>1 conseguida a travéz del argumento anterior, fel, — juen
el sentido débil*. Sea entonces (/N!).-( cualquier familia de redes minimales, mostraremos a

continuacion que existe, para cada € > 0 una biyeccion
!
¢ : N. — N,

tal que d(x, ¢.(x)) < 2¢. Suponiendo que existe tal familia de biyecciones tendremos, dada

feCc(M),

) =D = [ X @) = e 2 1)

x'€NL

1 1 1
- mgﬁ; flz) — mxg f(¢e(2)) = ) A xg flx) = (o)
< sup |f(a) = f()] o) O
d(a,b)<2e

Para probar que dado € > 0 existe tal ¢. pensaremos en el grafo bipartito dado por { V., N}
dondex ~ ysixz € N.,y € Ny B(z,e)NB(y,e) # () y veremos que satisface la condicién de

, son las hipotesis del Teorema 26 que asegura la existencia

Hall, eso sumado a que | V.| = | N/

de dicha biyeccion por la condicion de minimalidad de ambas redes.
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Veamos entonces que el grafo que recién definimos cumple efectivamente con la condicion
de Hall. Supongamos que no es asi, en ese caso deberia existir un subconjunto A C N, tal que
|A| > |K(A)]y se tendréd entonces que (N.\ A)UK (A) es una e-red de M con menos elementos
que N, lo cual es absurdo. Aclaremos por que vale la tltima afirmacion, dado z € M existen
x € N.ey € N tales que z € B(x,¢) U B(y, ), supongamos que z € A, en ese caso, por la
definicién de K (A) y como fue definida la relacion de vecindad en el grafo y € K (A); hemos
probado entonces que para cualquier elemento z € M existe x € (N. \ A) U K(A) tal que
z € B(z,¢),luego (N. \ A) U K(A) es una e-red.

Hasta aqui hemos visto que cierta medida p es punto fijo de la familia de medidas que nace
de considerar los promedios de f sobre las e-redes para todo £ > 0 con la topologia débil*
debido a que cierto grafo que surge naturalmente del problema cumple con las hipotesis del
Teorema 26 (de Hall). Veamos que esa medida que hasta ahora solo hemos probado que existe
(probamos la buena definicién) falta ver que es G-invariante para conseguir una medida como
la que se nombra en el enunciado del teorema. Veamos que j es G-invariante, si g € GG, como G
actia en M por isometrias luego, para cualquier € > 0 y dada una e-red minimal ., veremos

que gN. = N! es otra e-red minimal, usando esto se sigue

p(f) = lm pl (f)

1—00
1
= Jm |N€\ 2, @

= lim — Z flgx) = hmue (fog)=u(fog),

zENe,

luego dado cualquier conjunto A C M que sea boreliano, considerando la funcién caracteristica
de A xa (que vale 1 para todo elemento de A y 0 en su complemento) obtenemos que para

cualquier g € G
p(A) = / Xadp = p(xa) = p(xa e g) = n(gA),
M

o sea que /. es G-invariante.
Probemos ahora la unicidad de la medida. Por el Lema 14 se tiene que (G, p) es un espacio
métrico compacto (con p como en el lema) que actia sobre si mismo isométricamente. Al ser

G compacto, como actda sobre si mismo por multiplicacién y la accién es transitiva, fiel y por
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isometrias, por lo probado hasta recién, existe una medida de probabilidad v definida sobre G

que es ademas G-invariante, o sea que para cualquier f € C'(G) y cualquier g € G

/f )dv(g /fghdu

Sea p otra una medida de probabilidad G-invariante sobre M (que también existe por la primera

parte de existencia de la demostracién), dada f € C'(M) tenemos que

¢) /M fdu = /G /M F(@)du(z)du(g)

= / f(gx)du(z)dv(g) (por G-invarianza de 1)
c¢Jum

_ /M ( /G Flgw)du(n) ) dp() (Fubini)

Veamos que / f(gx)dv(z) no depende de z. Fijado x € M y dado y € M, por la transiti-
G

vidad de la accién existe h € G tal que y = hz, por lo que

/fgydz/ /fghxdu /f (g))dv(g /fg:vdl/

notando que F'(g) = f(gx) define una funcién continua sobre G. Esto implica que, si notamos

:/Gf(gx)dy(x) tendremos
6) [ fin=v(r) [ au

()
/M e

como ;. es medida de probabilidad entonces / fdu =
M

y luego

p(M),

v(f)
v(Q)

depende de v y del otro no depende de 1, luego no depende de ninguna, solo depende de f, lo

que de un lado de la igualdad no

que implica la unicidad de p. O]
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Capitulo 4

Violaciones no acotadas

Veremos en este capitulo una manera de probar la existencia de estado cuanticos con vio-
laciones a desigualdades de Bell tan grandes como uno quiera en el caso de tres observadores.
la pregunta de si existian o no este tipo de violaciones fue planteada en la década del *70 por
Tsirelson, quién probodd que para el caso bipartito las violaciones son siempre acotadas. La
técnica que reproduciremos aqui, usada en [10] para probar este hecho, involucra nociones de
probabilidades. En esencia las técnicas de este tipo buscan probar que el conjunto de elementos
con cierta propiedad tiene probabilidad positiva, luego existirdn elementos con esa propiedad.
De todas formas la utilizacion de este recurso no bastard para encontrar estos estados, como
veremos en el capitulo.

Por otro lado veremos que la teoria de espacios de operadores, que introduciremos a con-
tinuacion, brinda el contexto mas adecuado para entender las violaciones a desigualdades de
Bell y en particular para aplicar la técnica antes mencionada.

A continuacién diremos que dos sucesiones cumplen la relacion de orden (a,)nen =< (bn)nen,
si existe C' > 0 tal que a, < Cb, para todo n € N, en este caso diremos también que
(bn)nen = (@n)nen; por dltimo diremos que (ay)nen =< (bn)nens Si (@n)nen = (bn)nen ¥
(an)nen = (bn)nen-

El objetivo del capitulo serd demostrar el siguiente teorema, y seguiremos lo hecho en [10].

Teorema 27. 1. Para cualquier dimension d € N existe D € N, un estado puro 1, €
C? ® CP @ CP, cierta multilineal T : C** @ CP* @ CP* —s C y observables tales la
violacion para vy = \/d.

111
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2. El estado 1,4 (sin normalizar) puede tomarse como

D
W = Z Z <Uz’€j: ek>€i ® € & €k,

i=1 j,k=1

donde (U;)%_, € Mp(C) es una familia de matrices unitarias.

4.0.3. Espacios de Operadores y desigualdades de Bell

Presentaremos ahora una teoria conocida con el nombre de espacios de operadores. El es-
tudio de los espacios de operadores surge desde la teoria abstracta de espacios de Banach,
dotando a estos espacios de una estructura mas compleja. Desde el punto de vista conjuntistico
los espacios de Banach y los espacios de operadores serdn los mismos (notaremos pronto que
todo espacio de Banach es un espacio de operadores y viceversa), pero visto desde la teoria
de categorias son diferentes. Mds alin veremos luego que un mismo espacio de Banach puede

dotarse de diferentes estructuras que lo hacen diferente como espacio de operadores.

Un espacio de operadores es un espacio de Banach X junto con una isometria
¢: X — B(H),

donde H es un espacio de Hilbert. Llamaremos a la terna (X, ¢, H) una representacion de X
como espacio de operadores.

Notemos que gracias al teorema de Gelfand-Naimark [1][Teorema 4.8.4], toda C*-dlgebra
tiene una representacion como espacio de operadores. Una observacidon importante es que cual-
quier espacio de Banach X tiene una representacion como espacio de operadores. De hecho
podemos considerar 7' = Bx- con la topologia débil-x que, debido al teorema de Banach-

Alaoglu, es un espacio topolégico compacto. Mediante la inclusién canénica

J:X — X*cco(T)

r — o,

podemos ver a X como subespacio de C'(7") isométricamente (donde z**(y) = y(x) para todo

x € Yy € X¥), y luego al ser C'(T") una C*-dlgebra es también un espacio de operadores.
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Hemos visto recién que todo espacio de Banach puede ser visto como un espacio de operadores,
por otro lado, todo espacio de operadores puede ser visto como un espacio de Banach con tan
solo olvidar la estructura extra que da la representacion.

Asi como en el contexto de espacios de Banach los operadores acotados conforman el con-
junto de funciones de interés, los operadores que cumpliran este rol en el caso de los espacios
de operadores serdn los completamente acotados. A continuacion daremos la definicién de este
tipo de operadores. Dados X C B(H),Y C B(K) dos espacios de operadores y un operador

u: X — Y, podemos considerar
M (X) = {(zij)1<ijen  wij € XT,

el espacio de las matrices de n x n con coeficientes en X . Gracias a la estructura de espacio de

operadores de X se tiene la identificacion natural
M (X) C My (B(H)) ~ B(l5(H)),

donde B(ly(H)) = @ ,H. Luego puede proveerse a M,(X) de la norma que le induce

B(1%(H)) como subespacio. En este contexto podemos definir
Up : Mo (X)) — M,(Y)

(@ij)ijmr — (wlzy))ias

n
Observemos que u,, = u ® Id,, si pensamos que (z;;); = 5 z;; @ (e;®e;). Diremos que u
i.j=1
es un operador completamente acotado si

[wlle == sup ||tn | g, (x)—arn vy < 00,
n>1

llamaremos a ||u||, la norma completamente acotada de u o norma cb de forma abreviada.
Al espacio de los operadores completamente acotados de X a Y lo notaremos CB(X,Y), y
resulta ser un espacio de Banach con la norma cbh (mds aun, puede verse que si X = Y,
con la composicién como producto, este espacio es un dlgebra de Banach). Diremos que un
operador v € CB(X,Y) es un completo isomorfismo si tiene un inverso u~! € CB(X,Y) (i.e,

lu=

& < 00), en este caso diremos que X e Y son completamente isomorfos. Un operado
u entre dos espacios de operadores se dird un completo cociente si u,, €s cociente para todo

n € N. Por dltimo llamaremos a u € CB(X,Y’) completamente contractil si ||u||, < 1.



114 CAPITULO 4. VIOLACIONES NO ACOTADAS
Teorema 28. Todo x-morfismo es completamente contrdctil.

Demostracion. Es conocido que los *-morfismos son siempre operadores contrictiles, por lo

cual, dado u uno de ellos tendremos ||u|| < 1. El siguiente paso serd notar que si v : A; —

As es un x-morfismo entre C*-algebras, para todo n € N, u,, = u ® Id, serd de nuevo un
n

x-morfismo. En efecto, dada una matriz escrita en su forma tensorial x = Z Tie;Qe; €

ij=1

M,,(A,) tendremos

u® Id,(z*) = u®]dn<ixfjej@ei>

1,j=1
n

= Z u(zi;)e;Qe;

ij=1

n
= > ulziy) e;Re;
ij—=1
n

— ( Z u(xij)ei@€j>*

ij=1

= (u ® Idn(x))*.

Luego al ser u,, nuevamente un *-morfismo serd contractil, por lo que ||u,| < 1 para todo

n € N, teniendo entonces que u es completamente contractil. O]

Del mismo modo puede definirse la norma completamente acotada para formas multilinea-
les. Dada una forma multilineal 7": X; x --- x Xy — C con X espacio de operadores para

todo1l < j < N,sing,...,ny son nimeros naturales cualesquiera, podemos considerar
Toyoomy =T ®@1dp, @ -+ @ Idyy + My, (X1) X -+ X My (Xn) — M,y (C),
donde pensamos en las identificaciones

My, (X1) x - x M, (Xn) = (Xix--xXy)@M,(C)®---® M,,(C)

= (Xi X+ X XN)® My, .ny (C),
por lo que

||Tn1,...7nN” = sup ||Tn1 ..... nN(Ala"-7AN>||Mn1‘.‘nN((C)~ (41)
A €B(Mp,; (X))
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Luego definiremos la norma cb de 7' como

1Tl = sup T,

n;>1, 1<j<N

—k

Diremos que 7" es una forma multilineal completamente acotada si || 7’|, < oo. En este contex-
to llamaremos a T},, ..., el engordado (ny,...,ny)-ésimo de 7'y a cada N-upla (n,...,ny)
la llamaremos nivel.

El siguiente lema da una descripcion del engordado (n, ... nN)—ésimo de una forma
multilineal cuyo espacio de salida es producto de espacios del tipo 1% en funcién de matri-

ces complejas. En él, el espacio M, (I7) serd dotado de la norma dada por la identificacion

Mn(lgno) = lglo(Mn)

Lema 15. Dadas A; € B | (%) para cadal < j < N existen (Agj)Zj:l € B, (c) y tales

que para toda forma multilineal T : [N x -+ x [P¥ — C vale

Ty (A1, AN) =D Y Ty, ey )AL @+ @ A (4.2)

j=1i;=1

y viceversa, dadas (Aj_)?,il €B M, (C) )» pueden encontrarse A; € B cumpliendo (4.2).

D
My, (1)
Ademds si Ay, ..., Ax son autoadjuntas si'y solo st (AJ ) Ly loson paratodol < j < N.

., o1 n, s,
Demostracion. Escribiremos a cada A; en la base (e, ®ey,),”, _, de M, (C) asi
- VRAN A

nj
E J
wkﬂ-’lj ekj@elj )

kjli=1

, D.
y luego, como z}, , € I,
VRN
D;
= E B; e
kj,l; vj,kj,l; G
ij=1
Utilizaremos el abuso de notacion v, x; 1. = Biy ki = Binkniny € C, esto podria ser
ambigiio en principio aunque veremos que en contexto no aparece tal ambigiiedad. Usando la

linealidad de 71" en cada coordenada se tiene

N
Tnl,...,nN(Ah R 7AN) Z Z Z Oélj,k l T 6117 A 762'N>(€k1@6l1) ® te ® (6’6]\]@6[]\[)'

j=1 kjlj=114;=1

(4.3)
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. . Dj .
Consideremos ahora las matrices Ag = Z Bi; k1 6k, @, Como Aj € M, (I ) tiene
ili=1
norma menor o igual que 1 paratodo 1 < j § N se sigue que

||*AJ ||Mn (©) < 1<I£:la<X ||(6i]',kj,17 B ’/B’ij7k‘j,nj)||oo S ||AJ||MnJ(lc?o]) S 17
y ademas

N J

Z T(Gil,...,eiN)Alll@"'@Ag\,

j=1 ;=1
N J

= ZZT(eil,...,elN ( Z ﬁlﬂ! kjgelj>
j=11;=1 il =1
N Dj nj

= Z ZT<€’£17 LRI eiN) Z Bij,kj,lj ®§V:1 (ekZ@6k5>
=1 ;=1 kjdj=1 Y

n; D;

> i u,T(en, o eiy)(en ®e) @ -+ @ (ex, ey,
1 kjlj=14;=1

vomn (A1, .o AN) (gracias a (4.3)).

?Mz

[
E

Hemos concluido que, dadas las matrices A; con elementos en 15 , podemos conseguir ma-

trices complejas Agj que cumplen (4.2). Para ver que comenzando con las matrices complejas
. . D;

se pueden conseguir aquellas que tienen elementos en /' y que cumplen con (4.2) solo hay

que revisar la demostracion en el camino inverso.

Observemos ahora que la condicion de ser autoadjunta para A; implica que

T

J * _
§ (xzj,kj) e, Qe = ( E : % 1;€k; ®€l>
kjli=1 oli=1
k
Aj
— A
n;
= e Ke
E kjl; Cki LE55
kjli=1

por lo que

D, D
— (A — _
Z /Bijvljrkj eij - (:El]"kj )* - xkhlj - Z /Bij’kj Ji eij ’

ij=1 ijzl
Tenemos entonces que ﬁij,kjlj = ﬁij,zj,kj paratodo 1 < j < N ytodopar1l < kj,l; < ny,
por lo que todos las matrices A{j seran autoadjuntas. Recorriendo el camino inverso se puede

robar que si todas las matrices A7 son Hermitianas, luego las A lo serdn. OJ
2 J
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El siguiente teorema brinda una conexion inmediata entre la teoria de espacios de operado-

res y las desigualdades de Bell y dard un nuevo sentido a su estudio dentro de este contexto.

Teorema 29. Dada una forma multilineal completamente acotada T : [2' x -+ x [PV — C
vale la igualdad
N ny
1Tl = sup | D7 3" Tleis e )ir(pAl @+ @ AN,
j=1i;=1
donde el supremo es tomado sobre todo p contr(|p|) <1y A‘Z], operadores de norma menor o

igual que 1. Ademds vale también

S <|Tle < 278, (44)
con
N nj
S = sup ) ZZT<€’L'17 s '7eiN>tr(pAi11 Q- ® Ag\;) )
j=1 ;=1
donde, ahora, el supremo es tomado sobre todas las N -uplas de niimeros naturales (ny, . .. ,ny),

N n; J
i=1.a,lo’ Yy Operadores observables (Aij )i<i;<D,; €

B(lgj) tales que —Id < A{j < Idparatodol <i; < D;y1l<j<N.

los operadores de densidad p definidos sobre &

Demostracion. Veremos que para cada nivel (nq,...,ny) se da la igualdad
N mny
HTnL..-,nNH = sup ‘ Z Z T(€i17 s 7€iN)t7a(pAi11 Q- ® Ag\;) ) 4.5)
j=114;=1

donde el supremos lo tomaremos del modo especificado en el enunciado del teorema, pero esta

vez (ny,...,ny) estard fijo.

N

=1 aZl;Lj ) es un operador cuyo mddulo

Fijemos el nivel (ny,...,ny) luego, si p € B(®

tiene traza menor o iguala 1y (A{j)fjj:l € BMnj ) paratodo 1 < j < N,

N Dj
)ZZT(eil,...,eiN)tT(pAill ®®A£\1[\r)

j=1i;=1

N D,
= ‘tr(pZZT(ei“'“’eiN)Aill®"-®A£\va>‘

j=11i;=1

N Dy
<tr(lp) | oD Ten )AL @ AL

j=1i;=1

N Dj
< HZZT(eh,...,eiN)A}I@---@Aifv

j=11i;=1
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Gracias al Lema 15 sabemos que existen A; € BM (25 Para cadal < j < N cumpliendo

con la ecuacion (4.2). Como

||T(A17"'7 )”Mnl -y (C) < ”Tnl ----- nNH

siempre que A; € BMnj (D) S€ tiene

N Dy
‘ Z Z T(eiN s 7eiN)tT(pAzll Q& Ai;:;) < HTm ~~~~~ nNH7
j=1 i;=1

para todo p con tr(|p|) < 1y toda familia de matrices complejas A{j de norma menor o igual

que 1. Tomando supremo se llega a la primer desigualdad.

Por otro lado, al ser B, 0,y ®@ -+ @ B, oy, compacto existen

A€ BMn (lDl AN € B (ZODON)v

tales que

[Tl = 1T (AL - AN 8,y (@) (4.6)

Nuevamente debido al Lema 15 existen (AJ ) o1 de norma menor o igual que 1 tales que

D
1T, HNH = H ZZT<€i17 ‘7eiN)Ai11 Q- Af\fv

y, mds aun, por la dualidad dada por la traza y el Teorema de Hahn-Banach existe p con

tr(|p|) = 1tal que

Il = [ 32D et ein)tripAl, @@ AY)|

Hemos concluido entonces la igualdad dada en (4.5) para cada nivel, de lo cual se deduce

inmediatamente lo sostenido por la primer igualdad dada en el enunciado del teorema.

Lo probado hasta aqui también nos dice que S < ||T’||.,. Probemos la segunda desigualdad.

Tomando los A; que realizan la norma en (4.6) y considerando la descomposicién en operado-

Ay A A

res autoadjuntos A; = ——; 5 i y debido a la multilinealidad de 7" tendremos que

| <2V sup ||T(By, ..., By)|,

N1yeeey nN|
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donde el supremo es tomado sobre todos los By, ..., By autoadjuntos. Por el Lema 15, para
cada N-ulpa de operadores autoadjuntos By, . .., By existen (Afj )5]':1 de norma menor o igual

a 1 y auotadjuntos tales que

N D;j
HT(BlvaBN)H = HZZT(GM,...,GIN)A% ®®A£\1{/)H7

j=1i;=1

N Dj

ademds, en este caso, E E T(eys.--,€iy)Al @ -+ ® A ) es autoadjunta, por lo cual,
j=1i;=1

tomando p la proyeccion en el autovalor de médulo méximo se tiene un operador de densidad

que via la dualidad de la traza da su norma. Tendremos entonces que

N nj
IT(By, ..., By)|| <2~ sup ) SO T(ens e )tr(pAl ® - @ AY),

j=1i;=1
con el supremo tomado como lo dice la segunda ecuacion en el enunciado del teorema pero

esta vez con (ny,...,ny) fijo. Ahora tomando supremo sobre todos los niveles (ni,...,ny)

tendremos lo que faltaba probar. [

Gracias al Teorema 29, dada una forma multilineal real 7', podemos pensar en la violacién
maxima a una desigualdad de Bell para cualquier operdador de densidad y cualquier familia de
observables, como una relacién entre la norma 7' como forma multilineal real y su norma cb.

Mas explicitamente, si K es el menor nlimero positivo que cumple
HT”cb < KHTHOO,IRa (47)

recordando la ecuacién (1.21) que define una violacién maxima, tendremos que toda violacién
maxima debera ser menor o igual que K. Por otro lado el Teorema 29 puede ser interpretado de
forma inversa y, de cumplirse la inecuacion (4.7), podemos asegurar que existen una sucesion

de observables y un operadores de densidad cuyas violaciones tienden, por lo menos, a 2£N

4.1. Producto tensorial minimal y RC,,

Dados dos espacios de operadores X C B(#H),Y C B(K), serfa bueno poder definir en

el producto tensorial X ® Y una norma que haga de este espacio de Banach un espacio de
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operadores que herede su estructura de X e Y como tales. Definiremos al producto tensorial
minimal como la completaciéon X ® Y como subespacio de B(H ®,, K). Este sera el menor

espacio de Banach tal que
XY CX QuinY CB(H ®a, K),

i1sométricamente.

Hemos visto que la estructura de espacio de operador depende de la representacion del
espacio de Banach como tal. Podria pasar entonces que para un mismo espacio de Banach X
y Hilbert H haya dos representaciones totalmente diferentes de X en B(?). A continuacién
veremos un ejemplo de esto que es de vital importancia en la teoria de espacios de operadores,
ya que ejemplifica el caso de dos estructuras no completamente isomorfas definidas en un
mismo espacio de Banach. Consideremos el espacio de Hilbert de dimension finita [, por un

lado podemos pensar en la representacion de (% dentro de B((3) = M,,(C) dada por

or:ly — M,(C)

e — e;Qeq,

esto da lugar a lo que se conoce como el espacio de operadores columna que notaremos C,.

Por otro lado si utilizamos la representacion

oo ly — M,(C)

e, — e1Qe;,

tendremos el espacio de operadores conocido como fila (en inglés row) y que notaremos R,,.

Dados dos espacios de operadores X, Y, con representaciones ¢x y ¢y respectivamente,
dentro B(H) ambas (i.e., px(X), ¢y (Y) C B(H)) definiremos X NY, como el espacio de

operadores cuyo conjunto es X N Y dotado de la norma

2]l xny = max{{lz|x, f[z[ly}-

Puede verse que esto resulta un espacio de operadores.

Para este trabajo sera de utilidad considerar el espacio R, N C, = C, N R,, notaremos

RC,,. Utilizaremos también el espacio RC,, @, RC,,, al cual notaremos RC?. Puede verse
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que valen la identificaciones isométricas
Ry @min Ry = Rp2, Cp Qpin Cp, = Cp2, Cp, Qpin Ry = My,
y descomponiendo
(RN Ch) @min (R N Cr) = (Ry @min Bn) N (R @mmin Cr) N (Cr, @min Bn) N (Crp @pin Cra),
es sencillo comprobar que valen las siguiente igualdades

I35 400
i=1

é} (4.8)

1 n
2 § : *
) AZ Az
=1

n
— mzix{” S AA;
Mk@minRCn i=1

1 1
2 2
) )

H i A ® (e; ® €j)

n
| = max{| 3 A4

PITEE
ij=1

ij=1
- 3
Ai' ® €Z‘®6‘ ‘ s
H Z J ( - j) Mk@mian
2,7=1
o 3
Ay ® (e;Re; 3 4.9
2,7=1
de las que se deduce el siguiente lema.
N
Lema 16. H e;Re;) X (e; R e ‘ =+VN.
Segeeeon), .
Observemos que tanto ¢z como ¢ son isometrias ya que
lor(@)l = sup [|pr(2)()ly
lyll<1
= sup (e, y)xll
lylI<1
= sup [(er, y)lllzlly = ]|y
lylI<1
Anglogamente se puede ver que ||¢c(z)|[ar, = ||7[;z. Ademds podemos identificar R;, =

C,, de forma tal que un vector z®e; € C, se aplica a otro e; @y R,, del modo siguiente,

(x@er)(e1®y) = (z,y).

Esa identificacién es isométrica. Andlogamente se ve que C = R, via una identificacién

isométrica. As{ se tiene la identificacién isométrica RC}; = RC,.
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El siguiente teorema da una especie de desigualdad de Khintchine no conmutativa y fue
probado por Lust-Picar y Pisier en [6]. No incluiremos una demostracion de este hecho. En
el enunciado del teorema F,, = (¢; : 1 < i < n) serd el espacio generado por las n primeras
funciones de Radermacher {ey, . .., €, }. Considerando el grupo de signos D,, = {—1, 1}" junto
con la medida de Haar normalizada v,, definida alli, puede pensarse ¢; : D,, — R como la
funcién que da la i-ésima coordenada. De esta manera E,, C Li(D,,v,) = [?" y, dando a [?"
la estructura de espacio de operador inducida por /2. debido a [?" = (I2))*, E, hereda una

representacion como espacio de operadores.
Teorema 30. [Lust-Picard / Pisier] La aplicacion canonica

t:RC, — E,

€; — €5,

1

se verifica que ||t||w||t ™" ||eo < C para cierta constante C universal (no depende de n,).

Ha quedado plasmado que en 3 uno puede definir muchas estructuras que lo hagan un
espacio de operadores. Existe una estructura particular a la que llamaremos minimal y nota-
remos min(ly). Dicha estructura cumple que, cualquier operador acotado con rango min(l)
serd completamente acotado; definiremos a esta estructura como la que hereda /3 a través de la

inclusion isométrica que queda definida en la base canodnica asi

donde f;(z) = (e;, ) paratodo z € S"~'. Al ser C(S™"~ 1) una C*-dlgebra tiene una estructura
como espacio de operadores. De hecho en el caso de la funciones continuas sobre un espacio
topoldgico localmente compacto pueden incluirse isométricamente en el espacio de operadores
acotado de las funciones de cuadrado integrable con la medida de Haar (L2 (7")), del siguiente

modo

¢:C(T) — B(Ly(T)) (4.10)

f — ¢y, (4.11)
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donde ¢ actiia sobre cierta g € Ly(7") por multiplicacién asi ¢¢(g) = fg. Es sencillo verificar
que ||¢¢|| = || fll~- El espacio {§ equipado con la estructura minimal tiene ciertas propiedades

buenas, para poder verlo debemos primero definirlas.

Un espacio de operadores X se llamara \-exacto si, dada cualquier C*-algebra A y cual-

quier ideal bilatero cerrado Z C A, el operador completamente contractil

A® —>A®minX7

Q'I®mmX ya

cumple que [|Q7| < A

Lema 17. Para todo espacio de operadores X se tiene que
X Qmin min(ly) = X ®. 13,

como espacios de Banach.

Demostracién. En primer lugar, se sabe que X ®. C(S"!) = (C’(S"_l, X), |- Hoo> isométri-

camente (ver [12][Pagina 49]). Por otro lado, dado =z = Z zr ® e € X Quin min(ly), se
k

tiene la siguiente caracterizacion de la norma minimal

S v(ay) @ ekH , (4.12)
- My (13)

|%][min = sup
NweB),
donde el supremo es tomado sobre todo N natural y By = {v : X — My : ||v]|s < 1} (para

mas detalles sobre esta caracterizacion ver [11][Remark 2.1.2]).

Como £(z) = sup || Z (1) ® ekH es claro que (z) < ||| mn debido a (4.12).
peX* & Iy

Veamos que, la inclusién de C'(S™™!, My (C) € M, (C(S™1)) es contractil, o sea que dado
J
f= ZAjfj € C(S™ !, Mx(C)) tenemos que

Jj=1

I fllaz, ccsn-1)) < I fllecsn—1,my (©))- (4.13)
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De hecho tomando g; € B(Ly(S"!)) paratodo 1 <i < N

J
|| Z Aj ® fj(gh cee :gn)”?@kNZLQQLQ(S”—l)

7=1
J N N
= I A (DA D (Awag ) 2y oy
j=1 k=1 k=1

[
WE

(A;
J N

1> Q- (A wgl sy
k=

1 j=1 1

)
/S S A D Ak )| i)

=1 1
/(S s |IZA ® £i(g1s - g)Pdp(yr) - - dp(yy)

~

WE

1

.

<[, HZA & I 0. - 9u oD IPdian) - di)

<[ ZAJ' ® fill%-
=1

Tomando raiz cuadrada y luego supremo en B(Ly(S™" 1)) x -+ x B(Ly(S™ 1)) se sigue la
desigualdad que buscdbamos.
Gracias a la inclusion isométrica min(I3) C C(S™ 1)y aque lainclusiéon C'(S"~!, My (C) C

M, (C(S™ 1)) es contractil, para todo natural n y cualquier v € B, se sigue que

||Z”U(93k) ® exllm,ap = ||ZU($k) ® el ar, (sm-1)
k k
< | Zv(mk) ® exl|c(sn—1,my(C)
k

- 6(26 v(zk) ® e; My(C) @ O(Sn_1>
k

e((v® Id)x; My(C) ® C(S™1)

< ||v®]d||5(x;X®C’(S"_1))
< lllid|le(x; X @ 13)
< |l d|le(z; X @15) < e(x; X @ 13).

Tomando ahora supremo sobre todos los naturales n y sobre los v € B,, tendremos lo que

queriamos probar. O]
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Corolario 6. El espacio de operadores min(l3) es 1-exacto para todo n € N. Mds aiin @,

como estd definido para operadores \-exactos serd en este caso una completa isometria.

Demostracion. Por el Lema 17 tendremos que, para cualquier C*-dlgebra A y cualquier ideal

bilatero cerrado Z C A

A @min min(ly)  A®c I
T Qi min(ly) I @13
f Rmin mm(lQ) = f ®5 l2.
luego basta ver que
A®: 15 A
: — ®.
@ Tem T P2

n

n

[Zai ® ei] — Z[ai] ® e,

=1

€s una contraccion.
n

Seau = E a; ® e;, entonces
i=1

lulllaeery = mf{e(D> ai@e+ > bi®e): b €I} (4.14)
1®ely i=1 i=1
=1
= 1D [a] ®eillag.y = QW) 26,1y (4.16)
i=1

Como M,,(.A) es una C*-dlgebra, M, (Z) es un ideal bilatero y cerrado de ella, y

A 1y M,(A) ®. 15
2 oM, (C) = L TE2
To.p 20 = e
A  M(A)

aplicando lo recién obtenido a () ® Id,, se tiene que esta es una isometria. Tenemos entonces

que () es una completa isometria. ]

Gracias al Lema 17 y a la ecuacion (4.9) se tiene que

1D (e ®e;) @ (e ® )|l re2ompmmingz) < 1 (4.17)

i.j=1
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4.2. Existencia de una trilineal con violaciones no acotadas

Para un grupo G = {g;};>1 numerable y discreto se tendra l5(G), el espacio de Hilbert

definido a través del isomorfismo isométrico dado por la asignacion

¢3l2 — ZQ(G)

e — (ng. ,
vamos a definir la representacion regular a izquierda de
A G — B(lL(G)),

tal que \(g)(dx) = dgn. Notaremos C,..q(G) a la clausura de A\(G) en B(l2(G)) y la llamare-
mos la C*-dlgebra reducida de (G. Observemos que el grupo de matrices unitarias de N x N
Uy C My(C) es un subgrupo cerrado de Isom(CY), luego por el Teorema 23 existe una tni-
ca medida de Haar de probabilidad en Uy la cual notaremos . Para el grupo libre F,, con
n generadores {gi, ..., g,} su C*-dlgebra reducida puede ser realizada por matrices unitarias
aleatorias. En efecto, sean (Uy,)?_, matrices unitarias y aleatorias en U}, = &' Uy equipado

de la medida de Haar; definiremos la traza normalizada en U como

(@) = %trN(X),

para todo = € Uy, donde try es la traza clasica definida en My (C). Dadas Uy, ..., U, € Uy,

llamaremos al morfismo de grupos determinado por

TU,..., UniFn — Un

gi — Uiv

una representacién de F,, via (Uy, ..., U,).

Teorema 31. [Voiculescu] Dado € > 0y cierto 1 # a € T, sea

A(a) ={(Uh,....U,) € Uy : |tn (10,0, (@))| < €},

entonces 1im py(A,(a)) = 1.
n—oo
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No incluiremos una demostracion, para més detalles sobre el Teorema 31 ver [14].
Definamos 2 := {w = (ay,...,ax) : k € N, 1 & (ay,...,ax)}, el conjunto de k-uplas de

palabras distintas de 1. El Teorema 31 dird que dada una palabra a € [¥,,,

, . 1
Iim uny({(Us,...,U,) € Uy : |7 (70,0, (a))] < E}) =1,

N—o0

por lo cual, dada una k-ulpa w = (ay, ..., a;) € {2 existe un ndmero natural N, tal que

. (4.18)

| —

-----

Gracias a la ecuacion 4.18, para cadaw = (a1, . . ., ax) € Q deben existir (Uy,, ;)7-; € Uy,
tales que 7y, (a;) < % para cada 1 < ¢ < k. De ahora en mds, para cada w € Q, N, y
dichas matrices estardn fijos. Podremos entonces simplificar la notacion de la siguiente forma,
Uy 1, Un,, 1 SETA T, Y €n vez de Ty, diremos 7.

Es necesario introducir a continuacién algunas nociones acerca de filtros. Dado un conjunto

X, un filtro en X es un conjunto F en partes de X tal que:

1. El conjunto vacio no estd en .
2. Si Ay B son subconjuntos de X, A C By A € U, entonces B € U.
3. SiA,B € U,entonces ANB € U.

4. Si A es subconjunto de X luego A o A€ pertenecen a U{.

Diremos que B es base de un filtro si es no vacia, () € By la interseccion de dos conjuntos en

B también pertenece a 3. Es facil ver que
B ={F C X : BCF paraalgin B € B},

es un filtro, y lo llamaremos el filtro generado por 5. Si F; y F> son dos filtros sobre X diremos
que F7 es mds fino que F; si 5 C JFi. Dada una funcién f : X — Y, con Y un espacio
topolégico, si B es base de un filtro en X, diremos que y es un punto limite de f con respecto a B
si f~1(V)[B] para cada V entorno de y; a esto lo notaremos y = h’lrgn f. Por ultimo, llamaremos
ultrafiltro a todo filtro maximal en este sentido, o sea, que no existen filtro mas finos que él.

Puede verse, via el Lema de Zorn, que para cualquier filtro existe un ultra filtro que lo refina.
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Tomemos un ultrafiltro / refinando a los conjuntos de la forma

Vo ar. ) = {{bl,...,bn} CF,: k<nwcC {bl,...,bn}}.

Observemos que para todo a € ) se tiene que

ll’brln TuTu(a) = 0. (4.19)
De hecho, dado ¢ > 0 podemos tomar % < ¢y considerar la k-upla w = (a,...,a). Vale
que 7,(m,(a)) < %, mds atinsi b = (by,...,b,) € Q(a,....a) entonces, como a € {by,...,b,},

m5(m5(a)) < L < 1. Tenemos entonces que 7,(m,(a)) C (—¢,¢) para todo w € €, ., por

lo cual la pre-imagen de (—¢,¢) por la funcion en cuestion incluye siempre un elemento del
ultrafiltro. Hemos visto entonces que U/ refina al filtro generado por las pre-imagenes, que es lo

que querfamos ver.

Consideremos ahora el espacio (2, My, ) y definamos el ideal bilatero cerrado
T ={()w € lo(2, My,) : h'Lr{nTw(xZIw) = 0}.
Tengamos en cuenta también al cociente My, = [ (€2, My, )/Z y la representacion de grupo

m:F, — My
a — [(m(a)).].
Observemos que uno puede hacer la misma construccién definiendo 7 : IF,, — M;,; de manera
andloga, pero de forma tal que, dado N,,, 7y, : F,, — My, quede definido en los generadores
de F,, como 7, (g;) = UNW-.
Pensemos ahora en el producto cartesianos de los grupos libres I, x [F,,, usemos el espacio

lo(§2, My, ® My,) y consideremos dentro de €I, el ideal bilatero cerrado
T = {(w0)w: Y Tz (2fm) = 0}
u

Notaremos M} = [,(Q2, My, ® My,)/Z? al cociente y 72 a la traza dada por 72(z,) =

w

7wz (2)2,,). Si definimos
™ F,xF, — M
(a1,a2) — [(Fuw(a1) @ mu(az))wl,

se tiene el siguiente teorema.
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Teorema 32. 72 se extiende a un x-morfismo de \(F,, x F,,)" M} al que llamaremos m>.

No probaremos el Teorema 32, para mas detalles sobre este ver [15].

El Teorema 32 seré crucial en el siguiente teorema técnico que utilizaremos en la prueba del
teorema principal de la seccion. El siguiente teorema habla de la existencia de ciertas matrices
necesarias para la construccion de una sucesion de formas multilineales cuya norma comple-
tamente acotada tienda a infinito mientras que su norma como forma multilineal siempre es

acotada.

Teorema 33. C,.4(F,,) es completamente isomorfo a RC,,, mds aiin, se tiene que
n n n
I Zai ® €illmin < || Zai ® Gillmin < 2|| Z ;i @ €| min (4.20)
i=1 i=1 i=1

Una demostracion de este hecho puede verse en [11][Teorema 9.7.1]

Teorema 34. Existen matrices TZAZ,“’ € M3 tales que, si definimos Sﬁ“f =Un,i®Un, ¢ —i—Ti]\i[j“

se tiene que

sup{‘ Z @iirbjrcrrr (e @ e, Sﬁ“ej ®ej|} <5, 4.21)

donde el supremo se toma sobre todos los posibles Z lai|, Z b Z leww| < 1,y
i’ 4j’ KK/
ademads

lim To(Unyi ® UnyaSpsr) = O (4.22)
Demostracion. Definamos la aplicacion
id: RC,, — Crq(F,)
€ — Y
y definiremos

idz : RCEL — Cred(Fn) Qmin Cred(Fn) = Cred(IFn X Fn)

como id*> = id @ id. Gracias al Teorema 33 tendremos que ||id||4, < 2y luego [|id?|| < 4.
Consideramos 7%id* : RC? — M} y su engordado n?-ésimo

loo (MNuJ ® MNL/J)
T

72id? @ Idye : RC? @i min(1l") —» Opmin min (1Y),
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Gracias al Teorema 32 sabemos que 72 es un *-morfismo, y por el Lema 28 tendremos
entonces que 72 es completamente contractil. Por otro lado gracias al Lema 4.17
n
1Y Ui ® Uny il < 4,
iyi'=1
y como min(l5") es un espacio de operador 1-exacto, existe un levantado
n
77 N 2 : 2
ZNw = Z UNw,i ® UNw,i’ + Tu" € MZ,{ Omin mm(lg )7
i =1

< 5.

Nw 2
con Tz‘z" € IZ/I y ilelg HZNLU |‘M5®m¢nmin(l§‘2) >

. . 2 2
Teniendo en cuenta que My2 ®pin, min(ly ) = My2 ®. l3", tenemos que

donde el supremo se toma sobre todos los posibles E lai|, E b E lekrr| < 1, que es
i 3’ kk!
una de las cosas que buscabamos probar.

Sélo falta probar (4.22). En primer lugar veamos que
lim 73((UR, 3 ® Un, o) (U @ Unior)) = S, (4.23)

yaque, sii = h,i = h', entonces (Un, , @ Uy, ) = (UX,: ®Ux, )"y luego la traza
normalizada de su producto serd 1, en otro caso, gracias a (4.19), tendremos que vale 0.

Gracias a la linealidad de la traza y del limite, basta ver entonces que
lim 75((UR,, s ® Ung,,)) i) = 0. (4.24)

Usando que la traza induce un producto interno en cada M2 y por la desigualdad de Cauchy-

Schwarz tendremos

lim 73((Un,,; ® Un o)) o) < B 73 ((Ung, s ® UR, i) (Ui ® Ui i) 72 (T ) Thgi)
= lim 3((UX, 5 ® Ux, i) (Ui @ Uno)) M 73 ((T5) Ty

= Oinliry hg{n Tg((ﬂ%)*T}%) =0,

donde la ultima igualdad se debe a que (Tfi\;ﬁ)weﬂ € T7. Luego gracias a (4.23) y (4.24) conse-

guimos ver lo que faltaba. O]
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Observemos que la prueba de la existencia de los T es totalmente no constructiva, ya que

involucra la existencia de las matrices Uy, ; que se debe a un argumento probabilistico y luego
n
explota el hecho de que min(l5*) se 1-exacto por lo que puede levantarse Z Un,i® Uy,
i,i'=1

controlando su norma.

Ahora probaremos el Teorema 27.

Demostracion del Teorema 27. Definamos el estado (sin normalizar)

1 N Ny
N Z Z ejaUN* i€k €z®6] ®€k7
VnN, = ]

como las matrices Uy, ; son unitarias su norma es 1, se tendra entonces que

(Ung,¥n,) = Z Z (e, Un, iex) (€, U, wew) (e er)(€j, €5){er, exr)

wll—l]k,]/k/ 1

n Ny
= njlv D0 e Uk aen)

“oi=1 j k=1
1 n Ny
= kel <1,
“oi=1 k=1

por lo tanto (¢n,,, YN, ) < 1, paratodo w € €.

Definamos ahora la forma trilineal

. n? NZ N

((e; @ ew), (e;@ep), (e ®ew)) — (er ®ew, Spe; ®ej).

Gracias al Teorema 34 vale que ||vy, || < 5. Llamemos ¢ = ¢*, con ¢ la aplicacién definida

en el Teorema 30, y definamos una forma trilineal 7" mediante el siguiente diagrama

2 N2 N2
I < log” Xl

T
q®q®q l
2 2 2 VN,

0 x e x i) 2 =
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En primer lugar | T||.. < 1, yaque

[Tlloe = llon.(¢®q® )]

= sup [UN,, (4 ® ¢ @ q)||oo (21, T2, T3)|

J11€Bln2 ,2,T3€B N2
oo [29%

= sup lun, (q(71), q(22), q(23))]

x1 GBZ,LQ @2,23€8B N2
[eS) log

< ||Q||3 Sup [N, (1, 2, T3)|
m1€Blg§ 7I27$3€BZN5
o0

= llalPllow. I < llall*s.

Ademds, gracias al Teorema 30 ¢ : ¥ — RC,, es un completo cociente, por lo cual

existen b € M, (12 ) y b € My, (I2%) tales que |[b], [B]| < 1y

(4@ 1d,)(b) = %Z (eier) ® (e ® ex),

i,0'=1

N,

R 1 Qe

(q® Idy,)(b) = > (e;@e) @ (¢ ® ejr),
VNG 5T

n
la condicién ||b]|, HZH =< 1 se debe al Lema 16 que implica que \/Lﬁ Z (e;Rey) ® (e; @ eyr)
ii'=1
tiene norma 1 para cualquier natural 7.

~

Veamos que para todo n existe cierto NV, para el cual ||(¢¥n,, T N, N, (b, b, b)n,)| = Vn.

Primero observemos que

Tn,Nw,Nw (ba/b\v/\) =

=T ®Id, ® Idy, ® Idy,(b,b,b)

—un,(q® q® q) ® Id, ® Idy, @ Idy,(b,b,b)

~

— un, (g © Id,)b, (¢ @ Idn,)b, (g © Idn,)b)

TEY Y e oo ® s @ o)

3,i/=1 7,5 k,k'=1

n N,
1 w
No/n YD (e®ew, Sire; @ep)((ei@er) ® (¢;8e) ® (ex@ew)),
v ii'=17,5 k,k'=1
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tendremos entonces

~

[(n, s Ty v, (0,0, D)0N)| =

n N,
1 w
=% \/ﬁ‘@ﬂNm D) (e @ew, Sire; ®ep)((eiQer) ® (e;e5) © (exQew)) Y,
v ii'=17.7" kk'=1
1

n N,
N B
an\/ﬁ‘ ”/Z1 j7j/,kz,l<:'1<€k ® ew, S (€5 ® e)){e;, U, sex) (€5, Ux, wew)

1 - T * Ny
= W‘ ”2/;1 TT((UNM ® UNw,i’)Sii’ ) ‘

n Ny,

1
:—Tr< 2((UY UL )SN)(e; @ e (e ®e/>‘—> n,
vl 20 3 AR Vi) @ e)len ) )| Vi
ya que el Teorema 34 asegura que
n Ny
Z Z Tz((Uﬁw,i &® U]#\}w,i’)SIJz\i[z“’}Xei X 61/)@<€h X €h/) —U idZQQ'
ii'=1 h,h'=1

Logramos entonces una forma trilineal cuya norma como tal es acotada pero con norma cb
infinita, con lo cual, por el Teorema 29, las violaciones para ella serdn no acotadas. Mds ain
encontramos el operador de densidad y obrservables con los cuales la violacién es mayor que
alguna constante por /n para todo n € N. El operador de densidad es aquel que proviene del

estado que se explicita en el enunciado del Teorema 27. O]
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Capitulo 5

Conclusion

Hemos estudiado a lo largo de este trabajo el problema de las desigualdades de Bell y sus
violaciones. Logramos ver las implicaciones que tienen en la interpretacion del mundo desde
la fisica y estudiamos varios problemas surgidos del estudio de estas desigualdades median-
te técnicas propias del andlisis funcional. Vimos una notable relacion entre la estructura de
las clases de Schatten y las violaciones a desigualdades de Bell, develando una de los tantos
vinculos inesperados que hay entre la matematica y la fisica que hacen tan rica su relacion.
Ademas entendimos como los espacios de operadores brindan una nueva interpretacién desde
la matematica de estas violaciones cuando se considera la norma completamente acotada de
una forma multilineal. Pudimos encontrar violaciones no acotadas, aunque de forma para na-
da constructiva. Queda entonces la pregunta pendiente ;pueden hallarse de forma constructiva
estados cudnticos cuyas violaciones a desigualdades de Bell sean no acotadas? Contestar esta
pregunta serd muy productivo tanto en el terreno de la matemética como para la fisica, donde
saber que estados dan violaciones no acotadas ayudaria mucho en el desarrollo de experimen-
tos concretos para su estudio en laboratorios. En conclusion, desde el momento del planteo del
problema esencial acerca de la no completitud de la cuéntica, hecho por EPR a principios del
siglo pasado, hasta hoy a corrido mucha agua bajo el puente de las desigualdades de Bell. Gran
parte de la evolucién en su estudio se debe a la aplicacion de técnicas tensoriales en espacios
de Banach y de espacios de operadores en €l. Asimismo el problema de las desigualdades de
Bell ha impulsado el desarrollo de la matemética respondiendo por ejemplo a una pregunta que

parecia totalmente disconexa sobre la estructura de las clases de Schatten y dando también la

135
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existencia de una forma multilineal con norma acotada pero con norma cb infinita. Creo que

este campo de estudio todavia tiene mucho con que sorprendernos y, por lo tanto, vale la pena

dedicarse a su estudio.
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