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Introduccién y preliminares

Introduccién

La teoria de la complejidad descriptiva se encuentra en la interseccion
entre la teoria de modelos finitos y la teoria de la complejidad computacio-
nal. Estudia las caracterizaciones de las clases de complejidad a través del
tipo de légica necesario para expresar (describir) las propiedades de modelos
finitos en dichas clases. Los estudios sobre la conexién entre clases de com-
plejidad y 16gicas comenzaron con Fagin [11], donde prueba la equivalencia
entre la clase NPTIME y las clases definibles en ¥} (més adelante daremos
una definicién de esta equivalencia). El trabajo de Fagin fue el disparador
para otras investigaciones, entre las que se destacan las de Immerman [20],
Vardi [27] y Gurevich [16] entre otros. Esta conexién entre clases de comple-
jidad y formalismos 16gicos (a la que hacemos referencia diciendo que una
légica captura una clase de complejidad) permite traducir problemas de un
area a la otra con facilidad, mostrando que muchas clases de complejidad
tienen formulaciones naturales y ampliando la técnicas disponibles para la
demostracion de teoremas.

La légica tiene la capacidad, a diferencia de los algoritmos, de expresar
una propiedad sobre una estructura independientemente de su representa-
cién. Un algoritmo requiere una codificacién de una estructura, lo cual im-
pone un orden sobre los elementos de la misma. Los algoritmos hacen uso
de éste constantemente (a la hora de iterar un procedimiento, de llevar un
contador, etc.) por lo cual cuando una légica no dispone de un orden, el
problema de encontrar una conexién con una clase de complejidad es mucho
mas dificil. Es por esto que el orden juega un rol fundamental en la teoria de
la complejidad descriptiva.

Nos concentramos en los aspectos l6gicos de la teoria. En el Capitulo 1,
definimos las distintas légicas que utilizamos a lo largo del trabajo. Definimos
también distintos juegos, que utilizamos para hacer un anélisis del poder
expresivo de las 1égicas definidas y compararlas.

En el Capitulo 2, introducimos las nociones de teoria de la complejidad
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necesarias para luego presentar los resultados clasicos de la teoria, como el
teorema de Immerman-Vardi y el de Fagin. Presentamos algunas consecuen-
cias de éstos, que ilustran como pueden traducirse desigualdades entre clases
de complejidad a desigualdades entre el poder expresivo de distintas 16gi-
cas. Nos concentramos también en el problema de encontrar una logica que
capture la clase PTIME. La pregunta de si existe una légica que exprese, exac-
tamente, todas las propiedades decidibles en tiempo polinomial, es uno de
los principales problemas abiertos de la teoria. Las légicas propuestas hasta
el momento, mostraron no tener el poder expresivo necesario.

Por tltimo, en el Capitulo 3, introducimos herramientas que permiten
extender los resultados clasicos, que presuponen un orden en las estructuras,
a estructuras que no disponen de uno. Por un lado presentamos la nocién de
orden definible, estudiando sus alcances y limitaciones. Presentamos algunos
resultados de Dawar [7], completando y resumiendo algunas demostraciones.
Introducimos también la nociéon de canonizacion, que extiende la de orden
definible. En particular nos concentramos en canonizaciones definibles me-
diante una légica. Nos basamos en los trabajos de Grohe [15, 14, 13], dando
algunas definiciones propias, que permiten expresar algunos resultados de
forma mas simple.

Notacion y preliminares

Presuponemos cierta familiaridad con la teoria de modelos, en particular
con la de modelos finitos. Una introduccién a los conceptos bésicos pueden
encontrarse en los primeros capitulos de [22] o [23]. Las siguientes definiciones
son presentadas con la intencién principal de fijar notacion.

Todos los lenguajes seran finitos y relacionales, es decir, solo consideramos
simbolos de relacion, cada uno con su respectiva aridad. Nos interesaremos
particularmente en estructuras finitas. Dado un lenguaje o = {R"", ..., Rfn},
una o-estructura finita, A, es una tupla (A, R{, ..., RA), donde A es un con-
junto finito que llamamos universo. Cada R es una relacién en A¥. Obvia-
remos subindices y supraindices si el contexto permite evitar confusiones. El
tamano de A es |A] (el cardinal de A). A menos que se aclare lo contrario
todas las estructuras seran finitas, por lo que las llamaremos simplemente
estructuras. Una subestructura de una estructura A es un subconjunto de
A, donde cada simbolo de relacion R, se interpreta como la correspondiente
restriccion de RA. Dadas dos estructuras A y B, un isomorfismo entre A y
B es una funcién biyectiva f : A — B tal que para todo ay,...,a; € A¥ y
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RF € o se cumple

RA(ay,...,a) sii RP(f(ay), ..., fax)).

Naturalmente, A = B significa que existe un isomorfismo entre A y B.

Siempre que hablemos de estructuras hay un vocabulario ¢ implicito,
que especificaremos si el contexto es ambiguo. Una clase de estructuras es
cualquier familia o coleccion de éstas. Una propiedad de estructuras es una
clase que a su vez es cerrada por isomorfismos, es decir quesi A € Py A =~ B,
entonces B € P. Notamos con Struc[o] a la clase de todas las o-estructuras.

Hablamos de un alfabeto 3, cuando nos referimos a un conjunto de simbo-
los con el que pretendemos formar palabras, tiras finitas de elementos de 3.
Al conjunto de palabras lo notaremos, como es usual, con >*.

A lo largo de la exposicion nos referiremos distintas ldgicas. Todas con-
sisten en un conjunto de férmulas (que daremos a partir de ciertas reglas de
formacion, su sintazis) y una regla para asignarle a cada férmula una propie-
dad de estructuras (es decir darle significado a la férmula, la semdntica). Dar
con una definicién general de logica, o sea, qué propiedades queremos que ten-
gan la sintaxis y la seméntica no es para nada trivial y depende fuertemente
de lo que uno quiera hacer con ella. Si bien en la Seccién 2.3 abordaremos
(brevemente) la definicién de 16gica abstracta, siempre que digamos ldgica
tendremos en mente alguna de las definidas. Ebbinghaus [8] hace un anélisis
profundo de qué propiedades dan pie a qué logicas.

Para la construccion de férmulas, es necesario fijar tanto un vocabulario
como una logica. Por lo tanto si L es la logica y o el vocabulario, lo adecuado
es hablar de L[o]-férmulas. Para hacer més agradable la lectura, nos referi-
remos a o-féormulas, £-férmulas o simplemente féormulas, dependiendo de en
qué querramos hacer hincapié.

Grafos

La clase de estructuras con la que mas trabajaremos es la de grafos. Si
bien no precisaremos de resultados muy sofisticados de la teoria de grafos y
daremos todas las definiciones pertinentes, el libro de Bondy [3] es una buena
referencia para saldar cualquier duda. Un grafo G = (G, EY) es una {E}-
estructura, donde F es un simbolo de relacion binaria. A los elementos de GG
los llamamos vértices y a cada par en EY, arista. La relacién EY es simétrica,
y antireflexiva (el grafo no tiene bucles). Para referirnos a grafos donde E
puede no ser simétrica, hablamos de grafos dirigidos. En ese contexto, una
raiz es un vértice al que no llega ninguna arista. Dados dos vértices, vy y
v, decimos que vy es hijo de wvq, si vale Fvyv;. En ese caso decimos que
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vy es padre de vy. Una linea es un grafo tal que sus vértices pueden ser
ordenados de modo que dos son adyacentes si y sé6lo si son consecutivos. Un
ciclo es similar a una linea pero ademas el primer y ultimo vértice también
son adyacentes. Un paseo en un grafo es una secuencia alternada de vértices
y aristas, vgequier...vg tal que v; v v;41 son los extremos de e;. Los vértices
Vo v v se dicen extremos del camino. Un grafo es conexo si dado cualquier
par de vértices existe un camino que los tiene como extremos. Un drbol es
un grafo conexo y sin ciclos. Més adelante daremos descripciones légicas de
éstas clases.

Ordenes

Decimos que una relacion binaria < es un orden parcial en un conjunto,
si es reflexiva, antisimétrica y transitiva. Si ademas vale que para todo par
de elementos z, y vale x < y o y < x, decimos que es un orden total. Si lo
notamos con el simbolo <, consideramos el orden estricto. Un preorden es
una relacion reflexiva, transitiva y total pero no necesariamente antisimétrica.
En general la notamos con <. Podemos pensarlo como un orden de clases
determinadas por una relacién de equivalencia. Si dados a y b, vale que a < b
y b = a, diremos que a y b son equivalentes para el preorden. Hacemos
referencia, a menudo, al orden lexicogréfico de tuplas, que notamos con <.
Utilizamos <., cuando consideramos el orden estricto. Dadas dos tuplas
distintas @y b, vale @ <jey b si, en el primer lugar donde @ y b difieren, digamos
1, vale a; < b;. El resto de la notacion que utilizaremos serd introducida a lo
largo del trabajo.



Capitulo 1
Loégicas

En este capitulo introducimos las principales légicas que utilizamos a lo
largo del trabajo, junto con herramientas que permiten estudiar su poder
expresivo. A lo largo del capitulo, presentamos una serie de ejemplos con el
fin de ilustrar su poder expresivo y sus limitaciones.

Comenzamos con la légica de primer orden, que suponemos conocida para
el lector, con el fin de fijar la notacion y mostrar, mediante algunos ejemplos,
su poder expresivo.

En la Seccién 1.2 introducimos los juegos de Ehrenfeucht-Fraissé, que
sirven para mostrar limitaciones en cuanto a la expresividad. [lustramos esta
técnica, con ejemplos de los limites de la légica de primer orden.

Luego introducimos las légicas de punto fijo, entre las que destacamos a
FO(IFP), pues, como veremos, captura PTIME sobre la clase de estructuras
ordenadas.

En la Seccion 1.4 repasamos las definiciones bésicas de la logica L., una
extension de la logica primer orden, que permite conjunciones y disyunciones
infinitas. Nos es 1til su estudio, pues las légicas de punto fijo resultan ser un
fragmento de ésta.

En la siguiente seccién definimos el fragmento existencial de la légica de
segundo orden. Resulta importante, pues, como veremos en el Teorema de
Fagin, captura la clase NPTIME.

Por 1ltimo, introducimos una familia de logicas que admiten dos tipos de
variables, unas que se interpretan sobre conjuntos finitos, y otras que toman
valores numéricos, es decir, sobre un segmento inicial de N. Estas légicas
tienen la capacidad de expresar operaciones aritméticas.

A lo largo de este trabajo cada vez que nos refiramos a una légica L (a
menos que se aclare lo contrario) se estara haciendo referencia a alguna de
las ya presentadas.
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1.1. Légica de primer orden

Sintaxis

Para empezar, vale recordar la sintaxis y seméantica de la logica de primer
orden (FO), aunque sea sélo para fijar la notacién. Dado un vocabulario o
una FO[o]-férmula es una expresién en el lenguaje que consiste de:

= Jos simbolos de o,

las variables individuales zy,2o,... ,

los conectivos —, V,

el cuantificador existencial 3,

los paréntesis ),( y

y el simbolo de igualdad =.

Definimos el conjunto de FO-férmulas inductivamente. Construimos primero
las férmulas atomicas.

= Si x e y son variables, la expresién x = y es una férmula atémica.

» Si R¥ € 0 y Z es una tupla de variables de longitud k, R*Z es una
férmula atémica.

A partir de éstas el resto de las férmulas.
» Si ¢ es una formula —¢p lo es.
» Sipy e son férmulas (¢ V) lo es.
= Si ¢ es una férmula y = una variable dzy lo es.

Utilizaremos (p A ), (¢ — ¥), (¢ <> ¥) y VYzp para abreviar las expresiones
(= V=), (2 V), ((me V) A (= V e)) y -Jz—g respectivamente.
Escribimos Jz...x; en lugar de Jxy...3x.

Decimos que una aparicién de una variable en una féormula es libre si
no esta cuantificada, caso contrario decimos que esta ligada. Notamos con
free(y) al conjunto de variables que aparecen libres en . Tenemos entonces

= free(r =y) = {z,y},
» free(Rz) := {7},
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= free(p V) = free(p) U free(y),
= free(—p) = free(p),
w free(Jzp) := free(p) — {z}.

Observacion 1.1.1. Una variable en una férmula puede tener a la vez apari-
ciones libres y ligadas, como es el caso de x en la formula:

Vi((y < z) Az =y)).

Una sentencia es una férmula sin variables libres. Escribimos (x4, xa, ..., ;)
para indicar que las variables libres de ¢ se encuentran entre x, zo, ..., .

Semantica

Interpretamos las FO-férmulas sobre estructuras. Utilizaremos valuacio-
nes para tratar el caso de variables libres. Dada una estructura A, una valua-
cién v, es una funcién que asocia a cada variable  un elemento del universo
A. Con v[7] sos referimos a la valuacion que coincide con v salvo, quizds, en
x donde vale a. Con (A, ay, ..., ax) nos referimos a la estructura A y alguna
valuacién v tal que v(x;) = a;. Definimos la relacién = entre valuaciones y
férmulas inductivamente.

w (Av) = = sii v(z) = v(g).

» (A,v) E Rz sii v(z) € R

= (A v) Er Vs (Av) Evro A=y,

= (Av) E—psiino (A v) e

» (A,v) | Jop sii para algin a € A vale que (A, V[%]) = ¢.

En general notaremos con A = ¢(a) a (A,v) = ¢(Z), donde a = v(Z).
Decimos que una sentencia ¢ define una clase de estructuras K si

AE¢ sii Aek.

En ese caso decimos que K es definible. Dada ¢ con variables libres zq, ...,
la relacion definida por ¢ es

R:={(a1,...,ax) € A| AE olay,...,a)}.

En este caso decimos que R es definible. Una férmula ¢ define una relacion
sobre K si la define sobre cada estructura de K. Usamos las abreviaturas T
(true) y L (false) para z = x y -~z = x respectivamente.
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Ejemplo 1.1.2 (Grafos). Tomando o = {E}, con E una relacion binaria,
podemos definir la clase de grafos mediante la formula:

Pgrafo = Yo E(z,v) A\VaVy(E(z,y) — E(y,x)).

Ejemplo 1.1.3 (Orden). Sea o con < € 0. La clase de estructuras ordena-
das (por <) es la definida por la conjuncion de las siguientes formulas, que
notamos con Porq.

Veyz((z <y) A (y < 2)) = (z < 2)) (transitiva)
Vey((z <y)A(y<z)) = (r=1y9)) (antisimétrica)
Vo(x < x) (refelxiva)

Vay((x <y) vV (y < x)) (total)

Siempre que tengamos estructuras ordenadas por <, nos reservamos el simbo-
lo < para expresar el orden estricto. Con x <y notamos (x < y) A (x # y).

Ejemplo 1.1.4 (Sucesor). Sea o igual que en el ejemplo anterior. Pode-
mos definir la relacion de sucesor sobre la clase de estructuras ordenadas
mediante:

Osue(T,y) = (x <y) AVz((x < 2) = (y < 2)).

Si dos estructuras A y B cumplen las mismas sentencias de primer orden,
decimos que son elementalmente equivalentes y lo notamos A = B.

Proposicion 1.1.5 (Teorema 1.1.10 en [23]). Si A~ B entonces A= B. Es
mas, si [ es un isomorfismo, para toda formula o(x1, ..., xx), vale

A play, . a) s Bl g(f(ar), .. flar))-

Podemos pensar en ésto como que |= “respeta” isomorfismos. En general
usamos la notacién A =* B, para decir que A y B satisfacen las mismas
L-sentencias. La siguiente proposicién muestra como FO caracteriza (médulo
isomorfismos) completamente a una estructura finita.

Proposicion 1.1.6. Dada una estructura A eziste una FO-formula ¢4 tal
que para toda estructura B wvale

BlEwoa sii Bz A
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Demostracion. Dada A, supongamos A = {ay,...,a,}, consideremos para
cada R € o de aridad k, la formula

gpﬁ(xl, ey TE) = /\ Rz, ..x;, /\ —Rx;,..x,.
(ail,...,aik)GR““ (ail,...,aik)éRv“
Luego,
oa = Elxlxn((/\ T; # xj)) /\ Oh (1, .y mr)) A VY( \/ Yy =x;))
1#£] Reo 1<i<n
es la férmula que buscabamos. O]

Corolario 1.1.7. Si A y B son estructuras, entonces A = B implica A ~ B.

Observacion 1.1.8. El resultado anterior no es ciertos si consideramos estruc-
turas infinitas.

1.2. Juegos de Ehrenfeucht-Fraissé

Los juegos son una valiosa herramienta a la hora de estudiar los limites en
la capacidad expresiva de una légica. En particular, para probar resultados
de expresabilidad o inexpresividad. Cobran un valor ain mayor cuando nos
restringimos a estructuras finitas, donde otros recursos como el Teorema de
Compacidad, 1a Propiedad de Beth y el Teorema de Interpolacion no pueden
utilizarse (ver [9]). Los juegos fueron introducidos por Eherenfeucht [10],
a Fraissé se debe la formulacién algebraica del mismo resultado, diez anos
anterior [12].

1.2.1. Definiciones previas

Llamamos rango cuantificacional de una FO-férmula ¢, gr(y¢), a la can-
tidad de cuantificadores anidados que aparecen en ¢. Lo definimos inducti-
vamente.
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Dado m € N, decimos A y B son m-equivalentes y lo notamos A =,, B, si
satisfacen las mismas sentencias de rango cuantificacional menor igual a m.

Definicion 1.2.1. Dadas dos estructuras A y B, un isomorfismo parcial
entre A y B es un una funcién inyectiva f, con dominio un subconjunto de
A, tal que para todo aq, ..., a; en el dominio de f y todo R € o de aridad k,
vale que,

RAay..a, sii RPb..by. (1.1)

Notamos como @ + b al isomorfismo parcial f tal que f(a;) = b;.

1.2.2. El juego

Sean A y B estructuras, a € A® y b € B*, el juego G,,(A, a, B,b) es juga-
do por dos jugadores, Spoiler y Duplicator. En cada jugada Spoiler elige una
estructura, A o B y un elemento en el universo correspondiente. Supongamos
que en la jugada i-ésima elije a; € A. Luego Duplicator debe elegir un ele-
mento b; € B de manera que aas...a; — bby...b; sea un isomorfismo parcial.
Duplicator gana si aaj...a,, — bb;...b,, resulta un isomorfismo parcial. Caso
contrario gana Spoiler. Es decir, Duplicator intenta probar que dos estructu-
ras son indistinguibles, Spoiler que no. Observemos que con esta definicion
Duplicator gana el juego Go(A,a, B,b) si y sélo si @ + b es un isomorfismo
parcial, si y sélo si @ y b satisfacen las mismas férmulas libres de cuantifica-
dores.

Observemos también que si m > 0, Duplicator gana G,, (A, aa, B, bb) si pa-
ra todo a € A, existe b € B, tal que gana G,,_1(A,a, B,b) y para todo b € B,
existe un a € A, tal que gana G,,_1(A, aa, B, bb). La observacion anterior da
la pauta de como relacionar la cantidad de jugadas con el rango cuantifica-
cional de una formula. Este hecho se formaliza en la siguiente proposicién,
obviaremos una demostracion de ésta, que puede encontrarse en la literatura.
Notamos con G,, (A, B) al juego en el caso que s = 0.

Proposicion 1.2.2 (Teorema 2.2.8. en [9]). Son equivalentes:
(1) Duplicator gana el juego G,,(A, B).
() A=, B.

El siguiente corolario es una consecuencia de la caracterizacion de los
juegos mediante logicas. Es un caso particular de lo que en teoria de juegos
se conoce como composicion de estrategias.
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Corolario 1.2.3. Si Duplicator gana el juego G,,(A,B) y el juego G,,(B,C),
entonces gana G,,(A,C).

Demostracion. Basta notar que A =, By B =, C implica A =, C. ]

Proposicion 1.2.4. Sea P una propiedad de estructuras. Si para todo m €
N, existen A,, € P y B, € P tal que A,, =, B, entones P no es definible
por una FO-formula.

Demostracion. Sea ¢ la férmula que define a P, supongamos rq(¢) = k.
Luego A | ¢ para todo A € Py B = —p para todo B ¢ P. Si tomamos,
para un m > k, A,, y B,, como en el enunciado, tenemos que:

A, E e sii By, E o,

lo que es absurdo. O

Los siguientes ejemplos muestran como pueden aplicarse estos juegos para
mostrar que ciertas clases no son definibles en FO.

Ejemplo 1.2.5 (Paridad). Fijemos o = (). Dadas dos o-estructuras A y B
(conjuntos), cualquier funcion inyectiva de A a B resulta un isomorfismo
parcial. Por lo que, en cada jugada, elegir cualquier elemento (que no haya
sido elegido atin) de la estructura correspondiente, es una estrategia ganadora
para Duplicator. Sea m € N. Si |A|,|B| > m, Duplicator gana G,,(A,B).
Luego A =,, B. Aplicando la Proposicion 1.2.4, la clase de conjuntos de
cardinal par no es definible en FO.

Ejemplo 1.2.6 (Paridad en estructuras ordenadas). Sea 0 = {<} y K la
clase de estructuras ordenadas. Un isomorfismo parcial entre estructuras de
K es una funcion inyectiva que respeta el orden (la unica relacion en o).
Veamos que si |Al,|B| > 2™ entonces A =, B. Por lo que la paridad tampoco
es FO-definible sobre la clase de ordenes.

Dada A € IC, definimos la funcion distancia d : A x A — N como

d(a,b) :={d € Al (a<d <b)o(b<d <a)}. (1.2)
Para cada j € N la distancia truncada

d(a,b) si d(a,b) <2

00 caso contrario

d;(a,b) = { (1.3)

Sean m € N y A, B € K con |A|,|B| > 2™. Vamos a dar una estrategia
para Duplicator en G,,(A, B). Consiste en construir el isomorfismo parcial
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teniendo en cuenta la distancia. Para la primera jugada, supongamos que S
elije a € A. Existen dos posibilidades, o bien a estd “cerca” de algun extremo,
que notamos con min o max, €s decir

d(a,min) < 2™ ' o d(a,mar) < 2™ !,
o bien,
d(a,min) = d(a, mazx) = oo.

En el primer caso Duplicator responde con (el inico) b € B a igual distancia.
En el sequndo caso Duplicator responde con algin b € B a distancia oo de
los extremos, que existe por la suposicion en el tamano de las estructuras.
Supongamos que el isomorfismo parcial construido hasta la jugada i-ésima
respeta d,,_; y Spoiler eljie a;,1 en A. Si para algin a’ jugado anteriormente,

d(a,a’) < 2"

hay un dnico b € B a esa distancia de b de manera tal que el orden se
respete. Esa es la jugada de Duplicator. Si, en cambio, para todo o

dm—i(a,a’) = oo,
supongamos a; < a < ajy1 Con aj Y a1 ya jugados. Como
dm—i(a,a;) = dpm—i(a,a; + 1) = oo, (1.4)

debe ser dp,—(i—1)(aj,aj41) = 0o. Por lo que dy——1y(b;,bj41) = 00. Luego
eziste b € B tal que

bj <b< bj+1
dm,i(b, b]) = dm,i(b, bj -+ 1) = OQ.
Esa es la jugada de Duplicator.

Ejemplo 1.2.7 (Conexién). Sean 0 = {E} y K la clase de grafos. Sea Cy, el
ciclo de k vértices, es decir, Cy tiene como universo al segmento [0,k — 1] e
interpretamos la relacion de adyacencia como

E% = {(i,i+1),(i+1,4),(0,k—1),(k—1,0) | i <k —1}.

Podemos adaptar el ejemplo anterior considerando la funcion d como la dis-
tancia en el grafo, es decir, el minimo n tal que hay un camino de longitud
n entre a y b, st no hay ningin camino fijamos d como oo. Definimos la
distancia truncada d;, igual que en el ejemplo anterior.

La misma estrategia sirve para Duplicator,obviando el orden, para ganar el
Juego G, (Cr, CLIC) con k > 2™. Por lo tanto la clase de grafos conexos tam-
poco es definible en FO. Tampoco lo es la clausura transitiva de la relacion
de adyacencia, pues la conexion es facilmente definible a partir de ésta.
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1.2.3. Comparacion de légicas

A continuacién definiremos distintas logicas, que extienden a FO agre-
gando formulas que permiten definir propiedades que FO no puede. Si £ y
L, son dos logicas, notamos con £ < Lo, que L1 es mds expresiva que Ls.
Es decir, dada una £q-férmula ¢, existe una Lo-férmula v, tal que para toda
estructura A y valuacion v,

(A7 V) }:51 2 sii (-Av V) }:Ez ¢

En ese caso decimos que ¢ y ¥ son equivalentes. Notamos con £ 5 Lo
cuando vale £; £ Ly y no vale £, < L. Notamos £; = L, cuando valen
ambas desigualdades. En ese caso decimos que £, y L5 son equivalentes.

1.3. Ldgicas de punto fijo

Una de las falencias de la légica de primer orden es su incapacidad para
expresar recurrencias. Esto impide, por ejemplo, definir la clausura transi-
tiva de una relacién. Se puede salvar esta falencia extendiendo a FO con
operadores de punto fijo, que permiten, justamente, definir relaciones via re-
currencias. Antes de definir la sintaxis y semantica de estas 16gicas precisamos
de algunas definiciones previas.

1.3.1. Operadores de punto fijo

Definicion 1.3.1. Sea B un conjunto finito y F : P(B) — P(B) un opera-
dor.
Consideremos la sucesion:

JT-O = ®7
Fn=F(Fn1).
Decimos que F tiene un punto fijo, si para algin ng, F,, = Fn,+1. En ese

caso definimos F, := F,, y lo llamamos punto fijo de F. Si esto no ocurre
definimos Fo, := 0.

Si para todo X € P(B) vale que X C F(X), decimos que F es un
operador inflacionario. En ese caso para todo n vale que F,, C F11.

Proposicion 1.3.2. Valen las siguientes afirmaciones:
(a) Si F tiene un punto fijo Foo = Fyin_;.

(b) Si F es inflacionario tiene un punto fijo y Foo = Fip|.
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Demostracion. (a) Como |P(B)| = 2B debe ser Fpn = F, para algtin
n < 2Bl entonces FoiBl = Foo- Si, en cambio, Fys # Fom_q €l operador
oscila.

(b) Como Fy C Fy C ... C B la sucesién debe estancarse en no mas de
| B| pasos. O

Observacion 1.3.3. Dado un operador cualquiera F el operador F (X) =
F(X) U X resulta inflacionario.

Sea ¢(z, X) una férmula en el vocabulario o, donde X es una variable
de relacién con aridad la longitud de z (llamémosla k). Consideremos una
o-estrucutra A. Podemos definir el siguiente operador sobre P(AF):

F?(R):={ac A" | A= ¢(a,R)}.

Ejemplo 1.3.4 (Clausura transitiva). Sean 0 = {E} y G = (G, EY) un
grafo. St tomamos

p(z,y,X) == By V (32(Xzz A Xzy)),
resulta: F§ =0, F{ = EY, luego
Fy ={(a,b) | EabV (3zEaz N Ezb)},

es decir, los pares (a,b) tales que existe un camino de longitud a lo sumo 2
entre a y b. Siguiendo,

F? ={(a,b) | existe un camino de lo longitud a lo sumo n entre a y b}.

Luego FZ resulta la clausura transitiva de la relacion E.

1.3.2. FO(IFP) y FO(PFP)

Podemos extener a FO mediante operadores de punto fijo obteniendo
FO(PFP). Por otra parte FO(IFP) serd el fragmento de ésta que resulta de
restringirse a operadores inflacionarios.

Sintaxis

Construiremos FO(IFP)- y FO(PFP)-férmulas de manera similar. Ademds
de variables de individuales, el lenguaje tiene para cada k € N variables de
relacién k-arias X%, X% ... X§. Extendemos al conjunto de férmulas de pri-
mer orden agregando las del tipo X*x;25...7; y una nueva regla de formacién
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para el operador de punto fijo. Si X* es una variable de relacién, z y ¢ tuplas
de variables individuales de longitud k£ y ¢ una férmula, entonces:

IFP [XZ + ] (D),
PFP [ X7 + ¢] (D).

son FO(IFP) y FO(PFP) férmulas respectivamente. Observemos que, con las

reglas definidas, sélo las variables individuales pueden aparecer cuantificadas.
Las variables libres las definimos como:

w free(Xz) :={z, X},

< free(IFP Xz « ¢] (1)) = (free() — {X,2}) U {E}.

Semantica

Interpretamos las FO(IFP) o FO(PFP) férmulas en estructuras, donde aho-
ra una valuacion v no sélo asigna elementos del universo a variables indivi-
duales, si no también, una relacion de aridad k a cada variable de relacién
X*. La relacién = la definimos inductivamente igual que en el caso de FO,
agregando los siguientes casos:

» (Av) E Xz sii v(z) € v(X).
s (A, v) EIFP[XZ < | (f) sii v(t) € FXove,

» (A,v) EPFP[XT <« ] (t) sii v(t) e F2.

Observemos que el operador FX¥V¢ resulta inflacionario cualquiera sea ¢.

Ejemplo 1.3.5 (Grafos conexos en FO(IFP)). Con la misma idea que en el
Ejemplo 1.53.4, la formula:

IFP [Xzy < Exy V (3zXzz A Xzy)] (s, 1),
define la clausura transitiva de E. Luego,
Oeon = Vst IFP [Xzy < Exy V (IzXzz A Xzy)] (s, ),

define la clase de grafos conexos, lo que prueba que FO 5 FO(IFP).
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Ejemplo 1.3.6 (Grafos aciclicos). Tomando nuevamente el vocabulario de
los grafos, consideremos la siguiente formula:

¢ = Vy(E(y,z) = Xy).

Dado un grafo dirigido G y X C G, F¥(X) es el conjunto de vértices a € G,
tales que todo vertice b € G desde el que hay un paseo hacia a estd en X.
Luego F{ serd el conjunto de raices, Fy el de vértices a los que sdlo llegan
aristas desde raices. Iterando este razonamiento, FZ resulta el conjunto de
vértices tales que todos los paseos que terminan en ellos son finitos. Por lo

que la FO(IFP)-formula
Daciclico “— Vvt IFP [Xl’ <— QO] (t),

expresa que el grafo (dirigido) es aciclico. Observar que en el caso de grafos
no dirigidos, expresa que todos sus vértices son aislados.

Ejemplo 1.3.7 (Arboles dirigidos). Un grafo dirigido es un drbol si es acicli-
co y:

(1) hay un tinico vértice sin predecesores (la raiz),
(II) todo vértice tiene a lo sumo un predecesor.

Notemos que la conexion se deduce de las condiciones anteriores (porque no
hay ciclos). La conjuncion de las siguientes FO(IFP)-formulas define a la
clase de drboles dirigidos.

(I) Paciclicos

(1) (3aVy—Eyx) ANVay((Vz-Ezx AVz-Ezy) — x = y),
(1) Veyz((Eyx A Ezz) — y = z).

Ejemplo 1.3.8 (Aritmética en FO(IFP)). Otro ejemplo del poder expresi-
vo de FO(IFP) es su capacidad para definir operaciones aritméticas. Fijemos
el vocabulario o = {<, S} y estructuras ordenadas donde S denota la rela-
cion de sucesor, que podemos definir a partir de < mediante una FO-formula
(Ejemplo 1.1.4). Observemos que dada una estructura A, cada a € A es de-
finible mediante una formula. Con min(z) definimos al primero y si o(x)
define un elemento Jy(p(y) A Syx) define al siguiente. Mediante esta identi-
ficacion podemos pensar a estas estructuras como segmentos iniciales de N.
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Definamos ahora + = {(i,j,k) | i+ 7=k} y x :={(i,5,k) | i x j=k}. En
el caso de la suma, podemos definirla por recurrencia mediante:

0+y=1J
S(i) +j = S(i+ 7).
Traduciendo esta recursion a FO(IFP), resulta la formula:
pi(ijk) = IFP [Xzyz < o(X, z,y, 2)] (ijk),
donde
= ((min(z)) A (y = 2)) V (Juo(Sux A Svz A Xuyv)).

La multiplicacion podemos definirla recursivamente a partir de la suma de la
stguiente manera:
0xj53=0
(1+1)xj=ixj+7.

Se traduce en la FO(IFP)-formula:
oy = IFP [Xzyz < o] (ijk),
donde
@ = (min(z) Amin(z)) V (Juv(Suz A ¢4 (vyz) A Xuyv))

Nota. La formulacién original de muchos de resultados que veremos, no es en
términos de FO(IFP) si no de la 16gica Least fized-point logic (FO(LFP))(ver [9]
para una definicién). Como éstas resultan equivalentes (ver [17]), la sintaxis
de FO(IFP) es més simple y se adapta mejor a las extensiones que haremos
mas adelante, elegimos esta ultima.

1.4. Logicas con férmulas infinitas

Para poder analizar el poder expresivo de FO(IFP) y FO(PFP) resulta 1til
estudiar 16gicas que permiten conjunciones o disyunciones infinitas, pues las
primeras son un fragmento natural de éstas. Introducimos L., extendiendo
a FO con las siguientes reglas de formacién de férmulas. Si ¥ es un conjunto
(arbitrario) de Lo,-férmulas, entonces

n /\\If,
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u \/\I/,

son L..,-formulas. Si ¥ estd indexado por un conjunto de indices A, notare-
mos A\ cp ¥a en lugar de A ¥. La semdntica es la natural, es decir,

s (Av)EATY st (Av) =y paracaday € .
» (A v)EVVY sii (Av) E¢ paraalguna ¢ € .

Ejemplo 1.4.1 (Poder expresivo de Loy). Sea w4 la FO-formula que para
cada o-estructura A, caracteriza a las estructuras isomorfas a A. Dada una
propiedad cualquiera de o-estructuras P la Loo,,-formula

\ ¢4 (1.5)

AeP
define a P.

El ejemplo anterior muestra los alcances del poder expresivo de L..,. En
particular, si tomamos W C N un conjunto cualquiera de niimeros, la clase
de conjuntos cuyo cardinal esta en W es definible, incluso aunque W no sea
computable.

Observemos que la formula ¢ 4, requiere en general tantas variables como
el tamano de A (en realidad una maés). Por lo que la férmula 1.5 podria
utilizar infinitas variables. Esto sugiere estudiar el fragmento de L., que
surge al restringirse a féormulas que usan solo finitas variables.

1.4.1. Finitas variables

Notamos con £¥  al fragmento de L, que consiste de las férmulas con
hasta k variables, digamos z;...z. La 16gica FO* es el fragmento andlogo de
FO. Definimos

cs, = k.. (1.6)

keN
Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 1.4.2 (Clausura transitiva en £3 ). Sea 0 = {E} con E binaria.
La formula

p1(z,y) = (z =y)V Exy, (1.7)

describe los pares que distan a lo sumo uno. Inductivamente,

@ir1 = 3z(piz, 2) A Ezy) (1.8)
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describe a los pares que distan a lo sumo i + 1. Luego, podemos definir la
clausura transitiva de E mediante la L3 -férmula

U(x,y) =\ ¢ (1.9)

i>1

Ejemplo 1.4.3 (Poder expresivo de L2 ). En el caso de 0 = {<} y la clase
de conjuntos totalmente ordenados, con dos variables alcanza para definir
cualquier elemento.

wo(7) :=Vyly < ) (1.10)

define al primero e inductivamente,

Pir1(z) = (/\ ﬂ%(@) Ay(y <z =\ o)),
j<i j<i
define al © + 1-€simo.
Consideremos el lenguaje o := {<, E} con E binaria. Una o-estructura
ordenada A puede pensarse como un grafo sobre un segmento incial de N. La
siquiente FO* formula describe la clase de estructuras ordenadas isomorfas a

A.

oa=vaah \ Gzyleix)Ap;ly) A Exy))
(i,5)eEA

N Gry(ei(x) A gi(y) A ~Exy))
(i,)¢EA

Si repetimos la construccion del Ejemplo 1.4.1 concluimos que toda propiedad
de o-estructuras es definible en L2 .

Es decir que, sobre conjuntos ordenados, £2 , también tiene un gran
poder expresivo.

Los Ejemplos 1.3.4 y 1.4.2 muestran cémo puede simularse una FO(IFP)-
formula mediante una conjuncién o disyuncion infinita. Formalizamos esto
en la siguiente proposicion.

Proposicion 1.4.4. Para toda FO(PFP)-formula ¢ existe una L%, -formula
equivalente ).

Demostracion. Supongamos ¢(t) = PFP [XZ < @(X, Z)] (). Con ¢ sin apa-
riciones del operador PFP. Supongamos también que ¢ ademas de x;...xy
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usa variables z;...z;. Sean yq, ..., yp variables frescas. Consideremos el opera-
dor F¥. La relacién definida por el operador en el paso ¢ es definible mediante
una FO-féormula ¢; de la siguiente manera.

0o(7) = L (1.11)

y definimos ¢;11(Z) a partir de @(X,Z), reemplazando cada aparicién de
Xuy, ..., ug, donde {uy,...,ur} C {x1, ..., Tg, 21, ..., 21}, POI:

Fy((y = 1) A 32(T = g A pilT))- (1.12)

Utilizamos ¢ como variables auxiliares, para evitar que alguna variable que
deberia estar libre aparezca cuantificada en ;. Finalmente 1 resulta

V(B =\ (VE(@i(@) © pin () A @i(D))- (1.13)

>0

La subférmula Vz(p;(Z) <> ¢i41(Z) indica que ya se alcanzé el punto fijo.
Notemos que, si ¢ utilizaba m variables, ¢ utiliza, a lo sumo, 2m.

Para extender el resultado a FO(PFP)-férmulas con puntos fijos anidados,
basta observar que en la construccién la férmula 1.12 no es necesario pedir
que ¢ sea de primer orden (es decir finita), s6lo que use finitas variables. Por
lo que podemos repetir el argumento inductivamente. O

Corolario 1.4.5. FO(IFP) < FO(PFP) = L£¥ .

El corolario anterior nos permite estudiar los limites en el poder expresivo
de FO(IFP) y FO(PFP) a partir de los de £ . Esta tltima puede ser carac-
terizada mediante una modificacion de los juegos definidos en la Secciéon 1.2,
como veremos a continuacion.

1.4.2. Juegos con fichas

Introducimos una modificacién a los juegos de Erehnfeucht-Fraissé para
adaptarlos a légicas con finitas variables. Definimos el juego G* (A, B), el
juego en m pasos con k fichas, de manera similar a G. Los jugadores son
los mismos, Duplicator y Spoiler. Hay k pares de fichas numerados de 1 a k.
En cada jugada cada ficha puede estar asociada a algun elemento de A o
B o estar [ibre. Usamos el simbolo distinguido * para notar esta situacion.
Cada jugada consiste en una tupla (aq, ..., ag, by, ...,bg) con a; € AU {x}y
b; € B U {x} de manera que a; = x si y s6lo si b; = .

Diremos que @ — b es un ismorfismo parcial si lo es ignorando los *. En
cada turno Spoiler elije un par de fichas, digamos el i-ésimo, (que puede estar
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libre o haber sido jugado ya) y un elemento de una estructura, supongamos
a; € A. Luego Duplicator toma la otra ficha del mismo par y un elemento de
B de manera que @ + b’ sea un isomorfismo parcial, donde @’ (b') es las tupla
que resulta de cambiar a; (b;) por el elemento elegido por Spoiler(Duplicator).
Duplicator gana el juego en m pasos si tiene una estrategia que le permite
jugar m jugadas seguidas. Y gana el juego infinito si puede jugar indefinida-
mente. Dados m € NU{oo} y I < k, notamos con G* (A, a1, ..., a;, B, by, ..., by),
al juego en m pasos comenzando con (ay, ..., ag*, ..., %, by, ..., by, %, ..., %).

Proposicion 1.4.6 (Teorema 3.3.5 en [9]). Las siguientes afirmaciones son
equivalentes.

(I) Duplicator tiene una estrategia para el juego G (A, a, B,b).
(1) (A, ) =7 (B,b)
(II1) (A,a) =L (B,b).

El resultado anterior no sélo nos da una forma de estudiar el poder expre-
sivo de fragmentos de £ , también muestra que estos juegos caracterizan

oow ?
., k k .
tanto la relaciéon =*=« como =", que notaremos simplemente como =*. Ob-
servemos que esto implica que si dos tuplas a y b cumplen las mismas férmulas

de primer orden con k variables, entonces cumplen las mismas £__-férmulas.

Ejemplo 1.4.7 (Paridad con FO(PFP)). Consideremoso =0 y A y B dos o-
estructuras. Como cualquier inyeccion de A en B es un isomorfismo parcial,
si |A|,|B| > s, Duplicator tiene una estrategia para G (A, B). Por lo tanto
A =* B. Luego paridad no es expresable por ninguna L, -formula y por lo
tanto por ninguna FO(PFP)-formula.

1.5. Fragmento existencial de la l6gica de se-
gundo orden

Llamamos ldgica de sequndo orden (SO) a la légica que extiende a FO
agregando variables de relacion y permitiendo cuantificar sobre éstas. Las
férmulas atémicas son las mismas que en el caso de FO(IFP). Agregamos
a las reglas de FO la siguiente. Si X* es una variable de relacién y ¢ una
SO-férmula entonces,

IXFp (1.14)
es una SO-férmula. La interpretamos como

(A,v) E3X*p sii para alguna relacién R C A% (A, y[%]) E .
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1.5.1. X!

Notamos con Y1 al fragmento de SO que surge de restringirse a las férmu-
las del tipo 43X ¢ donde ¢ no tiene variables de relacién cuantificadas.

Ejemplo 1.5.1 (Paseo hamiltoniano). Un paseo hamiltoniano en un grafo G
es un paseo que pasa por cada vértice del grafo una tinica vez. La X1 -férmula
AX (Vedzw(Xzw A Xzw) AVry(Xxy — Exy)A
Vaeyz(Xaez A Xyz = x = y) AVayz(Xze A Xzy — x =y)),

expresa que G admite un paseo hamiltoniano.

Proposicion 1.5.2. Sea o tal que < € 0. Sea @ una L1-férmula, existe una
FO(PFP)-férmula v equivalente a ¢ sobre la clase de estructuras ordenadas.

Demostracion. Vamos a ver el caso donde ¢ = 3X¢'(X), con X una variable
de aridad uno. La demostracién se generaliza a cualquier aridad, modificando
el orden < por el lexicografico en las tuplas. Construiremos un operador que,
dada una estructura A, recorre, en orden, todos los subconjuntos posibles de
A y verifica si satisfacen ¢’ o no. Definimos un orden entre los predicados
a partir de una férmula &, de la siguiente manera. Si P es un conjunto, el
siguiente de P, P’, es

P:={ac A| AP a)}.
La férmula en cuestion es
(X, z) :=Vy(y <z — Xy) AVy(z <y = ~Xy).

Luego, ¥ recorre los conjuntos hasta que alguno satisfaga . Si encuentra
uno, el proceso se estanca, si no, sigue con el siguiente. Como el sucesor de A
es (), el proceso sélo se estanca en un predicado que cumpla . Basta entonces
chequear, que F,, sea no vacio.

= JaxPFP [Xx + o(X) V (—(X) ANE(X, )] (). (1.15)
]

Claro que, si el predicado que buscdbamos era justamente (), el método
no funciona.

Ejemplo 1.5.3 (Paridad en X}). La siguiente X1-férmula expresa paridad
sobre estructuras ordenadas.
Opar = IP((Fz(min(z) A Px)) A (Yey(psuc(zy) = (P <> =Py))
A(Fz(max(z) A —Pzx))))



1.6. LOGICAS QUE SABEN CONTAR 25

Ejemplo 1.5.4 (Fijar un orden con X1). En el caso de ¥, a diferencia de
FO(IFP), restringirse a estructuras ordenadas no le da mayor poder expresivo.
La razon de ésto es que puede fijar un orden en la estructura mediante la
formula

AR (Poral 2] (1.16)

La formula goord[g] es la que resulta de reemplazar cada aparicion de < en
Yord POT R. N

El ejemplo anterior prueba que, sobre cualquier clase de estructuras, no
es cierto que FO(PFP) sea méas expresiva que 1.
A continuacion definimos las tltimas 16gicas que trataremos.

1.6. Lodgicas que saben contar

Otra de las falencias de la légica de primer orden, que no se salva con
operadores de punto de fijo, como se ve en el Ejemplo 1.2.5, es su incapa-
cidad para referirse al cardinal de estructuras o relaciones. Surge entonces,
naturalmente, la necesidad de definir extensiones de ésta que tienen la ca-
pacidad de contar. Es decir, queremos poder expresar propiedades del tipo
existen n vértices que satisfacen p, donde n puede ser variable. Para esto,
no alcanza con disponer de los cuantificadores adecuados, si no también de
variables numéricas.

1.6.1. Punto fijo con contadores (FO(IFP)+C)
Construiremos FO(IFP) + C como la siguiente extensién de FO(IFP).

Sintaxis

Vamos a diferenciar dos tipos de variables individuales,

= las de vértices o de tipo v, que notamos con x,y, z.. y tomaran valores
en el universo de la estructura,

= las numéricas de tipo n, que notamos con , j, k... y tomaran valores en
un segmento inicial de N.

Las variables en una tupla y pueden tener tipos distintos. El tipo de una
tupla, entonces, es k € {v,n}*. Las variables de relacién X* pueden ser de
aridad mizta.
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También agregamos los simbolo distinguidos < y # que no figuran en
ningun vocabulario o. Agregamos a las férmulas de FO(IFP) las de la for-
ma ¢ < j donde 7,j son variables individuales de tipo n. Extendemos las
reglas de formacion de FO(IFP)-férmulas con la siguiente regla: Si ¢ es una
FO(IFP) 4+ C-férmula y x e i variables de tipo v y n respectivamente,

Hrp =1 (1.17)
es una FO(IFP) 4+ C-férmula. Sus variables libres son:
free(#xp = 1) := (free(p) — ) U{i}. (1.18)
Semantica
Dada una estructura A, definimos Num(A) := [0, | A|]. Observemos, para
evitar futuras confusiones, que |[Num(A)| = |A| + 1.

A la hora de interpretar férmulas, consideramos al universo A como un
par (V(A), Num(A)). El conjunto V(A) es el de vértices (lo que hasta ahora
notabamos como A) y Num(A) es el universo numérico (el que utilizaremos
para referirnos a cardinales). Cuando hablamos de tamano de la estructu-
ra, seguimos haciendo referencia a |V(A)|, Num(A) es, en algin sentido,
“virtual”. )

Si tenemos k € {v,n}*, notamos con A* al conjunto

Uy xU; x ... x U,

donde U; = V(A) si k; = vy U; = Num(A) si k; = n. Notaremos también
AY en lugar de A*, si § es una tupla de tipo k.

Dada una estructura 4, una valuaciéon v asigna a las variables de tipo v
un elemento en V(A) y a las de tipo n elementos en Num(A). Ademss la
valuacion asigna a cada variable de relacién X* una relaciéon R C A*. Para
completar la definicion de satisfaccion, establecemos que

(Av) i<y sit v(i) <v(j),

donde < en el lado derecho hace referencia al orden usual de N. Por ultimo
#xp =i debe interpretarse como hay exdactamente i vértices x que satisfacen
@. Es decir:

(A v) = #ep =i sit [{aeV(A) [ AR p(a)}] = v(i).

Utilizaremos la formula #xp > i para abreviar 3j(i < j A #xp = j), que
expresa: al menos 1 vértices cumplen .



1.6. LOGICAS QUE SABEN CONTAR 27

Observacion 1.6.1. En el Ejemplo 1.3.8 se ve como definir aritmética me-
diante FO(IFP) sobre segmentos iniciales de N. Por lo tanto en el caso de
FO(IFP) + C para expresar propiedades de elementos de Num(A) dispone-
mos no sélo de < si no también de + y x que utilizaremos sin necesidad de
volver a definirlos. Asimismo utilizaremos los predicados max y min como:
min(i) = Vj—i < j y max(i) = Vji < j. De hecho cada uno los elementos de
Num(A) es distinguible y podemos hacer referencia a ellos de ser necesario
como 1,23, etc.

Veamos algunos ejemplos para ilustrar el poder expresivo de FO(IFP) + C.

Ejemplo 1.6.2 (Paridad en FO(IFP) + C). La siguiente FO(IFP) + C-férmu-

la define la clase de estructuras de universo par:
Opar = Fij(max(j) Ni+1i=j).

El ejemplo anterior muestra que FO(IFP) 4 C es estrictamente méas ex-
presiva que FO(IFP).

Ejemplo 1.6.3 (Circuito euleriano). Un circuito euleriano en un grafo G es
un paseo que empieza y termina en el mismo vértice, tal que por cada arista
se pasa una unica vez. Basta para esto que el grafo sea conexo y que cada
vértice tenga una cantidad par de aristas. Adaptando los Ejemplos 1.6.2 y

1.3.5 probamos que la clase de grafos que admiten un circuito euleriano es
definible con FO(IFP) + C.

Ejemplo 1.6.4 (Contar en base n). Dada una estructura A, en principio,
FO(IFP) + C sdlo permite contar en [0, |Al|]. Podemos extenderlo a [0, (|A] +
1)* — 1] si consideramos tuplas de variables numéricas. Donde cada una se
corresponde con una codificacion en base n+ 1. Dada (i1, ..., i) notamos:

[(ma, ..., mp)]n = Zmi(n—k 1)k, (1.19)

Si ordenamos las tuplas con el orden lexicogrifico, <j., podemos extener la
aritmética definida anteriormente a tuplas. Obtenemos formulas v, (i1, 12,13)
Y ©x(i1,12,13) que definen la suma y el producto en base n.

Ejemplo 1.6.5 (Contar clases de equivalencia). Consideremos una férmu-
la o=(z,y) que define una relacion de equivalencia = en A. Sea (z) una
formula tal que

A Voy(p=(z,y) = (Y(x) < D(y))),
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es decir, o bien todos los miembros de una clase satisfacen v o ninguno lo
hace. Existe una FO(IFP) + C-formula 1= (i) tal que,

AEY=(m) sii existen m clases (mddulo =) que satisfacen 1.

Para construir 1=, vamos a contar (en orden) cuantas clases de cada tamano
satisfacen 1. Sean

a(i, j) = () A (Fye=(z,y) = j)) =
B(i,7) == k(ai, k) Nj x1=k).

La formula o cuenta cuantos x satisfacen v y estdn en una clase de tamano
1. Utilizamos a [ para dividir por ©. Por iltimo, debemos sumar todas estas
cantidades. Podemos definir esta sumatoria inductivamente.

0(S,k,1) == ((k = 1) A Bk, 1)) V 3R TV (suclk, ') A S(K, T)A

Bk, 1) A (I +1" =1)).
W—(i) = Fk(maz(k) NNFP [SKl < (S, k, )] (i)).

Notaremos con

Zai(z) =

a la formula que expresa “hay i clases de equivalencia de la relacion definida
por ¢ que satisfacen 7. Utilizando la aritmética obtenida en el FEjemplo
1.6.4, podemos extender esto a contar clases de equivalencia de una relacion
definida sobre alguna potencia de A.

1.6.2. FO+C

Claramente, para expresar ciertas propiedades numéricas no hace falta
apelar a la recursién, sino, solamente a la aritmética. Definimos FO + C co-
mo el fragmento de FO(IFP) + C compuesto por férmulas que sélo utilizan
al operador IFP en subférmulas de la forma ¢, y ¢y (ver Ejempolo 1.3.8).
Observemos que las operaciones + y X no son definibles a partir de < por
ninguna féormula de primer orden, ya que a partir de + podemos definir pari-
dad, contradiciendo al Ejemplo 1.2.6. En resumen, permitimos las férmulas

1+ =k,

1 X j =k,
donde 17, 7, k son variables numéricas y se interpretan de manera natural,
entendiendo a + y X como la suma y el producto que determina el orden

usual de N. Con esta definicién de FO 4 C la férmula ¢,,,, definida en el
Ejemplo 1.6.2, resulta una FO + C-férmula.



Capitulo 2

Complejidad Descriptiva

En este capitulo presentamos las principales nociones de la teoria de la
complejidad de las que haremos uso.

Comenzamos fijando un modelo de computo e introduciendo las defini-
ciones y resultados basicos de la teorfa de la complejidad (un desarrollo mas
profundo se puede encontrar en [25, 21, 2]). Definimos las distintas clases de
complejidad y estudiamos, brevemente, como se relacionan.

En la Secciéon 2.2 establecemos las relaciones entre las clases de com-
plejidad definidas, y las 16gicas presentadas en el capitulo anterior, dando la
nocion de légica que captura una clase de complejidad. Presentamos los prin-
cipales resultados que dieron comienzo a la complejidad descriptiva, como por
ejemplo el Teorema de Fagin, y estudiamos algunas de sus consecuencias.

Por 1ltimo, nos concentramos en el problema de encontrar una logica que
capture PTIME sobre todas las estructuras, uno de los principales problemas
abiertos del area, pues permitiria traducir el problema de separar las clases
PTIME y NPTIME a diferenciar el poder expresivo de dos légicas.

2.1. Modelo de computo

Antes de poder introducir los principales conceptos y resultados de este
capitulo necesitamos fijar un modelo de cémputo, para poder referirnos ade-
cuadamente a las distintas clases de complejidad que tendran nuestro interés.
Elegimos para este fin a las mdquinas de Turing, que permiten una simple
descripcion de dichas clases. Una maquina de Turing, 90, consiste en una o
varias cintas, acotadas a la izquierda e infinitas a la derecha. La cinta esta di-
vida en celdas y cada una tiene un simbolo de un alfabeto . Habitualmente
consideraremos ¥ = {0,1} (pueden utilizarse algunos simbolos distinguidos
para marcar inicio y final de las cintas). Cada celda tiene un cabezal de
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lectura/escritura. Las primeras celdas no pueden escribirse y representan la
entrada de la maquina. Las celdas restantes son de lectura/escritura y se
denominan de trabajo. A su vez, 91 tiene conjunto finito de estados, (), que
contiene los simbolos destacados: qq, g+ v q_, estados inicial, de aceptacion
y de rechazo respectivamente. Llamamos configuracion de 9t a la siguiente
informacion:

= el estado actual,
= ¢l contenido de cada una de las cintas de trabajo,
= la posicion de los cabezales.

La maquina también dispone de una tabla finita de instrucciones T, que
determina si dadas dos configuraciones C' y C’, puede pasarse de una a la
otra. En ese caso, C se dice sucesora de C. Si cada configuracién posible
tiene a lo sumo una sucesora, M se dice deterministica. Caso contrario se
dice no deterministica. La maquina empieza en una configuracién con un
estado inicial y opera paso a paso, pasando siempre de una configuracion a
otra sucesora. Si llega a una configuracion con un estado de aceptacion o
rechazo, se detiene.

Formalemente, entonces, una maquina de Turing 9T consiste en una tupla:

m=(3,T,Q).

Las maquinas que consideraremos son de decision. Dada una palabra w € »*
decimos que 9M acepta a w si, en alguna corrida con w como entrada, 9
termina en un estado de aceptacion. Decimos que 9 rechaza a w si todas
las corridas con w como entrada terminan en un estado de rechazo. Dado
W C ¥*, decimos que 9 decide W si para toda paralabra w € ¥* vale que:

(1) si weW 9M aceptaaw,
(m) si wegW M rechaza a w.

2.1.1. Clases de complejidad

Con clase de complejidad, nos referimos a una familia de problemas que
son decidibles por una maquina de Turing con determinadas propiedades. Las
variables a tener en cuenta, que dan forma a las clases mas habituales, son el
espacio (cantidad de celdas utilizadas como méximo en cada una de las cintas
de trabajo) y el tiempo (cantidad maxima de pasos necesaria para realizar el
computo). Estas cotas vienen determinadas por funciones del tamano de la
entrada, que denotamos con n.
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Definicion 2.1.1. Dada una familia de funciones 7 C N y una méquina
Turing 91, decimos que 9 es F-Space, si existe una funcion f € F tal que
cada cinta de trabajo utiliza a lo sumo f(n) celdas, donde n es la cantidad
de celdas utilizadas en las cintas de entrada. Decimos que es F-Time si el
céomputo se realiza en a lo sumo f(n) pasos.

Las familias de funciones!

Log:={f € NV|f =dlog(n) con d &N},
P:={feN'|f=kn* con dkeN}L (2.2)

Dan pie a las clases de complejidad que consideraremos en este trabajo, a
saber:

LOGSPACE clase de problemas decidibles por una maquina de Turing deter-
ministica Log-Space,

NLOGSPACE clase de problemas decidibles por una maquina de Turing no
deterministica Log - Space,

PTIME clase de problemas decidibles por una méaquina de Turing deter-
ministica B-Time,

NPTIME clase de problemas decidibles por una maquina de Turing no de-
terministica P-Time,

PSPACE clase de problemas decidibles por una maquina de Turing deter-
ministica B-Space.

En general usaremos la misma notacién para méaquinas con una determinada
cota que para la clase de complejidad que determinan. Por ejemplo, diremos
M es PSPACE en lugar de 9 es P-Space. Pueden establecerse las siguientes
relaciones entre las clases mencionadas,

LOGSPACE C NLOGSPACE C PTIME C NPTIME C PSPACE. (2.3)

Las tinicas que no son consecuencia directa de la definicién son NPTIME C
PSPACE y NLOGSPACE C PTIME.

1Con log nos referimos al logaritmo en base dos como funcién a valores naturales,
asignando el primer natural mayor.
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Nota. Para entender estas inclusiones pensemos a una maquina 9, dada
una entrada z, como un grafo dirigido. Cada vértice del grafo representa
una configuracion y dos son adyacentes si una es sucesora de la otra. El
hecho de que la maquina es no deterministica, se traduce en que el grafo
tiene bifurcaciones. La cantidad de configuraciones posibles es exponencial
en la cantidad de celdas (de cada cinta) utilizadas. En el primer caso, como
en tiempo polinomial no se pueden leer mas que una cantidad polinomial de
celdas, podemos suponer esta cota también para el espacio. La cota temporal
se traduce a la profundidad del grafo, es decir, la longitud maxima de los
caminos. Cada sucesion de decisiones, puede codificarse entonces en una cinta
utilizando una cantidad polinomial de celdas. Para simular la maquina no
deterministica mediante una deterministica basta recorrerlas todas en orden,
reutilizando una cinta. Aplicando los resultados que veremos mas adelante,
se puede traducir esta inclusion a una desigualdad de légicas, como muestra
el Corolario 2.2.11.

En cuanto a NLOGSPACE C PTIME, si la maquina sélo utiliza log(n)
celdas, el grafo que describe su comportamiento, dada una determinada en-
trada, tiene una cantidad polinomial de vértices. El problema se traduce
entonces a decidir, si es posible llegar desde una configuracién inicial a una
de aceptacion, es decir, si existe un camino entre estos dos vértices del grafo.
Como esto puede hacerse mediante un algoritmo en tiempo polinomial (ver
[25] Seccién 1), puede construirse una maquina con la cota deseada, que da-
da una entrada y a partir de la maquina original, decide si existe el camino
buscado.

Vale también aclarar, que de las inclusiones mencionadas, la tinica que se
sabe estricta es NLOGSPACE C PSPACE (ver [25]). Siendo todas las demds
importantes problemas abiertos.

2.1.2. Codificacion de estructuras

Para trabajar con estructuras como entradas de un maquina de Turing,
necesitamos primero traducir éstas a expresiones en un alfabeto. Elegimos pa-
ra esto a {0, 1}. Si fijamos un orden en la estructura (numeramos al universo),
es facil expresar una estructura como una tira de ceros y unos, construyen-
do para cada relacién, algo similar a la matriz de adyacencia de un grafo.
En el caso de una relacion de aridad k, y estructura de tamano n, podemos
codificar la relacién como una tira de longitud n*, con un uno en la i-ésima
celda si la tupla correspondiente esta en la relacion y un cero caso contrario.
Concatenando las tiras estamos codificando cada o-estructura como una so-
la palabra. Dado un vocabulario o, una maquina para c-estructuras cuenta
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con una cinta de lectura para el universo de la estructura (un uno por cada
elemento) y una adicional para cada relacion. Consideraremos, en este caso,
como tamano de la entrada al cardinal del universo (no teniendo en cuenta el
lugar ocupado en las cintas correspondientes a las relaciones). Hacemos esto
por simplicidad, ya que las clases de complejidad definidas anteriormente se
mantienen invariantes por cambios de este tipo (ver [9]).

Notese que con este método, necesariamente al codificar las relaciones le
estamos dando un orden (arbitrario) a la estructura, que en principio no viene
provisto de uno. La légica tiene la capacidad de referirse a las estructuras
sin necesidad de una representacion de éstas. Es por esto que el problema de
elegir un orden de forma candnica, ocupa un lugar central en la teoria de la
complejidad descriptiva.

Observacion 2.1.2. En el caso de estructuras ordenadas, esta codificacion re-
sulta canénica. Es decir, dos estructuras ordenadas isomorfas (como estruc-
turas ordenadas) tienen la misma codificacién. Lo que nos permite identificar
una estructura ordenada con su codificacién y pensar que un algoritmo tra-
baja directamente sobre la estructura.

A partir de este momento vamos a considerar < como un simbolo distin-
guido, que no forma parte de ningiin vocabulario o.

Definicion 2.1.3. Dada una clase K de g-estructuras, definimos:
Ke={A<NUeK v AE poa}.
K< consiste en todas las estructuras de C con todos los ordenes posbiles.

Dadas dos estructuras A y B isomorfas, los conjuntos A< y B< resultan
iguales (como conjuntos de codificaciones). Un algoritmo que decida una
propiedad P sobre una estructura A, debe hacerlo para cualquier codificacién
(orden) de ésta. Por lo que decimos que una méaquina de Turing decide una
propiedad P si decide P<. Decimos que una maquina decide una férmula ¢
si decide la propiedad definida por ¢. En el caso de férmulas con variables
libres, consideramos como entrada a pares (A, a), donde a indica la valuacién
en las variables libres de . En ese caso la maquina tiene una cinta adicional
que indica los elementos en a.

2.2. Logicas que capturan clases de compleji-
dad

La primera nocién de capturar una clase de complejidad que tendremos
en cuenta, sirve a fines de introducir el problema y entender la relaciéon entre
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las 16gicas presentadas en el Capitulo 1 y las clases de complejidad definidas
en la Seccién 2.1.1. Esta resulta poco precisa como definicién mas general.
Retomaremos esto més adelante para estudiar sus limitaciones y dar con una
definicion que se ajuste mejor a nuestras necesidades.

La relacion entre las clases de complejidad y las logicas tiene dos aspectos.
Por un lado tenemos la complejidad de la relacion de satisfaccion, es decir,
dada una férmula ¢, qué poder de computo se necesita para decidir si una
estructura la satisface o no. En este caso la formula esta fija y consideramos
como entrada del algoritmo a la estructura. Esto en general es conocido
como data complexity®. Por otro lado, dada una propiedad decidible por una
maquina con una determinada cota en su complejidad, qué logica se necesita
para definirla. Cuando decimos que una propiedad P pertenece o esta en una
determinada clase de complejidad, queremos decir que el problema de decidir
P< lo esta. Tenemos entonces la siguiente definicion:

Definicion 2.2.1. Sea £ una légica y € una clase de complejidad. Decimos
que L captura €, si para toda propiedad P vale:

P es L-definible sii P< € €.

En muchos casos no es posible encontrar una légica que capture una clase
de complejidad. Por lo que nos restringimos a algunas clases de estructuras.
Vamos a enfocar primero nuestra atencion al caso de lenguajes o L {<} y la
clase de estructuras ordenadas que notamos O(o). En el Capitulo 3 veremos
qué sucede con otras clases.

Definicion 2.2.2. Sea K una clase de g-estructuras, £ una logica y € una
clase de complejidad. Decimos que L captura € sobre K, si para toda pro-
piedad P vale:

PNK es L-definible sii P< € €.

2.2.1. La complejidad de la relacién de satisfaccion pa-
ra FO

Como primer ejemplo podemos estudiar el caso de la légica de primer
orden.

Proposicion 2.2.3. Toda propiedad sobre estructuras finitas definible en FO
es decidible por una mdquina de Turing en LOGSPACE.

2También podemos fijar la estructura y considerar a la férmula como entrada (ezpresion
complexity) o a ambas (combined complexity).
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Demostracion. Veamoslo por induccién en las férmulas. En el caso de formu-
las atomicas sélo hace falta comparar las celdas correspondientes de las cintas
que codifican la relacién en cuestion (para el caso RZ) o verificar los luga-
res correspondientes a las valuaciones (en el caso z = y). Si tenemos una
maquina deterministica 9t para ¢ y una 9 para v con las cotas adecuadas,
podemos construir una para ¢V corriendo una y luego la otra y finalizando
en un estado de aceptacion si alguna lo hace. Para —p, basta intercambiar los
estados de aceptacién y rechazo. En el caso de dxp(z), si MM es la maquina
para ¢(z), la iteramos utilizando una cinta para guardar el valor de = en
cada iteracién, hasta llegar a un estado de aceptacién (o no). Para esto solo
usamos log(n) celdas. O

Si bien toda propiedad FO-definible es decidible en LOGSPACE, FO carece
del poder para expresar propiedades computables con muy pocos recursos.
Podemos construir una maquina que decide si una estructura tiene universo
par, utilizando uinicamente una celda de trabajo. Consiste en una que recorre
el universo alternando el contenido de dicha celda entre 1 y 0. Ya vimos que la
clase de estructuras de universo par no es definible en primer orden, mas atn,
la clase de estructuras ordenadas de universo par tampoco. Para poder cap-
turar LOGSPACE y NLOGSPACE, al menos sobre estructuras ordenadas, es
necesario extender a FO con operadores de clausura transitiva. Construyendo
asi las légicas FO(T'C) y FO(DTC') (ver [9] para una definicién).

2.2.2. El caso de FO(IFP) y FO(PFP)

El poder de computo necesario para decidir propiedades definidas por
formulas de légicas que extienden a FO con operadores de punto fijo es un
pPOCO Mayor.

Proposicion 2.2.4. Valen las siguientes afirmaciones:

(a) Toda propiedad definible en FO(IFP) es decidible en PTIME.
(b) Toda propiedad definible en FO(PFP) es decidible en PSPACE.

Demostracion. Ya vimos que para féormulas de primer orden alcanza con
LOGSPACE. Falta ver qué pasa con férmulas construidas a partir de los ope-
radores IFP y PFP. Sea ¢ = IFP [XT « ¢ (X, )] () y 9% una maquina deter-
ministica para 1. Construimos una maquina deterministica 9 que opera de
la siguiente manera: Recibe como entrada un par (A, a). Utilizamos dos cin-
tas de trabajo Wy y Wy, Wy contiene una relacién R de aridad k (lade X) y
mediante 9 escribe en W la relacién R’ = {b € A¥|(A,b) E Rz V (R, T)}.
Comienza con R como la relacién vacia. En cada paso chequea si R = R/, si es
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asi basta ver si Ra. Si R # R’ sigue. Por la Proposicién 1.3.2 el procedimiento
se itera como mucho n* veces.

Lo anterior es facilmente adaptable al caso FO(PFP). Como sabemos que,
de existir, el punto fijo se alcanza en 2™ —1 pasos, basta iterar el procedimiento
esa cantidad de veces, utilizando n lugares de una cinta extra como contador.
Claro que en cada paso, la relacién a construir es R = {b € A*|(A,b) =
(R, z)}. Si cuando finaliza vale R = R' y Ra, acepta. O

Recordemos, del Ejemplo 1.4.3, que L£¥  puede definir propiedades que
no son computables. Como cualquier propiedad definible en FO(PFP) esté en
PSPACE, concluimos (aplicando la Proposicién 1.4.4) el siguiente corolario.

Corolario 2.2.5. FO(PFP) 5 £¥ .

Nuevamente, estas extensiones de FO fallan a la hora de expresar propie-
dades sobre cardinalidad del universo. No capturan por lo tanto PTIME ni
PSPACE, al menos no sobre todas las estructuras. Sin embargo, al restringir-
nos a estructuras ordenadas su poder expresivo crece notoriamente.

2.2.3. El teorema de Immerman-Vardi

El Teorema de I-V, junto con el de Fagin, es uno de los principales en
el drea. Originalmetne fue enunciado para la l6gica FO(LFP) en lugar de
FO(IFP), pero como son equivalentes y FO(IFP) es la que usamos, lo enun-
ciaremos para ésta ultima.

Teorema 2.2.6 (I-V). FO(IFP) captura PTIME sobre estructuras ordenadas.

Una demostracion rigurosa de este teorema puede encontrarse en [9]. A
continuacion presentaremos los principales argumentos que se utilizan en la
demostracion.

La principal idea de esta demostracién (y de muchas de los resultados de
este estilo) es la de encontrar los recursos 16gicos adecuados para describir la
configuracién de una méquina de Turing. Fijemos un vocabulario o U {<}.
El hecho de que toda propiedad definible mediante FO(IFP) es decidible en
PTIME esta demostrado en la Proposiciéon 2.2.4. Fijemos entonces una pro-
piedad P de g-estructuras ordenadas que es decidible por una maquina 9t en
PTIME. Recordemos que una configuraciéon C' contiene toda la informacién
relevente de la maquina. Podemos suponer 90 polinomialmente acotada en
tiempo y en espacio (ver Seccién 2.1.1). Fijemos d € N tal que n? acota el
contenido de cada cinta de trabajo y a la vez es mayor que la aridad de cual-
quier relacién en ¢. Dada una estructura de universo n, una variable puede
representar n elementos, o sea, con una variable alcanza para codificar lo que
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en una cinta necesita log(n) celdas. Con d variables entonces codificamos el
equivalente a dlog(n) celdas, y con una relaciéon de ardidad d alcanza para
codificar 241°8(") = n? celdas, que es el contendio relevante de cada cinta. Pa-
ra el caso de la posicion de los cabezales, mediante un razonamiento similar
podemos codificar cada una en una relacién de la misma aridad. El estado no
representa un problema, pues hay una cantidad finita de éstos. Si resumimos
estas tres en una sola, tenemos para cada configuracién posible, una relacién.

No es dificil, pero si requiere cierto trabajo, construir las férmulas que
describen estas relaciones. Notemos con C; a la configuracion en el i-ésimo
paso. Como M estd acotada en tiempo, podemos suponer i < n?, por lo que,
aumentando la aridad de cada relacién (para indicar el tiempo), podemos, no
solo codificar en C; la configuracion actual, si no también todas las anteriores.
De esa manera C; C (1, siendo la configuracion final el punto fijo de un
proceso inflacionario. La FO(IFP)-férmula que buscamos es la que define este
punto fijo. Basta ver si en éste hay un estado de aceptacion.

Proposicion 2.2.7. FO(PFP) captura PSPACE sobre la clase de estructuras
ordenadas.

A diferencia del caso anterior, la cantidad de configuraciones podria ser
exponencial. No podemos expresarlo como un proceso inflacionario, por lo
cual necesitamos FO(PFP) en lugar de FO(IFP). Como suponemos que una
configuracion de aceptacion es sucesora de si misma, de llegar a una, el pro-
ceso se estanca, caso contrario, oscila.

Teorema 2.2.8 (Fagin). X} captura NPTIME.

Veamoslo primero para el caso de estructuras ordenadas. Razonando igual
que en el Teorema 2.2.6, consideremos la secuencia C;. Al tratarse de una
maquina no deterministica, no existe una tnica sucesiéon de configuraciones
posible. Se trata entonces de expresar “existe una sucesion de configuracio-
nes que termina en un estado de aceptacion”, lo que resulta naturalmente
expresable en 1.

Generalicemos el resultado a todas las estructuras. La clave para esto
es la capacidad de X1 de fijar un orden sobre el universo (Ejemplo 1.5.4).
Sea 9 es la Yl-férmula que define una propiedad NPTIME sobre estructuras
ordenadas y ¢,rq la férmula definida en el Ejemplo 1.1.3. Definimos ¢[£] y

@oralZ] las férmulas que resultan reemplazar cada aparicién de z < y por
Rzy. Luego,

AR(oral £] A Y[Z]) (2.4)

define la propiedad sobre todas las estructuras.
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2.2.4. Algunas consecuencias

Los resultados vistos en la seccién anterior permiten traducir las desigual-
dades mostradas en la Seccién 2.1.1 a desigualdades en el poder expresivo de
las 16gicas correspondientes. Asimismo los problemas de separar las clases de
complejidad se traducen en problemas de separar las lgicas. Esto se expresa
en los siguientes corolarios.

Corolario 2.2.9. Son equivalentes:
(1) FO(IFP) = X1 sobre estructuras ordenadas.
(1) PTIME = NPTIME.
Corolario 2.2.10. Son equivalentes:
(1) FO(IFP) 5 FO(PFP) sobre estructuras ordenadas.
(1) PTIME # PSPACE.

El siguiente corolario es la Proposicion 1.5.2 en términos de clases de
complejidad.

Corolario 2.2.11. NPTIME C PSPACE.

2.2.5. FO(IFP) + C sobre estructuras ordenadas

FO(IFP) + C extiende a FO(IFP) con contadores. En cuanto a la comple-
jidad necesaria para decidir una FO(IFP) 4+ C-férmula, ésta no difiere de la
de FO(IFP). Basta ver qué recursos se necesitan para decidir una férmula del
tipo #zp(x) = i, donde ¢ es una FO(IFP)-férmula. Si 9t es la maquina que
decide p(z) en tiempo polinomial, la iteramos haciendo que x recorra el uni-
verso. Guardando en un contador la cantidad de aceptaciones. Esto ocupa
s6lo log(n) celdas de una cinta de trabajo. Por lo tanto una FO(IFP) + C-
férmula también puede decidirse en PTIME. Lo que prueba, mediante el Teo-
rema de I-V, que FO(IFP) + C y FO(IFP) son equivalentes sobre estructuras
ordenadas. Deducimos entonces la siguiente proposicion.

Proposicion 2.2.12. FO(IFP) + C captura PTIME sobre estructuras orde-
nadas.
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2.3. Una l6gica para PTIME

El problema de encontrar una légica que capture PTIME (sobre todas las
estructuras, no sélo ordenadas) es uno de los pincipales problemas abiertos
de la teoria de la complejidad descriptiva. Una respuesta positiva, permitiria
traducir el problema de comparar PTIME con NPTIME a comparar dos 16gi-
cas. La pregunta tiene sus origenes en el trabajo de Chandra y Harel [5] y
la formulacién que aqui presentamos se debe a Gurevich [16] quien conje-
tura una respuesta negativa. Como el Teorema de Fagin (2.2.8) prueba que
si existe una logica que captura NPTIME, si esta conjetura es cierta, implica
que PTIME # NPTIME.

Para poder enunciar el problema adecuadamente, es necesario primero dar
una definicion més precisa de [dgica. Basandonos en los trabajos de Gurevich
[16] y Grohe [15] elejimos la que presentamos a continuacién. Ebbinghaus [8]
formula una serie de generalizaciones y definiciones que permiten refinar esta
definicion.

Definicion 2.3.1. Una ldgica abstracta es un par £ = (SEN,}=,), donde
SEN asigna a cada vocabulario finito o, un conjunto decidible de expresiones,
SEN o], cuyos elementos se llaman L[o]-sentencias. La funcién ., asigna
a cada L[o]-sentencia, ¢, una propiedad de o-estructuras P,.

Decimos que ¢ define P, y que P, es L-definible. Dada una o-estructura

A notamos A =, ¢ si A € P,.

Es claro que las logicas definidas en el Capitulo 1 son légicas abstractas
si nos restringimos a las sentencias.

Definicion 2.3.2. Sea £ una légica abstracta. Decimos que £ captura PTIME
si cumple las siguientes condiciones:

P.1 Para cada vocabulario o, existe una maquina de Turing, 9, que para
cada sentencia ¢ € SEN|o], devuelve una maquina M, PTIME que
decide .

P.2 Para cada vocabulario ¢ y para cada maquina 2 en PTIME que decide
una propiedad de o-estructuras Pyy, existe ¢ € SEN[o] que define Pyy.

Observacion 2.3.3. La maquina a la que hacemos referencia en (P.1), difiere
de las definidas en la Seccién 2.1. Pues las nuevas computan una funcion,
mientras que las anteriores sélo decidian una propiedad. Para adaptar la
definicion a este contexto, basta agregar una cinta de salida que, al finalizar el
algoritmo, contiene una palabra que codifica a una maquina. La codificacion
de una méquina como palabra en {0,1}* es similar a la de una estructura.
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Notemos que la condicién (P.1) es més fuerte que la de la Definicién 2.2.2
que sOlo pedia una maquina para cada féormula. La razon para esto es evitar
logicas como la del siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.3.4 (Légica trivial). Para cada vocabulario o existen sélo nume-
rables maquinas M en PTIME, por lo tanto sélo existen numerables propie-
dades de o-estructuras en PTIME. Sean estas Py, P3, Py ,... Definamos la
logica L donde SEN[o] =Ny A= n sii A€ P,. Es claro que cumple
(P.2) y que toda sentencia tiene un algoritmo que la decide (que no pode-
mos computar). Claramente ésta no es una ldgica que queremos aceptar en
nuestra definicion.

En cuanto a FO, FO(IFP), FO(IFP) + C todas cumplen (P.1). Como la
definicion de L-férmula para estas logicas es recursiva, la maquina en cues-
tién debe construir el algoritmo de decision recursivamente a partir de los
algoritmos construidos en la Seccién 2.2. Sin embargo FO y FO(IFP) no
cumplen (P.2), pues no expresan propiedades como la paridad. El caso de
FO(IFP) 4+ C es mas dificil. De hecho se conjeturé que esta légica capturaba
PTIME. Cai, Fiirer e Immerman [4] demostraron que existe una propiedad
de grafos decidible en tiempo polinomial que no es definible en FO(IFP) + C,
descartando asi esta conjetura. Sin embargo otros resultados positivos fue-
ron demostrados, extendiendo las clases sobre las que FO(IFP) + C captura
PTIME, algunos de estos serdn presentados en el proximo capitulo.



Capitulo 3

Ordenes definibles y
canonizaciones

En este capitulo vemos como extender el teorema de Immerman Vardi,
encontrando algunas clases de estructuras no ordenadas donde las légicas
FO(IFP) y FO(IFP) + C capturan PTIME.

Comenzamos tratando el caso de estructuras que no vienen provistas de
un orden, pero puede definirse uno tomando algunos parametros. Presenta-
mos ejemplos de clases de estructuras donde esto es posible y clases donde
no.

En la Seccion 3.2 nos concentramos en el caso de estructuras rigidas, es
decir, que no admiten automorfismos. Estudiamos la relacion entre la rigidez
de una estructura y la capacidad de una logica de distinguir sus elementos y
de definir un orden sobre ésta.

Luego, definimos las transducciones, una herramienta légica que nos sera de
gran utilidad para obtener, de manera simple, diversos resultados. La razén
de esto es que permite relacionar diversas clases de estructuras, incluso en
vocabularios distintos.

Finalmente, presentamos una generalizacion de la nocién de orden, la de
canonizacién. Se trata de, dada una estructura, en lugar de darle un orden,
asociarle una estructura ordenada isomorfa de forma candnica. [lustramos es-
te método con diversos ejemplos y presentamos algunas técnias que permiten
extender las clases de estructuras canonizables.

3.1. Ordenes definibles

Definicion 3.1.1. Una FO(IFP) 4+ C-férmula ¢(¢,z,y) define un orden con
k parametros, sobre una clase de estructuras X, si para cada o-estructura

41
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A € K, existe p € A*, tal que la relacién defeinida por o(p, x, %) resulta un
orden total.

Proposicion 3.1.2. Si existe una FO(IFP) + C-férmula ¢ que define un or-
den sobre una clase K de estructuras, entonces FO(IFP) + C captura PTIME
sobre IC.

Demostracion. Sea o(t,x,y) la FO(IFP) 4+ C-férmula que define un orden so-
bre K y P una propiedad de o-estructuras en PTIME. Consideremos P< la
clase de o U {<} estructuras ordenadas A tales que A| € P. Por el teorema
de I-V existe una o-férmula 1 que define a P<. Tomemos 1; la formula que
resulta de reemplazar todas las apariciones de x < y en 1 por (t,z,y).
Luego,

Jt(p(t, z,y) “define un orden total”) A 1)) (3.1)
define P. []

Ejemplo 3.1.3 (Lineas). Consideremos la clase de lineas (ver Figura 3.1).
La siguiente FO(IFP)-formula:

o(p,x,y) = IFP [Xay  (z =p) V (F2(Xz2z A 2 # y A Exy))] (7y),

“dirige” la relacion de adyacencia E desde p. St tomamos p como uno de los
dos extremos, la clausura transitiva de la relacion definida por ¢ es un orden
lineal sobre la estructura.

O——E—0———O

Figura 3.1: Linea ordenada

Ejemplo 3.1.4 (Ciclos). Si consideramos, en cambio, la clase de los ciclos
un pardmetro no basta para determinar un orden. Pero alcanza con fijar dos.
El primer y sequndo elemento. La relacion de sucesor que genera la relacion
de orden buscada, viene dada por (ver Figura 3.2):

©(p1, p2; 7, y) := IFP [ Xy < (X, z,9)] (zy),

con

¢<X7‘Tay) = ((l‘ :pl)/\(y :p2))\/
((y # p1) A (T2 (Xa'z Ao’ # y A Exy))).
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Figura 3.2: Ciclo ordenado

Es importante recalcar que los casos interesantes son clases con infini-
tas estructuras. Como permitimos parametros a la hora de definir 6rdenes,
podemos dar, trivialmente, con una férmula que defina un orden sobre una
estructura o sobre una clase finita (médulo isomorfismos). Como muestran
las siguientes proposiciones.

Proposicion 3.1.5. Sea IC una clase de estructuras de cardinal acotado, es
decir, que eziste un k € N tal que |A] < k para toda A € K. Entonces K
admite un orden FO-definible.

Demostracion. Definimos la siguiente formula con £ parametros.
Pl ot 2,9) = V(2 = 1) A (y = 1)) (32)
1<j
O

Corolario 3.1.6. Sea K una clase que contiene finitas estructuras modulo
isomorfismos, K admite un orden FO-definible.

Demostracion. Sea k = max{|A| | A € K}, k es una cota para K. O
El siguiente ejemplo muestra que no siempre puede definirse un orden.

Ejemplo 3.1.7 (Los grafos completos no admiten érdenes). Sea K la clase
de grafos completos. Grafos G = (G, E9) donde todo par de vértices estd co-
nectado mediante una arista. Supongamos que una férmula o(t,x,y) define
un orden sobre IC con k pardmetros. Como para todo par de vértices u,v vale
Euv, en un grafo completo cualquier permutacion de los vértices resulta un
automorfismo. Sean = k+2, K,, el grafo completo de n vértices y p € K* tal
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que o(p,x,y) define un orden lineal en IC,. Tomemos dos vértices u,v que
no hayan sido tomados como pardmetros. Definimos el automorfismo f que
permuta dos vértices distintos u y v y deja fijo a los demds vértices. Luego,

G E e uv) si GFEe(f(p), fu),f(v) si G e v u).
Lo que es absurdo pues supusimos que @ define un orden lineal.

El ejemplo anterior, por un lado, muestra los limites de este método.
La clase de grafos completos es, en algin sentido, simple y sin embargo
no podemos definir un orden sobre ésta. Esto lo trataremos mas adelante
introduciendo otras herramientas. Por otro lado, sugiere una relacion entre la
cantidad de automorfismos que admiten las estructuras de una determinada
clase y la posibilidad de definir érdenes sobre ésta. Estudiaremos esto mas
en profundidad en la siguiente seccién.

3.2. Estructuras rigidas

Una estructura se dice rigida si el inico automorfismo que admite es la
identidad. La pregunta de si la rigidez es una condicién suficiente para poder
definir un orden mediante FO(IFP) en una clase de estructuras, fue planteada
por Dawar [6], quien conjetur6 que esto era cierto. Gurevich [18] refuta ésto,
construyendo una familia de estructuras rigidas, en la cual ningin orden es
definible, ni siquiera con una FO(IFP) + C-férmula. Una condicién més fuerte
debe pedirsele a una clase de estructuras para poder garantizar que se puede
definir un 6rden sobre ésta.

3.2.1. Orden de tipos

Recordemos que FO* denota el fragmento de FO que consiste de férmulas
con variables entre z;...x5.

Definicion 3.2.1. Dada una estructura A y una tupla (a1, as, ...,a;) € Al
con | < k. Llamamos k-tipo de (ay,as,...,q;) al conjunto de FOF-férmulas
¢ tales que A | ¢(ag,as,...,q;). Si nos restringimos a férmulas libres de
cuantificadores lo llamamos k-tipo bdsico.

Recordemos los juegos con fichas definidos en la Seccion 1.4.2. La Propo-
sicién 1.4.6 asegura que que @ y b tienen el mismo k-tipo si Duplicator tiene
una estrategia para G¥ (Aa, Ab), el juego jugado en dos copias de A. Como
consecuencia de esto, si @ v b tienen el mismo k-tipo, también satisfacen las
mismas L% -férmulas.
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Observemos que dado un vocubulario finito o, sélo hay (médulo equi-
valencia) finitas FO*[o]-férmulas, libres de cuantificadores, distintas. Por lo
cual s6lo hay finitos k-tipos basicos posibles y cada uno queda definido por
una férmula. Ordenemos éstas como oy (Z), ..., (7).

Definiremos un orden en los k-tipos de k-tuplas inductivamente. El orden
de los tipos basicos viene dado por el que le dimos a las férmulas que los
definen, es decir mediante

0o(z.9) =\ (@) A a(@)). (3.3)

1<i<j<n

Extenderemos este orden a todos los tipos (no sélo los bésicos) basdndonos
en los métodos de coloreo de tuplas definidos en el libro de Immerman [21] y
sus formulaciones en FO(IFP) dadas por Dawar [7]. Definimos inductivamente
una relacion R de aridad 2k, que serd un orden estricto, parcialmente definido.
La siguiente féormula expresa que dos tuplas no son distinguibles por el orden
que define R.

goeq(xlv vy Ty Y1y 7yk) = _'R<;U17 -y Ty Y1, 7yk>/\
R(Y1, ooy Yky T1y oey T

Extenderemos el orden de manera que en el paso j-ésimo, exactamente las
tuplas tales que Spoiler gana el juego en j — 1 pasos ya estén ordenadas.
En el primer paso queremos que valga Rab si y sdlo si 6y(a,b). Es decir,
comenzamos ordenando sélo tipos basicos.

El paso inductivo es el siguiente. Sean @ y b tales que Spoiler gana el juego
en j pasos y no estan ordenadas atin en el paso j. Sea i ficha de menor indice
que puede mover Spoiler para ganar en las j —1 jugadas siguientes. La férmula
0; expresa esa propiedad. Notaremos, para cada i fijo, con x1,..., 2, ..., Tx, a
la tupla que resulta de cambiar x; por x en xy, ..., ;. Entonces,

6Z<E7g) = /\63(177@) A _'ﬁi(a_:vg)u
donde

Bl(i'vg) = Vifay@eq(xla vy Ly ooy Thy Y1y -5 Y,y 7yk)/\
VYT Qeq (X1, ooy Ty ooy Thy Y1y ooy Yy oovy Y-
Llamemos M;(a), al conjunto formado por todas las tuplas que resultan de

cambiar el lugar i-ésimo de a. Consideremos el conjunto de todas las posibles
jugadas de Spoiler, que consisten en mover la ficha i-ésima y le permiten
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ganar en las siguientes 7 — 1 movidas. Es decir, el conjunto de tuplas de
M;(a) que son distinguibles (en el orden parcial definido hasta ahora) de
cualquiera tupla de M;(b) y viceversa. Llamémoslo S;.

Tomemos un elemento minimal en S; (con el orden definido hasta este
paso). Supongamos que es (aq, ..., q, ..., a;). Esta tupla debe ser menor que
todas las de M;(b), pues justamente supusimos que era comparable con todas.
Por lo que, el menor elemento de S; se corresponde, o bien con uno de M;(a),
o bien con uno de M;(b). De si se da uno u otro caso dependerd el orden
relativo de @ y b. Las siguientes férmulas identifican los @ o b que dan lugar
a los elementos de S;.

o1 (2,2,9) = VYy(R(T1, ey Ty ooy Ths Y1, oy Yy ooy Uk)
VR(Y1y ey Yy ooy Ykiy Ty weey Ty ooy Ti) ),

o2 (y, Z,7) = Vo(R(T1, ooy @y oy Ths YLy oy Yy ooy Uk
VR(YLy ooy Yy ooy Yby Ty ey Ty oy Tk) )

Formalizando lo dicho anteriormente, la iteracién es definida por:

O(R,Z,7) = 0o(Z,7) V (~RZf A ( \/ di@ )

1<i<k

/\( \/ ((Sl(f>g) A Elx(O—zl(xwfag)

1<i<k

AVY(02(y, Z, 7)) = R(T1, ooy Ty ooy Ths Y1y ooy Uy oo Yi))))).-
Y por lo tanto el orden de tipos viene dado por la FO(IFP)-férmula:
Spkford(z.7 g) = IFP [Rjg — O(Ra z, g)] (fg) (34>

Notemos con <; a esta relacién y <, a su clausura reflexiva. Veamos que
efectivamente este método define un preorden en los tipos, es decir, que vale
la siguiente proposicién.

Proposicion 3.2.2. Valen las siguientes afirmaciones:
(a) El tipo de @ es el mismo que el de b siy sélo sia <, b yb < a.
(b) Sia<jbyb<c entoncesa < ¢C.

Demostracion. Veamos primero (a). Basta ver que si a y @ tienen el mismo
tipo, entonces para todo b, @ <j b si y sélo si @ <; b. Sean @ <j b. Supon-
gamos que fueron ordenados en el paso j. Eso quiere decir que Spoiler gana
el juego g]’?(Aa, Ab). Como a y @ tienen el mismo tipo, Duplicator gana el
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juego comenzando con dichas tuplas. Luego Spoiler debe ganar QJ’? (Ad', Ab),
pues, de lo contrario, Duplicator ganaria G (Aa, Ab) (ver Corolario 1.2.3).

Veamos (b), es decir, que la relacién definida es transitiva. Basta ver que
lo es en cada paso de la iteracién. Es claro para el primero (el de los tipos
bésicos). Los demds pasos los deducimos inductivamente.

Supongamos que valen Rab y RbE, queremos ver que vale Rab. Por la
construccién de R, existen 4,5 < k, @ € M;(a) y b’ € M;(b), tales que para
todo by € M;(b) y todo &, € M;(¢), vale Ra'by. Supongamos ademds que i < j
(los demds casos son andlogos). Como j era el menor indice tal que pueden
diferenciarse b y ¢, todo & € M;(¢) resulta equivalente (con el orden definido
hasta ahora) a V', lo que a su vez, aplicando la parte (a), implica que vale
Ra'd para todo & € M;(¢). Esto prueba la transitividad. O

A continuacion analizamos el caso donde el preorden definido resulta un
orden.

3.2.2. Estructuras k-rigidas

Definicion 3.2.3. Sea k£ € N, una o-estructura se dice k-rigida si no hay
dos elementos con el mismo k-tipo.

Decimos que una clase de estructuras K es k-rigida, si toda A € K es
k-rigida.

Observemos que, si una estructura es k-rigida, FO* y Lk son capaces de
distinguir a cada elemento del universo.

Ejemplo 3.2.4. (Estructura 2-rigida) A partir de Ejemplo 1.4.3 deducimos
que una clase de estructuras ordenadas es 2-rigida.

Proposicion 3.2.5. Sea K una clase de estructuras. KC es k-rigida para algun
k € N si y solo si admite un orden FO(IFP) definible.

Demostracion. Sea KC una clase de estructuras k-rigidas, para definir un orden
basta tomar la féormula ¢y _,.q definida en la secciéon anterior. Dicha férmula
define, para cada A € K, un orden sobre A (identificando cada a € A con
(ay...,a)).

Veamos la otra implicacién. Sea ¢(z,y) la FO(IFP)-férmula que define
un orden sobre K. Existe una £ -férmula ¢(z,y) equivalente (Proposicién
1.4.4). Supongamos que utiliza m variables. Reemplazando las apariciones de
< en 1.4.3 por ¢, podemos distinguir a cada elemento mediante una £ -
formula que utiliza m+2 variables, o equivalentemente K es m+2-rigida. [

Corolario 3.2.6. Sea K una clase de estructuras k-rigida, entonces FO(IFP)
captura PTIME sobre K.
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Si bien toda estructura rigida y finita es k-rigida para algin k € N (ver
[7]), una clase de estructuras rigidas podria no ser k-rigida para ningin k.
Esta es la razén por la que la rigidez no es una condicién suficiente para
definir un orden en la estructura. Pueden encontrarse ejemplos de clases de
estructuras rigidas que no son k-rigidas para ningin k£ € N y sin embargo,
FO(IFP) captura PTIME sobre ellas [26]. Esto muestra que la condicién de
que un orden sea definible no es necesaria ni en clases de estructuras que no
admiten automorfismos.

El Teorema de Abiteboul y Vianu

Como una aplicacién de las herramientas que definimos hasta ahora, pre-
sentamos este resultado. Es una combinacién de resultados de [27] y [1]. De
la Proposicion 2.2.7 se deduce que el problema de separar las clases de com-
plejidad PTIME y PSPACE es equivalente al de separar las 1égicas FO(IFP)
y FO(PFP) sobre estructuras ordenadas. El teorema en cuestion afirma que
esto es equivalente a separarlas sobre cualquier clase de estructuras.

Teorema 3.2.7 (Abiteboul y Vianu, Teorema 12.50 en [21]). Son equivalen-
tes:

(I) PTIME = PSPACE.
(II) FO(IFP) = FO(PFP).

La demostracién del teorema se basa en, para cada estructura A, la cons-
truccién de la estructura ordenada E*(A), el LF-invariante de A. Consiste
en la estructura formada por los k-tipos de A con algunos predicados adi-
cionales que permiten rescatar informaciéon de A a partir de ésta. Muchas
propiedades de A se traducen en propiedades de E*(A) y viceversa.

3.3. Transducciones

Las transducciones (también llamadas interpretaciones sintécticas) son
una importante herramienta légica. Permiten definir a partir de una estruc-
tura, otra, incluso en un vocabulario distinto. Dénde esté definido el universo
de la nueva estructura da pie a diversos tipos de transducciones (ver [24]),
la que aca presentamos es la versién mas general. Definiremos el nuevo uni-
verso como un subconjunto de alguna potencia del original, identificando
tuplas mediante una relacién de equivalencia. Antes de definir transduccion
precisamos fijar ciertos términos.
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Definicion 3.3.1. Sea A una c-estructura y ~ una relacién de equivalencia
definida sobre A. Dada R € o de aridad k, decimos que ~ es R-compatible si
para cada @ = (ay,ay, ..., ax), b = (b, ba, ..., bp) € A¥ vale que @ ~ b implica:

Ra sii  Rb. (3.5)
Decimos que es compatible si lo es para cada R € o.

La condiciéon de compatibilidad es la necesaria para poder definir una
o-estructura en el cociente por la relacion ~.

Definicion 3.3.2. Sean ¢ y 7 dos vocabularios, y £ una légica. Una L[o, T]-
transduccién, O, de dimension s y con t parametros es una tupla

O = (0,(7), 0uni(Z, 1), 0=(Z, 41, 92), {0r(Z, UR) } rer), (3.6)
de L]o]-férmulas, donde
= 4, i1 € o son s-tuplas de variables del mismo tipo,
= T es una t-tupla de variables individuales,

» para cada relacion R de aridad k, ¥r := Yr1,UR2 --- YRk, CON Yr,; UNA
tupla de variables de igual longitud y tipo que §.

A g las llamamos wvariables de universo y a T pardmetros. Pedimos ademéds
que, para cada estructura A y cada p € A%, 0—(p, y1, J2) defina’ una relacién
de equivalencia compatible en A®. Es decir, satisface las férmulas:

( A 9_(x7yR,i,zR,i)) — (0r(Z,Tr) < Or(T, ZR)). (3.7)

1<i<k

Sea © una transduccién con t parametros y de dimensién s, llamamos
dominio de © a la clase de pares (A, p), tales que A = 6,(p) y lo notamos
De.

La transduccién © define una aplicacion de o-estructuras en 7-estructuras
(que también notaremos O):

De — Struc|[7]
(A, p) = (A, p),

1Si la légica tiene la capacidad de expresar la relacién de equivalencia generada por
una relacién (como es el caso de FO(IFP) o FO(IFP) + C), el requisito de que 6= la defina
puede cambiarse por que la genere.
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donde O(A,p) es la T-estructura de universo:
V(O(A p)) i={ac A | A= buni(p,a)}/ = (3-8)

con = la relacion definida por 6—.

Con las relaciones definidas por las formulas correspondientes. La féormu-
la 3.7 garantiza la buena definiciéon de cada relacién. En el caso en que el
universo de la estructura es directamente alguna potencia del original (sin
ninguna identificacién), decimos que la transduccién es directa y en ese ca-
so obviaremos la férmula correspondiente a la relacion de equivalencia en la
definicion.

Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 3.3.3 (Grafo lineal). Dado un grafo G = (G, E9), su grafo lineal es
el que tiene como vértices a las aristas de G, donde dos aristas son adyacen-
tes, si tienen un vértice en comin. La siguiente FO{ E'}, { E'}]-transduccion
de dimension dos y sin pardmetros asigna a cada grafo su grafo lineal corres-
pondiente.

0, =T,

Ouni(x1, T2) 1= Exq29,

O=(y1, Y2, 21, 22) = (g1 = 22) A\ (32 = 21),

Op == (Y1, y2, 21, 22) = (41 = 21) A (g2 # 22)) V (1 = 22) A (92 # 21))
V((y2=21) A1 # 22)) V ((y2 = 22) A (Y1 # 21))-

La relacion = identifica a dos pares que representan la misma arista y O
expresa “son aristas distintas que comparten un vértice”.

Ejemplo 3.3.4 (Supresién de k vértices). Sea k € N y & de longitud k.
Consideremos la FO{ E}, { E'}]-transduccion dada por:

Qp(;f') = T7

eum(i'vy) = /\ (3/ # xi)a
1<i<k

Op(y,z) == Eyz.

En este caso dado un grafo G, y vértices vy...vg, O(G, (v1,va,...,0;)) es el
grafo que resulta de suprimir dichos vértices.



3.3. TRANSDUCCIONES 51

Ejemplo 3.3.5 (Componentes conexas). Sea @eamino(,y) la FO(IFP)-férmu-
la que interpretada sobre un grafo, expresa “existe un camino de x a y” La
siguiente FO(IFP)[{ E'}, { E}|-transduccion, con un pardmetro z, asigna a ca-
da grafo G la componente conexa de x.

Oy(x) =T,
‘guni(x’ y) = Qpcamino(xa y)7
9E(37,ylay2) = Ey1ys.

Ejemplo 3.3.6 (Arbol dirigido). Definiremos una transduccion que a cada
arbol T y to € T le asigna una copia dirigida de T, que tiene a ty como
raiz. La formula ¢(x,y1,y9) es la definida en el Ejemplo 3.1.5, que dirige la
relacion de adyacencia desde x.

Op(x) =T,
eum(x7y) = T7
Op(x, y1,y2) = @(z,y1,y2).

Observemos que si bien en la definicién de transduccion permitimos que
las variables de universo no sean todas del mismo tipo en los ejemplos usuales
(v todos los que daremos) lo son. Si son todas de tipo n decimos que la
transduccion es numérica.

3.3.1. Transducciones y complejidad

Una [0, T]-transduccién © respeta isomorfismos, es decir, A ~ B, implica
que O(A) =~ O(B). Si f: A— B es una isomorfismo, construimos la funcién
f* que determina el isomorfismo entre ©(A) y O(B) como indica el siguiente
diagrama.

A’“—k>B’C

| I~

A= —— Bk/z
flc

Con 7 denotamos a la proyeccién al cociente y f* la funcién que resulta
de aplicar f en cada coordenada. La buena definicién de f* y el hecho de
que resulta un isomorfismo, son consecuencias directas de que la relacién =
respeta isomorfismos. Deducimos entonces que © define una aplicacion de
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o-propiedades en T-propiedades. Fijemos una o-propiedad P y supongamos
O(P) € PTIME, podemos construir una méaquina que decida ©~1(O(P)) (la
preimagen de O(P)) de la siguiente manera. Notemos primero que dada una
estructura A, el tamano de ©(A) es a lo sumo una potencia del original. A
partir de cada relacién en A, podemos construir cada una de las de ©(.A),
simulando las FO(IFP) + C-férmulas que las definen (recorriendo cada una de
las tuplas de la correspondiente longitud). Una vez que tenemos una copia
de ©(A), corremos la maquina que decide O(P).

Definicion 3.3.7. Decimos que una [o, 7|-transduccién es fiel, si para todo
par de estructuras A y B, vale que

O(A)~O(B) sii AxB. (3.9)

Pedirle a una transduccion que sea fiel es equivalente a pedirle que pa-
ra toda propiedad P, ©71(©(P)) = P. De lo que se deduce la siguiente
proposicién.

Proposicion 3.3.8. Sea © una [0, 7]-transduccion fiel y P una propiedad de
o-estructuras. Si O(P) € PTIME, entonces P € PTIME.

3.3.2. Todo es un grafo

La mayoria de los ejemplos y resultados que presentamos son para clases
de grafos. A continuacién vamos a mostrar que estos son lo suficientemente
generales.

Veremos como, dada una estructura cualquiera, podemos codificarla me-
diante un grafo. Es decir, podemos construir, en tiempo polinomial, un grafo
que codifique todas las relaciones de la estructura original, y, reciprocamente,
dado el grafo que codifica la estructura podemos reconstruir ésta en tiempo
polinomial.

Fijemos un lenguaje o, vamos a mostrar la construccién para el caso de
o = {T,R}, con T unaria y R binaria, ya que alcanza para entender en
qué consiste y como adaptarla a otros vocabularios. Escribir el caso general,
ademas de tedioso para el lector, lo haria parecer mas complicado de lo que
en verdad es.

Sea A una estructura de universo de cardinal n. La idea es construir
el grafo con ciertos vértices distinguibles que representan al universo de A
y “marcarlos” con subgrafos completos, de tamanos distintos, para indicar
cada tupla en una relacién. Obviamente, para esto necesitaremos mas de |A|
vértices. En el caso particular que analizaremos, los vértices del grafo seran
elementos de A*. Consideremos el siguiente subconjunto de A*:
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(1) Para cada a € A, (a,a,a,a),
(2) para cada a € A, el conjunto {(a,b,a,a) | b # a},

(3) para cada (a,b) € R* con a # b, los conjuntos {(a,c,b,a) | ¢ # a} y
{(a,b,c,a) | c &{a,b}},

(4) para cada (a,a) € R4, el conjunto {(a,a,b,a) | b # a},
(5) para cada a € T4, el conjunto {(a,a,b,c) | b # a}.

Usaremos los elementos en (1) como una copia de A, para reconocerlos
los hacemos adyacentes a los respectivos elementos de (2). De esa manera,
los vértices de la estructura original seran los inicos que tienen n — 1 vértices
adyacentes que no estan a su vez relacionados con otros vértices.

Los de (3) los usamos para marcar los pares (distintos) que estan en
la relacion, formando un grafo completo entre todos los 2n — 3 vértices.
Conectamos a a con los primeros n— 1 y b con los otros n — 2. De esa manera
Rab lo codificamos como: “a es un elemento de un subgrafo completo maximal
(no incluido en otro) de n elementos y b de uno de n — 1 elementos que a su
vez forman uno de 2n — 3 elementos”.

Usamos los vértices de (4) para el caso de elementos relacionados consigo
mismo, formando, para cada a tal que vale Raa, un subgrafo completo de
n — 1 elementos, que conectamos a a.

Por tltimo usamos los vértices de (5) para T, formando, para cada a tal
que vale Ta, un subgrafo completo de (n — 1)? elementos que conectamos a
a.

Observacion 3.3.9. La construccion anterior presupone que las estructuras
tienen un universo de cardinal mayor a dos. Para que funcione correctamente
para cualquier estructura hay que tratar los casos “pequenos” aparte.

Proposicion 3.3.10 (Todo es un grafo). Dado un lenguaje o, existen una
FO(IFP) + Clo, { E}]-transduccion T' y una FO(IFP) 4+ C[{ E'}, o]-transduccion
A, ambas sin pardmetros, tales que para cada o-estructura A:

(I) T(A) es un grafo.

(1I) A(T'(A)) =~ A .

Demostracion. Claramente la construccion dada anteriormente puede expre-
sarse mediante formulas. Necesitamos poder contar, porque el tamano de
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los subgrafos completos que queremos detectar depende del tamano de la
estructura. Entonces para el caso de I',

Yuni(T1, T2, T3, T4) 1= (X1 = Tp = T3 = T4)V
((x1 =23 = x4) N2 # 1))V

((ZL‘l = {L‘4) AN (l’g 7£ 1’1) A R$1l’3)\/

((231 = I4) VAN (SL’g 7é .1’1) N (Ig # LCQ) A R.Cl]l,I‘Q)\/
((x1 = x9 = x3) A (22 # 1) A Rryxq)V

((z1 = 22) A (23 # 1) A (33 # T2).

Para definir vg hay que tener en cuenta de cuales de las tuplas definidas en
la construccién se trata (depende de que disyunciones de 7,,; satisfagan) y
seguir las reglas dadas en la construccion.

En el caso de A,

Auni(x) = #y(ExyVz(Eyz — z =x)) =n — 1,

donde n — 1 se refiere al antedltimo elemento de [0, |A|], definible en

FO(IFP) 4 C. Para Ag y Ay hay que decodificar el grafo, es decir, verificar que
los vértices pertenezcan a subgrafos con las caracteristicas mencionadas, di-
chas caracteristicas son facilmente expresables mediante FO(IFP) + C-férmu-
las. Lo que finaliza la construccion de las transducciones que buscabamos. [

Observacion 3.3.11. I' y A son, mas precisamente, FO + C transducciones.

Ejemplo 3.3.12. Sea A con |A| = 4. La Figura 3.3 muestra los nodos co-
rrespondientes a dos elementos a y b tales que vale Rab y T'b.

/ I\

e 06 ©
Figura 3.3: Raby T

|
|
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Notemos que, A(T'(A)) ~ A implica que T' es fiel. Para que A también
sea fiel, precisamos restringirla a la clase de grafos que codifican estructu-
ras, es decir, la imagen de I'. Esa clase es definible por una FO(IFP) + C
férmula digamos ¢r (la férmula expresa que existen determinada cantidad
de vértices, subgrafos completos y las relaciones de adyacencia adecuadas).
Si modificamos A agregando la formula

Ap = r, (3.10)

resulta fiel. Aplicando la Proposicién 3.3.8, obtenemos una correspondencia
entre las propiedades PTIME de cualquier clase de estructuras y las de la
clase correspondiente de grafos. Es més, dada una propiedad P, podemos
dar un algoritmo para decidirla a partir de I' y uno para I'(P).

3.3.3. Transducciones y definibilidad

El siguiente lema muestra que una transduccién no solo establece una re-
lacién entre estructuras, sino también entre férmulas. El caso de FO(IFP) + C-
féormulas requiere particular atencién. Por un lado debido a que el universo de
la nueva estructura puede ser mas grande que el de la original y por otro, el
hecho de que las transducciones numéricas tienen como variables de vértices,
variables numéricas. Para que la exposicion sea més clara, lo enunciamos y
demostramos para FO(IFP) (y por lo tanto para FO) y FO(IFP) + C de forma
separada. Si quisieramos una versién para una légica abstracta, tendriamos
que pedirle ciertas condiciones de regularidad a ésta (ver [8]).

Lema 3.3.13 (de la transduccién para FO(IFP)). Sea © una FO(IFP)[o, 7]-
transduccion de dimension s con t parametros. Para cada T-formula
©(21, 29, ..., 21) existe una o-formula (T, Y1, Yo, ..., Yr), tal que para toda
(A,p) € Do y todo ay,as, ...,a, € A :

AEU(p,ay,ag,...,ax) sii {[a]}lic CV(O(A, D) vy
O(A,p) | p([a1], [az], ..., [ax])-

Demostracion. Dada ¢ construimos ¢ inductivamente.
Y =21 = 2, definimos ¢ = Qum(i’,gjl) AN Gum(:ﬁ,@) VAN 9;(@,@1,@2).
o= Rzy...zp, = (/\zgk eum'(jagk)) A QR(jv?jlwgk)-

Y= _'SDI(ZM [RXD) Zk)quzj = _'1/}/<g17 7@/{})

o = @121, 20) V 02(21, o 2), ¥ = 01T, s ) V 2 (Y Y )
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Y= EIZSOI(ZD ooy Rk Z)? 1/} = Hﬂ(eum@) A ¢,<g17 7ﬂk7g))

» o =IFP [ZFz « ¢/(2)] (1), ) )
¢ = IFP [Y*q, g ' (G, Or)] (s, T).

O

Lema 3.3.14 (De la transduccién para FO(IFP) + C). Sea © una

FO(IFP) + Clo, 7|-transduccion de dimension s con t pardmetros. Para ca-
da T-formula p(z1, 2o, ..., 2) existe una o-férmula Y(Z, 41, Y2, ..., Yr), CON Y;
numérica en el caso de una transduccion numérica y del mismo tipo que z; en
el caso contrario, tal que para toda (A,p) € Do y a1, as, ...,ar € A*U[0,|A|]*:

AE (P, ay,ag,...,a;) sii {[ai|}i<ck CV(O(A, D) vy
O(A, p) E ¢(lai], [as], ..., [ax]).

En el caso de a; € [0, |A|]*, [a;] denota [a;],.

Demostracion. Veamos el caso

o =H#z2¢(2) = 1. (3.11)

Construimos v := eﬁ:ij’(gj) = (i1,12,...,15). El significado de eﬁ: es el del
Ejemplo 1.6.5. Los deméds casos fueron tratados en la proposicién anterior

(traduciendo las variables como explica el enunciado de este lema). ]

Si bien el siguiente corolario no es mas que un caso particular del lema,
vale la pena enunciarlo, ya que es el que utilizaremos y su enunciacién es mas
amena.

Corolario 3.3.15 (transduccién para sentencias). Sea © una
FO(IFP) 4 Clo, 7|-transduccion de dimension s con t pardmetros. Para cada
T-sentencia p, existe una o-formula 1 (Z) tal que para cada (A, p) € Deg vale:

A (p) sii O(AD) E . (3.12)

El Lema 3.3.14 muestra que una L[o, 7]-transduccién 6, no sélo define una
aplicacion de g-estructuras a 7T-estructuras, sino también una de 7-férmulas

~

o-férmulas. Llamamos dual de © a dicha aplicacién y la notamos ©.

Ejemplo 3.3.16 (k-conexion). Un grafo G se dice k-conezo si |V| > k y
para cualquier eleccion de k — 1 vértices, el subgrafo que resulta de suprimar
estos vértices es conexo. Sea O la transduccion definida en el ejemplo 3.3.4 y
©Ycon la FO(IFP)-formula que expresa que un grafo es conexo (ejemplo 1.3.5).



3.3. TRANSDUCCIONES 57

Luego G |= O(@eon(v1, ..., vx)) si suprimiendo (vy,...,vy) el grafo es conero.
Entonces,

(x129...74 (/\ x; # :z:])) A (Vxlxg...xké(gocon(m, ey Tk))) (3.13)

i#]
define la clase de grafos k + 1-conezos.

Observacion 3.3.17. Es facil extender el resultado anterior a otras légicas mas
expresivas que FO(IFP) como por ejemplo FO(PFP). Es decir, una FO(IFP)-
transducciéon ©, define también una aplicacion de FO(PFP)-férmulas en

FO(PFP)-férmulas. Si quisieramos, en cambio, aplicarlo a una férmula en una

l6gica menos expresiva (como FO), O(y) resultaria una FO(IFP)-férmula, no
una FO-férmula.

Si juntamos estos lemas con los resultados de la seccion 3.3.2 obtenemos
la siguiente proposicion, que profundiza el significado de “todo es un grafo”.

Proposicion 3.3.18. Sea L una logica en el sentido de la seccion 2.3. Supon-
gamos que L es tan expresiva como FO(IFP) + C. Si L captura PTIME sobre
la clase de grafos, entonces lo hace sobre cualquier clase de estructuras.

Demostracion. Sea P una propiedad de o-estructuras y I' la transduccién
definida en la Seccién 3.3.2. Ya vimos que I'(P) € PTIME. Luego existe
una L-formula que la define. Aplicando I' tenemos una L-férmula que define

P. O

3.3.4. Composicién de transducciones

Para que la definicién sea més clara supondremos ambas transducciones
de dimension uno. El caso general no tiene mayor dificultad, sélo es cuestion
de escribir tuplas de la longitud adecuada. Sea © una [0, T]-transduccién
con s pardmetros y T una [r, v]-transduccién con ¢ pardmetros, definiremos
la [0, v]-transduccién A := T o ©, con s + t pardmetros, de manera que
T oO(A,p,q) resulte T(O(A, p),[q]). Dicha transduccién viene dada por las
siguientes férmulas.
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Para que A esté bien definida, A= debe definir una relacién de equivalencia
compatible, es decir, a y b equivalentes implica que cumplen exactamente las
mismas relaciones. Vedamoslo por simplicidad para el caso de R unaria.

Demostracion.

AEA(p, ¢ a,b) sii O(A,p) E v=([d],[a], [b]).
Luego ©(A, p) = vr([d], [a]) <> vr([d], [b])
sii A = O(vr(p, q,a)) <> O(vr(p, . b))
sii A Ar(p,q,a) <> Ar(p, q,b).
O

Ejemplo 3.3.19. Sean © y Y las transducciones definidas en los Ejemplos
3.8.5 y 3.8.4 respectivamente, y @i—_con la FO(IFP) + C-férmula que define la
k + 1-conexion (Ejemplo 3.3.16). La formula m(gok_am)(x) expresa “la
componente conexa de x es (k4 1)-conexa”.

3.4. Canonizaciones

Como se ve en el Ejemplo 3.1.7, que una clase de estructuras sea “sencilla”
no alcanza para poder definir un 6rden sobre ésta. Una alternativa a ésto es
asociar a cada estructura, de forma candnica, una copia ordenada. Esto es lo
que llamamos una canonizacion.

Definicion 3.4.1. Dada una o-estructura A, una copia ordenada de A es
una estructura A’ € O(oU <), tal que A'|, = A.

Definicion 3.4.2. Dada una clase K de o-estructuras, una canonizacion ¢
de I, es una aplicacién de o-estructuras en O(o LI {<}), tal que para cada
o-estructuras A,

(C.I) ¢(A) es una copia ordenada de A,
(C.II) si A~ B entonces ((A) ~ ((B).

Ejemplo 3.4.3 (Canonizacién trivial). Fijemos un vocabulario o. Recorde-
mos la codificacion de o-estructuras definida en la Seccion 2.1.2. Dada una
estructura A, el conjunto A< es a su vez un conjunto ordenado (de pala-
bras). Podriamos asignar o cada A el primer elemento de A<. Esto es un
ejemplo de canonizacion, pero no nos resulta util, por que no podemos (no
sabemos como) computarlo en PTIME y por lo tanto no podemos usarlo a la
hora de extender el teorema de I-V. Por eso nos concentraremos en las que
son definibles mediante la ldgica FO(IFP) + C.
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Definicion 3.4.4. Sea © una L[o, o0 U {<}|-transduccién. Dada una clase
KC de o-estructuras, decimos que © canoniza IC, si para cada A € K, existe
p € A*, tal que (A,p) € Do v O(A, p) es una copia ordenada de A. En ese
caso a O la llamamos una L-canonizacion de .

A partir de ahora £ serda FO(IFP) o FO(IFP) + C.

Lema 3.4.5. Sea K una clase de estructuras que admite una L-canonizacion,
entonces L captura PTIME sobre .

Demostracion. Queremos ver que para cada propiedad P € PTIME, existe
wp, tal que para cada estructura A, vale:

AEpp sii AeP. (3.14)

Fijemos P € PTIME. Aplicando el teorema de I-V obtenemos una o L {<}-
féormula o< que define P<. Sea © la transduccién que canoniza a K. Para
cada (A, p) € Do tenemos:

O(AP) < sl O(Ap) € Pe
sii O(A,p)|, € P
sii AP (O(Ap)], ~ A).
Luego,

32(0,(7) A O(p<)(7)) (3.15)

define P. O]

La nocion de canonizacién generaliza la de orden definible, en el sentido
de la siguiente proposicion.

Proposicion 3.4.6. St una clase K de estructuras admite un orden L-
definible, entonces admite una L-canonizacion.

Demostracion. Sea (t,x,y) la féormula que define un orden sobre K. Defi-
namos la transduccién ©:

0,(t) == “p(t,x,y) define un orden”,
6unl<t_> = Tu
QRZ-(E, L1y eeny ZBkZ) = RZL‘l, vy They s

‘gf(fal’)y) = QO(E,ZE,?J)
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Ejemplo 3.4.7. (Canonizacion de grafos completos) En el Ejemplo 3.1.7
vimos que la clase de grafos completos no admitia ordenes. Sin embargo si

admite una FO(IFP) + C-canonizacion, definida por la siguiente transduccion
© (Figura 3.4):

0, =T,
Ouni(1) := ~max(i),

Las variables i,j son numéricas, max(i) es la formula que indica que i es el
mazximo (recordar que |[Num(A)| = |A|+1) y < denota el orden en Num/(A).
Es decir, el universo de ©(A) es un segmento inicial de N, que ya viene con
su propio orden. Como se trata de grafos completos, para definir E, basta
agregar una arista a cada par de nimeros distintos. La formula 0 no “mira”
la relacion de adyacencia original.

(a) Ks

Figura 3.4: Canonizacion de K5

3.4.1. Canonizaciones normales

El tipo de canonizaciones definidas en el ejemplo 3.4.7 es del tipo que mas
nos interesan. Estan definidas por transducciones numéricas, donde el orden
es el propio de N.

Definicion 3.4.8. Decimos que una transduccién © es normal, si 0,,; es
equivalente a ~maz (i) y f< ai < j. Decimos que una canonizacién es normal
si estd definida por una transduccién normal.

Notemos que en el caso de canonizaciones normales, en la condicion (C.II),
puede cambiarse ©(A) ~ O(B) por O(A) = O(B), ya que estamos conside-
rando siempre el mismo universo. Por otro lado, si tenemos una estructura
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ordenada cualquiera, existe un tnico isomorfismo con un segmento inicial de
N, lo que permite construir una transduccion normal que copie la estructura.

Proposicion 3.4.9. Sea 0 con < € 0 y K una clase de estructuras ordena-
das. Existe una transduccion normal que canoniza a IKC.

Demostracion. Para construir la transduccion © precisamos construir la bi-
yeccion entre el universo de la estructura y un segmento inicial de N. Lo
hacemos inductivamente.

o(X, i, x) :=min(i) A min(z) V (Fiz' @sue (i, 1)
A Qsuc(®', 1) N Xi'2),
iy (1, ) =IFP [Xiz + ¢(X, 1, x)] (iz).

Luego para cada relacion R definimos

¢R<i1, ,Zk) = EL’El, R .Tk(R.Z'liUk) /\ (Pbiy(ij, :Cj)- (316)

J<k

El resto de las férmulas de © son las usuales para una transduccién normal.
]

La construccion de la proposiciéon anterior nos permite normalizar cual-
quier transduccién componiendo con la recién construida.

La idea del Ejemplo 3.4.7 puede adaptarse para canonizar, de forma nor-
mal, otras clases igualmente “simples” de grafos (como las estrellas). A con-
tinuacién presentamos un caso un poco mas interesante, la clase de arboles.

3.4.2. Canonizacion de arboles

Sea ¥ la clase de arboles dirigidos (Ejemplo 1.3.7), vamos a construir una
FO(IFP) + C[{ E}, { £, <}-transduccién O, sin parametros que canoniza a ¥.
Para cada drbol T, construiremos una copia de 7 sobre Num(T), induc-
tivamente, mediante una relacién (mixta), R, de aridad tres. Dado ¢t € T,

notamos con S(t) al subarbol de raiz ¢t. Construiremos R de manera que el
arbol

R = ([0,[S@)| = 11,{(7, j) | Rtig}),

sea isomorfo a S(t). Para el caso de las hojas, Rtij es vacia. Luego dado un
vértice t, para cada hijo de t tenemos una copia ordenada de sus respectivos
subarboles. Las ordenamos lexicograficamente, como algunos podrian ser iso-
morfos esto da lugar a un preorden, que notamos <. Respetando ese preorden
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hacemos una copia de cada uno. Finalmente agregamos un ultimo elemento
adyacente a cada una de las raices de los subarboles copiados. Antes de dar
las férmulas necesarias vale hacer la siguiente observacion.

Observacion 3.4.10. El orden lexicografico requiere particular atencién. Fs-
tamos considerano la matriz de adyacencia del grafo, concatenando cada fila
de modo que se forme una tira de ceros y unos, que comparamos como si
se tratara del desarrollo binario de un niimero. Con la particularidad de que
ordenamos previamente por la longitud de la palabra. Esto es necesario pa-
ra evitar ciertas ambigiiedades, pues la palabra 0 y 0000 representan grafos
distintos pero el mismo nimero.

A continuacién describimos las férmulas necesarias para definir esta rela-
cién. Definimos,

ws(to, ) = (to = t) V Etot,

donde E es la clausura transitiva de £ (Ejemplo 1.3.4), pg expresa que t
pertenece a S(tg). La férmula

pre(ty, ta) = Fij((0 < J) A (F#Htps(t, 1) = i) A (F# s(ta, ') = ),

compara los tamanos de los subarboles correspondientes a t; y to, necesaria
para definir el orden acorde con la Observacion 3.4.10. El orden de subarboles
viene dado por

QOj (t, tl, tg) = Ettl A\ EttQ A\ (QOT< (tl, t2> V (@T:(tla tg)/\

Jij(—Rtyij A Rtaij A (Vi'j'(i'5" <jer i7) — (Rt17'5" <> Ritai'y"))))).
La féormula pr— expresa que los subarboles son del mismo tamano. La férmu-
la p<(t,t1,t2) expresa que t; y to son hijos de t y S(t1) < S(t2). Usamos

<1ez para indicar el orden lexicogréfico de pares. Notaremos ¢ (t,t,t5) =
= (t7 tl? tZ) A P=< (t7 t?? tl) y @z(t, tl? t2) = @j(t, tl; t2> A P= (t7 t27 tl) Luego,

o (to, t,1) == #t(3trp<(to, t1,t) A pg(ty,t)) =i,

quiere decir que existen ¢ vértices pertenecientes a subarboles estrictamente
menores que t. La féormula

@C(th t7 l) = al.]k((pi&(th 7(“-7 Z) A (#t/SO%(th t7 t,) = ])A
(#Ht'os(t, 1) =k)NEI(7 <A+ Ex " =1))),

determina si a partir del lugar [, del segmento donde estamos construyendo
la etapa actual, corresponde una copia del subarbol de raiz t. Como varios
subarboles son isomorfos, varios [ pueden satisfacer la condicién. Por tltimo

eo(lor 1) = F(Blot A 3jk(pc(lo, b, k) A (VI=RH) A ( + k = 1)),
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afirma que 7 se corresponde con un raiz.
Finalmente la formula que define la recursion,

o(t,i,7) = 3 (Bt AN j' k(R Noo(t,t' k) NG + Kk =1)
A"+ k= j))))V
(mawx (i) A 3Gk (', 0) Npe(t, 8 k) A (F7 + k=)

La FO(IFP) + C-férmula
wr(t,i,7) = IFP [Raij < o(R, x, i, 5)] (£,1, ), (3.17)

define la relacion que estabamos buscando. Entonces, © es la transduccion
dada por:

0, =T,

Ouni(1) == —maz(i),
0r(i,j) == ((W_‘Etto) A er(to, i, 7)),
0<(i,7) =1 < j.

Corolario 3.4.11. FO(IFP) + C captura PTIME sobre la clase de drboles
dirigidos.

Si quisieramos extender el resultado anterior a arboles (donde la relacién
de ayacencia es simétrica), basta componer © con la transduccién definida
en el Ejemplo 3.3.6.

T
,/\

Figura 3.5: Canonizacién de un arbol
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3.4.3. Levantamiento de canonizaciones

El siguiente lema es un caso muy particular de un recurso que permite
extender las clases canonizables. La idea es que, si se puede descomponer a
una estructura de manera que cada componente sea canonizable, entonces
toda la estructura resulta canonizable.

Lema 3.4.12. Sea © una transduccion normal que canoniza una clase de
grafos IC. Sea K' otra clase de grafos con la propiedad de que todo G € K'
es union disjunta de grafos G; € K (que llamamos componentes de G) y que
existe una formula x(z,y) que expresa que T ey estdn la misma componente.
Entonces existe una transduccion I' que canoniza a K'.

Demostracion. Consideremos la transducciéon X, con un parametro z, tal
que X(G,p) = G; con p € G; (ver Ejemplo 3.3.5). Sea A := © o X', entonces
A(G,p) es una copia ordenada de la componente de p. Llamemos Ag(z,1, )
a la formula que define la relacion de adyacencia en A. La idea es similar
a la de la canonizacién de arboles. Ordenamos lexicograficamente las co-
pias ordenadas las componentes y las copiamos, en orden, sobre el segmento
[0, |G|—1]. Definimos algunas férmulas auxiliares, similares a las ya definidas.
La siguiente férmula cuenta el tamano de la componente de x.

ord(x,i) := #yx(z,y) = 1. (3.18)

El (pre)orden lexicografico queda definido por @<, similar a la del caso ante-
rior.

o<(x,y) == (Fij(i < jANord(x,i) Nord(y,j)))V
(Fij((i = 7) ANord(x,i) Aord(y, j))A
(Fig(=Ag(z,i,7) A Ap(y,i,7) A (Vi/jl(i/j/ <lez 1]))
= (Ap(2,7,5') < Ae(y,i,5')))))-

Las formulas ¢~ y @~ tienen el mismo significado que en el caso anterior.
Nuevamente necesitamos determinar si el lugar k£ del segmento se corresponde
con una componente isomorfa a la de x.

po(x, k) = Jijl((#ye<(y, ©) = )A
(Zypa(z,y) = )N
ord(x, ) N (37 (7' <HAGE+1 x5 =k))).
Luego,
ve(i,5) = Jwk(pc(z, k) A G5 (Ap(z, 7, §) A @ +k =D)A
(" +k=27)).
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El resto de las féormulas que definen la transduccién son las usuales en una
transduccion normal. O

Llamamos bosque a una union disjunta de arboles.

Corolario 3.4.13. FO(IFP) + C captura PTIME sobre la clase de bosques.

Claro que clases mas complejas no admiten descomposiciones en compo-
nentes que sean disjuntas, de manera que pueda definirse cada una mediante
una férmula. La interseccién entre componentes representa un problema a la
hora de definir una canonizacion, ya que impide hacerlo en cada una por se-
parado. Para poder extender este resultado necesitamos otro tipo de descom-
posiciones. Un ejemplo clasico son las conocidas como tree-decompositions,
introducidas por Halin [19] y utilizadas muy frecuentemente. El problema
con éstas, es que no son invariantes por automorfismos, por lo tanto no son
definibles mediante una logica y no sirven para definir canonizaciones. Va-
riantes de éstas, como block-tree decompositons, introducidas por Grohe [13],
se adaptan mejor a este fin. Mediante éstas se puede dar una canonizacion
para la clase de grafos planos, descomponiendo estos, sucesivamente, en sus
componentes 1-, 2- y 3-conexas y definiendo un orden sobre las ultimas, pro-
bando asi, que FO(IFP) + C captura PTIME sobre la clase de grafos planos.
Otra variante de descomposicién son las tree-like decompositions [14], me-
diante las que se puede extender el resultado a cualquier clase que admita
menores excluidos. Un ejemplo de este tipo de clases es el de los grafos embe-
bibles en una superficie. Este resultado se debe a Grohe [15], quien ademas
realiza un profundo estudio de las descomposiciones.
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