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Capitulo 1

Introduccion

Las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales constituyen una de las ramas de la
Matemadtica con mayor insercién en otras ciencias, ya que forman parte de muchos modelos
que intentan representar el comportamiento de fenémenos de la naturaleza. Existe un gran
nimero de ejemplos que se pueden citar, entre ellos los problemas de contacto que involucran
un solido eldstico y un obstédculo rigido.

Asimismo se pueden mencionar algunos problemas que provienen de ambitos distintos pero
que se pueden modelizar en forma andloga, por ejemplo los precios de opciones americanas
dentro de las finanzas, asi como el problema del dique poroso, el de Stefan y el del obstdculo
dentro de la Fisica.

Este tltimo problema consiste en hallar la posicién de equilibrio de una membrana eléstica
cuyo borde estd fijo, la cual se encuentra por encima de un obstdculo dado: una parte de la
membrana “toca” al obstdculo (zona de contacto), mientras que la otra estd “despegada” del

mismo. La frontera que separa ambas regiones es lo que se conoce como frontera libre.

A menudo, en diversas aplicaciones de métodos matemaéticos se trata de buscar la solucién
al problema de minimizar una determinada magnitud: drea, carga, longitud, energia, etc.
En nuestro caso se intentard hallar
uweV C H tal que J(u) = infJ(v)
veV

donde



H es un conveniente espacio de Hilbert,

V es un apropiado subconjunto de H (que quedard definido en funcién del obstéculo ), y

J(u) = %g; |Vu|2 dr dy — éfu dr dy representa la energia potencial total.

Es importante aclarar que tanto el dominio €, siendo € la clausura de €2, como el obstdculo
1 y la funcién f son conocidos a priori y que, bajo ciertas condiciones sobre los mismos, este
problema de minimizacién se podrd escribir como una inecuacion variacional. Esto fue una de
las principales motivaciones para el desarrollo de la teoria de las desigualdades variacionales y
para los problemas de frontera libre en las décadas de los 60 y los 70. Los primeros resultados
fueron conseguidos por Stampacchia, Lions y Browder, y se centraron en la obtencién de una
teoria general de existencia y unicidad de la solucién (véase [ 13 |y [ 14 ]).

En una segunda etapa, Brézis trabaja en la regularidad, dependencia continua y otras
propiedades referidas a la solucién, para el caso de aquellas inecuaciones variacionales donde el
conjunto convexo en el cual se busca dicha solucién queda definido mediante algiin obstédculo

como en nuestro caso (véase [1], [ 7]y [11]).

Una vez formulado el problema continuo en forma variacional, el método de elementos finitos
junto con el método de Galerkin se encargarin de redefinirlo en forma de problema discreto
sobre un conveniente V},, subconjunto cerrado y convexo de un apropiado espacio de Hilbert Hy
de dimensién finita. Dado que dicho esquema dependerd del “tamatio” h de la triangulacion, y
teniendo en cuenta la naturaleza del método (si un método numeérico converge, lo hace a medida
que el mallado es “menos ralo”), se utilizard entonces a lo largo del trabajo el subindice h, el
cual deberd entenderse como % con n € N, y obviamente tenderd a 0 cuando n tienda a infinito.
Cabe observar que si bien n varfa en un conjunto discreto de valores mientras que h podria
variar tedricamente en un continuo, a la hora de la implementacién computacional alcanzara
con pensar en valores discretos para h, por lo cual todo lo que aqui se desarrolle se ajustard
perfectamente.

Volviendo a V}, y a Hp, para su construccién es imprescindible enumerar cuatro aspectos
bésicos:

e Por un lado se debe subdividir el dominio © mediante una cantidad finita de tridngulos

que llevardn el nombre de elementos. Para cada tridngulo se desea conocer el valor de la solucién



del problema en los respectivos vértices, a los cuales se los llama nodos.

e Por otro lado las funciones que estardn en el espacio de dimensién finita deben ser lineales
sobre cada elemento de la particién y continuas en la totalidad del dominio.

e Luego se eligen las funciones base de dicho espacio de dimensién finita, definiéndolas para
cada uno de los nodos antes mencionados. El valor de tales funciones en el interior de cada
elemento queda determinado a partir de sus valores en los nodos mediante interpolacién.

e Y por ultimo se procede a expresar la solucién del problema como combinacién lineal de

dichas funciones base.

En el caso a considerar acé, el obstaculo ¢ € H*(Q) (v < 0 en 99Q), siendo H'(9) el espacio
de Sobolev W12(2). En una dimensién las funciones de H' resultan continuas, permitiendo
interpolar en forma mds sencilla con un operador de Lagrange. Pero en mas dimensiones, como
en el presente trabajo (donde la dimensién serd 2), las funciones de H' no necesariamente son
continuas. Por ello resulta necesario buscar otro operador de interpolacién con caracteristicas
similares, mds precisamente la interpolada de Clément, la cual se define para “funciones” del
espacio de Lebesque L? con su usual estructura de espacio de Hilbert.

Con el objetivo de hallar un minimo para .J, se buscard combinar el ya mencionado méto-
do de elementos finitos con algunos conceptos relacionados a la convergencia gamma (I' —
convergencia) de sucesiones de funcionales.

Ya se hablé de posibles particiones del dominio en tridngulos cuyas particularidades se
detallardn mds adelante. A partir del A antes mencionado, V}, estard formado por “funciones”
que pasan por encima de la interpolada del obstéculo inicialmente dado. Ahora nuestro problema
continuo pasars a ser discreto y serd menester introducir un apropiado funcional Jj,.

Dado que este funcional define un nuevo problema que verifica hipdtesis andlogas al anterior,
se estd en condiciones de decir que el problema discreto admite también solucién tnica.

Un detalle a destacar es que se puede pensar en tantos funcionales Jj como valores de h
se consideren, pero cada uno definido en un dominio diferente. Para poder pensarlos como una
sucesion, se unificard el lugar de definicién considerando un espacio mayor a todos los V;, (en
nuestro caso serd H) de modo que los incluya.

A partir de ahora ya se estd en presencia de una sucesion de funcionales F'y, que definiremos



como J(v) en el caso en que v € V}, e infinito en el caso en que v € H — V. Por ende, hallar
el minimo de estos funcionales Jp es lo mismo que hallar el minimo de F}, ya que este dltimo
no puede alcanzarse fuera de V},.

Bajo ciertas condiciones, dicha sucesién F}, tendrd limite gamma (I'—limite), el cual no tiene
por qué coincidir con el limite puntual. El interés reside en la convergencia de los minimizantes,
es decir, como incidird esta I'—convergencia de los funcionales en la bisqueda del minimo. Se
puede garantizar que si la sucesién de funcionales es equicoerciva y ademds I'—converge a un
funcional F, entonces la sucesién de minimizantes (y minimos correspondientes) converge al

minimizante (respectivamente al minimo) del funcional F.

En el Capitulo 2 de esta tesis se refrescan algunos conceptos que serdan de gran utilidad a
la hora de presentar luego el problema del obstdculo junto a sus diferentes formulaciones. Esto
dltimo se hace en el Capitulo 3, donde también se analiza existencia y unicidad de solucién. En
el Capitulo 4 se describe el método de elementos finitos a partir de la formulacién variacional
mencionada anteriormente. El Capitulo 5 detalla la teorfa sobre I'— convergencia. Finalmente
en el 6 se aplica dicha teorfa al método de elementos finitos para mostrar convergencia de
solucién en el problema del obstaculo. Cabe destacar que si bien se omite en esta tesis analizar
el orden de convergencia del método, serd un desafio extra promover el interés de potenciales
lectores de modo que resulte un disparador atractivo para un trabajo futuro. Lo mismo ocurre

con su implementacién computacional utilizando FreeFem++ o algin paquete similar.

10



Capitulo 2

Nociones preliminares

2.1. Soporte de una funcién
Sea

QCR* =R () abierto conexo, no necesariamente acotado.
)

Se define

sop f = {z €92 ] J(2) Z0}.

2.2. Funciones infinitamente derivables de soporte compacto

2.2.1. El espacio C}°(2)

Se define el espacio de funciones infinitamente derivables en ) con soporte acotado en (2,
el cual resultard compacto (cerrado y acotado en R™ es compacto), y se notard de la siguiente

manera:

D(Q) = C§°(Q) = {¢ € C>(Q) / sop ¢ es subconjunto acotado de Q},

2.2.1.1. Observacion

e D() es no vacio (contiene a la funcién constdntemente nula de dominio §2).

e D(2) es espacio vectorial con las operaciones usuales, de dimensién infinita.
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e D(Q) C LP(Q).
® D(f2) es denso en LP(Q2), es decir, dada f € LP(9), existe una sucesion {¢,} C D(Q) / ||f — dll o) =

1/p
(f |f(z) = dp(@)[” dw) — 0.

Q
2.2.2. Convergencia de sucesiones en C°((2)

Dado entonces D(2) con su estructura de espacio vectorial, se define la nocién de conver-
gencia de sucestones.

Sea {¢p}rey C D(Q) y ¢ € D(Q). Se dice que {¢}}72, — ¢ si:

e 3 C C Q compacto tal que, Yk € N, sop (¢;,) C C.

e Ademsds Vn € Ny, gcn):; ¢(") sobre compactos.

2.3. Funciones generalizadas

2.3.1. Distribucién

Se considera ahora una aplicacién T : D(2) — R. La misma recibe el nombre de distribucion

sobre € si es lineal y continua, es decir si:

o T(ad+ Bi) = aT() + BT (), Vo, B € R, ¥,¢ € D().
e o — 6 en D(Q) = T(¢y) — T(6) en R.

2.3.2. Espacio de distribuciones
Se define el espacio de todas las distribuciones:
D'(Q)={T:D(2) — R / T es lineal y continua},
vale decir el dual de D(Q).

2.3.2.1. Observacion

e D'(2) es espacio vectorial con las operaciones usuales.

e D'(Q) estd incluido en el espacio de todas las aplicaciones lineales de D(f2) en R.

12



2.3.3. Generalizaciéon de funcion localmente integrable

Se verd a continuacién cémo el concepto de distribucién generaliza el concepto de funcién
localmente integrable. Se quiere asignar a cada f € L} (), una cierta Tt € D'(Q) en forma

loc

inyectiva. Para ello se propone lo siguiente:

loc

a cada f € Li .(Q), se le asigna Ty : D(Q) = R / V¢ € D(Q), T§(¢) = [ f(z)d(z)dx.
Q

De ahora en méds, dada una funcién localmente integrable, se la puede ver como funcién en

el sentido cldsico o como distribucion.

2.3.3.1. Observacion

1

e Tomando la Delta de Dirac se puede ver que L;, .

(Q) estd en correspondencia con un

subespacio propio de D'(9), es decir L}, & D'().

2.3.4. Derivada distribucional

Se desea introducir la derivada de distribuciones pero de un modo tal que extienda a la
derivada cldsica de funciones. La integracién por partes nos proporciona la idea para hacerlo.

Sea sop ¢ C [a,b] entonces

b b b
[ @ote)de = F)ola) [ - )6 @hde =~ [ )6 @iz

Dada T € D'(Q), se lamard derivada distribucional de T a
T D©) =R/ (T'6)=— (T,§) VoeD®)

2.3.4.1. Observacion

e Dicha 7" también resulta ser una distribucién.

e Si f es una funcién suficientemente regular, puede verse que (Tf)" = T, vale decir que
efectivamente la derivada distribucional de f coincide con la derivada cldsica, obteniéndose una
extension.

e Toda distribucién posee derivada en el campo de las distribuciones, mientras que en la

teoria cldsica no siempre ocurre. Mds atn, toda distribucién es infinitamente derivable.
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2.4. Espacios de Sobolev

2.4.1. El espacio W"?(())

Sea m > 1 un entero y p en la recta ampliada tal que 1 < p < oo, se llamaré espacio de

Sobolev a
WmP(Q) = {u € LP(Q) / D% € LP(Q), Vo multi-indice tal que || < m}.

Es decir que una distribucién estd en W™P(Q) si ella y todas sus derivadas hasta el orden
m inclusive pertenecen a LP(€2).
2.4.1.1. Observacién

o WW™P(Q) es espacio vectorial.

em=0=WmP=LP(Q),yj<m= WP CWiP
2.4.1.2. Norma [fe[,,

Se introduce una norma en W"P(Q2), mediante

1/p
lull = [ D uDauwzp(m] .

la|<m
2.4.1.3. Observacion

e Dotado de esta norma WP () resulta ser espacio de Banach.
e Para p = 2, dicha norma verifica la igualdad del paralelogramo, por lo cual proviene de un
producto interno. Por lo tanto Vm € Ny, W™?2 = H™ es un espacio de Hilbert con el producto

interno

(w, V)wme) = > (D%, D)2 (q) -

la|<m

2.4.2. El espacio WH2(Q) = H(Q)

En este trabajo se utilizard de manera preferencial el caso m = 1 y p = 2. Se llamara espacio

de Sobolev H(2) al W12(Q).
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Considerando el caso especial n = 2, y recordando el significado de derivada distribucional,

se tiene que:

H'(Q) =

u € L2(Q) tal que 3 g1, g2 € L?(Q) tal que /u(m) 88:2 dx = —/gi(x)¢(a:)d:1: Vo € D(2) coni=1,2
Q Q

y se nota g; = %.

2.4.2.1. Seminorma \0]1,2

Se introduce una seminorma en H!(2),mediante
vl g1y = IVl 20 -

2.4.3. El espacio W3*(Q) = HL(Q)

Se designa como Hg () a la clausura de C}(2) en H'(£2). Como antes se considerar el caso

n = 2.

2.4.3.1. Observacion

e La anterior seminorma no es una norma en H', pero si lo es en H&. Esto tltimo es una
consecuencia de la Desigualdad de Poincaré Steklov, que se consigna mds abajo. Por otra parte,

tal norma proviene del producto interno: f VuVv dzdy, v es equivalente a la heredada de H?!.
Q

Claramente D(2) es un subespacio de W™P(Q), cualesquiera sean m y p. Al ser W"™P(Q)
un subespacio de LP(£2) y dado que D(f2) es denso en LP(£), entonces toda funcién de WP ()
se puede aproximar por una sucesién de funciones de D(€2) que converge a ella en la norma de
LP(Q), pero esto no significa que lo haga en la norma de W™P(Q).

Imponiendo sobre 0f) algunas condiciones, por ejemplo que 02 sea de Lipschitz, se llega a
que el conjunto de las restricciones a 2 de todas las funciones de D(R"™) es denso en W"™P(2),
es decir, toda funcién de W™P(Q) se puede aproximar, en la norma de W™P(Q), por funciones
infinitamente derivables de soporte compacto, pero los respectivos soportes no necesariamente

estdan contenidos en 2.
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Se desprende que C*(9Q) es denso en W™P(Q), por lo que C*(Q) es denso en W™P(Q) Vk €
Np. Esta propiedad es la que permite pensar en condiciones de contorno, ya que muy ficilmente
conduce a asignar a cada u € W™P(Q) una traza en 02, pese a que la frontera es un conjunto
de medida nula (véase [15], Pag 162).

En base a estas ideas, se puede mencionar que si u € H&(Q) entonces u = 0 en 0f), vale
decir que los elementos de H{ (£2) no son otra cosa que las "funciones"de H'(2) que, en sentido
generalizado, se anulan en la frontera (véase [2], Teorema VIII.11).

La pregunta que surge ahora es cudn regulares son las funciones de W™P(Q2). El hecho
de que una funcién y sus derivadas distribucionales hasta el orden m pertenezcan a LP(f),
no parece preanunciar que alguna de su clase sea continua en {2, ni mucho menos que tenga
derivadas continuas. Sin embargo, bajo ciertas condiciones de regularidad de la frontera, surge

el siguiente enunciado:

2.4.4. Teorema de Rellich-Kondrachov

(véase [2], Teorema IX.16)
Sea 2 € R™ un dominio acotado con frontera de clase C.

Se verifica:

S =

si p < n entonces W1P(

D=

) C LI(Y), Vqel[l,p*) donde 1% =
si p = n entonces W1P(Q) C LI(Q), Vq € [1,+00),
si p > n entonces W1P(Q) c C(Q),
con inyecciones compactas.
En particular W1P(Q) C LP(£2) Vp con inyeccién compacta.

2.4.5. Desigualdad de Poincaré - Steklov

Sea 0 C R™ un dominio.

Entonces 3 una constante C' > 0 tal que si v € H}(Q2) vale

[vide < C[ |Vo|* da.
Q Q

2.4.5.1. Observacién
e Si v e H}(Q), entonces [Vl 20y < clIVVll L2 = ¢ vl -
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2.5. Formas bilineales

2.5.1. Forma bilineal sobre un espacio de Hilbert

Sea H un espacio de Hilbert, con (-,-) producto interno sobre H, y ||-|| la norma inducida
por dicho producto.

Se dird que a : H x H — R es una forma bilineal sobre H si es lineal en cada una de sus
variables.

Es decir, Vo escalar:

a(ouy + ug,v) = aa(uy,v) + a(ug, v) Yuq,us,v € H

a(u, avy + v2) = aa(u,v1) + a(u, va) Vu,viv0 € H.
2.5.2. Forma bilineal simétrica

Una forma bilineal a(u,v) es simétrica si

a(u,v) = a(v,u) Yu,v € H.
2.5.3. Forma bilineal continua sobre un espacio de Hilbert

Una forma bilineal a(u,v) es continua sobre H si

AC/ la(u,v)| < Cllullg vl Vu,v € H.
2.5.4. Forma bilineal coerciva sobre un espacio de Hilbert

Una forma bilineal a(u,v) es coerciva sobre H si
existe @ > 0 / a(v,v) > a|v|}; Vo€ H.
2.6. Regularidad y estimaciones en W27

2.6.1. El espacio C%(Q)

Sea €2 C R™ un dominio acotado. Se define:

C’"‘(ﬁ):{u:ﬁﬂRtalque sup %<oocon0<a<l}.
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Norma e,

Se introduce una norma en C*(Q), mediante

|u(z) —u(y)|

lully = lluy + sup 2=t

donde

lullg = sup |u(z)].
zeN

2.6.1.1. Observacion

e Dotado de esta norma C%(Q) resulta ser espacio de Banach.

2.6.2. Operador eliptico

Sea el operador A dado mediante
2
Au=— % %-(m)%+ > bi(x) B + c(x)u.
i,5=1..n i=1...n
Se dice que el operador A es eliptico en 2 si Vo € Q, 3 A\, y A, ambas mayores que 0, tales
que
MNl(P < Y ai(@)Cg S Al Y eR™
ij=1..n

Se dice que el operador A es estrictamente eliptico en 2 si 3 A > 0 tal que

> aij(@)(¢ = AP VeeQ y V(ER™

ij=l..n
2.6.3. Existencia de solucién del problema de Dirichlet

(véase [10], Teorema 9.15)

Sea  un dominio en R” con frontera de clase C11.

Sea L un operador estrictamente eliptico en 2.

Sifell(Q)

y g€ W2P(Q) con 1 < p < oc.

Entonces el problema de Dirichlet Lu = f en ©, u = g en 02 tiene unica solucién u €

W2P(Q).
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2.6.4. Estimacion LP de la solucién

(véase [10], Lema 9.17)
(véase [8], Pag. 21)

Bajo las hipétesis del teorema anterior, existe una constante C' tal que

lullz,, < CUA, + Nlgllep)-

2.6.5. Teorema del Punto Fijo de Schauder

(véase [10], Corolario 11.2)

Sea G un conjunto cerrado y convexo contenido en un espacio de Banach B.

Sea ademés T una aplicacién continua de G en si mismo tal que la imagen T'(G) es precom-
pacta.

Luego T tiene un punto fijo en G.

2.6.6. Principio débil del maximo

Sea ) un dominio acotado en R™.

Sea u € C?(2) N C(Q) tal que
-Au <0 en €.
Entonces

max v = maxr u.
e o0
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Capitulo 3

Problemas elipticos

Como ya se anticipé someramente en el Capitulo 1, muchos problemas de elasticidad son
representados matematicamente por medio de modelos donde se debe minimizar un funcional
J, es decir:

hallar w € V. .C H tal que J(u) = infJ(v).
veV

Asimismo se adelanté que, bajo ciertas condiciones, estos problemas pueden expresarse en
forma variacional, la cual resulta equivalente a la formulacién original, y su solucién no sélo

existe sino que es tnica.

Este capitulo se basa principalmente en los textos [5] Dacorogna, [8] Friedman, [19] Vazquez
y [20] Wolanski, y presenta dos problemas centrales:

El primero es uno simple, referido a un fenémeno que ocurre en un dominio conocido.
Se buscara la solucién en un espacio vectorial (mds especificamente V' = H), y el problema
resultard lineal.

El segundo y méds importante atn serd el problema del obstdculo, que es justamente con el
que se trabajard a lo largo de la tesis. Este problema es no lineal ya que el conjunto V' donde se
busca solucién no resulta espacio vectorial. Por otro lado, la que se ha denominado en Capitulo
1 como zona de contacto es desconocida a priori y es parte de lo que se trata de determinar,

obteniéndose asi un problema de frontera libre.
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3.1. Problema de la membrana elastica

3.1.1. Descripcién

En la teorfa clédsica de elasticidad, una membrana es un cuerpo de pequeno grosor que
no ofrece resistencia a curvarse pero que actia unicamente bajo presion. Geométricamente,
se caracteriza por poseer un pequeiio espesor a un lado y al otro de lo que informalmente
podriamos llamar una "superficie central".

Dicha membrana se vera inicialmente plana, pero luego de ser forzada por una tensién
externa, ésta dejard de ser plana para tomar un nuevo formato.

Asumiremos entonces que la membrana entra en contacto con el plano rigido de la base
ocupando un cierto dominio Q acotado de 2 (con borde I'), y que es igualmente estirable en
todas las direcciones. A ella se le aplica una fuerza normal distribuida uniformemente que serd
llamada f, la cual logra deformarla. Su nueva posicién vendrd dada por u(z,y).

Se verd mds adelante que, una vez que la membrana ya se deformé por el influjo de la
fuerza externa y llegé a su equilibrio, la ecuacién de Poisson serd la encargada de describir su
comportamiento. Esta ecuacién es estdtica, es decir que no tiene sentido hablar de la posicién del
objeto en un determinado tiempo inicial. Es por ello que no es necesario considerar condiciones
iniciales (obsérvese que u s6lo depende de variables espaciales y no temporales).

Pero existen condiciones (también llamadas condiciones de contorno) que determinan la
interacciéon de la membrana con el medio que lo rodea, y sélo tienen sentido cuando el objeto
estudiado tiene frontera.

La posicién de dicha membrana dependerd de cémo se la sujeta en el borde I' = 9€). Si a la

misma se la deforma conforme a una g(x,y), se impondréd que:
u=g en 0fd.

Esto se conoce como condicién de tipo Dirichlet y consiste en fijar el valor de la funcién
incégnita en los puntos de la frontera. Cuando g # 0 se dird que la condicién es no homogénea,

mientras que si g = 0 se obtiene un problema con condicién homogénea.

La energia potencial total de la membrana vendrd dada como la diferencia de dos compo-

nentes, y esto se debe a que las fuerzas resultantes intervinientes tienen igual direccién (normal
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a la region Q) del plano) pero sentido opuesto. Esto tltimo resulta fécil de imaginar ya que,
mientras algunas fuerzas externas intentan derfomar la membrana, ésta (por sus propiedades)
trata de volver a su posicién natural.

Dichas componentes resultan ser:

e Por un lado el trabajo F(u) que realiza durante el proceso de desplazamiento una fuerza

externa transversal f(x,y), definido como

= [fu dz dy.
Q

e Por otro lado la energia potencial de deformacion que representa el trabajo que costd
estirarla. Este 1ltimo es proporcional al incremento en el drea, debido a que la membrana es
eldstica.

Esa drea es

é,/l—l—uﬁ—ku% dx dy ~ £1+%(u§+u§) dx dy

por lo cual el cambio de drea se verd como la diferencia entre el drea de la membrana estirada

v la que corresponde a la membrana sin estirar, es decir

J1+ 3(u2 +u?) do dy — (drea Q) = 5 [(u2 + u2) do dy = L[ |Vul® dx dy

Q Q Q
v la energfa potencial de deformacién tendré la expresién funcional

=3/ \Vul® dz dy
Q

donde A es una constante positiva que dependera de las propiedades eldsticas de la membrana,
y que se toma igual a 1 sin pérdida de generalidad.

De esta forma se define la energia potencial total cémo

J(u) = d(u) — = 1[|Vul® dz dy — [ fu dz dy.
o) Q

22



3.1.2. Minimizacién del funcional integral

A partir de ahora se tomard, sin pérdida de generalidad, g = 0. En la posicién de equilibrio,
el principio de la energia potencial minima reduce el problema a encontrar, entre todas las

u = u(z,y) admisibles, aquélla que minimice el funcional J(u), es decir
hallar u =0 en 09 / J(u) < J(v) VY v, con v =0 en ON.
Se analiza entonces, qué debe verificar el extremo del funcional

J(u(xay)) = J; L((w,y),u(w,y),Vu(w,y))dwdy

donde
L((z,y), u(z,y), Vu(z,y)) =
LIVul® — fu=
SGIGE2 + (992 = fla,y)ule,y) =

ou 0
L(ZL‘, Y, u, 37’;7 671;)
Se supone a partir de ahora que tanto L como u son suficientemente derivables, y se considera

la familia paramétrica de superficies
u = U(Q?,y, 6) = 'LL(IE, y) +e ('U(IL‘,y) - U(IIZ‘, y))v

con v(z,y) funcién admisible (recordemos que todas las superficies para ser admisibles, deben
pasar por I' que es el borde de Q).

Dicha familia u contiene:
e La superficie u = u(z,y) en la cual se realiza el minimo, si € = 0.
e La superficie u = v(z,y), si e = 1.

Entonces el funcional J se transforma en funcién de e, el cual debe tener un extremo en

e=0.
Por Teorema de Fermat vale:

2 (J(u(z,y,€))) =0 parae=0.

Llamaremos por simplicidad p = %, q= % y ou = (v(z,y) —u(z,y));

entonces
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u(z,y,€) = u(w,y) + € ou,
Ou(z,y,e
pla,y,e) = 2@ = Qu g o (v Buy — 4 e hp,

8 17
g(z,y,€) = PG = B 4 ¢ (98— 34) = g+ € dg,

quedando asf
2 (J(u(x,y,€))) le=o=

QfL(x,y,U(x,y, €),p(x,y,€),q(x,y,€)) dfcdy} le—0=

OL Op OL Oq _
66 + Bp Oe + Bq Be) d.’Edy -

"&%
h::>

,\
S

Zou + 2 o Lsp + 5q) drdy =
Zou dedy + f 5p + 5q) dzdy.

SERS

D=0 —=0— ——

Por otro lado, por la regla del producto para la derivacién se tiene:

%{a—L&u} :6%{ }5u+ 9L 5p,
0
dy

y{aLéu} 8@{ }(5u+ 9L sq.

y se desprende

fion = g {fou) = e {5 ou
o= & { %o} - 5 {8 oo
Entonces
J(3kop + 9E6q) dady =
118 () & (o (0] - (8o -
DL (5o + 8y {Biou asay = [ {55} + 5 {80)] v o

donde 2 3z {%L } es la llamada derivada parcial completa o total con respecto a x. Al calcularla,

y se considera fija, pero se toma en cuenta la dependencia de u, p y ¢ de x.

en forma andloga
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Por la conocida Férmula de Green

S+ 8y)dxdy— [(Ndy — Mdx),
Q N

obteniéndose asi

ya que la primera integral es igual a 0 debido a que, en la frontera I', la variacién du es O.

Por lo tanto

f( 5p—|— (5q) dxdy =

18 o

Volviendo a la condicién necesaria de extremo se llega a

0
7‘35udxdy—l—f 5p—|— 5(1) dady =

9)

Tt 23 1) o
E/;é’ﬁ_aax{%g} aay{ }]5udwdy—0

Como esto vale para cualquier du y ademés el término entre corchetes es continuo, entonces
por el Lema Fundamental del Calculo Variacional, en la superficie u = u(z,y) donde se realiza

el extremo se verificard
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concluyendo que dicha u(z,y) debe ser solucién de esta ecuacion diferencial en derivadas par-
ciales conocida como ecuacién de Ostrogradski (cuando €2 es un rectdngulo, esta ecuacién se

conoce como ecuacién de Euler-Lagrange (véase [5])).
Volviendo a nuestro caso en particular, la ecuacién de Ostrogradski correspondiente serd
— 8 (o)~ ay(3y) —f =0 en Q.
Es decir
u=—f en{)
conocida como ecuacién de Poisson tal cual se adelanté al principio del capitulo.

Si desde el comienzo de este desarrollo hubiéramos considerado sélo el funcional J, el cdlculo

habrfa sido mucho m4s sencillo, a saber:

J(u(z,y,€) = 2 [ |Vul® dedy + L zf\V d:z:dy+5fVqu—u)
Q
dedy — [ f( u—l—e(v—u)) dxdy
Q

de donde

2 (J(u(z,y,€) = [VuV(v —u) dedy — [ f(v—u) dzdy =0 para € = 0.
Q Q
y el resto se reduce a aplicar integracién por partes.

3.1.3. Espacio de funciones admisibles

Resulta natural concentrar la atencién en aquellas funciones continuamente derivables en €2
de modo que Vu esté definido.

Muchos problemas provenientes de la matemaética aplicada se escriben de manera similar,
siendo necesario minimizar un funcional integral. Los conjuntos compactos juegan un rol muy
importante a la hora de establecer existencia de solucién. Para ello se ha estudiado lo que se
conoce como método directo, el cudl consiste basicamente en encontrar una sucesion minimizante

de funciones que converja dentro del mismo espacio. Es decir, que dada una sucesién v, de
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funciones de un cierto conjunto V, tal que v, — u (en algin apropiado sentido) y lim J(vy,)
n—oo

= infJ(y), se pretende que u pertenezca a V.
yeVv

En los espacios de Banach de dimensién infinita existen sucesiones acotadas que no poseen
subsucesiones convergentes. Esta pérdida de compacidad es responsable de algunas dificultades
que se presentan en el Calculo de Variaciones. Otros inconvenientes aparecen si se trabaja con
un espacio que no es completo: cuando una sucesién converge (en algin sentido), no siempre se
puede ver que la funcién limite pertenece al mismo espacio. La realidad muestra que, aunque
dicha sucesién converja, no siempre se puede ver que la funcién limite v € V. Un ejemplo de

ello es C1(Q), lo que queda demostrado a continuacién.

Sea la siguiente sucesién de funciones

x ze (0,4 -1
n@) = gt ge-ORE we(G-hi+)
(1_'7;) CL‘G(%—F%,l)

Obviamente esta sucesién converge uniformemente a la funcién

X

ze (0
(1—2) x €

)

71)

N[ =

Y

u(z) = ,

~—~
N[

la cual no resulta derivable en z = %

Maids adelante se verd que un candidato razonable para el espacio de funciones admisibles
deberd tener las siguientes propiedades:

e Por un lado deberd ser completo.

e Por otro lado la expresion J(v) debe estar bien definida para cualquier v de dicho espacio.

3.1.4. Solucién débil

Hay casos en que, aunque se trabaje con maxima generalidad, el concepto clédsico de funcién
no alcanza, como por ejemplo ante la necesidad de derivar cierta funcién que no es derivable
en uno o més puntos del dominio. Por otra parte no es conveniente restringir el conjunto de
funciones admisibles, dadas las caracteristicas del circunstancial problema.

Como ya se vié en Capitulo 2, es posible extender el concepto de funcién por medio de una

distribucién o funcién generalizada.
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Dado que C' no es cerrado con la norma H!, aplicaremos esta idea al problema de la
membrana planteado al inicio del capitulo, buscando entonces una solucién en el espacio de
Sobolev H(Q), el cual representa (fisicamente hablando) el conjunto de todas las u(x,%y) con
energfa finita de deformacién d que satisfacen la condiciéon de borde.

Atn no se puede garantizar la existencia de una funcién minimizante. Suponiendo que dicha
solucion débil exista en el espacio de las distribuciones, resulta interesante saber cudn suave
es, de manera de ver si es también solucidn fuerte o cldsica. Este tema representa una de las
claves fundamentales a la hora de analizar problemas de este tipo, y serd retomado al final del

capitulo bajo el nombre de regularidad de la solucion.

3.2. Problema del obstaculo. Frontera libre

3.2.1. Descripcién

Se supone ahora que la membrana estd forzada a estar arriba de un cuerpo cuyo borde
superior viene dado por {(z,y,z)/z=¢(z,y)}. Se quiere encontrar su posicién de equilibrio w,
la cual debe valer g = 0 en la frontera. Resulta natural pedir que ¢ esté definida sobre Q y que

verifique ademés
1 < 0 en 0.

Bajo ciertas condiciones de regularidad del obstdculo v (que serén especificadas més ade-
lante), resulta previsible que existird una zona de contacto entre la membrana y el obstéculo

como muestra el siguiente gréfico:
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zona de contacto
{

3.2.2. Minimizacién del funcional integral

Tomando la idea del problema desarrollado anteriormente, y aceptando que la energfa po-
tencial total de la membrana es la misma pese a la presencia del obstédculo, el problema se

reduce a:

hallar, entre todas las u € H&(Q) que estdn por encima del obstdculo en €2 | aquella que

minimice J(v)

donde J : H}(Q) — R.

3.2.3. Espacio de funciones admisibles

Formalizando entonces la idea de recién, se introduce el subconjunto convexo de H3(Q),
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V={veHj(Q)/v>1enQ}.

Entonces el problema del obstdculo para la membrana, por el principio de minimizacién de

la energia, vendrd dado de la siguiente forma:
hallar wu e V' / J(u) < J(v) Yo e V. (3.1)

3.2.4. Formulacién variacional

Suponiendo la existencia de dicha u, es decir que u es aquélla que resuelve (3.1), se toma
u(z,y,€) = u(z,y) + € (v(z,y) —u(z,y)) para cualquier v admisible, con € € [0, 1] como ya se
considero en 3.1.2.

Se verifica:

e u(x,y,€) pertenece a V por ser V convexo.

e Ademids J(u) < J(u+ e(v —u)).

Escribiendo J(u) = 1a(u,u) — l(u) con a(u,v) = [VuVo forma bilineal simétrica y I(u) =

Q
[fu forma lineal continua (se profundizardn méds adelante estos conceptos), se llega a otra
formulacién del problema, llamada formulacion variacional o débil, de la manera que se expone

a continuacion.

Primero se hace

Ju+e(v—u))— J(u) =

a(u+ (v — u),u+ e(v —w) — La(u,u) — el(v —u) =
a(u+e(v—u),u+e(v—u))—sa(u+e(v—u),u)+sa(u+e(v—u),u)— a(u,u) —el(v—u) =
au+ e(v — ), e(v —u)) + za(e(v — u),u) — el(v —u) =

ea(u,v —u) + 3e%a(v — u,v —u) — el(v —u) =

NI—= DNl N

)
ela(u,v —u) — (v —u)] + 2e2a(v — u,v —u) > 0.

Luego, dividiendo por € y tomando limite cuando ¢ — 0, se llega a que u es solucién del

siguiente problema:

hallar u € V / [VuV (v —u)dzdy > [f(v —u)dzdy Yo eV . (3.2)
Q Q
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La desigualdad (3.2), llamada inecuacion variacional eliptica, proporciona una condicién
necesaria para el problema de minimizacién (3.1) y debe ser considerada como una analogia de

la ecuacién de Ostrogradski para el correspondiente problema de la membrana sin obstéculo.

3.2.5. Problemas equivalentes

Si u satisface (3.2), se tiene que Vv € V

J(v) =
Ju+(v—u)) =
J(u) + ?I;VUV(U —u)dzdy — ng(v —u)dzdy + %£|V(v —u)|® > J(u),

con lo cual u es solucién de (3.1), obteniendose asi la equivalencia entre (3.1) y (3.2).

Hasta ahora se propuso buscar la solucién u en el espacio H&(Q) con cierta restriccion vy,
supuesta la existencia, se llega a una forma alternativa: la formulacién variacional o débil del
problema. En esta version, la inecuacién resultante se escribe en forma integral, dando lugar a
un tratamiento basado en métodos del dlgebra lineal sobre un espacio funcional de dimensién

infinita.

3.2.6. Formulacion complementaria

Resulta interesante detenerse aqui por un momento para analizar ciertas cuestiones impor-
tantes asociadas al problema, y que ayudardn a entender mejor el desarrollo posterior.

Dado que el problema proviene de una situacién de la realidad fisica resulta razonable pensar
que la funcién u que describe la posicién de la membrana serd continua. Se supondrd, hasta
nuevo aviso, que la funcién ¢ también es continua.

Si bien el problema con obstédculo se desprendié en forma casi natural del problema sin
obstéculo, se observa que en el caso de existir una solucién u continua de (3.1) o (3.2), ésta
induce la siguiente particién de €2 :

oY ={(z,y) € Q/ u(z,y) =¢Y(z,y)}, lamado conjunto de coincidencia o zona de contacto.

o A = {(z,y) € Q/u(z,y) > Y(x,y)}, lamado conjunto de no coincidencia, el cual es
abierto (pues u es continua) y complementario del anterior.

El conjunto IV = Y N Q , llamado frontera libre, es desconocido a priori.
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Aqui el dominio €2 es conocido pero se tienen distintas ecuaciones (o inecuaciones) para
cada parte T y A del mismo. Dado que I se desconoce, estamos en presencia de un problema

de fronmtera libre.

Sea ahora ¢(z,y) € C§°(A), donde C§°(A) es el espacio de funciones con derivada continua
de todos los 6rdenes y soporte compacto en A, es decir sopp C {u > 1}. A partir de la ya
supuesta existencia de solucién u, la cual es continua, se hard un procedimiento similar al
anterior.

Tomando u(x,y,€) = u(x,y) + ep(z,y), entonces u(z,y,e) € HI(Q) Ve € R. Se quiere
comparar J(u(z,y)) con J(u(x,y,€)) para lo cual se necesita que, como funcién de z e y,
u(x,y,€) > (x,y). Ahora bien, recordando que {u > 1} es abierto y que sopp C {u > 1},
surge que 3 ¢y > 0 tal que u(z,y,€) = u(z,y) Lep(z,y) €V, V0<e<e
de donde J(u(z,y)) < J(u(z,y,€)), es decir:

|Vu+eVg0\2 — [flu+ep) > %f|Vu]2 — [ fu
Q Q Q
[Vu+ eVel* — [Vul?) = [(f(u+ep) = fu) >0

5/
Q
3
Q Q
g(\vu + eVl — |Vul?) - 6fo90 >0

1

2

%GQf\VQOIQ—i—erqua—effgon
Q Q Q

dividiendo por € y tomando ¢ = 0 se obtiene

JVuVe — [fp>0.
Q Q
Reemplazando ¢ por - queda
JVuVe — [fo=0 Yo e Hy().
Q Q
Si u € C%(Q), vale usando el Teorema de Green

JVuVe de = —[oAu= [fe,
Q Q Q

que es la forma débil de decir
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s6lo pidiendo que u € C(Q2)N HL ().

Si sopp € {u > 1}, no se puede garantizar que u(z,y,€) = u(z,y) + ep(z,y) € V
a menos que ¢ > 0 y que € sea positivo, pudiendo en principio sélo garantizar la desigualdad

[VuVe — [fe>00
Q Q
Au > —f en sentido débil en €2,

quedando asi demostrada la siguiente afirmacion:

3.2.6.1. Proposicién

Si u es solucién de (3.2), entonces Au+ f > 0 en el sentido de las distribuciones en Q. Més

atin, si u— 1 > ¢ >0 en un subconjunto abierto V C (2, se tiene que Au = —f en V.

Si se sabe que u y v son continuas, se puede concluir por la proposicién anterior que si
o € € entonces, o bien u — 1 >0 en xg , con lo cual Au+ f = 0 en un entorno de g, o bien
u = 1) en xg. Esto motiva a introducir otra formulacién llamada formulacidn complementaria,
que se dard a continuacién:

Hallar u € H} () tal que

Au+f>0 en )

- >0 Q
v o (3.3)

(Au+ f)lu—1) =0 en Q

u=20 en OS2

Pero aun no se sabe si la solucién de (3.1) o (3.2) satisface lo deseado, es decir u € C?(),
como para que (3.3) tenga solucién clédsica, ni siquiera se estd en condiciones de asegurar la
continuidad de v de manera de poder efectuar el planteo anterior. Por lo tanto serd conveniente

valerse de hipdtesis mds fuertes y mostrar la existencia de solucién de (3.3).

3.2.7. [Existencia, unicidad y regularidad de la solucién

Resulta imprescindible, a esta altura, poder garantizar que estamos frente a un problema

con solucién, y que la misma es tnica.
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Algunas cuestiones de la teoria de ecuaciones (o inecuaciones) variacionales pueden ser for-
muladas en términos de formas bilineales sobre espacios de Hilbert. Mediante una generalizacién
de la teorfa variacional de problemas de contorno, se garantizard solucién tnica para el problema
del obstéculo.

Una vez que esto esté saldado, surgen cuestiones bdsicas que interesan y que se refieren a la
regularidad de tal solucién.

Especificamente interesa saber en qué espacio estd u (si es derivable, si tiene derivadas
continuas). Nos preguntamos por ejemplo si la solucién u, en los puntos de la frontera libre, "se
pega bien".

Otra cuestion a tratar es la regularidad de la propia frontera libre. Pero en esto, en general,
es mucho mas dificil obtener resultados. Esto es asi para cualquier problema de este tipo.

Seria importante saber, por ejemplo, si la membrana toca al obstdculo en uno o més puntos.
Si son muchos, la pregunta que surge es si forman una o varias curvas o una superficie. Y en el
caso de ser una curva, si ésta serd regular. Y en el caso de ser una superficie, si la frontera de
la misma serd regular.

Proponemos entonces dedicar esta seccién a dichas cuestiones, y comenzamos por el sigu-

iente teorema fundamental.

3.2.7.1. Teorema

Sea H espacio de Hilbert,

V' C H no vacio, cerrado y convexo,

a(u,v) una forma bilineal simétrica, continua y coerciva sobre H (véase 2.5).

[(v) forma lineal continua.

Entonces existe una unica solucién v € V' tal que a(u,v - u) >l(v—u) , YveV

Ademss si uq y ug son soluciones correspondientes a Iy y [ entonces ||ui—uz|| ; < é 1l —la|| g -

Demostracién Mostraremos primero la dltima desigualdad.
Sea 11 una solucién de la inecuacién variacional correspondientea (1.
Sea ug una solucién de la inecuacién variacional correspondientea [s.

Entonces se tiene:
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a(uy,v —uy) > li(v—wuy) Vo €V, en particular para v = ug
a(ug,v —ug) > la(v —uz) Vv € V, en particular para v = ug.
Quedando
a(uy,ug —uy) > li(ug —uy) = — l1(ug — u2)
a(ug,uy — ug) > la(ug — ug)
Sumando m.a.m. resulta:
—a(u; —ug,u; —u2) > (la — l1)(ug — ug)
es decir
a(uy — ug,up — uz) < (Ih — l2)(u1 — u2)
y por lo tanto, como a(u,v) es coerciva se obtiene que:
aflur —ua||f < alur —ug,ur —ug) < (I = lo) (ur — ua) < [l = bo| 7 [[wa—ua||

y de acd se desprende inmediatamente la unicidad.

Queda mostrar la existencia.

Si a(u,v) = (u,v) coincide con el producto interno de H, se sabe que por Teorema de Riesz
existird un h € H tal que I(v) = a(h,v) Vv € H.

Se busca entonces u € V' tal que a(u,v - u) > (v —u) = a(h,v —u) VYveV. (1)

Se muestra a continuaciéon que w verifica (1) sii w € V' verifica ||h —ully < ||h—v|y
YveV.

=)

Ju eV tal que a(u,v - u) > a(h,v—u) YveV =

alh—u,v—u) <0 YveV.

Por otro lado

I = vl = I = ully + llo = ull% = 2a(h — uyv — w) > [Ih - ully
(esto significa que la u buscada es la proyeccién de h sobre V).

<)

u eV verifica |h—ully < |[|h—v|y; YveV.

Entonces

= ol < 1= vl = lIh = ull% + o — ull% — 2a(h — w0 — u) =

v —ull3 —2a(h —u,v—u) >0 YoeV.

Seaw eV yseav=u+ Aw—u)con0<A<I.
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Entonces v € V y se satisface |[v — ul|% — 2a(h — u,v —u) > 0.

Dividiendo por A y haciéndola tender a 0 se tiene

a(h—u,w—u) <0
y como w € V es arbitrario, se sigue que u satisface a(u,v - u) > a(h,v — u).

Es decir que cuando a(u, v) es el producto interno de H, la solucién buscada es un elemento
de V que minimice la distancia de h a V. Como V es no vacio, cerrado y convexo, dicha

proyeccién existe siempre.

En el caso en que a(u,v) = ((u,v)) es una forma bilineal simétrica, continua y coerciva en H
que no coincide con el producto interno, se sabe que definird un producto interno equivalente al
original de H. Esto indica que es posible aplicar lo que se mostré arriba, es decir, consideramos
ahora g € H tal que [(v) = ((g,v)) Vv € H.

Sea u € V la proyeccién de g sobre V' para la norma inducida por ((e,e)). Por lo visto antes,

((g—u,v—u) <0 YoeV

que es equivalente a a(u,v —u) > l(v—u) Yve V.R

3.2.7.2. Teorema

Existe solucién tnica del problema del obstaculo (3.2) planteado en forma variacional.

Demostracién Tomar:

H = H}(Q) espacio de Hilbert,

V={veHj(Q)/v=>1¢enQ} CH no vacio, cerrado y convexo,

a(u,v) = [VuVv forma bilineal simétrica y continua sobre H (ademds a(u,v) es coerciva
por la Desigugldad de Poincaré 2.4.5),

[(u) = [fu forma lineal,

Q
Luego por Teorema 3.2.7.1. resulta que el problema (3.2) admite tinica solucién.l

A partir de ahora se mostrard, mediante otro procedimiento llamado técnica de penalizacion
(consiste en proponer problemas penalizados y mostrar que la solucién u del problema del
obstéaculo es limite de las soluciones de dichos problemas), que el problema (3.3) también admite

Unica solucién, obteniendo como “plus” resultados de regularidad.
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3.2.7.3. Teorema (existencia y regularidad W?2?)
Sean 1 € C%( Q).
fece(Q).
Entonces existe una unica solucién del problema del obstdculo en forma complementaria y

estd en W2P |V p<oo.

Demostracién Para cada 0 < e < 1 fijo, se toma una §.(t) € C*°(R) de modo que:

donde ¢ es una constante independiente de €.

Ademsds cuando € — 0, B.(t) debe verificar las siguiente condiciones:
B(t) = —oc0 sit <0
B(t) —0 sit>0

De este modo queda definida una familia de funciones de penalizacion.
Se define entonces para cada 0 < € < 1 el problema (P), conocido como problema de

penalizacion.
Au—B,(u—t)=—f enQ
u=20 en I’

Conviene ahora establecer dos resultados preliminares.

Lema A Para cada ¢ fijo, existe al menos una soluciéon u. del problema (P.), y estd en

W2P VY p<oo.

Demostracién  Se fija ¢, resultando asi ,(¢) un nimero fijo.

Entonces, para N > 0

-N B(t) < —N
Be,N(t) :mdx{min{ﬁe(t)>N}>_N}: Be(t) —N < e( <
N N < B(t)

=
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que resulta un truncamiento de la funcién 3, cada vez que toma valores por debajo de —N, o
bien por arriba de N. La razén de acotar por debajo (. es para hacer posibles las estimaciones
que se utilizardn después.

Fijando p suficientemente grande, se probard a continuacién que existe u, n € W2P(Q) tal

que u, y es solucién de (P n)

Au=—f+pB. nu—1) enf

u=0~0 en I’

Para mostrar esto se procede de la siguiente manera:

e Dado v € LP(Q), existe una tinica w € W?P(Q) que resulta solucién de:

—Aw=F en(

w=20 en I’

donde F' = f — B, y(v — ) (véase 2.6.3).
Nétese que F' € LP(2) v queda fijada al elegir v.

Ademds esta solucion satisface la siguiente estimacion a priori (véase 2.6.4):
[wlly, < cllFll, < e (If]l, +N)

donde c es una constante que depende de {2, pero es independiente de los datos y de 53, (dicha
independencia hace posible que la constante “c” utilizada en la definicién de 3, coincida con
esta constante). Sea R = c (|| f[|, + ).

e Llamando w = T(v), se tiene T : LP(2) — W?2P(Q) y por lo tanto T : LP(Q)) — LP(Q).

e De este modo queda definida una aplicacién de la bola B = B0, R| en si misma. Se
puede ver que dicha aplicacién verifica las hipétesis del Teorema de Punto fijo de Schauder
(véase 2.6.5):

1) B es un subconjunto cerrado y convexo del espacio de Banach LP(f2).

2) T es una aplicacién continua.

3) T'(B) es precompacta. (esto se muestra usando que T es continua y que WP ¢ WiP C LP
con inclusién compacta (véase Teorema 2.4.4)).

Entonces
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Ju € W2P(Q) tal que T'(u) = u, donde u = . es solucién del problema (P ). Ademés
Juell,, < B

Por construccién se sabe que BE,N(U&N — 1)) esta acotado para cada ¢ y para cada N.

Nos disponemos a encontrar una cota general. Para ello demostraremos el siguiente resul-

tado:

Lema B 3, y(ue,ny — 1) estd acotado independientemente de € y IV en L, es decir:
|Ben(ueny — )| <c Ve, N.

Demostracién 1) B y(ue,y — %) < ¢ por construccion de la familia 3.

2) Falta ver que —c < B, n(ue n — ).

Llamamos p(z,y) = B x (s (2,) — $(, ) = maz {min {8, (uey — ¥), N}; —N}.

Lo que se sabe por el momento es que, para cada ¢ y para cada N, p tendrd un minimo. Sea
p = minp. Es decir que existe (xg,y0) € Q tal que p(xg,yo) = p. Supongamos que p < 0 Y
i1 < B.(0), porque de lo contrario no queda nada por demostrar.

a) Sea (zo,yo) € 0. Entonces u(xo,yo) — ¥(xo,y0) > 0.
Por lo tanto
= p(xo,y0) = Be n(w(zo,y0) — ¥(z0,%0)) = Be ny(0) = = por ser B y creciente.
b) Sea (zo,y0) € Q.

Dado que f3, y(t) es monétona no decreciente en t, S y(ue n(7,y) — ¥(z,y)) tendrd un
minimo donde lo tenga u. n(z,y) — ¢ (z,y).

ue, N (2,y) — ¥(z,y) tiene un minimo en (xg,y) y es no positivo.

Se puede obtener ademds, por el Principio del maximo (véase 2.6.6), que:

—A(u(zo, yo)— ¥ (20, 90)) < 0.

Resultando:

w = p(xo,y0) = B n(u(@o,y0) — ¥(z0,90)) = A(u(wo,y0)) + f(@o,y0) = A(Y(wo,m0)) +
f(xo,y0) > —c.M (fin de Lema B)

Resumiendo tenemos:

el < RON).

|Ben(ueny — )| < e Ve, N.
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sup | Atz (2,)] < c.

€N

Tomando N suficientemente grande, se tiene que B, n(ue Ny — %) = B(uen — V) ¥ Ue N
resultan ser también soluciones de los problemas (F,), y como ‘ Ben(te N — 11})‘ <c¢ VeN,
por Teorema de estimacion |[ue n|l,, < C con C independiente de € y N, Por lo tanto para

cada ¢, existe al menos una solucién u. del problema (P.).M(fin de Lema A).

Ahora se concentra la atencién en el pasaje al limite cuando ¢ tiende a 0 (V suficientemente
grande).

Ya se vié que u. estd acotado en WP para todo e.

Se toma &, una sucesién tal que &, — 0.

Por lo tanto u.,, estd acotado en W2P, y por el Teorema de Eberlein-Shmulyan se puede
garantizar que existe una subsucesion 1, débilmente convergente a u en W?2P.

Utilizando nuevamente resultados de inmersién compacta se llega a que %z, € C(Q) y Uz,

converge uniformemente a u en €.

Rebautizamos ue,, = U,
Ya conseguimos una funcién limite u. El objetivo final serd ver que esta w es solucién del

problema del obstdculo en forma complementaria, lo que daria fin a la demostracion del teorema.

1) Se supone primero que u < 1 en algin lugar, es decir que existird algin punto (x1,y1)
tal que u(z1,y1) < ¢(z1,41).

Como {u(z,y) < ¥(xz,y)} es abierto por ser u continua, existird r > 0 de modo que la bola
cerrada B = B[(z1,y1),7] C {u(z,y) < ¥(z,y)}.

Se considerard ahora el mdz [u(z,y) — ¥ (z,y)] = —v (con v > 0), y luego se elige 6 = %

(zy)€B o _ o
Dado que u., — v uniformemente en €2, también u., — w uniformemente en B.
Por lo tanto 3 ng(d) € N tal que Vn > ng y V(z,y) € B |ue, (z,y) — u(x,y)| < 4.
Entonces Vn > ng y V(z,y) € B
Ue, (2,y) = (@, y) = ue, (2,y) — u(,y) +u(z,y) —Y(z,y) <5 -7y =—0
Por ser 3. no decreciente, se tiene que
B, (ue, (x,y) —Y(x,y)) < B, (=0) — —oo cuando &, — 0 por definicién de

Pero esto contradice la estimacién a priori |S(u — ¢)| < c.
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2) Sabiendo ahora que uw > 1 en todo punto, se analiza que ocurrird en aquéllos puntos
donde u > .

Con un argumento andlogo al anterior sale

Vn > ng B, (ue, (z,y) —¥(x,y)) — 0 cuando &, — 0 por definicién de 3 .

Pero tenfamos

Aue, + f = B, (ue, — %) — 0 cuando €, — 0, en {u(z,y) > ¥(z,y)}

Por otra parte Au,, + f — Au+ f débilmente en LP.

Luego Au+ f = 0 en casi todo punto de {u(x,y) > ¥(z,y)}

Maés generalmente

%ﬁen (ue, — 1) < 0en €, es decir

Au+ f <0 en Q.M(fin de Teorema 3.2.7.3.)

Hasta acd se demostré que el problema complementario admite solucién. El siguiente teo-

rema aporta una herramienta fundamental a la hora de mostrar su unicidad.

3.2.7.4. Teorema (véase [8], Teorema 3.3)

Bajo las hipétesis del Teorema 3.2.7.3.
Sean uj y ug soluciones correspondientes a f1 y a fa respectivamente. Si fi > fo entonces

uUr > u.

3.2.7.5. Corolario (unicidad)

Bajo las hipétesis del Teorema 3.2.7.3. la solucién del problema complementario admite

Unica solucién.

3.2.7.6. Observacién

Bajo estas hip6tesis se puede ver que la tnica solucién de (3.3) es también solucién de (3.2).
Como ya se mostroé que el problema (3.2) tiene solucién unica, éstas coincidirdn y entonces estard
en W2P V¥ p < 0o , y en particular serd C'(Q) si p es suficientemente grande por Teorema de
inmersién 2.4.4. (en general las derivadas segundas sobre la frontera libre son discontinuas,
arribando a la conclusién de que no se logrard probar que u sea C%(f)). Queda entonces que

(3.1) (3.2) y (3.3) son problemas equivalentes bajo estas hipétesis.
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3.2.7.7. Maxima regularidad de la solucién del problema del obstaculo

Si bien no se profundizard sobre este tema, resulta interesante mencionar que la mayor
regularidad posible en el problema del obstéculo es u € C11(€2), es decir u € C*(Q) y Vu es de
Lipschitz en €2, de modo que Vu = V1) en la frontera libre (véase [20]).
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Capitulo 4

Método de elementos finitos en

problemas no lineales

Ya se mostré en el Capitulo 3 que, bajo ciertas condiciones, el problema de minimizacién
asociado al problema del obstdculo tiene tnica solucién.

Ademsds dicho problema es equivalente a la siguiente inecuacién variacional:
hallar uw €V tal que a(uv—u)>1(v—u) paratodov eV,
la cual obviamente tendrd también solucién tnica.

Con el objetivo de llegar a la version discreta de dicha desigualdad serd conveniente intro-
ducir nociones bésicas asociadas al método. Surgen entonces conceptos nuevos tales como nodo,
triangulacién, etc, los cuales junto con el operador de interpolacién de Clément asociado a la
malla serdn ampliantemente utilizados.

De todas formas cabe aclarar que muchos resultados serdn sélo enunciados ya que no es el
objetivo de la tesis demostrarlos. Para aquel lector que quiera ampliar los conceptos, recomen-

damos el libro [3] Ciarlet y [4] Clément.

4.1. Forma general de un problema continuo

Tal como se acaba de expresar, una de las maneras de formular un problema de minimizacién

asociado a un fenémeno de la naturaleza es mediante una inecuacién variacional de la siguiente
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forma:
hallar w € V' tal que a(u,v —u) > l(v—u) Vwvely,

donde

V' es un subconjunto convexo, cerrado y no vacio de un conveniente espacio de Hilbert H
de dimensién infinita,

a(u,v) es una forma bilineal continua, simétrica y coerciva sobre H, y

[(v) es una forma lineal continua sobre H.

4.2. Forma general de un problema discreto

Dado V}, subespacio de H, se puede considerar el problema del siguiente modo:
hallar up € V3, tal que a(up, vy, —up) > vy —up) Yo € V.

donde

V}, serd un subconjunto convexo, cerrado y no vacio de un adecuado espacio de Hilbert Hjy,
(a elegir), pero en este caso de dimensién finita,

a(u,v) es una forma bilineal continua, simétrica y coerciva sobre Hy, y

[(v) es una forma lineal continua sobre Hj,.

4.3. Discretizacion

4.3.1. Particién de un dominio general

Sea € C R™ un dominio acotado cuya frontera I" es Lipschitz (en este trabajo se hard referen-
cia a una frontera poligonal). A partir de ah{ se realizard un mallado del mismo subdividiéndolo

en subdominios también llamados elementos.

4.3.2. Triangulacién admisible y regular

Un mallado de este tipo serd conocido como triangulacién sobre el dominio €2 y la notaremos
(para cada h) Y. Se indicard con K a los elementos de la misma.

Dichos K deben verificar:
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y ademads

e Cada elemento K es un poligono (en nuestro caso seran tridngulos), con interior no vacio
y Cconexo.

e Cada elemento K tiene frontera Lipschitz continua (si K es un poligono su frontera es
Lipschitz).

[¢] o
e Para cada par K; y K> distintos, K1 NKy = (.
Si una triangulacién verifica lo recién enunciado serd considerada admisible y los vértices

de cada K serdn llamados nodos.

Se dird que una triangulacion es regular si existe una constante o tal que
hi

Py VK € T},

donde:

hx = diam (K)

pr = sup{diam (S), tal que S es una bola contenida en K} .

4.3.3. Espacio discreto y sus funciones base asociadas a la triangulacién

Como ya fue comentado, dado V}, subespacio de H se puede considerar lo que llamamos
problema discreto.
Se describe a continuacién la manera de construir las funciones base p; de dicho subespacio,

las cuales deben verificar las siguiente propiedades:

e p; € C(0).
e Cada funcion p; es distinta de cero inicamente en los elementos conectados por el nodo .
e p; = 1 en el nodo ¢ del poligono K y cero en los otros nodos.

e La funcién p; en cada K es un polinomio de grado menor o igual que k donde k£ > 1.

4.3.3.1. Observacion

e Los nodos se eligen de tal manera que las funciones base pertenecen a H. Por ejemplo, si
k =1, se eligen como nodos los vértices de los tridngulos. Si k = 2, se eligen como nodos los

vértices mds los puntos medios, etc.
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Resumiendo, por definicién de base aparecerdn convenientes funcionales ¢, sobre H /

Vp eV, p= 2 ¢ () pi-

4.4. FError de discretizacion

Obviamente se desea estimar el error cometido. Si bien este trabajo no se dedicard, como
ya fue mencionado al comienzo, a estudiar el orden de convergencia, existe un resultado que se

considera de suma importancia y es el siguiente:

4.4.1. Estimacién del error
4.4.1.1. Proposicién (véase [3], Teorema 5.1.1)

Sea el espacio de Hilbert Hi con su respectiva norma |e|| Hi-
Sea u la solucién del problema continuo en V' y wy, la solucién del problema discreto en V.
Sea a(u,v) una forma bilineal continua, simétrica y coerciva sobre H} y

[(v) una forma lineal continua.

Entonces existird una constante C' independiente de la familia de espacios Hy y V}, tal que

lu = wnlly < C Cinf {llu—vlfy +la(u,u—vi) = Lu—wy)l} +
v EVY

inf la(u,un —v) — l(up —v)| )2
veEV

4.4.1.2. Observacion

e En el Capitulo 3 se defini6é la forma bilineal a(u,v) V u,v € H y la forma lineal
I(u) V u € H. Ademds se vio que en el problema lineal de la membrana sin obtaculo
V coincide con H. Ademads el extremo que minimiza el problema debe verificar la ecuacién
variacional a(u,v) = [(v). Se desprende entonces que V;, = Hj, y la estimacién del error se
reduce a lo que se conoce como Lema de Cea.

e Si se verifica la inclusién Vj, C V' (recordar que en este trabajo V}, no estd incluido en V),

luego el término inf |a(u,up, — v) — I(up — v)| desapareceria.
veV
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e En el problema del obstaculo, tanto Hy como V}, vendran definidos mediante un operador
lineal y continuo ry, : H& — Hy,. Es por ello que para estimar el error serd necesario primero

acotar ||u — rpul| H > lo cual serd tenido en cuenta mds adelante.

4.5. Aplicacién al problema del obstaculo

Se asume por simplicidad que €2 es un dominio poligonal en el plano con frontera I

4.5.1. Interpolacién de Lagrange para funciones continuas

Se introduce esta interpolacién, la cual estard bien definida para funciones de H' en dimen-
sién 1, ya que las mismas resultan continuas.

Supongamos por un momento que el dominio es el segmento cerrado [0, 1].

Se divide el mismo en segmentos, de modo de poder definir una particién cuyos nodos son
z;,con 1 <i<n.

Se presenta entonces un nuevo espacio, el cual es de dimensién finita y tendra la siguiente

forma:
Hj, = {poligonales continuas con vértices en x;, que se anulan en x1 y en T,}

A partir de ahora, la interpolada de Lagrange vendré definida como:
lhIHCC[O,l] — H,
tal o= X ) w;
al que (pv = v U(Jh)wz

a1,

donde w;(z;) = d;; es base.

4.5.2. Interpolacién de Clément para funciones mas generales

(véase [3], Ejercicio 3.2.3)

Un andlisis més cuidadoso de esta interpolada y de sus principales propiedades se puede
ver también en [4]. No obstante, se dard a continuacién una primera idea del tema, el cual serd
retomado en el Capitulo 6.

Al pasar a dimensién 2, no se puede garantizar que las funciones H' sigan siendo continuas.

A raiz de ello es que resulta necesario definir esta nueva interpolacion.
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A partir de ahora se consideraran un espacio de elementos finitos que llamaremos Hy, y una
triangulacién admisible {Y}} sobre el dominio 2. Cada vértice de los tridngulos serd un nodo
que anotaremos {a;} . Para cada a;,1 <i < M, de la triangulacién, se asocia una funcién base

pi € Hyp, de modo que p;(a;j) = d;; 1<, 5 <M.

Se define entonces para cada i:

S; = sop p;

Dada una funcién v € L?(),
para cada i = 1,.., M, sea P la proyeccién de la funcién v en el espacio L?(S;) sobre el
subespacio P;(S;)

donde P;(S;) denota el conjunto de los polinomios de grado a lo sumo 1.

Y se tiene

P e Pi(S;) y Vp € Pi(S;), | (v— Pw)pdz = 0.
Si
Sea v € L%(9). Se define la interpolada de Clément r,v de la siguiente forma:

r, HC L?(Q) — Hp, tal que
TR = HZ Piv(a;)pi
4.5.3. Acotacion del error de interpolacién de Clément

4.5.3.1. Proposicién (véase [3], Ejercicio 3.2.3, item v)

Sea el espacio de Hilbert H} con su respectiva norma ||e|| ;1
p 0 p HO )
y sea Hj un subespacio de dimensién finita.

Entonces existe una constante C' positiva e independiente de h tal que Vv € H& se verifica:
o= vl < C ol
Ademés

;ZZ% |v — 7| = 0.
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4.5.3.2. Observacién
e Para el problema discreto del obstédculo en dos dimensiones se buscard la solucién en Vj,

que serd subconjunto de Hj, y vendrd expresado en funcién de la interpolacion del obstéculo .

4.5.4. Caso particular: construccién del subespacio H;, de dimensién finita y
de una conveniente base para discretizar el problema del obstaculo.

Eleccién del subconjunto V),

Resumiendo, la discretizacién del problema del obstdculo vendrd dada por la expresién:
hallar uj, € V3, tal que a(up,vp —up) > (v —up) Yop €V

donde los espacios de elementos finitos para el problema del obstaculo en dimensién 2 son, para

cada h particular:

H;, = {v € H& tal que v|p € P (T), VT € Yh} y
Vi, = {v € Hy, tal que v > rpp en Q},

y donde 7, : H' — Hp, indica el operador de interpolacién de Clément.

4.5.4.1. Observacion

OVhCHhCH&.

e Hj tiene dimension finita (dim Hj, < 3 * N° de tridngulos).

Esta idea serd retomada en el Capitulo 6, donde se utilizard ademads la teoria desarrollada

en el préximo capitulo.
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Capitulo 5

Introduccién a la I'—convergencia,
un caso particular de convergencia

variacional

El Célculo de Variaciones se ocupa de maximizar o minimizar funcionales. Generalmente,
dichos funcionales vienen expresados como integrales que dependen de funciones x definidas en

un cierto espacio y de sus derivadas, del tipo

donde
Q) es un conjunto abierto y acotado de R",
fQxRxR"—[0,00),
r:Q—R y
Dz : Q — R” es el gradiente de .

Sea F' un funcional sobre un cierto conjunto X.

Se quiere hallar

mix(F) = inf F(y)

junto con el conjunto de todos los puntos minimizantes

50



Mx(F)={z € X | F(z) = mx(F)}.

Es esencial estudiar la existencia de tales puntos (funciones), y eventualmente su unicidad.
Para ello se comienza examinando el comportamiento de una sucesion minimizante que
llamaremos (z,) en X, tal que verifique

lim F(x,) = inf F(y),

n—00 yeX

la cual existe siempre. De hecho, si X tiene mds de un punto existen infinitas sucesiones mini-
mizantes.

Lo primero a chequear es si esta sucesién, o una apropiada subsucesién elegida, converge.
Para ello alcanzarfa con ver que cualquier sucesién minimizante estd en un conjunto compacto
K CX.

La estandarizaciéon del concepto de compacidad tardé muchos anos en producirse. Des-
de principios del siglo XX se fueron introduciendo distintas definiciones de compacidad, que
pretendian extender a espacios topolégicos generales algunas propiedades conocidas de los in-
tervalos cerrados y acotados de la recta real, cruciales en la demostracién de ciertos teoremas
sobre maximos y minimos. Surgieron asf distintos tipos de compacidad, como por ejemplo com-
pacidad numerable, y se asumié que era posible encontrar una definicién en términos mas débiles
y generales, de hecho en términos de recubrimientos del espacio por conjuntos abiertos.

Sin embargo, este enfoque nos lleva a centrarnos en las caracteristicas del espacio y en
particular en la propia complejidad de la nocién de compacidad. Se buscard entonces la manera
de lograr resultados favorables exigiendo condiciones sobre el funcional F' y no tanto sobre el
espacio, generalizando convenientemente la teoria.

Miés adelante se introducird la nocién de coercividad de un funcional y, mediante dicho
concepto, se vera que la sucesién minimizante admite un punto especial x, que serd denominado
punto de aglomeracion. A esta altura se espera que dicho punto sea el “candidato natural” a
minimizar F', es decir que se debe probar que

F(z) = il F(y).

Como una de las dos desigualdades es trivial, nos queda por probar
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F(z) < inf F(y) = lim F(x,).
() < fnf F(y) = lim F(zn)

Pero dado que no se quiere usar propiedades particulares de la sucesién ni de su eventual
limite (en definitiva, del espacio), se pedird una nueva condicién conveniente sobre el funcional.
La misma serd llamada semicontinuidad inferior de Iy resultard suficiente para garantizar la
desigualdad antedicha.

Este nuevo concepto vendrd dado de la siguiente manera
Vere X y V sucesién x, tal que z,, — =

F(z) <liminfF(zy).

n—oo

Se verd luego que coercividad mds semicontinuidad inferior garantizan la existencia de min-

imo para el funcional F.

A partir de este desarrollo, conocido como método directo, es posible abordar otro tipo de
problemas de minimizacién: aquéllos donde no interviene un tinico funcional sino una sucesién
de ellos (no necesariamente con el mismo dominio X). Esta idea se aplicard muy notoriamente
en el Capitulo 6, donde se utilizard el “tamano” h de los tridngulos (ya presentados en el
Capitulo 4) para construir diferentes espacios X}, que daran lugar a los respectivos funcionales
Fx,.
Se presenta entonces la siguiente dificultad: definir una apropiada convergencia para una
sucesién de funcionales. Las “convergencias variacionales” han cobrado mayor interés en los
iltimos anos. Esto se debe a sus aplicaciones en muy diversos campos, tales como aproximacién
de problemas variacionales, transicion de fase y teoria de homogeneizacion; ésta iltima en
situaciones donde la estructura del material es heterogénea a nivel microscépico, pero en escala
macroscépica se comporta en forma homogénea.

Tales convergencias también sirven para justificar el pasaje de la teoria discreta a la continua,
por ejemplo en el estudio de la elasticidad de ciertos materiales.

Resulta comin encontrar que en dichos problemas intervienen pardmetros que son propios
de la estructura geométrica subyacente, o que provienen de procesos de discretizacion. Algu-

nas veces, a medida que dichos pardmetros varfan, se produce una degeneracién del problema
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transformandose en algo cada vez mds complejo. Es por ello que se intenta sustituir el problema
original por otro diferente, posiblemente més simple y con un comportamiento més “amigable”,
donde los pardmetros aparecen en forma més conveniente, o bien simplemente desaparecen.

Entre las convergencias variacionales, la I'—convergencia juega un rol central por sus nu-
merosas propiedades, asi como por las aplicaciones que involucran I'—Ilimites de funcionales
integrales.

Ahora bien, el hecho de que los dominios de los funcionales puedan ser diferentes representa
otro posible agravante. Esto en general se salva reformulando el problema en un espacio Y
que contenga a todos los X}, (el cual no necesariamente coincide con X), e introduciendo los

correspondientes funcionales Fy, : Y — R tales que

F(z) x € Xy
FXh('T) =
00 reY — X,

Pero a su vez Y deberia ser lo suficientemente grande como para contener al punto candidato
a ser solucién de nuestro problema original.

Esta reformulacién no modifica el problema inicial ya que, de existir un minimo, el min-
imizante correspondiente seguird estando en el espacio “mds chico” porque la extensién fue
definida con el “valor” infinito, quedando finalmente

my (Fx,) = infFx,(y) = inf F(y) =mx, (F) vy
yey yeXy,
My (F) = Mx, (F) siempre que myx, (F) < occ.

Es deseable entonces independizarse de las caracteristicas del espacio. Resultara por tanto
conveniente introducir una propiedad inspirada en la coercividad de un funcional, la cual serd
llamada equicoercividad de una familia de funcionales.

Este capitulo seguird principalmente el libro “An Introduction to G—convergence” de Gianni
Dal Maso [6]. A lo largo del mismo se trabajard con dicha nocién (I'—convergencia), la cual
estd vinculada con la bisqueda de un limite inferior comin y dptimo para una cierta sucesién
de funcionales, en particular para los Fx, antes definidos, en cuyo caso se desea que tal lfmite
sea F', lo cual afortunadamente ocurrira.

Si bien la generalidad en la definicién de la I'—convergencia la hace estable frente a pertur-

baciones continuas, lo cual constituye una de sus propiedades méds interesantes, no se trabajara
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acd sobre este tema. Pero esto permite vislumbrar una propuesta de trabajo para el futuro.

5.1. Meétodo directo en el Calculo de Variaciones

A partir de ahora (X, 7) serd un espacio topolégico.

5.1.1. Semicontinuidad inferior y superior
5.1.1.1. Definicién

Se dice que una funcién F : X — R es semicontinua inferiormente en un punto x € X si
para todo t € R, con t < F(z), existe un entorno U de z (lo notaremos U € 1)(x)) tal que t <
F(y) para todo y € U. Analogamente se puede definir semicontinuidad superior en un punto.

Se dice que F' es semicontinua inferiormente (resp. superiormente) sobre X si F' lo es en
cada punto x € X.

Claramente, una funcién es continua en x si y sélo si es semicontinua inferiormente y su-
periormente en dicho punto. Coloquialmente, la continuidad de una funcién real significa la
conservacién local de desigualdades estrictas para ambos lados. Mientras que en las semicon-

tinuidades sélo se garantiza preservacién para un unico lado.

Ejemplo Un simple ejemplo muestra esta idea. La funcién g; : R — R es semicontinua

superiormente en z = 1.

x? T <1

gi(z) =
r+1 =z>1

Modificando el valor en x = 1, se tiene que la funcién g» es semicontinua inferiormente.

x2 r <1

r+1 =z>1

Ninguna de las dos resulta continua en x = 1.
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5.1.1.2. Observacion

e Si se analiza cuidadosamente la definicién, surge que una funcién F': X — R es semicon-

tinua inferiormente en un punto z € X si y sélo si

F(z) < sup inf F(y).
Uen(z) YU

e Por otro lado F(z) > in[fJF(y) para todo U € l)(x). Se concluye entonces que F' es
ye

semicontinua inferiormente en x si y sélo si

F(xz) = sup inf F(y).
Uel(z) YU

e Surge ademds que si F' es semicontinua inferiormente en el punto z, se tendrad que
F(z) < liminf F(zy,)
n—oo

para toda sucesion (z,,) convergente a x en X.

5.1.2. Epigrafo
5.1.2.1. Definicién
Para toda funcién F : X — R y para todo ¢t € R se define
{(F>t}={x e X, talque F(x)>t}=F"1((t, 0]).
El epigrafo (o sobregrifico) de F se define como
epi(F) = {(z,t) € X xR, tal que F(x) <t }.

El siguiente resultado es una consecuencia relativamente sencilla de las Definiciones 5.1.1.1.

y 5.1.2.1.

5.1.2.2. Proposicién (véase [6], Proposicién 1.7)

Sea F : X — R una funcién. Las siguientes propiedades son equivalentes
(a) F es semicontinua inferiormente sobre X.
(b) Para todo t € R el conjunto {F' > t} es abierto en X.
(c) epi(F) es cerrado en X x R.
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5.1.3. Compacidad numerable
5.1.3.1. Definicién

Se llamara punto de aglomeracion de una sucesién (z,,) en X a un punto z € X tal que
para todo U € I)(z) y para todo k € N existe n > k tal que z,, € U. En otras palabras = es un
punto de aglomeracién de (z,) si y s6lo si x estd en Nyen{z, : » > k} donde la barra denota
la clausura en X. Estd claro que si z es el limite de una subsucesién de (x,), tal = resulta un

punto de aglomeracién de (z,).

5.1.3.2. Definicion

Se dice que K C X es compacto si todo cubrimiento por abiertos admite un subcubrimiento
finito.

Se dice que K C X es numerablemente compacto si toda sucesién en K tiene al menos
un punto de aglomeracién en K. Puede probarse que K serd numerablemente compacto si y
sélo si todo cubrimiento numerable mediante abiertos tiene un subcubrimiento finito. También
puede notarse que si K es numerablemente compacto entonces toda sucesién decreciente de

subconjuntos cerrados y no vacios de K tiene interseccién no vacia.

5.1.4. Axiomas de numerabilidad
5.1.4.1. Definicion

Se dice que una coleccién S C 7 es una base para 7 si todo abierto es unién de elementos
de B. Es decir, YU € 7 y para cada punto x € U, IV € ftal que z € V C U.
Se dice que un espacio topolégico (X, 7) satisface el seqgundo azioma de numerabilidad si

alguna de sus bases es numerable.

Ejemplo R con la topologia euclidea verifica el segundo axioma de numerabilidad. Para verlo

basta con tomar la familia formada por los intervalos abiertos racionales.
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5.1.4.2. Definicion

Se dice que una coleccién o C 7 es una subbase para 7 si las intersecciones finitas de abiertos
de o forman una base de 7. Es decir, YU € 7 y para cada punto x € U, 3 un nimero finito de

abiertos en o (Wy,...,W,,), tales que z € W1 N...NW, C U.

Ejemplo Una subbase para R con la topologfa usual resulta de tomar, para cada a € R, los

conjuntos :
Lyo={zeR /z<a} R,={xeR /z>a}.
Luego (a,b) = R, N Ly,

5.1.4.3. Definicién

Se dice que una coleccién 5 de entornos de un punto x es una base local (o base de entornos)
de X en dicho punto, si todo entorno de z en X contiene un elemento de .

Se dice que un espacio topolégico (X, 7) satisface el primer azioma de numerabilidad si
tiene una base local numerable en cada uno de sus puntos, que es lo mismo que decir que para
cualquier x € X existe una coleccién numerable de abiertos tales que cualquier entorno de x

contiene necesariamente a alguno de ellos.

Ejemplo R verifica el primer axioma de numerabilidad. En efecto, sea p un punto en R. Para

cada numero real positivo § > 0, se define:
Ns(p) ={z €R / |z —p| <4},

Se considera 01, do, ..., d;, ...una sucesién de nimeros reales positivos que converge a 0. Luego

la coleccién {Nj,(p) / i = 1,2...} es una base local numerable de R en p.

5.1.4.4. Observaciéon

e Si un espacio verifica el segundo axioma de numerabilidad entonces verifica también el

primero.
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5.1.4.5. Proposicién

a) Si K es numerablemente compacto y verifica el Segundo Axioma de Numerabilidad, entonces
K es compacto.

b) Todo subespacio compacto de X es numerablemente compacto.

5.1.4.6. Observacion

Aunque esto no se demostrard acd, conviene mencionar que:
e Existen espacios numerablemente compactos que no son compactos.

e Si X es metrizable, las nociones de compacto y numerablemente compacto coinciden.

5.1.5. Coercividad
5.1.5.1. Definicion

Se dice que una funcién F : X — R es coerciva sobre X si Vt € R la clausura del conjunto

{F<t}={re X, talque F(x)<t}=F"!((—00,t]) es numerablemente compacta.

5.1.5.2. Observacion

e Si F' es coerciva sobre X y G > F sobre X, entonces G es coerciva sobre X.
e Si F es coerciva sobre X, entonces toda sucesion (z,,) en X con limsupF'(z,) < +o0o tiene
n—oo

un punto de aglomeracién en X.

e El reciproco es verdadero si F' es semicontinua inferiormente o si X es metrizable.

Como ya fue anunciado al principio del capitulo, resultard importante coronar esta etapa
con un teorema que retna los conceptos que se vinieron gestando a lo largo de la seccién. Este
desarrollo en su totalidad es conocido como método directo y servird como puntapié inicial a la
hora de buscar una funcién que realice el minimo del funcional propuesto en nuestro problema

del obstédculo.
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5.1.6. Existencia de punto minimo
5.1.6.1. Teorema

Si F': X — R es una funcién coerciva y semicontinua inferiormente, entonces F' admite

minimo en X.

Demostracién Si F' es idénticamente +o00, no hay nada que demostrar.
Supongamos ahora que F' no es idénticamente +o0o. Sea (x,) una sucesién minimizante de
Fen X.

Entonces

lim F(x,) = inf F(y) < 4o0.
yeX

n—oo

Como F es coerciva por hipétesis, y utilizando la Observacién 5.1.5.2., se concluye que (zy,)
tiene un punto de aglomeracién en X.

Por otro lado, F' es semicontinua inferiormente, es decir

inf F(y) < F(z) < limsup F(z,) = inf F(y).A
yeX n—oo yeX

Nos permitimos ahora hacer una pequena digresién, en apariencia desvinculada del contenido
del capitulo, que sin embargo serd procedente para “aclarar posiciones” y obtener un resultado

a utilizar méas adelante.

5.1.7. Topologia débil
5.1.7.1. Definicién

Se dird que una topologia 71 es mds débil que otra 79 si 71 ; To.

5.1.7.2. Observacion

e 71 tiene menos conjuntos abiertos que 7o. Si se piensa en recubrimientos por abiertos se

concluye que podria tener méds compactos.
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e Debilitando la topologia en el dominio se pueden obtener menos funciones continuas.

Se buscars a partir de ahora la topologia mas débil posible que asegure la continuidad de
una familia previamente escogida de funciones. En otras palabras, nos preguntamos si existira
la menor topologia en X que haga de una familia de funciones F; una familia de funciones
continuas, en el sentido de que cualquier otra topologia en X que haga a las F; continuas la
contiene. Se formaliza esta idea para el caso en que tal familia sea el dual de un espacio vectorial

topoldgico.

5.1.7.3. Definicion

Sea X un espacio vectorial topoldgico sobre el cuerpo R. Aqui R estd tomado con la topologia
usual.

X' = {funciones lineales y continuas del espacio X al cuerpo R}.

Se llamard topologia débil o(X, X') sobre X ala menor topologia sobre X que haga continuas
a todas las aplicaciones F' € X'.
5.1.8. Propiedad de Hausdorff

5.1.8.1. Definicion

Se dice que un espacio topoldgico (X, 7) tiene la propiedad de Hausdorff (o que es un espacio
T3), si para cada pareja de puntos distintos z,y € X existen entornos disjuntos de ellos. Es

decir que existen U € I)(z) y V € 1)(y) tales que UNV = @.

5.1.9. Convexidad

A partir de ahora se supone que X es un espacio normado.

5.1.9.1. Definicion

Se dice que una funcién F : X — R es convera si Vz,y € X tales que F(x) < oo, F(y) <
o0, y Vt € (0,1) se verifica

F(tz + (1 —t)y) <tF(z) + (1 —t)F(y).
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5.1.9.2. Definicion

Se dice que un conjunto C' C X es convezo si Vz,y € C se verifica

[z,y] ={tc+ (1 —t)y / t €[0,1]} C C.

5.1.9.3. Observacion

e La funcién F: X — R es convexa sii epi(F) es un subconjunto convexo de X x R.

5.1.10. Hahn - Banach
5.1.10.1. Definicién
Se dice que H es un hiperplano en X si

H={zecX / F(z)=a} para alguna F lineal y no nula, y algin a € R.

5.1.10.2. Definicién

Se dice que H es un semiespacio cerrado en X si

H={re X / F(x) <a} para alguna F € X' y no nula, y algiin a € R.

5.1.10.3. Teorema (véase [2], Teorema 1.6)

Sea C' C X un conjunto convexo, cerrado y no vacio.
Entonces cada u ¢ C puede ser fuertemente separado de C' por un hiperplano cerrado, es

decir, 3F € X' tal que F #0 y 3Ja € R que verifican:

Fu)>a y F(z)<a VzeCl.

5.1.10.4. Corolario

Sea C C X un conjunto convexo cerrado no vacio.

Entonces C es la interseccién de todos los semiespacios cerrados que lo contienen, es decir,

C = N H *
CCHZ*,& 2

donde H,« o = {x € X / 2*(z) < a} para z* € X'no nula, y o € R.
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5.1.10.5. Observacion

e Los conjuntos cerrados H.«; del corolario anterior también resultan ser cerrados para la
topologfa débil.
e Como la interseccioén de cerrados es cerrada, y utilizando el Corolario 5.1.10.4, se concluye

que todo conjunto convexo cerrado en la topologia fuerte, es también cerrado para la débil.
5.1.11. Semicontinuidad inferior en la topologia débil

5.1.11.1. Proposicién

Sean X un espacio vectorial topolégico de Hausdorff localmente convexo (no necesariamente
normado), y

F : X — R una funcién convexa.

Entonces F' es semicontinua inferiormente sobre X en la topologia original sii F' es semicon-

tinua inferiormente sobre X en la topologia débil.

Demostracién Por Observacién 5.1.9.3. epi(F') es un subconjunto convexo de X x R.

Y ahora la tesis es una consecuencia inmediata de la Proposicién 5.1.2.2.c y de la Observacién
5.1.10.5.1
5.2. T'—convergencia y K —convergencia

Sea (F},) una sucesién de funciones de X en R donde X es un espacio topoldgico cualquiera

(recordar que se trabajard con subindice h en vez de n).

5.2.1. I'—limite

N(x) denota el conjunto de todos los entornos abiertos de .

5.2.1.1. Definicion

Se llamard I'-limite inferior de una sucesién (Fj) (y se notard I' — lim inf F},), a la funcién

h—0
F' de X en R definida como
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F'(x)= (T — li}ln_}'(r)lth)(x) = U?&I()x)liin—}’gf ylgl{}Fh(y)

Anglogamente queda definido el I'-limite superior de una sucesién (Fp) (y se notard I' —

limsup F}), a la funcién F” de X en R definida como
h—0

F’(z) = (T — limsupFy)(z) = sup limsup inf Fj(y).
h—0 UeN(x) h—0 V€U

Si existe una funcién F : X — R tal que
F — FI — FI/

entonces se escribird F' =1" — flbli% F}, y se dird que la sucesién (Fp,) I'—converge a F' en X.
Los siguientes ejemplos servirdn para clarificar las definiciones dadas recientemente y mues-

tran que, en general, I'—convergencia y convergencia puntual son conceptos independientes. En

todos ellos se tomard X = R.

Ejemplo 1) Sea Fj(z) = %xe‘2(%)2‘”2

Para cada h fijo se obtiene una funcién que depende de z.

Derivando respecto de x e igualando a 0 se obtiene:

O = L(e 20" 4 .20 (~2(})20))

El siguiente grafico muestra Fj,(x) para distintos valores de h.
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Se puede ver que con h fijo se alcanza el siguiente valor minimo:
(=) = 1 (=5)e 23" = (- §)e»)
Aplicando limite cuando h tiende a 0
. o 1 _1
lim i (y) = (~ ).
Utilizando la definicién de I'—convergencia se llega a que:

sup liminf inf Fj(y) = sup limsup inf Fj(y) = F(x)
UeN(x) h—0 weU UeN(x) h—0 YEU

donde

concluyendo que (Fj) I'—converge a F.

Por otro lado (F},) converge puntualmente a la funcién G(z) =0 .

2) Sea Fy(z) = (L)zelw)®

Ansdlogamente se puede ver que, para cada h fijo,

Ly, 1y,
o = (T + 2. ()el)

= (D (L+ ()

=0 =
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(1+(%)x):0 =
r=—h

El siguiente gréfico muestra Fj(x) para distintos valores de h.

o.r

05

0.25 05 075 1 14

Se puede ver que con h fijo se alcanza el siguiente valor minimo:
Fiy(—h) = H(—h)e(h = -1

Aplicando limite cuando h tiende a 0

limFy(y) = —1.
limFy(y) = —

Del mismo modo que antes se concluye que (Fj) I'—converge en R a la funcién

0 x <0
00 x>0

Ademas (F}) converge puntualmente a la funcién

Gla) = 0 x € (—00,0]

00 z € (0,00)

5.2.1.2. Observacién

Se puede ver en el primer ejemplo que (mx (F)) converge a —%e_% mientras que mx(G) =

0. Algo similar ocurre en el segundo ejemplo donde (mx(F)) converge a —% mientras que
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mx (G) = 0. Né6tese que los puntos minimos y los minimos valores de los funcionales Fj, conver-
gen al punto minimo y al minimo valor de F. Esta idea serd ampliada més adelante y muestra

la importancia de la I'—convergencia de una sucesion.
5.2.2. K-limite

5.2.2.1. Definicion

Se llamara K-limite inferior de una sucesién (Ej) de subconjuntos de X (y se notard

K - li}ln 1'(1)1f E},), al conjunto de puntos x € X que verifican la siguiente propiedad
VU eN(x) 3k € N tal que Vh < 1 se verifica U N E), # @.

Analogamente queda definido el K-limite superior de una sucesién (Ejp) (y se notard K —

limsup E}), como el conjunto de puntos = € X que verifican la siguiente propiedad
h—0

VU eN(x) y Vk € N, EIhS%talqueUﬂEh;éQ.
Se puede seguir de la definicién que

K —limsup E, = N UE,
h—0 kENhS%

Si existe un conjunto £ C X tal que

E =K —liminf £, = K — limsup Ej,
h—0 h—0

entonces se escrbird ' = K — fl}'m Ej, y se dird que la sucesién (Ep,) K—-converge a E en X.
—0

5.2.2.2. Proposicién (véase [6], Remarca 4.11)

(ER) K— converge a E en X sii se satisfacen las siguientes condiciones
Ve € E'y VU €N(x) 3k € N tal que Yh < % se verifica UNER, #9 vy
Ve X — F 3U eN(x) y k € N tal que Vh < % se verifica U N B, = @.

Ejemplo. Si E es un subconjunto de X y Vh se tiene Ej, = F, entonces (Fj) K—converge a

E.
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5.2.3. Relacién entre I'—limites y K—limites mirando epigrafos
5.2.3.1. Teorema (véase [6], Teorema 4.16)

Sea (F},) una sucesion de funciones de X a R, entonces

epi(F') = K — lfr}rllsgp(epi (Fh))

epi(F') = K — lim inf(epi (F)).

En particular, (Fy) I'—converge a F' en X sii (epi(Fy)) K—converge al (epi(F)) en X x R.

5.3. Algunas propiedades de los I'—limites

5.3.1. I'-limite de subsucesiones
5.3.1.1. Proposicién (véase [6], Proposicién 6.1)

Sea (F}, ) una subsucesién de (Fj).

Entonces se verifican las siguientes desigualdades

I' = liminfFj, <T — liminfF},,
h—0 k—o0

I' = limsupFy > I' — limsupFy, .

h—0 k—o0
En particular, si (F},) I'—converge a I' en X, entonces (F},, ) I'—converge a F' en X.
5.3.2. Relacién entre I'—limites de sucesiones
5.3.2.1. Proposicién (véase [6], Proposicién 6.7)

Sean (Fy) v (G,) dos sucesiones de funciones tales que Vh, Fj, < G,.

Entonces se verifican las siguientes desigualdades

I' = liminfF), <T — h'zni(r)lf Gh,

h—0
I' = limsupFy < T —limsupGy,.
h—0 h—0

En particular, si (F}) I'—converge a F'y (Gp) I'—converge a G, entonces F' < G.

Sea H : X — R una funcién semicontinua inferiormente tal que Vh, H < FJ,.

Luego
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H <T —liminfF} <T — limsupFy.
h—0 h—0

En particular, si (F},) I'— converge a F, entonces H < F.
5.3.3. Semicontinuidad de I'—limites
5.3.3.1. Lema

Sea U la familia de todos los subconjuntos abiertos de X y
a: U — R una funcién arbitraria.

Luego la funcién F : X — R definida como

F(z)= sup «a(U)
UeN(x)

es semicontinua inferiormente sobre X.

Demostracién V U subconjunto abierto de X, y Vy € U se tiene que U €N(y), entonces
F(y) > a(U).

Esto implica que YU C X se verifica

infF(y) > aU).
yeU

Se desprende entonces que Vz € X
F(x)= sup a(U) < sup infF(y).
UeN(x) UeN(x) yeU
Por observacién 5.1.1.2. resulta F' una funcién semicontinua inferiormente.l

5.3.3.2. Proposicién

Las funciones F’ y F” son semicontinuas inferiormente sobre X.

Demostracién Alcanza con aplicar el lema anterior a las funciones asi definidas:

a(U) =lminf inf Fy(y) vy

h—0 yeU
B(U) = limsup inf Fj(y)
h—0 YU

para cada U abierto de X.H
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5.3.4. I'—limites de la composicién
5.3.4.1. Proposicién

Sea ® : R — R una funcién continua y creciente.

Entonces se verifican las siguientes igualdades

I‘—lizn félf((l) ofFp)=%o0 (I‘—h’zn %lth)’
I'-limsup(® o F,) = ® o (I'—lim supFp,).

h—0 h—0

En particular, si (F},) I'— converge a F, entonces (® o Fj,) I'— converge a (® o F).

Demostracién Dado que ® es continua y creciente, se tiene que YA subconjunto de R se

verifica

O (inf A) = inf $(A)
®(sup A) = sup ®(A).

Entonces

®o (F—liminfFy(z)) =Po( sup sup inf inf Fj(y)) = sup sup inf inf
h=0 Uel(x) keN h<y yeU Uel(z) keN h<i yeU

(Do Fr(y)) = F—lizrljglf(@ o F},)(z).

La otra igualdad se demuestra en forma andloga.ll

5.4. Convergencia de minimos y minimizantes

Se presentard acd la nocién de equicoercividad de una sucesiéon de funciones F},. Se tratard
de ver que en tal caso la I'—convergencia de la misma a una funcién F' implica la convergencia
de los valores minimos de Fj, al valor minimo de F'.

Ma4ds atn, si tanto la sucesién como su I'—limite poseen un unico punto minimo, se puede

probar entonces que la sucesién de los minimizantes de F}, converge al minimizante de F.
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5.4.1. Algunas desigualdades
5.4.1.1. Proposicién (véase [6], Proposicién 7.1)

Sea U un subconjunto abierto de X.

Entonces se verifican las siguientes desigualdades

inf F/ > lim inf inf F,(y),

yeU h—0 yeU
inf F” > limsup inf Fj(y)
yel h—0 YeU

5.4.1.2. Proposicién (véase [6], Proposicién 7.2)

Sea K un subconjunto numerablemente compacto de X .

Entonces se verifica la siguiente desigualdad

F'(y) < liminf inf F) 5.2
jERT) < Bt ok ) 62

Se presenta a continuacién un ejemplo que muestra que cuando F’ # F”| la desigualdad

F"(y) < limsup inf F) *
ZI/Iél]I{l (v) I}IZTLSOUP e n(y) (*)

puede ser falsa para algin K subconjunto numerablemente compacto de X (aun cuando la

sucesion (Fy) sea equicoerciva).

Ejemplo Sea X =R,
Fo(z) = (z = (=1)")?,
K =1[-1,1].

Entonces si n es par, F,(z) = (z — 1)?

si n es impar, F,(z)= (z +1)?

Obteniéndo el siguiente grafico:
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Sea Us = (z — e,z +¢)

CASO1: >0
Si m es un nimero impar entonces
nf F(y) 0 stx—e<-—1
inf F,(y) =
yeUe (x—e+1)? siz—e>-1
Si m es un nimero par entonces

0 sixz+e>1
inf F,(y) =
yels (t4+e—1)7? siz+e<l1

y por lo tanto
(z+e—-1)72 sie—l<z<l—c¢

liminf inf F, =
lnni>£ ylenUg n(y) 0

en otro caso
CASO 2: z=0
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Si n es un nimero impar entonces

) 0 st —e< -1
yléléan(y) - (—e+1)% si —e>—1
Si m es un nimero par entonces
inf Fy(y) 0 ste>1
yele (e—1)?% sie<1

y por lo tanto

C e 0 sie>1
liminf inf F,(y) =
oo yele (e—1)?=(—e+1)? sie<1
CASO 3: z<0
Si m es un nimero impar entonces
nf F (y) 0 stx—e<-—1
Ml Fply) =
yele (x—e+1)? siz—e>—1
Si m es un ndmero par entonces
0 sitx+e>1
inf F,(y) =
yeUe (x4+e—1)7? siz+e<l1

y por lo tanto

(z—e+1)? sie—l<z<l—c¢

liminf inf F,(y) =

n—oo yel. 0 en otro caso
Resumiendo: )
0 sizx—e<-lox+e>1
o (z+e—1)?% siz—e>—-1lyzte<l
liminf inf F,(y) =
n—oo yel. 0 stx—e< —lox+e>1
(x—e+1)? siz—e>—-1lyzr+e<l
y por lo tanto
o @17 220
F'(z) = sup liminf inf F,(y) = ;
e>0 n—oe yel. (z+1)* 2<0

cuyo grafico se muestra a continuacién
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Resultando F'(z) = min {(z —1)2, (z + 1)?} .
Haciendo un desarrollo andlogo se llega a que

) (z+1)* 2>0
F’(x) = sup limsup inf F,(y) =
e>0 n—oo YEU: (:E _ 1)2 z <0

cuyo gréfico se muestra a continuacién:
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F'(z) = maz {(z —1)% (z + 1)}

Entonces Vh se ve que

in F"(y) = min F’(y) =1 > 0=min F,(y) = min F
min (v) min (v) min h(y) min n(y)

y la desigualdad (*) no se cumple.
5.4.1.3. Teorema
Supongamos que existe K subconjunto numerablemente compacto de X tal que Vh se verifica
inf F = inf Fj(y). 5.3
[nf Fi(y) = inf Fi(y) (5.3)

Luego F’ alcanza su minimo sobre X y
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7 Fl — l’ 1 f { f F . .4
min (y) = lmin [nf h(y) (5.4)

Si ademads (Fj,) I'—converge a una funcién F en X entonces F' alcanza su minimo sobre X

mF(y) = lim inf F 5.5).
minF(y) = lim inf F(y) (5.5)

Demostracién Por Proposicién 5.4.1.1. aplicada a U = X se tiene

liminf inf F) < inf F'.
LR P s

Ademads, por Proposicién 5.4.1.2. y por (5.3) se tiene

inf F/ < inf F' < liminf inf Fj(y) = liminf inf F
ST JR T S Mt B =Tt g )

Entonces F’ alcanza su minimo sobre X quedando probado (5.4).
Si ademds (F},) I'—converge a una funcién F en X, luego por (5.4) junto con Proposicién

5.4.1.1. aplicada a U = X se tiene

liminf inf F = minF’(y) = minF = minF"” > limsup inf F)
h—0 yeX h(y) yeX (y) yeX yeX - hﬂop yeX h(y)

que prueba (5.5).1

5.4.2. Equicoercividad
5.4.2.1. Definicién
Se dice que una sucesién (Fp) es equicoerciva sobre X si Vt € R 3K subconjunto cerrado y
numerablemente compacto de X tal que Vh se verifica {Fj, <t} C K;.
5.4.2.2. Proposicién

(F}) es equicoerciva en X sii existe una funcién coerciva y semicontinua inferiormente

U : X — R tal que Vh, ¥ < F}, sobre X.
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Demostracién <=) Para una tal funcién ¥, por Proposicién 5.1.2.2. b, el conjunto {¥ < ¢}
resulta cerrado Vi € R.

Y al ser ¥ coerciva, por Definicién 5.1.5.1., la clausura del conjunto {¥ < ¢} es numerable-
mente compacta en X Vi € R.

Y ahora basta tomar K; = {¥ < t} el cual verifica {F}, < t} C K; Vh.

=) Reciprocamente, al ser (F},) equicoerciva se tiene que V¢ € R K} subconjunto cerrado
y numerablemente compacto de X tal que Vh {Fj, <t} C K;.

Sea ¥ : X — R la funcién definida como
U(x) = inf {s € R tal que x € K; para todo t > s},

con la convencién usual inf () = oco.

Seax € X y s € R tal que Fj(z) < s.

Entonces Vt > s, x € {F}, < s} C {F, <t} C K; y por lo tanto V¢ > s, x € K;, de modo
que ¥(z) < s.

Esto implica que Vh
U < Fj, sobre X.
Dado que
< sl =
{¥ < s} tQSKt,

resulta que el conjunto {¥ < s} es cerrado y numerablemente compacto para todo s € Ry

por ende ¥ es coerciva. Por otro lado, por Proposicién 5.1.2.2. W es semicontinua inferiormente

sobre X.H
5.4.3. Convergencia de minimo para sucesiones equicoercivas

5.4.3.1. Teorema

Sea (F},) equicoerciva en X.

Entonces F' y F” son coercivas y se verifica la siguiente igualdad

{ F/ = 1/ { f i f F . *
min (y) = limin [nf n(y) (5.6)
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Si ademds (F}) I' -converge a una funcién F' en X entonces F' es coerciva y verifica

min (y) = lim Inf Fi(y). (5.7)

Demostracién Por ser (F}) equicoerciva en X, por Proposicién 5.4.2.2. existird una funcién
coerciva y semicontinua inferiormente ¥ : X — R tal que Vh, F}, > ¥ sobre X.

Luego por Proposicién 5.3.2.1. F” > F' > W¥. Més atn, F’ y F” son coercivas por Obser-
vacion 5.1.5.2. y semicontinuas inferiormente por Proposicién 5.3.3.2. Por lo tanto, por Teorema

5.1.6.1. F' y F”alcanzan su minimo sobre X.

Se probard a continuacién la igualdad (5.6), para lo cual se tiene por Proposicién 5.4.1.1.

aplicada a U = X

nF'(y) > liminf inf Fj(y).
min (y) = limin Jnf n(y)

Luego, asumiendo que el segundo miembro es menor que co, serd suficiente probar la de-

sigualdad

inF'(y) < Iminf inf F) .
min (y) < limin [nf n(y) (5.8

En ese caso existe una constante t € R y una subsucesién (Fj, ) de (F}) tal que

lim inf Fj = liminf inf F t.
oL, J2k P (w) = Ml Tl Fily) <

Ademsds es posible elegir una subsucesién de modo que Vk valga

inf F] ) .
nf Fh.(y) <t (59)

Dado que (F}) es equicoerciva, existe K subconjunto cerrado y numerablemente compacto
de X tal que Vk {F}, <t} C K.

Por (5.9) los conjuntos {Fj, <t} son no vacios, entonces Vk se verifica

inf F; = inf F} .
inf hy, (Y) [nf hy, (Y)

Sea G' =T — hgn inf F},, . Por Proposicién 5.3.1.1. se sabe que F' < G'.
—00

Aplicando el Teorema 5.4.1.3. a la subsucesién (F},, ) y el hecho de que F' < G

7



mF'(y) < minG'(y) = lim inf F = liminf inf Fj(y).
pRl W) S ) = B B Pl = it g B)

llegando a (5.8).

Si (Fy) I'— converge a F, entonces F' = F' = F”.

Luego por Proposicién 5.4.1.1. aplicada a U = X, sale

inf F(y) > Ii inf F
[nf (y) > fmsup if n(Y),

que junto con (5.6) prueba (5.7).H

Ahora se quiere estudiar la convergencia de los minimizantes. Para cada F : X — R, sea
M(F) el conjunto de los minimizantes de F' definidos al comienzo del capitulo. Para tener un
resultado completo, que incluya el caso donde la funcién F}, no alcanza el minimo en z (o cuando

no son faciles de calcular), se introduce la nocién de e— minimizante.

5.4.4. c—minimizantes. Algunas propiedades
5.4.4.1. Definicién

Sea F': X — R una funcién y sea ¢ > 0.

Se dird que x € X es un e—minimizante de F' en X si verifica

F(z) < méa {(ian(y) +e), (—;)} .

yeX

El conjunto de todos los e—minimizantes de F' en X se denotan como M, (F').

5.4.4.2. Observaciéon

o Si in)f( F(y) > —oo se puede tomar ¢ suficientemente chico de modo que
ye

x es un e—minimizante de F' en X sii F(z) < ir}(fF(y)—i— €.
ye

e Si F' > 0, esto 1iltimo es verdadero para todo € > 0.

e Si in;f{ F(y) = —oo se unifica criterio tomando el término (—%)
ye

e Se podria mostrar que
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x es minimizante de F' en X sii  es un e—minimizante de F' en X para todo € > 0,

que es lo mismo que decir

e El conjunto M.(F') de todos los e—minimizantes es no vacio para todo € > 0, incluso en

el caso en que el conjunto M (F') de todos los minimizantes sea vacio.

5.4.4.3. Teorema (véase [6], Teorema 7.19)

(F},) I'— converge a una funcién F' en X.
F no es identicamente +ooc.

Entonces

N K —lmsupM(Fp) #0 sii |[M(F)#0 y minF(y) = limsup inf Fj,(y)
>0 h—0 yeXx h—0 YEX

y esto implica que

M(F)= N K —limsupM.(Fy). (5.10)
e>0 h—0

Mids aiun

Oy K —lmmfM(F) #0 sit |\ M(F)#0 y min (y) = lim ylg)f(Fh(y)

lo cual implica que
M(F) = EQOK - h’}zn_}’(r)lfME(Fh) = EQO K — ll’I}ILl_S)BlpME(Fh). (5.11)

Nétese que no fue necesario pedir equicoercividad de la sucesion (Fp,).
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5.4.5. Limites de e—minimizantes y minimizantes de ['—limites
5.4.5.1. Teorema

Sea (F},) equicoerciva en Xy
(Fy) I'—converge a una funcién F' en X.

Entonces YU entorno de M (F'), 3¢ > 0y k € N tal que Vh < % se verifica
M(Fy) C M (Fy) CU. (5.12)

Si ademds F' no es idénticamente +oo entonces Vo € M(F'), VV entorno de z y Ve > 0,

Jk € N tal que Vh < % se verifica

M.(F) NV £0. (5.13)

Demostracién Si F' es indénticamente 400, luego M (F') = X y (5.12) resulta trivial.

De lo contrario, 3t € R tal que

inf F(y) < t.
[nf (v)

Dado que (F}y) es equicoerciva 3K subconjunto cerrado y numerablemente compacto de X

tal que Vh se verifica
{F, <t} C K. (5.14a)

Ademsds F’ y F" son coercivas por Teorema 5.4.3.1. Pero como (F}) I'—converge F, entonces
F = F' = F" resulta coerciva. Es decir que V¢t € R la clausura del conjunto {F <t} es

numerablemente compacto, obteniendo
{F <t} C K. (5.14b)

Sea U un entorno abierto de M (F') en X.
K\U es numerablemente compacto y F' es semicontinua inferiormente por Proposicién

5.3.3.2. Entonces, por Teorema 5.1.6.1., 3z € K\U tal que

— min F(y). (5.15
s = min, (y). (5.15)
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Dado que = ¢ M(F) se tiene

nF(y) < F(x) =s.
ggg(y) (z) =s

Por Proposicién 5.4.1.2. se tiene

= min F(y) < liminf fof F
s = min, (y) < limin s n(y)

por (5.14) se obtiene ademés

t < inf F; .
< nfo n(Y)

Entonces

in {s,t} < liminf f Fy(y).
min {s,t} < limin L n(y)

Por otro lado, del Teorema 5.4.3.1. se obtiene

lim inf Fy(y) = min F(y) < min {s,t}.
Jim nf n(y) min (y) <min {s,t}

Entonces

lim inf F, <min{s,t} <liminf inf F,(y).
A o ) < minfo, ) < Nt 1f Fu0)

Esto implica que de > 0 y dk € N tal que Vh < %

i inf ) -1 inf F
mie {(@EAG) +) (=D} < il R

Y entonces, por definicién de M. (F}), se verifica que Vh < %

M.(Fy) CU

concluyendo asi la prueba de (5.12).

Dado que (F}y) es equicoerciva y aplicando Teorema 5.4.3.1. se verifican las siguientes condi-
i M(F inF'(y) = lim inf F}(y).
ciones M(F) £0 y miyF(y) = lim if Fi(y)

Como F no es idénticamente +o00, el Teorema 5.4.4.3. garantiza (5.11), lo que lleva a (5.13)

por definicién de K —limite.l

El siguiente enunciado se desprende inmediatamente de los Teoremas 5.4.3.1. y 5.4.5.1.
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5.4.5.2. Corolario (véase [6], Corolario 7.24)

Sea (F},) equicoerciva en X tal que

(Fp,) I'—converge a una funcién F en X y

F' tiene un inico punto minimo xg en X.

Supongamos ademds que (z,) es una sucesién en X tal que Vh, xj es un €, —minimizante
para F}, en X, donde (g) es una sucesién de nimeros reales positivos que converge a 0.

Entonces (xp) converge a xg en X y (Fp(xp)) converge a F(xg).

5.4.5.3. Observacion

e La unicidad del punto minimo es esencial.

5.5. Caracterizacion secuencial de I'—limite

5.5.1. ['—limites en la topologia débil de un espacio de Banach reflexivo
5.5.1.1. Proposicién (véase [6], Proposicién 8.16)

Sea X un espacio de Banach reflexivo,
y supongamos que se lo dota de la topologia débil.
(Fy) equicoerciva en la topologia débil de X.

Entonces I =T — h;Lm (1’)nf Fp(x) en la topologia débil verifica

a) Ve € X 'y V sucesién (z5) que converge débilmente a = en X, vale
F(e) < Mminf Fy(z,) y
b) Vx € X, 3 una sucesién (x) que converge débilmente a = en X, tal que
F'(z) = II;LIE(I;Hf Fp(xp).

Por su parte F” =T — limsup Fj(z) en la topologfa débil verifica
h—0

c)Vx € X y V sucesion (zp) que converge débilmente a = en X, vale
F"(z) < lmsup Fp(z) vy

—

d) Vx € X, 3 una sucesién (x) que converge débilmente a = en X, tal que
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F"(z) = limsup Fp(xp).
h—0
5.5.1.2. Teorema

Bajo las hipétesis de la proposicién anterior, y

si ademds existe F' que satisface

e) Vee X y Vsucesion (xp) que converge débilmente a x en X, vale
F(z) < h;lm %’)nf Fn(zp) vy
f) Vx € X, 3 una sucesion (x,) que converge débilmente a x en X tal que

F(x) = lim F .
(x) = lm Fi(z)
entonces (Fj,) I'—converge a F' en la topologia débil de X.

Demostracién Por hipétesis F' satisface e) y f). De la proposicién anterior surge inmediata-

mente el resultado.l
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Capitulo 6

Aplicacion de la ['— convergencia y
del método de elementos finitos al

problema del obstaculo

A lo largo de estas tltimas décadas se ha trabajado intensamente para conseguir resultados
sobre existencia, unicidad y regularidad de solucién para el problema del obstdculo. Inclusive,
usando hipdtesis relativamente fuertes y convenientes métodos del Andlisis Numérico, se han
logrado aproximaciones interesantes de las soluciones.

En esta parte del trabajo se combinardn los resultados de los Capitulos 4 y 5 para lograr
objetivos similares utilizando métodos variacionales con hipétesis mds débiles, y asi obtener

adecuadas propiedades de convergencia.

Como ya fue mencionado en el Capitulo 4, la versién continua del problema del obstaculo se

puede discretizar por medio del método de elementos finitos, llegando a la siguiente expresion:
hallar up, € V), tal que a(upv —up) > (v — up,) para todo v € V.

A partir de ahora y para simplificar la notacién llamaremos H = H&. Si bien en los capitulos
anteriores ya se han definido los conjuntos Hp, V' y V}, ahora es buen momento para mencionar
ciertas caracteristicas de los mismos que serdn de suma importancia en el desarrollo subsiguiente.

Sean entonces H un espacio de Hilbert y Hj un subespacio de dimensién finita de H (el cual
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obviamente resulta también de Hilbert), y sea V}, un subconjunto convexo, cerrado y no vacio de
Hj, A esta altura ya se sabe que V' C H,y ademés Vj, C Hp C H. Si bien en los casos “cémodos”
V}, estd contenido en V, y ademds V}, tiene estructura de espacio vectorial (de dimensién finita),
en esta tesis existirdn elementos de V}, que no necesariamente estaran en V. Mds ain, ninguno
de los dos conjuntos serd espacio vectorial a causa de la presencia del obstdculo (de ahi la no
linealidad del problema).

Las condiciones sobre H, V' y J de las que se hablé antes para el caso continuo, y que
sirvieron para garantizar existencia y unicidad de solucidén, se verifican también para Hp, V;, v
F}, en el caso discreto (F}, serd definido utilizando la idea de extension presentada en el Capitulo
1).

Se concluird entonces que el siguiente problema de minimizacion:

hallar up, € V3, tal que Fp(up) = inf Fp(v)
veVy

tiene solucién y es unica para cada h.

En una segunda etapa se muestra que Fj, es una sucesién equicoerciva y que I'—converge
a una cierta F' (definida mas adelante). Utilizando los resultados del Capitulo 5 se llega a que
tanto la sucesiéon de minimos como la de minimizantes de Fj, convergen respectivamente al

minimo y al minimizante buscados.

6.1. Problema del obstaculo

6.1.1. Forma continua. Introduccién del funcional F'(v) asociado al problema

Concentraremos nuestra atencién en el problema del obtdculo no lineal descripto en el
Capitulo 3. Sean entonces los siguientes datos conocidos a priori, donde se asume por simplicidad
que €2 es un dominio poligonal en el plano con frontera I :

YweH(Q) y Y<Oel,

f e L*Q).

Sean
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H = HY(®)
V={veHjQ)/v>venQ}.

Finalmente se define el funcional F : H — R como:

J(v) = %[ |Vo|* dzdy — [ fodzdy VeV
Q Q

F(v) = .
+00 ’UEH’V

Y asi el problema del obstdculo se convierte en:

hallar w € H tal que F(u) = inIgF(v), (6.1)
ve

donde obviamente se buscard la solucién u en V. Utilizando ideas ya desarrolladas en el antedicho

capitulo, surge que el problema (6.1) tiene tinica solucién u € V.

6.1.2. Forma discreta. Introduccién de la sucesién de funcionales {F}} aso-

ciada al problema

Consideremos ahora una familia de triangulaciones admisibles {1}, } de Q.

Entonces se definen, para cada h, los espacios de elementos finitos:

Hp={veHtal quev|r € PI(T),YT' € Tp,} vy
Vi, = {v € Hy, tal que v > rpyp en Q},

donde 7y, : H — Hj, es un operador de interpolacién de Clément.

Para cada h, sea F}, : H — R dada como:

Jw)=1[ \Vo|? dedy — [ fudzdy vev,
Q Q

Fp(v) =

Entonces se propone el siguiente problema discreto:
hallar w € H tal que Fp(u) = inth(v) (6.2)
ve

el cual es equivalente a :

hallar up, € V3, tal que Fj,(up,) sea minimo.
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6.1.3. Existencia y unicidad de solucién del problema para cada h
6.1.3.1. Lema

Para cada h, el problema (6.2) tiene dnica solucién uy, € Vj,.

Demostracién Tomar:

Hj, espacio de Hilbert (recordar que Hy, es subespacio de H y ademds es cerrado por ser de
dimensién finita)

Vi, € Hp, no vacio, cerrado y convexo,

a(u,v) = [VuVuv forma bilineal sobre Hy,

l(u) = ffz forma lineal.

Q
Luego por Teorema 3.2.8.1. resulta que el problema (6.2) admite solucién tnica.ll

6.2. Convergencia de minimos y minimizantes en el problema

del obstaculo

Con el propésito de estudiar covergencia de minimos y minimizantes, serd de gran utilidad
analizar el comportamiento de la sucesién {F},}.

Para ello consideramos primero el funcional ¥ : H — R tal que
U(v) =1/ Vo2 dzdy — [ fv dzdy.
Q Q

A partir de la conocida propiedad de espacios con producto interno (no necesariamente de

Hilbert)
Mt + (L= N2 < Mo 2+ (1 =N | VA€ (0,1),

donde la desigualdad es estricta si vy - v2 < |v1] |v2|, se desprende inmediatamente que ¥ es
convexo.

Obviamente W resulta continuo en la topologia fuerte de H, y por ende semicontinuo infe-
riormente en la misma topologia.

Por otra parte vamos a demostrar que V¢ € R el conjunto {¥ < ¢} es acotado.

Por lo ya visto en Nociones Preliminares se tiene
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[Vl 20y < clIVVllL2) = ¢ [v| g1 (q)

donde ¢ es una constante positiva adecuada (que depende de ).

Entonces

vy = 10172 + 0IH @) < 1+ ) [olFn g -

Por otra parte

t+ 5(clfllrz@)? = W) + 5|l 2)?

> 5 IVollizq) = 1120y 10l 22y + (el fllz2e)?

> 3 IVolZa) = cIf 2y IVl L2 + 3 (el FllL20)?
= %(HVUHLZ(Q) - ¢ ”f”L2(Q))27

resultando

1
) < @+ (el fll2@)?)? +elfleg- (6:3)

Por lo tanto {¥ < ¢} es acotado, como se queria demostrar.

6.2.1. Equicoercividad de la sucesién {F},} en la topologia débil de H
6.2.1.1. Proposicién

La sucesién {F}} es equicoerciva en H con la topologia débil.

Demostracién Claramente £}, > ¥ para todo h > 0. Por la Proposicién 5.4.2.2. bastara
demostrar que ¥ es débilmente coercivo y débilmente semicontinuo inferiormente.

Dado que ¥ es convexo se concluye, por Proposicién 5.1.11.1., que ¥ es semicontinuo infe-
riormente para la topologia débil de H.

Sea {v,} una sucesién en {¥ < t}. Por lo recién visto estd acotada en H.

Como H es reflexivo, el Teorema de Eberlein-Shmulyan garantiza que {v,} tiene una sub-
sucesién débilmente convergente. Por ende {¥ <t} (clausurado en la topologia débil) es nu-

merablemente compacto. Esto muestra la coercividad débil de ¥ en H.H
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6.2.2. Caracterizacion secuencial del I'—limite de la sucesién {F},} en la topologia

débil de H

Tal como fue anunciado en el Capitulo 4, se retoma ahora la interpolacién de Clément (véase

[4] Clément) :
rh: H C L?(Q) — Hy,

recordando que para toda v € H se verifica que r,v — v cuando h — 0.

6.2.2.1. Lema

Sea {vp};, C H tal que v, — v débilmente en H.

Entonces

F(v) < lizn%lth(vh). (6.4)

Demostracién Primer caso: F/(v) < +o0.

Si Hgl_%lth(’Uh) = +00 no hay nada que demostrar.

Se supone entonces que h’Ihn _}’(I)lth(Uh) es finito. Considerando una conveniente subsucesién
{vn, }, se tendrd que Yk Fj, (vp, ) es finito.

Como vy, — v débilmente en H sale que:
ol < minf on, |, (65)

Por Teorema de Rellich, 3 una nueva subsucesién, que llamaremos {Uhkl} , que converge a

ven L%(Q), de lo que se desprende:

ffvhkl dedy — [fvdzdy (6.6)
Q Q

Por otra parte

< Y < T { < Tim o
]| 7 < h}ln_}gf llonll 7 < hzn_}(l)lf ||”thH2— hzn_}glf th;l u e
2 2 \1/2 s 1/2
(ol + 19013202 < timint([on ||, + || Von, ||| )12 <
2
2 2 2 .
JoliZs + V013 < ol + tmint || Vo, |

quedando

89



2
/ \Vu\dedygli}ln_}'gf({’Vvhkl dzdy  (6.7)

Entonces a partir de (6.7) se tiene

2 < Hm { ‘
({]Vv| dxdy+s{fvhkl dxdy < hzn_}élf((fz Vg,

2
dxdy + ffvhkl dzdy)
Q

utilizando (6.6) y rebautizando a {’Uhkl} como {vp,} se llega a (6.4).

Segundo caso: F(v) = 4o0.

Se supone entonces que 11’1}}1 _}’(I)lth (vp,) es finito.

Como F(v) = 400 entonces v ¢ V' y por lo tanto [{v < ¢}| > 0.

Por otra parte h’zn _}’ngh(vh) es finito. Considerando una conveniente subsucesién {vp, }, se
tendra que Yk Fj(vp, ) es finito, de lo que surge que vy, > 74, 1.

Ademsds, por Teorema de Rellich, 3 una nueva subsucesién {’Uhkl} que converge a v en
L?(2), y como sabemos que Thy, ¥ converge a 1) en L?(2) resulta entonces que v > 1) en casi
todo punto de €.

Esto ltimo contradice el hecho que [{v < #}| > 0 y por lo tanto liinjngh(vh) es infinito,

quedando demostrado (6.4).H

6.2.2.2. Lema

Para toda v € H, existe una sucesiéon {v,} C H que converge débilmente a v en H y que
satisface:

F(’U) = ]%%Fh(vh)' (68)

Demostracién Para mostrar existencia de la sucesién sea vy, = rpv.

Como v, — v en H entonces vy, — v débilmente en H.

Faltarfa probar (6.8).
Primer caso: v € V.
veV =

veH y v>9y—=

TRU > TRy =
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vp > TRY =
vp € Vi

resultando
Fy(vp) = F(rpv) = [ |Vl dedy + [f rpo dedy.
Q Q
De este modo, utilizando convergencia en H, queda demostrado (6.8).

Segundo caso: v ¢ V.

Veamos que vy, ¢ V}, ya que en caso contrario rpv > 71, y €Omo rpv converge a v y rpip
converge a 1 (ambas en H(()), se concluye que v > 9 en casi todo punto de €2, obteniendo un
absurdo.

Se llega de este modo a que v, ¢ Vj, y por ende a (6.8)..1

Como consecuencia de los Lemas 6.2.2.1. y 6.2.2.2. se llega al siguiente resultado.

6.2.3. TI'—convergencia de la sucesién {F},} en la topologia débil de H
6.2.3.1. Proposicién
La sucesion {F},} I'—converge a F' en la topologia débil de H.

Demostracién En vista de los Lemas 6.2.2.1 y 6.2.2.2., y dado que el espacio H es de Banach

reflexivo y que Fj, es equicoerciva débilmente en H, basta aplicar el Teorema 5.5.1.2.1

6.2.4. Convergencia de minimizantes de la sucesién {F}} al minimizante de

F en la topologia débil de H. Convergencia de minimos
6.2.4.1. Teorema

Sea u la solucién del problema (6.1) y, para cada h, sea uy, la solucién de (6.2). Entonces

up, — u débilmente en H

y
Fh(uh) — F(u)
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Demostracién La existencia y unicidad de u y uj fueron previamente analizadas. Ademéds
{F}} es equicoerciva en la topologia débil de H por la Proposicién 6.2.1.1, y I'—converge a F,
también en la topologia débil de H, por la Proposicién 6.2.3.1.

Sea g, una sucesién de nimeros reales positivos tales que €, — 0.

Dado que uj, es un minimizante para Fj, resulta que Ve, uhhe;[)un e—minimizante para F},.

En particular uj; es un €, —minimizante para Fj,.

Entonces el teorema sigue del Corolario 5.4.5.2.1

6.2.4.2. Observacion

e LLos e— minimizantes adquieren protagonismo a la hora de implementar numéricamente
este tipo de problemas, dada la dificultad o imposibilidad de encontrar minimizantes en forma
exacta. Poniendo énfasis en la acotacién de errores, cabe esperar que los e, —minimizantes se

aproximen a los minimizantes a medida que h tiende a 0.
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