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Introduccion

Los sistemas hamiltonianos definidos en variedades son sistemas dina-
micos que nacen para formalizar la descripcién de problemas mecanicos,
pero su definicién es lo suficientemente amplia como para que resulten tti-
les en otros contextos. Integrar un sistema hamiltoniano es, moralmente,
conseguir ecuaciones no diferenciales para sus trayectorias. En este trabajo
se dardn condiciones suficientes para integrar sistemas hamiltonianos y dar
descripciones geométricas cualitativas de su dindmica. También, se presen-
ta una herramienta, la aplicacién momento, que generaliza los momentos de
la mecénica cldsica explotando simetrias y que de por si posee importantes
propiedades. Finalmente, se intenta dar una vinculacién entre simetrias e
integrabilidad. Se asumira cierta familiaridad con elementos de geometria
diferencial; el libro [Lee] es una excelente referencia en ese sentido.

En el capitulo primero se motiva el estudio de sistemas hamiltonianos
recordando algunas ideas de mecénica clasica. Después, se presentan las
variedades simplécticas y se precisa qué es un sistema hamiltoniano en una
variedad simpléctica. Se concluye el capitulo con nociones de variedades de
Poisson.

En el segundo capitulo se presentan dos nociones de integrabilidad. La
primera, més conocida, es la integrabilidad Liouville, que asume la existen-
cia de una determinada cantidad de constantes de movimiento en involu-
cién y nos proporciona cierta descripciéon geométrica de la dinamica. La se-
gunda, la no conmutativa o superintegrabilidad, no pide que las constantes
estén en involucién, pero, a cambio, exige mas constantes y cierta condicién
un tanto técnica; nos brinda otra descripcion geométrica. Del prefijo «super»
se puede inferir que la superintegrabilidad implica integrabilidad Liouville,
cosa que a la postre resulta cierta, y ademas las descripciones geométricas
se relacionan convenientemente.

En el tercer capitulo se presenta la aplicacion momento asociada a la
accién de un grupo de Lie sobre una variedad simpléctica, se estudia cuan-
do ésta es equivariante y se dan condiciones necesarias y suficientes para
que una accién hamiltoniana admita una aplicacién momento equivarian-
te. También se le presta atencion a las 6rbitas coadjuntas de la accion de un
grupo de Lie sobre el dual de su élgebra, que resultan ser variedades sim-
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plécticas, y se prueba que, bajo ciertas hipétesis, la aplicacion momento es
simpléctica y es ademds un revestimiento.

En el capitulo final se intentan vincular los anteriores. Para empezar, se
estudia el caso del hamiltoniano colectivo, que traduce el sistema hamilto-
niano en la variedad original a otro en las érbitas coadjuntas sirviéndose de
la aplicacién momento. Finalmente, se establece un teorema que en algin
punto generaliza el de Noether: da condiciones suficientes en cuanto a las
aplicaciones invariantes por la accién de un grupo y las que son composi-
ciones con la aplicacién momento para tener integrabilidad. Como conse-
cuencia, se da una relaciéon entre constantes de movimiento en la dindmica
en las 6rbitas coadjuntas y constantes en el sistema original.



1 Sistemas Hamiltonianos

1.1. Motivaciones desde la mecanica

En esta seccién intentaremos motivar, de manera resumida y omitiendo
algunos detalles, el uso de sistemas hamiltonianos en la mecanica clasica.
Esto se hard s6lo como motivacién; para una explicacién mas apropiada del
tema se recomienda recurrir, por ejemplo, a [Gri], [HSS], [Arn] o [AbMa], o
incluso a [Gol] como referencia clasica en la fisica.

Consideremos un sistema de N particulas. La posicién de cada particu-
la puede pensarse como un elemento de R?, asf que la posicién del sistema
se asocia a un punto de R3V. Las trayectorias de este sistema satisfaran las
ecuaciones de Newton, esto es, la aceleracién de cada particula multiplica-
da por su masa coincidird con la suma de las fuerzas que acttian sobre ella.
Las fuerzas en cuestiéon pueden ser de todo tipo; pueden depender de las
posiciones, de las velocidades. Supondremos aqui que no son sino conser-
vativas o de vinculo. Por fuerza conservativa entenderemos aquélla que es
derivada de un potencial que s6lo depende de la posicién, esto es, que se
escribe

F=-VV.

Aqui, como estamos en R3", no nos preocupamos por la definicién de gra-
diente o si conviene o no pensar las fuerzas como vectores o covectores.
Diremos que el sistema estd sujeto a un vinculo —trataremos aqui s6-
lo a los holénomos— si las trayectorias de las particulas deben vivir en la
preimagen de 0 por una aplicacién diferenciable v : R*» — R. En ca-
so de tener varios vinculos vy, . . ., vk, (que suponemos independientes; sus
diferenciales en cada punto son linealmente independientes), el sistema se
moverd en @ = (), v; ' (0). Decimos que Q es el espacio de configuracio-
nes del sistema; bajo ciertas hipétesis de regularidad, es una subvariedad de
R3N . En este caso, 3N — k es el ntimero de grados de libertad del sistema.
A los sistemas de particulas con vinculos se les puede asociar una apli-
cacion de T'Q) a valores reales llamada lagrangiano. La energia cinética del
sistema T : TQQ — R se puede escribir como T'(v) = 1g(v,v), donde g es
una métrica riemanniana en 7’Q). Si V' :  — R es el potencial mecénico

3
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del sistema, el lagrangiano se define por, para v € T,Q,

L(v) = T(v) = V o p(v) = 59(v,v) = V(q). (1.1)

Atn en presencia de vinculos, utilizando el principio de D’Alembert,
puede deducirse que las trayectorias del sistema son aquellas que cumplen
las ecuaciones de Euler-Lagrange: en cada carta (¢,...,¢"% ¢*,...,¢") in-
ducida en T'Q por una carta (¢!, ..., q") en Q se satisfara que

4Ly oL _
dt o’  0q¢t

(1.2)

paracadal <i <n,donde L : TQQ — R es el definido en (1.1).

Definicién 1.1. Llamaremos sistema langrangiano a un par (Q, L) donde Q es
una variedad y L : TQQ — R una aplicacion diferenciable. Las trayectorias del
sistema son las curvas t + ~(t) € Q tales que en cada carta (U, (¢',...,q")) se
satisfacen las ecuaciones (1.2), las de Euler-Lagrange.

Hay gran cantidad de bibliografia sobre sistemas lagrangianos, y de he-
cho puede atacarse la mecanica desde este dngulo. Alternativamente, se
puede considerar otra formulacién, la hamiltoniana, que es la que nos in-
teresa en este trabajo.

Para esto, hay que pasar por la transformada de Legendre. Si (), L) es un
sistema lagrangiano, aquélla consiste en una aplicacion FL : TQ — T™Q
definida por

(FL(v), w) = %L:OL(U +tw),

donde v,w € T,Q. A esta aplicacién también se la denomina derivada a lo
largo de la fibra de L. La expresion local es

FLO). (0:)) = (0] Ll + 1) = (0.5 ) o)

Definicion 1.2. El lagrangiano L se dice hiperregular si FL es un difeomorfismo.

Si L es hiperregular, podemos definir la funcién hamiltoniana. Primero,
definimos la energia £ : T'(Q) — R por, parav € T'Q,

E(v) := (FL(v),v) — L(v).
Y ahora el hamiltoniano correspondiente al lagrangiano L se define por
H:=Eo (FL)™%
En coordenadas locales, si (q,p) = FL(q, ¢), es

H(q,p) =p-q(q.p) — L(q,4(q. p))
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En el caso en que L es un lagrangiano mecénico —es decir, uno como el
de la ecuacién (1.1)—, la transformada de Legendre se ve como

FL(v) = g(v,—).

La aplicacién ¢ :TQ 3 v — g(v,—) € T*Q es inversible por la no de-
generacién de la métrica; notemos su inversa por g*. Asi, (FL)™! = ¢* y el
hamiltoniano es, para o € T;Q,

H(o) = 19(¢*(0),¢*(0)) + V(q)

La siguiente proposicién, que no demostraremos, dice cémo se ven las
ecuaciones de movimiento sobre T*(Q).

Proposicién 1.3. Sean L un lagrangiano hiperregqular y H la funcién hamiltonia-
na que recién definimos. Entonces t — ~(t) es una trayectoria en @) del sistema
lagrangiano si y sélo si se satisfacen localmente en T () las ecuaciones

dq’
dt

om
- Op;

'
dt

0H

(t) = g (q(t),p(t)).  (1.3)

(t) (q(t), p(t)),

paral <i<n.

Las (1.3) se conocen como las ecuaciones canénicas de Hamilton, y a H
se la llama funcién hamiltoniana del sistema. Observemos que las trayecto-
rias del sistema en 7™ son soluciones de ecuaciones de primer orden, asi
que pueden entenderse como curvas integrales de un cierto campo vecto-
rial.

La moraleja que se quiere dejar es, precisamente, que el problema de
encontrar las trayectorias de un sistema mecénico de particulas se puede
traducir a otro, que consiste en encontrar las curvas integrales de un campo
definido en el fibrado cotangente al espacio de configuraciones.

Ejemplo 1.4. Consideremos una particula de masa m moviéndose en R?
sujeta a una fuerza conservativa con potencial V, definida en algtin abierto
de R3; para fijar ideas, digamos que ese abierto es todo R3. Segtin la segunda
ley de Newton, si ¢ = (¢!, ¢%, ¢®) denota un punto genérico de R? y ¢ — ¢(t)
la trayectoria de la particula, ésta cumplird las ecuaciones diferenciales, para
cada i,
d?q oV
7> () =- aq’

Este es un sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden, es decir,
aparece una derivada segunda. Para hacer de él un sistema de primer orden
podemos considerar una nueva «variable»: ponemos, para cada i, p; = mq’;

(q(t))- (1.4)
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se suele llamar a estas nuevas variables momentos. Las ecuaciones de New-
ton se dejan reescribir entonces como

M= 0a), B0 =S a0p0). 09
con
p2
H(g,p) = 5~ +V(q). (1.6)

Dado que las ecuaciones que tenemos que resolver son de primer or-
den, podemos entenderlas como las ecuaciones para las curvas integrales
de cierto campo vectorial. Efectivamente, si notamos

Xg:RC — RS

<8H OH 0H 0H OH 8H)(q )
Op1’ Op2’ Ops’ Oqt’ dq? g3/
= (b OV OV _6’1)@ »)

m ' m’m’ 0¢l’ 0¢2" 0¢3) T

(qla q27 q37p1>p27p3) =

tendremos que ¢ — (¢(t),p(t)) es una curva integral de X si y solo si se
cumplen las ecuaciones (1.3), y las ¢’s satisfaceran las (1.4). A

1.2. Variedades simplécticas

Hablamos en la seccién anterior de que podemos pensar al espacio de
configuraciones de un sistema mecanico como una variedad; su fibrado co-
tangente es el lugar natural para desarrollar la mecédnica hamiltoniana. Ocu-
rre que éste es una variedad simpléctica, y este hecho nos da pie para con-
siderar sistemas hamiltonianos definidos directamente en variedades sim-
plécticas. Resulta asi conveniente estudiar algunas propiedades de ellas; re-
cordemos primero de dlgebra lineal un resultado elemental, para cuya prue-

ba puede recurrirse a la seccién de algebra simpléctica del tercer capitulo de
[AbMa].

Proposicién 1.5. Si V' es un R—espacio vectorial y a : V x V. — R es un forma
bilineal antisimétrica de rango r, entonces r es par. Ademds, poniendo r = 2n se
tiene que existe una base ordenada (v;) de V' en la que la matriz de a es

0 -I 0
I 0 0
0 0 O

En otras palabras, si (1;) es la base dual a la anteriotr, es a = Y " | iqyn A ;.
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También, sia : V x V — R es un forma bilineal, tenemos definido
su nacleo kera = {v € V | a(v,w) = 0Vw € V}. Decimos que a es no
degenerada si kera = 0, es decir, si cada vez que a(v,w) = 0 para todo
w € V debe ser v = 0.

Sean M una variedad y w una seccién diferenciable de

I BT, R) — M,
xeM

donde, si V es un R-espacio vectorial, Bil(V, R) denota las formas bilineales
de V en R. Diremos que w es no degenerada si para cada z € M, w,, que es
una forma bilineal definida en 7T}, M, es no degenerada. En tal caso, podemos
construir un difeomorfismo entre las secciones diferenciables del fibrado
tangente y las del cotangente de M como sigue.

Definicién 1.6. Si M y w son los de recién, definimos w’ : X(M) — Q'(M)
por
X X = —ixw=w(—X).

Cuando w es no degenerada, la aplicacion que acabamos de definir es inversible y
notamos su inversa por w* : a + af.

Si M admite una 2-forma no degenerada w, por la proposicién 1.5 ob-
tenemos que dim M es par, digamos dim M = 2n. A partir de w podemos
construir una 2n—forma, poniendo v = w". Esta resulta una forma de vo-
lumen en M: si x € M, por la misma proposicién podemos considerar
(¢;) una base dual a T, M tal que w, = Y, ¥iyn A ; Y en consecuencia

v = n!(—l)%¢1 A ...\ o,. Hemos probado, pues, lo siguiente.

Proposicién 1.7. Si una variedad M admite una 2—forma no degenerada, es de
dimension par. En tal caso, M es orientable y si w es una tal forma y dim M = 2n,
w" es una forma de volumen.

Estableceremos ahora un poco de notacién. Si F' es una distribucién (ver
Apéndice A), definimos la distribucién ortogonal simpléctica ' poniendo,
paracadax € M,

Fy={veT,M|wv,w)=0siweT,M}. (1.7)

Definicién 1.8. Diremos que F es isotrépica si F' C F“ y coisotrdpica si vale la
otra inclusion.

El siguiente teorema, que data de 1882, establece que si M admite una
2—forma no degenerada que ademas es cerrada, se le puede conocer una
expresion local. La prueba es la que aparece en [AbMa], y es atribuida a
Moser y Weinstein.
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Teorema 1.9 (Darboux). Sea w una 2—forma no degenerada en M, una variedad
de dimension 2n. Entonces dw = 0 si y solo si para cada x € M existe una carta

(U, ) tal que p(xz) =0y si p(x) = (x1(x),...,zn(x),y1(z), ..., yn(x)), s
w|U = Zdyi Adx;. (1.8)
i=1

Demostracion. Siw se escribe localmente como en (1.8), es evidentemente ce-
rrada. Reciprocamente, supongamos que es cerrada y busquemos una carta
en la que tiene esa expresion. Para esto, podemos suponer que M = R?%;
fijemos x = 0. Sea w; una forma constantemente igual a w(0) y pongamos
W=w —wyparacada 0 <t <1, w; = w+ tw. Para cada t, w(0) = w(0)
es no degenerada, y entonces existe un entorno de 0 —digamos una bola—
en que w; es no degenerada para todo t. Por el lema de Poincaré, w = do
alli; podemos suponer que «(0) = 0. Sea X; = w*(a). Tenemos localmente
definido el flujo de X}, llamémoslo g;, con gy = Id. Entonces

d * * * d * * o~
%(gt wt) = g7 (Lx,wi) + gi e = gidixw — gio =
=g/ (—da—w)=0.

Por lo tanto gjw; = gjwo = w, asi que g; da el cambio de coordenadas que
trasforma w en la forma constante w. O

Las cartas del teorema de Darboux serdn llamadas cartas simplécticas,
las funciones x;, y; coordenadas canoénicas. Estamos en condiciones de ha-
blar de variedades simplécticas.

Definicién 1.10. Una forma simpléctica en una variedad M es una 2—forma ce-
rrada no degenerada w. Una variedad simpléctica (M, w) es una variedad M junto
con una forma simpléctica w.

Ejemplo 1.11. En R*" = {(¢!,...,¢", p1,...,pn)} puede ponerse una estruc-
tura simpléctica w. La definimos dando su matriz en la base «canénica» [w]:

L=( ).

donde I,, denota la matriz identidad de tamafio n x n. Si (d¢',...,dq",
dp1,...,dpy) es la base dual a la canénica, se escribe w = Y"1 | dp; A dg'.
A

. . e . —1)n/2
Sea (M,w) una variedad simpléctica. Si ponemos v, = ( n), w', razo-
nando como antes de la Proposicién 1.7, ésta resulta una forma de volumen

y, en virtud del teorema de Darboux, se tiene que en cartas simplécticas es

Vo=dr1 A...Nxp ANdy1 A ... N\dyp. (1.9)



CarituLo 1. SisTEMAS HAMILTONIANOS 9

Definicién 1.12. Sean (M,w) y (N, p) variedades simplécticas. Una aplicacion
diferenciable f : M — N es simpléctica o transformacién candnica si f*p = w.

Observemos que si f : (M?",w) — (N?", p) es simpléctica, como los
elementos de volumen v, y v, se obtienen a partir de las formas simplécti-
cas, se tendra que f conserva la forma de volumen. También, para cada =
en M se pueden tomar coordenadas simplécticas y lo propio puede hacer-
se en f(z). En estas coordenadas, f es la identidad, y en particular f es un
difeomorfismo local.

En mecénica, tipicamente el planteo del problema sucede en el fibrado
cotangente del espacio de configuraciones (). Alli puede ponerse una 2-
forma diferencial no degenerada y exacta, y de esta manera hacer de 7@
una variedad simpléctica. Para una demostracién del siguiente teorema, se
sugiere recurrir a [AbMa].

Teorema 1.13. Sea (Q una variedad, escribamos M = T*Q y llamemos w : M —
Q a la proyeccién. Si o € M, definimos

On: T M — R
w = (a, dme(w)).

Entonces 0 : o — 0 es una 1-forma en M y su diferencial es una forma simpléctica
en M, con lo que (M, df) resulta una variedad simpléctica.

Puede recuperarse del Teorema 1.13 que los fibrados cotangentes son
orientables. Como w es no degenerada, la aplicaciéon definida en la Defini-
cién 1.6 induce un difeomorfismo entre T'Q) y 7@, y de esta manera también
recuperamos que los fibrados tangentes son orientables.

Llamemos w = df. Si notamos (¢',...,¢") a las coordenadas en @ y
(¢',...,q",p1,...,pn) las de M, obtenemos las siguientes expresiones loca-
les:

0=> pidg (1.10)
i=1

w=Y dp;Adg'. (1.11)
i=1

La 1-forma canénica tiene una propiedad que la caracteriza: 5*0 =
para todas las 1-formas 3 de Q. En efecto, si 8 € Q1(Q) y v € T,Q,

(B8%6(a), v) = (0(B(a)), dBq(v)) = (B(q), dmp(q)dBy(v))
= (B(g), d(m o B)q(v)) = (B(),v),
en virtud de la regla de la cadenay que 7o 8 = 1q.

La siguiente proposicion nos serd ttil para levantar acciones de un gru-
po en una variedad a acciones a su cotangente; en particular esto servird
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para levantar acciones al espacio de configuraciones a otras al espacio de
fases.

Proposicion 1.14. Sea QQ unavariedady f : Q — Q un difeomorfismo. Entonces
[* preserva la 1—forma canénica: (f*)*6 = 6.

Demostracion. Sea w € Tj Q. Es, en virtud de la regla de la cadena y que
fomo f* =dnm,

(f)"0(w) = 0(d(f")w) = (f*(ag), dm d(f")w)

Concluimos asi que (f*)*6 = 6. O

1.3. Sistemas hamiltonianos

Una familia bastante amplia de sistemas dindmicos es la de aquellos que
se describen mediante una variedad y un campo vectorial en ella; las trayec-
torias del sistema son las curvas integrales de este campo. En muchos casos,
este campo es un campo gradiente: si f es una funcién a valores reales defi-
nida en la variedad y g es una métrica riemanniana, el campo vectorial que
define el sistema dindmico es el dnico X tal que g(X, —) = df.

Algo muy similar puede hacerse cuando, en vez de considerar una va-
riedad riemanniana, se considera una variedad simpléctica. El campo ha-
miltoniano asociado a una funcién f sera aquél que al contraer a la forma
simpléctica coincide con (menos) la diferencial de f. La antisimetria de la
forma simpléctica llevara a propiedades conservativas de los campos ha-
miltonianos, esto no sucede tipicamente con los campos gradientes, donde
la simetria de la métrica induce maés bien propiedades disipativas.

Definicién 1.15. Sea (M,w) una variedad simpléctica y H : M — R una
funcion diferenciable. Definimos el campo vectorial hamiltoniano asociadoa H, X,
como el tinico campo vectorial que cumple

w(Y, Xy) = (dH,Y) (1.12)

para todo Y € X(M), o, equivalentemente, —vx ,w = dH. La existencia de este
campo estd garantizada por la no degeneracion de w.

Llamamos a la terna (M,w, H) sistema hamiltoniano; las trayectorias del sis-
tema son las curvas integrales de X .

Observemos que Xy = wﬁ(dH ); esta concisa escritura de el campo ha-
miltoniano nos ser4 ttil en varios cilculos en lo sucesivo.

Ejemplo 1.16. Sea (M, w, H) un sistema hamiltoniano. Sean (¢!, . .. , ¢", p1, . . -

coordenadas candnicas para w. Encontremos una expresion local de X en

. Pn)
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estas coordenadas. Pongamos, omitiendo el simbolo de sumatoria, Xz =

al a(?;i + bia%i. Como w = dp; A dq', es —Lx,w = a'dp; — b;dq'. Ahora, como

queremos que esto sea igual a dH = gé{ dg' + g—gdpl-, debe ser a' = ng y
también b; = —g—g. Por lo tanto, en estas coordenadas, se escribe
n
OH 0 O0H 0
Xp=)_ (1.13)

< Jp; 0¢'  dq' Ip;’

1=

En particular, (¢!(t),...,q"(t),p1(t),...,pn(t)) es una trayectoria del siste-
ma siy solo si, paratodo1 < i < n,es
dqt
dt

- oOH
B Op;

dp’ _ OH

(t) (q(t), p(t)), (q(t), p(t)).

Las ecuaciones de recién son las llamadas ecuaciones de Hamilton o ecua-
ciones candnicas: son las mismas que (1.3). Si pensamos que H es el hamil-
toniano (sin dependencia explicita en el tiempo) de un sistema mecanico en
el sentido clasico, recuperamos la formulacién hamiltoniana ma$ conocida
de los problemas de mecénica, como aparecen por ejemplo en el libro de
Goldstein [Gol] o en el de Landau, o en el apunte [Min]. A

Proposicion 1.17. Si (M,w, H) es un sistema hamiltoniano, y t — c(t) es una
curva integral de Xy, entonces H es constante a lo largo de c.

Demostracion. Para ver que H (c(t)) es constante en ¢, veremos que su deri-
vada se anula:

d .
| H(e(®) = dHowé(t) = (dHew), X (e(®)))
= —w(Xu(c(t), Xu(c(t))) =0,
en virtud de la antisimetria de w. -

Observemos, continuando el paralelismo entre campos hamiltonianos y
gradientes introducido al principio de esta seccién, que la reciente propo-
sicién no es cierta en caso de tener campos gradientes: de hecho, las curvas
integrales del gradiente son, en cada punto, las direcciones de méaximo cre-
cimiento de la funcién.

Ejemplo 1.18. La proposiciéon anterior también puede probarse usando las
expresiones locales encontradas en el Ejemplo 1.16:

d ... OH®h OH,6 OH
ey ) = gy 0) = G0 2 5 (= o

)=0.

con (¢',...,¢" p1,...,pn) coordenadas canénicas. A
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Otro hecho para destacar es que los flujos de los campos hamiltonianos
son transformaciones canénicas, y en particular preservan el volumen. En
el caso en que nuestra variedad simpléctica viene de la mecénica clasica,
recuperamos el llamado Teorema de Liouville que aparece en textos clasicos
como [Min] o [Gol].

Proposicion 1.19. Sean (M,w, H) un sistema hamiltoniano y ¢, el flujo del cam-
po. Entonces, para cada t, ¢jw = w.

Demostracion. Veremos que ¢;w es constante en ¢. En efecto, usando la co-
nocida relacién entre flujos y derivadas de Lie, obtenemos que

t:0¢rw = ¢, Lx,w = ¢; (tx,dw + dix,w)

= 6;(0 — ddH) =0,

dt

puesto que w es cerrada. Ahora, como ¢¢ = 1, resulta que ¢;jw = Pjw = w
cualquiera sea ¢. O

En general, no todos los campos vectoriales son campos hamiltonianos;
es decir, no es cierto que para todo X € X(M) exista una funcién f €
C>(M) tal que X = X . Ciertamente, se requiere es que w(—, X ) sea exacta
para todo X € X(M) y esto no es para nada cierto en general, ni siquiera lo-
calmente. En virtud de la igualdad £Lxw = dux M (w es cerrada) y del Lema
de Poincaré, que un campo X sea localmente hamiltoniano es equivalente
a que la derivada de Lie de la forma simpléctica respecto de X se anule.

Por supuesto, un campo hamiltoniano es localmente hamiltoniano, asi
que una condicién necesaria para que un campo X sea hamiltoniano es que
Lxw = 0. Ahora, para que efectivamente lo sea se necesita que ademads ¢ xw
sea exacta. En particular, si el primer grupo de cohomologia de De Rham
de M es nulo, los campos hamiltonianos son exactamente los localmente
hamiltonianos.

Ejemplo 1.20. Sien el toro 7?2 identificamos las coordenadas angulares =, y;
w = dy A dz es una forma simpléctica. Si a,b € R, consideramos el campo
vectorial definido por X (z,y) = (a, b). Es txw = ady — bdz, que es evidente-
mente cerrada, y por lo tanto X es localmente hamiltoniano. Sin embargo,
X no es hamiltoniano globalmente: si X = Xy, de la compacidad de T2 se
sigue que H tiene, por ejemplo, un méximo local y allf se anula su diferen-
cial, mientras que ¢xw nunca es cero. A

Si (M, w) es una variedad simpléctica, puede definirse en ella lo que 1la-
maremos corchetes de Poisson. Estos ya aparecian en los textos clasicos de
mecénica y resultaban de gran utilidad; el concepto se ha generalizado bas-
tante desde entonces y en la Subseccién 1.4 se abordard un poco més el tema.
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Definicién 1.21. Sea (M,w) una variedad simpléctica. Si f,g € C(M), el
corchete de Poisson entre f y g es, por definicion, el elemento de C°° (M) dado
por

{f:9} = w(Xy, Xy). (1.14)

Notemos que esto es igual a —vx ,1x,w Yy también a X (g).

Observemos que de la antisimetria de w sigue que { f, g} = —{g, f} cua-
lesquiera sean f,g € C°°(M). La siguiente propiedad ilustra la utilidad de
los corchetes de Poisson en la consideracion de constantes de movimiento,
esto es, en las funciones a valores reales que son constantes en las trayecto-
rias del sistema.

Proposicion 1.22. Sea (M, w) una variedad simplécticay f,g € C*(M).
(i) Es{f, g} =Lx,9=—Lx,[.
(ii) Si h € C°°(M), la aplicacion g — {h, g} es una derivacion en C>°(M).

(iii) Como consecuencia de lo anterior, f es constante en las curvas integrales de
Xy siysolosi{f,g} =0.

Demostracion. Para el primer inciso, observemos que £ x 19 =tx,dg = —Lx,lx,W,
esto ultimo es el corchete entre f y ¢. El segundo es consecuencia directa del
primero.

Para el altimo, sea ¢; el flujo del campo X. Se tiene

d
dt t:o(g °Pr) = (bI‘Cng = ¢ {f, 9}

El lado derecho se anula s6lo cuando {f, g}, y el lado izquierdo se anula si
y solo si g o ¢; es constante en t, i.e., si g es constante en las trayectorias de
Xy. ]

Debido a la antisimetria del corchete de Poisson, se tiene que f es cons-
tante en las curvas integrales de X, siy s6losi gloesenlas de X;.Se deduce,
también de la antisimetria, que en un sistema hamiltoniano el hamiltoniano
es constante en las trayectorias del sistema.

Ejemplo 1.23. Si f,g € C°°(M), escribamos la expresién de su corchete
de Poisson en coordenadas canénicas (q',...,¢",p1,...,pn). Bra {f, g} =
X¢(g) y usando la expresion (1.13) obtenemos

" 9f O of 0
(fgy=Y L0 010y
=1

i ¢ dq Op;’

lo que coincide con la expresién usual del corchete de Poisson que aparece
en los textos cldsicos de mecdnica —a menos, depende de las convenciones,
de un signo—. A
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El corchete de Poisson puede utilizarse también para escribir las ecua-
ciones de movimiento sin mencionar explicitamente a la forma simpléctica.
En algtin punto, esto es una motivacion para considerar sistemas dindmicos
cuyas ecuaciones de movimiento estén dadas por expresiones como las que
siguen, pero que el corchete de Poisson no provenga de una forma simpléc-
tica. Estas ideas se desarrollardn, como deciamos antes, en la Seccién 1.4.

Proposicion 1.24. Sean (M, w, H) un sistema hamiltoniano, y ¢. el flujo del cam-
po Xp. Entonces, si f € C*(M), es

%(f o) ={H, fod}. (1.15)

Demostracion. Es, en virtud de la relacién entre el flujo de un campo y la
derivada de Lie respecto de €I,

d d
G(fod) = 261f =6iLx,f =
- £XH(fo ¢t) - {H7fo (bt}?
como queriamos probar. ]

Para terminar la seccién, observemos que el corchete que definimos sa-
tisface la llamada identidad de Jacobi: es, si f,g,h € C*°(M),

{{/,9}5, 0} + {{h, f}, 9} + {{g,h}, F} = 0.

Puede encontrarse en [LiMa], [Arn] o [AbMa] una prueba de esta afirma-
cién. Como consecuencia, se tiene que C*°(A/) junto con el corchete es un
algebra de Lie.

1.4. Variedades de Poisson

Al trabajar en variedades simplécticas, encontramos que los corchetes
de Poisson definidos en (1.14) cumplen un rol importante. Sin embargo, atin
en variedades no simplécticas pueden definirse corchetes parecidos a estos.
Los llamaremos corchetes de Poisson; por supuesto que los definidos en
variedades simplécticas seran un caso particular. En [LiMa, II1.8.1] se hace
una breve resefia histdrica.

Definicién 1.25. Una estructura de Poisson en una variedad diferenciable M con-
siste en una forma R-bilineal C*°(M) x C*°(M) — C*°(M), que denotaremos
por {, } y llamaremos el corchete de Poisson, que es antisimétrica, satisface la iden-
tidad de Jacobi y es una derivacion en cada argumento. Una variedad equipada con
esta estructura se llama variedad de Poisson.
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El R—espacio vectorial C*°(M) estd entonces equipado con dos estruc-
turas: el producto usual hace de ella un 4lgebra, y el corchete de Poisson
la hace un algebra de Lie. Ambas estructuras estan relacionadas por la tl-
tima condicién, que se puede expresar diciendo que ads : C*(M) 3 g —
{f,g} € C°°(M) es una derivacién de C*° (M) pensada como algebra con el
producto usual, cualquiera sea f € C*°(M).

Un dlgebra de Poisson es un espacio vectorial real equipado con una es-
tructura de algebra asociativa y otra de algebra de Lie que se acoplan segtin
la propiedad del parrafo anterior.

Ejemplo 1.26. Si (M, w) es una variedad simpléctica, ya hemos visto que w
nos permite definir un corchete de Poisson. Esta, por supuesto, satisface las
propiedades de la Definicién 1.25. En este caso decimos que la estructura
de Poisson esta asociada con la estructura simpléctica definida por w. A

Ejemplo 1.27. Sea g un algebra de Lie sobre R de dimensién finita; deno-
temos el corchete aqui por [—, —]. Si f y g son dos funciones en C*(g*), en
cada punto z € g* tenemos que df (z) y dg(z) son dos formas lineales en g*,
y podemos por lo tanto mirarlas como elementos de g. Podemos entonces
definir una aplicacién { f, g} : g* — R poniendo para cada = € g*

{f,9}(x) = (2, [df (x), dg(x)]). (1.16)

El corchete recién definido hace de de g* una variedad de Poisson. La
R-bilinealidad es evidente, fijado = € g*, a partir de las linealidades de la
diferencial de de Rham, del corchete en g y de x. La antisimetria est4 here-
dada de la del corchete en g. La identidad de Jacobi es consecuencia de la
degydequed{f,g}(x) = [df(x),dg(x)]siz € g, f,g € C>°(g*). Finalmente,
cualquiera sea f € C*°(g*), ady es una derivacioén: basta reemplazar en la
definicién de { f, gh} —dadas g, h € C*>°(g*)— d(gh) por hdg + gdh. A

Proposicion 1.28. Sean M una variedad de Poisson y f € C°°(M). Asociamos
a f el campo Xy € X(M) definido por
Xplg) ={f,g} VgeC®(M);

este campo se llama el campo hamiltoniano asociado a f. La aplicacién f — Xy es
un morfismo de dlgebras de Lie.

Demostracién. Evidentemente, como ad; es una derivacién en C*°(M), es
un campo vectorial. Si f, g, h € C*°g*, se tiene

(X, Xglh = Xp(Xgh) — Xy(Xsh) =
= {f7 {gvh}} - {ga {fv h}} = {{fag}7h}7

en virtud de la identidad de Jacobi. Concluimos entonces que [ X, X,] =
X{f.a}
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La estructura que hace de M una variedad de Poisson puede verse «in-
finitesimalmente». Para eso intruducimos la siguiente herramienta.

Definicién 1.29. Puede probarse que en cada variedad de Poisson M, existe una
seccion diferenciable A de la proyeccion |, p, Alt*(T; M, R) — M que cumple

Ay (df (2), dg(x)) = {f, g} ().

A se llama el bivector de Poisson; la variedad junto con esta estructura se nota
(M, A).

Es de observar que si partimos de una variedad junto con una seccién
diferenciable A de [[,,, Alt*(T; M,R) — M, se tiene autométicamente
un corchete para funciones; en efecto, es {f, g}(x) = Ay(df (x),dg(x)) para
f,ge C®(M), z € M.

Ejemplo 1.30. Si (M, w) es una variedad simpléctica, es también una varie-
dad de Poisson. Su bivector cumple

A(df,dg) = {f, g9} = w(Xy, Xg).

Como esto tltimo es igual a (dg, X¢) = Xf(g), se tiene que, en particular, la
definicién de campo hamiltoniano en variedades simplécticas es consistente
con la que se di6 para variedades de Poisson. A

Por supuesto que una variedad de Poisson no es necesariamente sim-
pléctica; esto es equivalente a que lo que un par de parrafos mas adelante
llamaremos el rango de la estructura sea siempre maximal. Sin embargo,
también mas adelante, veremos que puede ponerse una estructura simpléc-
tica «de a pedacitos».

Morfismos de Poisson. Sean (M, M>) dos variedades de Poisson y sea
@ : My — M5 una funcién diferenciable.

Definicion 1.31. ¢ es un morfismo de Poisson si cada vez que f,g € C*(Ms),
se tiene que o*{ f, g} = {¢"f, "9}

Sip: My — My : My — Mz son morfismos de Poisson, evidente-
mente también lo es ¢ o p. También, si ¢ y 1) o ¢ son morfismos de Poisson,
y ademads ¢ es sobreyectiva, entonces v’ es un morfismo de Poisson. En par-
ticular, si ¢ es un morfismo de Poisson y un difeomorfismo, » ! es también
morfismo de Poisson. Decimos en tal caso que ¢ es un difeomorfismo de
Poisson.
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Estructuralocal de las variedades de Poisson. Dado ()M, A), podemos po-
ner, para cada z € M, AL M > o — Ala,—) € T, M; la aplicacién
Af . T*M — TM es entonces un morfismo de fibrados. La distribucién
caracteristica de ()M, A) se define por

C = AHT*M).

La dimensién de C,, = Ai(T; M) se llama el rango de la estructura de Pois-
son en z. Razonando como en la Proposicién 1.5 puede observarse que el
rango de la estructura de Poisson en siempre un niimero par.

El siguiente teorema, cuya demostraciéon puede verse en la seccién once
del tercer capitulo de [LiMa], seré ttil en la segunda parte de este trabajo.

Teorema 1.32. Sea (M, A) una variedad de Poisson de dimension m. Sea x € M
tal que el rango de la estructura de Poisson es 2r € {1, ..., m} en un entorno de x.
Entonces existe una carta (U, ) alrededor de x tal que las funciones coordenadas,
que denotaremos qi, ..., qr,P1,- -, Prs k15 - - - s km—2p, cumplen que

{gi: 45} ={pi,p;} =0, {ai,p;} =05, {ai ks} ={pi,ks} =0, {ks, ki} =0;
1.17)
cualesquiera sean 1 < i,j <r,1 < s,t <m — 2r.

A continuacién concretaremos la idea que antes anticipdbamos de ver
en qué manera una estructura de Poisson nos puede dar una estructura sim-
pléctica en alguna variedad inmersa en M.

Teorema 1.33. Sea (M, A) una variedad de Poisson. Entonces su distribucion ca-
racteristica C = A*(T*M) es una distribucion diferenciable y completamente in-
tegrable. En cada hoja de la foliacién definida por C' existe una tinica estructura
simpléctica tal que la inyeccion de la hoja en M es un morfismo de Poisson.

Las hojas del teorema previo se llaman las hojas simplécticas de (M, A).

Demostracion. La distribucién caracteristica C' es diferenciable porque esta
generada por campos vectoriales hamiltonianos. Sea x € M. Si A, = 0,
la variedad integral de C' que pasa por z es {z}. Asumamos ahora que el
rango es 2p, con p > 0. Sea qi1,...,¢r,p1,-.-,Pr, k1, ..., km—2p un sistema
de coordenadas definido en un entorno de x que cumplen (1.17), como en
el Teorema 1.32. Las ecuaciones k; = k;(x) (1 < ¢ < m — 2p) definen una
subvariedad N de M de dimensién 2p; eventualmente achicando el entorno
de z, podemos asegurar que N es conexa.

El espacio tangente a N en x es el generado por los d,’s y los 9,’s, que
coincide con C' en efecto, C' estd generado por los A(dg;, —) y los A(dpj, —),
que se anulan al contraerlos con cualquier dk,. Por lo tanto, deben estar en
el generado por 9,’s y los 9,'s, es decir el tangente a N. Las condiciones de
dimensionalidad garantizan la igualdad: C' es completamente integrable y
N es una variedad integral.
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La expresion Qy = 7" | dg; A dp; define una 2—forma simpléctica en V;
la inyeccién de NV en M es un morfismo de Poisson. Ahora, por el Teorema
del Apéndice A, N es un abierto de la foliacién generalizada en M definida
por C. Por la arbitrariedad del # de antes y la unicidad de 2, existe una
tnica forma simpléctica en toda la hoja que se restringe a las (. O



2 Integrabilidad

2.1. Integrabilidad Liouville

Daremos en lo siguiente una definicién de integrabilidad de sistemas
hamiltonianos. Es cierto que cuanto més constantes de movimiento moral-
mente independientes tenga un sistema hamiltoniano, méas condicionada
estard su dindmica y ciertamente serd mas accesible encontrar sus trayecto-
rias. El teorema clave de esta seccion, el de Liouville-Arnold, da condiciones
necesarias para encontrar las trayectorias del sistema a menos de cuadratu-
ras; un sistema hamiltoniano que esté en las hipétesis del teorema se dird
integrable Liouville. Segtin comenta Arnold, «el teorema cubre todos los pro-
blemas de dindmica que han sido integrados hasta el presente dia» [Arn, pag 273].
Por supuesto no daremos una demostracion de esta altisonante afirmacién;
si algunos ejemplos donde se aplica el teorema, ni bien lo hayamos formu-
lado.

Sean (M, w) una 2n—variedad simpléctica, H : M — R suave y Xy su
campo hamiltoniano asociado; notemos al sistema hamiltoniano asi deter-
minado (M?",w, H).

Definicién 2.1 (Integrabilidad Liouville). El sistema hamiltoniano es integrable
Liouville si existen funciones f1, ..., fn, € C°°(M) tales que

1. fi,..., fn son integrales de Xy, es decir, son constantes a lo largo de sus
curvas integrales;

2. fi,..., fn son independientes:{df;(x)}?_, es linealmente independiente para
todo x en M;

3. {fi, f;} = 0 para cualesquiera i, j; y, por iiltimo,

4. Los campos X; := w'(df;) € X(M) son completos: sus curvas integrales
tienen dominio R.

La descomposicién de M?" en componentes conexas de las superficies
denivelde f = (f1, ..., f) sellama la foliacién de Liouville correspondiente
al sistema integrable Xy, y a la postre resulta no depender de f. En efecto,

19
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esto sigue de que cada una de estas componentes conexas puede obtener-
se como la clausura de la unién de las imagenes de las trayectorias que alli
empiezan. El teorema de Liouville describe la estructura de la foliacién de
Liouville cerca de hojas regulares, que son la preimagen de valores regula-
res. Vale aclarar o recordar que c € R" es un valor regular de f si {dfi(z)}}_,
es linealmente independiente para cada x € M, = f~!(c).

Teorema 2.2 (Liouville-Arnold). Fijemos (M?*",w, H) un sistema hamiltoniano
integrable Liouville y sea M. una hoja de f = (fi, ..., fn). Entonces

1. M. es una variedad de dimension n, Lagrangiana (w = 0 alli) e invariante
respecto a X; para todo i;

2. y si M, es conexo y compacto, entonces es difeomorfo a T™, el llamado toro
de Liouville.

3. La foliacién de Liouville es trivial en un entorno del toro de Liouville: existe
un entorno U de M. que es difeomorfo a T™ x D™ por un difeomorfismo que
preserva las hojas, y mds atin:

4. en U = T"™ x D™ hay un sistema de coordenadas, las variables dngulo-accion
81, ey Sny P15 -, P, donde las primeras son coordenadas en el disco y las
ultimas en el toro, tales que

a) w=> dp; Nds;,
b) las variables de accién dependen exlusivamente de f, y

c) el flujo de Xy en las coordenadas dngulo-accion se endereza: las deri-
vadas de s; y de @; son nulas y constantes, respectivamente.

Ejemplo 2.3. Consideremos el caso de una particula que se puede mover en
una sola direccién sujeta a la accién de un potencial V' = V (z), que depen-
de s6lo de la distancia a un punto fijo. El espacio de configuraciones es de
dimensién 1, el fibrado cotangente de dimensién 2, y se tiene una constante
de movimiento, la energia. Supongamos que V tiene la pinta de la Figura
2.1.

A energia constante, el movimiento serd oscilatorio: las hojas M, son
difemorfas al toro de dimensién 1.

Consideremos ahora el caso de la Figura 2.2.

Aqui, si la energia tiene valores no negativos, Mg, sera difeomorfo a R
y si no, Mg, lo sera al toro de dimensién 1.

Por tltimo, miremos el potencial de la Figura 2.3.

Las hojas aqui no son todas conexas, y, dependiendo de cual es el valor
de la energia, algunas componentes conexas son difeomorfas al toro y otras
aR. A
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y=hlx)

Figura 2.1: Primer potencial

¥

Figura 2.2: Segundo potencial

Ejemplo 2.4. Si en un sistema hamiltoniano (M?",w,h) con n = 2 —que
en el caso mecanico corresponde a un sistema con espacio de configuracio-
nes de dimensién 2, i.e., de dos grados de libertad— se tiene una constante
de movimiento independiente del hamiltoniano, entonces el sistema es in-
tegrable por cuadraturas. Por ejemplo, los problemas de fuerzas centrales,
que consisten en dos particulas interactuando entre si con fuerzas en la di-
reccién que las une, la posicién del sistema se describe dando la posicién
del centro de masa y el vector que une a las dos particulas; se conservan el
momento angular y la energia: son entonces integrables. Famosos son los
casos en que la fuerza es de gravedad o eldstica. La coordenada angular se
moverd en un toro de dimensién 1y, de hecho, puede verse que pasando al
potencial efectivo, la coordenada radial puede estudiarse mirando graficos
de potencial como en el ejemplo anterior. A
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w=hla)

53 ™\

Figura 2.3: Tercer potencial

Ejemplo 2.5. El conocido trompo de Lagrange es un trompo simétrico fijado
en O, y sujeto a la accién de la fuerza de gravedad mg, como muestra la
Figura 2.4.

Figura 2.4: El trompo de Lagrange

Se tienen tres constantes de movimiento: primero, el hamiltoniano, que
es la energia; segundo y tercero, las proyecciones del momento angular en
los ejes z y e3, que llamaremos M, y M3 —esto se debe a la simetria de
rotacion del trompo alrededor de cada eje, como podré verse con el Teore-
ma 3.14, el de Noether, pero también puede verificarse haciendo la cuenta
a mano—. Puede verificarse que estas constantes de movimiento estdn en
involucién. Mas atin, las superficies de nivel del hamiltoniano H son com-
pactas. Se tiene entonces, por el Teorema 2.2, que para todas las condicio-
nes iniciales que no degeneran (h, M, M3) —que son, segin Arnold, «la
mayoria»— el movimiento del trompo es periédico en las tres coordenadas
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angulares: las trayectorias en el espacio de fases suceden en el toro tridimen-
sional dado por (H, M., M3) = cte; las correspondientes tres frecuencias se
llaman frecuencias de revolucién, precesién y nutacion. A

Demostracion del Teorema 2.2. Probaremos el teorema paso a paso. Fijemos
una hoja regular M., con ¢ € Im(f).

1. Tenemos que {f;, fj} = 0, o, equivalentemente, df;(X;) = 0. Asi, pode-
mos concluir que X;(z) € ), ker(df;(x)) = T, M. cualquiera sea x € M.,
donde X es el campo hamiltoniano asociado a f;. De la independencia de
las f’s se deduce la independencia lineal de B, = {X;(z)}; encadax € M.,
y entonces B, es base de T, M.. Ahora, w(X;, X;) = {fi, f;} = 0, de donde
wy = 0 cualquiera sea z € M., como queriamos.

2. Estasegunda parte es un poco més larga. La idea es hacer actuar R sobre
M,; sea, para cada i, ¢! el flujo de X;, definido en R. Podemos, por el inciso
anterior, definir la aplicacién
¢ :R" x M, — M,
(b1 e t)s @) = gl 0.0 gl ().

Lema 2.6. La aplicacion (2.1) define una accién de R™ en M., que es transitiva si
M., es conexo.

(2.1)

Demostracion. Veamos que fijado z9 € M., g = ®(—,z9) : R — M, es
sobreyectiva. Habiamos visto en la Proposicion 1.28 que f — X s es un mor-
fismo de édlgebras de Lie; en particular, los campos hamiltonianos asociados
a dos funciones en involucién deben conmutar. Aqui, debido a la involuti-
vidad delas f’s, los campos conmutan y concluimos que sus flujos también.
Asi, paracadat = (t,...,t,), es

d "
dgi(ei) = | gi(g1 3" g7 (w0)) =

= X;(g7 gt .00 gl (20)) = Xi(g (1)),

y por el teorema de la funcién inversa g es un difeomorfismo local alrededor
de cada t. En particular, los difeomorfismos locales son abiertos, y es abierta
entonces la imagen de g, que coincide con la 6rbita de z¢. Como esta cuenta
es independiente de la elecciéon de x, escribiendo M. como unién disjunta
de las 6rbitas, y en virtud de la conexién de M., concluimos que sélo puede
haber una 6rbita. O

Lema 2.7. SiI' es un subgrupo discreto de R™, entonces existe un conjunto R—
linealmente independiente {vy, ..., v}, con k < n, tal que I' = EBf:l Zw;.
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Demostracion. Supongamos que {hy,...,h,} C I' es linealmente depen-
diente sobre R. Existirdn 71, ..., € R tales que >, r;h; = 0; sin pérdida
de generalidad podemos asumir que 71 no es nulo.

Sea N € N. Existen agN), e ,a%\[) € Z tales que |r; — aEN)/N| < 1/N

para todo ¢; serd entonces

o

(N)
ZagN)hi = NZ( N ri)h; + Zrihi = NZ(CL}V —ri)hi,

por lo tanto

1> a™hil <3 (nl,

YD al(-N) h; esta enlabola de centro 0y radio ) _, |h;| ala vez queenI'. Como
éste es discreto, hay solo finitos puntos en esta interseccién. A su vez, al ser

r1 nonulo y valer |[Nr; — agN)] < 1 para todo N, debe haber infinitos de los
agN). Podemos asegurar asi que existen dos naturales distintos N y N’ tales
que ), aEN)hi =, aEN/)hZ- y ademas a(lN) es distinto de a(lN,): los h;’s son
linealmente dependientes sobre Z.

Sea ahora {v;,...,v;} C I' una base de spang I' (en particular & < n):
veamos que es un sistema de generadores de I' como Z-mddulo. Sea v € T'.
Por ser {vy, ..., v;} linealmente independiente sobre R, lo es también sobre
Z. Més atn, mirando el parrafo anterior, pueden elegirse coeficientes ente-
ros de manera que en la combinacién lineal no trivial av+av1+. . . +agvg =
O esa =1, que es lo que queriamos demostrar. ]

El estabilizador de 7o I' = g~1(0) es un subgrupo discreto de R" debido
a que g es un diffeo local. Debera ser entonces

k
I = zv,
i=1

para ciertos v; € R", con k < n. En consecuencia, g se factoriza por R" /T,
y de hecho g : R"/T" — M, es biyectiva. Como es un difeomorfismo local
por ser composicién de difeomorfismos locales, resulta un difeomorfismo
global:

TF x R % =~ M,

donde T* denota el toro de dimension k. En el caso de que M.. sea compacto,
k = n, y es diffeo al toro n—ésimo. Esto completa la prueba del segundo
punto.
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3. Este hecho es consecuencia de la siguiente —y mas general— propie-
dad, clasica en los textos de geometria diferencial.

Proposicién 2.8. Sea f : M"™ — N* un morfismo de variedades, y sea y € N
un valor regular. Supongamos también que f~1(y) es compacto. Entonces existe
D un entorno de y tal que su preimagen es difeomorfa al rectingulo D x f~1(y);
mds atin, la restriccion de f al rectiangulo coincide con la proyeccion a la primera
coordenada. En particular, la preimagen de cualquier elemento de D es difeomorfa

a f~y).

4. Construccion de las variables dngulo-accién. Elijamos un entorno U = M, x
D™ de M,. Para cada z alli es R"/St(z) = T, si St(x) es el estabilizador de =
en la accién definida en la ecuacién (2.1) y 7" es el toro de dimensién n. Po-
demos elegir {e;} una base de St(x) que varie suavemente con x. En efecto,
las coordenadas de e;, t = (t1,...,t,), son soluciones de ®(t,z) = z, y de-
bido al teorema de la funcién implicita —cuya aplicabilidad est4 asegurada
por la independencia lineal de X;(®(t,z)) = d(®(—, z))¢(e;)— dependen de
 suavemente.

Definamos ahora las coordenadas dngulo (¢1, ..., ;) en el toro M, =
O(z9).Siy = ®(a,x0), cona = Y a;e;, ponemos

;i = 2ma; (mod 2). (2.2)

Tomamos ahora coordenadas en M con las f’s, que dicen en qué hoja
estamos, y las 1), que son coordenadas de cada toro. Observemos que el
cambio de base de cada tangente a un toro, de {0/0v; } a { X}, se escribe con
coeficientes constantes. Esto sigue de que si 9/0vy; = ) . cir Xk, tenemos

w(0/f;,0/05) = w(0/0fi, > cinXn) =Y c;xw(9/Dfi, xx) =
k k
= Z cikdfe(0/0fi) = cji
k

y de la independencia de w de las variables d&ngulo: cada hoja es una subva-
riedad lagrangiana, como probamos en el primer inciso.
Escribamos ahora w en coordenadas:

w = Z Cijdf,‘ A\ d?,/Jj + Z szdfz A\ dfj. (23)
ij ij

Veremos a continuacién que b;; no depende de las variables angulo. Al
ser w cerrada, mirando en la componente df; A df; A diy, se tiene que

abij B aij aCki

oy, Ofi  Of;
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Ahora, el lado derecho de la igualdad no depende de % y entonces el lado
izquierdo tampoco; debe ser entoces que b;; es lineal en 1. Pero b;; es 27—
periddica, y concluimos que no puede depender de ).

Como consecuencia de esto, podemos escribir w = ), w; A di; + 3, con
w; y B independientes de ; estdn definidas en el disco D. Esto se debe a que
en (2.3) ni ¢;; ni b;; ni df; dependen de las variables angulo.

Tenemos ademads que, al ser w cerrada, también deben serlo w; y 3.

Lema 2.9. w es exacta en U(M,).

Demostracion. w; y B son cerradas en el disco, y por lo tanto son exactas. Si
ds; = w; y dx = B, poniendo o = ) s; A dip; + x se tiene que do = w. O

Veamos ahora que las s; son independientes. Esto se debe a que la matriz
de w = ) ds; A di; + (3 en la base formada por los ganchos respecto a f y
a ¢ tiene determinante alet(C’)2 si C' es la matriz de cambio de base, i.e.,
Cij = 0s;/0f;. Como w no es degenerada, C tampoco puede serlo.

Para terminar con la construccion, pongamos, si x = > gidsi, @i =
i — gi(s1, . .., Sn); veamos que el sistema de coordenadas construido es ca-
noénico.

D dsiAdpi = dsi Adipi+ Y dsi A(—dgi(gi(s1, ..., 5n))
:sti/\dz/)i—kdxzw
Ahora si, y por tltimo, veamos que el flujo de X i se endereza en coordinadas

(s, ). Ya sabiamos, por el primer inciso, que las derivadas de H respecto a
las coordenadas dngulo eran nulas, y

OH OH 0
Xp=) —X, = .
= 8si ‘ Z 881' 8(,01'

Cabe destacar que g—g no depende de las coordenadas angulo, por lo que el
flujo de Xy serd constante en coordenadas accién y lineal en coordenadas
angulo.

Esto termina la demostracion del Teorema 2.2. O

Cuadraturas. Arnold, en [Arn, p. 272], asegura que el Teorema 2.2 tiene
como consecuencia que se pueden encontrar las trayectorias del sistema por
cuadraturas. Ahora, esta es una idea que no tiene una definicion tan precisa.
Entenderemos aqui que encontrar las curvas integrales de un campo vecto-
rial por cuadraturas quiere decir dar ecuaciones no diferenciales de las que
éstas se pueden despejar, al menos localmente, de manera que el proceso
que lleva las ecuaciones diferenciales a las que no lo son requiere el cémpu-
to de ciertas integrales. Ciertamente, no parece evidente de la demostracién
del Teorema 2.2 que esto suceda. Sin embargo, veremos a continuacién que
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los flujos de los campos hamiltonianos asociados a las constantes de movi-
miento si se pueden encontrar por cuadraturas. Es de observar que el flujo
correspondiente a la primera constante no es otra cosa que la trayectoria del
sistema, puesto que la primera constante de movimiento es el hamiltoniano.
Esto le da una gran importancia a la siguiente proposicion.

Proposicién 2.10. Sea (M,w, H) un sistema hamiltoniano integrable Liouville
con constantes de movimiento f1, ..., f,. Entonces los flujos de los campos X¢,, ..., Xy,
se pueden encontrar por cuadraturas. En particular, poniendo f; = H, las trayec-
torias del sistemas se encuentran por cuadraturas.

Esta proposicién puede, digamos, generalizarse. Concretamente, pue-
den pedirse menos condiciones que la conmutatividad de los campos para
garantizar la integrabilidad por cuadraturas, aunque sin tener la descrip-
cién geométrica del Teorema de Liouville-Arnold. El resultado que proba-
remos luego de un par de lemas es el siguiente.

Teorema 2.11. Sea U un abierto de R", y sean X1, ..., X,, campos vectoriales en
U de manera que spang{X;}I" ; C X(U) es una subdlgebra de Lie resoluble. En-
tonces, si existen Ay, ..., A\, € R tales que [X;, X1] = X\; X1, las curvas integrales

de X1 pueden encontrarse por cuadraturas.

La Proposicién 2.10 saldrd como consecuencia de unos lemas precisados
para probar este teorema, y en algtin punto serd un ejemplo.

Lema 2.12. Supongamos que g es un dlgebra de Lie resoluble, y que se tiene una
basede g {z1,..., 2y, y1,...,ys} tal que h = spang{z1,...,z,} es un ideal. En-
tonces existe 1 < i < s tal que y; ¢ [g, 9], y el generado (como R—espacio vectorial)
por

{331, ey Ty Y1y oo Yim1, Yit 1, - - - 7%}
es una subdlgebra de Lie de g, es resoluble y b es un ideal.

Demostracion. En efecto, como g/h es resoluble, es [g/h, g/b] # g/b. Si para

todo i entre 1y s fuera y; € [g, g], se tendria que g/h = [g,9]/b = [g/h, g/b],
que contradice la afirmacién anterior. Llamemos ahora

g = SpanR{xh sy Ty Yty -5 Yi1, Yit 1 - - - ays};

se trata de un ideal puesto que [g,g] C [g,g] C g, asi que en particular es
resoluble y una subdlgebra. La tltima contencién también dice que h es un
ideal de g. O

Lema2.13. Sean X1, ..., X,, € X(R") linealmente independientes en cada punto
y ¢y € C=(R") tales que

m

X5, X5 = kX (2.4)
k=1

Entonces
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(i) existen n —m funciones definidas localmente, cuyos diferenciales son lineal-
mente independientes en cada punto, que son anuladas por todos los campos.
(ii) Sihq,..., hy € C®(R"™), se tiene el sistema de ecuaciones diferenciales

Este sistema admite solucion local si y sélo si se satisface que
Xihj - X]hz == Z Cijhk- (26)
k=1

Demostracion. En virtud de (2.4) y el Teorema de Frobenius, la distribucién
definida por los campos nos asegura la existencia de una subvariedad cu-
yo espacio tangente en cada punto es el generado por los campos; existe una

carta (z1,...,%m, Ym+1, - - -, Yn  alrededor de cada punto (z1, ..., Zm, Ym+1, - - -

tal que las hojas vienen dadas por {y; = cte}, y los campos vectoriales se es-
criben (si notamos 0; = %)

Xi = Zaijaj. (27)
Jj=1

donde a;; son funciones definidas en el dominio de la carta a valores reales;
la matriz que configuran es inversible debido a la independencia lineal de

los campos. Observemos que 1as yp,+1, - - . , Y satisfacen las condiciones de
(i).
Las ecuaciones (2.5) se pueden reescribir localmente como
oif = fi, (2.8)

simplemente usando que la matriz de antes era inversible: by, = > a; fi.
Ahora, las ecuaciones (2.8) tienen solucién local, recordando el lema de
Poincaré, si y solo si

difj — 0;fi = 0. (2.9)

Como [X;, X;]| = Zr,l (ailalajr — ajlalair) Or, se obtiene, mirando (2.4),

que los cfj deben cumplir localmente
!
E CijQr = § agOyajy — a0y
! !
Multiplicamos ahora por f, y sumamos sobre 7:

!
> dianfr =Y aadajefr — apdiair fr.

lr l,r

ayn}
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Por la férmula de Leibniz se tiene que

Z ca fr = Z a0 (ajr fr) — ajiaq0y fr — a0y (as fr) + ajiair0y fr.
lr

lr

Y como h; = ). ajfr, es también 0;hy, = ) Ojay; fi + ai;0; fi, asi que la
condicién que recién escribimos es exactamente

Zcéjhl = Xihj — Xjh; + Zailajr(alfr —orf1).
]

Ir

Mirando (2.9), las ecuaciones (2.5) tienen solucién si y solo si se satisface

Zcéjhl = Xihj — thi,
l

como queriamos probar. OJ

Antes de demostrar el Teorema 2.11, veamos como se puede probar la
Proposicion 2.10.

Demostracion de la Proposicion 2.10. Notemos, abusando un poco de notacién,
para cada i, X; € X(M.); encontraremos sus flujos localmente. Pongamos
también X; = ag 0j, donde, si ¢ : U — R" es una carta, 0; = 0/0¢; y
a{ U — R
Se tiene que [X;, X;] = 0 cualesquiera sean i, j: en virtud del Lema 2.13,
el sistema
X;(PHh=¢6 1<i<n (2.10)

tiene solucién para cada ! entre 1 y n. Llamemos a cada una de estas, res-
pectivamente, P!. Encontraremos ahora una expresi(’)n para cada P! fijemos
l. Al ser equivalentes que haya solucién de (2.10) y que para todo ¢ valga
a‘g 0;P' = ¢!, tiene que suceder que para todo j,

0;P' = (a™")k.

Y en virtud de la igualdad de las derivadas cruzadas, tendra que suceder
que

9j(a )k = 9;(a™ M)} (2.11)

El cémputo de cada P! es ahora facil. Para ahorrar notacién, omitamos
laly escribamos P! = gy h; = (a~!)!. Asumiendo que U es una bola, es

1 Tn
g(a:l,...,xn):/ hl(t,O,...,O)dt+...+/ hn(21, ..., Tp_1,t)dt.
0 0
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Al derivar g respecto de x;, obtenemos

0i9(x1,...,xn) = hj(z1,...,24,0,...,0)+.. .—l—/ Ojhn(z1, ... ,xn—1,t)dt.
0

(2.12)
Pero para cada i es, en virtud de (2.11),

/ 8jhi($17...,$i—17t;0,...,0)dt:/ (%hj(l’l,...,.CCi_l,t,O,...,O)dt
0 0
= hj(:El,... ,$i,1,t,0,..,,0) gz

y entonces en (2.12) se cancelan todos los términos consecutivos, y nos que-
da 0;g = hj, como queriamos.

Finalmente, fijemos i € {1,...,n}. Como P' es constante sobre las cur-
vas integrales de X, se tienen n — 1 ecuaciones algebraicas para las trayec-
torias de cada X;. Estas pueden ser despejadas en virtud del teorema de la
funcién implicita puesto que

dP'A .. NAPIA . NAP(X1®... 0 X, ®... 0 X,) =1.

Hemos asi despejado localmente los flujos a menos de cuadraturas. [

Terminemos esta seccién dando una prueba del teorema que generaliza
la proposicién que recién demostramos.

Demostracion del Teorema 2.11. Llamemos g = spang{X;};"; yh =R.X;: g
y b estan en las hipétesis del Lema 2.12. Por lo tanto, sin pérdida de gene-
ralidad, podemos suponer que X,, ¢ [g, g]. Entonces, las ecuaciones para
fec>U)
{Xi(f)zo, 1<i<n-—1
Xn(f) =1

pueden resolverse; las coeficientes de estructura (2.4) del Lema 2.13 son tales
que se satisface (2.6): ¢f; es siempre nulo. Notando localmente como en (2.7),
y poniendo, también como antes h; = ) aj, f, resolvemos el sistema

lo que puede hacerse por cuadraturas, como en la Proposicién 2.10. A la so-
lucion del sistema llamémosla P, y también llamemos z, = P, (z1,...,zy);
se tiene que (z1,...,Zn—1, 2,) €S Un nuevo sistema de coordenadas. Aho-
ra, las expresiones para los campos vectoriales en estas coordenadas son, si
1<i<n—1,

n—1
X,L' == E aij(xl, ey p—1, zn)ﬁj.
j=1
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Los campos X1, ..., X,,—1 generan una subédlgebra resoluble. Iterando lo an-
bl bl

terior se obtienen nuevas coordenadas z; = P;(x1,...,Ti, Zit1,. .., 2,) (con

posibles reordenamientos de los z;’s), que salen de la solucién del sistema

X;(P) =0, 1<j<i-1
Xi(P) =1,

para cada i entre 1 y n. En términos de 21, ..., 2y, las ecuaciones de movi-
miento resultan

Z1=1
Zz=0, 2<i<n.

Estas se resuelven inmediatamente e, invirtiendo el cambio de variables, se
obtiene la solucién de las ecuaciones de movimiento. ]

2.2. Integrabilidad no conmutativa

Muchos sistemas mecédnicos importantes tienen mds constantes de mo-
vimiento independientes que la mitad de la dimensién del espacio de fases,
pero éstas no estdn en involucién. En esta seccién estudiaremos sistemas de
este tipo, y contaremos con un teorema que nos daré la integrabilidad de
los mismos. Bajo ciertas hipétesis de regularidad y compacidad, la dindmi-
ca sucederd en toros pero de dimensién menor a los de Liouville-Arnold.
Los sistemas de este tipo se llamardn superintegrables o integrables en el
sentido no conmutativo. Los siguientes ejemplos pueden encontrarse mejor
explicados en [Fa].

Ejemplo 2.14. Pensemos en una particula sometida a una fuerza central.
Son tres los grados de libertad y cuatro constantes de movimiento: las tres
componentes del momento angular y la energia. El movimiento sucede (ba-
jo la hipétesis de compacidad) en un toro de dimensién dos: hay oscilaciéon
en ambas coordenadas polares (7, 9). A

Ejemplo 2.15. El trompo de Euler es como el de Lagrange pero sin la accién
de la gravedad. El espacio de faces tiene dimension tres, y las tres compo-
nentes del momento angular y la energia nos dan cuatro constantes de mo-
vimiento. El movimiento es oscilatorio: revolucion y precesion. A diferencia
del Ejemplo 2.2.5, aqui no hay nutacién. A

Empezaremos probando algunas proposiciones un tanto técnicas, pero
que seran de utilidad para clarificar las consideraciones subsiguientes.

Sean (M,w) una variedad simpléctica y F' : M — B una submersiéon
con F sobreyectiva. Tomando sistemas de coordenadas adaptados podemos
asegurar que para todo = en M existe un entorno abierto V' de z tal que las
hojas de F|y son conexas.
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Lema 2.16. Sean (M, w) una variedad simpléctica, F' : M — B una submersién
sobreyectiva con hojas conexas. Entonces, un campo vectorial X tiene imagen en
(ker dF')* si y solo si existe una tinica 1-forma cerrada oo € Q*(B) tal que X =
wf o F*a.

Demostracion. Dado un campo vectorial hamiltoniano X, es claro que toma
valores en (ker dF')“ siy s6lo si (dG;v) = 0 para todo v € ker dF; en virtud
de la conexién de las hojas, si y s6lo si G es constante en cada hoja de F:
esto ocurre exactamente cuando G = g o F, para g € C*(B).

Sean x € M y X un campo localmente hamiltoniano. Sea V' un en-
torno abierto de x y G : V. — R tal que X¢ = X|y. Si X toma valores
en (ker dF')¥, aplicando lo anterior a F'|yy : V' — F(V) obtenemos que
G=goF,parag:V — R. Asi, —uxw|y = F*g.

Considerando un cubrimiento de M por estos abiertos Vs, y en virtud
de la inyectividad de F,* para todo x, puede verse que las g’s definen una
tinica 1-forma cerrada o € Q!(B) tal que w*F*a = X. O

En particular, un campo vectorial hamiltoniano X tiene imagen en (ker dF')*
si y s6lo si existe una funcién g : B — R tal que G' = g o F'. La siguiente
proposicién nos serd de enorme utilidad en lo sucesivo.

Proposicion 2.17. Sean (M,w) una variedad simpléctica, F' : M — B una
submersién sobreyectiva con hojas conexas. Entonces, si (ker dF')“ es integrable,
existe una tinica estructura de Poisson en B que hace de F' un morfismo de Poisson.

Demostracion. Dadas f,g : B — R, tenemos del lema anterior que tan-
to Xfop como Xy tienen imagen contenida en (ker dF")*. Pero como es-
te tltimo es integrable, se tiene que [Xyfor, Xgor] = X{yg30r debe caer
en (ker dF')¥. De nuevo por el lema —o mas bien por las consideraciones
posteriores— existe una tnica h : B — Rtal que {f o F,go F} = ho F.
Definimos pues

{fig}=h

Esto dota a B de una estructura de Poisson para la cual F' es un morfismo
de Poisson. 0

Anadamos también que pude probarse (ver [Fa]) que si F' induce en B
una estructura de Poisson, entonces el ortogonal debe ser integrable.

Fijemos un sistema hamiltoniano (M?",w, H). Llamemos A al bivector
de Poisson, definido en la Definicién 1.29. Recordemos que si f1 y f2 son
integrales del sistema, es decir, son constantes a lo largo de las curvas inte-
grales de Xy, también lo es { fi, f2}. En efecto, si y es una tal curva integral,
%{fl, fa} oy(t) = {h,{f1, f2}} oy = 0, en virtud de la identidad de Jacobi
y la Proposicién 1.24. Tenemos entonces que

F = {integrales de X}, }
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es un dlgebra de Poisson en el sentido que se di6 apenas después de la De-
finicién 1.25. Supongamos que { fi, ..., fi} es un sistema de generadores de
F como C*°(M)-médulo. También, supongamos que son constantes en x
las dimensiones de F, span{dfi(z)}\_; y de ker A, | r,» de manera que el pri-
mero tiene dimensién | —los diferenciales son linealmente independien-
tes en todo punto—. Llamemos 7 a la dimensién de ker A, | F,, Y pongamos

f=1(f,....f1)) : M — R .Entalcaso, f : M — f(M) = B es sub-
mersiva, obviamente sobreyectiva, y como (ker df ) consiste en los campos
hamiltonianos, esta distribucién es integrable en virtud de la Proposicién
1.28.

Se tiene entonces el siguiente teorema de integracién, que fue presen-
tado por primera vez en el abstruso articulo [MiFo]. La demostracién que
aqui aparece es la que se sugiere en [Jo].

Teorema 2.18 (Mischenko-Fomenko). Supongamos que l + r = 2n y sea c un
valor reqular de F en F'(M). Entonces M, = F~(c) es una subvariedad isotrépica
de M y se pueden encontrar localmente por cuadraturas las curvas integrales de
Xp. Ademds, las componentes conexas compactas T de M, son difeomorfas al
toro r—dimensional.

Demostracién. Introduzcamos primero en f(M) C R! un corchete utilizan-
do la Proposicién 2.17. Llamemos ahora, para cada b € f(M),

Db = ker Ab‘

Como el anulador de D;, es A*(T*R!), que es integrable por el Teorema 1.33,
Dy, resulta una codistribucién integrable. También, como por la misma de-
finicién de A se tiene que df o w! o f* = A? (ver diagrama), y por hipétesis
[* es inyectiva (pues f es submersiva), se tiene que kerdf » Dy, asi que
dimD =r.

T*M f T*f(M)
wﬁl Al
M T F(M)

Sean V un abierto de f(M) que poseea cy ar, ..., a, € Q'(V) cerradas
tales que {a;(c)}._, es una base de D.. A partir de ellos, construimos los
campos en f~!(V') dados por X; = w¥o f*(a;), 1 < i < r. Veamos que estos
campos conmutan; para ello, usando la no degeneracién de w, contraigamos
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ésta con [X;, X;] para cada i, j. Es

LX;, X)W = (['XZ'LXJ' - [’Xj£X¢)w = ,CXif*(Ozj) - LXj(dLXi + LXid)W
= (dux, + vx,d) f* (o) — vx;df" (i)
= dux; (f*(a))) + ex, 7 (day) — ox; f*(dew) = 0;

la dltima igualdad sigue de que las a’s eran cerradas y de que vx, f*(a;) =
(f*(a), Xi) = (j,df X;) pues por contruccién df X; = 0.

Siempre podemos elegir los campos de manera que X; = X}, asi que
la conmutatividad de los campos implica, en virtud del Teorema 2.11, que
las trayectorias del sistema pueden despejarse localmente por cuadraturas.
También, como los campos conmutativos son una base del tangente a M.,
éste es isotropico.

Supongamos que M, es conexo y compacto. Consideraremos una ac-
cién muy parecida a la definida en (2.1); si g; es el flujo —completo, por la
compacidad- del campo X;, ponemos

®:R" x M, —s M,
((t1, oo tr), ) = g1t 0.0 gl ().

Esta accion estd bien definida justamente por la conmutatividad de los
campos, razonando exactamente igual que en la prueba del Teorema de
Liouville-Arnold. En virtud de los Lemas 2.6 y 2.7, podemos concluir que
T7 es difeomorfo al toro de dimensién 7. O

Observemos que si | = 5 dim M =: n, y {f;, f;} = 0 cualesquiera sean
1 < 4,5 < n, obtenemos el teorema de Liouville-Arnold. Veremos que,
de hecho, el teorema que acabamos de formular es més fuerte que el de
Liouville-Arnold: atin si F no estd generada por funciones que conmuten,
podemos construir n que si conmutan. Esto se hace localmente, usando el
Teorema 1.32 y luego pegando las conseguidas.

Teorema 2.19. Bajo las hipétesis y notacion del teorema anterior, se tiene integra-
bilidad Liouville en un abierto denso.

Demostracion. Pongamos, como antes, una estructura de Poisson en f(M).
Evidentemente, si G y H estan en involucién en f(M), también lo estdn sus
levantados G o ¢y H o ¢.

Sea ahora z € f(M). Por el teorema 1.32 sobre la estructura local de
las variedades de Poisson, existe un entorno U(z) de z y funciones inde-
pendientes, que denotaremos q1, ..., G, P1,-- -, Pvs k1, ... ki—2p, (W =0 — 1
pues ! —r = 2vyl+r = 2n) tales que anulan a z y sus corchetes de Poisson
cumplen

{gi-q;} = {pispj} =0, {a@ip;} = dij,

{qi, ks} = {pi, ks} =0, {ks, ki} =0, (2.13)
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Cualesquiera seanl <i,j<wv,1<s,t<1]—20.

Sea, paracadae, B(e) ={y € U(2) | Y;p? + ¢ + >, k2 < ¢}.

Sea g : R — R una aplicacién suave y no negativa, tal que g(x) = 0 si
|z| > ¢, es creciente en [—¢, 0] y decreciente en [0, €].

Definamos ahora las funciones hy = ¢3 + p?,..., h, = ¢ + p2, y hpt1 =
k2,...,k? 5, ypongamos h(y) = g(h1(y)+ ...+ hn(y)), extendida a cero en
el resto de la variedad. Es {h;, h;} = 0 para todos los i, j en virtud de (2.13)
y de que el corchete es una derivacién en cada coordenada. También resulta
{hi, h} = 0 para todo i:

{hi,h} = {hi,g(hi + ...+ hp)} = g'"{hi,hi + ... + hy} =0
Ahora, escribamos F; = hh;. Veamos que también estan en involucién:
{F;, 5} = {hhi,hhj} =
= h({hi, hYhj + {hi, hjthg) + hi($h, hihj + {h, hj}h;) = 0.

Asi, FY, ..., Fy sonindependientes en B(¢) e igual a cero afuera de esa bola;
estdn en involucion y satisfacen las desigualdades Ff < e~ y sus derivadas
también.

Consideremos ahora una familia numerable de bolas abiertas B*(e,),
con interseccién disjunta dos a dos y funciones {F{* = F*}._, con las pro-
piedades de recién de manera que B = |J B%(e,) es un abierto denso en
f(M). Definamos finalmente F7, ..., F, : R” — R por

F(y), ye B*CB
Fz(y):{oz yERl\B

paral < i < [. Asi, g1 = F1oF,...,g, = F, o F tienen las propiedades
deseadas. O

Segtin el teorema de recién, los toros r—dimensionales del Teorema 2.18
se pueden organizar en otros toros de dimensién n. Como estos toros estan
fibrados por los anteriores, las trayectorias del sistema no son densas en 7.
En ese sentido, la integrabilidad no conmutativa nos da mas informacién
sobre las trayectorias que la conmutativa.

A continuacién, se daran los resultados analogos a los tltimos dos in-
cisos del Teorema de Liouville-Arnold, pero para el caso no conmutativo.
Siguiendo con las notaciones del teorema 2.18, sea 7] una compomente co-
nexa compacta de M..

Teorema 2.20 (Nekoroshev). En un entorno O = T"{p} x Bo{I,p,q} de T/ se
tienen definidas variables dngulo accion generalizadas p, q, I, ¢ mod 27, de manera
que

T k
BO’{I)p7 q} = {(Ila "'aIT)pla -y Pky 41, an) S Rl ‘ ZIIQ—'_Z QJ2+p32 S 02}5
i=1 j=1
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y la forma simpléctica se escribe w = >, dI; Ndp; + Z?Zl dp; Ndg;. La funcion
hamiltoniana H depende sélo de las I; en estas coordenadas es

pi=wi(l), I=p=¢=

Algebras de funciones completas. Sea JF un lgebra de funciones cerrada
bajo el corchete de Poisson en la variedad de Poisson (M, {, }). Pongamos,
paracadaz, F, = {df(z) | f € F}'_, y K, = kerA|r,.

Supongamos que dim F, = [y dim K, = r para z en M. Los nameros
[ y r son denotados ddim F y dind F, se llaman la dimensién diferencial e
indice diferencial de F.

Definicién 2.21. F se dice completa si ddim F + dind F = dim M.

Un algebra completa de integrales 7 no necesariamente debe estar gene-
rada por [ funciones independientes, pero localmente si: si z € M, se tienen
fi,..., fi € F que en un entorno de z si son independientes.

Definicién 2.22. Un sistema hamiltaniano en una variedad simpléctica es com-
pletamente integrable en el sentido no conmutativo si posee un dlgebra completa de
integrales.

Supongamos que F es un dlgebra completa de integrales del sistema
hamiltoniano (M, w, h). Sea zp un punto regular y sean fi, ..., f; funciones
a valores reales definidas en un entorno de z tales que Fy, = span{df,}'_,
es de dimension . Entonces también es de dimensién [ en un entorno de z,
probablemente mas chico que el anterior, llamemoslo V. Ciertamente, no
estamos en las hipétesis del Teorema 2.18, el de Mishenko y Fomenko, pero
si podemos conseguir integrabilidad en el sentido de que las trayectorias del
sistema hamiltoniano pueden encontrarse por cuadraturas: para ello, si ¢ €
f(V'), construimos r campos conmutativos en M, de la misma manera que
en la demostracién de este teorema. El Teorema 2.11 aplicado a los campos
conmutativos de aqui nos asegura la integrabilidad por cuadraturas.

Caracterizaremos ahora las algebras completas: daremos un par de afir-
maciones que son equivalentes a la completitud. Sea primero (M™,w) una
variedad de Poisson, F' C 7™M un subfibrado de rango constante. Tenemos
definido, como en el Ejemplo 1.1.30, un bivector de Poisson que denota-
remos A. Llamemos F* a los elementos o de T*M tales que A(c,3) = 0
cualquiera sea 5 € F. Por la misma definicién de A, F2 coincide con el con-
junto de ¢’s que anulan a quienes se escriben como w* de algtin elemento de
F, es decir con w!(F)°. Como w* es un isomorfismo de espacios vectoriales,
tomando dimensién se ve que

dim F* = codim F. (2.14)
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Recordemos por otra parte que si tenemos una forma bilineal ¢ : V' x
V' — k, su nucleo estd definido por ker ¢ = {v € V|p(v,w) = 0 Vw € V}.
Volviendo a lo anterior, supongamos que A,| p, tiene nicleo de dimension
constante en .

Proposicién 2.23. dimker A|,, = codim F si y sélo si F* C F (i.e., F es coiso-
trépico).

Demostracion. Los elementos de ker A|, son los o € F tales que A(c, 3) =
0Vp € F,lo cual coincide evidentemente con FNFA.Sila dimensién de esto
coincide conla codimensién de F', que a su vez coincide con la dimensién de
FA, entonces deben seriguales FNF* y FA: este tiltimo debe estar contenido
en F. Reciprocamente, si F* C F, entonces ker A| r=FnN FA=Frylo
que buscamos sigue de (2.14). O

La primera observacién de la demostracion es que ker A|, = F N FA.
Sigue de alli que dim ker A|F = codim F si y sélo si ker A]F = F\

Se puede también explicitar lo anterior en términos de la estructura sim-
pléctica w. En efecto, pongamos, para cada x en M,

W, = {As(0,—) =uf(0)|lc € F} CT,M y
D, ={X € T,M|o(X) = 0Vo € F},

el anulador de F;.. Que F), sea coisotrépico quiere decir, aplicando w? a am-
bos lados de Fu,é\ C F,, que Wy C W,, ie. W, es coisotrépica. También,
que D, es isotrépico; esto se ve tomando anulador a la misma igualdad que
antes.

De estas consideraciones se desprende la siguiente proposicién, que nos
serd util mas adelante.

Proposicién 2.24. Sea F un dlgebra de funciones cerrada bajo el corchete de Pois-
son en una variedad simpléctica (M ,w); fijemos = € M. Las siguientes afirmacio-
nes son equivalentes.

(i) Esdim F, + dimker A, = dim M.

T

(i) Wy = span{Xs(x) | f € F} es coisotrpico.
(iii) Dy = span{X € T, M | (df,X) =0V f € F} es isotropico.

Si para todo x en M alguna afirmacion de las anteriores es verdadera, todas lo serdn
y mirando (i), tendremos que F es un dlgebra completa de integrales.
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3 Simetrias

3.1. Laaplicacién momento

Sean (M, w) una variedad simplécticay ¢ : G x M — M una accién de
un grupo de Lie G en M. Esta induce un campo vectorial para cada § € g
llamado campo fundamental o accién infinitesimal, que se define, para cada
x € M, como

d

(@) =g

®(exp(—tf), x). (3.1)

La siguiente proposicién asegura que la asignacion g > £ — &£ € X(M)
es un morfismo de algebras de Lie; este hecho serd de utilidad en futuras
consideraciones.

Proposicién 3.1. Si M, G, wy ® son los de recién, es
(i) (®g)sénr = (Adg &), y también
(i) [Ear,mm] = [§n)m,

cualesquiera sean {,m € g, g € G.

Demostracion. Sean g € G, § € g. Para cada z € M, Ad, ¢ esta relacionada
con & por la famosa naturalidad de la exponencial:

exp(t Adg &) = deg(exp(t)) = gexp(t&)g ",

paratodot € R,dondec, : G>hw ghg~! € G.Siz € M,

(Adg &) m(z exp(—tAdy &)z

d -1
= i, _gexp(=t€)g @

exp(—t€)g ™ w = (Pg)nr(x)-

d
)_£‘t20
_ i‘
_gdt t=0

39
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Esto prueba el primer inciso. Para el segundo, pongamos g = exp(—sn);
derivando e igualando a cero es, del lado izquierdo,

d% oo Adexp(—sy )1 () = % 520% o SXP(t Adexp(—sp) €)1
- %’t:(]% s=0 exp(—t Adexp(fsn) £z
= &) exp(—tle ) = e mw @)
Y del lado derecho, como exp(—sn) es curva integral de 7/, se tiene que
% o\ Pexp—sn)ubar(2) = Loy (x) = [Ear, (@),
como querfamos probar. 0

Diremos que la accién ¢ es simpléctica si (g, —) : M — M es simpléc-
tica para todo g € G. En términos de los campos que recién definimos, que
la accién sea simpléctica quiere decir que la derivada de Lie de la forma sim-
pléctica respecto de campos fundamentales es nula. Por las consideraciones
de la Seccién 1.3, los campos en cuestién son localmente hamiltonianos. El
caso en que son globalmente hamiltonianos se describe luego de la préxima
proposicion.

Definicién 3.2. Una accion de un grupo de Lie G en una variedad simpléctica
(M, w) se dice hamiltoniana si es simpléctica y, ademds, dado cualquier £ € g, es
globalmente hamiltoniano &y es decir, es exacta w’ (Exr).

Supongamos que tenemos una accién hamiltoniana de G en M, ysea § €
g. Podemos conseguir entonces he € C°°(M) tal que dhe = w’(€)s): esto nos
da una asociacién entre elementos de g y de C*°(M ), que se puede traducir
a otra entre M y g*. Como esta construccién es evidentemente reciproca,
tenemos lo siguiente.

Proposicién 3.3. Una accion simpléctica de un grupo de Lie G en una variedad
simpléctica (M, w) es hamiltoniana si y solo si existe una aplicacion diferenciable
J : M — g* que cumple que

(x) sipara cada § € g ponemos Jg : M > x — (J(x),§) € R, tenemos que
X =&m.

Definicién 3.4. Toda aplicacion diferenciable J : M — g* que cumpla la pro-
piedad (%) serd llamada aplicacion momento para la accién hamiltoniana ®.

Especificar, entonces, una aplicacién momento es equivalente a dar, para
cada ¢ € g, una funcién en C*°(M) que sea hamiltoniana para la accién
infinitesimal ). La correspondencia J : g 3 £ > (J(—),£) € C®°(M) es a
veces denominada hamiltoniano generalizado, y es tal que el diagrama
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g X(M)
C>=(M) QL(M)

conmuta. El siguiente ejemplo motivara la denominacién.

Ejemplo 3.5. Sea (M,w, H) un sistema hamiltoniano, con Xy completo. Su
flujo ¢ define una accién de R en M, que manda a cada (¢, z) al punto por el
que pasa a tiempo ¢ la trayectoria del sistema que arranca en z. Esta accién
es hamiltoniana: el dlgebra de Lie de R es R, la exponencial es la identidad,
y por lo tanto la accién infinitesimal de 1 es w*(dH):

d d
= te=d| goox

Sigue de aqui que la aplicacién lineal de Ren C*°(M) que mandaal 1 en —H
es un hamiltoniano generalizado para esta accién. Suena razonable identi-
ficar esta aplicaciéon con H, lo que justifica la terminologia y, més atn, la
aplicacién momento asociada a este hamiltoniano generalizado, si identifi-
camos R con su dual, es —H. A

Ejemplo 3.6. Sean (M,w, H) un sistema hamiltoniano integrable Liouville
y fi,..., fn constantes de movimiento como en la Definicién 2.1. La accién
que aqui consideraremos serd entonces de R"” en M:si (t1,...,t,) € R”, z €
M, el producto de ambos lo definimos por ¢ o ... o gi#(x), donde ¢! es el
flujo de Xy,. El dlgebra de Lie de este grupo es R", y la aplicacién momento
es exactamente — f: en efecto, para cada 1l < i < n se tiene que

<f7ei> - fz

y el campo fundamental de e; es (considerando que la exponencial es la
identidad)

d t
eiv(x) = — T(x) = —Xy,(x).

@) = 5| g @) = =X @)
Concluimos que cualquiera sea { € R", el campo hamiltoniano asociado a
(f, &) es =& la accion es hamiltoniana, en particular simpléctica, y, como
anticipdbamos, la aplicacion momento es — f. A

Supongamos que ¢ — J¢ es un hamiltoniano generalizado para la accién
hamiltoniana ®. En virtud de la Proposicién 1.28, si £,n € g, [Enm, nm] es
un campo hamiltoniano con funcién asociada {J¢, Jn}. Ahora, [, na] =
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(£, 1], y este Gltimo es un campo hamiltoniano pero con funcién asociada
Jie.n)- Por lo tanto Ji¢ ;1 y {Je, Jn} tienen la misma diferencial y entonces la
diferencia debe ser constante en cada componente conexa de M. Que esta
diferencia sea nula equivale a que £ — J; sea un morfismo de algebras de
Lie.

Definicién 3.7. Una accién como las de antes se dice fuertemente hamiltoniana si
tiene un hamiltoniano generalizado J : g > § — J¢ € C°°(M) que es un morfismo
de dlgebras de Lie.

Observemos que dada una accién hamiltoniana, su aplicacién momento
no es nica (ni, obviamente, su hamiltoniano generalizado): si tenemos otra,
digamos J’, como lo tnico que pedimos es que i¢,,w = d(J(—),&), J — J'
deberé tener diferencial nulo.

La siguiente proposicion establece condiciones sobre M o sobre G para
asegurar que una accién sea hamiltoniana.

Proposicién 3.8. Una accién simpléctica de G en M es hamiltonianasi H} (M) =
00 si g es perfecta.

Demostracion. Sié € g, como w” (&) es cerrada, serd exacta en virtud de que
H} (M) =0.

Por otro lado, si g es perfecta, coincide con su derivada. Basta entonces
ver que si £, € g, [§,nlm = [{m,nm] es globalmente hamiltoniano. En
efecto,

L mm)W = £§M bW — LfMﬁnMw

= db{MLWMw = d(_w(£M7 nM))v
como querfamos. O

Un caso que conviene mirar con més detenimiento es cuando la forma
simpléctica es exacta. Una motivacién puede encontrarse en que cuando
nuestra variedad simpléctica es un fibrado cotangente, la forma simpléctica
es la diferencial de la 1—forma canénica: este es el caso en los sistemas me-
cénicos, como se vi6 en la primera seccion. Suelen aparecer en estos casos
acciones simplécticas de la siguiente manera: si G acttia a izquierda en una
variedad @, la accién se levanta a 7*(), y preserva la 1—forma candnica.

Proposicion 3.9. Sea (M, w) una variedad simpléctica en que w = df3, y tenemos
una accion ® : G x M — M que conserva 3, i.e.

®:8 = .

Entonces la accién es fuertemente hamiltoniana y el hamiltoniano generalizado vie-
ne dado por
g3 &g, B € CT(M). (32)
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Demostracion. Como f3 es invariante por la accién, la derivada de Lie de
respecto a la accién infinitesimal tiene que ser nula. Pero entonces, si § € g,
se tiene que

dl’f]\/lﬁ = _LEMdﬁ = ey W,
de donde la accién es hamiltoniana. Veamos ahora que la aplicacién defini-
da por (3.2) es un morfismo de élgebras de Lie. Es

{L5k167 [’771\/16} = [’fMd/’ﬁMB = £€M [’77MB
= L[EMWM]B + tna Lepy B = L[fﬂ?]JVI/B’

cualquiera sean &, 7 € g. d

Especifiquemos ahora la motivacién de la proposiciéon anterior, que es-
bozamos antes de enunciarla. Sea ¥ : G x () — () una accién; levantémosla
a T Q. Esto se hace de la siguiente manera: ponemos

U:GxT'Q —T"Q
(9,0) = ¥ ()

donde <\IIZ_1 (a),v) = (a,dV -1 (v)). Lo que acabamos de definir es una ac-
cién a izquierda puesto que «levantar al cotangente» es un funtor contrava-
riante. También, por la Proposicién 1.14, la accién levantada es simpléctica.

Por la proposicion anterior, esta accion levantada es fuertemente hamil-
toniana. Se tiene ademds una expresién explicita de la aplicaciéon momento.

Proposicion 3.10. Sea ¥ una accion a izquierda de G sobre una variedad (). En-

tonces el levantado W, de U, al fibrado cotangente T*Q satisface que @;9 =0, se

trata en consecuencia de una accion simpléctica que es fuertemente hamiltoniana.
Su aplicacion momento J : T*Q — g* viene dada por

(J(a), &) = (a, g (m (@), (3.3)
donde 7 : T*Q) — Q es la proyeccion usual.

Demostracion. Por la proposicién anterior, la accion ¥ es fuertemente hamil-
toniana y admite, siguiendo (3.2), como aplicacién momento a

J:T"Q — ¢*
a (§ €g— LgT*QH(Oé)),

donde 0 es la 1-forma canénica en T*(@Q definida en el Teorema 1.13.

Por otro lado, para cada { € g se tienen los campos vectoriales funda-
mentales asociados a las acciones en Q y en T, respectivamente g y {7+
Como una accién es la levantada de la otra, suena razonable que estos cam-
pos estén relacionados. Es, en efecto,

dr(§r+q) = g o, (3.4)
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como se puede ver derivando la igualdad ¥.,,_)(q) = 7o \i’exp(tg)(a),
donde a € T; Q.
Ahora, por la definicién misma de 6, se tiene que

tern0(a) = (@, dma(Erq(@)) = (a, Eo(m(a))),
debido a la igualdad (3.4). Esto termina la demostracion. O

Los siguientes dos ejemplos ilustrardn la relacién entre la aplicacién mo-
mento definida en esta secciéon y los momentos de la mecanica clasica; el
tercero serd, ademas de ilustrativo, ttil més adelante.

Ejemplo 3.11. Sean Q = R" y G = R"; G acttia en @) por traslaciones:
GxQ>3(s,q)—s+qeq.

Si¢ € R", el generador infinitesimal de la accién definido por (3.1) es {g(q) =
¢ Vg € Q. Usando entonces (3.3) y denotando por (g, p) a un elemento gené-
rico de T*(), obtenemos la siguiente expresion:

J(q,p)(§) = ((¢;p), §q(7(g,p)) =P - &,

es decir que J es el viejo y conocido momento o impulso lineal que aparece
en los textos de mecdnica clésica. A

Ejemplo 3.12. Sean (Q = R” y G un subrupo de Lie de Gi(n, R); considere-
mos la accién
O:GxQ>(T,q — Tq.

Si B € g C {endomorfismos de R™}, el generador infinitesimal de la accién es

Bg(q) = %‘ exp(—tB)q = Bgq, para g € (). De nuevo por (3.3) se tiene
que =0
J(q,p)(B) =p- (Bq),

donde (q,p) € T*Q.

Miremos el caso especial en que n = 3y G = SO(3,R). El dlgebra de Lie
50(3, R) se puede identificar con R3, donde el corchete de Lie es el producto
vectorial; esto se ve poniendo

0 —x3 x9
R3S (x1,20,23) =z~ &= | a3 0 —z1| €s0(3,R). (3.5)
—x9 I 0

Asi, siz € R® es tal que B = i, es

J(q,p)(B) =p-(Bq) =p- (z x q) =det(p,r,9) = (¢ X p) - 7,
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y entonces J(q,p) = g X p: se trata del momento angular, mejor conocido
como L en los textos de mecénica. A

Ejemplo 3.13. Consideremos ahora el caso en que G es un grupo de Lie y
@ = G; la accién es multiplicar a izquierda: (g, h) — Ly(h).Si Ry : G — G
denota la multiplicacién a derecha por g y e es el neutro de G, el campo
fundamental de £ € g consiste en {g(g) = dRy, (£): en efecto, es

d d

SG(Q) = E tZOLeXp(ftﬁ) (g) = % tZORg(exp(_té-))'

En consecuencia, la aplicacion momento en 7*G viene dada por la expre-
sién

J(@)(§) = (@, dRy,(€)) = (Ry(), &),
paraa € T,G, € € g. Asi, J(a) = Ry(a) = R;(a)(a), donde 7 : T*G — G
es la proyeccion usual. A

El teorema de Noether. La siguiente version del teorema de Noether es la
que aparece en 2.6 del cuarto capitulo de [LiMal].

Teorema 3.14 (Noether). Sean (M,w, H) un sistema hamiltoniano en el que H es
invariante ante una accion hamiltoniana de un grupo de Lie G, y sea J : M — g*
una aplicaciéon momento. Entonces, J es constante a la largo de las trayectorias del
sistema.

Demostracion. Sea t — ~(t) una curva integral e Xp. Entonces, para cada
¢ € g, se tiene que

d

7 0(0)),8) = d(J, ) (Xn(v(t)) = w(Xn, Eu)(v()) =

= ~dH(E) (1) = | Hlexp(-s6)4(1) = 0.

Concluimos asi que %J (7(t)) = 0, como queriamos ver. O

Las cantidades conservadas clasicas pueden derivarse del teorema de
Noether. El grupo G, en este caso, serd el grupo de isometrias del espacio
euclideano E que preservan orientacion. Sea (M, w, H) un sistema mecanico
compuesto por cierto nimero de particulas situadas en el espacio euclideo.
Decimos que el sistema es libre si sus propiedades son invariantes ante el
desplazamiento del sistema en el espacio. En tal caso, el grupo G acttia sobre
el espacio de fases M del sistema por una accién simpléctica ¢ que deja
H invariante; la accién es necesariamente hamiltoniana por la proposicién
3.10. Existe entonces una aplicacién momento J : M — g* para esta accién
que es constante en cada curva integral del sistema.
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Ahora, G puede escribirse como producto semidirecto entre traslaciones
y rotaciones que preservan orientacién. Podemos asociar las traslaciones a
E y las rotaciones a SO(3). Su élgebra de Lie g serd, entonces, producto
semidirecto de s0(3) y e. También g* serd producto semidirecto de s0(3)* y
e*

Componiendo la aplicacién momento J con las proyecciones de g* en
cada uno de sus factores, podemos expresar J = (Jp,, J;), con J, : M — ¢
y J; : M — s0(3). Estos no son otros que el momento o impulso lineal y el

momento angular del sistema.

3.2. Equivariancia

Recordemos que, si G' es un grupo de Lie, tenemos definida la accién
adjunta de G en g, el dlgebra de Lie que como espacio vectorial es el tangente
en el neutro de GG con el chorchete usual. La accién adjunta, deciamos, viene
dada por la derivada de conjugar en el neutro; esto es, si g € G, ponemos:

Adg: g — g

d -1
&> |, _ 9exp(teg

Ahora, yendo sélo un poco més lejos se puede construir la llamada accién
coadjunta de GG en g*. Ponemos, para cada g € G,

Adj:g" — ¢
n = (£ — n(Adg-1 £)),

0 mds claramente, (Ady 7, &) = (n, Ad,-1 £). No hay que confundir esto con
la aplicacion transpuesta de Adg: el hecho es que definiendo asf las cosas se
obtiene una accién a izquierda.

Puede generalizarse la definicién de aplicacién momento a variedades
de Poisson. En efecto, si (M, A) es una variedad de Poisson y ® es una ac-
cién por difeomorfismos de Poisson, para f € C°°(M) se puede considerar
X, su campo hamiltoniano (ver Proposiciéon 1.28). Ahora, J : M — g*
es una aplicacién momento para esta accion si para todo £ € g, el campo
hamiltoniano asociado a (J, ) es exactamente el campo fundamental £;,.

Ejemplo 3.15. En g* se tiene la estructura canénica de Poisson dada por
(1.16). Consideremos en g* la accién coadjunta. Si § € g*, el campo fun-
damental asociado a £ es

d

) d
Sor (1) = | Adexp(-te) 11 = | _ 10 Adexp(ug) =

— adZ (1) = (. [€, ).
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Por otro lado, el campo hamiltoniano asociado a eve : g* 5 p— (1, §) € R
es

Xeve (1) = {eve, =Hu) = (s, [§, =)

Se tiene asi que la identidad 1+ : g* — g* es una aplicaciéon momento:
para cada £ € g, el campo hamiltoniano asociado a (14+,&) = ev¢ es el fun-
damental de €. A

Hasta el resto de esta seccion, fijemos ® : G x M — M una accién ha-
miltoniana de un grupo de Lie conexo en una variedad simpléctica (M, w),
y sea J una aplicacién momento.

El siguiente teorema establece una importante relacién entre las acciones
de G en g* y lo que llamaremos la equivariancia de la aplicacién momento.

Teorema 3.16. Supongamos que M es conexo. Entonces existe una tinica accion a
izquierda a : G x g* — g* para la que la aplicaciéon momento J es equivariante,
esto es, satisface que

agoJ =Jod, (3.6)

cualquiera sea g € G. La accion se expresa como

a(g, &) = Ady & +0(g), (3.7)

donde g € G, & € gy 60 : G — g* es un 1—cociclo en la cohomolgia de gru-
pos de G para la representacion coadjunta. Concretamente, la expresion J(g - x) —
Ady(J(z)) es constante para x € M y vale 0(g) = J(gz) — Ad,(J(z)).

Aclaremos que cuando hablamos de que 6 es un cociclo para la represen-
tacion coadjunta nos ponemos en el contexto de la cohomologia de grupos,
que puede verse (por ejemplo) el quinto apéndice de [LiMa].

Demostracién. Sean ¢ € g, g € G. Por la definicién de J, w’(&yr) = Je. Como
®,-1 essimpléctica, (®,-1).&{ns es también un campo vectorial hamiltoniano,
y su hamiltoniano es J¢ o (®,-1)"" = (J o ®4(—),&). Por otro lado, dado
que J es una aplicacién momento, (J(—), Ad,-1 ) es un hamiltoniano para
(Adg_l g)M

Ahora bien, ocurre que (®,-1).&y = (Ady-1 &), en virtud de la Pro-
posicién 3.1. Concluimos que los hamiltonianos de los susodichos campos
vectoriales deben tener la misma diferencial. Omitiendo los «(—)», se tie-
ne (J,Ad,-1 &) = (AdjoJ,§); puesto que M es conexo, la siguiente expre-
sioén es constante:

(Jo®, —AdjoJ,¢&).

Como esto vale cualquiera sea € g, tenemos definida una aplicacién (di-
ferenciable) § : G — g* de manera que para todo (g,z) € G x M, es

0(g) = J(g2) — Ady(J(x)).
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Veamos ahora que ¢ es un 1—cociclo para la representacién coadjunta. Sean
g,h € G. Es

0(gh) = J(ghx) — Adg,(J(z)) = J(g(hz)) — Adg Ady(J(z)) =
— 0(g) + Ad: J(ha) — Ad} Adj(J () = 0(g) + AdZ 0(h).

Resulta evidente que a : G x g* > (g,() — Ad; (+6(g) € g* es una accién a
izquierda de G en g*; ya hemos visto que satisface la igualdad (3.6), asi que
aqui termina la demostracién. O

Diremos que o : G — g* es simpléctico si d.o cumple que (d.o(§),n) +
(dea(n), &) = 0, cualesquiera sean V¢, 7 € g.

Recordemos de los comentarios previos a la definicién 3.7 que Jj¢ ;) —
{J¢, Jn} es constante en cada componente conexa de M (que aqui es cone-
x0). Por lo tanto, la expresién de recién define una aplicaciéon © : gxg — R,
que esta relacionada con § como dice la siguiente proposicion.

Proposicion 3.17. El cociclo que encontramos en la proposicion anterior 6(g) :
G > xw— J(gr) — Ady(J(x)) € g* es simpléctico y es, para todos los {,n € g,

{J§7 J77} = J[é,n] - <dee(£)77]>u
es decir, © = (d.0, —).

Es claro que si © = 0, la accién serd fuertemente hamiltoniana.

Demostracién. Si§,n € g, observemos primero que {Jg¢, Jn} = w(éar,nar). Y
ahora

wlerrm)(w) = 5| (T (exp(-t6)a),m)

- %‘t:o<AdZXP(—tE) J(z) + 0(exp(—t€)),m) =
= (J(x), [§,n]) — (deb(E), m)-

Esto prueba la identidad que buscdbamos y la relacién con w nos asegura
que 6 es simpléctica. O

Con O nos vamos a referir tanto a d.0 como a (d.0,—). Pensada como
forma bilineal en g, © es un 2—cociclo del dlgebra de Lie g, que esta asociado
con J.

Veamos ahora una proposicién que trata sobre cudn distintas pueden ser
dos aplicaciones momento para una misma accién hamiltoniana. Ya discu-
timos algo inmediatamente después de la definicion 3.7.
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Proposicién 3.18. Si J, J' son dos aplicaciones momento para la accion hamilto-
niana ®, ya sabemos que existe p € g* tal que J = J' + p. Sean 6, © y 0', ©' los
cociclos de G y g asociados con J y J', respectivamente. Entonces 6 y ¢’ estin en
la misma clase de cohomologia, y lo mismo vale para © y ©': la relacion explicita
viene dada por

0(g)' = 0(9) + p— Adj p,
0'(&,m) = 0O(&,m) + (1, €, 7)),

congeGyé&,neag.
Demostracion. Sean primero g € G, x € M. Es

0'(9) = J'(g9z) — Ady J'(x)
= J(g9z) + p— Ady(J(x) + p) = 0(g) + p— Ady p.

Por otro lado, si &,n € g,

@/(5’17) = <d60/(5)3n> = % t=0

=0(&,n) + (1, [§,1])-

(O(exp(tw) + 1 — Adgyey 1y 1)

Esto es precisamente lo que queriamos ver. O

Las expresiones que encontramos recién muestran que fijada una accion
hamiltoniana ® de un grupo de Lie G en una variedad simpléctica (M,w),
queda determinada una clase de cohomologia [f] en H!(G, g*) y asociada a
ella [0] € H?(g, g*). Estas dependen exclusivamente de ® y no de la aplica-
cién momento J elegida.

Fijemos J una aplicacién momento. Si la accién es fuertemente hamil-
toniana, i.e., { +— J¢ es un morfismo de élgebras de Lie, © = 0. Ahora, si
[©] = 0, podemos construir otra aplicacién momento J’ que haga de J™* un
morfismo de élgebras de Lie: ponemos J' = J — pu, y pes tal que © = 0,
como se observa usando la proposicién anterior . Concluimos que la accién
es fuertemente hamiltoniana si y sélo si [O] = 0.

Observemos que son equivalentes la anulacién de [f] y la de [©]. En efec-
to, que se anule la primera implica que se puede elegir una aplicacién mo-
mento cuyo hamiltoniano generalizado se morfismo de 4lgebra de Lie. Re-
ciprocamente, si [©] = 0, podemos elegir J tal que su cociclo en g asociado
sea nulo. Entonces 6, su cociclo en GG, debe ser constante en cada compo-
nente conexa en virtud de la proposicién 3.17. Pero como §(e) = 0, debe ser
0=0y[d]=0.
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3.3. Orbitas en M y érbitas en g*

El libro [Ki] brinda un amplio panorama sobre las érbitas coadjuntas;
aqui observaremos sélo algunas propiedades. Sea G un grupo de Lie, y
fijemos una 6rbita coadjunta O; en g* . Ocurre que ésta es una variedad
simpléctica; méas atin, posee una estructura simpléctica canénica que es G-
invariante. Hay varias explicaciones de este fenémeno; nombraremos aqui
algunas.

Primero, consideremos el dual del dlgebra de Lie de G, g*, con la es-
tructura de Poisson definida en (1.16). Por el Teorema 1.33, la distribucién
caracteristica de g* define una foliacién cuyas hojas tienen una estructura
simpléctica tal que la inclusién es un morfismo de Poisson.

Proposicién 3.19. Las hojas simplécticas de la variedad de Poisson g* con la es-
tructura recién recordada son exactamente las 6rbitas coadjuntas.

Una prueba de la dltima proposiciéon puede encontrarse en [Ki, Pag 2].
La proposicién de recién da ademds una férmula explicita para la forma
simpléctica, puesto que la inclusién debe ser un morfismo de Poisson. Lla-
mémosla Qo; si &g, ng- € TcO¢, coné,n € g, es

Qo (&g, ng+)(¢) = Aldeve, devy)(¢) = (C, [€ ). (3.8)

En efecto, como se vio en el Ejemplo 3.15, para cada £ en g, ev tiene como
campo hamiltoniano a &g+, e identificamos d ev¢(¢) con £ (respectivamente
7).

Una segunda manera de ver este fendmeno consiste en recurrir a la re-
duccién de Marsden y Weinstein, brillantemente explicada en su articulo
original [MaWe].

Supongamos que (M, w) es una variedad simpléctica conexa y sea P :
G x M — M una accién de un grupo de Lie G por difeomorfismos sim-
plécticos sobre M. Sea J una aplicacién momento; a su vez tiene asociado
un cociclo 6, como en el Teorema 3.16. Si i € g*, sea G, el grupo de isotropia
de 1 con respecto a la acciéon ap de G en g*. Por la equivariancia probada en
este teorema, J 1 (1) es invariante por la accién de G,,. Llamamos ahora

M, =J Yw)/G,, (3.9)

el espacio de fases reducido, y denotamos por « : J () — M, a la pro-
yeccion.

Teorema 3.20. Sea G un grupo de Lie actuando de manera simpléctica en la varie-
dad simplectica (M, w); sea J una aplicacion momento para esta accién. Sea p € g*
un valor reqular débil' de J. Supongamos que G, (el grupo de isotropia de la ac-

1Al menos en este articulo, si f : M — N es diferenciable, n € N es un valor regu-
lar débil de f si f~'(n) es una subvariedad de M y para todo m € f~'(n) la inclusiéon
T~ (n) C ker df, es una igualdad.
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cién coadjunta) actiia de manera libre y propia® en la variedad J—* (). Entonces si
v J7H () — M es la inclusion, existe una iinica estructura simpléctica Q0 en
el espacio reducido M ,,,, tal que 7*Q,, = 1*w.

Este teorema tiene profundas y variadas implicaciones; aqui sélo nos
quedaremos con la que se refiere a la estructura simplectica de las 6rbitas
coadjuntas. Fijemos G un grupo de Lie y hagamoslo actuar sobre si mismo
por multiplicacién a izquierda; levantemos esta accion al cotangente como
en los comentarios previos a la Proposicién 3.10. Una aplicacién momento
J : T*G — g* que hace fuertemente hamiltoniana esta accién, como ya
hemos visto en el Ejemplo 3.13, viene dada por

T,G 3> aw J(a)=Rae TG =g,

donde R, denota la multiplicacién a derecha. Asi, cada y € g* es regular
y J71(p) es el grafico de la 1-forma invariante a derecha cuyo valor en el
neutro es . Puesto que G, = {g € G| L}w = w}, laaccién de G en J (1)
consiste en la traslacion a izquierda del punto base. Se tiene entonces que

J Y (w)/G,=G/G, =0, Cg".

En consecuencia el espacio reducido del teorema anterior es la 6rbita coad-
junta de 1; que esta variedad es simpléctica sigue del teorema anterior. Pue-
de probarse que esta estructura coincide con la encontrada antes.

A continuacién establecemos algunas propiedades que cumple la dife-
rencial de la aplicacién momento.

Proposicion 3.21. Seanz € My G, = {g € G| ®(9,x) = z} el grupo de
isotropia; denotemos por g, su dlgebra de Lie. Entonces

(i) la aplicacion transpuesta de dyJ : Ty M — g* es

93 & W (En)(x) € TEM;

(ii) la imagen de d,.J es el anulador de g,; y por tiltimo
(iii) ker d,J es el ortogonal simpléctico de T (G - x).
Demostracion. Seanv € T, M, £ € g. Es
(e (v),€) = 1d(J,€)(x) = —1odJe(x) = (" (nr) (), v).

Esto prueba la primera afirmacién. Para la segunda, recordamos que la ima-
gen de d,J es el anulador del niicleo de su transpuesta, que consiste en los
¢ € gtales que w#(£y7) = 0, i.e. £y = 0: esto coincide con g,.

Una accién @ : G x M — M se dice libre si ®, no tiene puntos fijos a menos que
g sea el neutro; se dice propia si la aplicacion G x M > (g,z) — (g -z,2) € X x X es
propia. Finalmente, una funcién continua es propia si la preimagen de compactos es siempre
compacta.
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El anulador del nticleo de J(x) es la imagen de su transpuesta. Por otro
lado, T,,G = {&{m () | € € g}, asique

(ker dJ(x))° = {w’(éur) | € € g} (3.10)

En consecuencia, siv € kerdJ(z) y {ar(x) € T (G-x) se tiene que w(épr, v) =
w#(&nr)(v) = 0, es decir que ker dJ (x) C <Tx(G . x)) . Laigualdad (3.10) da

las condiciones de dimensionalidad suficientes para que valga la igualdad.
t

Fijemos, como antes, una accion ® : G x M — M hamiltoniana en una
variedad simpléctica (M,w), y denotemos por J una aplicacién momento.
Asociada a ella tenemos el 1—cociclo 6 de G y el correspondiente cociclo en
g" que denotamos, como antes, por ©. La siguiente proposicién emula las
que ya obtuvimos cuando © = 0; una demostracién puede encontrarse en
[LiMa].

Proposicién 3.22. El corchete

{/,930(Q) = (G, [df (C), dh(Q)]) — ©(df (C), dn(()) (3.11)

define una estructura de Poisson en g*, asociada a 6.

Las hojas simplécticas de la estructura de Poisson de g* son las orbitas de la
restriccion de la accion ag a la componente conexa de la identidad de G. Pongamos
en g* la estructura de Poisson asociada a 0, y llamemos ag a la accién dada por (3.7).

Sea § € g. Entonces el campo vectorial Xey, coincide con

d

&g+ (n) = dtli—o

(Adg,p(—iey 1 + Oexp(—t€)) = —adgn — O(E),

el campo vectorial fundamental asociado a la accién ag. Asi, ésta es hamiltoniana y
admite a la identidad de g* como aplicacién momento, de manera aniloga al Ejemplo
3.15.

Se tiene entonces que, para cada ¢ € g*, la 6rbita O, puede dotarse de
una estructura simpléctica. Puede ponerse, en efecto,

Qo (1) (§g (1), mg= (1)) = {1, [§, 1) — O(&,m), (3.12)

donde &,n € gy &g+, ng- son sus campos fundamentales asociados para la
accion ag, y € O¢. Larestriccion de ag a G x O¢ es una accién hamiltoniana
de G en O que admite a Oy — g* como aplicacién momento.

Proposicion 3.23. Sidotamos a g* de la estructura de Poisson definida por (3.11),
J : M — g* es un morfismo de Poisson.
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Demostracion. Veamos que J es un morfismo de Poisson viendo que respeta
el bivector. En efecto, siz € My &,n € g= (T;,)9")", es

A j(2)(&,n) = {deve, devy}(J(z)) = (J(z),[§,n]) — O(&,n) =
= J[gﬂﬂ (x) - <d60(£)7 77> = {Jg, JT]}(%’)
= A(fodJ,nod])(x),

en virtud de la Proposicién 3.17. O

Miremos ahora algunas consecuencias. Sean { € gy f = eve : g* —
R. Sean g« y & los campos vectoriales fundamentales para las acciones
ag y ® asociados a £. Entonces ambos son hamiltonianos, y admiten como
hamiltoniano a f (como en el Ejemplo 3.15) ya f o J = J.

Proposicion 3.24. Sea x € M. La aplicacion tangente dJ, : TyM — Ty(,)g"
manda campos fundamentales en campos fundamentales: si £ € g, es

§g-(J(2)) = d ol (). (3.13)

Demostracion. En virtud de la equivariancia de J para la accién ayg, es

d d
& (@) = 2| en(—t0)I() = 5| T(exp(—t6)w = dLgn (@)
donde{ egyxr e M O

Sean ahora ) € g,y 7g+ y 7 como antes. Seanx € My Oy, la 6rbita de
J(z) bajo la accién ap, y wo la 2—forma que define la estructura simpléctica
de la 6rbita asociada a 6, como en (3.12).

Como J es un morfismo de Poisson, respeta el bivector; como las varie-
dades en cuestion (las 6rbitas y M) no sélo son de Poisson sino que ademds
son simplécticas, obtenemos una relacién entre las formas simplécticas y
campos fundamentales de ambas:

Q&) () = Qo(&ge, ng= ) (J(2)) = (J(2), [§,n]) —O(&m),  (3.14)

donde&,negyx e M.

La idea en lo siguiente es explicitar las relaciones entre las propiedades
de la 6rbita de un punto = de M bajo la accién @ y la 6rbita de J(x) bajo la
accion de ag. Notaremos G - v y O¢ a las 6rbitas y G, y G¢ los grupos de
isotropia, paraz € M y ¢ € g*. Puede observarse que las dlgebras de Lie de
los grupos de isotropfa resultan g, = {{ € g | & =0} yge ={{ € g| & =
0}.

Como J es equivariante para la accién ag, G2 C G j(,) (en efecto, si g €
Gy, J(x) = J@y(2) = agyJ (1))

Proposicion 3.25. Sea ( € J(M) C g*. Entonces
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(i) M¢ = J~1(C) es invariante bajo la accion de G¢ y si x € M,

kerdJ, = (T,(G - x))*, kerdJ, NT,(G-x)="T,(G¢.x).

(ii) Sea x € M, llamemos N = G - x a su oOrbita. Sea wy la 2-forma inducida
por la forma simpléctica w de M. Entonces J(N) C Ocy,si J = J|
N — O, se tiene que
J*QO = WN,

ysiy e N, ker Qn(y) = kerdjy = Ty(G y()-y)-

Demostracion. Debido a la equivariancia de J, ® manda G¢ x M en M;: en
efecto, sig € G¢, v € M¢, J(g-x) = agJ(v) € G¢. Ademads, six € M, se
tiene que kerd,J = (T(G - z))* por la Proposicién 3.21. Por otro lado, los
vectores tangentes a la 6rbita G - z en x son los £y/(x) con { € g. Ahora,
los que también estan en ker dJ, son exactamente aquellos que cumplen
0 = dJ.(§m()) = &5(J(x)), es decir los {yr(w) con § € g¢: el conjunto de
estos es 1, (G¢.x).

Por la igualdad (3.13), la aplicacién tangente a .JJ conserva campos fun-
damentales, asi que J también lo hace. En consecuencia, la ecuacién (3.14)
dice que j*Qo = wy. Por dltimo, si y € N, ker djy = kerdJy, NTy(G.y); del
parrafo anterior sigue la consecuencia que buscamos. O

Tenemos asi que las 6rbitas N = G -  y O, son subvariedades embebi-
das de M y g* respectivamente. Podemos identificarlas con G/G, y G/G.
Como G es un subgrupo cerrado de G¢, tenemos definida una proyeccién
7 : G/G, — G/G¢, que, para pensarlo concretamente, manda a cada co-
clase de G/G a la coclase de G//G que la contiene. Mediante estas idenfi-
ticaciones, 7 se puede asociar a J.

El siguiente resultado puede encontrarse en [Ki], y en [LiMa] hay una
generalizacién interesante aunque intrincada. Llamemos simplectomorfis-
mo a un difeomorfismo simpléctico.

Teorema 3.26. Si ® : G x M — M es una accion hamiltoniana transitiva de
un grupo de Lie G en una variedad simpléctica (M,w), la imagen de la aplicacion
momento J es la 6rbita de la accion ag de G en g*, para la que J es equivariante. La
correstriccion J : M — O es un simplectomorfismo local, y un revestimiento.

Demostracion. Sean x € M y pongamos ¢ = J(x). La accién es transitiva,
asi que G - x = M. Al ser J equivariante, J(M) = O¢ =: O; la submersién
J : M — O es un difeomorfismo local mirando la proposicién anterior y
también un simplectomorfismo local. Como J es propia, resulta un revesti-
miento. O

En el caso en que la accién es fuertemente hamiltoniana y la variedad
M es simplemente conexa, vemos que M es el revestimiento universal de
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la 6rbita coadjunta; en el caso de no ser simplemente conexa, admite como
revestimiento al universal de la érbita coadjunta: los revestimientos univer-
sales de drbitas coadjuntas de duales de algebras de Lie son, a su vez, cosa
bien estudiada.
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4 Integrabilidad y Simetrias

4.1. Hamiltoniano colectivo

A continuacién consideraremos el caso en que se tiene un hamiltoniano
definido en M que se factoriza por g*!. Supongamos que ® : G x M — M
es una accioén fuertemente hamiltoniana y sea J una aplicacién momento
Ad*-equivariante.

Definicién 4.1. El hamiltoniano H : M — R se dice colectivo si es de la forma
H=wuolJ.

En nuestro caso, seau € C*°(g*), y H = woJ un hamiltoniano colectivo.
Tenemos definido un campo vectorial en M, X, que se construye a partir
de la estructura simpléctica de M. Podemos también hacer lo siguiente: pa-
ra cada x € M, aplicamos J y obtenemos un punto de g*; si ahora toma-
mos la diferencial de u particularizada en J(x) obtenemos un elemento de

g** = g, llamemoslo momentaneamente £. Asociado a él tenemos el cam-

po vectorial en M &js; podemos evaluarlo en = y obtener el vector tangente
(dugz))m(z) € T M.

Proposicién 4.2. Es, para todo v en M, Xy (x) = (du j(z))m(v) € T M.

Demostracion. En efecto, siv € T, M, por laregla de la cadena y la definicién
de aplicacién momento se tiene que

w(Xp(2),v) = (d(uo J)z,v) = (duy(z), dJ2(v))
= d(J, duj(z))x(v) = w((dus(z))m(T),v);

la tesis del enunciado sigue de la no degeneracién de w. O

De la proposicién anterior y de la equivariancia de J (la accién en g* es
la coadjunta) se desprende que dJ,(Xp,(7)) = (du ())g+ (J()): es, en efecto,

(o)) (1)) = ] exp(—tduyi)- () = | T(exp(~tduye)).) =

=dJ, <%‘t:0 exp(—tduJ(m)).:c) =dJ, ((dUJ(x))M(x)) =
= dJy(Xn(z)).

!Esta situacién es estudiada en [GiSt], para mas detalles se puede recurrir alli
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Ahora, en las 6rbitas coadjuntas tenemos definida una estructura sim-
pléctica dada por (3.12); hemos visto ya que la aplicacién momento es la
identidad. Se tiene entonces, por la proposicién anterior, que (duy)g (1)
coincide con X, (), cualquiera sea p € g*.

Si, para cierto z € M, t — ¢(t) es la trayectoria de X}, con ¢(0) = z, se
tendrd que y(t) = J o ¢(t) vive siempre en la 6rbita de J(z) y de hecho es
la trayectoria del sistema hamiltoniano (O (,), 20, u|o) que a tiempo cero
pasa por J(z):

V(b)) = dJo(c(t) = dJz(Xn(c(t))) =
= (duyc(ry))g=(J(c(t)) = Xu(J(c(t)) = Xu(y(1)),

en virtud de las identidades que encontramos en los dos pérrafos anteriores.

En la misma cuenta que escribimos recién se observa que y'(t) = (du))g- (¥(t));
esto nos facilita el siguiente algoritmo para encontrar las trayectorias del sis-
tema (M, w, h) que pasan por z a tiempo 0:

1. Encontrar la 6rbita O que pasa por J(z)
2. Encontrar la solucién del sistema (O (), Qo, u|o); llamémosla ~(t)

3. Encontrarla curva a(t) en G que cumple a'(t) = dLgy, ,,a(t) y a(0) = e
(el neutro de G).

Entonces a(t).z es la solucién buscada.

El primer paso no involucra al hamiltoniano, depende sélo de la accién
coadjunta. El segundo paso consiste en la solucién de un sistema hamilto-
niano pero tipicamente de menor dimensién que el original.

Ejemplo 4.3. Miremos el ejemplo mecanico en que tratamos con un cuerpo
rigido. El espacio de configuraciones es SO(3) y el grupo que actda por ro-
taciones es también G = SO(3). El espacio de fases del sistema en cuestién
es la variedad simpléctica TG « G x g*. La aplicacién momento, pensan-
do M = G x g*, es exactamente la proyeccién en la segunda coordenada.
Supongamos que tenemos un hamiltoniano colectivo: A = u o J, donde —
si identificamos s0(3)* con (R?)* mediante la dual a (3.5) y luego con R?
mediante el producto interno canénico— es

u(pa, pio, pi3) = 5(Iipd + Topis + I3pi3).

Fijemos pt = (p1, pt2, p13) € s0(3)*. La 6rbita O, de la accién coadjunta alli es
exactamente la esfera de radio ||u|| = pf + p3 + 13-

Observemos que si I; = Ia = I3, u es constante sobre la 6rbita O, y
la trayectoria en la érbita sera constante, digamos (t) = ~ para todo t. La
ecuacion del tercer paso entonces se resuelve facilmente y la trayectoria en
M viene dada por ¢(t) = exp(t7y).x para la condicién inicial ¢(o) = 2. Como
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~ es una rotacién infinitesimal, esto consiste precisamente en las rotaciones
con momento constante.

Para obtener una expresioén de las ecuaciones de movimiento, mirare-
mos la parametrizacién

D = {(s1,52) € R*| 57+ 53 < 1} > (s1,52) v (51,82,4/1 — 87 —s2) € U

donde, por supuesto, U = O, N {u3 > 0}. La forma simpléctica definida en
(3.12) se ve en U como

Q= ——L—ds; Adss.
52

V4 1—5% -
Como las derivadas de u respecto a las s’s son

281(11—13) Yy & 32(12_]3)

9s1 059 -

el campo hamiltoniano X, vendra dado por

/ 0 0
Xy = 1—8%—8%(82(13—[2)87814-81([1—13)8782).

En consecuencia, las ecuaciones de movimiento serdan

s1 = sa/1 — 57 — s3(I3 — L),
So = s1y/1 — 57 — s3(I — I3).

Estas ecuaciones son las famosas ecuaciones de Euler, pero con un término
que tiene que ver con la carta tomada. Supongamos que I; = I3: en tal caso,
so es constante y es facil obtener una expresién cerrada para s1:

s1(t) = /1 — s3sin ((1 - s2)so(I3 — Io)t + cte).

En el caso en que los momentos de inercia son todos distintos no es proble-
ma. Por tratarse de un sistema de dimensién dos y tener como constante de
movimiento a u, la Proposicién 2.10 nos asegura integrabilidad por cuadra-
turas. A

4.2. Algebras completas originadas por simetrias

Las consideraciones de esta seccién estdn fundamentadas en los intere-
santes pero telegréficos articulos [BoJo] y [Jo].

Sea ® : G x M — M una accién fuertemente hamiltoniana de un grupo
de Lie GG sobre una variedad simpléctica M,y sea J : M — g* suaplicacién
momento Ad*—-equivariante. Llamemos F; al conjunto de funciones de M
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en R que se obtiene componiendo con ® las de C*°(g*), y F» al de las fun-
ciones de C*°(M) que son G—invariantes:

Fi=J"C%(g") = {uo J|ue C¥(g")},

4.1
Fo={feC®M)|fod,=fVgeG} (1)

Como ya hemos visto en la Proposicién 3.23, C*(M) > f — fo® €
C*(g*) es un morfismo de Poisson, donde la estructura de Poisson en el
dominio es la inducida por la estructura simpléctica y en el codominio es la
canodnica, definida en (1.16). En particular, se tiene que F; debe ser cerrada
bajo el corchete de Poisson.

También F, debe ser cerrada bajo el corchete de Poisson: si f, h € F3, es

{f ° CI)g,hO (I)g} - <d(ho (I)g)vaOq’g) - <dh7Xf0‘1’g> =
= <d(f © q)g)th> = <df7 Xh> = {f: h}

Por el Teorema de Noether (el 3.14), si tenemos una aplicaciéon f en
C>°(M) que es G—invariante, la aplicaciéon momento es constante a lo largo
de las trayectorias del sistema definido por Xy = . Esto equivale a decir
que {f,uo J} =0,siu € C>(g*). Concluimos que es {F;, F2} = 0.

Llamemos, en consonancia con la Proposicién 2.24,

Wie =W = span{X;(2) | f € Fi}, (4.2)

parai = 1,2y x € M. En lo siguiente, y bajo las hipétesis necesarias, ve-
remos que el dlgebra F; 4 F> es completa; para ello nos bastara con probar
que W1 + W3 es coisotrépica en un abierto denso de M, como nos indica la
proposicién recién mencionada.

Hipoétesis &%. Supongamos que,siz € M, Wy, = (T5(G - z))“.

Observemos que, en virtud de la Proposicién 3.21, ker dJ, = (T,,(G-x))%
para cada x € M. Como antes, por el Teorema de Noether, J es constante a
lo largo de las curvas integrales de cada funcién G—invariante, y asisi f €
Fa, dJy(Xf(x)) = 0: siempre vale Wo, C (T(G - x))*. Lo que la hipétesis
verdaderamente dice es que vale la inclusién reciproca.

Es también destacable que la hipétesis es equivalente a que valga la
igualdad

span{df (z) | f € Fa} = (T(G - x))°, (4.3)

como puede verse tomando w” en aquélla.
Lema 4.4. Bajo la hipétesis &, es W1 = Wa.

Demostracion. En efecto, como deciamos antes de Proposicion 2.24, W es
el anulador de F;. Ahora, para v € Tx M son equivalentes que (df;, v) se
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anule para toda f € F; y que du(dJ;(v)) = 0 para toda u € C*(g*): esta
altima condicién dice que dJ,(v) = 0 puesto que si vale, para cada £ € g se
tendra que (d.J;(v),&) = devg(dJ,(v)) = 0. Concluimos que Wy’ = ker d.J,.
Como decfamos antes, kerd.J, = (T,(G - x))¥ por la Proposicién 3.21; la
Hipotesis & nos asegura entonces que (15(G - ¢))* = W y queda probado
el lema. O]

Ya estamos en condiciones de probar el teorema clave de esta seccién, el
cual afirma que el dlgebra de funciones F; + F3 es completa.

Teorema 4.5. Sea G es un grupo de Lie conexo que actiia de manera fuertemen-
te hamiltoniana sobre una variedad simpléctica (M, w) y supongamos que vale la
hipétesis &. Entonces el dlgebra Fy + F; es completa.

Demostracion. Veremos que para cadax € M, W, = span{X¢(x) | f € F1 +
F>} es coisotropico. Para eso, y siguiendo la notacién de (4.2), observemos
que Wi + W = W; en virtud de la Proposicién 2.24 bastara probar que
W< C W. Pero, por el Lema 4.4, se tiene que

wv :(W1+W2)w :WfdﬂWé’J =WonWi CWi+ Wy =W.
Esto completa la demostracién. O]

La demostracién del Teorema 4.5 se apoya en el Lema 4.4. Una pieza
clave en la prueba de este lema es que la condicién du(dJ,(v)) = 0Vu € A
implica dJ,(v) = 0,donde A = C*(g*). Una pregunta posible es si se puede
obtener una prueba de la misma implicaciéon —y asi del mismo lema-si A
no es todo C'*°(g*); la siguiente proposicién dice exactamente como debe
ser A.

Proposicién 4.6. Supongamos que se satisface la Hipétesis &. Sea A C C*°(g*)
una subdlgebra de Lie; es J* A = {hoJ : h € A}. Entonces J* A+ F3 es un dlgebra
completa en M si y sélo si A lo es en cualquier 6rbita coadjunta O¢, ¢ € J(M).

La proposicién de recién nos obliga a estudiar el caso del hamiltoniano
colectivo de la seccién anterior. Supongamos que queremos estudiar las
trayectorias del sistema hamiltoniano definido en M por h = w o J, con
u € C*(g*). La integrabilidad en cada 6rbita coadjunta implicara la inte-
grabilidad del sistema original, y ademds las constantes de movimiento se
«preservan». Los detalles, en el siguiente teorema.

Teorema 4.7. Asumamos que vale la hipotesis &; sea h = w o J un hamiltoniano
colectivo con u € C'*°(g*). Supongamos que en cada Orbita es integrable el sistema
hamiltoniano ((DZZ, Qo,u|p), con integrales que conmutan

fl,...,fl:g*—HR.
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Entonces el sistema hamiltoniano (M, w, h) es completamente integrable y un dl-
gebra completa de integrales es

{fiod,..., fioJ} + Fa.

Demostraciones de este teorema y de la tltima proposicién pueden en-
contrarse en los articulos citados al principio de esta seccién.



A Distribuciones

Una distribucién en una variedad diferencial M es un subconjunto F' C
TM tal que para cada x en M, la fibra F, = F N T, M es un subespacio
vectorial de T, M; la dimensién de F), se llama el rango de la distribucién F
enz.

Una seccién diferenciable de una distribucién F' consiste en un campo
vectorial X definida en un abierto U de M de manera que para cadayenU,
X(y) € F,.

Una distribucién F' es diferenciable si para cada € M y para cada
v € Fy, existe una seccion diferenciable X de F tal que X (x) = v.

Una integral de una distribucién F' en una variedad M es un par (N, h)
consistente en una variedad conexa N y una inmersién A : N — M que
satisface dh,(T,N) C Fr(a) cualquiera sea x € IN. Una integral asi se dira
de dimensién maximal en x si la contencién anterior es una igualdad. Una
variedad integral de la distribucién F' es una subvariedad inmersa N C
M tal que (N,t : N — M) es una integral. No se pide que N sea una
subvariedad embebida, i.e. que cumpla la definicién de las cartas buenas.

Una distribucién F en una variedad M es completamente integrable si
para cada = en M existe una variedad integral de F' de dimensién maximal
que contiene a x.

Teorema A.1. Sea F una distribucion diferenciable y completamente integrable.
Entonces

(i) Para cada x en M existe una tinica variedad integral S de F' que contiene a v
y que es maximal en el siguiente sentido: es siempre de dimension maximal,
y mds atin, cualquier otra variedad integral N de F' de que sea siempre de
dimension maximal y contiene a S debe ser S. Las variedades integrales ma-
ximales de F' forman una particion de M, llamada la foliacién generalizada
de M definida por F': las hojas de la foliacion son estas variedades integrales.

(ii) Sea (N, h) una integral de F siempre de dimension maximal. Enonces h es
un difeomorfismo local de la variedad conexa N en subconjunto abierto y
conexo h(IN') de una hoja de la foliacion generalizada definida por F.
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