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Introduccion

El punto de partida de esta tesis fue el estudio de las acotaciones con pesos potencia
para la integral fraccionaria (o potencial de Riesz)

fy)

T, f(x) = / dy 0<~v<n
(@) r [T —y|

en el caso en que f(z) = fo(|z|) es una funcién radial de R", basdandonos en el trabajo

realizado por P. De Népoli, I. Drelichman y R. Durédn en [4].

El estudio de este operador se remonta al trabajo de Marcel Riesz (ver [14]) de 1948,
del cual recibe su nombre, y fue estudiado por diversos autores a lo largo de la historia,
como por ejemplo Hardy y Littlewood, Stein y Weiss, Sawyer y Wheeden, por nombrar
algunos de ellos. Repasaremos algunos de sus resultados en el primer capitulo.

Stein y Weiss [18] consideran desigualdades con pesos potencia de la forma

2~ T fllzany < Cpg 2] flloger) (1)

y dan condiciones para su validez. Posteriormente, B. Rubin [I5], y también P. De
Népoli, I. Drelichman y R. Durdn [4], demostraron que restringiendo el operador a fun-
ciones radiales, el rango de pesos potencia admisibles para que valga una desigualdad
de este tipo es estrictamente mayor del que se obtiene cuando se consideran funciones
cualesquiera de LP(R", |z|*?). Un teorema atin mds general (con integrabilidad angular)
fue probado por P. D’Ancona y R. Luca en [2].

En el estudio de las acotaciones para pesos mas generales B. Muckenhoupt y R. L.

Wheeden [11], dieron condiciones necesarias y suficientes para la validez de la desigual-
dad

[0 (@) T, fllLagny < Cpg [[0(2) fllLoen)

con el mismo peso en ambos lados. Mds adelante, E. T. Sawyer y R. L. Wheeden en [10]
obtuvieron una caracterizacion para los pesos admisibles en una desigualdad de tipo

[w(@) T f [ pa@ny < Cpg [[0(2) fllzon)
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En este trabajo mostraremos que las potencias que cumplen la condicién de Sawyer y
Wheeden son las de Stein y Weiss [18], de donde puede deducirse que el resultado de
Stein y Weiss no puede ser mejorado en general.

El hecho de poder obtener mejores desigualdades si nos restringimos al subespacio
de funciones radiales es bien conocido. Podemos por ejemplo remontarnos a los trabajos
de W. Strauss [19] y W. M. Ni [12], quienes probaron los siguientes teoremas:

Teorema 0.0.1. [12, Ni] Sea B la bola unitaria de R"™, (n > 3), entonces toda funcién

en Hj ,.q(B) es igual en casi todo punto a una funcién en C(B —{0}) tal que

[u(@)] < Cy |27 |Vl 25

Teorema 0.0.2. [19, W. Strauss] Sea n > 2. Entonces toda funcién en H}

rad(Rn) €s
igual en casi todo punto a una funcion en C(R™ —{0}) tal que

u(@)] < Co |27 [l g1 ey

El objetivo principal en sus trabajos era el de encontrar soluciones a ciertas ecua-
ciones diferenciales no lineales. Estas desigualdades les permitieron obtener en particu-
lar inmersiones compactas para el espacio de Sobolev H} ,(R"™). Teoremas como estos
desempenan un papel importante cuando se quiere aplicar métodos variacionales para
obtener soluciones de ecuaciones diferenciales no lineales, ya que nos permiten demos-

trar teoremas de existencia.

Esta tesis esta organizada en 4 capitulos, de los cuales daremos una breve descrip-
cién a continuacion.

En el capitulo 1 haremos un breve repaso de los resultados clasicos de la teoria de las
acotaciones para la integral fraccionaria, comenzando por la definicion del potencial de
Riesz (integral fraccionaria), continuando con las acotaciones sin pesos para la integral
fraccionaria de Hardy, Littlewood y Sobolev:

Teorema 0.0.3. Sean f € [P(R"), 0 <y<nyl<p<qg< oo, con % =
entonces existe una constante Cp, 4 independiente de f tal que

HT'nyL‘I(R") < Cp,quHLP(R”)
Siguiendo con las acotaciones con pesos potencias de Stein y Weiss:
Teorema 0.0.4. Sean > 1, 0<y<nl<p<g<ooa< <2 a+B>0y

1:%+M

. —= — 1, entonces la desigualdad

12|77, fll any < Clllz| fll o)

vale para toda f € LP(R", |z|[P*dz), donde C' es una constante independiente f.
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Y finalmente mostraremos que el teorema de Stein y Weiss es un caso particular del
teorema de Sawyer y Wheeden (que considera pesos més generales).

En el capitulo 2 restringiremos nuestro andlisis al espacio de funciones con simetria
radial. Aqui mostraremos el teorema de P. De Néapoli, I. Drelichman y R. Duran, al que
le agregaremos el caso limite ¢ = oc.

Teorema0.0.5.Sean21,O<7<n.Sz’1<p<q<oo,a<1%,ﬁ<ﬂ

q?
a+62(n—1)(%—%) y%Z%ﬂLLﬁM—l, entonces

27T, fllony < Clll2l fll Loy

para toda funcion radial f € LP (R™, |x|P*dx)
Sip=10q= oo (pero no ambas condiciones simultaneamente), vale la el mismo
resultado si reemplazamos la condicion sobre o+ 3 por v+ > (n — 1)(% - %)

En el capitulo 3 daremos la definicién de los espacios de Sobolev fraccionarios ba-
sados en LP(R™) (conocidos como espacios potenciales), para los cuales mostraremos
algunas de sus propiedades y la caracterizacién de los mismos cuando nos restringimos
a las funciones radiales. Ademds daremos una generalizacién para los teoremas de W.
M. Ni y de W. Strauss mencionados anteriormente.

Teorema 0.0.6. (Lema de Ni para Espacios Potenciales) Seann > 1, 1 <p < ooy
1/p < s <n/p. Entonces

[f(@)] < Cula]~O P2 ]| rren emy

para toda f € H>P(R") .

rad

Teorema 0.0.7. (Lema de Strauss para Espacios Potenciales) Sean 1 < p < oo y
1/p < s <n. Entonces

(@) < Cula| V2| [l e ey

para toda f € H>P(R™).

rad

Estos teoremas serdn de gran utilidad en la demostracién de los teoremas de inmer-
sién que veremos en el ultimo capitulo.

En el capitulo 4 centraremos nuestra atencion en los teoremas de inmersién compacta
de los espacios potenciales de funciones radiales en espacios LP(R™) y en espacios con
pesos LP(R™, |x|°)



Teorema 0.0.8. Sean 1/p<s<n/py 1<p<qg<p* = n’i’;p, entonces para toda
funcion radial se tiene la inclusion compacta

H*"(R") C L(R")

p(n+c)

n—sp

Teorema 0.0.9. Sean 1/p <s<n/py 1 <p<qg<p' = , entonces para toda

funcion radial se tiene la inclusion compacta
H*P(R"™) C LYR", |x|° dx)

donde —ps < ¢ < %

Si bien estos teoremas fueron demostrados por Lions (en [13]) en el caso sin pesos
y por P. De Népoli e I. Drelichman (en [3]) para el caso con pesos, en este trabajo
daremos una versiéon mas débil, ya que hemos agregado la condicién s > 1/p, que nos
permitird dar una demostraciéon mas elemental usando los resultados analizados en los
capitulos anteriores.

Y finalmente cuenta con un apéndice en donde realizamos la demostracién de un
resultado auxiliar utilizado en el primer capitulo.



Capitulo 1

La Integral Fraccionaria (Potencial
de Riesz)

1.1. El Potencial de Riesz

El Potencial de Riesz recibe su nombre del matematico hingaro Marcel Riesz quien
lo introduce en el ano 1948 [I4] dando una generalizacién a varias variables para la
integral de Riemann-Liouville

I(f) = ﬁ / i@ -t dt (Re(a) > 0)

Definicién 1.1.1. Sean 0 < a < n y f localmente integrable en R"™. Se define el
Potencial de Riesz por

Io(f) = Clayn) [ fly)lz —yl* " dy

R

donde o
L(%5%)

L(s)

Cla,n) =27 /2

Este operador, también conocido como Integral Fraccionaria, es de gran importancia
por sus aplicaciones, ya que nos permite dar una representacion integral a las potencias
negativas del Laplaciano. Para poder ver cual es esa relacién vamos a realizar algunas
observaciones. Partimos de la definiciéon de la funcion Gama

INa) = /000 e do (Re(a) > 0)



y si hacemos la sutitucion x = at

IN()) :/ a® e g dt
0

:ﬁ/t%%mﬁ
0

de donde podemos obtener la relacion

_ 1 /m -
a 4= —— t“ e dt
['(a) Jo

con la que podemos definir las potencias negativas de un operador A no negativo que
genera un semigrupo

1 [o¢]
AT — _/ ta—le—tA dt
I'(a) Jo
y si tomamos A = —A tenemos una representacién integral para las potencias negativas

del Laplaciano

(—A)(f) = ﬁ / T 1B (£ gt

tomando f € &, tenemos

() = e Flw)

= f* K
donde K, denota el nucleo del calor
1 2
_ —|x|2/4t
Kt(z) - (47Tt)n/2e

como se puede ver en [17]. Por lo tanto

(=A)™" f(=) =

@ </ e ) dy) it

/OO ta—l

a—1,—|z—y|?/4t
_L/ / te—dt dy
() 0 (4rt)n/2
@
()

y)I(z,y) dy



_ eyl
It

00 —u a—1-n/2 2
_ e |z —y|? [z —y|
I@.y) _/0 (47)n/2 ( du ) 4u? du
_lz =

_ y‘Za—n - u—a+1+n/2€—u du
22an/2 0

B |x—y\2a_"F n—2a

- 22an/2 2

—2a7r—n/2 n—2q
e s = = )

luego haciendo la sustitucion u en I(x,y) tenemos

Finalmente

f)lz =y dy
Rn

con lo cual
(A f@) = L(f)x)  (fe€S)

luego como S es denso en LP(R™), se puede extender a f € LP(R").

1.2. Acotaciones sin pesos para la integral fraccio-
naria

De aqui en adelante consideraremos al operador

f(y)

r—y|

<ﬂﬂu»=/ dy  (0<y<n)

R

tomando en la definicién anteior v = o — n y dejando de lado las constantes.

Teorema 1.2.1. Sean f € [’(R"), 0 <y<nyl<p<qg< oo, con % =
entonces existe una constante C), , independiente de f tal que

1T fllza@ny < Cpg | fllzo@n)

Observacion. La condicion % =

funciones dilatadas fy(z)

1—1)+ % — 1 es necesaria. Para ver eso consideramos las

= f(Ax)
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Entonces aplicando la desigualdad a fy tenemos

|7 fll zaqny < Cllfallzon)

ahora
H(y) / f(Ay)
T T :/ dy = d
DO = o YT S e —r
:/ fw)  du :W_n/ W
n ATV T — ulr AR rn | AT — ul?
:|)\|7_"va()\$)
I fllagey = [ 1T (a7 do
IAE=|T, f (A7 da
Rn
— [ e f) L
R |A"
[ / T, f ()] du
N T Vo7 L
Ademds

1l = [ I@P do = [ 170 ds

p du — -n U p U
= [ g = [ i

_|>“_n’|f||LP(R”
reemplazando estas identidades en (1) obtenemos
1Ty f\llpa@ny < CllfAllLr@n)
AP 7N fllpageny < A7 [1f | oogen)
1T, fllzoeny < 4075 £l o)

(1.1)

pPEro si —7+n+§—% # 0, podemos hacer tender X\ a 0 o oo llegando a una contradiccion,

por lo tanto

—Y+n+—-—-—-—=0
q P
1
S A
qg p n



El problema de ver cuando un operador 7, es un operador acotado de L” en L4
fue estudiado por varios autores a lo largo de la historia. Si bien las demostraciones de
Hardy y Littelwood en el caso unidemensional y de Sobolev en el caso n-dimensional
son anteriores, nos parecio interesante mostrar una demostracion realizada por Hedberg

n [10], donde el teorema se ve como una consecuencia sencilla del Teorema Maximal
de Hardy-Littlewood-Wiener.

Recordemos la definicién de la funcién maximal de Hardy-Littlewood

M(f)(z) = supr—™ / Sy (1.2)

r>0

y el resultado que se obtiene del Teorema maximal de Hardy-Littlewood-Wiener, ( [17,
L.1])

IM(F)llee < Cllfllee, p>1 (1.3)

Para la demostracién del teorema vamos a necesitar ademés el siguiente lema.

Lema 1.2.1. 5i 0 < v < n entonces para todo x € R™ y § > 0 se tiene
[ Wl =gy < 08 ()
y—x|<

Demostracion. Sea x € Ry d >0

/ |f<y>||a:—y|-wy=2/_ W)l — 7y
ly—=z|<6 i—0 Y 027 1|y —x[<o2—¢

§27H™ d
<> w2 / L

<6y 27627 M(f) (x)

=0
<CE"TM(f)(x) > 27
=0

<Co" T M(f)()

Ahora podemos demostrar el Teorema [[.2.1]
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Demostracion. (teorema) Seanp >1,0<y<n,+=1+2—-1y§>0yscanz € R"y

0 > 0 arbitrarios. Usando desigualdad de Holder en el caso p > 1 obtenemos la siguiente
desigualdad

[ 18@lle = oy < Cl ey 570
ly—=z|>4

Luego, teniendo en cuenta esa desigualdad y el lema anterior, tenemos

T f() = | [fW)llz =yl dy

R’!L

:/ |f<y>ux—y|—wy+/ F@)lle =y~ dy
ly—x| <8 ly—x|>0

< O™ TM(f) (@) + "2 £l Loy

Para minimizar esta expresion basta elegir § = (M (f)()/||f|lze®n)) */™ y nos queda

[ Wl =yl™ dy < CM() @)D FG R

Finalmente usando el teorema maximal de Hardy-Littlewood-Wiener y la relacion
1 _ 1 o

=142

q p n

I fHLq R") :/n T f ()] da < CM(f)(z)m=(n=p q/anH(Lr; [gnpq/ndx

Rn

v

[ M @ypde < CFISE M)

P ]R”
R

A

<C|If 115

<C|If

[y

vvv

Lr(R™) < CHfHLp R™)

O

1.3. Acotaciones con pesos para la integral fraccio-
naria

La teoria de las acotaciones con pesos potencias para este operador se remonta al
trabajo de G.H. Hardy y J. E. Littlewood [§] en el caso unidimensional y su genera-
lizacién a n > 1 corresponde a E.M. Stein y G. Weiss, quienes en [I8] obtuvieron el
siguiente teorema. En este trabajo reproduciremos su demostracion.

Teorema 1.3.1. Sean >1, 0 <y <nl<p<g<oa< <2 a+B2=>0y

1:1+M

il —= — 1, entonces la desigualdad

12| ~7T, fll aey < Clllzl fll o)

vale para toda f € LP(R", |z|[P*dz), donde C' es una constante independiente f.
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ién. La condicion = = - + 1212 necesaria. ando [ = T
Observacion. L ndicion ; ]13 + v+z+6 1 es necesaria. Tomand A
sabemos que

T fa(x) = (AP f (M)

entonces
2l Sl / el T, ) da
29N 0= T ()| dr
.

= [ APl Tl S
_|>\‘ (B+y—n)q—n |T f( )|q du
AT

ademds

el Pl = [ el o) do = [ el do

= [ W@ S = [P da
n IA| Rn
_|)‘|_ap anHLp(Rn
finalmente aplicando el teorema a fy tenemos que
2= fall oy < Clll]* fill oy
N5 2] fllpany < CIAT 77 | |2]° f |l pogan)
1277 T, fllpany < CIATP 705575 [|2]° £l o)

pero st —f —y —a+n+ % — % # 0, podemos hacer tender A a 0 o 0o llegando a una
contradiccion, por lo tanto

—ﬁ—v—a%—n%—ﬁ—ﬁzo
qa P

1 1
1_1 BHvyte
q P n

Observaciéon. En general no se conoce la constante optima en esta desigualdad, sin
embargo Beckner la calcula si p = q en [1l, teorema 2] obteniendo

(=)0 - O -3
_ 7Tn/2 2 2p 2 2p 2
Co = <r<" ST + DT (3 + %))
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Una herramienta importante para la demostracion de este teorema es la generali-
zacion al caso n-dimensional de un teorema muy ttil para operadores integrales cuyos
ntcleos son homogéneos de grado -1 (ver [9, teorema 319] ) realizada por Stein y Weiss
en [18] en el siguiente lema.

Lema 1.3.1. Sea K(u,v) > 0 una funcion definida en {(u,v) : v > 0 y v > 0}
homogénea de grado -n, que cumple, para p > 1

:/ K(1, )" L dt < 0o
0

Sea (Tf)(x) = [on K(|2|, [y])f(y) dy entonces

|Tfllzr < Call fllLe

donde Cj es una constante que depende de J (y por ende de p) y de la dimension n,
pero no de f.

Demostracion. Usando coordenadas polares
x = R¢ con |r|=R, €S

y=rn con |y|zr,7)€5”‘1

podemos escribir por abuso de notacion

anew=anmw= [ ([Tx@n e a)a

y definimos
(T, f)(R / K(R,r)f(rn)r"t dr

Si tomamos tR = r, como K es una funcién homogénea de grado —n, podemos deducir,

(T, f)(R / K(1,t)f(tRn)t" ' dt (1.4)
(TF)(R)| < / 1T, |dn (15)
gn—1

Por otro lado, si g es una funciéon medible en R" y ¢t > 0

< /0 " lgltRn) R dR) T ( /0 " g(Ry) PR dR) " (1.6)

14



Como

ey = sup [ fla)ha) da

1Al =1

y este supremo se realiza, sabemos que existe h que satisface fooo |R(R)|P R dR =1
tal que,

( /0 CnHRPR dR) " /0 (T, H(RBR)R™ dR (1.7)

Entonces usando (L4) y (L), el teorema de Fubini y la desigualdad de Hélder tenemos

(/OOO (T, f)(R)[PR™ dR) l/p :/OOO(Tnf)(R)h(R)Rn—l IR

/ ( / K (L) f(tRn)t" 1dt) W) dR

/ Kltt"l(/ f(tRn)h R”‘ldR)dt
00 1/p
< /0 K(1,t)t ( /0 |f(tRn)PR dR) dt

[e¢) 0 l/p
= / K(1,t)t" /e ( / |f(Rn)|PR™! dR) dt
0 0

0o 1/p
_ p pn—1
-y ( /0 F(Rn)PR dR)

(/000 T, f(R)|PR dR) 1/p <J (/OOO |f(Ry)|PR™™" dR) v (1.8)

aplicando la desigualdad de Jensen a (L3]) se obtiene

THR)P < w?™! / T, f (R dn

Sn—1

con lo cual

luego usando la desigualdad (L.8) tenemos
[ mswprtar <o [T [ map a) meoan
0 0 gn—1
=wP~! / < / T, f(R)[PR"* dR) dn
sn=1 \Jo
<rot [ ([Cisprtar) a
Sn—1 0

=JPw™t [ | f ()] de
R”

15



por lo tanto

[ Tf(2)[" de = | [Tf(R)[" dx

R R

- [ ([ 1enwpretar) a

~o([T1rnwrr ar)

<w JP WPt |f(z)|P dx
Rn

entonces
1/p

([ s ) Y ([ )

Ademds vamos a necesitar el siguiente lema.

Lema 1.3.2. Sea A = A(t, &, 1) = |1 =2t cos(€,1) +12|Y/2 donde 0 < m <t < M < oco.
Si g es una funcion en LP(S™1), p > 1 podemos definir

we)= [ A an

1/p 1/p
(/ |@<£>|Pd§) scu—t\—“*/"(/ Ig(n)\”dn)
Snfl Snfl

donde C' es independiente de g y t pero depende de v, n, p y los numeros m y M.

Entonces

Demostracion. Escribimos

e gln) 1
(&) = /Snl AYV/P AV/P d

aplicando la desigualdad de Holder vemos que

s ([l a) ([ @ )/

luego usando la siguiente desigualdad, (ver apéndice [A.0.7])

dn B
1< _ ’y/n .
/Sn1 > C|1 -t (1.9)

16



donde C depende solo de v, n , m y M pero no de & se tiene

, p
(I < ClL—t| 7w /S l‘g(%f'dn (1.10)

luego integrando ((LI0) respecto de £ a ambos miembros y aplicando (L9) nuevamente,
obtenemos

[ atoras<ci—drm [ g an

Sn—1 Sn—1

y queda probado el lema O
Ahora pasamos a la demostracién del teorema [[.3.]

Demostracion. (del Teormea (L3.])) Primero veamos el caso p = ¢
Sea g(x) = |z|~*f(x), consideramos

Sol) = S9(0) = | 9)

w2z — gyl
y lo reescribimos de la siguiente manera

Sg(z) = [ Ki(z,y)9(y)dy+ | Kolz,y)g(y)dy+ | Ks(z,y)g(y)dy

R R R
=Tvg(z) + Tog(z) + Ts9(z)

donde
=Bl — | =Ygy < Lyl <1
Kl@,y):{ 2Pl =yl o< <y
0 en caso contrario
Bly —yl Tyl 2 <
Ka(o,) = { 2l —y| 7yl 2< |
0 en caso contrario

Kulong) = { 1P o b <2
7 0 en caso contrario

son homogéneas de grado —n.
Veremos que para cada ¢ =1,2,3

1/p 1/p
([ imarar) " <c( [ 1opar)
n Rn

donde las constantes C; no dependen de g en LP(R")
Si % < £ entonces |z — y| > 3|2/, con lo cual

Ky(w,y) < 202l yl™ st Jyl/l2] < 1/2

17



entonces 12
Jy = / Ky (1Lt =1 dt < 27/ ™Y dt < o0
0 0

ya que « < n/p’, y usando el Lema [[.37]

1/p 1/p
</ |Thgl” dl") <Cy < lg]” dif)
Rn Rn
lyl

Del mismo modo, % > 2 implica que |z — y| > 3|y| lo que conduce a la estimacién

J ::/ Ko(1, )71 at < 2’7/ TPt < oo
0

2

ya que como v+ fB+a=n,n/p—(y+a)=n/p —(n—05) = —n/p<0. Aplicando
nuevamente el lema [[.3.1] tenemos

1/p 1/p
</ |Tog|? dl") <y, < lgl? dI)
n Rn

Ahora consideramos (T39)(z) = [4. K3(z,y)g(y) dy, y lo reescribimos

(Tg)(R) = [

Sn—1

(/OOO Ks(RE, rn)g(rn)r™ dr) do

tomando coordenadas polares del mismo modo que en la demostracién del lema [1.3.1]
Luego, haciendo el cambio de variable r = tR

(Tg)(RE) = [

2
/ K3(RE, tRn)g(tRn)t" ' R" dt) dn
Sn—1 %

2
— / / R7P|R¢ — tRn|™(tR)*g(tRn)t" ' R" dt) dn
Snfl 1

2

2
= [ rremie— agterae e dt) y
Snf

2

2 n—a—1
g(tRn)t
— CASEhPAR— T I
/snl /; & =t !

va que —3—v—a+n = 0, tomando C' = max{t" "1 % < t < 2} y teniendo en cuenta
la siguiente relacién

€ — tn|* =[¢|* — 21&]tn] cos(¢, n) + [tn]?
=1 —2tcos(&,n) + 12

18



nos queda

? g(tRn)
(Tsg) (1) < C/SH1 </_ |1 — 2t cos(&,n) + t2]7/2 dt) dn

ahora consideramos, para % <t <2,

Gury = [ N4y )=o) = [ G

D=

2

y sea h(R) una funcién que satisface [;* [h(R)["'R** dR =1y

(/OOO |G (RE)IPR" dR) l/p = /OOO hR)G(RER™ dR

_ /0 T h(R) ( [S o) dn) R dR
- [ a ([T nesteran ar) dy
<[ x ([ wennpre ar) "

1 o0 . l/p
n - P pn—
= (/0 g(R)PR dR) ay

donde la primera desigualdad se deduce a partir de la desigualdad de Holder mientras
que la segunda sale del cambio de variable u = tR, teniendo en cuenta que t > %
Luego aplicando el lema [[.3.2] y la tultima cadena de desigualdades, obtenemos

(L ([ 1cmepn ar) ac) " o ([ ([ watmnpr ar) an) :

Por lo tanto, usando la desigualdad de Minkowski para integrales, y recordando que
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1/
0 <y <nytomando Q = (ff |G(RE)|P dt) * tenemos
2

([ e a)”=(] ")

2 1/p
<[ ([ erera) i

2

2 1/p
S/ C|1 —¢t|7/m ( lg(x)|P dx) dt
1 R

2

1/p
<c ([ lotop ar)
RTL
Con esto llegamos a mostrar que

1/p 1/p
( uwvw) SC( MPW)
Rn R

1/p 1/p
( gl dx) < c( 9P dx)
Rn R™

y luego recordando las definiciones de g y Sg¢ llegamos a la desigualdad que queriamos
probar

n / " Gu(Re) di

Y por lo tanto

11| T, fllzageny < Clll]* 1 2o (gny
en el caso ¢ = p.
Caso p < ¢ < oo. Usando nuevamente g(x) = |z|~®f(z), veamos que probar el
teorema es equivalente a mostrar que para g € LP(R") y h € L? (R") se tiene

9()h(z)
dy dx
/ / 2 JzlPle — yPlyle Y

h
R R
o 1P = g To™ “llagany ~ et U Jio T E=ri

ver |20, teorema 8.8 pagina 128] .
Ahora consideramos en R™ x R" las regiones R;, Ry y R3 dadas por

1
R ={ () s glol < bl <201}

o ={ ) s 1ol < 3}
o ={ () 51yl < g}
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y escribimos

h
= AC)LCO NP Hp R Y )
o Jen 2P|z = y[ly]

donde

I = AL . i=1.23
[ . I’Bl’— ~ a y - y “y
r: |7|Plz =y |y|

con lo cual es suficiente ver que
1; < Cllglliren 1] o e i=1,23

Veamos primero [y
como en Ry, ily| < |z| < 2|y|, entonces |z — y| < 3|z|. Ahora como o+ 8 > 0 por
hipétesis, se obtiene que

|le N y|a+ﬁ < 3a+6|$|a+6 < 3a+52|6\|x|a|y|6

y de esa forma

9(y)h(z) / / 9(y)h(z)
dy dz <C Iy de
//R1 |£L’|5|:L'—y|'y|y|a Y = R |£L’—y|7+6+a Y

9(y)h(z)
SC’/n/anydx.

Luego como 0 < v, a4+ > 0, tenemos que v+a+ 5 > 0. Por otro lado % = %—l—%—l
implica 0 < v 4+ a + 8 < n, entonces usando la desigualdad de Holder y el Teorema

.21
e dydo=C [ Jha)| [
n n n Rn
HhHLq’ =C HT*H-B-HJ (|g|)||Lq(Rn) HhHLq’

g(y)|
SC‘/ ‘— dy
n |z =yt T L gy

SCHQHLP(Rn) HhHLQ’

9(y)

oy W

g(y)h(z)
|£L’ _ y|“/+ﬁ+a

Para acotar I, y I3 vamos a necesitar el siguiente lema

Lema 1.3.3. Sea Vsg(z) = |z|"? f\y|<\w\ ly|~2g(y) dy, con & < =, entonces

a) HV(SQHLP(R”) < CIIgIILp(Rn)
b) [Vsg(2)| < Cla[~"?||g]| o en)
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Demostracién. (lema (L3.3)
Notemos que Vig = Jon K(J2].[y)g(y) dy, donde

—n+61,,|—0
K(u,v) = { l)u\ |v| v<u

en caso contrario

para todo u,v > 0. Como K es homogéneo de grado —n podemos aplicar el Lema [[.31]
1, —§n/p'—1 n
ya que fo t=9t"/P' =1 dt < oo (pues § < 17), entonces
1VsgllLo@ny < CllgllLen).-

De esa forma hemos probado la parte a).
Para la parte b) observemos que

1/p
Vig| < |e]m+ / 1y~ dy) l9ll

lyl<|z|

L) dy < Jo| "+ ( /

yl<|z|

por la desigualdad de Holder, y como

) 1/p’
( [l dy) < Claf-onr
ly|<|z|

Vsgl < Clal ™l gl| oeen)

se ve que

con lo que concluimos la demostracién del lema. O

Continuando con la demostracion del teorema, analicemos

g(y)h(z)
I :// dy dx
2 w12l — yPyle Y

En R,, || < 3]y, entonces |z — y[~7 < 27|y|™7. Entonces

L SC’/ 9(y)h(z) dy da;:O/ 9(y)h(z) dy da
R [2l<lyl/2

2 |zPlyle [Pyl

< [ e (sl ay

<c [ gty (\y\w /| ()] dx) ay
Rn

z|<|yl

<C / Yl Pg(y)Vish dy
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Luego usando la desigualdad de Holder tenemos

I < Cllgll oy

11" Vah| o gy (1.11)

Ahora queremos estimar
1y~ PVah|l 1ot ey

Para eso escribimos
/ (|y|n—a—'\/—ﬁvﬂh)p dy :/ (Vgh)QI (Vﬁh)pl_q, (‘y‘n—a—’y—ﬁ)p dy

como 1 <p<q<oo,entonces 1 < ¢ <p <oo,yp —¢ >0,y usando el Lema [[.3.3]
parte b) se obtiene

Vah(y) < Cly| ™" ||hl| o gny
ya que 8 < n/q, y por lo tanto

n—o—~y— p/ /! o —n/q o n——ry— / i
(|y| g 6) (Vsh)P 7 < Cly| /e =)+ v=B)p IIhIqu/fRn)
observemos que el exponente del |y| es igual a 0, pues

(—n/d)p' =)+ (n—a—y=PB)p =—mp'(1/¢ = 1/p' = 1) + (—a —v = B)p
=—np'(=1/q+1/p—1)+ (—a—~ = B)p
=p(a+y+B) +(—a—y—B)p =0

entonces
/ (Vshly|* > dy < C </ (Vsh)” dy) [
n RTL

luego usando el Lema parte a)
[ by g < ([ wan a) g
<CllhllglInlle ™" < Clinllg
Finalmente combinando la desigualdad anterior con (LI

I, < CHQHLP(R")HhHLq'(R”)
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De manera andloga podemos probar la desigualdad para I3, ya que en Rg, |y| < %\x|
con lo cual |z — y|77 < 27|z|77. Entonces

h(x) g(y)h(z)
ISC//Mdydx:C// TITL) e
’ Ry |Z[PT ]yl wl<lzl/2 12Tyl
<C [ Jal ( / s dy) e
n y<$

<C [ ja= (|a:|-"+a [ sl dy) da
n ly|<|z|
<0 [ Jeo P h(a)Vag da

R

Luego, usando la desigualdad de Holder tenemos

Iy < CHhHLfI’(R")

|||~ Vag|| Lagen).- (1.12)

Ahora queremos estimar
"= Vgl Laqan)

para eso escribimos

/ (J2]"=* 77" Vag)" do :/ (Vag)” (Vag)"™" (Ja*~7%)" da

como por hipdtesis sabemos que o < n/p’ podemos usar el Lema [[.L3.3] parte b) y de
esa manera obtenemos

Vg < Clz| ™| g| ogn)

y por lo tanto

(|x‘n—a—’y—ﬂ)q (Vag)q_p S C|x‘(_n/p)(q_p)"r(n—a—'y—ﬁ)q||g’|%;€)Rn)'

Observemos que el exponente del |x| es igual a 0, pues

(—n/p)(g—p)+(n—a—-y—=B)g=—-nq(l/p—1/¢—1)+ (—a =7 —B)q
=qla+v+p)+(—a—7—=0B)g=0

entonces

/ (Vaglz|" >N dz < C </ (Vag)? dfv) lg]|&P
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luego usando el lema ([3.3) parte a)

/ (Vaglz|"— > dz <C (/ (Vag)? dfv) llg]|a—?

<CligllPllglli™" < Cllgli3
Y finalmente combinando la desigualdad anterior con (LI2)

I3 < Cllgllo@n) | Bl Lo &)

Lo que concluye la prueba.
O

1.4. Relacion con las condiciones de Sawyer y Whee-
den

Desigualdades con pesos més generales fueron estudiadas por E.T. Sawyer y R. L.
Wheeden, quienes en [16] obtuvieron una caracterizacién de tipo A, , para los pesos
admisibles.

1/q 1/p'
(A,q) |BIT" </ w(x) dx) </ v(z)t dx) <C para toda bola B CR"
B B
En su trabajo demostraron que para pesos w, v que cumplen la condicién (4, ,) se tiene
la siguiente desigualdad
1/p

(/H(wa(x))qw(x) dx) l/a <C < 5 Fl@)Pu(x) dg:) (1.13)

de donde se puede ver que el teorema de Stein y Weiss [[.3.1] es un caso particular, ya
que tenemos el siguiente lema.

Lema 1.4.1. Paran21,0<7<n,1<p§q<oo,a<ﬁ5<%,a+520, con

P’
% — % + w — 1, tenemos que w(x) = |z|7P4 y v(x) = |z|* cumplen la condicién

(Apg)

Demostracion. Consideraremos los siguientes casos
1. B = B(xg, R) con |zg| > 2R
2. B = B(x, R) con |zo| < 2R
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Si x € B(xg, R) entonces
o] = R < || < |wo| + R

Lol < Jal < 2ol
2 To| S | __2 Zo

por lo tanto

1/q 1/p 1/q 1/p
|B|_”/" (/ |x|_6q dz) (/ |:E|"p(1_pl) dz) <CR™ (/ |£E0|_Bq dz) (/ |:Bo|"p(1_pl) dx)
B B B B

SC’R_7|1'0|_BR"/q|x0|_O‘R"/p/
SCR—V+n/q+n—n/p|x0 | —(B+a)

luego como 3 + a > 0 tenemos que |xo|~ B+ < (2R)~B+) entonces

1/q 1/’
|B‘—v/n (/ m—ﬁq dx) </ ‘x|ap(1—p’) d:c) SCR—v+n/q+n—n/p‘x0|—(B+a)
B B
SCR—VJrn/qun—n/p—B—a —CR"=(C

Y+a+B
1

n n — 1_1
yaque —y+2+n—3—08—a=0pues 3=+

En el segundo caso, podemos tomar una bola centrada en el origen que contenga a
B(xg, R), ya que si x € B(xg, R) tenemos que

|z| < |x —xo| + |20] < 3R

Luego

/ 2|7 da §/ |z| P da
B(zo,R) |z|<3R

3R
S/ / r= B4l dr do
0 Snfl

<C R—Bq+n

/ |I|ap(1—p’) dr S/ |x|ap(1—p’) dr
B(zo,R) |z|<3R

3R
— / —
< r= "=l dr do
0 Snfl

<CR7'+n
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/ . . .
Notemos que para que r~24t7=1 y p=eP+n=1 g0an integrables en el origen necesitamos
de las condiciones 8 < % ya< z%‘
Entonces

1/q 1/p’
\B|_7/" (/ || P4 dx) (/ |x‘ap(1—p’) dx) < ORYR-PHnlag-atn/v < ¢
B B

vaque -y —f—-a+o+ S =—7—-F-a+y+1-2=0.

Finalmente hemos probado que para toda bola B € R™ se cumple
1/q , 1/p'
|B\_”’/” </ |2z| P4 dx) (/ |x‘ap(1—p) d:c) <C
B B

. , —m/ « ., .
Si ademés w, v cumplen con la condicién doubling

(D) /2]3 f(z) dx < /Bf(x) dx  para toda bola B CR"

Sawyer y Wheeden probaron que la desigualdad (I.13)) vale si y solo si w y v cumplen la
condicién A, ,. Por lo tanto a partir del siguiente lema (que se puede encontrar en [7])
podemos inferir que las condiciones del teorema son éptimas, ya que los pesos admisibles
en [L3.1] cumplen con ambas condiciones .

Lema 1.4.2. Sia > —n , tenemos que |z|* cumple con la condicion (D)
/ |z]* dx < C'/ |z|* dz  para toda bola B C R"
2B B
Demostracion. 1. Consideremos primero las bolas B(xg, R) con |xy| > 3R.
C(2R)"(Jxo| +2R)* st a>0
/ |z|* dz <
B(w0,2R) CR2R)(|Jwg| —2R)* si a<0
CR"(|zo] — R)* si a>0
/ |z|* doz >
B(zo, R) CR"(|zg| + R)* si a<0
Como |zg| > 3R, tenemos que

‘SL’Q| + 2R = ‘.:C(]‘ +6R —4R < ‘.:C(]| + 2‘5(70‘ —4R < 4(|LL’0| — R)
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1 9 3 1
‘$0|—2R:|LL’0‘—|—ZR—1R§‘1’0‘—Z|$0|+1R§ (‘$0|+R)

o |

con lo cual

/ |x|* dz < 2"4'“/ |x|* dx
2B B

2. Si B(xg, R) con |zg| < 3R

5
/ |z|* dx < / |z|* dx = / / r*r" !t dr do = C(5R)"™
B(x0,2R) B(0,5R) sn=1.Jo

sin+a>0.
Por otro lado podemos acotar la integral sobre B(xg, R) haciendo las siguientes
traslaciones

;

fB(O,R) |z|* dx sioa>0

/ |x|* dx >
B(zo,R) fB(3R;—8‘,R) |z|*dx  si a<0

CfOR rern1 dr sia>0
>
\ fB(sR‘i—g‘,R)(QR)a dr st a<0
ZCRn—l—a

ya que si ¢ € B(3R=%, R), tenemos |z| > 2R.

|lzol?
Y por lo tanto ’
/ |z|* dx < C/ |z|* dx
2B B

Observacién. Notemos que las condiciones B < n/q y a < n/p’ son equivalentes a
—Bq > —n yap(l—p') > —n y por lo tanto |x|74 y |2|*?O=P) cumplen con la condicidn

(D).

O
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Capitulo 2

La Integral Fraccionaria para
funciones radiales

2.1. Acotaciones con pesos para funciones radiales

Como es bien conocido, cuando restringimos nuestro analisis al subespacio de fun-
ciones con simetria radial, el rango de exponentes admisibles en los pesos suele mejorar.
Como se puede ver en el teorema 1.2 del trabajo de P. De Napoli, I. Drelichman y
R. Duran (ver [4]), ya que se consigue un rango més amplio de exponentes para los
cuales se verifica la desigualdad de Stein y Weiss expuesta en el capitulo anterior. A
continuacién enunciaremos dicho teorema e incluiremos en €l el caso ¢ = oo.

Teorema2.1.1.Sean21,0<7<n.S@'1<p<q<oo,a<l%,ﬁ<ﬂ

q}
a+62(”—1)(%—%) ?J%Z%ﬂLLﬁﬂ—l, entonces

12|77 f | any < Clll2l*f | o)

para toda funcion radial f € LP (R™, |x|P¥dx)

Sip=10q= o0 (pero no ambas condiciones simultineamente) , vale la el mismo

resultado si reemplazamos la condicion sobre o+ 3 por a+ > (n — 1)(% - %)

Observacién. Notemos que sin =1 o p = q (p # o0) obtenemos el mismo rango de
exponentes que en el teorema de Stein y Weiss [1.3 1.

Observacién. Para funciones no radiales, la condicion a+ 3 > 0 no se puede mejorar.
Para verlo, consideramos

(@) = f(x — Aer)

suponiendo que la desiqualdad vale para f) tenemos
12| ™2 fall caeny < Clll2|® fall o ey (2.1)
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luego

7 ) - / KO 4 [ fu=de)

w |z =yl re |z =y
By [ (N S U N
re |2 — (u+ Xep)|? rn [T — Aep — ul?
=T, f(x — Xey)
el sy = [ Nl A de = [ ol T, o = D d

=/ |+ Aex | YT, f (w)]® du = [A]7% g [uA™" + e | 7T, f (w)]? du
ademds

ey = [ Lel (el do = [ [al"I @ = xen)p da
— [ Jutder I @ du= N [ d e )P du
R™ R™

entonces reemplazando en (2.1)) obtenemos
|||ZE’)\_1 + €1|_6T»Yf||Lq(Rn) S C|)\|a+ﬁ|||$)\_l + el|af||LP(Rn)

de donde, haciendo A — oo (usando lema de Fatou y Convergencia Mayorada),deducimos
que o+ B > 0, ya que de lo contrario se obtiene una contradiccion.

Para la demostracién de este teorema vamos a seguir la demostracion realizada en
[4] tanto para el caso ¢ < oo como en el caso ¢ = oo donde imitaremos el procedimiento.
Antes de comenzar debemos recordar algunas definiciones y la desigualdad de Young
en el contexto de grupos topolégicos localmente compactos con una medida de Haar.

Definicién 2.1.1. Sea X un espacio de medida y p una medida positiva en X. Para f
una funcion p-medible en X, la funcion distribucion dy en [0, 00) se define como:

dy = p({z € X : [f(2)] > a})

Definicién 2.1.2. Para 0 < p < oo, el espacio débil — LP(X, u) se define como el
conjunto de funciones p-medibles f tales que ||f||ir. es finita, donde

| fllpee = mf{C > 0:ds(a) < (C/a)? Va > 0}

El espacio débil — L= (X, u) es por defincion L™ (X, )
El espacio débil— LP(X, 1) se denota por LP>°(X, u)
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Si G es un grupo localmente compacto, entonces G posee una medida de Haar, esto
es, una medida de Borel positiva p tal que u(At) = u(A) para todote Gy ACCG
medible. En particular si G = R* := R — {0}, entonces u = ‘ ‘, y si G = RT, entonces

_ dx
W=

Definicién 2.1.3. La convolucion de dos funciones f,g € L'(G) se define como

(f*g)(x /f )g(y~"z) du(y)

1

donde y= es el inverso de y en el grupo G.

Con estas definiciones estamos en condiciones de enunciar la version de la desigual-
dad de Young que vamos a usar en esta seccion.

Teorema 2.1.2. [7, Teorema 1.4.24] Sea G un grupo localmente compacto con p la
medida de Haar que cumple u(A) = p(A™1), para todo conjunto medible A € G, y
1 <p,q,r<oo tales que

Entonces, existe una constante B, ,, > 0 tal que para toda f en LP(G) y g en L¥>*(G)
tal que

1f * gllLaay < Bparll flle@mllgllLsee

Demostracion. (Teoremal2.T.T]) Analicemos primero el caso n = 1 (caso unidimensional)
Recordemos que queremos probar

12177, f e < Cllel*fllrmy

La clave en esta demostracion es reescribir a la integral fraccionaria como una convo-
lucién en el grupo R* con su correspondiente medida de Haar p = %.
Si ¢ < oo reescribiendo la desigualdad anterior obtenemos

_p+1 axl
2[5 T, fllzagy < Clll=l*T7 fllog

Ahora

. 0 || ~Btg aty
ol gy = [ LWL gy

o |y|’Y—1+a+%|1 _ §|-y |y|

atd o) 7+ a 1 1
donde h(x) = f(z)|z|*" 7, g(z) = nemo Y Y~ l+a+, =—F+ . Luego usando el
Teorema [2.1.2] obtenemos

Bl atl
2[5, fllagy < Clll2*T7 fllzog 9]

L209(p)
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donde
11 1
-=—-+4+-—-1
q p S
Looo(u) < 00. Para ello consideramos ¢ € C*(R), con

3 5 o1 .
3, 7). Reescribimos a g como

Por lo tanto, basta ver que ||g|
soporte en [%,%] ytal que 0 < p < 1y p =1en (

g=¢g+(1—-9)g:=g9+9
Claramente go € L*(u), ya que

dx dx
b Im@W——+/ () &
() /|1—m|2 || |1—z|< 2]

1
2

1 1
‘x|(—5+5)3 dr i |x‘(—5+5)5 dr
I = e B
| 1—a|< 11—

1-afz1 |1 =2 [z

9]

En |1 -2z < % la funcién es continua y por lo tanto integrable.
En cambio en |1 — z| > %, para ver si es integrable tenemos que analizar que pasa en

. . . 1
el origen y cuando x — oo, para eso separamos la integral en las regiones |z| < 5y

% — x| > 1, luego

< [L—ap® a| 2l <

(=B+7)s
/ ‘SL’| " dx <C |x‘(—ﬁ+%)s—1 dr < C
|z

1
2

bajo la condicién (-3 + %)s > 0 que es equivalente a pedir que 8 < %, y cuando x — 00

_ 1
/ 2P do N/ S
13—a|>1 |1 — x| |z] 1L _a|>1

1
2

y resulta acotada si (—f + % —)s < 0, pero como por hipdtesis tenemos % —[f—v=

]lj — 1+ « esa condicién equivalente a o < z%‘
A A
n({gr+92 > A}) Sp (91> 9> 3

Entonces
A 20l g2llLsg \
< > = ———r
< ({n-3}) - (5

DO |
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pues,

921l 2o () =/ |g2|® dp + / 92| dp
{o2>3} {e<3}

z/‘ lg2l° du
(23}

=(2) #({o>2))
(o= 2f) = ()
§ )

ademas,

- 5§>u—z@
A7
C C
<< <2
<S<%

siempre que sy < 1, estoes, v <1+ % — %, que es equivalente a o + 3 > 0.
Por lo tanto g € L**(pu).
Si ¢ = oo la desigualdad nos queda

_ atl
] =T, fll ooy < Cl2|*" fl oGy

Ahora )
- =P f @)y dy
ol *2,5(0) = [ Y (hxg))
vy . |y|fy—1+a+%|1 N §|’Y |y|
donde h(z) = f(a:)|x\o‘+%, g(x) = %, yv—1+« —l—% = —/f, luego usando la
desigualdad de Young se obtiene
-8 a+l
1B gll ooy = 27T fllzoe gy < Cl ™7 fllogollgll o

Luego basta ver que |[|g|| () < C
% B o0 |LL"_BPI dx
loWeron = | =2 fal

|z| PP dx |z| PP dx 2| %" dx
= [EREp i [EREp i T e Tl
ey M= el Tl ") ces M= a7 o] * ooz T =277 fa]
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a1 ,
/ ———dx < C’/ || P " da
aj<t [1— P PE

1
2

)—“/p’ —C, ya

pues si |z| < % tenemos que |1 —z| > %, con lo cual |1 — x| < (%

que vp' > 0y ademés
2|7 dx < C
2 <3 a

pues la condicién de integrabilidad en el origen es —fp’ > 0 y eso se cumple ya
que [ < 0.

-pr'"
x x
/ L,—SC/ 11— x| da
1al<s |1 — x| |zl lolal<3

2

yva que si 2 < [z] < 2, se tiene que |z|7# 71 < C
y ademas
/ 11—z de < C
3<lz[<3

pues la condicién de integrabilidad en z =1 es —yp’ +1 > 0 (es decir v < I%) y

estosecumpleyaque7:1—%—(a+ﬁ)Zﬁ—(ajtﬁ)<I%puesoz+ﬁ>0.

3. Cuando x — oo sabemos que |1 — x| ~ |z|, entonces existe M € R tal que si
|z| > M se verifica |1 — z| > C|x|, luego podemos tomar

2| =P da 2| =P da |lz| =" da
M — 2z |z 1z 11—z |z
253 |1 — 2" 2| 8 cpaj<nr |1 =2 || Jppsn |1 — 27 |2
Claramente la primera integral estd acotada, para la segunda usaremos la cota
mencionada anteriormente

—Bp’ —Bp’
/ L/@ < C/ mild_x — C/ |$|(—6—7)p’—1 dr
wism |1 — 2P 7] ws>m 2P|z | > M

y esta tltima resulta acotada si (—f5 — v)p’ < 0, y esto se cumple ya que como
a<Z%y—B—vz%—1+a:a—§,resulta—ﬁ—fy<0.

Por lo tanto g € L¥ (11).
Con lo que concluimos la demostracién para el caso n = 1.

De manera analoga se puede ver el caso p = 1, ya que del mismo modo que en ¢ = oo
podemos tomar la desigualdad de Young clasica.
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Para demostrar el teorema en el caso n > 1, la idea principal, como en el caso unidimen-
sional, es reescribir a la integral fraccionaria de funciones radiales como una convolucién
sobre el grupo R* con la medida de Haar u = %. Para ello, vamos a necesitar el siguiente
lema.

Lema 2.1.1. Sea x € S" ! = {z € R": |z| = 1} y consideramos la siguiente integral:
@)= [ fly)dy
Sn—

donde f : [-1,1] = R, f € L'([~1,1], (1 — t3)("=3/2). Entonces, I(z) es una constante
independiente de x y ademds

n—3
2

I(x) = wy_s _lf(t)(l—t2) dt

donde w,,_o es el drea de S"2.

Demostraciéon. (lema 2.1.1))
Observemos que I(x) es constante para todo z € S"7!. Dado & € S™!, existe una
rotacién R € O(n) tal que & = Rz, entonces,

@)= | fGy)dy= [ fReg)dy= |  f@Ry)dy=1()

Por lo tanto basta calcular I(z) para x = e,. Para ello vamos a separar la integral en
dos y vamos a considerar primero la integral sobre (S"1)" = {z € S" 1.z, > 0}, y
como (™17 es el grifico de una funcién g : {z € R*': |z| < 1} — (S"1)" definida

por g(z) = (z, /1 — |x|?), obtenemos,

1
— )
/(Swfw dy /{ VT e e

luego usando coordenadas polares, esto es

: _ 2#7;#2 r /_w ! _2%73
[an/of(ﬁ>m drdx’ = n_z/o FOA =)= dt

Analogamente con la semiesfera inferior, se obtiene

n—3
2

0
[ twydy=wns [ @0 -2 d
(Sn-1) —1
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Con lo cual,

I(e,) = n) d n) d
=[S [ s
0 , 0 »
- / 0= d / )T

=Wn_2 _lf(t)(l—ﬁ) dt = I(x)

Ahora volvamos a la demostracién del teorema.
Usando coordenadas polares,

y=ry r=y yes

r=pr p=lz| eSS

y la identidad:
|z —y|? = |2|* = 2Jx|[yl’ -y + [yl

podemos escribir la integral fraccionaria de una funcién radial v(z) = vo(|z|) como

/ / "1drdy
gn—1 —2rp:c’y + p2)/?

Usando el lema (ZIT]), tenemos que

T R By (et 0 M
A,U(SL’) = wn—2/0 UO(T)T /_1 (p2 — 2prt + 712)7/2 "

1
(r2 — 2rpz.y + p?)2

donde

flry) =

Ahora escribimos

1 1 — $2)(n=3)/2 1 1 — $2)(n=3)/2
/ (( ) (ﬁ:/ (L=t dt

2 _ 2)y/2 /2
=2t L S e o]
Entonces
o e dr
Tov(x) = Wn_Q/ vo(r)r" L < )
0 r/or
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n—

donde k = T?’, y, para a > 0

1 2k
B (1—1%)
bla) = /_1 (1 —2at + a?)7/? dt

Notar que el denominador de la integral se anula solamente si a =1 y t = 1. Entonces,
L, (a) estd bien definida y es continua para a # 1.
Si ¢ < oo haciendo abuso de notaciéon podemos escribir

. o0 n_gpa P d
PET () s | ) (2)
0 T

q T T
=wn—z (00p" T P) % (p T Lk (p))

Por lo tanto, usando el Teorema 2.1.2] se tiene

e dp 1/q
e Eyvlson = (socs [ 1Tl 22)
0

=llp7 T (p) || gy
<wp/ Y allvo(P)p" P gy 105 P L a(p)]

Ls:20 ()

Con la condicion

1 1 1

-+ - —1=-

p S q
Usando nuevamente coordenadas polares podemos ver que

/ [volp) PP p—)

1 n—y+2— 1
Wi oo(p)p" T Loy =wi P, ( P
0

Jlal'

=|lvo(|] e )

=[ll21* vll o)

pero, por las condiciones de nuestro teorema,

n n

Entonces, es suficiente probar que
s Lo (p) ooy < +00

Para ello, consideramos ¢ € C*(R), con soporteen [3, 2] ytalque0 < ¢ <1 yp =1en
(35 (

D 1)7 luego podemos escribir pg—B[%k(p) = @p%_ﬁly,k p)+(1_¢)p%_51%k(p) = g1+s
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Afirmamos que g € L*(t). De hecho, como I, (p) es una funcién continua para p # 1,
para analizar el comportamiento (en relacion a la integrabilidad) de g, es suficiente con
considerar el comportamiento de |ps ~”|*|L, x(p)|* en p = 0 y cuando p — oc.

Como I, ;(p) no tiene una singularidad en p = 0, la condicién para la integrabilidad en
p=0es < %.

Cuando p — 400, podemos observar que

I (1—12)
I = _ dt
i (0) p /_1 (p=2 = 2p7 1t +1)7/2

y observemos que cuando p — 400

Ck ! 2\ k
L k(p) ~ e con Cy= /1(1 — )" dt

se tiene que la condicién de integrabilidad en el infinito es g — B —v <0, lo que resulta
equivalente a a < z%‘
Ahora para analizar el comportamiento de g; para p = 1, es necesario el siguiente lema.

Lema 2.1.2. Paraa~1ykeNygok=m— % con m € Ny, se tiene:

Chy sioy<n-—1
1L k(a)] < 4 Crylog rl,ﬂ si y=n-—1
Crr|l —a| 7242 g p—1<y<n

Demostracion. (Lemal2.1.2]) Consideremos primero el caso k € Ny y v < 2k+2, entonces

como a ~ 1,
-t b=
—1 (2 —2t) -1 (1—1)
que resulta acotado ya que & — 3 +1 > 0, pues v < 2k + 2.
Si v = 2k + 2, entonces

1 k N
I, 1(a) ~ /_1 (1 —ﬂ’“% ((1 - 2at+a2)_§+k> dt

integrando por partes k veces (y observando que los terminos de borde se anulan),

‘/ (=) (1 =20t +a2) 7 dt‘

pero, 4 ((1 —1?) ) es un polinomio de grado k y por lo tanto acotado en [—1,1] (de
hecho, es el polinomio de Legendre multiplicado por una constante), entonces,
1 2
- C 1+a 1
Lx(a)~C [ (1=2at+a?)~" dt = =1 <Cl
k(@) _1( at + a*) 2a Og(l—a) - Og|1—a\



Si vy > 2k + 2, integrando por partes como en el caso anterior,
! o\ —3+k
L x(a) NC/ (1 —2at+a®) 2" dt
-1

entonces,

Li(a) ~ C (1= 2at +a®) 2121 < OJ1 — a7+

Veamos ahora el caso k = m — %, con m € Ny, para ello analizaremos por separado el
caso k = —%

Tomemos primero el caso k # —%, es decir, k =m + % con m € Ny. Para v < 2k +2 la
prueba es exactamente igual que en el caso k € Nj.

Siy>2k+2(v>2m+3), tomemos v > 2k + 3 (7 > 2m + 4), entonces

1 ol
L, x(a) :/_1 (1—)" (1 - 2at +a?) 77 dt
1

:/ (1= )" (1= 20t +a?) 7 (1= )2 (1 - 20t +a?) 77
-1

aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz nos queda que

L (0) < (Eyn(@) 2 (L ()

luego como m € Ny podemos utilizar las cotas encontradas anteriormentes para I, ,,(a)
V Iy mt1(a), y de esa forma nos queda,

I%k(a,) < (C|1 — a|_7+2m+2)1/2 (C|1 . a|_-y+2m+4)1/2 _ C|]_ _ a|_7+2m+3

si, por el contrario, 2m + 3 < v < 2m + 4, notemos que podemos considerar siempre
a <1, pues I, x(a) = a "I, k(a™"), entonces,

I = [ M=

1 (1 - 2at +a?)2™

S7/ ((1—t2) (t —a)

1 —2at—|—a2)%+1
1 2\k
1—1t
Sv(l—a)/ ( ) o dt
a

1 —2at+a?)?

< (1—a) / (1— )" o

1(1—2at+a?)2
<y(1—a) I 2x(a)
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pero v + 2 > 2k + 2, entonces I, o (a) < C|1 — a|~0F2+2k+2 ' yego
Ly p(a) < / ) ds < C/ SHBEL o < O[] — a7+

y cuando v = 2k + 2, usando el resultado anterior (ya que también se cumple v + 2 >
2k + 2), tenemos

a

L x(a) < C'log

o 1—s |1 —al

N[

Finalmente si k = —

0 T 1 o3
(@:/ (1=#) 7ﬁ+/ A=) "° 4
-1 (1 —2at +a?)? o (1—2at+ a?)

=I+1II

I

Y,—

[NIES
2

como 7y > 0,

o1
IS/ g di =2
-1 (1+1)

llgfu a-0=

1 — 2at + a?)

Lod(p )2
:—2/(‘“( ) dt
0

1 —2at + a?)
! 1—1t)2
< 2a7/ ( ) - dt
o (1—2at+a?)>™
ek
§2a7/ — dt
o ( 2

1—2at +a2)zt!
<0l +21( a)

[SIE

2

y nuevamente usando las cotas halladas para k # —% concluimos la prueba. O

Continuando con el estudio de g;, consideramos los siguientes casos.

1. Si0 <y <n—1(esdecir, 0 <y <2k+2), entonces |I,,(p)| resulta acotado
cuando p ~ 1y por lo tanto g; € L*(u)

2. Siy=n—1(esdecir,y=2k+2)

| L.k(p)| < Clog

11— pl

por lo que concluimos, como en el caso anterior, que g; € L*(u)
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3. Sl n—1< y <n
|Lx(p)| < C|1L — p| T2 2 = C|1 — p| 77+t

entonces,

siempre y cuando s(y—n+1) < 1, lo que es equivalente a o+ > (n—1) (% — %)

Entonces, ||g1]| s () < +00.

Si g = 0o, al igual que en el caso anterior, haciendo abuso de notacién podemos escribir

) —B d
_ P p\ dr
P T e) = [l (2) S

r r

=wnz (Vp" ) (p7 L, 1 (p))
Luego usando la Desigualdad de Young tenemos

]P0l ey =llp™ P Ty0(p) | £oc 0
<wn—al[vo(p) 0" 1oy 107 L (Pl o

Usando nuevamente coordenadas polares podemos ver que

[t 22
0 P

|n—v—5—% || Lo ()

1 n—~— 1
72 00(0)0" oy = (
—lwo(lal)le
" ol o

ya que la condicion
1 + o+
R i
D n
implica que

n
n—v—ﬁ—gza
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Solo resta ver que ||p~°1 K)oy < 00
para ello escribimos

_ / & A /dp
0 Loy = [ o 1Lt L

1-e 14
A /dp A /dp
= [l [ i
0 P 1—¢ P

=I+11+1I1

Luego

1—¢ , /dp 1—¢ ,
I= [ ol L <c [y
0 P 0

pues I, x(p) es continua para p # 1
y la integral resulta acotada si —fp’ > 0y esto se cumple ya que 5 < 0

/ oL ()P
14¢ p

Para II vamos a usar el lema 2.1.2] ya que p ~ 1, y por lo tanto vamos a considerar

los siguientes casos
1.Sio<y<n—1
1+e , /dp
n=[ e <c
1 p
ya que [ L x(p)] < Cry
2.8y=n—-1
14€ d 14 1
— B / p _ An
1= / 7| L)l L~ / 7, (mg—
1—¢ ! P 1—¢ ! ‘1 - p‘
sl usamos que:
1 1y
log7<0<7) (paral—ec<p<l+4e y
1= pl 1= pl

obtenemos

)%
p

0 >0)

14e 1 P’ d 14e 1
—pp’ P —pp’'—1
e (kng—) L <, / p T dp
/ TPl e T 1= pfe

1+e ,
<C/ 11— p| =" dp
1

—&

y esta integral resulta acotada si —dp’+1 > 0, para eso basta con tomar 0 < § < z%
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3.Sin—1<~v<n
14 , /dp 14 ,
= [ oLl L [ e g,
1—¢ p 1—¢
y estd ultima resulta acotada si (—y+mn—1)p' +1 > 0, lo que resulta equivalente

a la condicién a + 5 > (n — 1) (—%)
Nos resta ver que pasa con III
& / / d
N
1+e P
cuando p — +o0 podemos observar que

L k(p) ! /1 1= t2)k dt ~ G (con Cr = /_l (1- t2)kdt)

= (p=2—=2p~ 1 4 1)% P 1

con lo cual - J -
[ oIl L~ [ o
1 P 1+¢

+e

y esta resulta acotada si —3p'—vp’ < 0 y nuevamente si reemplazamos vy por n—a— 3 —%
esta condicion se traduce en o < z%

Entonces ||p_51%k(p)||Lp/(u) < 0.
Y con eso concluye la demostracion. O
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Capitulo 3

Espacios Potenciales

3.1. Introduccion

Los espacios de Sobolev de orden entero suelen definirse en término de sus derivadas,
como es el caso de la clasica definicion:

Definicién 3.1.1. Dado un dominio 2 C R™, para k € N se define
WEP(Q) = {f € LP(Q) : D*f € LP(Q) con |a| <k}
donde o € Nj un multiindice.

donde la derivada D“f debe entenderse en el sentido de las distribuciones. Se suele

notar al espacio W*?2 como H*.
En el caso de p = 2 se puede definir el espacio de Sobolev W*2(R"™) (o H*(R™)) haciendo
uso de la transformada de Fourier, como veremos en la siguiente definicion.

Definicién 3.1.2. Sea k € N
HMR") = {f € LA(R") : (1 + [w[>)**f(w) € LA(R")}

Notemos que si p = 2 ambas definiciones son equivalentes, es decir, W*2? = H* |
Equivalencia que podemos encontrar en [7].
A partir de esta definicién podemos definir los espacios de Sobolev de orden fraccionario
(para cualquier s > 0 real)

Definicion 3.1.3. Sea s > 0 un numero real,

HY(R") = {f € L(R") : (14 |w]*)**f(w) € L*(R™)}
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En este capitulo estudiaremos los espacios de Sobolev de orden fraccionario basados
en LP(R") para 1 < p < oo. Una forma de definir estos espacios, conocidos como

espacios potenciales, es a partir del operador (I — A)_s/ 2 que podemos definir usando
transformada de Fourier (para funciones en la clase de Schwarz ):

(1= 8)"g=F " (14 |w])**F(g)) = Cs g

donde
Gs(w) = F! ((1 + \w|2)_s/2)

que es conocido como el potencial de Bessel. Luego usando un argumento de densidad
podemos definirlo para funciones en LP(R")

Definicién 3.1.4. Seans >0 e Ryl <p < oo
HPR)) ={feL’P(R"): f=I—-A)""g con geLR")}

Observacién. Si k € N y 1 < p < oo, tenemos que H*P(R™) = W*P(R") (ver [17,
pdg. 135])

Definicién 3.1.5. Sea f € H*P(R"), entonces existe g € LP(R") tal que f = G * g,
definimos la norma en H*P(R™) como,

[ s ey = l9]l e @n).-
Como consecuencia de la siguiente proposicién podemos observar que la norma esta
bien definida.

Proposicion 3.1.1.
Gs*x g1 =Gs % g2 = g1 = g2

Demostracion. Sea ¢ € S

< Ggxg1, 0 >= / (Gs* q1)(x)p(z) do = //Gs(y —2)g1(2)p(x) dv dy =

/gl(:c)(Gs x p)(z) de =< g1,Gs x ¢ >

como Gy x g1 = Gs* g2 = [(g2— q1)(Gs xp)(x) dv = 0 Vp € S, para ver que
go — g1 = 0 basta ver que G, x ¢ estd en S para toda ¢ en S,
supongamos que ¢ € S y tomamos P(z) = (1 + 472[z[2)”* (), como h €S, FE S y
por lo tanto ¢ € S,
luego
@E = (1 + 47r2|:1:|2)_8/2
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=Y ==Gs*p
:»/<gl—g2><asw><x> dw:/<gl—92>¢ e Ves

= 91 = G2
U
Proposicién 3.1.2. Sea 0 < s < n. Entonces G5 es una funcion suave en R™ ~ {0}
que satisface Gs(x) > 0 Vz € R". Mds aun, ezisten C(s,n),c(s,n),Cs,, constantes

positivas tal que
Gy < C(s,n)e w2 si|z| > 2

1 Gs(x) .
< < <2
G S How) S c(s,n) si|z] <
donde
|z + 14+ O(|z|*"2) si0<s<n
H(x) = log (&) +1+0() s =n

1+ O([z]*™) s>n

Demostracion. La demostracion es andloga al desarrollo realizado para el potencial de
Riesz. Para a,s > 0 tenemos la identidad de la funciéon Gamma

1 * dt
-s/2 _ —tats/Z i
¢ T(s/2) /0 ‘ /

—s/2 1 < 22162) 570 dt
(14 amtigf) 7 = e [ et O

antitransformando en ¢ y usando que e~ 7l * es igual a su transformada se obtiene
2 —_ Z s—n dt
Gy = BV " / ete 45 (3.1)
T(/2) s

entonces G4(x) > 0 y suave en R” — {0}.
Ahora si suponemos |z| > 2, entonces t + \w\ >t+1 + v ademds t + |m| > |x|, entonces

que usamos para obtener
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por lo tanto, cuando |z| > 2 se tiene

|Gs(z)] < % </ e;e%&tt%"%) e = 57n67‘2x‘.
0

Cuando |z| < 2, escribimos G4(z) = Gl(z) + G*(x) + G21(x), donde

O (e) (2\(/5_/)2) /0 ey

S R
i) -G [ et
G (x) = (2\(/5_/)2) /4 ek

como |z| <2, sit <1 se tiene t|z|> < 4 y por lo tanto

o)l L[
R el

eyl
2 . . —17 |2
ademas como 0 < % < i, si0<t<4setiene e <e'"a <1,y por lo tanto
. dt 2|z — 257::1 si0<s<mn
Gi(x)%/ t%7 =4 2log (%) s=n
|2 L2s—n+1 L|x|s—n s>n
Ss—n s—n

s -1 1212
por ultimo, usando que e T <ew < 1, se tiene que

C1 S Gg(.ﬁl]) S Co

y combinando las tres estimaciones se obtiene que

1 Gy(x)
o) S M) =)

Proposicién 3.1.3. Para s >0, G, € L'(R")
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Demostracion.

|Gs(2)| dx :/ |Gs(x)| do +/ |Gs(x)| do
R {l=|<2} {l=|>2}

=I+1II.

Luego usando la Proposicion B.1.2] tenemos que,

H:/ G (2)] g/ 2 gy <
{lz|>2} {lz|>2}

y como para |z| < 2 tenemos,
Clx|*—™ si0<s<n
Gu@)| <{ Clog (&) s=n

E]

C s>n
se sigue que,

[— / Gy(2)| dz < C
{lz[<2}

por lo tanto G, € L'(R™). O

Corolario 3.1.1. Sis >0, f € LP(R") y 1 < p < oo tenemos que

IGs * fllo@ny < 1fllzo@n)-

Demostracion. Usando la desigualdad de Young

|Gs * fller@ny < ||Gsllor@n) || fllzr@ny = Cll f]lzr@n)

Observacién. Es inmediato del corolario que H?P(R™) C H*P(R") y que

||f||Ha»P(Rn) < ||f||H/J‘,p(]Rn) st ﬁ >«

ya que si f € HPP(R") entonces existe g € LP(R™) tal que f = Gg*g y como 8 > «
puedo tomar h > 0 que cumpla B = o+ h, de esa manera

f=Ggxg=GCGarn*g
f=(GaxGp)xg=Gox(Gp*g)

luego
| f|zar@®ny = [|Gr * gllr@ny < CllgllLr@ny = C|| ] ror@n)
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Proposicion 3.1.4. Sean 0 < s < n yl < p < q < oo que cumplen
Entonces para toda f € LP(R™) existe una constante Cp, 4, < 00 tal que

HGs * f“Lq(Rn) < Cp,q,mSHfHLP(R”)

Demostracion. Por la proposicion B.1.2] sabemos que

1_ 1
P q

|Gs(2)] < Cla™"

entonces

|G f ()] S/ Gy —)[[f(y) dy < C . ly — 2" [f ()| dy = CT, (1)

n

luego usando el Teorema [[.2.1] con v = n — s tenemos que,

| T s ()l zomny < Cll fllzr@ny

ya que para vy =n — s, la condicion % = % + 1 — 1 es equivalente a % —

Q=
Slw

De esa forma se obtiene,

|G * fllLagny < C|lfllLe@n)-

Finalmente si nos restringimos al espacio de funciones con simetria radial

Hog(R") = {f € H*P(R") : f(x) = fo(lz])}

obtenemos el siguiente teorema, que es el que nos va a permitir demostrar los teoremas
de inmersién (para funciones radiales) junto con los resultados estudiados en el primer

capitulo.

Teorema 3.1.1. Sea f € HP(R") = f = G, * g, donde g es una funcion radial de

rad

LP(R™).

Demostracion. Basta ver que goR(z) = g(R(x)) = g(z), para toda rotacién R € SO(
Tomemos (g o R, 1) con ¢ € Sy definimos

o= (1+ |x\2>s/2$)v es

con lo cual
§=(1+ |z}
Y= (1+ )5 = Gazc/\w
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luego

entonces,

= (9o R,Gyx ) = (g, (Gsxp) o R™Y)

(poR™Y)) = (g9,Gex (po RY))
Gyxg, 0o R™) = (f,po Ry = (foR,¢p)
fr0) =(Gs*xg,0) =(9,Gs* ) = (g,9)

por lo tanto
(go R, ¥) =(g,0) Ve

es decir,
go R(z) =g(x) VR e SO(n)

O

3.2. Lemas de Ni y Strauss para espacios potencia-
les

En esta secciéon mostraremos una generalizacién de los lemas de Ni y W.Strauss
(ver [19] y [12]) para espacios potenciales. Estos teoremas serdn de gran utilidad para
demostrar los teoremas de inmersién de espacios H*P(R") en espacios LP(R") (o en
LP(|x|°,R™)) para funciones con simetria radial.

Teorema 3.2.1. (Lema de Ni para Espacios Potenciales) Seann > 1, 1 <p < ooy
1/p < s <n/p. Entonces

[f(@)] < Cula] =22 £]

Hep(R")

para toda f € HP(R™) .

rad

Demostracion. Sea f € H*P(R™) una funcién radial, entonces existe g € LP(R"™) radial,
tal que f = G, *x g, y sabemos que

|Gs(2)] < Cla™"

luego

f(z) = Goxg(z) < |Gexg(@)| < [ Gu(y—2)lgy) dy < [ Cly—2""|g(y)| dy = CT,—s(|g])

Rn R™
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entonces
|x‘(n—sp)/p|f(x>| < H|x\("_sp)/prLoo(Rn < H|$‘(n_sp)/st *gHLoo(Rn) <

< Cll2| =P Ty (g1) [l o=y

tomando a =0, 8 = —(n—sp)/p,y y=n—s,secumple 0 <y <n,a<n/p, <0,
at+f>—(n—-1)1/p)yl=+ &P por lo tanto estamos en condiciones de aplicar
el Teorema 2.1.1], obteniendo la siguiene desigualdad:

2|2 f ()] < Cllle) =P P T (gDl 2@y < Cllgllzn = ClLf Lo

y finalmente

[f(@)] < Cla|~ P2 £]

HeP(R™)
]

Observacién. Si en el teorema anterior tomamos p = 2 y s = 1 y notamos que
H'2 = H' obtenemos la desigualdad de Ni para funciones radiales de H' (ver [12]).

[f(@)] < Cla|"" 22| f|m

Teorema 3.2.2. (Lema de Strauss para FEspacios Potenciales) Sean 1 < p < oo y
1/p < s < n. Entonces

(@) < Cula] ™) fll ameny
para toda f € H>P(R™).

rad
Demostracion. Sea f € H®P(R™) una funcién radial, entonces existe g € LP radial
g = go(|x|), tal que

f=Goxg= [ glo= G dy

Notemos que G es decreciente, como puede verse facilmente de (B.1]).
Fijamos a > 0 y partimos la integral en las coronas 2¢~1a < |y| < 2¥a con k € Z

Gy *xglx) = / z—y)Gs(y) d
glx) =Y ” 1a<|y‘<2ka}g( Y)Gs(y) dy

keZ

< G2 a) / g(z —y) dy

s {ly|<2*a}

=> G.(2"a / 9(% — Y)XBo2ta)(Y) dy

kEZ

= Z GS(Qk_la) 9 * XB(0,2%a) (z)

keZ
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veamos como se comporta la convolucion entre una funcién radial y la caracteristica de
una bola ( g * xBo,r) )

g * XBo,r)(T) = /

observemos que si y € B(x, R) entonces

(W) xom (@ —y) dy = / o) B () dy

n n

|z =z —y+y| < |z —yl+ |yl < R+ |yl

yl=ly—v+a| < |z —y[+ x| < R+ x|

con lo cual,
2| = R< |y| < R+ |z

tomando coordenadas polares
y=ry r=Jyl yes

r=pr p=lz|] eSS
obtenemos

p+R
/ 1 90(r)XB(a,r) (ry)r" " dy’ dr
sn—

p+R
_ / 0o(r) ( / Vo (1) dy/) 1 dr.
p_R Snfl

/ XB@,r) (1Y) Ay’
Snfl

Analicemos la integral

para ello observemos que,

2+ p? — R?

/ ’oo
XB( ,R) (Ty ) X[to,l} (ZE Yy ) con 0 2Tp

pues,

ry' € B(xz,R) & |z —y| = /r2+p2 —2rpt <R
s P4 pP = 2rpt < R
r2 4 p* — R?

<t donde t=2x'y
2rp
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veamos que to < 1,
N itk L
2rp

sSrP4+pP—R*<2rp

o4 pP—2rp < R?

s (r—p?<R?

S|r—pl <R

Sp—R<r<R+p
si ademads se cumple ¢y > —1, estariamos en condiciones de aplicar el Lema 2.1.1]
r? 4 p? — R?

2rp

P4+ pP—R*> “2rp
SrP4pP+2rp > R?
o (124 )2 > R?
Sr+p=r+p/>R

to> -1 > 1

luego como r > p— R =1+ p > 2p — R, entonces si pedimos que p > R tenemos que
to > —1 y por lo tanto aplicando el Lema 2.1.1] obtenemos,

1
/ XB(r) (1Y) dy = / Xito,1) (") dy' = / Xy () (1= %) T
Sn—1 Sn—1 —1

Luego si p > R tenemos,

p+R
goxmon(e) = [ [ g am )y dr
p Sn=

p+R
:/ 9o(r) (/ XB(@,r) (1Y) dy’) " dr
p—R Sn—1
pt+R 1
:/ go(r) (/ Xito,1] (1) (1 - t2) dt) =1 dr
p+R n-3
/ /go (1—¢*) 2 " Hdtdr

ahora utilizando la desigualdad de Holder

/

p+R 1/p p+R 1 . p 1/p'
9% Xpo,R)(7)] = go(r)[Prtdr 1132 dt) rmldr
(0,R)
p—R p—R to

<llgllrmmyAlp)
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donde,
1/p

A(p) = (/p:R (/ﬁ)1 (1-1)7 = dt)p/ Pt dr)

Buscamos acotar A(p), para ello primero acotemos la integral interior
1 nes 1
/ (1—1&2) dt = / 1—8)7 (1+)7 dt

to
<2—/ (1-1)"

<C, (1- to)
Sustituyendo,
(n=1)p’ 1/p'
p+R 2 2 R2 2
A(p) <C, / (1 — L) r" ! dr
p—R 2Tp

(n—1)p’

tomando u=r/p,u € [1 — R/p,1+ R/p|

(n=1)p’

o [ // (1_<1+<u>2—<R/p>2)) S

(n—1)p’
2 —1—(u)?+ (R/p)?\
u (;) + (R/p) ) a1 du
u

(n—1)p’ 1/

(
o [ /11+R/f’<<R/p>2—<1—u>2) Ty,
(

el [ (- (5 ™)) o

1/’

1/p’



Notemos que el exponente (n—1)(1— %) no es mayor que —1 en general, luego la integral

no va a ser integrable en el origen. Si pedimos que p > 2R, estaremos integrando en el
intervalo [1/2,3/2], donde el integrando es acotado, y por lo tanto nos queda,

Alp) <CLR" < oy R)
P

SCan—l—i-l/p'p—(n—l)/p
:Can—l/pp—(n—l)/p

por lo tanto, para p > 2R tenemos que,
9% XBo.R) ()] < CuR"HPp™ =0/ g]| o eny

Veamos que pasa si p < 2R,

9+ xmon@] < [ oot - ) dy

) 1/p'
<ol ([ 17 )
B(0,R)

<Cullgll o (@n) R

y tendremos que
C,R"P < C, RV~ (NI o y(n=D/p < ¢ grt/en/e — ¢ g1/
luego esta desigualdad se cumple con C,, = 2*=1V/? pues
p < 2R = pn=V/P < (2R)(-Y/
con lo cual tomando C,, = max{C,, (2R)"~V/P},
9% XB0,.R) ()] < CoR"Pp= VP gl 1 my

finalmente hemos probado el siguiente lema

Lema 3.2.1. Sea g € LP(R™) radial, entonces
|9 % XB(0.R) ()| < CuR"HPp= =0/ g]| Ly geny

Volviendo a la demostracion del teorema, teniamos

|G x g(x |<ZG 2kt )|9*XB(02’“ )( )|
kez

55



aplicando el lema anterior

G * g(x)| < Cllgllzrgn |x‘—(n—1)/10 Z Gs(2k—1a>(2ka>n—1/p
keZ

ahora si consideramos r, = 2*~'a vemos que,
Ary =Ty — T = 2k=1g
luego podemos escribir la suma anterior como

> G2 a)(@ ) 2 = O G ()P A

keZ keZ

y esta es la suma de Riemann para la integral,

/ Gs(r)r"_l/p_l dr
0

por lo tanto si hacemos a — 0 obtenemos

|G * g(2)] §C||9HLP(Rn)|I\_("_1)/p/ Gy (r)r"= 1=t ar
0

:C||9||LP(W>|II_("‘W”/ Gy(z)|z| 7P dx

<C|lgll zoem ||~V

ya que
/ Gy(z)|z| 7P dr < 400

pues,

/ Gy(z)|z| ™V dx :/0 Gy (r)yrn=YP=1 dr
2 00
:/ Gy(r)rm/p=1 dr+/ Gy(r)r=1/r=1 qr
0 2

2 00

S/ Crs=nypn=1/p=1 d7‘+/ Celel/2pn=1/p=1 gp.
0 2

<C,

para s — 1/p — 1 > —1, que es equivalente a pedir que s > 1/p
finalmente podemos concluir que

(@) = G * g(2)] < Cllgllzrgn 2| = Cull fll srewem ] =~

que es lo que queriamos probar.
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Capitulo 4

Teoremas de inmersion

En este capitulo enunciaremos y demostraremos teoremas de inmersion de espa-
cios potenciales H*?(R™) en espacios L(R"™) y en espacios con pesos LP(|x|¢,R"™) para
funciones radiales. Estos teoremas son de gran utilidad en la teoria de ecuaciones di-
ferenciales en derivadas parciales, en particular, resulta de fundamental importancia
conocer cuando las inmersiones en los espacios L? (o LP(]z|¢,R™)) resultan compactas,
ya que esto nos permite demostrar teoremas de existencia para ecuaciones no lineales,
por medio de métodos variacionales.

El teorema de inmersién sin pesos fue demostrado por Lions (en [13]), usando el
método de interpolacién compleja. Y recientemente en un trabajo realizado por P. De
Népoli e I. Drelichman ( ver [3]) se puede encontrar la demostracién del teorema de
inmersion con pesos. En esta tesis daremos una versién mas débil de estos teoremas, ya
que agregaremos la condicién s > 1/p, que nos permitird dar una demostracién sencilla
que utiliza los resultados analizados en los capitulos anteriores.

Teorema 4.0.3. Sean 0 < s <n/p, 1 <p < q<p*=-"L. Entonces

n—sp

1F 1| oqeny < ClIf || zz50 gny

Demostracion. Sea f € H*P(R™), entonces existe g € LP(R") tal que f = G x g, luego

| fllze@ny = [|Gs * gllr@ny < ||GsllLr@myllgllze@ny < Cllglle@ny = Cl f || 5o @ny

Ademds como |G,(x)| < Clz|*™" tenemos que

fl<c l9(y)

dy =CT,_s(|g
o T2 — {4l
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y usando el teorema de Hardy-Litletwood-Sobolev [L2I] tomando ¢ = p* y v =n — s
obtenemos

1f 1l 2o @y < Cllgllze@n) = ClI £
Ahora tomamos ¢ = vp+(1—v)p* (0 < v < 1), y usando Hélder obtenemos la siguiente
desigualdad
1—-v
P dz)

[ Aprae= [ g < (/ ) (/ 1

Hs(R)

1 V)
<1 o L1 oy < ClLE IRy L i
<O
Por lo tanto
[flza@ny < Cllf rsmen)
que es lo que queriamos probar. O
Teorema 4.0.4. Sean 1/p<s<n/py 1 <p<q<p*=- ’;p, entonces se tiene la

inclusion compacta
H»P(R") C LY(R™)

rad

Demostracion. Sea (fi),eny € H*P(R") una sucesién de funciones radiales acotada en
H#P(R™), queremos ver que existe una subsucesién ( fkj) convergente en LI(R").
Aplicando el teorema de Kolmogorov basta ver

1. (fx) acotada en LI(R™)

2. (fx) equicontinua en L?(R™), es decir, si tomamos A, f = f(z+h)—f(x) queremos
ver que dado € > 0, existe 6 > 0 tal que si |h| < 0, entonces | A fi|/Lomn) < €
para todo k > kg

3. para todo £ > 0, existe R > 0 tal que f|m|>R |fe]? de < e
Veamos 1)
Usando el teorema [4.0.3] tenemos que
1 fellagrny < I ficllrswren)

y como (fr) es acotada en H*P(R™), entonces ( fx) resulta acotada en L¢(R").
2)
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Como f, € H¥P(R™), entonces f, = G * gi, con g € LP(R™), luego tomando r tal que
% + % = % + 1, y usando la desigualdad de Young obtenemos

AR fillLawny =[|AR(Gs * gi) || Logn)
=|| (ALGs) * gil| La(rn)
<NARG || zr@ny 198l Lo @y

luego como g, € LP(R™), ||gk||zr@ny < C, y si G5 € L"(R") se tiene que dado € > 0, exis-
te d > 0 tal que si |h| < §, entonces ||AyGs||Lr@ny < €/C'y por lo tanto ||Ap fi||Lemn) <
E.

Veamos que efectivamente G € L"(R™), para ello vamos a usar la proposicién B.I.2I

Consideramos
/ |Gs<x)vdx:/ \Gs(x)\rdx+/ Ga(@) da
n |z|<2 |z|>2

cuando |z| > 2 la integral converge para todo r pues G(z) ~ e~171/2
cuando |z| < 2

2
/ |Gs(x)|" dx <C (Jz[*™)" da = C’/ (™) p* " dp
|lz|<2 |lz|<2 0
2
:C/ p(s—n)r—l—n—l dp <C
0

ya que (s —n)r+mn >0, pues%:%+1—%yq<p*.
Por lo tanto G € L"(R").

Por ultimo veamos el punto 3)

En este caso usaremos el teorema

[ in@rdr= [ p@pa@p d
|z|>R |z|>R
<o [l el

|z|>R

<CR™ ™5 (@)%
<CR™ "V T||f ()]
<CR " V%" < ¢

Hs:P(R™) |fk( )|p dx

RN N1

H&P(R")

tomando R suficientemente grande, ya que —(n — 1)% < 0. Para finalizar hemos visto
que dado € > 0 existe R (independiente de k) tal que f\x\>R | fr(x)]? dx < e, para todo
keN O
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Antes de enunciar los teoremas de inmersion con pesos, vamos a considerar el si-
guiente lema.

Lema 4.0.2. Sean 0 < s < n/p, ¢ > —n tal que (1 — sp)c < (n — 1)ps,

Yy ph = pﬁ"_—t;) . Entonces

1217 £l oty < Ol 15y
para toda funcion radial en H5P(R™).

Demostracion. Sea f € H P (R™), entonces existe una funcién radial g € LP(R") tal
que f =G g,
ademas si observamos que G4(x) < C|x|*™" tenemos que

|G * g] < CTus(|g])
y por lo tanto

1772 1l o ey = Nl/P G % gl o ey < Cleel P Do (|9 1t o

—C

Ahora si consideramos ¢ =pl, y=n—s,a=0y = o estamos en condiciones de
aplicar el teorema 2.1.1], ya que

siy=n—scomo 0 <s<n/p,setiene 0 <y <n

claramente si @ = 0 se cumple a < n/p’

f==<<Zpuesc>-—-n
p: TPt T a

a+p>(n—-1) (%—%) pues ¢(1 — sp) < sp(n—1)

1 _ 1 atB+y x _ p(n+c)
T =T T —lyaquep; ===

Entonces

1]/ 1l oz ey < Il P T (|9 o2 ey < Cllgllzo@ny = Cllf rsneny

Teorema 4.0.5. Sean 0 < s <n/p, 1 <p<qg<pi= 2t0) - Brtonces

n—sp °

21 f || Logny < C fllzrsr ey

(n—1)(g—p)

para toda funcion radial, donde —ps < ¢ < ”

Observacién. Para describir mejor la region determinada por las inecuaciones (A1)

y (4.2)

. _ p(n+c)
P<q<p = (4.1)
n — 8Sp
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(n—1)(¢g —p)

—ps<c< —m——= (4.2)
p
podemos observar que la condicion
n—1)(q—
.o (n=1(g—p)
p
la podemos reescribir como
L(c):=p+c <
() =p+e——2<q

del mismo modo podemos reescribir a (4.1)

Entonces si graficamos en el plano los valores admisibles (c,q) obtenemos una region
determinada por las rectas L,U,V .
Tenemos que distinguir los casos de acuerdo a los valores de sp.

1. Si sp < 1 tenemos un c* cota superior de los valores posibles de ¢ dado por la
interseccion de las rectas L y U, es decir L(c*) = U(c*), ya que como

L(c) < q<U(e)

tenemos que L(c) < U(c) & p+ct5 < p* + 2

n—sp
p+c P <p*+c
n—1 n — sp
C( p P )<p*_p
n—1 n—sp
1 1
c( — )< n —1
n—1 n—sp n — Sp
n—sp—n+1 n—n-+sp
<
(n—1)(n— sp) n— sp
1—sp sp
<
C((n—n(n—sp)) n—sp
L —1)
1—sp
de donde
. _ spn—1)
c =
1—sp
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con el cual obtenemos el valor maximo para q

Sp2

1—sp

Gmaz = L(C*) =p+

y como ademds U(—sp) = V(—sp) = p concluimos que la region descripta por
@) y (E2) es el triangulo de vertices (—sp,p), (p,0) ¥ (¢*, Gmaz)

A

q

Gma

Figura 4.1: Ry, s < 1/p

2. Si sp =1 las rectas U y L son paralelas y para todo ¢ se cumple L(c) < Ul(c),
como ademas ¢ > —sp y p < q, obtenemos la siguiente region
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—5p c

Figura 4.2: Ry, s =1/p

. Si sp>1 la condicion L(c) < U(c) nos dice

p+c P <p*+c
n—1 n — sp
C( p P )<p*_p
n—1 n—sp
1 1
c( — )< n —1
n—1 mn—sp n — Sp
n—sp—n+1 n—mn-4sp
<
(n—1n—sp)) = n—sp
1—sp sp
<
C((n—n(n—sp)) n—sp
Lo —1)
1—sp
sp(n—1)

ademds ¢ > —sp, luego como —sp > pl_ , solo tenemos una cota inferior para
c y por lo tanto obtenemos una region abierta comprendida entre las tres rectas,
como podemos observar en el siguiente grafico.
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—Sp C

Figura 4.3: R3, s > 1/p

Demostracion. (del TeoremaE(0LH) Si consideramos el par (¢, ¢) € R? podemos observar
que pertenece a las regiones Ry Ry o Rz (ver las figuras BIA2 E3) si s < 1/ps=1/p
y s > 1/p respectivamente

1. Si consideramos s < 1/p, (¢,q) € Ry, y por lo tanto podemos escribir
q¢=(1—v)p;+vp

donde (¢, p%) son las coordenadas del punto de interseccion entre la recta que une
los puntos (0,p) y (¢,q) y la recta de ecuacién U(c) = pnte) v g <y <1

n—sp
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q
quL _______________
>
// I
~ % s |
(C7p~ // |
P] !
(C,/Q)/ :
. |
- |
I p (O,p) :
: |
| l
I
—Sp c* c =

Figura 4.4: Ry, s < 1/p

ademés podemos observar que ¢ = g
entonces utilizando la desigualdad de Holder

P da

e I

]
(o) (L)

. &/t p11(1—=1)p
= el £
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luego como (¢, p%) € Ry se tiene 0 < s <n/p, ¢ > —n,y

Pz —p

c<(n-1)

pé<(n—1) M—p)

1)p(n +¢) — p(n — sp)
n— sp

(n — sp)pé < (n — 1)(pc + sp®)

npé — sp*é < npé + nsp? — pé — sp*

pé — sp®e < sp*(n — 1)

(1= sp)pé < sp*(n—1)

(1 —sp)c<sp(n—1)

pé < (n —

Estamos en condiciones de aplicar el lema [4.0.21 y por lo tanto,

1121/ fl| oy < CIIF]

(1-v)p?
N Tl

woo@n = Cllf|

q
HoP(R™)

Finalmente
2] f || Ly < C|If]

que es lo que queriamos probar.

Hs,p(Rn)

Observacién. Para s < 1/p podemos considerar ¢ < (”_1;& ya que i tomamos

un par (c,q) para el que se cumpla esta la igualdad podremos hallar el punto de
interseccion (¢,pi) € Ry y como

i<(n-1E"L o (1-sp)e<spin—1)
p

se cumplen las hipotesis del lema[{.0.9 y la demostracion se sigue de la misma
manera.

. Si consideramos s = 1/p, (¢, q) € Rs. Aqui la demostracién es exactamente igual
al caso anterior, ya que podemos tomar nuevamente

q=(1—v)pz+vp
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—5p c

Figura 4.5: Ry, s = 1/p

. Finalmente si consideramos s > 1/p, (¢,q) € Rz, podemos observar que si ¢, ¢
cumplen ademds la condiciéon ¢ > £ 2C TP la demostracion sigue como en el
caso s < 1/p
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Figura 4.6: R3, s > 1/p

p
n—sp

Ahora bien, si cumplen con ¢ <
diferente.
Entonces para ¢ <

¢ + p, tenemos que usar un argumento

p
n—sp

¢ + p, tenemos

q—p q—p
(n—sp)——<c<(n—1)—
p p

luego

et ey = | LolFL11 da

— ¢ qd c Qd
/@m f “/M 2] f1 do
—(1) + (1)

en () usando la desigualdad de Ni (8.2.1]) del capitulo anterior y ¢— (n— sp)% >
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0, obtenemos,

(1) = / 2l¢f]7 do = / 2| f7 | f1P da
|z|<1 |z|<1
< [ el Ol
|z|<1

c—(n—sp) =P
<C||f|Hs,,(Rn/ 2|~ NS FP da

|lz|<1

Hs P(Rn) /x<1 ‘f|p dx

<O [ 1117 do
<l
<l
<l

fIP dx

<CI 1%

e ,,(Rn I @y

Hss p(Rn ||f| Hs:P(R")

H&P(Rn)

n (/1) usaremos la desigualdad de Strauss B2.2) y ¢ — (n —1)£2 <0

(11) = /| a1 e = / S da

ton (e | 17 d

c n 1
< [ JaleCla 1
|z|>1
c—(n—1)4=P
<Oty [ Lol da

|z[>1

Hs P(Rn) /x>1 ‘f|p dx

<CUf e [ 1117 do
<CIfI%.
<CIfI%
<1

<CI 1%

e ,,(Rn e @y

Hss p(Rn ||f| HsP(R")

Hs,p(Rn)

Por lo tanto

2] 11§y < (1) + (1T) < O £1I3

HsP(R")
entonces,
129 £ | agny < CILF Nl oy
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p(ntc)

n—sp

Teorema 4.0.6. Sean 1/p<s<n/py 1<p<qg<p*= , entonces se tiene la

inclusion compacta

H>P(R™) C LYR", |z| dx)

rad

(n—1)(g—p)

donde —ps < ¢ < ’

Demostracion. Sea (fx)ren una sucesion de funciones radiales acotadas en H®P(R"),
queremos ver que existe una subsucesién convergente en LI(R", |z|° dz).

Si consideramos el par admisible (¢, ¢) € R? como s > 1/p, podemos observar que se
encuentra en la region abierta
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Figura 4.7: Region abierta (s > 1/p)

Y por lo tanto podemos tomar los puntos (0, g5) y (¢, G). Donde gs = p+4d con § > 0
lo suficientemente pequeno para que se cumpla p < g5 < ¢, v (¢, ¢) el punto sobre la
recta que une los puntos (0,¢s5) v (¢, q) perteneciente a la region .71 Como se puede
observar en la siguiente figura
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Luego, como en la demostracién del teorema anterior, podemos escribir

g=(1—-v)q+vgs con 0<v<l1
c

o
I

1—v

Por el teorema [4.0.4] (aqui es donde necesitamos la restriccién s > 1/p) sabemos que
para g5 la sucesion (fi)ren tiene una subsucesion convergente en L% (R™). Veamos que
esa subsucesiéon es también convergente en LY(R", |z|® dz). Para ello vamos a probar
que si (fx;)jen es una sucesién de Cauchy en L% (R") también lo es para L/(R", [z|° dx).

9 dx

] fr, = fr,)

) = / 2l — i,
RTL
:/ 120°| fr; — Fusl Y ey, — S
R?’L

1—v v
S(/Rn|93|ﬁ|fkj—fkiqd93) (/Rn|fkj—fki|q5 dﬂ?)
1-v v
il — .94 — f. |
< (/Rn 2] fr; — fri SC) (/Rn | e, — fri x)

Aplicando el teorema [£.0.5] al primer factor, tenemos que

(/Rn ||| fr, — f,

vqs d[lf

1—
Hs,,/p(Rn) S C

1—v
@dx) < Cllfe — fu
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Y como ademas (f,);jen es una sucesién de Cauchy en L% (R"), dado ¢ > 0 existe j(¢)

</ | fr; — fr|® dfc) <e
-

tal que si i, > j(¢)
|||37|C/q(fkj - fki)”Lq(]Rn) <e€

que es lo que queriamos probar.

Finalmente
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Apéndice

Lema 4.0.3. Seant >0, n,& € S"!, entonces

d
[
gn-1 [t& —n|"

Demostracion. Si tomamost < 1,t£ € Sty

Ty
Wn—1 gn—1 |t€ — T]|n

ya que, como podemos ver en [0], u(t§) = 1 es solucién de

{—Au = 0 en S"!

u = 1 en 0S"!

entonces

d
/ L cop-t <o -t
sno1 [t —m|”

Ahora para t > 1, tomamos t = % < 1, entonces
1 — &g / dn
Wn—1 gn—1 ‘fg —n|"

t& —n|™ = |1 — 2t cos(&, n) + £

luego si obsevamos que

donde cos(&, 1) es el producto interno entre £ y 1 ,tenemos

Ry "
g1 [t —n|n Jgno1 |1 — 2t cos(€,n) + £2[n/2

_ / dn
sn-1 |21 — 2t cos (&, m) + 2[/?

S |1 = 2t cos(€,m) + t2|n/2
d
[
gn1 [t&—m|"
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entonces

d
/ ol - 2 = O — T Lt < O —
g1 [t§ —m|"

Finalmente para todo t > 0

d
/ M oy g
gn-1 |t§ —n|"

Teorema 4.0.7. Seant > 0, n,& € S !, entonces

d
/ 7n§0|1_t|—v/n
gn-1 [t& —n[7

Demostracion. Usando la desigualdad de Jensen con ¢(x) = 2™/7 y el lema anterior

tenemos y
d e d
s
gn-1 [t§ — |7 gn-1 |t§ —n|"

d
/ 7n§0|1_t|—v/n
gn—1 [t — |

por lo tanto
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