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Introducción

El punto de partida de esta tesis fue el estudio de las acotaciones con pesos potencia
para la integral fraccionaria (o potencial de Riesz)

Tγf(x) =

∫

Rn

f(y)

|x− y|γ dy 0 < γ < n

en el caso en que f(x) = f0(|x|) es una función radial de Rn, basándonos en el trabajo
realizado por P. De Nápoli, I. Drelichman y R. Durán en [4].

El estudio de este operador se remonta al trabajo de Marcel Riesz (ver [14]) de 1948,
del cual recibe su nombre, y fue estudiado por diversos autores a lo largo de la historia,
como por ejemplo Hardy y Littlewood, Stein y Weiss, Sawyer y Wheeden, por nombrar
algunos de ellos. Repasaremos algunos de sus resultados en el primer caṕıtulo.

Stein y Weiss [18] consideran desigualdades con pesos potencia de la forma

‖|x|−βTγf‖Lq(Rn) ≤ Cp,q ‖|x|αf‖Lp(Rn) (1)

y dan condiciones para su validez. Posteriormente, B. Rubin [15], y también P. De
Nápoli, I. Drelichman y R. Durán [4], demostraron que restringiendo el operador a fun-
ciones radiales, el rango de pesos potencia admisibles para que valga una desigualdad
de este tipo es estrictamente mayor del que se obtiene cuando se consideran funciones
cualesquiera de Lp(Rn, |x|αp). Un teorema aún más general (con integrabilidad angular)
fue probado por P. D’Ancona y R. Luca en [2].

En el estudio de las acotaciones para pesos más generales B. Muckenhoupt y R. L.
Wheeden [11], dieron condiciones necesarias y suficientes para la validez de la desigual-
dad

‖v(x)Tγf‖Lq(Rn) ≤ Cp,q ‖v(x)f‖Lp(Rn)

con el mismo peso en ambos lados. Más adelante, E. T. Sawyer y R. L. Wheeden en [16]
obtuvieron una caracterización para los pesos admisibles en una desigualdad de tipo

‖w(x)Tγf‖Lq(Rn) ≤ Cp,q ‖v(x)f‖Lp(Rn)
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En este trabajo mostraremos que las potencias que cumplen la condición de Sawyer y
Wheeden son las de Stein y Weiss [18], de donde puede deducirse que el resultado de
Stein y Weiss no puede ser mejorado en general.

El hecho de poder obtener mejores desigualdades si nos restringimos al subespacio
de funciones radiales es bien conocido. Podemos por ejemplo remontarnos a los trabajos
de W. Strauss [19] y W. M. Ni [12], quienes probaron los siguientes teoremas:

Teorema 0.0.1. [12, Ni] Sea B la bola unitaria de Rn, (n ≥ 3), entonces toda función
en H1

0,rad(B) es igual en casi todo punto a una función en C(B − {0}) tal que

|u(x)| ≤ Cn |x|−(n−2)/2 ‖∇u‖L2(B)

Teorema 0.0.2. [19, W. Strauss] Sea n ≥ 2. Entonces toda función en H1
rad(R

n) es
igual en casi todo punto a una función en C(Rn − {0}) tal que

|u(x)| ≤ Cn |x|−(n−1)/2 ‖u‖H1(Rn)

El objetivo principal en sus trabajos era el de encontrar soluciones a ciertas ecua-
ciones diferenciales no lineales. Estas desigualdades les permitieron obtener en particu-
lar inmersiones compactas para el espacio de Sobolev H1

rad(R
n). Teoremas como estos

desempeñan un papel importante cuando se quiere aplicar métodos variacionales para
obtener soluciones de ecuaciones diferenciales no lineales, ya que nos permiten demos-
trar teoremas de existencia.

Esta tesis está organizada en 4 caṕıtulos, de los cuales daremos una breve descrip-
ción a continuación.

En el caṕıtulo 1 haremos un breve repaso de los resultados clásicos de la teoŕıa de las
acotaciones para la integral fraccionaria, comenzando por la definición del potencial de
Riesz (integral fraccionaria), continuando con las acotaciones sin pesos para la integral
fraccionaria de Hardy, Littlewood y Sobolev:

Teorema 0.0.3. Sean f ∈ Lp(Rn), 0 < γ < n y 1 < p < q < ∞, con 1
q
= 1

p
+ γ

n
− 1,

entonces existe una constante Cp,q independiente de f tal que

‖Tγf‖Lq(Rn) ≤ Cp,q‖f‖Lp(Rn)

Siguiendo con las acotaciones con pesos potencias de Stein y Weiss:

Teorema 0.0.4. Sea n ≥ 1, 0 < γ < n, 1 < p ≤ q < ∞, α < n
p′
, β < n

q
, α + β ≥ 0, y

1
q
= 1

p
+ γ+α+β

n
− 1, entonces la desigualdad

‖|x|−βTγf‖Lq(Rn) ≤ C‖|x|αf‖Lp(Rn)

vale para toda f ∈ Lp(Rn, |x|pαdx), donde C es una constante independiente f .
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Y finalmente mostraremos que el teorema de Stein y Weiss es un caso particular del
teorema de Sawyer y Wheeden (que considera pesos más generales).

En el caṕıtulo 2 restringiremos nuestro análisis al espacio de funciones con simetŕıa
radial. Aqúı mostraremos el teorema de P. De Nápoli, I. Drelichman y R. Durán, al que
le agregaremos el caso ĺımite q = ∞.

Teorema 0.0.5. Sea n ≥ 1, 0 < γ < n. Si 1 < p < q < ∞, α < n
p′
, β < n

q
,

α+ β ≥ (n− 1)(1
q
− 1

p
) y 1

q
= 1

p
+ α+β+γ

n
− 1, entonces

‖|x|−βTγf‖Lq(Rn) ≤ C‖|x|αf‖Lp(Rn)

para toda función radial f ∈ Lp (Rn, |x|pαdx)
Si p = 1 o q = ∞ (pero no ambas condiciones simultáneamente), vale la el mismo
resultado si reemplazamos la condición sobre α + β por α + β > (n− 1)(1

q
− 1

p
).

En el caṕıtulo 3 daremos la definición de los espacios de Sobolev fraccionarios ba-
sados en Lp(Rn) (conocidos como espacios potenciales), para los cuales mostraremos
algunas de sus propiedades y la caracterización de los mismos cuando nos restringimos
a las funciones radiales. Además daremos una generalización para los teoremas de W.
M. Ni y de W. Strauss mencionados anteriormente.

Teorema 0.0.6. (Lema de Ni para Espacios Potenciales) Sean n > 1, 1 < p < ∞ y
1/p < s < n/p. Entonces

|f(x)| ≤ Cn|x|−(n−sp)/p‖f‖Hs,p(Rn)

para toda f ∈ Hs,p
rad(R

n) .

Teorema 0.0.7. (Lema de Strauss para Espacios Potenciales) Sean 1 < p < ∞ y
1/p < s < n. Entonces

|f(x)| ≤ Cn|x|−(n−1)/p‖f‖Hs,p(Rn)

para toda f ∈ Hs,p
rad(R

n).

Estos teoremas serán de gran utilidad en la demostración de los teoremas de inmer-
sión que veremos en el último caṕıtulo.

En el caṕıtulo 4 centraremos nuestra atención en los teoremas de inmersión compacta
de los espacios potenciales de funciones radiales en espacios Lp(Rn) y en espacios con
pesos Lp(Rn, |x|c)

5



Teorema 0.0.8. Sean 1/p < s < n/p y 1 < p < q < p∗ = np
n−sp

, entonces para toda
función radial se tiene la inclusión compacta

Hs,p(Rn) ⊂ Lq(Rn)

Teorema 0.0.9. Sean 1/p < s < n/p y 1 < p < q < p∗ = p(n+c)
n−sp

, entonces para toda
función radial se tiene la inclusión compacta

Hs,p(Rn) ⊂ Lq(Rn, |x|c dx)

donde −ps < c < (n−1)(q−p)
p

Si bien estos teoremas fueron demostrados por Lions (en [13]) en el caso sin pesos
y por P. De Nápoli e I. Drelichman (en [3]) para el caso con pesos, en este trabajo
daremos una versión más débil, ya que hemos agregado la condición s > 1/p, que nos
permitirá dar una demostración más elemental usando los resultados analizados en los
caṕıtulos anteriores.

Y finalmente cuenta con un apéndice en donde realizamos la demostración de un
resultado auxiliar utilizado en el primer caṕıtulo.
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Caṕıtulo 1

La Integral Fraccionaria (Potencial
de Riesz)

1.1. El Potencial de Riesz

El Potencial de Riesz recibe su nombre del matemático húngaro Marcel Riesz quien
lo introduce en el año 1948 [14] dando una generalización a varias variables para la
integral de Riemann-Liouville

Iα(f) =
1

Γ(α)

∫ x

a

f(t)(x− t)α−1 dt (Re(α) > 0)

Definición 1.1.1. Sean 0 < α < n y f localmente integrable en Rn. Se define el
Potencial de Riesz por

Iα(f) = C(α, n)

∫

Rn

f(y)|x− y|α−n dy

donde

C(α, n) = 2−απ−n/2Γ(
n−α
2

)

Γ(α
2
)

Este operador, también conocido como Integral Fraccionaria, es de gran importancia
por sus aplicaciones, ya que nos permite dar una representación integral a las potencias
negativas del Laplaciano. Para poder ver cuál es esa relación vamos a realizar algunas
observaciones. Partimos de la definición de la función Gama

Γ(α) =

∫ ∞

0

xα−1e−x dx (Re(α) > 0)
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y si hacemos la sutitución x = at

Γ(α) =

∫ ∞

0

aα−1tα−1e−ata dt

= aα
∫ ∞

0

tα−1e−at dt

de donde podemos obtener la relación

a−α =
1

Γ(α)

∫ ∞

0

tα−1e−at dt

con la que podemos definir las potencias negativas de un operador A no negativo que
genera un semigrupo

A−α =
1

Γ(α)

∫ ∞

0

tα−1e−tA dt

y si tomamos A = −∆ tenemos una representación integral para las potencias negativas
del Laplaciano

(−∆)−α (f) =
1

Γ(α)

∫ ∞

0

tα−1et∆(f) dt

tomando f ∈ S, tenemos

êt∆(f) = e−t|ω|2 f̂(ω)

et∆(f) = f ∗
(
e−t|ω|2

)∨

= f ∗Kt

donde Kt denota el núcleo del calor

Kt(x) =
1

(4πt)n/2
e−|x|2/4t

como se puede ver en [17]. Por lo tanto

(−∆)−α f(x) =
1

Γ(α)

∫ ∞

0

tα−1

(∫

Rn

1

(4πt)n/2
e−|x−y|2/4tf(y) dy

)
dt

=
1

Γ(α)

∫

Rn

f(y)

(∫ ∞

0

tα−1e−|x−y|2/4t

(4πt)n/2
dt

)
dy

=
1

Γ(α)

∫

Rn

f(y)I(x, y) dy
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luego haciendo la sustitución u = |x−y|2

4t
en I(x, y) tenemos

I(x, y) =

∫ ∞

0

e−u

(4π)n/2

( |x− y|2
4u

)α−1−n/2 |x− y|2
4u2

du

=
|x− y|2α−n

22απn/2

∫ ∞

0

u−α+1+n/2e−u du

=
|x− y|2α−n

22απn/2
Γ

(
n− 2α

2

)

Finalmente

(−∆)−α f(x) =
2−2απ−n/2Γ

(
n−2α

2

)

Γ (α)

∫

Rn

f(y)|x− y|2α−n dy

con lo cual
(−∆)−α/2 f(x) = Iα(f)(x) (f ∈ S)

luego como S es denso en Lp(Rn), se puede extender a f ∈ Lp(Rn).

1.2. Acotaciones sin pesos para la integral fraccio-

naria

De aqúı en adelante consideraremos al operador

(Tγf) (x) =

∫

Rn

f(y)

|x− y|γ dy (0 < γ < n)

tomando en la definición anteior γ = α− n y dejando de lado las constantes.

Teorema 1.2.1. Sean f ∈ Lp(Rn), 0 < γ < n y 1 < p < q < ∞, con 1
q
= 1

p
+ γ

n
− 1,

entonces existe una constante Cp,q independiente de f tal que

‖Tγf‖Lq(Rn) ≤ Cp,q ‖f‖Lp(Rn)

Observación. La condición 1
q
= 1

p
+ γ

n
− 1 es necesaria. Para ver eso consideramos las

funciones dilatadas fλ(x)
fλ := f(λx)
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Entonces aplicando la desigualdad a fλ tenemos

‖Tγfλ‖Lq(Rn) ≤ C‖fλ‖Lp(Rn) (1.1)

ahora

Tγfλ(x) =

∫

Rn

fλ(y)

|x− y|γ dy =

∫

Rn

f(λy)

|x− y|γ dy

=

∫

Rn

f(u)

|λ|−γ|λx− u|γ
du

|λ|n = |λ|γ−n

∫

Rn

f(u)

|λx− u|γ du

=|λ|γ−nTγf(λx)

‖Tγfλ‖qLq(Rn) =

∫

Rn

|Tγfλ(x)|q dx

=

∫

Rn

|λ|(γ−n)q|Tγf(λx)|q dx

=

∫

Rn

|λ|(γ−n)q|Tγf(u)|q
du

|λ|n

=|λ|(γ−n)q−n

∫

Rn

|Tγf(u)|q du

=|λ|(γ−n)q−n‖Tγf‖qLq(Rn)

Además

‖fλ‖pLp(Rn) =

∫

Rn

|fλ(x)|p dx =

∫

Rn

|f(λx)|p dx

=

∫

Rn

|f(u)|p du

|λ|n = |λ|−n

∫

Rn

|f(u)|p du

=|λ|−n‖f‖pLp(Rn)

reemplazando estas identidades en (1.1) obtenemos

‖Tγfλ‖Lq(Rn) ≤ C‖fλ‖Lp(Rn)

|λ|γ−n−n
q ‖Tγf‖Lq(Rn) ≤ C|λ|−n

p ‖f‖Lp(Rn)

‖Tγf‖Lq(Rn) ≤ C|λ|−γ+n+n
q
−n

p ‖f‖Lp(Rn)

pero si −γ+n+ n
q
−n

p
6= 0, podemos hacer tender λ a 0 o ∞ llegando a una contradicción,

por lo tanto

−γ + n+
n

q
− n

p
= 0

1

q
=

1

p
+
γ

n
− 1
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El problema de ver cuando un operador Tγ es un operador acotado de Lp en Lq

fue estudiado por varios autores a lo largo de la historia. Si bien las demostraciones de
Hardy y Littelwood en el caso unidemensional y de Sobolev en el caso n-dimensional
son anteriores, nos pareció interesante mostrar una demostración realizada por Hedberg
en [10], donde el teorema se ve como una consecuencia sencilla del Teorema Maximal
de Hardy-Littlewood-Wiener.

Recordemos la definición de la función maximal de Hardy-Littlewood

M(f)(x) = sup
r>0

r−n

∫

|y|<r

|f(x+ y)|dy (1.2)

y el resultado que se obtiene del Teorema maximal de Hardy-Littlewood-Wiener, ( [17,
I.1] )

‖M(f)‖Lp ≤ C‖f‖Lp, p > 1 (1.3)

Para la demostración del teorema vamos a necesitar además el siguiente lema.

Lema 1.2.1. Si 0 < γ < n entonces para todo x ∈ Rn y δ > 0 se tiene

∫

|y−x|≤δ

|f(y)||x− y|−γdy ≤ Cδn−γM(f)(x)

Demostración. Sea x ∈ Rn y δ > 0

∫

|y−x|≤δ

|f(y)||x− y|−γdy =
∞∑

i=0

∫

δ2−i−1≤|y−x|≤δ2−i

|f(y)||x− y|−γdy

≤
∞∑

i=0

(δ2−i)−γ

∫

|y−x|≤δ2−i

|f(y)|dy

≤δ−γ
∞∑

i=0

2iγ(δ2−i)nM(f)(x)

≤Cδn−γM(f)(x)

∞∑

i=0

2−i(n−γ)

≤Cδn−γM(f)(x)

Ahora podemos demostrar el Teorema 1.2.1
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Demostración. (teorema) Sean p > 1, 0 < γ < n, 1
q
= 1

p
+ γ

n
−1 y δ > 0 y sean x ∈ Rn y

δ > 0 arbitrarios. Usando desigualdad de Hölder en el caso p > 1 obtenemos la siguiente
desigualdad ∫

|y−x|≥δ

|f(y)||x− y|−γdy ≤ C‖f‖Lp(Rn) δ
n−γ−n/p

Luego, teniendo en cuenta esa desigualdad y el lema anterior, tenemos

|Tγf(x)| =
∫

Rn

|f(y)||x− y|−γ dy

=

∫

|y−x|≤δ

|f(y)||x− y|−γ dy +

∫

|y−x|≥δ

|f(y)||x− y|−γ dy

≤ C(δn−γM(f)(x) + δn−γ−n/p‖f‖Lp(Rn))

Para minimizar esta expresión basta elegir δ = (M(f)(x)/‖f‖Lp(Rn))
−p/n y nos queda

∫

Rn

|f(y)||x− y|−γ dy ≤ CM(f)(x)(n−(n−γ)p)/n‖f‖(n−γ)p/n
Lp(Rn)

Finalmente usando el teorema maximal de Hardy-Littlewood-Wiener y la relación
1
q
= 1

p
+ γ

n
− 1

‖Tγf‖qLq(Rn) =

∫

Rn

|Tγf(x)|q dx ≤
∫

Rn

CM(f)(x)(n−(n−γ)p)q/n‖f‖(n−γ)pq/n
Lp(Rn) dx

≤C‖f‖((n−γ)pq/n)
Lp(Rn)

∫

Rn

M(f)(x)pdx ≤ C‖f‖((n−γ)pq/n)
Lp(Rn) ‖M(f)‖pLp(Rn)

≤C‖f‖((n−γ)pq/n)
Lp(Rn) ‖f‖pLp(Rn) ≤ C‖f‖qLp(Rn)

1.3. Acotaciones con pesos para la integral fraccio-

naria

La teoŕıa de las acotaciones con pesos potencias para este operador se remonta al
trabajo de G.H. Hardy y J. E. Littlewood [8] en el caso unidimensional y su genera-
lización a n ≥ 1 corresponde a E.M. Stein y G. Weiss, quienes en [18] obtuvieron el
siguiente teorema. En este trabajo reproduciremos su demostración.

Teorema 1.3.1. Sea n ≥ 1, 0 < γ < n, 1 < p ≤ q < ∞, α < n
p′
, β < n

q
, α + β ≥ 0, y

1
q
= 1

p
+ γ+α+β

n
− 1, entonces la desigualdad

‖|x|−βTγf‖Lq(Rn) ≤ C‖|x|αf‖Lp(Rn)

vale para toda f ∈ Lp(Rn, |x|pαdx), donde C es una constante independiente f .
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Observación. La condición 1
q
= 1

p
+ γ+α+β

n
− 1 es necesaria. Tomando fλ := f(λx)

sabemos que
Tγfλ(x) = |λ|γ−nTγf(λx)

entonces

‖|x|−βTγfλ‖qLq(Rn) =

∫

Rn

||x|−βqTγfλ(x)|q dx

=

∫

Rn

|x|−βq|λ|(γ−n)q|Tγf(λx)|q dx

=

∫

Rn

|λ|βq|u|−βq|λ|(γ−n)q|Tγf(u)|q
du

|λ|n

=|λ|(β+γ−n)q−n

∫

Rn

|Tγf(u)|q du

=|λ|(β+γ−n)q−n‖Tγf‖qLq(Rn)

además

‖|x|αfλ‖pLp(Rn) =

∫

Rn

|x|αp|fλ(x)|p dx =

∫

Rn

|x|αp|f(λx)|p dx

=

∫

Rn

|λ|−αp|u|αp|f(u)|p du

|λ|n = |λ|−αp−n

∫

Rn

|f(u)|p du

=|λ|−αp−n‖f‖pLp(Rn)

finalmente aplicando el teorema a fλ tenemos que

‖|x|−βTγfλ‖Lq(Rn) ≤ C‖|x|αfλ‖Lp(Rn)

|λ|β+γ−n−n
q ‖|x|−βTγf‖Lq(Rn) ≤ C|λ|−α−n

p ‖|x|αf‖Lp(Rn)

‖|x|−βTγf‖Lq(Rn) ≤ C|λ|−β−γ−α+n+n
q
−n

p ‖|x|αf‖Lp(Rn)

pero si −β − γ − α + n + n
q
− n

p
6= 0, podemos hacer tender λ a 0 o ∞ llegando a una

contradicción, por lo tanto

−β − γ − α + n+
n

q
− n

p
= 0

1

q
=

1

p
+
β + γ + α

n
− 1

Observación. En general no se conoce la constante óptima en esta desigualdad, sin
embargo Beckner la calcula si p = q en [1, teorema 2] obteniendo

Cα,β = πn/2

(
Γ(α+β

2
)Γ( n

2p
− β

2
)Γ( n

2p′
− α

2
)

Γ(n−α−β
2

)Γ( n
2p′

+ β
2
)Γ( n

2p
+ α

2
)

)
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Una herramienta importante para la demostración de este teorema es la generali-
zación al caso n-dimensional de un teorema muy útil para operadores integrales cuyos
núcleos son homogéneos de grado -1 (ver [9, teorema 319] ) realizada por Stein y Weiss
en [18] en el siguiente lema.

Lema 1.3.1. Sea K(u, v) ≥ 0 una función definida en {(u, v) : u ≥ 0 y v ≥ 0}
homogénea de grado -n, que cumple, para p ≥ 1

J =

∫ ∞

0

K(1, t)tn/p
′−1 dt <∞

Sea (Tf)(x) =
∫
Rn K(|x|, |y|)f(y) dy entonces

‖Tf‖Lp ≤ CJ‖f‖Lp

donde CJ es una constante que depende de J (y por ende de p) y de la dimensión n,
pero no de f .

Demostración. Usando coordenadas polares

x = Rξ con |x| = R , ξ ∈ Sn−1

y = rη con |y| = r , η ∈ Sn−1

podemos escribir por abuso de notación

(Tf)(x) = (Tf)(R) =

∫

Sn−1

(∫ ∞

0

K(R, r)f(rη)rn−1 dr

)
dη

y definimos

(Tηf)(R) =

∫ ∞

0

K(R, r)f(rη)rn−1 dr

Si tomamos tR = r, como K es una función homogénea de grado −n, podemos deducir,

(Tηf)(R) =

∫ ∞

0

K(1, t)f(tRη)tn−1 dt (1.4)

|(Tf)(R)| ≤
∫

Sn−1

|Tηf |dη (1.5)

Por otro lado, si g es una función medible en Rn y t > 0

(∫ ∞

0

|g(tRη)|pRn−1 dR

)1/p

= t−n/p

(∫ ∞

0

|g(Rη)|pRn−1 dR

)1/p

(1.6)
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Como

‖f‖Lp(Rn) := sup
‖h‖p′=1

∫

Rn

f(x)h(x) dx

y este supremo se realiza, sabemos que existe h que satisface
∫∞

0
|h(R)|p′Rn−1 dR = 1

tal que, (∫ ∞

0

|(Tηf)(R)|pRn−1 dR

)1/p

=

∫ ∞

0

(Tηf)(R)h(R)R
n−1 dR (1.7)

Entonces usando (1.4) y (1.6), el teorema de Fubini y la desigualdad de Hölder tenemos
(∫ ∞

0

|(Tηf)(R)|pRn−1 dR

)1/p

=

∫ ∞

0

(Tηf)(R)h(R)R
n−1 dR

=

∫ ∞

0

(∫ ∞

0

K(1, t)f(tRη)tn−1 dt

)
h(R)Rn−1 dR

=

∫ ∞

0

K(1, t)tn−1

(∫ ∞

0

f(tRη)h(R)Rn−1 dR

)
dt

≤
∫ ∞

0

K(1, t)tn−1

(∫ ∞

0

|f(tRη)|pRn−1 dR

)1/p

dt

=

∫ ∞

0

K(1, t)tn−1t−n/p

(∫ ∞

0

|f(Rη)|pRn−1 dR

)1/p

dt

=J

(∫ ∞

0

|f(Rη)|pRn−1 dR

)1/p

con lo cual
(∫ ∞

0

|Tηf(R)|pRn−1 dR

)1/p

≤ J

(∫ ∞

0

|f(Rη)|pRn−1 dR

)1/p

(1.8)

aplicando la desigualdad de Jensen a (1.5) se obtiene

|Tf(R)|p ≤ ωp−1

∫

Sn−1

|Tηf(R)|p dη

luego usando la desigualdad (1.8) tenemos
∫ ∞

0

|Tf(R)|pRn−1 dR ≤ωp−1

∫ ∞

0

(∫

Sn−1

|Tηf(R)|p dη
)
Rn−1dR

=ωp−1

∫

Sn−1

(∫ ∞

0

|Tηf(R)|pRn−1 dR

)
dη

≤Jpωp−1

∫

Sn−1

(∫ ∞

0

|f(Rη)|pRn−1 dR

)
dη

=Jpωp−1

∫

Rn

|f(x)|p dx
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por lo tanto

∫

Rn

|Tf(x)|p dx =

∫

Rn

|Tf(R)|p dx

=

∫

Sn−1

(∫ ∞

0

|(Tf)(R)|pRn−1 dR

)
dη

=ω

(∫ ∞

0

|(Tf)(R)|pRn−1 dR

)

≤ω Jp ωp−1

∫

Rn

|f(x)|p dx

entonces (∫

Rn

|Tf(x)|p dx
)1/p

= Jω

(∫

Rn

|f(x)|p dx
)1/p

Además vamos a necesitar el siguiente lema.

Lema 1.3.2. Sea ∆ = ∆(t, ξ, η) = |1−2t cos(ξ, η)+ t2|1/2 donde 0 < m ≤ t ≤M <∞.
Si g es una función en Lp(Sn−1), p ≥ 1 podemos definir

ĝt(ξ) =

∫

Sn−1

g(η)

∆γ
dη

Entonces (∫

Sn−1

|ĝt(ξ)|p dξ
)1/p

≤ C|1− t|−γ/n

(∫

Sn−1

|g(η)|p dη
)1/p

donde C es independiente de g y t pero depende de γ, n, p y los números m y M.

Demostración. Escribimos

ĝt(ξ) =

∫

Sn−1

g(η)

∆γ/p

1

∆γ/p′
dη

aplicando la desigualdad de Hölder vemos que

|ĝt(ξ)|p ≤
(∫

Sn−1

|g(η)|p
∆γ

dη

)(∫

Sn−1

dη

∆γ

)p/p′

luego usando la siguiente desigualdad, (ver apéndice 4.0.7)

∫

Sn−1

dη

∆γ
≤ C|1− t|−γ/n (1.9)
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donde C depende solo de γ, n , m y M pero no de ξ se tiene

|ĝt(ξ)|p ≤ C|1− t|−γp/np′
∫

Sn−1

|g(η)|p
∆γ

dη (1.10)

luego integrando (1.10) respecto de ξ a ambos miembros y aplicando (1.9) nuevamente,
obtenemos ∫

Sn−1

|ĝt(ξ)|p dξ ≤ C|1− t|−γp/n

∫

Sn−1

|g(η)|p dη

y queda probado el lema

Ahora pasamos a la demostración del teorema 1.3.1

Demostración. (del Teormea (1.3.1)) Primero veamos el caso p = q
Sea g(x) = |x|−αf(x), consideramos

Sg(x) = Sγ,α,βg(x) =

∫

Rn

g(y)

|x|β|x− y|γ|y|α dy

y lo reescribimos de la siguiente manera

Sg(x) =

∫

Rn

K1(x, y)g(y)dy +

∫

Rn

K2(x, y)g(y)dy+

∫

Rn

K3(x, y)g(y)dy

=T1g(x) + T2g(x) + T3g(x)

donde

K1(x, y) =

{
|x|−β|x− y|−γ|y|−α 0 ≤ |y|

|x|
≤ 1

2

0 en caso contrario

K2(x, y) =

{
|x|−β|x− y|−γ|y|−α 2 ≤ |y|

|x|

0 en caso contrario

K3(x, y) =

{
|x|−β|x− y|−γ|y|−α 1

2
≤ |y|

|x|
≤ 2

0 en caso contrario

son homogéneas de grado −n.
Veremos que para cada i = 1, 2, 3

(∫

Rn

|Tig|p dx
)1/p

≤ Ci

(∫

Rn

|g|p dx
)1/p

donde las constantes Ci no dependen de g en Lp(Rn)

Si |y|
|x|

≤ 1
2
entonces |x− y| ≥ 1

2
|x|, con lo cual

K1(x, y) ≤ 2γ|x|−β|x|−γ|y|−α si |y|/|x| ≤ 1/2
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entonces

J1 :=

∫ ∞

0

K1(1, t)t
n/p′−1 dt ≤ 2γ

∫ 1/2

0

t−αtn/p
′−1 dt <∞

ya que α < n/p′, y usando el Lema 1.3.1

(∫

Rn

|T1g|p dx
)1/p

≤ CJ1

(∫

Rn

|g|p dx
)1/p

Del mismo modo, |y|
|x|

≥ 2 implica que |x− y| ≥ 1
2
|y| lo que conduce a la estimación

J2 :=

∫ ∞

0

K2(1, t)t
n/p′−1 dt ≤ 2γ

∫ ∞

2

t−γt−αtn/p
′−1 dt <∞

ya que como γ + β + α = n, n/p′ − (γ +α) = n/p′ − (n− β) = β − n/p < 0. Aplicando
nuevamente el lema 1.3.1 tenemos

(∫

Rn

|T2g|p dx
)1/p

≤ CJ2

(∫

Rn

|g|p dx
)1/p

Ahora consideramos (T3g)(x) =
∫
Rn K3(x, y)g(y) dy, y lo reescribimos

(T3g)(Rξ) =

∫

Sn−1

(∫ ∞

0

K3(Rξ, rη)g(rη)r
n−1 dr

)
dσ

tomando coordenadas polares del mismo modo que en la demostración del lema 1.3.1
Luego, haciendo el cambio de variable r = tR

(T3g)(Rξ) =

∫

Sn−1

(∫ 2

1
2

K3(Rξ, tRη)g(tRη)t
n−1Rn dt

)
dη

=

∫

Sn−1

(∫ 2

1
2

R−β |Rξ − tRη|−γ(tR)−αg(tRη)tn−1Rn dt

)
dη

=

∫

Sn−1

(∫ 2

1
2

R−β−γ−α+n|ξ − tη|−γg(tRη)tn−α−1 dt

)
dη

=

∫

Sn−1

(∫ 2

1
2

g(tRη)tn−α−1

|ξ − tη|γ dt

)
dη

ya que −β−γ−α+n = 0, tomando C = máx{tn−α−1; 1
2
< t < 2} y teniendo en cuenta

la siguiente relación

|ξ − tη|2 =|ξ|2 − 2|ξ||tη| cos(ξ, η) + |tη|2
=1− 2t cos(ξ, η) + t2
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nos queda

(T3g)(Rξ) ≤ C

∫

Sn−1

(∫ 2

1
2

g(tRη)

|1− 2t cos(ξ, η) + t2|γ/2 dt
)
dη

ahora consideramos, para 1
2
< t < 2,

Gt(Rξ) =

∫

Sn−1

|g(tRη)|
∆γ

dη G(x) = G(Rξ) =

∫ 2

1
2

Gt dt

y sea h(R) una función que satisface
∫∞

0
|h(R)|p′Rn−1 dR = 1 y

(∫ ∞

0

|Gt(Rξ)|pRn−1 dR

)1/p

=

∫ ∞

0

h(R)Gt(Rξ)R
n−1 dR

=

∫ ∞

0

h(R)

(∫

Sn−1

|g(tRη)|
∆γ

dη

)
Rn−1 dR

=

∫

Sn−1

1

∆γ

(∫ ∞

0

h(R)|g(tRη)|Rn−1 dR

)
dη

≤
∫

Sn−1

1

∆γ

(∫ ∞

0

|g(tRη)|pRn−1 dR

)1/p

dη

≤2n
∫

Sn−1

1

∆γ

(∫ ∞

0

|g(Rη)|pRn−1 dR

)1/p

dη

donde la primera desigualdad se deduce a partir de la desigualdad de Hölder mientras
que la segunda sale del cambio de variable u = tR, teniendo en cuenta que t ≥ 1

2
.

Luego aplicando el lema 1.3.2 y la última cadena de desigualdades, obtenemos

(∫

Sn−1

(∫ ∞

0

|Gt(Rξ)|pRn−1 dR

)
dξ

)1/p

≤ C|1−t|−γ/n

(∫

Sn−1

(∫ ∞

0

|g(Rη)|pRn−1 dR

)
dη

)1/p

Por lo tanto, usando la desigualdad de Minkowski para integrales, y recordando que
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0 < γ < n y tomando Q =
(∫ 2

1
2
|Gt(Rξ)|p dt

)1/p
tenemos

(∫

Rn

|G(x)|p dx
)1/p

=

(∫

Rn

∣∣∣∣∣

∫ 2

1
2

Gt(Rξ) dt

∣∣∣∣∣

p

dx

)1/p

≤
∫ 2

1
2

(∫

Rn

|Gt(Rξ)|p dx
)1/p

dt

≤
∫ 2

1
2

C|1− t|−γ/n

(∫

Rn

|g(x)|p dx
)1/p

dt

≤C
(∫

Rn

|g(x)|p dx
)1/p

Con esto llegamos a mostrar que
(∫

Rn

|T3g|p dx
)1/p

≤ C

(∫

Rn

|g|p dx
)1/p

Y por lo tanto (∫

Rn

|Sg|p dx
)1/p

≤ C

(∫

Rn

|g(x)|p dx
)1/p

y luego recordando las definiciones de g y Sg llegamos a la desigualdad que queŕıamos
probar

‖|x|−βTγf‖Lq(Rn) ≤ C‖|x|αf‖Lp(Rn)

en el caso q = p.
Caso p < q < ∞. Usando nuevamente g(x) = |x|−αf(x), veamos que probar el

teorema es equivalente a mostrar que para g ∈ Lp(Rn) y h ∈ Lq′(Rn) se tiene∣∣∣∣
∫

Rn

∫

Rn

g(y)h(x)

|x|β|x− y|γ|y|α dy dx
∣∣∣∣ ≤ A‖f‖Lp(Rn)‖h‖Lq′ (Rn)

ya que∥∥∥∥
∫

Rn

g(y)

|x|β|x− y|γ|y|α dy
∥∥∥∥
Lq(Rn)

= sup
h∈Lq′

{∫

Rn

∫

Rn

g(y)(h(x)/‖h‖q′)
|x|β|x− y|γ|y|α dy dx

}

ver [20, teorema 8.8 página 128] .
Ahora consideramos en Rn × Rn las regiones R1, R2 y R3 dadas por

R1 =

{
(x, y) :

1

2
|y| < |x| < 2|y|

}

R2 =

{
(x, y) : |x| < 1

2
|y|
}

R3 =

{
(x, y) : |y| < 1

2
|x|
}
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y escribimos

I =

∫

Rn

∫

Rn

g(y)h(x)

|x|β|x− y|γ|y|α dy dx = I1 + I2 + I3

donde

Ii =

∫

Ri

g(y)h(x)

|x|β|x− y|γ|y|α dy dx i = 1, 2, 3

con lo cual es suficiente ver que

Ii ≤ C‖g‖Lp(Rn)‖h‖Lq′ (Rn) i = 1, 2, 3

Veamos primero I1
como en R1,

1
2
|y| < |x| < 2|y|, entonces |x − y| < 3|x|. Ahora como α + β ≥ 0 por

hipótesis, se obtiene que

|x− y|α+β < 3α+β|x|α+β < 3α+β2|β||x|α|y|β

y de esa forma

∫ ∫

R1

g(y)h(x)

|x|β|x− y|γ|y|α dy dx ≤C
∫ ∫

R1

g(y)h(x)

|x− y|γ+β+α
dy dx

≤C
∫

Rn

∫

Rn

g(y)h(x)

|x− y|γ+β+α
dy dx.

Luego como 0 < γ, α+β ≥ 0, tenemos que γ+α+β ≥ 0. Por otro lado 1
q
= 1

p
+ γ+α+β

n
−1

implica 0 < γ + α + β < n, entonces usando la desigualdad de Hölder y el Teorema
1.2.1

|I1| ≤C
∫

Rn

∫

Rn

∣∣∣∣
g(y)h(x)

|x− y|γ+β+α

∣∣∣∣ dy dx = C

∫

Rn

|h(x)|
∫

Rn

∣∣∣∣
g(y)

|x− y|γ+β+α

∣∣∣∣ dy dx

≤C
∥∥∥∥
∫

Rn

|g(y)|
|x− y|γ+β+α

dy

∥∥∥∥
Lq(Rn)

‖h‖Lq′ = C ‖Tγ+β+α (|g|)‖Lq(Rn) ‖h‖Lq′

≤C‖g‖Lp(Rn) ‖h‖Lq′

Para acotar I2 y I3 vamos a necesitar el siguiente lema

Lema 1.3.3. Sea Vδg(x) = |x|−n+δ
∫
|y|<|x|

|y|−δg(y) dy, con δ < n
p′
, entonces

a) ‖Vδg‖Lp(Rn) ≤ C‖g‖Lp(Rn)

b) |Vδg(x)| ≤ C|x|−n/p‖g‖Lp(Rn)

21



Demostración. (lema (1.3.3))
Notemos que Vδg =

∫
Rn K(|x|, |y|)g(y) dy, donde

K(u, v) =

{
|u|−n+δ|v|−δ v < u
0 en caso contrario

para todo u, v ≥ 0. Como K es homogéneo de grado −n podemos aplicar el Lema 1.3.1,
ya que

∫ 1

0
t−δtn/p

′−1 dt <∞ (pues δ < n
p′
), entonces

‖Vδg‖Lp(Rn) ≤ C‖g‖Lp(Rn).

De esa forma hemos probado la parte a).
Para la parte b) observemos que

|Vδg| ≤ |x|−n+δ

∫

|y|<|x|

|y|−δ|g(y)| dy ≤ |x|−n+δ

(∫

|y|<|x|

|y|−δp′ dy

)1/p′

‖g‖Lp(Rn)

por la desigualdad de Hölder, y como

(∫

|y|<|x|

|y|−δp′ dy

)1/p′

≤ C|x|n−δ−n/p

se ve que
|Vδg| ≤ C|x|−n/p‖g‖Lp(Rn)

con lo que concluimos la demostración del lema.

Continuando con la demostración del teorema, analicemos

I2 =

∫ ∫

R2

g(y)h(x)

|x|β|x− y|γ|y|α dy dx

En R2, |x| < 1
2
|y|, entonces |x− y|−γ ≤ 2γ|y|−γ. Entonces

I2 ≤C
∫

R2

g(y)h(x)

|x|β|y|α+γ
dy dx = C

∫

|x|<|y|/2

g(y)h(x)

|x|β|y|α+γ
dy dx

≤C
∫

Rn

|y|−α−γg(y)

(∫

|x|<|y|

h(x)|x|−β dx

)
dy

≤C
∫

Rn

|y|n−α−γ−βg(y)

(
|y|−n+β

∫

|x|<|y|

h(x)|x|−β dx

)
dy

≤C
∫

Rn

|y|n−α−γ−βg(y)Vβh dy
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Luego usando la desigualdad de Hölder tenemos

I2 ≤ C‖g‖Lp(Rn)‖|y|n−α−γ−βVβh‖Lp′(Rn). (1.11)

Ahora queremos estimar
‖|y|n−α−γ−βVβh‖Lp′(Rn).

Para eso escribimos
∫

Rn

(
|y|n−α−γ−βVβh

)p′
dy =

∫

Rn

(Vβh)
q′ (Vβh)

p′−q′ (|y|n−α−γ−β
)p′

dy

como 1 < p < q < ∞, entonces 1 < q′ < p′ <∞, y p′ − q′ > 0, y usando el Lema 1.3.3
parte b) se obtiene

Vβh(y) ≤ C|y|−n/q′‖h‖Lq′ (Rn)

ya que β < n/q, y por lo tanto

(
|y|n−α−γ−β

)p′
(Vβh)

p′−q′ ≤ C|y|(−n/q′)(p′−q′)+(n−α−γ−β)p′‖h‖p′−q′

Lq′ (Rn)

observemos que el exponente del |y| es igual a 0, pues

(−n/q′)(p′ − q′) + (n− α− γ − β)p′ =− np′(1/q′ − 1/p′ − 1) + (−α− γ − β)p′

=− np′(−1/q + 1/p− 1) + (−α− γ − β)p′

=p′(α + γ + β) + (−α− γ − β)p′ = 0

entonces ∫

Rn

(
Vβh|y|n−α−β−γ

)p′
dy ≤ C

(∫

Rn

(Vβh)
q′ dy

)
‖h‖p′−q′

q′

luego usando el Lema 1.3.3 parte a)

∫

Rn

(
Vβh|y|n−α−β−γ

)p′
dy ≤C

(∫

Rn

(Vβh)
q′ dy

)
‖h‖p′−q′

q′

≤C‖h‖q′q′‖h‖
p′−q′

q′ ≤ C‖h‖p′q′

Finalmente combinando la desigualdad anterior con (1.11)

I2 ≤ C‖g‖Lp(Rn)‖h‖Lq′(Rn)
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De manera análoga podemos probar la desigualdad para I3, ya que en R3, |y| < 1
2
|x|

con lo cual |x− y|−γ ≤ 2γ|x|−γ. Entonces

I3 ≤C
∫ ∫

R3

g(y)h(x)

|x|β+γ|y|α dy dx = C

∫ ∫

|y|<|x|/2

g(y)h(x)

|x|β+γ|y|α dy dx

≤C
∫

Rn

|x|−β−γh(x)

(∫

|y|<|x|

g(y)|y|−α dy

)
dx

≤C
∫

Rn

|x|n−α−γ−βh(x)

(
|x|−n+α

∫

|y|<|x|

g(y)|y|−α dy

)
dx

≤C
∫

Rn

|x|n−α−γ−βh(x)Vαg dx

Luego, usando la desigualdad de Hölder tenemos

I3 ≤ C‖h‖Lq′ (Rn)‖|x|n−α−γ−βVβg‖Lq(Rn). (1.12)

Ahora queremos estimar
‖|x|n−α−γ−βVαg‖Lq(Rn)

para eso escribimos

∫

Rn

(
|x|n−α−γ−βVαg

)q
dx =

∫

Rn

(Vαg)
p (Vαg)

q−p (|x|n−α−γ−β
)q

dx

como por hipótesis sabemos que α < n/p′ podemos usar el Lema 1.3.3 parte b) y de
esa manera obtenemos

Vαg ≤ C|x|−n/p‖g‖Lp(Rn)

y por lo tanto

(
|x|n−α−γ−β

)q
(Vαg)

q−p ≤ C|x|(−n/p)(q−p)+(n−α−γ−β)q‖g‖q−p
Lp(Rn).

Observemos que el exponente del |x| es igual a 0, pues

(−n/p)(q − p) + (n− α− γ − β)q =− nq(1/p− 1/q − 1) + (−α − γ − β)q

=q(α + γ + β) + (−α− γ − β)q = 0

entonces ∫

Rn

(
Vαg|x|n−α−β−γ

)q
dx ≤ C

(∫

Rn

(Vαg)
p dx

)
‖g‖q−p

p
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luego usando el lema (1.3.3) parte a)

∫

Rn

(
Vαg|x|n−α−β−γ

)q
dx ≤C

(∫

Rn

(Vαg)
p dx

)
‖g‖q−p

p

≤C‖g‖pp‖g‖q−p
p ≤ C‖g‖qp

Y finalmente combinando la desigualdad anterior con (1.12)

I3 ≤ C‖g‖Lp(Rn)‖h‖Lq′(Rn)

Lo que concluye la prueba.

1.4. Relación con las condiciones de Sawyer y Whee-

den

Desigualdades con pesos más generales fueron estudiadas por E.T. Sawyer y R. L.
Wheeden, quienes en [16] obtuvieron una caracterización de tipo Ap,q para los pesos
admisibles.

(Ap,q) |B|−γ/n

(∫

B

w(x) dx

)1/q (∫

B

v(x)1−p′ dx

)1/p′

≤ C para toda bola B ⊆ R
n

En su trabajo demostraron que para pesos w, v que cumplen la condición (Ap,q) se tiene
la siguiente desigualdad

(∫

Rn

(Tγf(x))
qw(x) dx

)1/q

≤ C

(∫

Rn

f(x)pv(x) dx

)1/p

(1.13)

de donde se puede ver que el teorema de Stein y Weiss 1.3.1 es un caso particular, ya
que tenemos el siguiente lema.

Lema 1.4.1. Para n ≥ 1, 0 < γ < n, 1 < p ≤ q < ∞, α < n
p′
, β < n

q
, α + β ≥ 0, con

1
q
= 1

p
+ γ+α+β

n
− 1, tenemos que w(x) = |x|−βq y v(x) = |x|αp cumplen la condición

(Ap,q)

Demostración. Consideraremos los siguientes casos

1. B = B(x0, R) con |x0| ≥ 2R

2. B = B(x0, R) con |x0| < 2R
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Si x ∈ B(x0, R) entonces

|x0| − R ≤ |x| ≤ |x0|+R

1

2
|x0| ≤ |x| ≤ 3

2
|x0|

por lo tanto

|B|−γ/n

(∫

B

|x|−βq dx

)1/q (∫

B

|x|αp(1−p′) dx

)1/p′

≤CR−γ

(∫

B

|x0|−βq dx

)1/q (∫

B

|x0|αp(1−p′) dx

)1/p′

≤CR−γ|x0|−βRn/q|x0|−αRn/p′

≤CR−γ+n/q+n−n/p|x0|−(β+α)

luego como β + α ≥ 0 tenemos que |x0|−(β+α) ≤ (2R)−(β+α) entonces

|B|−γ/n

(∫

B

|x|−βq dx

)1/q (∫

B

|x|αp(1−p′) dx

)1/p′

≤CR−γ+n/q+n−n/p|x0|−(β+α)

≤CR−γ+n/q+n−n/p−β−α = CR0 = C

ya que −γ + n
q
+ n− n

p
− β − α = 0 pues 1

q
= 1

p
+ γ+α+β

n
− 1

En el segundo caso, podemos tomar una bola centrada en el origen que contenga a
B(x0, R), ya que si x ∈ B(x0, R) tenemos que

|x| ≤ |x− x0|+ |x0| ≤ 3R

Luego
∫

B(x0,R)

|x|−βq dx ≤
∫

|x|≤3R

|x|−βq dx

≤
∫ 3R

0

∫

Sn−1

r−βqrn−1 dr dσ

≤CR−βq+n

∫

B(x0,R)

|x|αp(1−p′) dx ≤
∫

|x|≤3R

|x|αp(1−p′) dx

≤
∫ 3R

0

∫

Sn−1

r−αp′rn−1 dr dσ

≤CR−αp′+n
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Notemos que para que r−βq+n−1 y r−αp′+n−1 sean integrables en el origen necesitamos
de las condiciones β < n

q
y α < n

p′
.

Entonces

|B|−γ/n

(∫

B

|x|−βq dx

)1/q (∫

B

|x|αp(1−p′) dx

)1/p′

≤ CR−γR−β+n/qR−α+n/p′ ≤ C

ya que −γ − β − α + n
q
+ n

p′
= −γ − β − α + n

q
+ 1− n

p
= 0.

Finalmente hemos probado que para toda bola B ∈ Rn se cumple

|B|−γ/n

(∫

B

|x|−βq dx

)1/q (∫

B

|x|αp(1−p′) dx

)1/p′

≤ C

Si además w, v1−p′ cumplen con la condición doubling

(D)

∫

2B

f(x) dx ≤
∫

B

f(x) dx para toda bola B ⊆ R
n

Sawyer y Wheeden probaron que la desigualdad (1.13) vale si y solo si w y v cumplen la
condición Ap,q. Por lo tanto a partir del siguiente lema (que se puede encontrar en [7])
podemos inferir que las condiciones del teorema son óptimas, ya que los pesos admisibles
en 1.3.1 cumplen con ambas condiciones .

Lema 1.4.2. Si a > −n , tenemos que |x|a cumple con la condición (D)

∫

2B

|x|a dx ≤ C

∫

B

|x|a dx para toda bola B ⊆ R
n

Demostración. 1. Consideremos primero las bolas B(x0, R) con |x0| ≥ 3R.

∫

B(x0,2R)

|x|a dx ≤





C(2R)n(|x0|+ 2R)a si a ≥ 0

C(2R)n(|x0| − 2R)a si a < 0

∫

B(x0,R)

|x|a dx ≥





CRn(|x0| − R)a si a ≥ 0

CRn(|x0|+R)a si a < 0

Como |x0| ≥ 3R, tenemos que

|x0|+ 2R = |x0|+ 6R− 4R ≤ |x0|+ 2|x0| − 4R ≤ 4(|x0| − R)
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|x0| − 2R = |x0|+
1

4
R − 9

4
R ≤ |x0| −

3

4
|x0|+

1

4
R ≤ 1

4
(|x0|+R)

con lo cual

∫

2B

|x|a dx ≤ 2n4|a|
∫

B

|x|a dx

2. Si B(x0, R) con |x0| ≤ 3R

∫

B(x0,2R)

|x|a dx ≤
∫

B(0,5R)

|x|a dx =

∫

Sn−1

∫ 5

0

rarn−1 dr dσ = C(5R)n+a

si n+ a > 0.
Por otro lado podemos acotar la integral sobre B(x0, R) haciendo las siguientes
traslaciones

∫

B(x0,R)

|x|a dx ≥





∫
B(0,R)

|x|a dx si a ≥ 0

∫
B(3R

x0
|x0|

,R)
|x|a dx si a < 0

≥





C
∫ R

0
rarn−1 dr si a ≥ 0

∫
B(3R

x0
|x0|

,R)
(2R)a dx si a < 0

≥CRn+a

ya que si x ∈ B(3R x0

|x0|
, R), tenemos |x| ≥ 2R.

Y por lo tanto ∫

2B

|x|a dx ≤ C

∫

B

|x|a dx

Observación. Notemos que las condiciones β < n/q y α < n/p′ son equivalentes a
−βq > −n y αp(1−p′) > −n y por lo tanto |x|−βq y |x|αp(1−p′) cumplen con la condición
(D).
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Caṕıtulo 2

La Integral Fraccionaria para
funciones radiales

2.1. Acotaciones con pesos para funciones radiales

Como es bien conocido, cuando restringimos nuestro análisis al subespacio de fun-
ciones con simetŕıa radial, el rango de exponentes admisibles en los pesos suele mejorar.
Como se puede ver en el teorema 1.2 del trabajo de P. De Napoli, I. Drelichman y
R. Duran (ver [4]), ya que se consigue un rango más amplio de exponentes para los
cuales se verifica la desigualdad de Stein y Weiss expuesta en el caṕıtulo anterior. A
continuación enunciaremos dicho teorema e incluiremos en él el caso q = ∞.

Teorema 2.1.1. Sea n ≥ 1, 0 < γ < n. Si 1 < p < q < ∞, α < n
p′
, β < n

q
,

α+ β ≥ (n− 1)(1
q
− 1

p
) y 1

q
= 1

p
+ α+β+γ

n
− 1, entonces

‖|x|−βTγf‖Lq(Rn) ≤ C‖|x|αf‖Lp(Rn)

para toda función radial f ∈ Lp (Rn, |x|pαdx)
Si p = 1 o q = ∞ (pero no ambas condiciones simultáneamente) , vale la el mismo
resultado si reemplazamos la condición sobre α + β por α + β > (n− 1)(1

q
− 1

p
).

Observación. Notemos que si n = 1 o p = q (p 6= ∞) obtenemos el mismo rango de
exponentes que en el teorema de Stein y Weiss 1.3.1.

Observación. Para funciones no radiales, la condición α+β ≥ 0 no se puede mejorar.
Para verlo, consideramos

fλ(x) = f(x− λe1)

suponiendo que la desigualdad vale para fλ tenemos

‖|x|−βTγfλ‖Lq(Rn) ≤ C‖|x|αfλ‖Lp(Rn) (2.1)
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luego

Tγfλ(x) =

∫

Rn

fλ(y)

|x− y|γ dy =
∫

Rn

f(y − λe1)

|x− y|γ dy

=

∫

Rn

f(u)

|x− (u+ λe1)|γ
du =

∫

Rn

f(u)

|x− λe1 − u|γ du

=Tγf(x− λe1)

‖|x|−βTγfλ‖qLq(Rn) =

∫

Rn

|x|−βq|Tγfλ(x)|q dx =

∫

Rn

|x|−βq|Tγf(x− λe1)|q dx

=

∫

Rn

|u+ λe1|−βq|Tγf(u)|q du = |λ|−βq

∫

Rn

|uλ−1 + e1|−βq|Tγf(u)|q du

además

‖fλ‖pLp(Rn) =

∫

Rn

|x|αp|fλ(x)|p dx =

∫

Rn

|x|αp|f(x− λe1)|p dx

=

∫

Rn

|u+ λe1|αp|f(u)|p du = |λ|αp
∫

Rn

|uλ−1 + e1|αp|f(u)|p du

entonces reemplazando en (2.1) obtenemos

‖|xλ−1 + e1|−βTγf‖Lq(Rn) ≤ C|λ|α+β‖|xλ−1 + e1|αf‖Lp(Rn)

de donde, haciendo λ→ ∞ (usando lema de Fatou y Convergencia Mayorada),deducimos
que α + β ≥ 0, ya que de lo contrario se obtiene una contradicción.

Para la demostración de este teorema vamos a seguir la demostración realizada en
[4] tanto para el caso q <∞ como en el caso q = ∞ donde imitaremos el procedimiento.
Antes de comenzar debemos recordar algunas definiciones y la desigualdad de Young
en el contexto de grupos topológicos localmente compactos con una medida de Haar.

Definición 2.1.1. Sea X un espacio de medida y µ una medida positiva en X. Para f
una función µ-medible en X, la función distribución df en [0,∞) se define como:

df = µ ({x ∈ X : |f(x)| > α})

Definición 2.1.2. Para 0 < p < ∞, el espacio débil − Lp(X, µ) se define como el
conjunto de funciones µ-medibles f tales que ‖f‖Lp,∞ es finita, donde

‖f‖Lp,∞ = ı́nf{C > 0 : df(α) ≤ (C/α)p ∀α > 0}

El espacio débil− L∞(X, µ) es por definción L∞(X, µ)
El espacio débil− Lp(X, µ) se denota por Lp,∞(X, µ)
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Si G es un grupo localmente compacto, entonces G posee una medida de Haar, esto
es, una medida de Borel positiva µ tal que µ(At) = µ(A) para todo t ∈ G y A ⊆ G
medible. En particular si G = R∗ := R− {0}, entonces µ = dx

|x|
, y si G = R+, entonces

µ = dx
x
.

Definición 2.1.3. La convolución de dos funciones f, g ∈ L1(G) se define como

(f ∗ g)(x) =
∫

G

f(y)g(y−1x) dµ(y)

donde y−1 es el inverso de y en el grupo G.

Con estas definiciones estamos en condiciones de enunciar la versión de la desigual-
dad de Young que vamos a usar en esta sección.

Teorema 2.1.2. [7, Teorema 1.4.24] Sea G un grupo localmente compacto con µ la
medida de Haar que cumple µ(A) = µ(A−1), para todo conjunto medible A ∈ G, y
1 < p, q, r <∞ tales que

1

q
+ 1 =

1

p
+

1

s
.

Entonces, existe una constante Bp,q,r > 0 tal que para toda f en Lp(G) y g en Lq,∞(G)
tal que

‖f ∗ g‖Lq(G,µ) ≤ Bp,q,r‖f‖Lp(G,µ)‖g‖Ls,∞(G,µ)

Demostración. (Teorema 2.1.1) Analicemos primero el caso n = 1 (caso unidimensional)
Recordemos que queremos probar

‖|x|−βTγf‖Lq(R) ≤ C‖|x|αf‖Lp(R)

La clave en esta demostración es reescribir a la integral fraccionaria como una convo-
lución en el grupo R∗ con su correspondiente medida de Haar µ = dx

|x|
.

Si q <∞ reescribiendo la desigualdad anterior obtenemos

‖|x|−β+ 1
qTγf‖Lq(µ) ≤ C‖|x|α+ 1

pf‖Lp(µ)

Ahora

|x|−β+ 1
qTγf(x) =

∫ ∞

−∞

|x|−β+ 1
q f(y)|y|α+ 1

p

|y|γ−1+α+ 1
p |1− x

y
|γ
dy

|y| = (h ∗ g)(x)

donde h(x) = f(x)|x|α+ 1
p , g(x) = |x|

−β+1
q

|1−x|γ
, y γ − 1 + α + 1

p
= −β + 1

q
. Luego usando el

Teorema 2.1.2 obtenemos

‖|x|−β+ 1
qTγf‖Lq(µ) ≤ C‖|x|α+ 1

pf‖Lp(µ)‖g‖Ls,∞(µ)
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donde
1

q
=

1

p
+

1

s
− 1.

Por lo tanto, basta ver que ‖g‖Ls,∞(µ) < ∞. Para ello consideramos ϕ ∈ C∞(R), con
soporte en [1

2
, 3
2
] y tal que 0 ≤ ϕ ≤ 1 y ϕ ≡ 1 en (3

4
, 5
4
). Reescribimos a g como

g = ϕg + (1− ϕ)g := g1 + g2
Claramente g2 ∈ Ls(µ), ya que

‖g2‖Ls(µ) =

∫

|1−x|≥ 1
2

|g2(x)|s
dx

|x| +
∫

|1−x|≤ 1
2

|g2(x)|s
dx

|x|

=

∫

|1−x|≥ 1
2

|x|(−β+ 1
q
)s

|1− x|γs
dx

|x| +
∫

|1−x|≤ 1
2

|(1− ϕ)|s |x|
(−β+ 1

q
)s

|1− x|γs
dx

|x|

En |1− x| ≤ 1
2
la función es continua y por lo tanto integrable.

En cambio en |1 − x| ≥ 1
2
, para ver si es integrable tenemos que analizar que pasa en

el origen y cuando x → ∞, para eso separamos la integral en las regiones |x| ≤ 1
2
y

|1
2
− x| ≥ 1, luego

∫

|x|≤ 1
2

|x|(−β+ 1
q
)s

|1− x|γs
dx

|x| ≤ C

∫

|x|≤ 1
2

|x|(−β+ 1
q
)s−1 dx ≤ C

bajo la condición (−β+ 1
q
)s > 0 que es equivalente a pedir que β < 1

q
, y cuando x→ ∞

∫

| 1
2
−x|≥1

|x|(−β+ 1
q
)s

|1− x|γs
dx

|x| ∼
∫

| 1
2
−x|≥1

|x|(−β+ 1
q
−γ)s−1 dx

y resulta acotada si (−β + 1
q
− γ)s < 0, pero como por hipótesis tenemos 1

q
− β − γ =

1
p
− 1 + α esa condición equivalente a α < 1

p′
.

Entonces

µ({g1 + g2 > λ}) ≤µ
({

g1 >
λ

2

})
+ µ

({
g2 >

λ

2

})

≤µ
({

g1 >
λ

2

})
+

(
2‖g2‖Ls(µ)

λ

)s

≤µ
({

g1 >
λ

2

})
+
C

λs
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pues,

‖g2‖Ls(µ) =

∫

{g2>λ
2}

|g2|s dµ+

∫

{g2<λ
2}

|g2|s dµ

≥
∫

{g2>λ
2}

|g2|s dµ

≥
(
λ

2

)s

µ

({
g2 >

λ

2

})

además,

µ

({
g1 >

λ

2

})
≤µ
({

C

|1− x|γ > λ

})

=µ

({
C

λ
1
γ

> |1− x|
})

≤ C

λ
1
γ

≤ C

λs

siempre que sγ ≤ 1, esto es, γ ≤ 1 + 1
q
− 1

p
, que es equivalente a α + β ≥ 0.

Por lo tanto g ∈ Ls,∞(µ).
Si q = ∞ la desigualdad nos queda

‖|x|−βTγf‖L∞(µ) ≤ C‖|x|α+ 1
pf‖Lp(µ)

Ahora

|x|−βTγf(x) =

∫ ∞

−∞

|x|−βf(y)|y|α+ 1
p

|y|γ−1+α+ 1
p |1− x

y
|γ
dy

|y| = (h ∗ g)(x)

donde h(x) = f(x)|x|α+ 1
p , g(x) = |x|−β

|1−x|γ
, y γ − 1 + α + 1

p
= −β, luego usando la

desigualdad de Young se obtiene

‖h ∗ g‖L∞(µ) = ‖|x|−βTγf‖L∞(µ) ≤ C‖|x|α+ 1
pf‖Lp(µ)‖g‖Lp′(µ)

Luego basta ver que ‖g‖Lp′(µ) ≤ C

‖g‖p′
Lp′(µ)

=

∫ ∞

−∞

|x|−βp′

|1− x|γp′
dx

|x|

=

∫

|x|≤ 1
2

|x|−βp′

|1− x|γp′
dx

|x| +
∫

1
2
<|x|≤ 3

2

|x|−βp′

|1− x|γp′
dx

|x| +
∫

|x|> 3
2

|x|−βp′

|1− x|γp′
dx

|x|

Luego
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1. ∫

|x|≤ 1
2

|x|−βp′−1

|1− x|γp′ dx ≤ C

∫

|x|≤ 1
2

|x|−βp′−1dx

pues si |x| ≤ 1
2
tenemos que |1− x| ≥ 1

2
, con lo cual |1− x|−γp′ ≤

(
1
2

)−γp′
= C, ya

que γp′ > 0 y además ∫

|x|≤ 1
2

|x|−βp′−1dx ≤ C

pues la condición de integrabilidad en el origen es −βp′ > 0 y eso se cumple ya
que β < 0.

2. ∫

1
2
<|x|≤ 3

2

|x|−βp′

|1− x|γp′
dx

|x| ≤ C

∫

1
2
<|x|≤ 3

2

|1− x|−γp′dx

ya que si 1
2
< |x| ≤ 3

2
, se tiene que |x|−βp′−1 ≤ C

y además ∫

1
2
<|x|≤ 3

2

|1− x|−γp′dx ≤ C

pues la condición de integrabilidad en x = 1 es −γp′ + 1 > 0 (es decir γ < 1
p′
) y

esto se cumple ya que γ = 1− 1
p
− (α+ β) = 1

p′
− (α+ β) < 1

p′
pues α + β > 0.

3. Cuando x → ∞ sabemos que |1 − x| ∼ |x|, entonces existe M ∈ R tal que si
|x| > M se verifica |1− x| ≥ C|x|, luego podemos tomar

∫

|x|> 3
2

|x|−βp′

|1− x|γp′
dx

|x| =
∫

3
2
<|x|<M

|x|−βp′

|1− x|γp′
dx

|x| +
∫

|x|>M

|x|−βp′

|1− x|γp′
dx

|x|

Claramente la primera integral está acotada, para la segunda usaremos la cota
mencionada anteriormente

∫

|x|>M

|x|−βp′

|1− x|γp′
dx

|x| ≤ C

∫

|x|>M

|x|−βp′

|x|γp′
dx

|x| = C

∫

|x|>M

|x|(−β−γ)p′−1 dx

y esta última resulta acotada si (−β − γ)p′ < 0, y esto se cumple ya que como
α < 1

p′
y −β − γ = 1

p
− 1 + α = α− 1

p′
, resulta −β − γ < 0.

Por lo tanto g ∈ Lp′(µ).
Con lo que concluimos la demostración para el caso n = 1.

De manera análoga se puede ver el caso p = 1, ya que del mismo modo que en q = ∞
podemos tomar la desigualdad de Young clásica.
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Para demostrar el teorema en el caso n > 1, la idea principal, como en el caso unidimen-
sional, es reescribir a la integral fraccionaria de funciones radiales como una convolución
sobre el grupo R∗ con la medida de Haar µ = dx

x
. Para ello, vamos a necesitar el siguiente

lema.

Lema 2.1.1. Sea x ∈ Sn−1 = {x ∈ Rn : |x| = 1} y consideramos la siguiente integral:

I(x) =

∫

Sn−1

f(x · y) dy

donde f : [−1, 1] → R, f ∈ L1([−1, 1], (1− t2)(n−3)/2). Entonces, I(x) es una constante
independiente de x y además

I(x) = ωn−2

∫ 1

−1

f(t)(1− t2)
n−3
2 dt

donde ωn−2 es el área de Sn−2.

Demostración. (lema 2.1.1)
Observemos que I(x) es constante para todo x ∈ Sn−1. Dado x̃ ∈ Sn−1, existe una

rotación R ∈ O(n) tal que x̃ = Rx, entonces,

I(x̃) =

∫

Sn−1

f(x̃.y) dy =

∫

Sn−1

f(Rx.y) dy =

∫

Sn−1

f(x.R−1y) dy = I(x)

Por lo tanto basta calcular I(x) para x = en. Para ello vamos a separar la integral en
dos y vamos a considerar primero la integral sobre (Sn−1)

+
= {x ∈ Sn−1 : xn > 0}, y

como (Sn−1)
+
es el gráfico de una función g : {x ∈ Rn−1 : |x| < 1} −→ (Sn−1)

+
definida

por g(x) = (x,
√
1− |x|2), obtenemos,

∫

(Sn−1)+
f(yn) dy =

∫

{|x|<1}

f(
√
1− |x|2) 1√

1− |x|2
dx

luego usando coordenadas polares, esto es

∫

Sn−2

∫ 1

0

f(
√
1− r2)

1√
1− r2

rn−2 dr dx′ = ωn−2

∫ 1

0

f(t)(1− t2)
n−3
2 dt

Analogamente con la semiesfera inferior, se obtiene

∫

(Sn−1)−
f(yn) dy = ωn−2

∫ 0

−1

f(t)(1− t2)
n−3
2 dt
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Con lo cual,

I(en) =

∫

(Sn−1)+
f(yn) dy +

∫

(Sn−1)−
f(yn) dy

=ωn−2

∫ 0

−1

f(t)(1− t2)
n−3
2 dt+ ωn−2

∫ 0

−1

f(t)(1− t2)
n−3
2 dt

=ωn−2

∫ 1

−1

f(t)(1− t2)
n−3
2 dt = I(x)

Ahora volvamos a la demostración del teorema.
Usando coordenadas polares,

y = ry′ r = |y| y′ ∈ Sn−1

x = ρx′ ρ = |x| x′ ∈ Sn−1

y la identidad:
|x− y|2 = |x|2 − 2|x||y|x′ · y′ + |y|2

podemos escribir la integral fraccionaria de una función radial v(x) = v0(|x|) como

Tγv(x) =

∫ ∞

0

∫

Sn−1

v0(r)r
n−1 dr dy′

(r2 − 2rρx′.y′ + ρ2)γ/2

Usando el lema (2.1.1), tenemos que

Tγv(x) = ωn−2

∫ ∞

0

v0(r)r
n−1

{∫ 1

−1

(1− t2)(n−3)/2

(ρ2 − 2ρrt+ r2)γ/2
dt

}
dr

donde

f(x.y) =
1

(r2 − 2rρx.y + ρ2)
γ
2

Ahora escribimos

∫ 1

−1

(1− t2)(n−3)/2

(ρ2 − 2ρrt+ r2)γ/2
dt =

∫ 1

−1

(1− t2)(n−3)/2

rγ
[
1− 2

(
ρ
r

)
t+
(
ρ
r

)2]γ/2 dt

Entonces

Tγv(x) = ωn−2

∫ ∞

0

v0(r)r
n−γIγ,k

(ρ
r

) dr
r
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donde k = n−3
2
, y, para a ≥ 0

Iγ,k(a) =

∫ 1

−1

(1− t2)k

(1− 2at+ a2)γ/2
dt

Notar que el denominador de la integral se anula solamente si a = 1 y t = 1. Entonces,
Iγ,k(a) está bien definida y es continua para a 6= 1.
Si q <∞ haciendo abuso de notación podemos escribir

ρ
n
q
−βTγv(ρ) =ωn−2

∫ ∞

0

v0(r)r
n−γ+n

q
−β ρ

n
q
−β

r
n
q
−β
Iγ,k

(ρ
r

) dr
r

=ωn−2 (v0ρ
n−γ+n

q
−β) ∗ (ρn

q
−βIγ,k(ρ))

Por lo tanto, usando el Teorema 2.1.2 se tiene

‖|x|−βTγv‖Lq(Rn) =

(
ωn−1

∫ ∞

0

|Tγv(ρ)|qρn−βq dρ

ρ

)1/q

=‖ρn
q
−βTγv(ρ)‖Lq(µ)

≤ω1/q
n−2ωn−2‖v0(ρ)ρn−γ+n

q
−β‖Lp(µ) ‖ρ

n
q
−βIγ,k(ρ)‖Ls,∞(µ)

Con la condición
1

p
+

1

s
− 1 =

1

q

Usando nuevamente coordenadas polares podemos ver que

ω
1/p
n−1 ‖v0(ρ)ρn−γ+n

q
−β‖Lp(µ) =ω

1/p
n−1

(∫ ∞

0

|v0(ρ)|pρ(n−γ−β)p−nρn
dρ

ρ

)1/p

=‖v0(|x|)|x|n−γ+n
q
−β−n

p ‖Lp(Rn)

=‖|x|α v‖Lp(Rn)

pero, por las condiciones de nuestro teorema,

n− γ +
n

q
− β − n

p
= α

Entonces, es suficiente probar que

‖ρn
q
−βIγ,k(ρ)‖Ls,∞(µ) < +∞

Para ello, consideramos ϕ ∈ C∞(R), con soporte en [1
2
, 3
2
] y tal que 0 < ϕ < 1 y ϕ ≡ 1 en

(3
4
, 5
4
), luego podemos escribir ρ

n
q
−βIγ,k(ρ) = ϕρ

n
q
−βIγ,k(ρ)+(1−ϕ)ρn

q
−βIγ,k(ρ) := g1+g2

.
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Afirmamos que g2 ∈ Ls(µ). De hecho, como Iγ,k(ρ) es una función continua para ρ 6= 1,
para analizar el comportamiento (en relación a la integrabilidad) de g2 es suficiente con
considerar el comportamiento de |ρn

q
−β|s|Iγ,k(ρ)|s en ρ = 0 y cuando ρ→ ∞.

Como Iγ,k(ρ) no tiene una singularidad en ρ = 0, la condición para la integrabilidad en
ρ = 0 es β < n

q
.

Cuando ρ→ +∞, podemos observar que

Iγ,k(ρ) =
1

ργ

∫ 1

−1

(1− t2)k

(ρ−2 − 2ρ−1t+ 1)γ/2
dt

y observemos que cuando ρ→ +∞

Iγ,k(ρ) ∼
Ck

ργ

(
con Ck =

∫ 1

−1

(1− t2)k dt

)

se tiene que la condición de integrabilidad en el infinito es n
q
−β− γ < 0, lo que resulta

equivalente a α < n
p′
.

Ahora para analizar el comportamiento de g1 para ρ = 1, es necesario el siguiente lema.

Lema 2.1.2. Para a ∼ 1 y k ∈ N0 o k = m− 1
2
con m ∈ N0, se tiene:

|Iγ,k(a)| ≤





Ck,γ si γ < n− 1
Ck,γ log

1
|1−a|

si γ = n− 1

Ck,γ|1− a|−γ+2k+2 si n− 1 < γ < n

Demostración. (Lema 2.1.2) Consideremos primero el caso k ∈ N0 y γ < 2k+2, entonces
como a ∼ 1,

Iγ,k(a) ∼
∫ 1

−1

(1− t2)
k

(2− 2t)γ/2
dt ∼ C

∫ 1

−1

(1− t)k

(1− t)γ/2
dt

que resulta acotado ya que k − γ
2
+ 1 > 0, pues γ < 2k + 2.

Si γ = 2k + 2, entonces

Iγ,k(a) ∼
∫ 1

−1

(
1− t2

)k dk
dtk

((
1− 2at + a2

)− γ
2
+k
)
dt

integrando por partes k veces (y observando que los terminos de borde se anulan),

Iγ,k(a) ∼
∣∣∣∣
∫ 1

−1

dk

dtk

((
1− t2

)k) (
1− 2at+ a2

)− γ
2
+k

dt

∣∣∣∣

pero, dk

dtk

(
(1− t2)

k
)
es un polinomio de grado k y por lo tanto acotado en [−1, 1] (de

hecho, es el polinomio de Legendre multiplicado por una constante), entonces,

Iγ,k(a) ∼ C

∫ 1

−1

(
1− 2at+ a2

)−1
dt =

C

2a
log

(
1 + a

1− a

)2

≤ C log
1

|1− a|
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Si γ > 2k + 2, integrando por partes como en el caso anterior,

Iγ,k(a) ∼ C

∫ 1

−1

(
1− 2at+ a2

)− γ
2
+k

dt

entonces,

Iγ,k(a) ∼ C
(
1− 2at+ a2

)− γ
2
+k+1 |t=1

t=−1 ≤ C|1− a|−γ+2k+2

Veamos ahora el caso k = m − 1
2
, con m ∈ N0, para ello analizaremos por separado el

caso k = −1
2

Tomemos primero el caso k 6= −1
2
, es decir, k = m+ 1

2
con m ∈ N0. Para γ < 2k + 2 la

prueba es exactamente igual que en el caso k ∈ N0.
Si γ > 2k + 2 ( γ > 2m+ 3), tomemos γ > 2k + 3 (γ > 2m+ 4), entonces

Iγ,k(a) =

∫ 1

−1

(
1− t2

)k (
1− 2at+ a2

)− γ
2 dt

=

∫ 1

−1

(
1− t2

) 1
2
m (

1− 2at + a2
)− γ

4
(
1− t2

) 1
2
(m+1) (

1− 2at+ a2
)− γ

4 dt

aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz nos queda que

Iγ,k(a) ≤ (Iγ,m(a))
1/2 (Iγ,m+1(a))

1/2

luego como m ∈ N0 podemos utilizar las cotas encontradas anteriormentes para Iγ,m(a)
y Iγ,m+1(a), y de esa forma nos queda,

Iγ,k(a) ≤
(
C|1− a|−γ+2m+2

)1/2 (
C|1− a|−γ+2m+4

)1/2
= C|1− a|−γ+2m+3

si, por el contrario, 2m + 3 < γ < 2m + 4, notemos que podemos considerar siempre
a < 1, pues Iγ,k(a) = a−γIγ,k(a

−1), entonces,

I ′γ,k(a) =γ

∫ 1

−1

(1− t2)
k
(t− a)

(1− 2at+ a2)
γ
2
+1

dt

≤γ
∫ 1

a

(1− t2)
k
(t− a)

(1− 2at+ a2)
γ
2
+1

dt

≤γ (1− a)

∫ 1

a

(1− t2)
k

(1− 2at+ a2)
γ+2
2

dt

≤γ (1− a)

∫ 1

−1

(1− t2)
k

(1− 2at+ a2)
γ+2
2

dt

≤γ (1− a) Iγ+2,k(a)
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pero γ + 2 > 2k + 2, entonces Iγ+2,k(a) ≤ C|1− a|−(γ+2)+2k+2, luego

Iγ,k(a) ≤
∫ a

0

I ′γ,k(s) ds ≤ C

∫ a

0

(1− s)−γ+2k+1 ds ≤ C|1− a|−γ+2k+2

y cuando γ = 2k + 2, usando el resultado anterior (ya que también se cumple γ + 2 >
2k + 2), tenemos

Iγ,k(a) ≤
∫ a

0

1

1− s
ds = C log

1

|1− a|
Finalmente si k = −1

2

Iγ,− 1
2
(a) =

∫ 0

−1

(1− t2)
− 1

2

(1− 2at+ a2)
γ
2

dt+

∫ 1

0

(1− t2)
− 1

2

(1− 2at + a2)
γ
2

dt

=I + II

como γ > 0,

I ≤
∫ 0

−1

1

(1 + t)1/2
dt = 2

II ≤
∫ 1

0

(1− t)−
1
2

(1− 2at + a2)
γ
2

dt

=− 2

∫ 1

0

d
dt
(1− t)

1
2

(1− 2at+ a2)
γ
2

dt

≤ 2aγ

∫ 1

0

(1− t)
1
2

(1− 2at+ a2)
γ
2
+1

dt

≤ 2aγ

∫ 1

0

(1− t2)
1
2

(1− 2at+ a2)
γ
2
+1

dt

≤ CIγ+2, 1
2
(a)

y nuevamente usando las cotas halladas para k 6= −1
2
concluimos la prueba.

Continuando con el estudio de g1, consideramos los siguientes casos.

1. Si 0 < γ < n − 1 ( es decir, 0 < γ < 2k + 2 ), entonces |Iγ,k(ρ)| resulta acotado
cuando ρ ∼ 1 y por lo tanto g1 ∈ Ls(µ)

2. Si γ = n− 1 ( es decir, γ = 2k + 2 )

|Iγ,k(ρ)| ≤ C log
1

|1− ρ|
por lo que concluimos, como en el caso anterior, que g1 ∈ Ls(µ)
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3. Si n− 1 < γ < n

|Iγ,k(ρ)| ≤ C|1− ρ|−γ+2k+2 = C|1− ρ|−γ+n−1

entonces,

µ ({g1 > λ/2}) ≤µ
({

C

|1− ρ|γ−n+1
> λ

})

=µ

({
C

λ
1

γ−n+1

> |1− ρ|
})

≤ C

λ
1

γ−n+1

≤ C

λs

siempre y cuando s(γ−n+1) ≤ 1, lo que es equivalente a α+β ≥ (n−1)
(

1
p
− 1

q

)
.

Entonces, ‖g1‖Ls,∞(µ) < +∞.

Si q = ∞ , al igual que en el caso anterior, haciendo abuso de notación podemos escribir

ρ−βTγv(ρ) =ωn−2

∫ ∞

0

v0(r)r
n−γ−β ρ

−β

r−β
Iγ,k

(ρ
r

) dr
r

=ωn−2 (v0ρ
n−γ−β) ∗ (ρ−βIγ,k(ρ))

Luego usando la Desigualdad de Young tenemos

‖|x|−βTγv‖L∞(Rn) =‖ρ−βTγv(ρ)‖L∞(µ)

≤ωn−2‖v0(ρ)ρn−γ−β‖Lp(µ) ‖ρ−βIγ,k(ρ)‖Lp′ (µ)

Usando nuevamente coordenadas polares podemos ver que

ω
1/p
n−1 ‖v0(ρ)ρn−γ−β‖Lp(µ) =ω

1/p
n−1

(∫ ∞

0

|v0(ρ)|pρ(n−γ−β)p−nρn
dρ

ρ

)1/p

=‖v0(|x|)|x|n−γ−β−n
p ‖Lp(Rn)

=‖|x|α v‖Lp(Rn)

ya que la condición

1 =
1

p
+
γ + α + β

n

implica que

n− γ − β − n

p
= α
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Solo resta ver que ‖ρ−βIγ,k(ρ)‖Lp′(µ) <∞
para ello escribimos

‖ρ−βIγ,k(ρ)‖p
′

Lp′ (µ)
=

∫ ∞

0

ρ−βp′|Iγ,k(ρ)|p
′ dρ

ρ

=

∫ 1−ε

0

ρ−βp′|Iγ,k(ρ)|p
′ dρ

ρ
+

∫ 1+ε

1−ε

ρ−βp′|Iγ,k(ρ)|p
′ dρ

ρ
+

∫ ∞

1+ε

ρ−βp′|Iγ,k(ρ)|p
′ dρ

ρ

=I + II + III

Luego

I =

∫ 1−ε

0

ρ−βp′|Iγ,k(ρ)|p
′ dρ

ρ
< C

∫ 1−ε

0

ρ−βp′−1dρ

pues Iγ,k(ρ) es continua para ρ 6= 1
y la integral resulta acotada si −βp′ > 0 y esto se cumple ya que β < 0

Para II vamos a usar el lema 2.1.2 ya que ρ ∼ 1, y por lo tanto vamos a considerar
los siguientes casos

1. Si 0 < γ < n− 1

II =

∫ 1+ε

1−ε

ρ−βp′|Iγ,k(ρ)|p
′ dρ

ρ
< C

ya que |Iγ,k(ρ)| < Ck,γ

2. Si γ = n− 1

II =

∫ 1+ε

1−ε

ρ−βp′|Iγ,k(ρ)|p
′ dρ

ρ
∼
∫ 1+ε

1−ε

ρ−βp′Ck,γ

(
log

1

|1− ρ|

)p′
dρ

ρ

si usamos que:

log
1

|1− ρ| < C

(
1

|1− ρ|

)δ

(para 1− ε < ρ < 1 + ε y δ > 0)

obtenemos

∫ 1+ε

1−ε

ρ−βp′Ck,γ

(
log

1

|1− ρ|

)p′
dρ

ρ
<Ck,γ

∫ 1+ε

1−ε

ρ−βp′−1 1

|1− ρ|δp′ dρ

<C

∫ 1+ε

1−ε

|1− ρ|−δp′dρ

y esta integral resulta acotada si −δp′+1 > 0, para eso basta con tomar 0 < δ < 1
p′
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3. Si n− 1 < γ < n

II =

∫ 1+ε

1−ε

ρ−βp′|Iγ,k(ρ)|p
′ dρ

ρ
∼
∫ 1+ε

1−ε

|1− ρ|(−γ+n−1)p′ dρ

y está última resulta acotada si (−γ+n− 1)p′ +1 > 0, lo que resulta equivalente

a la condición α + β > (n− 1)
(
−1

p

)

Nos resta ver que pasa con III

III =

∫ ∞

1+ε

ρ−βp′|Iγ,k(ρ)|p
′ dρ

ρ

cuando ρ→ +∞ podemos observar que

Iγ,k(ρ) =
1

ργ

∫ 1

−1

(1− t2)
k

(ρ−2 − 2ρ−1 + 1)
γ
2

dt ∼ Ck

ργ

(
con Ck =

∫ 1

−1

(
1− t2

)k
dt

)

con lo cual ∫ ∞

1+ε

ρ−βp′|Iγ,k(ρ)|p
′ dρ

ρ
∼ Ck

∫ ∞

1+ε

ρ−βp′−1−γp′dρ

y esta resulta acotada si −βp′−γp′ < 0 y nuevamente si reemplazamos γ por n−α−β−n
p

esta condición se traduce en α < n
p′

Entonces ‖ρ−βIγ,k(ρ)‖Lp′ (µ) <∞.
Y con eso concluye la demostración.
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Caṕıtulo 3

Espacios Potenciales

3.1. Introducción

Los espacios de Sobolev de orden entero suelen definirse en término de sus derivadas,
como es el caso de la clásica definición:

Definición 3.1.1. Dado un dominio Ω ⊂ Rn, para k ∈ N se define

W k,p(Ω) = {f ∈ Lp(Ω) : Dαf ∈ Lp(Ω) con |α| ≤ k}

donde α ∈ Nn
0 un multíındice.

donde la derivada Dαf debe entenderse en el sentido de las distribuciones. Se suele
notar al espacio W k,2 como Hk.
En el caso de p = 2 se puede definir el espacio de SobolevW k,2(Rn) (o Hk(Rn)) haciendo
uso de la transformada de Fourier, como veremos en la siguiente definición.

Definición 3.1.2. Sea k ∈ N

Hk(Rn) = {f ∈ L2(Rn) : (1 + |ω|2)k/2f̂(ω) ∈ L2(Rn)}

Notemos que si p = 2 ambas definiciones son equivalentes, es decir, W k,2 = Hk .
Equivalencia que podemos encontrar en [7].
A partir de esta definición podemos definir los espacios de Sobolev de orden fraccionario
(para cualquier s ≥ 0 real)

Definición 3.1.3. Sea s ≥ 0 un número real,

Hs(Rn) = {f ∈ L2(Rn) : (1 + |ω|2)s/2f̂(ω) ∈ L2(Rn)}
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En este caṕıtulo estudiaremos los espacios de Sobolev de orden fraccionario basados
en Lp(Rn) para 1 < p < ∞. Una forma de definir estos espacios, conocidos como

espacios potenciales, es a partir del operador (I −∆)−s/2 que podemos definir usando
transformada de Fourier (para funciones en la clase de Schwarz ):

(I −∆)−s/2 g = F−1
(
(1 + |ω|2)−s/2F(g)

)
= Gs ∗ g

donde
Gs(ω) = F−1

(
(1 + |ω|2)−s/2

)

que es conocido como el potencial de Bessel. Luego usando un argumento de densidad
podemos definirlo para funciones en Lp(Rn)

Definición 3.1.4. Sean s ≥ 0 ∈ R y 1 < p <∞

Hs,p(Rn) = {f ∈ Lp(Rn) : f = (I −∆)−s/2 g con g ∈ Lp(Rn)}

Observación. Si k ∈ N y 1 < p < ∞, tenemos que Hk,p(Rn) = W k,p(Rn) (ver [17,
pág. 135])

Definición 3.1.5. Sea f ∈ Hs,p(Rn), entonces existe g ∈ Lp(Rn) tal que f = Gs ∗ g,
definimos la norma en Hs,p(Rn) como,

‖f‖Hs,p(Rn) = ‖g‖Lp(Rn).

Como consecuencia de la siguiente proposición podemos observar que la norma está
bien definida.

Proposición 3.1.1.
Gs ∗ g1 = Gs ∗ g2 ⇒ g1 = g2

Demostración. Sea ϕ ∈ S

< Gs ∗ g1, ϕ >=
∫

(Gs ∗ g1)(x)ϕ(x) dx =

∫ ∫
Gs(y − x)g1(x)ϕ(x) dx dy =

∫
g1(x)(Gs ∗ ϕ)(x) dx =< g1, Gs ∗ ϕ >

como Gs ∗ g1 = Gs ∗ g2 ⇒
∫
(g2 − g1)(Gs ∗ ϕ)(x) dx = 0 ∀ϕ ∈ S, para ver que

g2 − g1 = 0 basta ver que Gs ∗ ϕ está en S para toda ϕ en S,
supongamos que ψ ∈ S y tomamos ϕ̂(x) = (1 + 4π2|x|2)s/2 ψ̂(x), como ψ̂ ∈ S, ϕ̂ ∈ S y
por lo tanto ϕ ∈ S,
luego

ψ̂ = ϕ̂
(
1 + 4π2|x|2

)−s/2
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⇒ ψ = Gs ∗ ϕ

⇒
∫

(g1 − g2)(Gs ∗ ϕ)(x) dx =

∫
(g1 − g2)ψ dx ∀ψ ∈ S

⇒ g1 = g2

Proposición 3.1.2. Sea 0 < s < n. Entonces Gs es una función suave en Rn r {0}
que satisface Gs(x) > 0 ∀x ∈ Rn. Más aún, existen C(s, n), c(s, n), Cs,n constantes
positivas tal que

Gs ≤ C(s, n)e−|x|/2 si |x| ≥ 2

y
1

c(s, n)
≤ Gs(x)

Hs(x)
≤ c(s, n) si |x| ≤ 2

donde

Hs(x) =





|x|s−n + 1 +O(|x|s−n+2) si 0 < s < n

log
(

2
|x|

)
+ 1 +O(|x|2) s = n

1 +O(|x|s−n) s > n

Demostración. La demostración es análoga al desarrollo realizado para el potencial de
Riesz. Para a, s > 0 tenemos la identidad de la función Gamma

a−s/2 =
1

Γ(s/2)

∫ ∞

0

e−tats/2
dt

t

que usamos para obtener

(
1 + 4π2|ξ|2

)−s/2
=

1

Γ(s/2)

∫ ∞

0

e−t(1+4π2|ξ|2)ts/2
dt

t

antitransformando en ξ y usando que e−π|ξ|2 es igual a su transformada se obtiene

Gs(x) =
(2
√
π)−n

Γ(s/2)

∫ ∞

0

e−te
−|x|2

4t t
s−n
2
dt

t
(3.1)

entonces Gs(x) > 0 y suave en Rn − {0}.
Ahora si suponemos |x| ≥ 2, entonces t+ |x|2

4t
≥ t+ 1

t
y además t+ |x|2

4t
≥ |x|, entonces

−t− |x|2
4t

≤ − t

2
− 1

2t
− |x|

2
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por lo tanto, cuando |x| ≥ 2 se tiene

|Gs(x)| ≤
(2
√
π)−n

Γ(s/2)

(∫ ∞

0

e
−t
2 e

−t
2t t

s−n
2
dt

t

)
e

−|x|
2 = Cs,ne

−|x|
2 .

Cuando |x| ≤ 2, escribimos Gs(x) = G1
s(x) +G2

s(x) +G3
s1(x), donde

G1
s(x) =

(2
√
π)−n

Γ(s/2)

∫ |x|2

0

e−ue
−|x|2

4u u
s−n
2
du

u

=|x|s−n (2
√
π)−n

Γ(s/2)

∫ 1

0

e−t|x|2e
−1
4t t

s−n
2
dt

t

G2
s(x) =

(2
√
π)−n

Γ(s/2)

∫ 4

|x|2
e−te

−|x|2

4t t
s−n
2
dt

t

G3
s(x) =

(2
√
π)−n

Γ(s/2)

∫ ∞

4

e−te
−|x|2

4t t
s−n
2
dt

t

como |x| ≤ 2, si t < 1 se tiene t|x|2 ≤ 4 y por lo tanto

G1
s(x) ≈|x|s−n (2

√
π)−n

Γ(s/2)

∫ 1

0

e
−1
4t t

s−n
2
dt

t

≈c1s,n|x|s−n

además como 0 ≤ |x|2

4t
≤ 1

4
, si 0 ≤ t ≤ 4 se tiene e

−17
4 ≤ e−t− |x|2

4t ≤ 1, y por lo tanto

G2
s(x) ≈

∫ 4

|x|2
t
s−n
2
dt

t
=





2
n−s

|x|s−n − 2s−n+1

n−s
si 0 < s < n

2 log
(

2
|x|

)
s = n

1
s−n

2s−n+1 − 2
s−n

|x|s−n s > n

por último, usando que e
−1
4 ≤ e−

|x|2

4t ≤ 1, se tiene que

c1 ≤ G3
s(x) ≤ c2

y combinando las tres estimaciones se obtiene que

1

c(s, n)
≤ Gs(x)

Hs(x)
≤ c(s, n)

Proposición 3.1.3. Para s > 0, Gs ∈ L1(Rn)
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Demostración.
∫

Rn

|Gs(x)| dx =

∫

{|x|≤2}

|Gs(x)| dx+
∫

{|x|≥2}

|Gs(x)| dx

=I + II.

Luego usando la Proposición 3.1.2 tenemos que,

II =

∫

{|x|≥2}

|Gs(x)| ≤
∫

{|x|≥2}

e−|x|/2 dx ≤ C

y como para |x| ≤ 2 tenemos,

|Gs(x)| ≤





C|x|s−n si 0 < s < n

C log
(

2
|x|

)
s = n

C s > n

se sigue que,

I =

∫

{|x|≤2}

|Gs(x)| dx ≤ C

por lo tanto Gs ∈ L1(Rn).

Corolario 3.1.1. Si s > 0, f ∈ Lp(Rn) y 1 ≤ p ≤ ∞ tenemos que

‖Gs ∗ f‖Lp(Rn) ≤ ‖f‖Lp(Rn).

Demostración. Usando la desigualdad de Young

‖Gs ∗ f‖Lp(Rn) ≤ ‖Gs‖L1(Rn)‖f‖Lp(Rn) = C‖f‖Lp(Rn)

Observación. Es inmediato del corolario que Hβ,p(Rn) ⊂ Hα,p(Rn) y que

‖f‖Hα,p(Rn) ≤ ‖f‖Hβ,p(Rn) si β > α

ya que si f ∈ Hβ,p(Rn) entonces existe g ∈ Lp(Rn) tal que f = Gβ ∗ g y como β > α
puedo tomar h > 0 que cumpla β = α + h, de esa manera

f = Gβ ∗ g = Gα+h ∗ g

f = (Gα ∗Gh) ∗ g = Gα ∗ (Gh ∗ g)
luego

‖f‖Hα,p(Rn) = ‖Gh ∗ g‖Lp(Rn) ≤ C‖g‖Lp(Rn) = C‖f‖Hβ,p(Rn)
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Proposición 3.1.4. Sean 0 < s < n y 1 < p < q < ∞ que cumplen 1
p
− 1

q
= s

n
.

Entonces para toda f ∈ Lp(Rn) existe una constante Cp,q,n,s <∞ tal que

‖Gs ∗ f‖Lq(Rn) ≤ Cp,q,n,s‖f‖Lp(Rn)

Demostración. Por la proposición 3.1.2 sabemos que

|Gs(x)| ≤ C|x|s−n

entonces

|Gs ∗ f(x)| ≤
∫

Rn

|Gs(y − x)||f(y)| dy ≤ C

∫

Rn

|y − x|s−n|f(y)| dy = CTn−s(|f |)

luego usando el Teorema 1.2.1, con γ = n− s tenemos que,

‖Tn−s(f)‖Lq(Rn) ≤ C‖f‖Lp(Rn)

ya que para γ = n− s, la condición 1
q
= 1

p
+ γ

n
− 1 es equivalente a 1

p
− 1

q
= s

n
.

De esa forma se obtiene,

‖Gs ∗ f‖Lq(Rn) ≤ C‖f‖Lp(Rn).

Finalmente si nos restringimos al espacio de funciones con simetŕıa radial

Hs,p
rad(R

n) = {f ∈ Hs,p(Rn) : f(x) = f0(|x|)}

obtenemos el siguiente teorema, que es el que nos va a permitir demostrar los teoremas
de inmersión (para funciones radiales) junto con los resultados estudiados en el primer
caṕıtulo.

Teorema 3.1.1. Sea f ∈ Hs,p
rad(R

n) ⇒ f = Gs ∗ g, donde g es una función radial de
Lp(Rn).

Demostración. Basta ver que g◦R(x) = g(R(x)) = g(x), para toda rotaciónR ∈ SO(n).
Tomemos 〈g ◦R,ψ〉 con ψ ∈ S y definimos

ϕ =
(
(1 + |x|2)s/2ψ̂

)∨
∈ S

con lo cual
ϕ̂ = (1 + |x|2)s/2ψ̂

ψ̂ = (1 + |x|2)−s/2ϕ̂ = Ĝs ϕ̂ = Ĝs ∗ ϕ
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luego
ψ = Gs ∗ ϕ

entonces,

〈g ◦R,ψ〉 = 〈g ◦R,Gs ∗ ϕ〉 = 〈g, (Gs ∗ ϕ) ◦R−1〉
= 〈g, (Gs ◦R−1) ∗ (ϕ ◦R−1)〉 = 〈g,Gs ∗ (ϕ ◦R−1)〉
= 〈Gs ∗ g, ϕ ◦R−1〉 = 〈f, ϕ ◦R−1〉 = 〈f ◦R,ϕ〉
= 〈f, ϕ〉 = 〈Gs ∗ g, ϕ〉 = 〈g,Gs ∗ ϕ〉 = 〈g, ψ〉

por lo tanto
〈g ◦R,ψ〉 = 〈g, ψ〉 ∀ψ ∈ S

es decir,
g ◦R(x) = g(x) ∀R ∈ SO(n)

3.2. Lemas de Ni y Strauss para espacios potencia-

les

En esta sección mostraremos una generalización de los lemas de Ni y W.Strauss
(ver [19] y [12]) para espacios potenciales. Estos teoremas serán de gran utilidad para
demostrar los teoremas de inmersión de espacios Hs,p(Rn) en espacios Lp(Rn) (o en
Lp(|x|c,Rn)) para funciones con simetŕıa radial.

Teorema 3.2.1. (Lema de Ni para Espacios Potenciales) Sean n > 1, 1 < p < ∞ y
1/p < s < n/p. Entonces

|f(x)| ≤ Cn|x|−(n−sp)/p‖f‖Hs,p(Rn)

para toda f ∈ Hs,p
rad(R

n) .

Demostración. Sea f ∈ Hs,p(Rn) una función radial, entonces existe g ∈ Lp(Rn) radial,
tal que f = Gs ∗ g, y sabemos que

|Gs(x)| ≤ C|x|s−n

luego

f(x) = Gs∗g(x) ≤ |Gs∗g(x)| ≤
∫

Rn

Gs(y−x)|g(y)| dy ≤
∫

Rn

C|y−x|s−n|g(y)| dy = CTn−s(|g|)
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entonces

|x|(n−sp)/p|f(x)| ≤ ‖|x|(n−sp)/pf‖L∞(Rn) ≤ ‖|x|(n−sp)/pGs ∗ g‖L∞(Rn) ≤

≤ C‖|x|(n−sp)/pTn−s(|g|)‖L∞(Rn)

tomando α = 0, β = −(n− sp)/p, y γ = n− s , se cumple 0 < γ < n, α < n/p′, β < 0,
α+ β > −(n− 1)(1/p) y 1 = 1

p
+ α+β+γ

n
, por lo tanto estamos en condiciones de aplicar

el Teorema 2.1.1, obteniendo la siguiene desigualdad:

|x|(n−sp)/p|f(x)| ≤ C‖|x|(n−sp)/pTn−s(|g|)‖L∞(Rn) ≤ C‖g‖Lp = C‖f‖Hs,p(Rn)

y finalmente
|f(x)| ≤ C|x|−(n−sp)/p‖f‖Hs,p(Rn)

Observación. Si en el teorema anterior tomamos p = 2 y s = 1 y notamos que
H1,2 = H1 obtenemos la desigualdad de Ni para funciones radiales de H1 (ver [12]).

|f(x)| ≤ C|x|−(n−2)/2‖f‖H1

Teorema 3.2.2. (Lema de Strauss para Espacios Potenciales) Sean 1 < p < ∞ y
1/p < s < n. Entonces

|f(x)| ≤ Cn|x|−(n−1)/p‖f‖Hs,p(Rn)

para toda f ∈ Hs,p
rad(R

n).

Demostración. Sea f ∈ Hs,p(Rn) una función radial, entonces existe g ∈ Lp radial
g = g0(|x|), tal que

f = Gs ∗ g =
∫

Rn

g(x− y)Gs(y) dy

Notemos que Gs es decreciente, como puede verse fácilmente de (3.1).
Fijamos a > 0 y partimos la integral en las coronas 2k−1a ≤ |y| < 2ka con k ∈ Z

Gs ∗ g(x) =
∑

k∈Z

∫

{2k−1a≤|y|≤2ka}

g(x− y)Gs(y) dy

≤
∑

k∈Z

Gs(2
k−1a)

∫

{|y|≤2ka}

g(x− y) dy

=
∑

k∈Z

Gs(2
k−1a)

∫

Rn

g(x− y)χB(0,2ka)(y) dy

=
∑

k∈Z

Gs(2
k−1a) g ∗ χB(0,2ka)(x)
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veamos como se comporta la convolución entre una función radial y la caracteŕıstica de
una bola ( g ∗ χB(0,R) )

g ∗ χB(0,R)(x) =

∫

Rn

g(y)χB(0,R)(x− y) dy =

∫

Rn

g(y)χB(x,R)(y) dy

observemos que si y ∈ B(x,R) entonces

|x| = |x− y + y| ≤ |x− y|+ |y| ≤ R + |y|

|y| = |y − x+ x| ≤ |x− y|+ |x| ≤ R + |x|
con lo cual,

|x| − R ≤ |y| ≤ R + |x|
tomando coordenadas polares

y = ry′ r = |y| y′ ∈ Sn−1

x = ρx′ ρ = |x| x′ ∈ Sn−1

obtenemos

g ∗ χB(0,R)(x) =

∫ ρ+R

ρ−R

∫

Sn−1

g0(r)χB(x,R)(ry
′)rn−1 dy′ dr

=

∫ ρ+R

ρ−R

g0(r)

(∫

Sn−1

χB(x,R)(ry
′) dy′

)
rn−1 dr.

Analicemos la integral ∫

Sn−1

χB(x,R)(ry
′) dy′

para ello observemos que,

χB(x,R)(ry
′) = χ[t0,1](x

′.y′) con t0 =
r2 + ρ2 −R2

2rρ

pues,

ry′ ∈ B(x,R) ⇔ |x− y| =
√
r2 + ρ2 − 2rρt ≤ R

⇔ r2 + ρ2 − 2rρt ≤ R2

⇔ r2 + ρ2 −R2

2rρ
≤ t donde t = x′.y′
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veamos que t0 ≤ 1,

t0 ≤ 1 ⇔ r2 + ρ2 − R2

2rρ
≤ 1

⇔ r2 + ρ2 − R2 ≤ 2rρ

⇔ r2 + ρ2 − 2rρ ≤ R2

⇔ (r − ρ)2 ≤ R2

⇔ |r − ρ| ≤ R

⇔ ρ−R ≤ r ≤ R + ρ

si además se cumple t0 ≥ −1, estaŕıamos en condiciones de aplicar el Lema 2.1.1,

t0 ≥ −1 ⇔ r2 + ρ2 − R2

2rρ
≥ −1

⇔ r2 + ρ2 − R2 ≥ −2rρ

⇔ r2 + ρ2 + 2rρ ≥ R2

⇔ (r2 + ρ2)2 ≥ R2

⇔ r + ρ = |r + ρ| ≥ R

luego como r ≥ ρ− R ⇒ r + ρ ≥ 2ρ− R, entonces si pedimos que ρ ≥ R tenemos que
t0 ≥ −1 y por lo tanto aplicando el Lema 2.1.1 obtenemos,

∫

Sn−1

χB(x,R)(ry
′) dy′ =

∫

Sn−1

χ[t0,1](x
′y′) dy′ =

∫ 1

−1

χ[t0,1](t)
(
1− t2

)n−3
2 dt

Luego si ρ ≥ R tenemos,

g ∗ χB(0,R)(x) =

∫ ρ+R

ρ−R

∫

Sn−1

g0(r)χB(x,R)(ry
′)rn−1 dy′ dr

=

∫ ρ+R

ρ−R

g0(r)

(∫

Sn−1

χB(x,R)(ry
′) dy′

)
rn−1 dr

=

∫ ρ+R

ρ−R

g0(r)

(∫ 1

−1

χ[t0,1](t)
(
1− t2

)n−3
2 dt

)
rn−1 dr

=

∫ ρ+R

ρ−R

∫ 1

t0

g0(r)
(
1− t2

)n−3
2 rn−1 dt dr

ahora utilizando la desigualdad de Hölder

|g ∗ χB(0,R)(x)| ≤
(∫ ρ+R

ρ−R

|g0(r)|prn−1 dr

)1/p
(∫ ρ+R

ρ−R

(∫ 1

t0

(
1− t2

)n−3
2 dt

)p′

rn−1 dr

)1/p′

≤‖g‖Lp(Rn)A(ρ)
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donde,

A(ρ) =

(∫ ρ+R

ρ−R

(∫ 1

t0

(
1− t2

)n−3
2 dt

)p′

rn−1 dr

)1/p′

Buscamos acotar A(ρ), para ello primero acotemos la integral interior

∫ 1

t0

(
1− t2

)n−3
2 dt =

∫ 1

t0

(1− t)
n−3
2 (1 + t)

n−3
2 dt

≤2
n−3
2

∫ 1

t0

(1− t)
n−3
2 dt

≤Cn (1− t0)
n−1
2

Sustituyendo,

A(ρ) ≤Cn



∫ ρ+R

ρ−R

(
1− r2 + ρ2 − R2

2rρ

) (n−1)p′

2

rn−1 dr




1/p′

≤Cn



∫ ρ+R

ρ−R

(
1−

(
1 + (r/ρ)2 − (R/ρ)2

2(r/ρ)

)) (n−1)p′

2

rn−1 dr




1/p′

tomando u = r/ρ, u ∈ [1−R/ρ, 1 +R/ρ]

≤Cn


ρn

∫ 1+R/ρ

1−R/ρ

(
1−

(
1 + (u)2 − (R/ρ)2

2u

)) (n−1)p′

2

un−1 du




1/p′

=Cn


ρn

∫ 1+R/ρ

1−R/ρ

(
2u− 1− (u)2 + (R/ρ)2

2u

) (n−1)p′

2

un−1 du




1/p′

=Cn


ρn

∫ 1+R/ρ

1−R/ρ

(
(R/ρ)2 − (1− u)2

2u

) (n−1)p′

2

un−1 du




1/p′

≤Cn


ρn

∫ 1+R/ρ

1−R/ρ

(
2

u
(R/ρ)2

) (n−1)p′

2

un−1 du




1/p′

≤CnR
n−1

(
ρn−(n−1)p′

∫ 1+R/ρ

1−R/ρ

u(n−1)(1− p′

2
) du

)1/p′
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Notemos que el exponente (n−1)(1− p′

2
) no es mayor que −1 en general, luego la integral

no va a ser integrable en el origen. Si pedimos que ρ ≥ 2R, estaremos integrando en el
intervalo [1/2, 3/2], donde el integrando es acotado, y por lo tanto nos queda,

A(ρ) ≤CnR
n−1

(
ρn−(n−1)p′2

R

ρ

)1/p′

≤CnR
n−1+1/p′ρ−(n−1)/p

=CnR
n−1/pρ−(n−1)/p

por lo tanto, para ρ ≥ 2R tenemos que,

|g ∗ χB(0,R)(x)| ≤ CnR
n−1/pρ−(n−1)/p‖g‖Lp(Rn)

Veamos que pasa si ρ < 2R,

|g ∗ χB(0,R)(x)| ≤
∫

Rn

|g(y)|χB(0,R)(x− y) dy

≤‖g‖Lp(Rn)

(∫

B(0,R)

1p
′

dy

)1/p′

≤Cn‖g‖Lp(Rn)R
n/p′

y tendremos que

CnR
n/p′ ≤ CnR

n−1/pρ−(n−1)/p ⇔ ρ(n−1)/p ≤ CnR
n−1/p−n/p′ = CnR

(n−1)/p

luego esta desigualdad se cumple con Cn = 2(n−1)/p, pues

ρ < 2R⇒ ρ(n−1)/p < (2R)(n−1)/p

con lo cual tomando Cn = máx{Cn, (2R)
(n−1)/p},

|g ∗ χB(0,R)(x)| ≤ CnR
n−1/pρ−(n−1)/p‖g‖Lp(Rn)

finalmente hemos probado el siguiente lema

Lema 3.2.1. Sea g ∈ Lp(Rn) radial, entonces

|g ∗ χB(0,R)(x)| ≤ CnR
n−1/pρ−(n−1)/p‖g‖Lp(Rn)

Volviendo a la demostración del teorema, teńıamos

|Gs ∗ g(x)| ≤
∑

k∈Z

Gs(2
k−1a) |g ∗ χB(0,2ka)(x)|
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aplicando el lema anterior

|Gs ∗ g(x)| ≤ C‖g‖Lp(Rn)|x|−(n−1)/p
∑

k∈Z

Gs(2
k−1a)(2ka)n−1/p

ahora si consideramos rk = 2k−1a vemos que,

∆rk = rk+1 − rk = 2k−1a

luego podemos escribir la suma anterior como
∑

k∈Z

Gs(2
k−1a)(2k−1a)n−1/p2n−1/p−1 = C

∑

k∈Z

Gs(rk)(rk)
n−1/p∆rk

y esta es la suma de Riemann para la integral,
∫ ∞

0

Gs(r)r
n−1/p−1 dr

por lo tanto si hacemos a→ 0 obtenemos

|Gs ∗ g(x)| ≤C‖g‖Lp(Rn)|x|−(n−1)/p

∫ ∞

0

Gs(r)r
n−1/p−1 dr

=C‖g‖Lp(Rn)|x|−(n−1)/p

∫

Rn

Gs(x)|x|−1/p dx

≤C‖g‖Lp(Rn)|x|−(n−1)/p

ya que ∫

Rn

Gs(x)|x|−1/p dx ≤ +∞
pues,

∫

Rn

Gs(x)|x|−1/p dx =

∫ ∞

0

Gs(r)r
n−1/p−1 dr

=

∫ 2

0

Gs(r)r
n−1/p−1 dr +

∫ ∞

2

Gs(r)r
n−1/p−1 dr

≤
∫ 2

0

Crs−nrn−1/p−1 dr +

∫ ∞

2

Ce−|x|/2rn−1/p−1 dr

≤Cn

para s− 1/p− 1 > −1, que es equivalente a pedir que s > 1/p
finalmente podemos concluir que

|f(x)| = |Gs ∗ g(x)| ≤ C‖g‖Lp(Rn)|x|−(n−1)/p = Cn‖f‖Hs,p(Rn)|x|−(n−1)/p

que es lo que queŕıamos probar.
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Caṕıtulo 4

Teoremas de inmersión

En este caṕıtulo enunciaremos y demostraremos teoremas de inmersión de espa-
cios potenciales Hs,p(Rn) en espacios Lp(Rn) y en espacios con pesos Lp(|x|c,Rn) para
funciones radiales. Estos teoremas son de gran utilidad en la teoŕıa de ecuaciones di-
ferenciales en derivadas parciales, en particular, resulta de fundamental importancia
conocer cuándo las inmersiones en los espacios Lp (o Lp(|x|c,Rn)) resultan compactas,
ya que esto nos permite demostrar teoremas de existencia para ecuaciones no lineales,
por medio de métodos variacionales.

El teorema de inmersión sin pesos fue demostrado por Lions (en [13]), usando el
método de interpolación compleja. Y recientemente en un trabajo realizado por P. De
Nápoli e I. Drelichman ( ver [3]) se puede encontrar la demostración del teorema de
inmersión con pesos. En esta tesis daremos una versión más débil de estos teoremas, ya
que agregaremos la condición s > 1/p, que nos permitirá dar una demostración sencilla
que utiliza los resultados analizados en los caṕıtulos anteriores.

Teorema 4.0.3. Sean 0 < s < n/p, 1 < p ≤ q ≤ p∗ = np
n−sp

. Entonces

‖f‖Lq(Rn) ≤ C‖f‖Hs,p(Rn)

Demostración. Sea f ∈ Hs,p(Rn), entonces existe g ∈ Lp(Rn) tal que f = Gs ∗ g, luego

‖f‖Lp(Rn) = ‖Gs ∗ g‖Lp(Rn) ≤ ‖Gs‖L1(Rn)‖g‖Lp(Rn) ≤ C‖g‖Lp(Rn) = C‖f‖Hs,p(Rn)

Además como |Gs(x)| ≤ C|x|s−n tenemos que

|f | ≤ C

∫

Rn

|g(y)|
|x− y|n−s

dy = CTn−s(|g|)
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y usando el teorema de Hardy-Litletwood-Sobolev 1.2.1, tomando q = p∗ y γ = n − s
obtenemos

‖f‖Lp∗(Rn) ≤ C‖g‖Lp(Rn) = C‖f‖Hs,p(Rn)

Ahora tomamos q = νp+(1−ν)p∗ (0 < ν < 1), y usando Hölder obtenemos la siguiente
desigualdad

∫

Rn

|f |q dx =

∫

Rn

|f |νp+(1−ν)p∗ dx ≤
(∫

Rn

|f |p dx
)ν (∫

Rn

|f |p∗ dx
)1−ν

≤‖f‖pνLp(Rn)‖f‖
p∗(1−ν)

Lp∗(Rn)
≤ C‖f‖pνHs,p(Rn)‖f‖

p∗(1−ν)
Hs,p(Rn)

≤C‖f‖qHs,p(Rn)

Por lo tanto
‖f‖Lq(Rn) ≤ C‖f‖Hs,p(Rn)

que es lo que queŕıamos probar.

Teorema 4.0.4. Sean 1/p < s < n/p y 1 < p < q < p∗ = np
n−sp

, entonces se tiene la
inclusión compacta

Hs,p
rad(R

n) ⊂ Lq(Rn)

Demostración. Sea (fk)k∈N ⊂ Hs,p(Rn) una sucesión de funciones radiales acotada en
Hs,p(Rn), queremos ver que existe una subsucesión

(
fkj
)
convergente en Lq(Rn).

Aplicando el teorema de Kolmogorov basta ver

1. (fk) acotada en Lq(Rn)

2. (fk) equicontinua en Lq(Rn), es decir, si tomamos ∆hf = f(x+h)−f(x) queremos
ver que dado ε > 0, existe δ > 0 tal que si |h| < δ, entonces ‖∆hfk‖Lq(Rn) < ε
para todo k ≥ k0

3. para todo ε > 0, existe R > 0 tal que
∫
|x|>R

|fk|q dx < ε

Veamos 1)
Usando el teorema 4.0.3 tenemos que

‖fk‖Lq(Rn) ≤ ‖fk‖Hs,p(Rn)

y como (fk) es acotada en Hs,p(Rn), entonces (fk) resulta acotada en Lq(Rn).
2)
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Como fk ∈ Hs,p(Rn), entonces fk = Gs ∗ gk, con gk ∈ Lp(Rn), luego tomando r tal que
1
p
+ 1

r
= 1

q
+ 1, y usando la desigualdad de Young obtenemos

‖∆hfk‖Lq(Rn) =‖∆h(Gs ∗ gk)‖Lq(Rn)

=‖ (∆hGs) ∗ gk‖Lq(Rn)

≤‖∆hGs‖Lr(Rn) ‖gk‖Lp(Rn)

luego como gk ∈ Lp(Rn), ‖gk‖Lp(Rn) ≤ C, y si Gs ∈ Lr(Rn) se tiene que dado ε > 0, exis-
te δ > 0 tal que si |h| < δ, entonces ‖∆hGs‖Lr(Rn) < ε/C y por lo tanto ‖∆hfk‖Lq(Rn) <
ε.
Veamos que efectivamente Gs ∈ Lr(Rn), para ello vamos a usar la proposición 3.1.2
Consideramos

∫

Rn

|Gs(x)|r dx =

∫

|x|≤2

|Gs(x)|r dx+
∫

|x|≥2

|Gs(x)|r dx

cuando |x| ≥ 2 la integral converge para todo r pues Gs(x) ≃ e−|x|/2

cuando |x| ≤ 2

∫

|x|≤2

|Gs(x)|r dx ≤C
∫

|x|≤2

(
|x|s−n

)r
dx = C

∫ 2

0

(
ρs−n

)r
ρn−1 dρ

=C

∫ 2

0

ρ(s−n)r+n−1 dρ ≤ C

ya que (s− n)r + n > 0, pues 1
r
= 1

q
+ 1− 1

p
y q < p∗.

Por lo tanto Gs ∈ Lr(Rn).
Por último veamos el punto 3)
En este caso usaremos el teorema 3.2.2

∫

|x|>R

|fk(x)|q dx =

∫

|x|>R

|fk(x)|q−p|fk(x)|p dx

≤C
∫

|x|>R

|x|−(n−1) q−p
p ‖fk(x)‖q−p

Hs,p(Rn)|fk(x)|p dx

≤CR−(n−1) q−p
p ‖fk(x)‖q−p

Hs,p(Rn)‖fk(x)‖
p
Lp(Rn)

≤CR−(n−1) q−p
p ‖fk(x)‖qHs,p(Rn)

≤CR−(n−1) q−p
p ≤ ε

tomando R suficientemente grande, ya que −(n−1) q−p
p
< 0. Para finalizar hemos visto

que dado ε > 0 existe R (independiente de k) tal que
∫
|x|>R

|fk(x)|q dx < ε, para todo

k ∈ N
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Antes de enunciar los teoremas de inmersión con pesos, vamos a considerar el si-
guiente lema.

Lema 4.0.2. Sean 0 < s < n/p, c > −n tal que (1− sp)c ≤ (n− 1)ps,

y p∗c =
p(n+c)
n−sp

. Entonces

‖|x|c/p∗cf‖Lp∗c (Rn) ≤ C‖f‖Hs,p(Rn)

para toda función radial en Hs,p(Rn).

Demostración. Sea f ∈ Hs,p
rad(R

n), entonces existe una función radial g ∈ Lp(Rn) tal
que f = Gs ∗ g,
además si observamos que Gs(x) ≤ C|x|s−n tenemos que

|Gs ∗ g| ≤ CTn−s(|g|)

y por lo tanto

‖|x|c/p∗cf‖Lp∗c (Rn) = ‖|x|c/p∗cGs ∗ g‖Lp∗c (Rn) ≤ C‖|x|c/p∗cTn−s(|g|)‖Lp∗c (Rn)

Ahora si consideramos q = p∗c , γ = n − s, α = 0 y β = −c
p∗c

estamos en condiciones de
aplicar el teorema 2.1.1, ya que
si γ = n− s como 0 < s < n/p, se tiene 0 < γ < n
claramente si α = 0 se cumple α < n/p′

β = −c
p∗c
< n

p∗c
< n

q
pues c > −n

α+ β ≥ (n− 1)
(

1
q
− 1

p

)
pues c(1− sp) ≤ sp(n− 1)

1
q
= 1

p
+ α+β+γ

n
− 1 ya que p∗c =

p(n+c)
n−sp

Entonces

‖|x|c/p∗cf‖Lp∗c (Rn) ≤ C‖|x|c/p∗cTn−s(|g|)‖Lp∗c (Rn) ≤ C‖g‖Lp(Rn) = C‖f‖Hs,p(Rn)

Teorema 4.0.5. Sean 0 < s < n/p, 1 < p ≤ q ≤ p∗c =
p(n+c)
n−sp

. Entonces

‖|x|c/qf‖Lq(Rn) ≤ C‖f‖Hs,p(Rn)

para toda función radial, donde −ps < c < (n−1)(q−p)
p

Observación. Para describir mejor la región determinada por las inecuaciones (4.1)
y (4.2)

p ≤ q ≤ p∗c =
p(n+ c)

n− sp
(4.1)
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− ps < c <
(n− 1)(q − p)

p
(4.2)

podemos observar que la condición

c <
(n− 1)(q − p)

p

la podemos reescribir como

L(c) := p+ c
p

n− 1
< q

del mismo modo podemos reescribir a (4.1)

V (c) := p ≤ q ≤ U(c) := p∗ + c
p

n− sp

Entonces si graficamos en el plano los valores admisibles (c, q) obtenemos una región
determinada por las rectas L,U ,V .
Tenemos que distinguir los casos de acuerdo a los valores de sp.

1. Si sp < 1 tenemos un c∗ cota superior de los valores posibles de c dado por la
intersección de las rectas L y U , es decir L(c∗) = U(c∗), ya que como

L(c) < q ≤ U(c)

tenemos que L(c) < U(c) ⇔ p+ c p
n−1

< p∗ + c p
n−sp

p+ c
p

n− 1
<p∗ + c

p

n− sp

c

(
p

n− 1
− p

n− sp

)
<p∗ − p

c

(
1

n− 1
− 1

n− sp

)
<

n

n− sp
− 1

c

(
n− sp− n+ 1

(n− 1)(n− sp)

)
<
n− n + sp

n− sp

c

(
1− sp

(n− 1)(n− sp)

)
<

sp

n− sp

c <
sp(n− 1)

1− sp

de donde

c∗ =
sp(n− 1)

1− sp
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con el cual obtenemos el valor máximo para q

qmax = L(c∗) = p+
sp2

1− sp

y como además U(−sp) = V (−sp) = p concluimos que la región descripta por
(4.1) y (4.2) es el triangulo de vertices (−sp, p), (p, 0) y (c∗, qmax)

q

qmax

p

p∗

c∗ c−sp

Figura 4.1: R1, s < 1/p

2. Si sp = 1 las rectas U y L son paralelas y para todo c se cumple L(c) < U(c),
como además c > −sp y p < q, obtenemos la siguiente región
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q

p

p∗

c−sp

Figura 4.2: R2, s = 1/p

3. Si sp > 1 la condición L(c) < U(c) nos dice

p+ c
p

n− 1
<p∗ + c

p

n− sp

c

(
p

n− 1
− p

n− sp

)
<p∗ − p

c

(
1

n− 1
− 1

n− sp

)
<

n

n− sp
− 1

c

(
n− sp− n+ 1

(n− 1)(n− sp)

)
<
n− n + sp

n− sp

c

(
1− sp

(n− 1)(n− sp)

)
<

sp

n− sp

c >
sp(n− 1)

1− sp

además c > −sp, luego como −sp > sp(n−1)
1−sp

, solo tenemos una cota inferior para
c y por lo tanto obtenemos una región abierta comprendida entre las tres rectas,
como podemos observar en el siguiente gráfico.
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q

p

p∗

c−sp

Figura 4.3: R3, s > 1/p

Demostración. (del Teorema 4.0.5) Si consideramos el par (c, q) ∈ R2 podemos observar
que pertenece a las regiones R1R2 o R3 (ver las figuras 4.1,4.2, 4.3) si s < 1/p s = 1/p
y s > 1/p respectivamente

1. Si consideramos s < 1/p, (c, q) ∈ R1, y por lo tanto podemos escribir

q = (1− ν)p∗c̃ + νp

donde (c̃, p∗c̃) son las coordenadas del punto de intersección entre la recta que une

los puntos (0, p) y (c, q) y la recta de ecuación U(c) = p(n+c)
n−sp

y 0 < ν < 1
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q

qmax

p

p∗

c∗ c−sp

(c̃, p∗c̃)

(c, q)

(0, p)

Figura 4.4: R1, s < 1/p

además podemos observar que c̃ = c
1−ν

ya que q−p
c

=
p∗c̃−p

c̃

entonces utilizando la desigualdad de Hölder

‖|x|c/qf‖qLq(Rn) =

∫

Rn

|x|c|f |q dx =

∫

Rn

|x|c|f |(1−ν)p∗c̃ |f |νp dx

≤
(∫

Rn

|x|c/(1−ν)|f |p∗c̃ dx
)1−ν (∫

Rn

|f |p dx
)ν

≤
(∫

Rn

|x|c̃|f |p∗c̃ dx
)1−ν (∫

Rn

|f |p dx
)ν

= ‖|x|c̃/p∗c̃f‖(1−ν)p∗c̃

Lp∗
c̃ (Rn)

‖f‖νpLp(Rn)
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luego como (c̃, p∗c̃) ∈ R1 se tiene 0 < s < n/p, c̃ > −n, y

c̃ < (n− 1)
p∗c̃ − p

p

pc̃ < (n− 1)

(
p(n+ c̃)

n− sp
− p

)

pc̃ < (n− 1)
p(n+ c̃)− p(n− sp)

n− sp

(n− sp)pc̃ < (n− 1)(pc̃+ sp2)

npc̃− sp2c̃ < npc̃+ nsp2 − pc̃− sp2

pc̃− sp2c̃ < sp2(n− 1)

(1− sp)pc̃ < sp2(n− 1)

(1− sp)c̃ < sp(n− 1)

Estamos en condiciones de aplicar el lema 4.0.2 y por lo tanto,

‖|x|c/qf‖qLq(Rn) ≤ C‖f‖(1−ν)p∗c̃
Hs,p(Rn)‖f‖

νp
Hs,p(Rn) = C‖f‖qHs,p(Rn)

Finalmente
‖|x|c/qf‖Lq(Rn) ≤ C‖f‖Hs,p(Rn)

que es lo que queŕıamos probar.

Observación. Para s < 1/p podemos considerar c ≤ (n−1)(q−p)
p

ya que si tomamos

un par (c, q) para el que se cumpla esta la igualdad podremos hallar el punto de
intersección (c̃, p∗c̃) ∈ R1 y como

c̃ ≤ (n− 1)
p∗c̃ − p

p
⇔ (1− sp)c̃ ≤ sp(n− 1)

se cumplen las hipótesis del lema 4.0.2 y la demostración se sigue de la misma
manera.

2. Si consideramos s = 1/p, (c, q) ∈ R2. Aqúı la demostración es exactamente igual
al caso anterior, ya que podemos tomar nuevamente

q = (1− ν)p∗c̃ + νp
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q

p

p∗

c−sp

(c̃, p∗c̃)

(c, q)

(0, p)

Figura 4.5: R2, s = 1/p

3. Finalmente si consideramos s > 1/p, (c, q) ∈ R3, podemos observar que si c, q
cumplen además la condición q > p

n−sp
c + p, la demostración sigue como en el

caso s < 1/p
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q

p

p∗

c−sp

(c̃, p∗c̃)

(c, q)

(0, p)

Figura 4.6: R3, s > 1/p

Ahora bien, si cumplen con q ≤ p
n−sp

c + p, tenemos que usar un argumento
diferente.
Entonces para q ≤ p

n−sp
c+ p, tenemos

(n− sp)
q − p

p
≤ c < (n− 1)

q − p

p

luego

‖|x|c/qf‖qLq(Rn) =

∫

Rn

|x|c|f |q dx

=

∫

|x|≤1

|x|c|f |q dx+
∫

|x|≥1

|x|c|f |q dx

=(I) + (II)

en (I) usando la desigualdad de Ni (3.2.1) del caṕıtulo anterior y c−(n−sp) q−p
p

≥
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0, obtenemos,

(I) =

∫

|x|≤1

|x|c|f |q dx =

∫

|x|≤1

|x|c|f |q−p|f |p dx

≤
∫

|x|≤1

|x|cC|x|−(n−sp) q−p
p ‖f‖q−p

Hs,p(Rn)|f |p dx

≤C‖f‖q−p
Hs,p(Rn)

∫

|x|≤1

|x|c−(n−sp) q−p
p |f |p dx

≤C‖f‖q−p
Hs,p(Rn)

∫

|x|≤1

|f |p dx

≤C‖f‖q−p
Hs,p(Rn)

∫

Rn

|f |p dx

≤C‖f‖q−p
Hs,p(Rn)‖f‖

p
Lp(Rn)

≤C‖f‖q−p
Hs,p(Rn)‖f‖

p
Hs,p(Rn)

≤C‖f‖qHs,p(Rn)

en (II) usaremos la desigualdad de Strauss (3.2.2) y c− (n− 1) q−p
p
< 0

(II) =

∫

|x|≥1

|x|c|f |q dx =

∫

|x|≥1

|x|c|f |q−p|f |p dx

≤
∫

|x|≥1

|x|cC|x|−(n−1) q−p
p ‖f‖q−p

Hs,p(Rn)|f |p dx

≤C‖f‖q−p
Hs,p(Rn)

∫

|x|≥1

|x|c−(n−1) q−p
p |f |p dx

≤C‖f‖q−p
Hs,p(Rn)

∫

|x|≥1

|f |p dx

≤C‖f‖q−p
Hs,p(Rn)

∫

Rn

|f |p dx

≤C‖f‖q−p
Hs,p(Rn)‖f‖

p
Lp(Rn)

≤C‖f‖q−p
Hs,p(Rn)‖f‖

p
Hs,p(Rn)

≤C‖f‖qHs,p(Rn)

Por lo tanto
‖|x|c/qf‖qLq(Rn) ≤ (I) + (II) ≤ C‖f‖qHs,p(Rn)

entonces,
‖|x|c/qf‖Lq(Rn) ≤ C‖f‖Hs,p(Rn)
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Teorema 4.0.6. Sean 1/p < s < n/p y 1 < p < q < p∗ = p(n+c)
n−sp

, entonces se tiene la
inclusión compacta

Hs,p
rad(R

n) ⊂ Lq(Rn, |x|c dx)

donde −ps < c < (n−1)(q−p)
p

Demostración. Sea (fk)k∈N una sucesión de funciones radiales acotadas en Hs,p(Rn),
queremos ver que existe una subsucesión convergente en Lq(Rn, |x|c dx).
Si consideramos el par admisible (c, q) ∈ R2, como s > 1/p, podemos observar que se
encuentra en la región abierta

q

p

p∗

c−sp

Figura 4.7: Región abierta (s > 1/p)

Y por lo tanto podemos tomar los puntos (0, qδ) y (c̃, q̃). Donde qδ = p+ δ con δ > 0
lo suficientemente pequeño para que se cumpla p < qδ < q, y (c̃, q̃) el punto sobre la
recta que une los puntos (0, qδ) y (c, q) perteneciente a la región 4.7. Como se puede
observar en la siguiente figura
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q

p

p∗

c−sp

(c, q)

(c̃, qc̃)

(0, qδ)

Luego, como en la demostración del teorema anterior, podemos escribir

q =(1− ν)q̃ + ν qδ con 0 < ν < 1

c̃ =
c

1− ν

Por el teorema 4.0.4 (aqúı es donde necesitamos la restricción s > 1/p) sabemos que
para qδ la sucesión (fk)k∈N tiene una subsucesión convergente en Lqδ(Rn). Veamos que
esa subsucesión es también convergente en Lq(Rn, |x|c dx). Para ello vamos a probar
que si (fkj)j∈N es una sucesión de Cauchy en Lqδ(Rn) también lo es para Lq(Rn, |x|c dx).

‖|x|c/q(fkj − fki)‖qLq(Rn) =

∫

Rn

|x|c|fkj − fki|q dx

=

∫

Rn

|x|c|fkj − fki|(1−ν)q̃|fkj − fki |νqδ dx

≤
(∫

Rn

|x| c
1−ν |fkj − fki|q̃ dx

)1−ν (∫

Rn

|fkj − fki|qδ dx
)ν

≤
(∫

Rn

|x|c̃|fkj − fki |q̃ dx
)1−ν (∫

Rn

|fkj − fki |qδ dx
)ν

Aplicando el teorema 4.0.5 al primer factor, tenemos que

(∫

Rn

|x|c̃|fkj − fki|q̃ dx
)1−ν

≤ C‖fkj − fki‖1−ν
Hs,p(Rn) ≤ C
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Y como además (fkj )j∈N es una sucesión de Cauchy en Lqδ(Rn), dado ε > 0 existe j(ε)
tal que si i, j > j(ε) (∫

Rn

|fkj − fki |qδ dx
)ν

< ε

Finalmente
‖|x|c/q(fkj − fki)‖Lq(Rn) < ε

que es lo que queŕıamos probar.
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Apéndice

Lema 4.0.3. Sean t > 0, η, ξ ∈ Sn−1, entonces

∫

Sn−1

dη

|tξ − η|n ≤ C|1− t|−1

Demostración. Si tomamos t < 1, tξ ∈ Sn−1 y

1− |tξ|2
ωn−1

∫

Sn−1

dη

|tξ − η|n = 1

ya que, como podemos ver en [6], u(tξ) = 1 es solución de
{

−∆u = 0 en Sn−1

u = 1 en ∂Sn−1

entonces ∫

Sn−1

dη

|tξ − η|n ≤ C|1− t2|−1 ≤ C|1− t|−1

Ahora para t > 1, tomamos t̃ = 1
t
< 1, entonces

1− |t̃ξ|2
ωn−1

∫

Sn−1

dη

|t̃ξ − η|n = 1

luego si obsevamos que

|t̃ξ − η|n = |1− 2t̃ cos(ξ, η) + t̃2|n/2

donde cos(ξ, η) es el producto interno entre ξ y η ,tenemos
∫

Sn−1

dη

|t̃ξ − η|n =

∫

Sn−1

dη

|1− 2t̃ cos(ξ, η) + t̃2|n/2

=

∫

Sn−1

dη

| 1
t2
|n/2|1− 2t cos(ξ, η) + t2|n/2

=tn
∫

Sn−1

dη

|1− 2t cos(ξ, η) + t2|n/2

=tn
∫

Sn−1

dη

|tξ − η|n
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entonces
∫

Sn−1

dη

|tξ − η|n = Ct−nt2|1− t2|−1 = Ct−n+2|1− t|−1|1 + t|−1 ≤ C|1− t|−1

Finalmente para todo t > 0

∫

Sn−1

dη

|tξ − η|n ≤ C|1− t|−1

Teorema 4.0.7. Sean t > 0, η, ξ ∈ Sn−1, entonces

∫

Sn−1

dη

|tξ − η|γ ≤ C|1− t|−γ/n

Demostración. Usando la desigualdad de Jensen con ϕ(x) = xn/γ y el lema anterior
tenemos (∫

Sn−1

dη

|tξ − η|γ
)n/γ

≤ C

∫

Sn−1

dη

|tξ − η|n ≤ C|1− t|−1

por lo tanto ∫

Sn−1

dη

|tξ − η|γ ≤ C|1− t|−γ/n
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