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Introduccién

En este trabajo se estudian distintos problemas relacionados con las soluciones
de la ecuacién

(0.0.1) { “u=f el

u=gq en 0f)

donde Ayu := div(|Vul|P~2Vu) se denomina el p—laplaciano. Dicho operador es no
lineal y generaliza el Laplaciano (caso p = 2).

Este operador tiene su interés por ejemplo para el modelado de fluidos no New-
tonianos.

En esta tesis vamos a estudiar varios problemas relacionados con este operador
para el caso en que la dimension del espacio es dos.

Por un lado estamos interesados en estudiar el método de elementos finitos para
aproximar las soluciones débiles de (0.0.1). Dicho método es uno de los mas utilizados
en problemas provenientes de diferentes disciplinas que involucren ecuaciones en
derivadas parciales. Uno de los puntos de interés al hacer aproximaciones numéricas
es obtener cotas del error que dependan del tamano de la malla. Es por ello que uno
de los objetivos de la tesis va a ser obtener cotas del error para este problema. Para
eso nos basaremos en los resultados de [2].

Veremos que las cotas del error dependen fuertemente de la regularidad de las
soluciones. Por lo tanto, motivados por esta aplicacién, en la segunda parte de la
tesis probaremos que bajo ciertas condiciones sobre los datos las soluciones débiles
de (0.0.1) estdn en H?(f2). Para la demostracién de este resultado nos basaremos en
los resultados de [11].

Observamos que otra dificultad que surge, al querer implementar numéricamente
el problema es encontrar las soluciones del problema discreto no lineal. Para resolver
esta dificultad describiremos y utilizaremos el método de descomposicion coordinada
propuesto por [8] para hallar las soluciones del problema discreto.

A continuacion daremos una breve descripcion de los resultados de la tesis.

En el Capitulo 1 se recuerdan resultados esenciales de espacios de Sobolev y
enunciamos algunas desigualdades cldsicas necesarias para la tesis. Ademéas proba-
mos un teorema de existencia de las soluciones débiles de (0.0.1).
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4 INTRODUCCION

Mas precisamente la formulacién débil de (0.0.1) es:
Encontrar u € W,P(Q) = {v € W"P(Q): v=yg en 09Q} tal que
(P) 2 a Ly
|VulP~*VuVoude = | fode Yv e WyP(Q).
Q Q

Veremos que bajo ciertas condiciones sobre f y g el problema tiene una tinica soluciéon
y que ademds encontrar la solucién del problema (P) es equivalente a resolver el
siguiente problema:

(Q) Encontrar u € W, () tal que Jo(u) < Jo(v) Yo e W,*?(Q)

donde
1
Jo(v) = -/ Vol? dx—/fv do
P Ja

El resultado que probaremos es el siguiente.

TEOREMA 0.0.2. Dadas g € W'P(Q), f € LY(Q) conq> (p*) sip< N yq>1
si p = N. Entonces el problema (Q) tiene unica solucion. Ademds, tenemos que

» u es solucion de (Q) si y sdlo si es solucion de (P)
» existe C solo depende de n y €) tal que

(0.0.3) Il lwro@ < CUF o) + 11 Vo o) + 1 g Twrsw);

Ademas enunciamos algunos resultados clésicos de regularidad de soluciones de
ecuaciones uniformemente elipticas.

Finalmente el capitulo estd dedicado a resumir y comentar la teoria basica de
elementos finitos discutiendo los resultados clasicos de aproximacién y acotacion del
operador interpolador.

El problema de elementos finitos es el siguiente.

Sea 2 C R? un dominio convexo y Q" una aproximacién poligonal de €2 definida
por QF = U,ern™ donde T" es una particién de Q" en una cantidad finita tridngu-
los 7 abiertos regulares disjuntos, con el maximo de los didmetros acotado por h.
Asumimos que T" es nodegenerada, esto es existe vy > 0 tal que

max — < 7o
KETh Py
donde h, = diam(k) y p, = sup{diamS: S C k una bola}.

Ademas para dos triangulos distintos cualquiera, sus clausuras son disjuntas
o tienen un vértice o lado en comun. Sea {Pj}j:1 los vértices asociados con la

trangulacion 7", donde P; tiene coordenadas (z;,y;). Asumimos que P; € 9Q"
implica P; € 09, y Q" C Q.

Definimos el espacio de dimensién finita S” asociado a T" como:

St ={x € C(Q") : lineal ¥r € T"} c W'P(Q")
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Se define m, : C (W) — S" el operador interpolador tal que para toda v €
C(Q"), el interpolador v € S" satisface mv(P;) = v(P;),j=1,...,J.

La aproximacién por elementos finitos del problema (P) que vamos a considerar

es:
Encontrar u” € S;‘ tal que
(P") hp—2 7, by, b h h h
/ |Vu"|P~% Vu"Vo" dx = fo' dx Yo" € S]
Qr Qh
donde
Sh={xe€S": x=0en 00"}
y

h h. \ _ h h
Sy ={xe€S": x=g"en 00"}

donde g" € S" se elige de manera tal de que aproxime el dato g. Si u € C(Q)
se toma ¢" = mpu. Esta condicién se cumple por ejemplo si u € W2P(2) ya que
W2P(Q) — C(Q).

En el Capitulo 2 se muestran diversas cotas del error del método de elementos
finitos, observando como el orden que se obtiene depende de la regularidad que se
asume sobre las soluciones. Los resultados estan divididos en los casos p < 2y p > 2.
Mas precisamente, se prueba

TEOREMA 0.0.4. Sean p € (1,2], u la solucién del problema (P), yu” la solucién
de (P"). Siu e W?P(Q),

(0.0.5) | w—u" lwiw@ny < ChP/2.

Asumiendo mas regularidad sobre las soluciones se obtiene orden optimo.

TEOREMA 0.0.6. Sean p € (1,2], u la solucién del problema (P) y u" la solucion
de (P"), siu € W3'Q) N C?**(Q) con o > 0, entonces

(0.0.7) I =" [0 ny < C(R? 4 hPE+),
y ademds, siu € W(Q) N C>C=P/P(Q)) entonces
(008) H u — Uh HWI,p(Qh)< Ch

Se vera, mediante un ejemplo simple que en el caso p > 2, aunque los datos sean
muy regulares, en general no se tiene que las soluciones estdn en W?2P(Q), por lo
tanto es mas realista probar el siguiente resultado

TEOREMA 0.0.9. Sean u la solucion de (P), s € [1,2], y u" solucion de (P"), si
u € WhHe(Q) N W25(Q) entonces

(0.0.10) | u—u" [lwrpom< ChP.

La desventaja de esta cota es que el orden degenera cuando p — oo. Por ello se
prueba el siguiente teorema.
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TEOREMA 0.0.11. Sean p > 2, yu € W>®(Q) NW>5(Q), s € [1,00]. Si |f|77 €
L) para algin v € (0,00) o si |f|7' € L®(Q) (en ese caso notamos v = 00),
entonces tenemos para q € [1,p) que

Ch?t sis>2
0.0.12 P rarom < >
( | fom e {Chs/t sis€ll,?2)
donde
(0.0.13) t = maz{2, ql(s +7)p + (p — 2)vs)/[(s +V)g + (p = 2)vs]} iy < o0,
maz{2, qpq—izg:g} siy = o0.

Observar que ahora si bien el orden sigue dependiendo de la regularidad, ya no
degenera cuando p — oc.

En el Capitulo 3 se muestra que las condiciones del Teorema 0.0.4 se cumplen
en el caso en que 1 < p < 2, tanto para dominios regulares como para el caso en que
() es convexo y el dato de borde es cero. Mas precisamente, se prueba el siguiente
resultado

TEOREMA 0.0.14. Sean 0 C R? un conjunto abierto con 092 € C?. Sean g €
H2(Q), f € LYQ) (@ > 2), 1 < p <2 yu la inica soluacion débil de (1.2.1).
Entonces u € H*(R).

TEOREMA 0.0.15. Sean Q un conjunto abierto acotado convexo en IR?, g = 0,
fe L) (¢ >2) yu la tinica solucién de (P). Entonces u € H*(Q) si 1 < p < 2.

Como corolario a estos resultados de regularidad tenemos el siguiente teorema

TEOREMA 0.0.16. Sea 2 C R? un dominio convezo con 00 € C? y 1 < p < 2,
f e LYQ) con q > 2, g € HXQ), u y u" las unicas soluciones de (P) y (P")
respectivamente. Entonces

lu = u"lwir,) < OB,

donde C' depende de p, ||fll ey ¥ 9]l i2co)-

Finalmente en el Capitulo 4 daremos algunos ejemplos numéricos que validan
y mejoran algunos de los resultados del Capitulo 2. Describiremos el método de
descomposicién coordinada propuesto por [8], que nos permite aproximar las so-
luciones del problema de elementos finitos no lineal. Con los ejemplos numéricos
veremos como estas aproximaciones no afectan el orden. Es més veremos que aun-
que las souciones tienen, en algunos casos, condiciones minimas de regularidad, el
orden resulta ser mejor que el esperado por los resultados tedricos.



Capitulo 1
Preliminares

1.1. Espacios de Sobolev

En esta seccion definiremos los espacios de Sobolev y enunciaremos algunos re-
sultados que vamos a usar en los siguientes capitulos. A lo largo de esta seccién €2
es un abierto en RN

DEFINICION 1.1.1. Para 1 < p < oo definimos WEP(Q) como el espacio de todas
las funciones u € L, .(Q) tales que D*u € LP(Q), para |a| < k, donde D son las

loc
derivadas débiles de orden o

Asi mismo definimos la norma en W*P(Q) como

1/p
I 2t ey = { 3 / D% uf? dx}
la|<k V€2

y la seminorma en W*P(Q) como

1/p
|ulwra (o) = { Z / | D%ul? dﬁ}
la|=k /&

OBSERVACION 1.1.2. Notaremos H*(Q) := Wk2(Q)

DEFINICION 1.1.3. Notaremos Wy?(Q) a la clausura de C3°(Q) en W P(Q), don-
de C3°(Q) es el espacio de funciones infinitamente diferenciables de soporte compacto
en ).

TEOREMA 1.1.4 (Inmersién de Sobolev). Sea Q C RN (N > 2) un dominio
Lipschitz luego WHP(Q2) — L1(Q2) para

IL.p<Nyl<g<p dondep*:]\’;—]_\;
2.p=Nyqell,o0)
3.p>Nyqe|[l, o0

donde la constante de continuidad depende de la constante de Lipschitz de €.
DEMOSTRACION. Ver ecuacién (3.1.3) en [4]. O
TEOREMA 1.1.5. Sea Q2 un dominio Lipschitz, 1 < p < 00,

1. Sikp > N entonces existe 0 < o < 1 tal que WHP(Q) — Co(Q),
2. WNLHQ) — CY(Q).
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DEMOSTRACION. Para la demostracién de 1. ver Teorema 5.7.8 en [13]. Para
ver la demostracion de 2. ver Seccién 5.12.1 (ii) en [13]. O

TEOREMA 1.1.6 (Compacidad). La inmersion

L. WhP(Q) < L%(Q) es compacta si1 < g <p*, p<N,
2. WP(Q) < L9(Q) es compacta si 1 < q < 00, p— N,
3. WhP(Q) — C°Q) es compacta si p > N.

DEMOSTRACION. Para la demostracién ver el Teorema (3.1.4) en [4]. O

TEOREMA 1.1.7 (Desigualdad de traza). Sea Q0 un dominio Lipschitz entonces
WhP(Q) < L1(9Q) es compacta si

: _ p(N-1)
1. szN<pyq<p*—pN_p
2.8 N >2pyq<oo.
DEMOSTRACION. Ver Teoremas 6.4.1, 6.4.2 y 6.5.1 en [13]. O

TEOREMA 1.1.8 (Desigualdad de Poincaré). Sea Q2 un subconjunto de IR™ abierto
acotado. Sea u € WyP(Q) para un 1 < p < N, tenemos la siguiente estimacion

I [lzo@)< €] Du||oe)

para q € [1,p*]. La constante C' depende de p,q, N y €.

DEMOSTRACION. Para la demostracién ver Teorema 3 en el capitulo 5.6 de [6].

U
TEOREMA 1.1.9. Sea Q0 un dominio Lipschitz, entonces
Hy () ={ve HY(Q): 3o H(RY),o=v enQy 9=0en R"\Q}
DEMOSTRACION. Para la demostracién ver Corolario 1.4.4.5 en [9]. O

1.2. Soluciones del p—laplaciano

En esta seccion probaremos la existencia de soluciones débiles del p—laplaciano
en dimensiéon dos. Mds precisamente dado € un dominio en R? y p € (1,00), el
problema es hallar u tal que

(1.2.1) { “u=f o end

u=yg en Of)

donde Ayu :=V - (|Vul[P~2Vu).

La formulacién débil del problema es
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Encontrar u € W,P(Q) = {v e W'P(Q): v=g en 9Q} tal que
(P) 2 N 1y
\VulP™*VuVu,de = [ fode Yve WyP(Q)
Q Q

Veremos que bajo ciertas condiciones sobre f y g el problema tiene tnica solucién
y que ademds encontrar la solucién del problema (P) es equivalente a resolver el
siguiente problema:

(Q) Encontrar u € W, () tal que Jo(u) < Jo(v) Yo e W, ?(Q)

donde
Jo(v) = 1/ |Vol? dx—/fv dx
D Ja

Finalemente probaremos el resultado de existencia, y daremos una estimacion
de la solucién en término de los datos.

TEOREMA 1.2.2. Dadas g € W'P(Q), f € LYQ) conq > (p*) sip< N yq>1
si p = N. Entonces el problema (Q) tiene inica solucion. Ademds, tenemos que

» u es solucion de (Q) si y sdlo si es solucion de (P)
» y existe C solo depende de n y () tal que

(1.2.3) Il lwro@ < CUL S o) + 11 VO o) + 19 lwree)-

DEMOSTRACION. Vamos a probarlo en varios pasos. Para facilitar la escritura
pondremos J en vez de Jg.

1. Veamos que J es estrictamente convexa:

1 p
J((l —t)u+tv) = N1 = )Vu+ 190 |, —/Qf((l — t)u+ tv) do

< H(l—t) | V|2 + || Vo ||§,,(m] - {(1—75)/qudx + t/vadx]
= (1 )J(u) + tJ(v)

en esta desigualdad usamos la convexidad de |z|P.
2. Ahora veamos que J es débilmente semicontinuo, osea queremos ver que
up — uwen W(Q) = J(u) < iminf J(uy)
Sea up — u en WHP(Q) entonces || u [|w1o)< Uminf || wy |lwre).
Por Teorema 1.1.6 tenemos que u; — u en L9 (Q) (pues ¢’ < p* si p < 2
0 ¢ < oosip>2), entonces

/qukdx—>/ﬂfuda:

|k ([ ze@) = © ||zr @) -
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Luego
I Vu 7o + I wllf | Vu |l M [| uy, [[7
L@ D@ < fu>= AU D@ i < fu >
p p p
< liminf (H o ||12p(9) + L ng(ﬂ))
p p
—lim < fiug > .
Por lo tanto,
Vu P, liminf || Vuyg [|7, lim || ug |7,
R S 5 7 AP 28
p p p
u
—liminf < f,u; > el
p
lm || g || w P
Usando en la desigualdad anterior que | HLP(Q) = Il D le-

gamos a que b b
J(u) < liminf J(uy).

3. En este paso queremos ver que existe un minimo. Sea w € W'(Q) luego
usando Holder, la inmersién de Sobolev y Poincaré tenemos que,

J(w )= — ||V [[lpq) — < frw> 2 ]; IV L) =C I f syl w ll Lo o
1
]; IV (7o) =C Il f @l w llwrre)
1

5 IVl =C U ol g Twre

—C I f llze@ll Vo = Vg e
1
Z ]; | Vw Hiz)(g) —Cl fllze@ll 9 lwrre

—C | fllze@ll Vw oy =C || f el Vg llzr)

Luego,

1
J(w) > — || Vw H]ZP(Q) —C1 =Gy || Vw ||LP(Q)

. Es facil ver que —|t|p — C|t] — C esté acotada inferiormente, entonces .J

estd acotada mferlormente Por lo tanto existe una sucesién uy € ng’p (Q)
tal que J(ug) — m y entonces

1
J(ug) :]_) | Vg, ||ZL)p(Q) — < fiupy > < C.
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Usando nuevamente las desigualdades de Holder, Sobolev y Poincaré tenemos
que

1
5 IV o) S C+ 1 f el un [l 2o )< C+ 1| ol we lwre e

SO+ | flleall 9 llwrey + || f e |l Vg ||ze@)
+ 1 fllzell Vg [lr

Entonces,
| Viak oy < A+ B | Vi [l ooy
lo que implica que % | Vg, ||r) esta acotado y

| ur o<l g o) + | ux — g o< C.

Por lo tanto existe una subsucesion uy, — u en W"?(Q) y usando la débil
semicontinuidad de J tenemos que

J(u) < liminf J(ug) =m

y como m es el infimo entonces J(u) = m.
4. Para ver que existe un tnico minimo vamos a usar que J es estrictamente
convexa, supongamos existen v y v tal que J(u) = J(v) = m entonces
u+tv,  Ju)+ J(v)

< —
> ) 2 m

lo que es un absurdo pues m es el minimo.
5. Probaremos que J es diferenciable.

J(

Definimos F'(t fQ H\Vu+tv|Pdz — [, f(u+tv)dz para v € W,yP(Q),
vamos a querer ver que F es diferenciable en 0.
F(t) — p_ P
(1) / |Vu+ tv\ |Vul 1 / Fode
t
/ / ﬂ ds dx — / fvdx
ds Q
p—2
Vu—l—va (Vu+ sVv) ~Vvdsdx—/fvd:c
Q
Llamamos
1 [t p—2
o(t) := 7 / Vu+ sVu (Vu+ sVo) - Vuds,
0

tenemos que

|Vu+ SVUV’ \Vv]
p p

|Vu + sVolP~? (Vu + sVv) - V| <

(|Vu|p + |Vv|p)

entonces

()] < C(IVul” +[Vol) € LY(Q)
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y ademas
, — p_2
%g% o(t) = |VulP*VuVo.
Luego, pasando el limite en t llegamos a que
F(t)— F(0
J'(u)(v) :=lim ®)

t—0

:/|Vu|p_2Vu-Vvdx—/fvdx
Q

. Probaremos que u es minimo de J < es solucion débil.

Sea u minimo entonces J(u) < J(u+tv) para todo v € Wy (), Yo € R.
Luego,

/|Vu|pd —/fud:z:</|vu+w /fu+tv

entonces F'(0) < F(t) Vt.
Por lo tanto,

:/|Vu|p_2Vu-Vvdx—/fv dex =0
0

Luego, u es solucion de (P).
Supongamos u es solucion de (P), luego por convexidad tenemos que

T(tv + (1 — tyu) < tJ(v) + (1 — ) (u)

Entonces,
J(tv+ (1 —t)u)
t
y tomando limite tenemos que

J'(w)(v —u) < J(v) = J(u)

< J(v) = J(u)

y como J'(u)(v —u) = 0, tenemos que J(u) < J(v). Lo que implica que u es
minimo.

. Finalmente probaremos (1.2.3). Sea u solucién de (P) luego,

/Q |Vu|P2VuVv do = /Q fodr Vv e WyP(Q)

Tomando como funcién test v = u—g (u = g en 99, por lo tantou—g = 0
en 0f)), entonces

/Q|Vu|p_2Vu-V(u—g) dx:/ﬂf(u—g) dz

/]Vu|p dx:/f(u—g) dx+/ |VulP2VuVyg dx
Q Q
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Utilizando la desigualdad de Holder e inmersion de Sobolev tenemos que
-1
/QIVUI” de <|| flleaoll v =9 lle @ + | Vg lv@ll Vu ll7aq)

SO f el w—=g llwis@ + 1| V9 vl Ve |l @
<Ozl V= 9) o) + | Vg L@l V|l
SO f sl Vu @) + | lza@ll Vo [[re)

+ 1 Vg el Va7,

donde en las ultilmas dos desigualdades utilizamos primero la desigualdad
de Poincaré ya que u — g = 0 en 012, y luego la desigualdad triangular.
Por lo tanto, hemos llegado a que

| Ve 1By < CCL S Wiy + | V9 ooy >( | VL@ +1+ || Vu 251, )

donde C' es una constante que depende solo de n y de ).
Usando que

< M@AP" '+ 1+¢t) implica que t < 3max{M,1}
tenemos que
I Vu l[ro)< CULf 2oy + 1| VI 7o)
Por otro lado, usando la desigualdad de Poincaré tenemos que
| ullr) <[ w=g @) + 11 9 [[Le(e)
SO V(u=9) @ + 1 9l
<O f 2oy + 11 Vo o) + 1 9 lwiae)
y con esto queda probada la desigualdad (1.2.3).
O

En el siguiente lema enunciaremos una serie de desigualdades muy utilizadas a
la hora de trabajar con el p—laplaciano.

LEMA 1.2.4. Para todop > 1y 0 > 0 existen constantes Cy, Cy, C3 y Cy tal que
para todo §,n € R?* | § #1,

(1.2.5) 16772 — InP~2n| < Cul§ = nl*° (€] + )P~
(1.2.6) (I€1P72€ — nlP2n, € = n)ge = Col€ — n*P2 (€] + n|)P~27°

(1.2.7) (&l =+ [nh)” < Cs(I€]” + [nl”)



14 1. PRELIMINARES

(1.2.8) e+ ") = n— (e + €)= €| < Culn — €

DEMOSTRACION. Para las demostraciones de (1.2.5) y (1.2.6) ver Lema 2.1 en
[2]. Para ver la demostracién de (1.2.8) ver Proposicién 3.2 en [1]. O

1.3. Aproximacion por elementos finitos

Sea Q" una aproximacién poligonal de Q definida por QF = U,epnT donde T" es
una particién de Q" en una cantidad finita tridngulos 7 abiertos regulares disjuntos,
con el maximo de los didmetros acotado por h. Asumimos que 7" es nondegenerada,
esto es

7 K
max — < Yy
RETM Py

donde h, = diam(k) y p, = sup{diamS: S C k una bola}.

Ademas para dos triangulos distintos cualquiera, sus clausuras son disjuntas
o tienen un vértice o lado en comin. Sea {P;}7_; los vértices asociados con la

trangulacién 7", donde P; tiene coordenadas (z;,y;). Asumimos que P; € 9QF
implica P; € 9, y Q" C Q.

Definimos el espacio de dimensién finita S” asociado a 7" como:
Sh={x € C(Q"): lineal V7 € T"} c W'P(Q")
Se define 7, : C(QF) —s S" el operador interpolador tal que para toda v €
C(Q"), el interpolador m,v € S” satisface mv(P;) = v(P;),j =1,...,J.
Se tienen las siguientes desigualdades de interpolacién

LEMA 1.3.1. Param =0 o 1, para todo 7 € T", g € [1,00] y s € [1, 00| se tiene
que

(1.3.2) [0 = mpolwmagry < CRPVTYIRIT oy Vo € WS(r)

DEMOSTRACION. Para la demostracién ver Teorema 3.1.5 en [4]. O

LEMA 1.3.3. Sea q > 2 tenemos,
(1.3.4) o = Tyolwmag) < CR ol Vo € WH(r)

DEMOSTRACION. Ver [2]. O

La aproximacién por elementos finitos del problema (P) que vamos a considerar
es:
Encontrar u" € S;L tal que
(P") _
/ VU P2 Vo - Vol de = | fol de ol € Sk
Qh Qb
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donde

Sh={xe€S": x=0en 00"}
y

S;"‘:{XeSh: x = ¢" en 00"}

donde g" € S" se elige de manera tal de que aproxime el dato g. Si u € C(Q)
se toma g" = mpu. Esta condicion se cumple por ejemplo si u € W2P(Q) ya que
W2P(Q) — C(Q).

La aproximacién por elementos finitos del problema (Q) que vamos a considerar
es:

Q" Encontrar u” € S:; tal que Jon (u") < Jon(v") VM € Sg.
TEOREMA 1.3.5. Sea g" € WIP(Qh) y f € LY(Q") conp <2 yq> (p*), 0p > 2
y q > 1, entonces el problema (Q") tiene unica solucion. Ademds,
h

= u" es solucion de (Q") si y sdlo si es solucién de (P"),
= 9y tenemos que

(1-3-6) “ u” ||W1P Qh (H / ”Lq(Qh + || VQ ||LP Qh) + || 9 ||W1 P(Qh))

DEMOSTRACION. Veamos que J,(v) = oo cuando || v [[wis,)— 00y v € S}
luego por (1.2.7), las desigualdades de Hélder y Poincaré tenemos que

VolP
Jp(v) = / ﬂdm‘h — fvdx
QP Qh
Vo — VghP
2\/ ‘ _| dxr — O/ |v‘gh‘pdaj‘h— ” f ”Lq(Qh)H v ||qu(Qh)
Qh p Qh
>Clv— ”Wlp Qh) —Cy v HWl’P(Q’L)
>C v le,p(Qh) —C|| g le,p(m) —C1 = Cy || v ||W1»P(Qh)

donde en la tultima desigualdad usamos nuevamente (1.2.7). Por lo tanto, sabiendo
que Ct? — C3 — Cyt — oo cuando t — oo probamos que Ji(v) — oo cuando
| v [lwir@y— 00 y v € S} Ademas, como dim(S}') < oo, resulta que J, tiene
un minimo global en S 5.

Se puede ver que J,, es estrictamente convexo repitiendo la demotracién del
Teorema 1.2.2 en la que se prueba que J es estrictamente convexo. Por lo tanto el
minimo es Unico.

Finalemente se puede probar (1.3.6) siguiendo la demostracién del Teorema 1.2.2.
O

1.4. Regularidad para operadores uniformemente elipticos

Daremos dos resultados sobre la regularidad para soluciones de ecuaciones uni-
formemente elipticas que seran de utilidad.
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TEOREMA 1.4.1. Sea 2 dominio en IR?, f € L*(Q), g € H*(Q) y u una solucién
de

(1.4.2) {Mu =/ en

u=g en 0f)
donde Mu = a;;(T)Us,;, s tal que a;; = aj;, para todo § € R?
MEP < aij(2)&€5 < AJE)?

Yy
M < ar1(z) + an(r) < My en Q

con N\, A, My y M5 constantes positivas. Luego,
1. 51 € es convexo y g = 0 entonces

[ul g2y < C || f 200

con C' independiente del dominio,
2. 51 002 € C? entonces

[ u 2@ < CU f 2@ + 1 9 la2)
con C dependiendo de || H ||, donde H es la curvatura de OS).
DEMOSTRACION. Para la demotracién ver Teorema 37 I11 en [12]. O
TEOREMA 1.4.3. Sea Q un dominio C?%, u la solucidn de (1.4.2) con f, a;; €

CQ) y g € C(Q), entonces u € C(Q) N C>*(€).

DEMOSTRACION. Para la demotracién ver Teorema 6.3 en [7]. O



Capitulo 2

Orden de convergencia del método de elementos finitos

En este capitulo probaremos cotas para el error entre la solucién u de (P) y u®

la solucién de (P"). A lo largo dde este capitulo asumimos que N = 2.

2.1. Una cota abstracta del error

En esta seccion demostraremos una desigualdad que generaliza el Lema de Cea
para el caso p = 2. Dicha desigualdad involucra ciertas seminormas que definiremos
a continuacion.

DEFINICION 2.1.1. Para p € (1,00) y ¢ > 0 definimos para cualquier v €
Wl’p(Qh>:

(21.2) el = | (9l + V0l Vol da

donde u es la soluacion de (P).

LEMA 2.1.3. Para p € (1, 0] tenemos

(2.1.4) |U|((fp/,€—) < |U|3v1,p(9h) < C(|U|W17P(Qh) + |U|W1m(9h))aip|v (p,o)
y para p € [0,00),
(215) |U|€V1vp(9h) < |U|(p70) < C(’U/|W1,p(Qh) + |/U‘Wl,p(Qh))p_g|U|UW1,p(Qh,)

Por lo tanto, (2.1.2) estd bien definido para v € WHP(QM).

DEMOSTRACION. Para p € (1, 0], definimos
W = (|Vul + [Vv[)P™

como p < o, entonces p — o < 0 por lo tanto W < |Vu[P~7, lo que implica

/ o/p o/p
i = ([ )< ([ v ) = e,

Lo que demuestra el lado izquierdo de la desigualdad (2.1.4).
17
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Aplicando la desigualdad de Holder con s = o/py s = o/(0 — p), luego reem-
plazando a W y utilizando la desigualdad (1.2.7) tenemos

a/p
V[Tr1m@ny = { / WPlO (WY ||\ da }
Oh

(e=p)/p

{

(2.1.6) — { /Qh(\vm + |Vo|)? dz }(U_p)/p V] (p.r)
{
C

(0=p)/p
| Covup + 190 ds } ol

(o=p)/p
] v (p,o)

Obteniendo asi el lado derecho de la desigualdad (2.1.4).
Para p > o,

/|Vv\pdx:/W\Vv]“W1\Vv]p”dx
0 0

p—0C
Usando que p > o, tenemos que <%> < 1. Luego,

[1verds < [ (9o o= ol
0 Q

El lado derecho de la desigualdad en (2.1.5) sale aplicando Hélder con s = p/o,

p—o

a/p >
o]y < ( fiwule dx) ( 5+ |Vv|>?dx)

p—o
= (lahwrstoy + oy ) oo

O

TEOREMA 2.1.7. Sean f € Li(Q) con q¢ > (p*), g € WHP(Q), u y u” las inicas
soluciones de (P)=(Q) y (P")=(Q") respectivamente. Para cualquier 6, € [0,2) y
5y =0, yoh e S;l se tiene que

(2.1.8) [ = u"|p2rsn) < Clu— "] -5

DEMOSTRACION. Para cualquier v" € Sf; tenemos
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Jon (V") = Jon (u) = /01 Jon (u + s(v™ — u)) (V" — ) ds

(2.1.9) = /0 [J;zh (u + s(v" — u)) ([u + s(v" —w)] — u)
~ Tt (e 500" = 0] = )| 24 Tl )
= A(W") + T (u) (0" — u)

A(vh):/ol [/m{Hv(ws(vh—u))

2%@ V(" — u)} dx } ds

donde

pQV(u + s(v™ — u)>

(2.1.10) .
— ‘Vu

Por lo que usando (1.2.5) y

1
(2.1.11) §S(|V1}1| + |w2|) < ‘V[vl + sua)| + |V | < 2(|w1| + |v02|)
tenemos que
(2 1.12)
p—2+461 2—01
/ / Viu+ s(v —u)]‘+|Vu|) V(vh—u)‘ dx ds
Qh

1
< O|“ - Uh|(p72—51)</ 31_51d8> =Clu — Uh|(p,2_61)a
0

pues 01 < 2.
Por (2.1.10), (1.2.6) y (2.1.11) tenemos

(2.1.13) 1
[A@")] > 02/0 st /Qh ()V[u + s(v" — U)]‘ + |Vu|)p_2_62

1
2 Clu — Uh|(p,2+62)</ Spflds) = Clu —v"[(p2+46)
0

A 2+02
V(" — u)’ dx ds

Luego, usando que u” es solucién de (Q"), (2.1.9) y (2.1.10) llegamos a que para
toda v € Sg

A") + Jon () (u" = u) = Jon (u") = Jon(u) < Jon(v") — Jon (u)
= A(") + Jh () (0" — u).

Por lo tanto, concluimos por (2.1.14), (2.1.12) y (2.1.13) que

(2.1.15) lu— u"|(patey) < Clu—0"|pa—s) + Jon(w) (0" — u™).

(2.1.14)
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Como Q" es Lipschitz, Q" C Q y x = v" — v € S!, puede ser extendida por cero a
Q\ Q" y si la notamos Y, X € Wy (Q) entonces Ji, (u)(x) = Jo(u)(X) = 0. Por lo
tanto podemos deducir el resultado del teorema. O

2.2. Caso pe€ (1,2]

TEOREMA 2.2.1. Sea u la solucién del problema (P), si u € W?P(Q), y u"
solucion de (P") entonces

(2.2.2) | u—u" lwrw@ny < ChP/2.

DEMOSTRACION. Por la desigualdad de Poincaré tenemos que Vg € [1,00), y
Yo € Wh(Q), y para toda v", w" € S que

(2:2.3) v —w" o< C 1l v =" [lwra@n +Clv = w"[wraqn

Usando la desigualdad anterior con ¢ = p, v = u, w" = v y v" = m,u llegamos a
que

(2.2.4) | u—u" lwiw@n< C || u— mu [[wrs@ny +Clu — v |wisgon

Como W2P(Q) — WP (Q) (pues p* > 2) tenemos por (1.3.4) que

(2:2.5) [mnullwre) < Cllmnullwie o) < Cllullwrr @) < C,

entonces por (1.2.3), (1.3.6), (2.2.5) y (2.1.4) tenemos que

(2.2.6) lu —u |W1P(Qh) Clu — u"|(p2)

y luego usando el resultado (2.1.8) con d; = 0y §; € [0,2), tenemos que para toda
vh e S!’;

(2.2.7) lu —u |W1 p(Qh) S <Clu—v |(p2 d1)

Eligiendo §; = 2 —p en la desigualdad anterior y por (2.1.4) obtenemos que para
toda v" € S;’

(2.2.8) [t — " [ gny < Clu = 0" < Clu— 0" o

Por lo tanto, tomando v" = 7,u obtenemos
(2.2.9) lu — u[ypgry < Clu — 7Thu|W1 p(h):
Ahora bien, de (2.2.4) y(2.2.9) obtenemos
(2.2.10) | w—u" lwie@m< C || u — mhu [[wie@ny +Clu — 7Thu|%ip(m).
Ademas, por (1.3.2) tenemos las siguientes desigualdades:
U — TRU < C’h2,
(2.2.11) I = ma flaogar
lu — 7Thu|W1,p(Qh < Ch.
Finalmente podemos concluir que

| w—u" || wrsam< ChP/?
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Observar que en el caso p = 2 se tiene orden éptimo. Para el caso p < 2 pro-
baremos orden 6ptimo asumiendo mejor regularidad de las soluciones. Previamente
debemos probar el siguiente

LEMA 2.2.12. Sea a € (—1,0) y v € W*L(Q) entonces

(2.2.13) / [v|*|Vv|? dz < oo
Q

DEMOSTRACION. Para i = 1,2 tenemos que,

1
e 2 . a+1
/Q|U| |U Z| 1 ATy 1/Q szgn(v)]v| in ; A1 AT

1

sign(v vaﬂvx.da:-—/sz' n)w|* o, .. dry dx }
7 { ] stonlel o day = [ sign(o)ol* v, day da
C([|vz;
C(|lve,

C”UHWQJ(Q) < X0

L) + |V, Ll(ﬂ))

wi1Q) + Ve |21 @)

VARRVARNVAN

donde en las tres tltimas desigualdades estamos usando que W21(Q) < C(Q) (Teo-
rema 1.1.5) y Wh1(Q) < L1(99) (Teorema 1.1.7). O

TEOREMA 2.2.14. Sea u € W3H(Q) N C?*(Q) con o > 0, entonces
(2.2.15) [w— " [[Friny < C (R + RPIFY),
y ademds, siu € W(Q) N C>C=P)/P(Q)) entonces
(2.2.16) | w—u" |l wrp@m< Ch.
DEMOSTRACION. Como u € C%%(€2), por (1.3.2) para todo 7 € T" y para todo
(x1,29) € T existe (T1,T2) € T tal que

(2.2.17)
IV (u — ) (w1, 22)| < Chl|Hlul | 1) = ChH[u] (71, T2)

= ChH[u)(21, 2) + Ch| H[ul(z1, %) — H[u| (21, xz)]
< ChH[u](zy, w3) + ChM
donde H[u] - |ur1931| + |u11$2| + |uz2rz|‘

Luego, por (2.2.7) con §; = 0 y v" = muu, el hecho de que ¢(t) = (a +t)P~2¢? con
a > 0 es decreciente en R* y (2.2.17) tenemos que
(2.2.18)

u= o <C [ (9] + V(= ma) P21 (0 = m)f da

<c/ (1Vul + [Cnau + onte] )1”_2 (chru] + Ch1+a)2 da
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Usando que q(|t; + t2|) < 2[g(|t1]) + ¢(|t2])] para todo t1,ts € IR en la ultima
desigualdad en (2.2.18), que (p —2)(1 + @) +2(1 + ) = (1 + a)p, y que p < 2
llegamos a que

P
|u - uh’%j[/l,p(ﬂh) < Ch? /Qh (|Vu| + ChH[u]) (H[u])2 dx
—2
(2.2.19) +/ (|Vu| + Ch1+a>P COR2(0+0) o
Qh

< Ch? | |VulP%(H[u))?dx + Ch*H+e)
Ok

Por otro lado tenemos, definiendo v; = u, y v2 = u, y usando Lema 2.2.12, que

— p=2
[Vl e = [ (034 ) (ol + o]+ oyl
2 2\ P2 2 2
(2.2.20) < C’/Qh(v1 +v3) 2 (|Vur|* + | Vo) do

<C / o [P2 |01 2 4 [P 2| Vo2 d < oo,
Qh

Por (2.2.19) y (2.2.20) resulta
(2.2.21) [ — " [f1p iy < (R + hPOF),
Finalmente por (2.2.10) y (2.2.11) podemos concluir (2.2.15) y (2.2.16). O

2.3. Casop>2

A lo largo de esta seccién se asume que p > 2.

TEOREMA 2.3.1. Sea u la solucién de (P), con u € W?P(Q), y u" solucion de
(P") entonces

(2.3.2) | w—u" |[wiv@< CR*P.
DEMOSTRACION. Por la desigualdad (2.1.5) y luego por (2.1.8) con 6; = 0y
09 = p — 2 tenemos que
(233)  |u—u" 5{/Lp(9h) < Ju— ") < Clu = mpup2) < Clu — Whu’%/vlﬁp(fzh)
Donde en la dltima desigualdad estamos usando (2.1.8), (1.2.3), (1.3.4) y (1.3.6).
Ademads por (2.2.4) tenfamos lo siguiente
(234) H u — 'LLh le,p(m)§ O H U — TrU le,p(Qh) —i—C’\u — Uh|W1,p(Qh)
Entonces, por (2.3.3), (2.3.4) y (1.3.2) concluimos que
(2.3.5) H u — uh HW1,p(Q)< Chz/p.
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Veremos en el Ejemplo 2.3.15 que en general no tenemos, aunque los datos sean
regulares, que la solucién estd en W2P(Q). Tenemos el siguiente teorema alternativo
que se podra aplicar en esos casos.

TEOREMA 2.3.6. Sea u la solucion de (P), conu € WH(Q)NW25(Q), s € [1,2],
y u" solucion de (P") entonces

(2.3.7) | w—u® lwpm < Che/P.

DEMOSTRACION. Razonando parecido a (2.3.3), utilizando (2.1.5) y (2.1.8) con
01 =2 — sy dy =p— 2 tenemos
(2.3.8) [ —u"f} Wie@hy S u— uh|(pp) Clu — myulp,s)-

De la desigualdad de interpolacién (1.3.4) con m = 1y ¢ = 0o obtenemos la siguien-
tes cota para la seminorma W1 (Q")

(239) |u — Thu‘wl,oo(gh) < C’u|Wloo(Qh)
lo mismo tomando m = 0, tenemos una cota para la norma L>(Q")

(2310) |U — Whu‘Loo(Qh) < Ch|u|Loo(Qh)

Por lo que podemos inferir que |Vu| + |V (u — mu)| estéd acotado. Entonces

(2.3.11)
p—s
|u—7rhu](p7s):/m (1Yl + 19 (=) )19 ) e < M= gy,

Juntando (2.3.8) y (2.3.11) tenemos que
(2.3.12) lu—u"P ., riamy S Clu = mulfpe. on
Luego por (2.2.3), (2.3.12) obtenemos que
(2.3.13) | u—u" lwrw@n< C || u— mhu |wre@ny +Clu — ﬂhu|W15 (-
Por otro lado notemos que por (2.3.9) y (2.3.10) tenemos que Yq > s
| w—mhu ||qu(Qh)< C | v —mhu ||SLS(Qh)a
|u — 7Thu|€vl’q(ﬂh) < Clu = mpulfyrsgny-

Por lo tanto,

(2.3.14) = nte [lwragm < C ll = mate (52 g
Por esto tltimo arribamos al siguiente resultado
|| w —ul lwiren< C || u — mhu H;[//’is m < ChelP

donde en esta ultima desigualdad usamos (1.3.2). O
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EJEMPLO 2.3.15. Si tomamos f =1, g = 0 y Q = By(0) es facil ver que la
solucion es de la forma u(x,y) = C(1 — rﬁ) donde r = \/x% + y2.

Ademds tenemos que,

2,8 ; ; 2(p—1)
= u € W?(Q) siy solo sis < =57,

» u € Whee(Q).
: , 2(p—1)
Por lo tanto en general no podemos aplicar el Teorema 2.5.1, pues, si p > %
2, - - - 2(p—1)
u ¢ W=P(Q). Sin embargo si podemos aplicar el Teorema 2.5.6, pues 2 < ;’_2 ,

luego u € W*2(Q) y entonces tenemos que ||u — up||lwio) < Ch¥/P.

OBSERVACION 2.3.16. En el ejemplo anterior podemos ver que incluso teniendo
las mejor condiciones de reqularidad sobre los datos, cuando p > 2 podemos no
tener regularidad W?*P(2). Ademds observemos que ambas cotas (2.3.1) y (2.3.6)
degeneran cuando p — Q.

Por ello, en lo que sigue queremos ver bajo que condiciones tenemos cotas que
no degeneran cuando p — oo y condiciones donde se tiene orden uno pidiendo
condiciones de reqularidad que incluyan el Ejemplo 2.53.15. Para ello debemos acotar
el error con normas mas débiles, esto es en la norma || - ||wiaq) con q € [1,p).

Por ejemplo, podremos concluir, para el Ejemplo 2.3.15 que
(2317) Hu — 'U/h”wl,q(ﬂ) < Oh,

dondeq:jr—sly2§s<%.

LEMA 2.3.18. Para todo t € [2,p] y q € [1,t] para los que

(2.3.19) / V|~ 090D gy < 00 siq € [1,1)
Q

y

(2.3.20) |Vu|"P) € L®(Q) siqg=t

tenemos que si u € WH(Q) N W?25(Q) con s € [1,2] entonces

(2.3.21) | u—u" ||wra@n < Ch/".
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DEMOSTRACION. Por la desigualdad de Holder, suponiendo ¢ < t y por hipStesis
(2.3.19) tenemos

(2.3.22)
lu —u Wia(ah)
(p—t)q/t —(p—t)q/t
:/Qh V=) (190 + 19— ) (196 + 19 - o)) ai
bt a/t
< ( 19— (vl + VG ) daz>
QOh

t—q

—(p—t)q/(t—q) '
(/Q (IVal + 9 (u = u"))) dx)

t—q

t
oo [ )

t
< Clu — uh](éit).

En forma andloga usando (2.3.20), obtenemos la misma desigualda en el caso ¢ = t.

Por la desigualdad anterior, usando el resultado (2.1.8) con 6; =2 —s, §y =t —2

y v" = mu llegamos a que

(2.3.23) lu — uh|'§,vl,q(9h) < Clu —u"|pry < Clu — mhulp.s)-
Por otro lado, por (1.3.4) tenemos que

(2.3.24) U — Thufpreeony < Clufpeon

luego,

(2.3.25) | V(u—mpu) [|peo@ny< C | V|| poogany -

Por lo que resulta, usando que u € Wh>(Q)

p—s
= Tyl = / (19— m)| + Vl) [V = myan)
Q

2.3.2 —s s
(2.3.26) <OVl o /Qh|V(u—7Thu)| da

< Clu = mpulfprsgny-
Juntando esto ultimo con (2.3.23) obtenemos que

(2.3.27) [u = wMyraany < Clu— myulips. g,

Finalmente por (2.2.4), (2.3.27) y (2.3.14) podemos concluir que
= u" wrany < Ol u—mnu flwragon +Hu = u"lwragon
s s/t
C |l u—muu ||V[/,'§,s(m) +Clu — mulvél,s(m)

C(h*/9 4 h/")

(2.3.28) <
<
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donde en la tltima desigualdad usamos la desigualdad de interpolacién (1.3.2) y que
u e W5(Q). O

LEMA 2.3.29. Siu € Whe(Q)NW?2%(Q), s € [1, 00|, entonces existe M € L*(£2)
tal que

(2.3.30) 1f] < M|VulP~? c.t.p en Q.

DEMOSTRACION. Sean (vy,v2) = Vu € [WH(Q)* v
v=(v?+ )2 = |Vu| € L®(Q).

Observemos que |vq/v| 4 |va/v| estd acotada y que Vv = (v, Vuy +1v3V,) /v, por lo
que v € Whs(Q).

Ademas tenemos que

f = —div(vP o1, vP0y)
(2.3.31) = — 0P H{[(01) 2y + (V2)z,] + (P — 2)[V102, + Vovs,]/v}
< M|VulP—2
donde M = |[(v1)g,| + |(V2)zs| + (P — 2)(Jvay | + |van|) € L°(Q). O

TEOREMA 2.3.32. Sea u € W™(Q) N W>5(Q), s € [1,00]. Si |f|7 € L'(Q)
para algin v € (0,00) o si |f|™' € L>(Q) (en ese caso notamos v = oo), entonces
tenemos para q € [1,p) que

Ch?t  sis>2,
(2.3.33) | u—u" lwa@m < {C’hs/t disclL2)
donde
(2.3.34) ¢ = {m“m{Q’ Q[(fs(*]z))P + (0 = 2ysl/lls g+ (p = 2ysly siy <o,
max{2, qurS(ZfQ)} 5i = o0,

DEMOSTRACION. Observemos que si ¢ satisface (2.3.34) entonces t € [2,p) ¥y
t>q.

Definiendo nn = q(p — t)/[(p — 2)(t — q)], podemos concluir que n < vs/(s+7) y
luego sn < (s —n). Si «y es finito entonces n < s.

Luego por (2.3.30) y la desigualdad de Hélder para sn tenemos
/ ’vur(pft)q/(tfq) dr = / |Vu‘f(p72)n dr
Q Q

(2.3.35) < /Q(M|f|—1)"dg;

n/s (s—n)/s
o [arar) " furmiena) " <
Q Q

donde en la tltima desigualdad usamos que M € L*(Q) y que |f|~! € L7(Q2), por lo

tanto | f|~! € L57 (L) pues <
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Finalmente (2.3.35) sigue valiendo si v es infinito, pues, en este caso 7 < s.
Luego por (2.3.19) y (2.3.35) deducimos (2.3.33). O

COROLARIO 2.3.36. Sea u € WH*(Q) N W25(Q), s € [1,00]. Suponiendo que
existe una constante p > 0 tal que |f| = p c.t.p. en §, entonces para q € [1,p)
tenemos que

Ch2/t  sis>2

2.3.37 =t flwraan <
( ) | = [lwragan {C’hs/t sis € [1,2)

donde
t =maz{2,qlp + (p — 2)s]/[q + (p — 2)s]}
Ademds, para ¢ = 2s/(1+ s)

Ch s1§ > 2
2.3.38 w—u" |lyagn < ~
( ) | oo {Chs/2 si s €[1,2).
DEMOSTRACION. Tomando v = oo se puede deducir directamente usando en
teorema anterior el resultado (2.3.37).

Luego notando que para ¢ = 2s/(1+s) se tiene que t = 2, obtenemos (2.3.38). O

OBSERVACION 2.3.39. Tenemos entonces que t — max{2, q%} cuando p — 00
por lo tanto la cota (2.3.37) no degenera cuando p — oo mientras que las cotas de
los Teoremas 2.3.1 y 2.3.6 si lo hacen.

Observar que con este resultado tenemos, en particular, que para el Ejemplo

D 28 2(p—1)
2.8.15 vale (2.3.17) siq= 7 y2 < s < =5






Capitulo 3
Regularidad H? para el caso p € (1,2]

En este capitulo probaremos la regularidad H? de las soluciones de (P) para el
caso 1 < p < 2y N = 2. Primero haremos la demostracién en el caso en que el
borde es C? y luego en el caso que el dominio es convexo.

3.1. Caso borde C?

Comenzaremos por enunciar un resultado de regularidad para el problema regu-
larizado asociado a (P).

LEMA 3.1.1. Sean f € Lip(2), p > 1 y u la solucion débil de

_\. 2 §71 _
(3.1.2) V(e +|Vul)2'Vu) = f en
u=g endf2

luego u € HY (). Si ademds 00 € C?, f € L>(Q), y g € C(0N) entonces existe

o dependiendo de ~y y p tal que u € CH*(Q).

DEMOSTRACION. Para ver la demotracién de la primera afirmacién ver Propo-
sicién 1 en [14]. Y para la demostracién de la segunda parte ver [10]. O

LEMA 3.1.3. Sean Q € RN con borde en O, f € Lip(Q2) y g € CYP(99) luego
el problema (3.1.2) tiene una solucidn u € C?(2) N CH(Q).

DEMOSTRACION. Por el Lema 3.1.1 sabemos que la solucién estd en H7 ().
Para cualquier €' CC 2 podemos derivar la ecuacién y mirar la solucién de (3.1.2)
como la solucién de la siguiente ecuacion,

(3.1.4) {Mgu =a.(x) en
o u=u en 00
donde,
Mou = a5;(T) g,
con

U, U
aij(2) =0 + (P =2)— 5=, ve=(e+ [Vul?)!/?

)

a(x) = fvsip

. Bl operador M. es uniformemente eliptico en €, ya que para todo ¢ € RN

(p— DI < aj;&8; < I¢)°

29
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Por otro lado por Lema 3.1.1, u € C*(Q). Luego para € > 0, a; € C*(Q2) usando
que f € Lip(Q), tenemos que a € C?(Q), donde p = min(a, ). Si 0Q' € C?, como
u es la tnica solucién de (3.1.4), por Teorema 1.4.3 | tenemos que u € C**(QY). O

TEOREMA 3.1.5. Sea Q C R? conjunto abierto con Q) € C?. Sean g € H?*(Q),
feLli) (g >2),1<p<2uyu ladnica soluacion débil de (1.2.1). Entonces
u € H?(Q).

DEMOSTRACION. Sean 0 < e <1y 0<a < 1. Sean f. € C*(Q) y g. € C*>*(Q)
tal que f. — fen LY(Q) y g. — g en H?*(Q) cuando ¢ — 0. Para ¢ > 0
tomemos u, la solucién de (3.1.2) con f = f. y g = g.. Por Lema 3.1.3, tenemos que
u. € C2(Q)NCH*(Q). Luego podemos derivar y concluir que u, resuelve la siguiente
ecuacion

Pue &?u. Pue 2 p
(3.1.6) 11,5 + anGf +ang s, = v Pfe en()
te = e en 0f)

1 .
donde v = (¢ + |Vu.|?)z, v; = g;ﬁ y Vg = g;; y los coeficientes son:

an = [1+(p ~2)( )

an = [1+ (= 22V,

Vv
arg = 2(p — 2)(%)

Luego (3.1.6) es uniformemente eliptica, luego por Teorema 1.4.1 tenemos:
(3.1.7) | e i) < CU| fel Vue 7 [l29) + I 9e la2)
con C independiente de €.
En particular, para el caso p = 2 tenemos
| e (a2 < O f2 ez + || g6 lr2(0)
por lo tanto, {|| u. ||a2(q)} estd acotada.

Por otro lado, si p < 2, a partir de la desigualdad de Holder y los teoremas de
inclusion de Sobolev 1.1.4, y que 2* = oo cuando N = 2 llegamos a que

I £ Ve 2@ < C I fe llior ) (] e lwree-nera-20)* " < C( e [|2@)* "

donde C es independiente de ¢ y 2 < ¢* < ¢ es tal que 2(2 — p)¢*/(¢* —2) > 1. Por
lo tanto en este caso también {|| u. ||g2()} esta acotada ya que 2 —p < 1.

Lo que implica la existencia de una subsucesion, que por comodidad notaremos
u., tal que u. — u fuerte en H'(Q) y débil en H*(Q) (pues la inmersién H?(Q2) —
H'(2) es compacta cuando N = 2). Es claro usando el teorema de traza que u € V.

Resta probar que u es solucién débil de (1.2.1).

Para el caso p = 2 como u,. cumple que

/VUEVUdZE:/fEUdI‘ Vv € Hy ()
Q Q
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v u. — u en HY(Q), tenemos que

/Vqud:E:/fvd:v
Q Q

Luego queda demostrado para el caso p = 2.
Veamos ahora el caso 1 < p < 2.

Como u, es solucién de la ecuaciéon (3.1.6) tenemos que

318 [Vl Vode= [ fode voe W)
Q Q

Por otro lado,

(3.1.9) / [(8 + |Vu£_;\2)p2;2VuE — ]Vu|p’2Vu} -Vode =1+11
Q
Donde,

I = /[(6+ Vue?)*> Vi, — (2 + |Vul?) "= Vu] Vo da
Q

Il = /[(5+ ]Vu]2)%Vu — | VulP2Vu| Vo dz
0
Usando la desigualdad (1.2.8) tenemos que
(e + [Vue )2 Ve — (e + [Vul?) "7 V| < M|V (u. —u)P
con M independiente a ¢.

Por lo tanto tenemos que I < C || V(ue —u) |[2,']] Vo ||z», y como u. converge
a u fuerte en H'(Q) entonces I — 0

p—2

Por otro lado, como |(|[Vul* +¢)2 Vu| < |[Vul[P™' € L'(Q) por convergencia

mayorada, I — 0

Luego tenemos que
/ (e +1Vul)> VuTvde — / VulP V- Vodr Yo € Yo € WP (Q)
Q@ Q

Por esto tultimo, usando que f. — f en L9(f2) y tomando limite en (3.1.8) tenemos
que

/ |VulP?VuVudr = / fodr Vv €Yo € WyP(Q)
0 Q

Luego u es solucién de (1.2.1) y u € H?*(Q) O

OBSERVACION 3.1.10. Observar que para el caso p > 2 y f = 0 se puede repetir
la misma cuenta que en el teorema anterior (ver (3.1.7)). Luego en ese caso también
se tiene reqularidad H?. Pero en general no se sabe si se tiene esta reqularidad global.
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3.2. Caso Dominio Convexo

OBSERVACION 3.2.1. Sea Q) un conjunto convexo, existe una sucesion {Qm bmew
de subconjuntos de Q convexos con borde C? tal que Q,, C Qi1 para todo m € IN
y |2\ Q| — 0

1. Luego, existe una constante C que depende de |Q| tal que
10 o< C Il VO llir,) Yo € Wo™(Q)

para todom € IN. Esto se deduce del Teorema 1.1.8, usando que 2, C Qppaq
para todo m € IN.

2. Las constantes de Lipschitz de S, (m € IN) estdn uniformemente acotadas
(ver [3]). Por lo tanto, los operadores de extension Ei,, : W'P(Q,,) —
Whr(Q) y Eopm @ H*(Qm) — H*(Q) definidos como en [3] satisfacen que
| Evom || ¥ || Eam || estdn uniformemente acotadas.

3. Por (2) y el Teorema 1.1.4 existe una constante C independiente de m tal
que

| v || oe@m) < C Il v lwie,,) Vv € WHP(,),

para todo m € IN

TEOREMA 3.2.2. Sea Q un conjunto abierto acotado convexo en IR%. Sea g = 0,
f e LYQ) (¢ > 2) yu ladnica solucién de (1.2.1). Entoncesu € H*(Q) sil <p < 2

DEMOSTRACION. Por la observacién anterior podemos asumir que existen €2, C
Q convexos con borde C? tal que dist(9S2,09,,) — 0.

Sea u,, la solucién de

(323) { -V (|Vum’p*2vum> = f en Qm

Uy, = 0 en 0€,,
por el teorema anterior sabemos que u,, € H?(,,) N H} (,,) luego derivando tene-

mos que u,, resuelve (3.1.6) para e = 0y Q = €,,. Luego tenemos por el Teorema
1.4.1 que,

con C' independiente a m.

Usando las desigualdad 1 de la Observacién 3.2.1 tenemos que

(3.2.5) |t Nl 22(20) < Cltim] i (@00)

con C independiente de m.
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Por otro lado usando la desigualdad de Young tenemos

/ |Vum|2dx:—/ Uy AUy, AT
Qm Qm

15 1
g_ m2 N Am2d
2/Qm\u | +26/Qm< wn)? da

€ 1
< 05 /Qm ]VumP -+ 2_€|Um|§{2(9m) dx

donde usamos nuevamente el item 1 de la Observacién 3.2.1.
Luego

(3.2.6) | Vi, |20, < Cltmlr2@,0)

con C' independiente de m.
Luego, por (3.2.5) y (3.2.6) tenemos que

(3.2.7) |t || 12(02,) < Clttm| 2 () < C || FIVUR* 7 [| 220

2(2—p)g*

sl 1, y aplicando la desigualdad de

Tomando ¢* tal que 2 < ¢* < ¢, s =
Holder tenemos que

(3.2.8) 11V > 2y <UL Nl @ | Vit Iz

Ademas por el item 3 de la Observacion 3.2.1 podemos decir que existe una constante
C independiente de m tal que:

LS(Q )

2—p

| Vg, ’i;g)m) SO (Vum)ay [wrz@n) + | (Vum)a, [lwrz@n)

(3.2.9)
<C | um HH2(Q

Luego por (3.2.7), (3.2.8) y (3.2.9) llegamos a que existe C independiente de m tal
que

|t | 2 () < €
Ahora llamemos u,, a la extension por cero de u,. Luego {|| w,, ||#1(r2)} estd acotada
por lo que existe una sucesién que notaremos {u,, } que converge débilmente en

H'(IR?) auna u. Ademds podemos suponer (via otra subsucesion) que para cualquier
abierto G CC Q, u,,, — u fuerte en H'(G).

Notemos que u,, (1 — xo) = 0 para todo k (xq la funcién caracteristica en €2),
entonces u(1 — xo) = 0 ya que u,, — u fuerte en L?(2). Luego, sea u = ulq, por
Teorema 1.1.9, u € H}(Q).

Sea ¢ € C§°(R), v sea K(p) € IN tal que el soporte de ¢ esté contenido en
Q. VE = K(p). Utilizando que u,,, es solucién de (3.2.3) tenemos

/|V@mk|p_2ngkV<pdx:/ |ngk|p_2ngng0dx:/ fodx
Q Qo Qo
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Si ahora mostramos que

LA |vgmfk%h%%v¢dx—>/ﬁvgwﬂvgv¢dxzi/|vm%4vuv¢dx
M

vamos a tener que u es solucién de (P), pues ya sabemos que

/ fwdx—/fwd:c vk > K().

Sea G CC (2, como |J,,, ka es un cubrimiento por abiertos entonces existe K (G) €
IN tal que G C Q,,, Vk > K(G). Luego para todo k > maz{K(G), K(p)} tenemos
que

‘/ ]Vg|p2Vng0dx—/ |ngk|p*2ngng0d:c‘ < ‘/\ ]Vg|p*2Vng0dx‘
QU oG

—I—’/ NP2V, Vgodx)qL‘/ VulP*Vu — [Vu,, [P~ 2ngk)V<pdx’
:ﬂ#ﬂ§+ﬁ

Veamos que eligiendo un G adecuado, obtenemos que TF + T + Tx LNy}

Primero tenemos que,

TF+ Ty < MU/ V[Pt dx‘ + ’/ Vu,,, [P~ da:”
O\G

p—1 _
M[m VG (D woy ) 1m N Gt P }

Observemos que dado € > 0, si eligimos G de manera que |2\ G| sea lo suficien-
temente chico y utilizando que {|| w,, [lwir,, )} estd acotada, conseguimos que

TF + T8 <¢e/2.
Utilizando la desigualdad (1.2.8) con € = 0 y luego la desigualdad de Holder
tenemos que

TE<C [ V-V, 1Vl de
G

pTTl 1/p
C(/ |\Vu — Vu,, |pdx / |Vg0|pdx>
G g G

=C Nl ¢ lwir@ll w =, [
Luego, como u,, — u fuerte en H'(G), entonces exite k > maz{K(G), K(¢)} tal
que TF < ¢/2.
Luego tenemos que, mek \Vu,, [P~*Vu,, Vodz = [, |VulP~>VuVedz, por lo
tanto ya probamos que u es solucién de (P).

0%uy,
O0x;0x; *

Nos queda ver que u € H?*(Q2). Sea vy, =
CV1<ij<2

Veamos que || Uy j [|r2(0)<
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Sea o € C§°(IR?) entonces
82um 9%*u,, %u,,
< <C
/]Rz axﬁx] / 83718:6] ‘ H@xiaxj‘ L2(Qm) I Nz e Nl

Luego, ’fw aﬁ%}“jgpdx‘ < C |l ¢ llizmey ¥V ¢ € L*(IR?), esto implica que

<C.
L2(RR?)

Luego existe una subsucesion {v,, ;;}r=1 que converge débil en L?*(IR*) a una
V5 € LQ(]R2)
Para k > K(p) tenemos que,

P [oatt 0%u
/g; gmk 8@0% v /ka U 8:16,893] v ka 0%8:17] paz /Q U i P 48

Por otro lado, por convergencia débil tenemos que

/u P dr — /u s dx
o F0x0x, o 0z,0z; Y

/Umk7i7jg0dx—>/vi7jg0dx
Q Q
0
d i ipd
/ Yo, 0T v /QU’]QD v

y entonces u € H*(1Q).

luego

lo que implica que v; ; = 8:0 81‘

Como consecuencia de este resultado de regularidad tenemos el siguiente,

TEOREMA 3.2.10. Sea 2 C R? un dominio convexo con 00 € C? y1 < p < 2,
f e LUQ) con q > 2, g € HXQ), u y u" las unicas soluciones de (P) y (P")
respectivamente. Entonces
lu — P {lwrp(,) < CR,

donde C' depende de p, || f||zs) v |9l m20)






Capitulo 4

Método de Descomposicion Coordinada y ejemplos
numéricos

4.1. Meétodo de Descomposicion—Coordinada

En esta seccién describiremos el método de Descomposicion—Coordinada, las
demostraciones de los resultados que enunciaremos se pueden encontrar en [8].

Sean V, H espacios topolégicos vectoriales, B € L(V,H)yF: H =R, G: V - R
funciones convexas, semicontinuas inferiormente. En esta seccién describiremos un
método para aproximar la solucién de problemas variacionales del siguiente tipo

(P) min(F(Bv) + G(v)).

El método de descomposicién coordinada se basa en el siguiente resultado.
TEOREMA 4.1.1. El problema (P) es equivalente a

(P2) (oin, (F(g) + G (v)).

donde W = {{v,q} € V x H: Bv—q=0}.

Supongamos que V' y H son espacios de Hilbert, se define el funcional Lagran-
giano aumentado £, asociado a (P2), como

T
Lo(v,4: 1) = F(q) + G(v) + (g, Bu = @) + 5| Bv = all-

DEFINICION 4.1.2. Se dice que {u,p,\} € V x H X H es un punto silla de L, si
Lo(u,p,p) < Ly(u,p, A) V{v,q, A} €V X H x H

Se tiene el siguiente
TEOREMA 4.1.3. Sear >0 y {u,p,\} € V x H x H un punto silla de L, luego

u es una solucion de (P) y p = Bu.

Luego para aproximar las soluciones de (P) usaremos un algoritmo que aproxima
los puntos sillas de L,.
Algoritmo

Dador >0,p >0y
{UQ,Al}GHXH;

37
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luego, sabiendo {n,-1, A\, }, definimos {uy,, Np, Ans1} € V x H x H como
G(v) — G(uy) + (A, B(v — up)) g + 7{Buy, — N1, B(o —up))g >0 Yo eV,
Fn) = F) — Quyn = )i + 700 — Bup,n —n2)g 20 VneH
A1 = An + p(Biy — 1n).
La ventaja del algoritmo es que el problema se reduce ahora a resolver, en cada
paso, dos ecuaciones donde las dos variables estan desacopladas.
Finalmente tenemos la convergencia del algoritmo.

TEOREMA 4.1.4. Asumiendo que V' y H tienen dimension finita y que (P) tiene
solucion u. Si

= B es inyectiva;

G funcion conveza, propia y semicontinua inferiormente ;

F = Fy+ Fy con Fy funcion convexa, propia y semicontinua inferiormente
en H y Fy estrictamente convexa y C' en H;

1++5
2

0<p< T,

entonces

Up = U fuerte en 'V,
Nn — Bu fuerte en H,
Ai1 — Ay — 0 fuerte en H,

Yy A\ estd acotada en H.

4.2. Ejemplos numéricos

En esta seccién, para cada h > 0 vamos a aproximar la solucién u” de (Ph ) por
la sucesién u dada por el algoritmo descripto en la Seccién 4.1. Para simplificar
vamos a notar aqui u” = u,.

Sea V = SJ,
H={n: R* — R : 1|, = constante },

F(n)z/g%dx, G(v):/vad:U,

y B :V — H definida por B(v) = Vu. Entonces
Jor(v) = F(B(v)) + G(v).
V' v H estan dotadas con la norma L?— y con la norma L? x L?, respectivamente
yr=p=1.
El algoritmo en este caso es:

Dado
{7]0,)\1} € H x H,
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luego, sabiendo {7,_1, A\, }, definimos {u,, Ny, Ani1} € V X H x H como

(4.2.1) / Vu,Vvdr = / fodx + /(%1 — A\p)Vudz, Yo € V,
Q Q Q

422 [l = [t Voo vn e
9] Q

OBSERVACION 4.2.3. Como V,H,F,G,B,p y r satisfacen las condiciones del
Teorema 4.1.4 luego u, — u" y Vu, — Vu".

Observemos que (4.2.1) se puede reemplazar por,
MU, = F,,
donde

M;; :/V%V% dx,
Q

Fn,j - / ijfdx + /(nn—l - )\H)VSOJ dZL',
Q Q

{¢j}j<n es una base de V' con m = dim(V) y
un = Y Un ;.
j=1

Por otro lado, definimos 7, , = 7, |x, y analogamente definimos A, , y V. uy,.
Luego (4.2.2) se puede reemplazar por,

(‘nn,n’p72 + 1)77n,n == )\n,ﬁ + vﬁ”ﬂ?

tomando mddulo tenemos que |1, .| resuelve
|77n7f€‘p_1 + ‘nn,n, = ‘)‘n,n + V],

y ademas
- )\n,n + vnun

77717H — ‘nn’;§|p72 _|_ 1 .
Resumiendo, cada iteracion del algoritmo se puede reducir a lo siguiente:

Encontrar {u,, nn, Ant1} € V X H x H tal que

m
Up = § Un,j(Pja
Jj=1

donde U, resuelve,
(4.2.4) MU, = F,,

o /\n,n + Vnun
s = =2 1
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donde b € R es solucién de
(4.2.5) Pl b= A + Vil
y finalmente
A=A+ (Vg — ).
Observar que cada paso del algoritmo consiste en resolver el sistema lineal (4.2.4) y
luego, para cada elemento « la ecuacién no-lineal en una dimensién (4.2.5).

Ahora vamos a aplicar el algoritmo para algunos ejemplos. Para cada h, usaremos

el algoritmo y aproximaremos u” por u!, y finalmente calculamos [|ul! — u|w1.q(q)

para distintos ¢. Notamos e = u” — u.

Nuestro problema test serd resolver en el dominio 2 = [—1 1] x [—1 1] el siguiente
problema radial. Los datos son

f=F(r)=r,
con dato de borde y solucién exacta
u=U(r) = (p—[1/(o +2)]"D[1 =P/ /(0 4 p).

Vamos a tomar distintos valores de p y ¢ y veremos como se aplican los teoremas
demostrados y que conclusiones nuevas encontramos.

Para el esquema numérico utilizamos la siguiente malla regular: partimos cada
lado del cuadrado en N y a su vez cada cuadrado lo dividimos en dos triangulos. De
esta forma cada triangulo 7 de la triangulacién cumple diam(7) = h = v/2/N.

EJEMPLO 4.2.6 (Casop =4y o =0). Se puede ver que en este caso u € W5()
para todo s < 3. Entonces por el Teorema 2.3.38 tenemos que
| u—u" [[wrey< Ch ¥ q<3/2.

Por otro lado, calculamos los errores || u—ul |lwiiq) v || u—u? || @) para distintos
valores de N. Obteniendo la siguiente tabla.

p=4 o=0
N[ Tu—up [lwore | w—ul [ao
10 0.2413 0.1515
20 0.1206 0.0777
30 0.0805 0.0523
40 0.0602 0.0395
50 0.0482 0.0317
60 0.0401 0.0265
70 0.0377 0.0227
80 0.0501 0.0199

CUADRO 1. Errores parap=4y o =0
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Haciendo un ajuste de la forma || e ||w11qy~ Ch* y || € ||~ Ch®® podemos ver
que el orden numérico de || w— u || 1) también es uno.

p=4 o=0
aq ‘ (0D

1.0006 | 0.9633
1.0031 | 0.9763
1.0014 1 0.9757
0.9963 | 0.9858
1.0091 | 0.9827
0.9946 | 1.0041
1.0000 0.9859

CUADRO 2. Orden numérico parap =4y o =0

EJEMPLO 4.2.7 (Casop = 3/2y o = 0). Se puede ver que u € W3(Q)NC*'(Q),
luego podemos aplicar el Teorema 2.2.14, lo cual tenemos que

|| U — Uh ||W1»3/2(Q)< Ch.

Calculamos los errores || u—ul |lwis) y || w—ull || para distintos valores de
N obteniendo la siguiente tabla.

p=3/2 0=0
N [ u—up lwrr) | [l u—up [#o)
10 0.0627 0.0542
20 0.0314 0.0272
30 0.0209 0.0181
40 0.0157 0.0136
50 0.0126 0.0109
60 0.0105 0.0091
70 0.009 0.0078
80 0.0078 0.0068

CUADRO 3. Errores parap=3/2y o =0

Ajustamos los errores de la forma || e ||wio@)~ Ch®t y || e || g1y~ Ch*?. Podemos
observar numericamente que también tenemos orden h para la cota del error en

H'Y(Q).
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p=3/2 o=0
(0751 ‘ (65)
0.9977| 0.9947
1.0059 | 1.0045
0.9945 | 0.9936
0.9858 | 0.9918
1.0000| 0.9899
1.0000 | 1.0000
1.0717| 1.0275

CUADRO 4. Orden numérico para p=3/2y o =0

EJEMPLO 4.2.8 (Caso p = 3/2y 0 = —19/20). Se puede ver que u € W5(Q) si
y solo sis < 2 = 2+2. Luego por el Teorema 2.2.1 tendremos que || u—u" |[w1r(0)<
Ch3/*.

En este caso no podemos aplicar el Teorema 2.2.14 Sin embargo podemos ver que
numericamente el orden del error || u—u" |[w1oq) es h, es mds también obtenemos
orden 1 para el error en norma H*(Q) (ver Cuadro 5 y Cuadro 6).

p=3/2 o=-19/20
N ‘ H TRhU — U,h HWl,p(Q) ‘ H TRhU — Uh HHI(Q)
10 0,3758 0.3359
20 0.1916 0.1798
30 0.1281 0.1235
40 0.0960 0.0943
50 0.0767 0.0763
60 0.0638 0.0642
70 0.0546 0.055]
80 0.0477 0.0488

CUADRO 5. Errores parap=3/2y o =—19/20
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p=3/2 o=—19/20
(075] ‘ (65)
0.9719 0.9016
0.9929 0.9264
1.0027 0.9377
1.0058 0.9492
1.0100 0.9471
1.0102 0.9564
1.0118 0.9500

CUADRO 6. Orden Numérico para p=3/2y o = —19/20

Acd estamos ajustando || e |lwir@)y~ Ch* y || € || g1y~ Ch.

Conclusiones sobre los resultados numéricos:

Observamos que en los ejemplos numéricos el orden resulta ser mejor que el
esperado por los resultados tedricos. El hecho de que lleguemos a probar orden
éptimo para la norma W?(2) asumiendo mucha regularidad sobre las soluciones
tiene que ver con un problema técnico. De hecho, en el trabajo [5] los autores prueban
orden 6ptimo para esta norma y para 1 < p < 2 asumiendo solamente que las
soluciones cumplen [, |[VulP"?|D?ul* dz < oo. De todas formas en los ejemplos
pudimos ver que tenfamos también ese orden para la norma H* ().
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