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INTRODUCCION

El objetivo principal de esta tesis es estudiar el comportamiento de dérbitas de polinomios definidos sobre espacios
de Banach y espacios de Fréchet separables de dimension infinita. Mds precisamente, se estudiardn propiedades de las
iteraciones de polinomios, y se mostrard en distintos casos la existencia de polinomios hiperciclicos, asi como también
polinomios superciclicos, débil mixing, mixing, cadticos y frecuentemente hiperciclicos. A su vez se relacionard a las
orbitas de polinomios con los sistemas dindmicos inducidos por operadores lineales.

El término hiperciclico surge de la nocién de operador ciclico, en relacion al problema del subespacio invariante. El
problema del subespacio invariante pregunta si cualquier operador en un espacio de Banach (o de Hilbert) tiene subes-
pacios cerrados invariantes no triviales. Si todo vector no nulo del espacio es ciclico para un operador 7, entonces T no
tiene subespacios cerrados invariantes no triviales. De manera andloga, el estudio de los operadores lineales hiperciclicos
estd ligado a la existencia de subconjuntos cerrados invariantes, esto es, dado un operador lineal T : X — X, ;existe un
subconjunto cerrado no trivial F C X tal que T(F) C F?. Un operador tal que todo vector no nulo es hiperciclico no tiene
subconjuntos cerrados invariantes no triviales.

Dado un espacio de Fréchet X sobre K, un sistema dindmico determinado por una funcién continua 7 : X — Xy
x € X, la 6rbita de x por T es el conjunto Orb(T, x) = {T"(x),n € Ny}, donde 7" = T o ... o T para todo n € N. Decimos

n veces
que x es un vector :

e Ciclico si el subespacio generado por Orb(T, x) es denso en X,

e Superciclico si {AT"(x), A € K,n € Ny} es denso en X,

e Hiperciclico si Orb(T, x) es denso en X.

Decimos entonces que T es ciclico, (respectivamente hiperciclico, superciclico) si existe x € X vector ciclico (respec-
tivamente vector hiperciclico, superciclico) para T. Si T es hiperciclico y tiene un conjunto denso de puntos periddicos
entonces decimos que 7 es cadtico (en el sentido de Devaney).

En general, el estudio de sistemas dindmicos caéticos estd relacionado con la no linealidad del sistema. De hecho,
la existencia de operadores lineales hiperciclicos no es posible en espacios de Fréchet de dimensidn finita (ver Corolario
2.1.7). Sin embargo, en dimension infinita, la dindmica lineal se vuelve no trivial.

El estudio de sistemas dindmicos lineales en espacios de dimension infinita tuvo su origen en el articulo de Birkhoff
[16] en 1929. Dado a € C, Birkhoff mostr¢ la existencia de funciones enteras hiperciclicas para el operador de traslacion
T, : H(C) — H(C) definido por

To(NH)R) = f(z +a),

donde H(C) es el espacio de funciones holomorfas sobre C. En otras palabras, Birkhoff prob6 que existe una funcién
entera cuya Orbita bajo el operador T, es densa en H(C). En 1952, MacLane [34] mostré que el operador de derivacion
D : H(C) — H(C) dado por

D(f)=f",
es hiperciclico. Posteriormente, en 1969, Rolewicz [44] mostrd que el operador de desplazamiento hacia atrds AB : X —
X es hiperciclico para todo A € Ctal que || > 1, donde X = cp0 X = £, (1 < g <o0)y B: X — X estd dado por

B((xpiaw) = (Xis1jen -

No es muy dificil ver que estos operadores tienen un conjunto denso de puntos peridédicos, por lo que ademds son cadticos.

En 1969, Rolewicz [44] se preguntd si existen operadores hiperciclicos sobre todo espacio de Banach separable de
dimension infinita. En 1992, Herzog [30] mostrd que la respuesta es afirmativa para el caso de los operadores supercicli-
cos. Unos aflos mas tarde, Ansari [2] y Bernal-Gonzélez [11] mostraron que sobre todo espacio de Banach separable de
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dimensidn infinita existe un operador hiperciclico, respondiendo de esta forma a la pregunta formulada por Rolewicz. Pos-
teriormente, en 1998, Bonet y Peris [17] pudieron extender este resultado a espacios de Fréchet separables de dimension
infinita.

El estudio de sistemas dindmicos lineales tuvo un gran desarrollo a partir de la década del *90, como puede verificarse
en los libros recientes [5, 28]. Sin embargo, los sistemas dindmicos determinados por polinomios no lineales en espacios
de dimension infinita fueron estudiados en mucho menor medida. Mas aun, en el caso lineal se conocen distintos crite-
rios para determinar que ciertos operadores son hiperciclicos y cadticos [27, 28], mixing [27, 32] , débil mixing [26] y
frecuentemente hiperciclicos [8, 7, 18]. Sin embargo, no se conocen criterios para el caso de los polinomios, con lo cual
resulta dificil obtener polinomios hiperciclicos sobre espacios de Banach y de Fréchet.

El estudio de 6rbitas de polinomios en espacios de dimensidn infinita fue iniciado por Bernardes [12]. En ese articulo
Bernardes probd que, contrariamente al caso lineal, en ningtin espacio de Banach pueden existir polinomios homogéneos
hiperciclicos. Sin embargo la dindmica de los polinomios homogéneos dista de ser trivial, de hecho en el mismo articulo
Bernardes demostr6 que en cualquier espacio de Banach existen polinomios homogéneos superciclicos de cualquier grado.
Mas aun, el hecho de que no existan polinomios homogéneos hiperciclicos en espacios de Banach proviene de la existencia
de una bola centrada en cero, de radio "limite". Mds precisamente, si P es un polinomio d-homogéneo y consideramos

1 . . .

r = min {1, —— ¢, entonces una vez que la érbita de P ingresa en B(0, r), no puede volver a salir, mds atin, converge a
l|Pll#T

cero. Sin embargo, las drbitas que no ingresan en esta bola si pueden mostrar un comportamiento complejo, por ejemplo,

una Orbita puede a su vez ser no acotada y tener puntos de acumulacién en el borde de la bola limite. Ademas, en el caso
de espacios de Fréchet no normables (en los que no podemos hablar de bola limite) si se pueden mostrar ejemplos de
polinomios homogéneos hiperciclicos. El primero en notar esto fue Peris en [39], donde mostr6 que existen polinomios
d-homogéneos cadticos (en particular hiperciclicos) sobre el espacio de Fréchet w = C" para todo d > 2. Otros ejemplos
de polinomios homogéneos hiperciclicos en espacios de Fréchet fueron dados en [3, 36].

Respecto a iteraciones de polinomios no homogéneos, Peris en [40] mostré ejemplos de polinomios cadticos no
homogéneos en los espacios £, ( 1 < g < o). En primer instancia, mostré que si X = £, (1 < g < 0) 0 X = ¢, el
polinomio P : X — X definido por

P ((xp)ien) = ((xig + D" = 1)

es cadtico para todo m > 2. Mas aun, si definimos P : X — X por

P((x)ien) = (p(Xix1ien) »

donde p : C — C es un polinomio de grado m > 2 tal que p(0) = 0, entonces Peris estudi6 la relacién que existe entre
el hecho de que P sea cadtico con la dindmica inducida por p en C. Mas precisamente, prob6 que si O es un punto fijo
repulsor de p, es decir, si p(0) = 0y |p’(0)| > 1, entonces P es cadtico en el sentido de Devaney. Ademads, probd que si
X=1{,(1 <q<o)o0X = cy, entonces P es hiperciclico si y solo si 0 pertenece al conjunto de Julia de p (ver Definicién
B.1.3). Otros ejemplos de polinomios cadticos fueron presentados en [36].

Respecto al problema de existencia de polinomios hiperciclicos o cadticos en espacios de dimensién infinita, el pri-
mer avance es debido a Martinez-Giménez y Peris. En [37] probaron que todo espacio de Fréchet complejo separable
de dimension infinita admite polinomios hiperciclicos. Recientemente, en [13] Bernardes y Peris probaron que en todo
espacio de Fréchet (sobre R o C) separable de dimensién infinita existen polinomios mixing (y en particular hiperciclicos)
de cualquier grado, y si el espacio tiene base Schauder incondicional, entonces también admite polinomios caéticos y
frecuentemente hiperciclicos.

En esta tesis intentaremos presentar, en forma autocontenida, un panorama sobre estos temas y, en particular los
resultados que aparecen en los articulos [12, 39, 40, 13].

La tesis, estd divida en 4 capitulos y 2 apéndices, cuyos contenidos presentamos a continuacion.

En el Capitulo 1 presentamos distintos tipos de sistemas dindmicos discretos sobre espacios métricos. Clasificamos
tales sistemas en topoldgicamente transitivos, hiperciclicos, AY-cadticos, D-cadticos, mixing y débil mixing y damos
algunos resultados y propiedades que los caracterizan. Un importante resultado que vemos en este capitulo es el Teorema
de transitividad de Birkhoff (Teorema 1.3.3), del cual se deduce que los conceptos de sistemas topoldgicamente transitivos
e hiperciclicos definidos sobre espacios métricos completos sin puntos aislados son equivalentes.

En el Capitulo 2 estudiamos operadores lineales hiperciclicos, cadticos, mixing y débil mixing definidos sobre espacios
de Fréchet. El objetivo principal es dar una breve introduccién a la teoria, presentar algunos ejemplos importantes de
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operadores y mostrar algunos resultados que se utilizaran en el Capitulo 4 para probar la existencia de operadores mixing
en espacios de Banach de dimensidn infinita. Entre estos resultados se destacan el Teorema de Bourdon, el Teorema de
Herrero-Bourdon y la caracterizacién de las propiedades de la dindmica de operadores de desplazamiento con pesos.

En el Capitulo 3 estudiamos 6rbitas de polinomios homogéneos no lineales definidos sobre espacios de Banach y
de Fréchet. Dividimos el capitulo en dos secciones. En la primera seccién veremos que no hay polinomios homogéneos
hiperciclicos no lineales sobre espacios de Banach, pero si polinomios superciclicos homogéneos no lineales de grado
arbitrario. En la segunda seccién mostramos que en el caso de los espacios de Fréchet existen polinomios d-homogéneos
D-cadticos (en particular hiperciclicos) sobre w = C para todo d > 2.

En el Capitulo 4 estudiamos las érbitas de polinomios no homogéneos. En la primera seccién veremos que existen
polinomios cadticos no lineales sobre los espacios de Banach ¢y y £, (1 < g < o0), y lo relacionaremos con propiedades de
conjuntos de Julia de polinomios de una variable compleja. En la segunda y tercera seccién mostraremos teoremas impor-
tantes en dindmica lineal que utilizaremos en la dltima seccién del capitulo. En la segunda seccién probaremos que existen
operadores mixing para todo espacio de Fréchet separable de dimensién infinita, y en la tercera seccién demostraremos
los Teoremas de Ansari y de Leén-Miiller, que implican, respectivamente, que si 7 es un operador definido sobre un es-
pacio de Fréchet y HC(T) es el conjunto de vectores hiperciclicos de 7', entonces HC (T% = HC(T) y HC(AT) = HC(T)
para todo k € Ny todo A € S'. En la cuarta seccién veremos que si X es un espacio de Fréchet (sobre R o C) para el
cual existen operadores hiperciclicos (respectivamente mixing, débil mixing y frecuentemente hiperciclicos) que admiten
algin autovalor A tal que |4] < 1, entonces existe un polinomio hiperciclico (respectivamente mixing, débil mixing y
frecuentemente hiperciclico) de grado positivo arbitrario sobre X. De los resultados de las secciones anteriores se deduce
que en cualquier espacio de Fréchet separable de dimensidn infinita existen polinomios mixing de grado arbitrario.

Presentaremos dos apéndices en los que veremos resultados que utilizamos en la tesis.

El Apéndice 1 contiene algunas definiciones y resultados de Andlisis Funcional y esta dividido en dos secciones. En
la primera seccion introduciremos algunas generalidades de espacios de Fréchet y de operadores definidos sobre ellos.
En la segunda seccién mostraremos que en todo espacio de Banach separable de dimensién infinita existe una base de
Markushevich. Utilizamos este hecho en el Capitulo 3 para mostrar la existencia de polinomios homogéneos superciclicos
en espacios de Banach separables de dimensién infinita.

El Apéndice 2 contiene algunos resultados de una variable compleja, y en particular de dindmica compleja. En la
primera seccién definiremos familias normales de funciones holomorfas y enunciaremos el Teorema de Montel. También
definiremos los conjuntos de Julia y Fatou de una funcién holomorfa y veremos algunas propiedades. En la segunda
seccion veremos algunas caracterizaciones y propiedades de los conjuntos de Julia y Fatou especificas para polinomios
definidos sobre C que utilizamos en el capitulo 4.






Capitulo 1

Sistemas Dinamicos

En este capitulo introduciremos algunos conceptos bésicos de sistemas dindmicos discretos. Tales sistemas serdn
inicialmente definidos sobre cualquier espacio métrico, pero posteriormente nos concentraremos en sistemas dindmicos
definidos sobre espacios métricos sin puntos aislados. Los conceptos introducidos en este capitulo serdn estudiados a lo
largo de la tesis para sistemas dindmicos determinados por operadores lineales y polinomios sobre espacios de Fréchet.

Comenzaremos dando la definicién de un sistema dindmico y sus iteraciones, y daremos una nocién de "igualdad"
entre sistemas dindmicos, la cual serd una propiedad que caracterizard a los distintos tipos de sistemas dindmicos que
estudiaremos a lo largo de este capitulo.

Los contenidos de este capitulo estdn basados principalmente en [28].

1.1. Introduccion

Definicion 1.1.1. Diremos que el par (X, T) es un sistema dindmico si X es un espacio métricoy 7 : X — X es una
funcién continua.

Generalmente, cuando se conozca el espacio X subyacente, llamaremos 7 : X — X o simplemente 7 al sistema
dindmico (X, T). Dado x € X, resultard de gran importancia estudiar el comportamiento de 7"(x) para cada n € Nj.
Entonces a continuacién damos la siguiente definicion.

Definicion 1.1.2. Dado un sistema dindmico 7 : X — X y n € N, definimos la n-ésima iteracion de T como el sistema
dindmico 7" : X — X dado por
T"=To...oT.
[ —
n veces

Por convencién, definiremos 7° = Iy, donde Iy es a identidad de X en X.
Ademds, definimos la drbita de x respecto de T como el conjunto Orb(T, x) = {T"(x),n € Ny}.

Ahora bien, dados dos sistemas dindmicos § : ¥ — Yy T : X — X, queremos dar una nocién que nos permita
establecer de alguna manera que en cierta forma los sistemas son "iguales". Para ello, a continuacién introduciremos el
fundamental concepto de quasiconjugacion entre dos sistemas dindmicos.

Definicion 1.1.3. Sean S : X — Xy T : Y — Y sistemas dindmicos discretos.

i. Diremos que T es quasiconjugado a S si existe ¢ : ¥ — X continua de rango denso tal que T o ¢ = ¢ 0 §, es decir,
el diagrama
N

Y
N
X

S
e~

—
T
conmuta.
ii. Si ¢ se puede elegir de manera tal que sea un homeomorfismo, decimos que S y T son conjugados.
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Notacion. Si T es conjugado a S, notamos 7' ~ S.
Observacion 1.1.4. ~ es relacién de equivalencia.

Ahora que tenemos nuestra nocién de "igualdad" entre dos sistemas dada por la quasiconjugacién, la misma nos
permitird en reiteradas ocasiones probar ciertas propiedades sobre un cierto sistema dindmico S : ¥ — Y sabiendo que
tales propiedades son vélidas para un sistema dindmico 7 : X — X que es quasiconjugadoa S.

Definicion 1.1.5. Decimos que una propiedad P se preserva bajo quasiconjugacion si para todo sistema dindmico S :
Y — Y que verifica la propiedad %, cada sistema dindmico 7 : X — X que es quasiconjugado para S también la
verifica.

Veremos en el transcurso de este capitulo que hay diversos conceptos que tienen la propiedad de ser preservados bajo
quasiconjugacion.

1.2. Sistemas dinamicos topolégicamente transitivos

En esta seccidn introduciremos el concepto de sistema dindmico topoldgicamente transitivo, el cual es de gran impor-
tancia en la teoria. Como veremos, la transitividad es una forma fuerte de irreducibilidad de un sistema dinamico.

Definicion 1.2.1. Diremos que un sistema dindmico 7 : X — X es topoldgicamente transitivo si para todo par de
abiertos U, V C X no vacios existe n € Ny de manera tal que 7"(U) NV # 0.

Notemos que en el caso en que U y V son abiertos disjuntos, el n de la definicién es no nulo, es decir, n € N.
Utilizaremos esta observacion en distintas oportunidades.

A continuacién daremos una caracterizacién de los sistemas dindmicos topolégicamente transitivos, pero antes nece-
sitamos la definicién de subconjunto T-invariante para un sistema dindmico 7.

Definicion 1.2.2. Sea T : X — X un sistema dindmico. Dado Y C X, decimos que Y es T-invariante si T(Y) C Y.
En particular, si Y C X es T-invariante tenemos que 7}y : ¥ — Y es un sistema dindmico.
Proposicion 1.2.3. Sea T : X — X un sistema dindmico. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i. X no puede escribirse en la forma X = A U B, donde A, B C X son subconjuntos disjuntos de interior no vacio y A
es T-invariante.

ii. T es topoldgicamente transitivo.

iii. Para todo U C X abierto no vacio, U T"(U) es denso en X.
n=0

iv. Paratodo U C X abierto no vacio, U T7"(U) es denso en X, donde 7-*(U) = (T")~' (U) para cada n € Nj.
n=0

Demostracion. i. = iii. Sean A = U T"(U)y B = X \ A, entonces es claro que X = AU By A es T-invariante. Ademds,
n=0
como U = T°(U) c A, entonces A tiene interior no vacio, luego por hipétesis tenemos que B tiene interior vacio. Esto

implica que A = U T"(U) es denso en X.
n=0
iii. = ii. Sean U, V C X abiertos no vacios, queremos ver que existe ny € Ny tal que T(U) NV # 0.
En efecto, si D = U T"(U), por hipétesis tenemos que D es denso en X, con lo cual D NV # (. Entonces existe

n=0
ny € Ny tal que 7"(U) NV # 0y por lo tanto T es topolégicamente transitivo.
ii. = i. Supongamos que X = A U B con A, B disjuntos y A T-invariante, queremos ver que A° = 0 o B° = 0.
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En efecto, observemos que dado n € Ny, tenemos que A° y B° son abiertos tales que
T"(A°)NB° cT"(A)NBCcANB=0.

Luego T"(A°) N B° = () para todo n € Ny, entonces al ser T topolégicamente transitivo, debe ser A° = 0 o B° = 0.

ii. = iii. Sea U C X abierto no vacio y sea D = U T"(U), queremos ver que D es denso en X.
n=0
En efecto, si x € X y V € X es abierto tal que x € V, por hipdtesis existe ny € Ny tal que 7"(U) NV # 0. Entonces

DNV # 0y concluimos que D es denso en X.

ii. = iv. Sea U Cc X abiertono vacioy D = U T7"(U), veamos que D es denso en X. En efecto, dado V C X abierto no
n=0
vacio tal que x € V, por hipétesis existe n € Ny tal que 7"(V) N U # 0. Sea entonces v € V tal que T"(v) = u € U, luego

veT™U)nVcDnVyporlotanto DNV #0. Asi, D = U T7"(U) es denso es X.
n=0
iv. = ii. Sean U, V C X abiertos no vacios, queremos ver que existe ny € Ny tal que 7°(U) NV # 0.

En efecto, por hipétesis tenemos que D = U T7"(V) es denso en X, por lo tanto U N D # (.
n=0
Entonces existe ng € Ny tal que U N T7(V) # 0, con lo cual 7" (U) NV # 0.

Tenemos entonces el siguiente corolario.

Corolario 1.2.4. Sea T : X — X es un sistema dindmico topolégicamente transitivo, entonces :

i. T tiene rango denso, es decir, R(T) = Im(T') C X es denso.

ii. T7"(V) es abierto no vacio para todo V c X abierto no vacio y todo n € N.

Demostracion. i. Basta ver que R(T) N B(x, &) # @ paratodo x € Xy € > 0.
Seae > 0yd < etal que B(x,9) # X, entonces X \ B(x, §) es abierto en X no vacio. Luego como T es topolégicamente
transitivo y (X \ B(x, )) N B(x,0) = 0, existe n € N tal que

T" (X < B(x, 5)) N B(x,6) # 0.

Asi, existe y € X tal que T(T""'(y)) € B(x, 6), es decir, R(T) N B(x, ) # 0y por lo tanto R(T) N B(x, &) # 0.
ii. Sean V C X abierto no vacio y n € N. Como R(T) es denso, tenemos que existe x € X tal que T(x) € V y entonces
T~'(V) # 0. Luego, razonando inductivamente concluimos que 7~*(V) = T~! (T‘””(V)) # 0.

[m]

SiT : X — X es un sistema dindmico y queremos estudiar sus iteraciones, es razonable pensar que si particionamos
X como una unién de dos subconjuntos 7-invariantes con interior no vacio y estudiamos las iteraciones en cada subcon-
junto por separado, el estudio podria en diversos casos ser mas sencillo. Si tal particién no es posible diremos que X es
irreducible.

Definicion 1.2.5. Diremos que un sistema dindmico 7 : X — X es irreducible si no podemos escribir X en la forma
X =AU B, con A, B C X subconjuntos T-invariantes de interior no vacio.

En virtud de la Proposicién 1.2.3, tenemos que todo sistema dindmico 7 : X — X topoldgicamente transitivo es
irreducible. Ademads, de la equivalencia de ii. y iii. en la Proposicién 1.2.3, podemos deducir el siguiente corolario.

Corolario 1.2.6. Sea T : X — X un sistema dindmico con inversa continua 7~' : X — X. Entonces T es topolégica-
mente transitivo si y sélo si 77! es topolégicamente transitivo.
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Demostracion. Por la Proposicion 1.2.3 tenemos que T es topoldgicamente transitivo si y sélo si para todo abierto U c X

abierto no vacio, U T"(U) es denso en X. Por otro lado, T~! es topolégicamente transitivo si y sélo si para todo U ¢ X
n=0

abierto no vacio, U T7"(U) es denso en X.
n=0
Ast, por la equivalencia de ii. y iii. en la Proposicion 1.2.3, deducimos que T es topolégicamente transitivo siy sélo si

T~! es topolégicamente transitivo.
O

Hemos mencionado al final de la seccidn anterior que hay diversos conceptos que se preservan bajo quasiconjugacion.
Para finalizar esta seccién veremos que uno de estos conceptos que se preservan bajo quasiconjugacioén es la propiedad de
que un sistema dindmico sea topolégicamente transitivo.

Proposicion 1.2.7. La propiedad de ser topoldgicamente transitivo se preserva bajo quasiconjugacion.

Demostracion. Sea S : Y — Y un sistema dindmico topolégicamente transitivo 'y sea T : X — X una quasiconjugacion
de S, entonces existe ¢ : ¥ — X continua de rango denso tal que T o ¢ = ¢ o §, queremos ver que T es topoldgicamente
transitivo.

Sean entonces U, V C X abiertos no vacios en X, como ¢ es continua, ¢~'(U) y ¢~'(V) son abiertos en ¥, veamos que
son no vacios.

En efecto, como U C X es abierto no vacio y ¢ tiene rango denso en X, tenemos que Im(¢) N U # 0. Luego existe
y € Y tal que ¢(y) € U, es decir, y € ¢~ (U) y por lo tanto ¢~ (U) # 0. Andlogamente, ¢~ (V) # 0.

Asi, como S es topoldgicamente transitivo, existe n € Ny tal que §” (qﬁ“ w )) N¢~ (V) # 0, entonces existe z € ¢~ (V)
tal que S"(z) € ¢~ (V).

Luego ¢p(z) e Uycomo T o¢p = ¢ o S, se deduce que T" (¢(2)) = ¢ (S™(z)) € V,conlo cual T" (¢(2)) e T"(U)NV'y
concluimos que T es topoldgicamente transitivo.

O

1.3. Sistemas dinamicos hiperciclicos.

En esta seccién introduciremos el concepto de sistema dindmico hiperciclico y veremos que éstos se preservan bajo
quasiconjugacion. Mostraremos el Teorema de transitividad de Birkhoff, que establece que en un espacio métrico com-
pleto, separable y sin puntos aislados los conceptos de sistema dindmico topolégicamente transitivo y sistema dindmico
hiperciclico son equivalentes. Este teorema es de gran importancia en la teoria de sistemas dindmicos y nos serd de mucha
utilidad en los proximos capitulos. Probaremos ademds que el concepto de ser hiperciclico se preserva bajo quasiconju-
gacién en cualquier espacio métrico.

Comenzamos con la siguiente definicion.

Definicion 1.3.1. Sea 7 : X — X un sistema dindmico y sea x € X. Diremos que x es un vector hiperciclico para T
si Orb(T,x) = {T"(x),n € Ny} es denso en X. En caso de que exista un vector hiperciclico para T, diremos que T es
hiperciclico.

Notacién. Notaremos por HC(T') al conjunto de vectores hiperciclicos para T
Antes de dar la equivalencia deseada, previamente demostraremos la siguiente proposicion.

Proposicion 1.3.2. Sea 7 : X — X un sistema dindmico, con X un espacio métrico sin puntos aislados. Entonces valen
las siguientes afirmaciones :

i. Six € X es vector hiperciclico para T, entonces 7" (x) es vector hiperciclico para todo n € N. En particular, HC(T)
es T-invariante.

ii. SiT es hiperciclico, entonces T es topoldgicamente transitivo.
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Demostracion. i. Sean € N, queremos ver que Orb(T, T"(x)) = {Tk (T"(x)),k € NO} es denso en X.

En efecto, sea U C X abierto no vacio, veamos que Orb (T, T"(x))NU # 0.Sea V = U\{x, T (x),..., T"1(x)}, como X
no tiene puntos aislados, V C X es abierto no vacio. Luego como Orb(T, x) C X es denso, tenemos que Orb(T,x)NV # 0.

Ahora bien, como T/(x) ¢ V paratodo 1 < j < n— 1, existe kg € Ny tal que T"(T"(x)) = T"*(x) € V, con lo
cual T*(T"(x)) € U. Asi, Orb(T,T"(x)) N U # 0y por lo tanto Orb(T, T"(x)) es denso en X, es decir, 7"(x) es vector
hiperciclico.

ii. Sean U, V C X abiertos no vacios, queremos ver que existe n € Ny tal que 7"(U) NV # 0.

Sea x vector hiperciclico para T, entonces Orb(T, x) es denso en X y por lo tanto existe n € Ny tal que T"(x) € U.
Ahora bien, por i. tenemos que 7"(x) es hiperciclico para T, con lo cual existe k € Ny tal que T (x) = TH(T"(x)) € V.

Luego, T*(T"(x)) € T*(U) NV, entonces TXU) NV £ 0 y concluimos que T es topoldgicamente transitivo.

o

La proposicién anterior nos dice que todo sistema dindmico hiperciclico es topolégicamente transitivo. La reciproca es
cierta para espacios métricos completos y separables, sin puntos aislados. En 1920, G.D.Birkhoff [15] probé este resultado
para funciones definidas sobre subconjuntos compactos de R¥. Tenemos entonces el siguiente teorema.

Teorema 1.3.3. (Teorema de transitividad de Birkhoff) Sea 7 : X — X un sistema dindmico, con X un espacio
métrico completo, separable y sin puntos aislados. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes :

i. T estopoldgicamente transitivo.
ii. T es hiperciclico.
Ademds, si vale alguna de estas afirmaciones, entonces HC(T') es un conjunto G denso.

Demostracion. i. = ii. Es por la Proposicién 1.3.2.
i. = ii. Supongamos que T es topolégicamente transitivo.
Como X es separable, existe D = {y;, j € N} denso numerable en X, entonces

B = {B(yj,%),jeN,meN)} = {Uy, k € N}

es una base para la topologia de X. Entonces x € HC(T) si y s6lo si para todo k € N, existe n € Ny tal que T"(x) € Uy.
Asi, podemos escribir HC(T') en la forma

HC(T) = ﬁ O T™(Uy).

k=0 n=0
Ahora bien, al ser T es continua, dado k € N tenemos que 7"*(Uy) es abierto en X para todo n € Ny, luego por la

Proposicién 1.2.3 tenemos que Dy = U T7"(Uy) es denso en X para todo k € N.
n=0

Por lo tanto, como HC(T) = ﬂ Dy con Dy abierto denso en X para todo k € N, por el teorema de Baire (Teorema

k=1
A.1.23) tenemos que HC(T) C X es un G denso en X.

]

Para finalizar esta seccién, como habiamos anticipado al principio de la misma, demostraremos que la propiedad de
ser hiperciclico se preserva bajo quasiconjugacion.

Para espacios métricos sin puntos aislados, la equivalencia entre sistema dindmico hiperciclico y topolégicamente
transitivo nos da el resultado automdticamente ya que ser topoldgicamente transitivo es una propiedad que se preserva por
quasiconjugacién. Sin embargo, no es dificil ver que la propiedad de ser hiperciclico se preserva bajo quasiconjugacién
para cualquier espacio métrico.

Proposicion 1.3.4. La propiedad de ser hiperciclico se preserva bajo quasiconjugacion.
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Demostracion. Sea S : Y — Y un sistema dindmico hiperciclico y T : X — X una quasiconjugacién de S via
¢ : Y — X. Es decir, ¢ es continua de rango denso y ademds ¢ o S = T o ¢, queremos ver que 7 es hiperciclico.

En efecto, sea y € Y vector hiperciclico para S, veamos que ¢(y) € X es vector hiperciclico para 7. Si U C X es abierto
tal que ¢(y) € U, entonces ¢~ (U) C Y es abierto tal que y € ¢~'(U). Luego como Orb(S, y) es denso en Y, existe n € N,
tal que S"(y) € ¢~1(U).

Asi,como ¢ oS =T o ¢, tenemos que T"(p(y)) = #(S"(y)) € U y entonces T" (¢(y)) € Orb (T, ¢(y)) N U. Por lo tanto
¢(y) es vector hiperciclico para T. O

1.4. Sistemas dinamicos caoticos

En esta seccidn introduciremos los conceptos de sistemas dindmicos cadticos. Existen varias nociones diferentes de
caos. Definiremos y veremos algunas propiedades de dos de ellas, que nos serdn de utilidad en los préximos capitulos:
las de sistemas dindmicos AY-cadticos y D-cadticos. Estas nociones deben sus nombres a Auslander y Yorke, y Devaney,
respectivamente. Ambos conceptos estdn relacionados, de hecho veremos que todo sistema D-cadtico es AY-cadtico.

Segtn la definicién original de Devaney (ver [23]), un sistema caético debia satisfacer 3 propiedades: ser topoldgica-
mente transitivo, tener un conjunto denso de puntos periddicos y tener dependencia sensible respecto de las condiciones
iniciales. Sin embargo, algunos afios mas tarde Banks ez. al. [4] probaron que la definicién es redundante ya que las dos
primeras condiciones automdticamente implican la tercera.

Comenzamos recordando la definicién de puntos periddicos y fijando notacién.

Definicion 1.4.1. Sea 7 : X — X un sistema dindmico. Dados x € X y n € N, diremos que x es un punto de periodo n
para T si n = min{k € N, T*(x) = x} y diremos que x es un punto periddico para T si tiene periodo n para algiin n € N. En
el caso particular en que x sea de periodo uno, es decir, si 7(x) = x, diremos que x es punto fijo para T.

Notacion. Dado un sistema dindmico T : X — X, notaremos al conjunto de puntos periédicos de T por

Per(T) = {x € X tales que x es punto periddico de T} .

Abhora si, estamos en condiciones de dar la definicidén de sistema dindmico D-cadtico.

Definicion 1.4.2. Sean (X, d) un espacio métrico sin puntos aislados y 7' : X — X un sistema dindmico. Diremos que T
es D-cadtico (cadtico en el sentido de Devaney) si verifica las siguientes condiciones :

i. T estopolégicamente transitivo.
ii. El conjunto Per(T) es denso en X.

A continuacién, veremos que la propiedad de tener un conjunto denso de puntos periddicos se preserva bajo quasi-
conjugacion.

Proposicion 1.4.3. La propiedad de tener un conjunto denso de puntos periddicos se preserva bajo quasiconjugacion.

Demostracion. Sea S : Y — Y un sistema dindmico tal que Per(S) C Y es denso y sea T : X — X una quasiconju-
gaciéon de S via ¢ : ¥ — X, queremos ver que Per(T) C X es denso. Consideremos entonces U C X abierto no vacio y
veamos que Per(T) N U # 0.

En efecto, como ¢ es continua y R(¢) C X es denso, ¢"(U ) C Y es abierto no vacio, con lo cual, al ser Per(S) c X
denso existe yy € ¢~ (U) N Per(S).

Si n es el periodo de y, respecto de S, entonces S"(yg) = yo y ademds como ¢poS = T o, tenemos que poS" = T" o ¢,
de donde

T"(¢(y0)) = ¢(S"(v0)) = ¢(vo) € U.

Luego ¢(yg) € Per(T) N U y concluimos que Per(T) C X es denso.
O

Recordemos que habiamos visto en la Proposicién 1.2.7 que la transitividad topoldégica se preserva bajo quasiconju-
gacion. Entonces como consecuencia de este hecho y la proposicién anterior tenemos el siguiente corolario.
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Corolario 1.4.4. La propiedad de ser D-cadtico se preserva por quasiconjugacion.
Seguimos ahora el camino hacia la definicién de sistema AY-caético.

Definicion 1.4.5. Sea (X, d) un espacio métrico sin puntos aislados. Diremos que un sistema dindmico 7 : X — X tiene
dependencia sensible respecto de las condiciones iniciales si existe € > 0 tal que para todo x € X y todo 6 > 0, existen
ye XyneNytalesqued(x,y) <oyd(T"(x), T"(y)) > e.

Al numero € > 0 de la definicién se lo llama constante de sensibilidad para T .

Definicion 1.4.6. Sea (X, d) un espacio métrico sin puntos aislados y 7 : X — X un sistema dindmico. Diremos que T
es AY-cadtico (cadtico en el sentido de Auslander y Yorke) si se satisfacen las siguientes dos condiciones :

i. T tiene dependencia sensible respecto de las condiciones iniciales.
ii. T estopoldgicamente transitivo.

A continuacién veremos un ejemplo que muestra que la propiedad de ser sensible respecto de las condiciones iniciales
no se preserva bajo quasiconjugacién, ya que tal propiedad depende de la métrica del espacio métrico subyacente del
sistema dindmico en cuestion.

Ejemplo 1.4.7. Sea T : [1, +00) — [1, +00) el sistema dindmico definido por
T(x)=2x

para todo x € [1,+o0). Es claro que 7"(x) = 2"x para todo n € Ny. Veamos que si consideramos la métrica usual en
X =[1, +00), entonces 7T tiene dependencia sensible respecto de las condiciones iniciales.

En efecto, consideremos € = 1, dados x € [1, +00) y § > 0, queremos ver que existen y € [1, +o0) y n € Ny de manera
talque [x —y| < 0y |T"(x) — T"(y)| > 1. Observemos que si y # x, entonces |T"(x) — T"(y)| = 2"|x — y| n_)—; 0o, Asi, si

0
tomamos por ejemplo y = x + 7 y n € N tal que 2""'6 > 1 tenemos que

5
lx =yl = 5 < 0 y IT"(x) — T"(y)| = 216 > 1.

Luego T tiene dependencia sensible respecto de las condiciones iniciales si consideramos la métrica usual. Sin embargo,
veamos que si consideramos en X = [1, +00) la métricad : [1,4+00) X [1,+00) — R dada por

d(x,y) = |log(x) — log(y)|

para todo x,y € [1, +00), entonces T no tiene dependencia sensible respecto de las condiciones iniciales.
En efecto, dados x,y € [1,+o0) y n € Ny tenemos que

d(T"(x), T"(y)) = [1og(T"(x)) = log(T"(y))| = |log(2"x) — log(2"y)| =

log (f)' =d(x,y).
Yy
Dado € > 0, si tomamos x = 1 y § = &, paratodo y € [1, +o0) y todo n € N tales que d(x,y) < § = &, tenemos que
d(T"(x), T"(y) = d(x,y) = &.
Luego T no tiene dependencia sensible respecto de las condiciones iniciales al considerar X = [1, +00) con la métrica d.

Probaremos ahora que todo sistema D-cadtico es AY-cadtico. Previamente necesitamos la siguiente observacién sobre
las 6rbitas de puntos periddicos.

Observacion 1.4.8. Sea T : X — X un sistema dindmico. Si x,y € Per(T) son tales que Orb(T, x) N Orb(T,y) + 0,
entonces Orb(T, x) = Orb(T, y).
En efecto, sean N y M los periodos de x e y respectivamente, entonces

Orb(T, x) = {x. T(x),.... TV (x)} y Orb(T.y) = {y. T()..... T ()}
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Como Orb(T, x) N Orb(T,y) # 0, existen n < Ny m < M tales que T"(x) = T™(y). Luego tenemos que
T ) = TV (T () = TV (T ) = TV (0) = .

Por lo tanto y € Orb(T, x) y tenemos que Orb(T,y) C Orb(T, x). Analogamente se ve que TV ""(y) = TN(x) = x, de
donde se deduce que x € Orb(T,y) y entonces Orb(T, x) C Orb(T,y). Luego Orb(T, x) = Orb(T, y).

Abhora si, estamos en condiciones de enunciar el siguiente teorema probado en [4].

Teorema 1.4.9. Sea X un espacio métrico sin puntos aislados y sea T : X — X un sistema dindmico. Si T es topoldgi-
camente transitivo y Per(T) C X es denso, entonces T tiene dependencia sensible a las condiciones iniciales con respecto
a cualquier métrica que defina la topologia de X.

Demostracion. Sea d una métrica que defina la topologia de X, veamos que existe » > 0 de manera tal que para cualquier
x € X, existe p € Per(T) tal que d (x, T"(p)) > r paratodon € N.

En efecto, como X no tiene puntos aislados, en particular es un conjunto infinito. Por la Observacién 1.4.8, deben
existir p; € Per(T) y pa € Per(T) tales que Orb(T, py) N Orb(T, py) = 0.

d T}’l s TIT[
Consideremos r = ian ( (p1)2 (p2))
m,neN
mos que si existiera ng € Ny tal que d (T™(p1), x) <ry d(T™(p,y), x) < r, entonces

dT™ (). T"(p2)) dT"(p1).x) dxT"(p)) r
2 - 2 2 2

, entonces al ser Orb(T, p1) N Orb(T, p,) = 0, se tiene que r > 0. Observe-

+-=r

r

2

d(T™(p1), T"(p2))
2

Luego r > , lo cual es absurdo por definicion de r. Asi, para todo n € Ny y todo x € X se tiene que

d(T"(p1).x)=>r 0 d(T"(p2),x)=r.

Sean ¢ = Z:,x €Xyod>0,veamos queexistenz € X yn € Ny tal que d(x,2) <0y d(T"(x), T"(2)) > ¢.

En efecto, sea ¢ un punto periédico de periodo N tal que
d(gq, x) < min{g, 6} (1.1)
Sin pérdida de generalidad, supongamos que para todo n € Ny,
d(T"(p1),x)>2r=4e (1.2)
Como T es continua en pj, existe V entorno de p; de manera tal que paratodoz € Vytodo0 <m <N,

d(T"(p), T"(@) <& (1.3)

Ahora bien, como T es topolégicamente transitivo, si U = B(x, ¢) existe k € Ny tal que TKU) NV # 0, con lo cual existe
y tal que d(x,y) <8y T*(y) € V. Sea j € Ny tal que k < jN < k + N, como T™N(g) = ¢ para todo i € Ny, tenemos que

d(T™(g), TN ) = d (T (g), TN (T* (1)) = d (q. TV (T* (7))
> d(x, TN *(py)) = d (TN (p1), TN (T¥())) - d(x. ).

Ahora bien, por (1.2) y (1.1), tenemos que d(x, TjN‘k(pl)) > 4eyd(x,q) < &. Ademds, como T*(y) e Vy0 < jN—k < N,
por (1.3) tenemos que d (TjN’k(pl), TNk (Tk(y))) < &, luego

d(T(g). T ) 2 d (2. TN p0) = d (TN Hp). TN o THY) ~ dx.q) > de - e~ & = 2,

es decir,
d(T™N(g), TV () > 2¢ (1.4)
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Supongamos que d (TjN(x), TjN(q)) <eyd (TJN(x), TfN(y)) < &, entonces
d(T™ (@), TV ) < d(T™(g), T () + d (T™ (), TN () < & + & = 28,

lo cual es una contradiccién por (1.4).
Luego d(T-fN(x), T-fN(q)) >€0 d(T-fN(x), TjN(y)) > £. Asi, si tomamos n = jN tenemos que

d(g,x) <6y d(T"(x), T"(q) > &,

o bien,
dy,x) <8y d(T"(y), T"(x)) > &.

Corolario 1.4.10. Todo sistema dinamico D-cadtico es AY-cadtico.

1.5. Sistemas Dinamicos Mixing

En esta seccién nuestro objetivo es introducir el concepto de sistema dindmico mixing. Este concepto es mds fuerte
que el de sistema dindmico topolégicamente transitivo, es decir, veremos que todo sistema dindmico mixing es topol6-
gicamente transitivo. Sin embargo, veremos que no vale la reciproca, para lo cual introduciremos el concepto de sistema
dindmico producto, el cual ademds nos permitird mostrar una caracteristica particular de los sistemas dindmicos mixing y
nos introducird al concepto de sistema dindmico débil mixing que desarrollaremos en la siguiente seccion.

Volviendo a los sistemas dindmicos topoldgicamente transitivos, hay diversos ejemplos en los cuales se cumple una
propiedad mas fuerte que la de transitividad. Consideremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.5.1. Sea T : [0, 1] — [0, 1] definido por

2x si0

T(X)Z 1
2-2 1=

X Sl 3

donde consideramos en [0, 1] la topologia de subespacio de R.
Vamos a probar que para todo U, V C [0, 1] abiertos no vacios, existe ny € Ny tal que 7"(U) NV # ( para todo n > n.
Observemos que T ([0, 1]) = [0, 1] y T es continua, con lo cual T es un sistema dindmico. Veamos que :

2k
i " (2_’1) =0Oparatodok =0,...,2"",

2k -1
ii. T( 5 )zlparatodokzl,...,Z”".

i.Sin=1,dado 0 < k < 1 tenemos que

2k 2k =0 sik=0
T(5, ) =T = ,
2 2-2k=0 sik=1

2k 2k
es decir, T (3) =0para0 <k <1.Sean > 1y supongamos que dado 0 < j < n — 1, se tiene que 7’/ (5) = 0 para todo
‘ 2k
0 < k < 277!, Queremos ver que T" (?) = 0 para todo 0 < k < 2"7!,

Sea 0 < k < 2"! entonces :

2k k k 1
¢ Si0 <k <2"2, tenemos que 50 = estal que 0 < T < 5 luego por hipétesis inductiva tenemos que

)b )
on 2n—1 2n—1 2}1—1




16 CAPITULO 1. SISTEMAS DINAMICOS

%
on - 2n—1

P (5)=r e o)

n—1 _
_ e (22 ;?k) _ e {2(22n_1 k)]'

1 k
e Si2"2 +1 <k <2"!, tenemos que es tal que 3 < T <1, luego

Ahora bien, como 2"%2 + 1 < k < 2™ entonces 0 < 27! —k < 272 Asi, por hipétesis inductiva se tiene que
2 2/1—1 —k 2%
7! [—( T )] =0, de donde 7" (i) =0.
2k r
Luego T" o =0paratodo0 < k <2"
2k -1 1
ii. Sin =1, para k = 1 tenemos que T(T) = T(E) =1.

Sean > 1y supongamos que dado 1 < j < n — 1 se tiene que Tf( ) = 1 para todo 1 < k < 2/~!. Debemos ver

2k -1
que T" (—) = 1paratodo 1 <k < 2!

2}1
2k -1 1
e Sil <k<?2"2 entonces 0 < o < =, luego

=2
(2k=1\ (o (2k—1 o (2k=1\ (21
T =7'T =7 2| =T
2 2 21

2n
) e . 1 (2k-1 2k -1
Por lo tanto, como 1 < k < 2"7“, por hipétesis inductiva tenemos que 7" = =1, conlocual T" > =1.
1

©Si2" 2+ 1< k<2"! entonces 3 < < 1, luego

r(5)-r (T( et (-5

( 21<+2—1)_Tn_1[2(2"—1 —k+1)—1]'

on- 1 2n—1

Ahora bien, como 2" + 1 < k < 2!, se tiene que 2"~ —k+1 <2"1 = (22 4 1)+ 1 =22,
22 —k+1)-1

T = 1, de donde se deduce

Asi, como 2" —k+1 < 2"2, por hipétesis inductiva tenemos que 7"~

2k -1 2k 2k — 1
queT”( T )—1 Por lo tanto, para todon € N, severlﬁcaqueT"(z) Oparatodo0 <k <2"'yT ( > ):1

para todo 1 < k <271,

2]
+1
Sea U c [0, 1] abierto no vacio, observemos que dado n € N, podemos escribir [0, 1] = U [lzn—n, mT . Observemos
n=0

que los conjuntos
2k 2 2" 2k -1 1 3 2" -1
—0<k<2i={0=,...,= = 1<k<2!

{2n } { 2n 2n} y { 211 } {211 2n 2n }

m m+1
2n o
Mis precisamente, dado 0 < m < 2" — 1, tenemos que :

describen los extremos de los intervalos J,,,, = [ ] paratodo 0 <m < 2n=1

m m+1 _
o’ oon |

o Sim es par, existen 0 < k; < 2”1y1<k2 2”1talesqueJnm=[

2k 2ky — 1
o o |”
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+1 2k — 1 2k
e Si m es impar, existen 1 < k; < 2" 'y 0 < k, < 2! tales que J,,,,, = [;, m2n = [ 12n , 2’12}.
1
Observemos ademds que l]n,ml = o —> 0 ydadon € N tenemos que 7" (J,,,,) = [0, 1] paratodo 0 < m < 2n-l

Luego como U C [0, 1] es abierto no vacio, existe ng € N tal que J,,,, C U algin 0 < m < 2m-1,

Ast, [0,1] = T™ (Jyy m) € T™(U), es decir, T (U) = [0, 1]. Por lo tanto, como T[0, 1] = [0, 1] tenemos que T"(U) =
[0, 1] para todo n > ny.

Luego, dado V c [0, 1] abierto no vacio, tenemos que 7"(U) NV # @ para todo n > ny.

De esta forma, hallamos un sistema dindmico que cumple una propiedad mas fuerte que la de ser topolégicamente
transitivo, ya que probamos que dados dos abiertos U, V c [0, 1] no vacios, existe ny € Ny tal que 7"(U) NV # 0 para
todo n > ny, es decir, las iteraciones de T sobre U intersecan a V para todo n > ny.

Estos sistemas son llamados mixing.

Definicion 1.5.2. Sea T : X — X un sistema dindmico. Diremos que T es mixing si dados U y V abiertos no vacios en
X, existe ng € Ny tal que 7"(U) NV # @ para todo n > ny.

Al igual que la propiedad de ser topoldgicamente transitivo, la propiedad de ser mixing se preserva bajo quasiconju-
gacion.
Proposicion 1.5.3. La propiedad de ser mixing se preserva bajo quasiconjugacion.
Demostracion. Sea S : Y — Y un sistema dindmico mixing y sea 7 : X — X una quasiconjugaciénde S via¢ : ¥ —
X, queremos ver que T es mixing. En efecto, dados U y V abiertos no vacios en X, como R(¢) C X es denso tenemos que
¢ '(U) y ¢~'(V) son abiertos no vacios en Y. Luego como S es mixing existe N € Ny tal que S (¢’1(U)) N '(V) # 0
para todo n > N. Entonces para ver que T es mixing basta ver que 7"(U) NV # ( paratodon > N. Sean > N, como
N (¢‘1(U)) N ¢ (V) # 0, existe z € ¢~1(U) tal que S"(z) € ¢~'(V). Luego ¢(z) € U y como T o ¢ = ¢ o S, entonces
T" (¢(z)) = ¢ (S"(2)) € V, es decir, T"(¢(z)) € T"(U) N V. Asi, T"(U) NV # 0 para todon > N y T resulta mixing.

O

Ahora bien, es claro a partir de la definicién que todo sistema mixing es topolégicamente transitivo. Sin embargo,
como anticipamos al principio de esta seccidn, queremos mostrar que la reciproca no es cierta.

Dados dos sistemas dindmicos S : X — Xy T : Y — Y, podemos considerar el espacio métrico del producto
cartesiano XxY dotado con la métricad : (X X ¥Y) X (X X ¥) — X X Y dada por

d((x1,¥1), (x2,¥2)) = dx(x1, x2) + dy(y1,¥2)

para todo ((x1,y1), (x2,¥2)) € (X X Y) X (X X Y), donde dx y dy son las métricas de X e Y respectivamente. Es claro que d
es una métrica para el espacio X X Y. Ademds tenemos que una base para la topologia en X X Y que define la métrica d es

B={UxYV,conU cC X,V CY abiertos} .

Entonces a continuacién definiremos el sistema dindmico producto sobre un espacio X X Y.

Definiciéon 1.54. Sean S : X — Xy T : Y — Y sistemas dindmicos. Definimos el sistema dindmico producto
SXT:XXY— XXY por

S xT)(x,y) =), TH)
paratodo (x,y) € XX Y.Sinmy: XXY — Xymy: X XY — Y son las proyecciones canénicas dadas por
mx(x,y) = x y my(x,y) =y
para todo (x,y) € X X ¥, entonces tenemos que
S xT)ony =8 y SxTyony=T

son continuas. Luego § X T es continuo y por lo tanto resulta un sistema dindmico. Ademds, si n € Ny, la enésima iteracién
viene dada por (S X T)" = §" x T".
Similarmente podemos extender la definicién a una cantidad mayor de productos.
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Ahora que definimos el producto de dos sistemas dindmicos, veremos que el producto de dos sistemas dindmicos
topolégicamente transitivos no es topolégicamente transitivo necesariamente.

Definicién 1.5.5. Dado «a € [0, 2], definimos la rotacion de dngulo a como el sistema dindmico T, : st —s s! dado por
To(z) = €z, z€S".

Si a € nQ, diremos que la rotacién de dngulo « es racional.
Si a ¢ nQ, diremos que la rotacién de angulo « es irracional.

Tenemos entonces la siguiente proposicion.

Proposicién 1.5.6. Sea a € [0,27]y T, : S' — S' la rotacién de dngulo «. Entonces T, es topolégicamente transitivo
siy sélo si @ es un dngulo irracional.

Demostracion. Si T, es racional, entonces a@ = 27r£ con P racional. Luego T = Iyi, donde I : S! — S! es laidentidad
q q

y deducimos que T, no es topolégicamente transitivo.

Si T, es irracional, entonces a = 27d con A irracional, vamos a ver que Orb(T,, 1) es densaen S' (con lo cual cualquier
orbita lo serd). Veamos previamente que T, no tiene puntos periddicos.

Supongamos que x = e*" e S! es punto periédico de T,, entonces existe k € N tal que T¥(x) = x, es decir,

ek = 27t [ nego 2n(t + kA) = 2nt + 2lw para algin [ € Z, con lo cual A1 = % es racional y llegamos a una
contradiccidén. Asi, deducimos que T, no tiene puntos periédicos.

Supongamos ahora que Orb(T,, 1) no es densa en S', entonces existe un intervalo / de amplitud € > 0 tal que
Orb(T,, 1) NI = 0. Sean m > n, si B es el dngulo entre T™(1) y T"(1), es decir, el dngulo entre ¢ y ¢4 entonces B
es no nulo, ya que vimos que 7, no tiene puntos periddicos.

Ademis tenemos que 8 = 2nA(m —n) y T7"(1) = e médulo 27, con lo cual como Orb(T,, 1) N I = 0 se deduce que
B = €. Por lo tanto, como m y n eran arbitrarios, tenemos que hay infinitos puntos de Orb(T,, 1) que difieren en un dngulo
mayor o igual que &, lo cual es absurdo ya que la cantidad de puntos de Orb(T,, 1) que difieren en un dngulo mayor o

. 2n
igual que € es a lo sumo —.

&
Luego Orb(T,, 1) es densaen S' y se tiene que T, es topolégicamente transitivo.

A continuacién veremos que si T, es una rotacién de angulo «, entonces T, X T, no es topolégicamene transitivo.

Proposicién 1.5.7. Sia € [0,27] y T, : S' — S! es la rotacién de dngulo a, entonces T, X T, no es topolégicamente
transitivo.
i0

.. T m . 3 5 . ;
Demostracion. Sean Uy = U = V| = {e ,—— <0< —} y Vo = {e’g, ——n<0< Zﬂ'} abiertos no vacios en S', veamos

4 4 4
que (To X T,)" (Uy X Vi)N(U, X V) = 0 para todo n € Ny. En efecto, supongamos que n € Ny es tal que T2 (U )NU, # 0,
veamos que T5(Vi) NV, = 0.

3 3
Como T(U,) es un arco de longitud g tenemos que T5,(Vy) = TH(U;) C {—Zn <0< Zﬂ'} .

3 3
Luego como {—Zﬂ' <0< Zﬂ} NV, = 0, tenemos que 7"(Vy) NV, = 0, por lo tanto T, X T,, no es topolégicamente

transitivo.
O

Asi, deducimos que T topoldgicamente transitivo no implica que T X T sea topoldgicamente transivo. Motivados por
este hecho, aparece el concepto de sistema dindmico débil mixing, el cual serd tratado en detalle en la siguiente seccion.

A continuacién, introduciremos un concepto que nos permitird dar una definiciéon equivalente a la de sistemas diné-
micos topoldgicamente transitivos y mixing desde otro punto de vista.

Definicion 1.5.8. Sea 7' : X — X un sistema dindmico. Dados A, B C X, definimos el conjunto reforno de A sobre B por

Nr(A, B) = {n € Ny tales que T"(A) N B # 0}.
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Notacion. Generalmente, notaremos N7 (A, B) = N(A, B) cuando sea claro el sistema dindmico sobre el cual estamos
trabajando.
Observemos que si 7 : X — X es un sistema dindmico y U, V C X son abiertos no vacios, tenemos que

T"U)NV #0 o neNUYV).
Por otra parte, tenemos que

existe N € N tal que T"(U) NV # 0 paratodon > N & existe N € Ny tal que [N, +o00) NNy € N(U, V)
< N(U, V) es cofinito
= N(U, V) es infinito.

Podemos realizar la siguiente observacion.
Observacion 1.5.9. Sea T : X — X un sistema dindmico. Entonces tenemos que :
i. T es topoldgicamente transitivo < Para todo U, V C X abiertos no vacios, N(U, V) # 0.
ii. T es mixing & Para todo U, V C X abiertos no vacios, N(U, V) es cofinito
iii. T es mixing = Para todo U, V C X abiertos no vacios, N(U, V) es infinito.

Ahora veremos una propiedad no tan evidente de los sistemas dindmicos topolégicamente transitivos, la cual utiliza-
remos posteriormente para demostrar la equivalencia para sistemas mixing que mencionamos al principio de esta seccion.

Lema 1.5.10. Sea T : X — X un sistema dindmico. T es topolégicamente transitivo si y sélo si N(U, V) es infinito para
todo U, V C X abiertos no vacios.

Demostracion. < Si U y V son abiertos en X no vacios, por hipdtesis tenemos que N(U, V) es infinito, entonces en
particular N(U, V) # 0 y T resulta topolégicamente transitivo.

= Como T es topolégicamente transitivo, existe m € N(U, V), es decir, m € Ny tal que T"(U) NV # 0.

Sea Gy = U N T7™(V), entonces G es abierto en X no vacio, veamos que N(Gy, Go) NN # 0.

En efecto, como X no tiene puntos aislados y Gy es abierto, existen xy, x, € Gy tales que x; # x,, entonces podemos
considerar G1,G, C Gy abiertos disjuntos tales que x; € G; y x» € G,. Como T es topoldgicamente transitivo, existe
n € N tal que T"(G;) N G, # 0. Por lo tanto, como G; € Gy y Ga C Gy, tenemos que T"(G1) N Gy € T"(Gy) N Gy, de
donde se deduce que T"(Go) N Gy # 0, es decir, N(Go, Go) NN # 0.

Sea ky € N(Go,Go) NN, veamos que m + ky € N(U, V). En efecto, como ky € N(Gy, Gyp), existe x € Gy C U tal
que Th(x) € Gy ¢ T™™(V), por lo tanto x € U es tal que 7™ (ka’(x)) e V. As, T (x) e T"hU) NV y por lo tanto
m+kyeNU,V).

Razonando de manera andloga con el abierto no vacio U N T-m+ko) (V) existe k; € N, tal que m+ ko + k; € N(U, V).

Iterando el procedimiento tenemos (k,)nen, C N tal que {m+ko+ ...+ k,,n € No} € N(U,V) y concluimos que
N(U, V) es infinito.

|

Para finalizar esta seccidon veremos una importante caracteristica de los sistemas dindmicos mixing. Mds precisamente,
veremos que dados S y T sistemas dindmicos, S X T es mixing si y s6lo si S y T son mixing. Ademds, veremos que si
bien no hay una equivalencia en el caso de sistemas dindmicos topolégicamente transitivos y D-cadticos, tenemos una
implicacién que es valida en cada caso.

Proposicion 1.5.11. Sean S : X — Xy T : Y — Y sistemas dindmicos. Entonces :
i. Si§ x T tiene 6rbita densa, entonces S y 7T tienen Orbita densa.
ii. Si§ X T estopolégicamente transitivo, entonces S y T son topolégicamente transitivos.

iii. Si S X T es D-cadtico, entonces S y T son D-cadticos.
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iv. Si§ y T son topolégicamente transitivos y S o T son mixing, entonces S X T es topolégicamente transitivo.
v. S X T es mixing si y s6lo si § y T son mixing.

Demostracion. Para probar i.,ii. y iii., como tener Orbita densa, ser topolégicamente transitivo y ser D-cadtico se pre-
servan bajo quasiconjugacion (ver Proposicién 1.2.7 y Corolario 1.4.4), basta ver que S X T es quasiconjugado a Sy
T.

Consideremos las proyecciones canénicas y : X XY — Xy nry : X XY — Y sobre X e Y respectivamente, veamos
que S x T es quasiconjugada a S via my.

En efecto, como R (nx) = X, nx tiene rango denso en X. Ademads, dado (x,y) € X X Y tenemos que

(§ ommy) (x,y) = §(x) = (mx o (§ X 1)) (x,y),

de donde

Sony=nxo(S xXT).

Luego S X T es quasiconjugado a S via mx. Andlogamente se ve que S X T es quasiconjugado a T viamy. Asi, si S X T
tiene rango denso, es topdgicamente transitivo o es D-cadtico, entonces S y 7' también.
Para probar iv. y v., observemos previamente que dados A;, B] C X, A, B, C Y y n € Ny,

(S xT)' (A1 X A2) N (B X By)) = (S"(A1) N B) X (T"(A2) N By).

iv. Supongamos que S y T son topoldgicamente transitivos y que S es mixing, queremos ver que S X T' es topoldgi-
camente transitivo.

Sean W, W, C X X Y abiertos no vacios, queremos ver que existe n € Ny tal que ((§ x T)" (W) N W, # 0.

Como 8 = {UXV,U C X,V C Y abiertos} es una base para la topologia producto de X X Y, existen U; X U, € By
V1 X V, € B no vacios tales que

Uy xU,cW y VixV,CcW,.

Entonces basta ver que existe n € Ny tal que S"(U) NV #0y T"(Uy) NV, # 0.

En efecto, como T : Y — Y es topoldgicamente transitivo, por el Lema 1.5.10 tenemos que Ny (U,, V,) es infinito.
Por otro lado, al ser S mixing, existe N € Ny tal que [N, +c0) NNy € Ng (U1, V).

Asi, como Ny (U,, V,) es infinito, existe n > N tal que n € Ny (U, V). Luego n € Ng (U1, Vi) N Ny (Uz, Vo) y
concluimos que S X T es topoldgicamente transitivo.

v. = Si § X T es mixing, como ser mixing se preserva bajo quasiconjugacion (ver Proposicion 1.5.3), tenemos que S
y T son mixing.

< Supongamos que S y T son mixing, queremos ver que S X T es mixing. Como S es base de la topologia
producto de X x Y, basta ver que si Uy X Vi € By U, x V, € B son no vacios, entonces existe N € Ny tal que
S xXT)Y' (U x V)N (U X V3)) # 0 paratodon > N.

En efecto, al ser Uy X V| y U, X V, abiertos no vacios de X X X, entonces Uy, U, V| y V, son abiertos no vacios de X,
luego como S y T son mixing existe N € Ny tal que

S"UNDNV 0 y T"(U) NV, #0
para todo n > N. Asi, tenemos que
EXTY' (U x V)N Uy x V) = S"(UDN V) X (T"(U)NV2) #0

para todo n > N y concluimos entonces que S X 7' es mixing.
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1.6. Sistemas Dinamicos Débil Mixing.

En esta seccién introduciremos el concepto de sistemas dindmico débil mixing. El nombre de débil mixing se debe a
que es un concepto mas débil que el de mixing y a su vez mds fuerte que el de topolégicamente transitivo, es decir,

mixing = débil mixing = topoldgicamente transitivo.

En la seccién anterior definimos el concepto de conjunto retorno y vimos que estd vinculado directamente con la
definicién de ser topoldgicamente transitivo y ser mixing. Veremos al final de esta seccién que un sistema dindmico
T : X — X es débil mixing si y sélo si N(U, V) contiene intervalos de cualquier longitud para todo par de abiertos no
vacios Uy Ven X.

Recordemos que en la seccién anterior vimos que el hecho de que T sea topolégicamente transitivo no implica que
T x T sea topolégicamente transitivo (ver Ejemplo 1.5.7). Este hecho nos conduce a la siguiente definicion.

Definicién 1.6.1. Sea T : X — X un sistema dindmico. Diremos que T es débil mixing si el sistema dindmico T X T :
X X X — X x X es topolégicamente transitivo.

A continuacién veremos una primer caracterizacién de los sistemas dindmicos débil mixing.
Lema 1.6.2. Sea T : X — X un sistema dindmico. Las siguientes afirmaciones son equivalentes :

i. T es débil mixing

ii. N(Ui, V)N N(U,, V) # 0 paratodo Uy, Uy, V| y V, abiertos no vacios en X.

Demostracion. i. = ii. Sean Uy, U,,V; y V, abiertos no vacios en X. Como 7 : X — X es débil mixing, T X T :
X X X — X x X es topoldgicamente transitivo, por lo tanto existe n € Ny tal que

T"UD)NV)XT"(U)NVy) =(T xTY'(Uy xUx) N (Vy x V,) # 0.

Entonces T"(U;) NV # 0y T"(U) NV, # 0y concluimos que N(Uy, Vi) N N(U,, Vo) # 0.
ii. = i. Sean Wy, W, C X x X abiertos no vacios, queremos ver que (7" X T)" (W;) N W, # 0 para algtin n € Ny. Como
B es base existen Uy, U,, V| y V, abiertos no vacios en X tales que U; x V| ¢ Wy y U, XV, € W,. Entonces, por hipétesis,
existe n € N(Uy, Vi) N N(U,, V,), es decir, T"(U )NV # 0y T"(U) NVy # 0. Asi, (T X T)' (U x Ux) N (Vi x V) #0
y por lo tanto T X T es topolégicamente transitivo. Luego 7' es débil mixing.
O

Corolario 1.6.3. Sea T : X — X un sistema dindmico. Entonces tenemos que :
T mixing = T débil mixing = T topoldgicamente transitivo.

Demostracion. Si T es mixing, por v. de la Proposicién 1.5.11 tenemos que 7 X T es mixing, en particular 7 X T es
topoldgicamente transitivo y por lo tanto 7" es débil mixing.

Supongamos ahora que T es débil mixing. Sean U, V abiertos en X no vacios, entonces por el Lema 1.6.2 tenemos que
N(U, V) # 0y deducimos que T es topolégicamente transitivo. )

Recordemos que vimos que una rotacidn irracional 7 de dngulo « es topoldgicamente transitiva (ver Proposicion
1.5.6), pero que sin embargo 7 X T no lo es, con lo cual ser topolégicamente transitivo no implica ser débil mixing. Por
otro lado, no es tan fécil encontrar ejemplos de sistemas dindmicos débil mixing que no sean mixing. En el siguiente
capitulo veremos un ejemplo en el contexto de sistemas dindmicos determinados por operadores lineales en espacios de
Fréchet (Ejemplo 2.5.21).

Veremos a continuacion que ser débil mixing se preserva bajo quasiconjugacion, y como consecuencia probaremos
que si el producto de sistemas dindmicos es débil mixing, entonces cada sistema del producto es débil mixing.

Proposicion 1.6.4. La propiedad de ser débil mixing se preserva bajo quasiconjugacion.
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Demostracion. Sea S : Y — Y un sistema dindmico débil mixing y sea 7' : X — X una quasiconjugacién de S via
¢ 1 Y — X, entonces ¢ tiene rango densoy 7 o ¢ = ¢ o S. Consideremos ¢ X ¢ : ¥ X ¥ — X X X, entonces ¢ X ¢ es
continua de rango denso tal que

(IT'xT)o@xp)=(T o)X (Top)=(poS)x(poS)=(pxp)o(SXS),

es decir, T x T es una quasiconjugacion para S X S viag X ¢ : Y XY — X X X.

Por otra parte, como S es débil mixing, entonces por definiciéon S X S es topoldgicamente transitivo. Por la Pro-
posicién 1.2.7, la propiedad de ser topolégicamente transitivo es preservada por quasiconjugacion, entonces 7' X T es
topolégicamente transitivo y 7' es débil mixing.

O

Corolario 1.6.5. Sean S : X — Xy T : Y — Y sistemas dindmicos. Si S X T es débil mixing, entonces S y T son débil
mixing.

Demostracion. Si procedemos como en la Proposicién 1.5.11, tenemos que S X T es quasiconjugadoa S y T viamx y 7y
respectivamente. Luego por la Proposicion 1.6.4 tenemos que S y 7 son débil mixing. O

En lo que resta de esta seccidon veremos algunas caracterizaciones de sistemas dindmicos débil mixing, en términos de
conjuntos de retorno y el Teorema de Furstenberg.

Lema 1.6.6. (Truco de los cuatro conjuntos) Sea 7 : X — X un sistema dindmico y sean Uy, U,, V| y V, abiertos en
X no vacios.

i. Siexiste S : X — X continua que conmuta con 7 tal que S(U;) N U, # 0y S(Vy) NV, # 0, entonces existen
abiertos no vacfos Uj € Uy y V| C V tales que Np(U{, V() € Nr(Ua, V2) y Nr(V{, U}) € Nr(Va, U).

Si ademds T es topolégicamente transitivo, entonces Ny (Uy, Vi) N Ny (U, Vo) # 0
ii. SiT estopoldgicamente transitivo y Nr(Uy, U) N Np(Vy, Va) # 0, entonces Ny (U, Vi) N Np(Uz, Vo) # 0.

Demostracion. i. Como S es continua, existen abiertos no vacios U{ C Uy y V| C V tales que S (U)) C Uy S(V]) C Va.
Veamos que Nr(U{, V]) € Nr(Uz, V2). En efecto, si n € Nr(U], V}), entonces existe x € U] tal que 7"(x) € V|. Ademds,
como S(U}) C Us, S(V]) € V» y S conmuta con T, tenemos que T"(S(x)) = S(T"(x)) € Vo y S(x) € Us. Luego
T"(S(x)) € T"(U2) NV, y por lo tanto n € Np(Us, V2), con lo cual Ny (U7, V]) C Np(Us, V2).

Andlogamente se ve que Ny (V{, U}) C Nr(V2, Us).

Supongamos que T es topoldgicamente transitivo, entonces Ny(U{, V) # 0y ademds como Uy c Uy y V| C Vi,
tenemos que N7(U7,V]) C Nr(Ui, V1). Asi, tenemos que Nr(U{,V]) C Nr(Uy, Vi) N Ny(Us, V2), por lo tanto como
Nr(U7, V]) # 0 concluimos que Ny (Uy, V1) N Nr(Us, V2) # 0.

ii. Supongamos que T es topoldgicamente transitivo y tomemos n € Nr(U;, Uy) N Np(Vy,V,). Si § = T, entonces
S : X — X es un sistema dindmico que conmuta con 7. Ademds, como n € Nyp(Uy, Uy) N Nr(Vy, V) tenemos que
SWU)NU; #0y S(Vy) NV, # 0, luego por i. tenemos que Nr(Uy, Vi) N Nr(Us, V) # 0.

O

Teorema 1.6.7. (Furstenberg) Sean T : X — X un sistema dindmico débil mixing y n € N. Entonces el n-producto
T x . x T es débil mixing.

Demostracion. Por definicién, sabemos que T x . x T es débil mixing si T x %) x T es topolégicamente transitivo, por
lo tanto basta probar que T X . x T es topolégicamente transitivo para todo n > 2.

Procederemos por induccién en n. Si n = 2, es claro ya que al ser 7' débil mixing , tenemos que 7' X T es topoldgica-
mente transitivo.

Sea n > 2 y supongamos que el n-producto T x . x T es topolégicamente transitivo, queremos ver que 7 X ™D x T

es topoldgicamente transitivo. Por el Lema 1.6.2, debemos ver que si Uy, Vi con 1 < k < n + 1 son abiertos no vacios
n+l

en X, entonces ﬂN(Uk, Vi) # 0. En efecto, como T es débil mixing existe m € Ny tal que 7"(U,) N U,y # 0y

k=1
T™(V,) N Vye # 0. Luego por el Lema 1.6.6 existen abiertos no vacios U, c U, y V, C V, tales que

N(Ur,z’ V;l) c N(Un’ Vn) N N(Un+1, V}'H-l)-
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n—1
Por otro lado, por hipétesis inductiva tenemos que {ﬂ NUg, Vi)
k=1

NN U, V) +0.

n—1 n+1 n+1
Asi, como [ﬂ NWU, V) |INN(U,,V)) C ﬂ N(Uy, Vi), concluimos que ﬂ NUg, Vi) # 0.
k=1 k=1 k=1

El Teorema de Furstenberg junto al Corolario 1.6.5 prueban el siguiente corolario.

Corolario 1.6.8. Sea T : X — X un sistema dindmico. Entonces el n-producto T x . x T es débil mixing si y sélo si T
es débil mixing.

A continuacién, veremos dos resultados que muestran que la definicién de débil mixing se puede reducir a inter-
secciones de conjuntos retorno que involucran tres abiertos, y posteriormente, a intersecciones de conjuntos retorno que
involucran dos abiertos.

Proposicion 1.6.9. Sea T : X — X un sistema dinamico. Las siguientes condiciones son equivalentes :
i. T es débil mixing.
ii. N(U,Vy)NN(U,V,) # 0 para todo U, Vi, V, C X abiertos no vacios en X.

Demostracion. i. = ii. Se deduce del Lema 1.6.2.

ii. = i. Por el Lema 1.6.2, basta ver que N(U;,V;) N N(U,,V,) # 0 para todo Uy, U, Vi, V, abiertos no vacios
en X. Por hipétesis tenemos que N(U;, U;) N N(Uy, V,) # 0. Tomemos n € N(Uy, U) N N(Uy, V), entonces tenemos
que U = Uy NnT™U,) y V = T7(V,) son abiertos no vacios. Aplicando la hipétesis para U,V y T7"(V,), existe
m € N(U, V))NN (U, T7*(V3)), es decir, existe x € U tal que 7" (x) € T7"(V,) y por lo tanto T (T"(x)) = T" (T"™(x)) € V5.

Por otro lado como x € U = U; N T7"(U,), en particular 7"(x) € U, y tenemos que T (T"(x)) € T*(Up) N V.

Luego T"(U,) NV, # 0, es decir, n € N(U,, V). Entonces como U C U, tenemos que N(U, V|) ¢ N(U,Vy)y se
deduce que m € N(Uy, Vi) N N(U,, V). m]

Como consecuencia de la proposicién anterior tenemos el siguiente corolario.

Corolario 1.6.10. Sea T : X — X un sistema dindmico. Las siguientes condiciones son equivalentes :
i. T es débil mixing.
ii. N\U,U)NN(U,V) # 0 para todo U,V C X abiertos no vacios.

Demostracion. i. = ii. Se deduce del Lema 1.6.2.

& Por la Proposicion 1.6.9, basta ver que N(U, Vi) N N(U, V,) # 0 para todo U, V;, V, C X abiertos no vacios.

En efecto, sean U, V, V, abiertos en X no vacios, entonces existe n € Ny tal que U; = U N T7"(V;) es abierto no vacio
en X. Ademds, la hipétesis implica que T es topolégicamente transitivo, con lo cual en particular por el Corolario 1.2.4,
T tiene rango denso y entonces T~!(V>) es abierto no vacio. Luego por hipétesis existe m € N(U, Uy)) NN (U, T7(V2)),
entonces existen x € U,y € U; talesque T"(x) e Uy y T™(y) € T7"(V>). Asi,como Uy = UNT7(Vy),xe€ U,y € U son
tales que

"™ (x) = T" (T™(x)) € V, y T (y) = T" (T™(y)) € V».

Luegon +m e N(U, V) N N(U, V).

Proposicion 1.6.11. Sea 7 : X — X un sistema dindmico. Las siguientes condiciones son equivalentes :
i. T es débil mixing.

ii. Para todo par de abiertos U, V C X no vacios, N(U, V) contiene intervalos de cualquier longitud.
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Demostracion. i. = ii. Sean U,V C X abiertos no vacios y sea m € N, por el Corolario 1.2.4 tenemos que 7*(V) es
abierto no vacfo para todo 1 < k < m. Ahora bien, por el Teorema de Furstenberg (Teorema 1.6.7) tenemos que T X X T
es topoldgicamente transitivo, entonces existe n € Ny tal que

(Tx @ xT) )N (T7'(V)x X T™(V)) 0.

Luego T"(U) N T7¥(V) # 0 para todo 1 < k < m, con lo cual T"**(U) NV # @ paratodo 1 < k < m. Asi,n+k € N(U,V)
para todo 1 < k < m, entonces como m era arbitrario tenemos que [n, +c0) NNy € N(U, V).
ii. = i. Por la Proposicién 1.6.9, basta ver que N(U, V) N N(U, V) # 0 para todo U, V;, V, C X abiertos no vacios.
Por hipétesis existe m € N(Vy, V»), es decir, T"(V|) N V, # 0. Luego, por continuidad existe V3 C V| abierto no vacio
tal que 7"(V3) C V,. Ademads, por hipdtesis existe k € Ny tal que k + j € N(U, V3) para todo 0 < j < m. Entonces como
V3 C V) tenemos que k + m € N(U, V}) y ademds

TE™(U) (0 Vy o TE™(U) N T™(V3) > T (THU) N V3) # 0,

pues k € N(U, V3). Luego k + m € N(U, V3) N N(U, V,) y deducimos que T es débil mixing.



Capitulo 2

Sistemas Dinamicos Lineales

En este capitulo estudiaremos sistemas dindmicos lineales hiperciclicos, mixing, débil mixing y caéticos, definidos
sobre espacios de Fréchet. Estos son sistemas determinados por operadores lineales y continuos (a los que llamaremos
operadores) sobre espacios de Fréchet. Por el Teorema de transitividad de Birkhoff, si X es un espacio de Fréchet, entonces
un operador 7 : X — X es topoldgicamente transitivo si y sélo si 7' es hiperciclico, con lo cual los resultados probados
en el capitulo anterior para sistemas topoldgicamente transitivos también valdrdn para los operadores hiperciclicos. El
objetivo, ademds de presentar una breve introduccién a la dindmica lineal, es mostrar resultados que seran utilizados
principalmente en el Capitulo 4.

La mayorfa de los resultados presentados en este capitulos pueden hallarse en [28].

2.1. Operadores Hiperciclicos

En esta seccion estudiaremos operadores hiperciclicos, es decir, operadores lineales y continuos en espacios de Fréchet
que poseen un vector con 6rbita densa. Veremos que no existen operadores hiperciclicos en espacios de dimensién finita
(Corolario 2.1.7), por lo que nos ocuparemos de operadores definidos sobre espacios de dimension infinita.

El término de vector hiperciclico fue introducido en 1986 por Beauzamy ([9]) y un estudio sistemdtico de operadores
hiperciclicos comenzé con los trabajos de Bourdon, Godefroy y Shapiro ([19],[27]). Como nos interesard estudiar la
existencia de vectores con Orbita densa, estudiaremos los operadores definidos sobre espacios de Fréchet separables.
Recordemos que el teorema de transitividad de Birkhoff (Teorema 1.3.3) nos dice que para aplicaciones sobre espacios
métricos sin puntos aislados, y en particular sobre espacios de Fréchet separables, los conceptos de sistemas dindmicos
topoldgicamente transitivos e hiperciclicos son equivalentes.

Comenzaremos dando las definiciones de vector ciclico e hiperciclico y también de vector superciclico, que es un
concepto intermedio entre los dos anteriores. Describiremos la relacién con el problema del subespacio invariante que
motiva sus definiciones. Ademds veremos algunos ejemplos de operadores hiperciclicos sobre espacios de Banach y
espacios de Fréchet, y posteriormente enunciaremos algunos resultados andlogos a los dados en el Capitulo 1 llevados en
este caso al contexto lineal.

El concepto de vector hiperciclico proviene de los llamados vectores ciclicos, que son estudiados en dlgebra lineal y
teoria de operadores. Los vectores ciclicos estdn estrechamente ligados al problema del subespacio invariante:

Sea X un espacio de Banach. ;Es cierto que todo operador 7' € £(X) contiene un subespacio M no trivial (M # {0} y
M # H) cerrado T-invariante?.

Este problema fue resuelto por la negativa en algunos espacios de Banach, pero contintia abierto para espacios de
Hilbert o incluso para espacios de Banach reflexivos. Para tratar de resolver el problema se puede observar que si x € X,
entonces ({T"(x),n € Ny}) es un subespacio cerrado T-invariante. Luego, si ({T"(x),n € N}) es denso en H, no existen
subespacios cerrados no triviales 7-invariantes en X que contengan a x.

Esto motivé a tener las siguientes definiciones.

Definicion 2.1.1. Sean X un espacio Fréchet, T : X — X un operador y x € X. Diremos que x es un vector :

25
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i. Ciclico si {{T"(x),n € Ny}) es denso en X.
ii. Superciclico si {AT"(x), A € K,n € Ny} es denso en X.
iii. Hiperciclico si {T"(x),n € N} es denso en X.

En caso que exista un vector ciclico (respectivamente superciclico e hiperciclico) para T, diremos que T es un operador
ciclico (respectivamente superciclico e hiperciclico).

Observemos que a partir de las definiciones, es claro que
hiperciclico = superciclico = ciclico.

Ademéds, por lo observado antes de la definicidn, la respuesta al problema del subespacio invariante es negativa en el
caso que exista un operador T € £(X) tal que todo x # 0 es vector ciclico.

Una variante al problema del subespacio invariante, conocida como problema del subconjunto invariante, se puede
formular de la siguiente manera :

(Es cierto que todo operador T' € £(X) contiene un subconjunto § C X cerrado no trivial 7-invariante?.

La respuesta a esta nueva pregunta es negativa en el caso que exista 7 € L(X) tal que todo x # 0 es vector hiperciclico.
En el caso X = £}, el problema del subconjunto invariante fue resuelto por la negativa por C. Read [41]

Los primeros ejemplos de operadores hiperciclicos fueron debido a G.D. Birkhoftf [16] en 1929, G.R. MacLane [34]
en 1952 y S. Rolewicz [44] en 1969. Veremos éstos y otros ejemplos en la Seccion 2.5.

En el Capitulo 1 vimos que la propiedad de ser sistema dindmico hiperciclico se preserva bajo quasiconjugacion.
Ademads, como consecuencia de este hecho vimos que dados dos sistemas dindmicos S y 7, si el sistema dindmico § X T
es topolégicamente transitivo, entonces S y 7 son topolégicamente transitivos. Vimos en el Ejemplo 1.5.7 que la reciproca
a esta dltima afirmacion no vale para sistemas dindmicos. Veremos que esto también sucede en el caso de los operadores.

Proposicion 2.1.2. Sean X un espacio de Banach, T : X — X un operador y 7 : X* — X" el adjunto de T. Entonces
eloperador T® T* : X ® X* — X @ X" no es hiperciclico.

Demostracion. Supongamos que existe (x, x*) € X @ X* vector hiperciclico para T @ T*, entonces
D={ToT")" (x,x"),ne Ny} ={(T"x),(T")" (x)),neNg}c X X"
es denso. Consideremos % : X @ X* — K definida por
h(y,y") = x'(y) =y (x)

para todo (y,y*) € X @ X*. Como # es continua y sobreyectiva, al ser D € X @ X* denso, tenemos que h(D) C K es denso.
Por otro lado, por definicién , para todo n € Ny tenemos que (7*)" (x*) = x* (T"), entonces

h(T"(x), (T")" (x) = x* (T"(x)) = (T")"(x")) (x) = 0.

Luego h(D) = {0} y llegamos a una contradiccién. Por lo tanto 7 @ T* no es hiperciclico.
O

En lo que sigue, dado un espacio de Fréchet X separable , si P : K —K es un polinomio sobre K = Ro Cy
T : X — X es un operador, nos interesard por un lado dar condiciones para garantizar que P(7’) tenga rango denso, y por
otro lado caracterizar X a partir de HC(T). Primero demostraremos el Teorema de Bourdon, el cual nos dice que si T es
hiperciclico , entonces P(T) tiene rango denso, y posteriormente veremos si x € X es tal que D = {pT"(x), neNue S'}
es denso en X, entonces P(T') tiene rango denso. Utilizaremos este hecho en el capitulo 4 para demostrar el Teorema de
Leo6n-Miiller.

Comenzamos dando la siguiente definicion.
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Definicion 2.1.3. Sea X un espacio de Fréchet real y separable. Definimos la complexificacion de X como

X ={x+yix,yeX},
la cual se identifica claramente con X @ X. Si dados A = a + bi € C 'y z = x + yi € X, definimos el producto Az por
Az = (a + bi)(x + yi) = (ax — by) + (ay + bx)i,

entonces X resulta ser un espacio de Fréchet complejo y ademds separable, ya que X es separable. Por otro lado, si
T : X — X es un operador R-lineal en X, definimos la complexificacion T : X — X como

Tx+y)=Tx)+TO)i, x+iye X.
Observacién 2.1.4. Si 7 : X — X es un operador R-lineal, entonces 7 : X — X es un operador C-lineal.
Como consecuencia de este hecho y la Proposicién 1.5.11, tenemos la siguiente proposicion.

Proposicién 2.1.5. Sea X un espacio de Fréchet real y separable. Dado un operador T sobre X, si su complexificacién T
es hiperciclico, entonces T es hiperciclico.

Demostracién. En efecto, al ser T hiperciclico, se deduce que T @ T es hiperciclico. Luego, por ii. de la Proposicién
1.5.11 tenemos que T es hiperciclico.
O

Ahora que definimos la complexificaciéon de un operador sobre un espacio de Fréchet separable, estamos casi en
condiciones de probar el Teorema de Bourdon, previamente necesitamos el siguiente lema.

Lema 2.1.6. i. Si X es un espacio de Fréchety T : X — X es un operador hiperciclico, entonces el operador adjunto
T* : X* — X" no tiene autovalores. Equivalentemente, para todo A € K, el operador T — Al tiene rango denso en X.

ii. Si X es un espacio de Fréchet real y separable y 7 : X — X es un operador hiperciclico, entonces el operador
adjunto de su complexificacién (T)* : (X)* — (X)* no tiene autovalores. Equivalentemente, para todo A € C, el operador
T — Al tiene rango denso en X.

Demostracion. i. Sea x € X un vector hiperciclico para T. Razonemos por el absurdo, es decir, supongamos que 7T tiene
un autovalor A € K, entonces existe ¢ € X* no nulo tal que 7%(¢) = Ap. Observemos que al ser ¢ # 0, existe xp € X no
nulo tal que ¢(xp) # 0, entonces dado u € K, tenemos que

¢ (120 (9(x0) ") = (o) ((xo) ™" = i,

es decir, ¢ es sobreyectiva. Por otro lado, para todo n € Ny tenemos que ¢ (T"(x)) = ((T*)"(¢)) (x) = "p(x).

Veamos que D = {¢ (T"(x)),n € Ny} es denso en K.

En efecto, sea U < K abierto no vacio, al ser ¢ sobreyectiva y continua, tenemos que ¢~'(U) es abierto no vacio
en X. Luego como x es hiperciclico, existe n € Ny tal que 7"(x) € go’l(U). Asi, ¢(T"(x)) € U N Dy por lo tanto
D es denso en K. Ahora bien, como para todo n € Ny tenemos que ¢ (7"(x)) = A"¢(x) y D es denso en K, entonces
{A"(x),n € No} = {¢(T"(x)),n € Ng} = D es denso en K.

Si |4] £ 1, tenemos que {2"¢(x),n € Ng} € B (0, |p(x)]). Si || > 1, {1"¢(x),n € Ng} C (B0, |o(x))° .

Luego {1"¢(x),n € Ny} no puede ser denso en K y llegamos a una contradiccién, con lo cual deducimos que 7* no
tiene autovalores.

Asf, como Ker(T* — AI) = R(T — AD*, concluimos que T — Al tiene rango denso.

ii. Sean X espacio de Fréchet real y separable y T : X — X un operador.

Veamos que el adjunto de su complexificacién (T : (X)* — (X)* no tiene autovalores. Sea x un vector hiperciclico
para T y supongamos que A es un autovalor de (7)* con autovector asociado ¢ € (X)*. Entonces para todo n € Nj, como
Tix = T tenemos que

1B (@0l = |6 (P w)| = | D) )] = (@) 0] = gl
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Ademds, como @ # 0y @(x; + x21) = @(x1) + ¢(x7)i para todo xj, x» € X, existe y € X tal que |@(y)| > 0. Luego como ¢ es
lineal, Im(|@|) = Ryq. Asi, procediendo como en i. tenemos por un lado que {|@ (7" (x))|, n € Ny} es denso en Ry y por otro
lado que {|A]" |@(x)|,n € Ny} no es denso en Ry, lo cual es absurdo ya que {|@ (T"(x))|,n € No} = {|2]" |p(x)|,n € Ny} .
Luego (T)* no tiene autovalores.

Andlogamente a lo hecho en i., se prueba que R(T — AI) es denso en X. O

Corolario 2.1.7. No existen operadores hiperciclicos sobre espacios de Fréchet de dimensién finita.

Demostracion. Supongamos que T : K" — K" es un operador. Si K = C, entonces existe 4 € C autovalor de T*,
por lo que i. del lema anterior implica que T no es hiperciclico. Si K = R, entonces el adjunto de la complexificacion,
(T)* : C" —> C" tiene autovalores, y por ii. del lema anterior, el operador T no es hiperciclico.

O

Teorema 2.1.8. (Bourdon) Sea X un espacio de Fréchet separable sobre K = Ro C.Si T : X — X es un operador
hiperciclico y P : K — K es un polinomio no nulo, entonces P(T) : X — X tiene rango denso.

Demostracion. i. Si K = C, supongamos que P : C — C es de grado N € N y escribamos P en la forma

N

P@) = ) ad"

n=0

paratodo z € C,cona, € Cparatodol <n < Nyay # 0.Como P : C — C, sabemos que tiene N raices distintas
Ay, ..., Ay en C. Podemos escribir entonces

P@) =an(z—-A41)...(z— An)
para todo z € C, con lo cual P(T) : X — X viene dado por
P(T) = ay(T — 411) .. (T — Ayl).

Entonces por i. del Lema 2.1.6 tenemos que T — A,/ tiene rango denso en X para todo 1 < k < N, de donde se deduce
que P(T) tiene rango denso en X.

ii. Si K = R, consideremos la complexificacién 7 de T. Razonando de manera andloga a lo realizado en el caso
complejo, tenemos que P(T') tiene rango denso en X. Ahora bien, como P(T) viene dado por

P(T)(x +yi) = P(T)(x) + P(T)(y)i

para todo x + yi € X, deducimos que P(T) tiene rango denso en X.

Veremos ahora una variante del resultado anterior que nos serd de utilidad en el capitulo 4.

Proposicion 2.1.9. Sea X un espacio de Fréchet separable y T : X — X un operador. Si x € X es tal que D =
{,uT"(x), neNy,ue Sl} es denso en X, entonces :

i. T — Al tiene rango denso para todo A € S'.
ii. Si P : C — C es un polinomio no nulo, entonces P(T) tiene rango denso.

Demostracion. i. Veamos que T : X* — X* no tiene autovalores. En efecto, supongamos que existe A € K autovalor de
T*, entonces existe ¢ € X* autovector de T, es decir, ¢ # 0 tal que T*(p) = Agp.
Al ser ¢ # 0, tenemos que ¢ es sobreyectiva, con lo cual procediendo como en el lema anterior deducimos que
@(D) = (¢ (uT"(x)) ,n € N, € S'} es denso en K.
Ahora bien, dados 1 € S' y n € Ny, tenemos que ¢ (uT"(x)) = u ((¢ o T™) (x)) = ul"¢(x), por lo tanto como u € S' se
tiene que
lo TGOl = |l A" ()l = [AI" ()] -
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Luego procediendo como en i. del lema anterior tenemos que
{u"p(0,n € No,p € '} € B0, lp())) 6 (A" p(x),n € No, u € '} € (BO, lp(x)D),

de donde se deduce que (D) = {,u/l”go(x), neNyue Sl} no es denso en K y llegamos a una contradicciéon. Asi, T* no
tiene autovalores y concluimos que T — A7 tiene rango denso para todo A € S'.
ii. Por i. tenemos que T — AI tiene rango denso para todo A € S!, luego procediendo de manera andloga al Teorema de
Bourdon en el caso complejo deducimos que P(T') tiene rango denso.
O

Como segunda consecuencia del Teorema de Bourdon, probaremos a continuacién que todo operador hiperciclico
sobre un espacio de Fréchet separable admite un subespacio denso de vectores hiperciclicos.

Teorema 2.1.10. (Herrero-Bourdon) Sea X un K-espacio de Fréchet separable y 7 : X — X un operador hiperci-
clico. Si x € X es un vector hiperciclico, entonces {P(T)(x), P : K — K polinomio } \ {0} es un conjunto de vectores
hiperciclicos para T denso en X.

En particular, todo operador hiperciclico admite un subespacio denso invariante formado por vectores hiperciclicos
(salvo el cero).

Demostracion. Sean x vector hiperciclico para Ty M = {P(T)(x), P : K — K polinomio} = (Orb(T, x)). Entonces M es
un subespacio denso en X. Ademds, si T"(x) € Orb(T, x), entonces T (T"(x)) = T"*'(x) € Orb(T, x), luego como T es
lineal se deduce que M = (Orb(T, x)) es T-invariante.

Resta ver que todo elemento no nulo de M es vector hiperciclico. Sea entonces y € M \ {0}, entonces escribimos
y = P(T)(x) con P : K — K no nulo dado por

m

P(z) = Z aZt

k=0
paratodoz € K, cona; € KparaQ <k <my a, # 0. Entonces y = P(T)(x) = Z aka(x) y
k=0

m

T'(y) = Y axT"*(x) = P(T) (T"(x)

k=0

para todo n € Nj. Asi, como x es hiperciclico, por el Teorema de Bourdon tenemos que P(T) tiene rango denso y se
deduce que Orb(T,y) = {T"(y),n € Ny} es denso en X, es decir, y es hiperciclico.
O

Para terminar esta seccion, dado 7' un operador hiperciclico sobre un espacio X de Fréchet separable, como corolario
del Teorema de Herrero-Bourdon, deduciremos que HC(T) C X es conexo y ademds veremos que X = HC(T) + HC(T).

Corolario 2.1.11. Si T : X — X es un operador hiperciclico sobre un espacio de Fréchet separable X, entonces HC(T) C
X es conexo.

Demostracién. Recordemos que si ¥ es un espacio topoldgico y A, B son subespacios en Y tales que A C B C A, con A
conexo, entonces B es conexo.

Sean entonces x # 0 un vector hiperciclico para T 'y M = {P(T)(x), P :K — K polinomio}. Consideremos A =
M \ {0} y B = HC(T), entonces por el Teorema de Herrero-Bourdon, M es denso en X, conlocual A ¢ B C X = A.
Veamos que M es arcoconexo (en particular, conexo). Sean y # z en M, consideremos ¢ : [0, 1] — M definida por

o) =1z+ (1 -1y

para todo ¢ € [0, 1]. Vimos en el Teorema de Herrero-Bourdon que M = (Orb(T, x)) , entonces al ser y,z € M tenemos que
ty+ (1 — 1)z € M paratodo ¢ € [0, 1], por lo que ¢ esta bien definida. Ademas, al ser M un subespacio de X, en particular
es un espacio vectorial topoldgico y por lo tanto ¢ es continua y verifica que ¢(0) = yy ¢(1) = z.
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Luego M es arcoconexo y en consecuencia M resulta conexo. Ademas, como Orb(T, x) es denso en X, M = (Orb(T, x))
es un subespacio de dimensién infinita. Veamos que A = M \ {0} es arcoconexo. En efecto, sean xg,yg € M \ {0} tales
que xp # Yo-

Si {x9, yo} es linealmente independiente, entonces el segmento [xg, yo] = {(1 — H)xg + 1y, 0 <t < 1} C A.

Si {xg,y0} es linalmente dependiente, como dim(M) > 1, existe zop € A = M \ {0} tal que {xo,20} y {20, Y0} son
linealmente independientes, por lo tanto [xg,z0] € Ay [z0,Yo] C A. Luego existe un camino en A entre xg € yo, por lo tanto
A = M\ {0} es arcoconexo y en particular conexo. De esta manera, como A ¢ HC(T) C A con A C X conexo, concluimos
que HC(T) es conexo.

O

Teorema 2.1.12. Sea X un espacio de Fréchet separable. Si T : X — X es un operador hiperciclico, entonces X =
HC(T)+ HC(T).

Demostracion. Sea x € X, por el Teorema 1.3.3 tenemos que HC(T) es un conjunto G5 denso. Ademds como 7T es
hiperciclico, dado y € X hiperciclico , por el Teorema de Herrero-Bourdon sabemos que M = {(Orb(T,y)) es denso
en Xy M \ {0} ¢ HC(T), con lo cual HC(T) es denso en X. Ademds, al ser HC(T) un conjunto Gs denso en X,
se deduce que x — HC(T) es denso y G, ya que por el Lema A.1.3 las traslaciones y multiplicaciones por escalares son
homeomorfismos. Entonces, como X es un espacio métrico completo, por el Teorema de Baire (Teorema A.1.23), tenemos
que HC(T) N (x — HC(T)) es denso y G, en particular no vacio.

Luego existe z € HC(T)talque x —z€e HC(T)yx=z+(x—z) € HC(T) + HC(T).

2.2. Operadores D-Cadticos y AY-Caoticos

En el capitulo 1 definimos los sistemas dindmicos D-caéticos como aquellos sistemas topolégicamente transitivos pa-
ra los cuales el conjunto de puntos periddicos es denso en el espacio subyacente. Ademads definimos sistemas dindmicos
AY-cadticos y vimos que todo sistema dindmico D-cadtico es AY-cadtico. En esta seccidén veremos que en el caso lineal
la hiperciclicidad implicard la sensibilidad respecto de las condiciones iniciales, por lo tanto los conceptos de operador
AY-caético y operador hiperciclico serdn equivalentes. Ademds, nuestro objetivo serd caracterizar el conjunto de pun-
tos periddicos de los operadores definidos sobre un C-espacio vectorial para luego mostrar que el conjunto de puntos
periddicos de los operadores de Rolewicz, MacLane y Birkhoff son densos.

Proposicion 2.2.1. Sea X un espacio de Fréchet separable. Si 7 : X — X es un operador hiperciclico, entonces T tiene
dependencia sensible respecto de las condiciones iniciales.

Demostracion. Como la topologia de un espacio de Fréchet estd dada por una métrica invariante por traslaciones (ver
Ejemplo A.1.7), es suficiente probar que dado y € X y U un entorno de y, existe z € U de manera tal que {7"(y)—T"(z), n €
N} es denso en X. Notemos que y + HC(T) es un conjunto denso en X, por lo tanto existe z € U N (y + HC(T)). Esto
implica que z —y € HC(T), lo que demuestra la proposicion.

O

Corolario 2.2.2. Si X es un espacio de Fréchet separable de dimensién infinitay 7 : X — X es un operador sobre X,
entonces son equivalentes :

i. T es hiperciclico.
ii. T es AY-cadtico.

Como mencionamos anteriormente, hay operadores para los cuales podremos describir con precisién el conjunto de
sus puntos periddicos, en la siguiente observacién describiremos el conjunto de puntos periddicos de los operadores de
Rolewicz para todo A tal que |1] > 1.

Observacion 2.2.3. Dado A € C tal que |[1] > 1. Consideremos el operador de desplazamiento AB : X — X definido
sobre X =cpo X = ¢, (1 < p < o0).



2.2. Operadores D-Caéticos y AY-Cadticos 31

Veamos que Per(AB) = {x =(xp, XN AN X, ATV Ay xy AN U ),N e N}. En efecto, sean x € X
y N € N, entonces
@B () = (™oxws1, A yin, ).

Luego tenemos que (AB)V(x) = x © xy4x = AVx; para todo k € N.
Lema2.24. SideCcon|d>1yX =cypoX =1{, (1 <p < oo),entonces Per(AB) es denso en X.

Demostracion. Sea coy = {x = (x1,x2,...,%,,0,0,0,0,...),n € N}, entonces como coy es denso en X, para ver que
Per(AB) es denso en X basta ver que cogp C Per(AB). En efecto, sea x = (xq,...,%,,0,0,...) € coo, debemos ver que
x € Per(AB). Dado N > n, consideramos xV = (xl,...,xN,/l’le, e AN T AT X ) , entonces por la
Observacién 2.2.3 tenemos que x" € Per(AB).

Si X = ¢,, entonces ”xN - x“z < Z |7 [Ixlle, -
p

i=1
oo oo

Si X = ¢g, como |/1‘ij]~| < Z ™™ Ixll,, para todo j € N, entonces ||xN - x”cO < Z ™ Il -

i=1 i=1
Luego tenemos que

o ) k) 1 i 1
b=l 250 = 3 e = e

Por lo tanto xV N—> x y entonces x € Per(AB). Asi, tenemos que coyg C Per(AB) y se deduce que Per(AB) es denso
en X.

]

Para terminar esta seccién, veremos que el conjunto de puntos peridédicos de un operador 7' es un subespacio, que se
puede caracterizar en términos de autovectores y autovalores de médulo 1 de 7. Esta caracterizacién serd de utilidad en
la Seccion 2.5.1 para probar el criterio de Godefroy-Shapiro sobre operadores D-cadticos.

Observacion 2.2.5. Sea X un espacio vectorial sobre Ky T : X — X un operador, veamos que Per(T') es un subespacio.
En efecto, dados x,y € Per(T) y a,b € K, queremos ver que ax + by € Per(T). Sean n,m € Ny tales que 7"(x) = x y
T™(y) =y, entonces (T")" (x) = x y (T™)" (y) = y. Luego,

T"(ax + by) = a(T™)" (x) + b(T™)" (y) = ax + by,
entonces ax + by € Per(T) y por lo tanto Per(T) es un subespacio.

Proposicion 2.2.6. Sea X un espacio vectorial sobre C y sea T un operador sobre X. Entonces el conjunto de puntos
periddicos de T es el subespacio Per(T) = <{x € X tales que T'(x) = e™™ x para algin a € Q}> .

) k
Demostracion. Sea x € X tal que T'(x) = e¢”™x con a € Q, digamos @ = — con k € Zy n € N, entonces T?"(x) = x. Por lo

tanto x € Per(T) y deducimos que Per(T) 2 <{x € X tales que T(x) = e™ x para algin a € Q}> .
Para ver la otra inclusién tomemos xy € Per(T) y n € N tal que T"(xp) = xo y consideremos el polinomio P : C — C
definido por
P(z)=7"-1

para todo z € C. Factorizando P en C, podemos escribir P en la forma
P)=(@-A)...(2— )

paratodoz € C,con A, = it paratodo 1 < j < n.Paracada 1 < k < n, definimos

P = -

ik

para todo z € C, veamos que {P, ..., P,} es base de {Q € C[z], gr(Q) < n}.
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Observemos que dim({Q € C[z], gr(Q) < n}) = n, por lo tanto basta ver que {Py, ..., P,} es linealmente independiente.

En efecto, sean a/, ..., @, € C tales que Z a; Py = 0.Dado 1 < ky < n, por definicién tenemos que Py (1) = 0 para todo
k=1
k# ko y Py, (Ag) # 0, luego

[Z akak) (Aky) = @kyPry (A,) = 0,

k=1

y entonces i, = 0. Por lo tanto {Py, ..., P,} es linealmente independiente y resulta una base de {Q € Cl[z], gr(Q) < n}.
n

En particular, 1 € {{Py,...,P,}), entonces existen aj,...,a, € C tales que 1 = ZakPk(z) para todo z € C, de

k=1
n n

donde I = Z aiPr(T) (ver ii. del Teorema A.1.24). Asi, podemos escribir xy = Z aryy, donde y; = Pi(T)(xo) para todo
k=1 k=1
1 < k < n, con lo cual tenemos que xg € {y1,...,V,). Queremos ver que para todo 1 < k < n, T(y) = €%y, para algin

@ € Q. Por un lado, como
PR =7-1=]]E-4)
i=1

para todo z € C, por ii. del Teorema A.1.24 tenemos que

PT)=T"-1= ]_[(T — D).

i=1

Por otro lado, dado 1 < i < n, si definimos f; : C — C por
f(@D=z2-4

para todo z € C, entonces fi(T) = T — A;1. Luego como P = 1—[ fistenemos que 7" — I = P(T) = (l_[ f,) (T). Asi, dado
i=1 i=1

1 <k <n,alser Py = 1_[ f;, por iii. del Teorema A.1.24 tenemos que
i%k

fdT) 0 PUT) = fT) o fiT) o0 fir(T) o firt(T) o .. 0 fu(T) = (fifi - it fust - fi) (T)
= (fi oo St fifsr o ) (D) = (]_[ﬁ) () =T"-1.
i=1

Entonces como 7" (xg) = xo, deducimos que

(T = D) () = filT) (Pi(T)(x0)) = (fiT) © Pi(T)) (x0) = (T" = ) (x0) = 0,

de donde T'(yx) = Axyx paratodo 1 < k < n. Ahora bien, dado 1 < k < n, como 4; = e%”i, si tomamos @ = 2’1—]‘ €eQ

tenemos que T (y;) = e®™yy;.
Asf, paracada 1 < k < n se tiene xg € <{x € X tales que T(x) = e x para algin a € Q}>
O

A continuacion, demostraremos una proposicién que nos permitird demostrar que el conjunto de puntos periddicos de
los operadores de MacLane y Birkhoff son densos en H(C). Previamente necesitamos el siguiente lema.

Lema 2.2.7. Sean (1,),en C Cy Ay € C tales que tal que A, —> Ay, con A, # Ay para todo n € N. Entonces e*? —s b2
n—oo n—oo
e/luz _ e/loz
y ————— —> ze* uniformemente sobre todo compacto de C.
A, — Ay noo
Mas atn, si para cada Ay cada n € C consideramos ¢; : C — Cy g, : C — C definidas por
i) = e* y gn(2) = Z"e"*

para todo z € C, entonces g, € ({e,,.n € N}).
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Demostracion. Para cada n € N, consideramos la serie de Taylor centrada en 0 dada por
=02 Z (An = Ao)'2*
- !
e k!

para todo z € C. Entonces para todo z € C tenemos que

(An — /10)222 +

(/l O)kzk
— n zZ zZ
e/l,lz _ e/loze(/ln )z _ e/l[)Z § ‘ _ e/loL e/lm( Ll IO)Z e/loZ ' e

e k!
por lo tanto

eflnz _ efloz

i k k
Az Aoz — Aoz (/ln - /10) Z
‘ ‘ ‘ kz=; k! Y /ln - /10

> k—1_k
Aoz Aoz (/l” — /lO) 2
—ze' =¢ T
k=2 :

paratodon € N,z € C. Si K c C es compacto, entonces existe M > 0 tal que |z] < M para todo z € K. Ademds, como

. , e
A, — Ay, dado € > 0, existe ny € N tal que |1, — Ap| < mln{l, m} para todo n > ny.
e\t

n—oo

o gk
. &
Asi, como eM = E o y |, - /10|k < O para todo n > ng, k € N, tenemos que
k=0

I, = 1z e o MF

o0
<y =l e M
k! eM k!
k=1 k=1

Az _ phoz

le

para todo n > ng, z € K. Luego e*"* — %% uniformemente sobre K.

n—oo

el — ooz
1, - Ao
sobre K. Por lo tanto g € ({e,,,n € N}).
Razonando andlogamente deducimos que g; € ({ea,,n € N}) para todo k € N,

A2 _ efloz

e .
< g paratodo n > ng,z € K y se deduce que ————— — ze* uniformemente

_ Ze/loz
A, — Ay now

Anélogamente,

]

Proposicion 2.2.8. SeaI' c C un conjunto con un punto de acumulacién y para cada A € C consideremos ¢; : C — C
definida por
eaz) = e

para todo z € C. Entonces D = ({e; A € T'}) es denso en H(C).
Demostracion. Sea Ay € C punto de acumulacién de D, entonces existe (4,)en C I tal que 4, — Ao con 4, # Ay para
todo n € N. Si para cada k € Ny definimos g; : C — C por

gi(z) = et

para todo z € C, por el Lema 2.2.7 tenemos que gi € {{e,,,n € N}) para todo k € Ny. Sea f € H(C), entonces si definimos
g:C— Cpor

8(z) = e f(2)
para todo z € C, g es holomorfa en C y su serie de Taylor centrada en O viene dada por

00

gk = Zakzk

k=0
para todo z € C. Asi, podemos escribir f en la forma

[oe] (o]

f@) =g = ) ade = ) agi)

k=0 k=0
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para todo z € C. Veamos que la convergencia es en H(C), es decir, si para cada N € N definimos Sy : C — C por

N

OEDYANE

k=0
para todo z € C, queremos ver que Sy P f en H(C), para lo cual basta ver que p,, (Sy — f) P 0 para todo m € N.

En efecto, observemos que al ser g € H(C), tenemos que Ia”I% — 0. Luego, si definimos g : C — C por
n—oo

3 =) lagl
k=0

1 ~
para todo z € C, entonces como |a,|» — 0 tenemos que g € H(C).
—00
o n
Seam € N, entonces g(m) = Z lax| mk. Luego si |z] < m, tenemos que
k=0

[oe] (o)
ISx(@) = FI < D laglmbelm = ol "y,

k=N+1 k=N+1

de donde se deduce que p,, (Sy — f) = sup [Sy(2) — f(2)] < el Z |a| m* frand 0.
lel<m k=N+1 o
Por lo tanto Sy found f en H(C), entonces como Sy € ({e,,n € N}) para todo N € N deducimos que f €
({ea,,n € N}) C Dy D resulta denso en H(C).
m|

A continuacién, dado a € C \ {0} veremos que si Dy T, son los operadores de MacLane y Birkhoff, entonces Per(D)
y Per (T,) son densos en H(C).

Lema 2.2.9. Sea a € C \ {0} y consideremos los operadores de MacLane y Birkhoff D : H(C) — H(C)y T, : H(C) —
H(C). Entonces Per(D) y Per (T,) son densos en H(C).

Demostracion. Veamos que Per(D) es denso en H(C). Observemos que dado A € C, D(e,) = Ae,, es decir, la funcién e,
es un autovector de D con A como autovalor asociado.
Ahora bien, por las Proposiciones 2.2.8 y 2.2.6 tenemos que <{e/1,/l =e

Per(D) = <{ f € H(C) tales que D(f) = ™ f para algiin a € Q}>, por lo tanto

amni

para algin @ € Q}> es denso en H(C) y

<{e1, A = ¢ para algiin « € Q}> C Per(D)
y deducimos que Per(D) es denso en H(C). Por otro lado, observemos que dado A € C, tenemos que

T (e)(2) = ex(z + a) = ' = e = eVey(2)

Aa

para todo z € C, entonces T,(e,) = Ve, y por lo tanto la funcién e, es autovector de T, con e** como autovalor asociado.

Luego por la Proposicién 2.2.8 tenemos que

<{ed,/l € Ctal que el = o para algin a € Q}> = <{e/l,/l = g7ri,a € Q}>
a
es denso en H(C). Andlogamente, por la Proposicién 2.2.6 tenemos que
Per(T,) = ({ f € H(C) tales que T,(f) = €™ f para algiin @ € Q}>

Asi, tenemos que <{e4, A € Ctal que e'® = ¢ para algiin a € C}> C Per(T,) y deducimos que Per(T,) es denso en
H(C).
o

Como consecuencia de los Lemas 2.2.6 y 2.2.9 veremos en la seccién 2.5.1 que los operadores de Rolewicz, MacLane
y Birkhoff son D-caéticos.
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2.3. Operadores Mixing

En el Capitulo 1 definimos los sistemas dindmicos mixing como funciones continuas sobre espacios métricos que
verifican la condicién de ser topolégicamente transitivos, pero de manera mas fuerte, ya que un sistema dindmico T :
X — X es topoldgicamente transitivo si dados U, V C X abiertos no vacios se tiene que 7(U) NV # 0 para un cierto
n € Ny, mientras que en la definicién de mixing se verifica tal condicién a partir de un cierto ny € Ny. Equivalentemente,
T es mixing si el conjunto retorno Nr(U, V) = {n € Ny tales que 7"(U) NV # 0} es cofinito para todo U, V abiertos no
vacios.

En esta seccién estudiaremos operadores mixing definidos en espacios de Fréchet. Comenzaremos con una caracteri-
zacion de los operadores mixing respecto a los conjuntos retorno entre un abierto no vacio y un entorno del 0.

Proposicion 2.3.1. Sea X un espacio de Fréchety T : X — X un operador. Entonces son equivalentes :
i. T:X — X es mixing.
ii. Paratodo U C X abierto no vacio y W entorno de 0, se tiene que N(U, W) y N(W, U) son cofinitos.

Demostracion. i. = ii. Si T es mixing, es claro por definicién que N(U, W) y N(W, U) son cofinitos.

ii. = i. Sean U, V C X abiertos no vacios, por el Lema A.1.2 existen Uy, V; C X abiertos no vacios y W C X entorno
de O tales que Uy + W c Uy V; + W c V. Ahora bien, por hipétesis, N(U;, W) y N(W, V) son cofinitos. Entonces existe
N € Ny tal que [N, +c0) NNy € N(U;, W) N N(W, Vy). Sean > N, entonces n € N(Uy, W) N N(W, V), por lo tanto existen
uy e Uyywe Wtalesque T"(u;) € Wy T"(w) € V. Asi, como U; + W € U y T" es lineal tenemos que

u+welU y T"up+w)=T"(u) +T"W)eW+V, =V +WcCV

Entonces T"(u; + w) € T"(U) NV, es decir, T"(U) NV # ( para todo n > N y por lo tanto T es mixing.

A continuacién veremos una propiedad de suma directa para operadores mixing que utilizaremos en el capitulo 4.

Definicion 2.3.2. Para cada n € N, sea X, un espacio de Banach separable y sea 7, : X, — X, un operador. Dado
1 < p < oo, definimos el espacio €,-suma directa por

[@Xn] = {(xn),,eN tales que x, € X,, paratodon € Ny Z ||x,,||f(n < oo}.
n=1 I

n=1

00

Si consideramos sobre (@X,,) la norma dada por
¢

n=1
p

= ;
0o el = [Z ||xn||§,,]
n=1

para toda (x,),en € (EBXn) , entonces (EBX”) resulta un espacio de Banach separable.
g ¢

n=1 n=1

P

Similarmente, definimos el espacio cy-suma directa por

(@Xn] = {(x,l)neN tales que x, € X, paratodon € Ny |[lx,lly, — O}
n—oo
n=1

co

(e

Andlogamente, si dotamos a (@Xn) con la norma dada por
n=1 o

”(-xn)nEN”O = sup ”-xn”X”
neN

e8]

para toda (x,),en € (@Xn) , entonces (EBX,,) resulta un espacio de Banach separable.
o

n=1 co n=1

(e
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Por dltimo, si sup ||T,]| < co y X = £, 0 ¢y, definimos el operador (@Tn) : (EBXn) — (EBX") por
X X X

neN
[@ Tn) (Ccnen) = (Th(Xp))pen
X

n=1

para toda (x,),en € (@ X,,) .
X

n=1

Proposicion 2.3.3. Para cada n € N, sea X, un espacio de Banach separable y T, : X,, — X,, un operador. Supongamos

que sup ||T,|| < oo, entonces para X = £, (1 < p < c0) 0 X = ¢y, son equivalentes :
neN

(@) <[]

ii T,:X, — X, es mixing para todo n € N.

— (@Xn) es mixing.
n=1

X X X

00

Demostracion. i. = ii. Sea m € N, queremos ver que T, es mixing, para lo cual veremos que (EBT,,) y T, son
n=1 X

quasiconjugados. En efecto, sea ¢,, : (@X,l) — X, definida por
X

Dm ((xn)neN) = Xm

para todo (x,)nen € (EB ) Entonces ¢,, es lineal, continua y sobreyectiva.

n=1

Veamos que ¢,, o EB ) = T,, © ¢ En efecto, dado (x,,),en € (EBX ) , tenemos que
=l X

{ ]((xn)neN) = ¢m ((T (xn))nEN) - Tm(xm) - (T o ¢m) ((xn)nEN)

Luego (EB n) y T, son quasiconjugados via ¢,,. Asi, como por hipdtesis (@Tn) es mixing, se tiene que 7, es
n=1 X n=1 X
mixing.

ii. = i. Supongamos que T, es mixing para cadan € Ny sean U,V C (@Xk) abiertos no vacios.
k=1
Como U y V son abiertos, si x = (X,)uey € U ey = (Vunen € V, existe € > 0 tal que B(x,e) ¢ Uy B(y,e) C V.

Ademads, existe m € N tal que

I zmlly < & y kmlly < &

Sean xp = (x1,...,%,,0,0,0,..)eyo=O1,...,Ym 0,0,0,...), entonces

llx = xollx = l(x)eemllx < & y Iy = yollx = lk=mllx < &,

con lo cual xg € B(x,e) c U ey € B(y,e) C V.Paracada 1 < k < m, como T} : X; — X; es mixing, existe N; € Ny
tal que (T%)" (Bxk (xk, i)) N By, (yk, ) # ( para todo n > Ny.
m
Luego, si Ny = méx N; tenemos que
1<k<m

oo ) )

para todo 1 < k < m,n > Np. Sea n > Ny, entonces para cada 1 < k < m existe x; € By, (xk, ) tal que (Tw)"(x}) €

n

By, (yk, i). Consideremos x* = (x’l“,xg, X1, 0,0,0,. . ) € (@Xk) y veamos que (@Tk) (x") e (@Tk) {onv.
m k=1 /x k=1 /x k=1 Iy



2.4. Operadores débil Mixing 37

®SiX= (@Xk) , entonces
k=1 ¢

P

I~ ol = [kzml e xk||;k]’l’ . [Z (5)"]‘1’ .

k=1
es decir, x" € B(xg, &) € U. Ademads, andlogamente tenemos que

1
?

[Bn) o] It ol =[St ) <o

k=1

P

es decir, (@Tk) (x") € B(yp, &) C V.
k=1 ¢

°SiX= (@Xk) ,
k=1

co

I xolly = liffm”x}’: iy, < y (@ Tk]c ") = Yo O = sup \Tk (x) - kaXk <e

— 1<k<m
k=1 .

es decir, x" € B(xp,e) c Uy (@Tk) (x") € B(yo,&) C V. Asi, yaseapara X = £, con 1 < p < 00 0 X = ¢, tenemos

=1 e

que (EBTk) (x") e (EBTk) (U) NV para todo n > Ny. Luego (EBTk) (U)N'V # 0 para todo n > Ny y deducimos que
k=1 X k=1 X k=1 X

(@Tk) es mixing.
k=1 X

2.4. Operadores débil Mixing

En el Capitulo 1 estudiamos los sistemas dindmicos débil mixing y vimos algunas propiedades que los caracterizan.
Dado un sistema dindmico T : X — X , decfamos que es débil mixing siempre que el sistema 7 X T sea topoldgicamente
transitivo y vimos que esta definicion es equivalente a decir que dados Uy, U, V1, V, C X abiertos no vacios, N(U;, Vi) N
N(U,,Vy) # 0.

Ademds vimos que T mixing = T débil mixing = T topoldgicamente transitivo. No es muy sencillo probar que
hay operadores débil mixing que no son mixing. Veremos un ejemplo de esto en la préxima seccién (Ejemplo 2.5.21).
Mucho mds complicado atin es hallar operadores hiperciclicos que no son débil mixing. Este problema fue planteado por
D.Herrero en 1992 y resuelto recientemente por De La Rosa y Read [21], Bayart y Matheron [6], donde se muestra que
existen operadores hiperciclicos que no son débil mixing en cualquier espacio £, (1 < p < o0) y en ¢y, con lo cual en
particular el resultado es vdlido en espacios de Hilbert. Para responder a la pregunta de Herrero, es natural preguntarse
qué condiciones deberia satisfacer un operador hiperciclico para ser débil mixing. Nos concentraremos en este tema en la
siguiente seccién cuando hablemos de criterios de hiperciclicidad.

Comenzaremos demostrando una propiedad util sobre operadores hiperciclicos que nos ayudara posteriormente a dar
una caracterizacion de los operadores débil mixing respecto de la interseccién de los conjuntos retorno de dos abiertos no
vacios arbitrarios y los entornos de 0.

Lema 2.4.1. Sea T : X — X un operador hiperciclico. Entonces para todo par de abiertos U, V C X no vacios y todo
W c X entorno de 0, existen U; C U abierto no vacio y W; ¢ W entorno de 0 tales que N(U;, W;) € N(V,W)y
N(Wy,Up) c N(W, V).

Demostracion. Sabemos que al ser T hiperciclico, T es topoldgicamente transitivo, por lo tanto existe m € Ny tal que
T™(U) NV # 0. Sea entonces z € U tal que T"(z) € V, como T™ es continuay 7"(0) = 0 € W, existen Uy ¢ U



38 CAPITULO 2. SISTEMAS DINAMICOS LINEALES

abierto no vacio y W; c W entorno de O tales que 7" (U;) c V' y T"™(W;) ¢ W. Veamos que N(U;, W;) € N(V,W)y
N(Wy,U;) € N(W, V). En efecto, sea n € N(U;, W), entonces existe x € U tal que 7"(x) € Wy, luego

" (T"(x) = T"(T"(x)) € T" (W) C W.

Ademds, como T"(x) € T"™(U,) C V, tenemos que 7" (T™(x)) € T"(V) N W, de donde n € N(V, W) y deducimos que
N(U;, Wy) € N(V, W). Sea ahora k € N(W;, Uy), entonces existe y € W, tal que Tk(y) € Uy, por lo tanto

"y e T" (W) c W y TH(T"(y)) = T"(T*(y) € T"(Up) C V.

Asi, T* (T™(y)) € T (W) NV, es decir, k € N(W, V) y se deduce que N(W,, U;) € N(W, V).
[m}

Como consecuencia del Lema 2.4.1 tenemos el siguiente teorema, el cual nos ayudard a demostrar la caracterizacién
mencionada anteriormente.

Teorema 2.4.2. Sea T : X — X un operador hiperciclico. Si para todo U C X abierto no vacio y todo W entorno de 0
existe S : X — X continua tal que § conmutacon 7, S(U)NW 0y S(W)N U # 0, entonces T es débil mixing.

Demostracion. Por el Truco de los 4 conjuntos (Lema 1.6.6) aplicadoa U; =V, = Uy V| = U, = W, tenemos que
Nr(UW)NNr(W,U) #0, 2.1)

para todo U C X abierto no vacio, W entorno de 0. Para ver que T es débil mixing, por el Corolario 1.6.10 basta ver que
N7 (U, U)N Nr(U, V) # 0 para todo U, V C X abiertos no vacios.

En efecto, sean U,V C X abiertos no vacios, por el Lema A.1.2 existen U; c U, V| c V abiertos no vacios y W,
entorno de O tales que Uy + Wy ¢ Uy V| + W, c V. Entonces, por el Lema 2.4.1 existen U, c U, abierto no vacio y
W, c W, entorno de O tales que

N7(Up, W5) € Nr(V1, Wh) y Nr(W,, Uy) € Nr (W1, V).

Luego, por (2.1) tenemos que Nr(Ua, W) N Np(W, Uy) # 0. Sea n € Np(U,, Wy) N Np(W,, U,), entonces existen
uy € Uy y wy € W tales que T"(up) € Wr y T"(w,) € U,. Por otro lado, como n € Np(W,, U,) € Ny (W1, V), existe
wy € W, tal que T"(w;) € V. Sean

uy=w+wrycelUy+WocU, + W, CcU y up=u+welUr+WycU+W, cU,
es decir, us € U y us € U. Entonces tenemos que
T”(u3) = Tn(l/tz) + Tn(Wz) € W2 + U2 cU y Tn(M4) = Tn(l/tz) + T"(Wl) € W2 + V1 C V1 + W1 cV,

es decir, T"(u3) € Uy T"(ug) € V. Asi, T"(u3) € T"(U) N U y T"(uy) € T"(U) NV, de donde se deduce que n €
N7(U,U)N Nr(U, V).
O

Abhora si, estamos en condiciones de dar la caracterizacién de los operadores débil mixing respecto a los conjuntos
retorno de abiertos no vacios arbitrarios y los entornos de 0.

Teorema 2.4.3. Sea T : X — X un operador, entonces son equivalentes :
i. T es débil mixing.
ii. N(U,W)NnNW,V) # 0 paratodo U,V C X abiertos no vacios y todo W c X entorno de 0.

Demostracion. i. = ii. Se deduce de la definicion.

ii. = i. Veamos primero que la hipétesis implica que 7" es topolégicamente transitivo.

En efecto, sean U, V C X abiertos no vacios, queremos ver que N(U, V) # 0. Por el Lema A.1.2 existen U}, V| € X
abiertos no vacios y W entornode O talesque Uy + Wc Uy Vi + W c V.
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Por hipétesis, sabemos que existe n € N(U;, W) N N(W, V}), luego existen u; € Uy y w € W tales que 7"(u;) e Wy
T"w)ye Vi.Porlotantou; +we U+ WcCc Uy T"(u; +w) =T"(u))+T"w)e Vi +WcV.

Asi, n € N(U,V) y T resulta topolégicamente transitivo, con lo cual, tenemos que T es hiperciclico y que N(U, W) N
N(W,U) # 0 para todo U C X abierto no vacio y W entorno de 0. Entonces, procediendo de manera andloga a la
demostracion del Teorema 2.4.2 tenemos que T es débil mixing.

O

El siguiente teorema nos permitird probar que los operadores definidos sobre un espacio de Fréchet con ciertas ca-
racteristicas tales como ser D-caético o ser hiperciclicos con un conjunto denso cuyas érbitas convergen, son operadores
débil mixing.

Teorema 2.4.4. Sea X un espacio de Fréchety T : X — X un operador hiperciclico. Si existe D ¢ X denso de manera
tal que Orb(T, x) es acotada para todo x € D, entonces T es débil mixing.

Demostracion. Sean U C X abierto no vacioy W C X entorno de 0, por el Teorema 2.4.2 basta ver que existe S : X — X
continua que conmuta con T tal que S(U)NW 0y S(W)n U # 0.

En efecto, si (0,).en €S una sucesion creciente y separante de seminormas que define la topologia de X, al ser W
entorno de 0, por el Lema A.1.9 existen € > 0y k € N tales que {x € X tales que pi(x) < &} ¢ W. Como D es denso en X,
existe xg € D N U, luego por hipétesis, Orb(T, xy) C X es acotada y entonces existe M > 0 tal que sup o (T"(xg)) < M.

€.
Ahora bien, dado n € Ny tenemos que e
&

Pk (iT"(Xo)) = 7

S0 o1 (T"(x)) < ; <e,

por lo tanto ﬁT”(xo) € W para todo n € Nj.

Por otro lado, como T es topolégicamente transitivo, existe ny € Ny tal que

& &
—T"W)yNnU=T"—W|NnU .
2M W) (2M ) #0

Consideremos entonces S : X — X definida por
&
Sx)=—T"
() = 5T ()

para todo x € X. Entonces S es continua y conmuta con 7.
Observemos que al ser xo € Uy S(x) = ﬁT”ﬂ(xo) € W, tenemos que S(U) N W # 0. Ademas, S(W)N U =
(ﬁT”U) (W)Nn U # 0, luego por el Teorema 2.4.2, T es débil mixing.
O
Corolario 2.4.5. Sea X un espacio de Fréchet y T : X — X un operador. Si T es D-cadtico o hiperciclico con un
conjunto denso cuyas Orbitas convergen, entonces 7 es débil mixing.

Demostracion. Observemos que por el Teorema 2.4.4, en cada caso basta con ver que existe D c X denso tal que Orb(7T, x)
es acotada para todo x € D.

Si T es D-cadtico, en particular es hiperciclico. Ademas, D = Per(T) C X es denso y si x € D es de periodo n € Ny,
se tiene que Orb(T, x) = {x, T(x),...,T"! (x)} , con lo cual en particular es acotada.

Supongamos que T es hiperciclico con D C X denso tal que (7"(x)),qy converge para todo x € D, veamos que
Orb(T, x) es acotada para todo x € D.

En efecto, sea x € D, entonces 7"(x) — xo para algin xp en X. Luego si (ox)ren €S Una sucesion creciente y
separante de seminormas que define la topolcn)gfo; de X, se tiene que py (T"(x) — xo) — 0 para todo k € N. Queremos ver
que sup px (T"(x)) < oo para todo k € N. !

neN

Seak € N, como p; (T"(x) — x9) — 0, entonces (o (T"(x) — x0)),eny € Kes acotada y se deduce que (o (T"(x))),,ey €

K es acotada, por lo tanto sup py (7"(x)) < oo.
neN
[m]
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2.5. Criterios de hiperciclicidad

Vimos que para los espacios de Fréchet los conceptos de operador transitivo e hiperciclico son equivalentes, por lo que
en general para probar que un operador es hiperciclico optamos por ver que tal operador es topoldgicamente transitivo ya
que en cierta forma la transitividad suele ser una propiedad mas manejable que la existencia de vectores hiperciclicos. Sin
embargo, en muchos casos la transitividad de un operador no es facil de verificar. En este capitulo veremos los criterios de
Godefroy-Shapiro [27], Kitai [32], Gethner-Shapiro [26] y el que llamaremos criterio de hiperciclicidad. Estos criterios
nos permitiran verificar que ciertos operadores son mixing, D-caéticos o débil mixing. Con lo cual en particular resultaran
hiperciclicos. Si bien algunos criterios pareceran relativamente dificiles de aplicar para algunos casos, son de gran utilidad
para ciertos casos de operadores particulares tales como los operadores de Rolewicz, MacLane y Birkhoff.

En lo que sigue, salvo en casos excepcionales, X es un espacio de Fréchet.

2.5.1. Criterios para operadores D-caéticos y mixing

Veremos primero el criterio de Godefroy-Shapiro, que establece que si un operador tiene suficientes autovectores
asociados a autovalores de médulo mayor y menor que 1, entonces es un operador mixing.

Teorema 2.5.1. (Criterio de Godefroy-Shapiro [27]) Sea T : X — X un operador y supongamos que los subespacios
definidos por
Xo = {{x € X, T(x) = Axpara algtin 1 € C tal que || < 1}),

Yo = {{x € X, T(x) = puxpara algin u € C tal que |u| > 1}),

son densos. Entonces 7' es mixing (en particular hiperciclico).
Ademds, si X es un espacio vectorial sobre C tal que Z = <{x € X, T(x) = "™ x para algiin « € Q}> es denso, entonces
T es D-cadtico(en particular hiperciclico).

Demostracion. Sean U,V C X abiertos no vacios, veamos que existe ny € Ny tal que 7"(U) NV # 0 para todo n > ny.

En efecto, como Xy e Y son densos, existen x e XoNU ey e YoN V. Alser x € Xp ey € Yy, podemos escribir x e y
en la forma

m m
X= ) apxg e y= Z by,

k=1 k=1
con T(xy) = Akxi Y T(yr) = ey paratodo 1 < k < m, donde ay, by, A, (i son ciertos escalares en C tales que || < 1y
|kl > 1 para todo 1 < k < m. Entonces se tiene que

m m
b

k
T”(x) = Z ak/lek }‘H_O)O 0 y Uy = Z 17)’1( — 0.
k=1 k=1 "k

Ademds, dado n € Ny, tenemos que T"(yx) = pyyi paratodo 1 < k < m, luego T"(u,) = y. Por lo tanto, como x + u, n_}—; X
yT"(x+u,) =T (x)+y — existe ng € Ng tal que x + u, € Uy T"(x + u,) € V para todo n > ny. Luego T resulta
mixing (en particular hipe;lc—ljclico).

Por otro lado, si X es un espacio vectorial sobre C, por la Proposicién 2.2.6 tenemos que Zy = Per(T), por lo tanto si
Zy es denso en X tenemos que Per(T) es denso en X. Luego, como T es hiperciclico y Per(T) C X es denso tenemos que
T es D-cadtico.

]

De manera andloga, probaremos el criterio de Kitai, el cual nos permitird probar que el operador de desplazamiento B
es mixing, hecho que utilizaremos en el capitulo 4.

Teorema 2.5.2. (Criterio de Kitai [32]) Sea T : X — X un operador. Si existen Xy, ¥y C X subconjuntos densos y una
funcién S : Yy — Y) tales que para todo x € Xy, y € Yy se verifican :

i. T"(x) — 0,
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ii. S"(y) — 0,

ii. T(Sy) =y,
entonces 7 es mixing (en particular hiperciclico).

Demostracion. Razonando como en la demostracion del criterio de Godefroy-Shapiro, al ser Xj e Y densos en X, basta
ver que dados x € Xy e y € Yy, existe (u,),en C X tal que u,, — 0y T"(u,) = y para todo n € N. En efecto, sean x € Xj
ey € Yy y para cada n € N consideremos u, = S"(y). Por i. ;_i)io.otenemos que T"(x) — 0y u, — 0. Ademds, por iii.,
tenemos que 7" (u,) = T" (S"(y)) = y paratodo n € N. nﬂw rHOO
Asf, por lo mencionado previamente, T resulta mixing (en particular hiperciclico).
O

Observacion 2.5.3. Vale la pena destacar el hecho que la funcién S del criterio de Kitai no es necesariamente lineal ni
continua.

Como consecuencia del criterio de Kitai veremos que los operadores de Rolewicz, MacLane y Birkoff son mixing,
con lo cual en particular resultardn débil mixing e hiperciclicos. Ademds, vamos a ver también que son D-cadticos.

Ejemplo 2.54. Si|A]>1y X =c¢yo0X ={, (1 < p < ), entonces el operador de Rolewicz AB : X — X es mixing.
En efecto, veamos que AB satisface las condiciones del criterio de Kitai. Sea F : X — X definida por

F(xy,x2,x3,...) = (0,x1,x2, X3,...)
para toda (x;, X2, x3,...) € X, y sean Xy = Yy = {(x, x2,...,xx,0,0,...), N € N} densos en X. Consideremos S : Yy —
Yy dada por § = %FIYW Dados x = (x1, x2,...,xy,0,0,...) e Xoey = 1, ¥2,.--,¥n,0,0,...) € Yy, veamos que :
i. (AB)"(x) - 0.
ii. S"(y) - 0.
iii. (AB)(S(y) =y.
Si para cada j € N denotamos por e; al j-€simo vector canénico, podemos escribir
N N
x=ijej e )’:Z)’jej”
J=1 j=1

i. Sin > N, entonces (41B)"(x) = 0, y en particular (AB)"(x) — 0.
ii.S511 < j< N, como F"(e;) = e, paratodon € Ny |1 > 1, tenemos que

S"e)l, = — ,
” (el)”X |/1|n ,l_)_c;
por lo tanto §"(e;) — 0y se deduce que S"(y) — 0.

iti. Por dltimo, como B (F(y)) =y, es claro que (AB) (S (y)) = y. Asi, por el criterio de Kitai tenemos que AB es mixing.

Ejemplo 2.5.5. El operador de MacLane D : H(C) — H(C) es mixing.
Sean X = Yy = {P : C — C, P polinomio} densos en H(C) y consideremos el operador S : Yy — Y definido por

S(HE) = fo Fovdw

para toda f € Yy y z € C. Queremos ver que se satisfacen las condiciones del criterio de Kitai.

N N
Sean entonces P, Q € X, dados por P(w) = Z aw® y O(w) = Z biw* para todo w € C.
k=0 k=0

i. Observemos que D"(P) = 0 para todo n > N, con lo cual es claro que D"(P) — 0.
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ii. Por linealidad, basta probar la condicién ii. para monomios. Consideremos para cada 0 < k < N el monomio
QO : H(C) — H(C) dado por

Ox(w) = w
paratodo w € C. Veamos que S” (Q) - Oparatodo0 < k < N.Dado 0 < k < N, tenemos que S” (Qy) (z) = ﬁzk”
para todo n € N, z € C. Entonces se tiene que S"(Qx)(z) = T n)!Zk+” e 0 uniformemente sobre todo compacto de C,
y deducimos S"(Q) - 0 en H(C) para todo 0 < k < N y deducimos que S"(Q) - Oen H(C).
iii. Es suficiente verlo para monomios : Dado 0 < k < N, S(Qx)(2) = ﬁzk“, por lo que

D(S(Q1) (@) = S(Q)' (@) = Z* = (),

de donde se deduce que D o § = Iy, (con Iy, la identidad en Yj).
Luego, por el criterio de Kitai, D resulta mixing.

Ejemplo 2.5.6. Dado a € C \ {0}, el operador de Birkhoff 7, : H(C) — H(C) es mixing.
Paracada 1 € C, sea e, : H(C) — H(C) definido por

eiz) = e®

para todo z € C. Consideremos I'; = {/l € C tales que| e4”| < 1} yI = {/1 € C tales que| eﬁa| > 1}, entonces como I'; y
I'; tienen a 1 como punto de acumulacién, por el Teorema 2.2.8 tenemos que

Xo =({e), A €T} € Yo =({ea, A €12})

son densos en H(C). Ademds, observemos que T, (e,) = e*“e, para todo 1 € C, por lo tanto

Xy = <{€/l, con T,(ey) = eVe; y |e’m| < 1}> e Yo = <{€/1, con T,(e;) = eVe; y |e’1“| > 1}>
son densos en H(C), luego por el criterio de Godefoy-Shapiro tenemos que 7' es mixing.

En los Lemas 2.2.4 y 2.2.9 habiamos probado que los puntos periddicos de los operadores de Rolewicz, MacLane y
Birkhoft son densos. Tenemos entonces el siguiente corolario.

Corolario 2.5.7. Sean A € Ctalque |4 > 1,a e C\N {0}y X =cp0 X = £, (1 £ p < o). Entonces los operadores de
Rolewicz, McLane y Birkhoff AB: X — X, D : H(C) — H(C) y T, : H(C) — H(C) son D-cadticos.

Como los operadores de Rolewicz, MacLane y Birkoff ademds de ser mixing son D-caéticos, es natural preguntarse
si todo operador mixing es D-caético. Sin embargo, a continuacién veremos un ejemplo de un operador mixing que no es
D-cadtico.

Ejemplo 2.5.8. (Mixing = D-caético) Consideremos el operador T : £; — ¢; definido por

k+1 3 4
T (X )key) = (( 3 )xk+1)k€N = (sz, PRCER )

para toda (x,)qeny € €1. Veamos que T satisface las condiciones del criterio de Kitai.
Sean Xy = Yy = cgo densos en £} y sea S : Yy — Y definida por

k—1
S ((xp)ken) = (( X )Xkl)
k22
N

para todo (xp)ken € €1. Six = Z arey € coo, €ntonces :
k=1
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i. Dado n > N, tenemos que 7"(x) = 0, en particular 7"(x) — O.

n—oo

ii. Sean € N, entonces S"(x) ’i"( k=n )(k—n+1) (k_l) Luego
ii. n , X) = ap_npex. Lu
s k—-n+1J/\k—-n+2 k

n+N k—n N
IS"Coll, = Z( . )|ak_n|sm||xna —0.

k=n+1

iii. Es claro que T (S (x)) = x.
Luego, por el criterio de Kitai, 7 es mixing. Para ver que T no es D-cadtico, veremos que Per(T) = {0} . En efecto,
supongamos que existe x # 0 tal que x € Per(T), si n es el periodo de x respecto de T, entonces T7/"(x) = x para todo
k+ jn

+
Tﬂlxk+ jn = Xy paratodo k, j € N.

j € N. Por otro lado, como T7"(x) = ( Xt j,,) , tenemos que

€
Ahora bien, como x # 0, existe ky € N tal que x, # 0, luego

“)C” 2 Z |xfn+k0| - | k0| Zjn +k0 -

lo cual es absurdo. Asi, Per(T) = {0} y por lo tanto T no es D-cadtico.

Notemos que el ejemplo anterior también es un ejemplo de un operador que satisface el criterio de Kitai, pero no el
criterio de Godefroy-Shapiro. No es dificil ver que el criterio de Kitai es mas fuerte que el criterio de Godefroy-Shapiro.

2.5.2. Criterios para operadores hiperciclicos y débil mixing

En esta seccién veremos criterios que nos permitirdn determinar condiciones suficientes para asegurar que un operador
es débil mixing o hiperciclico. Naturalmente, como el concepto de débil mixing es mdas fuerte que el de hiperciclico, el
criterio que utilicemos para débil mixing también servird para la hiperciclicidad.

Ademads, como mixing implica débil mixing, los criterios de la seccién anterior sirven para probar que ciertos opera-
dores son débil mixing e hiperciclicos. Sin embargo, al ser ambos conceptos mds débiles que el de mixing, seria razonable
intentar debilitar las hipdtesis. Entonces la idea serd modificar ligeramente las hipdtesis del criterio de Kitai y reempla-
zarlas por otras menos rigurosas que todavia impliquen que el operador es débil mixing.

Teorema 2.5.9. (criterio de Gethner-Shapiro [26]) Sea T : X — X un operador. Si existen subconjuntos Xy, Yy C X
densos en X, una funcién S : Xy — Yy y una sucesion (ni)ren C N estrictamente creciente tales que para todo x € X,y €
Yy se verifica que :

i T"(x) — 0,
ii. §™() — 0,

iii. T(S) =y,
entonces T es débil mixing (en particular hiperciclico).

Para terminar esta seccién, debilitaremos un poco las hipétesis del criterio de Gethner-Shapiro para obtener el que
Ilamaremos Criterio de hiperciclicidad. En el criterio de Gethner-Shapiro tenfamos una inversa a derecha S : Yy — Y,
por lo que S” es inversa a derecha de 7" para cada n € N. Ahora no le exigiremos a S que su imagen esté contenida en
Yy, y reemplazaremos (S"),en por una sucesion (S ,, )ren, donde S, es inversa a derecha de 7™ en Yy, para cada k € N.
Se puede ver (por ejemplo en [28, Theorem 3.22]) que en realidad los criterios de hiperciclicidad y de Gethner-Shapiro
son equivalentes. Es claro que las hipétesis del criterio de Gethner-Shapiro son mas débiles que las del criterio de Kitai.
Veremos al final del capitulo un ejemplo de un operador que satisface las hipétesis del criterio de Gethner-Shapiro, con lo
cual sera débil mixing, y no las del criterio de Kitai. Mas atin, veremos que tal operador no es mixing.
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Teorema 2.5.10. (Criterio de hiperciclicidad [14]) Sea T : X — X un operador. Si existen subconjuntos Xy, Yy € X
densos, (ni)keny C N estrictamente creciente y funciones S, : Yo — X para todo k € N tales que para todo x € Xp,y € ¥j
se verifica que :

i. T™(x) 2 0,
ii. Sp ) pnd 0,
iii. T™ (S ,()) s
entonces T es débil mixing (en particular es hiperciclico).

Demostracion. Por el Lema 1.6.2 basta ver que N(U;, Vi)NN(U,, V,) # 0 paratodo Uy, U,, V1, V, C X abiertos no vacios
en X. En efecto, dados Uy, Us, Vi, V, abiertos no vacios en X, como Xy e Yo C X son densos, existen x; € Xo N Uj,y; €
YoNn V;jparal < j < 2. Veremos que existe ky € N tal que 7" (xj + 8, ()’j)) eT™U;)NV;paral < j<2.

Seal < j<2,pori.y iii., para todo k € N tenemos que 7" (x;) 2 Oy Tm™ (Snk(yj)) 2 Vjcon lo cual

—00

T (x) + S () = T () + T (S, 0)) = ;.
Ademds, por ii. se tiene que x;+S , () 2 X luego existe ko € Ntal que x;+S,, (v)) € U;y T™ (xj + S,,k(yj)) ev;
Por lo tanto 7™ (x; +S,,(y1)) € T™U) N Vi y T™ (x +S,,02)) € T™(U) N V,, de donde se deduce que
ng, € N(U1, Vi) N N(Us, V2). Luego T es débil mixing (en particular hiperciclico).
O

2.5.3. Operadores de desplazamiento con pesos

En esta seccidn estudiaremos los operadores de desplazamiento con pesos, los cuales serdn definidos sobre espacios
que llamaremos espacio de Fréchet (o de Banach) de sucesiones y utilizaremos en el capitulo 4 para probar la existencia
de operadores mixing en espacios de Banach separables de dimensién infinita. Nuestro objetivo serd dar condiciones
necesarias, y/o suficientes para determinar cuiando el operador de desplazamiento B : X — X es mixing para todo X
espacio de Fréchet (respectivamente Banach) de sucesiones.

Ademds , dada w = (w,) C R, y X un espacio de Fréchet (respectivamente de Banach) de sucesiones, definiremos
el operador de desplazamiento con pesos B,, : X — X y un espacio de manera tal que al considerar el operador B
definido sobre tal espacio, B 'y B,, seran quasiconjugados. De esta manera todas las propiedades que se preserven por
quasiconjugacion para B, tales como ser hiperciclico, débil mixing, mixing o D-cadtico, también serdn vélidas para B,,.

Comenzaremos con algunas definiciones.

Definicién 2.5.11. Sea w = K¥ (K = R o C), diremos que X C w es un espacio de Fréchet (respectivamente de Banach)
de sucesiones si X es un espacio de Fréchet (respectivamente de Banach) de manera tal que la inclusién i : X — w es
continua.

Observemos que si para cada k € N consideramos la k-ésima proyeccion m : w — K dada por

7k ((Xp)new) = Xx

para toda (x,),en € w, por el Ejemplo A.1.18 sabemos que 7 : w — K es continua. Luego como i : X < w es continua,
entonces e, = m; o i es continua por ser composicion de continuas. Asf, ¢; : X — K es continua para todo k € N.

Definicion 2.5.12. Sea X un espacio de Fréchet de sucesiones y w = (W, )ueny € K\ {0}. Si (Wy41X41)nen € X para toda
(Xn)nen € X, definimos el desplazamiento con pesos B,, : X — X por

B, ((xn)nEN) = (Wn+1xn+1)nEN-

A la sucesion w = (Wp)qen se la llama sucesion de pesos y como podemos observar, el valor de w) es irrelevante en la
definicion de B,,.
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A continuacién, veremos que B,, : X — X es un operador para toda (w,),cy sucesion de pesos.

Proposicion 2.5.13. Sea X un espacio de Fréchet de sucesiones y w = (W,),enw € K \ {0}, entonces B,, : X — X es un
operador. Es decir, si B,, esta bien definida, entonces es continua.

Demostracion. Veamos que Graf(B,,) = {(x, B,,(x)), x € X} € X X X es cerrado.
Sea (x(”))neN c X tal que x” — xy B, (x(")> — yen X, queremos ver que y = B,,(x), es decir, queremos ver que
n—oo n—oo

Yk = Wir1Xk+1 para todo k € N. En efecto, dado k € N, como e; : X — Ky ¢}, : X — K son continuas, tenemos que

e (x(”)) - ex)ye; (Bw(x(”))) - e;(y) en K, es decir, x,((") — Xy wk+1x,(<'?1 — yeenK. Ademis, x,(:jr)l > Xt ¥
por unicidad del limite se deduce que y; = W41 Xg+1-
Luego por el Teorema del grafico cerrado (ver Teorema A.1.27) tenemos que B,, : X — X es un operador.
O

Recordemos que nuestro objetivo es dar condiciones para garantizar que B sea mixing (en particular hiperciclico). Por
lo tanto daremos inicialmente condiciones que nos permitan garantizar la hiperciclicidad de B.
Previamente daremos la definicién de base en un espacio de Fréchet y probaremos un lema.

Definicion 2.5.14. Sea X un espacio de Fréchet, diremos que (x,),en C X es una base si cada x € X se puede escribir de
manera Unica en la forma
(o]
X = Zanxns

n=1

con a, € K paratodo n € N.

Lema 2.5.15. Sean X un espacio métrico, (v,)ueny C X y v € X. Si (n)renw C N es una sucesion estrictamente creciente tal
que v,,_; — v para todo j € N, entonces existe una sucesion (m)ren C N estrictamente creciente tal que vy, +; — v
k—o0 k—o0

para todo j € N.

. . . 1
Demostracion. Sea d la métrica de X. Dado k € N, por hipétesis existe Ny > k + 2 tal que d (ka_ js v) < A para todo
1 < j < k. Para cada k € N, definimos m; = N; — k — 1, entonces tomando una subsucesion si fuera necesario, podemos
suponer sin pérdida de generalidad que (my )iy €S estrictamente creciente.

1 1
Luego dadosk e Ny 1 < j <k, como my + k + 1 = N, tenemos que d(mG+k+[_j, v) < T de donde d(mG.;.j, v) < % y

se deduce que v, ; — v.
* k—>oo
m]

En lo que sigue, para cada n € N notaremos por e, al n-ésimo vector canénico.

Teorema 2.5.16. Sea X un espacio Fréchet de sucesiones en el que (e;,),ey C X es una basey B : X — X el operador de
desplazamiento, entonces son equivalentes :

i. B es hiperciclico.
ii. B es débil mixing.
iii. Existe una subsucesion (e, ke tal que e, k—) Oen X.
—00

Demostracion. i. = iii. Supongamos que B es hiperciclico y sea (px)rery Una sucesion de seminormas que inducen la
topologia de X. Consideremos ||-|| la F-norma dada por

(o] 1 .
Iwll = )57 min{Lpu(0)}, x € X.

n=1

Dados N € Ny ¢ > 0, basta ver que existe n > N tal que ||e,|| < .
En efecto, dado x = (x,)nen € X, como (ep,),en €5 base podemos escribir x de manera tnica en la forma

o0
X = E Xpe,.

n=1
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Para cada n € N consideramos 7, : X — X definido por
T,(x) = x,e,.

Como el funcional coordenada e], es continuo, entonces T, es un operador. Sea x € X, entonces {T,(x),n € N} =
{x,e,,n € N} es acotado, ya que x,e, — O.

De esta manera, tenemos operad(;lr_ewso T, : X — X tales que {T,(x),n € N} es acotado para cada x € X, luego por
el Teorema de Banach-Steinhaus (ver Teorema A.1.28) tenemos que (7,),en €s equicontinuo. En particular, si tomamos

W=B (0, g) entorno de 0, existe 6 > 0 tal que

T, (Bx(0.8)) C By (o, g) 2.2)

para todo n € N. Por otro lado, como e} : X — K es continua, existe 17 > 0 tal que

ej (Bx(0,m) € Bx (O, %) . (2.3)

Veamos que existen x € Bx(0,6) y n > N tales que B""!(x) € Bx(ey, n).

Como B es hiperciclico, si xo € X es vector hiperciclico para B, existe k € Ny tal que B*(xy) € B~ (Bx(0,)). Sean
x1 = BX(xp) y V = Bx(e1,n) \ {xl,B(xl), e BN"(xl)} abierto en X no vacio, entonces como x; es hiperciclico, existe
n € Ny tal que B"(x;) € V. Luego como B'(x;) ¢ V paratodo 0 <i < N — 1, entonces n > N es tal que B"(x;) € Bx(e1,n).
Asi, si tomamos x = B(x), entonces x € Bx(0,0)y B '(x) = B"(x1) € Bx(e1, ).

Como B ' (x) —e; = (X, — 1, Xps 15 Xns2s - . ), por (2.2)y (2.3)

& ® n—1 1
T2l < 5 y e (B - er)| < >
es decir,

€ 1

nénll < 5 a— 1< <.

el < 5 y b =11 < 5

1 1—x,
Luego, [1 — x,| < 3 < |x,l, es decir, |x;1 - ll = ‘ i <.
Xn

Asi, de la Proposicion A.1.13 se tiene que ||(x,;l - l)xnen” < ||lxqenll < g, y se deduce que

lleall = ||(x," = Dxwen + xuen|| < [|(6;" = Dxnen|| + llxnenll < &.

iii. = ii. Para ver que B es débil mixing utilizaremos el Criterio de hiperciclicidad.
Consideremos Xy = Yo = {(x1,...,xx,0,0,...), N € N} densos en X. Sea F' : X — X definida por

F(x1,x2,...) = (0,x1,x2,...)

para todo (x1,xz,...) € X,y paracadan € Nsea S, = (Fjy)" : Yo — X. Sean x = (x1,...,x5,0,0,...) € Xp e
y=01,---,¥8,0,0,...) € Yy, para todo n € N se tiene que

Bn(x):(xn+19-xn+2"") y Sn(y):Fn(y):(0""90’y1,~"sy1\/90903"')'
————
n
Entonces B*(x) =0y B" (S,(y)) = y paratodo n > N, con lo cual se deduce que B"(x) — Oy B"(§"(y)) — y.
n—oo n—oo

Por otro lado, por hipétesis sabemos que existe una subsucesion (e, )ren tal que ey, k—> 0, entonces dado j € N, como
Bi(e,) = e, jparatodon > jy B es continua tenemos que e,,_; = B/ (en,) k—> 0.

Ademas, como (74 )ren €8 Una sucesion estrictamente creciente, por el Lema 2.5.15 existe (m)reny C N estrictamente
creciente tal que ey, 2 0 para todo k € N.

Luego, como S ,(e;) = F"(e;) = e, paratodo j,n € N, entonces S, (¢;) = e,,+; para todo j, k € N.
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N
Asi, como y = Z yjej, tenemos que

Jj=1

N N
Sm®) = D YiSmle) = ) Yiemej — 0,
j=1 j=1

entonces por el Criterio de hiperciclicidad, B es débil mixing.
ii. = i. Vale por definicién.
O

A continuacién , utilizando un argumento similar al del teorema anterior, pero esta vez con el criterio de Kitai, daremos
una condicién para determinar los casos en que B resulta un operador mixing.

Teorema 2.5.17. Sea X un espacio de Fréchet de sucesiones tal que (e,),eny € X €s una base y B : X — X el operador
de desplazamiento. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes :

i. B es mixing.

ii. e, — Oen X.
n—-oo
Demostracion. i. = ii. Sea ||-|| una F-norma que induce la topologia de X. Dado & > 0, utilizando un razonamiento
analogo a la demostracién de i. = iii. del Teorema 2.5.16, existen § > 0y n > O tales que :

o el < g paratodo x = ¥ xiei € B(0.6),n € N,
k=1

1
o x| < 3 para todo x € B(0, ).

Entonces, como B es mixing existe N € N tal que B""! (B(0,6)) N B(0,5) # 0 para todo n > N. Luego, procediendo
andlogamente a iii. = i. del Teorema 2.5.16, tenemos que ||e,|| < € para todo n > N, con lo cual ¢, — 0.

n—oo

ii. = i. Razonando de manera andloga a la demostracién de iii. = ii. del teorema anterior, consideremos Xy = Y =
{(x1,...,x7,0,0,...), N e N}y S : X — X definido por

S(‘xl’x27" ') = (O"xl’x27" ')
N N
para todo (xy, x»,...) € X. Entonces dados x = Z xje; € Xopey = Zyjej € Yy, se tiene B"(x) — 0y B(S(y)) = y.
n—oo

= =1
Ademds, por hip6tesis se tiene que S"(e;) = e,,;—> 0 para todo / € N, con lo cual en particular S"(e;) — 0 para todo
n—o0 n—oo

N
1 <j<N.Luego§"(y) = Z v;S"(e;) — 0y por el criterio de Kitai concluimos que B es mixing.
j:l n—oo

Ejemplo 2.5.18. Consideremos B : w — w, veamos que es un operador mixing.

Observemos que la serie Z ae, converge para toda (a,).en C K, ya que pk[ Z anen] = O paratodo k < N. En

n=1 n=N+1

00

particular, tenemos que Z e, converge y entonces e, — 0, luego por el Teorema 2.5.17, B resulta mixing.
=l n—oo
A continuacion, dada w = (Wy,),en € K \ {0}, definiremos una sucesién v = (v,),en Y un espacio X, de manera tal que
By B,, sean quasiconjugados.

Proposicion 2.5.19. Sea X un espacio de Fréchet de sucesiones con base (e,),en ¥ sea w = (W,)pen C K\ {0} . Entonces
existen v = (Vy)penw € K\ {0} y un espacio Fréchet de sucesiones X, tales que B : X, — X, y B, : X — X son
quasiconjugados.
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n -1
Demostracion. Paracadan € N, seav, = (l—[ wk) . Consideremos X, = {(x,)nen tal que (x,v)nen € X}y ) 0 X, — X
k=1

definida por

¢v ((xn)neN) = (ann)neN

para toda (x,),en € X,. Por definicidn de X, es claro que ¢ estd bien definida. Ademds, ¢, es un isomorfismo de espacios
vectoriales con inversa ¢, : X — X, dada por

¢;1 ((yn)nEN) = (ynv;;l)nEN
para toda (y,)nen € X. Dotamos a X, con la topologia inducida por ¢,, es decir, la topologia dada por
7, = {U C X, tales que ¢,(U) C X es abierto} .

De esta manera, es claro que al ser X un espacio Fréchet de sucesiones, X, también lo es. Mds atin, como ¢,(¢e;) = v,e;
para todo j € N, (e,)qen también es base de X,,.

Veamos que
X, 5 X
¢l L éy
X — X
B,

conmuta, es decir, ¢, o B = B,, o ¢,. En efecto, por un lado, si (x,),en € X,, entonces

&y (B(Xn)nenw) = &y (X4 Dnew) = (Xnt1Vn)nen.

Por otro lado, como w,,41v,+1 = v, para todo n € N, entonces

B, (¢v(-xn)n€N) = By, (XaVp)new) = Wnt1 X4 1Vns DneN = (Xns1Vi)nen-

Luego tenemos que ¢, c B = B, 0 ¢,.
Ademés, por la forma en que definimos la topologia en X,, es claro que ¢, es un homeomorfismo entre X y X,. Asi, B
y B,, son conjugados via ¢, y en particular son quasiconjugados via ¢,.
O

Tenemos entonces el siguiente teorema.

Teorema 2.5.20. Sea X un espacio Fréchet de sucesiones y (w,),eny € K \ {0}, con base (e,),en € X. Si B, : X — Xes
el operador de desplazamiento con pesos, entonces :
a. Las siguientes afrirmacones son equivalentes :

i. B, es hiperciclico.

ii. B,, es débil mixing.

—00

-1
g
iii. Existe (ng)ren C N estrictamente creciente tal que [ w jJ e, — OenX.
J=1

b. Las siguientes afirmaciones son equivalentes :
i. B,, es mixing.

n

-1
ii. (en)neny C X es tal que [l—[ Wj] e, — Oen X.
n—oo
j=1

Para finalizar este capitulo, como corolario del teorema anterior, veremos un ejemplo de un operador débil mixing que
no es mixing.
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1 111 111
Ejemplo 2.5.21. (débil mixing = mixing) Sea w = (1, 2, > 2,2, 3735 2,2,2, 3 .), es decir, w = (W) jen C

K \ {0} tal que si k > 1, entonces
2 si2k<j< 2k 42k

R <j< ok’
2k—1 2k 42k-1
Entonces, dado k € N tenemos que wi=1y n w; = 22
j=1 j=1
Consideremos B,, : co — ¢y Y (m)ren definida por n;, = 2F + 251 — 1 para todo k € N, entonces
n -1 ny -1
[ﬂ wj] en P 0 y (l_[ wil em —2 0
j=1 j=1

Luego por el teorema anterior tenemos que B,, es débil mixing, pero no es mixing. Ademads, B,, satisface las hip6tesis del
criterio de Gethner-Shapiro, y al no ser mixing, no satisface las del criterio de Kitai.






Capitulo 3

Orbitas de polinomios homogéneos

En los capitulos anteriores hemos estudiado, entre otras cosas, Orbitas de funciones definidas sobre espacios métricos
y en particular sobre espacios de Banach y de Fréchet. En este capitulo estudiaremos 6rbitas de polinomios homogéneos,
los cuales serdn definidos sobre espacios de Banach y de Fréchet. Dividiremos el capitulo en dos secciones. En la primera
seccién nos concentraremos en el caso de polinomios definidos en espacios de Banach. Normalmente el concepto de
caos esta relacionado con sistemas dindmicos no lineales. Como vimos en el capitulo anterior, en espacios de Banach
de dimension infinita si puede haber operadores lineales D-cadticos. Sorprendentemente, al pasar al caso de polinomos
homogéneos de grado mayor o igual que 2 esto no sucede. De hecho veremos que no existen polinomios hiperciclicos
homogéneos en espacios de Banach. Sin embargo, veremos que siempre existen polinomios homogéneos superciclicos. En
la segunda seccién veremos que no sucede lo mismo sobre espacios de Fréchet que no son de Banach, ya que mostraremos
un ejemplo de un polinomio d-homogéneo D-caético (en particular hiperciclico) sobre w = CY para todo d > 2.

3.1. Orbitas de polinomios homogéneos sobre espacios de Banach

En 1969, Rolewicz [44] se pregunt6 si dado un espacio de Banach X de dimension infinita existe un operador lineal 7 :
X — X hiperciclico. En 1992, Herzog [30] demostré que dado un espacio de Banach X separable de dimensién infinita,
existe un operador 7' : X — X superciclico. Algunos afios mds tarde Ansari [2] y Bernal-Gonzélez [11] respondieron a
la pregunta de Rolewicz en forma afirmativa. Luego Bonet y Peris [17] extendieron este resultado a espacios de Fréchet
separables de dimensién infinita. En esta seccién veremos que no existen polinomios homogéneos hiperciclicos de grado
d > 2 en espacios de Banach (Proposicion 3.1.3), pero si polinomios superciclicos (Teorema 3.1.4). Finalizaremos la
seccion con algunos ejemplos, mostrando comportamientos de érbitas de polinomios homogéneos. Todos los resultados
son debidos a Bernardes [12]. Comenzaremos dando la definicién de un polinomio sobre un espacio de Fréchet.

Definicion 3.1.1. Sean X e Y espacios de Fréchet,d € Ny y Q : X — Y una funcién. Sid € N, diremosque 0 : X — Y
es un polinomio d-homogéneo si existe A : X X . x X — Y multilineal y continua tal que

Ox) = Ax,...,Xx)

para todo x € X. Si d = 0, diremos que Q es un polinomio 0-homogéneo si existe yo € Y tal que Q(x) = yo para todo
x € X. Notaremos al conjunto de polinomios continuos d-homogéneos por P(?X, Y).

Por ultimo, dado d € Ny, diremos que P : X — Y es un polinomio continuo de grado d si podemos escribir P en la
forma

d
P(x)= )" Om,
m=0

donde Q,, : X — Y es un polinomio m-homogéneo para cada 0 < m < d.

Definicion 3.1.2. Sean X e Y espacios de Banach. Dado P € P(@X,Y), definimos la norma de P en la forma

1Pllpxr, = sup {IPGOly . x € BO, D} = sup {IPQ)lly . x € 4B, 1)}

51
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Por definici6n de |||lpx x), €s facil probar que P € P(?X,X) siy sélo si P es acotado (ver por ejemplo [24]). Ademds,
observemos que por definicién, un polinomio 1-homogéneo es un operador. Como nos interesard estudiar las 6rbitas de
los polinomios homogéneos, en lo que sigue trabajaremos con polinomios P : X — X, donde X es un espacio de Banach
separable sobre C de dimension infinita. En el caso en el que sea claro el espacio subyacente X en cuestion, notaremos
por [|P|] = [|Pllp@x x) -

Veremos a continuacién que no existen polinomios d-homogéneos hiperciclicos para todo d > 2.

Proposicion 3.1.3. Sean X un espacio de Banach,d > 2y P : X — X es un polinomio d-homogéneo. Entonces P no es
hiperciclico.

Demostracion. Supongamos que P es hiperciclico, entonces existe x € X vector hiperciclico para P. Ademas, observemos
que P(0) = 0, con lo cual 0 no es vector hiperciclico y tenemos que x # 0.

Al ser P un polinomio d-homogéneo, existe A : X x . x X — X multilineal continua tal que P(y) = A(y, ...,y) para
todo y € X. Veamos que ||Pi(x)|| < |IP| T g para todo i € N.

Observemos que dado A € C, tenemos que

P(Ax) = A(Ax, ..., Ax) = VA(x, ..., x) = 1YP(x).

#{5)

Sea i > 1 y supongamos que HPl(x)H < ||P||1+d+‘“+dl_] ||x||d[ paratodo 1 </ <i-— 1, entonces

1 1\
Sii=1yA4=—,tenemos que (—) [|P(x)|| = < ||P||, con lo cual [|P(x)|| < ||P|| IIxIId.

ll¢ll” 1l

[P = [P (P )| < IR o < (e ) g < e

i

; d
Observemos que dado i € N tenemos que 1 +d +...+d" ! = 7

,1
[+ luego

1P| < 1P 1 3.1)

1

Pl
Sea entonces k € N tal que P¥(x) € B(0, r), veamos que Pi*%(x) € B(0, r) para todo j € No.

Como Orb(P, x) C X es densa, si ¥ = min {1 —}, entonces Orb(P, x) N B(0,r) # 0.

Si||P|| £ 1, entonces 1 < y por lo tanto r = 1, luego por (3.1), dado j € Ny tenemos que

1

1Py
[P = [P (Pco)|| < 1P1 [[PHcofl” < v

con lo cual P/**(x) € B(0, r).

Si ||P|| > 1, entonces <lyr= —. Luego por (3.1), dado j € Ny tenemos que

1 - L
1P| 1P|

[Pl =l (Pco)] < e ol

dim1_ 1
< ||P|| d—1 _d-1 = =r.

1
Pl

Asi, P/**(x) € B(0, r) para todo j € N, de donde deducimos que existe R > 0 tal que Orb(P, x) C B(0, R). Por lo tanto
Orb(P, x) C B(0,R) C X, lo cual es absurdo ya que x era vector hiperciclico de P. Luego P no es hiperciclico.

O
Sin embargo, a continuacién veremos que existe P € P(?X, X) superciclico para todo d > 2.

Teorema 3.1.4. Sea X un espacio de Banach separable de dimensién infinita y d > 2, entonces existe P € P(¢X, X)
superciclico.
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Demostracion. Por el Teorema de Markushevich (ver Teorema A.2. 6) existe {(by, b;)}neN C XX X" una M-base numerable

para X, es decir, {b,},, c X y {b}};", c X* tales que X = <{b,,},‘;":1>II “, ({b*}n 1> y b} (i) = 6pm paratodo n,m € N
(ver Definicién A.2.3). Sin pérdida de generalidad podemos suponer que ||b,|| = 1 para todo n € N. Consideremos
Y= <{b,l}n 1> C X denso, la idea serd definir primero P en Y y luego extenderlo a X usando la densidad de Y en X. Sea

entonces P : Y — Y definido por

X1 ..xdb +xd+1...x2db )C2d+1...X3db

P =
(X) 261 ! 226‘2 2 236‘3

3+ ...

para x = Z x;b; € Y, donde x; = 0 salvo finitos i y ¢, estd definido por
J=1

d

[l

j=1

%
bnd

bzn—l)d+l ” bzn—l)d+2|| s b?n l)d+j

para todo n € N. Observemos que al ser b;(b,,) = 6, para todo n, m € N, podemos escribir
bi(x)...b5(x) b, (x)...D; (%) b, (x)...b5 (x)
1 Ay L 27y 4 24l 3 s+
26‘1 22C2 23C3
para todo x € X, con lo cual utilizaremos una escritura u otra segiin nos convenga. Es claro que P : Y — Y estd bien

definido, veamos que P es un polinomio de grado d tal que P € P(“Y,Y) y ||P|| < 1. En efecto,sea A : Y X . xY — Y
definida por

P(x) =

D) b B @) B5ya), @) b )

Az1y...520) =
(Zl Zd) 2C1 : 226'2 23C3

b3+

para todo (zj,...,24) € Y X @ % Y. Entonces como b; es lineal para todo n € N se deduce que A es multilineal. Ademas,
A(x,...,x) = P(x) para todo x € Y. Veamos ahora que ||P|| < 1.

Sea x € Y tal que ||x|| < 1, queremos ver que ||P(x)|| < 1. Recordando que ||b,|| = 1 y la definicién de ¢, para cada
n € N tenemos que

b; .. ||bF b’ R 179 b; ... ||bs
— 1<x>||2 . d+1<x>||2 wl ] 2d+1<x>||3 sl s
Cl 2%¢ 23¢5
C| 2 [&]
vl e
- 2cy 226'2 23C3

<25 -
j=1
luego ||P(x)]| < 1y por lo tanto P es un polinomio d-homogéneo y ||P|| < 1. Al ser Y denso en X, podemos extender P
de manera tnica a un polinomio de X en X, el cual también llamaremos P, de manera tal que P € PEX, X) yIIP| < 1.

Como queremos hallar un vector superciclico para P, debemos hallar la expresion de P* para todo n € N, para lo cual la
idea serd utilizar una notacién adecuada para las constantes que aparecerdn en los denominadores de cada sumando de P"
(o)

para todo n € N. Entonces, dado x = Z x;b; € Y, si para cada i € N denotamos por c;; al denominador que aparece en el
J=1
i-ésimo sumando de P', podemos escribir P!(x) en la forma

X xd+1...Xde +de+1...X3db
2

X1
Pl(x) = by +
Cl,l Cl,2 C1,3

Andlogamente si para cada i € N denotamos por ¢, ; al denominador que aparece en el i-ésimo sumando en la expresién

3+ ...

de P2, tenemos que

Xd+1 -~-x2db 4 Xadr1 - X3d
2

C12 13
X1 .o X2 X241 - - - Xog2 X221 - - - X342
= b + by + by +...

P2(x) = P(P(x)) = p(xlc'l' 'lxdb, + by+...

€21 22 23
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En general, dado / € N, si para cada i € N denotamos por ¢;; al denominador que aparece en el i-€simo sumando en la
expresion de P!, razonando inductivamente tenemos que

Pl(_x) _ Pl [inbi] _ X1 . ..xdlbl + Xgl41 -+« Xog! b2 + X2dl4+1 - - .X3dlb3 i (32)

= L1 Ci2 9K}

Abhora bien, como ¥ € X y X es separable , existe (7,),eny € Y denso numerable, es decir, podemos escribir Y
{r,,n € N} (donde consideramos la clausura con la topologia de subespacio). Observemos que paracadan € N, r, € ¥ =

<{bi};.’z 1>, entonces podemos escribir r, = Z anib;, donde a,; = 0 salvo finitos i. Podemos suponer entonces que para
i=1

cadan € N, r, es de la forma

dm

rn = Cln’lbl + ..o+ aygm bgm = Zan‘,’b,’,

i=1
con a,; # 0 paratodo 1 < i < d™. La idea para hallar el vector superciclico serd construir una sucesion (z,)peny C X
convergente con ciertas caracteristicas, las cuales nos permitirdn demostrar que su limite y € X es el vector superciclico

buscado. Mds precisamente, construiremos sucesiones (z,)nen C X'y (A)nen € Ry tales que :

1
i |zall < o para todo n € N.

) A;
ii.SineN, ||Pm'+"'+m/*'+/(zn)” < 2—; paratodo 1 < j < n.
iii. Pttt (70 4+ L+ 7,) = A,h, paratodo n € N.
Observemos que al ser ||P|| < 1, para todo x € X y todo j € N tenemos que ||P<"(x)|| < Ixl4 .

Por otro lado, sabemos que si x = Z yib;, dados i € Ny n € N, el i-ésimo sumando de P"(x) es
i=1
Yi-1d+1 - - - Yid dnY'ld j
(i-1) + - i bizl_[ (i—1) Hbi.

Cn,i Cn,i

J=1

Luego si definimos z; = y1by + ... + ygm+1bgm+1, podemos escribir z; = Zyib[ con y; = 0 para todo i > dm+l y

i=1

entonces
d"—1)d+1 - - - Yamd
P(zl):P(ylbl+...+ydm,+1bdml+1):y1 ydbl+yd+1 yzdb2+...+y( Lo Yan m1 -
C1,1 C12 Cl,dm
I Ya-vd+1---Yid R
Sean yi,...,ym+ € Ky 4; > 0 tales que ||z;]| < 3 y ——— = Aja;, paratodo 1 <i < d™*, entonces
Cl.i
d"—1)d+1 - - - Ydm d
P(z)) = Y1 )’dbl + Yd+1 )’Zdbz 4 Y )d+ Y by
C1,1 C12 Cl,dm

= /l](l]g]b[ + Ala1,2b2 + ...+ /l]d],dml bdﬁ']

= /11(a1,1b1 +...+apen bgm) = i1y

n

1
Luego z; = y1by + ... 4+ yym+1bgn+1 es tal que ||z1]] < 3 y P(z1) = A411y.
Sea 2 = )’d'"1+‘+1bd”'1+‘+1 + ...+ ydm1+rv12+2bdm]+m2+2, entonces
Pml+2(Zl + Z2) = Pml+2(y1b1 + ...+ ydrn]+lbdn1]+l + yd'"1+l+lbd"’1+1+l + ... +ydml+nlz+2bdm|+m2+2).
. y i 1)am+2 -u}". my+2
Escribamos P™*2(z; + 23) = e1by + ...+ egmbgm con ¢; = ~=h T
Yami 41 - - - Vg € Ky Ay > 0 tales que

para todo 1 < i < d™ y consideremos

Cmy+2.i

1 A
llz2|l < min ?(2_;) y e = Ay
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paratodo 1 <i < d™. Luego tenemos que

1
||Z2|| < ? y Pm1+2(Z1 + Zz) = elbl + ...+ em bd'"z = /lz(az,lbl +...+ az,d”lzbd’"z) = /lzrz.

r
Asi, construimos 7o = Ygmi 41bgm 11 + . . . 4 Ygmysmys2bgmyemye2 tal que

A1

22 y P2 (21 + 20) = dara.

1
llzll < =5, 1Pzl <
En general , dado n € N definimos
Zn = yd7111+...+m717]+n71+1bdml+...+mn71+n71+1 + es e + yd"ll+~--+mn+’lbdm1+-~~+"ln+”,

donde para todo @™+ +m1tn=l 4 1 < j < @Mttt elegimos A; > 0 e y; € K tales que

1
myt.tmi_y+j
. 1 /lj ¢ ' 1+ AT 1 —
llz,ll < 113}21 500\ 9n y P (1 + ...+ 2y) = Aty
Entonces si 1 < j < n, tenemos que

! dn1]+...+m/-_|+j
am et | +j

||Pml+.,4+m/-,1+j(zn)” < ||Zn||dml+-“+”lj7]+f < (%) _ _

De esta manera, construimos sucesiones (z,)ueny C X Y (Ay)nen C Ry tales que :
. 1

i lzall < o paratodon € N.

e — A; .
ii.Sin €N, HPm'*'“*mf"“(zn)H < 7n para todo1 < j<n.
iii, Ptttz 4+ 7,) = A,k paratodo n € N,

oo

Observemos que de i. se deduce que E 7, converge. Sea entonces y = E 2y, queremos ver que y es superciclico.
n=1 n=1
Vamos a ver que para todo n € N,

[oe]
Py Py Z Pm1+...+m,rl+n(zj) (3.3)
j=n+1

Si vale (3.3), para cada n € N se tiene que

Anly

(o]
Pm,+...+m,,_1+n(Zl o)+ Z Pm1+...+m,,_1+n(zj) .

Jj=n+1

1
/l_Pm]+4..+mn_1+n(y) — Ty

==

NgE

1 (o)
Pm]+...+m,,_|+n(zj) < /l_ Z ||Pm|+...+m,l_|+n(zj)||
n .
Jj=n+1

n+1

~.
1}

- — 0,
n—oo

IA
Mg =—
2| —

~
]
S
F
—_

de donde 1
_Pml+--~+mn—1+”(y) -, — 0.

A

es denso en X, deducimos que y es superciclico.

0o

Luego como {r,},;
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Entonces para terminar la demostracién del teorema, veamos que vale (3.3). Sea n € N, para probar (3.3) hallaremos

las expresiones de P™*-Mn-14(z 4+ 7,), Z Pttt (70 y PME ot (y) por separado y luego veremos que
j=n+1
se satisface la igualdad. Si tomamos / = m; + ... + m,_; + n, de (3.2) se deduce que

dqmn

(o] (o)
Pt Zzi — Za'ibi y Pml+'"+m"_]+n(11 Y4z = Zaibia
i=1 i=1 i=1

donde
Y(i—D)dm+-+mp1¥n4] oo Yigmy+tmy_y+n

le+...+mn,1+n,i
para todo i € N. Dado j € N, para hallar P™*-+"-1*1(z) consideremos k; definido por k; = d™*-*"*/. Entonces si
j = n+ 1, podemos escribir k; = @™ -+t ngmat-tmition o equivalentemente

kj — kn_ldln,,+...+mj+j—n+l (34)

Ademds, podemos escribir z; = Z ysbg = Z x'é’:bs, donde

S=kj,1 +1 s=1

xj— Vs Sikj_1+1SSSkj
K

0 en otro caso

Entonces de (3.2) resulta que

o oo

Pm1+...+mn,1+n(zj) = prtemn ijYbS — Zyljb“

donde paracadai € N,

j i ik .
j x(i—l)d’1'1+"'+mﬂ*1+"+1 e xl{d'"l"'"'*'/"ﬂfl'*" idky 1 xlj
Y = = .
Cm1+...+mn_1+n,i t=(i=1)dkp_i +1 le +oH 0,

Por otro lado, como )cé Osis<kji+1o0s>kj, tenemos que y = (0 para todo i € N tal que
(- Ddky—y +1 <kj_y +1 0 idk,-1 > kj,

es decir,
kj
dkn—l

ki , A
i< J +1= dm,,+...+mj,1+_/—l—n +1 o i> — dm,l+...+m];1+mj>+_/—n.

n—1

Luego si i < @™ *-+mi-ti-ln 4 ] o j > gmit-+mitmition entonces y! = 0. Por lo tanto, si j > n + 1 tenemos que

g jn

Pm1+“.+m,,,1+n(zj) — Z ,yljbl

l»:dmn-#..d-mj-,] +j—l—n+1

Pero observemos que si j > n+ 1, ; = yl? para todo @t MmN ] < < @ttt entonces tenemos

que

dmn dm,,+mn+1+1 P RS R +2
Pt () Pt g Z E a;b; = E a;b; + E a;b; + § ab; +...
i=d"™ +1 i= dm"+”’n+l+1+l

- Pm]+...+m,,,1+n(Zl ..+ Zn) + Pm|+..4+mn—1+n(zn+l) + Pml+..4+mn—1+n(zn+2) + ...

)
- Pm1+...+mn,1+n(Zl 4 ... +Zn)+ Z Pm1+4..+m,l,1+n(zj).

j=n+1
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Asi, para cada n € N se tiene que

00

Pm|+...+m,,_1+n(y) _ Pml+"'+m”_'+n(Z1 I Z Pm'+"'+m“"+n(2j).

Jj=n+1

]

Para finalizar esta seccién veremos algunos ejemplos que muestran en cierta forma la diferencia entre el comporta-
miento de las 6rbitas de los polinomios homogéneos y los operadores lineales. Bernardes [12], generalizando un resultado
de Beauzamy [10, Capitulo 3] prob6 que si T € L(X) tiene radio espectral p(T) > 1, entonces existe un conjunto D C X
denso tal que |[T"(Y)I| 2 oo para todo y € D. Ahora bien, seria natural preguntarse si este tipo de resultado serd védlido

para un polinomio P € P(?X, X) si d > 2, es decir, si tenemos un polinomio P € P(?X, X) tal que ||P"|| tiene un crecimiento
suficientemente rapido, ;existird un subconjunto D C X grande en algtin sentido tal que ||P"(y)|| — +oo paratodoy € D?.
n—-oo
A continuacién, mostraremos un ejemplo de un polinomio P € P(ts, £>) de manera tal que ||P"|| = Pl paratodon € N
y [[P"()|| — 0 para todo y € ¢,. Por lo tanto tendremos un polinomio de manera tal ||P"|| tiene un crecimiento mas que
n—oo

exponencial, pero sin embargo no existird y € £, tal que [|[P"(y)|| — +co.
Ejemplo 3.1.5. Consideremos r > 1y sea P : {, — ¢, dado por

P = (1)

paratoda x = (x;)ien € £». Veremos que P € P(t,, £r)es tal que ||P|| = Pl y que no existe y € > tal que ||P"(y)|| — +oo.

n—oo
Veamos ahora que P es acotado. En efecto, sea x € ¢, tal que ||x]|;, < 1, entonces |x;| < 1 para todo i € N, con lo cual
x| < |l para todo i € Ny tenemos que

(e (o9
2 2|2 2 2 2 2 2
PO, = Y [ ]2 < 2> Il 2 = P21, < 2.
i=2 i=1

Luego P es acotado y ||P|| < r. Mas atin, si tomamos x = e, = (0,1,0,0,0,...) tenemos que ||P(e;)|| = r. Asi deducimos
que ||P]| = r. Luego si consideramos A : £, X £, — ¢, dada por

A(x,y) = (rxic1yis1ien

para todo x = (x;);en,y = (Vi)iew € {2, s claro que A es bilineal y que A(x, x) = P(x) para todo x = (x;);en € €2, con lo
cual deducimos que P € P(?X, X). Veamos ahora que ||P"|| = r*'~! para todo n € N.

Sea n € N, entonces P'(x) = (r*'x2,)ien para todo x = (x)iey € €. Como P € P(*65, ) es tal que ||P|| = r,
de la ecuacioén (3.1) de la Proposicién 3.1.3 se deduce que ||[P"|| < r*'~!. Para ver que vale la igualdad, observemos

que si tomamos x = e,41 € Sg,, entonces [|[P"(eq1)l| = r¥'~1. Sin embargo, vamos a ver que no existe y € £ tal que
I1P"Wl,, — +o0, mas ain, veremos que ||P"(y)ll,, — O para todo y € ¢,. En efecto, sea y € ¢, entonces |yj| — Oy
n—oo n—oo J—oo

. 1 . .
podemos considerar ny € N tal que |y j| < — para todo j > ng. Entonces si n > ng, como y € £, tenemos que
r

(o] (o9 n_ 2
1P, = D P52 = D (e )
=1 =1
) - 2 =]
=2 (|’yj|2 1|y,-|) < >l 0
j=n+l1 j=n+1

Luego [[P"W)l,, - 0, en particular no existe y € ¢, tal que ||P"(y)ll,, — +00.

Observacion 3.1.6. Dado un espacio de Banach X de dimension infinita, observemos que si 7 € £L(X) es un operador
hiperciclico, entonces

lim||7"()]| = 0 y 1im [|I7"(y)|| = +o0
neN neN
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para todo vector hiperciclico y. Sin embargo, las érbitas de un polinomio d-homogéneo P, con d > 2, no pueden oscilar
entre 0 y +oo como las de un operador hiperciclico, ya que como vimos en la demostracién de la Proposicién 3.1.3, las

orbitas que ingresan a B(0, r), no vuelven a salir, donde r = min{ 1, . Més adn, lim ||P"(y)|| = O paratodoy € X
n—-oo

1
1P|+
tal que Orb(P,y) N B(0,r) # 0. En efecto, si y € X es tal que Orb(P,y) N B(0,r) # 0, entonces existe k € Ny tal que

di-1

P(y) € B(0, r). Dado Jj € Ny, tenemos que ||Pf*k(y)|| < ||P|| &7 ||Pk(y)”w (ver Proposicion 3.1.3), luego si escribimos

”Pk()’)”dj = r — &, entonces

; -1 i iz __ i _a (r—g\
[P < IPIE = & = 1P P70 = o < 1P (2] — 0.

Jj—oo

Por lo tanto lim ||P"(y)|| = 0. En particular, si lim ||P"(y)|| = 0, entonces se deduce que @IIP”(y)II =0.
n—oo neN ne.

A continuacién veremos un ejemplo de un polinomio P € P(“¢,, {,) que muestra que si una 6rbita no ingresa a la bola

— ¢, entonces si puede oscilar, entre el borde de B(0, r) y +oo.

BO,r), r= ml’n{l, _
||P||7=T

Proposicion 3.1.7. Sean r > 1y d > 2, entonces existen P € Py, 0)eye S ¢, tales que

1
. n 1 a1 17 /]
Pl =r, Lim [|P"(Wll,, = (—) y lm [|P"(Y)ll,, = +eo.

neN r neN

d-1
Demostracion. Seat = (—) , veamos que
r

r1+d+...+d”‘"ﬂ "y 400 3.5)

para todo 8 > t. En efecto, sea 8 > ¢, podemos escribir entonces § = ¢ + ¢ para algin € > 0, luego tenemos que

m

an L\
m=1_ gm dm-1 m dm-1 1 ma(l+raig
plrd+.+d ﬁd =7 (t+ g)d =y a1 (_1 + g) =y a1 (—]

1
ya-1 yd-1

an-1_ 4" L gm _ 1 L gm
=rdt (1 +raig)? = @#1(l+raig) —> 400.
m—00
Para definir el polinomio P construiremos sucesiones (@, )qen C (0, 7] y (m,)nen C N tales que :
i. P(x) = (0, arxd, arxd, azxd, .. ) para todo x = (x;)ien € 5.
ii. || Pt (e, = n para todo n € N,

1
. t < ||P”"""“""“’f’""(‘91)”52 <t+ — paratodon € N.
n
Observemos primero que en el caso que tengamos definida tal (@, ),en C (0, 7], andlogamente a lo hecho en el Ejemplo
3.1.5 tenemos efectivamente que P € PL,, £) y |IP|l = r. Sean entonces y = e¢; € Sy, y P : £, — {, dado por

d d d
P(x) = (0, a1 x7, a2x5, 3x5 .. )

para todo x = (x;);en € €2, donde los a, se eligen de la siguiente manera :

Elegimos a; € (0, r] tal que < oy < t+ 1, entonces como P(e;) = (0,a1,0,0,...) = aez, se tiene que ||[P(e))ll,, = a1,
con lo cual a1 € (0, 7] es tal que t < ||[P(e;)ll,, < t+ L. Sea x € >, entonces si tuviéramos definidos a, para todo n € N,
tendriamos que

Pz(x) = P(P(x)) = P(O, aqx‘li, azxg, C¥3X(31’ .. )

d\d dvd d & d. &
= (O, 0, as(ax]), az(aaxy) ,) = (O, 0, maix] , aza5x; ,)

Asi siguiendo, dado n > 2 deducimos que P" estd definida por

d dnfl dam d dnfl a"
P'(x)=(0,...,0,apa_,...a] X{,apaay...05 Xx5,...)
~———

n
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n—1
Entonces dado n € N tenemos que P"(e;) = anazfl .. a/”ll en+1, de donde se deduce que

d dn—l
IP"(eDll;, = ana ay .

n—1+--@

Observemos que dado m > 2, si tomamos «@; = r para todo 2 < i < m, entonces

m—1 m
”Pl+m(el)“[2 — rl+d+...+d 07 .

Por otro lado, tenemos que

2+m _ d+..+d™ _dm 1 d+..+d™ _dHm
[P**"(en)|,, = @2emr af " =~y a’
1

— oyt
r

m 1+m
l+d+...+d azll

Queremos definir m; € N tal que ||P'+””(el)||t,2 >lyt< HPZJ""'(e])Ht,2 <t+ l

Tomemos en principio m; > 2y a; = r para todo 2 < i < mj, y veamos qué deberiamos considerar para que se
.« . m 1+m
cumplan ambas condiciones. Sea S, = r!*@*-+d" g™

A24m
/™" | entonces ||P2+’”1(e1)” = !

ﬁl+m1 ) luego

’
1 (0%) 1
2 +m
t<||P *’"‘(el)H{,2 St er<— LBiam St 5
r+ !
o t < A24m, 2
ﬂlerl r h ,Bl+m|
1
; t+ =
= < @m T
ﬁl‘H‘m 1+m
. t+ 3
Ahora bien, como a; > ¢, por (3.5) tenemos que B14,, —> +oo . Por lo tanto, Oy — 0, con lo
I+m; M= ,81+m1 my—0eo
r+3 r+1
cual podemos tomar m; € N tal que < 1. Sea @y, = r—=, entonces a1+ € (0, 7] es tal que
1+my L+my
1
t+ 5
O<r < Qm T s
1+m ﬂ1+’nl
2+m 1 4 1+m
luego t < ”P l(el)“f2 <t+ 5 Ademds por (3.5) tenemos que ||P l(el)“f2 — +oo, luego podemos suponer que
mj;—oo
m; € N es tal que ”P“’"‘ (el)“ > 1.
, t+1
De esta manera definimos @ = ... = Q4m =1, Qo4 =T € (0,r] y m; € N tales que
1+m2
1+m 2+m !
[Pt e, = 1 y t<|[Pmen,, <t
A continuacion, queremos definir m, € N tal que
1
2+my +n; 3+my+my —
|P e, =2 y t<|P e, s+ 3

Similarmente al caso anterior, tomemos my > 2y @; = rparatodo3 +m; <i<2+m; +my .
Veamos la expresion de |

P2+"“+’”2(e1)“ oY ”P3+m1+m2(61)” ,, para deducir qué condiciones debemos imponer. Sean
2 2

_ d+d+.. AdM M dql+mitm _ 14d+.. +d"Tmi+my  g2+my+my
181+m1+m2 =r al yﬁ2+m1+m2 =r al

, por un lado tenemos que
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2+m +n; ” _ d am-l  gm gmitmy  gltmy+my
“P (61) 6 02+m1+mzal+ml+m2 ce a,3+ml CYZ-*—ml s @

1+d+ +dm27] am d”‘2+l+ +dmMm d1+m]+m2
=r 24m, @
am am
_24mu lad4d™t2 dVmrm T 24m
- rdmz a - rdmZ ﬂl+m|+m27

y andlogamente

o adez
3-+my +ms ” _ ®B+my+my T 2+my
P (e, =

r rdl +my

ﬂ2+m1 +my -

Luego se tiene que

qam d] +my

0% .
241y +ns _2+m H 341y -+ ” _ ®B+mymy 7 24my
||P (el)“{;z - W ,81+m1+m2 y P (61) 6 - f rdez ﬁ2+m1+mz .

t+1

Comoap =7

, tenemos que
1+m;,

am
2+my +my ag_’:ﬂ[ (t + %)
||P (el)”[z = rdmz ﬁ1+m1+m2 = dm ﬁ1+m1+m2

1+m1

([ + %)dmz l+d+...+d™+m2 ad1+m1+mz

r 1

dm 1+my \d"2
(r1+d+...+d”'1 ) (a? +my )

1 dm 14+d+...+d™+m2 d1+ml+m2
(4 4" proas v g

my 4 Jmo+1 my+my _ JlHmy+my
pd"2+d"2 . +d a

am
f+ l rl+d+.“+d”’2’l
2

d dam
. 1 2 - 1 (-1l
= —_— r d- = —_ r d-
2 2

m dam
1" 1—dm +3
ol ) B B e SR

mp—oo
es decir, ||P2+'”‘+’”2 (el)H , >t Por otro lado, tenemos que
2 mp—o0

dl+m2
1 (0%} a’z 1

3 +my+m; +m
t<||P *’"‘“”2(61)||€2 Stz el< —r' . _rd1+mzl Basmom, ST+ 3

t+
A34my+my ( 2 1
ot< B3y +m, st+§

dl +my 1 dl +my
t ﬂl+m1 I+ 3 181+m1
er < @imyemy ST Tom .
d'tm
1) ,83+m1+m2

1+
(t + %)d " E3+m1+m2 [+ !

1+m
1)”’+2
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Ahora bien,

d] +my

deZ
ﬂde?_ (r1+d+...+dml ) (adlﬂnl )
1+my 1

2+my +m 3+my+my
plHd+.+d>m za,?l

rd1+m2 L d?rm g gy glrmitmy ad2+m] +my
1

my  gl+my Ltmy+my  g24my+my  g3+my+my
pltd+.+d"2 pd +..4d rd 0‘1

:83+m1 +my

1
- pltde+d™ pd?mem a(ld—l)dz"’"l*’”Z
1
= rdmf;:,l rd2+"’1+'"2 a(ld_l)d2+m]+,n2 .

1
1\oT . d—1)d*mi+m 24my +m
Luego,comoa; >tyt = (; , Se tiene que a(l ) > (DT = e y entonces
d1+mz
Blom 1 R B
- my+1 iy +m my+l_y .
B3my+m, r% i a(ld—l)d2+ |+ rd irl 1
Asi, se deduce que
1 d1+m2 dl+mz
r+ 3 ﬁ1+m| 1 t 0
d'+m < ? 1 00 ?
(t+ 1) Bitmy +ms 1+ 3 my
2
1 2
E ﬁl+m1
con lo cual podemos tomar m, € N tal que e <1
(t+ l) ,83+m1+m2
2
L+my
t+3 Bl
1
Sea a34my4m, = o , ENtONCES X34, +m, € (0, r] es tal que
([+ l) ﬁ3+m1+m2
2
Y, D) 1 1+my
t 'Bl+ml r+ 3 Bcli-kml
O<r Jlm < 34my4my ST ma >
(l + %) :83-Hnl+m2 (l + %) - ﬁ3+m1+mQ

1
luego 1 < ||P3+’"‘’r’"z(el)||€2 <t+ 3 Ademads, como “PZ””"‘”””Z(el)”& — +00, podemos suponer que n1; € N es tal que
nmy—oo

HPZ*’”‘*’”?(e])Hé,2 > 2. Por lo tanto m, € N es tal que

||P2+m'+m2(€1)”€2 >2 y t < “P3+ml+m2(€1)”€2 <t+ %

Asi, razonando inductivamente construimos sucesiones (@, )en C (0, r] y (m,)nen C N tales que :
i. P(x) = (O,mx‘f, axd, a3xs, .. ) para todo x = (x;)icn € 5.
ii. ||PrrmEt (e, = n para todo n € N,

1
iii. t < [Pttt || <1 =
2 n
Sean (a,)neny € Ny (b,)nen C N definidas pora, =n+m; +...+m,yb, =n+1+m; + ...+ m, respectivamente
para cada n € N, entonces tenemos que
Ay bn 1
1P (e, = n y t<[[preenll, <o+
2 n
para todo n € N, de donde se deduce que

lim [[P"(e1)llg, = +o0 y Lim|[|P"(eD)lly, < 1.
neN neN

Por dltimo, al ser @ [lP"(e1)lle, = +o0, por la Observacién 3.1.6 no puede existir k € N tal que “Pk(x)” g <1 por lo tanto
ne.

deducimos que lim [|[P"(e)ll,, = ¢.
neN
[m}
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3.2. Existencia de polinomios homogéneos D-caéticos sobre C

En la seccion anterior vimos que no existen polinomios m-homogéneos hiperciclicos definidos sobre espacios de
Banach para todo m > 2. En esta secci6n, veremos que al considerar el espacio de Fréchet w = CV, existirdn polinomios
m-homogéneos D-cadticos (en particular hiperciclicos) para todo m > 2.

El siguiente resultado fue probado por Peris [39].

Teorema 3.2.1. Sean w = C"' y m > 2, entonces existe un polinomio P € P ("w, w) D-cadtico (en particular hiperciclico).

Demostracion. Sea P : w — w definido por
P(pjan) = (1)

para todo (x;) jen € w. Veamos que P € P ("w, w) .
En efecto, sea A : w X "™ X w — w definida por

A ((XE‘I))J‘EN’ e (xim))jeN) = (l_[ X;H)
JjEN

i=1
para todo ((xy))jeN, e (xi.m)) jEN) € w x " x w. Es claro que A es m-lineal y continua, y ademds

A ((Xj)jeN, e (Xj)jeN) = (x’;:.]) P<(xj)j€N>

JEN -
para todo (x;) jen € w, con lo cual P es un polinomio m-homogéneo. Resta ver que es continuo.
Sean (x) ey C w y x € w tales que x¥) — x, queremos ver que P(x)) — P(x).
]—)00

J—ooo

Sea (p);en 1a sucesion de seminormas definidas en el Ejemplo A.1.11 que define la topologia de w, basta ver que

o (P(x(f)) e — P(x)) e 0 para todo [ € N. En efecto, dado / € N, como x) —s x existe jo € N tal que |(x,(f+) l>m —-x" | <

k+1
j‘)(x}
gparatodo j > joytodo 1 <k <, entonces tenemos que

<&

01 (P ((x(j))jeN) - P(x)) = 15;{21 |(x1(<]:1>m = X

para todo j > jj. Entonces p; (P(x(j)) jeN — P(x)) — 0y deducimos que P(x')) — P(x). Asi, P resulta continuo y
Jj—oo Jj—ooo

se tiene que P € P ("w, w). Veamos ahora que es D-caético, es decir, que es hiperciclico y que Per(T) C w es denso.

Para ver que P es hiperciclico, consideremos coo = {(x1,...,x5,0,0,0,...), N € N}, entonces como cq es separable existe

D = {x(n),n € N} C coy denso numerable, de donde se deduce que D C w es denso numerable. Para cada n € N escribimos

x(n) = (x(n)l, o x(M) iy, 0,0,0,.. ) donde j(n) < j(n + 1) para todo n € N. Queremos construir un vector hiperciclico

x para P.

n
Sea k(0) = 0y para cada n € N consideremos k(n) = Z Jj(@). Para definir x, dado n € Ny, si suponemos definidos
i=1
X1, .., Xi(n)» por definicion tenemos que k(n + 1) — k(n) = j(n + 1), entonces definimos X415 - - - » Xk(n)+ jin+1) d€ Manera

tal que
k(n)
Xmysi = X+ 1);

para todo 1 < i < j(n + 1). Observemos que dado n € N, por definicién de P tenemos que (Pk(”)(x))i = x;’é)irl para todo
i €N, con lo cual
(P), = x(n + 1) (3.6)

paratodo 1 <i < j(n + 1). Veamos que Orb(P, x) C w es denso.
En efecto, dados y € wy € > 0, vamos a ver que Orb(P,y) N By(y,&) # 0, donde d es la métrica definida en la

- 1
Proposicion A.1.6 inducida por (p;)en. Sea [y € N tal que Z 5 < g, como D C w es denso y (j(n)),en s estrictamente

I=lp+1

creciente, existe n € N tal que x(n + 1) € By (y, g) y jin+1) > Iy.
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Vamos a ver que PX™ € By(y,).Seal <1 <[y < j(n+1), por (3.6) tenemos que xk’"(i)Ll =x(n+1);paratodo 1 <i </,
de donde se deduce que

pi (P (x) - y) = sup

1<i<i

(P). = v = sup lx(n + 1); = yil = py (xtn + 1) = ).

1<i<l

Luego tenemos que oy (Pk(")(x) y) pr(x(n+1)—y)paratodo 1 <I<1lyy Z _<£ > entonces

1= ]0+1

lo o0

d(P*(x),y) = Z min (1, (x(n+ 1) =) + > % min (1,0, (P“"(x) - y))
=1 I=ly+1

e

<d(x(n+1),y) + Z %<g.

I=lp+1

Por lo tanto P € B,(y, &) y deducimos que x es hiperciclico para P. Resta ver que Per(P) C w es denso.

Dado n € N, definimos y(n) € w de la siguiente forma. Para cada k > 0, definimos yjy+1, - - - » Yk+1) ) d€ manera tal
que
kj(n)
Y iimyei = X(); 3.7)

1
paratodo 1 < i < j(n). Por lo tanto si para cada k > 0 notamos y jo:)+i = (x(n);)»™ para todo 1 <i < j(n), entonces

- , s N\ e IRY-
Y1) = (X001, X1 jo, DD T () o)™ R )P () o))
Luego para cada n € N se tiene que
i(n mim
P (y(m) = (YY) cyg = YO0

Asi, para cada n € N tenemos que y(n) es un punto j(n)-periddico de P, por lo tanto se deduce que {y(n),n € N} C
Per(P). Veamos que {y(n),n € N} es denso en w. En efecto, dados € > 0y z € w, veremos que existe n € N tal que
y(n) € By(z, &)

Sea [ tal que
o lalq 1%1 2
consideramos k = 0 en (3.7) se deduce que y(n); = x(n); para todo 1 <i < j(n), con lo cual paratodo 1 <1<y < j(n) se

,como D C w es denso existe n € N tal que x(n) € B (z, g) y j(n) = ly. Observemos que si

tiene que

p1 (M) — z) = sup [y(n); — z;l = sup |x(n); — zi| = p; (x(n) — 2) .

1<i<i 1<i<i

1
Luego tenemos que p; (y(n) —z) = p; (x(n) —z) < gparatodo 1 <1<y Z o < g, entonces
l=[()+1

[oS)

o 1
d(y(m,z):ngfna,pz(x(n)—zm 2, 5 min(Lp((n) = 2)

I=lp+1

<d(x(n),z) + Z

l
I=lp+1 2

Asi tenemos que y(n) € B (z, ;) y se deduce que {y(n),n € N} C w es denso. Luego como {y(n),n € N} C Per(P) C w

tenemos que Per(P) C w es denso y P resulta D-cadtico.
O

Luego del ejemplo de Peris en w, se encontraron otros ejemplos de polinomios homogéneos D-cadticos en espacios de
Fréchet no normables. Aron y Miralles [3] hallaron polinomios homogéneos D-cadticos en ciertos espacios de funciones
diferenciables sobre R y Martinez-Giménez y Peris [36] en espacios de sucesiones de Kéthe.






Capitulo 4

Orbitas de polinomios no homogéneos

En este capitulo estudiaremos iteraciones de polinomios hiperciclicos no homogéneos sobre espacios de Fréchet.
Ademds de estudiar ejemplos concretos, nuestro objetivo serd demostrar la existencia de polinomios sobre espacios de
Fréchet separables de dimensidn infinita. Para tal fin dividiremos el capitulo en 4 secciones.

En la primera seccién mostraremos ejemplos de polinomios no homogéneos D-caéticos (por lo tanto hiperciclicos)
de grado mayor o igual que 2 sobre X = cgy X = {,, para 1 < g < co. Ademds utilizaremos el conjunto de Julia de
polinomios de una variable compleja para determinar cudndo ciertos tipos de polinomios de grado mayor o igual que 2
definidos sobre £, 0 ¢y (1 < g < o0) son tanto AY-cadticos como hiperciclicos.

En las siguientes 2 secciones presentaremos teoremas importantes de dindmica lineal, que nos ayudaran en la dltima
seccion a probar teoremas de existencia. En la segunda seccidén nos ocuparemos de estudiar la existencia de operadores
mixing (por lo tanto hiperciclicos) definidos sobre espacios de Banach y de Fréchet separables de dimensién infinita. En
la tercera seccién demostraremos los teoremas de Ansari y Ledn-Miiller, los cuales nos dicen (respectivamente) que si 7'
es un operador hiperciclico, entonces T¥ y AT son hiperciclicos para todo k € Ny todo 1 € S'.

Por tdltimo en la cuarta seccién veremos que en cualquier espacio de Fréchet separable de dimension infinita existen
polinomios hiperciclicos y mixing de grado positivo arbitrario.

4.1. Existencia de polinomios D-caéticos sobre ¢y y £,

En el Capitulo 2 vimos distintos tipos de ejemplos de operadores hiperciclicos (polinomios 1-homogéneos) sobre
espacios de Banach y de Fréchet. Sin embargo, vimos en el Capitulo 3 que Bernardes [12] prob6 que no existen polinomios
d-homogéneos hiperciclicos de grado d > 2 sobre espacios de Banach separables de dimensidn infinita. Entonces Aron se
pregunta si existen polinomios no homogéneos hiperciclicos de grado d > 2 en espacios de Banach.

En esta seccién presentaremos algunos resultados probados en [39] que responden la pregunta de Aron en forma
afirmativa, mostrando que para todo d > 2 existen polinomios D-caéticos (por lo tanto hiperciclicos) de grado d, sobre ¢
y{yparal < g < oo,

Vimos en el Corolario 2.5.7 que si 4 € C es tal que |1] > 1, el operador de Rolewicz AB definido sobre X = ¢y o
¢, con 1 < g < oo es D-cadtico. Entonces, dado m > 2, lo que haremos sera dar un ejemplo de un polinomio definido
sobre X = c¢p 0 £,, con 1 < g < oo, que serd quasiconjugado con mB y por lo tanto D-cadtico. Previamente veamos que la
funcién exponencial definida sobre C es localmente Lipschitz.

Lema 4.1.1. Sea f : C — C dada por f(z) = ¢° para todo z € C, entonces f es localmente Lipschitz. Mas atn, si R > 0
y X,y € B(0, R), entonces |¢* — &’| < 3ef|x —y|.

Demostracion. Sean x,y € B(O,R). Si x =a; +ibj ey =a, +iby cona;,b; € R para 1 <i <2, entonces

ay+iby ar+iby

le* — €| = |e —e =

ol (eal _ eazei(bz—bl))‘

— |eal — ™ ™ _ eazez(bz—bl)| < |ea1 _ euz| +

o ( 1— ei(bz—bl))‘ )

65
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Por el Teorema de Lagrange, tenemos que |e® — e®| < ef [a; — ay| para|a;| < Ry |as| < R. Por otro lado, observemos que

1- e"<b2-”l>|2 =1 = cos(b; — by) — isen(b; — by)]> < |1 = cos(by — by)|* + |sen(b; — by)|*
= |cos(0) — cos(by — by)* + |sen(0) — sen(by — by)* .

Entonces, por el Teorema de Lagrange tenemos que
lcos(0) = cos(by = by)* < |by = bl y |sen(0) — sen(by = by)I* < |by = bl
con lo cual, |1 - ei(bl‘b‘)| < V2|b; - by|. Luego, deducimos que

le* — e’ < eflay — an] + V2 ™ b1 — by| < R |x —y| + 28 |x — y| = 38 |x — .

Proposicién 4.1.2. Seanm >2, X =cpoX =, (1 <g< o)y P: X — X definido por
P((x)iaw) = ((xis1 + D" = Dyjey
para todo (x;);en € X. Entonces P es un polinomio D-caético no homogéneo de grado m.

Demostracion. Paracada 1 < k < m, sea Oy : X — X definido por
m
Or (x))iew) = xi‘:—l
k
ieN

para todo (x;);en € X. Entonces para cada 1 < k < m, QO es un polinomio k-homogéneo, ||Q|| = ( ’;: ) y ademads

m
P= Z Qy. Por lo tanto P es un polinomio no homogéneo continuo de grado m.

k=1
Sea ¢ : X — X definida por

@ ((xien) = (€7 = Dy

para todo (x;)iey € X. Veremos que P y mB son quasiconjugados via ¢. Previamente veamos que ¢ : X — X es
continua y de rango denso.

Buena definicién de ¢ :

e Si X = ¢y, dado x = (x;)ieny € o tenemos que lim e* — 1 = 0, con lo cual ¢ ((x;)ien) € co-

1—00

e Si X = ¢,, dado x = (x;)jey € £, existe M > 1 tal que |x;| < M para todo i € N, entonces por el lema anterior,

00

Z e — 1|7 < 37M4 ||| < oco.
i=1

Luego ¢(x) € ¢, y por lo tanto ¢ esté bien definida. Veamos ahora que ¢ es localmente Lipschitz. Sean x,y € B(0, M).
Utilizando el lema anterior tenemos que :
e Si X = ¢, entonces

llp(x) = ell,, = suple® — €| < 3eMsup |x; — yil = 3e™ [lx = yll,, -
ieN ieN

e Si X = {,, entonces
lp(x) = IIE = D le™ = e[ < 39eM0) " |y = il = 3% e =yl
i=1 i=1

con lo cual ¢ es localmente Lipschitz y en particular es continua.
Veamos que ¢ tiene rango denso en X. Sea f : C — C definida por

f@=e-1
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para todo z € C. Como Im(f) = C\ {1}, tenemos que D = {(xl, oo Xy, 0,0,..0),x; # —1paral < j < N} esta contenido
en R(yp), entonces como D es denso en X = ¢y o {,, concluimos que R(¢) es denso. Luego para ver que P y mB son
quasiconjugados via ¢, resta ver que ¢ o mB = P o ¢.

Sea x = (x;);eny € X, entonces

MXit]

(@ o mB)(x) = @ ((mxi1)iew) = (€™ = 1)y -

Por otro lado tenemos que
(Pog)(x) =P((e" = Diav) = ((e"")" = Djee = (€™ = Dyjeny -

Luego ¢ omB = P o ¢, con lo cual P y mB son quasiconjugados via ¢ y P resulta D-cadtico.

Motivados por la proposicion anterior, para X = ¢g o £, (1 < g < o0), vamos a considerar P : X — X definido por

P ((x)iev) = (P(Xis1))jen

para toda (x;);ey € X, donde p : C — C es un polinomio de grado d > 2 tal que p(0) = 0. Mostraremos que ver si P
es AY-cadtico o hiperciclico es equivalente a ver que 0 € J(p), donde J(p) es el conjunto de Julia de p (ver Definicién
B.1.3). Observemos que la condicion de que p(0) = O es necesaria para la buena definicién de P, ya que si p(0) = c # 0,
tenemos que P(0) = (p(0));ien = (c)ienw € X y por lo tanto P no estaria bien definido. Previamente probaremos el siguiente
lema.

Lema 4.1.3. Seanm € N, xyp € J(p)y p : C — C un polinomio de grado d > 2. Entonces dados U entorno de xy, € > 0
y{z1,...,2m} CC,existenn € Ny {xi,...,x,} C U tales que |p"(x;) — z;| < e paratodo 1 <i < m.

Demostracion. Sea u un punto repulsor de p de periodo k, es decir, p*(u) = u'y ‘(p"), (u)‘ > 1, entonces por el Lema
B.0.10 existe un disco Uy C U centrado en u tal que Uy C pk(Uo). Para cada j € N, consideremos U; = p*(Uy), luego
Uy € pk(Uy) y tenemos que U; = p/*(Up) € pY*Y*(Uy) = Ui}y para todo j € N. Ahora bien, como xq € J(p), tenemos
por la Proposicién B.1.16 que xy € J(p¥), por lo que F = {pfk :Ug—C,je N} no es normal. Entonces por el Teorema
de Montel-Caratheodory (ver Teorema B.1.5), ¥ omite a lo sumo dos puntos de C.

Luego, existenm € Ne {yj,...,yn} C C tales que para todo 1 < i < m, y; no se omite por ¥ y |y; — zi| < &, por lo tanto
oo e (U wo) = | Ju;
jeN JjeN
Entonces como (U) jen €s creciente, existe jo € N tal que {y1,...,ym} C Uj, = PXUY).

Luego si tomamos n = joky x; € Uy tal que y; = p"(x;) para cada 1 < i < m, entonces |p"(x;) — z;| < € para todo
1<i<m.
[m}

Teorema 4.1.4. Sea X = cpo0 ¢, conl <g<oo,yP:X — X el polinomio continuo definido por
P ((x)ien) = (p(Xi+1))jent

para todo (x;);eny € X, donde p : C — C es un polinomio de grado d > 2 tal que p(0) = 0. Entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes :

i. Pes AY-cadtico.
ii. P es hiperciclico.
iti. P tiene dependencia sensible respecto de las condiciones iniciales.

iv. 0 J(p).
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Demostracion. i. = ii. Por definicién de AY-caético.
ii. = iii. Sea € = 1, dados x € X y 6 > 0, veamos que existen y € X y n € N tales que

llx =yl <o y IP"(y) = P"()ll > & = 1.
Sea k € N tal que ||x — (x1,...,x,0,0,0...)|| <y z vector hiperciclico para P tal que ||z — x|| < 6. Observemos que
dado n € N, tenemos que
P" ((x)ien) = (P"(xn+i)),-€N “4.1)
para todo (x;);en € X. Entonces si X = (x7...,x,0,0,0,...) y tomamos n > k, tenemos que n + i > k para todo i € N,

luego x,,+; = 0 para todo i € N y entonces
Pn(}) = (Pn(o))ieN =(0,0,0,...).

Asi, Orb(P,x) = {?, PX),..., P (), O}. Observemos que al ser z hiperciclico, (P"(z)),aq NO es acotada, entonces
I1P"(2)|] — +oo.
n—-oo

Si |[P"(2)|l < 2 + ||P"(x)|| para todo n > k, entonces ||P"(x)|]| — +oo, por lo tanto existe n > k tal que ||P"(x)|| > 1.
n—-oo

Luego como n > k, P"(x) = 0 y entonces
I1P"(x) = P"(0ll = IP*(0)ll > & = 1, con [[x — x| < 6.
En caso contrario, existe n > k tal que ||P"(z)|| > 2 + ||P"(x)|| , entonces
IP"(2) = P"(Oll 2 IP* Il = [IP"(0)ll 22> & = 1, con ||z — x|| < 6.

Luego, considerando y = X 0 y = z, concluimos que existen n € N ey € X tales que |ly — x| < 0 y ||P"(y) — P"(x)|| >
€ = 1. Por lo tanto P tiene dependencia sensible respecto de las condiciones iniciales.

iii. = iv. Supongamos que 0 ¢ J(p), entonces existe U entorno de 0 tal que {p",n € N} es normal en U. Veamos que
{(p") ,n € N} es normal en U. En efecto, como {(p"),n € N} es normal en U, existe (p"),y que converge uniformemente
a una funcién holomorfa sobre todo K € U compacto, o bien converge a infinito. Sin embargo, observemos que al ser 0
punto fijo de p tenemos que p™(0) = 0 para todo k € N, con lo cual en particular (p"),y no converge a infinito. Luego
(P™ )iy converge uniformemente a una funcién holomorfa f sobre todo K ¢ U compacto. Entonces por el Teorema B.0.7,
(p™y = f’ uniformemente sobre todo K c U compacto, de donde se deduce que {(p")",n € N} es normal en U.

Veamos ahora que {(p")’,n € N} es uniformemente acotada sobre todo K ¢ U compacto. En efecto, supongamos que
existe K ¢ U compacto tal que {(p")’,n € N} no es uniformemente acotado sobre K, entonces existe (p™ ),y tal que
(p™) —> oo uniformemente sobre K. Luego como {p",n € N} es normal en U y p(0) = 0, existe (p"“/) jen que converge

n—oo

uniformemente sobre K a una funcién holomorfa f, entonces por el Teorema B.0.7 tenemos que (p™) — f” sobre K,
n—oo
lo cual contradice que (p")" —> oo. Por lo tanto tenemos que {(p")’ , n € N} es uniformemente acotado sobre todo K ¢ U
n—oo

compacto. Sean entonces o9 > 0y M > 0 tales que |(p”)' (w)| < M paratodon € N,w € B(0,6p). Luegosin € Ny

|z| < 89, entonces
P'(2)
z

"(z) — p"(0) iyt
PELON - oy o] < m,
z-0
con c tal que 0 < |c| < |z|. Deducimos entonces que

Ip"(2) < Mzl (4.2)

paratodon € N,z € B(0,6)). Sean n € Ny x € B(0, ) , veamos que ||P"(x)|| < M ||x]|.
En efecto, como ||x|| < dp, en particular tenemos que |xj| < 0p para todo j € N, luego por (4.2) se tiene que l p”(xj)| <
M |x;| para todo j € N'y entonces deducimos que |[P"(x)|| < M ||x]|.

£
Seae>0,sineNeye Xestal que |y < ml’n{M,(So}, entonces

IP"(y) = P"O)ll = [IP"DIl < M Iyl < .
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Luego dado € > 0, existe 6 = min {%, 60} tal que ||P"(y) — P"(0)|| < e paratodon € Ney € B(0, 9), lo cual contradice
la dependencia sensible de las condiciones iniciales de P.

iv. = i. Como P es AY-cadtico si P es hiperciclico y tiene dependencia sensible respecto de las condiciones iniciales,
al saber que ii. = iii., basta demostrar iv. = ii. Por el Lema 4.1.3, dado un conjunto finito {x,...,x,} € Cyé > 0,
si consideramos € = 6 y U = B(0,8), como 0 € J(p) existen n € Ny {z1,...,z,} C B(0,9) tales que |p"(z;) — xi| < 6
para todo 1 < i < m. Al ser X un espacio métrico sin puntos aislados, ver que P es hiperciclico es equivalente a ver que
P es topoldgicamente transitivo. Basta ver que dados x,y € Xy & > 0, existenn € Ney € Xtalesque [[y—)lly < ey
IP"() — x| < &. En efecto, sea m € N tal que [lx — (x1, - .. %m 0,0, .. )| < g VIV = Ots e s yms 0,0, )l < g Elegimos
0= %, n>myi{zy,...,2m} € B(0,0) (en la demostracién del Lema 4.1.3 se ve que podemos tomar n arbitrariamente
grande) tales que |p"(z;) — x;| < ¢ para todo 1 <i < m. Consideremos y € X dado por

yi sil<j<m

Yi=132j-n sin+1<j<n+m,

0 en otro caso

es decir,
= (ylﬂ"'7ym,0707"'70’zl""5Zm70707"')'

n

Entonces para cada j € N tenemos que

0 sil<j<m
O=¥;=19y; sim+1<j<no j2n+m+1.

Yj=Zjn Sin+1<j<n+m

Veamos que [ly - yll <&y [IP"(}) — x| < &.
e Si X = ¢y, dado j € N tenemos que

E E
| =¥),| < sup byl + MAX fzil < Ily = @13 0,0, )l +6 < 5+ o,
i>m+1 2 2m

por lo tanto
8 &

8

Por otro lado, por (4.1) tenemos que

Pn@) = (pn(yl’H-j))jEN = (p’l(yn+1)s pn(m)s e 9pn(yn+m)9 09 09 07 .. ) = (pn(Zl), Pn(ZZ), Y »Pn(Zm), 05 0’ 0’ .. ) ’

es decir,
P'®») = ("), p"(2), ..., P"(@m),0,0,0,...).

Luego dado j € N se tiene que

_ , &
|(P"®) - 0),| < méx [p"(@) = xl + sup |xj| <5+l = (xrsen s 2, 0,0, )l < 5— + =
1<i<m jEm+1 2m

de donde se deduce que

8
P -
P - xll,, < 2 +5
¢ Si X = ¢,, entonces

n+m o é
Iy — y”(’ —[Z lyj| + Z |y] Zj- n + Z |yj|q]

Jj=m+1 j=n+1 Jj=n+m+1

S[lejl] {Z ijl] (;}W] Hlly = 0w 0,00l <mi -+ 2 <,

j=1 Jj=m+1
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con lo cual resulta que |[y — || [, <& Por otra parte,

00

1P"@) - . = Zl |p"(ep) — x| + AZI x| < Zlé‘f e = et 0,0,
j= j=m+ Jj=
i)q E)q q
<m(2m +(2 <é,

es decir, ||P"(y) — x| ¢, <& Asi, como |[y — || < ey ||[P"(y) — x| < &, entonces P es topolégicamente transitivo y por lo
tanto hiperciclico.
|

En la Proposicién 4.1.2 vimos que si X = £, (1 < g < o), el polinomio P : {, — ¢, definido por
(P (x)ieny = (X1 + D)™ = Dy
para todo (x;);an, €s D-cadtico. Observemos que dado (x;);ey € ¢, tenemos que
o (m
P ((x)iem) = [Z (k)xﬁl - 1) ’
k=0 ieN

con lo cual la parte lineal de P ((x;)ieny) es el operador de Rolewicz mB, el cual por el Corolario 2.5.7 es D-cadtico.
Entonces P es un polinomio D-cadtico cuya parte lineal es D-cadtica.

Veremos en el siguiente ejemplo un polinomio AY-cadtico cuya parte lineal no es hiperciclica ni tiene dependencia
sensible respecto de las condiciones iniciales.

Ejemplo 4.1.5. Sea p : C — C el polinomio dado por
p)=z+7
para todo z € C y consideremos el polinomio P : X — X dado por
P ((x)iew) = (P(Xi+1))ieny

para toda (x;);eny € X, donde X = cpo0{,,con 1 < g < co. Veamos que P es AY-caético.

En efecto, para ver que P es AY-cadtico, por el Teorema 4.1.4 basta ver que 0 € J(p). Al ser p un polinomio sobre
C, por el Teorema B.2.5 tenemos que conjunto de Julia de p es la clausura de los puntos periddicos repulsores de p (ver
Definicién B.1.8), es decir,

J(p) = {z € C tal que z es punto periddico repulsor de p}.

Observemos que p(0) = 0y p’(0) = 1, es decir, 0 es un punto racionamente indiferente de p, entonces por el Teorema
B.2.4, 0 € {z € C tal que z es punto periédico repulsor de p} = J(p) y por el Teorema 4.1.4 concluimos que P es AY-
cadtico. Por otro lado, para toda (x;);eny € X tenemos que

P ((x)iew) = (pOxis Diear = (it + 201). L, = B(dier) + (67, i,

donde B es el operador de desplazamiento hacia atrds sobre X. Como ||B|| < 1, es fécil ver que B no es hiperciclico y no
tiene dependencia sensible respecto de las condiciones iniciales, con lo cual en particular no es AY-cadtico.

Proposicion 4.1.6. Sean X = ¢, (1 < g < o)y P : X — X el polinomio definido por
P((x)ien) = (p(xi+1))jene

para toda (x;)ien € X, donde p : C — C es un polinomio de grado d > 2 tal que p(0) = 0. Si 0 es punto repulsor de p,
entonces P es D-cadtico.



4.1. Existencia de polinomios D-cadticos sobre ¢ y ¢, 71

Demostracion. Por el Teorema B.2.5 sabemos que J(p) = {z € C tales que z es punto periédico repulsor de p}, con lo
cual por hipétesis tenemos que 0 € J(p). Luego, por el Teorema 4.1.4 se tiene que P es hiperciclico.

Resta ver que Per(P) es denso en X. Sean x € X y € > 0, queremos ver que existe z € Per(P) N B(0, ). Como 0 es
punto fijo repulsor de p, tenemos que |p’(0)| > 1, entonces podemos considerar A € R tal que |p’(0)] > 4 > 1. Por otro
lado, como x € £,, existe m € N tal que

&
”x_(.XI,...,xm,0,0,0,...)” < E» (43)

con lo cual al ser |p’(0)] > A > 1, por el Lema B.0.10 existe ¢ < % tal que
AD(0,r) C p(D(0,r)) (4.4)
para todo 7 < 6. Mas atin, para todo » < 17%8 y todo k € N tenemos que
P (D0.1) = p 7 (p (DO, 1)) 3 PO, ar) 5 PADO, 1) 5 ... 2 p(DO, A1) 5 DO, A7),

es decir,
D(0, 2*r) c p*(D(0, ). (4.5)
Por el Lema 4.1.3 existen n > my {z1.1,...,21.m} C D(0, ) tales que |p”(Z1,i) - xil < ¢ paratodo 1 < i < m. Ademads, en

la demostracién del lema se ve que podemos tomar n arbitrariamente grande, por lo tanto como 4 > 1 podemos suponer

- 1 0 )
que ademads n es tal que Z A7 < — Por (4.5), tenemos que D(O, W) cp’ (D (O,
m =
k=1

ﬁ)) para todo j € N. Luego si

) 1
1 <i<m,comoz,; € DO,06) C p" (D (0, ﬁ))’ entonces existe zp; € D(O, ﬁ) tal que p"(z2;) = z1,;. Continuando de

. . . 0 .
ese modo, tenemos que para todo j € N,1 < i < m, existen z;; tales que |zj+1,,-| < i y p"(zj+1,) = z;i- Consideremos
entonces

= Zo,l?'"’ZO,WL’O’O’-'~09Z1,1"-~7Z1,m5050’~~-707Z2,l»~'- )

n n

donde zg; = p"(z1,) paratodo 1 <i <my zj,41 =z para todo j € N. Dado n € N tenemos que

Pn(z) = pn(zl,l)7' "’pn(zl,m)a()’()a .. -,07[7”(12,1),- "7pn(Z2,m)’0’07- . '509- ..

n n

= (Zo,l""5Z0,m70707~'-O7Zl,l9~"7Zl,m’0’0"-~505Z2,1"") =3

Luego z € Per(P) y si definimos x = (x1,...,x,,0,0,...), entonces por (4.3) tenemos que
_ _ e _
o =2l < Il =g, + I~ 2ll, < 5 + 1=zl
P lad L ! 0 dojeN
or otro lado, como 3 yT < - y |zj+1,,»| < o para todo j € N, entonces
=
m m (o] m m [e) m l q
> _ 9 = R 14 |1 — (e | q 4 59 -
R=allf, = 3 b=z + 3 el + 3o 3 feul” < D b= ! +mo 4013 5 | <o
i=1 i=1 =2 i=1 i=1 =2 i=1

q q q S q q R q q — S4
< m&? + mé? + md Z‘(”’) < 2mé? + md ZAM <2md? + 67 = 51Q2m + 1),
J= J=
por lo tanto
IR—zll, <6@m+ )i <—@m+1)<Z.
a 6m 2

€
Luego [lx —zll;, < 5 +

5 = ¢, de donde z € Per(P) N B(x, €) y concluimos que Per(P) es denso en X.

SRV
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4.2. Existencia de operadores mixing en espacios separables de dimension in-
finita

En esta seccién veremos que existen operadores mixing para cualquier espacio de Fréchet separable de dimension
infinita. Esto fue probado por Ansari [2] y Bernal-Gonzélez [11] para espacios de Banach separables de dimensién infinita
y extendido por Bonet y Peris [17] a espacios de Fréchet separables de dimension infinita. Dada v = (v,),en € Ry,

definiremos los espacios con peso X = £,(v) (1 £ p < 00) y X = ¢o(v), y veremos que el operador de desplazamiento
n

B : X — X es continuo si y s6lo si sup < 0o.

neN Vn+l
Ademis , dada w = (W,)uenv € Ry, definiremos los operadores eB y B,, y veremos que son mixing sobre X. Luego

mostraremos que los operadores I + B e I + B,, son mixing, ya que resultardn ser quasiconjugados con los operadores ya
mencionados.

Asi, dado un espacio de Fréchet separable de dimension infinita, veremos que si X no es isomorfo a w podremos
construir un operador 7 sobre X, que serd quasiconjugado a un operador mixing sobre £;. De esta manera veremos que
T es un operador mixing, con la particularidad de que X contendra un subespacio cerrado cuyos elementos serdn puntos
fijos del operador T, lo que serd de utilidad en la seccién 4.4.

Definiciéon 4.2.1. Dada v = (v,)nent C Ropy 1 < p < o0, definimos los espacios con pesos €,(v) y co(v) por

t,(v) = {(xn)neN € CVtales que Z 1Xa]P vy < oo} y co(v) = {(xn),,eN € CMtales que 1im |x,|v, = 0}.

n=1

Luego si consideramos ||llz, ) ¥ Il definidas por

SN
”x”(,;(V) = Z |xn|"7 Vn)
n=1

para todo x € X = £,(v) 0 co(v) respectivamente, entonces £,(v) y co(v) son espacios normados separables.

<

”x“co(v) = sup |xn| Vn
neN

Vn

Observacién 4.2.2. Sea X = ¢o(v) 0 X = {,(v) con 1 < p < co. Entonces B : X — X es continuo & S = sup < oo,

neN Vn+l
Ademas ||B|| < S% siX =L, ylIB|Il £S siX =co(v).
= Como B es continuo, existe M > 0 tal que ||B(x)||ly < M ||x||x para todo x € X. Sean € N, si x = e,4], al ser
B(en+1) = e, tenemos que :

1 1
. > > V
e Si X = £,(v), entonces ||B(en+1)||€p(v) < Mllen+ille,) - de donde v; < My, 'y por lo tanto < MP.
Vn+l
. v
¢ Si X = co(v), entonces ||B(er+)leory < M llentille,y Y s€ deduce que <M.
Vn+l
) . Va "
Asi, concluimos que sup < 0o,
neN Vn+l
& Supongamos que S = sup < oo, queremos ver que existe M > 0 tal que |B(x)||ly < M ||x||x para todo x € X.
neN Vn+1

En efecto, sea x € X, como § < oo tenemos que v, < Sv,,1 para todo n € N.
e Si X = £,(v), entonces

(o) (o) (o)
IBOOIE 4y = D Bt v < D Batl? Svaet <8 Bl v = S II8l7
n=1 n=1 n=1

es decir,
1
1B,y < S 7 lIxlle, v -

e Si X = ¢co(v), entonces |x,+1| vy < S |Xp+1] Vi1 para todo n € Ny deducimos que

1By < S N1xllecy) -
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Dada v = (vy)sew C Ry, ahora que tenemos una condicién sobre v para que B resulte continuo sobre X = £,(v) o
¢o(v), definiremos sobre X el operador e® y probaremos que es mixing.

Definicién 4.2.3. Sea v = (v,),ay € Rop tal que S = sup Vn
neN Vn+l

< oo, entonces por la observacion anterior B es continuo
sobre X = cg(v) 0 X = {,(v),con 1 < p < oo,

Ademas, si r = max {S zl’, S } > 0, tenemos que ||B|| < r, con lo cual si consideramos f : D(0, ry) — C definida por

Xk
f@=)5=¢
k=0"

para todo z € C, f resulta holomorfa en C.
Luego por el Teorema A.1.24 podemos definir el operador e® : X — X dado por

Ademéds, dado n € N, si consideramos g : C — C dada por

(n2)f
k!

80 = (f@) ==
k=0

para todo z € C, entonces por ii. del Teorema A.1.24 se tiene que

o

n 1
(¢°) =B =¢(B) = ) 5B

Para probar que el operador ? es mixing, utilizaremos el principio de comparacién para operadores sobre espacios de
Fréchet dado en la Proposicién A.1.19. Previamente necesitamos el siguiente lema.

Lema 4.2.4. Sea n,m € N tales que m > n 'y consideremos la matriz A,, ;1 € R"*! x R"*! definida por

1 1 1
nlz! (m+1)! (m-il-n)!
Apnsr = | (m=D)! m! (m+n-DI|.
1 1 1
m-n)! (Mm-n+1)! m!
£ -D! I(n—1)!... 110!
Entonces lAm,n+l| = det(Appe1) = H ((:1 " l))' = m'l(lm(’-lk 1)‘) T y por lo tanto A, ;1 es inversible.

=0

Demostracion. Razonamos por induccién en 7.

1 1
— _ m m+Df_ 11 1 | 1
Sin =1, entonces |Am,2| = det 1 L = i =D+ D! = o+ DU
(m-1)! m!
1 1
a1 -n! 10! 1 a1 -n!

Por otro lado, = = , lo tanto |A,, 2| = —_—
TR L+ D! ™ mim + D! mxm4-nzpm7°an°| 2| | Lon D!
W -1-D
Sean > 1y supongamos que |A,,,,N| = ———— para todo N < n, queremos ver que
o (m+D)!

(n=1)! _nlm-1D!... 110!

|Am,n+1 | =

lﬂm+m‘mm+m“mwmr
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En efecto, obervemos que al ser

1 1 1

@ m+10 (m-ll—n)!
Y ) T mtn=1
Am,n+l — (m . 1) m! (m+l’l 1) = (ak‘j>1§k,j£n+l s
1 1 1
(m—-n)! (m-n+1)! m!

entonces tenemos que ay; = paratodo 1 <k, j<mn+ 1.Luegosil < j < n, tenemos que

(m—k+ j)!

1 1 1 1
m—k+j+ Dl m—k+j+Dm—k+p! m-k+j+ D"

Qg js1 = 4.6)

paratodo 1 <k <n+1,1 < j <n. Aprovechando la relacion entre los coeficientes de las columnas de la matriz, para
cada | < j < n, realizaremos operaciones entre las columnas de manera tal que haya un cero en los primeros n coeficientes
de la dltima fila de 1a matriz resultante y ademds su determinante coincidaconelde A,, .. Paracada 1 < j < n, denotemos
por C; ala j-ésima columna de A, . Realizando para cada 1 < j < nla operacion C; — (m—(n+ 1)+ j+ 1)Cjy1 y

ubicando el resultado de tal operacién en la columna C;, obtenemos una matriz B = de manera tal que

b 1<k, j<n+1
|Am,n+1| =|B|.Ademids,sil <k<n+ 1yl <j<n,por(4.6) tenemos que

1 m—-n+j
(m—k+j)! (m—k+j+1)
m—k+j+l—(m-n+j n+l-k

(m—k+j+1)! T m—k+j+1)!

bk,j = ak,j—(m—(n+ 1)+j+ l)ak,j” =

=m+1-Kagj
paratodo 1 <k <n+1,1 < j < n. Asi,tenemos que

m+1-Karj sil<k<n+1,1<j<n
bij=

An+1 sil<k<n+1,j=n+1

y en particular, b, ; = 0 para todo 1 < j < n. Luego, si desarrollamos el determinante de la matriz B por la filan + 1,
tenemos que

= Ap+1,n+1

((n +1- k)aky]q.[)

|Am,n+1| = |B| = ps1ps1 (bk,_j)l<k j<n

1<k, j<n
Ahora bien, observemos que

1

Anetnsl = -3 y Apsin = ((n +1- k)ak’j+l>1§k,jsn )

por lo tanto, como n+1—k aparece en todos los coeficientes de la fila k para todo 1 < k < n, por propiedad del determinante

se deduce que
n

1
= — [ e+ 1-D]Anr.

T=1

(241 =By o)

|Am,n+1| = Ap+ln+l I<k,j<n

1 - 1 n! . o .
Observemos que — l_[(n +1-0) = —’n(n -D...1= —, entonces comMo por hipétesis inductiva tenemos que
I=1

= (n—1-1)!

, resulta que
=0 m+1+D!

'Am+l,n| =

n n—1

1 n T (n—1-1D! nl(n—1)!...110!
Appnsl| = — +1=D|Apsin = — = .
A m!l;l(n A1l md L+ 141 mim+ 1)1 Gm+n)!
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Teorema 4.2.5. Sean v = (Vy)uewy C Rog y X = co(v) 0 £,(v) con 1 < p < oo. Si sup
neN Vn+l

< oo, entonces el operador

T = e® es mixing en X.

Demostracion. Como primer observacion veremos que por la Proposicién A.1.19, basta probar el teorema para el caso en
que X = £;(v). En efecto, si consideramos cop = {(x1,...,xy5,0,0,...), N € N}, como ¢y es denso en cy(v) tenemos que
£1(v) es denso en co(v). Ademds, si consideramos V2 = (1), entonces cop < £1(v) C € »(VP) y deducimos que £(v) es
denso en £,(v"). Por otro lado, si icy) : €1(v) <= co(v) € ig, o) : €1(v) <> £,(VF) son las inclusiones de £,(v) en co(v) y £1(v)
en £,(v”) respectivamente, ambas resultan continuas (se deduce andlogamente a cuando se prueba que las inclusiones
icy © €y = coeip : €, < £ son continuas), por lo tanto, si consideramos Y = £;(v) y vemos que (eB)|y Y — Y
es mixing, entonces por la Proposicién A.1.19 tendremos que e : £,007) — £,0P) y eB 1 cy(v) — co(v) son mixing.
1

Asi, como £,(v) = £,(wP) con w = (v, )sen, tendriamos que eP : t,(v) — (,(v)y eB : co(v) — co(v) son mixing.
Consideremos entonces X = £(v) y veamos que 8 0(v) — £ (v)es mixing.

En efecto, fijemos € > 0,x,y € coo y seam € N tal que x; = y; = 0 para todo k > m, entonces por el Lema 4.2.4
sabemos que la matriz

1 1 1
m! m+1!  2m-1)!
1 1 1
Ay = | (m =1 m Qm=2)!|cgmm
1 1 1
1! 2! m!

es inversible. Sea Ty, : (K", |Ill..) — (K™, ||l|;) definida por

m,m

Tap W1 Win) = AW oy W)

para todo (wy,...,w,) € K™, entonces T, es un operador con inversa T‘l ) — ®™|]le) dada por

mm

T;mlym =T, .SeaC =Ty

m
[Z [yel + m Z kal] y sea N € N suficientemente grande de forma tal que
k=1 k=1

2m

m—k &
Z Ny < - 4.7)

k=m+1

Sean = N, veremos que existen z € £1(v) y € > O tales que [|x — zll,, ) < €Yy ||y - (eB)"(z)”[](v) <e.

X sil<k<m

€®)'(2)) =wsil<k<m.
0 sik22m+1y( )=

Mas atin, veremos que existe z € cqg que satisface esto, con z; = {

En efecto, por definicidn, dado 1 < k < m tenemos que

o o o0 j—k
B\n _ I’l_ Y) _ n_ — n .
((e ) (z))k = Z ] (B (z))k = Z 3Lk = Z GoRl
=0 1=0 j=k
Luego como z; = 0 para todo j > 2m + 1, tenemos que
2m k
ni=
(*y'@),
Z 40— o
ni*
Por lo tanto, debemos tomar z = (x1, ..., Xp, Zm+1s - - - » 2m> 0,0, . ..), CON Zyyp1, . . ., 22, € K tales que y, = Z G=n! k),Zj
J— !
k



76 CAPITULO 4. ORBITAS DE POLINOMIOS NO HOMOGENEOS

para todo 1 < k < m. Consideremos las matrices A y V dadas por

m—1

1 ﬁ n nm nm+l n2m—1
1! (m — 1! m m+D T Cm=1)
o 1 -- ;1' -1 e n2m=2
A= o e DU gy Dl m @m =21 | e,
0 O : : . . . .
n n? n™
0 O 1 1! 2! m!
entonces
2m-1
m-1 . < n’
n _'Zl+r
_'lerr r=m
— w2y
m=2 n" _’Z2+r
X1 szw Im+1 remel
A . = r=0 . y V : = : .
Xm : Zom m+1 I’lr
1 n’ Z _‘Zm—l+r
_|xm—l+r =2 r.
r!
r=0 m r
Xm ;Zm+r
r=1 "
Consideremos el sistema
X1 Zm+1 Y1
Al fev) =] (438)
Xm 22m 'm
entonces
X1 Zm+1 N m-k 2m—k
n
Al +v] s =] [ew=), T+ Z S ker
r
r= r=m+1- k
Xm 22m m
paratodo 1 < k < m. Al ser x; = z; para todo 1 < j < m, tenemos que
m—k n 2m—k n -k j—k
n n
Yk = Z xk+r + Z Zk+r Z ] Xj Z ] Zj= Z | Zj.
e T 4(j = k)! LU =0)! 4(j = )!
Luego, tenemos que
X1 Zm+1 V1
5 = () o), -
Al T [+V] =l lewn= Z
. . . (] k)'
Xm 22m m
Tm+1
para todo 1 < k < m. Asi, ((eB)n (z))k =y paratodo 1 <k <m&| . [essolucién de (4.8).
22m
™! 0 o --- 0 n 0 0 -+ O
0 m2 0 0 0 n» 0 0
SeanD; =| 0 0 .. il eR™™yDy, =0 0 . . i | e R™m™ entonces Dy y D, son
0 Do 0
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Tl

inversibles con

n—m+1 0

0 n—m+2
Di'=] 0 0
0 0

Observemos que

Am,mDZ =

entonces

DlAm,mDZ =

0
0
0
1
m!
1
(m—1)!
1
1
n
m!
n
(m—1)!
n
1!
n" ! 0
0 nm—2
0 0
0 0
nm
m!
nm—l
(m—1)!
n
1

(m+ 1)!
nm
m!
n2
2!

m!

' 0 0 0
0 n? 0 0
Dy'=10 0
0
0 o0 0 nm
n 0 0 0
0 nr 0 0
0 0
0
0 0 0 n"
n? n™
m+10!  Q2m-1)!
n? n"
m! 2m -2)!
n? n"
20 m!

es decir, D|A,,,»D> = V y por lo tanto V es inversible. Entonces, la solucién de (4.8) estd dada por

Im+1

=y!

22m

por lo tanto podemos elegir z,,+1, - - .

V1
A

m

Y1 X1

=Dy'AL DU | | -AL ]

Ym Xm

,Zom € K tales que ((eB)”(z))k = y; paratodo 1 <k < m.

Consideremos Tp, : (K™, |||l})) — K", |Ill) ¥ Tp, : (K™, |Ill;)) — (K™, |||lo)- Entonces tenemos que T5]1 =Tp
K" o) — &™)y Tp! = T (K", [[leo) — (K™, [1ll;) y ademas

Zm+1

22m

Y1

= TDEI o TA;mlm o TDTI

y m

x|
—A

X m
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Sea 1 < i < m, si escribimos

Wisown) = T (T (G0 ym)' = Axn, . x)))
entonces |Z,+i| = |<TD;| (wy,..., W’”)t))i| . Ahora bien, como
nl 0 0 0
0 n? 0 0 (i) (ntw,
Tp- ((w1 ..... wm)’) =0 O [ J_[ ]
0 |\Wn n"""w,,
0 0 0O n™
entonces |(TD51 (wi,..., wm)’))i| =n"lw; <n”! ||(w1 ..... w,,,)’”oo y se deduce que
il < n7 | owrs o wa)| - (4.9)
Por otro lado tenemos que
||(W| ..... wm)'HOo = “TAEJM (TDI—I ((y1 ..... ) = Alxg, ..., )cm)t))“oo
<|Tas 1| Tor (01 vovm) = A eox))| -
Veamos que HTDI—I (01, V) — A(xq,. .., x,,,)’)”l < Z [vel + m Z |xx|. Observemos que
=1 =1
w0 0 e 0 .
yi 0 A 0 o 0 yi :*mﬂi;
T (Gnow)) =07 1 |=| 00 0 o =] LT
0 0 0 1
entonces ”TD]?] (01, ., ym)’)”] < Z [vi| . Por otro lado,
k=1
(et meo k=2 !
Tp (Ax,..., %)) = DY’ [; TG ;(k e 1]
nm ! 0 o --- 0
0 n™r o0 .. 0 .
. . . okl N nk?
= 0 0 . . . [;(k_l)!xk,;(k_z)!xk ..... 1
e o|F ;
0 0 R (N |
entonces
mo k-l mokem
ol n n
e ;(k—l)!xk ;(k—l)!xk
mo g2 mokem
—m+2 n n
Tppt (AGxr, o)) = (7 kz;‘ k-2 ™| = kz; k-2 |
1 1
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m

x| < Z |xx] < Z |xx| para todo 1 < j < m, entonces
k=1

=i|(TDII (A(xl,.. xm) |<mZ|xk|.
j=1

Luego, como 'TD;1 (A(xy, .. .,xm)’)’j = IZ =
k=

[7on (Ax, .,

Por lo tanto,

“TDI,I ((yl,...,ym)’—A(xl,...,xm)’)” s“TD,I (1o H1 +”TD],1 (ACe, )|

< Z [yl + mzm: |kl ,
k=1

es decir,
|70 (019 = AGa o)) < Dl +m Yl (4.10)
k=1 =1
Asi, como C = ”TA,;}m | (Z [ye| + m Z |xk|], por (4.10) tenemos que
k=1 k=1
v < 7| (Z Y m]
Por lo tanto por (4.9) tenemos que |z, < n”* “(wl, W) Hw < n7'C paratodo 1 < i < m, o equivalentemente,
|zil < n™7'C 4.11)

) . lzel sim+1<k<2m
para todo m+1 < i < 2m. Por un lado, por construccién tenemos que |x; — zx| = , entonces como
0 en otro caso

n < N,de (4.7) y (4.11) se deduce que

2m

lx = zllg, oy = Z |Zk|Vk<CZ mkvk<CZNm ka<—<8

k=m+1 k=m+1 k=m+1

Por otro lado, como por construccién tenemos que

(B @] sim+1<k<2m

M—wW@M={ T,

0 en otro caso
entonces por (4.11) se tiene que
2m -k 2m
[y - (eB)"(Z)H[](v) = Z (Z(]n o1y ]Vk <C Z " "[Z o k)']vk <eC Z
k=m+1 k=m+1 k=m+1

Luego, por (4.7) tenemos que

2m

“y (eB)”(z)Hf o <€C Z mky, < eC Z N"*y < &.

k=m+1 k=m+1

Entonces, dados € > 0, x, y € ¢y, probamos que existe N € N tal que si n > N, existe z € £1(v) tal que
B
Ix = 2lley) < & y Iy =@, <

Veamos que esto implica que e® es mixing. En efecto, sean U, V C £, (v) abiertos no vacios, entonces como cgy C £1(v)
es denso existen € > 0, x,y € cqp tales que x € B(x,&g) C U ey € B(y,g) C V. Luego, para cada n > N podemos tomar
2" e fi(v) tal que ||x — 2"|lp0) < €Y ||y - (eB)”(z”)”é,l(v) < g, es decir, 7" € B(x, &) c U tal que (e®)*(z") € B(y,e) C V.

Asf, para cada n > N se tiene que (€5)"(z") € (e®)*(U)NV, por lo tanto (5)"(U)NV # 0 para todo n > N y concluimos
que e® es mixing.

[m}
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Como primer aplicacion veremos que si X = co(v) 0 X = £,(v) con 1 < p < oo, el operador I + B es mixing.

Teorema 4.2.6. Seav = (V)uew CRo0y X = £,(v) (1 £ p < 00)0 X = co(v). Si sup
neN Vn+l

< oo, entonces la perturbacién

de la identidad dada por T = I + B es mixing.

Demostracion. Observemos que andlogamente al teorema anterior, basta probar el teorema para X = ¢;(v). Veremos que
existe w = (W,)nen C Rsg y un operador ¢ : €;(w) — €1 (v) tal que el diagrama

aw) e

01 Lo
Lo — o)

conmuta. Ademds veremos que ¢ tiene rango denso y e? e I + B serdn quasiconjugados via ¢, por lo tanto, por el teorema
anterior, / + B resultarfa mixing. Lo que haremos es considerar una matriz triangular inferior infinita A = (@, )nen k<n> €D
principio con a,, # 0 para todo n € N, y veremos cdmo definir la sucesiéon w = (w,)nen C Ry y el operador ¢ mediante
los coeficientes de la matriz de manera tal que ¢ o e = (I + B) o ¢.

Entonces definiremos primero ¢ : £;(w) — {£;(v) en la base candnica (e,),en C €1(w) y luego extenderemos la
definicién a £;(w) por linealidad. Consideremos ¢ definida por

n

¢len) = Z ankek

k=1

para todo n € N, queremos elegir A de manera tal que (cp o eB) (en) = (I + B) o ¢) (e,) paratodo n € N. Sean € N, por un
lado tenemos que

o)

(¢0ef)en =0 (Zkl en>)

k=0

Ahora bien, dado k € N, tenemos que BF ((x ) jeN) = (Xk+j) jen para toda (x;)jen € €1(v), entonces

Bk() {0 sik>n
e,) =

e,x Sik<n

Luego tenemos que

n—1 1 n—1 1 n 1 n 1 J
(¢ o eB) (en) = ¢(;53k(€n)] = ;Efﬁ(enfk) = ;mfﬁ(q) = ]z:;(n——])‘ (Za,‘,kek],

k=1

y entonces
¢°e (en) = 7 T ajk | e
(n !

Por otro lado, como B(e;) = 0y B(ex) = ex—; para todo k > 2, entonces

((+B)og)(en) = > anill + B)ex) = D anxex+ ) nxeir
k=1 k=1 k=2

n

n—1

ik + ) Qnit1€k = Appep + Z(an,k + Ay i+ 1)k
1 =)

=

k=1

kel
1l

Asi, dado n > 2 tenemos que

n n 1 n—1
(6oe®)en=(U+Bod)en o > [er)' a_,-,k] Ok = Gupen + ) (A + Anker)ek.
=1 U=k :

k=1

Igualando los coeficientes que multiplican a cada e, tenemos que :
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e Si k = n, entonces a, ,e, = ap €.
e Sik =n -1, entonces
Ap-1p-1t Qpp-1 = App-1 + Ay,
de donde se deduce que a,,, = ;-1 4-1-
eSin>3yl <k<n-2,entonces

=

1
Ap k + Apk+1 = = Ank + Z
— (n— ! J)' (n—
]_
es decir,
n—1 1
Anj+1 = — Qjk-
. — 1 Y
o (=l

Por lo tanto si tenemos definidos a;; con j < n—qy [ < k, podemos definir a, 441 paratodon > 3,1 <k <n-2.
Observemos que no tenemos restricciones sobre a,; y la unica restriccién para a,, es que sea no nulo, por lo tanto
podemos tomar a,; =0y a,, = 1 para todo n € N. Notemos que entonces a, > 0 paratodon € N, k € N.

Vamos ahora a establecer condiciones necesarias sobre w para que ¢ : £;(w) — £1(v) sea un operador bien definido
tal que (I + B) o ¢ = ¢ 0 eB. Como o = {(by, ..., bn,0,0,0,...), N € N} C £;(w) es denso, basta definir ¢ en cgy.

N

Sea x = Z bjej € cop, queremos hallar C > 0y w tal que [|¢(X)|l, ) < C lxll¢, ) - Entonces, como
j=1

N N N J
¢[me] = |ben] =] Qb e
J=1 =1

aw =1 X0) 6w
N (N N | W
= Umx =1 | =k

< oo, entonces v, < Sv,, paratodon € Ny dado 1 < j < N se tiene que

OHv)

Ahora bien, sabemos que S = sup
neN Vn+1

v < 877y, (4.12)

para todo 1 < k < j. Luego como a, > 0 para todo n, k € N, tenemos que

N N | N N N
¢[ij€j] = Z ijaj,k Vi < ZZ |bj|aj,kvk
j=1 aew  k=l]i=k =1 j=
N J
= ZZ 1bj] ajevic = Z b, Za]kvk
=1 k=1 =1
N j
< ; |p; |Za]k51 ky; < Z Ib| {Eff] j—k};aj’kvj'

~.

Seaa=1siS <loa=8"siS > 1y definamos w; = ajzaj,kvj, entonces
k=1

¢[gb_,-ej] < ZN’J || w;.

aw k=l

N N
Por lo tanto, [|¢(x)ll, ) = Hq’) [Z bjej] < Z |bj| w; = |Ixllg, vy Y luego ¢ : £1(v) — £1(w) es un operador bien

ney K=
definido tal que (I + B) o ¢ = ¢ o €®.
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Wn
Veamos que sup
neN Wn+1

< o0. Dado n € N, tenemos que

n

An k
1

Wy av, = < S an +app + ...+ ap,

Wiet @y, ntl @ A1l + Ape12 + oo F Auilnt
Ap+1k

n
1
Recordemos que dado n > 2, tenemos que a,; = 0,ay114+1 = Z m ajr > apgparatodol <k <n-1y
= J=R)
an, =1, con lo cual
Wy <S ani+ana+...+ay, <San,2+...+an,n S
= - = = -
Whl @ Api11 tapa12 oo Quidprl @apyt...tay, @
LWy S Wy, S . B
es decir, < — paratodo n € Ny por lo tanto sup < — < oo. Luego por el teorema anterior, e” : £;(v) — £1(w)
. Wntl a neN Wn+l a
es mixing.

n
Para terminar, sélo resta ver que ¢ tiene rango denso. En efecto, dado n € N, ¢(e,,) = Z aprer paratodo 1 < j < n,

k=1
entonces como gy = 1 paratodo k > 1, tenemos que e, € ¢ ({ey, ..., e,)) C R(¢).

Luego cop € R(¢) C £1(v), por lo tanto como ¢ es denso en £;(v) concluimos que ¢ tiene rango denso en £;(v).
|

Veamos como se traducen los resultados anteriores a operadores de desplazamiento con peso sobre £, (1 < p < o) 0
Co.

Proposicion 4.2.7. Sea w = (w,,),en una sucesion de escalares no nulos y consideremos B,, : X — X definido por

B, ((xn)nEN) = (Wn41Xn+1)neN
para toda (x,),en € X, donde X = ¢y 0 X = £, (1 < p < o0). Entonces son equivalentes :
i. B,, esun operador bien definido sobre X.

ii. sup wy, < oo.
neN

Ademas, en tal caso, ||B,,|| < sup w;,.
neN

Demostracion. i. = ii. Si B,, es un operador, entonces existe M > 0 tal que ||B,,(x)|ly < M||x|ly para todo x € X. En
particular si n € N, tenemos que ||B,(e,)llx < M |ley|lx . Luego como B, (e;) = 0y B,(e,) = wye,—; paratodon > 2,

tenemos que w, < M para todo n > 2 y se deduce que sup w, < max {w;, M} < co.
neN
ii. = i. Supongamos que S = supw, < co. Sea x € X, veamos que existe M > 0 tal que ||B,,(x)|lxy < M ||x|lx .

neN
1

1
) » o0 »
© Si X = (,, entonces [1B, (1), = [Z |xn+1wn+1|l’] = (Z |xn|ﬂ) = 5§ llxl, -
n=1 n=1
¢ Si X = cp, entonces [|B,(X)llo, = Sup Wap1 X511l <8 sup [x, = S x|, -
neN neN
Luego, al ser w,, > 0 para todo n € N tenemos que S > 0, con lo cual tomando M = S resulta que ||B,,(x)|lx < M ||x|lx .

Por lo tanto B,, resulta un operador bien definido tal ||B,,|| < sup w;,.
neN
[m}

Teorema 4.2.8. Sea X = cpo X = £, (1 < p < 00), yseaw = (W)uen Una sucesién de escalares no nulos tal que

S = sup |w,| < co. Entonces los operadores I + B,, y e son mixing sobre X.
neN
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Demostracion. La idea es ver que en cada caso existe v = (v,),en C R tal que los operadores I + B,, y e son
quasiconjugadosal+ B:Y — Yy e? : Y — Y respectivamente, con Y = £,(v) 0 Y = ¢p(v).

n -1
e SiX ={, paracadan € N, sean u, = (l—l wk] y v, = |u,|”, entonces
k=1

Vn

u, |P
= |Wn+1|p <Ss?

Vn+l

Up+1

Vn

para todo n € N, luego sup
neN Vn+l

tenemos que e” e I + B son mixing sobre £ »(v). Sea ¢ : £,(v) — €, definido por

< §? < oo. Consideremos v = (V,)ueny C Ry, entonces por los Teoremas 4.2.5 y 4.2.6

& ((Xn)new) = (XnUp)nen

para toda (x,),en € X, veamos que ¢ estd bien definido y que los operadores I +B,, : £,(v) — {,(v) y ebr (V) — £,(v)
son quasiconjugados a I + B y B respectivamente via ¢.

0 ? e P

Six = (Xu)pen € £p(v), entonces [Z Ix,,un|p) = [Z |x,P v,,] = ||x||€p(v) < 00, de donde se deduce que ¢(x) € £,
n=1 n=1

y por lo tanto ¢ estd bien definido. Ademas, ¢ es una isometria y en particular resulta un operador. Por otro lado, como

coo C R(¢), ¢ tiene rango denso.
Veamos que ¢ o B = B,, o ¢. En efecto, dado x = (x,,),en € £,(v), por un lado tenemos que

(¢ o B)(x) = ] ((Xn1)nert) = (X1 Un I pen.

Por otro lado, como u,, = u,1w,+1 para todo n € N, tenemos que

(B, o ¢) (%) = By, (Xnttn)nen) = Wit 1 X 1 U 1 nell = (X1 U ) peny-

Luego ¢ o B = B,, o ¢. Ahora si, veamos que po e = eProgpypo(I+B)=(+B,) o ¢.
Por un lado, como ¢ o B = B,, o ¢, tenemos que ¢ o B* = B o ¢ para todo k € N, y entonces

o 1 o 1
¢oeB:kz_;a(poBk:kZ(;Hvao¢:eB“’o¢_

Por otro lado,
go(I+B)=¢+poB=¢+B,0p=(+B,)os.

Luego e® e I + B,, son quasiconjugaciones de e® e I + B respectivamente via ¢, con lo cual e®» e I + B,, resultan mixing.
e Si X = ¢, consideramos v = (v,)en C Ry definida por v, = |u,| para todo n € N, entonces

Vn Up

= [Wpyt] £ 8

Vn+1

Up+1

Vn

para todo n € Ny por lo tanto sup
neN Va+l

definidos como en el caso de X = £,,, entonces como sup
o . neN Vn+l
I + B son mixing. Ademds, si x = (X,)sen € co(V), tenemos que sup |x,u,| = sup |x,| v, = [|xll¢,) < o0, entonces ¢(x) € co
neN neN

< § < oo. Andlogamente, si consideramos B : co(v) — co(v) y ¢ : co(v) — ¢o

Vn

< oo, tenemos que B es un operador y los operadores e ¢

y ¢ estd bien definido.

Asi, procediendo de manera andloga al caso anterior, tenemos que ¢ es continuo y los operadores e¢® e I + B,, son
quasiconjugados a e? e I + B respectivamente via ¢. Luego, e®+ e I + B,, son mixing.

]

A continuacién, veremos una variante del teorema anterior que utilizaremos al final de esta seccidn.
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Proposicion 4.2.9. Sean X = cp0 X = £, (1 < p < )y w = (Wy)sew una sucesion de pesos tal que sup [w,| < co. Si
neN

definimos D,, : X — X por
Dy, (Xp)ner) = W2pXon)nen

para todo (x,).en € X, entonces el operador I + D,, es mixing.

Demostracion. Utilizando el mismo argumento de los teoremas anteriores, basta probar el teorema para X = ¢;. Sea
n € N, entonces existen k € Ny m € N impar tales que n = m2¥!, veamos que

0 sik=1
D,(e,) = . .
Wpok-1€por—2 Stk =2

e Sik = 1, tenemos que n = m es impar, entonces dado j € N tenemos que n # 2j y la j-ésima coordenada de D,,(e,)
es (Dy(en)); = waj (en)2; = 0. Luego (Dy(en)); = 0 para todo j € Ny por lo tanto Dy,(e,) = 0.
e Si k > 2, entonces n = m2K~! es par, luego dado j € N se tiene que

Woj si 2] = m2"‘1

(Dy(en)); = waj(eypr-1)y; = .
e A [ 2j # m2k!

Waj sij= m2k=2

0 L k2 y se deduce que D,,(e,) = W,k-1€,1-2.
S1j+m

Entonces (D,,(e,)) i = {

Consideremos para cada m impar, w™ = (W1 )i y ¢ : [ P ¢ 1) — { dada por
14

mimpar

¢ ((xl(cm) )m impar,kEN) = (yn)n€N7

con (V,)nen tal que y,, = x;m) sin = m2F1, m impar. Veamos que ¢ es un isomorfismo isométrico.

. ) € f] .
mimpar mimpar

e Buena definicién : Sea (x(”‘))mimpar € [ P ¢ 1) , queremos ver que ¢ ((x(’”))
14

Por definicién tenemos que x™ € ¢; para todo m impar, entonces

2Nl )= 2 2= 3 1 = J i

mimpar k=1
H( : ))Wl impar
4 mp

mimpar )¢,

Luego H¢ (x(’”))

) ] , por lo tanto ¢ estd bien definida y es isometria, con lo cual resulta
mimpar
4

D a
mimpar g,

inyectiva.
® ¢ es sobreyectiva : Seay = (Y, )uen € {1, para cada n € N escribamos n = m251 con m impar, k € N. Dado m impar,
M) = (Y2t Dgens » €NtONCES

definimos (xk
(m)
Z |xk
k=1

es decir, xX™ € ¢;. Asi, (x(’”)) , € [ P ¢ 1] yo ((x(’”)) ‘ ) =y, por lo tanto ¢ es isomorfismo isométrico.
mimpar mimpar
4

mimpar

)keN

(&9
= > Dl < Iylly, < oo,
k=1

Observemos que dado m impar,

sup |w2’”)| = Sup [wypr1| < sup [wy| < oo,
keN keN keN

entonces por el Teorema 4.2.8 tenemos que [ + B, es mixing.

Ademds, sup |II + Bymll;, <1+ sup|w,| < co. Entonces €5 B,m :( P t’l] —>[ P 61] definido por
f] [1

mimpar neN mimpar mimpar mimpar

{ @ BW(”,)] (X(m))mimpar = (BW(/”) (X(m)))m impar

mimpar
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para toda (x(m))m mpar [ b 51] , es un operador. Por otro lado, como I + B, es mixing para todo m impar y
2
4

mimpar
sup |l + B,mll, < oo, por la Proposicién 2.3.3 el operador I + & B,m = &5 I+ B, es mixing.
mimpar mimpar mimpar
Veamos que ¢ o € B,m = D,, o ¢. Sea (x(’")) €| @ | ,porunlado, como
mimpar mumpar mimpar 2

@ Bw(m ((X(m))mimpar) = (Bw(m) (x(m)))m impar = (szkx;x)l)m impar.keN>

mimpar

entonces

(m) _ (m) _
¢ ° @ Bw(m) ((X )m impar) - ¢ ((szkxk‘*’l)m impar,keN) - (yn)HEN’

mimpar

(m)

con y, = wyoex," sin=m2K! mes impary k € N.

Por otro lado, como ¢ ((X(m)) . ) = (Zn)nen, CON 7, = X,({m) sin =m2K!, mes impar y k € N, entonces
mimpar

= Dy, ((Zn)nen) = WanZon)pen -

(D, o p)((x)

m impar)

Ahora bien, si n = m2¥~! con m impar y k € N, entonces 2n = m2f = m2*+*D=1_ Asi, tenemos que wy, = Wy y

Zon = x,(:f)l, de donde concluimos que y, = w,,22,. Luego tenemos que ¢ o @ B, = D,, o ¢.

mimpar
Veamos que I + €D B, e I + D,, son quasiconjugados via ¢. En efecto,
mimpar

po|l+ @Bw(”l) =¢+¢o @Bw(”’)=¢+DWO¢=(1+DW)O¢,

mimpar mimpar

Ademds, como ¢ es isomorfismo isométrico, en particular es continua y tiene rango denso. Asi, I + & B,m eI+ D,
mimpar
son quasiconjugados via ¢. Luego, al ser [ + € B, mixing tenemos que I + D,, es mixing.

mimpar

]

Ahora probaremos que para todo espacio de Fréchet separable de dimension infinita existe un operador mixing, para
lo cual previamente necesitaremos dos lemas, de los cuales aceptaremos el primero.

Lema 4.2.10. [38] Todo espacio de Fréchet no isomorfo a w = K" contiene un subespacio denso que admite una norma
continua.

Como consecuencia de este lema veremos que para un espacio de Fréchet X separable de dimensién infinita no
isomorfo a w existen sucesiones (x,),en € X'y (X))nenw C X con ciertas caracteristicas que nos permitirdn construir un
operador mixing sobre X.

Lema 4.2.11. Sea X un espacio de Fréchet separable de dimensién infinita no isomorfo a w. Entonces existen sucesiones
(Xt € X'y (X))nenw € X* tales que :

i. x, — 0y (x,,n € N)esdensoen X.

n—oo

ii. (X)) €5 equicontinua.
iii. x,(x) =0sik#ny0<x(x,) <1paratodon € N.

Demostracion. Como X no es isomorfo a w, por el Lema 4.2.10 existe M C X subespacio denso y una norma ||:|| : M —
Rso continua. Sea {my,k € N} ¢ M denso numerable, con my # 0 para todo k € N, veamos que existe una sucesion
linealmente independiente (z,).en C X tal que ({z,,n € N}) es denso en M y por lo tanto denso en X, ya que M C X es
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denso. Sea z; = m; # 0y seaz, = my,, con k; el primer natural tal que {z, my, } es linealmente independiente, en particular
my > 1.Dado n > 2, si tenemos definidos z; = my; para todo 1 < j < n—1, con k; el primer natural tal que {zl, N S mkf}
es linealmente independiente, definimos z,, = my,, con k, el primer natural tal que Ay, = {z1,. .., 2.1, My, } €s linealmente
independiente, entonces tenemos que k,, > k,—_. Es claro por como elegimos los z,, que {{z,,n € N}) es denso en M, luego
en X, y que {z,,n € N} es linealmente independiente.

Por Hahn-Banach, para cada n € N existe y; € M tal que y;(z,) = 1 e y;(zx) = 0 para todo k < n. Definimos

n—=1
yi=zu e Yn = Zn = ZyZ(zn)yk
k=1

para todo n > 1, veamos que (y,),eny C M es tal que yj(yn) = 0,j para todo j,n € N. Fijemos j € N, queremos ver que
yj. (yn) = 0, para todo n € N.

Sin = j=1,entonces y} (y1) =y} (z1) = L.

Sin = j> 1, observemos que dado 1 < k < n — 1, tenemos que y; € <{z1, . ,Zj}>, por lo tanto y;(yk) = 0y entonces

j-1
Yo =iz - Z Ye(Z)y; o) = 1.
k=1
Sin < j, entonces y’;.(y,,) = 0 por definicién.
Sea ! > jy supongamos que yj.(yk) =0paratodo j+ 1<k <[-1, veamos que yj.(yl) =0.
En efecto, observemos que si 1 < k < j—1, entonces ¥; ) = 0 por definicién. Si j+1 < k < [—1, entonces yj.(yk) =0
por hipétesis inductiva. Luego como y;‘.(y ;) = 1, tenemos que

-1
Y00 = Y@ + ¥y = ¥i(a) - yi@) =0,
k=1

Veamos ahora que (y,,n € N) = (z,,n € N). Observemos que z; = y; € (y,n € N). Ademds, si m > 1, entonces
m—1

Zn = Yt Zy};'(zm)yk € (ymn €N).
k=1

Luego (gn,n € N) C (y,,n € N). Por otro lado, como y; = z; € (zy,n € N),dadom > 1, si y1,...,Vu1 € (Zn,n € N)

tenemos que
m—1

Ym = 3m — Z)’Z(Zm))’k € <Zn,n € N> .
k=1
Asi, (yp,n € N) C (z,,n € N) y deducimos que (y,,n € N) = (z,,n € N) es denso en X. Ahora bien, para cadan € N,
como y; € (M, |||l,,)", existe K, > 0 tal que yf,(x)| < K, ||x|ly; para todo x € M. Mas atn, como y;(y,) = 1, tenemos
que K,, > 1. Al ser M denso en X, por el Corolario A.1.22 existe una seminorma continua p : X — Ry que define la
topologia de X tal que pjy = |||y, Ademds, para cada n € N, como y,, € M* existe una unica extensién de y, a X*, que

también llamaremos y;. Observemos que si x € X, al ser M C X denso, existe (m;) e C M tal que m; — x, entonces
j—)DO

como p(m;) = ||m jH 4 para todo j € N'y p es continua, tenemos que

[y ol = |lim y;0m)) < Ky lim ], = Ko 1im pom)) = Kup(x).

Luego y;‘l(x)i < K,p(x) paratodo x € X,n € N, y por lo tanto (K; 1y;*l)neN es equicontinua.
Para definir las sucesiones (x,)yen € X'y (X),)neny C X, tomemos (@) en C [0, 1] tal que @y, — 0 (basta tomar para

cadan € N, @, = min {1, } donde (o )ren €8 Una sucesion de seminormas creciente y separante que definen la

1Pn(Yn)
topologia de X).

Asi, como py (@, y,) — 0 para todo k € N, tenemos que «,y, — 0.

n—oo n—oo
Para cadan € N, sean x, = a,y, y x; = K, 'y5, entonces (x,),en € X ¥ (x5), € X* son tales que :
i.x, — 0y <(x,,neN)=(y,,ne€N)esdensoen X.

n—oo
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i (X)) ey = (K ) o ©8 equicontinua.
iii. xi(x) = K, 'y:(xx) = 0'si k # n, y como x'(x,) = K, 'y:(y,) = K, !, entonces 0 < x(x,) < 1.
[m}

Teorema 4.2.12. Sea X un espacio de Fréchet sobre K separable de dimensién infinita. Entonces existe un operador
mixing (por lo tanto hiperciclico) sobre X.

Demostracion. Si X = w, entonces por el Ejemplo 2.5.18 tenemos que B : w — w es mixing. Supongamos que X no es
isomorfo a w, entonces por el lema anterior existen (x,)pen C X y (X),)neny C X tales que :

i x, — 0y (x,,n € N) es denso en X.

ii. (xfr:)nZON es equicontinua.

iii. X;(xx) =0sik #ny0 < x(x,) <1 paratodon € N.

Consideremos T : X — X definido por

(o] l .
T(x)=x+ Zﬁxnﬂ(x)xn,
n=1

para todo x € X. Veamos que es un operador bien definido. Por la proposicién A.1.17, basta ver que dado m € N, existen
N e Ny M > 0tales que p,, (T (x)) < Mpy(x) para todo x € X.

En efecto, sea m € N, como (x;,),ciy €s equicontinua existen N > my M, X (x)| < Mpy(x) para todo
x € X. Ademads como x, n_)—(; 0, en particular p,,(x,) n_}—c; 0 y por lo tanto es acotada, entonces existe M, > 0 tal que

Pm(x,) < M, para todo n € N. Luego para todo x € X tenemos que

1
P (TCN < @)+ 50 601 ] o C50) < pi(x) + My Mo ().

n=1
Al ser m < N, se tiene que p,,(x) < py(x), entonces p,, (T(x)) < (1 + M M;) py(x) para todo x € X, y por lo tanto T
es un operador bien definido. Sea S : £; — £, definido por

X, (Xar1)
S ((Za)new) = (Zn + —+12n - Zn+l)
neN

para toda (z,)nen € €1. Veamos que S = I + B,,, con w = (W,),en C K \ {0} una sucesion de pesos.

x,( n) X, (x) <

Definamos w,, = = para todo n € N. Entonces dado n € N, como xj,(x,) < 1, tenemos que w, = T

Luego sup |w,| <1y por 10 tanto B,, : £{; — ¢; es un operador. Dada (@,),en € €1, tenemos que
neN
x;kl+1(xn+l)

on a’n+1) =S ((a’n)neN) s
neN

(I + B,) ((@p)nen) = (@, + W’H‘lan+1)n€N = (an +

conlocual I + B,, = S y por el Teorema 4.2.8 concluimos que S es mixing. Sea ¢ : {; — X definido por
¢((an)n€N) = Zan-xn
n=1

para todo (@,)qen € {1, veamos que Sy T son quasiconjugados via ¢.

e ¢ estd bien definido : dado (@), € €1, debemos ver que Z a,x, converge en X. Basta ver que py (Z anx,l) N—> 0

n=1 n=N
para todo k € N. En efecto, dado k € N, como x, — 0 tenemos que px(x,) e 0, entonces en particular es acotada.

n—oo

Luego podemos considerar M > 0 tal que |ox(x,)] < M paratodo n € N.
Por lo tanto tenemos que

a,x, | < sup pr(x,) ) la, — O. 4.13)
Pk [r;V ] neg Pk r;\, fond

e ¢ es continuo : Por la Proposicion A.1.17, basta ver que dado k € N existe M > 0 de manera tal que p; (¢p(@)) <

M |||, paratoda a € £;. De 4.13 vemos que esto vale con M > sup pi(x,).
neN
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Entonces p,, (¢(@)) < MZ la,|l = Mllall, -
n=1
e R(¢p) C X es denso : Dado m € N, como ¢(e,,) = x, tenemos que x,, € R(¢), de donde se deduce que D =

(x,m € N) C R(¢). Por lo tanto, como D C X es denso, R(¢) C X es denso.
eTop=¢oS :Sea(ayen € 1, por un lado tenemos que

T (¢ (@nhe) =T [ianxn] = ianxn + i%xlﬁﬂ [ianxn] X
n=1 n=1 k=1 n=1

{x;+1(xk+l) sin=k+1

con lo cual, dado k € N, como x}, ,(x,) = se tiene que

sin#k+1

a’n+1x:+1(xn+l)
2n

ne

T (¢ ((a’n)nEN)) = Zanxn + Z
n=1 n=1
Por otro lado, tenemos que

0 (S (@er) = ¢((an + %M)N) =3 (an p et e)

n=1

% % a’n+lx:;+1(xn+1)
- S
on
n=1 n=1
Asi, oS =T o ¢y deducimos que S y T son quasiconjugados via ¢, por lo tanto como S es mixing, se deduce que
T es mixing.
O

Para finalizar esta seccion, procediendo de manera andloga al teorema anterior, veremos que en todo espacio de Fréchet
separable de dimensién infinita existe un operador mixing (por lo tanto hiperciclico) que contiene un subespacio cerrado
de dimensidn infinita cuyos elementos son puntos fijos del operador.

Teorema 4.2.13. Sea X un espacio de Fréchet separable de dimension infinita. Entonces existe un operador 7 : X — X
mixing (por lo tanto hiperciclico) y un subespacio cerrado de dimensién infinita en X cuyos elementos son puntos fijos de
T.

Demostracion. Analizaremos por separado los casos en los que X = w y X no es isomorfo a w.
e Si X no es isomorfo a w, por el Lema 4.2.11 existen (x,)nery € X'y (X))nen C X* tales que :
i. x, — 0y (x,,n € N)esdensoen X.

n—oo

ii. (x,)nen €8 equicontinua.
iii. X;(x) =0sik #ny0 < x;,(x,) <1 paratodon € N.

SeanT : X — Xy S : {1 — ¢, definidos por

=1, x5, (x2,)
T() = x+ ) 55,00 y S (@a)nerr) = (an + 2,
n=1 neN
paratodo x € X y (@,)nen € €. Procediendo de manera andloga al teorema anterior, tenemos que S y T son quasiconju-
x;n(-XZn)

para todo n € N, entonces sup [w,| < 1y
neN

gados. Ahora bien, observemos que si definimos w = (W;,),en por w,, =

ademds S = I + D,,, donde D,, : {; — {; estd dado por

D, ((CYn)neN) = (x;ﬂ;’)fzn) aZn)
neN

para todo (a@,).en € ¢;. Entonces, por la Proposicién 4.2.9, S = [ + D,, es mixing. Por lo tanto, como S y T son
quasiconjugados, T' es mixing. Ademds, si k € N es impar, x;, (x;) = 0 para todo n € N, entonces

o
T(x0) = X+ ) 3, (80%, = X,
n=1
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luego por la linealidad y continuidad de T se deduce que si x € {x;, kimpar ), entonces T(x) = x.

Asi, si M = {x;, kimpar ), entonces M es un subespacio cerrado de dimensién infinita tal que x es punto fijo de T para
todo x € M.

e Si X = w, consideramos el operador S : £; — ¢ definido por

S ((a'n)nEN) = (a'n + aZn)neN

para toda (@, ),en € €1. Entonces S = I + D,,, con w = (W,,),eny dada por w,, = 1 para todo n € N, luego por la Proposicién
4.2.9 tenemos que S es mixing en {;. Es claro que i : {; > w es continua de rango denso.
Sea § : w — w dado por

SN ((a'n)neN) = (an + aZn)neN

para todo (@, ),en € w. Entonces Soi=ioSs. Luego, S es mixing. Ademads, S(exs1) = e para todo k € N, por lo que
{ear+1,k € N) es un subespacio cerrado de dimension finita de puntos fijos de S.
m]

Para terminar esta seccién enunciaremos un resultado andlogo para operadores frecuentemente hiperciclicos (ver
Definicion 4.3.9) y D-cadticos, que fue probado recientemente en [22].

Teorema 4.2.14. Si X es un espacio de Banach con una base de Schauder incondicional, entonces existe un operador
T : X — X frecuentemente hiperciclico y D-caético con un punto fijo no nulo.

4.3. Teoremas de Ansari y Leon-Miiller

En esta seccién demostraremos los Teoremas de Ansari y Ledén-Miiller, que son teoremas importantes en la teoria
de operadores hiperciclicos y que utilizaremos en la siguiente seccién. Primero probaremos el Teorema de Ansari, que
dice que HC(T*) = HC(T) para todo operador T definido sobre un espacio de Fréchet. Posteriormente, estudiaremos
acciones del semigrupo aditivo G = Ny X R en X. Como consecuencia probaremos el Teorema de Ledn-Miiller, el cual
nos dice que si T es un operador definido sobre un espacio de Fréchet, entonces HC(T) = HC(AT) para todo A € S'.
Ademéds, extenderemos este resultado a operadores mixing y débil mixing. Para terminar la seccidn, definiremos vectores
y operadores frecuentemente hiperciclicos y enunciaremos algunos resultados que los caracterizan.

Para probar el Teorema de Ansari, previamente necesitamos el siguiente lema.

Lema 4.3.1. Sea X un espacio métrico sin puntos aislados y sea T : X — X una funcién continua. Si x,y € X, entonces

(0rb(T. )" N (Orb(T.y)) =0 0 (Orb(T. x)) = (Orb(T.y)) .

Demostracion. Supongamos que (Orb(T, )c))O N (Orb(T, y))o # 0, entonces existe k € N tal que T*(x) € (Orb(T, y))o.
Veamos que {T"(x),n > k} € Orb(T,y). Sea n > k, entonces existe ky € N tal que n = k + ko. Como Tk(x) € Orb(T, y),
existe (m;) jew tal que T (y) — T*(x), entonces

]—)00

Tm,'+ko(y) _> Tk+k°(x) - T"(x),

-

por lo tanto 7"(x) € Orb(T,y) y entonces {T*(x),k > n} € Orb(T,y). Como X no tiene puntos aislados, (Orb(T, x))O C
{T*(x),k > n})0 y luego
(0rb(T, )" < ((T* ).k = n}) < (Orb(T.y))".
Por lo tanto, por simetria tenemos que (Orb(T, y))O C (Orb(T, x))O y concluimos que (Orb(T, x))O = (Orb(T, y))O .
O

Teorema 4.3.2. (Ansari [1]) Sean k € N y X un espacio de Fréchet. Si T : X — X es un operador, entonces HC (T%
HC(T). En particular, si T es hiperciclico, entonces T es hiperciclico.
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Demostracion. Sea x € HC(T*). Luego como Orb(T*, x) c Orb(T, x) C X, entonces Orb(T, x) C X es denso y deducimos
que x € HC(T), es decir, HC(T*) ¢ HC(T).

Reciprocamente, tomemos x € HC(T) y veamos que x € HC(T*). Sea D = HC(T), entonces por la Proposicién 1.3.2
y el Corolario 2.1.11 tenemos que D C X es denso, T-invariante y conexo, por lo que en particular D no tiene puntos
aislados. Como D es T-invariante, podemos considerar 7|p : D — D, queremos ver que Orb(T*, x) es denso en X, para
lo cual, como D C X es denso, basta ver que Orb (T, x) = D, donde la clausura la pensamos en la topologia subespacio.
En el resto de la demostracién consideraremos la topologia subespacio inducida por D, por lo que D = Orb(T, x).

Paracada 0 < j < k- 1, consideremos D; = Orb(T*, Ti(x)), queremos ver entonces que Dy = D. Vamos a ver que :

k-1 k-1
i. D = Orb(T, x) = |_Orb(T*, Ti(x)) = |_] D;.
j=0 j=0
ii. T(Dj) C Djyyparatodo0 < j<k—1y T (Dy_1) C Dy.
k-1 k=1
i. Es claro que U Orb (T*,Ti(x)) € Orb(T, x), veamos que T"(x) € U Orb (T*,Ti(x)) para todo n € N.
j=0 j=0

En efecto, dado n € N, si dividimos # por k, podemos escribir nen la forman = km+r,con0 <m<ky0<r<k-1.
Entonces tenemos que
T"(x) = T (x) = (T*™(T"(x)) € Orb(T*, T"(x)) C D,.
k-1
Asi, tenemos que 7"(x) € D, con 0 < r < k— 1, luego Orb(T, x) U Orb(T*, T/(x)) y concluimos que

j=0
k-1 k-1

D = Orb(T, x) = |_JOrb(T%, Ti(0) = ] D;.
Jj=0 j=0

ii. Sea0 < j < k-1, veamos que T(D;) C Dj,1. Como T(Orb(T*, T/(x))) = Orb(T*, T/*!), entonces

T(D;) = T(Orb (T*, Ti(x))) C T(Orb (T¥, Ti(x))) = Orb(T*, Ti+1(x)) = D}y 1.

Veamos ahora que 7 (Dy-1) C Dy. En efecto,

T(Dy-1) = T(Orb (T*, T*1(x))) C Orb(T*, Tk(x)) = THOrb(T*, x)) C Orb(T*, x) = Dy.

Sea F c {0, 1,...,k — 1} el conjunto de menor cardinal tal que D = U Dj, veamos que card(F) = 1.
JEF
En efecto, supongamos que card(F) > 2, veamos que D] N D;’, = Qparatodoi,je F,i+# j Sii,j€ F,i+ json
tales que D7 N D} # 0, entonces por el Lema 4.3.1 tenemos que D] = Df. Luego, por la minimalidad de F tenemos

que U D; € D, conlo cual D \ U D;| # 0. Ademas, D \ ( U D;| C D; es abierto, entonces D \ { U Dz] C

leFN{i) IeF~{i) leFN{i) leFN{i)

D; = D5, lo cual es absurdo ya que j € F \ {i}. Luego D; N DS = 0 paratodo i, j € F tal que i # j . Entonces, como

(Di N Dj) cD;n D; tenemos que (Di N Dj) = () paratodo i, j € F tal que i # j. Consideremos F = U (D,- N Dj).
i, jeFit]

Observemos que D; N D; es cerrado, nunca denso y T-invariante para todo i, j € F tal que i # j, con lo cual F resulta

cerrado, nunca denso y 7T-invariante. Veamos que F = 0. En efecto, supongamos que F # 0 y tomemos y € Fy C D.
Como y € D, al ser Fy T-invariante y cerrado tenemos que D = Orb(T,y) C Fo = Fo, de donde se deduce que D = F.
Luego como F es nunca denso , tendriamos que D es nunca denso, es decir, tendriamos que D = (5)o = (, lo cual es
absurdo. Entonces Fyp = 0 y se deduce que D; N D; = 0 para todo i, j € F tal que i # j. Asi, tenemos que D = U Djes
jeF

una unién de cerrados no vacios disjuntos, lo que contradice el hecho de que D sea conexo. Luego card(F) = 1,]es decir,
F = {j} paraalgin 0 < j <k — 1y entonces D = D; = T*=/(D;). Ahora bien, por ii. tenemos que 7(D;) C Dj,; para todo
0<j<k—-1yT(Dy1)C Dy, por lo tanto :

Si j=k—1,entonces D = Dy_; = T(Dy_,) C Do = Dy.

Si0 < j<k-1,entonces T"(D;) C Dj.,, paratodo 0 < m < k — j— 1, en particular se tiene que 7%/~1(D;) € Dy,
y entonces TI(D ) € T(Dy-1) C Dy. Luego como Dy es cerrado tenemos que D = T*i(D i) C Dy.
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Asi, tenemos que D C Dy y concluimos que D = Dy, con lo cual x € HC(T).
[m}

Comenzaremos ahora el camino hacia la demostracion del Teorema de Le6n-Miiller (Teorema 4.3.6). Primero necesi-
tamos la siguiente definicion.

Definicion 4.3.3. Sean G = Ny X Ry y X un espacio de Fréchet. Observemos que (G, +) es un semigrupo, entonces
decimos que ¥ : G — L(X) lineal y continua es una accion del semigrupo G en X si verifica las siguientes condiciones :

i. ¥(0,0) = Iy.

i (g1 +g)=y(g)ov(g).

iii. La funcién ¢y : G x X — X definida por
P8, x) = Y(g)(x)

para todo (g, x) € G X X es continua, donde G = Ny X Ryp y G X X se consideran con la topologia producto.

Diremos i es hiperciclica si existe x € X tal que Orb(i, x) = {¥(g)(x), g € G} es denso en X. En tal caso el vector x se
llama vector hiperciclico para .
Notacion. Notamos por HC(¥) al conjunto de vectores hiperciclicos para .

Teorema 4.3.4. Sea X un espacio de Fréchet de dimensién infinita y ¢ : G — £(X) una accién del semigrupo G en X
que satisface las siguientes condiciones :
a. y(1,0) = Ix o (0, 1) = Ix.
b. Si ¢ es hiperciclica, entonces cada combinacién convexa de (0, s) y ¥(1, f) tiene rango denso para todo s, € Ryg.
Si x € X es un vector hiperciclico para ¥, entonces x es vector hiperciclico de y/(1,¢) € L(X) para cada ¢ € R..

Demostracion. Veamos primero que basta probar el teorema para el caso en que ¢ = 1.

En efecto, sea ¢ € R, arbitrario y supongamos que (1, 1) € L(X) es hiperciclico para toda accién de G en X que
satisface a. y .

e Siy(1,0) = Iy, consideremos la accién de G en X, iy : G —> X dada por

¥(n, s) = Y(n, st)

para todo (1, s) € G. Veamos que i satisface las condiciones a. y b.

En efecto, por un lado tenemos que (1, 0) = y(1,0) = Ix, con lo cual ¥ verifica la condicién a.

Por otro lado, dados r, s € Rsg, si @1%(0, r) + a2(1, s) es una combinacién convexa de (0, r) y (1, s), queremos ver
que tiene rango denso. Observemos que

a0, r) + axip(1,5) = ar(0, r1) + axy(1, s1),

con lo cual a1J(0, ) + a2i(1, 5) es una combinacién convexa de (0, rt) y y(1, st). Luego, como por hipétesis ay(0, rt) +
(1, st) tiene rango denso, deducimos que a1/(0, r) + axy(1, s) tiene rango denso, por lo tanto ¢ verifica la condicién
b. Entonces (1, 1) = (1, 1) es hiperciclico.

e Si (0, 1) = Iy, consideramos J : G — X definida por

1/7(11, s) = y(n,nt + )

para todo (n, s) € G. Luego, como ¢ es una accién y ¥(0, 1) = Ix, entonces

(LD =y, 1+ 1) =¢(0,1) + (1,0) =¢(0, 1) o (1, 1) = Iy o (1, 1) = (1, 1).

Procediendo de manera an4loga al caso anterior se prueba que (1, 1) es hiperciclico y entonces (1, ¢) es hiperciclico.
Consideremos el circulo unitario S' = {z € C, |z] = 1} yp:Ryo— S! dada por

p(t) — e2ﬂ'il
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para todo 7 € R.. Dados u, v € X definimos
F,,= {/l e S tales que existe ((ng, tx))reny € G con Yr(ny, t)(u) k—> vy p(ty) k—> /l}.

Para el resto de la demostracién, probaremos algunos hechos que nos llevardn a concluir que si F,, = S!, entonces
x€ HC(Y(1,1)),y veremos que six € HCY)y F . # st llegamos a una contradiccidn.

i. Siu € HC(y), entonces F,,, # 0 paratodo v € X.

En efecto, dado v € X, como u € HC(y) tenemos que Orb(y,u) = {¥(g)(u),g € G} es denso en X, luego existe
((ng, ti)keny C G de manera tal que Y(ny, t) (1) n—>_o)o v. Ahora bien, como S' es compacto y (e(t)en C S!, existe una

subsucesion convergente de (0(ft)).ep; - Podemos suponer entonces sin pérdida de generalidad que existe A € S! tal que
p(ty) k—> A, de donde deducimos que 4 € F,,.

ii.Seanu,ve XyAde S'. Si (vikew € X V (Aiken C S! son tales que A € Fy,,, paratodo k € N, v, k—> vy Ak k—> A,

entonces A € F,,. En particular F,,, C S! es cerrado para todo u, v € X.
En efecto, sean W entorno de 0 y & > 0, entonces por el Lema A.1.2 existe W; entorno de O tal que W; + W, c W.
P
Ademas, como v; k—> vy A k—> A, existe ko e Ntalque v—vp € Wy |d— A < 3 para todo k > ky. Ahora bien, por

definicién, como Ay, € F kg > existe ((n,1;))jen C G tal que
y(nj, t;)(u) oo Vko y o)) e Ak
luego existe jo € N tal que vy, — y(nj, t)(u) € Wy y |/lk0 —p(tj)| < g paratodo j > jo. Sea j > jo, entonces

& E
v — vy, € Wi, Vi — W, 1;)(u) € Wi, |1— 2| < 3 y |, = p(1)] < >

por lo tanto

v=ynj, 1)) =v—vi, + v, =@, v)(u) € Wi + W C W.
Ademds tenemos que .
2
con lo cual v — y(nj,vj)(u) € Wy |/l —p(tj)i < g para todo j > jo. Asi, tenemos que ((nj,t;))jen C G es tal que
Y(ng, t)(u) J_)—(; vy p(t)) J_)—(; A, de donde se deduce que A € F,,.

4= p())] < A = A | + |4 = p1))] < ; + S,

Ahora si, veamos que F,, es cerrado. Sea 1 € m, entonces existe (Ag)ren C F,p tal que A IH—; A.Paracada k € N,
consideramos v, = v, entonces A € F,,, paratodok € Ny v /H—:o v, con lo cual, por lo visto anteriormente resulta que
A€ F,,.

iii. Stu,v,we X,A€ F,, yu€F,,, entonces Au € F,,,.

En efecto, sea W entorno de 0 y consideremos W; entorno de O de manera tal que W; + W; ¢ W. Dado & > 0, como
u € F,,,existe (n;,t1) € G tal que w — y(n1,t)(v) € Wy y [u—p(t)l < ; Por otro lado, como ¥(n;,;) € L(X), en
particular y(ny, ;) es continua tal que y(n,#)(0) = 0 € W;. Luego como ¥ (n;,#)(0) =0 e W,y A € F,,, existen V
entorno de 0y (1, 1;) € G tales que

Wi, 0)(V) € Wi, V= y(m, ) € V y =p()] < 5.
Entonces si consideramos n3 = ny + ny y t3 = t; + t, como i es una acciéon de G en X tenemos que
w=(n3, 13) W) = w —(n, 1)) + Yy, 1) (v — Y(n, o)) € Wy + Wy C W,
y ademds como p(13) = p(t; + 12) = p(t)p(t2), A € S' y p(t;) € S! se tiene que
[ = p(23)] = |4 = p(t)p(t2)] = |4 = Ap(tr) + Ap(tr) — p(t)p(22)]

SwWﬂmm+WMW—MmR§+§=&
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Asi, concluimos que Au € Fy,,. Sea x € HC(Y), nuestro préximo objetivo serd probar que x € HC (/(1,1)).

Observemos que al ser x € HC(y), por i.,ii. y iii. se deduce que F, . es un subsemigrupo cerrado no vacio del grupo
multiplicativo S'.

iv.Si F, =S!, entonces x € HC (y(1,1)).

Supongamos que F,, = S!, veamos que Fyy= S! para todo y € X. En efecto, seany € Xy 1 € S, entonces 1 € F,.
Ademds, como x € HC(y), por i. tenemos que F, # 0. Sea u € F,, entonces como A € Fy, y y € F,, por ii. tenemos
que A € Fyy. Asi, como Ay € Fryy u~' € Fy, = S, deducimos que u~'(Au) = A € Fy,, con lo cual F,, = S'. En
particular, tenemos que 1 € F,, con lo cual existe ((n, #x)ken C G tal que (g, f)(x) /H_:o yypty) = ¥ /H_(:o 1.

Veamos que cada k € N, podemos escribir #; en la forma t; = jr — 1 + &, con j e Ny g, € [—%, %] tal que & k—> 0. En
efecto, para cada k € N consideramos

NI—‘

(] +1 sifp =[] <

Jk ,

1
[t]+2 sitp—[t] > E

entonces existe g, € [—%, %] tal que #, = jx — 1 + . Ademads, para cada k € N tenemos que

eZnilk — eZﬂi(jk—Hak) — eZm‘(jk—l)eZHisk — eZm‘sk’
luego como e b 1, tenemos que e e 1 con g € [ 303 ] para todo k € N, de donde se deduce que & 2 0.

Ahora bien, como ¥ : G — L(X) es una accion, entonces la funcién ¢, : G X X — X definida por

wy(g, x) = Y(g)(x)

para todo (g, x) € G X X, es continua (ver #ii. de la Definicion 4.3.3). Sean W y W, entornos de 0 tales que W + W, c W,
veamos que existe V entorno de O tal que (0, #)(V) ¢ W; paratodo 0 < ¢ < 2.

En efecto, sea 0 < ¢t < 2, como ¢, es continua en ((0, 7),0), existen & > 0y V; entorno de 0 tales que (0, s)(z) € W,
paratodo s € (t — &,t + &) y todo z € V;. En particular tenemos que (0, s) (V;) € W, paratodo s € (t — &, + &). Asi,
si para cada ¢ € [0,2] consideramos I; = (t — &,t + &;), entonces I, es abierto para cada ¢ y se tiene que [0,2] C U I.

1€[0,2]
N N

Entonces como [0, 2] es compacto, existen #q,...,¢ty € [0,2] tales que [0,2] C U I;,. Luego si tomamos V = ﬂ Vi
j=1 =1

tenemos que V es un entorno de 0 tal que (0, £)(V) ¢ W, para todo 0 < r < 2. Observemos que y(ng, t;)(x) — y k—> Oy
w0, 1 —e)(y) — ¥ (0, D) k—> 0, con lo cual existe ky € N tal que

Y, ) (x) =y €V y $(0,1 = &)(y) —¥(0, DH(y) € W)

para todo k > ky. Sea k > ko, al ser  una accién, (0, 1 — &) y (0, 1) son lineales, entonces

$(0,1 = &) W, 1)(x) = y) + (W0, 1 — &) = ¢(0, 1) (v) = W(0, 1 — &1) 0 (g, jx = 1 + &) (x) = ¥(0, D)
=y (0,1 = &) + (g, ji = 1 + &) (x) = (0, 1)(y)
= (g, ji)(x) = (0, DH(y).

Asf, como 0 < 1 — & < 2,y(n, 1)(x) —y € V'y (0, 1 — &) — (0, 1)) () € Wy, resulta que
(g, ji)(x) =0, D) € (0,1 —e)(V) + Wy Cc Wi + W C W,
con lo cual Y(n., ji)(x) — ¥(0, 1)(y) € Wy deducimos que
Y(n, Ji)(x) 2 Y (0, D). (4.14)
Veamos que (. ji)(x) € Orb (1, 1), x) . En efecto, observemos que

Ui, ji) = ¢ (mi(1,0) + (0, 1)) = ¢ (i (1,0)) 0 4 (i (0, 1)) .
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Ahora bien, si notamos por ((1,0))™ = y(1,0) o ...oy(1,0)y W(0, 1)) = ¢(0,1)o...oy(0, 1), entonces como i

ny veces Jkveces
es accion tenemos que

Y (m(1,0) = ¢ | (1,0) + ...+ (1,0) | = ((1,0))™ y o GO, 1)) = [0,1) + ... +(0,1)| = @O, )",

ng veces Jkveces

luego deducimos que ¥ (ny, ji) = (W(1,0))™ o (Y(0, 1))’*. Ahora bien, por a. tenemos que ¥(1,0) = Ix o bien y(0, 1) = Iy
yy(l, 1) =y ((1,0) + (0, 1)) = ¥(1,0) o ¥(0, 1), entonces

Y(1, 1) = ¢(0, 1) 0 Y(1,1) = y(1,0).

Por lo tanto, dado k € N se tiene que

Wng, jio) = (0, DY = (1, 1)) 0 Y, ji) = (1,0)"™ = (1, )™,
con lo cual ¥ (g, ji)(x) € Orb (y(1,1), x). Luego, como por (4.14) tenemos que ¥ (ng, ji)(x) k—> (0, D)(y), resulta que

(0, 1)(y) € Orb (y(1, 1), x). Entonces, como y era arbitrario deducimos que R ((1, 1)) € Orb (¥(1, 1), x). Asi, como por
hipétesis sabemos que R (¥/(1, 1)) C X es denso, deducimos que Orb ((1, 1), x) C X es denso y entonces x € HC ((1, 1)).

Para el resto de la demostracién vamos a suponer que x € HC(¥) y que F, . # S', lo cual veremos que nos conduce a
una contradiccién.

v. Existe m € N de manera tal que para caday € HC(y), Fy, = {1z, " = 1} para algiin 1 € st

Previamente veremos que F , = {z es!, 7" = 1} para algin m € N.

Supongamos que existe (#)ien C R.o de manera tal que #; 2 0y e* € F, para todo k € N, entonces como F,

es un subsemigrupo de S! tenemos que ¢*™*" € F, , para todo n € Ny todo k € N. Veamos que esto implica que F,, C S!
es denso. En efecto, sea z = e¥™ € S' con ¢ € [0, 1], queremos ver que z € E Dado k € N, sea ny, el primer natural tal
que f;n; > t, entonces tenemos que #; (n; — 1) < t < frny. Luego fyng —t < tyny — 1 (ng — 1) = t; para todo k € N, entonces
como fy, IH—:O 0 tenemos que #;n; — ¢ ]H—:o 0y deducimos que e ]H—(; z. Por lo tanto como e ¢ F rx paratodo k € N

tenemos que z € Fy, y concluimos que F,, C S! es denso. Luego F,, C S! es denso y cerrado, con lo cual F, , = st y
llegamos a una contradiccién. Entonces no existe () € R-o de manera tal que #; k—> Oy it ¢ F v.x paratodo k € N.
—00

Sea tozinf{t € (0, 1] tal que ™ € Fx,x}, entonces como F, , es cerrado, o € (0, 1] es el minimo tal que 7o = e*™' €
F x. Ademds, como por la Proposicién 1.5.6 las érbitas de rotaciones irracionales son densas, 7y debe ser racional. Sea
m=min {n €N, 7§ = 1}, entonces e”™™ = | y tenemos que tom = 1, es decir, fy = %

Veamos que la minimalidad de m implica que F,, = {z es!, 7" = 1}. Sea z € S! tal que " = 1, entonces z es una
raiz m-ésima de la unidad. Ahora bien, por definicion de m tenemos que z5 = 1y zf‘) # 1l paratodo 1 < k < m, por lo
tanto 7z es una raiz m-ésima primitiva de la unidad y entonces {Zo, z%, .. ,ZO”‘} son todas las raices m-ésimas de la unidad.
Luego existe 0 < k < m tal que z = zf‘). Por otro lado, como zop € F,, y F,, es un subsemigrupo de S! se tiene que
{ZO,Z(2), . ,zg} C F.y, conlocual z = z’(j € F,.,y se deduce que {z esl, 7" = 1} C F.,. Reciprocamente, supongamos
que existe w = e¥is ¢ F xx con s € [0, 1] tal que w™ # 1, entonces existe 0 < k < m — 1 tal que

kty<s<(k+Dtgyeokty+(m-Kktg<s+(m—-ktg <((k+1)+(m—-k))ty
S mty < s+ (m—k)ty < mty + t

olss+m-kty<l+1t

luego wzf)”_k € F,, y su dngulo es menor que #y, lo cual es absurdo por definicién de 7. Luego F, , = {z est,zm= 1}. Mas
atin, como zg es raiz m-ésima primitiva de la unidad tenemos que F, , = {zO, z%, e, zg} Dadoy € HC(y), pori. existen A €
Fyyyp€F,, Ademads, por iii. tenemos que AF,, C F,,y uF, C F, ,, de donde se deduce que card(F, ,)=card(F,,) =
m, donde denotamos por card(F, ,) y card(F, ,) al cardinal de F, , y F',, respectivamente. Concluimos entonces que, dado
AEF,,,

Fry=AF, . = {20, 2§ = 1} = {20,455, ..., A3} (4.15)
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vi. Existe una funcién continua f : HC() —> S! tal que

£ @0, 5)(x)) = ™™

para todo ¢ > 0, donde m € N es el obtenido en v.

En efecto, dado y € HC(y), por (4.15), si A € F,,, tenemos que F,, = AF,. Definimos f : HC(y) — s! por
f(y) = A" paratodoy € HC(¥).

Buena definicion de f: Seay € HC(i) y sean A1, A, € S! tales que Fyy = 41 Fy = L F, y, debemos ver que A7 = 47
Alser Fy, = {ZO,zé, .. ,zgz}, tenemos que

Fyx= {/1110» /llZ(z) cees /11181} = {/12Zo, /lzzé cees /12181} ,

por lo tanto existe 1 < k < m tal que 4; = 4175 = /lzzg y entonces A} = (/lzz’(;)m = A7, lo que nos da la buena deficion de
f.

Veamos ahora que f es continua. En efecto, si f no es continua, entonces existen (yi)enw € HC(@y) e y € HC(Y)
tales que yx — yy fOx) - f(y). Para cada y, € HC(y) tenemos que F., # 0, entonces podemos elegir A, € Fy,,
para cada k € N. Considerando una subsucesién si fuera necesario, podemos suponer que existen n,u € S' tales que
fO) = u# f)y & — n. Luego, como Ay € F,,, paratodo k € N, y — yy Ay — n, por ii. se tiene que 7 € F, .
Entonces, como n € F,,, tenemos que f(y) = 7"y fOx) = 4 — 7" = f(¥), lo cual contradice el hecho de que
fOw) = p # f(y). Asi, f resulta continua.

Sea t > 0, queremos ver que (0, 1)(x) € HC() y f ¥ (0,1) (x)) = ™. Para ver que (0, 1)(x) € HC(¢), debemos
ver que Orb (Y, y(0,1)(x)) = {(Y(n, s) W0, )(x)),n € Ny, s € Ry} es denso en X. En efecto, al ser x € HC(i)) tenemos
que D = {y(n, s)(x),n € Ny, t € Ryp} C X es denso, entonces como por hipdtesis b. se tiene que (0, 7) tiene rango denso,
se deduce que ¥(0,1)(D) = {(Y(0,1) o Y(n, s)) (x),n € Ny, s € R5o} es denso en X. Ahora bien, dados n € Ny y s € Ry,
como ¥ es una accién tenemos que

YO0, 0)op(n,s) =y +n,s+1)=ymn+0,1t+s) =y(n,s)ow,1),

luego Orb (i, (0, 1)(x)) = ¥(0,6)(D) = {(¥(n,s) o y(0,1))(x),n >0,s >0} C X es denso. Luego (¥(0,1)) (x) € HC(}),
es decir, (¥(0, 1)) (x) € Dom(f). Ademds, es claro que por definicién, p(f) = > € F . con lo cual se tiene que
F(@(0,0)(x)) = (™)™ = ™,

vii. $i D es el disco unitario cerrado, entonces existe /1 : D — S! continua de manera tal que hgr : S! — Slnoes
homotGpicamente nula. Esto es una contradiccion ya que toda funcién o : §' — S! que se extiende continuamente a D
es homotépicamente nula, considerando la homotopia H : S! x [0, 1] — S' definida por

H (e2m‘i, V) — O'(rez”’i)

para todo (ez”’i, r) e St x [0, 1].
Para definir la funcién 4, consideraremos por separado los casos en que (0, 1) = Ix y ¥(1,0) = Ix.
Caso 1 : Supongamos que ¥(0, 1) = I, consideramos entonces g : S' — HC(y) dada por

g(e™™) = (0, )(x)

para todo 0 < t < 1. Observemos que razonando como en vi., por b. sabemos que R(/(0,7)) C X es denso y tenemos

que (¥ (0,1))(x) € HC(y) para todo 0 < ¢ < 1, lo que nos da la buena definicién de g. Veamos que g es continua. Al ser

g(0) = ¥(0,0)(x) = x, como ¥(0, 1) € L(X) paratodo 0 <t < 1, para ver que g es continua basta ver que lirrll g(ez"”) = x.
t—1-

En efecto, como (0, 1)(x) = x, entonces
lim g(e”™) = lim y(0, () = (0, D() = x,
t—1- t—1-

luego g es continua. Por otro lado, por vi. tenemos que f o g : S' — S! verifica que

(f 0 )€™ = f(g(e™) = fW(0.H(x) = &™
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para todo O < ¢ < 1, con lo cual f o g tiene indice m > 1 y por lo tanto no es homotépicamente nula (ver[43, Capitulo
10]). Para extender g a D, consideramos g : D — S' dada por

8(@) = (1 = Ny(1,0) + ry(0, 1) (x)

para todo z = re*™ € D. Es claro que g : D — S! es continua. Ademds, por hipétesis b. tenemos que g(z) € HC(y) para

todo z € S'. Si consideramos & = f o g : D —> S, entonces f o g se extiende continuamente a D, lo cual contradice el
hecho de que f o g : S! — S! no es homotépicamente nula.
Caso 2 : Supongamos que (1, 0) = Ix. En primer lugar, como f es continuay f(x) = 1, existe W entorno de 0 tal que

fom-1<1 (4.16)

siy—xe€ Weye HC®). Por iii. del Lema A.1.9, si (0,).en €S una sucesion creciente y separante de seminormas que
definen la topologia de X, existen n € Ny ¢ > 0 tales que {y € X tales que p,(y) < &} € W. Luego, siy € X y u € K son
tales que p,(¥) < €y |u| < 1, entonces p,(1y) = |ul pn(y) < €y se deduce que py € W. Asi, podemos suponer que uW c W
para todo ¢ € K tal que |u| < 1, es decir, que W es equilibrado. Dado que en un espacio de Fréchet de dimensidn infinita
todo compacto tiene interior vacio (ver [43, Capitulo 1]) tenemos que el compacto {x — (0, #)(x), O < ¢ < 1} tiene interior
vacio y entonces

U=W~{x-y@0,0)x),0<t<1}

es abierto no vacio en X. Entonces como x es hiperciclico para ¢, existe (ng, fp) € G tal que x — Y¥(ng, to)(x) € U. Ahora
bien, como (1, 0) = Ix se tiene que

Y(no, 1) = ¥ (no(1,0)) o (0, 79) = (W(1,0))"™ o Y(0, 10) = ¥(0, 7o),

por lo tanto x — (0, #y)(x) € U. Luego, por definicién de U tenemos que fp > 1y x — (0,%)(x) € W. Sea entonces
g:S' — HC(y) definida por

. (0, 2ttp)(x) si0 <t < 1
g(e™™) = 2.
Qr=Dx+ Q=200 100 siz <t<]

1 )
Veamos que g estd bien definida. Si 0 < ¢ < 7 entonces por hipdtesis b. tenemos que g(ez’”’) = (0, 2ttp)(x) € HC(y).
1
Por otro lado, si 3 <t <1, como ¥(1,0) = Iy tenemos que ¥(1,0)(x) = x y entonces
g(€™™) = (2t = Dx + (2 = 209(0, 1)(x) = (21 = Dp(1,0)(x) + (2 = 200(0, 1) (x)
es una combinacion lineal convexa de (1, 0)(x) y (0, #9)(x), con lo cual
2(e¥"y = (2t — Dx + (2 = 200(0, 1p)(x) € HC(¥).

Asi, g estd bien definida y ademds como &0.47 Y 8.1y son continuas, tenemos que g es continua.

1
Consideremos fo g : S! — S!. Observemos que si 0 < ¢ < 7 entonces
(f © 8)(e™) = f(g(e™)) = fFW(0,2it)(x)) = e*™™".
1
Por otro lado, si 3 <t <1,como x —(0,1)(x) € Wy W es equilibrado, tenemos que

g(ezmi) —x =2t -2)(x = ¥(0,1)(x)) € W.

Luego, g(e*™) € HC() y g(¢*™)— x € W, entonces por (4.16) tenemos que |f(g(ez””)) - 1| < 1.Porlotanto,si0 <t <1,
como ¥(0,0) = Iy, f o g empieza en

(f 0 @)™ = f(g(0)) = f(Y(0,0)(x)) = f(x) = 1.
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1
Para0 <t < =, fog se mueve a lo largo de S! en sentido antihorario y da [mty] vueltas (donde [mt,] es la parte entera

de mty), finalizando en el disco de centro 1 y radio 1.

1 : . . .
Para - <t < 1, como | f(g(e¥™)) — 1| < 1, tenemos que f o g se mantiene en el disco de centro 1 y radio 1. Luego,
f o g tiene indice [mty] o bien [mty] + 1, y en particular, como #, > 1, f o g tiene indice distinto de 0 y deducimos que no
es homotépicamente nula. Extendemos g a D en la forma

8(2) = g(re”™ = (1 — r)x + rg(e”™)

para todo z = re”™ € D. Observemos que dado z = re”™ ¢ D, g(z) es una combinacién lineal convexa entre ¥(1,0)
y ¥(0, s), para algiun s > 0, evaluada en x. Asi, por hipétesis b. tenemos que g(z) € HC(¥). Por lo tanto, si definimos
h=fog:D —> S', hes continua y homotSpicamente nula, entonces hgi S' — S' es homotépicamente nula y
llegamos a una contradiccion.
Luego, probamos por un lado que si x € HC(y) entonces F,, = S! y por otro que si F,, = S' entonces x €
HC (y(1, 1)). Por lo tanto, HC(¢) = HC (y(1, 1)).
O

Como consecuencia del Teorema de Ansari y el teorema anterior tenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.3.5. Sea ¢ una acci6n del semigrupo sobre un espacio de Fréchet X que satisface las propiedades a. y b. del
Teorema 4.3.4. Si x es hiperciclico para ¢, entonces (n, ) es hiperciclico para todo n € N,z > 0.

t \\"
Demostracion. Sea x hiperciclico para i y sean n € N, ¢ > 0, entonces ¥ (n,t) = (n (1, —)) = (1// (1, —)) .
n n

. t PR . .
Ahora bien, por el Teorema 4.3.4 tenemos que ¢ (1, —) es hiperciclico, entonces por Teorema de Ansari deducimos
n

t n
que Y(n,t) = (zp (1, —)) es hiperciclico.
n
O

Como consecuencia del corolario anterior, veremos que si X es un espacio de Fréchet sobre Cy 7 : X — X es un
operador, entonces HC(T) = HC(AT) paratodo 1 € S'.

Teorema 4.3.6. (Leén-Miiller[33]) Sea X un espacio de Fréchet sobre Cy T : X — X un operador. Si x € X es tal que
{xlT"(x), 1eSl ne No} es denso en X, entonces Orb(AT, x) es denso en X para cada A € st

En particular, para todo A € S', los operadores T y AT tienen el mismo conjunto de vectores hiperciclicos, es decir,
HC(T) = HC(AT).

Demostracion. Seay : G — L(X) definida por
l//(n, t) — eZmiTn

para todo (n,t) € G. Veamos que  es una accién de G en X.
i. 4(0,0) = ¥T0 = [y,
ii. Si(n1, 1), (n2, 1) € G, entonces

Y((ny, 1) + (n2, 1)) = Y(ny + o, 1y + 1) = X FiTmn

— eZntlieZthiTnl ° Tl‘lg — ezrﬁliTl’l[ o 62ﬂ[2iTnz — w(nhtl) ° l//(nz, t2)~
iii. Sea ¢ : G X X — X definida por

@y (n,0),y) = W(n, 1) () = ™ T"(y)

para todo ((n,7),y) € G X X. Al ser X un espacio vectorial topoldgico y T continuo, es claro que ¢, es continua.
Veamos que ¥ satisface las propiedades a. y b. del Teorema 4.3.4.
a. En este caso, tenemos que ¢(1,0) = Ix y (0, 1) = Ix.
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b.Sean 5,1t € Ryg y r € [0, 1], veamos que la combinacién convexa dada por riy(0, s) + (1 — riy(1, ) tiene rango denso
en X. En efecto, observemos que

ry(0,8) + (1 —ry(l, 1 = reZ”Si[X +(1- r)ez”’iT_
Si consideramos el polinomio P : C — C dado por
P(z) = re”™ + (1 - r)e™™z

para todo z € C, entonces
(0, 5) + (1 — (L, 1) = re?™ Iy + (1 — Pe*™ T = P(T).

Luego por ii. de 1a Proposicion 2.1.9 tenemos que (0, s) + (1 — r)y(1, ¢) tiene rango denso.
Asi, para cada t € [0, 1], por el Teorema 4.3.4 tenemos que x es vector hiperciclico para ¥(1,7) = ¢*™T. Luego,
Orb(AT, x) es denso para cada A € st.
[m]

A continuacién, veremos un resultado andlogo al anterior, pero para los operadores mixing y débil mixing. Mas
precisamente, veremos que si X es un espacio de Fréchet y T : X — X es un operador mixing (respectivamente débil
mixing), entonces AT es un operador mixing (respectivamente débil mixing) para todo A € S'. Previamente, necesitamos
el siguiente teorema.

Teorema 4.3.7. Sea T : X — X un operador definido sobre un espacio de Fréchet X y 4;,4, € K con |4;] < |1,].
Si el operador R = AT X A,T : X x X — X es hiperciclico (respectivamente mixing), entonces A7 es débil mixing
(respectivamente mixing) para todo [4;| < |4] < |42].

Demostracion. Sea A € K tal que |1;| < |4] < |1;| y supongamos que R es hiperciclico. Por el Teorema 2.4.3, para ver
que AT es débil mixing, basta ver que dados U,V C X abiertos no vacios y W un entorno de 0 equilibrado (podemos
suponer que W es equilibrado ya que al ser X un espacio de Fréchet, en particular es localmente convexo), N r(W, V) N
N (U, W) # 0. En efecto, como R es hiperciclico, existe n € Ny tal que R"(W x U) N (V x W) # 0, luego como
R (W x U) N (Vx W) = (BT"(W) N V) x (3T"(U) N W), tenemos que

AT W)NV £0 y LT U)NW #0.
1 nn M'lln .
Six € W es tal que A4{T"(x) € V, como o < 1y W es equilibrado, tenemos que
_’11 ew /l”T”/l—rll =1T"(x) e V.
TR y = AT .
Luego (AT)" (/l—’llx) € (AT)" (W)n V y por lo tanto (AT)* (W) NV # 0.

Andlogamente se ve que (AT)"(U)N W # 0. Asi, n € Nyr(W,V) N Nr(U, W) y entonces por el Teorema 2.4.3
concluimos que AT es débil mixing.

Supongamos ahora que R es mixing, entonces por la Proposicién 2.3.1, para ver que AT es mixing basta ver que
Ny (U, W) y Nr(W, U) son cofinitos. En efecto, al ser R mixing, sabemos que Ng(U X U, W X W)y Ng(W x W, U x U)
son cofinitos. Veamos que Ng(U XU, WX W) C Nyp(U, W)y Nx(WX W, U X U) C N (W,U). Sean € Ng(UXU, WxW),
entonces R"(U x U) N (W x W) # 0, con lo cual

AT WO)NW) £0 y 2T U) N (W) # 0.

Asi, procediendo andlogamente al caso anterior, se tiene que (AT)" (U) N W # 0, entonces n € N, r(U, W) y se deduce
que Nr(U x U, W x W) C N,r(U, W). Andlogamente se ve que Ng(W X W,U x U) C N7 (W, U).
Luego, N,p (W, U) y Nar(U, W) son cofinitos y por lo tanto AT resulta mixing.
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Corolario 4.3.8. Sea X un espacio de Fréchety T : X — X unoperador. Si T : X — X es débil mixing (respectivamente
mixing), entonces AT : X —> X es débil mixing (respectivamente mixing) para todo A € S'.

Demostracion. Sea A € S', entonces como T es débil mixing (respectivamente mixing), en particular R = T X T es
hiperciclico (respectivamente mixing). Luego por el Teorema 4.3.7, si tomamos A; = 1, = 1 se deduce que AT es débil
mixing (respectivamente mixing).

O

Algunos resultados de operadores frecuentemente hiperciclicos

Para terminar esta seccion, daremos las definiciones de vectores y operadores frecuentemente hiperciclicos y enuncia-
remos algunos resultados andlogos a los vistos para operadores hiperciclicos. Las demostraciones se pueden ver en [28,
Capitulo 9].

Definicion 4.3.9. Dado A C Ny, se define la densidad interior de A como

d({0<n <N, A
dens(A):h’_mcar({ <n<N,neA}
— Nen N+1

).

Si X es un espacio de Fréchety T : X — X es un operador, decimos que x € X es un vector frecuentemente hiperciclico
para T si para todo U C X abierto no vacio,

dens{n € Ny, T"(x) e U} > 0.

Diremos que T es frecuentemente hiperciclico si existe x € X vector frecuentemente hiperciclico para 7.
Notacién. Notamos al conjunto de vectores frecuentemente hiperciclicos de T por FCH(T).

Proposicion 4.3.10. La propiedad de ser frecuentemente hiperciclico se preserva bajo quasiconjugacion.

A partir de la definicion, es claro que todo vector frecuentemente hiperciclico es hiperciclico, mas atn, se puede probar
que todo vector frecuentemente hiperciclico es débil mixing. Sin embargo, la reciproca no es cierta.

Teorema 4.3.11. Todo operador frecuentemente hiperciclico es débil mixing.

Por otro lado, asi como existen criterios para construir operadores hiperciclicos, tenemos también un criterio para
probar que ciertos operadores son frecuentemente hiperciclicos.

00

Definicion 4.3.12. Sean X un espacio de Fréchet y (e,),ey € X. Decimos que Z e, converge incondicionalmente si

n=1
(o)

Z ex(n) converge para toda biyeccién 7 : N — N.
n=1
Si (e,)nen €S una base para X, decimos que es incondicional si para todo x € X, su representacion en la forma
(]
X = Xpe, converge incondicionalmente.
n=1

Teorema 4.3.13. (Criterio para operadores frecuentemente hiperciclicos) Sea X un espacio de Fréchet separable y
T : X — X un operador. Si existe Xy C X densoy S : Xop — X tal que para todo x € X se verifica que :

i Z T"(x) converge incondicionalmente.
n=0
(o8]

ii. Z S"(x) converge incondicionalmente.
n=0

iii. T(S(x))=nx

Entonces T es frecuentemente hiperciclico.
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Vimos en los capitulos anteriores que los operadores de Birkhoff, MacLane y Rolewicz son hiperciclicos. Se puede
probar que tales operadores son ademads frecuentemente hiperciclicos. Ademas, se puede probar que dada (w),),en sucesion
de pesos, si X es un espacio de Fréchet en el cual la base canénica (e,),epy € X es incondicional y B, es D-caético, B,,
resulta frecuentemente hiperciclico.

Por otro lado, recordemos que dado un operador 7 : X — X definido sobre un espacio de Fréchet, probamos que
X = HC(T) + HC(T). Sin embargo, tal propiedad no vale para operadores frecuentemente hiperciclicos necesariamente,
de hecho se puede mostrar que si 7 = 2B : £, — {, con 1 < p < oo, entonces ¢, # FHC(T) + FHC(T).

El Teorema de Ansari que nos dice que HC(T*) = HC(T) para todo k € N. Un resultado andlogo vale para operadores
frecuentemente hiperciclicos, sin embargo, la demostracion se basa en argumentos muy diferentes a los utilizados en el
Teorema de Ansari para operadores hiperciclicos.

Teorema 4.3.14. Sea X un espacio de Fréchet y T : X — X un operador, entonces FCH(T*) = FCH(T) para todo
k € N. En particular, si T es frecuentemente hiperciclico, entonces T* es frecuentemente hiperciclico para todo k € N.

Ademds, si X es un espacio de Fréchet y consideramos el grupo G = Ny X R, andlogamente al caso de operadores
hiperciclicos se define cudndo una accién del semigrupo G sobre X es frecuentemente hiperciclica.
Vale ademds un resultado andlogo al Teorema 4.3.4, que junto al Teorema 4.3.14 implican el siguiente teorema.

Teorema 4.3.15. Sean X un espacio de Fréchet sobre Cy 7 : X — X un operador. Entonces FCH(AT) = FCH(T) para
todo A € S'.

4.4. Existencia de polinomios mixing sobre espacios de Fréchet separables de
dimension infinita

En esta seccidn veremos que si X es un espacio de Fréchet separable de dimension infinita para el cual existen ope-
radores hiperciclicos (respectivamente mixing, débil mixing o frecuentemente hiperciclicos) que admiten autovalores de
mddulo 1, entonces existen polinomios hiperciclicos (respectivamente mixing, débil mixing o frecuentemente hipercicli-
cos) de grado positivo arbitrario. Para tal fin, necesitaremos previamente demostrar (Teorema 4.4.1) que si 4 € K es un
autovalor tal que [4] < 1y T : X — X es un operador hiperciclico (repectivamente mixing, débil mixing o frecuen-
temente hiperciclico), entonces el operador AT es hiperciclico (respectivamente mixing, débil mixing o frecuentemente
hiperciclico). Esto implica que cualquier espacio de Fréchet separable de dimensién infinita admite polinomios mixing
(en particular hiperciclicos) de grado positivo arbitrario.

Ademads, veremos que si X es un espacio de Banach separable de dimensién infinita con base de Schauder incondicio-
nal, entonces existen polinomios D-caéticos y frecuentemente hiperciclicos definidos sobre X, de grado positivo arbitrario.
Estos resultados fueron probados en [13].

Tenemos entonces el siguiente teorema.

Teorema 4.4.1. Sea X un espacio de Fréchet separable sobre K de dimension infinita. Si existe un operador 7 : X — X
hiperciclico (respectivamente mixing, débil mixing o frecuentemente hipercilico) con un autovalor A tal que [1] < 1,
entonces existe un polinomio hiperciclico (respectivamente mixing, débil mixing o frecuentemente hiperciclico) definido
sobre X de grado positivo arbitrario.

Demostracion. Sea T : X — X un operador hiperciclico (respectivamente mixing, débil mixing o frecuentemente
hiperciclico) y sea 4 € C autovalor de T tal que |1] < 1. Sea u # O un autovector de T asociado a 1y sea ¥ = (u).
Entonces como X es de dimension infinita elegimos v € X \ Y y definimos Z = (u,v). Fijemos m > 2 y consideremos
Q :Z — Y C X definido por

Qlax + pv) = p"u 4.17)
para todo z = ax + Bv € Z. Entonces Q es un polinomio m-homogéneo. Por Hahn-Banach existe una proyeccion lineal

continua F : X — Z,conlocuaLR(F)=Zy F? = F. Sidefinimos P = Qo F, entonces P : X — Y Cc X esun polinomio
m-homogéneo no nulo.
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Veamos que P(x + y) = P(x) para todo x € X,y € Y. En efecto, sean x € X, y € ¥, observemos que al ser F 2= F
tenemos que Fir(r)=Iir(r), luego como F(y) =y, tenemos que

Px+y)=QF(x+y)=0FX) +y).
Ahora bien, si escribimos F(x) = au + fve y = @’u, con , 8, @’ € K, entonces
OQF(x)+y)=Q(au+pBv+du)=Q0(a+a)u+pv)=p"u
Por otro lado, P(x) = Q (F(x)) = Q (au + Bv) = B"u, luego para todo x € X, y € ¥ tenemos que
P(x +y) = P(x) (4.18)
Por otro lado si x € X y F(x) = au + Bv, como T(u) = Au, por (4.17) tenemos que
(T o P)(x) = T(Q(F(x))) = T(Qau + pv)) = T(B"u) = B"T(u) = B" Au = AP(x),

es decir, T o P = AP. Veamos que (Iy — P)o (Ix + P) = Ix = (Ix + P) o (Ix — P).
En efecto, si x € X, entonces (Iy — P) o (Ix + P)(x) = (Ix — P)(x + P(x)) = x + P(x) — P(x + P(x)). Ahora bien, por
(4.18) se tiene que P(x + P(x)) = P(x), con lo cual se tiene que

(Ix — P)o (Ix + P)(x) = x+ P(x) — P(x + P(x)) = x + P(x) — P(x) = x = Ix(x).
Andlogamente resulta que (Ix + P) o (Ix — P) = Ix. Asi, tenemos que
Ux—P)o(Ux+P)=Ix=Ux+P)o(Ixy — P) 4.19)

Luego, Iy + P es un homeomorfismo de X en X con inversa Ix — P.

Veamos por induccién que (T + Po T — AP)" = (Ix + P) o T" — AP paratodo n € N.
Sin=1,esclaroque T + PoT —AP =({Ux+ P)o T — AP.

Sean > 1y supongamos ahora que (T + Po T — AP)" = (Ix + P) o T" — A" P, entonces dado x € X tenemos

(T+PoT —APY""'(x) = (Ux + P) o T" = X'"P)(T + Po T — AP)(x))
= (Ix + P) [T"*' (x) + T"(P(T(x))) = AT"(P(x))| = A"P[T(x) + P(T(x)) = AP(x)].
Ahora bien, como T o P = AP, entonces 7" o P = A"P. Ademds , como P(T(x)) — AP(x) € Y, por (4.18) tenemos que
P[T(x) + P(T(x)) — AP(x)] = P (T(x)). Por lo tanto
(T +PoT = APy (x) = (Ix + P) [T"*' (x) + A"P(T (x)) = A" P(x)| = A"P(T(x))
= 7" (x) = A P(x) + P [T (x) + A"P(T(x)) = 2" P(x)|

Andlogamente, por (4.18) tenemos que P [T"“ (x) + "P(T(x)) — /l”“P(x)] = P(T™*(x)), luego

(T+PoT = AP (x) = T" ' (x) = "' P(x) + P(T™ (x))
= (Ix + PY(T"' (x)) = "' P(x).

Entonces para todon € N,
(T+PoT—-AP)'=Ux+P)oT"-2"P 4.20)

Veamos ahora que Po T # AP. En efecto, supongamos que Po T = AP, entonces P o T" = A" P para todo n € Nj. Sean
W y U abiertos disjuntos, entornos de 0 y u respectivamente, entonces al ser X un espacio de Fréchet, en particular es
localmente convexo y podemos suponer que W es equilibrado. Como T es hiperciclico, en particular es topoldgicamente
transitivo, entonces como P~'(U) y P~!(W) son abiertos no vacios existe n € N tal que 7"(P~'(W)) n P~ (U) # 0, por
lo tanto existe y € P~'(W) tal que T"(y) € P~'(U). Ahora bien, como W es equilibrado, || < 1 y P(y) € W, entonces
A"P(y) € W. Luego P(T"(y)) € Uy P(T"(y)) = A"P(y) € W, lo cual es absurdo ya que U y W eran disjuntos. Asi, tenemos
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que PoT # APy por lo tanto tenemos que R = T + P o T — AP es un polinomio de grado m. Ademads, por (4.20) tenemos
que para todon € N,
R'=Ux+P)oT"-2"P 4.21)

Analizaremos por separado los casos en que |[1] = 1y |4] < 1.

Caso 1: Si |1| = 1, entonces por el Teorema de Ledn-Miiller (respectivamente el Corolario 4.3.8 y el Teorema 4.3.15,
el operador 7' T es hiperciclico (respectivamente débil mixing, mixing y frecuentemente hiperciclico).

Como (A7'T)(u) = u, entonces u es un punto fijo de A~! T, con lo cual remplazando eventualmente el operador T por
el operador A~!' T podemos suponer que A = 1. Luego por (4.21) tenemos que

R'=(Ix+P)oT"—P

para todo n € Nj.

e Si T es hiperciclico, entonces existe x € X tal que {T"(x),n € Ny} es denso en X.

Entonces, por (4.21), como A = 1, es claro que {R"(x),n € No} = {(Ix + P) o T"(x) — P(x),n € Ny} es denso en X y
por lo tanto R es un polinomio hiperciclico.

¢ Si T es frecuentemente hiperciclico, entonces sea a € X vector frecuentemente hiperciclico para T y fijemos U C X
abierto no vacio. Como U + P(a) es abierto no vacio en X e Ix + P es un homeomorfismo de X en X, existe V abierto no
vacio tal que (Ix + P)(V) c U + P(a). Observemos que sin € N es tal que 7"(a) € V, entonces (Ix + P)(T"(a)) € U + P(a).
Asi, tenemos que si R"(a) = (Ix + P)(T"(a)) — P(a) € U.

Luego {n € N tales que T"(a) € V} C {n € N tales que R"(a) € U} y ademds como a es vector frecuentemente hiper-

ciclico para T, tenemos que
d{n < N tal T ev
i S {n ales que T"(a) € V} S
NeN N

0.

Asi, resulta que

11,_mcard{n < N tales que R"(a) € U} > lim
NeN N NeN N

card{n < N tales que T"(a) € V} >0

y por lo tanto a resulta un vector frecuentemente hiperciclico para R.

¢ Si T es mixing, sean U, V abiertos en X no vacios. Tomemos y € U, z € V' y consideremos w = z + P(y).

Como w — P(y) = z € V, existen U’ entorno de y y V’ entorno de w tales que U’ c Uy V' — P(U’) c V. Por otro
lado como V” es abierto no vacio e Ix + P es homeomorfismo de X en X, tenemos que U’ e (Ix + P)~'(V’) son abiertos
no vacios de X. Entonces, como T es mixing, existe ng € Ny tal que T"(U’) N (Ix + P)~'(V’) # 0 para todo n > ny. Sea
n > ngp, entonces existe x € U’ tal que T"(x) € (Ix + Py (v). Luego x € U’ c Uy (Ix + P)(T"(x)) € V'. Por lo tanto
R'(x) = (Ix + P)(T"(x)) — P(x) € R*(U) N V. Asi, tenemos que R"(U) NV # ( para todo n > ny y deducimos que que R
es mixing.

o Si T es débil mixing, queremos ver que R es débil mixing, es decir, que R X R es topolégicamente transitivo. Dados
U, x Uy y Vi X V, abiertos bdsicos de X X X no vacios, si tomamos (y;,y2) € Uy X U, (21,22) € Vi X V, y definimos
(Wi, w2) = (21,22) = (y1, y2), existen U] X U} y V| X V] abiertos tales que U] X U, C Uy XU, y VI XV, —(PXP)(U; xU}) C
Vi X Va. Como U x Uj e ((Ix X Ix) + (P X P))‘I(V{ x VJ) son abiertos no vacios de X X X, al ser T X T topolégicamente
transitivo, existe n € Ny tal que

(T X TY(U; x Uy N ((Ix X Ix) + (P x P)) (V] x V}) # 0.
Sea (x1,x2) € U} x U} € Uy X Uy tal que (T x TY'(x1, x2) € (Ix X Ix) + (P X P))™' (V| x V), entonces
(Ix + P) X (I + PYT" (1), T"(x2)) = (I X Ix) + (P X P)(T"(x1), T"(x2)) € Vi X V3,
es decir, (Ix + PY(T"(x1)) € V] e (Ix + P)(T"(x2)) € V}. Asi, como
(R* X R")(x1,x2) = ((Ix + P)(T"(x1)) = P(x1)) X ((Ix + P)(T"(x2)) = P(x2)),

entonces (R X RY'(x1,x2) € V] X V5 = (P X PY(U/ X U}) C V} X V5.
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Luego (R X R)*(x1,x) € R"(U; X Up) N (V) X V,) y por lo tanto R X R es topolégicamente transitivo, es decir, R es
débil mixing.

Caso 2: Si [4] < 1, entonces (1"P) (x) — 0 para todo x € X. Luego para todo x € X, en caso de existir lim R"(x),
tendremos que lim R*(x) = lim (Ix + P) (TZF)S). o

eSiTes higz;?:iclico, e;i_s);z: x € X tal que {T"(x),n € Ny} es denso en X, luego como Ix + P es homeomorfismo de X
en X tenemos que {(Ix + P) o T"(x),n € Ny} es denso en X. Asi, como |1| < 1, tenemos que

{R"(x),n € No} = {UIx + P) o T"(x) — (A"P) (x),n € Ny}

es denso en X y R resulta hiperciclico.

e Supongamos que 7 es frecuentemente hiperciclico, entonces existe a € X vector frecuentemente hiperciclico para
T.Sea U c X abierto no vacio, veamos que existen V C X abierto no vacio y ng € N tales que (Ix + P)(V) c U + A" P(a)
para todo n > ny. Como U es abierto no vacio y X es un espacio de Fréchet, existen xo € X y r > 0 tales que B(xg,r) c U
(donde en B(0, r) la pensamos respecto de una F-norma de X). Ahora bien, como —A"P(a) n_)—c; 0, existe ny € N tal que

_1"P(a) € B (o, %) para todo n € Ny.

Consideremos V = (Ix + P)™! (B (xo, %)) , entonces (Ix + P)(V) = B (xo, %) Asi, tenemos que

(Iy + P)Y(V) + B(O, %) - B(xo, %) + B(o, %) C B(xo,r) C U.
r

Observemos que dado n > ngy, como —A"P(a) € B(O, >

(Ix + P)(V) c U + A"P(a).
Ahora bien, si n > ng es tal que T"(a) € V, entonces R*(a) = (Ix + P) o T"(a) — A"P(a) € U y por lo tanto

{n eNy,,,T"(a) € V} c {n € Ny,,,R"(a) € U}. Luego como a es frecuentemente hiperciclico para T, concluimos que
card({n < N tales que R"(a) € U})

lim
NeN N
e Supongamos que T es mixing y sean U, V C X abiertos no vacfos.
Siz € V, entonces z = z+ 0 € V, con lo cual existen V' C X abierto no vacio y W entorno equilibrado de 0 tales que
V' + W c V. Entonces como P : X — Y = (u) es continua y W es equilibrado existen U’ C X abierto no vacio, C > 0y
€ > 0 tales que

), entonces (Iy + P)(V) — A"P(a) c U, de donde se deduce que

> 0y deducimos que R es frecuentemente hiperciclico.

U cU, PU’) c {au,|a| < C} y {au, |a| < &) c W.

Como [A"C — 0y T es mixing, existe ny € Ny tal que [A"C < ey T"(U’) N (Ix + P)~' (V') # 0 para todo n > ny.
n—-oo
Dado n > ng, consideremos x € U’ tal que (Iy + P) (T"(x)) € V'. Como x € U’ , podemos escribir P(x) = au, con |a| < C,
luego A"P(x) = A"au, con [A"a| < |A]" C < &. Asi, tenemos que A" P(x) € W, entonces

xelU y R'(x)=Ux+P)(T"x) - A"P(x) eV + WcCV.

Luego R"(U) NV # 0 para todo n > ny, de donde se deduce que R es mixing.

e Por ultimo supongamos que 7 es débil mixing, entonces 7 X T es topoldégicamente transitivo, queremos ver que
R X R es topoldgicamente transitivo.

Sean U; x U, y V| X V, abiertos bésicos no vacios en X X X, entonces si (z1,22) € V| X V», se tiene que (z1,22) =
(z1,22) +(0,0) € V1 X V. Luego existen V| X V] abierto no vacio en X x X y W; X W; entorno de (0, 0) equilibrado tal que
(Vi x V3) + (W x Wy) C Vi X V. Si procedemos de manera analoga al caso anterior para Wy y W,, podemos considerar
C > 0, U] x U} abierto no vacio de X X X y & > 0 tales que :

i. Uy xU,cU; xU,.
ii. (PxP)U;xU)C{(a1u,azu),la;] < C,laz| < C}.

iii. {(au, aru),|aq| < g, |az| < e € Wy X Ws.
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Como |A"C — 0y T X T es topolégicamente transitivo, por el Lema 1.5.10 existe n € Ny tal que
n—oo

[A"C < e y (TxTY (Ui xUpN(x+P)xUx+ P))*I(V{ x V3) # 0.

Sea (x1, x2) € Uy x U, tal que ((Ix + P) X (Ix + P))(T"(x1) X T"(x2)) € V| X V3, entonces (Ix + P)(T"(x;)) € V/ para
1 <i < 2. Como (x1,x2) € U X U), por ii. podemos escribir (P X P) (x1, x2) = (a1u, azu), donde |a;| < Cy |aa| < C.
Luego |4]" P(x;) = A"a;u con [A"q;| < |A]" C < g para 1 < i < 2, entonces por iii. se deduce que

(P X P)(x1,x3) = (A"P(x1), A" P(x3)) € Wy X W,.
Dado 1 <i <2, como (Iy + P)(T"(x;)) € V! y A"P(x;) € W;, tenemos que
R'(x)) = (Ix + P)(T"(x)) — A"P(x;)) € V] + W,.
Luego como (V] + W) X (V + Wa) = (V] X V) + (W) X W2) C V| X V, tenemos que
(x1,x2) € Ur X Uy y (R X R)"(x1,x2) = (R"(x1),R"(x2)) € Vi x V2.

Asi, se tiene que (R X R)*(U; X Up) N (V) X V,) # 0y deducimos que R X R es topolégicamente transitivo.
[m}

Teorema 4.4.2. Todo espacio de Fréchet separable sobre K de dimensién infinita admite polinomios mixing (por lo tanto
hiperciclicos) de grado positivo arbitrario.

Demostracion. Por el Teorema 4.2.13 existe un operador 7 : X — X mixing con un punto fijo no nulo. En particular,
tenemos que 4 = 1 es autovalor de T, con lo cual por el Teorema 4.4.1 existe un polinomio mixing sobre X de grado
positivo arbitrario.

O

Teorema 4.4.3. Si X es un espacio de Banach complejo con una base incondicional, entonces existen polinomios D-
cadticos y frecuentemente hiperciclicos definidos sobre X de grado positivo arbitrario.

Demostracion. Por el Teorema 4.2.14 existe un operador D-cadtico y frecuentemente hiperciclico 7 : X — X con un
punto fijo distinto de cero. Entonces tenemos que 4 = 1 es autovalor de 7, por lo tanto por el Teorema 4.4.1, para todo
m > 2, existe un polinomio m-homogéneo P de manera tal que R = T + P o T — P es un polinomio frecuentemente
hiperciclico de grado m en X y ademds R" = (Ix + P)o T" — P para todo n € N. Si x tiene periodo k respecto a T, entonces

R¥(x) = (Ix + P) o T*(x) = P(x) = x + P(x) = P(x) = x,

de donde se deduce que x tiene periodo k respecto de de R. Asi, Per(T) C Per(R), entonces Per(R) = X y como T es
topolégicamente transitivo, R también. Luego R es D-cadtico. O



Apéndice A

Resultados de Analisis Funcional

A.1. Espacios de Fréchet

En esta seccién presentaremos algunos resultados y ejemplos de espacios de Fréchet. Un espacio de Fréchet X es
un espacio vectorial topoldgico definido sobre K = R o C, dotado por una métrica d que estd dada por una sucesion de
seminormas (o, ),en definidas sobre X que lo hacen un espacio métrico completo. Definiremos una funcién |- : XXX —
R inducida por (0,).en, la cual llamaremos F-norma y verificard que ||x — y|| = d(x,y) para todo x,y € X. A diferencia
de una norma en un espacio de Banach, la F-norma no serd homogénea, es decir, no se verificard necesariamente que
[[Ax]| = |A]||x|| para todo A € K, x € X.

Comenzamos entonces recordando la definicién de un espacio vectorial topolégico y alguna de sus propiedades. En
lo que sigue supondremos que X es un espacio vectorial sobre K = R o C.

Definicion A.1.1. Sea (X,7) un K-espacio vectorial con 7 una topologia sobre X. Decimos que (X, 7) es un espacio
vectorial topologico si las funciones s : X X X — Xy m : KX X — X definidas por

s(x,y)=x+y y m(d, x) = Ax
para todo x,y € X, A € K, son continuas.

Lema A.1.2. Sea X un espacio de Fréchet y U C X un abierto no vacio. Entonces existen U; C U abierto no vacioy W
entorno de 0 tal que U; + W C U. Ademas, si W; es entorno de 0, existe W, entorno de 0 tal que W, + W; ¢ W,,.

Demostracion. Como s es continua, s~' (U) es abierto en X X X. Si x € U, entonces (x,0) € s~!(U), por lo tanto existen
U, entorno de x y W entorno de 0 tales que (x,0) € U; X W C s~I(U), es decir, U; + W c U. Andlogamente, como
(0,0) € s~ (W), existe W, entorno de 0 tal que (0,0) e Wy x W, C s~ (Wp) y entonces W + W, c W,.

]

Lema A.1.3. Sea (X, 1) un espacio vectorial topolégico. Dados a € X y 4 € K \ {0}, las funciones s, : X — Xy
m, : X — X definidas por

s.(x)=x+a y my(x) = Ax
para todo x € X, son homeomorfismos.

Demostracion. Veamos que s, es un homemomorfismo. Sean f, : X — X X Xy C, : X — X definidas por

Ja(X) = (x,a) y C,(x)=a

para todo x € X. Observemos que sim; : X XX — Xy m : X X X — X son las proyecciones en la primer y segunda
coordenada respectivamente, entonces

7T1°fa=lx y HZOf;I:Ca’

105
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donde Iy : X — X es la identidad. Entonces 7, o f, y m; o f, son continuas y se deduce que f, es continua.
Por otro lado, observemos que s,(x) = x +a = s(x,a) = (s o f,) (x) para todo x € X, es decir, s, = s o f,.
As, s, resulta continua por ser composicién de continuas. Ahora bien, como la inversa s;! : X — X estd dada por

5./ 0) =y —a=s_40)

para todo y € X, entonces s, es continua y concluimos que s, es homeomorfismo.

Resta ver que m, es un homeomorfismo. Sean g, : X — K x X y C,; : K — K definidas por

ga(x) = (4, x) y Caw) =2

para todo x € X, € K. Entonces, como m; o g4 = C, y my 0 g4 = Ix, se tiene que m; o g4 y mp 0 g4 son continuas y
por lo tanto g, resulta continua. Asi, observando que m, = m o g,, tenemos que m, es continua por ser composicion de

continuas. Ademads, su inversa m;l : X — X estd dada por m;l = my-1, por lo tanto m;l es continua y deducimos que m,

es un homeomorfismo.
O

Para dar la definicién de espacio de Fréchet, previamente recordemos las siguientes definiciones.
Definicion A.1.4. Sea X un espacio vectorial sobre Ky C C X un subconjunto de X. Decimos que C es :
i. Convexo si para todo x,y € C, el segmento [x,y] = {tx + (1 — )y, € [0, 1]} C C.
ii. Redondeado si para todo x € C, A € K tal que |4| = 1, se tiene que Ax € C.
iii. Equilibrado si para todo x € C, A € K tal que |1] < 1, se tiene que Ax € C.

iv. Absorvente si para todo x € X existe t > 0 tal que 7x € C, es decir, X = U tC.
>0

v. Absolutamente convexo si es equilibrado y convexo.

X es localmente convexo si el origen tiene una base local de conjuntos absolutamente convexos y absorventes.

Definicion A.1.5. Un funcional p : X — Ry se dice seminorma para X si para todo x,y € X, A € K se verifican :

i. p(x+y) < p(x)+p(y).
ii. p(Ax) = |4 p(x).

Dada una sucesion de seminormas (o,,),en €n X, diremos que (0, ),en €8 separante si para todo x € X tal que p,(x) =0
para todo n € N, se tiene que x = 0.

Proposicion A.1.6. Sea (0,).cn una sucesion de seminormas creciente y separante en X.
Si definimos d : X X X — Ry por

o

1
d(x.y) = ) 5 min(1py(x =)

n=1
para todo (x,y) € X X X, entonces (X, d) es un espacio métrico.

Demostracion. Previamente, observemos que dados x,y € X, se tiene que

00

| 1
d(x,y) = Zi min (1, p,(x —y)) < Z? =1,
n=1

n=1
por lo tanto la serie converge para todo x,y € X y d estd bien definida. Veamos que d es una métrica sobre X.

1
i. Es claro que d(x,y) > 0 para todo x,y € X, ya que o min (1, p,(x — y)) > 0 para todo n € N.
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ii. Dados x,y € X, se tiene que p,(x —y) = p, (1)(y — x)) = |-1] p,(y — x) = p,(y — x) para todo n € N, con lo cual

d(x,y) = d(y, x).
iii. Sean x,y € X, queremos ver que d(x,y) = 0siy sélosi x = y.

oo

1
Sid(x,y) = 0, entonces Z o min (1, p,(x —y)) = 0. Luego dado n € N, se tiene que min (1, p,(x —y)) = 0, de donde

pn(x —y) = 0. Asi, p,(x — yr;l: 0 para todo n € N, entonces como (p,)nen €S separante tenemos que x —y = 0, es decir,
X=y.

Si x = y, entonces por ii. de la definicién de seminorma tenemos que p,(x —y) = 0 para todo n € N, por lo tanto
min (1, p,(x —y)) = 0 para todo n € N y se deduce que d(x,y) = 0.

iv. Dados x,y,z € X, por i. de la definicién de seminorma tenemos que p,(x — z) < p,(x —y) + p,(y — 2) para todo
n € N, entonces

00 e

1 1
d(x,2)= ) zomin(Lp,(x=2) < 3 2o min (Lp(e =) + puly = 2).

n=1 n=1

Ahora bien, observemos que si a,b > 0, entonces min (1, a + b) < min (1, a) + min (1, b) . Asi, deducimos que

SB!
d(x,2) < ) 5o min (1L pu(x =) + puly = 2)
n=1

o) 1 . © 1 .
SZIZ_" min (1, p,(x — y)) + Z;? min (1, pa(y = 2))
=d(x,y) +d(y,2).

Luego (X, d) es un espacio métrico.
O

Observacion A.1.7. i. Una caracteristica importante de esta métrica es ser invariante por traslaciones, esto es, d(x,y) =
d(x+z,y + 7) paratodo x,y,z € X.
En efecto, dados x,y, z € X, tenemos que

00 00

1 1
dix+zy+2)= ) zomin(Lp, (x+2) =G +2) = Yz min(Lp,(x =) = dx).

n=1 n=1

ii. Si para cada n € N consideramos p, = max pi, tenemos que p, < p,;; para todo n € N, es decir, (0,),cy €5
1<k<n
creciente. Por lo tanto, si reemplazamos eventualmente (0,)nen POr (04),en» Podemos suponer que (p,)qen €8 creciente.

Entonces tenemos la siguiente definicion.

Definicion A.1.8. Un espacio vectorial X se dice espacio de Fréchet si existe una sucesion de seminormas (o, ),en cre-
ciente y separante tal que (X, d) es completo, donde d es la métrica definida en la Proposicién A.1.6.

Sabemos que en un espacio métrico, tanto las nociones de limite de una sucesién convergente y de Cauchy, asi como
también la nocién de entorno de un punto estdn vinculadas a la métrica del espacio en cuestién. En un espacio de Fréchet
X, al ser su métrica inducida por una sucesién de seminormas creciente y separante, podremos establecer una relacién
entre estas nociones y la sucesion de seminormas que definen la métrica del espacio X. El siguiente lema establece tales
relaciones, y lo utilizamos en la tesis en varias oportunidades.

Lema A.1.9. Sea X un espacio de Fréchet definido por una sucesién de seminormas (p,),en Creciente y separante. Si
x € X, (xphrew C Xy U C X, entonces se verifican:

i X k—> x siy sélo si p,(x; — x) k—> 0 paratodon € N.
ii. (x)reny C X es de Cauchy siy sélo si p,(xx — x7) kl—> 0 paratodon € N.

iii. U es entorno de x siy sélo si existen n € Ny & > 0 tales que {y € X tales que p,(y — x) < &} C U.
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Demostracion. i. Supongamos que x; — X, queremos ver que p,(x; — x) — O paratodon € N. Seane > 0y n € N,
k—o0 k—o0

. e
podemos suponer 0 < € < 1. Como x; k—) x, existe kg € N tal que d(x, x) < o para todo k > ko, entonces

S

1 €
d(xi,x) = )z min(lLpy (v = 0) < o

m=1

1
para todo k > ky. En particular, o min (1, p,(x; — x)) < % y por lo tanto min (1, p,(x; — x)) < € para todo k > ky. Ahora
bien, como € < 1, entonces min (1, p,(xx — x)) = pn(xx — x) para todo k > ky. Luego, p,(xx — x) < & para todo k > ko y por
lo tanto p,(x; — x) k—) 0.

Reciprocamente, supongamos que p,(x; — X) 2 0 para todo n € N, veamos que xj o Seae > 0yng € Ntal que

=1 £ L . &
E o < 7 Por hipétesis sabemos que p,,,(xy — x) — 0, con lo cual existe ky € N tal que pp, (X — x) < P para todo
n=np+1 k—eo "o
. e
k > ko. Ademas como (p,)neiy €5 creciente, entonces 0, (x; — x) < P, (X — X) < P para todo n < ng, k > ky. Luego para
1o

todo k > ko se tiene que

no 1 ) 0 1 )
d(x.x) = )z min(lp, (v =) + ) 2 min(Lp, (s~ 1)
n=1 n=ng+1
noy &

5 +

< nz:;p,,(xk - X)+ i % <

n=np+1

£
- =&
2

Por lo tanto d(xy, x) < € para todo k > k¢ y entonces x; k—> X.

ii. Supongamos que (x;)xe €s de Cauchy, queremos ver que p,,(x;—Xx;) kl—> Oparatodon € N.Seann e NyO<e <1,

o

como (xx)ren s de Cauchy, existe kg € N tal que d(xg, x7) < 2_8" para todo k, [ > ko. Entonces Z o min (1, p,,,(xx — x7)) <

m=1
&
= para todo k, [ > ko. En particular como & < 1, procediendo como en i. deducimos que p,(xx — x;) < & para todo k, [ > ko
y por lo tanto p,(xx — x7) kl—> 0.
Reciprocamente, supongamos ahora que p,,(x; — x;) T 0 para todo n € N 'y veamos que (x;)reny C X es de Cauchy.

(e

&

1
Sea £ > 0y tomemos ny € N tal que Z — < 3

7 . Por hipétesis pp, (xr — x;) kl—> 0, entonces existe ko € N tal que

n=ng+1

& ) e
P (X — x1) < P para todo k, [ > ko. Luego como (p,)nen €5 creciente tenemos que p, (X — X1) < o, (X — X1) < P para
1o

0
todo k, ! > kg, n < ny. Entonces para todo k, [ > ky tenemos que

o

Sl 1
d(xx) = ) o min(Lpy(u=x)) + 3 o min (1 pu(x = 1)
n=1

n=np+1

ol 1 e &
San(xk—x1)+ Zi<§+§:8'
n=1

n=np+1

Asi, d(xg, x;) < g para todo k, ! > ko y se deduce que (x;)rery €s de Cauchy.

6 (]
iii. Si U es entorno de x, existe 6 > 0 tal que By(x,0) € U. Sean ¢ = T y no € N tal que o < 7 veamos
no n
n=np+1

. 0
que {y € X tales que p,,(y — x) < &} C U. En efecto, si y € X es tal que p,,(y —x) < & = EP entonces como (0, )nen €S
no
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. 1)
creciente tenemos que p,(y — x) < p,,(y — Xx) < & = P para todo n < ng, luego
no

0o

1
d(x,y) = 22 min (L, (y=0)+ ) 5o min(Lp,(y =)

n=1 n=ng+1

s;pn x)+22n g — =0.

n=np+1

Asi, y € By(x,6) C Uy se deduce que {y € X tales que p,,(y — x) < &} c U.
Reciprocamente, sean n € Ny & > 0 tales que {y € X tales que p,(y — x) < &} C U, veamos que U es entorno de x.
Observemos que
{y € X tales que p,(y — x) < min{l, &}} C {y € X tales que p,(y — x) < &},

entonces podemos suponer sin pérdida de generalidad que € < 1. Veamos que B, (x, E) cU.

on

= 1
Seaze Bd( £ ) entonces d(z, x) < —, es decir, Z — min(1, pr(z — x)) < £ y se tiene que p,(z — x) < €. Luego
$on 2 £ o 2

,E)CU.

€ {y € X tales que p,(y — x) < &} C U y entonces x € By (x o

]

Ejemplo A.1.10. Si X es un espacio de Banach, entonces X es un espacio de Fréchet, tomando para cada n € N Ia
seminorma dada por p,(x) = ||x||x para todo x € X.

A continuacién veremos algunos ejemplos cldsicos de espacios de Fréchet.

Ejemplo A.1.11. i. Sea H(C) = {f : C — C, f holomorfa} . Para cada n € N definimos p,, : H(C) — Ry por

Pn(f) = sup|f(2)l
|z|l<n
para toda f € H(C). Es claro que (o, ),y €s una sucesién de seminormas creciente y separante. Ademads, dada (f,),en C
H(C), tenemos que f, — f en H(C) siy sdlo si f, — f uniformemente sobre todo K ¢ C compacto. Ahora bien,
n—oo n—oo

observemos que f, — f uniformemente sobre todo K ¢ C compacto si y sé6lo si f;, — f uniformemente en B(0, m)
para todo m € N, si ;_;oglo st pm(fu — 1) — 0 para todo m € N. o

Asi, como H(C) es un espacio comlnaleto con la topologia inducida por la convergencia uniforme sobre compactos,
entonces H(C) resulta completo con la métrica d inducida por (p,),en. Por lo tanto H(C) es un espacio de Fréchet.
Ademas, si consideramos D = {P € [Q + Qi] [z]}, se puede ver que D es denso numerable en H(C). Luego H(C) es un
espacio de Fréchet separable.

ii. Sea w = KN = {(x,)pen, X2 € K, n € N}. Para cada n € N, consideramos p,, : @ — Ry definida por

Pn(X) = SUp |x
1<k<n
para todo x = (xp)reny € w. Entonces (p,),en €S una sucesion de seminormas creciente y separante.
Veamos que w es completo. En efecto, sea (x(")) oy © wuna sucesion de Cauchy, queremos ver que existe y € w
n

tal que x™ — y. Por el Lema A.1.9, tenemos que p; (x(”) - x(’")) —> 0 para todo [ € N. En particular, dado [ € N,

n,m—oo
)

(x?"))ne C K es de Cauchy, entonces como K es completo, existe y; € K tal que x(" — y;. Consideremos y = (y)ien € w,
n—oo

veamos que x* —s yen w.
>0

En efecto, por el Lema A.1.9, basta ver que p; (x(”) - y) - Oparatodo/ € N. Sean/ € Ny & > 0. Como xj(") 2V

paratodo 1 < k <[, existe ny € N tal que |x1((") —yk| < - <egparatodon>npytodol <k </l

Entonces tenemos que

M _ ) = ) _ €
P =)= s [ vl <5 <
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para todo n > ng, por lo tanto p; (x(") - y) - 0. Luego w es un espacio de Fréchet.

Ademds, es claro que D = {(xi,...,x5,0,0,0,...),x; € Q paratodo 1 <k < N,N € N} C w es denso numerable.
Luego w es un espacio de Fréchet separable.

iii. Si X es un espacio de Fréchet separable, entonces XY = {(X)new, Xn € X, n € N} es un espacio de Fréchet separable.
En efecto, sea (0,).cn €s una sucesion creciente y separante que define la topologia de X. Para cada n € N, definimos
gn : X' — K dada por

qn (X )kew) = sup p,(xp)

1<k<n

para todo (x)ren € XY, Al ser (p,)nen creciente y separante, (g,),en €8 Una sucesion de seminormas creciente y separante,
que hacen de XY un espacio métrico completo. Sea DN = {(x1,...,xx5,0,0,0,...),x, € Dparatodo 1 <k < N,N €N} c
XY, con D C X denso numerable. Entonces DY es denso numerable y por lo tanto X*' es separable. Luego X es un
espacio de Fréchet separable.

Definicion A.1.12. Sea X un espacio de Fréchet, con (p,),cy una sucesion de seminormas creciente y separante y d su
métrica asociada. Definimos el funcional ||-|| : X — Ry por

o]

1
Il = 57 min (1, o)

n=1
para todo x € X. Entonces se verifica que d(x,y) = ||x — y|| para todo x,y € X.

Proposicion A.1.13. Sea ||| : X — Ry el funcional de la definicién anterior, entonces para todo x,y € X, 1 € K, se
verifica que :

il Il < el + Iyl
ii. [|Ax]] < ||x|l si|] < 1.
iii. lim||Ax]| = 0.
A—-0
iv. ||x]l =0 siysélosix=0.

Demostracion. i.y iv. ya fueron probadas en el Lema A.1.9.
ii. Sean x € X y 4 € K con || < 1, entonces

00 oo

1 1
I = le— min (1,14 py(x)) < 22— min (1, pu(x)) = 1]
iii. Como ||Ax]| = d(4x,0) y la multiplicacién por escalares es continua en X, tenemos que ||A.x|| ‘m 0.
O

Definicion A.1.14. Si X es un espacio vectorial, un funcional ||-|| : X — R que satisface las condiciones i. a iv. de la
Proposicién A.1.13 se llama F-norma.

Vale la pena destacar que una F-norma ||-|| no es homogénea como si sucede con una norma en un espacio de Banach,
es decir, no se verifica necesariamente que |[Ax|| = |4] ||x]| para todo A € K, x € X. A continuacién veremos una propiedad
para una F-norma, que sustituird la carencia de homogeneidad.

Proposicion A.1.15. Si ||-|| es una F-norma en un espacio vectorial X, entonces ||Ax]|| < (J4] + 1) ||x|| paratodo x € X, 1 € K.

Demostracion. Procedemos por induccién en |4]. Si |4] < 1, por la propiedad ii. de la Proposicién A.1.13 tenemos que
llAxll < llxll < (] + 1) [lxll.

Sean € Ntal que n < |4 < n+ 1y supongamos que ||ux|| < (Jju| + 1) ||x|| para todo u € K tal que |u| < n. Escribamos

A A
A =A4—- — + —. Observemos que
2

A
'ﬂ—m’ﬂ/ll'l— M-1=-1<n,

1‘_
1]
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(l_ﬁll) <(‘ﬂ 0

llAx| < H(/l - m) < 1A+ 1l = (] + D [l

Operadores en espacios de Fréchet

entonces por hipétesis inductiva tenemos que

+ 1) [|x]l = 4] ||x]|. Luego por i. de la Proposicién

A.1.13 tenemos que

—x
i

Definicion A.1.16. Sean X e Y espacios de Fréchet. Decimos que T : X — Y es un operador si T es lineal y continua.
Notacién. Notamos por L(X, Y) a los operadores de X en Y.

En la siguiente proposicién, dada una funcién lineal 7 : X — Y con X e Y espacios de Fréchet, describimos la
continuidad de T en funcién de las seminormas que definen las topologias de X e Y.

Proposicion A.1.17. Sean X e Y espacios de Fréchet y sean (0,)nenv ¥ (¢n)nen Sucesiones de seminormas crecientes y
separantes que definen las topologias de X e Y respectivamente. Si 7 : X — Y es lineal, entonces son equivalentes :

i. T esun operador.
ii. Paratodom € N, existen n € Ny M > 0 tales que ¢,, (T (x)) < Mp,(x) para todo x € X.

Demostracion. i. = ii. Seam € N, entonces por iii. del Lema A.1.9 tenemos que W = {y € Y tales que ¢,,(y) < 1} es un

entorno de 0 en Y. Luego como T es continua, existe W’ entorno de 0 en X tal que T(W’) ¢ W. Por otro lado, al ser W’

entorno de 0 en X, nuevamente por iii. del Lema A.1.9 existen n € Ny ¢ > 0 tales que {z € X tales que p,(z) < &} Cc W'.
Sea x € X, veamos que existe M > 0 tal que g,, (T (x)) < Mp,(x). En efecto, observemos que para todo ¢ > 0 tenemos

e e &
" = n <ég, 1 —X € W’ t
que p, (Pn o+ 6x) DT 6'0 (%) < &, luego T 6x y entonces
 _rm=1[—2 ew
p+o T’

n(X) + 6

Asi, se tiene que qm (T(x)) = qm (LT(;C)) < 1, es decir, g, (T(x)) < &
Pnx ) Pn(x) +6 e

Por lo tanto, si tomamos M = — y hacemos tender ¢ a cero concluimos que g,, (T(x)) < Mp,(x).
&
ii. = i. Sea (xp)ren C X tal que x k—> X, queremos ver que T'(xy) k—> T(x).

Por i. del Lema A.1.9, basta ver que g,, (T'(x;) — T(x)) k—> 0 para todo m € N. En efecto, dado m € N, como x;. k—> X,

por ii. del Lema A.1.9 tenemos que p,(x; — x) P 0 para todo n € N. Luego, como por hipétesis existen ng e Ny M > 0

tales que
gn(T (%) = T(X)) = (T (X = X)) < Mpyy (X = %) — 0,

se deduce que g, (T(x) = T(x)) — 0.

A continuacién, veremos algunos ejemplos clasicos de operadores sobre espacios de Fréchet.
Ejemplo A.1.18. i. Sea D : H(C) — H(C) dado por
D(f)=f

paratoda f € H(C). Seann € Ny f € H(C), dado zy € C tal que |z0| < n, por la desigualdad de Cauchy (ver Teorema
B.0.9) tenemos que

< sup [f(@l < sup |f(2)l,

lz—zol<1 lzl<n+1
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entonces
Pn (D(f)) = sup
|zl<n

@< Sup '@ = pur1(f).

Por lo tanto por la Proposicién A.1.17 tenemos que D es un operador sobre H(C). Al operador D lo llamaremos operador
de MacLane.
ii. Dado a € C, definimos T, : H(C) — H(C) por

T,z =fz+a)

para toda f € H(C) y todo z € C. Dados n € Ny f € H(C), si |z] < ntenemos que |z +a| < n +|a|. Seam € N tal que

lal < m, entonces |f(z + a)l < max |f(W)| = puem(f). Luego
wl<n+m

Pu(T() = mix |f(z + )] < méx |f(2) = prendf).

con lo cual por la Proposicién A.1.17 tenemos que 7, es un operador sobre H(C). Al operador 7, lo llamaremos operador
de Birkhoff.
iii. Sea X = £, (1 < p < ) 0 X = ¢y, definimos el desplazamiento hacia atrds B : X — X por

B ((xn)nEN) = (anrl)neN

para toda (x,),en € X. Mas en general, dado A € C, definimos AB : X — X por

AB ((xn)nEN) = (AXp41)nen

para toda (x,),en € X. En este caso, como X es un espacio de Banach, es claro que AB es un operador para todo A € C. Al
operador AB lo llamaremos operador de Rolewicz.
iv. Si X = w = KV, consideremos para cada k € K la k-ésima proyeccién m; : w —> K dada por

(X)) = Xk

para toda (x,),en € X. Entonces, dada (x,)nen € w, como pg ((x,)nen) = sup |x;| (ver ii. del Ejemplo A.1.11) tenemos que
1<i<k

7 ((n)nero)l = il < sup |xil = pr((xn)nem).
1<i<k

Luego por la Proposicién A.1.17, m; es un operador sobre X = w.

Si X e Y son espacios de Fréchet 'y (0,,)qen ¥ (gn)nen sON las sucesiones de seminormas crecientes y separantes asociadas
a X e Y respectivamente, entonces notamos por X @ Y al espacio X X Y dado por la sucesion de seminormas (0, + ¢,)nen,
donde para cada n € N definimos p,, + ¢, : X® Y — R por

(on + gn) (x,) = (Pu(x) + ¢,()) ,

para todo (x,y) € X @ Y. Entonces el espacio X @ Y resulta un espacio de Fréchet, el cual es separable si X e Y son
separables. Ademads, notamos por S @ T al operador S @ T : X® Y — X @ Y dado por

S &T)(x,y) =(Sx),TH)
paratodo (x,y) e X® Y.

A continuacién probaremos que dado un espacio de Fréchet X y un operador 7 : X — X, si ¥ C X es un subes-
pacio de Fréchet, bajo ciertas condiciones tenemos que T}y y T son quasiconjugados. Por lo tanto, T}y heredard todas las
propiedades de T que se preserven bajo quasiconjugacion.

Proposicion A.1.19. (Principio de comparacién para operadores sobre espacios de Fréchet)
Sea X un espacio de Fréchet y T : X — X un operador. Si ¥ C X es un subespacio de Fréchet denso y T-invariante
(Y=XyT(Y)cY)tal quelainclusiéni:Y < Xy Ty : Y — Y son continuas, entonces T}y y T son quasiconjugados.
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Demostracion. Veamos que Ty y T son quasiconjugados via la inclusién i. Observemos que para todo y € Y se tiene que

(o Tiy)(y) = iT(y) =T(y) = (T o i)y),

con lo cual
ioTy=Tol.

Ademais, i es continua tal que i(Y) = Y C X es denso. Luego i : ¥ — X es continua de rango denso tal que
ioTyy =T oi,de donde se deduce que Tjy y T son quasiconjugados via i.
O

Definicion A.1.20. Sean X e Y espacios de Fréchet, (0,)uenv ¥ (¢n)nen SUcesiones crecientes y separantes de seminormas
que definen la topologia de X e Y respectivamente y (T;);e; € L(X,Y). Dado un subconjunto A C X, decimos que A es

acotado si sup p,(x) < oo para todo n € N.
xeA
Decimos que la familia (T}) je; es equicontinua si para todo W C Y entorno de 0 existe un entorno V C X entorno de

0 en X tal que T;(V) C W para todo j € J. Equivalentemente, dicho en términos de seminormas, (T';)je; €s equicontinua
si para todo m € N existen n € Ny M > 0 tales que ¢,,(T;j(x)) < Mp,(x) paratodo x € X, j € J.

Proposicion A.1.21. Sean X un espacio de Fréchet sobre C, M C X un subespacioy T : M — C continua tal que
T(Ax) = AT(x) para todo 4 € Cy todo x € M. Entonces existen C > 0 y una seminorma p : X — C asociada a la
topologia de X tales que |T(x)| < Cp(x) para todo x € M.

Demostracion. Consideremos W = D(0,1) = {z € C,|z] < 1}, entonces como T es continua y W es entorno de 0 en C,
existe W c M entorno de 0 en X tal que T(W’) ¢ W. Si (p,)nen €5 una sucesion de seminormas que definen la topologia
de X, entonces (0nur),y €5 Una sucesién de seminormas que definen una métrica en M, aunque M no resulte un espacio
de Fréchet necesariamente, ya que M en principio no tiene por que ser completo. Sin embargo, procediendo como en la
demostracion del item iii. del Lema A.1.9, existen n € Ny € > 0 tales que

{xe M, p,(x) <elcW.

Luego, dado 6 > 0 tenemos que p, ( pn(X) < € para todo x € X. En particular, dado x € M,

E _ E
Pn@) +67) " pax)+06

tenemos que Lx eWyl|T Lx < 1. Ahora bien, por hipétesis , como T(1x) = AT (x) para todo A € C,
Pn(x) +06 Pn(X) +6
se tiene que
e e
— T =|T|——x]|| < 1.
PRCET R l (m(x) ¥ 6x)
. pn(x) +6 ,
Asi, tenemos que |T'(x)] < ———— para todo ¢ > 0, entonces haciendo tender ¢ a cero tenemos que |7'(x)| < Cp,(x)
£

1
para todo x € M, donde C = —.

& [m}
Corolario A.1.22. Sea X es un espacio de Fréchet, M C X un subespacio denso y ||-|| : M — R, una seminorma

continua. Entonces existe una Gnica seminorma p : X — Ry continua tal que pjyr = ||]].

Demostracion. Observemos que por la Proposicion A.1.21, existen C > 0 y una seminorma g : X — R;( asociada
a la topologia de X tales que [|x|| < Cg(x) para todo x € M. Ademds, como M C X es denso, para cada x € X existe
(Xn)new C M tal que x,, — x. Definimos entonces p : X — Ry por

n—oo

p(x) = 1im [l

para todo x € X, con (x,),en C M tal que x, — x. Veamos que p estd bien definida.
n—oo

En efecto, sean x € X y (x,)qeny € M tal que x, — x, debemos ver que (||x,|]),,av € Rso converge. Como x, — x,

n—oo n—oo

por ii. del Lema A.1.9 tenemos que g(x, — x,,) — 0, luego

”lxn” - ”xml” < ”xn - xm” < Cq(xn - xm) — 0.

n,m— oo
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Asi, tenemos que (||x,|),eny € Rso es de Cauchy, luego como R es completo, existe p(x) = lim ||x,|| .
n—oo
Por otro lado, si (yn),ey € M es tal que y, — x, debemos ver que lim |[|x,|| = lim ||y,
n—oo n—oo n—oo

Sean xo = lim ||x,|| € yo = lim ||y,||, entonces tenemos que
n—oo n—oo

”|xn” - ||yn||| < ”xn _yn” < Cq(xn - ym) < C(‘Z(Xn - X) + CI(X - yn)) = C(‘I(Xn - X) + Q(yn - .X)) IH_O)O 0.

Luego p estd bien definida. Ademds, como ||-|| es seminorma, es claro que p es seminorma y pjy = ||-||. Como M es
denso, puede existir una dnica seminorma continua que extienda ||-|| a todo X. Veamos que p que es continua.
Sea x € X, veamos que p es continua en x. En efecto, dado 6 > 0 e y € X tal que g(x—y) < ¢, consideremos

. o 1)
(Xp)pey € M € (V) C M tales que x, — x ey, — y, entonces existe ng tal que g (x, — x) < 3 yg, —y) < 3 para
n—oo n—o0

todo n > ny. Luego, para todo n > ng tenemos que

0

§
qX=Y) g =) +q(x =) +q(y—yn) < §+5+§ =20,

de donde se deduce que lim g (x, —y,) < . Por lo tanto tenemos que
p(-x —)’) = lim ”-xn - yn” < lemCI(Xn _yn) <2Co

y entonces p resulta continua.

Algunos resultados de analisis funcional

Para finalizar esta seccién enunciaremos algunos resultados cldsicos de andlisis funcional, que se pueden encontrar en
[43].

Teorema A.1.23. (Teorema de categoria de Baire) Sea X un espacio métrico completo. Si D C X es interseccion
numerables de abiertos densos en X, entonces D es denso en X.

Teorema A.1.24. Sea X un espacio de Banach sobre Cy T : X — X un operador. Entonces el espectro de 7 dado por
o(T) = {1 € C tales que A — T es inversible} es compacto y o((T) C D(0, ||T]).

Ademéds, si f'y g son funciones holomorfas sobre un entorno de o7(T) y 4 € C, entonces f(T) y g(T) son operadores
en X y se cumple que :

i. (A)T) = Af(D).

i. (f+&(T) = f(T)+g(T).
iii. (fe)T) = f(T)og(T).
w. f(I) = f(T7).

1
vi. Si f(z) # 0 para todo z € o(T), entonces f(T) es inversible y f(T)"! = (?) (7).
N N
vii. Si P : C — Ces el polinomio dado por P(z) = Z a,z", entonces P(T) = Z a,T".
n=0 n=0
viii. Si f dada por f(z) = Z a,7" es holomorfa en D(0, r) para algin r > ||T||, entonces f(T) = Z a,T".
n=0 n=0

Teorema A.1.25. (Hahn-Banach) Sea X un espacio vectorial sobre K, M c X un subespacioy p : X — Ry una
seminorma continua. Si u : M — K es lineal y continua tal que |u(x)] < p(x) para todo x € M, entonces existe
u : X — K lineal y continua tal que 'ft(x) < p(x) paratodo x € X.
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Corolario A.1.26. Sea X un espacio vectorial sobre K. Entonces valen los siguientes hechos :

i.Sip: X — R,( es una seminorma y xy € X, entonces existe U : X — K lineal y continua tal que u(xo) = p(xo) y
|u(x)| < p(x) para todo x € X.

ii. Si X es un espacio de Fréchet y M c X es un subespacio, entonces dado un funcional u : M — K, existe un
funcional u : X — K tal que uy = u.

iii. Si M C X es un subespacio cerrado y x € X \ M, entonces existe x* € X* tal que Xy =0y x*(x) # 0.

iv. Sea X un espacio de Fréchet y M C X un subsepacio denso. Si y* € M*, entonces existe una tnica ¢ € X* tal que

om =y

Teorema A.1.27. (Grafico cerrado) Si X, Y son espacios de Fréchety T : X — Y es lineal tal que el grifico de T dado
por graf(T) = {(x, T(x)),x € X} € X X X es cerrado, entonces T es un operador.

Teorema A.1.28. (Banach-Steinhaus) Sean X e Y espacios de Fréchety T; : X — Y operadores.
Si sup HT_,-(x)” < oo para todo x € X, entonces sup ||T,|| < 0o,
jeJ jeJ

A.2. Bases de Markushevich

En esta seccién nuestro objetivo serd demostrar que en todo espacio de Banach X separable de dimensidn infinita
existe una base de Markushevich, esto es, sucesiones (X,)ueny C X y (X)henw C X* tales que X = ({x,,n € N}), X* =

—_—w
{{x;,n eN}) y xi(xm) = 6um para todo n,m € N. Los contenidos de esta seccién estdn basados en [29].

Comenzaremos con la definicién de un sistema biortogonal en X X X* y posteriormente diremos cudndo un sistema
biortogonal es fotal.

Definicion A.2.1. Sea X un espacio de Banach y sea I un conjunto no vacio. Una familia {xy, x;} o © X X X* es un
y

sistema biortogonal en X X X* si x;(xa) = 0qp paratodo a,B €T
Ademis, diremos que la familia {x } C X es un sistema minimo si existe una familia {x*} C X* tal que
Y}yer Y)yer

{xy, xj;}yer C X X X* es un sistema biortogonal en X X X*.

Definicion A.2.2. Una familia {x,/}yel_ se dice fundamental si X = <{xy, v e F}>
En el caso que el sistema fundamental {xy} C X sea minimo, existe una unica familia {x*} C X" tal que
yell V)yer
{xy,x;}yEr C X X X* es un sistema biortogonal. Tal familia se conoce como el sistema de coeficientes funcionales de

{XV}yer y el sistema biortogonal {xy, xy}yer C X X X* se llama sistema fundamental.

X
en el caso que {xy, X,

Utilizaremos la notacién {x,/} . } o Seaun sistema biortogonal fundamental.
Y Y

T

Definicion A.2.3. Sea {xy, x;} o © X X X* un sistema biortogonal. Diremos que:
Y

(W*

i {xy, x;}yer es total si X* = <{x;,y € F}>

ii. {x,/, x;}yer es una base de Markushevich para X si {xy, x;}yer es fundamental y total, es decir, si X = <{xy, y € F}) y

x = {5

— Ml

; e o

iii. {xy, xy}yer es reducido si X* = <{xy, v E F}>

En lo que sigue, llamaremos M-base a una base de Markushevich para X y cuando sea conveniente utilizaremos la

notacién jx para la M-base en cuestion.
Y yel

Ahora que dimos la definicion de una M-base, queremos demostrar un teorema que nos permita garantizar la existencia
de una M-base para cualquier espacio de Banach separable de dimensién infinita.
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Definicion A.2.4. Sea X un espacio de Banach. Entonces dados A ¢ X'y B c X*, decimos que :
i. A separa puntos de B si dados ¢, ¢, € B tales que ¢; # ¢, existe x € A tal que ¢;(x) # @2(x).
ii. B separa puntos de A si dados x,y € A tales que x # y, existe ¢ € B tal que ¢(x) # ¢().

Lema A.2.5. (Markushevich [35]) Sea X un espacio de Banach de dimensié6n infinita . Sean {z,};>, € X y {z}}’., € X*
tales que <{zn}:°: 1> y <{zf,};°:1> tienen dimension infinita y ademds se verifica que:

(My) {z4};2, separa puntos de <{z;};°=1> i
(M>) {z}, separa puntos de <{zn};',°:1> .
Entonces existe un sistema biortogonal {x,, x;} ~ | tal que <{xn},‘;°:]> = <{Zn};°:1> y <{x;“l};°:1> = <{ZZ}ZO=1> .

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que z, # 0y z;, # 0 para todo n € N.

En las construcciones de {x,}:” | y {x}}"~, utilizaremos fuertemente las propiedades (M) y (M>) y el hecho de que
los subespacios <{zn};’,°=,> y ({z;}f; 1> tienen dimensién infinita. Comenzamos considerando x; = zj, entonces x; # 0y por
(M>) existe z;, tal que z, (x1) # 0.

Z

Sea x| = ——
my
<{zfl};°:1> , por lo tanto existe m € N tal que z,, ¢ <{x*f}> . Tomemos m; el menor natural tal que z,,, € <{x*l‘}> y consideremos

X5 = Zpy, = Zy, (X1)X], entonces como xj(x1) = 1 tenemos que x3(x;) = 0.
4 * LR ’3 * % * *
Por otro lado, observemos también que x; # 0, ya que si x; = 0 tendriamos que z,,, = z,,,(x1)x] € <{x1}> , lo cual es

absurdo por la definicién de m;. Luego x5 # 0, entonces por (M) existe z,, tal que x5(z,,) # 0.

, entonces xj(x;) = 1y ademds como <{z:};°:1> tiene dimension infinita tenemos que <{x*1‘}> c

Zny — xT(an )x1
X5(Zn,)
tenemos que {{xi,x2}) € ({z,,}f;‘;l>. Entonces si consideramos 7n3 el menor natural tal que z,, ¢ ({x1,x2}) y definimos

X3 = Zny — X} (Zny)X1 — X5(2p;)X2, tenemos que xj(x3) = x5(x3) = 0.
Ademds como z,, & ({x1, x2}) tenemos que x3 # 0, por lo tanto por (M) existe z;,, tal que z,, (x3) # 0.
Ty~ Ty (X1DX] = Z, (X2) X5
Zyy (X3)
Asi siguiendo, construimos un sistema biortogonal {x,, x}}>°, € X x X*, donde para cada para cada k € N, definimos
por un lado

Sea x, = , entonces xj(x2) = 0y x;3(x2) = 1. Andlogamente, como <{zn}:°:1> tiene dimension infinita

Luego si definimos x; = , tenemos que x5(x1) = x5(x2) = 0y x5(x3) = 1.

2%
* % *
2%-1 Dot Z Ty (X)X

k% * * * _ i=1
Yok = Ly — anzk('xi)xi y Xoks1 =
i=1

Dy X2k+1)

* *

con myy, €l menor natural tal que z;, ¢ <{x’l‘, cea X }> Y Zmy., tal que z,,  (xor41) # 0, y por otro lado

2k-1
.
Tnye — Z X (Z”Zk)‘xi 2%
i=1 .
Xok = ; y X2kl = Zngey = Z X g ) Xis
5 (Zny) i1
con z,,, tal que X5 (Zny) # 0y nogyr el menor natural tal que z,,,,,, € ({x1, ..., x}).

Resta ver que <{xn},‘f’:1> = <{Zn}f,°:1> y <{x;‘l}:’:l> = <{Zf,};°:1>.
Veamos primero que <{xn};°,°:1> = {zn},‘f’:1>. En efecto, por construccién tenemos que <{x,,};°:1> c <{Zn},‘f’=1 >, veamos que

vale la igualdad. Supongamos que <{x,, };":l> c <{z,,};l";1>, entonces sea np > 1 el minimo natural tal que z,,, ¢ ({x,Z };’;1> , en

particular z,,, & {{x1, ..., xx}) para todo k € N. Por definici6én de ng, para cada 1 < j < np — 1 tenemos que z; € <{xn}‘;°=1> s
luego existe k; € N par tal que z; € ({xl, cens xk,.}> .
Sea jo = max {kj}, entonces jo es pary z; € <{x1, . ..,xj0}> paratodo 1 < j <ng—1.

1<j<ng—1
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Sabemos que z,,, ¢ ({xl, . ,xj0}>, entonces como z; € <{x1, . ,xj0}> paratodo 1 < j < ny — 1y ng es el primer

natural tal que z,, ¢ <{x1, ce X J-O}> , por definicion tenemos que

Jo
—_ *
Xjoal = Zny = ) X; (g )X

i=1

y por lo tanto

Jo
*
Zny = Xjo+1 + in (an)xi-
i=1

Luego z,, € <{x1, R }> , 1o cual es una contradiccién ya que habiamos observado que z,, ¢ {({xi,..., x¢}) para
todo k € N. Luego ({x,}52,) = ({za)52,)

Para probar que <{x;j};°: 1> = <{z,”;}2';1 >, observemos que por construccion <{x,”;}f;1> c <{z§‘,}f,°:1 >, luego si suponemos que
<{xf,}‘;°=l> c <{z;‘l};°= 1) , realizando un razonamiento andlogo al hecho en el caso anterior tenemos que <{x,’;};';1> = <{zj,};°=1> :

O
Como consecuencia tenemos el siguiente teorema.
Teorema A.2.6. (Markushevich [35])
i. Todo espacio de Banach X separable de dimensién infinita tiene una M-base numerable.
ii. Si X" es separable, la M-base numerable puede tomarse reducida.

iii. Si X es un espacio de Banach tal que (X*, w*) es separable , entonces existe un sistema biortogonal numerable y
total para X.

Demostracion. La idea serd utilizar la separabilidad de X y su dimensidn infinita para hallar subconjuntos de X y X* que
cumplan las hipétesis del lema anterior y de esta manera construir el sistema biortogonal buscado.

i. Supongamos que X es un espacio de Banach separable, entonces existe {z,},. ; denso numerable en (X, ||-||) . Por otro
lado, por el Teorema de Banach-Alaoglu sabemos que (By-, w*) es compacto, con lo cual al ser X separable tenemos que
(Bx-, w") es metrizable. Luego al ser (By-, w*) compacto y metrizable, resulta separable.

Consideremos entonces {z;}>~; C (Bx-,w*) denso numerable y veamos que :

a.{z,};., separa puntos de <{ZZ}

(o9
n=1/*

b.{z}},", separa puntos de <{Zn}:°:|> )

c. <{zn},;“;1> y <{Z,*;},‘;';l> tienen dimensién infinita.

a.Sean ¢; # ¢ € <{zjl};°=1> , queremos ver que existe j € N tal que ¢1(z;) # ¢2(z)).

En efecto, como ¢; # ¢, existe x € X tal que ¢;(x) # ¢2(x). Ademds, al ser {z,},,
(Zn ken tal que zp, e luego como ¢; y ¢, son continuas tenemos que ¢;(z,,) P ©1(X) Yy ¢2(zs,) e @a(x). Si

denso en X existe una subsucesion

©1(zn,) = ¢2(zn,) para todo k € N, entonces haciendo tender k a infinito tenemos que ¢;(x) = ¢(x), lo cual es una

contradiccién. Por lo tanto existe ky € N tal que 901(an0) * <p2(z,,k0), entonces tomando j = ny, concluimos que {z,},-
separa puntos de <{z;‘l},‘;°= 1) .

b. Sean x1, x; € <{zn};":1> tales que x; # x», queremos ver que existe j € N tal que z’;(xl) * zj‘.(xz).
En efecto, como x; # x;, tenemos que

[lx1 — x|l = max {@(x; — x2), ¢ € Sx-} # O,

00

entonces existe ¢ € Sy- C By- tal que ¢(x; — xp) # 0. Ahora bien, como {z,},”;

es w*-denso en (Bx+,w*) y (Bx-, w")
es metrizable, existe (z;, Jren subsucesion de (z,)qen tal que z, i) @, por lo tanto z,, (x) ]H—; ¢(x) para todo x € X. En
particular, z,’;k(xl - X2) k_)—; @(x1 — xp), entonces como ¢(x; — xp) # 0, existe ko € N tal que zflko (x1 — x) # 0. Asi,
2, (¥1) # 25, (x2) y concluimos que {z:}>~, separa puntos de <{z,l},‘f’=1> .

¢. Supongamos que <{Zn}20:1> tiene dimension finita, entonces es ||-||-cerrado y
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" I
— il

X=lahy, (k) =(),

lo cual es absurdo ya que X tiene dimensién infinita. Andlogamente, si <{z;‘l};°=]> tuviera dimension finita, en particular

—w T ¥
serfa w*-cerrado. Luego Bx- = {zi},., C <{z* };’;l> = <{z

n

*

n}:;l> , lo cual es absurdo ya que By- tiene dimension infinita.

Por lo tanto <{z,,};°=,> y <{zjl};°=1> tienen dimension infinita. Entonces, por el Lema A.2.5 existe un sistema biortgonal
{0, 63177 € X X X* de manera tal que

(k) = (taahi) y (k) =tk

luego
(k) = (lz) y (rs) = ()
Por lo tanto como {z,};>; € Xy {z;}'-, C Bx- son densos, deducimos que <{x,,}fl°=1>”.” =Xy <{x,’;}:;1>w = X*. Luego

{xn},—, es una M-base numerable para X.

ii. Supongamos ahora que (X*, ||-||) es separable y consideremos {z},-; C X* denso numerable. Al ser X* separable, X
también lo es, consideremos entonces {z,},.; C X denso numerable. Razonando como en i., existe un sistema biortogonal
{20, x5)2, € X X X* tal que

(BRI (F y (baki) = (lhl)-

En este caso, al ser {z,};>, y {z:} - |Ill-densos en X y X* respectivamente, deducimos que

— M — M
<{xn},o;1> =X y <{X;;}:il> = X"

Por lo tanto en este caso, la M-base numerable {x,},. ; para X es una base reducida.

iii. Supongamos que (X*, w*) es separable y consideremos {z}}~ ; denso numerable en (X*, w*).
—IM
SiY = <{z;;}f;l> , al ser <{zj;}fl°:1> denso numerable en Y, se deduce que (Y, ||||) es separable. Por lo tanto (By, ||-||) es

separable y podemos considerar {d;}° , denso numerable en (By, |-|)). Sea (X¥)ren C By tal que d,(x}) P dy||. Dado

dy

n € N, si llamamos M, = {xZ,k € N} tenemos que M, C By es tal que |

= sup{id;(x)| ,XE M,,}. Consideremos

7 = <U M,,> , entonces como <U M,,> es denso numerable en Z, éste resulta separable. Sea entonces {z,},., denso
n=1 n=1
numerable en Z, andlogamente a lo hecho en i. y ii., por el Lema A.2.5 existe un sistema biortogonal {x,, x;} ", C X x X*

tal que

(k) = (tzahi2r) y (k) = (lzh)-

—w*
Asi, utilizando el hecho de que {z;} | es denso en (X*, w*) concluimos que <{x,’; }Z’;l> = X*, por lo tanto {x,, x;} > | C
X X X* es un sistema biortogonal numerable y total.
i



Apéndice B
Resultados de Analisis Complejo

A continuacién enunciamos algunos resultados cladsicos de anélisis complejo que utilizamos en la tesis. Se pueden
encontrar por ejemplo en [25, 42].

Teorema B.0.7. Sea f : U — C con U c C abierto no vacio. Si (f,).en €s una sucesion de funciones holomorfas en U
tal que f, — f converge uniformemente sobre todo K ¢ U compacto, entonces f es holomorfa.
n—oo

Mas atn, en tal caso tenemos que f, — f’ converge puntualmente en U y uniformemente sobre todo K c U
n—oo
compacto.

Teorema B.0.8. (de la funcién abierta) Si f : U — U es holomorfa no constante con U C C abierto, entonces f es
abierta.

Teorema B.0.9. (Desigualdad de Cauchy) Sea f una funcién holomorfa en B(zp, R) y para cada O < r < R definimos
M(r
M@ = sup ([f D). | - 2ol = 7}, entonces | £ (zp)| < n 21"

— para todon € N.
,

Lema B.0.10. Sea f : C — Cy zp € C punto fijo de f. Si f es derivable en zp y 4 € R es tal que |f'(z0)] > 4 > 1,
entonces existe R > 0 tal que D(zp, Ar) C f (D(zo, 7)) paratodo r < R.

Demostracion. Como |f'(z9)| > 4 > 1, existe R > 0 tal que f es inyectiva en D(z9,2R) y

f@—-f@)| |f@ -2

Z—20 Z—20

>A>1

para todo z € D(zo,2R). Al ser f inyectiva en D(zp, 2R), tenemos que f : D(zo,2R) — f (D(z0,2R)) es un homeomorfis-
mo, por lo tanto f(F) C C es cerrado para todo F C D(zg, 2R) cerrado.

En particular, f(0D(z9,R)) C C es una curva cerrada simple. Sea r < R y supongamos que existe z € D(zg, Ar) de
manera tal que z ¢ f (D(z9,r)), entonces por el Teorema de la curva de Jordan (ver [25, Chapter VIII]), si notamos por
[z, zo] al segmento que une z con zg, existe w € dD(zy, r) tal que f(w) € f(0D(zo, 1)) N [z, z0]-

fw) = f(z0)

w =20

Luego, como >A>1y|w-—z| = r, entonces

|z = zol > |f(W) — 20l > A|w — 20| = Ar,

lo cual es una contradiccién ya que z € D(zg, Ar). Por lo tanto D(zg, Ar) C f (D(z9,7)).

B.1. Conjuntos de Julia y Fatou de funciones holomorfas

En esta seccién nuestro objetivo es introducir los conceptos de conjuntos de Julia y Fatou de funciones holomorfas y
demostrar algunas propiedades importantes que los caracterizan. Trabajaremos con funciones holomorfas definidas sobre
abiertos de C y C*, donde C* = C* U {0} es el plano ampliado dotado de la métrica de cordal.

119
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Definicién B.1.1. Entenderemos por oo a un nimero complejo sin signo ni argumento cuyo médulo es mayor que cual-
quier ndmero real. Definimos el plano complejo ampliado por C* = C U {co}, y lo dotamos con la métrica de cordal dada
por

2]z —w| . 2
d(z,w) = Siw # oo y d(z,00) = —— .
V1 +[z)?

\/(1 1) (1 + wl?)

Definicién B.1.2. Sea # una familia de funciones holomorfas definidas en un abierto U c C. Decimos que ¥ es normal
en U si para cada (f,),en C F existe una subsucesion (f;, )ken uniformemente convergente sobre todo K ¢ U compacto
a una funcién f o a infinito. Ademads, dada (f,).eny € H(U), diremos que (f,)qen €s normal en U si F = {f,,n € N} es
normal en U.

Definicion B.1.3. Sea U c Cysea f : U — U una funcién holomorfa. Dado z € U, decimos que f es normal en z si
existe V entorno de z de manera tal que la familia { ff=foWof ne NO} es normal en V. Definimos los conjuntos de
Fatou y Julia de f por F(f) = {z € U tales que f es normal enz}y J(f) = (F(f)) respectivamente.

Definicion B.1.4. Sean U c C (o C*) abierto y ¥ una familia de funciones holomorfas definidas sobre U. Diremos que
w € C (o C*) es un valor omitido por ¥ si w ¢ Im(f) para toda f € ¥, o equivalentemente si w ¢ U fO).
feF

La demostracidn del siguiente resultado puede verse por ejemplo en [25, XII].

Teorema B.1.5. (Montel-Caratheodory) Sea U c C abiertoy ¥ = {f : U — C} una familia de funciones holomorfas.
Si # omite dos puntos, entonces ¥ es normal en U.

Corolario B.1.6. Sea U c Cabiertoy ¥ = {f : U — C*} una familia de funciones holomorfas. Si # omite tres puntos,
entonces ¥ es normal en U.

Como primer aplicacién del Teorema de Montel-Caratheodory tenemos el siguiente teorema.

Teorema B.1.7. Sean f : C — C holomorfa, zg € J(f) y V entorno de z,. Entonces Uf”(V) =Co Uf"(V) = C\{w}
n=1 n=1
para algin w € C.

oo

Demostracion. Si U /" (V) omitiera mas de un punto, por el Teorema de Montel-Caratheodory tenemos que { f"},,y seria

n=1

normal en V, lo cual es absurdo ya que zo € J(f). Luego Uf"(V) =Co Uf"(V) = C \ {w} para algin w € C.

n=1 n=1
O
A continuacién daremos una clasificacién de los puntos peridédicos de una funcién holomorfa con respecto a su deri-
vada. Utilizaremos esta clasificacion para dar ciertas caracteristicas de los conjuntos de Fatou y Julia de distintos tipos de
funciones holomorfas.

Definicion B.1.8. Sea f : C* — C* una funcién holomorfa. Si 7y € Per(f) tiene periodo n , decimos que Orb(f, zo) =
{z(), f(zo)s- - f"‘l(zo)} es un n-ciclo para f y definimos el multiplicador o autovalor de zo como

n—1

Azo) = (Y @) = | | £ (F(@0)).
=0

Ademds diremos que zp es:

i. Superatractor si [A(zp)| = 0.

ii. Atractor si 0 < |A(zp)| < 1.

iii. Repulsor si |A(z0)| > 1.

iv. Indiferente si |A(zo)| = 1.

Clasificamos a A(zp) en racionalmente indiferente si existe m € N tal que (A(z9))" = 1 e irracionalmente indiferente
en otro caso.
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Teorema B.1.9. Si f : U — U es holomorfa y zj es punto fijo repulsor de f, entonces la familia {f"},y no es normal
€n 2p.

Demostracion. Supongamos que {f"},oy €s normal en z, entonces existe V entorno de z tal que {f"},qy s normal en V,
luego existe (f™)ren Subsucesion que converge uniformemente sobre todo K C V compacto a una funcién holomorfa g o
a infinito. Como zo es punto fijo de f, tenemos que f"(z9) = zo para todo n € N, por lo tanto (f"),y no converge a infinito
en V. Luego (f"),en converge uniformemente a una funcién holomorfa g en V, entonces por el Teorema B.0.7 tenemos
que [(") @o)| — Ig' o)l

Ahora bien, como zj es punto fijo de f, se tiene que (™) (z0) = (f”(z0))™ para todo m € N. Entonces como zj es punto
fijo repulsor, |A(z9)| = |f’(z0)| > 1 y por lo tanto

(™Y (z0)| =

f@o)l" — +eo,

—00

lo cual es absurdo ya que ("), €s subsucesion de (f")qen. Luego { "}, Do es normal en zg
[m}

Corolario B.1.10. Si f : U — U es holomorfa y zy es punto periédico repulsor de f, entonces {f"},cy no es normal en
20-

Demostracion. Sea m el periodo de z respecto a f y consideremos g = f™, entonces zg es punto fijo repulsor de g.
Luego por el teorema anterior tenemos que {g"},cx = {f™"},exr DO €s normal en 7y, entonces (f™"),en €s una subsuce-
sién de (f"),en que no converge uniformemente en compactos de U y deducimos que {f"}, no es normal en U.
[m]

Teorema B.1.11. Si f : U — U es holomorfa, con U abierto de C, entonces J(f) C U es cerradoy ¥ (f) = U \ J(f)
es abierto.

Demostracion. Supongamos que J(f) € U no es cerrado, entonces existe zg € m tal que zo ¢ J(f), con lo cual
20 € F(f) y entonces {f"},o es normal en zp. Sea entonces V entorno de zp tal que {f"},cy €s normal en V, como
20 € «Tf) tenemos que J(f) NV # 0, es decir , existe wy € J(f) tal que wy € V.
Asi, como wy € J(f) y V es entorno de wy tenemos que { "}, no es normal en V' y llegamos a una contradiccion.
Luego J(f) es cerrado y entonces 7 (f) = U \ J(f) es abierto.
O

Definicion B.1.12. Sea f : X — X una funcién y sea A C X un subconjunto de X. Diremos que A es:
i. Invariante hacia adelante bajo f si f(A) C A.
ii. Invariante hacia atrds bajo f si f~'(A) C A.
iii. Fuertemente invariante hacia adelante bajo f si f(A) = A.
iv. Fuertemente invariante hacia atrds bajo f si f~'(A) = A.
v. Completamente invariante bajo f si f(A) CAy f~1(A) C A.
Proposicion B.1.13. Sea f : X — X una funcién y sea A C X un subconjunto de X. Entonces son equivalentes :
i. A es completamente invariante bajo f.
ii. Paratodo z € X se verificaque:z€ A & f(z) € A.

Demostracion. i. = ii. Si z € A, entonces f(z) € f(A) C A, con lo cual z € f(A). Por otra parte, si f(z) € A, entonces
z € f~1(A) C A, es decir, z € A.

ii. > i. Siy € f(A), existe z € A tal que y = f(z), con lo cual, por ii. tenemos que f(z) € A. Luegoy = f(z) € Ay por
lo tanto f(A) C A.

Por otra parte, si z € f~!(A), entonces f(z) € A. Luego, por ii. tenemos que z € A y se tiene que f~'(A) C A.
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Corolario B.1.14. Sean f : X — X una funcién, A C X un subconjunto de X y n € N, entonces :

i. A es completamente invariante bajo f & A° = X \ A es completamente invariante bajo f.
ii. Si A es completamente invariante bajo f, entonces f"(A) CAy f7(A) = A.

Demostracion. i. Supongamos que A es completamente invariante bajo f, entonces por ii. de la Proposicién B.1.13 te-
nemos que para todo z € X se verifica que z € A & f(z) € A. Esto equivale a decir que z ¢ A & f(2) ¢ A, es decir,
7 € A° & f(z) € A°. Entonces aplicando nuevamente ii. de la Proposicién B.1.13 tenemos que A es completamente
invariante bajo f.
Si z € f(A), entonces f*(z) = f(f""(z)) € A, luego por ii. de la Proposicién B.1.13 tenemos que " !(z) € A. Asi
siguiendo, concluimos que z € A y entonces f"(A) C A.
Por otra parte, si z € A, entonces f*(z) € f"(A) € A. Luegoz € f*(A) y entonces A C f7"(A), por lo tanto f"(A) = A.
O

Teorema B.1.15. Sea f : U — U holomorfa. Entonces ¥ (f) y J (f) son completamente invariantes bajo f.

Demostracion. Observemos previamente que al ser J(f) = (F(f))¢, por el Corolario B.1.14, si vemos que 7 (f) es
completamente invariante bajo f, entonces J(f) también lo serd. Para ver que ¥ (f) es completamente invariante bajo f,
por ii. de la Proposicion B.1.13 basta ver que para todo zg € U se verifica que zg € F(f) © f(z0) € ¥ (f). Sea entonces
z0 € U y supongamos que zg € ¥ (f), queremos ver que f(zo) € ¥ (f).

Si f es constante, entonces ¥ (f) = U y por lo tanto f(zp) € U. Supongamos entonces que f no es constante, por
el Teorema B.0.8 tenemos que f es abierta. Por otro lado, como zg € F(f), existe V abierto tal que zo € V y {f"},en
es normal en V. Entonces como f es abierta tenemos que f(V) es abierto tal que f(zo) € f(V), veamos que {f"},cy €S
normal en f(V). Sea K C f(V) compacto. Entonces (fiy)™' (K) es compacto, ya que si (fiy)™" (K) C U U,conU; cV

i€l
abierto para todo i € I, entonces K C U f(U;), luego como f es abierta y K es compacto, existe i, ...iy € I tales que

i€l

K c

N
f(U;,). Entonces

j=1
N N

W& e o (rwp) = us.

J=1 i=1
Como {f",n € N} es normal en V, existe una subsucesion ("), que converge uniformemente en K. Por lo tanto f(zg) €
F (-

Supongamos ahora que f(z9) € ¥ (f), queremos ver que zo € ¥ (f). Como f(z0) € F(f), existe V abierto tal que
f(z0) € V'y {f"},ay €s normal en V. Sea W = f~!(V), entonces como f es continua tenemos que W es abierto y ademds
Z0 € W, veamos que {f"},cy €s normal en W.

En efecto, sea C ¢ W compacto, entonces como f es continua tenemos que f(C) C V es compacto. Luego co-
mo {f"},ey €s normal en V, existe (f™)ren subsucesion uniformemente convergente en f(C), con lo cual ( £ ) e es
uniformemente convergente en C.

Asi, {f"},ey €s normal en Wy por lo tanto zg € F(f).

Proposicion B.1.16. Si f es holomorfa y n € N, entonces F (f") = F(f) y I (f") = T(f).

Demostracion. Sea zo € F(f"), entonces (f™)ia es normal en algtn entorno V de zo. Por lo tanto,

n

{fm’m eN} = U {fnk+j,k c NQ}

J=1

es normal en V' y se deduce que z9 € F (f).
Reciprocamente, si zg € F(f) y ( f")keN es normal en un entorno V de zg, (f ") €s normal en V.

Luego #(f") = ¥ (f). Ademds, como (¥ (/)" = J(f") y (F (/) = T (f), tenemos que J(f) = T (f").
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B.2. Propiedades del conjunto de Julia para polinomios

Por el Teorema de Montel-Caratheodory, sabemos que si f : C — C es holomorfa y zo € J(f), entonces U f(0)
n=0
omite a lo sumo un punto de C para todo U entorno de zy. Veremos a continuacién que si P : C — C es un polinomioy U

es un abierto no vacio en C tal que U P"(U) omite un punto de C, entonces P queda determinado por ese valor omitido.
n=0

Teorema B.2.1. Sea P : C — C un polinomio y U c C abierto no vacio. Si U P"(U) = C\ {a}, entonces existen A € C
n=0
y k € Ny tales que P(z) = a + A (z — a)* para todo z € C.

Demostracion. Si a ¢ Im(P), entonces el polinomio Q : C — C definido por
Q@) =P@)-a

para todo z € C no tiene raices, con lo cual Q es no nulo de grado cero. Si escribimos Q(z) = A para todo z € C, entonces
podemos escribir P(z) = a + A(z — a)° para todo z € C.

Sia € Im(P), sea b € C tal que P(b) = a, veamos que b es un punto omitido por U P'(U).
n=0
Supongamos que existe ng € Ny y w € U tal que P(w) = b, entonces P**!(w) = a, lo cual es absurdo ya que

U P"(U) = C \ {a}. Entonces b es omitido por U P'(U) = C\ {a}, por lo tanto b = a.
n=0 n=0
Sea Q : C — C definido por

Q@) =PR)—a
para todo z € C, entonces Q tiene como tinica raiz a z = a. Asf, existen 1 € Cy k € N tales que Q(z) = A(z — a)* para todo

z € C, de donde se deduce que P(z) =a+ A(z — a)k para todo z € C.
O

A continuacién, veremos un lema que nos permitird demostrar que todo polinomio P : C — C de grado n > 2, tiene
o bien un punto fijo racionalmente indiferente, o bien un punto fijo repulsor.
<!
Lema B.2.2. Si R es un polinomio de gradon > 2y wy,...,w, son sus n ceros distintos, entonces Z Rov)

i=1

Demostracion. Sin = 2, podemos escribir R en la forma
R(2) = Az = wi)(z = wy)

para todo z € C, con A # 0, entonces R'(z) = A ((z — wy) + (z — wy)) para todo z € C.
Luego R'(wy) = A(w; —wy) y R'(wy) = A(wp — wy), entonces

2

1 1 1 1 1 1 1
= = = — :O
;me Rov)  RGvn)  Awi—wa)  Awz—wn) A —ws)  Awi—wa)

Para n > 2, procedemos por induccién. Dado z € C escribimos

R(Z) = (Z - Wn)Q(Z)’
n—1
con Q(z) = /11_[(1 -w;j),A#0yw; # w;,sii# j. Entonces como gr(Q) =n—12>2ywy,...,w,_ sonsusn— 1 ceros

J=1
n—1

distintos, por hipétesis inductiva tenemos que Z
i=1

= 0. Sea § el polinomio definido por

Q' (wi)
n—1

S@=[[e-w)

J=1
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para todo z € C, entonces tenemos que S’ (w;) = l_[(wi -wj)y Q'(w;) = AS’(w;) paratodo 1 < i < n— 1. Ahora bien ,

Jj#i
1 1 A A,
dado z € C, si escribimos —— = = L o+ 1 , entonces
S@ (@=-w)...@=wp1) z-wi 2= Wu_i
1= Je-wp+ A [e—wp+...+ A [ [ c=w).
j#1 Jj#2 jEn—1

Luego, dado 1 <i < n — 1, evaluando en w; ambos miembros de la igualdad obtenemos que

1= A,' l_[(W, - Wj) = AiS,(Wi)’

J#i

n—1
1 1
or lo tanto A; = aratodo 1 <i < n-1. Asi, deducimos que — = —— para todo z € C, entonces
P S wp) P 50 Zl S —w) ©

| | -1 1 n—1 1
00~ B0 " AT~ 2w

i=1 i=1

para todo z € C. Ahora bien, como R'(z) = Q(z) + (z — w,)Q’(2) para todo z € C, tenemos que R'(w,) = Q(w,) y
R'(w;) = (w; —w,)Q’(w;) paratodo 1 < i < n— 1. Asi, tenemos que

n 1 1 n—1 1 1 n—1 1
270w = B " 2R = 00ny Zl I

i=1 i=1
[m}

Corolario B.2.3. Si P : C — C un polinomio de grado n > 2, entonces existe un punto fijo ¢ tal que P'(¢) = 1 o
[P"(q)] > 1.

Demostracion. Sea R : C — C definido por
R(z) = P(2) -z
para todo z € C, entonces las raices de R son precisamente los puntos fijos de P.
Si R tiene alguna raiz maltiple, digamos w € C tal que R(w) = R’(w) = 0, entonces P(w) = wy P’'(w) = 1. Luego,
podemos suponer que todas las raices de R son simples. Sean n = gr(R) y wi, ..., w, sus n raices, entonces w; # wy para
todo j # ky P'(w;) # 1 paratodo 1 < j < n. Por el Lema B.2.2 tenemos que

< 1 N1
ZP’(wj)—l - ZR'(Wj) =0

J=1 J=1

P’(wj0)| > 1. En efecto, supongamos que P’(wj)| < lparatodo1 < j < n.
Luego, si 1 < j < n,como P’(w;) # 1, entonces R'(w;) € D\ {0},con D = {z € C tal que [z + 1| < 1}.

Ademds, observemos que si z = a + bi € D \ {0}, entonces |z + 1|2 =@+ 1*+bp <1

Si a=Re(z) > 0, entonces (a + 1)2 + b% > 1, 1o cual es absurdo.

Entonces a=Re(z) < 0, pero como z # 0, concluimos que Re(z) < 0. Por lo tanto, Re(P’(w ks 1) < 0 para todo

Veamos que existe 1 < jo < n tal que

lsjﬁnysededucequeRe( <Qparatodo 1 < j<m.

1
P(wj)—1
S 1 1
Pero como FZI m = 0, debe existir 1 < j < n tal que Re(m

contradiccién. Asi, deducimos que existe 1 < jo < n tal que P(w;) = wj, y |P’(w_,-0)| > 1.

) > 0 y llegamos entonces a una

O

Por lo tanto, si P : C — C es un polinomio de grado n > 2, tenemos que o bien P tiene un punto fijo repulsor

o bien P tiene un punto racionalmente indiferente. En el caso que P tenga un punto fijo racionalmente indiferente zo,

se puede mostrar que zo € {z € C tal que z es punto periédico repulsor de P}. Tenemos entonces el siguiente teorema. La
demostracién de este y el préximo teorema pueden encontrarse por ejemplo en el libro de Devaney [23].
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Teorema B.2.4. Si P : C :— C es un polinomio de grado n > 2 y 7y es un punto fijo racionalmente indiferente para P,
es decir, si P(z9) = z0 y P'(z0) = 1, entonces zj € {z € C tal que z es punto periédico repulsor de P}.

Para terminar esta seccién, enunciaremos una importante caracterizacién de J (P) para todo P polinomio de grado
n > 2y veremos algunas propiedades que resultan como consecuencia.

Teorema B.2.5. Si P : C — C es un polinomio de grado > 2, entonces

J(P) = {z € Ctal que z es punto periédico repulsor de P}.
Tenemos entonces los siguientes corolarios.
Corolario B.2.6. Si P : C — C es un polinomio de grado n > 2, entonces J(P) # 0.

Demostracion. Por el Corolario B.2.3 sabemos que existe zp € C punto fijo repulsor o bien punto fijo racionalmente
indiferente. Luego, de los Teoremas B.2.5 y B.2.4 se deduce que zy € T (P).
(]

Corolario B.2.7. Si P : C — C es un polinomio de grado n > 2, entonces 7 (P) es perfecto, es decir, J(P) no tiene
puntos aislados.

Demostracion. Sea a € J(P). Si a no es periddico, por el Teorema B.2.5 tenemos que a no es aislado en J(P). Si a es
un punto periédico repulsor de periodo k, entonces existe b # P*"!(a) tal que P(b) = a, de lo contrario, P(z) — a tendria
a P*"(a) como rafz de multiplicidad n > 2, y entonces P'(P*'(a)) = 0 (esto que no es posible, ya que a es repulsor).
Luego, b no es punto periddico y por el Teorema B.1.15, b € J(P), por lo que existe (z;)ien C J(P) tal que z; # b para
todo/eNygz 1—»—0)0 b. Por lo tanto, P(z;) I_)—D: a, P(z) € J(P)y P(z) # a salvo finitos [, ya que card(P~!(a)) < n.

|

Teorema B.2.8. Si P : C — C es un polinomio de grado n > 2, entonces P qp) : J(P) — J (P) es D-caético.

Demostracion. Por el corolario anterior, J(P) es perfecto, y ademds J(P) es cerrado, entonces basta ver que P es topo-
l6gicamente transitivo y que Per(P) es denso en J (P).

En efecto, como el Teorema B.2.5 nos dice que que J(P) = {z € C tal que z es punto periédico repulsor de P}, en
particular Per(P) C J(P) es denso. Veamos ahora que P g (p) : J(P) — J(P) es topoldgicamente transitivo. Sean U y V
abiertos no vacios de J(P), entonces existen U’ y V' abiertos en C no vacios talesque U = J(P)NU' 'y V=9{P)Nn V"
Veamos que existe ny € N tal que P (U) NV # 0.

Sea zp € U c U’, entonces como zy € J(P) y U’ es entorno de zg, por el Teorema de Montel-Caratheodory (Teorema
B.1.7) tenemos que UP”(U') omite a lo sumo un punto. Sea vy € V = J(P) N V’, como J(P) es perfecto, vy no

neN
es aislado y por lo tanto V. = J(P) N V' # {vy}. Asi, V contiene mas de un punto y como U P*(U’) omite a lo
neN

sumo un punto, tenemos que [U P”(U’)) NV # 0, entonces existe nyp € N tal que P°(U')NV # 0. Sea u’ € U’ tal

neN
que PWw') € V = J(P) N V’, en particular P (u’) € J(P). Luego, como por el Teorema B.1.15 sabemos que J(P)

completamente invariante, tenemos que u#’ € J (P) y entonces
P e (P°(JP)YNU))NV=P°(U)NV.

Asi, P*(U)N'V # 0y por lo tanto Pgp) 1 J(P) — J(P) es topolégicamente transitivo, de donde se deduce que
Py : J(P) — J(P) es D-caético.
m
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