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INTRODUCCIÓN

El objetivo principal de esta tesis es estudiar el comportamiento de órbitas de polinomios definidos sobre espacios
de Banach y espacios de Fréchet separables de dimensión infinita. Más precisamente, se estudiarán propiedades de las
iteraciones de polinomios, y se mostrará en distintos casos la existencia de polinomios hipercíclicos, así como también
polinomios supercíclicos, débil mixing, mixing, caóticos y frecuentemente hipercíclicos. A su vez se relacionará a las
órbitas de polinomios con los sistemas dinámicos inducidos por operadores lineales.

El término hipercíclico surge de la noción de operador cíclico, en relación al problema del subespacio invariante. El
problema del subespacio invariante pregunta si cualquier operador en un espacio de Banach (o de Hilbert) tiene subes-
pacios cerrados invariantes no triviales. Si todo vector no nulo del espacio es cíclico para un operador T , entonces T no
tiene subespacios cerrados invariantes no triviales. De manera análoga, el estudio de los operadores lineales hipercíclicos
está ligado a la existencia de subconjuntos cerrados invariantes, esto es, dado un operador lineal T : X −→ X, ¿existe un
subconjunto cerrado no trivial F ⊂ X tal que T (F) ⊂ F?. Un operador tal que todo vector no nulo es hipercíclico no tiene
subconjuntos cerrados invariantes no triviales.

Dado un espacio de Fréchet X sobre K, un sistema dinámico determinado por una función continua T : X −→ X y
x ∈ X, la órbita de x por T es el conjunto Orb(T, x) = {T n(x), n ∈ N0}, donde T n = T ◦ . . . ◦ T︸       ︷︷       ︸

n veces
para todo n ∈ N. Decimos

que x es un vector :
• Cíclico si el subespacio generado por Orb(T, x) es denso en X,
• Supercíclico si {λT n(x), λ ∈ K, n ∈ N0} es denso en X,
• Hipercíclico si Orb(T, x) es denso en X.
Decimos entonces que T es cíclico, (respectivamente hipercíclico, supercíclico) si existe x ∈ X vector cíclico (respec-

tivamente vector hipercíclico, supercíclico) para T . Si T es hipercíclico y tiene un conjunto denso de puntos periódicos
entonces decimos que T es caótico (en el sentido de Devaney).

En general, el estudio de sistemas dinámicos caóticos está relacionado con la no linealidad del sistema. De hecho,
la existencia de operadores lineales hipercíclicos no es posible en espacios de Fréchet de dimensión finita (ver Corolario
2.1.7). Sin embargo, en dimensión infinita, la dinámica lineal se vuelve no trivial.

El estudio de sistemas dinámicos lineales en espacios de dimensión infinita tuvo su origen en el artículo de Birkhoff

[16] en 1929. Dado a ∈ C, Birkhoff mostró la existencia de funciones enteras hipercíclicas para el operador de traslación
Ta : H(C) −→ H(C) definido por

Ta( f )(z) = f (z + a),

donde H(C) es el espacio de funciones holomorfas sobre C. En otras palabras, Birkhoff probó que existe una función
entera cuya órbita bajo el operador Ta es densa en H(C). En 1952, MacLane [34] mostró que el operador de derivación
D : H(C) −→ H(C) dado por

D( f ) = f ′,

es hipercíclico. Posteriormente, en 1969, Rolewicz [44] mostró que el operador de desplazamiento hacia atrás λB : X −→
X es hipercíclico para todo λ ∈ C tal que |λ| > 1, donde X = c0 o X = `q (1 ≤ q < ∞) y B : X −→ X está dado por

B ((xi)i∈N) = (xi+1)i∈N .

No es muy difícil ver que estos operadores tienen un conjunto denso de puntos periódicos, por lo que además son caóticos.
En 1969, Rolewicz [44] se preguntó si existen operadores hipercíclicos sobre todo espacio de Banach separable de

dimensión infinita. En 1992, Herzog [30] mostró que la respuesta es afirmativa para el caso de los operadores supercícli-
cos. Unos años más tarde, Ansari [2] y Bernal-González [11] mostraron que sobre todo espacio de Banach separable de
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dimensión infinita existe un operador hipercíclico, respondiendo de esta forma a la pregunta formulada por Rolewicz. Pos-
teriormente, en 1998, Bonet y Peris [17] pudieron extender este resultado a espacios de Fréchet separables de dimensión
infinita.

El estudio de sistemas dinámicos lineales tuvo un gran desarrollo a partir de la década del ’90, como puede verificarse
en los libros recientes [5, 28]. Sin embargo, los sistemas dinámicos determinados por polinomios no lineales en espacios
de dimensión infinita fueron estudiados en mucho menor medida. Más aún, en el caso lineal se conocen distintos crite-
rios para determinar que ciertos operadores son hipercíclicos y caóticos [27, 28], mixing [27, 32] , débil mixing [26] y
frecuentemente hipercíclicos [8, 7, 18]. Sin embargo, no se conocen criterios para el caso de los polinomios, con lo cual
resulta difícil obtener polinomios hipercíclicos sobre espacios de Banach y de Fréchet.

El estudio de órbitas de polinomios en espacios de dimensión infinita fue iniciado por Bernardes [12]. En ese artículo
Bernardes probó que, contrariamente al caso lineal, en ningún espacio de Banach pueden existir polinomios homogéneos
hipercíclicos. Sin embargo la dinámica de los polinomios homogéneos dista de ser trivial, de hecho en el mismo artículo
Bernardes demostró que en cualquier espacio de Banach existen polinomios homogéneos supercíclicos de cualquier grado.
Más aún, el hecho de que no existan polinomios homogéneos hipercíclicos en espacios de Banach proviene de la existencia
de una bola centrada en cero, de radio "límite". Más precisamente, si P es un polinomio d-homogéneo y consideramos

r = mı́n

1,
1

‖P‖
1

d−1

, entonces una vez que la órbita de P ingresa en B(0, r), no puede volver a salir, más aún, converge a

cero. Sin embargo, las órbitas que no ingresan en esta bola sí pueden mostrar un comportamiento complejo, por ejemplo,
una órbita puede a su vez ser no acotada y tener puntos de acumulación en el borde de la bola límite. Además, en el caso
de espacios de Fréchet no normables (en los que no podemos hablar de bola límite) sí se pueden mostrar ejemplos de
polinomios homogéneos hipercíclicos. El primero en notar esto fue Peris en [39], donde mostró que existen polinomios
d-homogéneos caóticos (en particular hipercíclicos) sobre el espacio de Fréchet ω = CN para todo d ≥ 2. Otros ejemplos
de polinomios homogéneos hipercíclicos en espacios de Fréchet fueron dados en [3, 36].

Respecto a iteraciones de polinomios no homogéneos, Peris en [40] mostró ejemplos de polinomios caóticos no
homogéneos en los espacios `q ( 1 ≤ q < ∞). En primer instancia, mostró que si X = `q ( 1 ≤ q < ∞) o X = c0, el
polinomio P : X −→ X definido por

P ((xi)i∈N) = ((xi+1 + 1)m − 1)

es caótico para todo m ≥ 2. Mas aún, si definimos P : X −→ X por

P ((xi)i∈N) = (p(xi+1)i∈N) ,

donde p : C −→ C es un polinomio de grado m ≥ 2 tal que p(0) = 0, entonces Peris estudió la relación que existe entre
el hecho de que P sea caótico con la dinámica inducida por p en C. Más precisamente, probó que si 0 es un punto fijo
repulsor de p, es decir, si p(0) = 0 y |p′(0)| > 1, entonces P es caótico en el sentido de Devaney. Además, probó que si
X = `q (1 ≤ q < ∞) o X = c0, entonces P es hipercíclico si y sólo si 0 pertenece al conjunto de Julia de p (ver Definición
B.1.3). Otros ejemplos de polinomios caóticos fueron presentados en [36].

Respecto al problema de existencia de polinomios hipercíclicos o caóticos en espacios de dimensión infinita, el pri-
mer avance es debido a Martínez-Giménez y Peris. En [37] probaron que todo espacio de Fréchet complejo separable
de dimensión infinita admite polinomios hipercíclicos. Recientemente, en [13] Bernardes y Peris probaron que en todo
espacio de Fréchet (sobre R o C) separable de dimensión infinita existen polinomios mixing (y en particular hipercíclicos)
de cualquier grado, y si el espacio tiene base Schauder incondicional, entonces también admite polinomios caóticos y
frecuentemente hipercíclicos.

En esta tesis intentaremos presentar, en forma autocontenida, un panorama sobre estos temas y, en particular los
resultados que aparecen en los artículos [12, 39, 40, 13].

La tesis, está divida en 4 capítulos y 2 apéndices, cuyos contenidos presentamos a continuación.
En el Capítulo 1 presentamos distintos tipos de sistemas dinámicos discretos sobre espacios métricos. Clasificamos

tales sistemas en topológicamente transitivos, hipercíclicos, AY-caóticos, D-caóticos, mixing y débil mixing y damos
algunos resultados y propiedades que los caracterizan. Un importante resultado que vemos en este capítulo es el Teorema
de transitividad de Birkhoff (Teorema 1.3.3), del cual se deduce que los conceptos de sistemas topológicamente transitivos
e hipercíclicos definidos sobre espacios métricos completos sin puntos aislados son equivalentes.

En el Capítulo 2 estudiamos operadores lineales hipercíclicos, caóticos, mixing y débil mixing definidos sobre espacios
de Fréchet. El objetivo principal es dar una breve introducción a la teoría, presentar algunos ejemplos importantes de
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operadores y mostrar algunos resultados que se utilizarán en el Capítulo 4 para probar la existencia de operadores mixing
en espacios de Banach de dimensión infinita. Entre estos resultados se destacan el Teorema de Bourdon, el Teorema de
Herrero-Bourdon y la caracterización de las propiedades de la dinámica de operadores de desplazamiento con pesos.

En el Capítulo 3 estudiamos órbitas de polinomios homogéneos no lineales definidos sobre espacios de Banach y
de Fréchet. Dividimos el capítulo en dos secciones. En la primera sección veremos que no hay polinomios homogéneos
hipercíclicos no lineales sobre espacios de Banach, pero sí polinomios supercíclicos homogéneos no lineales de grado
arbitrario. En la segunda sección mostramos que en el caso de los espacios de Fréchet existen polinomios d-homogéneos
D-caóticos (en particular hipercíclicos) sobre ω = CN para todo d ≥ 2.

En el Capítulo 4 estudiamos las órbitas de polinomios no homogéneos. En la primera sección veremos que existen
polinomios caóticos no lineales sobre los espacios de Banach c0 y `q (1 ≤ q < ∞), y lo relacionaremos con propiedades de
conjuntos de Julia de polinomios de una variable compleja. En la segunda y tercera sección mostraremos teoremas impor-
tantes en dinámica lineal que utilizaremos en la última sección del capítulo. En la segunda sección probaremos que existen
operadores mixing para todo espacio de Fréchet separable de dimensión infinita, y en la tercera sección demostraremos
los Teoremas de Ansari y de León-Müller, que implican, respectivamente, que si T es un operador definido sobre un es-
pacio de Fréchet y HC(T ) es el conjunto de vectores hipercíclicos de T , entonces HC(T k) = HC(T ) y HC(λT ) = HC(T )
para todo k ∈ N y todo λ ∈ S1. En la cuarta sección veremos que si X es un espacio de Fréchet (sobre R o C) para el
cual existen operadores hipercíclicos (respectivamente mixing, débil mixing y frecuentemente hipercíclicos) que admiten
algún autovalor λ tal que |λ| ≤ 1, entonces existe un polinomio hipercíclico (respectivamente mixing, débil mixing y
frecuentemente hipercíclico) de grado positivo arbitrario sobre X. De los resultados de las secciones anteriores se deduce
que en cualquier espacio de Fréchet separable de dimensión infinita existen polinomios mixing de grado arbitrario.

Presentaremos dos apéndices en los que veremos resultados que utilizamos en la tesis.
El Apéndice 1 contiene algunas definiciones y resultados de Análisis Funcional y está dividido en dos secciones. En

la primera sección introduciremos algunas generalidades de espacios de Fréchet y de operadores definidos sobre ellos.
En la segunda sección mostraremos que en todo espacio de Banach separable de dimensión infinita existe una base de
Markushevich. Utilizamos este hecho en el Capítulo 3 para mostrar la existencia de polinomios homogéneos supercíclicos
en espacios de Banach separables de dimensión infinita.

El Apéndice 2 contiene algunos resultados de una variable compleja, y en particular de dinámica compleja. En la
primera sección definiremos familias normales de funciones holomorfas y enunciaremos el Teorema de Montel. También
definiremos los conjuntos de Julia y Fatou de una función holomorfa y veremos algunas propiedades. En la segunda
sección veremos algunas caracterizaciones y propiedades de los conjuntos de Julia y Fatou específicas para polinomios
definidos sobre C que utilizamos en el capítulo 4.





Capítulo 1

Sistemas Dinámicos

En este capítulo introduciremos algunos conceptos básicos de sistemas dinámicos discretos. Tales sistemas serán
inicialmente definidos sobre cualquier espacio métrico, pero posteriormente nos concentraremos en sistemas dinámicos
definidos sobre espacios métricos sin puntos aislados. Los conceptos introducidos en este capítulo serán estudiados a lo
largo de la tesis para sistemas dinámicos determinados por operadores lineales y polinomios sobre espacios de Fréchet.

Comenzaremos dando la definición de un sistema dinámico y sus iteraciones, y daremos una noción de "igualdad"
entre sistemas dinámicos, la cual será una propiedad que caracterizará a los distintos tipos de sistemas dinámicos que
estudiaremos a lo largo de este capítulo.

Los contenidos de este capítulo están basados principalmente en [28].

1.1. Introducción

Definición 1.1.1. Diremos que el par (X,T ) es un sistema dinámico si X es un espacio métrico y T : X −→ X es una
función continua.

Generalmente, cuando se conozca el espacio X subyacente, llamaremos T : X −→ X o simplemente T al sistema
dinámico (X,T ) . Dado x ∈ X, resultará de gran importancia estudiar el comportamiento de T n(x) para cada n ∈ N0.
Entonces a continuación damos la siguiente definición.

Definición 1.1.2. Dado un sistema dinámico T : X −→ X y n ∈ N, definimos la n-ésima iteración de T como el sistema
dinámico T n : X −→ X dado por

T n = T ◦ . . . ◦ T.︸       ︷︷       ︸
n veces

Por convención, definiremos T 0 = IX , donde IX es a identidad de X en X.
Además, definimos la órbita de x respecto de T como el conjunto Orb(T, x) = {T n(x), n ∈ N0} .

Ahora bien, dados dos sistemas dinámicos S : Y −→ Y y T : X −→ X, queremos dar una noción que nos permita
establecer de alguna manera que en cierta forma los sistemas son "iguales". Para ello, a continuación introduciremos el
fundamental concepto de quasiconjugación entre dos sistemas dinámicos.

Definición 1.1.3. Sean S : X −→ X y T : Y −→ Y sistemas dinámicos discretos.
i. Diremos que T es quasiconjugado a S si existe φ : Y −→ X continua de rango denso tal que T ◦ φ = φ ◦ S , es decir,

el diagrama

Y
S
−→ Y

φ ↓ ↓ φ

X −→
T

X

conmuta.
ii. Si φ se puede elegir de manera tal que sea un homeomorfismo, decimos que S y T son conjugados.
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8 CAPÍTULO 1. SISTEMAS DINÁMICOS

Notación. Si T es conjugado a S , notamos T ∼ S .

Observación 1.1.4. ∼ es relación de equivalencia.

Ahora que tenemos nuestra noción de "igualdad" entre dos sistemas dada por la quasiconjugación, la misma nos
permitirá en reiteradas ocasiones probar ciertas propiedades sobre un cierto sistema dinámico S : Y −→ Y sabiendo que
tales propiedades son válidas para un sistema dinámico T : X −→ X que es quasiconjugado a S .

Definición 1.1.5. Decimos que una propiedad P se preserva bajo quasiconjugación si para todo sistema dinámico S :
Y −→ Y que verifica la propiedad P, cada sistema dinámico T : X −→ X que es quasiconjugado para S también la
verifica.

Veremos en el transcurso de este capítulo que hay diversos conceptos que tienen la propiedad de ser preservados bajo
quasiconjugación.

1.2. Sistemas dinámicos topológicamente transitivos

En esta sección introduciremos el concepto de sistema dinámico topológicamente transitivo, el cual es de gran impor-
tancia en la teoría. Como veremos, la transitividad es una forma fuerte de irreducibilidad de un sistema dinámico.

Definición 1.2.1. Diremos que un sistema dinámico T : X −→ X es topológicamente transitivo si para todo par de
abiertos U,V ⊂ X no vacíos existe n ∈ N0 de manera tal que T n(U) ∩ V , ∅.

Notemos que en el caso en que U y V son abiertos disjuntos, el n de la definición es no nulo, es decir, n ∈ N.
Utilizaremos esta observación en distintas oportunidades.

A continuación daremos una caracterización de los sistemas dinámicos topológicamente transitivos, pero antes nece-
sitamos la definición de subconjunto T -invariante para un sistema dinámico T.

Definición 1.2.2. Sea T : X −→ X un sistema dinámico. Dado Y ⊂ X, decimos que Y es T -invariante si T (Y) ⊂ Y.

En particular, si Y ⊂ X es T -invariante tenemos que T|Y : Y −→ Y es un sistema dinámico.

Proposición 1.2.3. Sea T : X −→ X un sistema dinámico. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i. X no puede escribirse en la forma X = A ∪ B, donde A, B ⊂ X son subconjuntos disjuntos de interior no vacío y A
es T -invariante.

ii. T es topológicamente transitivo.

iii. Para todo U ⊂ X abierto no vacío,
∞⋃

n=0

T n(U) es denso en X.

iv. Para todo U ⊂ X abierto no vacío,
∞⋃

n=0

T−n(U) es denso en X, donde T−n(U) = (T n)−1 (U) para cada n ∈ N0.

Demostración. i.⇒ iii. Sean A =

∞⋃
n=0

T n(U) y B = X r A, entonces es claro que X = A ∪ B y A es T -invariante. Además,

como U = T 0(U) ⊂ A, entonces A tiene interior no vacío, luego por hipótesis tenemos que B tiene interior vacío. Esto

implica que A =

∞⋃
n=0

T n(U) es denso en X.

iii.⇒ ii. Sean U,V ⊂ X abiertos no vacíos, queremos ver que existe n0 ∈ N0 tal que T n0 (U) ∩ V , ∅.

En efecto, si D =

∞⋃
n=0

T n(U), por hipótesis tenemos que D es denso en X, con lo cual D ∩ V , ∅. Entonces existe

n0 ∈ N0 tal que T n0 (U) ∩ V , ∅ y por lo tanto T es topológicamente transitivo.
ii.⇒ i. Supongamos que X = A ∪ B con A, B disjuntos y A T -invariante, queremos ver que A◦ = ∅ o B◦ = ∅.
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En efecto, observemos que dado n ∈ N0, tenemos que A◦ y B◦ son abiertos tales que

T n(A◦) ∩ B◦ ⊂ T n(A) ∩ B ⊂ A ∩ B = ∅.

Luego T n(A◦) ∩ B◦ = ∅ para todo n ∈ N0, entonces al ser T topológicamente transitivo, debe ser A◦ = ∅ o B◦ = ∅.

ii.⇒ iii. Sea U ⊂ X abierto no vacío y sea D =

∞⋃
n=0

T n(U), queremos ver que D es denso en X.

En efecto, si x ∈ X y V ⊂ X es abierto tal que x ∈ V , por hipótesis existe n0 ∈ N0 tal que T n0 (U) ∩ V , ∅. Entonces
D ∩ V , ∅ y concluimos que D es denso en X.

ii. ⇒ iv. Sea U ⊂ X abierto no vacío y D =

∞⋃
n=0

T−n(U), veamos que D es denso en X. En efecto, dado V ⊂ X abierto no

vacío tal que x ∈ V , por hipótesis existe n ∈ N0 tal que T n(V) ∩ U , ∅. Sea entonces v ∈ V tal que T n(v) = u ∈ U, luego

v ∈ T−n(U) ∩ V ⊂ D ∩ V y por lo tanto D ∩ V , ∅. Así, D =

∞⋃
n=0

T−n(U) es denso es X.

iv.⇒ ii. Sean U,V ⊂ X abiertos no vacíos, queremos ver que existe n0 ∈ N0 tal que T n0 (U) ∩ V , ∅.

En efecto, por hipótesis tenemos que D =

∞⋃
n=0

T−n(V) es denso en X, por lo tanto U ∩ D , ∅.

Entonces existe n0 ∈ N0 tal que U ∩ T−n0 (V) , ∅, con lo cual T n0 (U) ∩ V , ∅.
�

Tenemos entonces el siguiente corolario.

Corolario 1.2.4. Sea T : X −→ X es un sistema dinámico topológicamente transitivo, entonces :

i. T tiene rango denso, es decir, R(T ) = Im(T ) ⊂ X es denso.

ii. T−n(V) es abierto no vacío para todo V ⊂ X abierto no vacío y todo n ∈ N.

Demostración. i. Basta ver que R(T ) ∩ B(x, ε) , ∅ para todo x ∈ X y ε > 0.
Sea ε > 0 y δ ≤ ε tal que B(x, δ) , X, entonces XrB(x, δ) es abierto en X no vacío. Luego como T es topológicamente

transitivo y (X r B(x, δ)) ∩ B(x, δ) = ∅, existe n ∈ N tal que

T n
(
X r B(x, δ)

)
∩ B(x, δ) , ∅.

Así, existe y ∈ X tal que T (T n−1(y)) ∈ B(x, δ), es decir, R(T ) ∩ B(x, δ) , ∅ y por lo tanto R(T ) ∩ B(x, ε) , ∅.
ii. Sean V ⊂ X abierto no vacío y n ∈ N. Como R(T ) es denso, tenemos que existe x ∈ X tal que T (x) ∈ V y entonces
T−1(V) , ∅. Luego, razonando inductivamente concluimos que T−n(V) = T−1

(
T−n+1(V)

)
, ∅.

�

Si T : X → X es un sistema dinámico y queremos estudiar sus iteraciones, es razonable pensar que si particionamos
X como una unión de dos subconjuntos T -invariantes con interior no vacío y estudiamos las iteraciones en cada subcon-
junto por separado, el estudio podría en diversos casos ser más sencillo. Si tal partición no es posible diremos que X es
irreducible.

Definición 1.2.5. Diremos que un sistema dinámico T : X −→ X es irreducible si no podemos escribir X en la forma
X = A ∪ B, con A, B ⊂ X subconjuntos T -invariantes de interior no vacío.

En virtud de la Proposición 1.2.3, tenemos que todo sistema dinámico T : X −→ X topológicamente transitivo es
irreducible. Además, de la equivalencia de ii. y iii. en la Proposición 1.2.3, podemos deducir el siguiente corolario.

Corolario 1.2.6. Sea T : X −→ X un sistema dinámico con inversa continua T−1 : X −→ X. Entonces T es topológica-
mente transitivo si y sólo si T−1 es topológicamente transitivo.
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Demostración. Por la Proposición 1.2.3 tenemos que T es topológicamente transitivo si y sólo si para todo abierto U ⊂ X

abierto no vacío,
∞⋃

n=0

T n(U) es denso en X. Por otro lado, T−1 es topológicamente transitivo si y sólo si para todo U ⊂ X

abierto no vacío,
∞⋃

n=0

T−n(U) es denso en X.

Así, por la equivalencia de ii. y iii. en la Proposición 1.2.3, deducimos que T es topológicamente transitivo si y sólo si
T−1 es topológicamente transitivo.

�

Hemos mencionado al final de la sección anterior que hay diversos conceptos que se preservan bajo quasiconjugación.
Para finalizar esta sección veremos que uno de estos conceptos que se preservan bajo quasiconjugación es la propiedad de
que un sistema dinámico sea topológicamente transitivo.

Proposición 1.2.7. La propiedad de ser topológicamente transitivo se preserva bajo quasiconjugación.

Demostración. Sea S : Y −→ Y un sistema dinámico topológicamente transitivo y sea T : X −→ X una quasiconjugación
de S , entonces existe φ : Y −→ X continua de rango denso tal que T ◦ φ = φ ◦ S , queremos ver que T es topológicamente
transitivo.

Sean entonces U,V ⊂ X abiertos no vacíos en X, como φ es continua, φ−1(U) y φ−1(V) son abiertos en Y, veamos que
son no vacíos.

En efecto, como U ⊂ X es abierto no vacío y φ tiene rango denso en X, tenemos que Im(φ) ∩ U , ∅. Luego existe
y ∈ Y tal que φ(y) ∈ U, es decir, y ∈ φ−1(U) y por lo tanto φ−1(U) , ∅. Análogamente, φ−1(V) , ∅.

Así, como S es topológicamente transitivo, existe n ∈ N0 tal que S n
(
φ−1(U)

)
∩φ−1(V) , ∅, entonces existe z ∈ φ−1(U)

tal que S n(z) ∈ φ−1(V).
Luego φ(z) ∈ U y como T ◦ φ = φ ◦ S , se deduce que T n (φ(z)) = φ (S n(z)) ∈ V, con lo cual T n (φ(z)) ∈ T n(U) ∩ V y

concluimos que T es topológicamente transitivo.
�

1.3. Sistemas dinámicos hipercíclicos.

En esta sección introduciremos el concepto de sistema dinámico hipercíclico y veremos que éstos se preservan bajo
quasiconjugación. Mostraremos el Teorema de transitividad de Birkhoff, que establece que en un espacio métrico com-
pleto, separable y sin puntos aislados los conceptos de sistema dinámico topológicamente transitivo y sistema dinámico
hipercíclico son equivalentes. Este teorema es de gran importancia en la teoría de sistemas dinámicos y nos será de mucha
utilidad en los próximos capítulos. Probaremos además que el concepto de ser hipercíclico se preserva bajo quasiconju-
gación en cualquier espacio métrico.

Comenzamos con la siguiente definición.

Definición 1.3.1. Sea T : X −→ X un sistema dinámico y sea x ∈ X. Diremos que x es un vector hipercíclico para T
si Orb(T, x) = {T n(x), n ∈ N0} es denso en X. En caso de que exista un vector hipercíclico para T, diremos que T es
hipercíclico.

Notación. Notaremos por HC(T ) al conjunto de vectores hipercíclicos para T .
Antes de dar la equivalencia deseada, previamente demostraremos la siguiente proposición.

Proposición 1.3.2. Sea T : X −→ X un sistema dinámico, con X un espacio métrico sin puntos aislados. Entonces valen
las siguientes afirmaciones :

i. Si x ∈ X es vector hipercíclico para T , entonces T n(x) es vector hipercíclico para todo n ∈ N. En particular, HC(T )
es T -invariante.

ii. Si T es hipercíclico, entonces T es topológicamente transitivo.
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Demostración. i. Sea n ∈ N, queremos ver que Orb(T,T n(x)) =
{
T k (T n(x)) , k ∈ N0

}
es denso en X.

En efecto, sea U ⊂ X abierto no vacío, veamos queOrb (T,T n(x))∩U , ∅. Sea V = Ur{x,T (x), . . . ,T n−1(x)}, como X
no tiene puntos aislados, V ⊂ X es abierto no vacío. Luego como Orb(T, x) ⊂ X es denso, tenemos que Orb(T, x)∩V , ∅.

Ahora bien, como T j(x) < V para todo 1 ≤ j ≤ n − 1, existe k0 ∈ N0 tal que T k0 (T n(x)) = T k0+n(x) ∈ V , con lo
cual T k0 (T n(x)) ∈ U. Así, Orb(T,T n(x)) ∩ U , ∅ y por lo tanto Orb(T,T n(x)) es denso en X, es decir, T n(x) es vector
hipercíclico.

ii. Sean U,V ⊂ X abiertos no vacíos, queremos ver que existe n ∈ N0 tal que T n(U) ∩ V , ∅.
Sea x vector hipercíclico para T, entonces Orb(T, x) es denso en X y por lo tanto existe n ∈ N0 tal que T n(x) ∈ U.

Ahora bien, por i. tenemos que T n(x) es hipercíclico para T, con lo cual existe k ∈ N0 tal que T k+n(x) = T k (T n(x)) ∈ V.
Luego, T k (T n(x)) ∈ T k(U) ∩ V, entonces T k(U) ∩ V , ∅ y concluimos que T es topológicamente transitivo.

�

La proposición anterior nos dice que todo sistema dinámico hipercíclico es topológicamente transitivo. La recíproca es
cierta para espacios métricos completos y separables, sin puntos aislados. En 1920, G.D.Birkhoff [15] probó este resultado
para funciones definidas sobre subconjuntos compactos de RN . Tenemos entonces el siguiente teorema.

Teorema 1.3.3. (Teorema de transitividad de Birkhoff) Sea T : X −→ X un sistema dinámico, con X un espacio
métrico completo, separable y sin puntos aislados. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes :

i. T es topológicamente transitivo.

ii. T es hipercíclico.

Además, si vale alguna de estas afirmaciones, entonces HC(T ) es un conjunto Gδ denso.

Demostración. i.⇒ ii. Es por la Proposición 1.3.2.
i.⇒ ii. Supongamos que T es topológicamente transitivo.
Como X es separable, existe D = {y j, j ∈ N} denso numerable en X, entonces

β =

{
B

(
y j,

1
m

)
, j ∈ N,m ∈ N)

}
= {Uk, k ∈ N}

es una base para la topología de X. Entonces x ∈ HC(T ) si y sólo si para todo k ∈ N, existe n ∈ N0 tal que T n(x) ∈ Uk.

Así, podemos escribir HC(T ) en la forma

HC(T ) =

∞⋂
k=0

∞⋃
n=0

T−n(Uk).

Ahora bien, al ser T es continua, dado k ∈ N tenemos que T−n(Uk) es abierto en X para todo n ∈ N0, luego por la

Proposición 1.2.3 tenemos que Dk =

∞⋃
n=0

T−n(Uk) es denso en X para todo k ∈ N.

Por lo tanto, como HC(T ) =

∞⋂
k=1

Dk con Dk abierto denso en X para todo k ∈ N, por el teorema de Baire (Teorema

A.1.23) tenemos que HC(T ) ⊂ X es un Gδ denso en X.
�

Para finalizar esta sección, como habíamos anticipado al principio de la misma, demostraremos que la propiedad de
ser hipercíclico se preserva bajo quasiconjugación.

Para espacios métricos sin puntos aislados, la equivalencia entre sistema dinámico hipercíclico y topológicamente
transitivo nos da el resultado automáticamente ya que ser topológicamente transitivo es una propiedad que se preserva por
quasiconjugación. Sin embargo, no es difícil ver que la propiedad de ser hipercíclico se preserva bajo quasiconjugación
para cualquier espacio métrico.

Proposición 1.3.4. La propiedad de ser hipercíclico se preserva bajo quasiconjugación.
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Demostración. Sea S : Y −→ Y un sistema dinámico hipercíclico y T : X −→ X una quasiconjugación de S vía
φ : Y −→ X. Es decir, φ es continua de rango denso y además φ ◦ S = T ◦ φ, queremos ver que T es hipercíclico.

En efecto, sea y ∈ Y vector hipercíclico para S , veamos que φ(y) ∈ X es vector hipercíclico para T. Si U ⊂ X es abierto
tal que φ(y) ∈ U, entonces φ−1(U) ⊂ Y es abierto tal que y ∈ φ−1(U). Luego como Orb(S , y) es denso en Y, existe n ∈ N0

tal que S n(y) ∈ φ−1(U).
Así, como φ ◦ S = T ◦ φ, tenemos que T n(φ(y)) = φ(S n(y)) ∈ U y entonces T n (φ(y)) ∈ Orb (T, φ(y))∩U. Por lo tanto

φ(y) es vector hiperciclico para T. �

1.4. Sistemas dinámicos caóticos

En esta sección introduciremos los conceptos de sistemas dinámicos caóticos. Existen varias nociones diferentes de
caos. Definiremos y veremos algunas propiedades de dos de ellas, que nos serán de utilidad en los próximos capítulos:
las de sistemas dinámicos AY-caóticos y D-caóticos. Estas nociones deben sus nombres a Auslander y Yorke, y Devaney,
respectivamente. Ambos conceptos están relacionados, de hecho veremos que todo sistema D-caótico es AY-caótico.

Según la definición original de Devaney (ver [23]), un sistema caótico debía satisfacer 3 propiedades: ser topológica-
mente transitivo, tener un conjunto denso de puntos periódicos y tener dependencia sensible respecto de las condiciones
iniciales. Sin embargo, algunos años más tarde Banks et. al. [4] probaron que la definición es redundante ya que las dos
primeras condiciones automáticamente implican la tercera.

Comenzamos recordando la definición de puntos periódicos y fijando notación.

Definición 1.4.1. Sea T : X −→ X un sistema dinámico. Dados x ∈ X y n ∈ N, diremos que x es un punto de período n
para T si n = mı́n{k ∈ N,T k(x) = x} y diremos que x es un punto periódico para T si tiene período n para algún n ∈ N. En
el caso particular en que x sea de período uno, es decir, si T (x) = x, diremos que x es punto fijo para T .
Notación. Dado un sistema dinámico T : X −→ X, notaremos al conjunto de puntos periódicos de T por

Per(T ) =
{
x ∈ X tales que x es punto periódico de T

}
.

Ahora sí, estamos en condiciones de dar la definición de sistema dinámico D-caótico.

Definición 1.4.2. Sean (X, d) un espacio métrico sin puntos aislados y T : X −→ X un sistema dinámico. Diremos que T
es D-caótico (caótico en el sentido de Devaney) si verifica las siguientes condiciones :

i. T es topológicamente transitivo.

ii. El conjunto Per(T ) es denso en X.

A continuación, veremos que la propiedad de tener un conjunto denso de puntos periódicos se preserva bajo quasi-
conjugación.

Proposición 1.4.3. La propiedad de tener un conjunto denso de puntos periódicos se preserva bajo quasiconjugación.

Demostración. Sea S : Y −→ Y un sistema dinámico tal que Per(S ) ⊂ Y es denso y sea T : X −→ X una quasiconju-
gación de S vía φ : Y −→ X, queremos ver que Per(T ) ⊂ X es denso. Consideremos entonces U ⊂ X abierto no vacío y
veamos que Per(T ) ∩ U , ∅.

En efecto, como φ es continua y R(φ) ⊂ X es denso, φ−1(U) ⊂ Y es abierto no vacío, con lo cual, al ser Per(S ) ⊂ X
denso existe y0 ∈ φ

−1(U) ∩ Per(S ).
Si n es el período de y0 respecto de S , entonces S n(y0) = y0 y además como φ◦S = T ◦φ, tenemos que φ◦S n = T n ◦φ,

de donde
T n(φ(y0)) = φ(S n(y0)) = φ(y0) ∈ U.

Luego φ(y0) ∈ Per(T ) ∩ U y concluimos que Per(T ) ⊂ X es denso.
�

Recordemos que habíamos visto en la Proposición 1.2.7 que la transitividad topológica se preserva bajo quasiconju-
gación. Entonces como consecuencia de este hecho y la proposición anterior tenemos el siguiente corolario.
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Corolario 1.4.4. La propiedad de ser D-caótico se preserva por quasiconjugación.

Seguimos ahora el camino hacia la definición de sistema AY-caótico.

Definición 1.4.5. Sea (X, d) un espacio métrico sin puntos aislados. Diremos que un sistema dinámico T : X −→ X tiene
dependencia sensible respecto de las condiciones iniciales si existe ε > 0 tal que para todo x ∈ X y todo δ > 0, existen
y ∈ X y n ∈ N0 tales que d(x, y) < δ y d (T n(x),T n(y)) > ε.

Al número ε > 0 de la definición se lo llama constante de sensibilidad para T .

Definición 1.4.6. Sea (X, d) un espacio métrico sin puntos aislados y T : X −→ X un sistema dinámico. Diremos que T
es AY-caótico (caótico en el sentido de Auslander y Yorke) si se satisfacen las siguientes dos condiciones :

i. T tiene dependencia sensible respecto de las condiciones iniciales.

ii. T es topológicamente transitivo.

A continuación veremos un ejemplo que muestra que la propiedad de ser sensible respecto de las condiciones iniciales
no se preserva bajo quasiconjugación, ya que tal propiedad depende de la métrica del espacio métrico subyacente del
sistema dinámico en cuestión.

Ejemplo 1.4.7. Sea T : [1,+∞) −→ [1,+∞) el sistema dinámico definido por

T (x) = 2x

para todo x ∈ [1,+∞). Es claro que T n(x) = 2nx para todo n ∈ N0. Veamos que si consideramos la métrica usual en
X = [1,+∞), entonces T tiene dependencia sensible respecto de las condiciones iniciales.

En efecto, consideremos ε = 1, dados x ∈ [1,+∞) y δ > 0, queremos ver que existen y ∈ [1,+∞) y n ∈ N0 de manera
tal que |x − y| < δ y |T n(x) − T n(y)| > 1. Observemos que si y , x, entonces |T n(x) − T n(y)| = 2n|x − y| −→

n→∞
∞. Así, si

tomamos por ejemplo y = x +
δ

2
y n ∈ N tal que 2n−1δ > 1 tenemos que

|x − y| =
δ

2
< δ y |T n(x) − T n(y)| = 2n−1δ > 1.

Luego T tiene dependencia sensible respecto de las condiciones iniciales si consideramos la métrica usual. Sin embargo,
veamos que si consideramos en X = [1,+∞) la métrica d : [1,+∞) × [1,+∞) −→ R≥0 dada por

d(x, y) = | log(x) − log(y)|

para todo x, y ∈ [1,+∞), entonces T no tiene dependencia sensible respecto de las condiciones iniciales.
En efecto, dados x, y ∈ [1,+∞) y n ∈ N0 tenemos que

d(T n(x),T n(y)) = | log(T n(x)) − log(T n(y))| = | log(2nx) − log(2ny)| =

∣∣∣∣∣∣log
(

x
y

)∣∣∣∣∣∣ = d(x, y).

Dado ε > 0, si tomamos x = 1 y δ = ε, para todo y ∈ [1,+∞) y todo n ∈ N0 tales que d(x, y) < δ = ε, tenemos que

d(T n(x),T n(y)) = d(x, y) = ε.

Luego T no tiene dependencia sensible respecto de las condiciones iniciales al considerar X = [1,+∞) con la métrica d.

Probaremos ahora que todo sistema D-caótico es AY-caótico. Previamente necesitamos la siguiente observación sobre
las órbitas de puntos periódicos.

Observación 1.4.8. Sea T : X −→ X un sistema dinámico. Si x, y ∈ Per(T ) son tales que Orb(T, x) ∩ Orb(T, y) , ∅,
entonces Orb(T, x) = Orb(T, y).

En efecto, sean N y M los períodos de x e y respectivamente, entonces

Orb(T, x) =
{
x,T (x), . . . ,T N−1(x)

}
y Orb(T, y) =

{
y,T (y), . . . ,T M−1(y)

}
.
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Como Orb(T, x) ∩ Orb(T, y) , ∅, existen n ≤ N y m ≤ M tales que T n(x) = T m(y). Luego tenemos que

T M−m+n(x) = T M−m (T n(x)) = T M−m (T m(y)) = T M(y) = y.

Por lo tanto y ∈ Orb(T, x) y tenemos que Orb(T, y) ⊆ Orb(T, x). Análogamente se ve que T N−n+m(y) = T N(x) = x, de
donde se deduce que x ∈ Orb(T, y) y entonces Orb(T, x) ⊆ Orb(T, y). Luego Orb(T, x) = Orb(T, y).

Ahora sí, estamos en condiciones de enunciar el siguiente teorema probado en [4].

Teorema 1.4.9. Sea X un espacio métrico sin puntos aislados y sea T : X −→ X un sistema dinámico. Si T es topológi-
camente transitivo y Per(T ) ⊂ X es denso, entonces T tiene dependencia sensible a las condiciones iniciales con respecto
a cualquier métrica que defina la topología de X.

Demostración. Sea d una métrica que defina la topología de X, veamos que existe r > 0 de manera tal que para cualquier
x ∈ X, existe p ∈ Per(T ) tal que d (x,T n(p)) ≥ r para todo n ∈ N.

En efecto, como X no tiene puntos aislados, en particular es un conjunto infinito. Por la Observación 1.4.8, deben
existir p1 ∈ Per(T ) y p2 ∈ Per(T ) tales que Orb(T, p1) ∩ Orb(T, p2) = ∅.

Consideremos r = ı́nf
m,n∈N0

d (T n(p1),T m(p2))
2

, entonces al ser Orb(T, p1)∩Orb(T, p2) = ∅, se tiene que r > 0. Observe-

mos que si existiera n0 ∈ N0 tal que d (T n0 (p1), x) < r y d (T n0 (p2), x) < r, entonces

d (T n0 (p1),T n0 (p2))
2

≤
d (T n0 (p1), x)

2
+

d (x,T n0 (p2))
2

<
r
2

+
r
2

= r.

Luego r >
d (T n0 (p1),T n0 (p2))

2
, lo cual es absurdo por definición de r. Así, para todo n ∈ N0 y todo x ∈ X se tiene que

d (T n(p1).x) ≥ r o d (T n(p2), x) ≥ r.

Sean ε =
r
4
, x ∈ X y δ > 0 , veamos que existen z ∈ X y n ∈ N0 tal que d(x, z) < δ y d (T n(x),T n(z)) > ε.

En efecto, sea q un punto periódico de período N tal que

d(q, x) < mı́n{ε, δ} (1.1)

Sin pérdida de generalidad, supongamos que para todo n ∈ N0,

d (T n(p1), x) ≥ r = 4ε (1.2)

Como T es continua en p1, existe V entorno de p1 de manera tal que para todo z ∈ V y todo 0 ≤ m ≤ N,

d (T m(p1),T m(z)) < ε (1.3)

Ahora bien, como T es topológicamente transitivo, si U = B(x, δ) existe k ∈ N0 tal que T k(U) ∩ V , ∅, con lo cual existe
y tal que d(x, y) < δ y T k(y) ∈ V . Sea j ∈ N0 tal que k ≤ jN ≤ k + N, como T iN(q) = q para todo i ∈ N0, tenemos que

d
(
T jN(q),T jN(y)

)
= d

(
T jN(q),T jN−k

(
T k(y)

))
= d

(
q,T jN−k

(
T k(y)

))
≥ d

(
x,T jN−k(p1)

)
− d

(
T jN−k(p1),T jN−k

(
T k(y)

))
− d(x, q).

Ahora bien, por (1.2) y (1.1), tenemos que d
(
x,T jN−k(p1)

)
≥ 4ε y d(x, q) < ε. Además, como T k(y) ∈ V y 0 ≤ jN−k ≤ N,

por (1.3) tenemos que d
(
T jN−k(p1),T jN−k

(
T k(y)

))
< ε, luego

d
(
T jN(q),T jN(y)

)
≥ d

(
x,T jN−k(p1)

)
− d

(
T jN−k(p1),T jN−k ◦ T k(y)

)
− d(x, q) > 4ε − ε − ε = 2ε,

es decir,
d
(
T jN(q),T jN(y)

)
> 2ε (1.4)
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Supongamos que d
(
T jN(x),T jN(q)

)
≤ ε y d

(
T jN(x),T jN(y)

)
≤ ε, entonces

d
(
T jN(q),T jN(y)

)
≤ d

(
T jN(q),T jN(x)

)
+ d

(
T jN(x),T jN(y)

)
≤ ε + ε = 2ε,

lo cual es una contradicción por (1.4).
Luego d

(
T jN(x),T jN(q)

)
> ε o d

(
T jN(x),T jN(y)

)
> ε. Así, si tomamos n = jN tenemos que

d(q, x) < δ y d (T n(x),T n(q)) > ε,

o bien,
d(y, x) < δ y d (T n(y),T n(x)) > ε.

�

Corolario 1.4.10. Todo sistema dinámico D-caótico es AY-caótico.

1.5. Sistemas Dinámicos Mixing

En esta sección nuestro objetivo es introducir el concepto de sistema dinámico mixing. Este concepto es más fuerte
que el de sistema dinámico topológicamente transitivo, es decir, veremos que todo sistema dinámico mixing es topoló-
gicamente transitivo. Sin embargo, veremos que no vale la recíproca, para lo cual introduciremos el concepto de sistema
dinámico producto, el cual además nos permitirá mostrar una característica particular de los sistemas dinámicos mixing y
nos introducirá al concepto de sistema dinámico débil mixing que desarrollaremos en la siguiente sección.

Volviendo a los sistemas dinámicos topológicamente transitivos, hay diversos ejemplos en los cuales se cumple una
propiedad mas fuerte que la de transitividad. Consideremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.5.1. Sea T : [0, 1] −→ [0, 1] definido por

T (x) =


2x si 0 ≤ x ≤

1
2

2 − 2x si
1
2
≤ x ≤ 1

,

donde consideramos en [0, 1] la topología de subespacio de R.
Vamos a probar que para todo U,V ⊂ [0, 1] abiertos no vacíos, existe n0 ∈ N0 tal que T n(U)∩V , ∅ para todo n ≥ n0.
Observemos que T ([0, 1]) = [0, 1] y T es continua, con lo cual T es un sistema dinámico. Veamos que :

i. T n

(
2k
2n

)
= 0 para todo k = 0, . . . , 2n−1.

ii. T
(

2k − 1
2n

)
= 1 para todo k = 1, . . . , 2n−1.

i. Si n = 1, dado 0 ≤ k ≤ 1 tenemos que

T
(

2k
2n

)
= T (k) =

2k = 0 si k = 0

2 − 2k = 0 si k = 1
,

es decir, T
(

2k
2

)
= 0 para 0 ≤ k ≤ 1. Sea n > 1 y supongamos que dado 0 ≤ j ≤ n − 1, se tiene que T j

(
2k
2 j

)
= 0 para todo

0 ≤ k ≤ 2 j−1. Queremos ver que T n

(
2k
2

)
= 0 para todo 0 ≤ k ≤ 2n−1.

Sea 0 ≤ k ≤ 2n−1, entonces :

• Si 0 ≤ k ≤ 2n−2, tenemos que
2k
2n =

k
2n−1 es tal que 0 ≤

k
2n−1 ≤

1
2
, luego por hipótesis inductiva tenemos que

T n
(

2k
2n

)
= T n−1

(
T

(
k

2n−1

))
= T n−1

(
2

k
2n−1

)
= T n−1

(
2k

2n−1

)
= 0.
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• Si 2n−2 + 1 ≤ k ≤ 2n−1, tenemos que
2k
2n =

k

2n−1 es tal que
1
2
≤

k

2n−1 ≤ 1, luego

T n
(

2k
2n

)
= T n−1

(
T

(
k

2n−1

))
= T n−1

(
2 − 2

k
2n−1

)

= T n−1
(

2n − 2k
2n−1

)
= T n−1

2
(
2n−1 − k

)
2n−1

 .
Ahora bien, como 2n−2 + 1 ≤ k ≤ 2n−1, entonces 0 ≤ 2n−1 − k ≤ 2n−2. Así, por hipótesis inductiva se tiene que

T n−1

2
(
2n−1 − k

)
2n−1

 = 0, de donde T n

(
2k
2n

)
= 0.

Luego T n

(
2k
2n

)
= 0 para todo 0 ≤ k ≤ 2n−1.

ii. Si n = 1, para k = 1 tenemos que T
(

2k − 1
2n

)
= T

(
1
2

)
= 1.

Sea n > 1 y supongamos que dado 1 ≤ j ≤ n − 1 se tiene que T j

(
2k − 1

2 j

)
= 1 para todo 1 ≤ k ≤ 2 j−1. Debemos ver

que T n

(
2k − 1

2n

)
= 1 para todo 1 ≤ k ≤ 2n−1.

• Si 1 ≤ k ≤ 2n−2, entonces 0 ≤
2k − 1

2n ≤
1
2
, luego

T n
(

2k − 1
2n

)
= T n−1

(
T

(
2k − 1

2n

))
= T n−1

(
2

2k − 1
2n

)
= T n−1

(
2k − 1
2n−1

)
.

Por lo tanto, como 1 ≤ k ≤ 2n−2, por hipótesis inductiva tenemos que T n−1
(

2k − 1
2n−1

)
= 1, con lo cual T n

(
2k − 1

2n

)
= 1.

• Si 2n−2 + 1 ≤ k ≤ 2n−1, entonces
1
2
≤

2k − 1
2n ≤ 1, luego

T n
(

2k − 1
2n

)
= T n−1

(
T

(
2k − 1

2n

))
= T n−1

(
2 − 2

2k − 1
2n

)
= T n−1

(
2n

2n−1 −
2k − 1
2n−1

)

= T n−1
(

2n − 2k + 2 − 1
2n−1

)
= T n−1

2
(
2n−1 − k + 1

)
− 1

2n−1

 .
Ahora bien, como 2n−2 + 1 ≤ k ≤ 2n−1, se tiene que 2n−1 − k + 1 ≤ 2n−1 −

(
2n−2 + 1

)
+ 1 = 2n−2.

Así, como 2n−1−k+1 ≤ 2n−2, por hipótesis inductiva tenemos que T n−1

2
(
2n−1 − k + 1

)
− 1

2n−1

 = 1, de donde se deduce

que T n

(
2k − 1

2n

)
= 1. Por lo tanto, para todo n ∈ N, se verifica que T n

(
2k
2n

)
= 0 para todo 0 ≤ k ≤ 2n−1 y T n

(
2k − 1

2n

)
= 1

para todo 1 ≤ k ≤ 2n−1.

Sea U ⊂ [0, 1] abierto no vacío, observemos que dado n ∈ N, podemos escribir [0, 1] =

2n−1⋃
n=0

[
m
2n ,

m + 1
2n

]
. Observemos

que los conjuntos{
2k
2n , 0 ≤ k ≤ 2n−1

}
=

{
0,

2
2n , . . . ,

2n

2n

}
y

{
2k − 1

2n , 1 ≤ k ≤ 2n−1
}

=

{
1
2n ,

3
2n , . . . ,

2n − 1
2n

}

describen los extremos de los intervalos Jn,m =

[
m
2n ,

m + 1
2n

]
para todo 0 ≤ m ≤ 2n−1.

Más precisamente, dado 0 ≤ m ≤ 2n − 1, tenemos que :

• Si m es par, existen 0 ≤ k1 ≤ 2n−1 y 1 ≤ k2 ≤ 2n−1 tales que Jn,m =

[
m
2n ,

m + 1
2n

]
=

[
2k1

2n ,
2k2 − 1

2n

]
.
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• Si m es impar, existen 1 ≤ k1 ≤ 2n−1 y 0 ≤ k2 ≤ 2n−1 tales que Jn,m =

[
m
2n ,

m + 1
2n

]
=

[
2k1 − 1

2n ,
2k2

2n

]
.

Observemos además que
∣∣∣Jn,m

∣∣∣ =
1
2n −→n−→∞

0 y dado n ∈ N tenemos que T n (
Jn,m

)
= [0, 1] para todo 0 ≤ m ≤ 2n−1.

Luego como U ⊂ [0, 1] es abierto no vacío, existe n0 ∈ N tal que Jn0,m ⊂ U algún 0 ≤ m ≤ 2n0−1.

Así, [0, 1] = T n0
(
Jn0,m

)
⊂ T n0 (U), es decir, T n0 (U) = [0, 1]. Por lo tanto, como T [0, 1] = [0, 1] tenemos que T n(U) =

[0, 1] para todo n ≥ n0.
Luego, dado V ⊂ [0, 1] abierto no vacío, tenemos que T n(U) ∩ V , ∅ para todo n ≥ n0.

De esta forma, hallamos un sistema dinámico que cumple una propiedad más fuerte que la de ser topológicamente
transitivo, ya que probamos que dados dos abiertos U,V ⊂ [0, 1] no vacíos, existe n0 ∈ N0 tal que T n(U) ∩ V , ∅ para
todo n ≥ n0, es decir, las iteraciones de T sobre U intersecan a V para todo n ≥ n0.

Estos sistemas son llamados mixing.

Definición 1.5.2. Sea T : X −→ X un sistema dinámico. Diremos que T es mixing si dados U y V abiertos no vacíos en
X, existe n0 ∈ N0 tal que T n(U) ∩ V , ∅ para todo n ≥ n0.

Al igual que la propiedad de ser topológicamente transitivo, la propiedad de ser mixing se preserva bajo quasiconju-
gación.

Proposición 1.5.3. La propiedad de ser mixing se preserva bajo quasiconjugación.

Demostración. Sea S : Y −→ Y un sistema dinámico mixing y sea T : X −→ X una quasiconjugación de S vía φ : Y −→
X, queremos ver que T es mixing. En efecto, dados U y V abiertos no vacíos en X, como R(φ) ⊂ X es denso tenemos que
φ−1(U) y φ−1(V) son abiertos no vacíos en Y. Luego como S es mixing existe N ∈ N0 tal que S n

(
φ−1(U)

)
∩ φ−1(V) , ∅

para todo n ≥ N. Entonces para ver que T es mixing basta ver que T n(U) ∩ V , ∅ para todo n ≥ N. Sea n ≥ N, como
S n

(
φ−1(U)

)
∩ φ−1(V) , ∅, existe z ∈ φ−1(U) tal que S n(z) ∈ φ−1(V). Luego φ(z) ∈ U y como T ◦ φ = φ ◦ S , entonces

T n (φ(z)) = φ (S n(z)) ∈ V, es decir, T n(φ(z)) ∈ T n(U) ∩ V. Así, T n(U) ∩ V , ∅ para todo n ≥ N y T resulta mixing.
�

Ahora bien, es claro a partir de la definición que todo sistema mixing es topológicamente transitivo. Sin embargo,
como anticipamos al principio de esta sección, queremos mostrar que la recíproca no es cierta.

Dados dos sistemas dinámicos S : X −→ X y T : Y −→ Y, podemos considerar el espacio métrico del producto
cartesiano X×Y dotado con la métrica d : (X × Y) × (X × Y) −→ X × Y dada por

d((x1, y1), (x2, y2)) = dX(x1, x2) + dY (y1, y2)

para todo ((x1, y1), (x2, y2)) ∈ (X × Y) × (X × Y), donde dX y dY son las métricas de X e Y respectivamente. Es claro que d
es una métrica para el espacio X × Y . Además tenemos que una base para la topología en X × Y que define la métrica d es

β = {U × V, con U ⊂ X,V ⊂ Y abiertos} .

Entonces a continuación definiremos el sistema dinámico producto sobre un espacio X × Y.

Definición 1.5.4. Sean S : X −→ X y T : Y −→ Y sistemas dinámicos. Definimos el sistema dinámico producto
S × T : X × Y −→ X × Y por

(S × T ) (x, y) = (S (x),T (y))

para todo (x, y) ∈ X × Y . Si πX : X × Y −→ X y πY : X × Y −→ Y son las proyecciones canónicas dadas por

πX(x, y) = x y πY (x, y) = y

para todo (x, y) ∈ X × Y, entonces tenemos que

(S × T ) ◦ πX = S y (S × T ) ◦ πY = T

son continuas. Luego S ×T es continuo y por lo tanto resulta un sistema dinámico. Además, si n ∈ N0, la enésima iteración
viene dada por (S × T )n = S n × T n.

Similarmente podemos extender la definición a una cantidad mayor de productos.
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Ahora que definimos el producto de dos sistemas dinámicos, veremos que el producto de dos sistemas dinámicos
topológicamente transitivos no es topológicamente transitivo necesariamente.

Definición 1.5.5. Dado α ∈ [0, 2π], definimos la rotación de ángulo α como el sistema dinámico Tα : S1 −→ S1 dado por

Tα(z) = eiαz, z ∈ S1.

Si α ∈ πQ, diremos que la rotación de ángulo α es racional.
Si α < πQ, diremos que la rotación de ángulo α es irracional.

Tenemos entonces la siguiente proposición.

Proposición 1.5.6. Sea α ∈ [0, 2π] y Tα : S1 −→ S1 la rotación de ángulo α. Entonces Tα es topológicamente transitivo
si y sólo si α es un ángulo irracional.

Demostración. Si Tα es racional, entonces α = 2π
p
q

con
p
q

racional. Luego T q
α = IS1 , donde IS1 : S1 −→ S1 es la identidad

y deducimos que Tα no es topológicamente transitivo.
Si Tα es irracional, entonces α = 2πλ con λ irracional, vamos a ver queOrb(Tα, 1) es densa en S1 (con lo cual cualquier

órbita lo será). Veamos previamente que Tα no tiene puntos periódicos.
Supongamos que x = e2πit ∈ S1 es punto periódico de Tα, entonces existe k ∈ N tal que T k

α(x) = x, es decir,

ei2π(t+kλ) = e2πit. Luego 2π(t + kλ) = 2πt + 2lπ para algún l ∈ Z, con lo cual λ =
l
k

es racional y llegamos a una
contradicción. Así, deducimos que Tα no tiene puntos periódicos.

Supongamos ahora que Orb(Tα, 1) no es densa en S1, entonces existe un intervalo I de amplitud ε > 0 tal que
Orb(Tα, 1) ∩ I = ∅. Sean m > n, si β es el ángulo entre T m

α (1) y T n
α(1), es decir, el ángulo entre ei2πmλ y ei2πnλ, entonces β

es no nulo, ya que vimos que Tα no tiene puntos periódicos.
Además tenemos que β = 2πλ(m − n) y T m−n

α (1) = eiβ módulo 2π, con lo cual como Orb(Tα, 1) ∩ I = ∅ se deduce que
β ≥ ε. Por lo tanto, como m y n eran arbitrarios, tenemos que hay infinitos puntos de Orb(Tα, 1) que difieren en un ángulo
mayor o igual que ε, lo cual es absurdo ya que la cantidad de puntos de Orb(Tα, 1) que difieren en un ángulo mayor o

igual que ε es a lo sumo
2π
ε

.

Luego Orb(Tα, 1) es densa en S1 y se tiene que Tα es topológicamente transitivo.
�

A continuación veremos que si Tα es una rotación de ángulo α, entonces Tα × Tα no es topológicamene transitivo.

Proposición 1.5.7. Si α ∈ [0, 2π] y Tα : S1 −→ S1 es la rotación de ángulo α, entonces Tα × Tα no es topológicamente
transitivo.

Demostración. Sean U1 = U2 = V1 =

{
eiθ,−

π

4
< θ <

π

4

}
y V2 =

{
eiθ,−

3
4
π < θ <

5
4
π

}
abiertos no vacíos en S1, veamos

que (Tα × Tα)n (U1 × V1)∩(U2 × V2) = ∅ para todo n ∈ N0. En efecto, supongamos que n ∈ N0 es tal que T n
α(U1)∩U2 , ∅,

veamos que T n
α(V1) ∩ V2 = ∅.

Como T n
α(U1) es un arco de longitud

π

2
, tenemos que T n

α(V1) = T n
α(U1) ⊂

{
−

3
4
π < θ <

3
4
π

}
.

Luego como
{
−

3
4
π < θ <

3
4
π

}
∩ V2 = ∅, tenemos que T n(V1) ∩ V2 = ∅, por lo tanto Tα × Tα no es topológicamente

transitivo.
�

Así, deducimos que T topológicamente transitivo no implica que T × T sea topológicamente transivo. Motivados por
este hecho, aparece el concepto de sistema dinámico débil mixing, el cual será tratado en detalle en la siguiente sección.

A continuación, introduciremos un concepto que nos permitirá dar una definición equivalente a la de sistemas diná-
micos topológicamente transitivos y mixing desde otro punto de vista.

Definición 1.5.8. Sea T : X −→ X un sistema dinámico. Dados A, B ⊂ X, definimos el conjunto retorno de A sobre B por

NT (A, B) =
{
n ∈ N0 tales que T n(A) ∩ B , ∅

}
.
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Notación. Generalmente, notaremos NT (A, B) = N(A, B) cuando sea claro el sistema dinámico sobre el cual estamos
trabajando.

Observemos que si T : X −→ X es un sistema dinámico y U,V ⊂ X son abiertos no vacíos, tenemos que

T n(U) ∩ V , ∅ ⇔ n ∈ N(U,V).

Por otra parte, tenemos que

existe N ∈ N0 tal que T n(U) ∩ V , ∅ para todo n ≥ N ⇔ existe N ∈ N0 tal que [N,+∞) ∩ N0 ⊂ N(U,V)

⇔ N(U,V) es cofinito

⇒ N(U,V) es infinito.

Podemos realizar la siguiente observación.

Observación 1.5.9. Sea T : X −→ X un sistema dinámico. Entonces tenemos que :

i. T es topológicamente transitivo⇔ Para todo U,V ⊂ X abiertos no vacios, N(U,V) , ∅.

ii. T es mixing⇔ Para todo U,V ⊂ X abiertos no vacios, N(U,V) es cofinito

iii. T es mixing⇒ Para todo U,V ⊂ X abiertos no vacios, N(U,V) es infinito.

Ahora veremos una propiedad no tan evidente de los sistemas dinámicos topológicamente transitivos, la cual utiliza-
remos posteriormente para demostrar la equivalencia para sistemas mixing que mencionamos al principio de esta sección.

Lema 1.5.10. Sea T : X −→ X un sistema dinámico. T es topológicamente transitivo si y sólo si N(U,V) es infinito para
todo U,V ⊂ X abiertos no vacíos.

Demostración. ⇐ Si U y V son abiertos en X no vacíos, por hipótesis tenemos que N(U,V) es infinito, entonces en
particular N(U,V) , ∅ y T resulta topológicamente transitivo.
⇒ Como T es topológicamente transitivo, existe m ∈ N(U,V), es decir, m ∈ N0 tal que T m(U) ∩ V , ∅.
Sea G0 = U ∩ T−m(V), entonces G0 es abierto en X no vacío, veamos que N(G0,G0) ∩ N , ∅.
En efecto, como X no tiene puntos aislados y G0 es abierto, existen x1, x2 ∈ G0 tales que x1 , x2, entonces podemos

considerar G1,G2 ⊂ G0 abiertos disjuntos tales que x1 ∈ G1 y x2 ∈ G2. Como T es topológicamente transitivo, existe
n ∈ N tal que T n(G1) ∩ G2 , ∅. Por lo tanto, como G1 ⊂ G0 y G2 ⊂ G0, tenemos que T n(G1) ∩ G2 ⊂ T n(G0) ∩ G0, de
donde se deduce que T n(G0) ∩G0 , ∅, es decir, N(G0,G0) ∩ N , ∅.

Sea k0 ∈ N(G0,G0) ∩ N, veamos que m + k0 ∈ N(U,V). En efecto, como k0 ∈ N(G0,G0), existe x ∈ G0 ⊂ U tal
que T k0 (x) ∈ G0 ⊂ T−m(V), por lo tanto x ∈ U es tal que T m

(
T k0 (x)

)
∈ V. Así, T m+k0 (x) ∈ T m+k0 (U) ∩ V y por lo tanto

m + k0 ∈ N(U,V).
Razonando de manera análoga con el abierto no vacío U ∩ T−(m+k0)(V), existe k1 ∈ N, tal que m + k0 + k1 ∈ N(U,V).
Iterando el procedimiento tenemos (kn)n∈N0 ⊂ N tal que {m + k0 + . . . + kn, n ∈ N0} ⊂ N(U,V) y concluimos que

N(U,V) es infinito.
�

Para finalizar esta sección veremos una importante característica de los sistemas dinámicos mixing. Más precisamente,
veremos que dados S y T sistemas dinámicos, S × T es mixing si y sólo si S y T son mixing. Además, veremos que si
bien no hay una equivalencia en el caso de sistemas dinámicos topológicamente transitivos y D-caóticos, tenemos una
implicación que es válida en cada caso.

Proposición 1.5.11. Sean S : X −→ X y T : Y −→ Y sistemas dinámicos. Entonces :

i. Si S × T tiene órbita densa, entonces S y T tienen órbita densa.

ii. Si S × T es topológicamente transitivo, entonces S y T son topológicamente transitivos.

iii. Si S × T es D-caótico, entonces S y T son D-caóticos.
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iv. Si S y T son topológicamente transitivos y S o T son mixing, entonces S × T es topológicamente transitivo.

v. S × T es mixing si y sólo si S y T son mixing.

Demostración. Para probar i., ii. y iii., como tener órbita densa, ser topológicamente transitivo y ser D-caótico se pre-
servan bajo quasiconjugación (ver Proposición 1.2.7 y Corolario 1.4.4), basta ver que S × T es quasiconjugado a S y
T.

Consideremos las proyecciones canónicas πX : X × Y −→ X y πY : X × Y −→ Y sobre X e Y respectivamente, veamos
que S × T es quasiconjugada a S vía πX .

En efecto, como R (πX) = X, πX tiene rango denso en X. Además, dado (x, y) ∈ X × Y tenemos que

(S ◦ πX) (x, y) = S (x) = (πX ◦ (S × T )) (x, y),

de donde

S ◦ πX = πX ◦ (S × T ) .

Luego S ×T es quasiconjugado a S vía πX . Análogamente se ve que S ×T es quasiconjugado a T vía πY . Así, si S ×T
tiene rango denso, es topógicamente transitivo o es D-caótico, entonces S y T también.

Para probar iv. y v., observemos previamente que dados A1, B1 ⊂ X, A2, B2 ⊂ Y y n ∈ N0,

(S × T )n ((A1 × A2) ∩ (B1 × B2)) = (S n(A1) ∩ B1) × (T n(A2) ∩ B2) .

iv. Supongamos que S y T son topológicamente transitivos y que S es mixing, queremos ver que S × T es topológi-
camente transitivo.

Sean W1,W2 ⊂ X × Y abiertos no vacíos, queremos ver que existe n ∈ N0 tal que ((S × T )n (W1)) ∩W2 , ∅.

Como β = {U × V,U ⊂ X,V ⊂ Y abiertos} es una base para la topología producto de X × Y, existen U1 × U2 ∈ β y
V1 × V2 ∈ β no vacíos tales que

U1 × U2 ⊂ W1 y V1 × V2 ⊂ W2.

Entonces basta ver que existe n ∈ N0 tal que S n(U1) ∩ V1 , ∅ y T n(U2) ∩ V2 , ∅.

En efecto, como T : Y −→ Y es topológicamente transitivo, por el Lema 1.5.10 tenemos que NT (U2,V2) es infinito.
Por otro lado, al ser S mixing, existe N ∈ N0 tal que [N,+∞) ∩ N0 ⊂ NS (U1,V1) .

Así, como NT (U2,V2) es infinito, existe n ≥ N tal que n ∈ NT (U2,V2) . Luego n ∈ NS (U1,V1) ∩ NT (U2,V2) y
concluimos que S × T es topológicamente transitivo.

v.⇒ Si S × T es mixing, como ser mixing se preserva bajo quasiconjugación (ver Proposición 1.5.3), tenemos que S
y T son mixing.
⇐ Supongamos que S y T son mixing, queremos ver que S × T es mixing. Como β es base de la topología

producto de X × Y , basta ver que si U1 × V1 ∈ β y U2 × V2 ∈ β son no vacíos, entonces existe N ∈ N0 tal que
(S × T )n ((U1 × V1) ∩ (U2 × V2)) , ∅ para todo n ≥ N.

En efecto, al ser U1 ×V1 y U2 ×V2 abiertos no vacíos de X × X, entonces U1,U2,V1 y V2 son abiertos no vacíos de X,
luego como S y T son mixing existe N ∈ N0 tal que

S n(U1) ∩ V1 , ∅ y T n(U2) ∩ V2 , ∅

para todo n ≥ N. Así, tenemos que

(S × T )n ((U1 × V1) ∩ (U2 × V2)) = (S n(U1) ∩ V1) × (T n(U2) ∩ V2) , ∅

para todo n ≥ N y concluimos entonces que S × T es mixing.
�
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1.6. Sistemas Dinámicos Débil Mixing.

En esta sección introduciremos el concepto de sistemas dinámico débil mixing. El nombre de débil mixing se debe a
que es un concepto mas débil que el de mixing y a su vez más fuerte que el de topológicamente transitivo, es decir,

mixing⇒ débil mixing⇒ topológicamente transitivo.

En la sección anterior definimos el concepto de conjunto retorno y vimos que está vinculado directamente con la
definición de ser topológicamente transitivo y ser mixing. Veremos al final de esta sección que un sistema dinámico
T : X −→ X es débil mixing si y sólo si N(U,V) contiene intervalos de cualquier longitud para todo par de abiertos no
vacíos U y V en X.

Recordemos que en la sección anterior vimos que el hecho de que T sea topológicamente transitivo no implica que
T × T sea topológicamente transitivo (ver Ejemplo 1.5.7). Este hecho nos conduce a la siguiente definición.

Definición 1.6.1. Sea T : X −→ X un sistema dinámico. Diremos que T es débil mixing si el sistema dinámico T × T :
X × X −→ X × X es topológicamente transitivo.

A continuación veremos una primer caracterizacíón de los sistemas dinámicos débil mixing.

Lema 1.6.2. Sea T : X −→ X un sistema dinámico. Las siguientes afirmaciones son equivalentes :

i. T es débil mixing

ii. N(U1,V1) ∩ N(U2,V2) , ∅ para todo U1,U2,V1 y V2 abiertos no vacíos en X.

Demostración. i. ⇒ ii. Sean U1,U2,V1 y V2 abiertos no vacíos en X. Como T : X −→ X es débil mixing, T × T :
X × X −→ X × X es topológicamente transitivo, por lo tanto existe n ∈ N0 tal que

(T n(U1) ∩ V1) × (T n(U2) ∩ V2) = (T × T )n (U1 × U2) ∩ (V1 × V2) , ∅.

Entonces T n(U1) ∩ V1 , ∅ y T n(U2) ∩ V2 , ∅ y concluimos que N(U1,V1) ∩ N(U2,V2) , ∅.
ii.⇒ i. Sean W1,W2 ⊂ X × X abiertos no vacíos, queremos ver que (T × T )n (W1) ∩W2 , ∅ para algún n ∈ N0. Como

β es base existen U1,U2,V1 y V2 abiertos no vacíos en X tales que U1 ×V1 ⊂ W1 y U2 ×V2 ⊂ W2. Entonces, por hipótesis,
existe n ∈ N(U1,V1) ∩ N(U2,V2), es decir, T n(U1) ∩ V1 , ∅ y T n(U2) ∩ V2 , ∅. Así, (T × T )n (U1 × U2) ∩ (V1 × V2) , ∅
y por lo tanto T × T es topológicamente transitivo. Luego T es débil mixing.

�

Corolario 1.6.3. Sea T : X −→ X un sistema dinámico. Entonces tenemos que :

T mixing⇒ T débil mixing⇒ T topológicamente transitivo.

Demostración. Si T es mixing, por v. de la Proposición 1.5.11 tenemos que T × T es mixing, en particular T × T es
topológicamente transitivo y por lo tanto T es débil mixing.

Supongamos ahora que T es débil mixing. Sean U,V abiertos en X no vacíos, entonces por el Lema 1.6.2 tenemos que
N(U,V) , ∅ y deducimos que T es topológicamente transitivo. �

Recordemos que vimos que una rotación irracional T de ángulo α es topológicamente transitiva (ver Proposición
1.5.6), pero que sin embargo T × T no lo es, con lo cual ser topológicamente transitivo no implica ser débil mixing. Por
otro lado, no es tan fácil encontrar ejemplos de sistemas dinámicos débil mixing que no sean mixing. En el siguiente
capítulo veremos un ejemplo en el contexto de sistemas dinámicos determinados por operadores lineales en espacios de
Fréchet (Ejemplo 2.5.21).

Veremos a continuación que ser débil mixing se preserva bajo quasiconjugación, y como consecuencia probaremos
que si el producto de sistemas dinámicos es débil mixing, entonces cada sistema del producto es débil mixing.

Proposición 1.6.4. La propiedad de ser débil mixing se preserva bajo quasiconjugación.
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Demostración. Sea S : Y −→ Y un sistema dinámico débil mixing y sea T : X −→ X una quasiconjugación de S vía
φ : Y −→ X, entonces φ tiene rango denso y T ◦ φ = φ ◦ S . Consideremos φ × φ : Y × Y −→ X × X, entonces φ × φ es
continua de rango denso tal que

(T × T ) ◦ (φ × φ) = (T ◦ φ) × (T ◦ φ) = (φ ◦ S ) × (φ ◦ S ) = (φ × φ) ◦ (S × S ) ,

es decir, T × T es una quasiconjugación para S × S via φ × φ : Y × Y −→ X × X.
Por otra parte, como S es débil mixing, entonces por definición S × S es topológicamente transitivo. Por la Pro-

posición 1.2.7, la propiedad de ser topológicamente transitivo es preservada por quasiconjugación, entonces T × T es
topológicamente transitivo y T es débil mixing.

�

Corolario 1.6.5. Sean S : X −→ X y T : Y −→ Y sistemas dinámicos. Si S ×T es débil mixing, entonces S y T son débil
mixing.

Demostración. Si procedemos como en la Proposición 1.5.11, tenemos que S × T es quasiconjugado a S y T vía πX y πY

respectivamente. Luego por la Proposición 1.6.4 tenemos que S y T son débil mixing. �

En lo que resta de esta sección veremos algunas caracterizaciones de sistemas dinámicos débil mixing, en términos de
conjuntos de retorno y el Teorema de Furstenberg.

Lema 1.6.6. (Truco de los cuatro conjuntos) Sea T : X −→ X un sistema dinámico y sean U1,U2,V1 y V2 abiertos en
X no vacíos.

i. Si existe S : X −→ X continua que conmuta con T tal que S (U1) ∩ U2 , ∅ y S (V1) ∩ V2 , ∅, entonces existen
abiertos no vacíos U′1 ⊂ U1 y V ′1 ⊂ V1 tales que NT (U′1,V

′
1) ⊂ NT (U2,V2) y NT (V ′1,U

′
1) ⊂ NT (V2,U2).

Si además T es topológicamente transitivo, entonces NT (U1,V1) ∩ NT (U2,V2) , ∅

ii. Si T es topológicamente transitivo y NT (U1,U2) ∩ NT (V1,V2) , ∅, entonces NT (U1,V1) ∩ NT (U2,V2) , ∅.

Demostración. i. Como S es continua, existen abiertos no vacíos U′1 ⊂ U1 y V ′1 ⊂ V1 tales que S (U′1) ⊂ U2 y S (V ′1) ⊂ V2.

Veamos que NT (U′1,V
′
1) ⊂ NT (U2,V2). En efecto, si n ∈ NT (U′1,V

′
1), entonces existe x ∈ U′1 tal que T n(x) ∈ V ′1. Además,

como S (U′1) ⊂ U2, S (V ′1) ⊂ V2 y S conmuta con T , tenemos que T n(S (x)) = S (T n(x)) ∈ V2 y S (x) ∈ U2. Luego
T n(S (x)) ∈ T n(U2) ∩ V2 y por lo tanto n ∈ NT (U2,V2), con lo cual NT (U′1,V

′
1) ⊂ NT (U2,V2).

Análogamente se ve que NT (V ′1,U
′
1) ⊂ NT (V2,U2).

Supongamos que T es topológicamente transitivo, entonces NT (U′1,V
′
1) , ∅ y además como U′1 ⊂ U1 y V ′1 ⊂ V1,

tenemos que NT (U′1,V
′
1) ⊂ NT (U1,V1). Así, tenemos que NT (U′1,V

′
1) ⊂ NT (U1,V1) ∩ NT (U2,V2), por lo tanto como

NT (U′1,V
′
1) , ∅ concluimos que NT (U1,V1) ∩ NT (U2,V2) , ∅.

ii. Supongamos que T es topológicamente transitivo y tomemos n ∈ NT (U1,U2) ∩ NT (V1,V2). Si S = T n, entonces
S : X −→ X es un sistema dinámico que conmuta con T . Además, como n ∈ NT (U1,U2) ∩ NT (V1,V2) tenemos que
S (U1) ∩ U2 , ∅ y S (V1) ∩ V2 , ∅, luego por i. tenemos que NT (U1,V1) ∩ NT (U2,V2) , ∅.

�

Teorema 1.6.7. (Furstenberg) Sean T : X −→ X un sistema dinámico débil mixing y n ∈ N. Entonces el n-producto
T × (n). . . × T es débil mixing.

Demostración. Por definición, sabemos que T × (n). . . × T es débil mixing si T × (2n). . . × T es topológicamente transitivo, por
lo tanto basta probar que T × (n). . . × T es topológicamente transitivo para todo n ≥ 2.

Procederemos por inducción en n. Si n = 2, es claro ya que al ser T débil mixing , tenemos que T × T es topológica-
mente transitivo.

Sea n > 2 y supongamos que el n-producto T × (n). . . × T es topológicamente transitivo, queremos ver que T × (n+1). . . × T
es topológicamente transitivo. Por el Lema 1.6.2, debemos ver que si Uk,Vk con 1 ≤ k ≤ n + 1 son abiertos no vacíos

en X, entonces
n+1⋂
k=1

N(Uk,Vk) , ∅. En efecto, como T es débil mixing existe m ∈ N0 tal que T m(Un) ∩ Un+1 , ∅ y

T m(Vn) ∩ Vn+1 , ∅. Luego por el Lema 1.6.6 existen abiertos no vacíos U′n ⊂ Un y V ′n ⊂ Vn tales que

N
(
U′n,V

′
n
)
⊂ N(Un,Vn) ∩ N(Un+1,Vn+1).
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Por otro lado, por hipótesis inductiva tenemos que

n−1⋂
k=1

N(Uk,Vk)

 ∩ N
(
U′n,V

′
n
)
, ∅.

Así, como

n−1⋂
k=1

N(Uk,Vk)

 ∩ N
(
U′n,V

′
n
)
⊂

n+1⋂
k=1

N(Uk,Vk), concluimos que
n+1⋂
k=1

N(Uk,Vk) , ∅.

�

El Teorema de Furstenberg junto al Corolario 1.6.5 prueban el siguiente corolario.

Corolario 1.6.8. Sea T : X −→ X un sistema dinámico. Entonces el n-producto T × (n). . .× T es débil mixing si y sólo si T
es débil mixing.

A continuación, veremos dos resultados que muestran que la definición de débil mixing se puede reducir a inter-
secciones de conjuntos retorno que involucran tres abiertos, y posteriormente, a intersecciones de conjuntos retorno que
involucran dos abiertos.

Proposición 1.6.9. Sea T : X −→ X un sistema dinámico. Las siguientes condiciones son equivalentes :

i. T es débil mixing.

ii. N(U,V1) ∩ N(U,V2) , ∅ para todo U,V1,V2 ⊂ X abiertos no vacíos en X.

Demostración. i.⇒ ii. Se deduce del Lema 1.6.2.
ii. ⇒ i. Por el Lema 1.6.2, basta ver que N(U1,V1) ∩ N(U2,V2) , ∅ para todo U1,U2,V1,V2 abiertos no vacíos

en X. Por hipótesis tenemos que N(U1,U2) ∩ N(U1,V2) , ∅. Tomemos n ∈ N(U1,U2) ∩ N(U1,V2), entonces tenemos
que U = U1 ∩ T−n(U2) y V = T−n(V2) son abiertos no vacíos. Aplicando la hipótesis para U,V1 y T−n(V2), existe
m ∈ N(U,V1)∩N (U,T−n(V2)), es decir, existe x ∈ U tal que T m(x) ∈ T−n(V2) y por lo tanto T m (T n(x)) = T n (T m(x)) ∈ V2.

Por otro lado como x ∈ U = U1 ∩ T−n(U2), en particular T n(x) ∈ U2 y tenemos que T m (T n(x)) ∈ T n(U2) ∩ V2.

Luego T n(U2) ∩ V2 , ∅, es decir, n ∈ N(U2,V2). Entonces como U ⊂ U1, tenemos que N(U,V1) ⊂ N(U1,V1) y se
deduce que m ∈ N(U1,V1) ∩ N(U2,V2). �

Como consecuencia de la proposición anterior tenemos el siguiente corolario.

Corolario 1.6.10. Sea T : X −→ X un sistema dinámico. Las siguientes condiciones son equivalentes :

i. T es débil mixing.

ii. N(U,U) ∩ N(U,V) , ∅ para todo U,V ⊂ X abiertos no vacíos.

Demostración. i.⇒ ii. Se deduce del Lema 1.6.2.
⇐ Por la Proposición 1.6.9, basta ver que N(U,V1) ∩ N(U,V2) , ∅ para todo U,V1,V2 ⊂ X abiertos no vacíos.
En efecto, sean U,V1,V2 abiertos en X no vacíos, entonces existe n ∈ N0 tal que U1 = U ∩T−n(V1) es abierto no vacío

en X. Además, la hipótesis implica que T es topológicamente transitivo, con lo cual en particular por el Corolario 1.2.4,
T tiene rango denso y entonces T−1(V2) es abierto no vacío. Luego por hipótesis existe m ∈ N(U1,U1)∩N (U1,T−n(V2)) ,
entonces existen x ∈ U1, y ∈ U1 tales que T m(x) ∈ U1 y T m(y) ∈ T−n(V2). Así, como U1 = U ∩ T−n(V1), x ∈ U, y ∈ U son
tales que

T n+m(x) = T n (T m(x)) ∈ V1 y T n+m(y) = T n (T m(y)) ∈ V2.

Luego n + m ∈ N(U,V1) ∩ N(U,V2).
�

Proposición 1.6.11. Sea T : X −→ X un sistema dinámico. Las siguientes condiciones son equivalentes :

i. T es débil mixing.

ii. Para todo par de abiertos U,V ⊂ X no vacíos, N(U,V) contiene intervalos de cualquier longitud.
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Demostración. i. ⇒ ii. Sean U,V ⊂ X abiertos no vacíos y sea m ∈ N, por el Corolario 1.2.4 tenemos que T−k(V) es
abierto no vacío para todo 1 ≤ k ≤ m. Ahora bien, por el Teorema de Furstenberg (Teorema 1.6.7) tenemos que T × (m). . .×T
es topológicamente transitivo, entonces existe n ∈ N0 tal que(

T × (m). . . × T
)n

(U) ∩
(
T−1(V) × (m). . . × T−m(V)

)
, ∅.

Luego T n(U) ∩ T−k(V) , ∅ para todo 1 ≤ k ≤ m, con lo cual T n+k(U) ∩ V , ∅ para todo 1 ≤ k ≤ m. Así, n + k ∈ N(U,V)
para todo 1 ≤ k ≤ m, entonces como m era arbitrario tenemos que [n,+∞) ∩ N0 ⊂ N(U,V).

ii.⇒ i. Por la Proposición 1.6.9, basta ver que N(U,V1) ∩ N(U,V2) , ∅ para todo U,V1,V2 ⊂ X abiertos no vacíos.
Por hipótesis existe m ∈ N(V1,V2), es decir, T m(V1) ∩ V2 , ∅. Luego, por continuidad existe V3 ⊂ V1 abierto no vacío

tal que T m(V3) ⊂ V2. Además, por hipótesis existe k ∈ N0 tal que k + j ∈ N(U,V3) para todo 0 ≤ j ≤ m. Entonces como
V3 ⊂ V1 tenemos que k + m ∈ N(U,V1) y además

T k+m(U) ∩ V2 ⊃ T k+m(U) ∩ T m(V3) ⊃ T m
(
T k(U) ∩ V3

)
, ∅,

pues k ∈ N(U,V3). Luego k + m ∈ N(U,V3) ∩ N(U,V2) y deducimos que T es débil mixing.
�



Capítulo 2

Sistemas Dinámicos Lineales

En este capítulo estudiaremos sistemas dinámicos lineales hipercíclicos, mixing, débil mixing y caóticos, definidos
sobre espacios de Fréchet. Estos son sistemas determinados por operadores lineales y continuos (a los que llamaremos
operadores) sobre espacios de Fréchet. Por el Teorema de transitividad de Birkhoff, si X es un espacio de Fréchet, entonces
un operador T : X −→ X es topológicamente transitivo si y sólo si T es hipercíclico, con lo cual los resultados probados
en el capítulo anterior para sistemas topológicamente transitivos también valdrán para los operadores hipercíclicos. El
objetivo, además de presentar una breve introducción a la dinámica lineal, es mostrar resultados que serán utilizados
principalmente en el Capítulo 4.

La mayoría de los resultados presentados en este capítulos pueden hallarse en [28].

2.1. Operadores Hipercíclicos

En esta sección estudiaremos operadores hipercíclicos, es decir, operadores lineales y continuos en espacios de Fréchet
que poseen un vector con órbita densa. Veremos que no existen operadores hipercíclicos en espacios de dimensión finita
(Corolario 2.1.7), por lo que nos ocuparemos de operadores definidos sobre espacios de dimensión infinita.

El término de vector hipercíclico fue introducido en 1986 por Beauzamy ([9]) y un estudio sistemático de operadores
hipercíclicos comenzó con los trabajos de Bourdon, Godefroy y Shapiro ([19],[27]). Como nos interesará estudiar la
existencia de vectores con órbita densa, estudiaremos los operadores definidos sobre espacios de Fréchet separables.
Recordemos que el teorema de transitividad de Birkhoff (Teorema 1.3.3) nos dice que para aplicaciones sobre espacios
métricos sin puntos aislados, y en particular sobre espacios de Fréchet separables, los conceptos de sistemas dinámicos
topológicamente transitivos e hipercíclicos son equivalentes.

Comenzaremos dando las definiciones de vector cíclico e hipercíclico y también de vector supercíclico, que es un
concepto intermedio entre los dos anteriores. Describiremos la relación con el problema del subespacio invariante que
motiva sus definiciones. Además veremos algunos ejemplos de operadores hipercíclicos sobre espacios de Banach y
espacios de Fréchet, y posteriormente enunciaremos algunos resultados análogos a los dados en el Capítulo 1 llevados en
este caso al contexto lineal.

El concepto de vector hipercíclico proviene de los llamados vectores cíclicos, que son estudiados en álgebra lineal y
teoría de operadores. Los vectores cíclicos están estrechamente ligados al problema del subespacio invariante:

Sea X un espacio de Banach. ¿Es cierto que todo operador T ∈ L(X) contiene un subespacio M no trivial (M , {0} y
M , H) cerrado T -invariante?.

Este problema fue resuelto por la negativa en algunos espacios de Banach, pero continúa abierto para espacios de
Hilbert o incluso para espacios de Banach reflexivos. Para tratar de resolver el problema se puede observar que si x ∈ X,
entonces 〈{T n(x), n ∈ N0}〉 es un subespacio cerrado T -invariante. Luego, si 〈{T n(x), n ∈ N}〉 es denso en H, no existen
subespacios cerrados no triviales T -invariantes en X que contengan a x.

Esto motivó a tener las siguientes definiciones.

Definición 2.1.1. Sean X un espacio Fréchet, T : X −→ X un operador y x ∈ X. Diremos que x es un vector :

25
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i. Cíclico si 〈{T n(x), n ∈ N0}〉 es denso en X.

ii. Supercíclico si {λT n(x), λ ∈ K, n ∈ N0} es denso en X.

iii. Hipercíclico si {T n(x), n ∈ N} es denso en X.

En caso que exista un vector cíclico (respectivamente supercíclico e hipercíclico) para T , diremos que T es un operador
cíclico (respectivamente supercíclico e hipercíclico).

Observemos que a partir de las definiciones, es claro que

hipercíclico⇒ supercíclico⇒ cíclico.

Además, por lo observado antes de la definición, la respuesta al problema del subespacio invariante es negativa en el
caso que exista un operador T ∈ L(X) tal que todo x , 0 es vector cíclico.

Una variante al problema del subespacio invariante, conocida como problema del subconjunto invariante, se puede
formular de la siguiente manera :

¿Es cierto que todo operador T ∈ L(X) contiene un subconjunto S ⊂ X cerrado no trivial T -invariante?.
La respuesta a esta nueva pregunta es negativa en el caso que exista T ∈ L(X) tal que todo x , 0 es vector hipercíclico.

En el caso X = `1, el problema del subconjunto invariante fue resuelto por la negativa por C. Read [41]
Los primeros ejemplos de operadores hipercíclicos fueron debido a G.D. Birkhoff [16] en 1929, G.R. MacLane [34]

en 1952 y S. Rolewicz [44] en 1969. Veremos éstos y otros ejemplos en la Sección 2.5.
En el Capítulo 1 vimos que la propiedad de ser sistema dinámico hipercíclico se preserva bajo quasiconjugación.

Además, como consecuencia de este hecho vimos que dados dos sistemas dinámicos S y T, si el sistema dinámico S × T
es topológicamente transitivo, entonces S y T son topológicamente transitivos. Vimos en el Ejemplo 1.5.7 que la recíproca
a esta última afirmación no vale para sistemas dinámicos. Veremos que esto también sucede en el caso de los operadores.

Proposición 2.1.2. Sean X un espacio de Banach, T : X −→ X un operador y T ∗ : X∗ −→ X∗ el adjunto de T . Entonces
el operador T ⊕ T ∗ : X ⊕ X∗ −→ X ⊕ X∗ no es hipercíclico.

Demostración. Supongamos que existe (x, x∗) ∈ X ⊕ X∗ vector hipercíclico para T ⊕ T ∗, entonces

D =
{
(T ⊕ T ∗)n (x, x∗) , n ∈ N0

}
=

{(
T n(x), (T ∗)n (x∗)

)
, n ∈ N0

}
⊂ X ⊕ X∗

es denso. Consideremos h : X ⊕ X∗ −→ K definida por

h(y, y∗) = x∗(y) − y∗(x)

para todo (y, y∗) ∈ X ⊕ X∗. Como h es continua y sobreyectiva, al ser D ⊂ X ⊕ X∗ denso, tenemos que h(D) ⊂ K es denso.
Por otro lado, por definición , para todo n ∈ N0 tenemos que (T ∗)n (x∗) = x∗ (T n) , entonces

h
(
T n(x), (T ∗)n (x∗)

)
= x∗ (T n(x)) − ((T ∗)n(x∗)) (x) = 0.

Luego h(D) = {0} y llegamos a una contradicción. Por lo tanto T ⊕ T ∗ no es hipercíclico.
�

En lo que sigue, dado un espacio de Fréchet X separable , si P : K −→K es un polinomio sobre K = R o C y
T : X −→ X es un operador, nos interesará por un lado dar condiciones para garantizar que P(T ) tenga rango denso, y por
otro lado caracterizar X a partir de HC(T ). Primero demostraremos el Teorema de Bourdon, el cual nos dice que si T es
hipercíclico , entonces P(T ) tiene rango denso, y posteriormente veremos si x ∈ X es tal que D =

{
µT n(x), n ∈ N, µ ∈ S1

}
es denso en X, entonces P(T ) tiene rango denso. Utilizaremos este hecho en el capítulo 4 para demostrar el Teorema de
León-Müller.

Comenzamos dando la siguiente definición.
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Definición 2.1.3. Sea X un espacio de Fréchet real y separable. Definimos la complexificación de X como

X̃ = {x + yi, x, y ∈ X} ,

la cual se identifica claramente con X ⊕ X. Si dados λ = a + bi ∈ C y z = x + yi ∈ X̃, definimos el producto λz por

λz = (a + bi)(x + yi) = (ax − by) + (ay + bx)i,

entonces X̃ resulta ser un espacio de Fréchet complejo y además separable, ya que X es separable. Por otro lado, si
T : X −→ X es un operador R-lineal en X, definimos la complexificación T̃ : X̃ −→ X̃ como

T̃ (x + yi) = T (x) + T (y)i, x + iy ∈ X̃.

Observación 2.1.4. Si T : X −→ X es un operador R-lineal, entonces T̃ : X̃ −→ X̃ es un operador C-lineal.

Como consecuencia de este hecho y la Proposición 1.5.11, tenemos la siguiente proposición.

Proposición 2.1.5. Sea X un espacio de Fréchet real y separable. Dado un operador T sobre X, si su complexificación T̃
es hipercíclico, entonces T es hipercíclico.

Demostración. En efecto, al ser T̃ hipercíclico, se deduce que T ⊕ T es hipercíclico. Luego, por ii. de la Proposición
1.5.11 tenemos que T es hipercíclico.

�

Ahora que definimos la complexificación de un operador sobre un espacio de Fréchet separable, estamos casi en
condiciones de probar el Teorema de Bourdon, previamente necesitamos el siguiente lema.

Lema 2.1.6. i. Si X es un espacio de Fréchet y T : X −→ X es un operador hipercíclico, entonces el operador adjunto
T ∗ : X∗ −→ X∗ no tiene autovalores. Equivalentemente, para todo λ ∈ K, el operador T − λI tiene rango denso en X.

ii. Si X es un espacio de Fréchet real y separable y T : X −→ X es un operador hipercíclico, entonces el operador
adjunto de su complexificación (T̃ )∗ : (X̃)∗ −→ (X̃)∗ no tiene autovalores. Equivalentemente, para todo λ ∈ C, el operador
T̃ − λI tiene rango denso en X̃.

Demostración. i. Sea x ∈ X un vector hipercíclico para T. Razonemos por el absurdo, es decir, supongamos que T ∗ tiene
un autovalor λ ∈ K, entonces existe ϕ ∈ X∗ no nulo tal que T ∗(ϕ) = λϕ. Observemos que al ser ϕ , 0, existe x0 ∈ X no
nulo tal que ϕ(x0) , 0, entonces dado µ ∈ K, tenemos que

ϕ
(
µx0 (ϕ(x0))−1

)
= µϕ(x0) (ϕ(x0))−1 = µ,

es decir, ϕ es sobreyectiva. Por otro lado, para todo n ∈ N0 tenemos que ϕ (T n(x)) = ((T ∗)n(ϕ)) (x) = λnϕ(x).
Veamos que D = {ϕ (T n(x)) , n ∈ N0} es denso en K.
En efecto, sea U ⊂ K abierto no vacío, al ser ϕ sobreyectiva y continua, tenemos que ϕ−1(U) es abierto no vacío

en X. Luego como x es hipercíclico, existe n ∈ N0 tal que T n(x) ∈ ϕ−1(U). Así, ϕ (T n(x)) ∈ U ∩ D y por lo tanto
D es denso en K. Ahora bien, como para todo n ∈ N0 tenemos que ϕ (T n(x)) = λnϕ(x) y D es denso en K, entonces
{λnϕ(x), n ∈ N0} = {ϕ (T n(x)) , n ∈ N0} = D es denso en K.

Si |λ| ≤ 1, tenemos que {λnϕ(x), n ∈ N0} ⊂ B (0, |ϕ(x)|). Si |λ| > 1, {λnϕ(x), n ∈ N0} ⊂ (B(0, |ϕ(x)|))c .

Luego {λnϕ(x), n ∈ N0} no puede ser denso en K y llegamos a una contradicción, con lo cual deducimos que T ∗ no
tiene autovalores.

Así, como Ker(T ∗ − λI) = R (T − λI)⊥, concluimos que T − λI tiene rango denso.
ii. Sean X espacio de Fréchet real y separable y T : X −→ X un operador.
Veamos que el adjunto de su complexificación (T̃ )∗ : (X̃)∗ −→ (X̃)∗ no tiene autovalores. Sea x un vector hipercíclico

para T y supongamos que λ es un autovalor de (T̃ )∗ con autovector asociado ϕ̃ ∈ (X̃)∗. Entonces para todo n ∈ N0, como
T̃|X = T tenemos que

|ϕ̃ (T n(x))| =
∣∣∣∣ϕ̃ (

(T̃ )n(x)
)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣(ϕ̃ ◦ (T̃ )n
)

(x)
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣((T̃ )∗(ϕ̃)
)n

(x)
∣∣∣∣ = |λ|n |ϕ̃(x)| .
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Además, como ϕ̃ , 0 y ϕ̃(x1 + x2i) = ϕ(x1) + ϕ(x2)i para todo x1, x2 ∈ X, existe y ∈ X tal que |ϕ̃(y)| > 0. Luego como ϕ̃ es
lineal, Im(|ϕ̃|) = R≥0.Así, procediendo como en i. tenemos por un lado que {|ϕ̃ (T n(x))| , n ∈ N0} es denso en R≥0 y por otro
lado que {|λ|n |ϕ̃(x)| , n ∈ N0} no es denso en R≥0, lo cual es absurdo ya que {|ϕ̃ (T n(x))| , n ∈ N0} = {|λ|n |ϕ̃(x)| , n ∈ N0} .

Luego (T̃ )∗ no tiene autovalores.
Análogamente a lo hecho en i., se prueba que R(T̃ − λI) es denso en X̃. �

Corolario 2.1.7. No existen operadores hipercíclicos sobre espacios de Fréchet de dimensión finita.

Demostración. Supongamos que T : Kn −→ Kn es un operador. Si K = C, entonces existe λ ∈ C autovalor de T ∗,
por lo que i. del lema anterior implica que T no es hipercíclico. Si K = R, entonces el adjunto de la complexificación,
(T̃ )∗ : Cn −→ Cn tiene autovalores, y por ii. del lema anterior, el operador T no es hipercíclico.

�

Teorema 2.1.8. (Bourdon) Sea X un espacio de Fréchet separable sobre K = R o C. Si T : X −→ X es un operador
hipercíclico y P : K −→ K es un polinomio no nulo, entonces P(T ) : X −→ X tiene rango denso.

Demostración. i. Si K = C, supongamos que P : C −→ C es de grado N ∈ N y escribamos P en la forma

P(z) =

N∑
n=0

anzn

para todo z ∈ C, con an ∈ C para todo 1 ≤ n ≤ N y aN , 0 . Como P : C −→ C, sabemos que tiene N raíces distintas
λ1, . . . , λN en C. Podemos escribir entonces

P(z) = aN(z − λ1) . . . (z − λN)

para todo z ∈ C, con lo cual P(T ) : X −→ X viene dado por

P(T ) = aN(T − λ1I) . . . (T − λN I).

Entonces por i. del Lema 2.1.6 tenemos que T − λkI tiene rango denso en X para todo 1 ≤ k ≤ N, de donde se deduce
que P(T ) tiene rango denso en X.

ii. Si K = R, consideremos la complexificación T̃ de T. Razonando de manera análoga a lo realizado en el caso
complejo, tenemos que P(T̃ ) tiene rango denso en X̃. Ahora bien, como P(T̃ ) viene dado por

P(T̃ )(x + yi) = P(T )(x) + P(T )(y)i

para todo x + yi ∈ X̃, deducimos que P(T ) tiene rango denso en X.
�

Veremos ahora una variante del resultado anterior que nos será de utilidad en el capítulo 4.

Proposición 2.1.9. Sea X un espacio de Fréchet separable y T : X −→ X un operador. Si x ∈ X es tal que D ={
µT n(x), n ∈ N0, µ ∈ S

1
}

es denso en X, entonces :

i. T − λI tiene rango denso para todo λ ∈ S1.

ii. Si P : C −→ C es un polinomio no nulo, entonces P(T ) tiene rango denso.

Demostración. i. Veamos que T ∗ : X∗ −→ X∗ no tiene autovalores. En efecto, supongamos que existe λ ∈ K autovalor de
T ∗, entonces existe ϕ ∈ X∗ autovector de T ∗, es decir, ϕ , 0 tal que T ∗(ϕ) = λϕ.

Al ser ϕ , 0, tenemos que ϕ es sobreyectiva, con lo cual procediendo como en el lema anterior deducimos que
ϕ(D) =

{
ϕ (µT n(x)) , n ∈ N, µ ∈ S1

}
es denso en K.

Ahora bien, dados µ ∈ S1 y n ∈ N0, tenemos que ϕ (µT n(x)) = µ ((ϕ ◦ T n) (x)) = µλnϕ(x), por lo tanto como µ ∈ S1 se
tiene que

|ϕ (µT n(x))| = |µ| |λ|n |ϕ(x)| = |λ|n |ϕ(x)| .
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Luego procediendo como en i. del lema anterior tenemos que{
µλnϕ(x), n ∈ N0, µ ∈ S

1
}
⊂ B (0, |ϕ(x)|) ó

{
µλnϕ(x), n ∈ N0, µ ∈ S

1
}
⊂ (B(0, |ϕ(x)|))c,

de donde se deduce que ϕ(D) =
{
µλnϕ(x), n ∈ N0, µ ∈ S

1
}

no es denso en K y llegamos a una contradicción. Así, T ∗ no
tiene autovalores y concluimos que T − λI tiene rango denso para todo λ ∈ S1.

ii. Por i. tenemos que T − λI tiene rango denso para todo λ ∈ S1, luego procediendo de manera análoga al Teorema de
Bourdon en el caso complejo deducimos que P(T ) tiene rango denso.

�

Como segunda consecuencia del Teorema de Bourdon, probaremos a continuación que todo operador hipercíclico
sobre un espacio de Fréchet separable admite un subespacio denso de vectores hipercíclicos.

Teorema 2.1.10. (Herrero-Bourdon) Sea X un K-espacio de Fréchet separable y T : X −→ X un operador hipercí-
clico. Si x ∈ X es un vector hipercíclico, entonces

{
P(T )(x), P : K −→ K polinomio

}
r {0} es un conjunto de vectores

hipercíclicos para T denso en X.
En particular, todo operador hipercíclico admite un subespacio denso invariante formado por vectores hipercíclicos

(salvo el cero).

Demostración. Sean x vector hipercíclico para T y M =
{
P(T )(x), P : K −→ K polinomio

}
= 〈Orb(T, x)〉. Entonces M es

un subespacio denso en X. Además, si T n(x) ∈ Orb(T, x), entonces T (T n(x)) = T n+1(x) ∈ Orb(T, x), luego como T es
lineal se deduce que M = 〈Orb(T, x)〉 es T -invariante.

Resta ver que todo elemento no nulo de M es vector hipercíclico. Sea entonces y ∈ M r {0} , entonces escribimos
y = P(T )(x) con P : K −→ K no nulo dado por

P(z) =

m∑
k=0

akzk

para todo z ∈ K, con ak ∈ K para 0 ≤ k ≤ m y am , 0. Entonces y = P(T )(x) =

m∑
k=0

akT k(x) y

T n(y) =

m∑
k=0

akT n+k(x) = P(T ) (T n(x))

para todo n ∈ N0. Así, como x es hipercíclico, por el Teorema de Bourdon tenemos que P(T ) tiene rango denso y se
deduce que Orb(T, y) = {T n(y), n ∈ N0} es denso en X, es decir, y es hipercíclico.

�

Para terminar esta sección, dado T un operador hipercíclico sobre un espacio X de Fréchet separable, como corolario
del Teorema de Herrero-Bourdon, deduciremos que HC(T ) ⊂ X es conexo y además veremos que X = HC(T ) + HC(T ).

Corolario 2.1.11. Si T : X −→ X es un operador hipercíclico sobre un espacio de Fréchet separable X, entonces HC(T ) ⊂
X es conexo.

Demostración. Recordemos que si Y es un espacio topológico y A, B son subespacios en Y tales que A ⊂ B ⊂ A, con A
conexo, entonces B es conexo.

Sean entonces x , 0 un vector hipercíclico para T y M =
{
P(T )(x), P : K −→ K polinomio

}
. Consideremos A =

M r {0} y B = HC(T ), entonces por el Teorema de Herrero-Bourdon, M es denso en X, con lo cual A ⊂ B ⊂ X = A.
Veamos que M es arcoconexo (en particular, conexo). Sean y , z en M, consideremos ϕ : [0, 1] −→ M definida por

ϕ(t) = tz + (1 − t)y

para todo t ∈ [0, 1]. Vimos en el Teorema de Herrero-Bourdon que M = 〈Orb(T, x)〉 , entonces al ser y, z ∈ M tenemos que
ty + (1 − t)z ∈ M para todo t ∈ [0, 1], por lo que ϕ está bien definida. Además, al ser M un subespacio de X, en particular
es un espacio vectorial topológico y por lo tanto ϕ es continua y verifica que ϕ(0) = y y ϕ(1) = z.
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Luego M es arcoconexo y en consecuencia M resulta conexo. Además, comoOrb(T, x) es denso en X, M = 〈Orb(T, x)〉
es un subespacio de dimensión infinita. Veamos que A = M r {0} es arcoconexo. En efecto, sean x0, y0 ∈ M r {0} tales
que x0 , y0.

Si {x0, y0} es linealmente independiente, entonces el segmento [x0, y0] = {(1 − t)x0 + ty0, 0 ≤ t ≤ 1} ⊂ A.
Si {x0, y0} es linalmente dependiente, como dim(M) > 1, existe z0 ∈ A = M r {0} tal que {x0, z0} y {z0, y0} son

linealmente independientes, por lo tanto [x0, z0] ⊂ A y [z0, y0] ⊂ A. Luego existe un camino en A entre x0 e y0, por lo tanto
A = Mr {0} es arcoconexo y en particular conexo. De esta manera, como A ⊂ HC(T ) ⊂ A con A ⊂ X conexo, concluimos
que HC(T ) es conexo.

�

Teorema 2.1.12. Sea X un espacio de Fréchet separable. Si T : X −→ X es un operador hipercíclico, entonces X =

HC(T ) + HC(T ).

Demostración. Sea x ∈ X, por el Teorema 1.3.3 tenemos que HC(T ) es un conjunto Gδ denso. Además como T es
hipercíclico, dado y ∈ X hipercíclico , por el Teorema de Herrero-Bourdon sabemos que M = 〈Orb(T, y)〉 es denso
en X y M r {0} ⊂ HC(T ), con lo cual HC(T ) es denso en X. Además, al ser HC(T ) un conjunto Gδ denso en X,
se deduce que x − HC(T ) es denso y Gδ, ya que por el Lema A.1.3 las traslaciones y multiplicaciones por escalares son
homeomorfismos. Entonces, como X es un espacio métrico completo, por el Teorema de Baire (Teorema A.1.23), tenemos
que HC(T ) ∩ (x − HC(T )) es denso y Gδ, en particular no vacío.

Luego existe z ∈ HC(T ) tal que x − z ∈ HC(T ) y x = z + (x − z) ∈ HC(T ) + HC(T ).
�

2.2. Operadores D-Caóticos y AY-Caóticos

En el capítulo 1 definimos los sistemas dinámicos D-caóticos como aquellos sistemas topológicamente transitivos pa-
ra los cuales el conjunto de puntos periódicos es denso en el espacio subyacente. Además definimos sistemas dinámicos
AY-caóticos y vimos que todo sistema dinámico D-caótico es AY-caótico. En esta sección veremos que en el caso lineal
la hiperciclicidad implicará la sensibilidad respecto de las condiciones iniciales, por lo tanto los conceptos de operador
AY-caótico y operador hipercíclico serán equivalentes. Además, nuestro objetivo será caracterizar el conjunto de pun-
tos periódicos de los operadores definidos sobre un C-espacio vectorial para luego mostrar que el conjunto de puntos
periódicos de los operadores de Rolewicz, MacLane y Birkhoff son densos.

Proposición 2.2.1. Sea X un espacio de Fréchet separable. Si T : X −→ X es un operador hipercíclico, entonces T tiene
dependencia sensible respecto de las condiciones iniciales.

Demostración. Como la topología de un espacio de Fréchet está dada por una métrica invariante por traslaciones (ver
Ejemplo A.1.7), es suficiente probar que dado y ∈ X y U un entorno de y, existe z ∈ U de manera tal que {T n(y)−T n(z), n ∈
N} es denso en X. Notemos que y + HC(T ) es un conjunto denso en X, por lo tanto existe z ∈ U ∩ (y + HC(T )). Esto
implica que z − y ∈ HC(T ), lo que demuestra la proposición.

�

Corolario 2.2.2. Si X es un espacio de Fréchet separable de dimensión infinita y T : X −→ X es un operador sobre X,
entonces son equivalentes :

i. T es hipercíclico.

ii. T es AY-caótico.

Como mencionamos anteriormente, hay operadores para los cuales podremos describir con precisión el conjunto de
sus puntos periódicos, en la siguiente observación describiremos el conjunto de puntos periódicos de los operadores de
Rolewicz para todo λ tal que |λ| > 1.

Observación 2.2.3. Dado λ ∈ C tal que |λ| > 1. Consideremos el operador de desplazamiento λB : X −→ X definido
sobre X = c0 o X = `p (1 ≤ p < ∞).
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Veamos que Per(λB) =
{
x = (x1, . . . , xN , λ

−N x1, . . . , xNλ
−N , λ−2N x1, . . . , xNλ

−2N , . . . ),N ∈ N
}
. En efecto, sean x ∈ X

y N ∈ N, entonces
(λB)N(x) =

(
λN xN+1, λ

N xN+2, . . .
)
.

Luego tenemos que (λB)N(x) = x⇔ xN+k = λN xk para todo k ∈ N.

Lema 2.2.4. Si λ ∈ C con |λ| > 1 y X = c0 o X = `p (1 ≤ p < ∞), entonces Per(λB) es denso en X.

Demostración. Sea c00 = {x = (x1, x2, . . . , xn, 0, 0, 0, 0, . . . ), n ∈ N} , entonces como c00 es denso en X, para ver que
Per(λB) es denso en X basta ver que c00 ⊂ Per(λB). En efecto, sea x = (x1, . . . , xn, 0, 0, . . . ) ∈ c00, debemos ver que
x ∈ Per(λB). Dado N ≥ n, consideramos xN =

(
x1, . . . , xN , λ

−N x1, . . . , λ
−N xN , λ

−2N x1, . . . , λ
−2N xN , . . .

)
, entonces por la

Observación 2.2.3 tenemos que xN ∈ Per(λB).

Si X = `p, entonces
∥∥∥xN − x

∥∥∥
`p
≤

∞∑
i=1

|λ|−iN ‖x‖`p
.

Si X = c0, como
∣∣∣λ− jN x j

∣∣∣ ≤ ∞∑
i=1

λ−iN ‖x‖c0
para todo j ∈ N, entonces

∥∥∥xN − x
∥∥∥

c0
≤

∞∑
i=1

λ−iN ‖x‖c0
.

Luego tenemos que

∥∥∥xN − x
∥∥∥

X ≤

∞∑
i=1

λ−iN ‖x‖X =

∞∑
i=1

(
1
|λ|N

)i

‖x‖X =
1

|λ|N − 1
‖x‖X −→

N→∞
0,

Por lo tanto xN −→
N→∞

x y entonces x ∈ Per(λB). Así, tenemos que c00 ⊂ Per(λB) y se deduce que Per(λB) es denso
en X.

�

Para terminar esta sección, veremos que el conjunto de puntos periódicos de un operador T es un subespacio, que se
puede caracterizar en términos de autovectores y autovalores de módulo 1 de T . Esta caracterización será de utilidad en
la Sección 2.5.1 para probar el criterio de Godefroy-Shapiro sobre operadores D-caóticos.

Observación 2.2.5. Sea X un espacio vectorial sobre K y T : X −→ X un operador, veamos que Per(T ) es un subespacio.
En efecto, dados x, y ∈ Per(T ) y a, b ∈ K, queremos ver que ax + by ∈ Per(T ). Sean n,m ∈ N0 tales que T n(x) = x y
T m(y) = y, entonces (T n)m (x) = x y (T m)n (y) = y. Luego,

T nm(ax + by) = a (T n)m (x) + b (T m)n (y) = ax + by,

entonces ax + by ∈ Per(T ) y por lo tanto Per(T ) es un subespacio.

Proposición 2.2.6. Sea X un espacio vectorial sobre C y sea T un operador sobre X. Entonces el conjunto de puntos
periódicos de T es el subespacio Per(T ) =

〈{
x ∈ X tales que T (x) = eαπix para algún α ∈ Q

}〉
.

Demostración. Sea x ∈ X tal que T (x) = eαπix con α ∈ Q, digamos α =
k
n

con k ∈ Z y n ∈ N, entonces T 2n(x) = x. Por lo

tanto x ∈ Per(T ) y deducimos que Per(T ) ⊇
〈{

x ∈ X tales que T (x) = eαπix para algún α ∈ Q
}〉
.

Para ver la otra inclusión tomemos x0 ∈ Per(T ) y n ∈ N tal que T n(x0) = x0 y consideremos el polinomio P : C −→ C
definido por

P(z) = zn − 1

para todo z ∈ C. Factorizando P en C, podemos escribir P en la forma

P(z) = (z − λ1) . . . (z − λn)

para todo z ∈ C, con λ j = ei j
n 2π para todo 1 ≤ j ≤ n. Para cada 1 ≤ k ≤ n, definimos

Pk(z) =
∏
i,k

(z − λi)

para todo z ∈ C, veamos que {P1, . . . , Pn} es base de {Q ∈ C[z], gr(Q) < n} .
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Observemos que dim({Q ∈ C[z], gr(Q) < n}) = n, por lo tanto basta ver que {P1, . . . , Pn} es linealmente independiente.

En efecto, sean α1, . . . , αn ∈ C tales que
n∑

k=1

αkPk = 0. Dado 1 ≤ k0 ≤ n, por definición tenemos que Pk (λk) = 0 para todo

k , k0 y Pk0

(
λk0

)
, 0, luego  n∑

k=1

αkPk

 (λk0

)
= αk0 Pk0

(
λk0

)
= 0,

y entonces αk0 = 0. Por lo tanto {P1, . . . , Pn} es linealmente independiente y resulta una base de {Q ∈ C[z], gr(Q) < n} .

En particular, 1 ∈ 〈{P1, . . . , Pn}〉 , entonces existen a1, . . . , an ∈ C tales que 1 =

n∑
k=1

akPk(z) para todo z ∈ C, de

donde I =

n∑
k=1

akPk(T ) (ver ii. del Teorema A.1.24). Así, podemos escribir x0 =

n∑
k=1

akyk, donde yk = Pk(T )(x0) para todo

1 ≤ k ≤ n, con lo cual tenemos que x0 ∈ 〈y1, . . . , yn〉 . Queremos ver que para todo 1 ≤ k ≤ n, T (yk) = eαkπiyk para algún
αk ∈ Q. Por un lado, como

P(z) = zn − 1 =

n∏
i=1

(z − λi)

para todo z ∈ C, por ii. del Teorema A.1.24 tenemos que

P(T ) = T n − I =

n∏
i=1

(T − λiI).

Por otro lado, dado 1 ≤ i ≤ n, si definimos fi : C −→ C por

fi(z) = z − λi

para todo z ∈ C, entonces fi(T ) = T − λiI. Luego como P =

n∏
i=1

fi, tenemos que T n − I = P(T ) =

 n∏
i=1

fi

 (T ). Así, dado

1 ≤ k ≤ n, al ser Pk =
∏
i,k

fi, por iii. del Teorema A.1.24 tenemos que

fk(T ) ◦ Pk(T ) = fk(T ) ◦ f1(T ) ◦ . . . ◦ fk−1(T ) ◦ fk+1(T ) ◦ . . . ◦ fn(T ) = ( fk f1 . . . fk−1 fk+1 . . . fn) (T )

= ( f1 . . . fk−1 fk fk+1 . . . fn) (T ) =

 n∏
i=1

fi

 (T ) = T n − I.

Entonces como T n(x0) = x0, deducimos que

(T − λkI) (yk) = fk(T ) (Pk(T )(x0)) = ( fk(T ) ◦ Pk(T )) (x0) = (T n − I) (x0) = 0,

de donde T (yk) = λkyk para todo 1 ≤ k ≤ n. Ahora bien, dado 1 ≤ k ≤ n, como λk = e
2k
n πi, si tomamos αk = 2k

n ∈ Q

tenemos que T (yk) = eαkπiyk.
Así, para cada 1 ≤ k ≤ n se tiene x0 ∈

〈{
x ∈ X tales que T (x) = eαπix para algún α ∈ Q

}〉
.

�

A continuación, demostraremos una proposición que nos permitirá demostrar que el conjunto de puntos periódicos de
los operadores de MacLane y Birkhoff son densos en H(C). Previamente necesitamos el siguiente lema.

Lema 2.2.7. Sean (λn)n∈N ⊂ C y λ0 ∈ C tales que tal que λn −→
n→∞

λ0, con λn , λ0 para todo n ∈ N. Entonces eλnz −→
n→∞

eλ0z

y
eλnz − eλ0z

λn − λ0
−→
n→∞

zeλ0z uniformemente sobre todo compacto de C.

Mas aún, si para cada λ y cada n ∈ C consideramos eλ : C −→ C y gn : C −→ C definidas por

eλ(z) = eλz y gn(z) = zneλ0z

para todo z ∈ C, entonces gn ∈
〈{

eλn , n ∈ N
}〉

.
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Demostración. Para cada n ∈ N, consideramos la serie de Taylor centrada en 0 dada por

e(λn−λ0)z =

∞∑
k=0

(λn − λ0)kzk

k!

para todo z ∈ C. Entonces para todo z ∈ C tenemos que

eλnz = eλ0ze(λn−λ0)z = eλ0z
∞∑

k=0

(λn − λ0)kzk

k!
= eλ0z + eλ0z(λn − λ0)z + eλ0z (λn − λ0)2z2

2!
+ . . . ,

por lo tanto

eλnz − eλ0z = eλ0z
∞∑

k=1

(λn − λ0)kzk

k!
y

eλnz − eλ0z

λn − λ0
− zeλ0z = eλ0z

∞∑
k=2

(λn − λ0)k−1zk

k!

para todo n ∈ N, z ∈ C. Si K ⊂ C es compacto, entonces existe M > 0 tal que |z| ≤ M para todo z ∈ K. Además, como

λn −→
n→∞

λ0, dado ε > 0, existe n0 ∈ N tal que |λn − λ0| < mı́n
{
1,

ε

e(|λ0 |+1)M

}
para todo n ≥ n0.

Así, como eM =

∞∑
k=0

Mk

k!
y |λn − λ0|

k <
ε

e(|λ0 |+1)M para todo n ≥ n0, k ∈ N, tenemos que

∣∣∣eλnz − eλ0z
∣∣∣ < e|λ0 |M

∞∑
k=1

|λn − λ0|
k |z|k

k!
<

ε

eM

∞∑
k=1

Mk

k!
≤ ε

para todo n ≥ n0, z ∈ K. Luego eλnz −→
n→∞

eλ0z uniformemente sobre K.

Análogamente,

∣∣∣∣∣∣eλnz − eλ0z

λn − λ0
− zeλ0z

∣∣∣∣∣∣ < ε para todo n ≥ n0, z ∈ K y se deduce que
eλnz − eλ0z

λn − λ0
−→
n→∞

zeλ0z uniformemente

sobre K. Por lo tanto g1 ∈
〈{

eλn , n ∈ N
}〉

.
Razonando análogamente deducimos que gk ∈

〈{
eλn , n ∈ N

}〉
para todo k ∈ N.

�

Proposición 2.2.8. Sea Γ ⊂ C un conjunto con un punto de acumulación y para cada λ ∈ C consideremos eλ : C −→ C
definida por

eλ(z) = eλz

para todo z ∈ C. Entonces D =
〈{

eλ,λ ∈ Γ
}〉

es denso en H(C).

Demostración. Sea λ0 ∈ C punto de acumulación de D, entonces existe (λn)n∈N ⊂ Γ tal que λn −→
n→∞

λ0 con λn , λ0 para
todo n ∈ N. Si para cada k ∈ N0 definimos gk : C −→ C por

gk(z) = zkeλ0z

para todo z ∈ C, por el Lema 2.2.7 tenemos que gk ∈
〈{

eλn , n ∈ N
}〉

para todo k ∈ N0. Sea f ∈ H(C), entonces si definimos

g : C −→ C por
g(z) = e−λ0z f (z)

para todo z ∈ C, g es holomorfa en C y su serie de Taylor centrada en 0 viene dada por

g(z) =

∞∑
k=0

akzk

para todo z ∈ C. Así, podemos escribir f en la forma

f (z) = eλ0zg(z) =

∞∑
k=0

akzkeλ0z =

∞∑
k=0

akgk(z)
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para todo z ∈ C. Veamos que la convergencia es en H(C), es decir, si para cada N ∈ N definimos S N : C −→ C por

S N(z) =

N∑
k=0

akgk(z)

para todo z ∈ C, queremos ver que S N −→
N→∞

f en H(C), para lo cual basta ver que ρm (S N − f ) −→
N→∞

0 para todo m ∈ N.

En efecto, observemos que al ser g ∈ H(C), tenemos que |an|
1
n −→

n→∞
0. Luego, si definimos g̃ : C −→ C por

g̃(z) =

∞∑
k=0

|ak | zk

para todo z ∈ C, entonces como |an|
1
n −→

n→∞
0 tenemos que g̃ ∈ H(C).

Sea m ∈ N, entonces g̃(m) =

∞∑
k=0

|ak |mk. Luego si |z| ≤ m, tenemos que

|S N(z) − f (z)| ≤
∞∑

k=N+1

|ak |mke|λ0 |m = e|λ0 |m
∞∑

k=N+1

|ak |mk,

de donde se deduce que ρm (S N − f ) = sup
|z|≤m
|S N(z) − f (z)| ≤ e|λ0 |m

∞∑
k=N+1

|ak |mk −→
N→∞

0.

Por lo tanto S N −→
N→∞

f en H(C), entonces como S N ∈
〈{

eλn , n ∈ N
}〉

para todo N ∈ N deducimos que f ∈〈{
eλn , n ∈ N

}〉
⊆ D y D resulta denso en H(C).

�

A continuación, dado a ∈ Cr {0} veremos que si D y Ta son los operadores de MacLane y Birkhoff, entonces Per(D)
y Per (Ta) son densos en H(C).

Lema 2.2.9. Sea a ∈ Cr {0} y consideremos los operadores de MacLane y Birkhoff D : H(C) −→ H(C) y Ta : H(C) −→
H(C). Entonces Per(D) y Per (Ta) son densos en H(C).

Demostración. Veamos que Per(D) es denso en H(C). Observemos que dado λ ∈ C, D(eλ) = λeλ, es decir, la función eλ
es un autovector de D con λ como autovalor asociado.

Ahora bien, por las Proposiciones 2.2.8 y 2.2.6 tenemos que
〈{

eλ, λ = eαπi para algún α ∈ Q
}〉

es denso en H(C) y

Per(D) =
〈{

f ∈ H(C) tales que D( f ) = eαπi f para algún α ∈ Q
}〉

, por lo tanto〈{
eλ, λ = eαπi para algún α ∈ Q

}〉
⊆ Per(D)

y deducimos que Per(D) es denso en H(C). Por otro lado, observemos que dado λ ∈ C, tenemos que

Ta(eλ)(z) = eλ(z + a) = eλ(z+a) = eλaeλz = eλaeλ(z)

para todo z ∈ C, entonces Ta(eλ) = eλaeλ y por lo tanto la función eλ es autovector de Ta con eλa como autovalor asociado.
Luego por la Proposición 2.2.8 tenemos que〈{

eλ, λ ∈ C tal que eλa = eαπi para algún α ∈ Q
}〉

=

〈{
eλ, λ =

α

a
πi, α ∈ Q

}〉
es denso en H(C). Análogamente, por la Proposición 2.2.6 tenemos que

Per(Ta) =
〈{

f ∈ H(C) tales que Ta( f ) = eαπi f para algún α ∈ Q
}〉
.

Así, tenemos que
〈{

eλ, λ ∈ C tal que eλa = eαπi para algún α ∈ C
}〉
⊆ Per(Ta) y deducimos que Per(Ta) es denso en

H(C).
�

Como consecuencia de los Lemas 2.2.6 y 2.2.9 veremos en la sección 2.5.1 que los operadores de Rolewicz, MacLane
y Birkhoff son D-caóticos.
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2.3. Operadores Mixing

En el Capítulo 1 definimos los sistemas dinámicos mixing como funciones continuas sobre espacios métricos que
verifican la condición de ser topológicamente transitivos, pero de manera más fuerte, ya que un sistema dinámico T :
X −→ X es topológicamente transitivo si dados U,V ⊂ X abiertos no vacíos se tiene que T n(U) ∩ V , ∅ para un cierto
n ∈ N0, mientras que en la definición de mixing se verifica tal condición a partir de un cierto n0 ∈ N0. Equivalentemente,
T es mixing si el conjunto retorno NT (U,V) =

{
n ∈ N0 tales que T n(U) ∩ V , ∅

}
es cofinito para todo U,V abiertos no

vacíos.
En esta sección estudiaremos operadores mixing definidos en espacios de Fréchet. Comenzaremos con una caracteri-

zación de los operadores mixing respecto a los conjuntos retorno entre un abierto no vacío y un entorno del 0.

Proposición 2.3.1. Sea X un espacio de Fréchet y T : X −→ X un operador. Entonces son equivalentes :

i. T : X −→ X es mixing.

ii. Para todo U ⊂ X abierto no vacío y W entorno de 0, se tiene que N(U,W) y N(W,U) son cofinitos.

Demostración. i.⇒ ii. Si T es mixing, es claro por definición que N(U,W) y N(W,U) son cofinitos.
ii. ⇒ i. Sean U,V ⊂ X abiertos no vacíos, por el Lema A.1.2 existen U1,V1 ⊂ X abiertos no vacíos y W ⊂ X entorno

de 0 tales que U1 + W ⊂ U y V1 + W ⊂ V. Ahora bien, por hipótesis, N(U1,W) y N(W,V1) son cofinitos. Entonces existe
N ∈ N0 tal que [N,+∞) ∩N0 ⊂ N(U1,W) ∩ N(W,V1). Sea n ≥ N, entonces n ∈ N(U1,W) ∩ N(W,V1), por lo tanto existen
u1 ∈ U1 y w ∈ W tales que T n(u1) ∈ W y T n(w) ∈ V1. Así, como U1 + W ⊂ U y T n es lineal tenemos que

u1 + w ∈ U y T n(u1 + w) = T n(u1) + T n(w) ∈ W + V1 = V1 + W ⊂ V.

Entonces T n(u1 + w) ∈ T n(U) ∩ V, es decir, T n(U) ∩ V , ∅ para todo n ≥ N y por lo tanto T es mixing.
�

A continuación veremos una propiedad de suma directa para operadores mixing que utilizaremos en el capítulo 4.

Definición 2.3.2. Para cada n ∈ N, sea Xn un espacio de Banach separable y sea Tn : Xn −→ Xn un operador. Dado
1 ≤ p < ∞, definimos el espacio `p-suma directa por ∞⊕

n=1

Xn


`p

=

(xn)n∈N tales que xn ∈ Xn para todo n ∈ N y
∞∑

n=1

‖xn‖
p
Xn
< ∞

 .
Si consideramos sobre

(
∞⊕

n=1
Xn

)
`p

la norma dada por

‖(xn)n∈N‖p =

 ∞∑
n=1

‖xn‖
p
Xn


1
p

para toda (xn)n∈N ∈

(
∞⊕

n=1
Xn

)
`p

, entonces
(
∞⊕

n=1
Xn

)
`p

resulta un espacio de Banach separable.

Similarmente, definimos el espacio c0-suma directa por ∞⊕
n=1

Xn


c0

=

{
(xn)n∈N tales que xn ∈ Xn para todo n ∈ N y ‖xn‖Xn

−→
n→∞

0
}

Análogamente, si dotamos a
(
∞⊕

n=1
Xn

)
c0

con la norma dada por

‖(xn)n∈N‖0 = sup
n∈N
‖xn‖Xn

para toda (xn)n∈N ∈

(
∞⊕

n=1
Xn

)
c0

, entonces
(
∞⊕

n=1
Xn

)
c0

resulta un espacio de Banach separable.
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Por último, si sup
n∈N
‖Tn‖ < ∞ y X = `p o c0, definimos el operador

(
∞⊕

n=1
Tn

)
X

:
(
∞⊕

n=1
Xn

)
X

−→

(
∞⊕

n=1
Xn

)
X

por

 ∞⊕
n=1

Tn


X

((xn)n∈N) = (Tn(xn))n∈N

para toda (xn)n∈N ∈

(
∞⊕

n=1
Xn

)
X

.

Proposición 2.3.3. Para cada n ∈ N, sea Xn un espacio de Banach separable y Tn : Xn −→ Xn un operador. Supongamos
que sup

n∈N
‖Tn‖ < ∞, entonces para X = `p (1 ≤ p < ∞) o X = c0, son equivalentes :

i.
(
∞⊕

n=1
Tn

)
X

:
(
∞⊕

n=1
Xn

)
X

−→

(
∞⊕

n=1
Xn

)
X

es mixing.

ii Tn : Xn −→ Xn es mixing para todo n ∈ N.

Demostración. i. ⇒ ii. Sea m ∈ N, queremos ver que Tm es mixing, para lo cual veremos que
(
∞⊕

n=1
Tn

)
X

y Tm son

quasiconjugados. En efecto, sea φm :
(
∞⊕

n=1
Xn

)
X

−→ Xm definida por

φm ((xn)n∈N) = xm

para todo (xn)n∈N ∈

(
∞⊕

n=1
Xn

)
X

. Entonces φm es lineal, continua y sobreyectiva.

Veamos que φm ◦

(
∞⊕

n=1
Tn

)
X

= Tm ◦ φm. En efecto, dado (xn)n∈N ∈

(
∞⊕

n=1
Xn

)
X

, tenemos que

φm ◦

 ∞⊕
n=1

Tn


X

 ((xn)n∈N) = φm
(
(Tn(xn))n∈N

)
= Tm(xm) = (Tm ◦ φm) ((xn)n∈N) .

Luego
(
∞⊕

n=1
Tn

)
X

y Tm son quasiconjugados vía φm. Así, como por hipótesis
(
∞⊕

n=1
Tn

)
X

es mixing, se tiene que Tm es

mixing.

ii.⇒ i. Supongamos que Tn es mixing para cada n ∈ N y sean U,V ⊂
(
∞⊕

k=1
Xk

)
X

abiertos no vacíos.

Como U y V son abiertos, si x = (xn)n∈N ∈ U e y = (yn)n∈N ∈ V, existe ε > 0 tal que B(x, ε) ⊂ U y B(y, ε) ⊂ V .
Además, existe m ∈ N tal que

‖(xk)k≥m‖X < ε y ‖(yk)k≥m‖X < ε.

Sean x0 = (x1, . . . , xm, 0, 0, 0, . . .) e y0 = (y1, . . . , ym, 0, 0, 0, . . .), entonces

‖x − x0‖X = ‖(xk)k≥m‖X < ε y ‖y − y0‖X = ‖(yk)k≥m‖X < ε,

con lo cual x0 ∈ B(x, ε) ⊂ U e y0 ∈ B(y, ε) ⊂ V . Para cada 1 ≤ k ≤ m, como Tk : Xk −→ Xk es mixing, existe Nk ∈ N0

tal que (Tk)n
(
BXk

(
xk,

ε

m

))
∩ BXk

(
yk,

ε

m

)
, ∅ para todo n ≥ Nk.

Luego, si N0 = máx
1≤k≤m

Nk tenemos que

(Tk)n
(
BXk

(
xk,

ε

m

))
∩ BXk

(
yk,

ε

m

)
, ∅

para todo 1 ≤ k ≤ m, n ≥ N0. Sea n ≥ N0, entonces para cada 1 ≤ k ≤ m existe xn
k ∈ BXk

(
xk,

ε

m

)
tal que (Tk)n(xn

k) ∈

BXk

(
yk,

ε

m

)
. Consideremos xn =

(
xn

1, x
n
2, . . . , x

n
m, 0, 0, 0, . . .

)
∈

(
∞⊕

k=1
Xk

)
X

y veamos que
(
∞⊕

k=1
Tk

)
X

(xn) ∈
(
∞⊕

k=1
Tk

)n

X

(U) ∩ V.



2.4. Operadores débil Mixing 37

• Si X =

(
∞⊕

k=1
Xk

)
`p

, entonces

‖xn − x0‖p =

 m∑
k=1

∥∥∥xn
k − xk

∥∥∥p
Xk


1
p

<

 m∑
k=1

(
ε

m

)p


1
p

< ε,

es decir, xn ∈ B(x0, ε) ⊂ U. Además, análogamente tenemos que∥∥∥∥∥∥∥∥
 ∞⊕

k=1

Tk


`p

(xn) − y0

∥∥∥∥∥∥∥∥
p

=
∥∥∥∥Tk

((
xn

k

)
k∈N

)
− y0

∥∥∥∥
p

=

 m∑
k=1

∥∥∥∥Tk

(
xn

k

)
− xk

∥∥∥∥p

Xk


1
p

< ε,

es decir,
(
∞⊕

k=1
Tk

)
`p

(xn) ∈ B(y0, ε) ⊂ V.

• Si X =

(
∞⊕

k=1
Xk

)
c0

,

‖xn − x0‖0 = sup
1≤k≤m

∥∥∥xn
k − xk

∥∥∥
Xk
< ε y

∥∥∥∥∥∥∥∥
 ∞⊕

k=1

Tk


c0

(xn) − y0

∥∥∥∥∥∥∥∥
0

= sup
1≤k≤m

∥∥∥∥Tk

(
xn

k

)
− xk

∥∥∥∥
Xk
< ε,

es decir, xn ∈ B(x0, ε) ⊂ U y
(
∞⊕

k=1
Tk

)
c0

(xn) ∈ B(y0, ε) ⊂ V. Así, ya sea para X = `p con 1 ≤ p < ∞ o X = c0, tenemos

que
(
∞⊕

k=1
Tk

)
X

(xn) ∈
(
∞⊕

k=1
Tk

)
X

(U) ∩ V para todo n ≥ N0. Luego
(
∞⊕

k=1
Tk

)
X

(U) ∩ V , ∅ para todo n ≥ N0 y deducimos que(
∞⊕

k=1
Tk

)
X

es mixing.

�

2.4. Operadores débil Mixing

En el Capítulo 1 estudiamos los sistemas dinámicos débil mixing y vimos algunas propiedades que los caracterizan.
Dado un sistema dinámico T : X −→ X , decíamos que es débil mixing siempre que el sistema T ×T sea topológicamente
transitivo y vimos que esta definición es equivalente a decir que dados U1,U2,V1,V2 ⊂ X abiertos no vacíos, N(U1,V1)∩
N(U2,V2) , ∅.

Además vimos que T mixing ⇒ T débil mixing ⇒ T topológicamente transitivo. No es muy sencillo probar que
hay operadores débil mixing que no son mixing. Veremos un ejemplo de esto en la próxima sección (Ejemplo 2.5.21).
Mucho más complicado aún es hallar operadores hipercíclicos que no son débil mixing. Este problema fue planteado por
D.Herrero en 1992 y resuelto recientemente por De La Rosa y Read [21], Bayart y Matheron [6], donde se muestra que
existen operadores hipercíclicos que no son débil mixing en cualquier espacio `p (1 ≤ p < ∞) y en c0, con lo cual en
particular el resultado es válido en espacios de Hilbert. Para responder a la pregunta de Herrero, es natural preguntarse
qué condiciones debería satisfacer un operador hipercíclico para ser débil mixing. Nos concentraremos en este tema en la
siguiente sección cuando hablemos de criterios de hiperciclicidad.

Comenzaremos demostrando una propiedad útil sobre operadores hipercíclicos que nos ayudará posteriormente a dar
una caracterización de los operadores débil mixing respecto de la intersección de los conjuntos retorno de dos abiertos no
vacíos arbitrarios y los entornos de 0.

Lema 2.4.1. Sea T : X −→ X un operador hipercíclico. Entonces para todo par de abiertos U,V ⊂ X no vacíos y todo
W ⊂ X entorno de 0, existen U1 ⊂ U abierto no vacío y W1 ⊂ W entorno de 0 tales que N(U1,W1) ⊂ N(V,W) y
N(W1,U1) ⊂ N(W,V).

Demostración. Sabemos que al ser T hipercíclico, T es topológicamente transitivo, por lo tanto existe m ∈ N0 tal que
T m(U) ∩ V , ∅. Sea entonces z ∈ U tal que T m(z) ∈ V, como T m es continua y T m(0) = 0 ∈ W, existen U1 ⊂ U
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abierto no vacío y W1 ⊂ W entorno de 0 tales que T m(U1) ⊂ V y T m(W1) ⊂ W. Veamos que N(U1,W1) ⊂ N(V,W) y
N(W1,U1) ⊂ N(W,V). En efecto, sea n ∈ N(U1,W1), entonces existe x ∈ U1 tal que T n(x) ∈ W1, luego

T n (T m(x)) = T m (T n(x)) ∈ T m(W1) ⊂ W.

Además, como T m(x) ∈ T m(U1) ⊂ V, tenemos que T n (T m(x)) ∈ T n(V) ∩W, de donde n ∈ N(V,W) y deducimos que
N(U1,W1) ⊂ N(V,W). Sea ahora k ∈ N(W1,U1), entonces existe y ∈ W1 tal que T k(y) ∈ U1, por lo tanto

T m(y) ∈ T m(W1) ⊂ W y T k (T m(y)) = T m(T k(y)) ∈ T m(U1) ⊂ V.

Así, T k (T m(y)) ∈ T k (W) ∩ V, es decir, k ∈ N(W,V) y se deduce que N(W1,U1) ⊂ N(W,V).
�

Como consecuencia del Lema 2.4.1 tenemos el siguiente teorema, el cual nos ayudará a demostrar la caracterización
mencionada anteriormente.

Teorema 2.4.2. Sea T : X −→ X un operador hipercíclico. Si para todo U ⊂ X abierto no vacío y todo W entorno de 0
existe S : X −→ X continua tal que S conmuta con T , S (U) ∩W , ∅ y S (W) ∩ U , ∅, entonces T es débil mixing.

Demostración. Por el Truco de los 4 conjuntos (Lema 1.6.6) aplicado a U1 = V2 = U y V1 = U2 = W, tenemos que

NT (U,W) ∩ NT (W,U) , ∅ , (2.1)

para todo U ⊂ X abierto no vacío, W entorno de 0. Para ver que T es débil mixing, por el Corolario 1.6.10 basta ver que
NT (U,U) ∩ NT (U,V) , ∅ para todo U,V ⊂ X abiertos no vacíos.

En efecto, sean U,V ⊂ X abiertos no vacíos, por el Lema A.1.2 existen U1 ⊂ U,V1 ⊂ V abiertos no vacíos y W1

entorno de 0 tales que U1 + W1 ⊂ U y V1 + W1 ⊂ V. Entonces, por el Lema 2.4.1 existen U2 ⊂ U1 abierto no vacío y
W2 ⊂ W1 entorno de 0 tales que

NT (U2,W2) ⊂ NT (V1,W1) y NT (W2,U2) ⊂ NT (W1,V1).

Luego, por (2.1) tenemos que NT (U2,W2) ∩ NT (W2,U2) , ∅. Sea n ∈ NT (U2,W2) ∩ NT (W2,U2), entonces existen
u2 ∈ U2 y w2 ∈ W2 tales que T n(u2) ∈ W2 y T n(w2) ∈ U2. Por otro lado, como n ∈ NT (W2,U2) ⊂ NT (W1,V1), existe
w1 ∈ W1 tal que T n(w1) ∈ V1. Sean

u3 = u2 + w2 ∈ U2 + W2 ⊂ U1 + W1 ⊂ U y u4 = u2 + w1 ∈ U2 + W1 ⊂ U1 + W1 ⊂ U,

es decir, u3 ∈ U y u4 ∈ U. Entonces tenemos que

T n(u3) = T n(u2) + T n(w2) ∈ W2 + U2 ⊂ U y T n(u4) = T n(u2) + T n(w1) ∈ W2 + V1 ⊂ V1 + W1 ⊂ V,

es decir, T n(u3) ∈ U y T n(u4) ∈ V. Así, T n(u3) ∈ T n(U) ∩ U y T n(u4) ∈ T n(U) ∩ V , de donde se deduce que n ∈
NT (U,U) ∩ NT (U,V).

�

Ahora sí, estamos en condiciones de dar la caracterización de los operadores débil mixing respecto a los conjuntos
retorno de abiertos no vacíos arbitrarios y los entornos de 0.

Teorema 2.4.3. Sea T : X −→ X un operador, entonces son equivalentes :

i. T es débil mixing.

ii. N(U,W) ∩ N(W,V) , ∅ para todo U,V ⊂ X abiertos no vacíos y todo W ⊂ X entorno de 0.

Demostración. i.⇒ ii. Se deduce de la definición.
ii.⇒ i. Veamos primero que la hipótesis implica que T es topológicamente transitivo.
En efecto, sean U,V ⊂ X abiertos no vacíos, queremos ver que N(U,V) , ∅. Por el Lema A.1.2 existen U1,V1 ⊂ X

abiertos no vacíos y W entorno de 0 tales que U1 + W ⊂ U y V1 + W ⊂ V.
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Por hipótesis, sabemos que existe n ∈ N(U1,W) ∩ N(W,V1), luego existen u1 ∈ U1 y w ∈ W tales que T n(u1) ∈ W y
T n(w) ∈ V1. Por lo tanto u1 + w ∈ U1 + W ⊂ U y T n(u1 + w) = T n(u1) + T n(w) ∈ V1 + W ⊂ V.

Así, n ∈ N(U,V) y T resulta topológicamente transitivo, con lo cual, tenemos que T es hipercíclico y que N(U,W) ∩
N(W,U) , ∅ para todo U ⊂ X abierto no vacío y W entorno de 0. Entonces, procediendo de manera análoga a la
demostración del Teorema 2.4.2 tenemos que T es débil mixing.

�

El siguiente teorema nos permitirá probar que los operadores definidos sobre un espacio de Fréchet con ciertas ca-
racterísticas tales como ser D-caótico o ser hipercíclicos con un conjunto denso cuyas órbitas convergen, son operadores
débil mixing.

Teorema 2.4.4. Sea X un espacio de Fréchet y T : X −→ X un operador hipercíclico. Si existe D ⊂ X denso de manera
tal que Orb(T, x) es acotada para todo x ∈ D, entonces T es débil mixing.

Demostración. Sean U ⊂ X abierto no vacío y W ⊂ X entorno de 0, por el Teorema 2.4.2 basta ver que existe S : X −→ X
continua que conmuta con T tal que S (U) ∩W , ∅ y S (W) ∩ U , ∅.

En efecto, si (ρn)n∈N es una sucesión creciente y separante de seminormas que define la topología de X, al ser W
entorno de 0, por el Lema A.1.9 existen ε > 0 y k ∈ N tales que

{
x ∈ X tales que ρk(x) < ε

}
⊂ W. Como D es denso en X,

existe x0 ∈ D ∩ U, luego por hipótesis, Orb(T, x0) ⊂ X es acotada y entonces existe M > 0 tal que sup
n∈N0

ρk (T n(x0)) ≤ M.

Ahora bien, dado n ∈ N0 tenemos que

ρk

(
ε

2M
T n(x0)

)
=

ε

2M
ρk (T n(x0)) ≤

ε

2
< ε,

por lo tanto
ε

2M
T n(x0) ∈ W para todo n ∈ N0.

Por otro lado, como T es topológicamente transitivo, existe n0 ∈ N0 tal que

ε

2M
T n0 (W) ∩ U = T n0

(
ε

2M
W

)
∩ U , ∅.

Consideremos entonces S : X −→ X definida por

S (x) =
ε

2M
T n0 (x)

para todo x ∈ X. Entonces S es continua y conmuta con T.
Observemos que al ser x0 ∈ U y S (x0) =

ε

2M
T n0 (x0) ∈ W, tenemos que S (U) ∩ W , ∅. Además, S (W) ∩ U =(

ε

2M
T n0

)
(W) ∩ U , ∅, luego por el Teorema 2.4.2, T es débil mixing.

�

Corolario 2.4.5. Sea X un espacio de Fréchet y T : X −→ X un operador. Si T es D-caótico o hipercíclico con un
conjunto denso cuyas órbitas convergen, entonces T es débil mixing.

Demostración. Observemos que por el Teorema 2.4.4, en cada caso basta con ver que existe D ⊂ X denso tal queOrb(T, x)
es acotada para todo x ∈ D.

Si T es D-caótico, en particular es hipercíclico. Además, D = Per(T ) ⊂ X es denso y si x ∈ D es de período n ∈ N0,

se tiene que Orb(T, x) =
{
x,T (x), . . . ,T n−1(x)

}
, con lo cual en particular es acotada.

Supongamos que T es hipercíclico con D ⊂ X denso tal que (T n(x))n∈N converge para todo x ∈ D, veamos que
Orb(T, x) es acotada para todo x ∈ D.

En efecto, sea x ∈ D, entonces T n(x) −→
n→∞

x0 para algún x0 en X. Luego si (ρk)k∈N es una sucesión creciente y
separante de seminormas que define la topología de X, se tiene que ρk (T n(x) − x0) −→

n→∞
0 para todo k ∈ N. Queremos ver

que sup
n∈N

ρk (T n(x)) < ∞ para todo k ∈ N.

Sea k ∈ N, como ρk (T n(x) − x0) −→
n→∞

0, entonces (ρk (T n(x) − x0))n∈N ⊂ K es acotada y se deduce que (ρk (T n(x)))n∈N ⊂

K es acotada, por lo tanto sup
n∈N

ρk (T n(x)) < ∞.

�
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2.5. Criterios de hiperciclicidad

Vimos que para los espacios de Fréchet los conceptos de operador transitivo e hipercíclico son equivalentes, por lo que
en general para probar que un operador es hipercíclico optamos por ver que tal operador es topológicamente transitivo ya
que en cierta forma la transitividad suele ser una propiedad mas manejable que la existencia de vectores hipercíclicos. Sin
embargo, en muchos casos la transitividad de un operador no es fácil de verificar. En este capítulo veremos los criterios de
Godefroy-Shapiro [27], Kitai [32], Gethner-Shapiro [26] y el que llamaremos criterio de hiperciclicidad. Estos criterios
nos permitirán verificar que ciertos operadores son mixing, D-caóticos o débil mixing. Con lo cual en particular resultarán
hipercíclicos. Si bien algunos criterios parecerán relativamente difíciles de aplicar para algunos casos, son de gran utilidad
para ciertos casos de operadores particulares tales como los operadores de Rolewicz, MacLane y Birkhoff.

En lo que sigue, salvo en casos excepcionales, X es un espacio de Fréchet.

2.5.1. Criterios para operadores D-caóticos y mixing

Veremos primero el criterio de Godefroy-Shapiro, que establece que si un operador tiene suficientes autovectores
asociados a autovalores de módulo mayor y menor que 1, entonces es un operador mixing.

Teorema 2.5.1. (Criterio de Godefroy-Shapiro [27]) Sea T : X −→ X un operador y supongamos que los subespacios
definidos por

X0 =
〈{

x ∈ X, T (x) = λx para algún λ ∈ C tal que |λ| < 1
}〉
,

Y0 =
〈{

x ∈ X, T (x) = µx para algún µ ∈ C tal que |µ| > 1
}〉
,

son densos. Entonces T es mixing (en particular hipercíclico).
Además, si X es un espacio vectorial sobre C tal que Z0 =

〈{
x ∈ X, T (x) = eαπix para algún α ∈ Q

}〉
es denso, entonces

T es D-caótico(en particular hipercíclico).

Demostración. Sean U,V ⊂ X abiertos no vacíos, veamos que existe n0 ∈ N0 tal que T n(U) ∩ V , ∅ para todo n ≥ n0.

En efecto, como X0 e Y0 son densos, existen x ∈ X0 ∩ U e y ∈ Y0 ∩ V . Al ser x ∈ X0 e y ∈ Y0, podemos escribir x e y
en la forma

x =

m∑
k=1

ak xk e y =

m∑
k=1

bkyk,

con T (xk) = λk xk y T (yk) = µkyk para todo 1 ≤ k ≤ m, donde ak, bk, λk, µk son ciertos escalares en C tales que |λk | < 1 y
|µk | > 1 para todo 1 ≤ k ≤ m. Entonces se tiene que

T n(x) =

m∑
k=1

akλ
n
k xk −→

n→∞
0 y un =

m∑
k=1

bk

µn
k

yk −→
n→∞

0.

Además, dado n ∈ N0, tenemos que T n(yk) = µn
kyk para todo 1 ≤ k ≤ m, luego T n(un) = y. Por lo tanto, como x + un −→

n→∞
x

y T n(x + un) = T n(x) + y −→
n→∞

y, existe n0 ∈ N0 tal que x + un ∈ U y T n(x + un) ∈ V para todo n ≥ n0. Luego T resulta
mixing (en particular hipercíclico).

Por otro lado, si X es un espacio vectorial sobre C, por la Proposición 2.2.6 tenemos que Z0 = Per(T ), por lo tanto si
Z0 es denso en X tenemos que Per(T ) es denso en X. Luego, como T es hipercíclico y Per(T ) ⊂ X es denso tenemos que
T es D-caótico.

�

De manera análoga, probaremos el criterio de Kitai, el cual nos permitirá probar que el operador de desplazamiento B
es mixing, hecho que utilizaremos en el capítulo 4.

Teorema 2.5.2. (Criterio de Kitai [32]) Sea T : X −→ X un operador. Si existen X0,Y0 ⊂ X subconjuntos densos y una
función S : Y0 −→ Y0 tales que para todo x ∈ X0, y ∈ Y0 se verifican :

i. T n(x) −→
n→∞

0,
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ii. S n(y) −→
n→∞

0,

iii. T (S (y)) = y,

entonces T es mixing (en particular hipercíclico).

Demostración. Razonando como en la demostración del criterio de Godefroy-Shapiro, al ser X0 e Y0 densos en X, basta
ver que dados x ∈ X0 e y ∈ Y0, existe (un)n∈N ⊂ X tal que un −→

n→∞
0 y T n(un) = y para todo n ∈ N. En efecto, sean x ∈ X0

e y ∈ Y0 y para cada n ∈ N consideremos un = S n(y). Por i. y ii. tenemos que T n(x) −→
n→∞

0 y un −→
n→∞

0. Además, por iii.,
tenemos que T n(un) = T n (S n(y)) = y para todo n ∈ N.

Así, por lo mencionado previamente, T resulta mixing (en particular hipercíclico).
�

Observación 2.5.3. Vale la pena destacar el hecho que la función S del criterio de Kitai no es necesariamente lineal ni
continua.

Como consecuencia del criterio de Kitai veremos que los operadores de Rolewicz, MacLane y Birkoff son mixing,
con lo cual en particular resultarán débil mixing e hipercíclicos. Además, vamos a ver también que son D-caóticos.

Ejemplo 2.5.4. Si |λ| > 1 y X = c0 o X = `p (1 ≤ p < ∞), entonces el operador de Rolewicz λB : X −→ X es mixing.
En efecto, veamos que λB satisface las condiciones del criterio de Kitai. Sea F : X −→ X definida por

F(x1, x2, x3, . . . ) = (0, x1, x2, x3, . . . )

para toda (x1, x2, x3, . . . ) ∈ X, y sean X0 = Y0 = {(x1, x2, . . . , xN , 0, 0, . . .),N ∈ N} densos en X. Consideremos S : Y0 −→

Y0 dada por S =
1
λ

F|Y0 . Dados x = (x1, x2, . . . , xN , 0, 0, . . . ) ∈ X0 e y = (y1, y2, . . . , yN , 0, 0, . . . ) ∈ Y0, veamos que :

i. (λB)n(x) −→
n→∞

0.

ii. S n(y) −→
n→∞

0.

iii. (λB) (S (y)) = y.

Si para cada j ∈ N denotamos por e j al j-ésimo vector canónico, podemos escribir

x =

N∑
j=1

x je j e y =

N∑
j=1

y je j.

i. Si n > N, entonces (λB)n(x) = 0, y en particular (λB)n(x) −→
n→∞

0.
ii. Si 1 ≤ j ≤ N, como Fn(e j) = e j+n para todo n ∈ N y |λ| > 1, tenemos que

∥∥∥S n(e j)
∥∥∥

X =
1
|λ|n
−→
n→∞

0,

por lo tanto S n(e j) −→
n→∞

0 y se deduce que S n(y) −→
n→∞

0.
iii. Por último, como B (F(y)) = y, es claro que (λB) (S (y)) = y. Así, por el criterio de Kitai tenemos que λB es mixing.

Ejemplo 2.5.5. El operador de MacLane D : H(C) −→ H(C) es mixing.
Sean X0 = Y0 =

{
P : C −→ C, P polinomio

}
densos en H(C) y consideremos el operador S : Y0 −→ Y0 definido por

S ( f )(z) =

∫ z

0
f (w)dw

para toda f ∈ Y0 y z ∈ C. Queremos ver que se satisfacen las condiciones del criterio de Kitai.

Sean entonces P,Q ∈ X0 dados por P(w) =

N∑
k=0

akwk y Q(w) =

N∑
k=0

bkwk para todo w ∈ C.

i. Observemos que Dn(P) = 0 para todo n > N, con lo cual es claro que Dn(P) −→
n→∞

0.
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ii. Por linealidad, basta probar la condición ii. para monomios. Consideremos para cada 0 ≤ k ≤ N el monomio
Qk : H(C) −→ H(C) dado por

Qk(w) = wk

para todo w ∈ C. Veamos que S n (Qk) −→
n→∞

0 para todo 0 ≤ k ≤ N. Dado 0 ≤ k ≤ N, tenemos que S n (Qk) (z) =
k!

(k + n)!
zk+n

para todo n ∈ N, z ∈ C. Entonces se tiene que S n(Qk)(z) =
k!

(k + n)!
zk+n −→

n→∞
0 uniformemente sobre todo compacto de C,

y deducimos S n(Qk) −→
n→∞

0 en H(C) para todo 0 ≤ k ≤ N y deducimos que S n(Q) −→
n→∞

0 en H(C).

iii. Es suficiente verlo para monomios : Dado 0 ≤ k ≤ N, S (Qk)(z) =
1

k + 1
zk+1, por lo que

D (S (Qk)) (z) = S (Qk)′(z) = zk = Qk(z),

de donde se deduce que D ◦ S = IY0 (con IY0 la identidad en Y0).
Luego, por el criterio de Kitai, D resulta mixing.

Ejemplo 2.5.6. Dado a ∈ C r {0} , el operador de Birkhoff Ta : H(C) −→ H(C) es mixing.
Para cada λ ∈ C, sea eλ : H(C) −→ H(C) definido por

eλ(z) = eλz

para todo z ∈ C. Consideremos Γ1 =
{
λ ∈ C tales que

∣∣∣ eλa
∣∣∣ < 1

}
y Γ2 =

{
λ ∈ C tales que

∣∣∣ eλa
∣∣∣ > 1

}
, entonces como Γ1 y

Γ2 tienen a 1 como punto de acumulación, por el Teorema 2.2.8 tenemos que

X0 = 〈{eλ, λ ∈ Γ1}〉 e Y0 = 〈{eλ, λ ∈ Γ2}〉

son densos en H(C). Además, observemos que Ta (eλ) = eλaeλ para todo λ ∈ C, por lo tanto

X0 =
〈{

eλ, con Ta(eλ) = eλaeλ y
∣∣∣eλa

∣∣∣ < 1
}〉

e Y0 =
〈{

eλ, con Ta(eλ) = eλaeλ y
∣∣∣eλa

∣∣∣ > 1
}〉

son densos en H(C), luego por el criterio de Godefoy-Shapiro tenemos que T es mixing.

En los Lemas 2.2.4 y 2.2.9 habíamos probado que los puntos periódicos de los operadores de Rolewicz, MacLane y
Birkhoff son densos. Tenemos entonces el siguiente corolario.

Corolario 2.5.7. Sean λ ∈ C tal que |λ| > 1, a ∈ C r {0} y X = c0 o X = `p (1 ≤ p < ∞). Entonces los operadores de
Rolewicz, McLane y Birkhoff λB : X −→ X, D : H(C) −→ H(C) y Ta : H(C) −→ H(C) son D-caóticos.

Como los operadores de Rolewicz, MacLane y Birkoff además de ser mixing son D-caóticos, es natural preguntarse
si todo operador mixing es D-caótico. Sin embargo, a continuación veremos un ejemplo de un operador mixing que no es
D-caótico.

Ejemplo 2.5.8. (Mixing; D-caótico) Consideremos el operador T : `1 −→ `1 definido por

T ((xk)k∈N) =

((
k + 1

k

)
xk+1

)
k∈N

=

(
2x2,

3
2

x3,
4
3

x4, . . .

)
para toda (xn)n∈N ∈ `1. Veamos que T satisface las condiciones del criterio de Kitai.
Sean X0 = Y0 = c00 densos en `1 y sea S : Y0 −→ Y0 definida por

S ((xk)k∈N) =

((
k − 1

k

)
xk−1

)
k≥2

para todo (xk)k∈N ∈ `1. Si x =

N∑
k=1

akek ∈ c00, entonces :
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i. Dado n > N, tenemos que T n(x) = 0, en particular T n(x) −→
n→∞

0.

ii. Sea n ∈ N, entonces S n(x) =

n+N∑
k=n+1

(
k − n

k − n + 1

) (
k − n + 1
k − n + 2

)
. . .

(
k − 1

k

)
ak−nek. Luego

‖S n(x)‖`1
=

n+N∑
k=n+1

(
k − n

k

)
|ak−n| ≤

N
n + N

‖x‖`1
−→
n→∞

0.

iii. Es claro que T (S (x)) = x.
Luego, por el criterio de Kitai, T es mixing. Para ver que T no es D-caótico, veremos que Per(T ) = {0} . En efecto,

supongamos que existe x , 0 tal que x ∈ Per(T ), si n es el período de x respecto de T, entonces T jn(x) = x para todo

j ∈ N. Por otro lado, como T jn(x) =

(
k + jn

k
xk+ jn

)
k∈N

, tenemos que
k + jn

k
xk+ jn = xk para todo k, j ∈ N.

Ahora bien, como x , 0, existe k0 ∈ N tal que xk0 , 0, luego

‖x‖ ≥
∞∑
j=1

∣∣∣x jn+k0

∣∣∣ =
∣∣∣xk0

∣∣∣ ∞∑
j=1

k0

jn + k0
= +∞,

lo cual es absurdo. Así, Per(T ) = {0} y por lo tanto T no es D-caótico.

Notemos que el ejemplo anterior también es un ejemplo de un operador que satisface el criterio de Kitai, pero no el
criterio de Godefroy-Shapiro. No es difícil ver que el criterio de Kitai es más fuerte que el criterio de Godefroy-Shapiro.

2.5.2. Criterios para operadores hipercíclicos y débil mixing

En esta sección veremos criterios que nos permitirán determinar condiciones suficientes para asegurar que un operador
es débil mixing o hipercíclico. Naturalmente, como el concepto de débil mixing es más fuerte que el de hipercíclico, el
criterio que utilicemos para débil mixing también servirá para la hiperciclicidad.

Además, como mixing implica débil mixing, los criterios de la sección anterior sirven para probar que ciertos opera-
dores son débil mixing e hipercíclicos. Sin embargo, al ser ambos conceptos más débiles que el de mixing, sería razonable
intentar debilitar las hipótesis. Entonces la idea será modificar ligeramente las hipótesis del criterio de Kitai y reempla-
zarlas por otras menos rigurosas que todavía impliquen que el operador es débil mixing.

Teorema 2.5.9. (criterio de Gethner-Shapiro [26]) Sea T : X −→ X un operador. Si existen subconjuntos X0,Y0 ⊂ X
densos en X, una función S : X0 −→ Y0 y una sucesión (nk)k∈N ⊂ N estrictamente creciente tales que para todo x ∈ X0, y ∈
Y0 se verifica que :

i. T nk (x) −→
k→∞

0,

ii. S nk (y) −→
k→∞

0,

iii. T (S (y)) = y,

entonces T es débil mixing (en particular hipercíclico).

Para terminar esta sección, debilitaremos un poco las hipótesis del criterio de Gethner-Shapiro para obtener el que
llamaremos Criterio de hiperciclicidad. En el criterio de Gethner-Shapiro teníamos una inversa a derecha S : Y0 −→ Y0,
por lo que S n es inversa a derecha de T n para cada n ∈ N. Ahora no le exigiremos a S que su imagen esté contenida en
Y0, y reemplazaremos (S n)n∈N por una sucesión (S nk )k∈N, donde S nk es inversa a derecha de T nk en Y0, para cada k ∈ N.
Se puede ver (por ejemplo en [28, Theorem 3.22]) que en realidad los criterios de hiperciclicidad y de Gethner-Shapiro
son equivalentes. Es claro que las hipótesis del criterio de Gethner-Shapiro son mas débiles que las del criterio de Kitai.
Veremos al final del capítulo un ejemplo de un operador que satisface las hipótesis del criterio de Gethner-Shapiro, con lo
cual será débil mixing, y no las del criterio de Kitai. Mas aún, veremos que tal operador no es mixing.
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Teorema 2.5.10. (Criterio de hiperciclicidad [14]) Sea T : X −→ X un operador. Si existen subconjuntos X0,Y0 ⊂ X
densos, (nk)k∈N ⊂ N estrictamente creciente y funciones S nk : Y0 −→ X para todo k ∈ N tales que para todo x ∈ X0, y ∈ Y0

se verifica que :

i. T nk (x) −→
k→∞

0,

ii. S nk (y) −→
k→∞

0,

iii. T nk
(
S nk (y)

)
−→
k→∞

y,

entonces T es débil mixing (en particular es hipercíclico).

Demostración. Por el Lema 1.6.2 basta ver que N(U1,V1)∩N(U2,V2) , ∅ para todo U1,U2,V1,V2 ⊂ X abiertos no vacíos
en X. En efecto, dados U1,U2,V1,V2 abiertos no vacíos en X, como X0 e Y0 ⊂ X son densos, existen x j ∈ X0 ∩ U j, y j ∈

Y0 ∩ V j para 1 ≤ j ≤ 2. Veremos que existe k0 ∈ N tal que T nk0

(
x j + S nk0

(y j)
)
∈ T nk0 (U j) ∩ V j para 1 ≤ j ≤ 2.

Sea 1 ≤ j ≤ 2, por i. y iii. , para todo k ∈ N tenemos que T nk (x j) −→
k→∞

0 y T nk
(
S nk (y j)

)
−→
k→∞

y j, con lo cual

T nk
(
x j + S nk (y j)

)
= T nk (x j) + T nk

(
S nk (y j)

)
−→
k→∞

y j.

Además, por ii. se tiene que x j+S nk (y j) −→
k→∞

x j, luego existe k0 ∈ N tal que x j+S nk0
(y j) ∈ U j y T nk0

(
x j + S nk (y j)

)
∈ V j.

Por lo tanto T nk0
(
x1 + S nk (y1)

)
∈ T nk0 (U1) ∩ V1 y T nk0

(
x2 + S nk (y2)

)
∈ T nk0 (U2) ∩ V2, de donde se deduce que

nk0 ∈ N(U1,V1) ∩ N(U2,V2). Luego T es débil mixing (en particular hipercíclico).
�

2.5.3. Operadores de desplazamiento con pesos

En esta sección estudiaremos los operadores de desplazamiento con pesos, los cuales serán definidos sobre espacios
que llamaremos espacio de Fréchet (o de Banach) de sucesiones y utilizaremos en el capítulo 4 para probar la existencia
de operadores mixing en espacios de Banach separables de dimensión infinita. Nuestro objetivo será dar condiciones
necesarias, y/o suficientes para determinar cuándo el operador de desplazamiento B : X −→ X es mixing para todo X
espacio de Fréchet (respectivamente Banach) de sucesiones.

Además , dada w = (wn) ⊂ R>0 y X un espacio de Fréchet (respectivamente de Banach) de sucesiones, definiremos
el operador de desplazamiento con pesos Bw : X −→ X y un espacio de manera tal que al considerar el operador B
definido sobre tal espacio, B y Bw serán quasiconjugados. De esta manera todas las propiedades que se preserven por
quasiconjugación para B, tales como ser hipercíclico, débil mixing, mixing o D-caótico, también serán válidas para Bw.

Comenzaremos con algunas definiciones.

Definición 2.5.11. Sea ω = KN (K = R o C), diremos que X ⊂ ω es un espacio de Fréchet (respectivamente de Banach)
de sucesiones si X es un espacio de Fréchet (respectivamente de Banach) de manera tal que la inclusión i : X ↪→ ω es
continua.

Observemos que si para cada k ∈ N consideramos la k-ésima proyección πk : ω −→ K dada por

πk ((xn)n∈N) = xk

para toda (xn)n∈N ∈ ω, por el Ejemplo A.1.18 sabemos que πk : ω −→ K es continua. Luego como i : X ↪→ ω es continua,
entonces e∗k = πk ◦ i es continua por ser composición de continuas. Así, e∗k : X −→ K es continua para todo k ∈ N.

Definición 2.5.12. Sea X un espacio de Fréchet de sucesiones y w = (wn)n∈N ⊂ K r {0} . Si (wn+1xn+1)n∈N ∈ X para toda
(xn)n∈N ∈ X, definimos el desplazamiento con pesos Bw : X −→ X por

Bw ((xn)n∈N) = (wn+1xn+1)n∈N.

A la sucesión w = (wn)n∈N se la llama sucesión de pesos y como podemos observar, el valor de w1 es irrelevante en la
definición de Bw.
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A continuación, veremos que Bw : X −→ X es un operador para toda (wn)n∈N sucesión de pesos.

Proposición 2.5.13. Sea X un espacio de Fréchet de sucesiones y w = (wn)n∈N ⊂ K r {0} , entonces Bw : X −→ X es un
operador. Es decir, si Bw está bien definida, entonces es continua.

Demostración. Veamos que Graf(Bw) = {(x, Bw(x)) , x ∈ X} ⊂ X × X es cerrado.
Sea

(
x(n)

)
n∈N
⊂ X tal que x(n) −→

n→∞
x y Bw

(
x(n)

)
−→
n→∞

y en X, queremos ver que y = Bw(x), es decir, queremos ver que
yk = wk+1xk+1 para todo k ∈ N. En efecto, dado k ∈ N, como e∗k : X −→ K y e∗k+1 : X −→ K son continuas, tenemos que
e∗k

(
x(n)

)
−→
n→∞

e∗k(x) y e∗k
(
Bw(x(n))

)
−→
n→∞

e∗k(y) en K, es decir, x(n)
k −→n→∞

xk y wk+1x(n)
k+1 −→n→∞

yk en K. Además, x(n)
k+1 −→n→∞

xk+1 y
por unicidad del límite se deduce que yk = wk+1xk+1.

Luego por el Teorema del gráfico cerrado (ver Teorema A.1.27) tenemos que Bw : X −→ X es un operador.
�

Recordemos que nuestro objetivo es dar condiciones para garantizar que B sea mixing (en particular hipercíclico). Por
lo tanto daremos inicialmente condiciones que nos permitan garantizar la hiperciclicidad de B.

Previamente daremos la definición de base en un espacio de Fréchet y probaremos un lema.

Definición 2.5.14. Sea X un espacio de Fréchet, diremos que (xn)n∈N ⊂ X es una base si cada x ∈ X se puede escribir de
manera única en la forma

x =

∞∑
n=1

anxn,

con an ∈ K para todo n ∈ N.

Lema 2.5.15. Sean X un espacio métrico, (vn)n∈N ⊂ X y v ∈ X. Si (nk)k∈N ⊂ N es una sucesión estrictamente creciente tal
que vnk− j −→

k→∞
v para todo j ∈ N, entonces existe una sucesión (mk)k∈N ⊂ N estrictamente creciente tal que vmk+ j −→

k→∞
v

para todo j ∈ N.

Demostración. Sea d la métrica de X. Dado k ∈ N, por hipótesis existe Nk ≥ k + 2 tal que d
(
vNk− j, v

)
<

1
k

para todo
1 ≤ j ≤ k. Para cada k ∈ N, definimos mk = Nk − k − 1, entonces tomando una subsucesión si fuera necesario, podemos
suponer sin pérdida de generalidad que (mk)k∈N es estrictamente creciente.

Luego dados k ∈ N y 1 ≤ j ≤ k, como mk + k + 1 = Nk, tenemos que d
(
vmk+k+1− j, v

)
<

1
k
, de donde d

(
vmk+ j, v

)
<

1
k

y
se deduce que vmk+ j −→

k→∞
v.

�

En lo que sigue, para cada n ∈ N notaremos por en al n-ésimo vector canónico.

Teorema 2.5.16. Sea X un espacio Fréchet de sucesiones en el que (en)n∈N ⊂ X es una base y B : X −→ X el operador de
desplazamiento, entonces son equivalentes :

i. B es hipercíclico.

ii. B es débil mixing.

iii. Existe una subsucesión (enk )k∈N tal que enk −→k→∞
0 en X.

Demostración. i. ⇒ iii. Supongamos que B es hipercíclico y sea (ρk)k∈N una sucesión de seminormas que inducen la
topología de X. Consideremos ‖·‖ la F-norma dada por

‖x‖ =

∞∑
n=1

1
2n mı́n {1, ρn(x)} , x ∈ X.

Dados N ∈ N y ε > 0, basta ver que existe n ≥ N tal que ‖en‖ < ε.
En efecto, dado x = (xn)n∈N ∈ X, como (en)n∈N es base podemos escribir x de manera única en la forma

x =

∞∑
n=1

xnen.
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Para cada n ∈ N consideramos Tn : X −→ X definido por

Tn(x) = xnen.

Como el funcional coordenada e∗n es continuo, entonces Tn es un operador. Sea x ∈ X, entonces {Tn(x), n ∈ N} =

{xnen, n ∈ N} es acotado, ya que xnen −→
n→∞

0.
De esta manera, tenemos operadores Tn : X −→ X tales que {Tn(x), n ∈ N} es acotado para cada x ∈ X, luego por

el Teorema de Banach-Steinhaus (ver Teorema A.1.28) tenemos que (Tn)n∈N es equicontinuo. En particular, si tomamos

W = B
(
0,
ε

2

)
entorno de 0, existe δ > 0 tal que

Tn (BX(0, δ)) ⊂ BX

(
0,
ε

2

)
(2.2)

para todo n ∈ N. Por otro lado, como e∗1 : X −→ K es continua, existe η > 0 tal que

e∗1 (BX(0, η)) ⊂ BK

(
0,

1
2

)
. (2.3)

Veamos que existen x ∈ BX(0, δ) y n ≥ N tales que Bn−1(x) ∈ BX(e1, η).
Como B es hipercíclico, si x0 ∈ X es vector hipercíclico para B, existe k ∈ N0 tal que Bk(x0) ∈ B−1 (BX(0, δ)) . Sean

x1 = Bk(x0) y V = BX(e1, η) r
{
x1, B(x1), . . . , BN−1(x1)

}
abierto en X no vacío, entonces como x1 es hipercíclico, existe

n ∈ N0 tal que Bn(x1) ∈ V. Luego como Bi(x1) < V para todo 0 ≤ i ≤ N − 1, entonces n ≥ N es tal que Bn(x1) ∈ BX(e1, η).
Así, si tomamos x = B(x1), entonces x ∈ BX(0, δ) y Bn−1(x) = Bn(x1) ∈ BX(e1, η).

Como Bn−1(x) − e1 = (xn − 1, xn+1, xn+2, . . .), por (2.2) y (2.3)

‖Tn(x)‖ <
ε

2
y

∣∣∣∣e∗1 (
Bn−1(x) − e1

)∣∣∣∣ ≤ 1
2
,

es decir,

‖xnen‖ <
ε

2
y |xn − 1| ≤

1
2
.

Luego, |1 − xn| ≤
1
2
≤ |xn|, es decir,

∣∣∣x−1
n − 1

∣∣∣ =

∣∣∣∣∣1 − xn

xn

∣∣∣∣∣ ≤ 1.

Así, de la Proposición A.1.13 se tiene que
∥∥∥(x−1

n − 1)xnen

∥∥∥ ≤ ‖xnen‖ <
ε

2
, y se deduce que

‖en‖ =
∥∥∥(x−1

n − 1)xnen + xnen

∥∥∥ ≤ ∥∥∥(x−1
n − 1)xnen

∥∥∥ + ‖xnen‖ < ε.

iii.⇒ ii. Para ver que B es débil mixing utilizaremos el Criterio de hiperciclicidad.
Consideremos X0 = Y0 = {(x1, . . . , xN , 0, 0, . . .),N ∈ N} densos en X. Sea F : X −→ X definida por

F(x1, x2, . . .) = (0, x1, x2, . . .)

para todo (x1, x2, . . .) ∈ X, y para cada n ∈ N sea S n = (F|Y0 )n : Y0 −→ X. Sean x = (x1, . . . , xN , 0, 0, . . .) ∈ X0 e
y = (y1, . . . , yN , 0, 0, . . .) ∈ Y0, para todo n ∈ N se tiene que

Bn(x) = (xn+1, xn+2, . . .) y S n(y) = Fn(y) = (0, . . . , 0︸  ︷︷  ︸
n

, y1, . . . , yN , 0, 0, . . .).

Entonces Bn(x) = 0 y Bn (S n(y)) = y para todo n ≥ N, con lo cual se deduce que Bn(x) −→
n→∞

0 y Bn (S n(y)) −→
n→∞

y.
Por otro lado, por hipótesis sabemos que existe una subsucesión (enk )k∈N tal que enk −→k→∞

0, entonces dado j ∈ N, como

B j(en) = en− j para todo n > j y B es continua tenemos que enk− j = B j(enk ) −→k→∞
0.

Además, como (nk)k∈N es una sucesión estrictamente creciente, por el Lema 2.5.15 existe (mk)k∈N ⊂ N estríctamente
creciente tal que emk+ j −→

k→∞
0 para todo k ∈ N.

Luego, como S n(e j) = Fn(e j) = en+ j para todo j, n ∈ N, entonces S mk (e j) = emk+ j para todo j, k ∈ N.
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Así, como y =

N∑
j=1

y je j, tenemos que

S mk (y) =

N∑
j=1

y jS mk (e j) =

N∑
j=1

y jemk+ j −→
k→∞

0,

entonces por el Criterio de hiperciclicidad, B es débil mixing.
ii.⇒ i. Vale por definición.

�

A continuación , utilizando un argumento similar al del teorema anterior, pero esta vez con el criterio de Kitai, daremos
una condición para determinar los casos en que B resulta un operador mixing.

Teorema 2.5.17. Sea X un espacio de Fréchet de sucesiones tal que (en)n∈N ⊂ X es una base y B : X −→ X el operador
de desplazamiento. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes :

i. B es mixing.

ii. en −→
n→∞

0 en X.

Demostración. i. ⇒ ii. Sea ‖·‖ una F-norma que induce la topología de X. Dado ε > 0, utilizando un razonamiento
análogo a la demostración de i.⇒ iii. del Teorema 2.5.16, existen δ > 0 y η > 0 tales que :

• ‖xnen‖ <
ε

2
para todo x =

∞∑
k=1

xkek ∈ B(0, δ), n ∈ N.

• |x1| ≤
1
2

para todo x ∈ B(0, η).

Entonces, como B es mixing existe N ∈ N tal que Bn−1 (B(0, δ)) ∩ B(0, η) , ∅ para todo n ≥ N. Luego, procediendo
análogamente a iii.⇒ i. del Teorema 2.5.16, tenemos que ‖en‖ < ε para todo n ≥ N, con lo cual en −→

n→∞
0.

ii. ⇒ i. Razonando de manera análoga a la demostración de iii. ⇒ ii. del teorema anterior, consideremos X0 = Y0 =

{(x1, . . . , xN , 0, 0, . . .),N ∈ N} y S : X −→ X definido por

S (x1, x2, . . .) = (0, x1, x2, . . .)

para todo (x1, x2, . . .) ∈ X. Entonces dados x =

N∑
j=1

x je j ∈ X0 e y =

N∑
j=1

y je j ∈ Y0, se tiene Bn(x) −→
n→∞

0 y B (S (y)) = y.

Además, por hipótesis se tiene que S n(el) = en+l−→
n→∞

0 para todo l ∈ N, con lo cual en particular S n(e j) −→
n→∞

0 para todo

1 ≤ j ≤ N. Luego S n(y) =

N∑
j=1

y jS n(e j) −→
n→∞

0 y por el criterio de Kitai concluimos que B es mixing.

�

Ejemplo 2.5.18. Consideremos B : ω −→ ω, veamos que es un operador mixing.

Observemos que la serie
∞∑

n=1

anen converge para toda (an)n∈N ⊂ K, ya que ρk

 ∞∑
n=N+1

anen

 = 0 para todo k ≤ N. En

particular, tenemos que
∞∑

n=1

en converge y entonces en −→
n→∞

0, luego por el Teorema 2.5.17, B resulta mixing.

A continuación, dada w = (wn)n∈N ∈ K r {0} , definiremos una sucesión v = (vn)n∈N y un espacio Xv de manera tal que
B y Bw sean quasiconjugados.

Proposición 2.5.19. Sea X un espacio de Fréchet de sucesiones con base (en)n∈N y sea w = (wn)n∈N ⊂ K r {0} . Entonces
existen v = (vn)n∈N ∈ K r {0} y un espacio Fréchet de sucesiones Xv tales que B : Xv −→ Xv y Bw : X −→ X son
quasiconjugados.
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Demostración. Para cada n ∈ N, sea vn =

 n∏
k=1

wk

−1

. Consideremos Xv =
{
(xn)n∈N tal que (xnvn)n∈N ∈ X

}
y φv : Xv −→ X

definida por
φv ((xn)n∈N) = (xnvn)n∈N

para toda (xn)n∈N ∈ Xv. Por definición de Xv, es claro que φ está bien definida. Además, φv es un isomorfismo de espacios
vectoriales con inversa φ−1

v : X −→ Xv dada por

φ−1
v ((yn)n∈N) = (ynv−1

n )n∈N

para toda (yn)n∈N ∈ X. Dotamos a Xv con la topología inducida por φv, es decir, la topología dada por

τv =
{
U ⊂ Xv tales que φv(U) ⊂ X es abierto

}
.

De esta manera, es claro que al ser X un espacio Fréchet de sucesiones, Xv también lo es. Más aún, como φv(e j) = v je j

para todo j ∈ N, (en)n∈N también es base de Xv.

Veamos que

Xv
B
−→ Xv

φv ↓ ↓ φv

X −→
Bw

X

conmuta, es decir, φv ◦ B = Bw ◦ φv. En efecto, por un lado, si (xn)n∈N ∈ Xv, entonces

φv (B(xn)n∈N) = φv ((xn+1)n∈N) = (xn+1vn)n∈N.

Por otro lado, como wn+1vn+1 = vn para todo n ∈ N, entonces

Bw (φv(xn)n∈N) = Bw ((xnvn)n∈N) = (wn+1xn+1vn+1)n∈N = (xn+1vn)n∈N.

Luego tenemos que φv ◦ B = Bw ◦ φv.

Además, por la forma en que definimos la topología en Xv, es claro que φv es un homeomorfismo entre X y Xv. Así, B
y Bw son conjugados vía φv y en particular son quasiconjugados vía φv.

�

Tenemos entonces el siguiente teorema.

Teorema 2.5.20. Sea X un espacio Fréchet de sucesiones y (wn)n∈N ⊂ K r {0}, con base (en)n∈N ⊂ X. Si Bw : X −→ X es
el operador de desplazamiento con pesos, entonces :

a. Las siguientes afrirmacones son equivalentes :

i. Bw es hipercíclico.

ii. Bw es débil mixing.

iii. Existe (nk)k∈N ⊂ N estrictamente creciente tal que

 nk∏
j=1

w j

−1

enk −→k→∞
0 en X.

b. Las siguientes afirmaciones son equivalentes :

i. Bw es mixing.

ii. (en)n∈N ⊂ X es tal que

 n∏
j=1

w j

−1

en −→
n→∞

0 en X.

Para finalizar este capítulo, como corolario del teorema anterior, veremos un ejemplo de un operador débil mixing que
no es mixing.
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Ejemplo 2.5.21. (débil mixing ; mixing) Sea w =

(
1, 2,

1
2
, 2, 2,

1
2
,

1
2
,

1
2
, 2, 2, 2,

1
2
,

1
2
,

1
2
, . . .

)
, es decir, w = (w j) j∈N ⊂

K r {0} tal que si k ≥ 1, entonces

w j =

2 si 2k ≤ j < 2k + 2k−1

1
2

si 2k + 2k−1 ≤ j < 2k+1
.

Entonces, dado k ∈ N tenemos que
2k−1∏
j=1

w j = 1 y
2k+2k−1−1∏

j=1

w j = 22k−1
.

Consideremos Bw : c0 −→ c0 y (nk)k∈N definida por nk = 2k + 2k−1 − 1 para todo k ∈ N, entonces n∏
j=1

w j

−1

en 9
n→∞

0 y

 nk∏
j=1

w j

−1

enk −→n→∞
0.

Luego por el teorema anterior tenemos que Bw es débil mixing, pero no es mixing. Además, Bw satisface las hipótesis del
criterio de Gethner-Shapiro, y al no ser mixing, no satisface las del criterio de Kitai.





Capítulo 3

Órbitas de polinomios homogéneos

En los capítulos anteriores hemos estudiado, entre otras cosas, órbitas de funciones definidas sobre espacios métricos
y en particular sobre espacios de Banach y de Fréchet. En este capítulo estudiaremos órbitas de polinomios homogéneos,
los cuales serán definidos sobre espacios de Banach y de Fréchet. Dividiremos el capítulo en dos secciones. En la primera
sección nos concentraremos en el caso de polinomios definidos en espacios de Banach. Normalmente el concepto de
caos está relacionado con sistemas dinámicos no lineales. Como vimos en el capítulo anterior, en espacios de Banach
de dimensión infinita sí puede haber operadores lineales D-caóticos. Sorprendentemente, al pasar al caso de polinomos
homogéneos de grado mayor o igual que 2 esto no sucede. De hecho veremos que no existen polinomios hipercíclicos
homogéneos en espacios de Banach. Sin embargo, veremos que siempre existen polinomios homogéneos supercíclicos. En
la segunda sección veremos que no sucede lo mismo sobre espacios de Fréchet que no son de Banach, ya que mostraremos
un ejemplo de un polinomio d-homogéneo D-caótico (en particular hipercíclico) sobre ω = CN para todo d ≥ 2.

3.1. Órbitas de polinomios homogéneos sobre espacios de Banach

En 1969, Rolewicz [44] se preguntó si dado un espacio de Banach X de dimensión infinita existe un operador lineal T :
X −→ X hipercíclico. En 1992, Herzog [30] demostró que dado un espacio de Banach X separable de dimensión infinita,
existe un operador T : X −→ X supercíclico. Algunos años más tarde Ansari [2] y Bernal-González [11] respondieron a
la pregunta de Rolewicz en forma afirmativa. Luego Bonet y Peris [17] extendieron este resultado a espacios de Fréchet
separables de dimensión infinita. En esta sección veremos que no existen polinomios homogéneos hipercíclicos de grado
d ≥ 2 en espacios de Banach (Proposición 3.1.3), pero sí polinomios supercíclicos (Teorema 3.1.4). Finalizaremos la
sección con algunos ejemplos, mostrando comportamientos de órbitas de polinomios homogéneos. Todos los resultados
son debidos a Bernardes [12]. Comenzaremos dando la definición de un polinomio sobre un espacio de Fréchet.

Definición 3.1.1. Sean X e Y espacios de Fréchet, d ∈ N0 y Q : X −→ Y una función. Si d ∈ N, diremos que Q : X −→ Y
es un polinomio d-homogéneo si existe A : X × (d). . . × X −→ Y multilineal y continua tal que

Q(x) = A(x, . . . , x)

para todo x ∈ X. Si d = 0, diremos que Q es un polinomio 0-homogéneo si existe y0 ∈ Y tal que Q(x) = y0 para todo
x ∈ X. Notaremos al conjunto de polinomios continuos d-homogéneos por P(dX,Y).

Por último, dado d ∈ N0, diremos que P : X −→ Y es un polinomio continuo de grado d si podemos escribir P en la
forma

P(x) =

d∑
m=0

Qm,

donde Qm : X −→ Y es un polinomio m-homogéneo para cada 0 ≤ m ≤ d.

Definición 3.1.2. Sean X e Y espacios de Banach. Dado P ∈ P(dX,Y), definimos la norma de P en la forma

‖P‖P(d X,Y) = sup
{
‖P(x)‖Y , x ∈ B(0, 1)

}
= sup {‖P(x)‖Y , x ∈ ∂B(0, 1)} .

51
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Por definición de ‖·‖P(d X,X), es fácil probar que P ∈ P(dX, X) si y sólo si P es acotado (ver por ejemplo [24]). Además,
observemos que por definición, un polinomio 1-homogéneo es un operador. Como nos interesará estudiar las órbitas de
los polinomios homogéneos, en lo que sigue trabajaremos con polinomios P : X −→ X, donde X es un espacio de Banach
separable sobre C de dimensión infinita. En el caso en el que sea claro el espacio subyacente X en cuestión, notaremos
por ‖P‖ = ‖P‖P(d X,X) .

Veremos a continuación que no existen polinomios d-homogéneos hipercíclicos para todo d ≥ 2.

Proposición 3.1.3. Sean X un espacio de Banach, d ≥ 2 y P : X −→ X es un polinomio d-homogéneo. Entonces P no es
hipercíclico.

Demostración. Supongamos que P es hipercíclico, entonces existe x ∈ X vector hipercíclico para P. Además, observemos
que P(0) = 0, con lo cual 0 no es vector hipercíclico y tenemos que x , 0.

Al ser P un polinomio d-homogéneo, existe A : X × (d). . .× X −→ X multilineal continua tal que P(y) = A(y, . . . , y) para
todo y ∈ X. Veamos que

∥∥∥Pi(x)
∥∥∥ ≤ ‖P‖1+d+...+di−1

‖x‖d
i
para todo i ∈ N.

Observemos que dado λ ∈ C, tenemos que

P(λx) = A(λx, . . . , λx) = λdA(x, . . . , x) = λdP(x).

Si i = 1 y λ =
1
‖x‖

, tenemos que
(

1
‖x‖

)d

‖P(x)‖ =

∥∥∥∥∥∥P
(

x
‖x‖

)∥∥∥∥∥∥ ≤ ‖P‖ , con lo cual ‖P(x)‖ ≤ ‖P‖ ‖x‖d .

Sea i > 1 y supongamos que
∥∥∥Pl(x)

∥∥∥ ≤ ‖P‖1+d+...+dl−1
‖x‖d

l
para todo 1 ≤ l ≤ i − 1, entonces∥∥∥Pi(x)

∥∥∥ =
∥∥∥∥P

(
Pi−1(x)

)∥∥∥∥ ≤ ‖P‖ ∥∥∥Pi−1(x)
∥∥∥d
≤ ‖P‖

(
‖P‖1+d+...+di−2)d

‖x‖d
i−1d ≤ ‖P‖1+d+...+di−1

‖x‖d .

Observemos que dado i ∈ N tenemos que 1 + d + . . . + di−1 =
di − 1
d − 1

, luego

∥∥∥Pi(x)
∥∥∥ ≤ ‖P‖ di−1

d−1 ‖x‖d
i
. (3.1)

Como Orb(P, x) ⊂ X es densa, si r = mı́n

1,
1

‖P‖
1

d−1

 , entonces Orb(P, x) ∩ B(0, r) , ∅.

Sea entonces k ∈ N0 tal que Pk(x) ∈ B(0, r), veamos que P j+k(x) ∈ B(0, r) para todo j ∈ N0.

Si ‖P‖ ≤ 1, entonces 1 ≤
1

‖P‖
1

d−1

y por lo tanto r = 1, luego por (3.1), dado j ∈ N0 tenemos que

∥∥∥P j+k(x)
∥∥∥ =

∥∥∥∥P j
(
Pk(x)

)∥∥∥∥ ≤ ‖P‖ d j−1
d−1

∥∥∥Pk(x)
∥∥∥d j

< r,

con lo cual P j+k(x) ∈ B(0, r).

Si ‖P‖ > 1, entonces
1

‖P‖
1

d−1

< 1 y r =
1

‖P‖
1

d−1

. Luego por (3.1), dado j ∈ N0 tenemos que

∥∥∥P j+k(x)
∥∥∥ =

∥∥∥∥P j
(
Pk(x)

)∥∥∥∥ ≤ ∥∥∥P j
∥∥∥ ∥∥∥Pk(x)

∥∥∥d j

< ‖P‖
d j−1
d−1 −

d j
d−1 =

1

‖P‖
1

d−1

= r.

Así, P j+k(x) ∈ B(0, r) para todo j ∈ N0, de donde deducimos que existe R > 0 tal que Orb(P, x) ⊂ B(0,R). Por lo tanto
Orb(P, x) ⊂ B(0,R) ( X, lo cual es absurdo ya que x era vector hipercíclico de P. Luego P no es hipercíclico.

�

Sin embargo, a continuación veremos que existe P ∈ P(dX, X) supercíclico para todo d ≥ 2.

Teorema 3.1.4. Sea X un espacio de Banach separable de dimensión infinita y d ≥ 2, entonces existe P ∈ P(dX, X)
supercíclico.
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Demostración. Por el Teorema de Markushevich (ver Teorema A.2.6), existe
{
(bn, b∗n)

}
n∈N ⊂ X×X∗ una M-base numerable

para X, es decir, {bn}
∞
n=1 ⊂ X y

{
b∗n

}∞
n=1 ⊂ X∗ tales que X =

〈
{bn}

∞
n=1

〉‖·‖
, X∗ =

〈{
b∗n

}∞
n=1

〉ω∗
y b∗n(bm) = δnm para todo n,m ∈ N

(ver Definición A.2.3). Sin pérdida de generalidad podemos suponer que ‖bn‖ = 1 para todo n ∈ N. Consideremos
Y =

〈
{bn}

∞
n=1

〉
⊂ X denso, la idea será definir primero P en Y y luego extenderlo a X usando la densidad de Y en X. Sea

entonces P : Y −→ Y definido por

P(x) =
x1 . . . xd

2c1
b1 +

xd+1 . . . x2d

22c2
b2 +

x2d+1 . . . x3d

23c3
b3 + . . .

para x =

∞∑
j=1

xibi ∈ Y , donde xi = 0 salvo finitos i y cn está definido por

cn =
∥∥∥b∗(n−1)d+1

∥∥∥ ∥∥∥b∗(n−1)d+2

∥∥∥ . . . ∥∥∥b∗nd

∥∥∥ =

d∏
j=1

∥∥∥b∗(n−1)d+ j

∥∥∥
para todo n ∈ N. Observemos que al ser b∗n(bm) = δnm para todo n,m ∈ N, podemos escribir

P(x) =
b∗1(x) . . . b∗d(x)

2c1
b1 +

b∗d+1(x) . . . b∗2d(x)
22c2

b2 +
b∗2d+1(x) . . . b∗3d(x)

23c3
b3 + . . .

para todo x ∈ X, con lo cual utilizaremos una escritura u otra según nos convenga. Es claro que P : Y −→ Y está bien
definido, veamos que P es un polinomio de grado d tal que P ∈ P(dY,Y) y ‖P‖ ≤ 1. En efecto, sea A : Y × (d). . . × Y −→ Y
definida por

A(z1, . . . , zd) =
b∗1(z1) . . . b∗d(zd)

2c1
b1 +

b∗d+1(z1) . . . b∗2d(zd)
22c2

b2 +
b∗2d+1(z1) . . . b∗3d(zd)

23c3
b3 + . . .

para todo (z1, . . . , zd) ∈ Y × (d). . . × Y. Entonces como b∗n es lineal para todo n ∈ N se deduce que A es multilineal. Además,
A(x, . . . , x) = P(x) para todo x ∈ Y . Veamos ahora que ‖P‖ ≤ 1.

Sea x ∈ Y tal que ‖x‖ ≤ 1, queremos ver que ‖P(x)‖ ≤ 1. Recordando que ‖bn‖ = 1 y la definición de cn para cada
n ∈ N tenemos que

‖P(x)‖ ≤

∥∥∥b∗1(x)
∥∥∥ . . . ∥∥∥b∗d(x)

∥∥∥
2c1

‖b1‖ +

∥∥∥b∗d+1(x)
∥∥∥ . . . ∥∥∥b∗2d(x)

∥∥∥
22c2

‖b2‖ +

∥∥∥b∗2d+1(x)
∥∥∥ . . . ∥∥∥b∗3d(x)

∥∥∥
23c3

‖b3‖ + . . .

≤

c1︷         ︸︸         ︷∥∥∥b∗1
∥∥∥ . . . ∥∥∥b∗d

∥∥∥ ‖x‖d
2c1

+

c2︷             ︸︸             ︷∥∥∥b∗d+1

∥∥∥ . . . ∥∥∥b∗2d

∥∥∥ ‖x‖d
22c2

+

c3︷              ︸︸              ︷∥∥∥b∗2d+1

∥∥∥ . . . ∥∥∥b∗3d

∥∥∥ ‖x‖d
23c3

+ . . .

≤

∞∑
j=1

(
1
2

) j

= 1,

luego ‖P(x)‖ ≤ 1 y por lo tanto P es un polinomio d-homogéneo y ‖P‖ ≤ 1. Al ser Y denso en X, podemos extender P
de manera única a un polinomio de X en X, el cual también llamaremos P, de manera tal que P ∈ P(dX, X) y ‖P‖ ≤ 1.
Como queremos hallar un vector supercíclico para P, debemos hallar la expresión de Pn para todo n ∈ N, para lo cual la
idea será utilizar una notación adecuada para las constantes que aparecerán en los denominadores de cada sumando de Pn

para todo n ∈ N. Entonces, dado x =

∞∑
j=1

xibi ∈ Y, si para cada i ∈ N denotamos por c1,i al denominador que aparece en el

i-ésimo sumando de P1, podemos escribir P1(x) en la forma

P1(x) =
x1 . . . xd

c1,1
b1 +

xd+1 . . . x2d

c1,2
b2 +

x2d+1 . . . x3d

c1,3
b3 + . . .

Análogamente si para cada i ∈ N denotamos por c2,i al denominador que aparece en el i-ésimo sumando en la expresión
de P2, tenemos que

P2(x) = P(P(x)) = P
(

x1 . . . xd

c1,1
b1 +

xd+1 . . . x2d

c1,2
b2 +

x2d+1 . . . x3d

c1,3
b3 + . . .

)
=

x1 . . . xd2

c2,1
b1 +

xd2+1 . . . x2d2

c2,2
b2 +

x2d2+1 . . . x3d2

c2,3
b3 + . . .
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En general, dado l ∈ N, si para cada i ∈ N denotamos por cl,i al denominador que aparece en el i-ésimo sumando en la
expresión de Pl, razonando inductivamente tenemos que

Pl(x) = Pl

 ∞∑
i=1

xibi

 =
x1 . . . xdl

cl,1
b1 +

xdl+1 . . . x2dl

cl,2
b2 +

x2dl+1 . . . x3dl

cl,3
b3 + . . . (3.2)

Ahora bien, como Y ⊂ X y X es separable , existe (rn)n∈N ⊂ Y denso numerable, es decir, podemos escribir Y =

{rn, n ∈ N} (donde consideramos la clausura con la topología de subespacio). Observemos que para cada n ∈ N, rn ∈ Y =〈
{bi}

∞
i=1

〉
, entonces podemos escribir rn =

∞∑
i=1

an,ibi, donde an,i = 0 salvo finitos i. Podemos suponer entonces que para

cada n ∈ N, rn es de la forma

rn = an,1b1 + . . . + an,dmn bdmn =

dmn∑
i=1

an,ibi,

con an,i , 0 para todo 1 ≤ i ≤ dmn . La idea para hallar el vector supercíclico será construir una sucesión (zn)n∈N ⊂ X
convergente con ciertas características, las cuales nos permitirán demostrar que su límite y ∈ X es el vector supercíclico
buscado. Más precisamente, construiremos sucesiones (zn)n∈N ⊂ X y (λn)n∈N ⊂ R>0 tales que :

i. ‖zn‖ ≤
1
2n para todo n ∈ N.

ii. Si n ∈ N,
∥∥∥Pm1+...+m j−1+ j(zn)

∥∥∥ ≤ λ j

2n para todo 1 ≤ j < n.

iii. Pm1+...+mn−1+n(z1 + . . . + zn) = λnrn para todo n ∈ N.
Observemos que al ser ‖P‖ ≤ 1, para todo x ∈ X y todo j ∈ N tenemos que

∥∥∥P j(x)
∥∥∥ ≤ ‖x‖d j

.

Por otro lado, sabemos que si x =

∞∑
i=1

yibi, dados i ∈ N y n ∈ N, el i-ésimo sumando de Pn(x) es

y(i−1)dn+1 . . . yidn

cn,i
bi =

dn∏
j=1

y(i−1)dn+ j

cn,i
bi.

Luego si definimos z1 = y1b1 + . . . + ydm1+1 bdm1+1 , podemos escribir z1 =

∞∑
i=1

yibi con yi = 0 para todo i > dm1+1 y

entonces

P(z1) = P(y1b1 + . . . + ydm1+1 bdm1+1 ) =
y1 . . . yd

c1,1
b1 +

yd+1 . . . y2d

c1,2
b2 + . . . +

y(dm1−1)d+1 . . . ydm1 d

c1,dm1

bdm1 .

Sean y1, . . . , ydm1+1 ∈ K y λ1 > 0 tales que ‖z1‖ ≤
1
2

y
y(i−1)d+1 . . . yid

c1,i
= λ1a1,i para todo 1 ≤ i ≤ dm1+1, entonces

P(z1) =
y1 . . . yd

c1,1
b1 +

yd+1 . . . y2d

c1,2
b2 + . . . +

y(dm1−1)d+1 . . . ydm1 d

c1,dm1

bdm1

= λ1a1,1b1 + λ1a1,2b2 + . . . + λ1a1,dm1 bdm1

= λ1(a1,1b1 + . . . + a1,dm1 bdm1︸                        ︷︷                        ︸
r1

) = λ1r1.

Luego z1 = y1b1 + . . . + ydm1+1 bdm1+1 es tal que ‖z1‖ ≤
1
2

y P(z1) = λ1r1.

Sea z2 = ydm1+1+1bdm1+1+1 + . . . + ydm1+m2+2 bdm1+m2+2 , entonces

Pm1+2(z1 + z2) = Pm1+2(y1b1 + . . . + ydm1+1 bdm1+1 + ydm1+1+1bdm1+1+1 + . . . + ydm1+m2+2 bdm1+m2+2 ).

Escribamos Pm1+2(z1 + z2) = e1b1 + . . . + edm2 bdm2 con ei =
y(i−1)dm1+2+1...yidm1+2

cm1+2,i
para todo 1 ≤ i ≤ dm2 y consideremos

ydm1 +1, . . . , ydm2 ∈ K y λ2 > 0 tales que

‖z2‖ ≤ mı́n

 1
22 ,

(
λ1

22

) 1
d

 y ei = λ2a2,i
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para todo 1 ≤ i ≤ dm2 . Luego tenemos que

‖z2‖ ≤
1
22 y Pm1+2(z1 + z2) = e1b1 + . . . + edm2 bdm2 = λ2(a2,1b1 + . . . + a2,dm2 bdm2︸                        ︷︷                        ︸)

r2

= λ2r2.

Así, construimos z2 = ydm1 +1bdm1 +1 + . . . + ydm1+m2+2 bdm1+m2+2 tal que

‖z2‖ ≤
1
22 , ‖P(z2)‖ ≤

λ1

22 y Pm1+2(z1 + z2) = λ2r2.

En general , dado n ∈ N definimos

zn = ydm1+...+mn−1+n−1+1bdm1+...+mn−1+n−1+1 + . . . + ydm1+...+mn+n bdm1+...+mn+n ,

donde para todo dm1+...+mn−1+n−1 + 1 ≤ i ≤ dm1+...+mn+n elegimos λi > 0 e yi ∈ K tales que

‖zn‖ ≤ mı́n
1≤ j<n

 1
2n ,

(
λ j

2n

)d
1

m1+...+m j−1+ j
 y Pm1+...+mn−1+n(z1 + . . . + zn) = λnrn.

Entonces si 1 ≤ j < n, tenemos que

∥∥∥Pm1+...+m j−1+ j(zn)
∥∥∥ ≤ ‖zn‖

dm1+...+m j−1+ j

≤


(
λ j

2n

)d
1

m1+...+m j−1+ j


dm1+...+m j−1+ j

=
λ j

2n .

De esta manera, construimos sucesiones (zn)n∈N ⊂ X y (λn)n∈N ⊂ R>0 tales que :

i. ‖zn‖ ≤
1
2n para todo n ∈ N.

ii. Si n ∈ N,
∥∥∥Pm1+...+m j−1+ j(zn)

∥∥∥ ≤ λ j

2n para todo 1 ≤ j < n.

iii. Pm1+...+mn−1+n(z1 + . . . + zn) = λnrn para todo n ∈ N.

Observemos que de i. se deduce que
∞∑

n=1

zn converge. Sea entonces y =

∞∑
n=1

zn, queremos ver que y es supercíclico.

Vamos a ver que para todo n ∈ N,

Pm1+...+mn−1+n(y) = Pm1+...+mn−1+n(z1 + . . . + zn) +

∞∑
j=n+1

Pm1+...+mn−1+n(z j) (3.3)

Si vale (3.3), para cada n ∈ N se tiene que

∥∥∥∥∥ 1
λn

Pm1+...+mn−1+n(y) − rn

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
1
λn


λnrn︷                            ︸︸                            ︷

Pm1+...+mn−1+n(z1 + . . . + zn) +

∞∑
j=n+1

Pm1+...+mn−1+n(z j)

 − rn

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥∥∥∥ 1
λn

∞∑
j=n+1

Pm1+...+mn−1+n(z j)

∥∥∥∥∥∥∥∥ ≤ 1
λn

∞∑
j=n+1

∥∥∥Pm1+...+mn−1+n(z j)
∥∥∥

≤

∞∑
j=n+1

1
2 j −→n→∞

0,

de donde
1
λn

Pm1+...+mn−1+n(y) − rn −→
n→∞

0.

Luego como {rn}
∞
n=1 es denso en X, deducimos que y es supercíclico.
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Entonces para terminar la demostración del teorema, veamos que vale (3.3). Sea n ∈ N, para probar (3.3) hallaremos

las expresiones de Pm1+...+mn−1+n(z1 + . . . + zn),
∞∑

j=n+1

Pm1+...+mn−1+n(z j) y Pm1+...+mn−1+n(y) por separado y luego veremos que

se satisface la igualdad. Si tomamos l = m1 + . . . + mn−1 + n, de (3.2) se deduce que

Pm1+...+mn−1+n

 ∞∑
i=1

zi

 =

∞∑
i=1

αibi y Pm1+...+mn−1+n(z1 + . . . + zn) =

dmn∑
i=1

αibi,

donde
αi =

y(i−1)dm1+...+mn−1+n+1 . . . yidm1+...+mn−1+n

cm1+...+mn−1+n,i

para todo i ∈ N. Dado j ∈ N, para hallar Pm1+...+mn−1+n(z j) consideremos k j definido por k j = dm1+...+m j+ j. Entonces si
j ≥ n + 1, podemos escribir k j = dm1+...+mn−1+ndmn+...+m j+ j−n, o equivalentemente

k j = kn−1dmn+...+m j+ j−n+1 (3.4)

Además, podemos escribir z j =

k j∑
s=k j−1+1

ysbs =

∞∑
s=1

x j
sbs, donde

x j
s =

ys si k j−1 + 1 ≤ s ≤ k j

0 en otro caso
.

Entonces de (3.2) resulta que

Pm1+...+mn−1+n(z j) = Pm1+...+mn−1+n

 ∞∑
s=1

x j
sbs

 =

∞∑
i=1

γ
j
i bi,

donde para cada i ∈ N,

γ
j
i =

x j
(i−1)dm1+...+mn−1+n+1 . . . x j

idm1+...+mn−1+n

cm1+...+mn−1+n,i
=

idkn−1∏
t=(i−1)dkn−1+1

x j
t

cm1+...+mn−1+n,i
.

Por otro lado, como x j
s = 0 si s < k j−1 + 1 o s > k j, tenemos que γ j

i = 0 para todo i ∈ N tal que

(i − 1)dkn−1 + 1 < k j−1 + 1 o idkn−1 > k j,

es decir,

i <
k j−1

dkn−1
+ 1 = dmn+...+m j−1+ j−1−n + 1 o i >

k j

dkn−1
= dmn+...+m j−1+m j+ j−n.

Luego si i < dmn+...+m j−1+ j−1−n + 1 o i > dmn+...+m j−1+m j+ j−n, entonces γ j
i = 0. Por lo tanto, si j ≥ n + 1 tenemos que

Pm1+...+mn−1+n(z j) =

dmn+...+m j−1+m j+ j−n∑
i=dmn+...+m j−1+ j−1−n

+1

γ
j
i bi.

Pero observemos que si j ≥ n + 1, αi = γ
j
i para todo dmn+...+m j−1+ j−1−n + 1 ≤ i ≤ dmn+...+m j−1+m j+ j−n, entonces tenemos

que

Pm1+...+mn−1+n(y) = Pm1+...+mn−1+n

 ∞∑
i=1

zi

 =

∞∑
i=1

αibi =

dmn∑
i=1

αibi +

dmn+mn+1+1∑
i=dmn +1

αibi +

dmn+mn+1+mn+2+2∑
i=dmn+mn+1+1+1

αibi + . . .

= Pm1+...+mn−1+n(z1 + . . . + zn) + Pm1+...+mn−1+n(zn+1) + Pm1+...+mn−1+n(zn+2) + . . .

= Pm1+...+mn−1+n(z1 + . . . + zn) +

∞∑
j=n+1

Pm1+...+mn−1+n(z j).
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Así, para cada n ∈ N se tiene que

Pm1+...+mn−1+n(y) = Pm1+...+mn−1+n(z1 + . . . + zn) +

∞∑
j=n+1

Pm1+...+mn−1+n(z j).

�

Para finalizar esta sección veremos algunos ejemplos que muestran en cierta forma la diferencia entre el comporta-
miento de las órbitas de los polinomios homogéneos y los operadores lineales. Bernardes [12], generalizando un resultado
de Beauzamy [10, Capítulo 3] probó que si T ∈ L(X) tiene radio espectral ρ(T ) > 1, entonces existe un conjunto D ⊂ X
denso tal que ‖T n(y)‖ −→

n→∞
+∞ para todo y ∈ D. Ahora bien, sería natural preguntarse si este tipo de resultado será válido

para un polinomio P ∈ P(dX, X) si d ≥ 2, es decir, si tenemos un polinomio P ∈ P(dX, X) tal que ‖Pn‖ tiene un crecimiento
suficientemente rápido, ¿existirá un subconjunto D ⊂ X grande en algún sentido tal que ‖Pn(y)‖ −→

n→∞
+∞ para todo y ∈ D?.

A continuación, mostraremos un ejemplo de un polinomio P ∈ P(2`2, `2) de manera tal que ‖Pn‖ = r2n−1 para todo n ∈ N
y ‖Pn(y)‖ −→

n→∞
0 para todo y ∈ `2. Por lo tanto tendremos un polinomio de manera tal ‖Pn‖ tiene un crecimiento más que

exponencial, pero sin embargo no existirá y ∈ `2 tal que ‖Pn(y)‖ −→
n→∞

+∞.

Ejemplo 3.1.5. Consideremos r > 1 y sea P : `2 −→ `2 dado por

P(x) =
(
rx2

i+1

)
i∈N

para toda x = (xi)i∈N ∈ `2.Veremos que P ∈ P(2`2, `2) es tal que ‖P‖ = r2n−1 y que no existe y ∈ `2 tal que ‖Pn(y)‖ −→
n→∞

+∞.

Veamos ahora que P es acotado. En efecto, sea x ∈ `2 tal que ‖x‖`2
≤ 1, entonces |xi| ≤ 1 para todo i ∈ N, con lo cual

|xi|
4 < |xi|

2 para todo i ∈ N y tenemos que

‖P(x)‖2`2
=

∞∑
i=2

∣∣∣rx2
i

∣∣∣ 2 < r2
∞∑

i=1

|xi|
2 = r2 ‖x‖2`2

≤ r2.

Luego P es acotado y ‖P‖ ≤ r. Mas aún, si tomamos x = e2 = (0, 1, 0, 0, 0, . . .) tenemos que ‖P(e2)‖ = r. Así deducimos
que ‖P‖ = r. Luego si consideramos A : `2 × `2 −→ `2 dada por

A(x, y) = (rxi+1yi+1)i∈N

para todo x = (xi)i∈N, y = (yi)i∈N ∈ `2, es claro que A es bilineal y que A(x, x) = P(x) para todo x = (xi)i∈N ∈ `2, con lo
cual deducimos que P ∈ P(dX, X). Veamos ahora que ‖Pn‖ = r2n−1 para todo n ∈ N.

Sea n ∈ N, entonces Pn(x) = (r2n−1x2n

n+i)i∈N para todo x = (xi)i∈N ∈ `2. Como P ∈ P(2`2, `2) es tal que ‖P‖ = r,
de la ecuación (3.1) de la Proposición 3.1.3 se deduce que ‖Pn‖ ≤ r2n−1. Para ver que vale la igualdad, observemos
que si tomamos x = en+1 ∈ S `2 , entonces ‖Pn(en+1)‖ = r2n−1. Sin embargo, vamos a ver que no existe y ∈ `2 tal que
‖Pn(y)‖`2

−→
n→∞

+∞, mas aún, veremos que ‖Pn(y)‖`2
−→
n→∞

0 para todo y ∈ `2. En efecto, sea y ∈ `2, entonces
∣∣∣y j

∣∣∣ −→
j→∞

0 y

podemos considerar n0 ∈ N tal que
∣∣∣y j

∣∣∣ < 1
r

para todo j ≥ n0. Entonces si n ≥ n0, como y ∈ `2 tenemos que

‖Pn(y)‖2`2
=

∞∑
j=1

∣∣∣r2n−1y2n

n+ j

∣∣∣2 =

∞∑
j=1

(∣∣∣ryn+ j

∣∣∣2n−1 ∣∣∣yn+ j

∣∣∣)2

=

∞∑
j=n+1

(∣∣∣ry j

∣∣∣2n−1 ∣∣∣y j

∣∣∣)2
<

∞∑
j=n+1

∣∣∣y j

∣∣∣2 −→
n→∞

0.

Luego ‖Pn(y)‖`2
−→
n→∞

0, en particular no existe y ∈ `2 tal que ‖Pn(y)‖`2
−→
n→∞

+∞.

Observación 3.1.6. Dado un espacio de Banach X de dimensión infinita, observemos que si T ∈ L(X) es un operador
hipercíclico, entonces

lı́m
n∈N
‖T n(y)‖ = 0 y lı́m

n∈N
‖T n(y)‖ = +∞
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para todo vector hipercíclico y. Sin embargo, las órbitas de un polinomio d-homogéneo P, con d ≥ 2, no pueden oscilar
entre 0 y +∞ como las de un operador hipercíclico, ya que como vimos en la demostración de la Proposición 3.1.3, las

órbitas que ingresan a B(0, r), no vuelven a salir, donde r = mı́n

1,
1

‖P‖
1

d−1

. Más aún, lı́m
n→∞
‖Pn(y)‖ = 0 para todo y ∈ X

tal que Orb(P, y) ∩ B(0, r) , ∅. En efecto, si y ∈ X es tal que Orb(P, y) ∩ B(0, r) , ∅, entonces existe k ∈ N0 tal que

Pk(y) ∈ B(0, r). Dado j ∈ N0, tenemos que
∥∥∥P j+k(y)

∥∥∥ ≤ ‖P‖ d j−1
d−1

∥∥∥Pk(y)
∥∥∥d j

(ver Proposición 3.1.3), luego si escribimos∥∥∥Pk(y)
∥∥∥d j

= r − ε, entonces

∥∥∥P j+k(y)
∥∥∥ ≤ ‖P‖ d j−1

d−1 (r − ε)d j
= ‖P‖

d j
d−1 ‖P‖−

1
d−1 (r − ε)d j

≤ ‖P‖−
1

d−1

( r − ε
r

)d j

−→
j→∞

0.

Por lo tanto lı́m
n→∞
‖Pn(y)‖ = 0. En particular, si lı́m

n∈N
‖Pn(y)‖ = 0, entonces se deduce que lı́m

n∈N
‖Pn(y)‖ = 0.

A continuación veremos un ejemplo de un polinomio P ∈ P(d`2, `2) que muestra que si una órbita no ingresa a la bola

B(0, r), r = mı́n

1,
1

‖P‖
1

d−1

, entonces sí puede oscilar, entre el borde de B(0, r) y +∞.

Proposición 3.1.7. Sean r > 1 y d ≥ 2, entonces existen P ∈ P(d`2, `2) e y ∈ S `2 tales que

‖P‖ = r, lı́m
n∈N
‖Pn(y)‖`2

=

(
1
r

) 1
d−1

y lı́m
n∈N
‖Pn(y)‖`2

= +∞.

Demostración. Sea t =

(
1
r

) 1
d−1

, veamos que

r1+d+...+dm−1
βdm
−→
m→∞

+∞ (3.5)

para todo β > t. En efecto, sea β > t, podemos escribir entonces β = t + ε para algún ε > 0, luego tenemos que

r1+d+...+dm−1
βdm

= r
dm−1
d−1 (t + ε)dm

= r
dm−1
d−1

(
1

r
1

d−1

+ ε

)dm

= r
dm−1
d−1

1 + r
1

d−1 ε

r
1

d−1

dm

= r
dm−1
d−1 −

dm
d−1 (1 + r

1
d−1 ε)dm

= r−
1

d−1 (1 + r
1

d−1 ε)dm
−→
m→∞

+∞.

Para definir el polinomio P construiremos sucesiones (αn)n∈N ⊂ (0, r] y (mn)n∈N ⊂ N tales que :
i. P(x) =

(
0, α1xd

1, α2xd
2, α3xd

3, . . .
)

para todo x = (xi)i∈N ∈ `2.

ii. ‖Pn+m1+...+mn (e1)‖`2
≥ n para todo n ∈ N.

iii. t <
∥∥∥Pn+1+m1+...+mn (e1)

∥∥∥
`2
≤ t +

1
n

para todo n ∈ N.
Observemos primero que en el caso que tengamos definida tal (αn)n∈N ⊂ (0, r], análogamente a lo hecho en el Ejemplo

3.1.5 tenemos efectivamente que P ∈ P(d`2, `2) y ‖P‖ = r. Sean entonces y = e1 ∈ S `2 y P : `2 −→ `2 dado por

P(x) = (0, α1xd
1, α2xd

2, α3xd
3, . . .)

para todo x = (xi)i∈N ∈ `2, donde los αn se eligen de la siguiente manera :
Elegimos α1 ∈ (0, r] tal que t < α1 < t +1, entonces como P(e1) = (0, α1, 0, 0, . . .) = α1e2, se tiene que ‖P(e1)‖`2

= α1,

con lo cual α1 ∈ (0, r] es tal que t < ‖P(e1)‖`2
< t + 1. Sea x ∈ `2, entonces si tuviéramos definidos αn para todo n ∈ N,

tendríamos que

P2(x) = P(P(x)) = P
(
0, α1xd

1, α2xd
2, α3xd

3, . . .
)

=
(
0, 0, α2(α1xd

1)d, α3(α2xd
2)d, . . .

)
=

(
0, 0, α2α

d
1 xd2

1 , α3α
d
2 xd2

2 , . . .
)
.

Así siguiendo, dado n ≥ 2 deducimos que Pn está definida por

Pn(x) = (0, . . . , 0︸  ︷︷  ︸
n

, αnα
d
n−1 . . . α

dn−1

1 xdn

1 , αn+1α
d
n . . . α

dn−1

2 xdn

2 , . . .)
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Entonces dado n ∈ N tenemos que Pn(e1) = αnα
d
n−1 . . . α

dn−1

1 en+1, de donde se deduce que

‖Pn(e1)‖`2
= αnα

d
n−1 . . . α

dn−1

1 .

Observemos que dado m ≥ 2, si tomamos αi = r para todo 2 ≤ i ≤ m, entonces∥∥∥P1+m(e1)
∥∥∥
`2

= r1+d+...+dm−1
αdm

1 .

Por otro lado, tenemos que

∥∥∥P2+m(e1)
∥∥∥
`2

= α2+mrd+...+dm
αd1+m

1 =
1
r
α2+mrrd+...+dm

αd1+m

1

=
1
r
α2+mr1+d+...+dm

αd1+m

1 .

Queremos definir m1 ∈ N tal que
∥∥∥P1+m1 (e1)

∥∥∥
`2
≥ 1 y t <

∥∥∥P2+m1 (e1)
∥∥∥
`2
≤ t +

1
2

.

Tomemos en principio m1 ≥ 2 y αi = r para todo 2 ≤ i ≤ m1, y veamos qué deberíamos considerar para que se
cumplan ambas condiciones. Sea β1+m1 = r1+d+...+dm1αd1+m1

1 , entonces
∥∥∥P2+m1 (e1)

∥∥∥ =
α2+m1

r
β1+m1 , luego

t <
∥∥∥P2+m1 (e1)

∥∥∥
`2
≤ t +

1
2
⇔ t <

α2+m1

r
β1+m1 ≤ t +

1
2

⇔
t

β1+m1

<
α2+m1

r
≤

t +
1
2

β1+m1

⇔ r
t

β1+m1

< α2+m1 ≤ r
t +

1
2

β1+m1

.

Ahora bien, como α1 > t, por (3.5) tenemos que β1+m1 −→m1→∞
+∞ . Por lo tanto,

t + 1
2

β1+m1

−→
m1→∞

0 y
t

β1+m1

−→
m1→∞

0, con lo

cual podemos tomar m1 ∈ N tal que
t + 1

2

β1+m1

< 1. Sea α2m+1 = r
t + 1

2

β1+m2

, entonces α2m+1 ∈ (0, r] es tal que

0 < r
t

β1+m1

< α2+m1 ≤ r
t +

1
2

β1+m1

,

luego t <
∥∥∥P2+m1 (e1)

∥∥∥
`2
≤ t +

1
2

. Además por (3.5) tenemos que
∥∥∥P1+m1 (e1)

∥∥∥
`2
−→

m1→∞
+∞, luego podemos suponer que

m1 ∈ N es tal que
∥∥∥P1+m1 (e1)

∥∥∥ ≥ 1.

De esta manera definimos α2 = . . . = α1+m1 = r, α2+m1 = r
t + 1

2

β1+m2

∈ (0, r] y m1 ∈ N tales que

∥∥∥P1+m1 (e1)
∥∥∥
`2
≥ 1 y t <

∥∥∥P2+m1 (e1)
∥∥∥
`2
≤ t +

1
2
.

A continuación, queremos definir m2 ∈ N tal que

∥∥∥P2+m1+m2 (e1)
∥∥∥
`2
≥ 2 y t <

∥∥∥P3+m1+m2 (e1)
∥∥∥
`2
≤ t +

1
3
.

Similarmente al caso anterior, tomemos m2 ≥ 2 y αi = r para todo 3 + m1 ≤ i ≤ 2 + m1 + m2 .
Veamos la expresión de

∥∥∥P2+m1+m2 (e1)
∥∥∥
`2

y
∥∥∥P3+m1+m2 (e1)

∥∥∥
`2

para deducir qué condiciones debemos imponer. Sean

β1+m1+m2 = r1+d+...+dm1+m2αd1+m1+m2

1 y β2+m1+m2 = r1+d+...+d1+m1+m2αd2+m1+m2

1 , por un lado tenemos que
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∥∥∥P2+m1+m2 (e1)
∥∥∥
`2

= α2+m1+m2α
d
1+m1+m2

. . . αdm2−1

3+m1
αdm2

2+m1
. . . αdm1+m2

2 αd1+m1+m2

1

= r1+d+...+dm2−1
αdm2

2+m1
rdm2+1+...+dm1+m2

αd1+m1+m2

1

=
αdm2

2+m1

rdm2
r1+d+...+dm1+m2

αd1+m1+m2

1 =
αdm2

2+m1

rdm2
β1+m1+m2 ,

y análogamente

∥∥∥P3+m1+m2 (e1)
∥∥∥
`2

=
α3+m1+m2

r

αd1+m2

2+m1

rd1+m2
β2+m1+m2 .

Luego se tiene que

∥∥∥P2+m1+m2 (e1)
∥∥∥
`2

=
αdm2

2+m1

rdm2
β1+m1+m2 y

∥∥∥P3+m1+m2 (e1)
∥∥∥
`2

=
α3+m1+m2

r

αd1+m2

2+m1

rd1+m2
β2+m1+m2 .

Como α2 = r
t + 1

2

β1+m2

, tenemos que

∥∥∥P2+m1+m2 (e1)
∥∥∥
`2

=
αdm2

2+m1

rdm2
β1+m1+m2 =

(
t + 1

2

)dm2

βdm2

1+m1

β1+m1+m2

=

(
t + 1

2

)dm2

r1+d+...+dm1+m2αd1+m1+m2

1(
r1+d+...+dm1

)dm2
(
αd1+m1

1

)dm2

=

(
t + 1

2

)dm2

r1+d+...+dm1+m2αd1+m1+m2

1

rdm2 +dm2+1+...+dm1+m2αd1+m1+m2

1

=

(
t +

1
2

)dm2

r1+d+...+dm2−1

=

(
t +

1
2

)dm2

r
dm2 −1

d−1 =

(
t +

1
2

)dm2

r(−1) 1−dm2
d−1

=

(
t +

1
2

)dm2

t1−dm2
= t

 t + 1
2

t

dm2

−→
m2→∞

+∞,

es decir,
∥∥∥P2+m1+m2 (e1)

∥∥∥
`2
−→

m2→∞
+∞. Por otro lado, tenemos que

t <
∥∥∥P3+m1+m2 (e1)

∥∥∥
`2
≤ t +

1
3
⇔ t <

α3+m1+m2

r

αd1+m2

2+m1

rd1+m2
β3+m1+m2 ≤ t +

1
3

⇔ t <
α3+m1+m2

r

(
t + 1

2

)d1+m2

βd1+m2

1+m1

β3+m1+m2 ≤ t +
1
3

⇔ r
t(

t + 1
2

)d1+m2

βd1+m2

1+m1

β3+m1+m2

< α3+m1+m2 ≤ r
t + 1

3(
t + 1

2

)d1+m2

βd1+m2

1+m1

β3+m1+m2

.
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Ahora bien,

βd1+m2

1+m1

β3+m1+m2

=

(
r1+d+...+dm1

)d1+m2 (
αd1+m1

1

)d1+m2

r1+d+...+d2+m1+m2αd3+m1+m2

1

=
rd1+m2 +d2+m2 +...+d1+m1+m2αd2+m1+m2

1

r1+d+...+dm2 rd1+m2 +...+d1+m1+m2 rd2+m1+m2αd3+m1+m2

1

=
1

r1+d+...+dm2 rd2+m1+m2α(d−1)d2+m1+m2

1

=
1

r
dm2+1

−1
d−1 rd2+m1+m2α(d−1)d2+m1+m2

1

.

Luego, como α1 > t y t =

(
1
r

) 1
d−1

, se tiene que α(d−1)d2+m1+m2

1 > t(d−1)d2+m1+m2
=

1
rd2+m1+m2

y entonces

βd1+m2

1+m1

β3+m1+m2

=
1

r
dm2+1

−1
d−1 rd2+m1+m2α(d−1)d2+m1+m2

1

<
1

r
dm2+1

−1
d−1

= tdm2+1−1.

Así, se deduce que
t + 1

3(
t + 1

2

)d1+m2

βd1+m2

1+m1

β3+m1+m2

<
1
t

 t
t + 1

2

d1+m2

−→
m2→∞

0,

con lo cual podemos tomar m2 ∈ N tal que
t + 1

3(
t + 1

2

)d1+m2

βd1+m2

1+m1

β3+m1+m2

< 1.

Sea α3+m1+m2 =
t + 1

3(
t + 1

2

)d1+m2

βd1+m2

1+m1

β3+m1+m2

, entonces α3+m1+m2 ∈ (0, r] es tal que

0 < r
t(

t + 1
2

)d1+m2

βd1+m2

1+m1

β3+m1+m2

< α3+m1+m2 ≤ r
t + 1

3(
t + 1

2

)d1+m2

βd1+m2

1+m1

β3+m1+m2

,

luego t <
∥∥∥P3+m1+m2 (e1)

∥∥∥
`2
≤ t +

1
3

. Además, como
∥∥∥P2+m1+m2 (e1)

∥∥∥
`2
−→

m2→∞
+∞, podemos suponer que m2 ∈ N es tal que∥∥∥P2+m1+m2 (e1)

∥∥∥
`2
≥ 2. Por lo tanto m2 ∈ N es tal que∥∥∥P2+m1+m2 (e1)

∥∥∥
`2
≥ 2 y t <

∥∥∥P3+m1+m2 (e1)
∥∥∥
`2
≤ t +

1
3
.

Así, razonando inductivamente construimos sucesiones (αn)n∈N ⊂ (0, r] y (mn)n∈N ⊂ N tales que :
i. P(x) =

(
0, α1xd

1, α2xd
2, α3xd

3, . . .
)

para todo x = (xi)i∈N ∈ `2.

ii. ‖Pn+m1+...+mn (e1)‖`2
≥ n para todo n ∈ N.

iii. t <
∥∥∥Pn+1+m1+...+mn (e1)

∥∥∥
`2
≤ t +

1
n
.

Sean (an)n∈N ⊂ N y (bn)n∈N ⊂ N definidas por an = n + m1 + . . . + mn y bn = n + 1 + m1 + . . . + mn respectivamente
para cada n ∈ N, entonces tenemos que

‖Pan (e1)‖`2
≥ n y t <

∥∥∥Pbn (e1)
∥∥∥
`2
≤ t +

1
n

para todo n ∈ N, de donde se deduce que

lı́m
n∈N
‖Pn(e1)‖`2

= +∞ y lı́m
n∈N
‖Pn(e1)‖`2

≤ t.

Por último, al ser lı́m
n∈N
‖Pn(e1)‖`2

= +∞, por la Observación 3.1.6 no puede existir k ∈ N tal que
∥∥∥Pk(x)

∥∥∥
`2
< t, por lo tanto

deducimos que lı́m
n∈N
‖Pn(e1)‖`2

= t.

�
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3.2. Existencia de polinomios homogéneos D-caóticos sobre CN

En la sección anterior vimos que no existen polinomios m-homogéneos hipercíclicos definidos sobre espacios de
Banach para todo m ≥ 2. En esta sección, veremos que al considerar el espacio de Fréchet ω = CN, existirán polinomios
m-homogéneos D-caóticos (en particular hipercíclicos) para todo m ≥ 2.

El siguiente resultado fue probado por Peris [39].

Teorema 3.2.1. Sean ω = CN y m ≥ 2, entonces existe un polinomio P ∈ P (mω,ω) D-caótico (en particular hipercíclico).

Demostración. Sea P : ω −→ ω definido por

P
(
(x j) j∈N

)
=

(
xm

j+1

)
j∈N

para todo (x j) j∈N ∈ ω. Veamos que P ∈ P (mω,ω) .
En efecto, sea A : ω × (m). . . × ω −→ ω definida por

A
(
(x(1)

j ) j∈N, . . . , (x(m)
j ) j∈N

)
=

 m∏
i=1

xi
j+1


j∈N

para todo
(
(x(1)

j ) j∈N, . . . , (x(m)
j ) j∈N

)
∈ ω × (m). . . × ω. Es claro que A es m-lineal y continua, y además

A
(
(x j) j∈N, . . . , (x j) j∈N

)
=

(
xm

j+1

)
j∈N

= P
(
(x j) j∈N

)
para todo (x j) j∈N ∈ ω, con lo cual P es un polinomio m-homogéneo. Resta ver que es continuo.

Sean (x( j)) j∈N ⊂ ω y x ∈ ω tales que x( j) −→
j→∞

x, queremos ver que P(x( j)) −→
j→∞

P(x).

Sea (ρl)l∈N la sucesión de seminormas definidas en el Ejemplo A.1.11 que define la topología de ω, basta ver que
ρl

(
P(x( j)) j∈N − P(x)

)
−→
j→∞

0 para todo l ∈ N. En efecto, dado l ∈ N, como x( j) −→
j→∞

x existe j0 ∈ N tal que
∣∣∣∣(x( j)

k+1

)m
− xm

k+1

∣∣∣∣ <
ε para todo j ≥ j0 y todo 1 ≤ k ≤ l, entonces tenemos que

ρl

(
P

(
(x( j)) j∈N

)
− P(x)

)
= sup

1≤k≤l

∣∣∣∣(x( j)
k+1

)m
− xm

k+1

∣∣∣∣ < ε
para todo j ≥ j0. Entonces ρl

(
P(x( j)) j∈N − P(x)

)
−→
j→∞

0 y deducimos que P(x( j)) −→
j→∞

P(x). Así, P resulta continuo y

se tiene que P ∈ P (mω,ω) . Veamos ahora que es D-caótico, es decir, que es hipercíclico y que Per(T ) ⊂ ω es denso.
Para ver que P es hipercíclico, consideremos c00 = {(x1, . . . , xN , 0, 0, 0, . . .),N ∈ N} , entonces como c00 es separable existe
D = {x(n), n ∈ N} ⊂ c00 denso numerable, de donde se deduce que D ⊂ ω es denso numerable. Para cada n ∈ N escribimos
x(n) =

(
x(n)1, . . . , x(n) j(n), 0, 0, 0, . . .

)
, donde j(n) < j(n + 1) para todo n ∈ N. Queremos construir un vector hipercíclico

x para P.

Sea k(0) = 0 y para cada n ∈ N consideremos k(n) =

n∑
i=1

j(i). Para definir x, dado n ∈ N0, si suponemos definidos

x1, . . . , xk(n), por definición tenemos que k(n + 1) − k(n) = j(n + 1), entonces definimos xk(n)+1, . . . , xk(n)+ j(n+1) de manera
tal que

xmk(n)

k(n)+i = x(n + 1)i

para todo 1 ≤ i ≤ j(n + 1). Observemos que dado n ∈ N, por definición de P tenemos que
(
Pk(n)(x)

)
i

= xmk(n)

k(n)+i para todo
i ∈ N, con lo cual (

Pk(n)(x)
)

i
= x(n + 1)i (3.6)

para todo 1 ≤ i ≤ j(n + 1). Veamos que Orb(P, x) ⊂ ω es denso.
En efecto, dados y ∈ ω y ε > 0, vamos a ver que Orb(P, y) ∩ Bd(y, ε) , ∅, donde d es la métrica definida en la

Proposición A.1.6 inducida por (ρl)l∈N. Sea l0 ∈ N tal que
∞∑

l=l0+1

1
2l <

ε

2
, como D ⊂ ω es denso y ( j(n))n∈N es estrictamente

creciente, existe n ∈ N tal que x(n + 1) ∈ Bd

(
y,
ε

2

)
y j(n + 1) ≥ l0.



3.2. Existencia de polinomios homogéneos D-caóticos sobre CN 63

Vamos a ver que Pk(n) ∈ Bd(y, ε). Sea 1 ≤ l ≤ l0 ≤ j(n+1), por (3.6) tenemos que xmk(n)

k(n)+i = x(n+1)i para todo 1 ≤ i ≤ l,
de donde se deduce que

ρl

(
Pk(n)(x) − y

)
= sup

1≤i≤l

∣∣∣∣(Pk(n)(x)
)

i
− yi

∣∣∣∣ = sup
1≤i≤l
|x(n + 1)i − yi| = ρl (x(n + 1) − y) .

Luego tenemos que ρl

(
Pk(n)(x) − y

)
= ρl (x(n + 1) − y) para todo 1 ≤ l ≤ l0 y

∞∑
l=l0+1

1
2l <

ε

2
, entonces

d
(
Pk(n)(x), y

)
=

l0∑
l=1

1
2l mı́n (1, ρl (x(n + 1) − y)) +

∞∑
l=l0+1

1
2l mı́n

(
1, ρl

(
Pk(n)(x) − y

))
≤ d (x(n + 1), y) +

∞∑
l=l0+1

1
2l < ε .

Por lo tanto Pk(n) ∈ Bd(y, ε) y deducimos que x es hipercíclico para P. Resta ver que Per(P) ⊂ ω es denso.
Dado n ∈ N, definimos y(n) ∈ ω de la siguiente forma. Para cada k ≥ 0, definimos yk j(n)+1, . . . , y(k+1) j(n) de manera tal

que
y(n)mk j(n)

k j(n)+i = x(n)i (3.7)

para todo 1 ≤ i ≤ j(n). Por lo tanto si para cada k ≥ 0 notamos yk j(n)+i = (x(n)i)
1

mk j(n) para todo 1 ≤ i ≤ j(n), entonces

y(n) =

(
x(n)1, . . . , x(n) j(n), (x(n)1)

1
m j(n) , . . . ,

(
x(n) j(n)

) 1
m j(n)

, (x(n)1)
1

m2 j(n) , . . . ,
(
x(n) j(n)

) 1
m2 j(n)

, . . .
)
.

Luego para cada n ∈ N se tiene que

P j(n) (y(n)) =
(
y(n)m j(n)

j(n)+i

)
i∈N

= y(n).

Así, para cada n ∈ N tenemos que y(n) es un punto j(n)-periódico de P, por lo tanto se deduce que {y(n), n ∈ N} ⊂
Per(P). Veamos que {y(n), n ∈ N} es denso en ω. En efecto, dados ε > 0 y z ∈ ω, veremos que existe n ∈ N tal que
y(n) ∈ Bd(z, ε).

Sea l0 tal que
∞∑

l=l0+1

1
2l <

ε

2
, como D ⊂ ω es denso existe n ∈ N tal que x(n) ∈ B

(
z,
ε

2

)
y j(n) ≥ l0. Observemos que si

consideramos k = 0 en (3.7) se deduce que y(n)i = x(n)i para todo 1 ≤ i ≤ j(n), con lo cual para todo 1 ≤ l ≤ l0 ≤ j(n) se
tiene que

ρl (y(n) − z) = sup
1≤i≤l
|y(n)i − zi| = sup

1≤i≤l
|x(n)i − zi| = ρl (x(n) − z) .

Luego tenemos que ρl (y(n) − z) = ρl (x(n) − z) < ε para todo 1 ≤ l ≤ l0 y
∞∑

l=l0+1

1
2l <

ε

2
, entonces

d (y(n), z) =

l0∑
l=1

1
2l mı́n (1, ρl (x(n) − z)) +

∞∑
l=l0+1

1
2l mı́n (1, ρl (y(n) − z))

≤ d (x(n), z) +

∞∑
l=l0+1

1
2l < ε.

Así tenemos que y(n) ∈ B
(
z,
ε

2

)
y se deduce que {y(n), n ∈ N} ⊂ ω es denso. Luego como {y(n), n ∈ N} ⊂ Per(P) ⊂ ω

tenemos que Per(P) ⊂ ω es denso y P resulta D-caótico.
�

Luego del ejemplo de Peris en ω, se encontraron otros ejemplos de polinomios homogéneos D-caóticos en espacios de
Fréchet no normables. Aron y Miralles [3] hallaron polinomios homogéneos D-caóticos en ciertos espacios de funciones
diferenciables sobre R y Martínez-Giménez y Peris [36] en espacios de sucesiones de Köthe.





Capítulo 4

Órbitas de polinomios no homogéneos

En este capítulo estudiaremos iteraciones de polinomios hipercíclicos no homogéneos sobre espacios de Fréchet.
Además de estudiar ejemplos concretos, nuestro objetivo será demostrar la existencia de polinomios sobre espacios de
Fréchet separables de dimensión infinita. Para tal fin dividiremos el capítulo en 4 secciones.

En la primera sección mostraremos ejemplos de polinomios no homogéneos D-caóticos (por lo tanto hipercíclicos)
de grado mayor o igual que 2 sobre X = c0 y X = `q, para 1 ≤ q < ∞. Además utilizaremos el conjunto de Julia de
polinomios de una variable compleja para determinar cuándo ciertos tipos de polinomios de grado mayor o igual que 2
definidos sobre `q o c0 (1 ≤ q < ∞) son tanto AY-caóticos como hipercíclicos.

En las siguientes 2 secciones presentaremos teoremas importantes de dinámica lineal, que nos ayudarán en la última
sección a probar teoremas de existencia. En la segunda sección nos ocuparemos de estudiar la existencia de operadores
mixing (por lo tanto hipercíclicos) definidos sobre espacios de Banach y de Fréchet separables de dimensión infinita. En
la tercera sección demostraremos los teoremas de Ansari y León-Müller, los cuales nos dicen (respectivamente) que si T
es un operador hipercíclico, entonces T k y λT son hipercíclicos para todo k ∈ N y todo λ ∈ S1.

Por último en la cuarta sección veremos que en cualquier espacio de Fréchet separable de dimensión infinita existen
polinomios hipercíclicos y mixing de grado positivo arbitrario.

4.1. Existencia de polinomios D-caóticos sobre c0 y `q

En el Capítulo 2 vimos distintos tipos de ejemplos de operadores hipercíclicos (polinomios 1-homogéneos) sobre
espacios de Banach y de Fréchet. Sin embargo, vimos en el Capítulo 3 que Bernardes [12] probó que no existen polinomios
d-homogéneos hipercíclicos de grado d ≥ 2 sobre espacios de Banach separables de dimensión infinita. Entonces Aron se
pregunta si existen polinomios no homogéneos hipercíclicos de grado d ≥ 2 en espacios de Banach.

En esta sección presentaremos algunos resultados probados en [39] que responden la pregunta de Aron en forma
afirmativa, mostrando que para todo d ≥ 2 existen polinomios D-caóticos (por lo tanto hipercíclicos) de grado d, sobre c0

y `q para 1 ≤ q < ∞.
Vimos en el Corolario 2.5.7 que si λ ∈ C es tal que |λ| > 1, el operador de Rolewicz λB definido sobre X = c0 o

`q con 1 ≤ q < ∞ es D-caótico. Entonces, dado m ≥ 2, lo que haremos será dar un ejemplo de un polinomio definido
sobre X = c0 o `q, con 1 ≤ q < ∞, que será quasiconjugado con mB y por lo tanto D-caótico. Previamente veamos que la
función exponencial definida sobre C es localmente Lipschitz.

Lema 4.1.1. Sea f : C −→ C dada por f (z) = ez para todo z ∈ C, entonces f es localmente Lipschitz. Mas aún, si R > 0
y x, y ∈ B(0,R), entonces |ex − ey| ≤ 3eR |x − y|.

Demostración. Sean x, y ∈ B(0,R). Si x = a1 + ib1 e y = a2 + ib2 con ai, bi ∈ R para 1 ≤ i ≤ 2, entonces

|ex − ey| =
∣∣∣ea1+ib1 − ea2+ib2

∣∣∣ =
∣∣∣∣eib1

(
ea1 − ea2 ei(b2−b1)

)∣∣∣∣
=

∣∣∣ea1 − ea2 + ea2 − ea2 ei(b2−b1)
∣∣∣ ≤ |ea1 − ea2 | +

∣∣∣∣ea2
(
1 − ei(b2−b1)

)∣∣∣∣ .
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Por el Teorema de Lagrange, tenemos que |ea1 − ea2 | ≤ eR |a1 − a2| para |a1| < R y |a2| < R. Por otro lado, observemos que∣∣∣1 − ei(b2−b1)
∣∣∣2 = |1 − cos(b1 − b2) − isen(b1 − b2)|2 ≤ |1 − cos(b1 − b2)|2 + |sen(b1 − b2)|2

= |cos(0) − cos(b1 − b2)|2 + |sen(0) − sen(b1 − b2)|2 .

Entonces, por el Teorema de Lagrange tenemos que

|cos(0) − cos(b1 − b2)|2 ≤ |b1 − b2|
2 y |sen(0) − sen(b1 − b2)|2 ≤ |b1 − b2|

2 ,

con lo cual,
∣∣∣1 − ei(b2−b1)

∣∣∣ ≤ √2 |b1 − b2|. Luego, deducimos que

|ex − ey| ≤ eR |a1 − a2| +
√

2 ea2 |b1 − b2| ≤ eR |x − y| + 2eR |x − y| = 3eR |x − y| .

�

Proposición 4.1.2. Sean m ≥ 2, X = c0 o X = `q (1 ≤ q < ∞) y P : X −→ X definido por

P ((xi)i∈N) = ((xi+1 + 1)m − 1)i∈N

para todo (xi)i∈N ∈ X. Entonces P es un polinomio D-caótico no homogéneo de grado m.

Demostración. Para cada 1 ≤ k ≤ m, sea Qk : X −→ X definido por

Qk ((xi)i∈N) =

((
m
k

)
xk

i+1

)
i∈N

para todo (xi)i∈N ∈ X. Entonces para cada 1 ≤ k ≤ m, Qk es un polinomio k-homogéneo, ‖Qk‖ =

(
m
k

)
y además

P =

m∑
k=1

Qk. Por lo tanto P es un polinomio no homogéneo continuo de grado m.

Sea ϕ : X −→ X definida por
ϕ ((xi)i∈N) = (exi − 1)i∈N

para todo (xi)i∈N ∈ X. Veremos que P y mB son quasiconjugados vía ϕ. Previamente veamos que ϕ : X −→ X es
continua y de rango denso.

Buena definición de ϕ :
• Si X = c0, dado x = (xi)i∈N ∈ c0 tenemos que lı́m

i→∞
exi − 1 = 0, con lo cual ϕ ((xi)i∈N) ∈ c0.

• Si X = `q, dado x = (xi)i∈N ∈ `q, existe M > 1 tal que |xi| < M para todo i ∈ N, entonces por el lema anterior,

∞∑
i=1

|exi − 1|q ≤ 3qeMq ‖x‖q < ∞.

Luego ϕ(x) ∈ `q y por lo tanto ϕ está bien definida. Veamos ahora que ϕ es localmente Lipschitz. Sean x, y ∈ B(0,M).
Utilizando el lema anterior tenemos que :
• Si X = c0, entonces

‖ϕ(x) − ϕ(y)‖c0
= sup

i∈N
|exi − eyi | ≤ 3eMsup

i∈N
|xi − yi| = 3eM ‖x − y‖c0

.

• Si X = `q, entonces

‖ϕ(x) − ϕ(y)‖q`q
=

∞∑
i=1

|exi − eyi |
q
≤ 3qeMq

∞∑
i=1

|xi − yi|
q = 3qeMq ‖x − y‖q`q

,

con lo cual ϕ es localmente Lipschitz y en particular es continua.
Veamos que ϕ tiene rango denso en X. Sea f : C −→ C definida por

f (z) = ez − 1
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para todo z ∈ C. Como Im( f ) = Cr {−1}, tenemos que D =
{
(x1, . . . , xN , 0, 0, . . .), x j , −1 para 1 ≤ j ≤ N

}
está contenido

en R(ϕ), entonces como D es denso en X = c0 o `q, concluimos que R(ϕ) es denso. Luego para ver que P y mB son
quasiconjugados vía ϕ, resta ver que ϕ ◦ mB = P ◦ ϕ.

Sea x = (xi)i∈N ∈ X, entonces

(ϕ ◦ mB)(x) = ϕ ((mxi+1)i∈N) = (emxi+1 − 1)i∈N .

Por otro lado tenemos que

(P ◦ ϕ)(x) = P ((exi − 1)i∈N) = ((exi+1 )m − 1)i∈N = (emxi+1 − 1)i∈N .

Luego ϕ ◦ mB = P ◦ ϕ, con lo cual P y mB son quasiconjugados vía ϕ y P resulta D-caótico.
�

Motivados por la proposición anterior, para X = c0 o `q (1 ≤ q < ∞), vamos a considerar P : X −→ X definido por

P ((xi)i∈N) = (p(xi+1))i∈N

para toda (xi)i∈N ∈ X, donde p : C −→ C es un polinomio de grado d ≥ 2 tal que p(0) = 0. Mostraremos que ver si P
es AY-caótico o hipercíclico es equivalente a ver que 0 ∈ J(p), donde J(p) es el conjunto de Julia de p (ver Definición
B.1.3). Observemos que la condición de que p(0) = 0 es necesaria para la buena definición de P, ya que si p(0) = c , 0,
tenemos que P(0) = (p(0))i∈N = (c)i∈N < X y por lo tanto P no estaría bien definido. Previamente probaremos el siguiente
lema.

Lema 4.1.3. Sean m ∈ N, x0 ∈ J(p) y p : C −→ C un polinomio de grado d ≥ 2. Entonces dados U entorno de x0, ε > 0
y {z1, . . . , zm} ⊂ C, existen n ∈ N y {x1, . . . , xm} ⊂ U tales que |pn(xi) − zi| < ε para todo 1 ≤ i ≤ m.

Demostración. Sea u un punto repulsor de p de período k, es decir, pk(u) = u y
∣∣∣∣(pk

)′
(u)

∣∣∣∣ > 1, entonces por el Lema

B.0.10 existe un disco U0 ⊂ U centrado en u tal que U0 ⊂ pk(U0). Para cada j ∈ N, consideremos U j = p jk(U0), luego
U0 ⊂ pk(U0) y tenemos que U j = p jk(U0) ⊆ p( j+1)k(U0) = U j+1 para todo j ∈ N. Ahora bien, como x0 ∈ J(p), tenemos
por la Proposición B.1.16 que x0 ∈ J(pk), por lo que F =

{
p jk : U0 −→ C, j ∈ N

}
no es normal. Entonces por el Teorema

de Montel-Caratheodory (ver Teorema B.1.5), F omite a lo sumo dos puntos de C.
Luego, existen m ∈ N e {y1, . . . , ym} ⊂ C tales que para todo 1 ≤ i ≤ m, yi no se omite por F y |yi − zi| < ε, por lo tanto

{y1, . . . , ym} ⊂
⋃
j∈N

p jk(U0) =
⋃
j∈N

U j.

Entonces como (U j) j∈N es creciente, existe j0 ∈ N tal que {y1, . . . , ym} ⊂ U j0 = p j0k(U0).

Luego si tomamos n = j0k y xi ∈ U0 tal que yi = pn(xi) para cada 1 ≤ i ≤ m, entonces |pn(xi) − zi| < ε para todo
1 ≤ i ≤ m.

�

Teorema 4.1.4. Sea X = c0 o `q, con 1 ≤ q < ∞, y P : X −→ X el polinomio continuo definido por

P ((xi)i∈N) = (p(xi+1))i∈N

para todo (xi)i∈N ∈ X, donde p : C −→ C es un polinomio de grado d ≥ 2 tal que p(0) = 0. Entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes :

i. P es AY-caótico.

ii. P es hipercíclico.

iii. P tiene dependencia sensible respecto de las condiciones iniciales.

iv. 0 ∈ J(p).
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Demostración. i.⇒ ii. Por definición de AY-caótico.
ii.⇒ iii. Sea ε = 1, dados x ∈ X y δ > 0, veamos que existen y ∈ X y n ∈ N tales que

‖x − y‖ < δ y ‖Pn(y) − Pn(x))‖ > ε = 1.

Sea k ∈ N tal que ‖x − (x1, . . . , xk, 0, 0, 0 . . .)‖ < δ y z vector hipercíclico para P tal que ‖z − x‖ < δ. Observemos que
dado n ∈ N, tenemos que

Pn ((xi)i∈N) = (pn(xn+i))i∈N (4.1)

para todo (xi)i∈N ∈ X. Entonces si x = (x1 . . . , xk, 0, 0, 0, . . .) y tomamos n ≥ k, tenemos que n + i > k para todo i ∈ N,
luego xn+i = 0 para todo i ∈ N y entonces

Pn(x) = (pn(0))i∈N = (0, 0, 0, . . .).

Así, Orb(P, x) =
{
x, P(x), . . . , Pk−1(x), 0

}
. Observemos que al ser z hipercíclico, (Pn(z))n∈N no es acotada, entonces

‖Pn(z)‖ −→
n→∞

+∞.

Si ‖Pn(z)‖ < 2 + ‖Pn(x)‖ para todo n ≥ k, entonces ‖Pn(x)‖ −→
n→∞

+∞, por lo tanto existe n ≥ k tal que ‖Pn(x)‖ > 1.

Luego como n ≥ k, Pn(x) = 0 y entonces

‖Pn(x) − Pn(x)‖ = ‖Pn(x)‖ > ε = 1, con ‖x − x‖ < δ.

En caso contrario, existe n ≥ k tal que ‖Pn(z)‖ ≥ 2 + ‖Pn(x)‖ , entonces

‖Pn(z) − Pn(x)‖ ≥ ‖Pn(z)‖ − ‖Pn(x)‖ ≥ 2 > ε = 1, con ‖z − x‖ < δ.

Luego, considerando y = x o y = z, concluimos que existen n ∈ N e y ∈ X tales que ‖y − x‖ < δ y ‖Pn(y) − Pn(x)‖ >
ε = 1. Por lo tanto P tiene dependencia sensible respecto de las condiciones iniciales.

iii.⇒ iv. Supongamos que 0 < J(p), entonces existe U entorno de 0 tal que {pn, n ∈ N} es normal en U. Veamos que{
(pn)′ , n ∈ N

}
es normal en U. En efecto, como {(pn) , n ∈ N} es normal en U, existe (pnk )k∈N que converge uniformemente

a una función holomorfa sobre todo K ⊂ U compacto, o bien converge a infinito. Sin embargo, observemos que al ser 0
punto fijo de p tenemos que pnk (0) = 0 para todo k ∈ N, con lo cual en particular (pn)n∈N no converge a infinito. Luego
(pnk )k∈N converge uniformemente a una función holomorfa f sobre todo K ⊂ U compacto. Entonces por el Teorema B.0.7,
(pnk )′ −→

n→∞
f ′ uniformemente sobre todo K ⊂ U compacto, de donde se deduce que

{
(pn)′ , n ∈ N

}
es normal en U.

Veamos ahora que
{
(pn)′ , n ∈ N

}
es uniformemente acotada sobre todo K ⊂ U compacto. En efecto, supongamos que

existe K ⊂ U compacto tal que
{
(pn)′ , n ∈ N

}
no es uniformemente acotado sobre K, entonces existe (pnk )k∈N tal que

(pnk )′ −→
n→∞

∞ uniformemente sobre K. Luego como {pn, n ∈ N} es normal en U y p(0) = 0, existe
(
pnk j

)
j∈N que converge

uniformemente sobre K a una función holomorfa f , entonces por el Teorema B.0.7 tenemos que
(
pnk j

)′
−→
n→∞

f ′ sobre K,

lo cual contradice que (pnk )′ −→
n→∞
∞. Por lo tanto tenemos que

{
(pn)′ , n ∈ N

}
es uniformemente acotado sobre todo K ⊂ U

compacto. Sean entonces δ0 > 0 y M > 0 tales que
∣∣∣(pn)′ (w)

∣∣∣ ≤ M para todo n ∈ N,w ∈ B(0, δ0). Luego si n ∈ N y
|z| < δ0, entonces ∣∣∣∣∣ pn(z)

z

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ pn(z) − pn(0)
z − 0

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣(pn)′ (c)

∣∣∣ ≤ M,

con c tal que 0 < |c| < |z| . Deducimos entonces que

|pn(z)| ≤ M |z| (4.2)

para todo n ∈ N, z ∈ B(0, δ0). Sean n ∈ N y x ∈ B(0, δ0) , veamos que ‖Pn(x)‖ ≤ M ‖x‖ .
En efecto, como ‖x‖ < δ0, en particular tenemos que

∣∣∣x j

∣∣∣ < δ0 para todo j ∈ N, luego por (4.2) se tiene que
∣∣∣pn(x j)

∣∣∣ ≤
M

∣∣∣x j

∣∣∣ para todo j ∈ N y entonces deducimos que ‖Pn(x)‖ ≤ M ‖x‖ .

Sea ε > 0, si n ∈ N e y ∈ X es tal que ‖y‖ < mı́n
{
ε

M
, δ0

}
, entonces

‖Pn(y) − Pn(0)‖ = ‖Pn(y)‖ ≤ M ‖y‖ < ε.
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Luego dado ε > 0, existe δ = mı́n
{
ε

M
, δ0

}
tal que ‖Pn(y) − Pn(0)‖ ≤ ε para todo n ∈ N e y ∈ B(0, δ), lo cual contradice

la dependencia sensible de las condiciones iniciales de P.
iv.⇒ i. Como P es AY-caótico si P es hipercíclico y tiene dependencia sensible respecto de las condiciones iniciales,

al saber que ii. ⇒ iii., basta demostrar iv. ⇒ ii. Por el Lema 4.1.3, dado un conjunto finito {x1, . . . , xm} ⊂ C y δ > 0,
si consideramos ε = δ y U = B(0, δ), como 0 ∈ J(p) existen n ∈ N y {z1, . . . , zm} ⊂ B(0, δ) tales que |pn(zi) − xi| < δ

para todo 1 ≤ i ≤ m. Al ser X un espacio métrico sin puntos aislados, ver que P es hipercíclico es equivalente a ver que
P es topológicamente transitivo. Basta ver que dados x, y ∈ X y ε > 0, existen n ∈ N e y ∈ X tales que ‖y − y‖X < ε y
‖Pn(y) − x‖ < ε. En efecto, sea m ∈ N tal que ‖x − (x1, . . . , xm, 0, 0, . . .)‖ <

ε

2
y ‖y − (y1, . . . , ym, 0, 0, . . .)‖ <

ε

2
. Elegimos

δ =
ε

2m
, n > m y {z1, . . . , zm} ⊂ B(0, δ) (en la demostración del Lema 4.1.3 se ve que podemos tomar n arbitrariamente

grande) tales que |pn(zi) − xi| < δ para todo 1 ≤ i ≤ m. Consideremos y ∈ X dado por

y j =


y j si 1 ≤ j ≤ m

z j−n si n + 1 ≤ j ≤ n + m

0 en otro caso

,

es decir,
y = (y1, . . . , ym, 0, 0, . . . , 0︸                     ︷︷                     ︸

n

, z1, . . . , zm, 0, 0, . . .).

Entonces para cada j ∈ N tenemos que

(y − y) j =


0 si 1 ≤ j ≤ m

y j si m + 1 ≤ j ≤ n o j ≥ n + m + 1

y j − z j−n si n + 1 ≤ j ≤ n + m

.

Veamos que ‖y − y‖ < ε y ‖Pn(y) − x‖ < ε.
• Si X = c0, dado j ∈ N tenemos que∣∣∣(y − y) j

∣∣∣ ≤ sup
i≥m+1

|yi| + máx
1≤i≤m

|zi| < ‖y − (y1, . . . , ym, 0, 0, . . .)‖c0
+ δ <

ε

2
+

ε

2m
,

por lo tanto
‖y − y‖c0

≤
ε

2
+

ε

2m
<
ε

2
+
ε

2
= ε.

Por otro lado, por (4.1) tenemos que

Pn(y) =
(
pn(yn+ j)

)
j∈N

= (pn(yn+1), pn(yn+2), . . . , pn(yn+m), 0, 0, 0, . . .) = (pn(z1), pn(z2), . . . , pn(zm), 0, 0, 0, . . .) ,

es decir,
Pn(y) = (pn(z1), pn(z2), . . . , pn(zm), 0, 0, 0, . . .) .

Luego dado j ∈ N se tiene que∣∣∣(Pn(y) − x) j

∣∣∣ ≤ máx
1≤i≤m

|pn(zi) − xi| + sup
j≥m+1

∣∣∣x j

∣∣∣ < δ + ‖x − (x1, . . . , xm, 0, 0, . . .)‖c0
<

ε

2m
+
ε

2
,

de donde se deduce que
‖Pn(y) − x‖c0

≤
ε

2m
+
ε

2
<
ε

2
+
ε

2
= ε.

• Si X = `q, entonces

‖y − y‖`q
=

 n∑
j=m+1

∣∣∣y j

∣∣∣q +

n+m∑
j=n+1

∣∣∣y j − z j−n

∣∣∣q +

∞∑
j=n+m+1

∣∣∣y j

∣∣∣q
1
q

≤

 m∑
j=1

∣∣∣z j

∣∣∣q
1
q

+

 ∞∑
j=m+1

∣∣∣y j

∣∣∣q
1
q

<

 m∑
j=1

δq


1
q

+ ‖y − (y1, . . . , ym, 0, 0, . . .)‖`q
< m

1
q
ε

2m
+
ε

2
≤ ε,
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con lo cual resulta que ‖y − y‖`q
< ε. Por otra parte,

‖Pn(y) − x‖q`q
=

m∑
j=1

∣∣∣pn(z j) − x j

∣∣∣q +

∞∑
j=m+1

∣∣∣x j

∣∣∣q < m∑
j=1

δq + ‖x − (x1, . . . , xm, 0, 0, . . .)‖
q
`q

< m
(
ε

2m

)q
+

(
ε

2

)q
< εq,

es decir, ‖Pn(y) − x‖`q
< ε. Así, como ‖y − y‖ < ε y ‖Pn(y) − x‖ < ε, entonces P es topológicamente transitivo y por lo

tanto hipercíclico.
�

En la Proposición 4.1.2 vimos que si X = `q (1 ≤ q < ∞), el polinomio P : `q −→ `q definido por

(P (xi))i∈N = ((xi+1 + 1)m − 1)i∈N

para todo (xi)i∈N, es D-caótico. Observemos que dado (xi)i∈N ∈ `q, tenemos que

P ((xi)i∈N) =

 m∑
k=0

(
m
k

)
xk

i+1 − 1


i∈N

,

con lo cual la parte lineal de P ((xi)i∈N) es el operador de Rolewicz mB, el cual por el Corolario 2.5.7 es D-caótico.
Entonces P es un polinomio D-caótico cuya parte lineal es D-caótica.

Veremos en el siguiente ejemplo un polinomio AY-caótico cuya parte lineal no es hipercíclica ni tiene dependencia
sensible respecto de las condiciones iniciales.

Ejemplo 4.1.5. Sea p : C −→ C el polinomio dado por

p(z) = z + z2

para todo z ∈ C y consideremos el polinomio P : X −→ X dado por

P ((xi)i∈N) = (p(xi+1))i∈N

para toda (xi)i∈N ∈ X, donde X = c0 o `q , con 1 ≤ q < ∞. Veamos que P es AY-caótico.
En efecto, para ver que P es AY-caótico, por el Teorema 4.1.4 basta ver que 0 ∈ J(p). Al ser p un polinomio sobre

C, por el Teorema B.2.5 tenemos que conjunto de Julia de p es la clausura de los puntos periódicos repulsores de p (ver
Definición B.1.8), es decir,

J(p) =
{
z ∈ C tal que z es punto periódico repulsor de p

}
.

Observemos que p(0) = 0 y p′(0) = 1, es decir, 0 es un punto racionamente indiferente de p, entonces por el Teorema
B.2.4, 0 ∈

{
z ∈ C tal que z es punto periódico repulsor de p

}
= J(p) y por el Teorema 4.1.4 concluimos que P es AY-

caótico. Por otro lado, para toda (xi)i∈N ∈ X tenemos que

P ((xi)i∈N) = (p(xi+1))i∈N =
(
xi+1 + x2

i+1

)
i∈N

= B ((xi)i∈N) + (x2
i+1)i∈N,

donde B es el operador de desplazamiento hacia atrás sobre X. Como ‖B‖ ≤ 1, es fácil ver que B no es hipercíclico y no
tiene dependencia sensible respecto de las condiciones iniciales, con lo cual en particular no es AY-caótico.

Proposición 4.1.6. Sean X = `q (1 ≤ q < ∞) y P : X −→ X el polinomio definido por

P ((xi)i∈N) = (p(xi+1))i∈N

para toda (xi)i∈N ∈ X, donde p : C −→ C es un polinomio de grado d ≥ 2 tal que p(0) = 0. Si 0 es punto repulsor de p,
entonces P es D-caótico.
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Demostración. Por el Teorema B.2.5 sabemos que J(p) =
{
z ∈ C tales que z es punto periódico repulsor de p

}
, con lo

cual por hipótesis tenemos que 0 ∈ J(p). Luego, por el Teorema 4.1.4 se tiene que P es hipercíclico.
Resta ver que Per(P) es denso en X. Sean x ∈ X y ε > 0, queremos ver que existe z ∈ Per(P) ∩ B(0, ε). Como 0 es

punto fijo repulsor de p, tenemos que |p′(0)| > 1, entonces podemos considerar λ ∈ R tal que |p′(0)| > λ > 1. Por otro
lado, como x ∈ `q, existe m ∈ N tal que

‖x − (x1, . . . , xm, 0, 0, 0, . . .)‖ <
ε

2
, (4.3)

con lo cual al ser |p′(0)| > λ > 1, por el Lema B.0.10 existe δ <
ε

6m
tal que

λD(0, r) ⊂ p (D(0, r)) (4.4)

para todo r ≤ δ. Mas aún, para todo r ≤ λ−kδ y todo k ∈ N tenemos que

pk (D (0, r)) = pk−1 (p (D(0, r))) ⊃ pk−1(D(0, λr)) ⊃ pk−2(D(0, λ2r)) ⊃ . . . ⊃ p(D(0, λk−1r)) ⊃ D(0, λkr),

es decir,
D(0, λkr) ⊂ pk (D(0, r)) . (4.5)

Por el Lema 4.1.3 existen n > m y
{
z1,1, . . . , z1,m

}
⊂ D(0, δ) tales que

∣∣∣pn(z1,i) − xi

∣∣∣ < δ para todo 1 ≤ i ≤ m. Además, en
la demostración del lema se ve que podemos tomar n arbitrariamente grande, por lo tanto como λ > 1 podemos suponer

que además n es tal que
∞∑

k=1

λ−kn <
1
m

. Por (4.5), tenemos que D
(
0,

δ

λ( j−1)n

)
⊂ pn

(
D

(
0,

δ

λ jn

))
para todo j ∈ N. Luego si

1 ≤ i ≤ m, como z1,i ∈ D(0, δ) ⊂ pn
(
D

(
0,

δ

λn

))
, entonces existe z2,i ∈ D

(
0,

δ

λn

)
tal que pn(z2,i) = z1,i. Continuando de

ese modo, tenemos que para todo j ∈ N, 1 ≤ i ≤ m, existen z j,i tales que
∣∣∣z j+1,i

∣∣∣ < δ

λ jn y pn(z j+1,i) = z j,i. Consideremos
entonces

z =

z0,1, . . . , z0,m, 0, 0, . . . 0︸                      ︷︷                      ︸
n

, z1,1, . . . , z1,m, 0, 0, . . . , 0︸                        ︷︷                        ︸
n

, z2,1, . . .

 ,
donde z0,i = pn(z1,i) para todo 1 ≤ i ≤ m y z jn+1 = z j,1 para todo j ∈ N. Dado n ∈ N tenemos que

Pn(z) =

pn(z1,1), . . . , pn(z1,m), 0, 0, . . . , 0︸                                   ︷︷                                   ︸
n

, pn(z2,1), . . . , pn(z2,m), 0, 0, . . . , 0︸                                   ︷︷                                   ︸
n

, . . .


=

(
z0,1, . . . , z0,m, 0, 0, . . . 0, z1,1, . . . , z1,m, 0, 0, . . . , 0, z2,1, . . .

)
= z,

Luego z ∈ Per(P) y si definimos x = (x1, . . . , xm, 0, 0, . . .), entonces por (4.3) tenemos que

‖x − z‖`q
< ‖x − x‖`q

+ ‖x − z‖`q
<
ε

2
+ ‖x − z‖`q

.

Por otro lado, como
∞∑
j=1

1
λ jn <

1
m

y
∣∣∣z j+1,i

∣∣∣ < δ

λ jn para todo j ∈ N, entonces

‖x − z‖q`q
=

m∑
i=1

∣∣∣xi − z0,i
∣∣∣q +

m∑
i=1

∣∣∣z1,i
∣∣∣q +

∞∑
j=2

m∑
i=1

∣∣∣z j,i

∣∣∣q < m∑
i=1

∣∣∣xi − pn(z1,i)
∣∣∣q + mδq + δq

∞∑
j=2

m∑
i=1

∣∣∣∣∣ 1
λ( j−1)n

∣∣∣∣∣q
< mδq + mδq + mδq

∞∑
j=1

(
1
λ jn

)q

≤ 2mδq + mδq
∞∑
j=1

1
λ jn < 2mδq + δq = δq(2m + 1),

por lo tanto
‖x − z‖`q

< δ(2m + 1)
1
q <

ε

6m
(2m + 1) <

ε

2
.

Luego ‖x − z‖`q
<
ε

2
+
ε

2
= ε, de donde z ∈ Per(P) ∩ B(x, ε) y concluimos que Per(P) es denso en X.

�
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4.2. Existencia de operadores mixing en espacios separables de dimensión in-
finita

En esta sección veremos que existen operadores mixing para cualquier espacio de Fréchet separable de dimensión
infinita. Esto fue probado por Ansari [2] y Bernal-González [11] para espacios de Banach separables de dimensión infinita
y extendido por Bonet y Peris [17] a espacios de Fréchet separables de dimensión infinita. Dada v = (vn)n∈N ⊂ R>0,

definiremos los espacios con peso X = `p(v) (1 ≤ p < ∞) y X = c0(v), y veremos que el operador de desplazamiento

B : X → X es continuo si y sólo si sup
n∈N

vn

vn+1
< ∞.

Además , dada w = (wn)n∈N ∈ R>0, definiremos los operadores eB y Bw y veremos que son mixing sobre X. Luego
mostraremos que los operadores I + B e I + Bw son mixing, ya que resultarán ser quasiconjugados con los operadores ya
mencionados.

Así, dado un espacio de Fréchet separable de dimensión infinita, veremos que si X no es isomorfo a ω podremos
construir un operador T sobre X, que será quasiconjugado a un operador mixing sobre `1. De esta manera veremos que
T es un operador mixing, con la particularidad de que X contendrá un subespacio cerrado cuyos elementos serán puntos
fijos del operador T , lo que será de utilidad en la sección 4.4.

Definición 4.2.1. Dada v = (vn)n∈N ⊂ R>0 y 1 ≤ p < ∞, definimos los espacios con pesos `p(v) y c0(v) por

`p(v) =

(xn)n∈N ∈ C
N tales que

∞∑
n=1

|xn|
p vn < ∞

 y c0(v) =

{
(xn)n∈N ∈ C

N tales que lı́m
n→∞
|xn| vn = 0

}
.

Luego si consideramos ‖·‖`p(v) y ‖·‖c0(v) definidas por

‖x‖`p(v) =

 ∞∑
n=1

|xn|
p vn


1
p

y ‖x‖c0(v) = sup
n∈N
|xn| vn

para todo x ∈ X = `p(v) o c0(v) respectivamente, entonces `p(v) y c0(v) son espacios normados separables.

Observación 4.2.2. Sea X = c0(v) o X = `p(v) con 1 ≤ p < ∞. Entonces B : X −→ X es continuo⇔ S = sup
n∈N

vn

vn+1
< ∞.

Además ‖B‖ ≤ S
1
p si X = `p(v) y ‖B‖ ≤ S si X = c0(v).

⇒ Como B es continuo, existe M > 0 tal que ‖B(x)‖X ≤ M ‖x‖X para todo x ∈ X. Sea n ∈ N, si x = en+1, al ser
B(en+1) = en tenemos que :

• Si X = `p(v), entonces ‖B(en+1)‖`p(v) ≤ M ‖en+1‖`p(v) , de donde v
1
p
n ≤ Mv

1
p

n+1 y por lo tanto
vn

vn+1
≤ Mp.

• Si X = c0(v), entonces ‖B(en+1)‖c0(v) ≤ M ‖en+1‖c0(v) y se deduce que
vn

vn+1
≤ M.

Así, concluimos que sup
n∈N

vn

vn+1
< ∞.

⇐ Supongamos que S = sup
n∈N

vn

vn+1
< ∞, queremos ver que existe M > 0 tal que ‖B(x)‖X ≤ M ‖x‖X para todo x ∈ X.

En efecto, sea x ∈ X, como S < ∞ tenemos que vn ≤ S vn+1 para todo n ∈ N.
• Si X = `p(v), entonces

‖B(x)‖p`p(v) =

∞∑
n=1

|xn+1|
p vn ≤

∞∑
n=1

|xn+1|
p S vn+1 ≤ S

∞∑
n=1

|xn|
p vn = S ‖x‖p`p(v) ,

es decir,
‖B(x)‖`p(v) ≤ S

1
p ‖x‖`p(v) .

• Si X = c0(v), entonces |xn+1| vn ≤ S |xn+1| vn+1 para todo n ∈ N y deducimos que

‖B(x)‖c0(v) ≤ S ‖x‖c0(v) .
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Dada v = (vn)n∈N ⊂ R>0, ahora que tenemos una condición sobre v para que B resulte continuo sobre X = `p(v) o
c0(v), definiremos sobre X el operador eB y probaremos que es mixing.

Definición 4.2.3. Sea v = (vn)n∈N ⊂ R>0 tal que S = sup
n∈N

vn

vn+1
< ∞, entonces por la observación anterior B es continuo

sobre X = c0(v) o X = `p(v), con 1 ≤ p < ∞.

Además, si r = máx
{
S

1
p , S

}
> 0, tenemos que ‖B‖ ≤ r, con lo cual si consideramos f : D(0, r0) −→ C definida por

f (z) =

∞∑
k=0

zk

k!
= ez

para todo z ∈ C, f resulta holomorfa en C.
Luego por el Teorema A.1.24 podemos definir el operador eB : X −→ X dado por

eB = f (B) =

∞∑
k=0

1
k!

Bk.

Además, dado n ∈ N, si consideramos g : C −→ C dada por

g(z) = ( f (z))n = enz =

∞∑
k=0

(nz)k

k!

para todo z ∈ C, entonces por ii. del Teorema A.1.24 se tiene que

(
eB

)n
= ( f (B))n = g(B) =

∞∑
k=0

1
k!

(nB)k.

Para probar que el operador eB es mixing, utilizaremos el principio de comparación para operadores sobre espacios de
Fréchet dado en la Proposición A.1.19. Previamente necesitamos el siguiente lema.

Lema 4.2.4. Sea n,m ∈ N tales que m ≥ n y consideremos la matríz Am,n+1 ∈ R
n+1 × Rn+1 definida por

Am,n+1 =



1
m!

1
(m + 1)!

· · ·
1

(m + n)!
1

(m − 1)!
1

m!
· · ·

1
(m + n − 1)!

...
...

. . .
...

1
(m − n)!

1
(m − n + 1)!

· · ·
1

m!


.

Entonces
∣∣∣Am,n+1

∣∣∣ = det(Am,n+1) =

n∏
l=0

(n − l)!
(m + l)!

=
n!(n − 1)! . . . 1!0!

m!(m + 1)! . . . (m + n)!
y por lo tanto Am,n+1 es inversible.

Demostración. Razonamos por inducción en n.

Si n = 1, entonces
∣∣∣Am,2

∣∣∣ = det


1

m!
1

(m + 1)!
1

(m − 1)!
1

m!

 =
1

m!
1

m!
−

1
(m − 1)!

1
(m + 1)!

=
1

m!(m + 1)!
.

Por otro lado,
1∏

l=0

(1 − l)!
(m + l)!

=
1!0!

m!(m + 1)!
=

1
m!(m + 1)!

, por lo tanto
∣∣∣Am,2

∣∣∣ =

1∏
l=0

(1 − l)!
(m + l)!

.

Sea n > 1 y supongamos que
∣∣∣Am,N

∣∣∣ =

N−1∏
l=0

(N − 1 − l)!
(m + l)!

para todo N ≤ n, queremos ver que

∣∣∣Am,n+1
∣∣∣ =

n∏
l=0

(n − l)!
(m + l)!

=
n!(n − 1)! . . . 1!0!

m!(m + 1)! . . . (m + n)!
.
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En efecto, obervemos que al ser

Am,n+1 =



1
m!

1
(m + 1)!

· · ·
1

(m + n)!
1

(m − 1)!
1

m!
· · ·

1
(m + n − 1)!

...
...

. . .
...

1
(m − n)!

1
(m − n + 1)!

· · ·
1

m!


=

(
ak, j

)
1≤k, j≤n+1

,

entonces tenemos que ak j =
1

(m − k + j)!
para todo 1 ≤ k, j ≤ n + 1. Luego si 1 ≤ j ≤ n, tenemos que

ak, j+1 =
1

(m − k + j + 1)!
=

1
(m − k + j + 1)

1
(m − k + j)!

=
1

(m − k + j + 1)
ak, j (4.6)

para todo 1 ≤ k ≤ n + 1, 1 ≤ j ≤ n. Aprovechando la relación entre los coeficientes de las columnas de la matriz, para
cada 1 ≤ j ≤ n, realizaremos operaciones entre las columnas de manera tal que haya un cero en los primeros n coeficientes
de la última fila de la matriz resultante y además su determinante coincida con el de Am,n+1. Para cada 1 ≤ j ≤ n, denotemos
por C j a la j-ésima columna de Am,n+1. Realizando para cada 1 ≤ j ≤ n la operación C j − (m − (n + 1) + j + 1) C j+1 y
ubicando el resultado de tal operación en la columna C j, obtenemos una matriz B =

(
bk, j

)
1≤k, j≤n+1

de manera tal que∣∣∣Am,n+1
∣∣∣ = |B| . Además, si 1 ≤ k ≤ n + 1 y 1 ≤ j ≤ n, por (4.6) tenemos que

bk, j = ak, j − (m − (n + 1) + j + 1) ak, j+1 =
1

(m − k + j)!
−

m − n + j
(m − k + j + 1)!

=
m − k + j + 1 − (m − n + j)

(m − k + j + 1)!
=

n + 1 − k
(m − k + j + 1)!

= (n + 1 − k)ak, j+1

para todo 1 ≤ k ≤ n + 1, 1 ≤ j ≤ n. Así,tenemos que

bk, j =

(n + 1 − k)ak, j+1 si 1 ≤ k ≤ n + 1, 1 ≤ j ≤ n

ak,n+1 si 1 ≤ k ≤ n + 1, j = n + 1

y en particular, bn+1, j = 0 para todo 1 ≤ j ≤ n. Luego, si desarrollamos el determinante de la matriz B por la fila n + 1,
tenemos que ∣∣∣Am,n+1

∣∣∣ = |B| = an+1,n+1

∣∣∣∣(bk, j

)
1≤k, j≤n

∣∣∣∣ = an+1,n+1

∣∣∣∣((n + 1 − k)ak, j+1

)
1≤k, j≤n

∣∣∣∣ .
Ahora bien, observemos que

an+1,n+1 =
1

m!
y Am+1,n =

(
(n + 1 − k)ak, j+1

)
1≤k, j≤n

,

por lo tanto, como n+1−k aparece en todos los coeficientes de la fila k para todo 1 ≤ k ≤ n, por propiedad del determinante
se deduce que ∣∣∣Am,n+1

∣∣∣ = an+1,n+1

∣∣∣∣((n + 1 − k)ak, j+1

)
1≤k, j≤n

∣∣∣∣ =
1

m!

n∏
l=1

(n + 1 − l)
∣∣∣Am+1,n

∣∣∣ .
Observemos que

1
m!

n∏
l=1

(n + 1 − l) =
1

m!
n(n − 1) . . . 1 =

n!
m!
, entonces como por hipótesis inductiva tenemos que

∣∣∣Am+1,n
∣∣∣ =

n−1∏
l=0

(n − 1 − l)!
(m + 1 + l)!

, resulta que

∣∣∣Am,n+1
∣∣∣ =

1
m!

n∏
l=1

(n + 1 − l)
∣∣∣Am+1,n

∣∣∣ =
n!
m!

n−1∏
l=0

(n − 1 − l)!
(m + 1 + l)!

=
n!(n − 1)! . . . 1!0!

m!(m + 1)! . . . (m + n)!
.

�
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Teorema 4.2.5. Sean v = (vn)n∈N ⊂ R>0 y X = c0(v) o `p(v) con 1 ≤ p < ∞. Si sup
n∈N

vn

vn+1
< ∞, entonces el operador

T = eB es mixing en X.

Demostración. Como primer observación veremos que por la Proposición A.1.19, basta probar el teorema para el caso en
que X = `1(v). En efecto, si consideramos c00 = {(x1, . . . , xN , 0, 0, . . .),N ∈ N} , como c00 es denso en c0(v) tenemos que
`1(v) es denso en c0(v). Además, si consideramos vp = (vp

n )n∈N, entonces c00 ⊂ `1(v) ⊂ `p(vp) y deducimos que `1(v) es
denso en `p(vp). Por otro lado, si ic0(v) : `1(v) ↪→ c0(v) e i`p(vp) : `1(v) ↪→ `p(vp) son las inclusiones de `1(v) en c0(v) y `1(v)
en `p(vp) respectivamente, ambas resultan continuas (se deduce análogamente a cuando se prueba que las inclusiones
ic0 : `p ↪→ c0 e i`1 : `p ↪→ `1 son continuas), por lo tanto, si consideramos Y = `1(v) y vemos que (eB)|Y : Y −→ Y
es mixing, entonces por la Proposición A.1.19 tendremos que eB : `p(vp) −→ `p(vp) y eB : c0(v) −→ c0(v) son mixing.

Así, como `p(v) = `p(wp) con w = (v
1
p
n )n∈N, tendríamos que eB : `p(v) −→ `p(v) y eB : c0(v) −→ c0(v) son mixing.

Consideremos entonces X = `1(v) y veamos que eB : `1(v) −→ `1(v) es mixing.
En efecto, fijemos ε > 0, x, y ∈ c00 y sea m ∈ N tal que xk = yk = 0 para todo k > m, entonces por el Lema 4.2.4

sabemos que la matriz

Am,m =



1
m!

1
(m + 1)!

· · ·
1

(2m − 1)!
1

(m − 1)!
1

m!
· · ·

1
(2m − 2)!

...
...

. . .
...

1
1!

1
2!

· · ·
1

m!


∈ Rm×m

es inversible. Sea TAm,m : (Km, ‖·‖∞) −→ (Km, ‖·‖1) definida por

TAm,m (w1, . . . ,wm) = Am,m(w1, . . . ,wm)t

para todo (w1, . . . ,wm) ∈ Km, entonces TAm,m es un operador con inversa T−1
An,m

: (Km, ‖·‖1) −→ (Km, ‖·‖∞) dada por

T−1
Am,m

= TA−1
m,m

. Sea C =
∥∥∥TA−1

m,m

∥∥∥  m∑
k=1

|yk | + m
m∑

k=1

|xk |

 y sea N ∈ N suficientemente grande de forma tal que

2m∑
k=m+1

Nm−kvk <
ε

eC
(4.7)

Sea n ≥ N, veremos que existen z ∈ `1(v) y ε > 0 tales que ‖x − z‖`1(v) < ε y
∥∥∥y − (eB)n(z)

∥∥∥
`1(v) < ε.

Mas aún, veremos que existe z ∈ c00 que satisface esto, con zk =

xk si 1 ≤ k ≤ m

0 si k ≥ 2m + 1
y
(
(eB)n(z)

)
k

= yk si 1 ≤ k ≤ m.

En efecto, por definición, dado 1 ≤ k ≤ m tenemos que

(
(eB)n(z)

)
k

=

∞∑
l=0

nl

l!

(
Bl(z)

)
k

=

∞∑
l=0

nl

l!
zl+k =

∞∑
j=k

n j−k

( j − k)!
z j.

Luego como z j = 0 para todo j ≥ 2m + 1, tenemos que

(
(eB)n(z)

)
k

=

2m∑
j=k

n j−k

( j − k)!
z j = yk.

Por lo tanto, debemos tomar z = (x1, . . . , xm, zm+1, . . . , z2m, 0, 0, . . .), con zm+1, . . . , z2m ∈ K tales que yk =

2m∑
j=k

n j−k

( j − k)!
z j
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para todo 1 ≤ k ≤ m. Consideremos las matrices A y V dadas por

A =



1
n
1!

· · ·
nm−1

(m − 1)!

0 1 · · ·
1

(m + n − 1)!

0 0
. . .

...
...

... · · ·

0 0 · · · 1


∈ Rm×m y V =



nm

m!
nm+1

(m + 1)!
· · ·

n2m−1

(2m − 1)!
nm−1

(m − 1)!
nm

m!
· · ·

n2m−2

(2m − 2)!
...

...
. . .

...

n
1!

n2

2!
· · ·

nm

m!


∈ Rm×m,

entonces

A


x1
...

xm

 =



m−1∑
r=0

nr

r!
x1+r

m−2∑
r=0

nr

r!
x2+r

...
1∑

r=0

nr

r!
xm−1+r

xm



y V


zm+1
...

z2m

 =



2m−1∑
r=m

nr

r!
z1+r

2m−2∑
r=m−1

nr

r!
z2+r

...
m+1∑
r=2

nr

r!
zm−1+r

m∑
r=1

nr

r!
zm+r



.

Consideremos el sistema

A


x1
...

xm

 + V


zm+1
...

z2m

 =


y1
...

ym

 , (4.8)

entonces

A


x1
...

xm

 + V


zm+1
...

z2m

 =


y1
...

ym

⇔ yk =

m−k∑
r=0

nr

r!
xk+r +

2m−k∑
r=m+1−k

nr

r!
zk+r

para todo 1 ≤ k ≤ m. Al ser x j = z j para todo 1 ≤ j ≤ m, tenemos que

yk =

m−k∑
r=0

nr

r!
xk+r +

2m−k∑
r=m+1−k

nr

r!
zk+r =

m∑
j=k

n j−k

( j − k)!
x j +

2m∑
j=m+1

n j−k

( j − k)!
z j =

2m∑
j=k

n j−k

( j − k)!
z j.

Luego, tenemos que

A


x1
...

xm

 + V


zm+1
...

z2m

 =


y1
...

ym

⇔ yk =

2m∑
j=k

n j−k

( j − k)!
z j ⇔

((
eB

)n
(z)

)
k

= yk

para todo 1 ≤ k ≤ m. Así,
((

eB
)n

(z)
)

k
= yk para todo 1 ≤ k ≤ m⇔


zm+1
...

z2m

 es solución de (4.8).

Sean D1 =



nm−1 0 0 · · · 0
0 nm−2 0 · · · 0

0 0
. . .

. . .
...

...
...

. . . 0
0 0 · · · 0 1


∈ Rm×m y D2 =



n 0 0 · · · 0
0 n2 0 · · · 0

0 0
. . .

. . .
...

...
...

. . . 0
0 0 · · · 0 nm


∈ Rm×m, entonces D1 y D2 son
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inversibles con

D−1
1 =



n−m+1 0 0 · · · 0
0 n−m+2 0 · · · 0

0 0
. . .

. . .
...

...
...

. . . 0
0 0 · · · 0 1


y D−1

2 =



n−1 0 0 · · · 0
0 n−2 0 · · · 0

0 0
. . .

. . .
...

...
...

. . . 0
0 0 · · · 0 n−m


.

Observemos que

Am,mD2 =



1
m!

1
(m + 1)!

· · ·
1

(2m − 1)!
1

(m − 1)!
1

m!
· · ·

1
(2m − 2)!

...
...

. . .
...

1
1!

1
2!

· · ·
1

m!





n 0 0 · · · 0
0 n2 0 · · · 0

0 0
. . .

. . .
...

...
...

. . . 0
0 0 · · · 0 nm



=



n
m!

n2

(m + 1)!
· · ·

nm

(2m − 1)!
n

(m − 1)!
n2

m!
· · ·

nm

(2m − 2)!
...

...
. . .

...

n
1!

n2

2!
· · ·

nm

m!


,

entonces

D1Am,mD2 =



nm−1 0 0 · · · 0
0 nm−2 0 · · · 0

0 0
. . .

. . .
...

...
...

. . . 0
0 0 · · · 0 1





n
m!

n2

(m + 1)!
· · ·

nm

(2m − 1)!
n

(m − 1)!
n2

m!
· · ·

nm

(2m − 2)!
...

...
. . .

...

n
1!

n2

2!
· · ·

nm

m!



=



nm

m!
nm+1

(m + 1)!
· · ·

n2m−1

(2m − 1)!
nm−1

(m − 1)!
nm

m!
· · ·

n2m−2

(2m − 2)!
...

...
. . .

...

n
1!

n2

2!
· · ·

nm

m!


= V,

es decir, D1Am,mD2 = V y por lo tanto V es inversible. Entonces, la solución de (4.8) está dada por
zm+1
...

z2m

 = V−1



y1
...

ym

 − A


x1
...

xm


 = D−1

2 A−1
m,mD−1

1



y1
...

ym

 − A


x1
...

xm


 ,

por lo tanto podemos elegir zm+1, . . . , z2m ∈ K tales que
(
(eB)n(z)

)
k

= yk para todo 1 ≤ k ≤ m.
Consideremos TD1 : (Km, ‖·‖1) −→ (Km, ‖·‖∞) y TD2 : (Km, ‖·‖1) −→ (Km, ‖·‖∞). Entonces tenemos que T−1

D1
= TD−1

1
:

(Km, ‖·‖∞) −→ (Km, ‖·‖1) y T−1
D2

= TD−1
2

: (Km, ‖·‖∞) −→ (Km, ‖·‖1) y además
zm+1
...

z2m

 = TD−1
2
◦ TA−1

m,m
◦ TD−1

1



y1
...

ym

 − A


x1
...

xm


 .
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Sea 1 ≤ i ≤ m, si escribimos

(w1, . . . ,wm)t = TA−1
m,m

(
TD−1

1

(
(y1, . . . , ym)t − A(x1, . . . , xm)t

))
,

entonces |zm+i| =
∣∣∣∣(TD−1

2

(
(w1, . . . ,wm)t))

i

∣∣∣∣ . Ahora bien, como

TD−1
2

(
(w1, . . . ,wm)t

)
=



n−1 0 0 · · · 0
0 n−2 0 · · · 0

0 0
. . .

. . .
...

...
...

. . . 0
0 0 · · · 0 n−m




w1
...

wm

 =


n−1w1
...

n−mwm

 ,

entonces
∣∣∣∣(TD−1

2

(
(w1, . . . ,wm)t))

i

∣∣∣∣ = n−iwi ≤ n−i
∥∥∥(w1, . . . ,wm)t

∥∥∥
∞

y se deduce que

|zm+i| ≤ n−i
∥∥∥(w1, . . . ,wm)t

∥∥∥
∞
. (4.9)

Por otro lado tenemos que ∥∥∥(w1, . . . ,wm)t
∥∥∥
∞

=
∥∥∥∥TA−1

m,m

(
TD−1

1

(
(y1, . . . , ym)t − A(x1, . . . , xm)t

))∥∥∥∥
∞

≤
∥∥∥TA−1

m,m

∥∥∥ ∥∥∥∥TD−1
1

(
(y1, . . . , ym)t − A(x1, . . . , xm)t

)∥∥∥∥
1
.

Veamos que
∥∥∥∥TD−1

1

(
(y1, . . . , ym)t − A(x1, . . . , xm)t)∥∥∥∥

1
≤

m∑
k=1

|yk | + m
m∑

k=1

|xk |. Observemos que

TD−1
1

(
(y1, . . . , ym)t

)
= D−1

1


y1
...

ym

 =



n−m+1 0 0 · · · 0
0 n−m+2 0 · · · 0

0 0
. . .

. . .
...

...
...

. . . 0
0 0 · · · 0 1




y1
...

ym

 =


n−m+1y1

n−m+1y2
...

ym

 ,

entonces
∥∥∥∥TD−1

1

(
(y1, . . . , ym)t)∥∥∥∥

1
≤

m∑
k=1

|yk | . Por otro lado,

TD−1
1

(
A(x1, . . . , xm)t

)
= D−1

1

 m∑
k=1

nk−1

(k − 1)!
xk,

m∑
k=2

nk−2

(k − 2)!
xk, . . . , 1

t

=



n−m+1 0 0 · · · 0
0 n−m+2 0 · · · 0

0 0
. . .

. . .
...

...
...

. . . 0
0 0 · · · 0 1


 m∑

k=1

nk−1

(k − 1)!
xk,

m∑
k=2

nk−2

(k − 2)!
xk, . . . , 1

t

,

entonces

TD−1
1

(
A(x1, . . . , xm)t

)
=



n−m+1
m∑

k=1

nk−1

(k − 1)!
xk

n−m+2
m∑

k=2

nk−2

(k − 2)!
xk

...

1


=



m∑
k=1

nk−m

(k − 1)!
xk

m∑
k=2

nk−m

(k − 2)!
xk

...

1


.
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Luego, como
∣∣∣∣TD−1

1

(
A(x1, . . . , xm)t)∣∣∣∣

j
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
m∑

k= j

nk−m

(k − 1)!
xk

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤
m∑

k= j

|xk | ≤

m∑
k=1

|xk | para todo 1 ≤ j ≤ m, entonces

∥∥∥∥TD−1
1

(
A(x1, . . . , xm)t

)∥∥∥∥
1

=

m∑
j=1

∣∣∣∣(TD−1
1

(
A(x1, . . . , xm)t

))
j

∣∣∣∣ ≤ m
m∑

k=1

|xk | .

Por lo tanto,∥∥∥∥TD−1
1

(
(y1, . . . , ym)t − A(x1, . . . , xm)t

)∥∥∥∥
1
≤

∥∥∥∥TD−1
1

(
(y1, . . . , ym)t

)∥∥∥∥
1

+
∥∥∥∥TD−1

1

(
A(x1, . . . , xm)t

)∥∥∥∥
1

≤

m∑
k=1

|yk | + m
m∑

k=1

|xk | ,

es decir, ∥∥∥∥TD−1
1

(
(y1, . . . , ym)t − A(x1, . . . , xm)t

)∥∥∥∥
1
≤

m∑
k=1

|yk | + m
m∑

k=1

|xk | . (4.10)

Así, como C =
∥∥∥TA−1

m,m

∥∥∥  m∑
k=1

|yk | + m
m∑

k=1

|xk |

, por (4.10) tenemos que

∥∥∥(w1, . . . ,wm)t
∥∥∥
∞
≤

∥∥∥TA−1
m,m

∥∥∥  m∑
k=1

|yk | + m
m∑

k=1

|xk |

 = C.

Por lo tanto por (4.9) tenemos que |zm+i| ≤ n−i
∥∥∥(w1, . . . ,wm)t

∥∥∥
∞
≤ n−iC para todo 1 ≤ i ≤ m, o equivalentemente,

|zi| ≤ nm−iC (4.11)

para todo m+1 ≤ i ≤ 2m. Por un lado, por construcción tenemos que |xk − zk | =

|zk | si m + 1 ≤ k ≤ 2m

0 en otro caso
, entonces como

n ≤ N, de (4.7) y (4.11) se deduce que

‖x − z‖`1(v) =

2m∑
k=m+1

|zk | vk ≤ C
2m∑

k=m+1

nm−kvk ≤ C
2m∑

k=m+1

Nm−kvk <
ε

e
< ε.

Por otro lado, como por construcción tenemos que

∣∣∣yk − ((eB)n(z))k

∣∣∣ =


∣∣∣((eB)n(z))k

∣∣∣ si m + 1 ≤ k ≤ 2m

0 en otro caso
,

entonces por (4.11) se tiene que

∥∥∥y − (eB)n(z)
∥∥∥
`1(v) =

2m∑
k=m+1


∣∣∣∣∣∣∣∣

2m∑
j=k

n j−k

( j − k)!
z j

∣∣∣∣∣∣∣∣
 vk ≤ C

2m∑
k=m+1

nm−k

 2m∑
j=k

1
( j − k)!

 vk < eC
2m∑

k=m+1

nm−kvk.

Luego, por (4.7) tenemos que∥∥∥y − (eB)n(z)
∥∥∥
`1(v) < eC

2m∑
k=m+1

nm−kvk ≤ eC
2m∑

k=m+1

Nm−kvk < ε.

Entonces, dados ε > 0, x, y ∈ c00, probamos que existe N ∈ N tal que si n ≥ N, existe z ∈ `1(v) tal que

‖x − z‖`1(v) < ε y
∥∥∥y − (eB)n(z)

∥∥∥
`1(v) < ε.

Veamos que esto implica que eB es mixing. En efecto, sean U,V ⊂ `1(v) abiertos no vacíos, entonces como c00 ⊂ `1(v)
es denso existen ε > 0, x, y ∈ c00 tales que x ∈ B(x, ε) ⊂ U e y ∈ B(y, ε) ⊂ V . Luego, para cada n ≥ N podemos tomar
zn ∈ `1(v) tal que ‖x − zn‖`1(v) < ε y

∥∥∥y − (eB)n(zn)
∥∥∥
`1(v) < ε, es decir, zn ∈ B(x, ε) ⊂ U tal que (eB)n(zn) ∈ B(y, ε) ⊂ V .

Así, para cada n ≥ N se tiene que (eB)n(zn) ∈ (eB)n(U)∩V, por lo tanto (eB)n(U)∩V , ∅ para todo n ≥ N y concluimos
que eB es mixing.

�
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Como primer aplicación veremos que si X = c0(v) o X = `p(v) con 1 ≤ p < ∞, el operador I + B es mixing.

Teorema 4.2.6. Sea v = (vn)n∈N ⊂ R>0 y X = `p(v) (1 ≤ p < ∞) o X = c0(v). Si sup
n∈N

vn

vn+1
< ∞, entonces la perturbación

de la identidad dada por T = I + B es mixing.

Demostración. Observemos que análogamente al teorema anterior, basta probar el teorema para X = `1(v). Veremos que
existe w = (wn)n∈N ⊂ R>0 y un operador φ : `1(w) −→ `1(v) tal que el diagrama

`1(w)
eB

−→ `1(w)
φ ↓ ↓ φ

`1(v) −→
I+B

`1(v)

conmuta. Además veremos que φ tiene rango denso y eB e I + B serán quasiconjugados vía φ, por lo tanto, por el teorema
anterior, I + B resultaría mixing. Lo que haremos es considerar una matriz triangular inferior infinita A = (an,k)n∈N,k≤n, en
principio con an,n , 0 para todo n ∈ N, y veremos cómo definir la sucesión w = (wn)n∈N ⊂ R>0 y el operador φ mediante
los coeficientes de la matriz de manera tal que φ ◦ eB = (I + B) ◦ φ.

Entonces definiremos primero φ : `1(w) −→ `1(v) en la base canónica (en)n∈N ⊂ `1(w) y luego extenderemos la
definición a `1(w) por linealidad. Consideremos φ definida por

φ(en) =

n∑
k=1

an,kek

para todo n ∈ N, queremos elegir A de manera tal que
(
φ ◦ eB

)
(en) = ((I + B) ◦ φ) (en) para todo n ∈ N. Sea n ∈ N, por un

lado tenemos que (
φ ◦ eB

)
(en) = φ

 ∞∑
k=0

1
k!

Bk(en)

 .
Ahora bien, dado k ∈ N, tenemos que Bk

(
(x j) j∈N

)
= (xk+ j) j∈N para toda (x j) j∈N ∈ `1(v), entonces

Bk(en) =

0 si k ≥ n

en−k si k < n
.

Luego tenemos que

(
φ ◦ eB

)
(en) = φ

n−1∑
k=0

1
k!

Bk(en)

 =

n−1∑
k=0

1
k!
φ(en−k) =

n∑
j=1

1
(n − j)!

φ(e j) =

n∑
j=1

1
(n − j)!

 j∑
k=1

a j,kek

 ,
y entonces (

φ ◦ eB
)

(en) =

n∑
k=1

 n∑
j=k

1
(n − j)!

a j,k

 ek.

Por otro lado, como B(e1) = 0 y B(ek) = ek−1 para todo k ≥ 2, entonces

((I + B) ◦ φ) (en) =

n∑
k=1

an,k(I + B)(ek) =

n∑
k=1

an,kek +

n∑
k=2

an,kek−1

=

n∑
k=1

an,kek +

n−1∑
k=1

an,k+1ek = an,nen +

n−1∑
k=1

(an,k + an,k+1)ek.

Así, dado n ≥ 2 tenemos que

(
φ ◦ eB

)
(en) = ((I + B) ◦ φ) (en)⇔

n∑
k=1

 n∑
j=k

1
(n − j)!

a j,k

 ek = an,nen +

n−1∑
k=1

(an,k + an,k+1)ek.

Igualando los coeficientes que multiplican a cada ek, tenemos que :
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• Si k = n, entonces an,nen = an,nen.
• Si k = n − 1, entonces

an−1,n−1 + an,n−1 = an,n−1 + an,n,

de donde se deduce que an,n = an−1,n−1.
• Si n ≥ 3 y 1 ≤ k ≤ n − 2, entonces

an,k + an,k+1 =

n∑
j=k

1
(n − j)!

a j,k = an,k +

n−1∑
j=k

1
(n − j)!

a j,k,

es decir,

an,k+1 =

n−1∑
j=k

1
(n − j)!

a j,k.

Por lo tanto si tenemos definidos a j,l con j ≤ n − q y l ≤ k, podemos definir an,k+1 para todo n ≥ 3, 1 ≤ k ≤ n − 2.
Observemos que no tenemos restricciones sobre an,1 y la única restricción para an,n es que sea no nulo, por lo tanto
podemos tomar an,1 = 0 y an,n = 1 para todo n ∈ N. Notemos que entonces an,k ≥ 0 para todo n ∈ N, k ∈ N.

Vamos ahora a establecer condiciones necesarias sobre w para que φ : `1(w) −→ `1(v) sea un operador bien definido
tal que (I + B) ◦ φ = φ ◦ eB. Como c00 = {(b1, . . . , bN , 0, 0, 0, . . .),N ∈ N} ⊂ `1(w) es denso, basta definir φ en c00.

Sea x =

N∑
j=1

b je j ∈ c00, queremos hallar C > 0 y w tal que ‖φ(x)‖`1(w) ≤ C ‖x‖`1(v) . Entonces, como

∥∥∥∥∥∥∥∥φ
 N∑

j=1

b je j


∥∥∥∥∥∥∥∥
`1(v)

=

∥∥∥∥∥∥∥∥
N∑

j=1

b jφ(e j)

∥∥∥∥∥∥∥∥
`1(v)

=

∥∥∥∥∥∥∥∥
N∑

j=1

b j

j∑
k=1

a j,kek

∥∥∥∥∥∥∥∥
`1(v)

=

∥∥∥∥∥∥∥∥
N∑

k=1

 N∑
j=k

b ja j,k

 ek

∥∥∥∥∥∥∥∥
`1(v)

=

N∑
k=1

∣∣∣∣∣∣∣∣
N∑

j=k

b ja j,k

∣∣∣∣∣∣∣∣ vk.

Ahora bien, sabemos que S = sup
n∈N

vn

vn+1
< ∞, entonces vn ≤ S vn+1 para todo n ∈ N y dado 1 ≤ j ≤ N se tiene que

vk ≤ S j−kv j (4.12)

para todo 1 ≤ k ≤ j. Luego como an,k ≥ 0 para todo n, k ∈ N, tenemos que

∥∥∥∥∥∥∥∥φ
 N∑

j=1

b je j


∥∥∥∥∥∥∥∥
`1(v)

=

N∑
k=1

∣∣∣∣∣∣∣∣
N∑

j=k

b ja j,k

∣∣∣∣∣∣∣∣ vk ≤

N∑
k=1

N∑
j=k

∣∣∣b j

∣∣∣ a j,kvk

=

N∑
j=1

j∑
k=1

∣∣∣b j

∣∣∣ a j,kvk =

N∑
j=1

∣∣∣b j

∣∣∣ j∑
k=1

a j,kvk

≤

N∑
j=1

∣∣∣b j

∣∣∣ j∑
k=1

a j,kS j−kv j ≤

N∑
j=1

∣∣∣b j

∣∣∣ máx
1≤k≤ j

{
S j−k

} j∑
k=1

a j,kv j.

Sea α = 1 si S < 1 o α = S −1 si S ≥ 1 y definamos w j = α j
j∑

k=1

a j,kv j, entonces

∥∥∥∥∥∥∥∥φ
 N∑

j=1

b je j


∥∥∥∥∥∥∥∥
`1(v)

≤

N∑
k=1

∣∣∣b j

∣∣∣ w j.

Por lo tanto, ‖φ(x)‖`1(v) =

∥∥∥∥∥∥∥∥φ
 N∑

j=1

b je j


∥∥∥∥∥∥∥∥
`1(v)

≤

N∑
k=1

∣∣∣b j

∣∣∣ w j = ‖x‖`1(w) y luego φ : `1(v) −→ `1(w) es un operador bien

definido tal que (I + B) ◦ φ = φ ◦ eB.
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Veamos que sup
n∈N

wn

wn+1
< ∞. Dado n ∈ N, tenemos que

wn

wn+1
=

αnvn

αn+1vn+1

n∑
k=1

an,k

n+1∑
k=1

an+1,k

≤
S
α

an,1 + an,2 + . . . + an,n

an+1,1 + an+1,2 + . . . + an+1,n+1
.

Recordemos que dado n ≥ 2, tenemos que an,1 = 0, an+1,k+1 =

n∑
j=k

1
(n + j − k)!

a j,k ≥ an,k para todo 1 ≤ k ≤ n − 1 y

an,n = 1, con lo cual
wn

wn+1
≤

S
α

an,1 + an,2 + . . . + an,n

an+1,1 + an+1,2 + . . . + an+1,n+1
≤

S
α

an,2 + . . . + an,n

an,2 + . . . + an,n
=

S
α
,

es decir,
wn

wn+1
≤

S
α

para todo n ∈ N y por lo tanto sup
n∈N

wn

wn+1
≤

S
α
< ∞. Luego por el teorema anterior, eB : `1(v) −→ `1(w)

es mixing.

Para terminar, sólo resta ver que φ tiene rango denso. En efecto, dado n ∈ N, φ(en) =

n∑
k=1

an,kek para todo 1 ≤ j ≤ n,

entonces como ak,k = 1 para todo k ≥ 1, tenemos que en ∈ φ (〈e1, . . . , en〉) ⊂ R(φ).
Luego c00 ⊂ R (φ) ⊂ `1(v), por lo tanto como c00 es denso en `1(v) concluimos que φ tiene rango denso en `1(v).

�

Veamos como se traducen los resultados anteriores a operadores de desplazamiento con peso sobre `p (1 ≤ p < ∞) o
c0.

Proposición 4.2.7. Sea w = (wn)n∈N una sucesión de escalares no nulos y consideremos Bw : X −→ X definido por

Bw ((xn)n∈N) = (wn+1xn+1)n∈N

para toda (xn)n∈N ∈ X, donde X = c0 o X = `p (1 ≤ p < ∞). Entonces son equivalentes :

i. Bw es un operador bien definido sobre X.

ii. sup
n∈N

wn < ∞.

Además, en tal caso, ‖Bw‖ ≤ sup
n∈N

wn.

Demostración. i. ⇒ ii. Si Bw es un operador, entonces existe M > 0 tal que ‖Bw(x)‖X ≤ M ‖x‖X para todo x ∈ X. En
particular si n ∈ N, tenemos que ‖Bw(en)‖X ≤ M ‖en‖X . Luego como Bw(e1) = 0 y Bw(en) = wnen−1 para todo n ≥ 2,
tenemos que wn ≤ M para todo n ≥ 2 y se deduce que sup

n∈N
wn ≤ máx {w1,M} < ∞.

ii.⇒ i. Supongamos que S = sup
n∈N

wn < ∞. Sea x ∈ X, veamos que existe M > 0 tal que ‖Bw(x)‖X ≤ M ‖x‖X .

• Si X = `p, entonces ‖Bw(x)‖`p
=

 ∞∑
n=1

|xn+1wn+1|
p


1
p

≤ S

 ∞∑
n=1

|xn|
p


1
p

= S ‖x‖`p
.

• Si X = c0, entonces ‖Bw(x)‖c0
= sup

n∈N
|wn+1xn+1| ≤ S sup

n∈N
|xn| = S ‖x‖c0

.

Luego, al ser wn > 0 para todo n ∈ N tenemos que S > 0, con lo cual tomando M = S resulta que ‖Bw(x)‖X ≤ M ‖x‖X .
Por lo tanto Bw resulta un operador bien definido tal ‖Bw‖ ≤ sup

n∈N
wn.

�

Teorema 4.2.8. Sea X = c0 o X = `p (1 ≤ p < ∞), y sea w = (wn)n∈N una sucesión de escalares no nulos tal que
S = sup

n∈N
|wn| < ∞. Entonces los operadores I + Bw y eBw son mixing sobre X.
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Demostración. La idea es ver que en cada caso existe v = (vn)n∈N ⊂ R>0 tal que los operadores I + Bw y eBw son
quasiconjugados a I + B : Y −→ Y y eB : Y −→ Y respectivamente, con Y = `p(v) o Y = c0(v).

• Si X = `p, para cada n ∈ N, sean un =

 n∏
k=1

wk

−1

y vn = |un|
p , entonces

vn

vn+1
=

∣∣∣∣∣ un

un+1

∣∣∣∣∣p = |wn+1|
p ≤ S p

para todo n ∈ N, luego sup
n∈N

vn

vn+1
≤ S p < ∞. Consideremos v = (vn)n∈N ⊂ R>0, entonces por los Teoremas 4.2.5 y 4.2.6

tenemos que eB e I + B son mixing sobre `p(v). Sea φ : `p(v) −→ `p definido por

φ ((xn)n∈N) = (xnun)n∈N

para toda (xn)n∈N ∈ X, veamos que φ está bien definido y que los operadores I +Bw : `p(v) −→ `p(v) y eBw : `p(v) −→ `p(v)
son quasiconjugados a I + B y B respectivamente vía φ.

Si x = (xn)n∈N ∈ `p(v), entonces

 ∞∑
n=1

|xnun|
p


1
p

=

 ∞∑
n=1

|xn|
p vn


1
p

= ‖x‖`p(v) < ∞, de donde se deduce que φ(x) ∈ `p

y por lo tanto φ está bien definido. Además, φ es una isometría y en particular resulta un operador. Por otro lado, como
c00 ⊂ R(φ), φ tiene rango denso.

Veamos que φ ◦ B = Bw ◦ φ. En efecto, dado x = (xn)n∈N ∈ `p(v), por un lado tenemos que

(φ ◦ B) (x) = φ ((xn+1)n∈N) = (xn+1un)n∈N.

Por otro lado, como un = un+1wn+1 para todo n ∈ N, tenemos que

(Bw ◦ φ) (x) = Bw ((xnun)n∈N) = (wn+1xn+1un+1)n∈N = (xn+1un)n∈N.

Luego φ ◦ B = Bw ◦ φ. Ahora si, veamos que φ ◦ eB = eBw ◦ φ y φ ◦ (I + B) = (I + Bw) ◦ φ.
Por un lado, como φ ◦ B = Bw ◦ φ, tenemos que φ ◦ Bk = Bk

w ◦ φ para todo k ∈ N0 y entonces

φ ◦ eB =

∞∑
k=0

1
k!
φ ◦ Bk =

∞∑
k=0

1
k!

Bk
w ◦ φ = eBw ◦ φ.

Por otro lado,
φ ◦ (I + B) = φ + φ ◦ B = φ + Bw ◦ φ = (I + Bw) ◦ φ.

Luego eBw e I + Bw son quasiconjugaciones de eB e I + B respectivamente vía φ, con lo cual eBw e I + Bw resultan mixing.
• Si X = c0, consideramos v = (vn)n∈N ⊂ R>0 definida por vn = |un| para todo n ∈ N, entonces

vn

vn+1
=

∣∣∣∣∣ un

un+1

∣∣∣∣∣ = |wn+1| ≤ S

para todo n ∈ N y por lo tanto sup
n∈N

vn

vn+1
≤ S < ∞. Análogamente, si consideramos B : c0(v) −→ c0(v) y φ : c0(v) −→ c0

definidos como en el caso de X = `p, entonces como sup
n∈N

vn

vn+1
< ∞, tenemos que B es un operador y los operadores eB e

I + B son mixing. Además, si x = (xn)n∈N ∈ c0(v), tenemos que sup
n∈N
|xnun| = sup

n∈N
|xn| vn = ‖x‖c0(v) < ∞, entonces φ(x) ∈ c0

y φ está bien definido.
Así, procediendo de manera análoga al caso anterior, tenemos que φ es continuo y los operadores eBw e I + Bw son

quasiconjugados a eB e I + B respectivamente vía φ. Luego, eBw e I + Bw son mixing.
�

A continuación, veremos una variante del teorema anterior que utilizaremos al final de esta sección.
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Proposición 4.2.9. Sean X = c0 o X = `p (1 ≤ p < ∞) y w = (wn)n∈N una sucesión de pesos tal que sup
n∈N
|wn| < ∞. Si

definimos Dw : X −→ X por
Dw ((xn)n∈N) = (w2nx2n)n∈N

para todo (xn)n∈N ∈ X, entonces el operador I + Dw es mixing.

Demostración. Utilizando el mismo argumento de los teoremas anteriores, basta probar el teorema para X = `1. Sea
n ∈ N, entonces existen k ∈ N y m ∈ N impar tales que n = m2k−1, veamos que

Dw(en) =

0 si k = 1

wm2k−1 em2k−2 si k ≥ 2
.

• Si k = 1, tenemos que n = m es impar, entonces dado j ∈ N tenemos que n , 2 j y la j-ésima coordenada de Dw(en)
es (Dw(en)) j = w2 j (en)2 j = 0. Luego (Dw(en)) j = 0 para todo j ∈ N y por lo tanto Dw(en) = 0.
• Si k ≥ 2, entonces n = m2k−1 es par, luego dado j ∈ N se tiene que

(Dw(en)) j = w2 j (em2k−1 )2 j =

w2 j si 2 j = m2k−1

0 si 2 j , m2k−1
.

Entonces (Dw(en)) j =

w2 j si j = m2k−2

0 si j , m2k−2
y se deduce que Dw(en) = wm2k−1 em2k−2 .

Consideremos para cada m impar, w(m) = (wm2k−1 )k∈N y φ :

 ⊕
m impar

`1


`1

−→ `1 dada por

φ
(
(x(m)

k )m impar,k∈N

)
= (yn)n∈N,

con (yn)n∈N tal que yn = x(m)
k si n = m2k−1, m impar. Veamos que φ es un isomorfismo isométrico.

• Buena definición : Sea
(
x(m)

)
m impar

∈

 ⊕
m impar

`1


`1

, queremos ver que φ
((

x(m)
)

m impar

)
∈ `1.

Por definición tenemos que x(m) ∈ `1 para todo m impar, entonces
∞∑

k=1

∣∣∣∣∣(φ ((
x(m)

)
m impar

))
k

∣∣∣∣∣ =
∑

m impar

∞∑
k=1

∣∣∣x(m)
k

∣∣∣ =
∑

m impar

∥∥∥x(m)
∥∥∥
`1

=
∥∥∥∥(x(m)

)
m impar

∥∥∥∥ ⊕
m impar

`1


`1

.

Luego
∥∥∥∥φ (

x(m)
)

m impar

∥∥∥∥
`1

=
∥∥∥∥(x(m)

)
m impar

∥∥∥∥ ⊕
m impar

`1


`1

, por lo tanto φ está bien definida y es isometría, con lo cual resulta

inyectiva.
• φ es sobreyectiva : Sea y = (yn)n∈N ∈ `1, para cada n ∈ N escribamos n = m2k−1 con m impar, k ∈ N. Dado m impar,

definimos
(
x(m)

k

)
k∈N

= (ym2k−1 )k∈N , entonces

∞∑
k=1

∣∣∣x(m)
k

∣∣∣ =

∞∑
k=1

|ym2k−1 | ≤ ‖y‖`1
< ∞,

es decir, x(m) ∈ `1. Así,
(
x(m)

)
m impar

∈

 ⊕
m impar

`1


`1

y φ
((

x(m)
)

m impar

)
= y, por lo tanto φ es isomorfismo isométrico.

Observemos que dado m impar,
sup
k∈N

∣∣∣w(m)
k

∣∣∣ = sup
k∈N
|wm2k−1 | ≤ sup

k∈N
|wk | < ∞,

entonces por el Teorema 4.2.8 tenemos que I + Bw(m) es mixing.

Además, sup
m impar

‖I + Bw(m)‖`1
≤ 1 + sup

n∈N
|wn| < ∞. Entonces

⊕
m impar

Bw(m) :

 ⊕
m impar

`1


`1

−→

 ⊕
m impar

`1


`1

definido por

 ⊕
m impar

Bw(m)

 (x(m)
)

m impar
=

(
Bw(m)

(
x(m)

))
m impar
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para toda
(
x(m)

)
m impar

∈

 ⊕
m impar

`1


`1

, es un operador. Por otro lado, como I + Bw(m) es mixing para todo m impar y

sup
m impar

‖I + Bw(m)‖`1
< ∞, por la Proposición 2.3.3 el operador I +

⊕
m impar

Bw(m) =
⊕

m impar
I + Bw(m) es mixing.

Veamos que φ ◦
⊕

m impar
Bw(m) = Dw ◦ φ. Sea

(
x(m)

)
m impar

∈

 ⊕
m impar

`1


`1

, por un lado, como

 ⊕
m impar

Bw(m)

 ((x(m)
)

m impar

)
=

(
Bw(m)

(
x(m)

))
m impar

=
(
wm2k x(m)

k+1

)
m impar,k∈N,

entonces φ ◦ ⊕
m impar

Bw(m)

 ((x(m)
)

m impar

)
= φ

((
wm2k x(m)

k+1

)
m impar,k∈N

)
= (yn)n∈N,

con yn = wm2k x(m)
k+1 si n = m2k−1, m es impar y k ∈ N.

Por otro lado, como φ
((

x(m)
)

m impar

)
= (zn)n∈N, con zn = x(m)

k si n = m2k−1, m es impar y k ∈ N, entonces

(Dw ◦ φ)
((

x(m)
)

m impar

)
= Dw ((zn)n∈N) = (w2nz2n)n∈N .

Ahora bien, si n = m2k−1 con m impar y k ∈ N, entonces 2n = m2k = m2(k+1)−1. Así, tenemos que w2n = wm2k y
z2n = x(m)

k+1, de donde concluimos que yn = w2nz2n. Luego tenemos que φ ◦
⊕

m impar
Bw(m) = Dw ◦ φ.

Veamos que I +
⊕

m impar
Bw(m) e I + Dw son quasiconjugados vía φ. En efecto,

φ ◦

I +
⊕

m impar

Bw(m)

 = φ + φ ◦
⊕

m impar

Bw(m) = φ + Dw ◦ φ = (I + Dw) ◦ φ,

Además, como φ es isomorfismo isométrico, en particular es continua y tiene rango denso. Así, I +
⊕

m impar
Bw(m) e I + Dw

son quasiconjugados vía φ. Luego, al ser I +
⊕

m impar
Bw(m) mixing tenemos que I + Dw es mixing.

�

Ahora probaremos que para todo espacio de Fréchet separable de dimensión infinita existe un operador mixing, para
lo cual previamente necesitaremos dos lemas, de los cuales aceptaremos el primero.

Lema 4.2.10. [38] Todo espacio de Fréchet no isomorfo a ω = KN contiene un subespacio denso que admite una norma
continua.

Como consecuencia de este lema veremos que para un espacio de Fréchet X separable de dimensión infinita no
isomorfo a ω existen sucesiones (xn)n∈N ⊂ X y (x∗n)n∈N ⊂ X∗ con ciertas características que nos permitirán construir un
operador mixing sobre X.

Lema 4.2.11. Sea X un espacio de Fréchet separable de dimensión infinita no isomorfo a ω. Entonces existen sucesiones
(xn)n∈N ∈ X y (x∗n)n∈N ∈ X∗ tales que :

i. xn −→
n→∞

0 y 〈xn, n ∈ N〉 es denso en X.

ii. (x∗n)n∈N es equicontinua.

iii. x∗n(xk) = 0 si k , n y 0 < x∗n(xn) ≤ 1 para todo n ∈ N.

Demostración. Como X no es isomorfo a ω, por el Lema 4.2.10 existe M ⊂ X subespacio denso y una norma ‖·‖ : M −→
R≥0 continua. Sea {mk, k ∈ N} ⊂ M denso numerable, con mk , 0 para todo k ∈ N, veamos que existe una sucesión
linealmente independiente (zn)n∈N ⊂ X tal que 〈{zn, n ∈ N}〉 es denso en M y por lo tanto denso en X, ya que M ⊂ X es
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denso. Sea z1 = m1 , 0 y sea z2 = mk2 , con k2 el primer natural tal que
{
z1,mk2

}
es linealmente independiente, en particular

m2 > 1. Dado n > 2, si tenemos definidos z j = mk j para todo 1 ≤ j ≤ n−1, con k j el primer natural tal que
{
z1, . . . , z j−1,mk j

}
es linealmente independiente, definimos zn = mkn , con kn el primer natural tal que Akn =

{
z1, . . . , zn−1,mkn

}
es linealmente

independiente, entonces tenemos que kn > kn−1. Es claro por como elegimos los zn que 〈{zn, n ∈ N}〉 es denso en M, luego
en X, y que {zn, n ∈ N} es linealmente independiente.

Por Hahn-Banach, para cada n ∈ N existe y∗n ∈ M∗ tal que y∗n(zn) = 1 e y∗n(zk) = 0 para todo k < n. Definimos

y1 = z1 e yn = zn −

n−1∑
k=1

y∗k(zn)yk

para todo n > 1, veamos que (yn)n∈N ⊂ M es tal que y∗j(yn) = δn j para todo j, n ∈ N. Fijemos j ∈ N, queremos ver que
y∗j (yn) = δn j para todo n ∈ N.

Si n = j = 1, entonces y∗1 (y1) = y∗1 (z1) = 1.
Si n = j > 1, observemos que dado 1 ≤ k ≤ n − 1, tenemos que yk ∈

〈{
z1, . . . , z j

}〉
, por lo tanto y∗j(yk) = 0 y entonces

y∗j(y j) = y∗j(z j) −
j−1∑
k=1

y∗k(z j)y∗j(yk) = 1.

Si n < j, entonces y∗j(yn) = 0 por definición.
Sea l > j y supongamos que y∗j(yk) = 0 para todo j + 1 ≤ k ≤ l − 1, veamos que y∗j(yl) = 0.
En efecto, observemos que si 1 ≤ k ≤ j−1, entonces y∗j(yk) = 0 por definición. Si j+1 ≤ k ≤ l−1, entonces y∗j(yk) = 0

por hipótesis inductiva. Luego como y∗j(y j) = 1, tenemos que

y∗j(yl) = y∗j(zl) +

l−1∑
k=1

y∗k(zl)y∗j(yk) = y∗j(zl) − y∗j(zl) = 0.

Veamos ahora que 〈yn, n ∈ N〉 = 〈zn, n ∈ N〉 . Observemos que z1 = y1 ∈ 〈yn, n ∈ N〉 . Además, si m > 1, entonces

zm = ym +

m−1∑
k=1

y∗k(zm)yk ∈ 〈yn, n ∈ N〉 .

Luego 〈zn, n ∈ N〉 ⊆ 〈yn, n ∈ N〉 . Por otro lado, como y1 = z1 ∈ 〈zn, n ∈ N〉 , dado m > 1, si y1, . . . , ym−1 ∈ 〈zn, n ∈ N〉
tenemos que

ym = zm −

m−1∑
k=1

y∗k(zm)yk ∈ 〈zn, n ∈ N〉 .

Así, 〈yn, n ∈ N〉 ⊆ 〈zn, n ∈ N〉 y deducimos que 〈yn, n ∈ N〉 = 〈zn, n ∈ N〉 es denso en X. Ahora bien, para cada n ∈ N,
como y∗n ∈ (M, ‖·‖M)∗ , existe Kn > 0 tal que

∣∣∣y∗n(x)
∣∣∣ ≤ Kn ‖x‖M para todo x ∈ M. Mas aún, como y∗n(yn) = 1, tenemos

que Kn ≥ 1. Al ser M denso en X, por el Corolario A.1.22 existe una seminorma continua ρ : X −→ R≥0 que define la
topología de X tal que ρ|M = ‖·‖M . Además, para cada n ∈ N, como y∗n ∈ M∗ existe una única extensión de y∗n a X∗, que
también llamaremos y∗n. Observemos que si x ∈ X, al ser M ⊂ X denso, existe (m j) j∈N ⊂ M tal que m j −→

j→∞
x, entonces

como ρ(m j) =
∥∥∥m j

∥∥∥
M para todo j ∈ N y ρ es continua, tenemos que

∣∣∣y∗n(x)
∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ lı́mj→∞
y∗n(m j)

∣∣∣∣∣ ≤ Kn lı́m
j→∞

∥∥∥m j

∥∥∥
M = Kn lı́m

j→∞
ρ(m j) = Knρ(x).

Luego
∣∣∣y∗n(x)

∣∣∣ ≤ Knρ(x) para todo x ∈ X, n ∈ N, y por lo tanto
(
K−1

n y∗n
)

n∈N
es equicontinua.

Para definir las sucesiones (xn)n∈N ⊂ X y (x∗n)n∈N ⊂ X∗, tomemos (αn)n∈N ⊂ [0, 1] tal que αnyn −→
n→∞

0 (basta tomar para

cada n ∈ N, αn = mı́n
{

1,
1

nρn(yn)

}
, donde (ρk)k∈N es una sucesión de seminormas creciente y separante que definen la

topología de X).
Así, como ρk (αnyn) −→

n→∞
0 para todo k ∈ N, tenemos que αnyn −→

n→∞
0.

Para cada n ∈ N, sean xn = αnyn y x∗n = K−1
n y∗n, entonces (xn)n∈N ⊂ X y

(
x∗n

)
n∈N ⊂ X∗ son tales que :

i. xn −→
n→∞

0 y 〈xn, n ∈ N〉 = 〈yn, n ∈ N〉 es denso en X.
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ii.
(
x∗n

)
n∈N =

(
K−1

n y∗n
)

n∈N
es equicontinua.

iii. x∗n(xk) = K−1
n y∗n(xk) = 0 si k , n, y como x∗n(xn) = K−1

n y∗n(yn) = K−1
n , entonces 0 < x∗n(xn) ≤ 1.

�

Teorema 4.2.12. Sea X un espacio de Fréchet sobre K separable de dimensión infinita. Entonces existe un operador
mixing (por lo tanto hipercíclico) sobre X.

Demostración. Si X = ω, entonces por el Ejemplo 2.5.18 tenemos que B : ω −→ ω es mixing. Supongamos que X no es
isomorfo a ω, entonces por el lema anterior existen (xn)n∈N ⊂ X y (x∗n)n∈N ⊂ X∗ tales que :

i. xn −→
n→∞

0 y 〈xn, n ∈ N〉 es denso en X.
ii. (x∗n)n∈N es equicontinua.
iii. x∗n(xk) = 0 si k , n y 0 < x∗n(xn) ≤ 1 para todo n ∈ N.
Consideremos T : X −→ X definido por

T (x) = x +

∞∑
n=1

1
2n x∗n+1(x)xn,

para todo x ∈ X. Veamos que es un operador bien definido. Por la proposición A.1.17, basta ver que dado m ∈ N, existen
N ∈ N y M > 0 tales que ρm (T (x)) ≤ MρN(x) para todo x ∈ X.

En efecto, sea m ∈ N, como (x∗n)n∈N es equicontinua existen N ≥ m y M1 > 0 tales que
∣∣∣x∗n+1(x)

∣∣∣ ≤ M1ρN(x) para todo
x ∈ X. Además como xn −→

n→∞
0, en particular ρm(xn) −→

n→∞
0 y por lo tanto es acotada, entonces existe M2 > 0 tal que

ρm(xn) ≤ M2 para todo n ∈ N. Luego para todo x ∈ X tenemos que

ρm (T (x)) ≤ ρm(x) +

∞∑
n=1

1
2n

∣∣∣x∗n+1(x)
∣∣∣ ρm(xn) ≤ ρm(x) + M1M2ρN(x).

Al ser m ≤ N, se tiene que ρm(x) ≤ ρN(x), entonces ρm (T (x)) ≤ (1 + M1M2) ρN(x) para todo x ∈ X, y por lo tanto T
es un operador bien definido. Sea S : `1 −→ `1 definido por

S ((zn)n∈N) =

(
zn +

x∗n+1(xn+1)
2n zn+1

)
n∈N

para toda (zn)n∈N ∈ `1. Veamos que S = I + Bw, con w = (wn)n∈N ⊂ K r {0} una sucesión de pesos.

Definamos wn =
x∗n(xn)
2n−1 para todo n ∈ N. Entonces dado n ∈ N, como x∗n(xn) ≤ 1, tenemos que wn =

x∗n(xn)
2n−1 ≤ 1.

Luego sup
n∈N
|wn| ≤ 1 y por lo tanto Bw : `1 −→ `1 es un operador. Dada (αn)n∈N ∈ `1, tenemos que

(I + Bw) ((αn)n∈N) = (αn + wn+1αn+1)n∈N =

(
αn +

x∗n+1(xn+1)
2n αn+1

)
n∈N

= S ((αn)n∈N) ,

con lo cual I + Bw = S y por el Teorema 4.2.8 concluimos que S es mixing. Sea φ : `1 −→ X definido por

φ ((αn)n∈N) =

∞∑
n=1

αnxn

para todo (αn)n∈N ∈ `1, veamos que S y T son quasiconjugados vía φ.

• φ está bien definido : dado (αn)n∈N ∈ `1, debemos ver que
∞∑

n=1

αnxn converge en X. Basta ver que ρk

 ∞∑
n=N

αnxn

 −→N→∞
0

para todo k ∈ N. En efecto, dado k ∈ N, como xn −→
n→∞

0 tenemos que ρk(xn) −→
n→∞

0, entonces en particular es acotada.
Luego podemos considerar M > 0 tal que |ρk(xn)| ≤ M para todo n ∈ N.

Por lo tanto tenemos que

ρk

 ∞∑
n=N

αnxn

 ≤ sup
n∈N

ρk(xn)
∞∑

n=N

|αn| −→
N→∞

0. (4.13)

• φ es continuo : Por la Proposición A.1.17, basta ver que dado k ∈ N existe M > 0 de manera tal que ρk (φ(α)) ≤
M ‖α‖`1

para toda α ∈ `1. De 4.13 vemos que esto vale con M > sup
n∈N

ρk(xn).
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Entonces ρm (φ(α)) ≤ M
∞∑

n=1

|αn| = M ‖α‖`1
.

• R(φ) ⊂ X es denso : Dado m ∈ N, como φ(em) = xm tenemos que xm ∈ R(φ), de donde se deduce que D =

〈xm,m ∈ N〉 ⊂ R(φ). Por lo tanto, como D ⊂ X es denso, R(φ) ⊂ X es denso.
• T ◦ φ = φ ◦ S : Sea (αn)n∈N ∈ `1, por un lado tenemos que

T (φ ((αn)n∈N)) = T

 ∞∑
n=1

αnxn

 =

∞∑
n=1

αnxn +

∞∑
k=1

1
2k x∗k+1

 ∞∑
n=1

αnxn

 xk,

con lo cual, dado k ∈ N, como x∗k+1(xn) =

x∗k+1(xk+1) si n = k + 1

0 si n , k + 1
se tiene que

T (φ ((αn)n∈N)) =

∞∑
n=1

αnxn +

∞∑
n=1

αn+1x∗n+1(xn+1)
2n xn.

Por otro lado, tenemos que

φ (S ((αn)n∈N)) = φ

((
αn +

αn+1x∗n+1(xn+1)
2n

)
n∈N

)
=

∞∑
n=1

(
αn +

αn+1x∗n+1(xn+1)
2n

)
xn

=

∞∑
n=1

αnxn +

∞∑
n=1

αn+1x∗n+1(xn+1)
2n xn.

Así, φ ◦ S = T ◦ φ y deducimos que S y T son quasiconjugados vía φ, por lo tanto como S es mixing, se deduce que
T es mixing.

�

Para finalizar esta sección, procediendo de manera análoga al teorema anterior, veremos que en todo espacio de Fréchet
separable de dimensión infinita existe un operador mixing (por lo tanto hipercíclico) que contiene un subespacio cerrado
de dimensión infinita cuyos elementos son puntos fijos del operador.

Teorema 4.2.13. Sea X un espacio de Fréchet separable de dimensión infinita. Entonces existe un operador T : X −→ X
mixing (por lo tanto hipercíclico) y un subespacio cerrado de dimensión infinita en X cuyos elementos son puntos fijos de
T.

Demostración. Analizaremos por separado los casos en los que X = ω y X no es isomorfo a ω.
• Si X no es isomorfo a ω, por el Lema 4.2.11 existen (xn)n∈N ⊂ X y (x∗n)n∈N ⊂ X∗ tales que :
i. xn −→

n→∞
0 y 〈xn, n ∈ N〉 es denso en X.

ii. (xn)n∈N es equicontinua.
iii. x∗n(xk) = 0 si k , n y 0 < x∗n(xn) ≤ 1 para todo n ∈ N.

Sean T : X −→ X y S : `1 −→ `1 definidos por

T (x) = x +

∞∑
n=1

1
2n x∗2n(x)xn y S ((αn)n∈N) =

(
αn +

x∗2n(x2n)
2n α2n

)
n∈N

para todo x ∈ X y (αn)n∈N ∈ `1. Procediendo de manera análoga al teorema anterior, tenemos que S y T son quasiconju-

gados. Ahora bien, observemos que si definimos w = (wn)n∈N por wn =
x∗2n(x2n)

2n
para todo n ∈ N, entonces sup

n∈N
|wn| ≤ 1 y

además S = I + Dw, donde Dw : `1 −→ `1 está dado por

Dw ((αn)n∈N) =

(
x∗2n(x2n)

2n α2n

)
n∈N

para todo (αn)n∈N ∈ `1. Entonces, por la Proposición 4.2.9, S = I + Dw es mixing. Por lo tanto, como S y T son
quasiconjugados, T es mixing. Además, si k ∈ N es impar, x∗2n(xk) = 0 para todo n ∈ N, entonces

T (xk) = xk +

∞∑
n=1

x∗2n(xk)xn = xk,
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luego por la linealidad y continuidad de T se deduce que si x ∈
〈
xk, k impar

〉
, entonces T (x) = x.

Así, si M =
〈
xk, k impar

〉
, entonces M es un subespacio cerrado de dimensión infinita tal que x es punto fijo de T para

todo x ∈ M.
• Si X = ω, consideramos el operador S : `1 −→ `1 definido por

S ((αn)n∈N) = (αn + α2n)n∈N

para toda (αn)n∈N ∈ `1. Entonces S = I + Dw, con w = (wn)n∈N dada por wn = 1 para todo n ∈ N, luego por la Proposición
4.2.9 tenemos que S es mixing en `1. Es claro que i : `1 ↪→ ω es continua de rango denso.

Sea S̃ : ω −→ ω dado por
S̃ ((αn)n∈N) = (αn + α2n)n∈N

para todo (αn)n∈N ∈ ω. Entonces S̃ ◦ i = i ◦ S . Luego, S̃ es mixing. Además, S̃ (e2k+1) = e2k+1 para todo k ∈ N, por lo que
〈e2k+1, k ∈ N〉 es un subespacio cerrado de dimensión finita de puntos fijos de S̃ .

�

Para terminar esta sección enunciaremos un resultado análogo para operadores frecuentemente hipercíclicos (ver
Definición 4.3.9) y D-caóticos, que fue probado recientemente en [22].

Teorema 4.2.14. Si X es un espacio de Banach con una base de Schauder incondicional, entonces existe un operador
T : X −→ X frecuentemente hipercíclico y D-caótico con un punto fijo no nulo.

4.3. Teoremas de Ansari y León-Müller

En esta sección demostraremos los Teoremas de Ansari y León-Müller, que son teoremas importantes en la teoría
de operadores hipercíclicos y que utilizaremos en la siguiente sección. Primero probaremos el Teorema de Ansari, que
dice que HC(T k) = HC(T ) para todo operador T definido sobre un espacio de Fréchet. Posteriormente, estudiaremos
acciones del semigrupo aditivo G = N0 × R≥0 en X. Como consecuencia probaremos el Teorema de León-Müller, el cual
nos dice que si T es un operador definido sobre un espacio de Fréchet, entonces HC(T ) = HC(λT ) para todo λ ∈ S1.
Además, extenderemos este resultado a operadores mixing y débil mixing. Para terminar la sección, definiremos vectores
y operadores frecuentemente hipercíclicos y enunciaremos algunos resultados que los caracterizan.

Para probar el Teorema de Ansari, previamente necesitamos el siguiente lema.

Lema 4.3.1. Sea X un espacio métrico sin puntos aislados y sea T : X −→ X una función continua. Si x, y ∈ X, entonces(
Orb(T, x)

)◦⋂(
Orb(T, y)

)◦
= ∅ o

(
Orb(T, x)

)◦
=

(
Orb(T, y)

)◦
.

Demostración. Supongamos que
(
Orb(T, x)

)◦⋂(
Orb(T, y)

)◦
, ∅, entonces existe k ∈ N0 tal que T k(x) ∈

(
Orb(T, y)

)◦
.

Veamos que {T n(x), n ≥ k} ⊂ Orb(T, y). Sea n > k, entonces existe k0 ∈ N tal que n = k + k0. Como T k(x) ∈ Orb(T, y),
existe (m j) j∈N tal que T m j (y) −→

j→∞
T k(x), entonces

T m j+k0 (y) −→
j→∞

T k+k0 (x) = T n(x),

por lo tanto T n(x) ∈ Orb(T, y) y entonces
{
T k(x), k ≥ n

}
⊂ Orb(T, y). Como X no tiene puntos aislados,

(
Orb(T, x)

)◦
⊂({

T k(x), k ≥ n
})◦

y luego (
Orb(T, x)

)◦
⊂

({
T k(x), k ≥ n

})◦
⊂

(
Orb(T, y)

)◦
.

Por lo tanto, por simetría tenemos que
(
Orb(T, y)

)◦
⊂

(
Orb(T, x)

)◦
y concluimos que

(
Orb(T, x)

)◦
=

(
Orb(T, y)

)◦
.

�

Teorema 4.3.2. (Ansari [1]) Sean k ∈ N y X un espacio de Fréchet. Si T : X −→ X es un operador, entonces HC(T k) =

HC(T ). En particular, si T es hipercíclico, entonces T k es hipercíclico.
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Demostración. Sea x ∈ HC(T k). Luego como Orb(T k, x) ⊂ Orb(T, x) ⊂ X, entonces Orb(T, x) ⊂ X es denso y deducimos
que x ∈ HC(T ), es decir, HC(T k) ⊆ HC(T ).

Recíprocamente, tomemos x ∈ HC(T ) y veamos que x ∈ HC(T k). Sea D = HC(T ), entonces por la Proposición 1.3.2
y el Corolario 2.1.11 tenemos que D ⊂ X es denso, T -invariante y conexo, por lo que en particular D no tiene puntos
aislados. Como D es T -invariante, podemos considerar T|D : D −→ D, queremos ver que Orb(T k, x) es denso en X, para
lo cual, como D ⊂ X es denso, basta ver que Orb

(
T k, x

)
= D, donde la clausura la pensamos en la topología subespacio.

En el resto de la demostración consideraremos la topología subespacio inducida por D, por lo que D = Orb(T, x).
Para cada 0 ≤ j ≤ k − 1, consideremos D j = Orb(T k,T j(x)), queremos ver entonces que D0 = D. Vamos a ver que :

i. D = Orb(T, x) =

k−1⋃
j=0

Orb(T k,T j(x)) =

k−1⋃
j=0

D j.

ii. T (D j) ⊂ D j+1 para todo 0 ≤ j < k − 1 y T (Dk−1) ⊂ D0.

i. Es claro que
k−1⋃
j=0

Orb
(
T k,T j(x)

)
⊆ Orb(T, x), veamos que T n(x) ∈

k−1⋃
j=0

Orb
(
T k,T j(x)

)
para todo n ∈ N.

En efecto, dado n ∈ N, si dividimos n por k, podemos escribir n en la forma n = km + r, con 0 ≤ m ≤ k y 0 ≤ r ≤ k−1.
Entonces tenemos que

T n(x) = T km+r(x) = (T k)m(T r(x)) ∈ Orb(T k,T r(x)) ⊂ Dr.

Así, tenemos que T n(x) ∈ Dr con 0 ≤ r ≤ k − 1, luego Orb(T, x) ⊆
k−1⋃
j=0

Orb(T k,T j(x)) y concluimos que

D = Orb(T, x) =

k−1⋃
j=0

Orb(T k,T j(x)) =

k−1⋃
j=0

D j.

ii. Sea 0 ≤ j < k − 1, veamos que T (D j) ⊂ D j+1. Como T (Orb(T k,T j(x))) = Orb(T k,T j+1), entonces

T (D j) = T (Orb
(
T k,T j(x)

)
) ⊂ T (Orb

(
T k,T j(x)

)
) = Orb(T k,T j+1(x)) = D j+1.

Veamos ahora que T (Dk−1) ⊂ D0. En efecto,

T (Dk−1) = T (Orb
(
T k,T k−1(x)

)
) ⊂ Orb(T k,T k(x)) = T k(Orb(T k, x)) ⊂ Orb(T k, x) = D0.

Sea F ⊂ {0, 1, . . . , k − 1} el conjunto de menor cardinal tal que D =
⋃
j∈F

D j, veamos que card(F) = 1.

En efecto, supongamos que card(F) ≥ 2, veamos que D◦i ∩ D◦j = ∅ para todo i, j ∈ F, i , j. Si i, j ∈ F, i , j son
tales que D◦i ∩ D◦j , ∅, entonces por el Lema 4.3.1 tenemos que D◦i = D◦j . Luego, por la minimalidad de F tenemos

que
⋃

l∈Fr{i}

Dl ( D, con lo cual D r

 ⋃
l∈Fr{i}

Dl

 , ∅. Además, D r

 ⋃
l∈Fr{i}

Dl

 ⊂ Di es abierto, entonces D r

 ⋃
l∈Fr{i}

Dl

 ⊂
D◦i = D◦j , lo cual es absurdo ya que j ∈ F r {i} . Luego D◦i ∩ D◦j = ∅ para todo i, j ∈ F tal que i , j . Entonces, como(
Di ∩ D j

)◦
⊂ D◦i ∩ D◦j tenemos que

(
Di ∩ D j

)◦
= ∅ para todo i, j ∈ F tal que i , j. Consideremos F0 =

⋃
i, j∈F,i, j

(
Di ∩ D j

)
.

Observemos que Di ∩ D j es cerrado, nunca denso y T -invariante para todo i, j ∈ F tal que i , j, con lo cual F0 resulta
cerrado, nunca denso y T -invariante. Veamos que F0 = ∅. En efecto, supongamos que F0 , ∅ y tomemos y ∈ F0 ⊂ D.
Como y ∈ D, al ser F0 T -invariante y cerrado tenemos que D = Orb(T, y) ⊂ F0 = F0, de donde se deduce que D = F0.

Luego como F0 es nunca denso , tendríamos que D es nunca denso, es decir, tendríamos que D = (D)◦ = ∅, lo cual es
absurdo. Entonces F0 = ∅ y se deduce que Di ∩ D j = ∅ para todo i, j ∈ F tal que i , j. Así, tenemos que D =

⋃
j∈F

D j es

una unión de cerrados no vacíos disjuntos, lo que contradice el hecho de que D sea conexo. Luego card(F) = 1, es decir,
F = { j} para algún 0 ≤ j ≤ k − 1 y entonces D = D j = T k− j(D j). Ahora bien, por ii. tenemos que T (D j) ⊂ D j+1 para todo
0 ≤ j < k − 1 y T (Dk−1) ⊂ D0, por lo tanto :

Si j = k − 1, entonces D = Dk−1 = T (Dk−1) ⊂ D0 = D0.

Si 0 ≤ j < k − 1, entonces T m(D j) ⊂ D j+m para todo 0 ≤ m ≤ k − j − 1, en particular se tiene que T k− j−1(D j) ⊂ Dk−1

y entonces T k− j(D j) ⊂ T (Dk−1) ⊂ D0. Luego como D0 es cerrado tenemos que D = T k− j(D j) ⊂ D0.



4.3. Teoremas de Ansari y León-Müller 91

Así, tenemos que D ⊂ D0 y concluimos que D = D0, con lo cual x ∈ HC(T ).
�

Comenzaremos ahora el camino hacia la demostración del Teorema de León-Müller (Teorema 4.3.6). Primero necesi-
tamos la siguiente definición.

Definición 4.3.3. Sean G = N0 × R≥0 y X un espacio de Fréchet. Observemos que (G,+) es un semigrupo, entonces
decimos que ψ : G −→ L(X) lineal y continua es una acción del semigrupo G en X si verifica las siguientes condiciones :

i. ψ(0, 0) = IX .

ii. ψ (g1 + g2) = ψ (g1) ◦ ψ (g2) .

iii. La función ϕψ : G × X −→ X definida por
ϕψ(g, x) = ψ(g)(x)

para todo (g, x) ∈ G × X es continua, donde G = N0 × R≥0 y G × X se consideran con la topología producto.

Diremos ψ es hipercíclica si existe x ∈ X tal que Orb(ψ, x) = {ψ(g)(x), g ∈ G} es denso en X. En tal caso el vector x se
llama vector hipercíclico para ψ.

Notación. Notamos por HC(ψ) al conjunto de vectores hipercíclicos para ψ.

Teorema 4.3.4. Sea X un espacio de Fréchet de dimensión infinita y ψ : G −→ L(X) una acción del semigrupo G en X
que satisface las siguientes condiciones :

a. ψ(1, 0) = IX o ψ(0, 1) = IX .

b. Si ψ es hipercíclica, entonces cada combinación convexa de ψ(0, s) y ψ(1, t) tiene rango denso para todo s, t ∈ R≥0.

Si x ∈ X es un vector hipercíclico para ψ, entonces x es vector hipercíclico de ψ(1, t) ∈ L(X) para cada t ∈ R>0.

Demostración. Veamos primero que basta probar el teorema para el caso en que t = 1.
En efecto, sea t ∈ R>0 arbitrario y supongamos que ψ(1, 1) ∈ L(X) es hipercíclico para toda acción de G en X que

satisface a. y b.
• Si ψ(1, 0) = IX , consideremos la acción de G en X, ψ̃ : G −→ X dada por

ψ̃(n, s) = ψ(n, st)

para todo (n, s) ∈ G. Veamos que ψ̃ satisface las condiciones a. y b.
En efecto, por un lado tenemos que ψ̃(1, 0) = ψ(1, 0) = IX , con lo cual ψ̃ verifica la condición a.
Por otro lado, dados r, s ∈ R≥0, si α1ψ̃(0, r) +α2ψ̃(1, s) es una combinación convexa de ψ̃(0, r) y ψ̃(1, s), queremos ver

que tiene rango denso. Observemos que

α1ψ̃(0, r) + α2ψ̃(1, s) = α1ψ(0, rt) + α2ψ(1, st),

con lo cual α1ψ̃(0, r)+α2ψ̃(1, s) es una combinación convexa de ψ(0, rt) y ψ(1, st). Luego, como por hipótesis α1ψ(0, rt)+

α2ψ(1, st) tiene rango denso, deducimos que α1ψ̃(0, r) + α2ψ̃(1, s) tiene rango denso, por lo tanto ψ̃ verifica la condición
b. Entonces ψ(1, t) = ψ̃(1, 1) es hipercíclico.
• Si ψ(0, 1) = IX , consideramos ψ̃ : G −→ X definida por

ψ̃(n, s) = ψ(n, nt + s)

para todo (n, s) ∈ G. Luego, como ψ es una acción y ψ(0, 1) = IX , entonces

ψ̃(1, 1) = ψ(1, t + 1) = ψ((0, 1) + (1, t)) = ψ(0, 1) ◦ ψ(1, t) = IX ◦ ψ(1, t) = ψ(1, t).

Procediendo de manera análoga al caso anterior se prueba que ψ̃(1, 1) es hipercíclico y entonces ψ(1, t) es hipercíclico.
Consideremos el círculo unitario S1 = {z ∈ C, |z| = 1} y ρ : R>0 −→ S

1 dada por

ρ(t) = e2πit
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para todo t ∈ R>0. Dados u, v ∈ X definimos

Fu,v =

{
λ ∈ S1 tales que existe ((nk, tk))k∈N ⊂ G con ψ(nk, tk)(u) −→

k→∞
v y ρ(tk) −→

k→∞
λ
}
.

Para el resto de la demostración, probaremos algunos hechos que nos llevarán a concluir que si Fx,x = S1, entonces
x ∈ HC (ψ(1, 1)), y veremos que si x ∈ HC(ψ) y Fx,x , S

1 llegamos a una contradicción.
i. Si u ∈ HC(ψ), entonces Fu,v , ∅ para todo v ∈ X.
En efecto, dado v ∈ X, como u ∈ HC(ψ) tenemos que Orb(ψ, u) = {ψ(g)(u), g ∈ G} es denso en X, luego existe

((nk, tk))k∈N ⊂ G de manera tal que ψ(nk, tk)(u) −→
n→∞

v. Ahora bien, como S1 es compacto y (ρ(tk))k∈N ⊂ S
1, existe una

subsucesión convergente de (ρ(tk))k∈N . Podemos suponer entonces sin pérdida de generalidad que existe λ ∈ S1 tal que
ρ(tk) −→

k→∞
λ, de donde deducimos que λ ∈ Fu,v.

ii. Sean u, v ∈ X y λ ∈ S1. Si (vk)k∈N ⊂ X y (λk)k∈N ⊂ S
1 son tales que λk ∈ Fu,vk para todo k ∈ N, vk −→

k→∞
v y λk −→

k→∞
λ,

entonces λ ∈ Fu,v. En particular Fu,v ⊂ S
1 es cerrado para todo u, v ∈ X.

En efecto, sean W entorno de 0 y ε > 0, entonces por el Lema A.1.2 existe W1 entorno de 0 tal que W1 + W1 ⊂ W.
Además, como vk −→

k→∞
v y λk −→

k→∞
λ, existe k0 ∈ N tal que v − vk ∈ W1 y |λ − λk | <

ε

2
para todo k ≥ k0. Ahora bien, por

definición, como λk0 ∈ Fu,vk0
, existe ((n j, t j)) j∈N ⊂ G tal que

ψ(n j, t j)(u) −→
j→∞

vk0 y ρ(t j) −→
j→∞

λk0 ,

luego existe j0 ∈ N tal que vk0 − ψ(n j, t j)(u) ∈ W1 y
∣∣∣λk0 − ρ(t j)

∣∣∣ < ε

2
para todo j ≥ j0. Sea j ≥ j0, entonces

v − vk0 ∈ W1, vk0 − ψ(n j, t j)(u) ∈ W1,
∣∣∣λ − λk0

∣∣∣ < ε

2
y

∣∣∣λk0 − ρ(t j)
∣∣∣ < ε

2
,

por lo tanto
v − ψ(n j, t j)(u) = v − vk0 + vk0 − ψ(n j, v j)(u) ∈ W1 + W1 ⊂ W.

Además tenemos que ∣∣∣λ − ρ(t j)
∣∣∣ < ∣∣∣λ − λk0

∣∣∣ +
∣∣∣λk0 − ρ(t j)

∣∣∣ < ε

2
+
ε

2
= ε,

con lo cual v − ψ(n j, v j)(u) ∈ W y
∣∣∣λ − ρ(t j)

∣∣∣ < ε para todo j ≥ j0. Así, tenemos que ((n j, t j)) j∈N ⊂ G es tal que
ψ(n j, t j)(u) −→

j→∞
v y ρ(t j) −→

j→∞
λ, de donde se deduce que λ ∈ Fu,v.

Ahora sí, veamos que Fu,v es cerrado. Sea λ ∈ Fu,v, entonces existe (λk)k∈N ⊂ Fu,v tal que λk −→
k→∞

λ. Para cada k ∈ N,

consideramos vk = v, entonces λk ∈ Fu,vk para todo k ∈ N y vk −→
k→∞

v, con lo cual, por lo visto anteriormente resulta que
λ ∈ Fu,v.

iii. Si u, v,w ∈ X, λ ∈ Fu,v y µ ∈ Fv,w, entonces λµ ∈ Fu,w.

En efecto, sea W entorno de 0 y consideremos W1 entorno de 0 de manera tal que W1 + W1 ⊂ W. Dado ε > 0, como
µ ∈ Fv,w, existe (n1, t1) ∈ G tal que w − ψ(n1, t1)(v) ∈ W1 y |µ − ρ(t1)| <

ε

2
. Por otro lado, como ψ(n1, t1) ∈ L(X), en

particular ψ(n1, t1) es continua tal que ψ(n1, t1)(0) = 0 ∈ W1. Luego como ψ(n1, t1)(0) = 0 ∈ W1 y λ ∈ Fu,v, existen V
entorno de 0 y (n2, t2) ∈ G tales que

ψ(n1, t1)(V) ⊂ W1, v − ψ(n2, t2)(u) ∈ V y |λ − ρ(t2)| <
ε

2
.

Entonces si consideramos n3 = n1 + n2 y t3 = t1 + t2, como ψ es una acción de G en X tenemos que

w − ψ(n3, t3)(u) = w − ψ(n1, t1)(v) + ψ(n1, t1) (v − ψ(n2, t2)(u)) ∈ W1 + W1 ⊂ W,

y además como ρ(t3) = ρ(t1 + t2) = ρ(t1)ρ(t2), λ ∈ S1 y ρ (t1) ∈ S1 se tiene que

|λµ − ρ(t3)| = |λµ − ρ(t1)ρ(t2)| = |λµ − λρ(t1) + λρ(t1) − ρ(t1)ρ(t2)|

≤ |λ| |µ − ρ(t1)| + |ρ(t1)| |λ − ρ(t2)| <
ε

2
+
ε

2
= ε.
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Así, concluimos que λµ ∈ Fu,w. Sea x ∈ HC(ψ), nuestro próximo objetivo será probar que x ∈ HC (ψ(1, 1)) .
Observemos que al ser x ∈ HC(ψ), por i., ii. y iii. se deduce que Fx,x es un subsemigrupo cerrado no vacío del grupo

multiplicativo S1.
iv. Si Fx,x = S1, entonces x ∈ HC (ψ(1, 1)) .
Supongamos que Fx,x = S1, veamos que Fx,y = S1 para todo y ∈ X. En efecto, sean y ∈ X y λ ∈ S1, entonces λ ∈ Fx,x.

Además, como x ∈ HC(ψ), por i. tenemos que Fx,y , ∅. Sea µ ∈ Fx,y, entonces como λ ∈ Fx,x y µ ∈ Fx,y, por ii. tenemos
que λµ ∈ Fx,y. Así, como λµ ∈ Fx,y y µ−1 ∈ Fx,x = S1, deducimos que µ−1(λµ) = λ ∈ Fx,y, con lo cual Fx,y = S1. En
particular, tenemos que 1 ∈ Fx,y, con lo cual existe ((nk, tk))k∈N ⊂ G tal que ψ(nk, tk)(x) −→

k→∞
y y ρ(tk) = e2πtk i −→

k→∞
1.

Veamos que cada k ∈ N, podemos escribir tk en la forma tk = jk − 1 + εk, con jk ∈ N y εk ∈
[
− 1

2 ,
1
2

]
tal que εk −→

k→∞
0. En

efecto, para cada k ∈ N consideramos

jk =


[tk] + 1 si tk − [tk] ≤

1
2

[tk] + 2 si tk − [tk] >
1
2

,

entonces existe εk ∈
[
− 1

2 ,
1
2

]
tal que tk = jk − 1 + εk. Además, para cada k ∈ N tenemos que

e2πitk = e2πi( jk−1+εk) = e2πi( jk−1)e2πiεk = e2πiεk ,

luego como e2πtk i −→
k→∞

1, tenemos que e2πεk −→
k→∞

1 con εk ∈
[
− 1

2 ,
1
2

]
para todo k ∈ N, de donde se deduce que εk −→

k→∞
0.

Ahora bien, como ψ : G −→ L(X) es una acción, entonces la función ϕψ : G × X −→ X definida por

ϕψ(g, x) = ψ(g)(x)

para todo (g, x) ∈ G × X, es continua (ver iii. de la Definición 4.3.3). Sean W y W1 entornos de 0 tales que W1 + W1 ⊂ W,
veamos que existe V entorno de 0 tal que ψ(0, t)(V) ⊂ W1 para todo 0 ≤ t ≤ 2.

En efecto, sea 0 ≤ t ≤ 2, como ϕψ es continua en ((0, t), 0), existen εt > 0 y Vt entorno de 0 tales que ψ(0, s)(z) ∈ W1

para todo s ∈ (t − εt, t + εt) y todo z ∈ Vt. En particular tenemos que ψ(0, s) (Vt) ⊂ W1 para todo s ∈ (t − εt, t + εt). Así,
si para cada t ∈ [0, 2] consideramos It = (t − εt, t + εt), entonces It es abierto para cada t y se tiene que [0, 2] ⊂

⋃
t∈[0,2]

It.

Entonces como [0, 2] es compacto, existen t1, . . . , tN ∈ [0, 2] tales que [0, 2] ⊂
N⋃

j=1

It j . Luego si tomamos V =

N⋂
j=1

Vt j ,

tenemos que V es un entorno de 0 tal que ψ(0, t)(V) ⊂ W1 para todo 0 ≤ t ≤ 2. Observemos que ψ(nk, tk)(x) − y −→
k→∞

0 y

ψ(0, 1 − εk)(y) − ψ(0, 1)(y) −→
k→∞

0, con lo cual existe k0 ∈ N tal que

ψ(nk, tk)(x) − y ∈ V y ψ(0, 1 − εk)(y) − ψ(0, 1)(y) ∈ W1

para todo k ≥ k0. Sea k ≥ k0, al ser ψ una acción, ψ(0, 1 − εk) y ψ(0, 1) son lineales, entonces

ψ(0, 1 − εk) (ψ(nk, tk)(x) − y) + (ψ(0, 1 − εk) − ψ(0, 1)) (y) = (ψ(0, 1 − εk) ◦ ψ(nk, jk − 1 + εk)) (x) − ψ(0, 1)(y)

= ψ ((0, 1 − εk) + (nk, jk − 1 + εk)) (x) − ψ(0, 1)(y)

= ψ(nk, jk)(x) − ψ(0, 1)(y).

Así, como 0 ≤ 1 − εk ≤ 2, ψ(nk, tk)(x) − y ∈ V y (ψ(0, 1 − εk) − ψ(0, 1)) (y) ∈ W1, resulta que

ψ(nk, jk)(x) − ψ(0, 1)(y) ∈ ψ(0, 1 − εk)(V) + W1 ⊂ W1 + W1 ⊂ W,

con lo cual ψ(nk, jk)(x) − ψ(0, 1)(y) ∈ W y deducimos que

ψ(nk, jk)(x) −→
k→∞

ψ(0, 1)(y). (4.14)

Veamos que ψ(nk, jk)(x) ∈ Orb (ψ(1, 1), x) . En efecto, observemos que

ψ(nk, jk) = ψ (nk(1, 0) + jk(0, 1)) = ψ (nk(1, 0)) ◦ ψ ( jk(0, 1)) .
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Ahora bien, si notamos por (ψ(1, 0))nk = ψ(1, 0) ◦ . . . ◦ ψ(1, 0)︸                     ︷︷                     ︸
nk veces

y (ψ(0, 1)) jk = ψ(0, 1) ◦ . . . ◦ ψ(0, 1)︸                     ︷︷                     ︸
jk veces

, entonces como ψ

es acción tenemos que

ψ (nk(1, 0)) = ψ

(1, 0) + . . . + (1, 0)︸                 ︷︷                 ︸
nk veces

 = (ψ(1, 0))nk y ψ ( jk(0, 1)) = ψ

(0, 1) + . . . + (0, 1)︸                 ︷︷                 ︸
jk veces

 = (ψ(0, 1)) jk ,

luego deducimos que ψ(nk, jk) = (ψ(1, 0))nk ◦ (ψ(0, 1)) jk . Ahora bien, por a. tenemos que ψ(1, 0) = IX o bien ψ(0, 1) = IX

y ψ(1, 1) = ψ ((1, 0) + (0, 1)) = ψ(1, 0) ◦ ψ(0, 1), entonces

ψ(1, 1) = ψ(0, 1) o ψ(1, 1) = ψ(1, 0).

Por lo tanto, dado k ∈ N se tiene que

ψ(nk, jk) = (ψ(0, 1)) jk = (ψ(1, 1)) jk o ψ(nk, jk) = (ψ(1, 0))nk = (ψ(1, 1))nk ,

con lo cual ψ(nk, jk)(x) ∈ Orb (ψ(1, 1), x) . Luego, como por (4.14) tenemos que ψ(nk, jk)(x) −→
k→∞

ψ(0, 1)(y), resulta que

ψ(0, 1)(y) ∈ Orb (ψ(1, 1), x). Entonces, como y era arbitrario deducimos que R (ψ(1, 1)) ⊂ Orb (ψ(1, 1), x). Así, como por
hipótesis sabemos que R (ψ(1, 1)) ⊂ X es denso, deducimos queOrb (ψ(1, 1), x) ⊂ X es denso y entonces x ∈ HC (ψ(1, 1)) .

Para el resto de la demostración vamos a suponer que x ∈ HC(ψ) y que Fx,x , S
1, lo cual veremos que nos conduce a

una contradicción.
v. Existe m ∈ N de manera tal que para cada y ∈ HC(ψ), Fx,y = {λz, zm = 1} para algún λ ∈ S1.
Previamente veremos que Fx,x =

{
z ∈ S1, zm = 1

}
para algún m ∈ N.

Supongamos que existe (tk)k∈N ⊂ R>0 de manera tal que tk −→
k→∞

0 y e2πitk ∈ Fx,x para todo k ∈ N, entonces como Fx,x

es un subsemigrupo de S1 tenemos que e2πitkn ∈ Fx,x para todo n ∈ N y todo k ∈ N. Veamos que esto implica que Fx,x ⊂ S
1

es denso. En efecto, sea z = e2πit ∈ S1 con t ∈ [0, 1], queremos ver que z ∈ Fx,x. Dado k ∈ N, sea nk el primer natural tal
que tknk ≥ t, entonces tenemos que tk (nk − 1) < t ≤ tknk. Luego tknk − t ≤ tknk − tk (nk − 1) = tk para todo k ∈ N, entonces
como tk −→

k→∞
0 tenemos que tknk − t −→

k→∞
0 y deducimos que e2πitknk −→

k→∞
z. Por lo tanto como e2πitknk ∈ Fx,x para todo k ∈ N

tenemos que z ∈ Fx,x y concluimos que Fx,x ⊂ S
1 es denso. Luego Fx,x ⊂ S

1 es denso y cerrado, con lo cual Fx,x = S1 y
llegamos a una contradicción. Entonces no existe (tk)k∈N ⊂ R>0 de manera tal que tk −→

k→∞
0 y e2πitk ∈ Fx,x para todo k ∈ N.

Sea t0=inf
{
t ∈ (0, 1] tal que e2πit ∈ Fx,x

}
, entonces como Fx,x es cerrado, t0 ∈ (0, 1] es el mínimo tal que z0 = e2πt0i ∈

Fx,x. Además, como por la Proposición 1.5.6 las órbitas de rotaciones irracionales son densas, t0 debe ser racional. Sea

m=mı́n
{
n ∈ N, zn

0 = 1
}
, entonces e2πit0m = 1 y tenemos que t0m = 1, es decir, t0 =

1
m

.

Veamos que la minimalidad de m implica que Fx,x =
{
z ∈ S1, zm = 1

}
. Sea z ∈ S1 tal que zm = 1, entonces z es una

raíz m-ésima de la unidad. Ahora bien, por definición de m tenemos que zm
0 = 1 y zk

0 , 1 para todo 1 ≤ k < m, por lo
tanto z0 es una raíz m-ésima primitiva de la unidad y entonces

{
z0, z2

0, . . . , z
m
0

}
son todas las raíces m-ésimas de la unidad.

Luego existe 0 < k ≤ m tal que z = zk
0. Por otro lado, como z0 ∈ Fx,x y Fx,x es un subsemigrupo de S1 se tiene que{

z0, z2
0, . . . , z

m
0

}
⊆ Fx,x, con lo cual z = zk

0 ∈ Fx,x y se deduce que
{
z ∈ S1, zm = 1

}
⊆ Fx,x. Recíprocamente, supongamos

que existe w = e2πis ∈ Fx,x con s ∈ [0, 1] tal que wm , 1, entonces existe 0 ≤ k ≤ m − 1 tal que

kt0 < s < (k + 1)t0 ⇔ kt0 + (m − k)t0 < s + (m − k)t0 < ((k + 1) + (m − k)) t0
⇔ mt0 < s + (m − k)t0 < mt0 + t0
⇔ 1 < s + (m − k)t0 < 1 + t0

luego wzm−k
0 ∈ Fx,x y su ángulo es menor que t0, lo cual es absurdo por definición de t0. Luego Fx,x =

{
z ∈ S1, zm = 1

}
. Mas

aún, como z0 es raíz m-ésima primitiva de la unidad tenemos que Fx,x =
{
z0, z2

0, . . . , z
m
0

}
. Dado y ∈ HC(ψ), por i. existen λ ∈

Fx,y y µ ∈ Fy,x. Además, por iii. tenemos que λFx,x ⊂ Fx,y y µFx,y ⊂ Fx,x, de donde se deduce que card(Fx,x)=card(Fx,y) =

m, donde denotamos por card(Fx,x) y card(Fx,x) al cardinal de Fx,x y Fx,y respectivamente. Concluimos entonces que, dado
λ ∈ Fx,y,

Fx,y = λFx,x =
{
λz0, zm

0 = 1
}

=
{
λz0, λz2

0, . . . , λzm
0

}
. (4.15)
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vi. Existe una función continua f : HC(ψ) −→ S1 tal que

f (ψ(0, t)(x)) = e2πmti

para todo t ≥ 0, donde m ∈ N es el obtenido en v.
En efecto, dado y ∈ HC(ψ), por (4.15), si λ ∈ Fx,y, tenemos que Fx,y = λFx,x. Definimos f : HC(ψ) −→ S1 por

f (y) = λm para todo y ∈ HC(ψ).
Buena definición de f : Sea y ∈ HC(ψ) y sean λ1, λ2 ∈ S

1 tales que Fx,y = λ1Fx,x = λ2Fx,x, debemos ver que λm
1 = λm

2 .
Al ser Fx,x =

{
z0, z2

0, . . . , z
m
0

}
, tenemos que

Fx,x =
{
λ1z0, λ1z2

0 . . . , λ1zm
0

}
=

{
λ2z0, λ2z2

0 . . . , λ2zm
0

}
,

por lo tanto existe 1 ≤ k ≤ m tal que λ1 = λ1zm
0 = λ2zk

0 y entonces λm
1 =

(
λ2zk

0

)m
= λm

2 , lo que nos da la buena defición de
f .

Veamos ahora que f es continua. En efecto, si f no es continua, entonces existen (yk)k∈N ⊂ HC(ψ) e y ∈ HC(ψ)
tales que yk → y y f (yk) 9 f (y). Para cada yk ∈ HC(ψ) tenemos que Fx,yk , ∅, entonces podemos elegir λk ∈ Fx,yk

para cada k ∈ N. Considerando una subsucesión si fuera necesario, podemos suponer que existen η, µ ∈ S1 tales que
f (yk) → µ , f (y) y λk → η. Luego, como λk ∈ Fx,yk para todo k ∈ N, yk → y y λk → η, por ii. se tiene que η ∈ Fx,y.

Entonces, como η ∈ Fx,y, tenemos que f (y) = ηm y f (yk) = λm
k → ηm = f (y), lo cual contradice el hecho de que

f (yk)→ µ , f (y). Así, f resulta continua.
Sea t ≥ 0, queremos ver que ψ(0, t)(x) ∈ HC(ψ) y f (ψ (0, t) (x)) = e2πmti. Para ver que ψ(0, t)(x) ∈ HC(ψ), debemos

ver que Orb (ψ, ψ(0, t)(x)) = {(ψ(n, s) (ψ(0, t)(x)) , n ∈ N0, s ∈ R≥0} es denso en X. En efecto, al ser x ∈ HC(ψ) tenemos
que D = {ψ(n, s)(x), n ∈ N0, t ∈ R≥0} ⊂ X es denso, entonces como por hipótesis b. se tiene que ψ(0, t) tiene rango denso,
se deduce que ψ(0, t)(D) = {(ψ(0, t) ◦ ψ(n, s)) (x), n ∈ N0, s ∈ R≥0} es denso en X. Ahora bien, dados n ∈ N0 y s ∈ R≥0,
como ψ es una acción tenemos que

ψ(0, t) ◦ ψ(n, s) = ψ(0 + n, s + t) = ψ(n + 0, t + s) = ψ(n, s) ◦ ψ(0, t),

luego Orb (ψ, ψ(0, t)(x)) = ψ(0, t)(D) = {(ψ(n, s) ◦ ψ(0, t)) (x), n ≥ 0, s ≥ 0} ⊂ X es denso. Luego (ψ(0, t)) (x) ∈ HC(ψ),
es decir, (ψ(0, t)) (x) ∈ Dom( f ). Además, es claro que por definición, ρ(t) = e2πit ∈ Fx,(ψ(0,t))(x), con lo cual se tiene que
f ((ψ(0, t))(x)) = (e2πti)m = e2πmti.

vii. Si D es el disco unitario cerrado, entonces existe h : D −→ S1 continua de manera tal que h|S1 : S1 −→ S1 no es
homotópicamente nula. Esto es una contradicción ya que toda función σ : S1 −→ S1 que se extiende continuamente a D
es homotópicamente nula, considerando la homotopía H : S1 × [0, 1] −→ S1 definida por

H
(
e2πti, r

)
= σ

(
re2πti

)
para todo

(
e2πti, r

)
∈ S1 × [0, 1].

Para definir la función h, consideraremos por separado los casos en que ψ(0, 1) = IX y ψ(1, 0) = IX .
Caso 1 : Supongamos que ψ(0, 1) = IX , consideramos entonces g : S1 −→ HC(ψ) dada por

g(e2πti) = ψ(0, t)(x)

para todo 0 ≤ t < 1. Observemos que razonando como en vi., por b. sabemos que R(ψ(0, t)) ⊂ X es denso y tenemos
que (ψ(0, t))(x) ∈ HC(ψ) para todo 0 ≤ t < 1, lo que nos da la buena definición de g. Veamos que g es continua. Al ser
g(0) = ψ(0, 0)(x) = x, como ψ(0, t) ∈ L(X) para todo 0 ≤ t < 1, para ver que g es continua basta ver que lı́m

t→1−
g(e2πit) = x.

En efecto, como ψ(0, 1)(x) = x, entonces

lı́m
t→1−

g(e2πit) = lı́m
t→1−

ψ(0, t)(x) = ψ(0, 1)(x) = x,

luego g es continua. Por otro lado, por vi. tenemos que f ◦ g : S1 −→ S1 verifica que

( f ◦ g)(e2πti) = f (g(e2πti)) = f (ψ(0, t)(x)) = e2πmti
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para todo 0 ≤ t < 1, con lo cual f ◦ g tiene índice m ≥ 1 y por lo tanto no es homotópicamente nula (ver[43, Capítulo
10]). Para extender g a D, consideramos g : D −→ S1 dada por

g(z) = ((1 − r)ψ(1, 0) + rψ(0, t)) (x)

para todo z = re2πti ∈ D. Es claro que g : D −→ S1 es continua. Además, por hipótesis b. tenemos que g(z) ∈ HC(ψ) para
todo z ∈ S1. Si consideramos h = f ◦ g : D −→ S1, entonces f ◦ g se extiende continuamente a D, lo cual contradice el
hecho de que f ◦ g : S1 −→ S1 no es homotópicamente nula.

Caso 2 : Supongamos que ψ(1, 0) = IX . En primer lugar, como f es continua y f (x) = 1, existe W entorno de 0 tal que

| f (y) − 1| < 1 (4.16)

si y − x ∈ W e y ∈ HC(ψ). Por iii. del Lema A.1.9, si (ρn)n∈N es una sucesión creciente y separante de seminormas que
definen la topología de X, existen n ∈ N y ε > 0 tales que

{
y ∈ X tales que ρn(y) < ε

}
⊂ W. Luego, si y ∈ X y µ ∈ K son

tales que ρn(y) < ε y |µ| ≤ 1, entonces ρn(µy) = |µ| ρn(y) < ε y se deduce que µy ∈ W. Así, podemos suponer que µW ⊂ W
para todo µ ∈ K tal que |µ| ≤ 1, es decir, que W es equilibrado. Dado que en un espacio de Fréchet de dimensión infinita
todo compacto tiene interior vacío (ver [43, Capítulo 1]) tenemos que el compacto {x − ψ(0, t)(x), 0 ≤ t ≤ 1} tiene interior
vacío y entonces

U = W r {x − ψ(0, t)(x), 0 ≤ t ≤ 1}

es abierto no vacío en X. Entonces como x es hipercíclico para ψ, existe (n0, t0) ∈ G tal que x − ψ(n0, t0)(x) ∈ U. Ahora
bien, como ψ(1, 0) = IX se tiene que

ψ(n0, t0) = ψ (n0(1, 0)) ◦ ψ(0, t0) = (ψ(1, 0))n0 ◦ ψ(0, t0) = ψ(0, t0),

por lo tanto x − ψ(0, t0)(x) ∈ U. Luego, por definición de U tenemos que t0 > 1 y x − ψ(0, t0)(x) ∈ W. Sea entonces
g : S1 −→ HC(ψ) definida por

g(e2πti) =


ψ(0, 2tt0)(x) si 0 ≤ t <

1
2

(2t − 1)x + (2 − 2t)ψ(0, t0)(x) si
1
2
≤ t < 1

.

Veamos que g está bien definida. Si 0 ≤ t <
1
2
, entonces por hipótesis b. tenemos que g(e2πit) = ψ(0, 2tt0)(x) ∈ HC(ψ).

Por otro lado, si
1
2
≤ t < 1, como ψ(1, 0) = IX tenemos que ψ(1, 0)(x) = x y entonces

g(e2πit) = (2t − 1)x + (2 − 2t)ψ(0, t0)(x) = (2t − 1)ψ(1, 0)(x) + (2 − 2t)ψ(0, t0)(x)

es una combinación lineal convexa de ψ(1, 0)(x) y ψ(0, t0)(x), con lo cual

g(e2πit) = (2t − 1)x + (2 − 2t)ψ(0, t0)(x) ∈ HC(ψ).

Así, g está bien definida y además como g|[0, 1
2 ] y g|[ 1

2 ,1] son continuas, tenemos que g es continua.

Consideremos f ◦ g : S1 −→ S1. Observemos que si 0 ≤ t <
1
2

, entonces

( f ◦ g)(e2πti) = f (g(e2πti)) = f (ψ(0, 2tt0)(x)) = e4πmtt0i.

Por otro lado, si
1
2
≤ t < 1, como x − ψ(0, t0)(x) ∈ W y W es equilibrado, tenemos que

g(e2πti) − x = (2t − 2)(x − ψ(0, t0)(x)) ∈ W.

Luego, g(e2πti) ∈ HC(ψ) y g(e2πti)− x ∈ W, entonces por (4.16) tenemos que
∣∣∣ f (g(e2πti)) − 1

∣∣∣ < 1. Por lo tanto, si 0 ≤ t < 1,
como ψ(0, 0) = IX , f ◦ g empieza en

( f ◦ g)(e2π0i) = f (g(0)) = f (ψ(0, 0)(x)) = f (x) = 1.
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Para 0 ≤ t ≤
1
2

, f ◦g se mueve a lo largo de S1 en sentido antihorario y da [mt0] vueltas (donde [mt0] es la parte entera
de mt0), finalizando en el disco de centro 1 y radio 1.

Para
1
2
≤ t ≤ 1, como

∣∣∣ f (g(e2πti)) − 1
∣∣∣ < 1, tenemos que f ◦ g se mantiene en el disco de centro 1 y radio 1. Luego,

f ◦ g tiene índice [mt0] o bien [mt0] + 1, y en particular, como t0 > 1, f ◦ g tiene índice distinto de 0 y deducimos que no
es homotópicamente nula. Extendemos g a D en la forma

g(z) = g(re2πti) = (1 − r)x + rg(e2πti)

para todo z = re2πti ∈ D. Observemos que dado z = re2πti ∈ D, g(z) es una combinación lineal convexa entre ψ(1, 0)
y ψ(0, s), para algún s ≥ 0, evaluada en x. Así, por hipótesis b. tenemos que g(z) ∈ HC(ψ). Por lo tanto, si definimos
h = f ◦ g : D −→ S1, h es continua y homotópicamente nula, entonces h|S1 : S1 −→ S1 es homotópicamente nula y
llegamos a una contradicción.

Luego, probamos por un lado que si x ∈ HC(ψ) entonces Fx,x = S1 y por otro que si Fx,x = S1 entonces x ∈
HC (ψ(1, 1)). Por lo tanto, HC(ψ) = HC (ψ(1, 1)).

�

Como consecuencia del Teorema de Ansari y el teorema anterior tenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.3.5. Sea ψ una acción del semigrupo sobre un espacio de Fréchet X que satisface las propiedades a. y b. del
Teorema 4.3.4. Si x es hipercíclico para ψ, entonces ψ(n, t) es hipercíclico para todo n ∈ N, t > 0.

Demostración. Sea x hipercíclico para ψ y sean n ∈ N, t > 0, entonces ψ(n, t) = ψ
(
n
(
1,

t
n

))
=

(
ψ

(
1,

t
n

))n
.

Ahora bien, por el Teorema 4.3.4 tenemos que ψ
(
1,

t
n

)
es hipercíclico, entonces por Teorema de Ansari deducimos

que ψ(n, t) =

(
ψ

(
1,

t
n

))n
es hipercíclico.

�

Como consecuencia del corolario anterior, veremos que si X es un espacio de Fréchet sobre C y T : X −→ X es un
operador, entonces HC(T ) = HC(λT ) para todo λ ∈ S1.

Teorema 4.3.6. (León-Müller[33]) Sea X un espacio de Fréchet sobre C y T : X −→ X un operador. Si x ∈ X es tal que{
λT n(x), λ ∈ S1, n ∈ N0

}
es denso en X, entonces Orb(λT, x) es denso en X para cada λ ∈ S1.

En particular, para todo λ ∈ S1, los operadores T y λT tienen el mismo conjunto de vectores hipercíclicos, es decir,
HC(T ) = HC(λT ).

Demostración. Sea ψ : G −→ L(X) definida por

ψ(n, t) = e2πtiT n

para todo (n, t) ∈ G. Veamos que ψ es una acción de G en X.
i. ψ(0, 0) = e2π0iT 0 = IX .
ii. Si (n1, t1), (n2, t2) ∈ G, entonces

ψ((n1, t1) + (n2, t2)) = ψ(n1 + n2, t1 + t2) = e2π(t1+t2)iT n1+n2

= e2πt1ie2πt2iT n1 ◦ T n2 = e2πt1iT n1 ◦ e2πt2iT n2 = ψ(n1, t1) ◦ ψ(n2, t2).

iii. Sea ϕψ : G × X −→ X definida por

ϕψ ((n, t), y) = (ψ(n, t)) (y) = e2πtiT n(y)

para todo ((n, t), y) ∈ G × X. Al ser X un espacio vectorial topológico y T continuo, es claro que ϕψ es continua.
Veamos que ψ satisface las propiedades a. y b. del Teorema 4.3.4.
a. En este caso, tenemos que ψ(1, 0) = IX y ψ(0, 1) = IX .
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b. Sean s, t ∈ R≥0 y r ∈ [0, 1], veamos que la combinación convexa dada por rψ(0, s) + (1− r)ψ(1, t) tiene rango denso
en X. En efecto, observemos que

rψ(0, s) + (1 − r)ψ(1, t) = re2πsiIX + (1 − r)e2πtiT.

Si consideramos el polinomio P : C −→ C dado por

P(z) = re2πsi + (1 − r)e2πtiz

para todo z ∈ C, entonces
rψ(0, s) + (1 − r)ψ(1, t) = re2πsiIX + (1 − r)e2πtiT = P(T ).

Luego por ii. de la Proposición 2.1.9 tenemos que rψ(0, s) + (1 − r)ψ(1, t) tiene rango denso.
Así, para cada t ∈ [0, 1], por el Teorema 4.3.4 tenemos que x es vector hipercíclico para ψ(1, t) = e2πitT . Luego,

Orb(λT, x) es denso para cada λ ∈ S1.
�

A continuación, veremos un resultado análogo al anterior, pero para los operadores mixing y débil mixing. Mas
precisamente, veremos que si X es un espacio de Fréchet y T : X −→ X es un operador mixing (respectivamente débil
mixing), entonces λT es un operador mixing (respectivamente débil mixing) para todo λ ∈ S1. Previamente, necesitamos
el siguiente teorema.

Teorema 4.3.7. Sea T : X −→ X un operador definido sobre un espacio de Fréchet X y λ1, λ2 ∈ K con |λ1| ≤ |λ2| .

Si el operador R = λ1T × λ2T : X × X −→ X es hipercíclico (respectivamente mixing), entonces λT es débil mixing
(respectivamente mixing) para todo |λ1| ≤ |λ| ≤ |λ2| .

Demostración. Sea λ ∈ K tal que |λ1| ≤ |λ| ≤ |λ2| y supongamos que R es hipercíclico. Por el Teorema 2.4.3, para ver
que λT es débil mixing, basta ver que dados U,V ⊂ X abiertos no vacíos y W un entorno de 0 equilibrado (podemos
suponer que W es equilibrado ya que al ser X un espacio de Fréchet, en particular es localmente convexo), NλT (W,V) ∩
NλT (U,W) , ∅. En efecto, como R es hipercíclico, existe n ∈ N0 tal que Rn(W × U) ∩ (V × W) , ∅, luego como
Rn(W × U) ∩ (V ×W) =

(
λn

1T n(W) ∩ V
)
×

(
λn

2T n(U) ∩W
)
, tenemos que

λn
1T n(W) ∩ V , ∅ y λn

2T n(U) ∩W , ∅.

Si x ∈ W es tal que λn
1T n(x) ∈ V, como

|λ1|
n

|λ|n
≤ 1 y W es equilibrado, tenemos que

λn
1

λn x ∈ W y λnT n
(
λn

1

λn x
)

= λn
1T n(x) ∈ V.

Luego (λT )n
(
λn

1

λn x
)
∈ (λT )n (W) ∩ V y por lo tanto (λT )n (W) ∩ V , ∅.

Análogamente se ve que (λT )n (U) ∩ W , ∅. Así, n ∈ NλT (W,V) ∩ NλT (U,W) y entonces por el Teorema 2.4.3
concluimos que λT es débil mixing.

Supongamos ahora que R es mixing, entonces por la Proposición 2.3.1, para ver que λT es mixing basta ver que
NλT (U,W) y NλT (W,U) son cofinitos. En efecto, al ser R mixing, sabemos que NR(U × U,W ×W) y NR(W ×W,U × U)
son cofinitos. Veamos que NR(U ×U,W ×W) ⊂ NλT (U,W) y NR(W ×W,U ×U) ⊂ NλT (W,U). Sea n ∈ NR(U ×U,W ×W),
entonces Rn(U × U) ∩ (W ×W) , ∅, con lo cual

λn
1T n(U) ∩ (W) , ∅ y λn

2T n(U) ∩ (W) , ∅.

Así, procediendo análogamente al caso anterior, se tiene que (λT )n (U) ∩W , ∅, entonces n ∈ NλT (U,W) y se deduce
que NR(U × U,W ×W) ⊂ NλT (U,W). Análogamente se ve que NR(W ×W,U × U) ⊂ NλT (W,U).

Luego, NλT (W,U) y NλT (U,W) son cofinitos y por lo tanto λT resulta mixing.
�
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Corolario 4.3.8. Sea X un espacio de Fréchet y T : X −→ X un operador. Si T : X −→ X es débil mixing (respectivamente
mixing), entonces λT : X −→ X es débil mixing (respectivamente mixing) para todo λ ∈ S1.

Demostración. Sea λ ∈ S1, entonces como T es débil mixing (respectivamente mixing), en particular R = T × T es
hipercíclico (respectivamente mixing). Luego por el Teorema 4.3.7, si tomamos λ1 = λ2 = 1 se deduce que λT es débil
mixing (respectivamente mixing).

�

Algunos resultados de operadores frecuentemente hipercíclicos

Para terminar esta sección, daremos las definiciones de vectores y operadores frecuentemente hipercíclicos y enuncia-
remos algunos resultados análogos a los vistos para operadores hipercíclicos. Las demostraciones se pueden ver en [28,
Capítulo 9].

Definición 4.3.9. Dado A ⊂ N0, se define la densidad interior de A como

dens(A) = lı́m
N∈N

card({0 ≤ n ≤ N, n ∈ A}
N + 1

).

Si X es un espacio de Fréchet y T : X −→ X es un operador, decimos que x ∈ X es un vector frecuentemente hipercíclico
para T si para todo U ⊂ X abierto no vacío,

dens {n ∈ N0, T n(x) ∈ U} > 0.

Diremos que T es frecuentemente hipercíclico si existe x ∈ X vector frecuentemente hipercíclico para T.
Notación. Notamos al conjunto de vectores frecuentemente hipercíclicos de T por FCH(T ).

Proposición 4.3.10. La propiedad de ser frecuentemente hipercíclico se preserva bajo quasiconjugación.

A partir de la definición, es claro que todo vector frecuentemente hipercíclico es hipercíclico, mas aún, se puede probar
que todo vector frecuentemente hipercíclico es débil mixing. Sin embargo, la recíproca no es cierta.

Teorema 4.3.11. Todo operador frecuentemente hipercíclico es débil mixing.

Por otro lado, así como existen criterios para construir operadores hipercíclicos, tenemos también un criterio para
probar que ciertos operadores son frecuentemente hipercíclicos.

Definición 4.3.12. Sean X un espacio de Fréchet y (en)n∈N ⊂ X. Decimos que
∞∑

n=1

en converge incondicionalmente si

∞∑
n=1

eπ(n) converge para toda biyección π : N −→ N.

Si (en)n∈N es una base para X, decimos que es incondicional si para todo x ∈ X, su representación en la forma

x =

∞∑
n=1

xnen converge incondicionalmente.

Teorema 4.3.13. (Criterio para operadores frecuentemente hipercíclicos) Sea X un espacio de Fréchet separable y
T : X −→ X un operador. Si existe X0 ⊂ X denso y S : X0 −→ X0 tal que para todo x ∈ X se verifica que :

i.
∞∑

n=0

T n(x) converge incondicionalmente.

ii.
∞∑

n=0

S n(x) converge incondicionalmente.

iii. T (S (x)) = x.

Entonces T es frecuentemente hipercíclico.
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Vimos en los capítulos anteriores que los operadores de Birkhoff, MacLane y Rolewicz son hipercíclicos. Se puede
probar que tales operadores son además frecuentemente hipercíclicos. Además, se puede probar que dada (wn)n∈N sucesión
de pesos, si X es un espacio de Fréchet en el cual la base canónica (en)n∈N ⊂ X es incondicional y Bw es D-caótico, Bw

resulta frecuentemente hipercíclico.
Por otro lado, recordemos que dado un operador T : X −→ X definido sobre un espacio de Fréchet, probamos que

X = HC(T ) + HC(T ). Sin embargo, tal propiedad no vale para operadores frecuentemente hipercíclicos necesariamente,
de hecho se puede mostrar que si T = 2B : `p −→ `p con 1 ≤ p < ∞, entonces `p , FHC(T ) + FHC(T ).

El Teorema de Ansari que nos dice que HC(T k) = HC(T ) para todo k ∈ N. Un resultado análogo vale para operadores
frecuentemente hipercíclicos, sin embargo, la demostración se basa en argumentos muy diferentes a los utilizados en el
Teorema de Ansari para operadores hipercíclicos.

Teorema 4.3.14. Sea X un espacio de Fréchet y T : X −→ X un operador, entonces FCH(T k) = FCH(T ) para todo
k ∈ N. En particular, si T es frecuentemente hipercíclico, entonces T k es frecuentemente hipercíclico para todo k ∈ N.

Además, si X es un espacio de Fréchet y consideramos el grupo G = N0 × R≥0, análogamente al caso de operadores
hipercíclicos se define cuándo una acción del semigrupo G sobre X es frecuentemente hipercíclica.

Vale además un resultado análogo al Teorema 4.3.4, que junto al Teorema 4.3.14 implican el siguiente teorema.

Teorema 4.3.15. Sean X un espacio de Fréchet sobre C y T : X −→ X un operador. Entonces FCH(λT ) = FCH(T ) para
todo λ ∈ S1.

4.4. Existencia de polinomios mixing sobre espacios de Fréchet separables de
dimensión infinita

En esta sección veremos que si X es un espacio de Fréchet separable de dimensión infinita para el cual existen ope-
radores hipercíclicos (respectivamente mixing, débil mixing o frecuentemente hipercíclicos) que admiten autovalores de
módulo 1, entonces existen polinomios hipercíclicos (respectivamente mixing, débil mixing o frecuentemente hipercícli-
cos) de grado positivo arbitrario. Para tal fin, necesitaremos previamente demostrar (Teorema 4.4.1) que si λ ∈ K es un
autovalor tal que |λ| ≤ 1 y T : X −→ X es un operador hipercíclico (repectivamente mixing, débil mixing o frecuen-
temente hipercíclico), entonces el operador λT es hipercíclico (respectivamente mixing, débil mixing o frecuentemente
hipercíclico). Esto implica que cualquier espacio de Fréchet separable de dimensión infinita admite polinomios mixing
(en particular hipercíclicos) de grado positivo arbitrario.

Además, veremos que si X es un espacio de Banach separable de dimensión infinita con base de Schauder incondicio-
nal, entonces existen polinomios D-caóticos y frecuentemente hipercíclicos definidos sobre X, de grado positivo arbitrario.
Estos resultados fueron probados en [13].

Tenemos entonces el siguiente teorema.

Teorema 4.4.1. Sea X un espacio de Fréchet separable sobre K de dimensión infinita. Si existe un operador T : X −→ X
hipercíclico (respectivamente mixing, débil mixing o frecuentemente hipercílico) con un autovalor λ tal que |λ| ≤ 1,
entonces existe un polinomio hipercíclico (respectivamente mixing, débil mixing o frecuentemente hipercíclico) definido
sobre X de grado positivo arbitrario.

Demostración. Sea T : X −→ X un operador hipercíclico (respectivamente mixing, débil mixing o frecuentemente
hipercíclico) y sea λ ∈ C autovalor de T tal que |λ| ≤ 1. Sea u , 0 un autovector de T asociado a λ y sea Y = 〈u〉 .
Entonces como X es de dimensión infinita elegimos v ∈ X r Y y definimos Z = 〈u, v〉 . Fijemos m ≥ 2 y consideremos
Q : Z −→ Y ⊂ X definido por

Q(αx + βv) = βmu (4.17)

para todo z = αx + βv ∈ Z. Entonces Q es un polinomio m-homogéneo. Por Hahn-Banach existe una proyección lineal
continua F : X −→ Z, con lo cual, R(F) = Z y F2 = F. Si definimos P = Q◦F, entonces P : X −→ Y ⊂ X es un polinomio
m-homogéneo no nulo.
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Veamos que P(x + y) = P(x) para todo x ∈ X, y ∈ Y. En efecto, sean x ∈ X, y ∈ Y, observemos que al ser F2 = F
tenemos que F|R(F)=I|R(F), luego como F(y) = y, tenemos que

P(x + y) = Q (F(x + y)) = Q (F(x) + y) .

Ahora bien, si escribimos F(x) = αu + βv e y = α′u, con α, β, α′ ∈ K, entonces

Q (F(x) + y) = Q
(
αu + βv + α′u

)
= Q

(
(α + α′)u + βv

)
= βmu.

Por otro lado, P(x) = Q (F(x)) = Q (αu + βv) = βmu, luego para todo x ∈ X, y ∈ Y tenemos que

P(x + y) = P(x) (4.18)

Por otro lado si x ∈ X y F(x) = αu + βv, como T (u) = λu, por (4.17) tenemos que

(T ◦ P)(x) = T (Q(F(x))) = T (Q(αu + βv)) = T (βmu) = βmT (u) = βmλu = λP(x),

es decir, T ◦ P = λP. Veamos que (IX − P) ◦ (IX + P) = IX = (IX + P) ◦ (IX − P).
En efecto, si x ∈ X, entonces (IX − P) ◦ (IX + P)(x) = (IX − P)(x + P(x)) = x + P(x) − P(x + P(x)). Ahora bien, por

(4.18) se tiene que P(x + P(x)) = P(x), con lo cual se tiene que

(IX − P) ◦ (IX + P)(x) = x + P(x) − P(x + P(x)) = x + P(x) − P(x) = x = IX(x).

Análogamente resulta que (IX + P) ◦ (IX − P) = IX . Así, tenemos que

(IX − P) ◦ (IX + P) = IX = (IX + P) ◦ (IX − P) (4.19)

Luego, IX + P es un homeomorfismo de X en X con inversa IX − P.
Veamos por inducción que (T + P ◦ T − λP)n = (IX + P) ◦ T n − λP para todo n ∈ N.
Si n = 1, es claro que T + P ◦ T − λP = (IX + P) ◦ T − λP.
Sea n > 1 y supongamos ahora que (T + P ◦ T − λP)n = (IX + P) ◦ T n − λnP, entonces dado x ∈ X tenemos

(T + P ◦ T − λP)n+1(x) = ((IX + P) ◦ T n − λnP)((T + P ◦ T − λP)(x))

= (IX + P)
[
T n+1(x) + T n(P(T (x))) − λT n(P(x))

]
− λnP [T (x) + P(T (x)) − λP(x)] .

Ahora bien, como T ◦ P = λP, entonces T n ◦ P = λnP. Además , como P(T (x)) − λP(x) ∈ Y , por (4.18) tenemos que
P [T (x) + P (T (x)) − λP(x)] = P (T (x)). Por lo tanto

(T + P ◦ T − λP)n+1(x) = (IX + P)
[
T n+1(x) + λnP(T (x)) − λn+1P(x)

]
− λnP(T (x))

= T n+1(x) − λn+1P(x) + P
[
T n+1(x) + λnP(T (x)) − λn+1P(x)

]
Análogamente, por (4.18) tenemos que P

[
T n+1(x) + λnP(T (x)) − λn+1P(x)

]
= P(T n+1(x)), luego

(T + P ◦ T − λP)n+1(x) = T n+1(x) − λn+1P(x) + P(T n+1(x))

= (IX + P)(T n+1(x)) − λn+1P(x).

Entonces para todo n ∈ N,
(T + P ◦ T − λP)n = (IX + P) ◦ T n − λnP (4.20)

Veamos ahora que P ◦ T , λP. En efecto, supongamos que P ◦ T = λP, entonces P ◦ T n = λnP para todo n ∈ N0. Sean
W y U abiertos disjuntos, entornos de 0 y u respectivamente, entonces al ser X un espacio de Fréchet, en particular es
localmente convexo y podemos suponer que W es equilibrado. Como T es hipercíclico, en particular es topológicamente
transitivo, entonces como P−1(U) y P−1(W) son abiertos no vacíos existe n ∈ N0 tal que T n(P−1(W)) ∩ P−1(U) , ∅, por
lo tanto existe y ∈ P−1(W) tal que T n(y) ∈ P−1(U). Ahora bien, como W es equilibrado, |λ| ≤ 1 y P(y) ∈ W, entonces
λnP(y) ∈ W. Luego P(T n(y)) ∈ U y P(T n(y)) = λnP(y) ∈ W, lo cual es absurdo ya que U y W eran disjuntos. Así, tenemos
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que P ◦ T , λP y por lo tanto tenemos que R = T + P ◦ T − λP es un polinomio de grado m. Además, por (4.20) tenemos
que para todo n ∈ N,

Rn = (IX + P) ◦ T n − λnP (4.21)

Analizaremos por separado los casos en que |λ| = 1 y |λ| < 1.
Caso 1: Si |λ| = 1, entonces por el Teorema de León-Müller (respectivamente el Corolario 4.3.8 y el Teorema 4.3.15,

el operador λ−1T es hipercíclico (respectivamente débil mixing, mixing y frecuentemente hipercíclico).
Como (λ−1T )(u) = u, entonces u es un punto fijo de λ−1T, con lo cual remplazando eventualmente el operador T por

el operador λ−1T podemos suponer que λ = 1. Luego por (4.21) tenemos que

Rn = (IX + P) ◦ T n − P

para todo n ∈ N0.
• Si T es hipercíclico, entonces existe x ∈ X tal que {T n(x), n ∈ N0} es denso en X.
Entonces, por (4.21), como λ = 1, es claro que {Rn(x), n ∈ N0} = {(IX + P) ◦ T n(x) − P(x), n ∈ N0} es denso en X y

por lo tanto R es un polinomio hipercíclico.
• Si T es frecuentemente hipercíclico, entonces sea a ∈ X vector frecuentemente hipercíclico para T y fijemos U ⊂ X

abierto no vacío. Como U + P(a) es abierto no vacío en X e IX + P es un homeomorfismo de X en X, existe V abierto no
vacío tal que (IX + P)(V) ⊂ U + P(a). Observemos que si n ∈ N es tal que T n(a) ∈ V, entonces (IX + P)(T n(a)) ∈ U + P(a).
Así, tenemos que si Rn(a) = (IX + P)(T n(a)) − P(a) ∈ U.

Luego
{
n ∈ N tales que T n(a) ∈ V

}
⊂

{
n ∈ N tales que Rn(a) ∈ U

}
y además como a es vector frecuentemente hiper-

cíclico para T, tenemos que

lı́m
N∈N

card
{
n ≤ N tales que T n(a) ∈ V

}
N

> 0.

Así, resulta que

lı́m
N∈N

card
{
n ≤ N tales que Rn(a) ∈ U

}
N

≥ lı́m
N∈N

card
{
n ≤ N tales que T n(a) ∈ V

}
N

> 0

y por lo tanto a resulta un vector frecuentemente hipercíclico para R.
• Si T es mixing, sean U,V abiertos en X no vacíos. Tomemos y ∈ U, z ∈ V y consideremos w = z + P(y).
Como w − P(y) = z ∈ V, existen U′ entorno de y y V ′ entorno de w tales que U′ ⊂ U y V ′ − P(U′) ⊂ V . Por otro

lado como V ′ es abierto no vacío e IX + P es homeomorfismo de X en X, tenemos que U′ e (IX + P)−1(V ′) son abiertos
no vacíos de X. Entonces, como T es mixing, existe n0 ∈ N0 tal que T n(U′) ∩ (IX + P)−1(V ′) , ∅ para todo n ≥ n0. Sea
n ≥ n0, entonces existe x ∈ U′ tal que T n(x) ∈ (IX + P)−1 (V ′). Luego x ∈ U′ ⊂ U y (IX + P)(T n(x)) ∈ V ′. Por lo tanto
Rn(x) = (IX + P)(T n(x)) − P(x) ∈ Rn(U) ∩ V . Así, tenemos que Rn(U) ∩ V , ∅ para todo n ≥ n0 y deducimos que que R
es mixing.
• Si T es débil mixing, queremos ver que R es débil mixing, es decir, que R × R es topológicamente transitivo. Dados

U1 × U2 y V1 × V2 abiertos básicos de X × X no vacíos, si tomamos (y1, y2) ∈ U1 × U2, (z1, z2) ∈ V1 × V2 y definimos
(w1,w2) = (z1, z2)− (y1, y2), existen U′1×U′2 y V ′1×V ′2 abiertos tales que U′1×U′2 ⊂ U1×U2 y V ′1×V ′2− (P×P)(U′1×U′2) ⊂
V1 × V2. Como U′1 ×U′2 e ((IX × IX) + (P × P))−1(V ′1 × V ′2) son abiertos no vacíos de X × X, al ser T × T topológicamente
transitivo, existe n ∈ N0 tal que

(T × T )n(U′1 × U′2) ∩ ((IX × IX) + (P × P))−1(V ′1 × V ′2) , ∅.

Sea (x1, x2) ∈ U′1 × U′2 ⊂ U1 × U2 tal que (T × T )n(x1, x2) ∈ ((IX × IX) + (P × P))−1(V ′1 × V ′2), entonces

(IX + P) × (IX + P)(T n(x1),T n(x2)) = ((IX × IX) + (P × P))(T n(x1),T n(x2)) ∈ V ′1 × V ′2,

es decir, (IX + P)(T n(x1)) ∈ V ′1 e (IX + P)(T n(x2)) ∈ V ′2. Así, como

(Rn × Rn)(x1, x2) = ((IX + P)(T n(x1)) − P(x1)) × ((IX + P)(T n(x2)) − P(x2)),

entonces (R × R)n(x1, x2) ∈ V ′1 × V ′2 − (P × P)(U′1 × U′2) ⊂ V1 × V2.
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Luego (R × R)n(x1, x2) ∈ Rn(U1 × U2) ∩ (V1 × V2) y por lo tanto R × R es topológicamente transitivo, es decir, R es
débil mixing.

Caso 2: Si |λ| < 1, entonces (λnP) (x) −→
n→∞

0 para todo x ∈ X. Luego para todo x ∈ X, en caso de existir lı́m
n→∞

Rn(x),
tendremos que lı́m

n→∞
Rn(x) = lı́m

n→∞
(IX + P) (T n(x)).

• Si T es hipercíclico, existe x ∈ X tal que {T n(x), n ∈ N0} es denso en X, luego como IX + P es homeomorfismo de X
en X tenemos que {(IX + P) ◦ T n(x), n ∈ N0} es denso en X. Así, como |λ| < 1, tenemos que

{Rn(x), n ∈ N0} = {(IX + P) ◦ T n(x) − (λnP) (x), n ∈ N0}

es denso en X y R resulta hipercíclico.
• Supongamos que T es frecuentemente hipercíclico, entonces existe a ∈ X vector frecuentemente hipercíclico para

T. Sea U ⊂ X abierto no vacío, veamos que existen V ⊂ X abierto no vacío y n0 ∈ N tales que (IX + P)(V) ⊂ U + λnP(a)
para todo n ≥ n0. Como U es abierto no vacío y X es un espacio de Fréchet, existen x0 ∈ X y r > 0 tales que B(x0, r) ⊂ U
(donde en B(0, r) la pensamos respecto de una F-norma de X). Ahora bien, como −λnP(a) −→

n→∞
0, existe n0 ∈ N tal que

−λnP(a) ∈ B
(
0,

r
2

)
para todo n ∈ N0.

Consideremos V = (IX + P)−1
(
B

(
x0,

r
2

))
, entonces (IX + P)(V) = B

(
x0,

r
2

)
. Así, tenemos que

(IX + P)(V) + B
(
0,

r
2

)
= B

(
x0,

r
2

)
+ B

(
0,

r
2

)
⊂ B(x0, r) ⊂ U.

Observemos que dado n ≥ n0, como −λnP(a) ∈ B
(
0,

r
2

)
, entonces (IX + P)(V) − λnP(a) ⊂ U, de donde se deduce que

(IX + P)(V) ⊂ U + λnP(a).
Ahora bien, si n ≥ n0 es tal que T n(a) ∈ V, entonces Rn(a) = (IX + P) ◦ T n(a) − λnP(a) ∈ U y por lo tanto{

n ∈ N≥n0 ,T
n(a) ∈ V

}
⊂

{
n ∈ N≥n0 ,R

n(a) ∈ U
}
. Luego como a es frecuentemente hipercíclico para T, concluimos que

lı́m
N∈N

card(
{
n ≤ N tales que Rn(a) ∈ U

}
)

N
> 0 y deducimos que R es frecuentemente hipercíclico.

• Supongamos que T es mixing y sean U,V ⊂ X abiertos no vacíos.
Si z ∈ V, entonces z = z + 0 ∈ V, con lo cual existen V ′ ⊂ X abierto no vacío y W entorno equilibrado de 0 tales que

V ′ + W ⊂ V. Entonces como P : X −→ Y = 〈u〉 es continua y W es equilibrado existen U′ ⊂ X abierto no vacío, C > 0 y
ε > 0 tales que

U′ ⊂ U, P(U′) ⊂ {αu, |α| < C} y {αu, |α| < ε} ⊂ W.

Como |λ|n C −→
n→∞

0 y T es mixing, existe n0 ∈ N0 tal que |λ|n C < ε y T n(U′) ∩ (IX + P)−1 (V ′) , ∅ para todo n ≥ n0.

Dado n ≥ n0, consideremos x ∈ U′ tal que (IX + P) (T n(x)) ∈ V ′. Como x ∈ U′ , podemos escribir P(x) = αu, con |α| < C,
luego λnP(x) = λnαu, con |λnα| < |λ|n C < ε. Así, tenemos que λnP(x) ∈ W, entonces

x ∈ U y Rn(x) = (IX + P) (T n(x)) − λnP(x) ∈ V ′ + W ⊂ V.

Luego Rn(U) ∩ V , ∅ para todo n ≥ n0, de donde se deduce que R es mixing.
• Por último supongamos que T es débil mixing, entonces T × T es topológicamente transitivo, queremos ver que

R × R es topológicamente transitivo.
Sean U1 × U2 y V1 × V2 abiertos básicos no vacíos en X × X, entonces si (z1, z2) ∈ V1 × V2, se tiene que (z1, z2) =

(z1, z2) + (0, 0) ∈ V1 ×V2. Luego existen V ′1 ×V ′2 abierto no vacío en X × X y W1 ×W2 entorno de (0, 0) equilibrado tal que
(V ′1 × V ′2) + (W1 ×W2) ⊂ V1 × V2. Si procedemos de manera análoga al caso anterior para W1 y W2, podemos considerar
C > 0,U′1 × U′2 abierto no vacío de X × X y ε > 0 tales que :

i. U′1 × U′2 ⊂ U1 × U2.

ii. (P × P)(U′1 × U′2) ⊂ {(α1u, α2u), |α1| < C, |α2| < C}.

iii. {(α1u, α2u), |α1| < ε, |α2| < ε} ⊂ W1 ×W2.
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Como |λ|n C −→
n→∞

0 y T × T es topológicamente transitivo, por el Lema 1.5.10 existe n ∈ N0 tal que

|λ|n C < ε y (T × T )n(U′1 × U′2) ∩ ((IX + P) × (IX + P))−1(V ′1 × V ′2) , ∅.

Sea (x1, x2) ∈ U′1 × U′2 tal que ((IX + P) × (IX + P))(T n(x1) × T n(x2)) ∈ V ′1 × V ′2, entonces (IX + P)(T n(xi)) ∈ V ′i para
1 ≤ i ≤ 2. Como (x1, x2) ∈ U′1 × U′2, por ii. podemos escribir (P × P) (x1, x2) = (α1u, α2u), donde |α1| < C y |α2| < C.
Luego |λ|n P(xi) = λnαiu con |λnαi| < |λ|

n C < ε para 1 ≤ i ≤ 2, entonces por iii. se deduce que

λn(P × P)(x1, x2) = (λnP(x1), λnP(x2)) ∈ W1 ×W2.

Dado 1 ≤ i ≤ 2, como (IX + P)(T n(xi)) ∈ V ′i y λnP(xi) ∈ Wi, tenemos que

Rn(xi) = (IX + P)(T n(xi)) − λnP(xi) ∈ V ′i + Wi.

Luego como (V ′1 + W1) × (V ′2 + W2) = (V ′1 × V ′2) + (W1 ×W2) ⊂ V1 × V2, tenemos que

(x1, x2) ∈ U1 × U2 y (R × R)n(x1, x2) = (Rn(x1),Rn(x2)) ∈ V1 × V2.

Así, se tiene que (R × R)n(U1 × U2) ∩ (V1 × V2) , ∅ y deducimos que R × R es topológicamente transitivo.
�

Teorema 4.4.2. Todo espacio de Fréchet separable sobre K de dimensión infinita admite polinomios mixing (por lo tanto
hipercíclicos) de grado positivo arbitrario.

Demostración. Por el Teorema 4.2.13 existe un operador T : X −→ X mixing con un punto fijo no nulo. En particular,
tenemos que λ = 1 es autovalor de T, con lo cual por el Teorema 4.4.1 existe un polinomio mixing sobre X de grado
positivo arbitrario.

�

Teorema 4.4.3. Si X es un espacio de Banach complejo con una base incondicional, entonces existen polinomios D-
caóticos y frecuentemente hipercíclicos definidos sobre X de grado positivo arbitrario.

Demostración. Por el Teorema 4.2.14 existe un operador D-caótico y frecuentemente hipercíclico T : X −→ X con un
punto fijo distinto de cero. Entonces tenemos que λ = 1 es autovalor de T, por lo tanto por el Teorema 4.4.1, para todo
m ≥ 2, existe un polinomio m-homogéneo P de manera tal que R = T + P ◦ T − P es un polinomio frecuentemente
hipercíclico de grado m en X y además Rn = (IX + P) ◦T n −P para todo n ∈ N. Si x tiene período k respecto a T, entonces

Rk(x) = (IX + P) ◦ T k(x) − P(x) = x + P(x) − P(x) = x,

de donde se deduce que x tiene período k respecto de de R. Así, Per(T ) ⊆ Per(R), entonces Per(R) = X y como T es
topológicamente transitivo, R también. Luego R es D-caótico. �



Apéndice A

Resultados de Análisis Funcional

A.1. Espacios de Fréchet

En esta sección presentaremos algunos resultados y ejemplos de espacios de Fréchet. Un espacio de Fréchet X es
un espacio vectorial topológico definido sobre K = R o C, dotado por una métrica d que está dada por una sucesión de
seminormas (ρn)n∈N definidas sobre X que lo hacen un espacio métrico completo. Definiremos una función ‖·‖ : X×X −→
R≥0 inducida por (ρn)n∈N, la cual llamaremos F-norma y verificará que ‖x − y‖ = d(x, y) para todo x, y ∈ X. A diferencia
de una norma en un espacio de Banach, la F-norma no será homogénea, es decir, no se verificará necesariamente que
‖λx‖ = |λ| ‖x‖ para todo λ ∈ K, x ∈ X.

Comenzamos entonces recordando la definición de un espacio vectorial topológico y alguna de sus propiedades. En
lo que sigue supondremos que X es un espacio vectorial sobre K = R o C.

Definición A.1.1. Sea (X, τ) un K-espacio vectorial con τ una topología sobre X. Decimos que (X, τ) es un espacio
vectorial topológico si las funciones s : X × X −→ X y m : K × X −→ X definidas por

s(x, y) = x + y y m(λ, x) = λx

para todo x, y ∈ X, λ ∈ K, son continuas.

Lema A.1.2. Sea X un espacio de Fréchet y U ⊂ X un abierto no vacío. Entonces existen U1 ⊂ U abierto no vacío y W
entorno de 0 tal que U1 + W ⊂ U. Además, si W0 es entorno de 0, existe W1 entorno de 0 tal que W1 + W1 ⊂ W0.

Demostración. Como s es continua, s−1(U) es abierto en X × X. Si x ∈ U, entonces (x, 0) ∈ s−1(U), por lo tanto existen
U1 entorno de x y W entorno de 0 tales que (x, 0) ∈ U1 × W ⊂ s−1(U), es decir, U1 + W ⊂ U. Análogamente, como
(0, 0) ∈ s−1(W0), existe W1 entorno de 0 tal que (0, 0) ∈ W1 ×W1 ⊂ s−1(W0) y entonces W1 + W1 ⊂ W0.

�

Lema A.1.3. Sea (X, τ) un espacio vectorial topológico. Dados a ∈ X y λ ∈ K r {0} , las funciones sa : X −→ X y
mλ : X −→ X definidas por

sa(x) = x + a y mλ(x) = λx

para todo x ∈ X, son homeomorfismos.

Demostración. Veamos que sa es un homemomorfismo. Sean fa : X −→ X × X y Ca : X −→ X definidas por

fa(x) = (x, a) y Ca(x) = a

para todo x ∈ X. Observemos que si π1 : X × X −→ X y π2 : X × X −→ X son las proyecciones en la primer y segunda
coordenada respectivamente, entonces

π1 ◦ fa = IX y π2 ◦ fa = Ca,

105
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donde IX : X −→ X es la identidad. Entonces π1 ◦ fa y π2 ◦ fa son continuas y se deduce que fa es continua.
Por otro lado, observemos que sa(x) = x + a = s(x, a) = (s ◦ fa) (x) para todo x ∈ X, es decir, sa = s ◦ fa.
Así, sa resulta continua por ser composición de continuas. Ahora bien, como la inversa s−1

a : X −→ X está dada por

s−1
a (y) = y − a = s−a(y)

para todo y ∈ X, entonces s−1
a es continua y concluimos que sa es homeomorfismo.

Resta ver que mλ es un homeomorfismo. Sean gλ : X −→ K × X y Cλ : K −→ K definidas por

gλ(x) = (λ, x) y Cλ(µ) = λ

para todo x ∈ X, µ ∈ K. Entonces, como π1 ◦ gλ = Cλ y π2 ◦ gλ = IX , se tiene que π1 ◦ gλ y π2 ◦ gλ son continuas y
por lo tanto gλ resulta continua. Así, observando que mλ = m ◦ gλ, tenemos que mλ es continua por ser composición de
continuas. Además, su inversa m−1

λ : X −→ X está dada por m−1
λ = mλ−1 , por lo tanto m−1

λ es continua y deducimos que mλ

es un homeomorfismo.
�

Para dar la definición de espacio de Fréchet, previamente recordemos las siguientes definiciones.

Definición A.1.4. Sea X un espacio vectorial sobre K y C ⊂ X un subconjunto de X. Decimos que C es :

i. Convexo si para todo x, y ∈ C, el segmento [x, y] = {tx + (1 − t)y, t ∈ [0, 1]} ⊂ C.

ii. Redondeado si para todo x ∈ C, λ ∈ K tal que |λ| = 1, se tiene que λx ∈ C.

iii. Equilibrado si para todo x ∈ C, λ ∈ K tal que |λ| ≤ 1, se tiene que λx ∈ C.

iv. Absorvente si para todo x ∈ X existe t > 0 tal que tx ∈ C, es decir, X =
⋃
t>0

tC.

v. Absolutamente convexo si es equilibrado y convexo.

X es localmente convexo si el origen tiene una base local de conjuntos absolutamente convexos y absorventes.

Definición A.1.5. Un funcional ρ : X −→ R≥0 se dice seminorma para X si para todo x, y ∈ X, λ ∈ K se verifican :

i. ρ(x + y) ≤ ρ(x) + ρ(y).

ii. ρ (λx) = |λ| ρ(x).

Dada una sucesión de seminormas (ρn)n∈N en X, diremos que (ρn)n∈N es separante si para todo x ∈ X tal que ρn(x) = 0
para todo n ∈ N, se tiene que x = 0.

Proposición A.1.6. Sea (ρn)n∈N una sucesión de seminormas creciente y separante en X.
Si definimos d : X × X −→ R≥0 por

d(x, y) =

∞∑
n=1

1
2n mı́n (1, ρn(x − y))

para todo (x, y) ∈ X × X, entonces (X, d) es un espacio métrico.

Demostración. Previamente, observemos que dados x, y ∈ X, se tiene que

d(x, y) =

∞∑
n=1

1
2n mı́n (1, ρn(x − y)) ≤

∞∑
n=1

1
2n = 1,

por lo tanto la serie converge para todo x, y ∈ X y d está bien definida. Veamos que d es una métrica sobre X.

i. Es claro que d(x, y) ≥ 0 para todo x, y ∈ X, ya que
1
2n mı́n (1, ρn(x − y)) ≥ 0 para todo n ∈ N.
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ii. Dados x, y ∈ X, se tiene que ρn(x − y) = ρn ((−1)(y − x)) = |−1| ρn(y − x) = ρn(y − x) para todo n ∈ N, con lo cual
d(x, y) = d(y, x).

iii. Sean x, y ∈ X, queremos ver que d(x, y) = 0 si y sólo si x = y.

Si d(x, y) = 0, entonces
∞∑

n=1

1
2n mı́n (1, ρn(x − y)) = 0. Luego dado n ∈ N, se tiene que mı́n (1, ρn(x − y)) = 0, de donde

ρn(x − y) = 0. Así, ρn(x − y) = 0 para todo n ∈ N, entonces como (ρn)n∈N es separante tenemos que x − y = 0, es decir,
x = y.

Si x = y, entonces por ii. de la definición de seminorma tenemos que ρn(x − y) = 0 para todo n ∈ N, por lo tanto
mı́n (1, ρn(x − y)) = 0 para todo n ∈ N y se deduce que d(x, y) = 0.

iv. Dados x, y, z ∈ X, por i. de la definición de seminorma tenemos que ρn(x − z) ≤ ρn(x − y) + ρn(y − z) para todo
n ∈ N, entonces

d(x, z) =

∞∑
n=1

1
2n mı́n (1, ρn(x − z)) ≤

∞∑
n=1

1
2n mı́n (1, ρn(x − y) + ρn(y − z)) .

Ahora bien, observemos que si a, b ≥ 0, entonces mı́n (1, a + b) ≤ mı́n (1, a) + mı́n (1, b) . Así, deducimos que

d(x, z) ≤
∞∑

n=1

1
2n mı́n (1, ρn(x − y) + ρn(y − z))

≤

∞∑
n=1

1
2n mı́n (1, ρn(x − y)) +

∞∑
n=1

1
2n mı́n (1, ρn(y − z))

= d(x, y) + d(y, z).

Luego (X, d) es un espacio métrico.
�

Observación A.1.7. i. Una característica importante de esta métrica es ser invariante por traslaciones, esto es, d(x, y) =

d(x + z, y + z) para todo x, y, z ∈ X.

En efecto, dados x, y, z ∈ X, tenemos que

d(x + z, y + z) =

∞∑
n=1

1
2n mı́n (1, ρn ((x + z) − (y + z))) =

∞∑
n=1

1
2n mı́n (1, ρn(x − y)) = d(x, y).

ii. Si para cada n ∈ N consideramos ρn = max
1≤k≤n

ρk, tenemos que ρn ≤ ρn+1 para todo n ∈ N, es decir, (ρn)n∈N es

creciente. Por lo tanto, si reemplazamos eventualmente (ρn)n∈N por (ρn)n∈N, podemos suponer que (ρn)n∈N es creciente.
Entonces tenemos la siguiente definición.

Definición A.1.8. Un espacio vectorial X se dice espacio de Fréchet si existe una sucesión de seminormas (ρn)n∈N cre-
ciente y separante tal que (X, d) es completo, donde d es la métrica definida en la Proposición A.1.6.

Sabemos que en un espacio métrico, tanto las nociones de límite de una sucesión convergente y de Cauchy, así como
también la noción de entorno de un punto están vinculadas a la métrica del espacio en cuestión. En un espacio de Fréchet
X, al ser su métrica inducida por una sucesión de seminormas creciente y separante, podremos establecer una relación
entre estas nociones y la sucesión de seminormas que definen la métrica del espacio X. El siguiente lema establece tales
relaciones, y lo utilizamos en la tesis en varias oportunidades.

Lema A.1.9. Sea X un espacio de Fréchet definido por una sucesión de seminormas (ρn)n∈N creciente y separante. Si
x ∈ X, (xk)k∈N ⊂ X y U ⊂ X, entonces se verifican:

i. xk −→
k→∞

x si y sólo si ρn(xk − x) −→
k→∞

0 para todo n ∈ N.

ii. (xk)k∈N ⊂ X es de Cauchy si y sólo si ρn(xk − xl) −→
k,l→∞

0 para todo n ∈ N.

iii. U es entorno de x si y sólo si existen n ∈ N y ε > 0 tales que
{
y ∈ X tales que ρn(y − x) < ε

}
⊂ U.
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Demostración. i. Supongamos que xk −→
k→∞

x, queremos ver que ρn(xk − x) −→
k→∞

0 para todo n ∈ N. Sean ε > 0 y n ∈ N,

podemos suponer 0 < ε < 1. Como xk −→
k→∞

x, existe k0 ∈ N tal que d(xk, x) <
ε

2n para todo k ≥ k0, entonces

d(xk, x) =

∞∑
m=1

1
2m mı́n(1, ρm(xk − x)) <

ε

2n

para todo k ≥ k0. En particular,
1
2n mı́n (1, ρn(xk − x)) <

ε

2n y por lo tanto mı́n (1, ρn(xk − x)) < ε para todo k ≥ k0. Ahora
bien, como ε < 1, entonces mı́n (1, ρn(xk − x)) = ρn(xk − x) para todo k ≥ k0. Luego, ρn(xk − x) < ε para todo k ≥ k0 y por
lo tanto ρn(xk − x) −→

k→∞
0.

Recíprocamente, supongamos que ρn(xk − x) −→
k→∞

0 para todo n ∈ N, veamos que xk −→
k→∞

x. Sea ε > 0 y n0 ∈ N tal que
∞∑

n=n0+1

1
2n <

ε

2
. Por hipótesis sabemos que ρn0 (xk − x) −→

k→∞
0, con lo cual existe k0 ∈ N tal que ρn0 (xk − x) <

ε

2n0
para todo

k ≥ k0. Además como (ρn)n∈N es creciente, entonces ρn(xk − x) ≤ ρn0 (xk − x) <
ε

2n0
para todo n ≤ n0, k ≥ k0. Luego para

todo k ≥ k0 se tiene que

d(xk, x) =

n0∑
n=1

1
2n mı́n(1, ρn(xk − x)) +

∞∑
n=n0+1

1
2n mı́n(1, ρn(xk − x))

<

n0∑
n=1

ρn(xk − x) +

∞∑
n=n0+1

1
2n <

ε

2
+
ε

2
= ε.

Por lo tanto d(xk, x) < ε para todo k ≥ k0 y entonces xk −→
k→∞

x.

ii. Supongamos que (xk)k∈N es de Cauchy, queremos ver que ρn(xk−xl) −→
k,l→∞

0 para todo n ∈ N. Sean n ∈ N y 0 < ε < 1,

como (xk)k∈N es de Cauchy, existe k0 ∈ N tal que d(xk, xl) <
ε

2n para todo k, l ≥ k0. Entonces
∞∑

m=1

1
2m mı́n (1, ρm(xk − xl)) <

ε

2n para todo k, l ≥ k0. En particular como ε < 1, procediendo como en i. deducimos que ρn(xk − xl) < ε para todo k, l ≥ k0

y por lo tanto ρn(xk − xl) −→
k,l→∞

0.

Recíprocamente, supongamos ahora que ρn(xk − xl) −→
k,l→∞

0 para todo n ∈ N y veamos que (xk)k∈N ⊂ X es de Cauchy.

Sea ε > 0 y tomemos n0 ∈ N tal que
∞∑

n=n0+1

1
2n <

ε

2
. Por hipótesis ρn0 (xk − xl) −→

k,l→∞
0, entonces existe k0 ∈ N tal que

ρn0 (xk − xl) <
ε

2n0
para todo k, l ≥ k0. Luego como (ρn)n∈N es creciente tenemos que ρn(xk − xl) ≤ ρn0 (xk − xl) <

ε

2n0
para

todo k, l ≥ k0, n ≤ n0. Entonces para todo k, l ≥ k0 tenemos que

d(xk, xl) =

n0∑
n=1

1
2n mı́n (1, ρn(xk − xl)) +

∞∑
n=n0+1

1
2n mı́n (1, ρn(xk − xl))

≤

n0∑
n=1

ρn(xk − xl) +

∞∑
n=n0+1

1
2n <

ε

2
+
ε

2
= ε.

Así, d(xk, xl) < ε para todo k, l ≥ k0 y se deduce que (xk)k∈N es de Cauchy.

iii. Si U es entorno de x, existe δ > 0 tal que Bd(x, δ) ⊂ U. Sean ε =
δ

2n0
y n0 ∈ N tal que

∞∑
n=n0+1

1
2n <

δ

2
, veamos

que
{
y ∈ X tales que ρn0 (y − x) < ε

}
⊂ U. En efecto, si y ∈ X es tal que ρn0 (y − x) < ε =

δ

2n0
, entonces como (ρn)n∈N es
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creciente tenemos que ρn(y − x) ≤ ρn0 (y − x) < ε =
δ

2n0
para todo n ≤ n0, luego

d(x, y) =

n0∑
n=1

1
2n mı́n (1, ρn(y − x)) +

∞∑
n=n0+1

1
2n mı́n (1, ρn(y − x))

≤

n0∑
n=1

ρn(y − x) +

∞∑
n=n0+1

1
2n <

δ

2
+
δ

2
= δ.

Así, y ∈ Bd(x, δ) ⊂ U y se deduce que
{
y ∈ X tales que ρn0 (y − x) < ε

}
⊂ U.

Recíprocamente, sean n ∈ N y ε > 0 tales que
{
y ∈ X tales que ρn(y − x) < ε

}
⊂ U, veamos que U es entorno de x.

Observemos que {
y ∈ X tales que ρn(y − x) < mı́n {1, ε}

}
⊂

{
y ∈ X tales que ρn(y − x) < ε

}
,

entonces podemos suponer sin pérdida de generalidad que ε < 1. Veamos que Bd

(
x,
ε

2n

)
⊂ U.

Sea z ∈ Bd

(
x,
ε

2n

)
, entonces d(z, x) <

ε

2n , es decir,
∞∑

k=1

1
2k mı́n(1, ρk(z − x)) <

ε

2n . y se tiene que ρn(z − x) < ε. Luego

z ∈
{
y ∈ X tales que ρn(y − x) < ε

}
⊂ U y entonces x ∈ Bd

(
x,
ε

2n

)
⊂ U.

�

Ejemplo A.1.10. Si X es un espacio de Banach, entonces X es un espacio de Fréchet, tomando para cada n ∈ N la
seminorma dada por ρn(x) = ‖x‖X para todo x ∈ X.

A continuación veremos algunos ejemplos clásicos de espacios de Fréchet.

Ejemplo A.1.11. i. Sea H(C) = { f : C −→ C, f holomorfa} . Para cada n ∈ N definimos ρn : H(C) −→ R≥0 por

ρn( f ) = sup
|z|≤n
| f (z)|

para toda f ∈ H(C). Es claro que (ρn)n∈N es una sucesión de seminormas creciente y separante. Además, dada ( fn)n∈N ⊂

H(C), tenemos que fn −→
n→∞

f en H(C) si y sólo si fn −→
n→∞

f uniformemente sobre todo K ⊂ C compacto. Ahora bien,

observemos que fn −→
n→∞

f uniformemente sobre todo K ⊂ C compacto si y sólo si fn −→
n→∞

f uniformemente en B(0,m)
para todo m ∈ N, si y sólo si ρm( fn − f ) −→

n→∞
0 para todo m ∈ N.

Así, como H(C) es un espacio completo con la topología inducida por la convergencia uniforme sobre compactos,
entonces H(C) resulta completo con la métrica d inducida por (ρn)n∈N. Por lo tanto H(C) es un espacio de Fréchet.
Además, si consideramos D = {P ∈ [Q + Qi] [z]}, se puede ver que D es denso numerable en H(C). Luego H(C) es un
espacio de Fréchet separable.

ii. Sea ω = KN = {(xn)n∈N, xn ∈ K, n ∈ N} . Para cada n ∈ N, consideramos ρn : ω −→ R≥0 definida por

ρn(x) = sup
1≤k≤n

|xk |

para todo x = (xk)k∈N ∈ ω. Entonces (ρn)n∈N es una sucesión de seminormas creciente y separante.
Veamos que ω es completo. En efecto, sea

(
x(n)

)
n∈N
⊂ ω una sucesión de Cauchy, queremos ver que existe y ∈ ω

tal que x(n) −→
n→∞

y. Por el Lema A.1.9, tenemos que ρl

(
x(n) − x(m)

)
−→

n,m→∞
0 para todo l ∈ N. En particular, dado l ∈ N,(

x(n)
l

)
n∈N
⊂ K es de Cauchy, entonces comoK es completo, existe yl ∈ K tal que x(n)

l −→n→∞
yl. Consideremos y = (yl)l∈N ∈ ω,

veamos que x(n) −→
l→∞

y en ω.

En efecto, por el Lema A.1.9, basta ver que ρl

(
x(n) − y

)
−→
n→∞

0 para todo l ∈ N. Sean l ∈ N y ε > 0. Como x(n)
k −→n→∞

yk

para todo 1 ≤ k ≤ l, existe n0 ∈ N tal que
∣∣∣x(n)

k − yk

∣∣∣ ≤ ε

2
< ε para todo n ≥ n0 y todo 1 ≤ k ≤ l.

Entonces tenemos que
ρl

(
x(n) − y

)
= sup

1≤k≤l

∣∣∣x(n)
k − yk

∣∣∣ ≤ ε

2
< ε
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para todo n ≥ n0, por lo tanto ρl

(
x(n) − y

)
−→
n→∞

0. Luego ω es un espacio de Fréchet.

Además, es claro que D =
{
(x1, . . . , xN , 0, 0, 0, . . .), xk ∈ Q para todo 1 ≤ k ≤ N,N ∈ N

}
⊂ ω es denso numerable.

Luego ω es un espacio de Fréchet separable.

iii. Si X es un espacio de Fréchet separable, entonces XN = {(xn)n∈N, xn ∈ X, n ∈ N} es un espacio de Fréchet separable.
En efecto, sea (ρn)n∈N es una sucesión creciente y separante que define la topología de X. Para cada n ∈ N, definimos

qn : XN −→ K dada por
qn ((xk)k∈N) = sup

1≤k≤n
ρn(xk)

para todo (xk)k∈N ∈ XN. Al ser (ρn)n∈N creciente y separante, (qn)n∈N es una sucesión de seminormas creciente y separante,
que hacen de XN un espacio métrico completo. Sea DN =

{
(x1, . . . , xN , 0, 0, 0, . . .), xk ∈ D para todo 1 ≤ k ≤ N,N ∈ N

}
⊂

XN, con D ⊂ X denso numerable. Entonces DN es denso numerable y por lo tanto XN es separable. Luego XN es un
espacio de Fréchet separable.

Definición A.1.12. Sea X un espacio de Fréchet, con (ρn)n∈N una sucesión de seminormas creciente y separante y d su
métrica asociada. Definimos el funcional ‖·‖ : X −→ R≥0 por

‖x‖ =

∞∑
n=1

1
2n mı́n (1, ρn(x))

para todo x ∈ X. Entonces se verifica que d(x, y) = ‖x − y‖ para todo x, y ∈ X.

Proposición A.1.13. Sea ‖·‖ : X −→ R≥0 el funcional de la definición anterior, entonces para todo x, y ∈ X, λ ∈ K, se
verifica que :

i. ‖x + y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖ .

ii. ‖λx‖ ≤ ‖x‖ si |λ| ≤ 1.

iii. lı́m
λ→0
‖λx‖ = 0.

iv. ‖x‖ = 0 si y sólo si x = 0.

Demostración. i. y iv. ya fueron probadas en el Lema A.1.9.
ii. Sean x ∈ X y λ ∈ K con |λ| ≤ 1, entonces

‖λx‖ =

∞∑
n=1

1
2n mı́n (1, |λ| ρn(x)) ≤

∞∑
n=1

1
2n mı́n (1, ρn(x)) = ‖x‖ .

iii. Como ‖λx‖ = d(λx, 0) y la multiplicación por escalares es continua en X, tenemos que ‖λx‖ −→
|λ|→0

0.
�

Definición A.1.14. Si X es un espacio vectorial, un funcional ‖·‖ : X −→ R≥0 que satisface las condiciones i. a iv. de la
Proposición A.1.13 se llama F-norma.

Vale la pena destacar que una F-norma ‖·‖ no es homogénea como sí sucede con una norma en un espacio de Banach,
es decir, no se verifica necesariamente que ‖λx‖ = |λ| ‖x‖ para todo λ ∈ K, x ∈ X. A continuación veremos una propiedad
para una F-norma, que sustituirá la carencia de homogeneidad.

Proposición A.1.15. Si ‖·‖ es una F-norma en un espacio vectorial X, entonces ‖λx‖ ≤ (|λ| + 1) ‖x‖ para todo x ∈ X, λ ∈ K.

Demostración. Procedemos por inducción en |λ|. Si |λ| ≤ 1, por la propiedad ii. de la Proposición A.1.13 tenemos que
‖λx‖ ≤ ‖x‖ ≤ (|λ| + 1) ‖x‖.

Sea n ∈ N tal que n < |λ| ≤ n + 1 y supongamos que ‖µx‖ ≤ (|µ| + 1) ‖x‖ para todo µ ∈ K tal que |µ| ≤ n. Escribamos

λ = λ −
λ

|λ|
+
λ

|λ|
. Observemos que ∣∣∣∣∣λ − λ

|λ|

∣∣∣∣∣ = |λ|

∣∣∣∣∣1 − 1
|λ|

∣∣∣∣∣ = ||λ| − 1| = |λ| − 1 ≤ n,
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entonces por hipótesis inductiva tenemos que

∥∥∥∥∥∥
(
λ −

λ

|λ|

)
x

∥∥∥∥∥∥ ≤
(∣∣∣∣∣λ − λ

|λ|

∣∣∣∣∣ + 1
)
‖x‖ = |λ| ‖x‖. Luego por i. de la Proposición

A.1.13 tenemos que

‖λx‖ ≤

∥∥∥∥∥∥
(
λ −

λ

|λ|

)
x

∥∥∥∥∥∥ +

∥∥∥∥∥ λ|λ| x
∥∥∥∥∥ ≤ |λ| ‖x‖ + ‖x‖ = (|λ| + 1) ‖x‖ .

�

Operadores en espacios de Fréchet

Definición A.1.16. Sean X e Y espacios de Fréchet. Decimos que T : X −→ Y es un operador si T es lineal y continua.
Notación. Notamos por L(X,Y) a los operadores de X en Y .

En la siguiente proposición, dada una función lineal T : X −→ Y con X e Y espacios de Fréchet, describimos la
continuidad de T en función de las seminormas que definen las topologías de X e Y .

Proposición A.1.17. Sean X e Y espacios de Fréchet y sean (ρn)n∈N y (qn)n∈N sucesiones de seminormas crecientes y
separantes que definen las topologías de X e Y respectivamente. Si T : X −→ Y es lineal, entonces son equivalentes :

i. T es un operador.

ii. Para todo m ∈ N, existen n ∈ N y M > 0 tales que qm (T (x)) ≤ Mρn(x) para todo x ∈ X.

Demostración. i. ⇒ ii. Sea m ∈ N, entonces por iii. del Lema A.1.9 tenemos que W =
{
y ∈ Y tales que qm(y) < 1

}
es un

entorno de 0 en Y. Luego como T es continua, existe W ′ entorno de 0 en X tal que T (W ′) ⊂ W. Por otro lado, al ser W ′

entorno de 0 en X, nuevamente por iii. del Lema A.1.9 existen n ∈ N y ε > 0 tales que
{
z ∈ X tales que ρn(z) < ε

}
⊂ W ′.

Sea x ∈ X, veamos que existe M > 0 tal que qm (T (x)) ≤ Mρn(x). En efecto, observemos que para todo δ > 0 tenemos

que ρn

(
ε

ρn(x) + δ
x
)

=
ε

ρn(x) + δ
ρn(x) < ε, luego

ε

ρn(x) + δ
x ∈ W ′ y entonces

ε

ρn(x) + δ
T (x) = T

(
ε

ρn(x) + δ
x
)
∈ W.

Así, se tiene que
ε

ρn(x) + δ
qm (T (x)) = qm

(
ε

ρn(x) + δ
T (x)

)
< 1, es decir, qm (T (x)) <

ρn(x) + δ

ε
.

Por lo tanto, si tomamos M =
1
ε

y hacemos tender δ a cero concluimos que qm (T (x)) ≤ Mρn(x).
ii.⇒ i. Sea (xk)k∈N ⊂ X tal que xk −→

k→∞
x, queremos ver que T (xk) −→

k→∞
T (x).

Por i. del Lema A.1.9, basta ver que qm (T (xk) − T (x)) −→
k→∞

0 para todo m ∈ N. En efecto, dado m ∈ N, como xk −→
k→∞

x,

por ii. del Lema A.1.9 tenemos que ρn(xk − x) −→
k→∞

0 para todo n ∈ N. Luego, como por hipótesis existen n0 ∈ N y M > 0

tales que
qm(T (xk) − T (x)) = qm(T (xk − x)) ≤ Mρn0 (xk − x) −→

k→∞
0,

se deduce que qm (T (xk) − T (x)) −→
k→∞

0.
�

A continuación, veremos algunos ejemplos clásicos de operadores sobre espacios de Fréchet.

Ejemplo A.1.18. i. Sea D : H(C) −→ H(C) dado por

D( f ) = f ′

para toda f ∈ H(C). Sean n ∈ N y f ∈ H(C), dado z0 ∈ C tal que |z0| ≤ n, por la desigualdad de Cauchy (ver Teorema
B.0.9) tenemos que ∣∣∣ f ′(z0)

∣∣∣ ≤ sup
|z−z0 |≤1

| f (z)| ≤ sup
|z|≤n+1

| f (z)| ,
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entonces
ρn (D( f )) = sup

|z|≤n

∣∣∣ f ′(z)
∣∣∣ ≤ sup

|z|≤n+1

∣∣∣ f ′(z)
∣∣∣ = ρn+1( f ).

Por lo tanto por la Proposición A.1.17 tenemos que D es un operador sobre H(C). Al operador D lo llamaremos operador
de MacLane.

ii. Dado a ∈ C, definimos Ta : H(C) −→ H(C) por

Ta( f )(z) = f (z + a)

para toda f ∈ H(C) y todo z ∈ C. Dados n ∈ N y f ∈ H(C), si |z| ≤ n tenemos que |z + a| ≤ n + |a| . Sea m ∈ N tal que
|a| ≤ m, entonces | f (z + a)| ≤ máx

|w|≤n+m
| f (w)| = ρn+m( f ). Luego

ρn(Ta( f )) = máx
|z|≤n
| f (z + a)| ≤ máx

|z|≤n+m
| f (z)| = ρn+m( f ),

con lo cual por la Proposición A.1.17 tenemos que Ta es un operador sobre H(C). Al operador Ta lo llamaremos operador
de Birkhoff.

iii. Sea X = `p (1 ≤ p < ∞) o X = c0, definimos el desplazamiento hacia atrás B : X −→ X por

B ((xn)n∈N) = (xn+1)n∈N

para toda (xn)n∈N ∈ X. Mas en general, dado λ ∈ C, definimos λB : X −→ X por

λB ((xn)n∈N) = (λxn+1)n∈N

para toda (xn)n∈N ∈ X. En este caso, como X es un espacio de Banach, es claro que λB es un operador para todo λ ∈ C. Al
operador λB lo llamaremos operador de Rolewicz.

iv. Si X = ω = KN, consideremos para cada k ∈ K la k-ésima proyección πk : ω −→ K dada por

πk((xn)n∈N) = xk

para toda (xn)n∈N ∈ X. Entonces, dada (xn)n∈N ∈ ω, como ρk ((xn)n∈N) = sup
1≤i≤k
|xi| (ver ii. del Ejemplo A.1.11) tenemos que

|πk((xn)n∈N)| = |xk | ≤ sup
1≤i≤k
|xi| = ρk((xn)n∈N).

Luego por la Proposición A.1.17, πk es un operador sobre X = ω.

Si X e Y son espacios de Fréchet y (ρn)n∈N y (qn)n∈N son las sucesiones de seminormas crecientes y separantes asociadas
a X e Y respectivamente, entonces notamos por X ⊕ Y al espacio X × Y dado por la sucesión de seminormas (ρn + qn)n∈N,

donde para cada n ∈ N definimos ρn + qn : X ⊕ Y −→ R≥0 por

(ρn + qn) (x, y) = (ρn(x) + qn(y)) ,

para todo (x, y) ∈ X ⊕ Y . Entonces el espacio X ⊕ Y resulta un espacio de Fréchet, el cual es separable si X e Y son
separables. Además, notamos por S ⊕ T al operador S ⊕ T : X ⊕ Y −→ X ⊕ Y dado por

(S ⊕ T )(x, y) = (S (x),T (y))

para todo (x, y) ∈ X ⊕ Y .

A continuación probaremos que dado un espacio de Fréchet X y un operador T : X −→ X, si Y ⊂ X es un subes-
pacio de Fréchet, bajo ciertas condiciones tenemos que T|Y y T son quasiconjugados. Por lo tanto, T|Y heredará todas las
propiedades de T que se preserven bajo quasiconjugación.

Proposición A.1.19. (Principio de comparación para operadores sobre espacios de Fréchet)
Sea X un espacio de Fréchet y T : X −→ X un operador. Si Y ⊂ X es un subespacio de Fréchet denso y T -invariante

(Y = X y T (Y) ⊂ Y) tal que la inclusión i : Y ↪→ X y T|Y : Y −→ Y son continuas, entonces T|Y y T son quasiconjugados.
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Demostración. Veamos que T|Y y T son quasiconjugados vía la inclusión i. Observemos que para todo y ∈ Y se tiene que

(i ◦ T|Y )(y) = i(T (y)) = T (y) = (T ◦ i)(y),

con lo cual
i ◦ T|Y = T ◦ i.

Además, i es continua tal que i(Y) = Y ⊂ X es denso. Luego i : Y −→ X es continua de rango denso tal que
i ◦ T|Y = T ◦ i, de donde se deduce que T|Y y T son quasiconjugados vía i.

�

Definición A.1.20. Sean X e Y espacios de Fréchet, (ρn)n∈N y (qn)n∈N sucesiones crecientes y separantes de seminormas
que definen la topología de X e Y respectivamente y (T j) j∈J ⊂ L(X,Y). Dado un subconjunto A ⊂ X, decimos que A es
acotado si sup

x∈A
ρn(x) < ∞ para todo n ∈ N.

Decimos que la familia (T j) j∈J es equicontinua si para todo W ⊂ Y entorno de 0 existe un entorno V ⊂ X entorno de
0 en X tal que T j(V) ⊂ W para todo j ∈ J. Equivalentemente, dicho en términos de seminormas, (T j) j∈J es equicontinua
si para todo m ∈ N existen n ∈ N y M > 0 tales que qm(T j(x)) ≤ Mρn(x) para todo x ∈ X, j ∈ J.

Proposición A.1.21. Sean X un espacio de Fréchet sobre C, M ⊂ X un subespacio y T : M −→ C continua tal que
T (λx) = λT (x) para todo λ ∈ C y todo x ∈ M. Entonces existen C > 0 y una seminorma ρ : X −→ C asociada a la
topología de X tales que |T (x)| ≤ Cρ(x) para todo x ∈ M.

Demostración. Consideremos W = D(0, 1) = {z ∈ C, |z| < 1} , entonces como T es continua y W es entorno de 0 en C,
existe W ′ ⊂ M entorno de 0 en X tal que T (W ′) ⊂ W. Si (ρn)n∈N es una sucesión de seminormas que definen la topología
de X, entonces

(
ρn|M

)
n∈N es una sucesión de seminormas que definen una métrica en M, aunque M no resulte un espacio

de Fréchet necesariamente, ya que M en principio no tiene por que ser completo. Sin embargo, procediendo como en la
demostración del ítem iii. del Lema A.1.9, existen n ∈ N y ε > 0 tales que

{x ∈ M, ρn(x) < ε} ⊂ W ′.

Luego, dado δ > 0 tenemos que ρn

(
ε

ρn(x) + δ
x
)

=
ε

ρn(x) + δ
ρn(x) < ε para todo x ∈ X. En particular, dado x ∈ M,

tenemos que
ε

ρn(x) + δ
x ∈ W ′ y

∣∣∣∣∣∣T
(

ε

ρn(x) + δ
x
)∣∣∣∣∣∣ < 1. Ahora bien, por hipótesis , como T (λx) = λT (x) para todo λ ∈ C,

se tiene que
ε

ρn(x) + δ
|T (x)| =

∣∣∣∣∣∣T
(

ε

ρn(x) + δ
x
)∣∣∣∣∣∣ < 1.

Así, tenemos que |T (x)| <
ρn(x) + δ

ε
para todo δ > 0, entonces haciendo tender δ a cero tenemos que |T (x)| ≤ Cρn(x)

para todo x ∈ M, donde C =
1
ε

.
�

Corolario A.1.22. Sea X es un espacio de Fréchet, M ⊂ X un subespacio denso y ‖·‖ : M −→ R≥0 una seminorma
continua. Entonces existe una única seminorma ρ : X −→ R≥0 continua tal que ρ|M = ‖·‖.

Demostración. Observemos que por la Proposición A.1.21, existen C > 0 y una seminorma q : X −→ R≥0 asociada
a la topología de X tales que ‖x‖ ≤ Cq(x) para todo x ∈ M. Además, como M ⊂ X es denso, para cada x ∈ X existe
(xn)n∈N ⊂ M tal que xn −→

n→∞
x. Definimos entonces ρ : X −→ R≥0 por

ρ(x) = lı́m
n→∞
‖xn‖

para todo x ∈ X, con (xn)n∈N ⊂ M tal que xn −→
n→∞

x. Veamos que ρ está bien definida.
En efecto, sean x ∈ X y (xn)n∈N ⊂ M tal que xn −→

n→∞
x, debemos ver que (‖xn‖)n∈N ⊂ R≥0 converge. Como xn −→

n→∞
x,

por ii. del Lema A.1.9 tenemos que q(xn − xm) −→
n,m→∞

0, luego

|‖xn‖ − ‖xm‖| ≤ ‖xn − xm‖ ≤ Cq(xn − xm) −→
n,m→∞

0.
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Así, tenemos que (‖xn‖)n∈N ⊂ R≥0 es de Cauchy, luego como R≥0 es completo, existe ρ(x) = lı́m
n→∞
‖xn‖ .

Por otro lado, si (yn)n∈N ⊂ M es tal que yn −→
n→∞

x, debemos ver que lı́m
n→∞
‖xn‖ = lı́m

n→∞
‖yn‖.

Sean x0 = lı́m
n→∞
‖xn‖ e y0 = lı́m

n→∞
‖yn‖ , entonces tenemos que

|‖xn‖ − ‖yn‖| ≤ ‖xn − yn‖ ≤ Cq(xn − ym) ≤ C (q(xn − x) + q(x − yn)) = C (q(xn − x) + q(yn − x)) −→
n→∞

0.

Luego ρ está bien definida. Además, como ‖·‖ es seminorma, es claro que ρ es seminorma y ρ|M = ‖·‖. Como M es
denso, puede existir una única seminorma continua que extienda ‖·‖ a todo X. Veamos que ρ que es continua.

Sea x ∈ X, veamos que ρ es continua en x. En efecto, dado δ > 0 e y ∈ X tal que q (x − y) < δ, consideremos

(xn)n∈N ⊂ M e (yn)n∈N ⊂ M tales que xn −→
n→∞

x e yn −→
n→∞

y, entonces existe n0 tal que q (xn − x) <
δ

2
y q (yn − y) <

δ

2
para

todo n ≥ n0. Luego, para todo n ≥ n0 tenemos que

q (xn − yn) ≤ q (xn − x) + q (x − y) + q (y − yn) <
δ

2
+ δ +

δ

2
= 2δ,

de donde se deduce que lı́m
n→∞

q (xn − yn) ≤ δ. Por lo tanto tenemos que

ρ(x − y) = lı́m
n→∞
‖xn − yn‖ ≤ C lı́m

n→∞
q (xn − yn) ≤ 2Cδ

y entonces ρ resulta continua.
�

Algunos resultados de análisis funcional

Para finalizar esta sección enunciaremos algunos resultados clásicos de análisis funcional, que se pueden encontrar en
[43].

Teorema A.1.23. (Teorema de categoría de Baire) Sea X un espacio métrico completo. Si D ⊂ X es intersección
numerables de abiertos densos en X, entonces D es denso en X.

Teorema A.1.24. Sea X un espacio de Banach sobre C y T : X −→ X un operador. Entonces el espectro de T dado por
σ(T ) =

{
λ ∈ C tales que λI − T es inversible

}
es compacto y σ(T ) ⊆ D(0, ‖T‖).

Además, si f y g son funciones holomorfas sobre un entorno de σ(T ) y λ ∈ C, entonces f (T ) y g(T ) son operadores
en X y se cumple que :

i. (λ f )(T ) = λ f (T ).

ii. ( f + g)(T ) = f (T ) + g(T ).

iii. ( f g)(T ) = f (T ) ◦ g(T ).

iv. f (T )∗ = f (T ∗) .

vi. Si f (z) , 0 para todo z ∈ σ(T ), entonces f (T ) es inversible y f (T )−1 =

(
1
f

)
(T ).

vii. Si P : C −→ C es el polinomio dado por P(z) =

N∑
n=0

anzn, entonces P(T ) =

N∑
n=0

anT n.

viii. Si f dada por f (z) =

∞∑
n=0

anzn es holomorfa en D(0, r) para algún r > ‖T‖ , entonces f (T ) =

∞∑
n=0

anT n.

Teorema A.1.25. (Hahn-Banach) Sea X un espacio vectorial sobre K, M ⊂ X un subespacio y ρ : X −→ R≥0 una
seminorma continua. Si u : M −→ K es lineal y continua tal que |u(x)| ≤ ρ(x) para todo x ∈ M, entonces existe
∼
u : X −→ K lineal y continua tal que

∣∣∣∣∼u(x)
∣∣∣∣ ≤ ρ(x) para todo x ∈ X.
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Corolario A.1.26. Sea X un espacio vectorial sobre K. Entonces valen los siguientes hechos :
i. Si ρ : X −→ R≥0 es una seminorma y x0 ∈ X, entonces existe U : X −→ K lineal y continua tal que u(x0) = ρ(x0) y

|u(x)| ≤ ρ(x) para todo x ∈ X.
ii. Si X es un espacio de Fréchet y M ⊂ X es un subespacio, entonces dado un funcional u : M −→ K, existe un

funcional
∼
u : X −→ K tal que

∼
u|M = u.

iii. Si M ⊂ X es un subespacio cerrado y x ∈ X r M, entonces existe x∗ ∈ X∗ tal que x∗
|M = 0 y x∗(x) , 0.

iv. Sea X un espacio de Fréchet y M ⊂ X un subsepacio denso. Si y∗ ∈ M∗, entonces existe una única ϕ ∈ X∗ tal que
ϕ|M = y∗.

Teorema A.1.27. (Gráfico cerrado) Si X,Y son espacios de Fréchet y T : X −→ Y es lineal tal que el gráfico de T dado
por graf(T ) = {(x,T (x)) , x ∈ X} ⊂ X × X es cerrado, entonces T es un operador.

Teorema A.1.28. (Banach-Steinhaus) Sean X e Y espacios de Fréchet y T j : X −→ Y operadores.
Si sup

j∈J

∥∥∥T j(x)
∥∥∥ < ∞ para todo x ∈ X, entonces sup

j∈J

∥∥∥T j

∥∥∥ < ∞.
A.2. Bases de Markushevich

En esta sección nuestro objetivo será demostrar que en todo espacio de Banach X separable de dimensión infinita
existe una base de Markushevich, esto es, sucesiones (xn)n∈N ⊂ X y (x∗n)n∈N ⊂ X∗ tales que X = 〈{xn, n ∈ N}〉, X∗ =〈{

x∗n, n ∈ N
}〉ω∗

y x∗n(xm) = δnm para todo n,m ∈ N. Los contenidos de esta sección están basados en [29].
Comenzaremos con la definición de un sistema biortogonal en X × X∗ y posteriormente diremos cuándo un sistema

biortogonal es total.

Definición A.2.1. Sea X un espacio de Banach y sea Γ un conjunto no vacío. Una familia
{
xγ, x∗γ

}
γ∈Γ
⊂ X × X∗ es un

sistema biortogonal en X × X∗ si x∗β(xα) = δαβ para todo α, β ∈ Γ.

Además, diremos que la familia
{
xγ

}
γ∈Γ
⊂ X es un sistema mínimo si existe una familia

{
x∗γ

}
γ∈Γ
⊂ X∗ tal que{

xγ, x∗γ
}
γ∈Γ
⊂ X × X∗ es un sistema biortogonal en X × X∗.

Definición A.2.2. Una familia
{
xγ

}
γ∈Γ

se dice fundamental si X =
〈{

xγ, γ ∈ Γ
}〉
.

En el caso que el sistema fundamental
{
xγ

}
γ∈Γ
⊂ X sea mínimo, existe una única familia

{
x∗γ

}
γ∈Γ
⊂ X∗ tal que{

xγ, x∗γ
}
γ∈Γ
⊂ X × X∗ es un sistema biortogonal. Tal familia se conoce como el sistema de coeficientes funcionales de{

xγ
}
γ∈Γ

y el sistema biortogonal
{
xγ, x∗γ

}
γ∈Γ
⊂ X × X∗ se llama sistema fundamental.

Utilizaremos la notación
{
xγ

}
γ∈Γ

en el caso que
{
xγ, x∗γ

}
γ∈Γ

sea un sistema biortogonal fundamental.

Definición A.2.3. Sea
{
xγ, x∗γ

}
γ∈Γ
⊂ X × X∗ un sistema biortogonal. Diremos que:

i.
{
xγ, x∗γ

}
γ∈Γ

es total si X∗ =
〈{

x∗γ, γ ∈ Γ
}〉ω∗

.

ii.
{
xγ, x∗γ

}
γ∈Γ

es una base de Markushevich para X si
{
xγ, x∗γ

}
γ∈Γ

es fundamental y total, es decir, si X =
〈{

xγ, γ ∈ Γ
}〉

y

X∗ =
〈{

x∗γ, γ ∈ Γ
}〉ω∗

.

iii.
{
xγ, x∗γ

}
γ∈Γ

es reducido si X∗ =
〈{

x∗γ, γ ∈ Γ
}〉‖·‖

.

En lo que sigue, llamaremos M-base a una base de Markushevich para X y cuando sea conveniente utilizaremos la
notación

{
xγ

}
γ∈Γ

para la M-base en cuestión.

Ahora que dimos la definición de una M-base, queremos demostrar un teorema que nos permita garantizar la existencia
de una M-base para cualquier espacio de Banach separable de dimensión infinita.
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Definición A.2.4. Sea X un espacio de Banach. Entonces dados A ⊂ X y B ⊂ X∗, decimos que :
i. A separa puntos de B si dados ϕ1, ϕ2 ∈ B tales que ϕ1 , ϕ2, existe x ∈ A tal que ϕ1(x) , ϕ2(x).
ii. B separa puntos de A si dados x, y ∈ A tales que x , y, existe ϕ ∈ B tal que ϕ(x) , ϕ(y).

Lema A.2.5. (Markushevich [35]) Sea X un espacio de Banach de dimensión infinita . Sean {zn}
∞
n=1 ⊂ X y

{
z∗n

}∞
n=1 ⊂ X∗

tales que
〈
{zn}

∞
n=1

〉
y
〈{

z∗n
}∞
n=1

〉
tienen dimensión infinita y además se verifica que:

(M1) {zn}
∞
n=1 separa puntos de

〈{
z∗n

}∞
n=1

〉
.

(M2)
{
z∗n

}∞
n=1 separa puntos de

〈
{zn}

∞
n=1

〉
.

Entonces existe un sistema biortogonal
{
xn, x∗n

}∞
n=1 tal que

〈
{xn}

∞
n=1

〉
=

〈
{zn}

∞
n=1

〉
y
〈{

x∗n
}∞
n=1

〉
=

〈{
z∗n

}∞
n=1

〉
.

Demostración. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que zn , 0 y z∗n , 0 para todo n ∈ N.
En las construcciones de {xn}

∞
n=1 y

{
x∗n

}∞
n=1 utilizaremos fuertemente las propiedades (M1) y (M2) y el hecho de que

los subespacios
〈
{zn}

∞
n=1

〉
y
〈{

z∗n
}∞
n=1

〉
tienen dimensión infinita. Comenzamos considerando x1 = z1, entonces x1 , 0 y por

(M2) existe z∗m1
tal que z∗m1

(x1) , 0.

Sea x∗1 =
z∗m1

z∗m1
(x1)

, entonces x∗1(x1) = 1 y además como
〈{

z∗n
}∞
n=1

〉
tiene dimensión infinita tenemos que

〈{
x∗1

}〉
(〈{

z∗n
}∞
n=1

〉
, por lo tanto existe m ∈ N tal que z∗m <

〈{
x∗1

}〉
. Tomemos m2 el menor natural tal que z∗m2

<
〈{

x∗1
}〉

y consideremos
x∗2 = z∗m2

− z∗m2
(x1)x∗1, entonces como x∗1(x1) = 1 tenemos que x∗2(x1) = 0.

Por otro lado, observemos también que x∗2 , 0, ya que si x∗2 = 0 tendríamos que z∗m2
= z∗m2

(x1)x∗1 ∈
〈{

x∗1
}〉
, lo cual es

absurdo por la definición de m2. Luego x∗2 , 0, entonces por (M1) existe zn2 tal que x∗2(zn2 ) , 0.

Sea x2 =
zn2 − x∗1(zn2 )x1

x∗2(zn2 )
, entonces x∗1(x2) = 0 y x∗2(x2) = 1. Análogamente, como

〈
{zn}

∞
n=1

〉
tiene dimensión infinita

tenemos que 〈{x1, x2}〉 (
〈
{zn}

∞
n=1

〉
. Entonces si consideramos n3 el menor natural tal que zn3 < 〈{x1, x2}〉 y definimos

x3 = zn3 − x∗1(zn3 )x1 − x∗2(zn3 )x2, tenemos que x∗1(x3) = x∗2(x3) = 0.
Además como zn3 < 〈{x1, x2}〉 tenemos que x3 , 0, por lo tanto por (M2) existe z∗m3

tal que z∗m3
(x3) , 0.

Luego si definimos x∗3 =
z∗m3
− z∗m3

(x1)x∗1 − z∗m3
(x2)x∗2

z∗m3
(x3)

, tenemos que x∗3(x1) = x∗3(x2) = 0 y x∗3(x3) = 1.

Así siguiendo, construimos un sistema biortogonal
{
xn, x∗n

}∞
n=1 ⊂ X × X∗, donde para cada para cada k ∈ N, definimos

por un lado

x∗2k = z∗m2k
−

2k−1∑
i=1

z∗m2k
(xi)x∗i y x∗2k+1 =

z∗m2k+1
−

2k∑
i=1

z∗m2k+1
(xi)x∗i

z∗m2k+1
(x2k+1)

,

con m2k el menor natural tal que z∗m2k
<

〈{
x∗1, . . . , x

∗
2k−1

}〉
y z∗m2k+1

tal que z∗m2k+1
(x2k+1) , 0, y por otro lado

x2k =

zn2k −

2k−1∑
i=1

x∗i (zn2k )xi

x∗2k(zn2k )
y x2k+1 = zn2k+1 −

2k∑
i=1

x∗i (zn2k+1 )xi,

con zn2k tal que x∗2k(zn2k ) , 0 y n2k+1 el menor natural tal que zn2k+1 < 〈{x1, . . . , x2k}〉.
Resta ver que

〈
{xn}

∞
n=1

〉
=

〈
{zn}

∞
n=1

〉
y
〈{

x∗n
}∞
n=1

〉
=

〈{
z∗n

}∞
n=1

〉
.

Veamos primero que
〈
{xn}

∞
n=1

〉
=

〈
{zn}

∞
n=1

〉
. En efecto, por construcción tenemos que

〈
{xn}

∞
n=1

〉
⊆

〈
{zn}

∞
n=1

〉
, veamos que

vale la igualdad. Supongamos que
〈
{xn}

∞
n=1

〉
(

〈
{zn}

∞
n=1

〉
, entonces sea n0 > 1 el mínimo natural tal que zn0 <

〈
{xn}

∞
n=1

〉
, en

particular zn0 < 〈{x1, . . . , xk}〉 para todo k ∈ N. Por definición de n0, para cada 1 ≤ j ≤ n0 − 1 tenemos que z j ∈
〈
{xn}

∞
n=1

〉
,

luego existe k j ∈ N par tal que z j ∈
〈{

x1, . . . , xk j

}〉
.

Sea j0 = máx
1≤ j≤n0−1

{
k j

}
, entonces j0 es par y z j ∈

〈{
x1, . . . , x j0

}〉
para todo 1 ≤ j ≤ n0 − 1.
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Sabemos que zn0 <
〈{

x1, . . . , x j0

}〉
, entonces como z j ∈

〈{
x1, . . . , x j0

}〉
para todo 1 ≤ j ≤ n0 − 1 y n0 es el primer

natural tal que zn0 <
〈{

x1, . . . , x j0

}〉
, por definición tenemos que

x j0+1 = zn0 −

j0∑
i=1

x∗i (zn0 )xi

y por lo tanto

zn0 = x j0+1 +

j0∑
i=1

x∗i (zn0 )xi.

Luego zn0 ∈
〈{

x1, . . . , x j0+1

}〉
, lo cual es una contradicción ya que habíamos observado que zn0 < 〈{x1, . . . , xk}〉 para

todo k ∈ N. Luego
〈
{xn}

∞
n=1

〉
=

〈
{zn}

∞
n=1

〉
.

Para probar que
〈{

x∗n
}∞
n=1

〉
=

〈{
z∗n

}∞
n=1

〉
, observemos que por construcción

〈{
x∗n

}∞
n=1

〉
⊆

〈{
z∗n

}∞
n=1

〉
, luego si suponemos que〈{

x∗n
}∞
n=1

〉
(

〈{
z∗n

}∞
n=1

〉
, realizando un razonamiento análogo al hecho en el caso anterior tenemos que

〈{
x∗n

}∞
n=1

〉
=

〈{
z∗n

}∞
n=1

〉
.

�

Como consecuencia tenemos el siguiente teorema.

Teorema A.2.6. (Markushevich [35])

i. Todo espacio de Banach X separable de dimensión infinita tiene una M-base numerable.

ii. Si X∗ es separable, la M-base numerable puede tomarse reducida.

iii. Si X es un espacio de Banach tal que (X∗, ω∗) es separable , entonces existe un sistema biortogonal numerable y
total para X.

Demostración. La idea será utilizar la separabilidad de X y su dimensión infinita para hallar subconjuntos de X y X∗ que
cumplan las hipótesis del lema anterior y de esta manera construir el sistema biortogonal buscado.

i. Supongamos que X es un espacio de Banach separable, entonces existe {zn}
∞
n=1 denso numerable en (X, ‖·‖) . Por otro

lado, por el Teorema de Banach-Alaoglu sabemos que (BX∗ , ω
∗) es compacto, con lo cual al ser X separable tenemos que

(BX∗ , ω
∗) es metrizable. Luego al ser (BX∗ , ω

∗) compacto y metrizable, resulta separable.
Consideremos entonces

{
z∗n

}∞
n=1 ⊂ (BX∗ , ω

∗) denso numerable y veamos que :
a. {zn}

∞
n=1 separa puntos de

〈{
z∗n

}∞
n=1

〉
.

b.
{
z∗n

}∞
n=1 separa puntos de

〈
{zn}

∞
n=1

〉
.

c.
〈
{zn}

∞
n=1

〉
y
〈{

z∗n
}∞
n=1

〉
tienen dimensión infinita.

a. Sean ϕ1 , ϕ2 ∈
〈{

z∗n
}∞
n=1

〉
, queremos ver que existe j ∈ N tal que ϕ1(z j) , ϕ2(z j).

En efecto, como ϕ1 , ϕ2, existe x ∈ X tal que ϕ1(x) , ϕ2(x). Además, al ser {zn}
∞
n=1 denso en X existe una subsucesión

(znk )k∈N tal que znk −→k→∞
x, luego como ϕ1 y ϕ2 son continuas tenemos que ϕ1(znk ) −→k→∞

ϕ1(x) y ϕ2(znk ) −→k→∞
ϕ2(x). Si

ϕ1(znk ) = ϕ2(znk ) para todo k ∈ N, entonces haciendo tender k a infinito tenemos que ϕ1(x) = ϕ2(x), lo cual es una
contradicción. Por lo tanto existe k0 ∈ N tal que ϕ1(znk0

) , ϕ2(znk0
), entonces tomando j = nk0 concluimos que {zn}

∞
n=1

separa puntos de
〈{

z∗n
}∞
n=1

〉
.

b. Sean x1, x2 ∈
〈
{zn}

∞
n=1

〉
tales que x1 , x2, queremos ver que existe j ∈ N tal que z∗j(x1) , z∗j(x2).

En efecto, como x1 , x2, tenemos que

‖x1 − x2‖ = máx {ϕ(x1 − x2), ϕ ∈ S X∗ } , 0,

entonces existe ϕ ∈ S X∗ ⊂ BX∗ tal que ϕ(x1 − x2) , 0. Ahora bien, como {zn}
∞
n=1 es ω∗-denso en (BX∗ , ω

∗) y (BX∗ , ω
∗)

es metrizable, existe (z∗nk
)k∈N subsucesión de (z∗n)n∈N tal que z∗nk

ω∗

−→ ϕ, por lo tanto z∗nk
(x) −→

k→∞
ϕ(x) para todo x ∈ X. En

particular, z∗nk
(x1 − x2) −→

k→∞
ϕ(x1 − x2), entonces como ϕ(x1 − x2) , 0, existe k0 ∈ N tal que z∗nk0

(x1 − x2) , 0. Así,

z∗nk0
(x1) , z∗nk0

(x2) y concluimos que
{
z∗n

}∞
n=1 separa puntos de

〈
{zn}

∞
n=1

〉
.

c. Supongamos que
〈
{zn}

∞
n=1

〉
tiene dimensión finita, entonces es ‖·‖-cerrado y



118 APÉNDICE A. RESULTADOS DE ANÁLISIS FUNCIONAL

X = {zn}
∞
n=1
‖·‖

⊂
〈
{zn}

∞
n=1

〉‖·‖
=

〈
{zn}

∞
n=1

〉
,

lo cual es absurdo ya que X tiene dimensión infinita. Análogamente, si
〈{

z∗n
}∞
n=1

〉
tuviera dimensión finita, en particular

sería ω∗-cerrado. Luego BX∗ =
{
z∗n

}∞
n=1

ω∗

⊂
〈{

z∗n
}∞
n=1

〉ω∗
=

〈{
z∗n

}∞
n=1

〉
, lo cual es absurdo ya que BX∗ tiene dimensión infinita.

Por lo tanto
〈
{zn}

∞
n=1

〉
y

〈{
z∗n

}∞
n=1

〉
tienen dimensión infinita. Entonces, por el Lema A.2.5 existe un sistema biortgonal{

xn, x∗n
}∞
n=1 ⊂ X × X∗ de manera tal que〈

{xn}
∞
n=1

〉
=

〈
{zn}

∞
n=1

〉
y

〈{
x∗n

}∞
n=1

〉
=

〈{
z∗n

}∞
n=1

〉
,

luego

〈
{xn}

∞
n=1

〉‖·‖
=

〈
{zn}

∞
n=1

〉‖·‖
y

〈{
x∗n

}∞
n=1

〉ω∗
=

〈{
z∗n

}∞
n=1

〉ω∗
.

Por lo tanto como {zn}
∞
n=1 ⊂ X y

{
z∗n

}∞
n=1 ⊂ BX∗ son densos, deducimos que

〈
{xn}

∞
n=1

〉‖·‖
= X y

〈{
x∗n

}∞
n=1

〉ω∗
= X∗. Luego

{xn}
∞
n=1 es una M-base numerable para X.
ii. Supongamos ahora que (X∗, ‖·‖) es separable y consideremos

{
z∗n

}∞
n=1 ⊂ X∗ denso numerable. Al ser X∗ separable, X

también lo es, consideremos entonces {zn}
∞
n=1 ⊂ X denso numerable. Razonando como en i., existe un sistema biortogonal{

xn, x∗n
}∞
n=1 ⊂ X × X∗ tal que〈

{xn}
∞
n=1

〉
=

〈
{zn}

∞
n=1

〉
y

〈{
x∗n

}∞
n=1

〉
=

〈{
z∗n

}∞
n=1

〉
.

En este caso, al ser {zn}
∞
n=1 y

{
z∗n

}∞
n=1 ‖·‖-densos en X y X∗ respectivamente, deducimos que

〈
{xn}

∞
n=1

〉‖·‖
= X y

〈{
x∗n

}∞
n=1

〉‖·‖
= X∗.

Por lo tanto en este caso, la M-base numerable {xn}
∞
n=1 para X es una base reducida.

iii. Supongamos que (X∗, ω∗) es separable y consideremos
{
z∗n

}∞
n=1 denso numerable en (X∗, ω∗).

Si Y =
〈{

z∗n
}∞
n=1

〉‖·‖
, al ser

〈{
z∗n

}∞
n=1

〉
denso numerable en Y, se deduce que (Y, ‖·‖) es separable. Por lo tanto (BY , ‖·‖) es

separable y podemos considerar
{
d∗n

}∞
n=1 denso numerable en (BY , ‖·‖). Sea (xn

k)k∈N ⊂ BX tal que d∗n(xn
k) −→

k→∞

∥∥∥d∗n
∥∥∥. Dado

n ∈ N, si llamamos Mn =
{
xn

k , k ∈ N
}

tenemos que Mn ⊂ BX es tal que
∥∥∥d∗n

∥∥∥ = sup
{∣∣∣d∗n(x)

∣∣∣ , x ∈ Mn

}
. Consideremos

Z =

〈 ∞⋃
n=1

Mn

〉‖·‖
, entonces como

〈 ∞⋃
n=1

Mn

〉
es denso numerable en Z, éste resulta separable. Sea entonces {zn}

∞
n=1 denso

numerable en Z, análogamente a lo hecho en i. y ii., por el Lema A.2.5 existe un sistema biortogonal
{
xn, x∗n

}∞
n=1 ⊂ X × X∗

tal que 〈
{xn}

∞
n=1

〉
=

〈
{zn}

∞
n=1

〉
y

〈{
x∗n

}∞
n=1

〉
=

〈{
z∗n

}∞
n=1

〉
.

Así, utilizando el hecho de que
{
z∗n

}∞
n=1 es denso en (X∗, ω∗) concluimos que

〈{
x∗n

}∞
n=1

〉ω∗
= X∗, por lo tanto

{
xn, x∗n

}∞
n=1 ⊂

X × X∗ es un sistema biortogonal numerable y total.
�



Apéndice B

Resultados de Análisis Complejo

A continuación enunciamos algunos resultados clásicos de análisis complejo que utilizamos en la tesis. Se pueden
encontrar por ejemplo en [25, 42].

Teorema B.0.7. Sea f : U −→ C con U ⊂ C abierto no vacío. Si ( fn)n∈N es una sucesión de funciones holomorfas en U
tal que fn −→

n→∞
f converge uniformemente sobre todo K ⊂ U compacto, entonces f es holomorfa.

Mas aún, en tal caso tenemos que f ′n −→n→∞
f ′ converge puntualmente en U y uniformemente sobre todo K ⊂ U

compacto.

Teorema B.0.8. (de la función abierta) Si f : U −→ U es holomorfa no constante con U ⊂ C abierto, entonces f es
abierta.

Teorema B.0.9. (Desigualdad de Cauchy) Sea f una función holomorfa en B(z0,R) y para cada 0 < r < R definimos

M(z) = sup {| f (z)| , |z − z0| = r} , entonces
∣∣∣ f (n)(z0)

∣∣∣ ≤ n!
M(r)

rn para todo n ∈ N.

Lema B.0.10. Sea f : C −→ C y z0 ∈ C punto fijo de f . Si f es derivable en z0 y λ ∈ R es tal que | f ′(z0)| > λ > 1,
entonces existe R > 0 tal que D(z0, λr) ⊂ f (D(z0, r)) para todo r < R.

Demostración. Como | f ′(z0)| > λ > 1, existe R > 0 tal que f es inyectiva en D(z0, 2R) y∣∣∣∣∣ f (z) − f (z0)
z − z0

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ f (z) − z0

z − z0

∣∣∣∣∣ > λ > 1

para todo z ∈ D(z0, 2R). Al ser f inyectiva en D(z0, 2R), tenemos que f : D(z0, 2R) −→ f (D(z0, 2R)) es un homeomorfis-
mo, por lo tanto f (F) ⊂ C es cerrado para todo F ⊂ D(z0, 2R) cerrado.

En particular, f (∂D(z0,R)) ⊂ C es una curva cerrada simple. Sea r < R y supongamos que existe z ∈ D(z0, λr) de
manera tal que z < f (D(z0, r)), entonces por el Teorema de la curva de Jordan (ver [25, Chapter VIII]), si notamos por
[z, z0] al segmento que une z con z0, existe w ∈ ∂D(z0, r) tal que f (w) ∈ f (∂D(z0, r)) ∩ [z, z0].

Luego, como
∣∣∣∣∣ f (w) − f (z0)

w − z0

∣∣∣∣∣ > λ > 1 y |w − z0| = r, entonces

|z − z0| > | f (w) − z0| > λ |w − z0| = λr,

lo cual es una contradicción ya que z ∈ D(z0, λr). Por lo tanto D(z0, λr) ⊂ f (D(z0, r)) .

�

B.1. Conjuntos de Julia y Fatou de funciones holomorfas

En esta sección nuestro objetivo es introducir los conceptos de conjuntos de Julia y Fatou de funciones holomorfas y
demostrar algunas propiedades importantes que los caracterizan. Trabajaremos con funciones holomorfas definidas sobre
abiertos de C y C∗, donde C∗ = C∗ ∪ {∞} es el plano ampliado dotado de la métrica de cordal.

119
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Definición B.1.1. Entenderemos por ∞ a un número complejo sin signo ni argumento cuyo módulo es mayor que cual-
quier número real. Definimos el plano complejo ampliado por C∗ = C ∪ {∞} , y lo dotamos con la métrica de cordal dada
por

d(z,w) =
2 |z − w|√(

1 + |z|2
) (

1 + |w|2
) si w , ∞ y d(z,∞) =

2√
1 + |z|2

.

Definición B.1.2. Sea F una familia de funciones holomorfas definidas en un abierto U ⊂ C. Decimos que F es normal
en U si para cada ( fn)n∈N ⊂ F existe una subsucesión ( fnk )k∈N uniformemente convergente sobre todo K ⊂ U compacto
a una función f o a infinito. Además, dada ( fn)n∈N ⊂ H(U), diremos que ( fn)n∈N es normal en U si F = { fn, n ∈ N} es
normal en U.

Definición B.1.3. Sea U ⊂ C y sea f : U −→ U una función holomorfa. Dado z ∈ U, decimos que f es normal en z si
existe V entorno de z de manera tal que la familia

{
f n = f ◦ (n). . . ◦ f , n ∈ N0

}
es normal en V. Definimos los conjuntos de

Fatou y Julia de f por F ( f ) =
{
z ∈ U tales que f es normal en z

}
y J( f ) = (F ( f ))c respectivamente.

Definición B.1.4. Sean U ⊂ C (o C∗) abierto y F una familia de funciones holomorfas definidas sobre U. Diremos que
w ∈ C (o C∗) es un valor omitido por F si w < Im( f ) para toda f ∈ F , o equivalentemente si w <

⋃
f∈F

f (U).

La demostración del siguiente resultado puede verse por ejemplo en [25, XII].

Teorema B.1.5. (Montel-Caratheodory) Sea U ⊂ C abierto y F = { f : U −→ C} una familia de funciones holomorfas.
Si F omite dos puntos, entonces F es normal en U.

Corolario B.1.6. Sea U ⊂ C abierto y F = { f : U −→ C∗} una familia de funciones holomorfas. Si F omite tres puntos,
entonces F es normal en U.

Como primer aplicación del Teorema de Montel-Caratheodory tenemos el siguiente teorema.

Teorema B.1.7. Sean f : C −→ C holomorfa, z0 ∈ J( f ) y V entorno de z0. Entonces
∞⋃

n=1

f n(V) = C o
∞⋃

n=1

f n(V) = Cr {w}

para algún w ∈ C.

Demostración. Si
∞⋃

n=1

f n(V) omitiera mas de un punto, por el Teorema de Montel-Caratheodory tenemos que { f n}n∈N sería

normal en V, lo cual es absurdo ya que z0 ∈ J( f ). Luego
∞⋃

n=1

f n(V) = C o
∞⋃

n=1

f n(V) = C r {w} para algún w ∈ C.

�

A continuación daremos una clasificación de los puntos periódicos de una función holomorfa con respecto a su deri-
vada. Utilizaremos esta clasificación para dar ciertas características de los conjuntos de Fatou y Julia de distintos tipos de
funciones holomorfas.

Definición B.1.8. Sea f : C∗ −→ C∗ una función holomorfa. Si z0 ∈ Per( f ) tiene período n , decimos que Orb( f , z0) ={
z0, f (z0), . . . , f n−1(z0)

}
es un n-ciclo para f y definimos el multiplicador o autovalor de z0 como

λ(z0) = ( f n)′ (z0) =

n−1∏
j=0

f ′
(

f j(z0)
)
.

Además diremos que z0 es:
i. Superatractor si |λ(z0)| = 0.
ii. Atractor si 0 < |λ(z0)| < 1.
iii. Repulsor si |λ(z0)| > 1.
iv. Indiferente si |λ(z0)| = 1.
Clasificamos a λ(z0) en racionalmente indiferente si existe m ∈ N tal que (λ(z0))m = 1 e irracionalmente indiferente

en otro caso.
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Teorema B.1.9. Si f : U −→ U es holomorfa y z0 es punto fijo repulsor de f , entonces la familia { f n}n∈N no es normal
en z0.

Demostración. Supongamos que { f n}n∈N es normal en z0, entonces existe V entorno de z0 tal que { f n}n∈N es normal en V,
luego existe ( f nk )k∈N subsucesión que converge uniformemente sobre todo K ⊂ V compacto a una función holomorfa g o
a infinito. Como z0 es punto fijo de f , tenemos que f n(z0) = z0 para todo n ∈ N, por lo tanto ( f n)n∈N no converge a infinito
en V. Luego ( f n)n∈N converge uniformemente a una función holomorfa g en V, entonces por el Teorema B.0.7 tenemos
que

∣∣∣( f nk )′ (z0)
∣∣∣ −→

k→∞
|g′(z0)| .

Ahora bien, como z0 es punto fijo de f , se tiene que ( f m)′ (z0) = ( f ′(z0))m para todo m ∈ N. Entonces como z0 es punto
fijo repulsor, |λ(z0)| = | f ′(z0)| > 1 y por lo tanto∣∣∣( f nk )′ (z0)

∣∣∣ =
∣∣∣ f ′(z0)

∣∣∣nk
−→
k→∞

+∞,

lo cual es absurdo ya que ( f nk )k∈N es subsucesión de ( f n)n∈N. Luego { f n}n∈N no es normal en z0

�

Corolario B.1.10. Si f : U −→ U es holomorfa y z0 es punto periódico repulsor de f , entonces { f n}n∈N no es normal en
z0.

Demostración. Sea m el período de z respecto a f y consideremos g = f m, entonces z0 es punto fijo repulsor de g.
Luego por el teorema anterior tenemos que {gn}n∈N = { f mn}n∈N no es normal en z0, entonces ( f mn)n∈N es una subsuce-

sión de ( f n)n∈N que no converge uniformemente en compactos de U y deducimos que { f n}n∈N no es normal en U.
�

Teorema B.1.11. Si f : U −→ U es holomorfa, con U abierto de C, entonces J( f ) ⊆ U es cerrado y F ( f ) = U rJ( f )
es abierto.

Demostración. Supongamos que J( f ) ⊂ U no es cerrado, entonces existe z0 ∈ J( f ) tal que z0 < J( f ), con lo cual
z0 ∈ F ( f ) y entonces { f n}n∈N es normal en z0. Sea entonces V entorno de z0 tal que { f n}n∈N es normal en V, como
z0 ∈ J( f ) tenemos que J( f ) ∩ V , ∅, es decir , existe w0 ∈ J( f ) tal que w0 ∈ V.

Así, como w0 ∈ J( f ) y V es entorno de w0 tenemos que { f n}n∈N no es normal en V y llegamos a una contradicción.
Luego J( f ) es cerrado y entonces F ( f ) = U rJ( f ) es abierto.

�

Definición B.1.12. Sea f : X −→ X una función y sea A ⊆ X un subconjunto de X. Diremos que A es:

i. Invariante hacia adelante bajo f si f (A) ⊆ A.

ii. Invariante hacia atrás bajo f si f −1(A) ⊆ A.

iii. Fuertemente invariante hacia adelante bajo f si f (A) = A.

iv. Fuertemente invariante hacia atrás bajo f si f −1(A) = A.

v. Completamente invariante bajo f si f (A) ⊆ A y f −1(A) ⊆ A.

Proposición B.1.13. Sea f : X −→ X una función y sea A ⊆ X un subconjunto de X. Entonces son equivalentes :

i. A es completamente invariante bajo f .

ii. Para todo z ∈ X se verifica que : z ∈ A⇔ f (z) ∈ A.

Demostración. i. ⇒ ii. Si z ∈ A, entonces f (z) ∈ f (A) ⊆ A, con lo cual z ∈ f (A). Por otra parte, si f (z) ∈ A, entonces
z ∈ f −1(A) ⊆ A, es decir, z ∈ A.

ii. ⇒ i. Si y ∈ f (A), existe z ∈ A tal que y = f (z), con lo cual, por ii. tenemos que f (z) ∈ A. Luego y = f (z) ∈ A y por
lo tanto f (A) ⊆ A.

Por otra parte, si z ∈ f −1(A), entonces f (z) ∈ A. Luego, por ii. tenemos que z ∈ A y se tiene que f −1(A) ⊆ A.
�
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Corolario B.1.14. Sean f : X −→ X una función, A ⊆ X un subconjunto de X y n ∈ N, entonces :

i. A es completamente invariante bajo f ⇔ Ac = X r A es completamente invariante bajo f .

ii. Si A es completamente invariante bajo f , entonces f n(A) ⊆ A y f −n(A) = A.

Demostración. i. Supongamos que A es completamente invariante bajo f , entonces por ii. de la Proposición B.1.13 te-
nemos que para todo z ∈ X se verifica que z ∈ A ⇔ f (z) ∈ A. Esto equivale a decir que z < A ⇔ f (z) < A, es decir,
z ∈ Ac ⇔ f (z) ∈ Ac. Entonces aplicando nuevamente ii. de la Proposición B.1.13 tenemos que Ac es completamente
invariante bajo f .

Si z ∈ f −n(A), entonces f n(z) = f ( f n−1(z)) ∈ A, luego por ii. de la Proposición B.1.13 tenemos que f n−1(z) ∈ A. Así
siguiendo, concluimos que z ∈ A y entonces f −n(A) ⊆ A.

Por otra parte, si z ∈ A, entonces f n(z) ∈ f n(A) ⊆ A. Luego z ∈ f −n(A) y entonces A ⊆ f −n(A), por lo tanto f −n(A) = A.
�

Teorema B.1.15. Sea f : U −→ U holomorfa. Entonces F ( f ) y J( f ) son completamente invariantes bajo f .

Demostración. Observemos previamente que al ser J( f ) = (F ( f ))c, por el Corolario B.1.14, si vemos que F ( f ) es
completamente invariante bajo f , entonces J( f ) también lo será. Para ver que F ( f ) es completamente invariante bajo f ,
por ii. de la Proposición B.1.13 basta ver que para todo z0 ∈ U se verifica que z0 ∈ F ( f ) ⇔ f (z0) ∈ F ( f ). Sea entonces
z0 ∈ U y supongamos que z0 ∈ F ( f ), queremos ver que f (z0) ∈ F ( f ).

Si f es constante, entonces F ( f ) = U y por lo tanto f (z0) ∈ U. Supongamos entonces que f no es constante, por
el Teorema B.0.8 tenemos que f es abierta. Por otro lado, como z0 ∈ F ( f ), existe V abierto tal que z0 ∈ V y { f n}n∈N

es normal en V. Entonces como f es abierta tenemos que f (V) es abierto tal que f (z0) ∈ f (V), veamos que { f n}n∈N es
normal en f (V). Sea K ⊂ f (V) compacto. Entonces

(
f|V

)−1 (K) es compacto, ya que si
(
f|V

)−1 (K) ⊂
⋃
i∈I

Ui, con Ui ⊂ V

abierto para todo i ∈ I, entonces K ⊂
⋃
i∈I

f (Ui), luego como f es abierta y K es compacto, existe i1, . . . iN ∈ I tales que

K ⊂
N⋃

j=1

f (Ui j ). Entonces

(
f|V

)−1 (K) ⊂
N⋃

j=1

(
f|V

)−1
(

f (Ui j )
)

=

N⋃
i=1

Ui j .

Como { f n, n ∈ N} es normal en V , existe una subsucesión ( f nk )k∈N que converge uniformemente en K. Por lo tanto f (z0) ∈
F ( f ).

Supongamos ahora que f (z0) ∈ F ( f ), queremos ver que z0 ∈ F ( f ). Como f (z0) ∈ F ( f ), existe V abierto tal que
f (z0) ∈ V y { f n}n∈N es normal en V. Sea W = f −1(V), entonces como f es continua tenemos que W es abierto y además
z0 ∈ W, veamos que { f n}n∈N es normal en W.

En efecto, sea C ⊂ W compacto, entonces como f es continua tenemos que f (C) ⊂ V es compacto. Luego co-
mo { f n}n∈N es normal en V, existe ( f nk )k∈N subsucesión uniformemente convergente en f (C), con lo cual ( f nk+1)k∈N es
uniformemente convergente en C.

Así, { f n}n∈N es normal en W y por lo tanto z0 ∈ F ( f ).
�

Proposición B.1.16. Si f es holomorfa y n ∈ N, entonces F ( f n) = F ( f ) y J ( f n) = J( f ).

Demostración. Sea z0 ∈ F ( f n), entonces ( f nk)k∈N es normal en algún entorno V de z0. Por lo tanto,

{ f m,m ∈ N} =

n⋃
j=1

{
f nk+ j, k ∈ N0

}
es normal en V y se deduce que z0 ∈ F ( f ).

Recíprocamente, si z0 ∈ F ( f ) y ( f k)k∈N es normal en un entorno V de z0, ( f nk)k∈N es normal en V .
Luego F ( f n) = F ( f ). Además, como (F ( f n))c = J( f n) y (F ( f ))c = J( f ), tenemos que J( f ) = J( f n).

�
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B.2. Propiedades del conjunto de Julia para polinomios

Por el Teorema de Montel-Caratheodory, sabemos que si f : C −→ C es holomorfa y z0 ∈ J( f ), entonces
∞⋃

n=0

f n(U)

omite a lo sumo un punto de C para todo U entorno de z0. Veremos a continuación que si P : C −→ C es un polinomio y U

es un abierto no vacío en C tal que
∞⋃

n=0

Pn(U) omite un punto de C, entonces P queda determinado por ese valor omitido.

Teorema B.2.1. Sea P : C −→ C un polinomio y U ⊂ C abierto no vacío. Si
∞⋃

n=0

Pn(U) = Cr {a} , entonces existen λ ∈ C

y k ∈ N0 tales que P(z) = a + λ (z − a)k para todo z ∈ C.

Demostración. Si a < Im(P), entonces el polinomio Q : C −→ C definido por

Q(z) = P(z) − a

para todo z ∈ C no tiene raíces, con lo cual Q es no nulo de grado cero. Si escribimos Q(z) = λ para todo z ∈ C, entonces
podemos escribir P(z) = a + λ(z − a)0 para todo z ∈ C.

Si a ∈ Im(P), sea b ∈ C tal que P(b) = a, veamos que b es un punto omitido por
∞⋃

n=0

Pn(U).

Supongamos que existe n0 ∈ N0 y w ∈ U tal que Pn0 (w) = b, entonces Pn0+1(w) = a, lo cual es absurdo ya que
∞⋃

n=0

Pn(U) = C r {a} . Entonces b es omitido por
∞⋃

n=0

Pn(U) = C r {a}, por lo tanto b = a.

Sea Q : C −→ C definido por
Q(z) = P(z) − a

para todo z ∈ C, entonces Q tiene como única raíz a z = a. Así, existen λ ∈ C y k ∈ N tales que Q(z) = λ (z − a)k para todo
z ∈ C, de donde se deduce que P(z) = a + λ (z − a)k para todo z ∈ C.

�

A continuación, veremos un lema que nos permitirá demostrar que todo polinomio P : C −→ C de grado n ≥ 2, tiene
o bien un punto fijo racionalmente indiferente, o bien un punto fijo repulsor.

Lema B.2.2. Si R es un polinomio de grado n ≥ 2 y w1, . . . ,wn son sus n ceros distintos, entonces
n∑

i=1

1
R′(wi)

= 0.

Demostración. Si n = 2, podemos escribir R en la forma

R(z) = λ(z − w1)(z − w2)

para todo z ∈ C, con λ , 0, entonces R′(z) = λ ((z − w2) + (z − w1)) para todo z ∈ C.
Luego R′(w1) = λ(w1 − w2) y R′(w2) = λ(w2 − w1), entonces

2∑
i=1

1
R′(wi)

=
1

R′(w1)
+

1
R′(w2)

=
1

λ(w1 − w2)
+

1
λ(w2 − w1)

=
1

λ(w1 − w2)
−

1
λ(w1 − w2)

= 0.

Para n > 2, procedemos por inducción. Dado z ∈ C escribimos

R(z) = (z − wn)Q(z),

con Q(z) = λ

n−1∏
j=1

(z − w j), λ , 0 y wi , w j, si i , j. Entonces como gr(Q) = n − 1 ≥ 2 y w1, . . . ,wn−1 son sus n − 1 ceros

distintos, por hipótesis inductiva tenemos que
n−1∑
i=1

1
Q′(wi)

= 0. Sea S el polinomio definido por

S (z) =

n−1∏
j=1

(z − w j)



124 APÉNDICE B. RESULTADOS DE ANÁLISIS COMPLEJO

para todo z ∈ C, entonces tenemos que S ′(wi) =
∏
j,i

(wi − w j) y Q′(wi) = λS ′(wi) para todo 1 ≤ i ≤ n − 1. Ahora bien ,

dado z ∈ C, si escribimos
1

S (z)
=

1
(z − w1) . . . (z − wn−1)

=
A1

z − w1
+ . . . +

An−1

z − wn−1
, entonces

1 = A1

∏
j,1

(z − w j) + A2

∏
j,2

(z − w j) + . . . + An−1

∏
j,n−1

(z − w j).

Luego, dado 1 ≤ i ≤ n − 1, evaluando en wi ambos miembros de la igualdad obtenemos que

1 = Ai

∏
j,i

(wi − w j) = AiS ′(wi),

por lo tanto Ai =
1

S ′(wi)
para todo 1 ≤ i ≤ n− 1. Así, deducimos que

1
S (z)

=

n−1∑
i=1

1
S ′(wi)(z − wi)

para todo z ∈ C, entonces

1
Q(z)

=
1

λS (z)
=

n−1∑
i=1

1
λS ′(wi)(z − wi)

=

n−1∑
i=1

1
Q′(wi)(z − wi)

para todo z ∈ C. Ahora bien, como R′(z) = Q(z) + (z − wn)Q′(z) para todo z ∈ C, tenemos que R′(wn) = Q(wn) y
R′(wi) = (wi − wn)Q′(wi) para todo 1 ≤ i ≤ n − 1. Así, tenemos que

n∑
i=1

1
R′(wi)

=
1

R′(wn)
+

n−1∑
i=1

1
R′(wi)

=
1

Q(wn)
+

n−1∑
i=1

1
(wi − wn)Q′(wi)

= 0.

�

Corolario B.2.3. Si P : C −→ C un polinomio de grado n ≥ 2, entonces existe un punto fijo q tal que P′(q) = 1 o
|P′(q)| > 1.

Demostración. Sea R : C −→ C definido por
R(z) = P(z) − z

para todo z ∈ C, entonces las raíces de R son precisamente los puntos fijos de P.
Si R tiene alguna raíz múltiple, digamos w ∈ C tal que R(w) = R′(w) = 0, entonces P(w) = w y P′(w) = 1. Luego,

podemos suponer que todas las raíces de R son simples. Sean n = gr(R) y w1, . . . ,wn sus n raíces, entonces w j , wk para
todo j , k y P′(w j) , 1 para todo 1 ≤ j ≤ n. Por el Lema B.2.2 tenemos que

n∑
j=1

1
P′(w j) − 1

=

n∑
j=1

1
R′(w j)

= 0.

Veamos que existe 1 ≤ j0 ≤ n tal que
∣∣∣P′(w j0 )

∣∣∣ > 1. En efecto, supongamos que
∣∣∣P′(w j)

∣∣∣ ≤ 1 para todo 1 ≤ j ≤ n.
Luego, si 1 ≤ j ≤ n, como P′(w j) , 1, entonces R′(w j) ∈ D r {0} , con D =

{
z ∈ C tal que |z + 1| ≤ 1

}
.

Además, observemos que si z = a + bi ∈ D r {0} , entonces |z + 1|2 = (a + 1)2 + b2 ≤ 1.
Si a=Re(z) > 0, entonces (a + 1)2 + b2 > 1, lo cual es absurdo.
Entonces a=Re(z) ≤ 0, pero como z , 0, concluimos que Re(z) < 0. Por lo tanto, Re

(
P′(w j) − 1

)
< 0 para todo

1 ≤ j ≤ n y se deduce que Re
(

1
P′(w j) − 1

)
< 0 para todo 1 ≤ j ≤ n.

Pero como
n∑

j=1

1
P′(w j) − 1

= 0, debe existir 1 ≤ j ≤ n tal que Re
(

1
P′(w j) − 1

)
≥ 0 y llegamos entonces a una

contradicción. Así, deducimos que existe 1 ≤ j0 ≤ n tal que P(w j0 ) = w j0 y
∣∣∣P′(w j0 )

∣∣∣ > 1.
�

Por lo tanto, si P : C −→ C es un polinomio de grado n ≥ 2, tenemos que o bien P tiene un punto fijo repulsor
o bien P tiene un punto racionalmente indiferente. En el caso que P tenga un punto fijo racionalmente indiferente z0,

se puede mostrar que z0 ∈
{
z ∈ C tal que z es punto periódico repulsor de P

}
. Tenemos entonces el siguiente teorema. La

demostración de este y el próximo teorema pueden encontrarse por ejemplo en el libro de Devaney [23].
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Teorema B.2.4. Si P : C :−→ C es un polinomio de grado n ≥ 2 y z0 es un punto fijo racionalmente indiferente para P,
es decir, si P(z0) = z0 y P′(z0) = 1, entonces z0 ∈

{
z ∈ C tal que z es punto periódico repulsor de P

}
.

Para terminar esta sección, enunciaremos una importante caracterización de J(P) para todo P polinomio de grado
n ≥ 2 y veremos algunas propiedades que resultan como consecuencia.

Teorema B.2.5. Si P : C −→ C es un polinomio de grado ≥ 2, entonces

J(P) =
{
z ∈ C tal que z es punto periódico repulsor de P

}
.

Tenemos entonces los siguientes corolarios.

Corolario B.2.6. Si P : C −→ C es un polinomio de grado n ≥ 2, entonces J(P) , ∅.

Demostración. Por el Corolario B.2.3 sabemos que existe z0 ∈ C punto fijo repulsor o bien punto fijo racionalmente
indiferente. Luego, de los Teoremas B.2.5 y B.2.4 se deduce que z0 ∈ J(P).

�

Corolario B.2.7. Si P : C −→ C es un polinomio de grado n ≥ 2, entonces J(P) es perfecto, es decir, J(P) no tiene
puntos aislados.

Demostración. Sea a ∈ J(P). Si a no es periódico, por el Teorema B.2.5 tenemos que a no es aislado en J(P). Si a es
un punto periódico repulsor de período k, entonces existe b , Pk−1(a) tal que P(b) = a, de lo contrario, P(z) − a tendría
a Pk−1(a) como raíz de multiplicidad n ≥ 2, y entonces P′(Pk−1(a)) = 0 (esto que no es posible, ya que a es repulsor).
Luego, b no es punto periódico y por el Teorema B.1.15, b ∈ J(P), por lo que existe (zl)l∈N ⊂ J(P) tal que zl , b para
todo l ∈ N y zl −→

l→∞
b. Por lo tanto, P(zl) −→

l→∞
a, P(zl) ∈ J(P) y P(zl) , a salvo finitos l, ya que card(P−1(a)) ≤ n.

�

Teorema B.2.8. Si P : C −→ C es un polinomio de grado n ≥ 2, entonces P|J(P) : J(P) −→ J(P) es D-caótico.

Demostración. Por el corolario anterior, J(P) es perfecto, y además J(P) es cerrado, entonces basta ver que P es topo-
lógicamente transitivo y que Per(P) es denso en J(P).

En efecto, como el Teorema B.2.5 nos dice que que J(P) =
{
z ∈ C tal que z es punto periódico repulsor de P

}
, en

particular Per(P) ⊂ J(P) es denso. Veamos ahora que P|J(P) : J(P) −→ J(P) es topológicamente transitivo. Sean U y V
abiertos no vacíos de J(P), entonces existen U′ y V ′ abiertos en C no vacíos tales que U = J(P) ∩U′ y V = J(P) ∩ V ′.
Veamos que existe n0 ∈ N tal que Pn0 (U) ∩ V , ∅.

Sea z0 ∈ U ⊂ U′, entonces como z0 ∈ J(P) y U′ es entorno de z0, por el Teorema de Montel-Caratheodory (Teorema
B.1.7) tenemos que

⋃
n∈N

Pn(U′) omite a lo sumo un punto. Sea v0 ∈ V = J(P) ∩ V ′, como J(P) es perfecto, v0 no

es aislado y por lo tanto V = J(P) ∩ V ′ , {v0} . Así, V contiene más de un punto y como
⋃
n∈N

Pn(U′) omite a lo

sumo un punto, tenemos que

⋃
n∈N

Pn(U′)

 ∩ V , ∅, entonces existe n0 ∈ N tal que Pn0 (U′) ∩ V , ∅. Sea u′ ∈ U′ tal

que Pn0 (u′) ∈ V = J(P) ∩ V ′, en particular Pn0 (u′) ∈ J(P). Luego, como por el Teorema B.1.15 sabemos que J(P)
completamente invariante, tenemos que u′ ∈ J(P) y entonces

Pn0 (u′) ∈
(
Pn0 (J(P) ∩ U′)

)
∩ V = Pn0 (U) ∩ V.

Así, Pn0 (U) ∩ V , ∅ y por lo tanto P|J(P) : J(P) −→ J(P) es topológicamente transitivo, de donde se deduce que
P|J(P) : J(P) −→ J(P) es D-caótico.

�
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