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Introduccion

El anAlisis estadistico frecuentemente se concentra en modelos parametricos. En este enfoque,
la estimacion se reduce a determinar eficientemente el valor de finitos parametros mediante una
muestra, para utilizarlos posteriormente para construir intervalos de confianza, test de hipdtesis,
etc. Este paradigma supone que las variables estudiadas siguen la estructura fijada por el modelo,
suposicion que puede no ser cierta si el modelo propuesto es indadecuado. Mas aun, puede ocurrir
que las familias parametricas no proporcionen un buen ajuste.

Para sortear esta dificultad, en las 1ltimas décadas ha cobrado auge la estadistica no parame-
trica, que relaja los supuestos a familias funcionales méas generales de dimensién infinita, pudiendo
ser implementados a una gran cantidad de problemas. El costo de esta mayor flexibilidad, es la me-
nor eficiencia que poseen respecto de los estimadores paramétricos, ya que se cuenta con la misma
informacién para estimar objetos de dimensién finita en el primer caso e infinita en el segundo.

Los primeros trabajos se concentraron en la estimaciéon de la funcién de densidad para una
distribucién continua y fueron desarrollados por Rosenblatt [1], Parzen [2] y Whittle [3]. Para cada
punto, se construye un entorno a partir del cual se le da mayor peso a las observaciones mas
cercanas al mismo. En este proceso, entra en juego la funcién de peso, que llamaremos nicleo
v la longitud del entorno, que llamaremos ventana o parametro de suavizado. Posteriormente,
Naradaya [4] y Watson [5] abordan el problema de regresién. En este contexto, se quiere expresar
el vinculo existente entre la variable de respuesta y las covariables explicativas cuando existe poco
conocimiento a priori de su forma. Los estimadores no paramétricos proporcionan formas suaves
de su relacion y explotan la idea de promedios ponderados locales alrededor del punto sobre el cual
se estima. En ambos problemas, la bondad de la estimacién estd relacionada con la cantidad de
observaciones disponibles alrededor del punto en el cual se contruye el entorno: ventanas demasiado
pequenas filtrardn muchos datos ocasionando estimadores muy variantes, mientras que entornos
demasiado grandes produciran estimadores casi constantes y muy suaves.

Por otra parte, en muchos campos de la ciencia aplicada se deben enfrentar problemas de infe-
rencia estadistica que incluyen datos aleatorios presentados en forma de curvas. Mas precisamente,
se cuenta con una alta cantidad de observaciones discretizadas en una grilla. Una primera idea es
modelar cada elemento de la grilla como una variable unidimensional y realizar el analisis clési-
co multivariado. En este enfoque, se ignora la correlacién de las muestras y se debe enfrentar los
problemas de alta dimensionalidad de las covariables, debido a la baja relacién entre éstas y la infor-
macién disponible. Por este motivo, surge el tratamiento funcional de esta clase de datos, conocido
como Analisis de Datos Funcionales (F'DA), popularizado por Ramsay & Silverman [13]. Ferraty
& Vieu [14] extienden los estimadores de regresién por nicleos al caso de covariables funcionales y
obtienen resultados de consistencia casi completa.

Esta tesis de divide en tres capitulos. En el capitulo 1, se introducen los estimadores de densidad
y de regresién por ntcleos, obteniéndose resultados de consistencia en probabilidad y se exploran
las técnicas de obtensiéon del pardmetro de suavizado mas utilizadas. En el capitulo 2, se extienden
los estimadores de regresion para el caso de covariables funcionales y se prueban resultados de



consistencia casi completa bajo hipdtesis de continuidad de la funcion de regresién, cotas de los
momentos condicionales de la respuesta, la regularidad del nicleo y la distribucién de los procesos.
Asimismo, se extienden estos resultados para el caso de covariables finito dimensionales. En el
capitulo 3, se implementan los estimadores de regresién con covariables funcionales al problema de
datos faltantes, realizando un estudio de simulacién bajo el mismo escenario que Ferraty et al. [16].



Capitulo 1

Estimacion no parameétrica

Supongamos que X es una variable aleatoria continua y estamos interesados en estimar estimar
f, su funcién de densidad. Cuando no se cuenta con supuestos fuertes sobre su naturaleza, utilizar
un método paramétrico para estimarla puede llevar a resultados erréneos. Es por ello, que los
estimadores no paramétricos surgieron como una alternativa mas flexible y entre los mas estudiados,
se encuentran los estimadores de densidad por nicleos introducidos por Rosenblatt [1] y Parzen [2].
A continuacién, intentaremos dar una idea intuitiva de su construccion.

1.1. Estimadores de la densidad por nicleos

Sea X1,---, X, una muestra aleatoria con densidad f(x). Nuestro objetivo serd estimar f(z) a
partir de la misma. Sabemos que para todo h > 0, f(x) satisface

z+h

P(x € (x—h,x+h)) = /f(t)dt.

z—h

Si aproximamos a la probabilidad de un conjunto con la proporciéon de ocurrencia, podemos re-
H{Xie(z—h,z+h)} E(z h x+h€

emplazar el lado izquierdo de esta igualdad por , mientras que el lado derecho por
f(x)2h, si h es suficientemente pequeno y f es continua en x. Despejando podemos aproximar f(x)
por la siguente expresién:

(@) ~ HX; € (;U2;hh,m + h)} (1.1)

De (1.1) podemos deducir un estimador reemplazando las aproximaciones por igualdades

fay - HXi€ (a:Q;hh,a: +h)}

Observemos que f(x) se puede escribir como

1 w1 r— X;
m;21[_1,1}< N >,

donde I4(t) es la funcién indicadora del conjunto A, valiendo 1 cuando ¢ pertenece a A y 0 caso
contrario.
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. _ X,
Si llamamos w(x) = %I[_Ll] (z), tenemos entonces que f(z) = Y1 | Lw (x - Z). Notemos

que w(z) es una funcién de densidad pues w > 0, [w(z)dz = 1, de lo cual deducimos que f(x)
también lo es. En efecto, f(z) >0y

Observemos que w(-) otorga un peso uniforme igual a % a aquellas observaciones X; ubicadas
en un entorno h de x e igual a cero en el resto. Si quisiésemos dar mayor peso a observaciones mas
cercanas podriamos reemplazar a w(z) por otra funcién K (x) que también verifique:

e K >0
° fK(x)d:l::L

y otro posible estimador fK serfa:

Fr(z) = nlhék(x_hX) (1.2)

A la funcién K se la denomina funcidn de peso o nicleo y a h se lo llama ventana o parametro
de suavizado. A esta familia fK de estimadores se los define como FEstimadores por nicleos o
Estimadores de Naradaya-Watson. Observemos también que fK hereda el grado de suavidad de K.
Por otra parte, el comportamiento del estimador dependera de los valores que tome h. Suponiendo
que K tiene soporte compacto

e Sih —0,el K %XZ valdrd 0 si ¢ # X, v % si x = X, para algtin i. Entonces, el

estimador dard 0 si © # X; y un valor muy grande si z = X;.

e Sih— 400, K (%&) — K(0) para 1 < i < n, por lo cual fx(x) — 0.

1.1.1. Propiedades estadisticas

Nuestro objetivo sera buscar condiciones mediante las cuales se garantize la convergencia en
probalidad de los estimadores por nicleos a medida que agrandamos el tamaifio de la muestra. En
lo que sique, supondremos que K satisface las siguientes condiciones

Hi. K>0y [K(u)du=1.

H2. [uK(u)du=0y [uK?(u)du=0.
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H3. [|s'|K7(s)|ds < +oo, parai=1,2,3yj=12.
Bajo ciertas hipdtesis de regularidad sobre f(x), obtenemos el siguiente resultado:

Proposicién 1.1.1. Sea f una funcién de densidad C*(R) con f”(-) absolutamente continua tal
que || "2 < 0o y K un nicleo univariado que satisaface las hipdtesis H1, H2 y H3.
Sin — oo, h — 0 y nh — oo, entonces

fre(@) & f(x).

Demostracion. La idea serd probar que bajo las hipétesis de la Proposicién, el error cuadratico
medio ECM(fx(z)) = E ((fK(x) - f(x))Z) tiende a 0. Dado que ECM(fx (x)) = Sesgo(fx(2))% +

Var(f(x)), analizaremos cada término por separado.

Sesgo(f (x)) = E(fx (x)) — f(=) :

))
)()w

Mediante el cambio de variable y = 2% y en vista de que [ K(u)du = 1 (H1) obtenemos
que

E(fx(x t/K f(& — hy) — £(z)) dy.

Haciando el desarrollo de Taylor de f alrededor de x y expresando el resto en la forma integral
obtenemos la siguiente cota,

famt)— 1@ = ~f@h+ I [ D02

Con lo cual,

B~ ) = | [K) |~rem+ D [ Le ot i

= |- fl(= /K ydy+h2f”()/ y*dy +// f/”

< hﬂé@(/K@M%@+W/;OUWhﬂ<Lhm_ww02K@)
< h2f”2(x) /K(y)dey H';H'\}L hQ/\yIQK ) dy
< 52 [Katay+ o)

-%fwK@mﬂ

dy‘
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Por lo tanto,

| Sesgo(fx(x))| < h?| 52 y)y* dy + o(h?).

Analizemos Var(fx ()):

Var(fx)(z) = Var (1 ' K(x — XZ)> (1.3)

(VAN
S
> =
[\
=
/~
=
no
//~
8
>
<
~
S~
—
N

Estudiemos E (%K2 (’”

7X .
i)
Haciendo el mismo cambio de variable

B (i (550)) = & [ Kwre-ma

< ol [0 (1@ - rom s Eiee) a) v ont [ k2w a

< @ [ K@i+ g @l / K)o dy+ o) [ KWyl dy.

Podemos acotar Var(fx(z)) de la siguiente forma

Var(fx (x /K2 dy+0< h)
Finalmente,

ECM(fxc(z)) < h4f”2 </K >2+o(h4)+]:2)/K2(y)dy+o<?jh>.

Lo cual implica que
Jk (@) = f(2),

en vista de que n — oo, h — 0 y nh — oo. O

Observacion 1.1.2. Es ficil ver que bajo las mismas condiciones sobre el niicleo, n y h, el estimador
resulta consistente pidiendo solo condiciones locales de continuidad. En efecto,

Bl = [ 3K (;“) £ (u)du (1.6)
= Kp* f(z), donde Kp(z) = + K(¥). (1.7)
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Por resultados de teoria de la medida [6], sabemos que siendo K un es nicleo integrable, acotado
K(z)

tal que =~ — 0 si |[z| — 0o y f continua en x e integrable se verifica

Ky * f(2) 2% f(a),

lo que prueba que el estimador es asint6ticamente insesgado. Por otra parte, de la ecuacién (1.5)

y observando que fK—;Q es también un nicleo, K7  f(z) h=0, f(z) [ K*(y) dy y podemos deducir

que

Var(fx)(z) < n—lhK,% * f(x) — 0. (1.8)

Esta propiedad permite relajar las hipdtesis e implementar el estimador para variables més
generales.

De la estructura del FCM( fK(x)), podemos ver que si consideramos h muy grandes, el sesgo
aumenta mientras que la varianza disminuye. Por otra parte, si el producto nh es muy pequeno, la
varianza no tenderd a cero. Es decir, fijado n, la elecciéon de h resulta fundamental en la implemen-
tacion de fK(x) para equilibrar el sesgo y la varianza. En el siguiente ejemplo, podremos apreciar
la influencia de este factor en el resultado de la estimacion.

Ejemplo 1. Se estimé la densidad de una muestra aleatoria de tamano 100 con distribucién normal
estandar para distintas elecciones nucleos y ventanas. En las Figuras 1.1 y 1.2 se pueden apreciar
los resultados obtenidos. Los nicleos utilizados fueron los siguientes:

e Gaussiano:

o Uniforme:
si|z| <1
si|z| > 1

-

—~

&

S~—
—N
O o=

e Triangular:
1=z sifz] <1
Kr(z) = { 0 si |z] > 1

e Cuadratico: 3( 2) o]
2(1—=x sifx| <1
= 4 -
Ko@) { 0 si|z| > 1

Como se puede apreciar en la figura 1.2 es necesario contar con un método de seleccién de h. A
continuacién presentaremos los métodos mas utilizados.

1.2. Seleccion de la ventana

1.2.1. Método plug-in

Consideremos el Error Cuadrdtico Medio Asintdtico de fx(x) (ECMA), que resulta de despre-
ciar los términos pequenos en (1.1.1):

4 112 T 2 T
ECMA(fk(z)) = hf4() (/ yzK(y)dy> + féh)HKH%Q
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Densidad

0.6

---- (Gauss
---- Uniforme
| Trian

0.5

Densidad
02 03 04

01

0.0
I

Figura 1.1: Estimadores de densidad para distintos nicleos y h = 0.4. Podemos observar que los

resultados obtenidos son semejantes, tal como lo indica la bibliografia [8]. Las diferencia principal
es la suavidad, heredada del nicleo.

1.0

Densidad
Densidad

1.5

Densidad

1.0
Densidad

1.0 15

058
0.5

Figura 1.2: Estimadores de densidad para distintas ventanas implementado con el nicleo Gaussiano.
Los resultados obtenidos para distintas ventanas pueden diferir significativamente: para valores
pequenos de h el estimador es muy variante y poco suave, mientras que para valores grandes de h,
el estimador es casi constante. Por este motivo, h también es llamado “Pardametro de uavizado”.
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Un criterio para elegir h consistird en minimizar la expresiéon anterior para cada x fijo. Nos bas-
tard derivar la expresiéon respecto de h e igualar a 0, obteniendo asi la siguiente elecciéon éptima

AN LN O
A\ @) [y K (y)dy '

Observemos que la ventana 6ptima depende del punto x, y ademas de valores desconocidos como
f(z) y f"(x). Una forma de solucionar la dependencia local consiste en buscar h que minimize el
Error Cuadrdtico Medio Asintdtico Integrado (ECMAI),

atl=

4 2
BCMAILx) = [ BOMA fita)ds = [ ") an ([P R@an) + E1

Derivando nuevamente respecto de h , deducimos hp:

=

S

oo K2, . L9)
P NNFE, K (y)yPdy ' '

Para calcular hopt, necesitamos || f” H%Q Para estimarlo, podemos implementar una técnica plug-in,

que consiste en reemplazarla por un estimador no paramétrico de | f”||?, utilizando una ventana

prefijada. Cuando podemos suponer regularidad sobre f, podemos aplicar La Regla Referencia
Normal desarrollada por Silverman [7] que consiste en suponer que f sigue una distribucién normal
N(p,0?). Si utilizamos el niicleo Gaussiano, reemplazaremos en la ecuacién (1.9) por los siguientes
valores:

/szG(y) dy =1,

1
/Kg‘;(y) dy = ﬁa
5 3

8/
Reemplazando esta informaciéon en la ecuacién 1.9, obtenemos

1
~ 46\ 5 1.06
hopt = < > ~ T 0

3n ns

117, = o

donde & es un estimador consistente de 0. Generalmente se propone

1 <« Q
N X — X)2
o= i n—1;( =X s (-

donde Q representa un estimador del rango intercuantil. Recordemos que el rango intercuantil

es el precentil 75 menos el percentil 25. La razén por la cual se divide por 1.34 radica en el hecho que

% resulta un estimador consistente de o el caso de que la variable siga una distribucién N (u, o?).
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1.2.2. Eleccion de ventana mediante convalidacion cruzada

Los métodos de convalidacién consisten en minimizar una medida de distancia entre f y fg,
por ejemplo la norma en L?(R),

A +OO A
1 fx(z) = f(@)l|z, = \//_ (fx(z) = f(2))*dz, (1.10)
con esta distancia, definiremos
hopt = m,jnll(fx(w)) — f(@)I[L,-

Debido a que f(x) es desconocida, heye no puede ser estimado por la muestra. A fines practicos,
nos convendré expresar la distancia de la siguiente forma

Fre(@) — f@I2, = / (F2(2) — F(2))? da
= /f?((a:)da:—Q/fK(x)f(x)dx+f2(x)d:c.

Observemos que el tltimo término no depende de h, con lo cual minimizar ||(f(z)) — f ()17,

serd equivalente a minimizar [ flz((x) de — | fr () f(x) dz. Veamos cémo estimar cada término en
funcién de la muestra

/f?((x)dac = /(;;K(CE _hXi>>2d:U (1.11)

_ n21h2 Z/K (m —th) K (x hXj> da, (1.12)

Z7j
1 & X; - X;
- Y [ KWK y—<ﬂh>)dy (1.13)
ij
1 & X;— X
— thZK*K<hﬂ> (1.14)
i

El término [ fr(z) f(x) dz podemos interpretarlo como la esperanza que tendria la variable alea-

toria extra fx(X), donde estamos pensado que Xi,..., X, se encuentran fijas y X tiene como
funcién de densidad a f. Como no contamos con muestras adicionales, estimaremos la esperan-

za por E <fK(X)> =i5" fx.—i(X;), donde fr _;(X;) corresponde al estimador leave-one-out de

f(X;) y que consiste en calcular el estimador de densidad sin la i-ésima observacién, es decir

A 1 n X — X,
(X)) = R .
s = ot SR (K (1.15)
7]
Uniendo (1.14) y (1.15) queda definido hcy,
. ' ] 1 n X; — Xj 2 n X, — Xj
hoy = arg}znmCV(h) = arg}:nm% ZK*K < . >— (= 1) ZK (h) . (1.16)

i.j i#£]
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CVi(h)
0.20 0.15 0.10
(e
0.5
|

I
Densidad

-0.25

-0.30

00 05 10 15 20 -3 10 1 2 3

h X

Figura 1.3: Funcién de pérdida C'V(h) y funcién de densidad calculada para Ay,

Para evaluar ctian buena es la aproxmacion de hgy, consideraremos que es asintoticamente
optimo si

1 i pioy @) = F@L, e,

1/ 5 hmtone (%) = F(@)I[7,

1.

Para funciones con densidad acotada, El Teorema de Stone [9] prueba que fzcv es asintéticamente
optimo.

Se calcul6 la funcién de pérdida C'V'(h) dada por 1.16 para la muestra del Ejemplo 1. Siendo K el
nicleo gaussiano, K x K(x) = ﬁe‘ﬁﬁ. A partir del grafico, se hallé el minimo, y se gréfico la

densidad para el hp,;, hallado. En la Figura 1.3 se pueden observar los resultados obtenidos.

1.3. Extension al caso multivariado

Consideremos una densidad f(Z) definida sobre R?. Supongamos que contamos con una muestra
aleatoria X; = (X1, -+, X4a), 1 <i < d. Para un cubo pequenio centrado en Z de lado h (Ch(Z)),
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podemos aproximar la probabilidad de dicho cubo por

P (Cy(2)) é ol
W(Z) ~ e
n
F(@h 2 Teun(@)
3 SO = S
n
. :Zl I, #) (%)
f(l‘) ~ T

Anélogamente al caso unidemensional, el estimador fK(f) de Naradaya-Watson consistird en re-
emplazar ICh( %) bor un nicleo multivariado K : RY — R>0, quedando definido de la siguiente

manera,
R 1<\ 1 i— X,
7)== —K L. 1.1

Para funciones C%(R%), con derivadas parciales terceras integrables en cada coordenada Hardle
[10] obtiene condiciones suficientes de consistencia pidiendo que h — 0 y nh? — +oco. Mas aun,
muestra que

| Sesgo(fi ()] < CL(@)R? + o(h?),
mientras que
Var(Fx(#) < Col@)
nh

El cambio de la relacion entre h y n en la varianza puede interpretarse de la siguiente forma:
fijado n, para obtener una buena estimacién de fK(a?), h debera incrementarse con la dimension de
forma tal que haya suficientes observaciones en el cubo de lado h alrededor de X. En consecuencia,
el lado del cubo se incrementard en cada direccién de manera que se obtengan suficientes datos
para promediar. Consideremos, por ejemplo, la distribucién uniforme en el cubo unitario de R'°. Un
cubo de lado 0,5 cuyo volumen es (%)10 tendra una probabilidad aproximada de 0,001. Entonces, se
necesitard un promedio 1000 observaciones para que al menos una de ellas pertenezca a dicho cubo.
Esta relacion entre la cantidad de datos necesarios y la dimensiéon resulta de caracter exponencial y
es llamada “La Maldicion de la Dimension”. Por este fendmeno, estos estimadores son usados para
dimensiones bajas.

Se pueden construir nicleos multivariados, a partir de nicleos univariados proponiendo K (Z) =
K(||Z|]), donde || . || es una norma en R?. Otra alternativa es considerar nicleos mutiplicativos
Kt () = K(x1)...K(xz4) vy utilizar en cada coordenada distintas ventanas, obteniendo el si-
guiente estimador alternativo para fx ()

S T - 24—
. K L) K (T T
fx(@) n;hd...hd ( Iy > ( ha )

1.4. Regresiéon no paramétrica

Cuando hablamos de regresién entre dos variables aleatorias X e Y, intentamos describir el
comportamiento promedio de Y, que llamaremos wariable de respuesta, en presencia de X que
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llamaremos covariable. Mas precisamente, estamos pensando que contamos con una muestra de
v.adid. (X;,Y;), 1 <i<n, para las cuales se verifica el siguiente modelo

Y=r(X)+e (1.18)

donde r : R — R es la funcién de regresién desconocida y € es el error con E(e| X) = 0y Var(e| X ) =
o2. De esta tltima igualdad se sigue que

r(X) = E(Y|X).

Supondremos X e Y variables aleatorias continuas con distribucién conjunta fxy tal que E(|Y]) <
00. Recordemos cémo hallar E(Y|X = x), si conocemos fxy(z,y) y fx(z). Para fx(x) >0,

BYIX=2) = [ufar(e)dy (1.19)
_ fxy(z,y)
AR dy (1.20)
m(z)
(@), (1.21)
siendo m(z)
m(z) = /yfxy(ﬂf,y) dy. (1.22)

De 1.20 podemos deducir un estimador de r(z) practicando una técnica plug-in, es decir, reem-
plazando fxy(z,y)y fx(z) por sus respectivos estimadores de Naradaya-Watson

A

 Jufkxy(zy)dy
Tr(x) = 2

fr x(z)

donde propondremos

A 1 - .T*Xi y*Y;
frxy(z,y) = W;K( 5 >K< A >
. 1 <& T — X;
- Yk .
Trex (@) nh &= ( h >

Aqui consideramos nicleos multiplicativos para estimar la densidad conjunta fxy y tomaremos en
cada coordanada la misma ventana h.
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Miremos mg (z) = fnyy(x,y) dy:

/ny,XY(m,y)dy — Z/T],?}JLQK <x—th>K(y;YZ> "

1 t—Xi\ [y, (yv—Y

= — K 2K d
a5 [ ()
1 — r—X;

- —SNK Y;) K (s)ds, bajo H1 y H2
nh; ( - )/(sh+ )K (s)ds, bajo y
1 ¢ x— X,

= _ K Y;'
a2k ()

Con lo cual, queda definido el Estimador de Regresion de Nadaraya- Watson,

P (x) = =k (z_hXi> -
LR )

(1.23)

En caso de que el denominador sea 0, el numerador también lo serd y el estimador en esos puntos
no se encontrara definido.

K z—X;
Observacién 1.4.1. Notemos que si llamamos W;(z) ( . ) se cumplen: i) W;(xz) > 0

- > K(w_hxi
y i) D" Wi(z) = 1, con lo cual ix(z) = > Wi(x)Y; resulta un promedio de las observacio-
nes Y; ponderado locamente por el peso W;(x). Mas aun, es facil demostrar derivando la funcién
S Wiz)(Y; — a)? respecto de a que

Tr(x) = argminz Wi(z)(Y; — a)?.
acR T3

Andlogamente a los estimadores de densidad, 7x(z) depende de la eleccién adecuada de h.
Resulta interesante analizar el comportamiento del estimador en los casos de que h tome valores
extremos. Suponiendo nuevamente que K tiene soporte compacto,

e Sih—0,el K (m_TXZ> valdrd 0 salvo que z = X;. En el primer caso 7x(x) no se encon-

trard definido y en el segundo 7 (X;) = Y;. Es decir, el estimador interpolara los datos.
e Si h — +o00, para todo z, K (”"”_TXZ) — K(0), Wi(z) = 2 y fg(z) > Y.
Una posible extension del estimador de regresién por nicleos para x € R? estars dada por

Z?:l K (”f_hXiH) Y;
X,
Z?:lK (”90 - ||)

Tr(T) = (1.24)

Hérdle [10] demuestra la consistencia de esta propuesta.
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1.4.1. Propiedades estadisticas

Cuando deseamos deducir las propiedades estadisticas de 7, nos encontramos frente a la difi-
cultad de que tanto el numerador como el denominador que lo constituyen son variables aleatorias.
En lugar de acotar el ECM, estudiaremos el comportamiento asintético de cada uno de los factores
que conforman el estimador, con el objetivo de probar la convergencia en probabilidad.

Lema 1.4.2. Sean X e Y variables aleatorias continuas y K un nicleo univariado que cumplen las
stguientes hipotesis:

o K satisface las hipotesis H1,H2 y H3.

o fx(z) >0, f(-) € C2(R), con f(.) absolutamente continua y ||f"||r2 < oo.

e m(:) € C3(R), con m"(-) absolutamente continua y ||m"||2 < oo.

o s2(:) =E(Y?|X =) € C*(R), con (s2)"(-) absolutamente continua y ||(s*)"||52 < oo.

Entonces,
BOMe(a)) <t ) ( [ xw dy)2 +ofnt) + ZLx(2) [ w2 way+o <nlh) |

Demostracion.

Analizemos | Sesgo(my (z))| = ‘]E(mK(x)) —m(x)

(i (52)0) = 2 ((5))
_ ;LIE<E(Y\X)K (“" hX>>
_ 2E<r(X)K<:E;X)>
_ ;l/r(u)K (5“;“) Fx () du.

Si hacemos el desarrollo de Taylor de la funcién r(u) fx (u) = m(u) alredededor de = como en
la proposicién 1.1.1 obtenemos que

2

B (2)) — m(z)| = | Sesgoli(2)] < o |(m(x)") / VK (y)dy +o(k?).  (125)
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— ( (V2 X)K x;X>2)
- nhQ/ (”H‘) () fx (u) du

= —fX /K2 ds +o ( h)
Por lo tanto, deducimos que

ar<nlhzn;f<<x X”)n)gfx /K2 ds+o< h). (1.26)

Finalmente, ECM(m(z)) nos queda acotado por:

T(m(az”))Q (/yzK(y)dy> +0(h4)+*fX /K2 d8+0< h)

O]

ECM(ink (z)) <

Proposicién 1.4.3. Bajo las mismas hipdtesis que el Lema 1.4.2, Tx(x) resulta un estimador
débilmente consistente de r(x).

Demostracion. De (1.25) y (1.26) concluimos que el numerador converge en probabilidad a m(z) si
n — 00, h = 0y nh — co. Observemos que en la Proposiciéon 1.1.1 probamos que el denominador
converge en probabilidad fx(z) bajo las mismas hipdtesis. Finalmente, mediante las propiedades
de la convergencia en probabilidad con respecto al cociente, siendo fx(z) > 0, podemos asegurar

que Tx(z) = Tk (@)

: converge en probabilidad a r(x). O
fr,x(x)

1.4.2. Método de seleccion de ventana

Como senalamos anteriormente para la densidad, la eleccién del pardametro de suavizado resulta
fundamental para obtener una buena estimacién. En el caso de regresion, también nos interesara mi-
nimizar alguna distancia entre r(x) y 7x(z), por ejemplo:

e Error Cuadratico Promediado

n

== (( (X3)? w(X,),

=1

ECP(h

3\*—‘
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donde w(.) es una funcién de no negativa cuya finalidad es darle menor influencia a las
observaciones préximas a la frontera del soporte de X, en el cual el estimador cuenta con menor
observaciones y en consecuencia pierde calidad. Observemos que ECP(h) es una variable
aletoria que depende de X1, -, X,,.

e Error Cuadratico Integrado
ECI(h) = / (r(@) — 5 (2))? w(e) fx (@) dr.

ECI(h) es también una variable aleatoria, que posee como peso adicional de w(z) la funcién
de densidad fx(z).

e Error Cuadratico Promediado Esperado
ECPE(h) =E(ECP(h)| X1, -, Xpn).

Observemos que 7 (z) es una variable aleatoria que depende de Y1,--- , Y, y X1, -, X,,, por
lo cual, EC PE(h) es una variable aleatoria que consiste en considerar la esperanza condicional
de ECP(h) respecto de X1, -+, X,,.

e Error Cuadratico Integrado Esperado
ECIE(h) =E(ECI(h)).

ECIE(h) no es una variable aleatoria, pues se computa el ECI(h) sobre todos las posibles
muestras de X e Y.

Hérdle y Marron [11] encuentran condiciones bajo las cuales demuestran la equivalencia entre
las distancias propuestas anteriormente. Formalmente, prueban que
d(h) — ECIE(h .
|44 0| v,
het, | ECIE(h)
donde H,, = [n°~1,n°], 0 < § < % y d(h) = ECP(h), ECI(h), ECPE(h).
Este resultado nos permite elegir la distancia sobre la cual optimizar h. La més sencilla de
estimar resulta FCP(h) y sobre ella basaremos nuestro criterio de seleccién. En lo que sigue,
tomaremos w(X;) = 1.

Método de convalizacién cruzada

El computo de EC P(h) resulta imposible en términos practicos, debido a que r(X;) es descono-
cida. Una aproximacién de EC'P(h) consistird en reemplazar a r(X;) por Y;, quedandando definida
la siguiente distancia

n

R(h) = — > (i — ik (X0))? (1.27)
i=1

La aproximacién de R(h) por ECP(h) puede verse cuantificarse por la siguiente relacién

R(h) = %Z (Y; — 7 (X3) £ 7(X3))? (1.28)
=1
- %Ze? +ECP(h) - %Z &i(Frc (X;) = (X3), (1.29)

i=1 i=1
(1.30)
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donde ¢; = Y; — r(X;).

El primer término de R(h) no depende de h y una vez obtenida la muestra es un numero fijo.
Por el contrario, el iltimo si es dependiente de h. Como hipétesis adicional, supondremos que los
errores €;, donde 1 < ¢ < n, resultan condicionalmente independientes respecto de X1, --- , X,,.

Analizemos la esperanza condicional de —2¢;(7x (X;) — r(X;)) :

E (—26i(fK(Xi) - r(Xl-))‘Xl, e ,Xn> = —2FE (ei(fK(Xi) - r(Xi))‘Xl, e ,Xn>

n
= 2E (e | Y W;(X)Y; - (X)) ‘Xl,m,Xn
j=1

= =2 Elea| ) WiX)r(X)) +¢) - r(X) ‘Xlw“
i=1 j=1

n

= 2E (e X1, Xn) | D WH(X)(r(X5) — r(X0)) | —

J=1
n

-2 Z W](Xz) E(€i6j|X1> T 7Xn)7

j=1
X;—X,;
donde W;(X;) = M
J T e K(X,L-—Xj) :
j=1 h
Siendo €; y €; condicionalmente independientes dado X1, ..., X,, obtenemos que E <eiej X1, Xn>
0 para i # j,
n
E (-261»(7%;(()(2-) - r(XZ»))‘Xl, e ,Xn> = =2 W;(Xi)E(ei€j| X1, , Xp)
j=1

= —2W;(X;)o?

De aqui concluimos que este término tiene esperanza con signo negativo. Este término tendria
esperanza nula si no utilizarfamos el par (X;.Y;) simultdneamente para estimar R(h) y r(X;).
Intuitivamente, podemos pensar que R(h) tenderd a elegir h pequenios que interpolen a los datos.
Una forma de compensarlo es reemplazar a 75 (X;) por su estimador leave-one-out,

n X;—X;
Sk (S5 Y
n Xi—X;
Sk (K5

y considerar la funcién de Pérdida de Convalidacién Cruzada, (CV (h)) definida por

Tr—i(Xi) =

COV(h) = = 37 (¥ Fre o(X0)P.
=1

Fijadas X1,---, X,,, CV(h) resulta una funcién que difiere de ECP(h) por * S, € indepen-

n
diente de h y un término adicional que consiste en un promedio de una variable que tiene esperanza



1.4. REGRESION NO PARAMETRICA

o]
e o]
% [}
o o
o
o]
o
[
- o
[To R e
s ° |5
o o]
= o
o 3
[Tp] o]
8 3
(=] o]
o}
(o}
=
2 2
[To i =]
= Y
T T T T T T T T T T T
015 020 025 030 3 1 ¢ 1 2 3
h X

Figura 1.4: Funcion CV(h).

nula. El procedimiento para selccionar h consistird en elegir aquel que minimize CV'(h), quedando
asi definido

. 1 )
hov = arg}znmﬁ Z (Y; — V“K,_i(Xi))2 )
i=1
Si llamamos hy,in aquel que minimiza la pérdida ECP(h), Harde [12] prueba que

~

ECP(hev) p
sb\hev) Py
ECP(hin)

En consecuencia, iLCV heredara las mismas propiedades asintoticas de hy,;,. En particular el resul-
tado de equivalencia entre ECP(h), ECI(h), ECPE(h) y ECPE(h).

Ejemplo 2. Se gener6 una muestra de tamano 30 bajo el modelo de regresién
Yi = X12 + €5,

donde X; ~ U[-3,3] y € ~ N(0,0.5) para 1 < i < 30. Luego se implementé el estimador de

regresion leave-one-out de Naradaya-Watson a cada X; eligiendo el nicleo Gaussiano, y se eligio A

mediante el criterio de Convalidacién Cruzada. Los resultados obtenidos pueden apreciarse en la
Figura 1.4.2.
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Capitulo 2

Regresion funcional

En muchas areas de investigacion los datos recolectados provienen de funciones. Imaginemos
por ejemplo una curva X (), de la cual observamos {X(#;)},_, ;- Antiguamente, cada X(t;) era
tratada como una variable aleatoria unidimensional. Los avances computacionales hacen posible
hacer la grilla cada vez mas fina, de modo que podriamos considerar estas muestras como obser-
vaciones de la familia continua X = {X(¢),t € I CR)}. Los métodos estadisticos tradicionales no
son adecuados cuando ignoramos el caracter funcional de las mismas, primero porque la relacién
del tamano de la muestra y el nimero de covariables es muy baja: recordemos que en el contexto
no paramétrico los estimadores de Naradaya-Watson eran usados para bajas dimensiones debido a
“La Maldicion de la Dimension”. Segundo, debido a la existencia de fuertes correlaciones entre las
variables explicativas provocando por ejemplo, el mal condicionamiento del problema de regresiéon
lineal multivariado. Es por ello que en los ultimos anos se desarrollaron técnicas de modelizacién
que tuvieron en cuenta la estructura funcional de esta clase de datos.

Motivados por el tratamiento funcional de los datos, serd preciso introducir el concepto de varia-
ble aleatoria funcional. Intentatemos construir su definiciéon recurriendo a los conceptos conocidos
al caso multidimensional. Sea (£, .4, P) un espacio de probabilidad, ||.|| una norma definida en R" y

B(R") la o-dlgebra de Borel inducida por ||.||. Recordemos que un vector aleatorio 2 X R es una
funcién A-medible, es decir, una aplicacién que para todo boreliano B € B(R"), X ~1(B) resulta un
conjunto de A. En el caso funcional, reemplazaremos R" por un espacio de métrico (E,d) inmerso
en un espacio de Banach (£, ||.||) de dimensién infinita.

Definicién 2.0.4. Sea (2,4, P) un espacio de probabilidad, (E, d) un espacio métrico de dimensién
infinita y B(F) la o-dlgebra de Borel inducida por d . Diremos que X : @ — E es una variable
aleatoria funcional (vf.) si para todo B € B(E), X~1(B) € A. Llamaremos dato funcional (df.) a una
observacién y de X'y muestra aleatoria funcional (maf.) a un conjunto xi ... Y, de observaciones
de X independientes entre si.

En este trabajo supondremos que para toda variable aleatoria real y continua Y : 2 — R con
primer momento finito se encontrard garantizada la existencia de E(Y|X = x). Nuestro objetivo
sera extender los estimadores de regresién no paramétricos introducidos en el capitulo anterior a
espacios funcionales. Estudiaremos el modelo de regresion no paramétrico con covariable funcional
que cumple las siguientes hipdtesis

Y = r(X)+e
E(e|lX) = 0.

—~

o
[N
~— ~—

Si bien la frontera entre estimacién paramétrica y no parametrica en el caso multivariado resulta
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evidente, deberemos describir con mayor precisiéon dichos conceptos en estos espacios. Utilizaremos
la defincién introducida por Ferraty [14].

Definiciéon 2.0.5. Sea X una vaf. definida sobre E y r : E — R? una funcién que depende
de la distribucién de X. Diremos que un modelo de estimacion funcional es paramétrico cuando
r € C, donde C es un espacio indexado por un conjunto finito de elementos de E. Por otra parte,
diremos que un modelo de estimacion funcional es no paramétrico cuando C no sea indexable por
un conjunto finito de elementos de F.

1
Ejemplo 3. Sean Y wva., H = L?[0,1], dotado del producto interno < g, f >= [ g(z)f(z)dz.
0

Llamemos r(y) = E(Y|X = x). El modelo de regresién lineal funcional estard asociado a restringir
r(x) al conjunto

C = {r(x) = T(x), donde T : L?[0,1] — R es un operador lineal y continuo} .

Aplicando el Teorema de Representacién de Riesz, T admite un tnico representante ¢ € L2[0,1]
que satisface

1
r(x) =< ¢,x >= /(b(az)x(az) dx.
0

Por lo tanto C es indexable a tnico parametro ¢ de L2[0, 1].

Ejemplo 4. Sean Y y H como en el ejemplo 3, un modelo de regresion general consistird en
restringir a r(x) al conjunto

C={r(x) =T(x), donde T : L?[0,1] — R es un operador continuo} .

Observemos que C no es indexable a un conjunto finito de elementos de E y por lo tanto este
modelo de regresién es no paramétrico.

2.1. Regresion funcional no paramétrica

Recordemos el estimador de regresién Naradaya-Watson para covariables @ € R? estaba dado
por la siguiente expresién

(2.3)

Fr(X) = : . ) 4' (2.4)

Anélogamente al caso multidimensional, el estimador se encontrard definido siempre que > ;" | K (%) #*

0. Observemos que el modelo subyacente a 2.4 es no parametrico, y asumiremos que () pertenece
a la familia de operadores continuos.

Debido a que evaluaremos a K en argumentos positivos, consideraremos nicleos con soporte en
los reales no negativos. Usaremos en consecuencia nticleos asimétricos, en particular los derivados
del ejemplo 1:
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e Gaussiano asimétrico:
1.2
e 2 six>0

sizx <O

5

Kga(z) = {

Uniforme asimétrico:

1 si0<z<1
0 caso contrario

Kya(z) = {

e Triangular asimétrico:
21—2z) sio<z<1
K = - .
ra(T) { 0 caso contrario
e Cuadratico asimétrico:
3 2 .
s(1—2%) si0<z<1
K = 2( - .
ca(x) { 0 caso contrario

Observacién 2.1.1. En el capitulo anterior mostramos que la eleccion de la ventana era importante
para obtener una buena estimacién, mientras que en el ejemplo 1 notamos que los resultados eran
similares para distintas elecciones de nucleos. Los mismo ocurrird- sin tener en consideracién los
costos computacionales- con las posibles normas que midan la distancia entre elementos de R, debido
a que las mismas son equivalentes. No obstante, esto no ocurre en espacios de dimension infinita,
elementos que son cercanos respecto de una norma || - |1 no necesariamente lo seran respecto de
otra || . [|o.

2.2. Consistencia

Nuestro objetivo serd describir las condiciones que garantizen la convergencia del estimador
de regresién dado por la ecuaciéon 2.4 a medida que se incremente el tamano de la muestra. La
principal dificultad radica en adaptar en la medida de lo posible la demostracién de consistencia
para el caso finito dimensional sin tener como herramienta la suposicién de una funcién de densidad
que nos permita controlar el sesgo y la varianza. En la demostraciéon para el caso real, se probé la
consistencia en forma separada de los elementos del cociente dado por 1.2, y se forzé la aparicién
en cada término del factor nh,

o i K (555)
- X; ’
LY K (255)

En la demostracion de esta proposicién, probamos que el numerador tiende m(x) fx (z), mientras
que el denominador a fx(x). Siendo que en el contexto funcional no contamos con densidades
reemplazaremos nh por nE (K (leX)) .

fK(LU) =

Notacién 2.2.1. Sea x € (E,d) y h > 0, llamaremos
px(h) = P(X € B(x,h)),

donde B(x,h) es la bola de radio h y centro y inducida por d.

En lo que sigue, restrigiremos los nicleos a las clases definidas a continuacion.
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Definicién 2.2.2. Sea K : R — R>¢ un ntcleo univariado.

1. Diremos que K : R — R> es un nicleo de tipo I si [ K =1y existen 0 < C7 < Cy < 00
tales que

2. Diremos que K : R — Rx> es un nicleo de tipo I1 si [ K = 1, estd soportado en [0,1], es
acotado, continuo en x = 1, derivable en (0,1) y para —oo < C7 < C3 < 0, K’ se encuentra
acotada por

Cy <K' <.

Observemos que la primer clase incluye al niicleo Uniforme asimétrico, mientras que la segunda
a los nucleos asimétricos Triangular y Cuadratico.

Lema 2.2.3. Sea K un nicleo univariado de tipo I. Entonces existen 0 < C' < C' < oo tales que

Cpx(h) <E (K (‘“’2’”)) < C'oxlh)

Demostracion. Como K es un ntcleo univariado de tipo Iy Ijg y (d(X};X)) = Ip(y,n)(X), se satisface

que

d(y, X
Cilpyn)(X) < K <(Xh)> < Colp(y,n)(X),

tomando esperanza en cada término, y senalando que E (I B(X,h)) = ¢y (h) obtenemos que

Crpx(h) <E (K (d(X];X)>> < Copx(h).

La igualdad buscada se obtiene tomando C; = C' 'y Cy = (. O

Lema 2.2.4. Sea K un nicleo univariado de tipo II y supongamos que ¢, satisface la siguiente
propiedad

3C3 > 0, deg > 0 tales que para todo € < €y, | @y (u)du > Czepy(e).

o,

Entonces para h suficientemente pequeno, existen 0 < C < C' < oo tales que

ooty <& (5 (52)) < o

Demostracion.

Sea Y(w) = %(w} variable aleatoria no negativa y dPy (y) la medida en R inducida por Y.
Nos resultara 1til senalar que

d(x, X
h

[ arvw =pore o) - (M 1) o

Por otro lado,

d(X};/W) (w) dP(w) = /K(y) dPy (y),
R

&=
—
=
—

=
=[=
=
~—
SN—
|

D

=
—
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1
la tltima integral vale [ K(y)dPy (y), pues el soporte de K estd contenido en [0, 1]. Ademds, como
0

K es derivable en ese intervalo, para todo y € (0,1) vale que K(y) = K(0) + [ K'(u) du, lo cual

implica
E<K <d(xf’b‘y)>> _ 0/1 K(0) dPy (y) + 0/1 ( /y K () du) Py (1) (2.5)

1
= KO+ [ [ K @luyly) dudPy (o) (2.6)
0

K'(uPu<Y <1)du (2.8)

/
1 1

— K(O)py(h) + 0/ K'(u) ( / dPy<y>) du (2.7)
/

1
= K(O)sox(h)Jr/K’(U) (ox(h) = @x(hu)) du (2.9)
0

- —/K’(u)cpx(hu) du (2.12)
0
- O/hfll,K/ <2) oy (t) dt (2.13)

Observemos que la igualdad (2.7) es verdadera por el Teorema de Fubini, y (2.12) debido a que
K (1) =0 al ser un nucleo de tipo II.
Entonces, para h < €y acotamos (2.13) usando la hipétesis sobre ¢, (t), y la cota para K’

_/;LK’ <2> oy (t) dt > —C1Csy(h).

Obteniendo finalmente la cota inferior
dix, X
E (K ((Xh)» > —C3C10y(h). (2.14)

Consideremos C" = supyc[g 1) K (t), entonces E (K (d(XT)> < C’¢y(h), pues K es un nicleo
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acotado soportado en [0,1]. Si C' = —C3C} hemos demostrado que

Coy(h) <E (K <d(XhX)>> < oy (h).
O

Observacién 2.2.5. Observemos que para & € R? el resultado es vélido pidiendo que f (Z) sea
positiva y continua en Z. Eso garantiza que f(-) sea positiva en una bola de radio € centrada en Z.

En efecto, si f(Z) > 0 por continuidad, en el intervalo [0, €] alcanzard un minimo m > 0 y un
maximo M > 0. Por lo tanto, para todo 0 < t < ¢g, valdra la siguiente desigualdad

d d
2 2

T d . 0 d
m——1% < pz(t) = / f(8)dsy...dsq < M ———1%,
g+ T Ba(#1) v(§+1)
. 5 4 "
siendo 7(§+1)t = |By(%,t)|.
Sea € < ¢
€ € d
/(pf(t) dt > /m;”td dt (2.15)
(g +1)
0 0
g d+1
2 €
- (2.16)
g +1)(d+1)
mM ;. .
> me%g(e), aqui aplicamos la cota superior para t = e. (2.17)

2.2.1. Convergencia en probabilidad

En esta seccién demostraremos la convergencia en probabilidad del estimador 2.4. Asi como en
el caso finito dimensional pedimos que h — 0, n — oo y el cociente ﬁ — 00, ahora pediremos lo
mismo para n y h y la relacién entre n y ¢, (h). Al modelo de regresiéon dado en el ejemplo 77,
agregaremos hipétesis de continuidad sobre E(Y?|x).

Teorema 2.2.6. Sean Y y r(x) que cumplen el modelo de regresion continuo dado por la ecuacion
(2.1). Supongamos que

C1. Sea x € X, tal que py(h) > 0 para todo h > 0.

C2. K es un nicleo de tipo I (o II) y se verifican el Lema 2.2.3 (0 2.2.4).

C3. limh =0, limp,(h) =0y h’mm =0 cuando n — 0.

C4. r(-) yE(Y?|X =) = 02(-) son funciones continuas y acotadas en un entorno de x.

Entonces,

Fr(x) = r(x)-
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Demostracion. Llamemos

A=

Observemos que si se cumple C1 y el lema 2.2.3 (0 2.2.4), E (K (%)) > 0 y ademas, por
construccién E(A;) =1
Para la demostracién serd conveniente normalizar 7(x) por el factor nE (K (%)) .
Fr(X) = m (2.18)
siendo

n

A~

1
rri(x) == ) A
n =1
n
Prea(X) =~ Z AY;.
=1

Nos resultara ttil escribir la distancia entre 7 (x) y 7(x) de la siguiente forma:
1

Fr(x) —r(x) = 1) {E(Pk20x) — (X)) + (Fr2(x) = E(Pk2(x))) = () (Fra1(x) — 1)}
’ (2.19)

Bastara con demostrar que cada término del lado derecho tiende en probabilidad a 0. Nos bas-
tard con probar los siguientes resultados:

(i) lim B (Fx2(x) = r(x)-

(ii) 7ro(x) — E (Fra(x)) 2 0.

(iii) 7x1(x) 2 1.

Veamos (i):

Ir(x) —E(Pk2(x) = [r(x) —E((Y1441) ]
= [r(x) —E(E(Y141|A1)) |
= [r(x) —E(r(X1)Ay) |
= [E((r(x) —r(&X1)) A1) |

< E(Jr(x) — r(X1)|A1) observemos que A; estd soportado en B(x, h).
< E{ sup |r(x) - r(x’)Al)
X' €B(x;h)
= sup |r(x) —r(X")|E(A1), recordemos que E(A;) =1,
X' €B(x;h)
= sup [r(x) —r(X)l
X' €B(x.h)

< ¢, para h suficientemente pequeno, pues r(-) es una funcién continua en x.
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Por lo tanto, hemos probado que li)m E (72(x)) = r(x)-
n—od
Veamos (ii):

Bastara probar que Var(7x 2(x)) — 0.

Var(fga(x) = Var (izn;mz) (2.20)
_ iVar(AzlYl) (2.21)
< EE((AIYQ?) (2.22)
= E(E(@DP) (223)
= %E(E(YEPQ)A%) (2.24)
_ %E(@(%)A%) (2.25)
< 12( ap im0oai) (220)
VeB(uh)
< 2 s [ea)IE(AY). (2.27)
" eB(xh)

En vista de la continuidad de o2(.), podemos afirmar que sup,/ep(y.p) l02(X)| < lo2(x)| + 1 =
Cy < oo, para h suficientemente pequeno.

Analizemos E(A2) :

Sea C' = supgc(o,1) K(), entonces K? < CQI[OJ](:E). Tomando esperanzas en ambos miem-
bros, se verificara
d(x, X
(6 (152)) =i

Como K es un nicleo de tipo I (o II) en vista del Lema 2.2.3 ( 0 2.2.4) existiran C}, Cy tales

- tonn? < (2 (1 (T82))) < et

Combinando ambas desigualdades, obtenemos que

Por lo tanto, podemos acotar 2.27 de la siguiente forma:

Cc2C 1
sup  |o2(})|E (A]) < 2

1
Var(ra(x)) < — =
(R2x)) N /e B(x,h) C? npy(h)

(2.28)
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En vista de C3, para n grande y h pequeno, 2.28 prueba que Var(rfg2(x)) — 0y Tr2(x) —
. P
E (Pk2(x)) = 0.

Veamos (iii):

Este resultado se deriva de aplicar (ii) a la variable constante Y; = 1.

En vista de los resultados (i), (ii) y (iii) hemos probado la convergencia en probabilidad de
i (X)- u

2.2.2. Convergencia casi completa
El objetivo de esta seccién es mostrar la convergencia casi completa (a.co.) del estimador de
regresion.
Definicion 2.2.7. Diremos que X, converge a X en forma casi completa si
Ve>0, > P(|Xp—X|>e) < oo,
neN

y que
Xn — X = Ogq.co.(up), para u, — 0

si y solo si,

Jdep > 0, ZP(|Xn—X\ > €olly) < 00.
neN

La convergencia casi completa es una forma de convergencia mas fuerte que la convergencia casi
segura. Este resultado y las propiedades que preserva se encuentran detallados en el Apéndice A.

Teorema 2.2.8. SeanY y r(x) que cumplen el modelo de regresion continuo dado por la ecuacion
(2.1). Supongamos que

H1. Sea x € X, tal que oy (h) > 0 para todo h > 0.

H2. K es un nicleo de tipo I (o II) y se verifica el Lema 2.2.3 (0 2.2.4).

H3. limh =0, limp,(h) =0 y lim nigfg}z) =0 cuando n — oo.

H. Existen h >0 y C > 0 tales que para todo m > 2 se verifica

sup E(Y]"|X = x) < O™
X' €By(h)

Entonces,
lim 7x(x) = r(x) a.co.

n—oo

Demostracion. Para probar este resultado, consideraremos la descomposicion dada en 2.19y de-
mostraremos los siguientes resultados:
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(i) lim B (Fx2(x)) = r(x)-

(i) 710100 = 1= Ouco. (/72555 ) -
(iii) 7r2(x) — E(Fr2(X)) = Od.co. ( %) :
Veamos (i):
Este resultado lo hemos demostrado en el Teorema 2.2.6.
Veamos (ii):

Debemos ver que existe ¢y > 0 que verifique

1
ZP <’fK,1(X) —1[>e og(n) ) < 00, es decir,

neN n@x(h)
1~ . [ log(n) ~
%P(n ;Az 1)> o nsox(h)> < oo

Para demostrar la ultima desigualdad usaremos el siguiente Lema:

Lema 2.2.9. Sean Z; va. independientes con media 0 tal que para m > 2 se cumple que
E(|Z:|™) < Cou H*™=Y) | donde C,, < %!CQ, H >0y C > 0. Entonces, para todo € > 0,

- —6277»

i=1
El Lema es un Corolario inmediato de la Desigualdad de Bernstein y se encuentra demostrado
en el Apéndice. Tomando Z; = A; — 1, acotaremos adecuadamente E(|Z]"|) y veremos que
existen C > 0y H > 0 de forma tal que se satisfagan las condiciones del Lema.

Recordemos que si K es un ntcleo de tipo I (o II), como procedimos anteriormente podemos
acotar superiormente K. En consecuencia existirda Co > 0 tal que

d(x, X . d(x, X

Tomando esperanza a ambos lados obtenemos que

2 (s (4550Y) < e n.

Por otro lado, por el Lema 2.2.3 (0 2.2.4), exististirda C tal que

o= (5 (4579

Combinando ambas desigualdades, obtenemos que para todo m > 2

Bap) < (5) e (2.20)
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Miremos E(|Zi|™) = E(|A;, — 1|™) :

£

E(A; —1™) = E

AN
EMS
7N

3
\_/ S

'Z

J )
(m) <C2) oy (R) 77T 1a desigualdad es valida por (2.29)

M

En vista de que ¢, (h) — 0, para h pequefio y j < m, py(h) 77! < ¢, (h)~™ L. Entonces

E(A; —1™) < i <T]n) (gj)j oy (h) (2.30)

J=0

m
Estamos en condiciones de aplicar el Lema 2.2.9, considerando C,, = <g—f + 1) y H? =

m
¢y (h)7L. Notemos que se cumplen las hipétesis del Lema, pues para m grande g—f +1) < %’

y podemos tomar C suficientemente grande de manera que tal que la desigualdad tambien valga
para los primeros m términos. Entonces,

1 —e2n
L L < .
} (n -1 ) <200 (g e g)

Como el resultado anterior vale para todo e > 0, consideremos €, = €gy/ —252

nepx(h)’
Pl 1‘ S gy | 0BT
- 0
n npy (h)

~ (co/222)
20y (h)~1 (Cz—i-eo log&))

2

_ (1) (o) ) (2.33)

n

2exp (2.32)

Debido a que por H3, Ejg(”) — 0, para n > ng se cumplird nig(”) < 1. Por lo tanto,
podemos elegir ¢y de forma tal que
2 2
€0 €0
> =a>1
2 logn = 2(C? +1
2 (C + nvx(h)) ( )
Finalmente, obtenemos que para n > ng
68 2

n —— __‘0
p lz A —1] > € logn <9 <1> 2(c2+eo "Li(h)> <9 (1) 2002+ 1) < 2
n - ney (h) n n ne
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1
i) < (Y5
n<ngo

Con lo cual, hemos probado que 7k 1(x) — 1 = Oq.co. ( nﬁf%) )

Por lo tanto,

>r(is

neN

logn 2
_1 > I
’ €0 ¢(h)>+zna<m

Veamos (iii):

Ahora buscamos la convergencia casi completa de 7k 2(x). Veremos que podremos aplicar nue-
vamente el Lema 2.2.9, tomando ahora Z; = V;A; — E(Y1A;) y nuevamente H? = ¢, (h) L.

Debemos acotar E (|]Y1A; — E(Y1A1)™)

m

|MAL —EMA))™] =

( ) A Era)

(2.34)

E (Y141 —E(M1A)™) < Z( ) (MA]DIE{IA)™ (2.35)

C1> ¢y (h) =T, Por otro lado,

Sabemos de la ecuacién 2.29 que para todo j > 2, E(A]) < (
dado el soporte compacto de K

E(Y/A]) < sup  o;(x) E(A]).
X'€B(x,h)

Las desigualdades anteriores nos permiten acotar (2.35) de la siguiente forma

Eima-Ema)r) < 3 (") s a0 () e Emay

=0 J/ x'eB(x,h

Miremos |E(Y1A)[™ 7 :

EMA)™ < swp [r() E(A)I™ (2.36)

X' €B(x,h)
< sup  |r(x)|™ 7, pues E(A;) = 1. (2.37)

x'€B(xh)

Volviendo a la desigualdad (2.35),
m o (m n [ C2 7 —j+1 N m—j
E(ViA —E(AY)™) < > () s oi(x) o ) exth) sup [r(x')]
=0 X' €B(x;h) 1 x'€B(x;h)

IN

ij(?) sup 5300 <g§>] sup [r(x)[" ¢ oy ()T

j=0 X' €B(x;h) X' €B(x:h)

C " .
< s o) <02+ sup |r<x’>|) on()
X'€B(x,h),0<j<m 1 x'eB(xh)
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Para todo x’ € B(x, h) se cumple

E(|Y7|Iy<i]X = X') + E(Y?|[Iys1]|X = X')
L+ E(Y™"[Iys1]X = X), para j <m

14 C™, esto es vélido en vista de HS,
1+ao)m

ai(X)

VARRVANNVAN

Podemos acotar sup,/cp(y.n),0<j<m 75 (X’) obteniendo

sup o () < (1+C)™.
X' €B(x,h),0<j<m

m
En vista de H4, podemos acotar Cy, = SUDyse g(y,n),0<j<m 95 (X’) (%ﬁ + SUDy e B(x,h) \T(X’)\)

de la siguiente manera,

m |
Cn<@+0)™ (L4 wp )] <™e
Gy x'€B(x,h) 2

donde C’ es elegida de forma tal que los para todo m € N se cumpla

mn |
1+ac)m <02 + sup ]r(x’)) < C’%.
h)

1 xeBx,

Estamos en condiciones de aplicar el Lema 2.2.9, obteniendo que para n > ng existe a > 1 tal que
logn 2
b (1 log n ~(coy/5ktiy) L2
n

< 2exp
mpx(h)> 2, ()1 (O + ey k) |
Finalmente, la serie quedara acotada de la siguiente forma

D YA —E(V1Ay)

=1

> €0

nepyx (h)

1| & logn 1| & logn
Pl - YiA; —E(Y1A1)| > € < Pl - YA, —E(Y1A1)] > €
(Gl -mafza5255) < 8 (G Sra-mons] )55
2
+2
n>no
< oQ.

Hemos probado entonces (iii).

En vista de (i), (ii) y (iii), hemos probado la convergencia casi completa de 75 (x). O
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Observacion 2.2.10. Este resultado también puede ser aplicado para el caso de covariables finito
dimensionales desarrollado en el Capitulo 1. Mas aun, con esta propuesta hemos probado la con-
vergencia casi completa del estimador de regresiéon- que incluye a la convergencia casi segura y en
probabilidad- para nicleos de tipo I o II y pidiendo que los momentos condicionales E(|Y|™|X) se
encuentren localmente controlados por una cota exponencial.

Por otra parte, podemos aplicar este resultado a la estimacién de la densidad f(&). Teniendo
en cuenta que

fr(@ = nlhdZK<|f_hX”> (2.38)
1

(2.39)

P (). (2.41)

=50 ) 2 ,
Il - Xl )izn:A (2.40)
)

Bajo las hipotesis del Teorema,
X .

o E (K (152) - r@).

o limrpy =51

Entonces, fx(Z) =2 f().



Capitulo 3

Aplicaciones

3.1. Modelo MAR

Al realizar un anilisis estadistico, puede ocurrir que algunos datos no sean observados. La
presencia de valores perdidos no puede ser ignorado en el andlisis, debido a que puede tener re-
percusiones graves que van desde la pérdida de potencia del estudio hasta la aparicién de sesgos
inaceptables. En algunos casos, la razén por la cual faltan puede estar relacionada con la respuesta y
en otros no. Sea Y; la variable respuesta de interés, consideremos la variable dicotémica A; definida
de la siguiente forma

A — 1 sila variable Y; es observada
1 0 silavariable Y; no es observada.

Decimos que los datos faltan completamente al azar (Missing Completely At Random MCAR),
cuando la ausencia de la observacion Y; estd determinada por un mecanismo ajeno a la variable de
estudio. Un ejemplo estaria dado en un andlisis del ingreso medio de la poblacién, si las personas
que no nos proporcionan su salario tirasen una moneda y en funcién del resultado decidiesen pro-
porcionar informacion o no. En este contexto, la estimacién del ingreso medio no se veria afectada,
pues el grupo que proporciona informacién resulta representativo. Sin embargo, si la ausencia de
informacién es mayor en la poblacién con altos ingresos, la falta de informacién no seria azarosa y
la estimacion del salario medio se veria sesgado negativamente por este factor.

Bajo el modelo MCAR las variables Y y A son independientes, por lo cual
Y~ Yildi = 1.

En consecuencia
i =E(Y;) = E(Yi|4; = 1), (3.1)

Esta relacién sugiere que un estimador consistente para la esperanza de Y resultard de promediar
las variables Y; observadas, es decir,

(3.2)

n

> AY;
. i=1
flops = ———

> A

i=1

Por la Ley de los grandes Numeros, [iops EiR E(Y;|4A; = 1) = E(Y;). Observemos que si no se cumple
la relacién dada por (3.1), este estimador podria no ser consistente, lo cual explica por qué estimar

37
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el ingreso medio con la informacién observada cuando no estamos en el modelo MCAR no seria
una buena decision.

A menudo los datos no estan perdidos completamente al azar, pero la ausencia puede ser
clasificada como desaparecida al azar (Missing At Randon MAR). La perdida de datos es MAR
cuando el mecanismo que produce la ausencia de una observacién es independiente de la variable
de estudio, conocidas ciertas variables explicativas que llamaremos X y son observadas siempre. En
principio, X puede pertencer a cualquier espacio abstracto, finito o infinito dimensional. Un ejemplo
de MAR estaria dado si la pérdida de valores en la variable ingreso dependiese de la edad del sujeto,
pero dentro de cada clase la razén de ausencia de informacion no se encontrase relacionada con el
mismo. Formalmente, decimos que los datos se pierden al azar cuando

(A,Y)|X son independientes.
En consecuencia se cumplird la siguiente relacién
YX ~Y|(X,A=1).

Si llamamos r(&;) = E(Y;|&;), podemos deducir que r(&;) coincide con E(Y;|X;, A; = 1), dando
origen a la siguiente igualdad

§=E(Y) = E(r(X)) = EE(Y|(X, A = 1))). (3.3)

De (3.3) podemos motivar un estimador de u, promediando los valores predichos de cada observacién
mediante un estimador de funcién de regresiéon formada por aquellos pares (X;,Y;, A; = 1). En
nuestro caso, 7x (X) serd el estimador de leave-one-out de Naradaya-Watson y X’ pertenecerd a un
espacio funcional (E,d), dando origen a

n

X 1 .
fireg = > i) (3.4)
i=1

Recordemos que 7, —;(X;) fue introducido en el capitulo 1 y consiste en predecir Y; excluyendo
de la funcién de regresion el par (AX;,Y;). El motivo por el cual se quita dicho par en el estimador
es evitar que el mismo tienda a interpolar a los datos. Entonces, 7_;(X;) quedara determinado de
la siguiente forma

n

> A YK (1552
_ J#i
i A K (d(x;»l,xj)>

J#i
donde K es un nucleo univariado y h > 0 es el pardametro de suavizado.

Otra alternativa propuesta por Cheng [15] para X € R, es reemplazar sélo a las respuestas

faltantes por sus valores predichos y hacer un promedio mixto entre los valores predichos y las

respuestas observadas.
Es fécil ver que bajo MAR, E(AY 4+ (1 — A)r(X)) = :

Tr,—i(X;)

E(AY + (1 - A)r(X)) = E(E(AY + (1 - A)r((X)|X))

E (E(A|X)E(Y]X) + E(1 — AJX)r(X))
E (E(A|X)r(X) + E(1 — A|X)r(X))
E(r(X))

= u
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Esto motiva proponer el siguiente estimador

X RN .
ftic = - Zl (AY; + (1= Atk (X)) - (3.5)
1=
La familia de estimadores de Hotvitz-Thompson se basan en la siguiente relacion que se verifica
bajo el modelo MAR

E(YY)=E (7%) , siendo m(X) = P(A = 1|X). (3.6)

En efecto,

2(w) = 2EGml) 37
_ E<7r(1X) IE(AY]X)), bajo el modelo MAR, (3.8)
- E(W(lx) IE(A|X)IE(Y|X)) (3.9)
— E(E(Y]X)) (3.10)
= E(Y) (3.11)

La ecuacién (3.10) es valida, debido a que siendo A una variable binaria, E(A|X) = P(A = 1|X).
Como hipétesis adicional, supondremos que 7(X) > 0 para todo X’ € E.

Entonces de (3.6) podemos deducir otro estimador para p, promediando los valores % observa-

dos. Siendo 7(X') desconocida serd aproximado por el estimador leave-one-out de Naradaya-Watson,

T, —i( )
i A K (d(xzxj))
(X =17
S K (d(xz,xj))
J#i
dando origen al siguiente estimador

1<~ Y4,

g = =y 3.12

fr = ; ) (3.12)

Ferraty, Sued y Vieu [16] prueban que

\/ﬁ(ﬂ —p) = Op(l)v

donde i = figeg, finiz © T ¥ Op(1) significard que la sucesién estd acotada en probabilidad. El
resultado anterior implica la convergencia en probabilidad de cada estimador.

3.2. Estudio de simulacion

En esta secciéon mostraremos los resultados de un estudio de simulacién con el fin de evaluar
los estimadores flgeg, finriz Y fiuT en el caso de covariables funcionales. Los datos fueron generados
bajo el mismo escenario que Ferraty et al. [16]. También computaremos [iops para comparar los
resultados obtenidos cuando no se tiene en cuenta las respuestas faltantes.
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3.2.1. El modelo
e La covariable funcional X es una funcién definida en [0, 7], con la siguiente estructura
Xi(t) = Z; cos(2t),
donde ¢ =1, ---,200 y Z; resultan v.a.i.i.d distribuidas de acuerdo a

7 Fy ~ N(10,36) con probabilidad 0.3
‘ F5 ~ N(0,36) con probabilidad 0.7,

y por cada curva son registrados 100 valores, {X;(t;)
.

}th... 100 dondet; =0,--- 7tj = Tg9 T s t100 =

e Las respuestas son generadas mediante el modelo de regresiéon
Y = r(Xi) + &,

donde ¢; ~ N(0,0.05) independientes de Xj;. La funcién de regresién estard dada mediante el
funcional

r(X;) = i/oﬂ X2(t) dt.

Es facil ver que 7(X;) = Z? quedando determinada Y; = ZZ?+¢;. De esta forma, E(Y;) = E(Z?).
Para calcular E(Z?) nos resultard conveniente condicionar a Z; respecto de cada Fj_1 o,

E(Z?) = Var(Z) +E(Z)? (3.13)
= E(Var(Zi|Z; ~ Fy)) + Var(E(Zi| Z; ~ Fy)) + (E(E(Zi| Z; ~ F})))? (3.14)
Calculemos E(Z;|Fj) :

oy _ ) 10 si Z; ~ Fy, con probabilidad 0.3
B(Zi|Fj) = { 0 si Z; ~ Fy con probabilidad 0.7

De esta forma, E(E(Zi|F;) = 0.3 x 10 = 3 y Var(E(Z;|F;)) = 0.3 % 10> — (0.3 + 10)? = 21. Por
otra parte, E(Var(Z;|F;)) = 36. Finalmente, E(Y;) estard dada por

E(Y;) = E(Z}) (3.15)
= 36+21+9 (3.16)
66 (3.17)

e El mecanismo de ausencia de respuestas dependera de X mediante el esquema
1
1+ exp (ar(X;))’

P(A; = 1)) =1

donde a > 0.

La variable A; fue generada mediante el siguiente procedimiento: se generan aleatoriamente
una variable U; con distribucién uniforme en el intervalo [0,1]. Si U; < P(A; = 1|4&;), se
designa A; = 1, caso contrario A; = 0. Posteriormente, de acuerdo al valor de A; de decide
descartar o no Y; del conjunto de observaciones. Notemos que el procedimiento anterior asegu-
ra estar en condiciones M AR., pues fijada X;, se obtienen Z2,Y; = f(Z2,¢;) vy A; = g(Z2,U;).
De la independencia entre ¢; y U; se concluye la independecia condicional entre Y; y A;. El
paramétro « controla el grado de dependencia entre X; y A;. En particular para a = 0,
resultan independientes, mientras que para valores altos tiende a aumentar la presencia de
las respuestas. Por otra parte, observemos que este mecanismo censura principalmente a las
curvas con menor amplitud provenientes de Fb.
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3.2.2. Implementacion

Las estimadores figreg, finiz Y g7 fueron implementados en el entorno R mediante la funcién
funopare.cv, desarrolada por Ferraty y Vieu. El c6digo se encuentra disponible en http://www.lsp.ups-
tise.fr/staph/npfda. Los argumentos elegidos e implementados internamente por dicha funcién fue-
ron los siguientes:

e El nucleo elegido fue el cuadrético asimétrico K¢ 4.

e El pardmetro de suavizado fue obtenido minimizando la pérdida de convalidacién cruzada a
lo largo de una serie de bandas, tal como fue desarrollada en el capitulo 1.

e La distancia entre las funciones implementada fue la norma L?[0, 7], aproximada por la dis-
tancia en esa norma de las primeras 11 proyecciones trigonométricas de la serie de Fourier
(p11(.)) desarrollada en el intervalo [0, 7].

La representaciéon de Fourier [17] para X (t) € L?[0,7] se encuentra dada por la siguiente
expresion

o0
24 Z ancos(2nt) + bpsen(2nt),

X =5

n=1

donde

2 ™
an = /COS(Q”t)f(t) dt, n=0,1,2,---,
T
0

2
by, = /sen(Qnt)f(t)dt, n=12---.

™
0

La proyeccién de las primeras N funciones (py (X)) consiste en truncar la serie hasta N € N
fijo, es decir,

+ Y apcos(2nt) + bysen(2nt).

p =

M=

%
2

n=1

De modo tal que se d(X;, X;) queda determinada de la siguiente forma
16,2) = [0 —pu (X 0)2 .

3.2.3. Resultados y conclusiones
Resultados

Se implementaron los estimadores fireq, iz, LHT Y [ ara una muestra de tamano 200

p fiRegs AMizs PHT Y fLObs P y
diferentes valores de a.. Por cada experimento, se realizaron 100 replicaciones independientes de las
cuales se obtuvieron un valor medio para cada estimador

1 200
n = EZM

y el Error Cuadratico Medio (MSE) dado por

X 1 N
MSE(f) = —= > (jii — 66)°,
=1
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a A ﬂReg ﬂsz /:LHT /:LObs

0 0.48 62.07 (66.32) 64.06 (49.96) 69.76 (214.05) 66.52 (86.25)
0.05 0.78 64.70 (44.93) 67.40 (47.39) 67.80 (48.24) 82.32 (333.06)
0.1 0.83 62.92(47.95) 66.11 (39.12) 66.30 (39.39) 77.13 (176.12)
0.2 0.88 63.11 (51.62) 66.22 (44.03) 66.26 (44.07) 74.11 (116.29)
0.4 091 63.39 (55.61) 66.26 (51.79) 66.27 (52.00)  71.89 (94.32)
0.8 094 63.00 (56.54) 66.02 (47.22)  66.03(47.25)  69.92 (71.61)

1 094 62.99 (55.49) 66.40 (39.07) 66.40 (39.01)  69.89 (57.07)

Tabla 3.1: Valores medios (MSE) obtenidos para las 100 replicaciones.

donde fi; es la estimacién obtenida en la replicacién i-ésima y fi=fiReq, flObs, LHT O flObs- También
se computaron los valores medios de A. Los resultados son presentados en la Tabla 3.2.3. En la
Figura 3.1 se presenta el Boxplot de los estimadores para o = 0.8.

Conclusiones

e En casi todos los niveles, a excepcién de o = 0 en donde hay independencia entre el mecanismo
de censura y las covariables, fipps que tiende a sobreestimar a u. Esto se debe a que el
mecanismo censura principalmente a las respuestas provenientes de F>, y en consecuencia
promedia amplitudes mas grandes.

® [iReq tiende a subestimar a p. En la mayoria de los niveles, se obtienen los mejores resultados
con finfiz Y [HT-



43

3.2. ESTUDIO DE SIMULACION

OF

Obs

HT

Mix

Reg

Figura 3.1: Boxplots obtenidos para o = 0.8
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Apéndice A
Convergencia casi completa

Definicién A.0.1. Sea (X,), cy una sucesién de variables aleatorias reales. Diremos que X, con-
verge a X en forma casi completa si

Ve>0, Y P(|X,—X|>e¢) < o0
neN

Notaremos esta clase de convergencia de la siguiente forma

lim X, =X, a.co.

n—oo

Observemos que si X,, — X,a.co. entonces de manera inmediata se deduce que X, — X en

probabilidad (P). Una condicién necesaria para que la serie > P (|X,, — X| > €) resulte sumable

neN
es que

lim P (| X, — X|>¢) =0 X, 5 X.
n—o0
También incluye a la convergencia casi segura (cs.). En efecto, si para todo € > 0,

Y P(Xn—X|>€) < o0,
neN

entonces por el Lema de Borel Cantelli, se verifica que
P(E {1X, — X]| >e}> ~ 0.
n—oo

En consecuencia, el conjunto complementario dado por {In, Vm > n,|X,, — X| < €} tendra pro-
babilidad 1.
Siendo € cualquier nimero positivo, hemos probado que

P({VG73n7vm>na‘Xm_X’ SE}):1<:>X7—L3>X

Definicién A.0.2. Sea X,, — X a.co. y (u,) — 0. Diremos que la tasa de convergencia casi
completa de X,, a X es de orden u,, — 0, si y solo si,

Jdeo > 0, ZP(|Xn—X\ > €oly) < 00,
neN

y lo escribiremos

Xn - X = Oa.co‘ (un)

45
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La convergencia casi completa verifica las siguientes propiedades [14]:

e Si X, — X =0q.c.(uy), entonces:
a) X, — X =O0p(uy)
b) Xp— X = Os.(un)
e Silim, ,oo X, =Lx a.co. ylim, ,» Y, =Ly a.co., donde Lx, Ly € R. Entonces,

lim, yoo Xn + Y, = Lx + Ly, a.co.

a)
b) limy, 00 XY, = Lx Ly, a.co.
)

1 1

c) limy, 00 3= = Iy a-Co. siempre que Ly # 0.
n

e Si X, —Lx =0gc. (un) y Y, — Ly = Og.co. (un)a
a) (Xn + Yn) - (LX + LY) - Oa.co. (Un)
b) XnYn - LXLY = Oa.co. (un)
C) Yin - ﬁ = Oa.co.(un)-
Notacion A.0.3. Notaremos que la sucesién X,, esta acotada en probabilidad de la siguiente forma

X, = 0,(1).

Recordemos que la sucesiéon X,, estd acotada en probabilidad si para todo ¢ > 0, existe un K > 0
tal que para todo n se cumpla

P(|X,| > K) <e.

Recordemos también la propiedad “0.Acotado” la cual permite afirmar que el producto de una
sucesion acotada en probabilidad y una sucesion convergente a 0 en dicha medida, también resulta

convergente a 0.



Apéndice B
Desigualdades exponenciales

Agradezco a la Dra. Pamela Llop por facilitar la siguiente demostracién.

Proposicién B.0.4 (Desigualdad de Bernstein). Sea (Z,,) una sucesion de variables aleatorias
independientes con media 0, b; una sucesion de reales positivos y a > 0. Supongamos que

|
vm > 2, E(|Z]")) < b,

y sea B2 = Z b?. Entonces,
i=1

n

>z

i=1

62

2(1+§—j)

V6>O,P< >eBn>§2exp —

Demostracion. Nos bastara con probar que

Sean S, = > Z; y A > 0. Se verificara

i=1
P(S,>eB,) = P <e’\5” > eAeB"> (B.1)
< e MBhR <e’\s”) , en vista de la Desigualdad de Markov. (B.2)
e~ eBn g (H eAZl> (B.3)
=1
= e ABn HE (e/\Zi) , por la independencia de Z; (B.4)
i=1

47
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Miremos E (eAZi

()

APENDICE B. DESIGUALDADES EXPONENCIALES

)

IN

IN

IN

<

=( 3]
i=0
E (1 +\Z; +Z‘Zf>
i=2
1+E }:Eﬂ&| , va que E(Z;) =0,
i=2
o
1+ Z M EVE(1Zi|), por el Teorema de Convergencia Monétona,
=2
1+ Z ?b?ak*Q, por hipétesis,
=2
1+bi>\2§:()\ )*, siempre que Aa < 1
a iempre que Aa
9 £ ) pre q

1+@V 1
2 1—)a

A2 1
exp( ’2 (1—)\a)>’ pues 1 +2z<efsiz>0.

Volviendo a la desigualdad B.4

n
P (S, >e€B,) < e bn HE (eAZl)
1=1

noop2a2
< e—AeBnHeTm
=1
z:1)?,\2 1
e—AeBnei 2 (1-2a)

n

A2 2
6_>‘€B"e 2(1—Xa) By

. e .
Considerando A = e S€ obtiene
_ (0]
e \a= B < 1,
_ 76281’1,
® By = 52,
A2 2 e?
o -~ ~-Bi=_°<
2(1—M\ n ca
(1-Xa) 21452 )
B2)? —e?
o —\eB,, + =2 = .
2(1—M\ eb
(1=3a) ™ o(1442)

Finalmente, obtenemos

n )
P (Z Z; > eBn> < exp -
2(

i=1 1+ %)
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Andlogamente,
2

n
P (—ZZi < —eBn) < exp .
€a
i=1 )

2(1+ 4
n
P2
i=1

Lo cual implica,

— 2

2(1+ )

> eBn> < 2exp

Queda entonces demostrada la Proposicién.

O
Lema B.0.5. Sean Z; va. independientes con media 0 tal que para m > 2 se cumple que E(|Z;|"™) <
Cp H*m=1  donde C,, < %!CQ, H >0y C >0. Entonces,

- —627’L
Zi <2 — | .
247 r) o (a9

Demostracion. Para demostrar el Lema aplicaremos la Desigualdad de Bernstein considerando
a= H?, b? = C%ay B, = Cy/na. De modo que para todo m > 2 se cumple la siguiente desigualdad

V6>O,P<

|
E(|Z;|™) < %c%am—?

> ean>
> 6n>

Tomando ¢, = e% obtenemos
n
r([3a
i=1
n
r([3a
i=1

A
V)
o
e
T

200 (1+ e )

IN
DO
o
»

T

IN
V)
o
"

o

AN
()
o
"
T
P i N e N
|
@)
Do
3
w
=

Queda entonces demostrado el Lema. ]
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