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Introduccion

Diversos problemas provenientes, en general, de las ciencias aplicadas o la ingenieria, son
modelados a través de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales. Una de las técnicas més
utilizadas para la resoluciéon numeérica de estas ecuaciones, en instancias especificas de dichos
problemas, es el método de elementos finitos. Esta técnica requiere, sin embargo, de una discre-
tizacién del dominio 2 (el cual suele considerarse, por simplicidad, como un dominio poligonal)
en el cual estd planteada la ecuacion. La discretizacién consiste en subdividir €2 en un numero
finito de elementos, los cuales serdan usualmente tridngulos o cuadrildteros si se estd en R?, o
tetraedros o hexaedros en el caso de estar R?. Llamando tipicamente 7 a la malla (conjunto
formado por los elementos), se tiene 2 = Upe, T

Ciertas propiedades asociadas a la malla resultan tiles para mejorar ya sea la calidad de la
soluciéon numeérica obtenida, como también para reducir el costo computacional manteniendo a
su vez un nivel fijo de error.

De estas propiedades, la regularidad de los elementos (es decir que, por ejemplo, en el caso de
un tridngulo, sus lados tengan aproximadamente el mismo tamano) es de las més significativas.
La teoria clasica de la estimacién del error a priori y posteriori utiliza fuertemente esta propiedad.

Muchas veces las caracteristicas del problema involucran grandes cambios de la solucién en
algunas direcciones, mientras que en otras se mantiene mayormente constante, como puede ser
en los problemas de capas limite. Es deseable en estos casos, que los elementos sean ”pequetios”
en las direcciones en donde la soluciéon cambia con rapidez, y ”grandes” en las direcciones en
donde hay poco cambio, para hacer un mejor uso de los recursos computacionales sin que esto
incurra en un aumento del error.

Una de las técnicas para poder construir estas mallas en las que se utilizan elementos no re-
gulares esta centrada en considerar un tensor métrico M, definido en 2, adecuado a la propiedad
que se busca mejorar, y pedir que los elementos sean regulares bajo esta nueva métrica.

Por lo general, se busca reducir la cantidad de elementos manteniendo un nivel fijo del error,
utilizando para este fin tensores métricos basados, en ocaciones, en el hessiano de la solucién. Si
bien, a priori, el hessiano no es conocido, esto se logra resolviendo el problema con una malla
inicial, construida bajo algtin criterio, sobre la cual se obtiene una solucién aproximada y, a
partir de esta solucién, se calcula una aproximacién del hessiano. Este proceso se itera con la
esperanza de que haya convergencia.

Sea cual fuere el motivo de lograr una malla regular en una cierta métrica M, construirla
no es un problema trivial. Existen muchos algoritmos a tal fin, con un gran nimero de enfoques
distintos. Por ejemplo, en [1] y [2] se exponen métodos iterativos basados en el suavizado,
refinamiento, des-refinamiento y retriangulacién de la malla, utilizando, para la retriangulacion,
una version anisotrépica del criterio de Delaunay, mientras que en [3] se describe un método que
utiliza diagramas de Voronoi anisotrépicos como base para la construccién de una triangulacién
de Delaunay anisotrépica, utilizando a su vez un criterio diferente al usado en [1] y [2]. Por otro



lado, en [4] se describe un método basado en el posicionamiento de los nodos pensados como
centros de elipses, las cuales se acomodan en el dominio via fuerzas de atracciéon y repulsion,
para luego realizar la triangulacién con una versién anisotrépica del algoritmo de Delaunay.

El objetivo de este trabajo es, por un lado, exponer un algoritmo heuristico para la generacién
de mallas anisotrépicas siguiendo el enfoque de [1] y [2]. Por otro lado, se buscard implementar
una segunda fase de refinamiento (ya sea local o global) utilizando una versién bidimensional
del algoritmo de biseccién propuesto en [5]. Por dltimo se dardn resultados tedricos sobre el
funcionamiento del algoritmo de biseccién bajo métricas anisotrépicas.

El Capitulo 1 esta destinado a fijar notacién e ideas generales. En el Capitulo 2 se detallan las
cuatro operaciones basicas que utiliza la heuristica, mientras que en el Capitulo 3 se explica de
qué manera se combinan estas operaciones para dar forma al algoritmo general. En el Capitulo
4 se prueban resultados sobre el buen funcionamiento de la fase de refinamiento. Por tdltimo, el
Capitulo 5 estd dedicado a ejemplos numéricos del funcionamiento de la heuristica.



Capitulo 1

Consideraciones generales

De aqui en adelante se considerara a € C R? como un conjunto abierto, acotado y poligonal,
salvo se indique lo contrario.

Sea 7 un conjunto de tridangulos, diremos que 7 es una triangulacion de € si se cumple que
Q= UrerT.

Adicionalmente, por una cuestién de simplicidad, vamos a considerar que los tridngulos no
son degenerados, es decir que, si T € 7 , T es la cdpsula convexa de tres puntos afinmente
independientes.

El objetivo del algoritmo es, como ya se menciond, partiendo de una métrica M y un conjunto
), ambos proveidos por el usuario, construir una triangulacion de ) de manera tal que las
longitudes de los lados de un mismo tridngulo sean lo mas parecidas posible a 1, donde tales
longitudes son medidas bajo la métrica M.

No toda triangulacién de €2 sera deseable a la hora de aplicar el método de elementos finitos
(en lo siguiente MEF). Hasta el momento, con lo que se definié, una triangulacién de 2 podria
contener elementos superpuestos. A continuacién se fijard algo de notacién y el concepto de
malla admisible, el cual es una condicién necesaria a la hora de aplicar MEF conforme.

1.1. Mallas admisibles

Sea T una triangulacién de Q, y sea T' € 7, se notara como Np al conjunto de vértices de T,
y Er al conjunto de lados de T. De manera natural se definen los conjuntos:

N::UNT y &:zUé’T

Ter Ter

Adicionalmente, si E € &y v € N, se definen los conjuntos Ng := {v € N; tal que v es un
extremo de E} y N, := {u € N; para los cuales IF € &, tal que u y v € Ng}.

Por otro lado, tomando v y E como antes, se definen los conjuntos w, := {T" € 7, tales que
vENr}ywp:={T €, tales que FE € Er}.

Por tltimo, y terminando con la introduccién de notacién, si se tiene u y v € R?, se define
E., como el segmento cuyos extremos son u y v.

Como se dijo anteriormente, no en cualquier triangulacion sera posible aplicar métodos con-
formes sobre el dominio 2. Una serie de propiedades debe cumplirse sobre la malla para consi-
derarla ”vélida”. A continuacién introducimos la idea de malla o triangulacién admisible.



Definicion 1.1.1 Sea 7 una triangulacion de 2, se dird que T es admisible si, VT € 7,VE € Ep,
se cumple que o bien E C 98, o existe T' € 7, T # T, tal que E € Epv.

Teniendo, entonces, una triangulacién admisible de €2 es posible aplicar MEF. Con lo cual
es una propiedad fundamental que deberan tener las mallas generadas por el algoritmo.

1.2. Tensores métricos y regularidad

En la seccion anterior se definié la propiedad que debe tener una malla para poder aplicar
MEF conforme. Aparte de esto, el algoritmo tiene que lograr la propiedad de regularidad bajo
cierta métrica, que serd en general diferente a la métrica euclidea comun.

Sea T' una curva C' a trozos, y v : [0,1] — RY una parametrizacién de la misma. En la
métrica euclidea, la longitud de curva |I'| estd definida como:

1 1
N:Ausz\wwwww (2.1)

Se considera, entonces, el tensor métrico M definido como un campo M : R4 — R4*? donde
M(z) es simétrica y definida positiva Vo € R? (en el contexto de este trabajo, se tendrd d = 2
6 3).

Esta métrica nos da una nueva nocién de distancia en R? la cual, dependiendo de las carac-
teristicas de M, podria traer una pérdida de la isotropia del espacio. Teniendo como consecuen-
cia, por ejemplo, que la longitud de un segmento medido en M pueda variar via la aplicacién de
una rotacién. Esta caracteristica, que se conoce como anisotropia, es la que hace que elementos
regulares en M sean "mads largos” en una direccién que en otra. Tipicamente, si fuese M = cte,
los elementos regulares tenderan a ser mas largos en la direccién del autovector de autovalor
mas pequeno, y més cortos en la direccion perpendicular a éste.

La longitud de curva medida bajo M, notada |I'| ¢, se calcula como:

1 1
mM:Anﬂw:A\AwyMwmwwﬁ (2.2)

Con esta nociéon de medida, podemos dar a continuacién la definicién de regularidad que se
manejara en este trabajo:

Definicién 1.2.1 Sea T un tridngulo, diremos que T es reqular en M si, ¥V E y E' € Ep se
cumple |E|p = |E' |\ m-

En general, al construir una triangulacién sobre un {2 cualquiera, no siempre serd posible
lograr una malla con todos sus elementos regulares, debido a que la definicién anterior es extre-
madamente restrictiva. Sin embargo serd deseable que los elementos sean lo més cercano posible
a un elemento regular. A tal efecto, medidas de cuan cerca estd un elemento de ser regular seran
tratadas tanto en el Capitulo 3 como en el 4. Con lo cual se podra comparar la regularidad entre
dos elementos en funcién de las mencionadas medidas.

Es importante observar que, al ser la nociéon de regularidad de la malla independiente de
la uniformidad (es decir que todos los elementos sean aproximadamente del mismo tamano),
es posible dar un tratamiento por separado a estos dos aspectos al momento de construirla. Es



decir, si bien el objetivo serfa lograr que VE € &, |E|pm &~ 1, a veces la condicién de uniformidad
puede relajarse en favor de la regularidad, o viceversa. Estos detalles son tratados también en
el Capitulo 3.

Otro concepto que puede generalizarse bajo una nueva métrica M es el de dngulo entre dos
vectores. A tal fin se considerara a M como un tensor métrico constante. O, dicho de otra forma,
una matriz s.d.p. . Dados u y v dos vectores de R? el angulo entre ellos Z(u,v), en el caso de la
métrica usual, se calcula de la siguiente forma:

{u,v)
Z(u,v) := arccos | ———— (2.3)
<<u>u>2 ) <U’U>2>

Donde (u,v) := u'-v. Si se define (u,v) g := u'- M - v, la nocién de dngulo se puede generalizar
de la siguiente forma:

Zm(u,v) := arc cos {, v m (2.4)



Capitulo 2

Operaciones basicas

La heuristica que se propone en este trabajo consta de cuatro funciones bésicas que operan
sobre una malla admisible 7. Este capitulo esta destinado a la descripcion de cada una de ellas,
mientras que en el Capitulo 3 puede verse de qué manera y en qué orden se utilizan.

La primera funcién que se describe es la funcion Refinar, la cual esta destinada, via biseccion
de los elementos, a ser la herramienta que permite el refinamiento de lados demasiado grandes.
Por otro lado, su contraparte, la funcién ColapsarLado, se utiliza para hacer desaparecer lados
que sean demasiado pequenos. Por tdltimo, las funciones de suavizado y retriangulacién se utilizan
para regularizar la malla cuando sea necesario.

2.1. Funcién Refinar

El algoritmo de biseccién que se utiliza es la version bidimensional del algoritmo propuesto
por D. Arnold, A. Mukherjee y L. Pouly en [5], el cual estd pensado para ser aplicado sobre
mallas admisibles de tetraedros.

En dicho articulo se prueban resultados tanto de la parada del algoritmo como también sobre
la calidad de los elementos producidos por el mismo, resultados que, a su vez, son facilmente
generalizables para la version aqui utilizada. Detalles sobre los mencionados resultados serdn
tratados mas de cerca en el Capitulo 4.

Sea T una triangulacién admisible de 2. Dado T' € 7 , se le asociard una estructura de datos
simple con la finalidad de exponer de manera clara el funcionamiento del algoritmo de biseccion.

Se define, entonces, partiendo de T' € 7, el concepto de tridngulo marcado (andlogo 2D al de
tetraedro marcado definido en [5] ) de la siguiente forma:

Definicion 2.1.1 Sea 7 una triangulacion y sea T € T, se llamard tridngulo marcado asociado
a T a la estructura de datos definida como la 3-upla (N1,r,g), donde r € Er, y g € Ny.

Es importante aclarar que muchas veces se hard un abuso de notacién y se llamara T' al
tridngulo marcado asociado (N, 7, g). Ya que toda la informacién que da (N, r,g) no es mds
que el tridngulo 7' con un lado destacado r, y un ntumero g. A dicho lado destacado se lo
llamara en lo siguiente ”"lado de refinamiento”, y diremos que g es la generacién.

Teniendo en cuenta lo anterior, diremos que una malla admisible 7 es una malla marcada,
si todos sus elementos tienen una estructura de triangulo marcado asociado. O dicho de forma
mas simple, que a todos los elementos se les eligié un lado de refinamiento y una generacion.



A continuacién se define la funcién BisectarTri.
ALGORITMO {T1,T5} = BisectarTri(7)
entrada: Un tridngulo marcado 7.
salida: Dos tridngulos marcados 17 y T5.
1. Indexar Ny = {v1,v2,v3} de forma tal que r = U103 y definir v, :=
2. Definir el tridngulo marcado T; = (Np,74,9:), (i = 1,2), de la siguiente forma: Ny, :=
{vi,v3,v.}, ri =003 y gi = g + 1.

v1+4v2
5 -

En este punto debemos observar que si se aplica BisectarTri sobre, por ejemplo, un tridangu-
lo T que cumpla T'N 9N = (), reemplazando T por T} y T en 7, se tendré como resultado una
malla no admisible. Ya que puede comprobarse facilmente que para T;, con i = 1,2, si £ € &,
EZ00y E & &, cualquiera sea T" € 7, T' # T;.

A continuacién se introduce la idea de nodo colgado.

Definicién 2.1.2 Sea 7 una triangulacion y sea v € N;. Diremos que v es un nodo colgado si
eriste T € 7 tal que se cumple v € T y v & Np. Adicionalmente diremos que un elemento T
posee un nodo colgado si existe v € Ny tal que v € T yv & Np.

El desafio del algoritmo de refinamiento serd entonces, bisectar los elementos que indique el
usuario y lograr admisibilidad en la malla bisectando, a tal efecto, la menor cantidad de elementos
adicionales, a su vez manteniendo una buena calidad de los nuevos elementos producidos.
Definida entonces la funcién BisectarTri, se detalla a continuacién la funcién principal de
esta seccién.
ALGORITMO 7' = Refinar(r,S)
entrada: Una malla admisible marcada 7y S C 7.
salida: Una malla admisible marcada 7’.

1.7 = BisectarTris(7,S)

2.7 = RefinarAdmisible(7)

El primer paso del algoritmo resulta trivial, ya que simplemente hay que bisectar cada
tridngulo contenido en §. Con lo cual la funciéon BisectarTris puede definirse de la siguiente
forma.

BisectarTris(7,S) = (7\ S) U BisectarTri(T)
TeS

El segundo paso del algoritmo esta destinado a asegurar la admisibilidad de la salida, bi-
sectando aquellos elementos que tengan nodos colgados, aplicando de forma recursiva. Mas
precisamente se define la funciéon RefinarAdmisible de la siguiente manera:

ALGORITMO 7/ = RefinarAdmisible(7)
entrada: Una malla marcada 7 que sea salida de BisectarTris.
salida: Una malla admisible marcada 7’.
1. Fijar S = {T € 7 tal que T posee un nodo colgado }
2. Si § # 0 hacer
T = BisectarTris(r,S)
7/ = RefinarAdmisible(7)
3. Sino



Eventualmente, debido a la recursién en RefinarAdmisible, podria darse el caso que el
algoritmo no termine. Esto sin embargo, tal como se demuestra en [5], no sucederd. Detalles
sobre este resultado se tratan més de cerca en el Capitulo 4.

2.2. Funcion ColapsarLado

Ya se ha detallado la herramienta que utiliza la heuristica para tratar elementos cuyos lados
sean demasiado grandes. Dado que la funcién Refinar muchas veces se vera obligada a bisectar
elementos que en principio no se querian bisectar, teniendo como consecuencia la apariciéon de
lados mas pequenos de lo deseado, es necesario que la heuristica posea la capacidad de ”des-
refinar” la malla.

Este objetivo se logra mediante la funcién ColapsarLado, a la cual se le indica el lado sobre
el cual se quiere aplicar la operacion, haciéndolo colapsar sobre su punto medio o sobre alguno
de los extremos, siempre que sea posible.

Con el propésito de no deformar el borde de la triangulaciéon original cuando la funcién se
esté usando de forma iterativa dentro de la fase I, se utilizard el conjunto N' C N, N 99, el
cual contendrd los puntos originales del borde de la triangulacién ingresada por el usuario. El
proposito puede que quede mas claro en la descripcién de la fase 1 en el Capitulo 3. Por el
momento basta ver a N como un conjunto de nodos destacados cuya posicién no puede ser
alterada.

A continuacién se describe la funcién ColapsarLado:

ALGORITMO 7/ = ColapsarLado(T, E,N)
entrada: Una malla admisible 7, un lado F € &., y el conjunto N’ C AV NIN .
salida: Una malla admisible 7’.
1. Fijar Np ={v e N talquev € E } = {v1,v2} ;wg ={T € 7 tal que F € &p }.
2. Definir 7 = 7.
3.51 E C 00
31L.Sivn ¢Nyv ¢ N
Hacer 7 =7 \ wg.
Hacer para i = 1,2, si v; € N5, v; = 2502,
32.Sivy eNywvéNov gNywveN
Hacer 7 =7 \ wg.
Hacer para i = 1,2, si v; € N7, v; = v*, donde v* € {v,v2} NN .
4.Si E ¢ 99
4.1. Sivy ¢ 00y vo ¢ 00
Hacer 7 =7 \ wg.
Hacer para i = 1,2, si v; € N=, v; =
42.Sivy €00y vy ¢ 0o v ¢ 0Ny vy €00
Hacer 7 =7 \ wg.
Hacer para i = 1,2, si v; € N7, v; = v*, donde v* € {v1,v2} NN .
5. Si T es admisible y Ure, = €2, hacer
T =7

6. Si no

v1+v2
5

10



vy

U3

Vo

Figura 1: En este ejemplo puede verse que si se colapsa el lado U103 sobre su punto medio la
malla pierde admisibilidad, mientras que si se hace lo mismo con T1U3 no se presenta ningun
problema.

Dicho de forma mas simple, el usuario indica a la funcién el lado E que quiere hacer des-
aparecer, si el lado es interior y sus extremos no tocan el borde, ésta reemplaza los vértices de
los extremos de E por el punto medio del mismo y elimina a aquellos elementos que tenian a F
como uno de sus lados. En caso de que E sea interior y s6lo uno de sus extremos toque el borde,
la funcién hace lo mismo que antes, con la salvedad que esta vez reemplaza los vértices de los
extremos por el vértice que esta en el borde. Si ambos vértices estan en el borde y E es interior,
la funcién no hace nada, ya que de otra manera deformaria la geometria de borde.

En el caso en que E estd contenido en el borde, la funcién se fija si los extremos estdn en N.
De forma similar al caso anterior, si ninguno de los nodos estd en N entonces colapsa el lado
sobre el punto medio. Si sélo uno de ellos estd en A, colapsa sobre ese nodo. Si ambos estdn en
N, la funcién no hace nada.

En todos los casos comentados mas arriba, antes de devolver la malla modificada, si es que
la funcién la modificd, ésta se fija si la malla es admisible, de ser asi da esa malla como salida,
en caso contrario da como salida la misma malla que tomé como entrada.

Como se dijo antes, esta operacién, combinada con la funcién Refinar, permite controlar el
tamano de los elementos, bisectando los lados que sean demasiado grandes o colapsando aquellos
que sean demasiado pequenos. Sin embargo, a la hora de lograr elementos de buena calidad en
la malla, estas dos operaciones no son suficientes.

En las siguientes dos secciones se detallan las operaciones utilizadas para lograr un control
mas fino de los tamanos de los lados.

2.3. Suavizado

Los algoritmos de suavizado consisten en, bajo algin criterio adecuado, reposicionar un nodo
de la malla en funcién de sus vecinos con el objetivo de mejorar la calidad de los elementos que
contienen a dicho nodo. Por lo general se aplica de forma iterativa, ya sea reposicionando un

11



nodo a la vez o todos al mismo tiempo, consiguiendo, en la mayoria de los casos, mejorar la
calidad de la malla en cada iteracién.

En las mallas triangulares, se puede clasificar estos métodos, a modo ilustrativo, en tres
grandes enfoques.

Por un lado, estan los métodos basados en promedios, que, como su nombre lo indica, con-
sisten en mover un nodo hacia algin promedio ponderado de sus vecinos. Mds precisamente, la
expresion general de estos métodos podria escribirse de la siguiente manera, siendo v € N; el
nodo que se busca reposicionar, se calcula su nueva posicién de la siguiente manera:

Donde la igualdad denota asignacién, y los pesos w, verifican ), N, Wu = 1. Dentro de estos
métodos se puede incluir el suavizado laplaciano, el mas simple de ellos. Este suavizado consiste
en reposicionar un punto en el promedio de sus vecinos. Es decir que opera sobre el nodo v de
la siguiente forma:
1
by S D
#No ueN,

Hay una gran variedad estos métodos asi como modificaciones basadas en ellos, a su vez aplicados
a una gran variedad de objetivos. Por ejemplo en [6] se propone un método para deformar mallas
manteniendo la calidad de los elementos. Dicho método consiste en calcular los pesos como la
distancia relativa de cada nodo a sus vecinos via la resolucién de un problema de optimizacién no
lineal, se continua aplicando la transformacién a los nodos del borde para después reposicionar
los interiores utilizando los pesos calculados previamente. Otro ejemplo puede verse en [7], donde
se utiliza una version modificada del suavizado laplaciano con el objetivo de suavizar superficies
ruidosas deformandolas lo menos posible en el proceso. El suavizado propuesto calcula la nueva
posicién del nodo como una combinacién convexa de su posicion original y el promedio de sus
vecinos.

Por otro lado estan los métodos basados en optimizar medidas de la calidad de los elemen-
tos. Es decir, partiendo de cierta funcién que mide la calidad de un elemento, midiendo con ella
la calidad de los elementos que tienen a v como uno de sus vertices, se considera el problema
de optimizacién que consiste en maximizar la calidad en funcién de la posiciéon de v. A tal
fin pueden utilizarse cualquiera de las muchas técnicas de optimizacion lineal o no lineal que
sean méas adecuadas en cada caso. Un ejemplo de esta idea se expone en [8], donde se descri-
be un método basado en la minimizacion de una medida de distorsién de los elementos sobre
los cuales incide el vértice que se busca reposicionar. El reposicionamiento a su vez se lleva a
cabo utilizando un método de descenso valiéndose del gradiente de la funciéon que mide la calidad.

Por tdltimo estan los métodos basados en principios fisicos. Por lo general se simulan fuerzas
de atraccién y/o repulsién entre los nodos. Dichas fuerzas suelen calcularse en funcién de las
aristas que inciden sobre el nodo que se quiere reposicionar. Un ejemplo de esto puede encontrarse
en [9], donde la malla es pensada como un sistemas de resortes y el reposicionamiento consiste
en buscar la configuracién de menor energia potencial. Otra de estas ideas se utiliza en [10],
donde se busca reposicionar el nodo de forma tal que los angulos de los elementos que inciden
en él se mantengan lejos de 0 y 7, intentando que dos angulos adyacentes sean lo mas parecidos
posible. A tal efecto se utiliza un enfoque basado en la simulacién de un sistema de resortes de
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torsién, el cual genera una fuerza repulsiva entre dos segmentos que compartan un vértice cuyo
angulo esté cercano a cero, y atractiva en el caso que el angulo esté serca de 7. Luego, al igual
que en el anterior caso, se busca la configuracién de equilibrio.

Si bien tal vez no se abarquen todos los métodos basados en principios fisicos , la siguiente
expresion describe de forma genérica gran parte de ellos. Siendo el nodo v € N el que se busca
reposicionar, se tiene:

v=0+C Y (1 Buulm) (Chall) (3.1)

UEN, ’E’uu’/\/l

Donde al igual que antes, la igualdad denota asignacién. Aqui E,, es el lado que tiene como
extremos a v y u, y C es una constante de escala que suele ajustarse empiricamente. La funcion
f es la que simula el efecto de una fuerza. Cuando f es negativa la fuerza es atractiva mientras
que en el caso contrario es repulsiva.

Como se dijo antes, esta clasificacién es de caracter ilustrativo, hay métodos que combinan
varios de estos enfoques a la ves, o incluso, métodos que puede reformularse de forma tal que
pueden ser incluidos en dos clasificaciones distintas. Tal es el caso del suavizado laplaciano, que,
buscando una funcién f adecuada, se lo puede ver como un método basado en principios fisicos,
donde las fuerzas que se simulan son siempre atractivas.

Muchos métodos de suavizado fueron probados para la heuristica aqui presentada, la ma-
yoria de ellos con resultados aceptables. Sin embargo, con el objetivo de favorecer, de alguna
manera, el alineamiento de los lados con los autovalores de la métrica, se decidié implementar
una modificacién en la formulacién genérica de los métodos basados en principios fisicos.

La idea de favorecer dicha alineacién surge de ver los patrones de las mallas regulares en
métricas con anisotropia pronunciada, en donde por lo general, los elementos se acomodan de
forma tal que su lado mas corto se alinea con el autovector de autovalor mas grande de M, y
los otros dos con otro autovector.

La modificacién consiste en construir de forma apropiada pesos w, asociados a los nodos
u € Ny, utilizdndolos de la siguiente manera:

(v —u)

—_ . w
|Evu|M “

v=v+C Z (1 Evulm) -
ueN,

(3.2)

Para aclarar la forma en que se construyen los pesos w,, primero introducimos la siguiente
funcién auxiliar:

ALGORITMO 6 = Ang(v,u)
entrada: Dos nodos vy u € N .
salida: Un nimero real 6.
1. Fijar e indexar S :={T € 7 tal que v € Np y u € N }.
2.SeaT; € S,1<i<#S,yseaNp, :={v,u,v;}, definir 0; := Z((u — v), (v; — v)).
3. Hacer 6 = Ezisl 0;.
4. Si Eyy C 01, hacer
41.0=0+m.
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A partir de lo anterior, se pueden definir los pesos de la siguiente forma:

Ang(v,u
Wy 1= g4(7r )

En la practica se observé que si bien el resultado final en la utilizacién del suavizado expuesto
en (3.2) no difiere demasiado al de (3.1) (siempre que f simule s6lo fuerzas repulsivas), utilizando
el primero se logra una convergencia algo més rapida y estable en los casos donde se utilizan
métricas con anisotropia pronunciada. Sin embargo ambos pueden utilizarse dando resultados
muy similares. Para los casos donde f simula tanto fuerzas repulsivas como atractivas esta
modificacion genera mallas de mejor calidad.

Antes de exponer las funciones principales de esta seccién, con el objetivo de simplificar el
pseudo-codigo se introducird una funcién auxiliar mas. El objetivo de esta funcion serd reconocer
los casos en donde el suavizado empuja puntos hacia posiciones no deseadas, haciendo que se
pierda la admisibilidad de la malla.

ALGORITMO z = NoDegenera(v,v*, R)
entrada: Un nodo v € Ny, un punto v* € R? y un conjunto R = (.
salida: Un valor booleano .
1. Fijar e indexar el conjunto w, C 7.
2. Fijar las variables booleanas x; con 1 < i < #w,,.
3. Para 1 < i < #w,, hacer:
3.1. Fijar N7, = {v, u;, w; }.
3.2. Si v y v* estdn en el mismo semi-espacio delimitado por la recta que para por u; y
v;, hacer x; = verdadero, de lo contrario hacer z; = falso.
4. Para 1 <i < #w,, siendo N, = {v, u;, w;} hacer:
4.1. Si z; = falso y Ey, C 092, hacer R = RUT;.
5. Hacer x = x1 A ... A T, -

Para dar una idea mas clara, en la funcién anterior el nodo v juega el papel del nodo que
se busca reposicionar, y v* es la posiciéon hacia la cual se lo busca llevar. Si v* se sale fuera
del conjunto Upe,, T, entonces la funcién arroja como resultado el valor falso y la operacién de
suavizado (como se verda mds adelante) no se llevard a cabo.

Adicionalmente, la funcién pide como entrada un conjunto vacio notado R. A lo largo de la
ejecucién se guarda en dicho conjunto los elementos que contienen al nodo v y tocan el borde,
por los cuales a su vez el nodo v intenta ”salir”.

La razon de identificar estos elementos se debe a que empiricamente se observd que ele-
mentos irregulares tienden a acumularse en los bordes (por lo general en los casos donde se
utilizan métricas con una fuerte anisotropia) dado que el suavizado intenta forzar a algin nodo
perteneciente a éstos fuera de la triangulacién y, como se vera mas adelante, la operacion se can-
cela. Estos elementos recibirdn un tratamiento especial cuyos detalles se exponen en el capitulo
siguiente, en la descripcién de la funcién LimpiarBorde.

A continuacion se definen las funciones SuavizarInterior y SuavizarBorde, las cuales son
las funciones principales de esta seccién. También se define la funcién Suavizar con el propdsito
de usar de forma més comoda las dos primeras. Dada una eleccién de f y C' se define:

ALGORITMO v* = SuavizarInterior(v)
entrada: Un nodo v € N, tal que v € 99 .
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salida: Un punto v* € R2.

1. Vu € N, definir w,, = W.

2.Hacer v* =v+C 3 e [([Evulr) - % Wy
ALGORITMO v* = SuavizarBorde(v)

entrada: Un nodo v € N, tal que v € 99 .

salida: Un punto v* € R2.
1. Fijar {u1,us} := {u € N; tales que E,, € &,y Ey, C 00}
2. Si uq, ug y v son colineales, notando u, a la proyecciéon ortogonal de u sobre la recta que

pasa por u; y ug, hacer:
2.1. Para u € N, hacer:
Si uy, estd en el segmento ujuz hacer w, := Ang(v,u), de lo contrario, hacer w, := 0.

2.2 Hacer wior = Y, cpr, Wu ¥ redefinir w, = ulj’i“t.
(o)

2.3. Hacer v = v + CZUENU F(1Evul ) - (v—up) | Wy

L , o |”“p|Mi
2.4. Si v esta en el segmento wjuy, hacer v* = v.
3. Si no, hacer

3.1. v* =w.

ALGORITMO 7/ = Suavizar(r,iters, R)
entrada: Una triangulacién admisible 7 de 2 y un ntimero natural iter; .
salida: Una triangulacién admisible 7/ de € y un conjunto R = ().

1. Hacer 7' = 7.

2. Hacer iters veces

21. R =0.
2.2. Para v € N, hacer:
2.2.1. Si v ¢ 99

v* = SuavizarInterior(v).

Si NoDegenera(v,v*, R), hacer v = v*.
2.2.2. Si no

v = SuavizarBorde(v).

La primera funcién trabaja sobre puntos interiores de la triangulacion, operando de forma
ya descrita.

La segunda funcién opera sobre ciertos puntos que estédn en el borde, a los cuales se los puede
mover a lo largo de una linea recta sin deformar la geometria de borde original. Al implementar
una primera version de este suavizado (en donde en la instruccién de la linea 2.1 a ninguin peso
wy, se le asigna valor nulo), se observé que cuando los segmentos del borde se alineaban, en
algin sentido, con los autovectores de la métrica, se obtenian mallas de muy buena calidad
(por ejemplo, ver figura 18 en el Capitulo 5), sin embargo cuando los bordes no se encontraban
alineados se vieron casos en donde el algoritmo ni siquiera convergia, o lo hacfa muy lento (por
ejemplo en el caso de la figura 15 en el Capitulo 5). Esto se debi6 a que en esos casos, los nodos
interiores que aplican ”fuerza” sobre el nodo de borde que se buscaba reposicionar parecian
generar puntos de equilibrio que eran o bien inestables o bien se encontraban en posiciones en
las cuales, de ir hacia alli el nodo que se reposiciona, la malla seria no admisible.

Para solucionar esto, es decir que el algoritmo aproveche los bordes "buenos” y a la vez
funcione de forma decente cuando el borde no es bueno, para el cémputo de la nueva posicién
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s6lo se tomaron en cuenta aquellos nodos vecinos de v cuya proyeccion a la recta definida en la
linea 2 de la funcién no dista demasiado de v.

La tercera funcién es, como se dijo més arriba, para utilizar las dos primeras de forma mas
cémoda, sobre todo al momento de presentar el pseudo-cédigo de la fase I, en el Capitulo 3.

2.4. Retriangulacién

Utilizando sélo las tres operaciones antes descritas, la fase I de la heuristica es capaz de lograr
mallas de calidad aceptable para niveles de refinamiento de medianos a altos. Dado que resulta
de interés poder genera mallas de calidad y a la vez ” gruesas” para aplicar la fase de refinamiento,
fue necesario introducir una operacién mas. La utilizacién de esta operacion produjo también
un aumento en la velocidad de convergencia observada.

La operacién que se eligi6 (basada en técnicas comunes utilizadas en este tipo de algoritmos),
esta destinada a, de alguna manera, hacer que se cumpla una versién anisotrépica se la condicion
de Delaunay.

Una triangulacién se dice que es de Delaunay si se cumple que la circunferencia circunscrita
de cada triangulo de la malla no contiene ningin vértice de otro triangulo. La condicién es
generalizable a mas dimenciones pero en 2D resulta equivalente a pedir que dados dos triangulos
que compartan un lado en comun, la suma de sus angulos opuestos sea menor a 7. Para asegurar
el cumplimiento de esta condicién es posible, dados dos tridngulos con un lado en comtun que
no la cumplan, aplicar un intercambio de lados (ver funcién F1lip més abajo). Esta operacién se
puede aplicar de forma iterativa sobre todos los pares de tridangulos que no cumplan la condicion
hasta obtener una triangulacién de Delaunay.

No hay una tnica manera de extender la triangulacién de Delaunay a una métrica an-
isotropica. A pesar de existir criterios més sofisticados que el utilizado en este trabajo, dado que
el algoritmo puede generar mallas de calidad aceptable sin necesidad de utilizar esta técnica, se
opté por utilizar una retriangulacién similar a la utilizada en [1].

Aqui se la utiliza de forma totalmente heuristica y la menor cantidad de veces posible, més
enfocado a arreglar pequenos errores que a ser algo central. En la literatura pueden encontrarse
muchas formas de hacer ésto, por lo general variando en la forma en la que se calcula la métrica
que se utiliza para medir déngulos y decidir si aplicar o no el intercambio de lados (ver funcién
Flip més adelante). Por ejemplo en [1] se computan los dngulos con el promedio de las métricas
evaluadas sobre los nodos de los tridngulos involucrados, mientras que en [4] prefieren utilizar
la métrica evaluada en el baricentro del cuadrilatero formado por los tridngulos involucrados.

La forma de calcular la métrica sobre la cual se miden los angulos que se eligié en este
trabajo, por simplicidad, es la misma que se utiliza en [1], aunque la aplicacién en el algoritmo
global es diferente.

Para definir de forma precisa la funcién principal de esta seccién, y dejar bien en claro el
criterio utilizado, primero se define la funcién auxiliar Flip.

Avcoritmo {17, Ty} = Flip(T1,T>)
entrada: Dos tridngulos Ty y Ty € 7, tales que Ep, NEp, # 0 .
salida: Dos tridngulos Ty y T5.

1. Definir E' como el unico lado que verifica E € £, N Exy,.

2. Fijar Ng = {u1,u2} y Ny, UNp, \ Ng = {us, us}.
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3. Para ¢ = 1,2 definir T; como el tridngulo formado por los puntos u;, us y 4.
Adicionalmente se define la funcién auxiliar CalcularAngTest de la siguiente forma:

ALGORITMO « = CalcularAngTest(T7,T5)
entrada: Dos tridngulos Ty y Ty € 7, tales que Ep, N Ep, # 0 .
salida: Un numero real a.
. Definir £ como el unico lado que verifica F € &, N Ex,.
. Fijar Npy UNp, \ Ng = {v1,v2} y Ng = {v3,v4}.
. Definir V1 = (’03 - 1)1), W1 = (’1)4 - Ul), V2 = (1)3 - Ug) y W2 = (’1)4 - Ug) .
. Calcular M, =5, Mflvi).
. Para i= 1,2 , definir o;; = Zpq, (Vi, W5) .
. Hacer o = a1 + ao.

O T W N+~

Definido esto, se describe a continuacién la funcién principal de esta seccién.

ALGORITMO 7/ = Retriangular(7)
entrada: Una malla admisible 7 .
salida: Una malla admisible 7/.
1. Hacer 7/ = 7
2. Definir e indexar & = &,/.
3. Siendo & = sz{'Ei, hacer , para i =1, ..., #E7'
3.1. Si E; ¢ 092, siendo wg, = {T1,T}, y CalcularAngTest(71,75) > 7
Fijar N, UNp, \ Ng = {v1,v2} v Ng = {vs, v4}.
Hacer 7/ = (7' \ {T1,T2}) U Flip(T1,T>) .
Actualizar £ haciendo E; = 1703.

Visto de forma mas simple, la funcién Retriangular recorre los lados de la triangulacién 7,
en caso de que sean lados interiores, se fija si la suma los dngulos opuestos al lado en cuestion
(dngulos medidos en M) da mayor a 7, en caso afirmativo aplica la funcién Flip, de lo contrario
no se hace nada.

Adicionalmente se define la funcién Retriangular(r,iter,), la cual simplemente aplica iter,
veces la funcién definida anteriormente.

Si bien el pseudo-cédigo esta para exponer la idea del algoritmo, hay detalles importantes
de la implementacion que no estan expuestos. Este es el caso del test que se realiza para saber
si aplicar F1ip o no. Dado que esta operacién se realiza una cantidad considerable de veces, es
necesario optimizarla lo mejor posible. A tal efecto, en [11] se exponen una serie de criterios para
intercambiar lados, todos ellos equivalentes, analizando la cantidad de operaciones necesaria en
cada uno de ellos y dando la versién anisotrépica para el méas eficiente. En base a esto se tiene,
siendo Ty y T5 tales que Ny, = {u1,us,us} y Np, = {u1, ug, uq}:

CalcularAngTest(T1,Ts) > 7 <

[(ug —ug) x (ur —uz)] - (ur —wg) My (up — ) + (uz —uz) My (ur —uz) - [(ur —ug) X (uz —uq)] <0
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Capitulo 3

Descripcion de la heuristica

Habiendo ya definido las funciones principales, se expondrd en este capitulo la forma de
utilizarlas para lograr generar una malla lo mas regular posible en M.

3.1. Funciones auxiliares

Dado que en general no serd posible lograr que todo los elementos de la malla sean regulares
en el sentido estricto de la Definicién (1.2.1), es necesario disponer de una medida de regularidad
a efecto de maximizarla.

La manera de medir regularidad que se eligié para este algoritmo tiene como objetivo dar
un tratamiento diferenciado a dos ”tipos” de deformidad. Dichos tipos de deformidad quedan
en claro con la definicién de las siguientes funciones:

ALGORITMO z = EsDeformeDef (7')
entrada: Un tridngulo T
salida: Un valor booleano .
1. Fijar ET = {El, EQ, Eg}.
2. Definir e; = Y, |Ej|m, y para i=1,2,3 ¢; = |EéLM.

3. Hacer = = (e1 < pmin) V (€2 < Pmin) V (€3 < Pmin)-

ALGORITMO = = EsDeformeExc(T)
entrada: Un tridngulo T
salida: Un valor booleano z.
1. Fijar ST = {El, EQ, Eg}
2. Definir e; = ), |Ei|m, v para i=1,2,3 ¢; = E;LM
3. Hacer x = [(e1 > Dmaz) V (€2 > Pmaz) V (€3 > Dimaz)] A “EsDeformeDef (T).

De esta forma, la funcién EsDeformeDef mide un tipo de deformidad que en lo siguiente se
referird como ”deformidad por defecto”. La misma tiene lugar cuando alguno de los lados es
relativamente mas chico que el resto. Para ver si esto sucede, se mide la proporcién de perimetro
total de T" que posee el lado en cuestion. Si ésta es mas pequena que un minimo predeterminado
DPmin, S€ considerd al elemento T deforme por defecto, y su lado mas pequeno sera candidato a
ser colapsado.
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Por otro lado, y de forma complementaria, la funcién EsDeformeExc mide un tipo de de-
formidad que se la llamara ”deformidad por exceso”. Ocurriendo esto cuando alguno de los
lados es proporcionalmente més grande que los demds y ninguno de ellos es proporcionalmente
mas pequeno de lo permitido. Para medir lo anterior, al igual que en EsDeformeDef, se mide
la proporcién de perimetro que posee el lado en cuestion, y si este valor es mayor a un maéxi-
mo predeterminado pp,q., se considera al elemento deforme por exceso, y su lado mas grande
serd candidato a ser bisectado.

Q

Figura 1: A la izquierda puede verse un tridngulo que es tipicamente deforme por exceso vy
a la derecha uno que es deforme por defecto (siempre en la métrica euclidea). En el primer
caso su lado mds grande serd candidato a ser bisectado. En el seqgundo, su lado mds pequeno
serd candidato a ser colapsado.

En el capitulo anterior, en la descripcién del algoritmo de suavizado, se hablé sobre ciertos
elementos de mala calidad que tienden a acumularse en los bordes, en los casos en los que se
trabaja sobre métricas con una fuerte anisotropia. A pesar de ser elementos deformes (que bien
pueden ser detectados por las funciones anteriormente expuestas), dado que son consecuencia
del intento del suavizado por enviar puntos fuera de la triangulacién, se observé en la practica
que se obtienen buenos resultados haciendo colapsar ese nodo hacia el borde. Més precisamente
se tiene la siguiente rutina:

ALGORITMO 7 = LimpiarBorde(r, R, M)
entrada: Una triangulacién admisible 7, un conjunto de tetraedros R tal que VI' € R, T’
tiene exactamente uno de sus lados en el borde de Q, y un conjunto N' C N, N 9N.
salida: Una triangulacion admisible 7.
1. ParaT € R, si T € 7, hacer:
1.1. Fijar e indexar &p = {F1, Ey, E3} de forma tal que Ey C 09
1.2. Fijar E;, i € {2,3}, como el lado que cumpla |E;|yp < |Ej|m, § € {2,3}, j # 1.
1.3. Si |E;|pm < 1, hacer T = ColapsarLado(r, E;, ).
1.4.Si7 =17y |Ejlm < 1, hacer T = ColapsarLado(r, Ej, N).

Es decir, la funcién trata de hacer colapsar contra el borde el nodo que el algoritmo de
suavizado intenta empujar hacia afuera de la triangulacion, primero trata de hacer colapsar el
lado mas chico que tiene al nodo en cuestion como extremo, si no lo consigue, trata de hacer
colapsar el otro lado.
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3.2. Fasel

En esta seccion se describird de forma precisa la funcién Fasel. Este procedimiento to-
mara como entrada una malla admisible 7 y un tensor métrico M. La malla 7 serd modificada
de forma iterativa haciendo uso de las operaciones presentadas en el capitulo anterior, respe-
tando el borde de la geometria inicial, con el objetivo de lograr una triangulacién en donde las
medidas de los lados de todos los elementos bajo M sean lo mas cercanas posible a 1, o al menos
que los elementos sean bastante regulares y sus lados estén mas o menos cerca de medir 1.

Con lo anterior vemos que esta heuristica no es un generador de mallas en el sentido estricto
de la palabra ya que debe partir de una malla admisible inicial. A tal efecto deberiamos contem-
plar una ”fase 0”7, la cual consiste en, dada una geometria de borde, generar una malla admisible.
Si bien este problema no es trivial, ha sido ampliamente tratado, con lo cual se supuso que no
es excesivo pedirle al usuario que ingrese una malla admisible, siendo la admisibilidad la dnica
propiedad que se pide.

Antes de presentar el pseudo-cédigo, es necesario aclarar cuestiones que conciernen a la
relacion entre la métrica M y al nivel de refinamiento.

Como se dijo al principio, la heuristica requiere que el usuario provea la métrica M, pero
también necesitara ser proveida de un factor de escala R. El factor se utilizara de la siguiente
forma: Si M es la métrica ingresada por el usuario, se redefine como sigue M = M - ﬁ, donde
aqui el simbolo de igualdad se utiliza para denotar asignacién.

Esto significa que si antes de introducir R un lado E € &; cualquiera media |F|q, ahora su
medida serd |E|r¢ - 4 (Ver ecuacién (2.2) ).

Pedir el factor R puede parecer redundante, ya que el usuario pudo haber dado como entrada
M- # en vez de M, sin embargo el objetivo de esto es hacer que pueda manejarse de forma
mas céomoda el grado de refinamiento.

A continuacion se describe en pseudo-cédigo la funcién Fasel.

ALGORITMO 7' = FaseI(r, M, R, iter, iters, iter;)
entrada: Una triangulacién admisible 7 de €2, un tensor métrico M definido en 2, un
nimero real R,y tres enteros positivos iter,iters, e iter,.
salida: Una triangulacién admisible 7/ de €.
1. Fijar N = N, N 9Q.
2. Redefinir M = M - % y hacer 7/ = 7, y fijar R = 0.

3. Hacer iter veces

3.1. Para cada T € 7/, medir sus lados con la métrica M y marcar como lado de
refinamiento al de mayor medida, y fijar su generacién en cero.

3.2. Fijar § = {T € 7’ que cumplen, siendo rr el lado de refinamiento, (|rr|rp >
Csup) VI(VE € Er Cing < |E|m < Csyp) N EsDefromeExc(T)]}.

3.3. 7 = Refinar(7/,S).

3.4. Hacer R = ().

3.5. 7/ = Suavizar(7/,iters, R).
3.6. 7/ = Retriangular(7/, iter,).
3.7. 7/ = LimpiarBorde(7’, R, N).
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3.8. Fijar @ = {T € 7/ que cumplen, siendo e7 su lado més chico, (|er|pm < Cing) V[(VE €
Er Cing <|E|m < Csyp) N EsDefromeDef(T)]}.
3.9. Para T € Q, siendo er su lado maés chico, hacer:
3.9.1. Si T € 7/, hacer 7/ = ColapsarLado(7’, er, N).

3.10. Hacer R = 0.

3.11. 7/ = Suavizar(7/, iters, R).
3.12. 7/ = Retriangular(7’, iter,).
3.13. 7/ = LimpiarBorde(7’, R, ).

Para verlo de forma mas clara, puede decirse que el funcionamiento consiste en identificar
a todos los elementos cuyo lado mds grande supera la cota méxima permitida Cs,, y también
a aquellos que sus lados se encuentran dentro del rango aceptable pero que son deformes por
exceso. Se bisecta a todos estos elementos (los cuales fueron previamente marcados eligiendo al
lado més grande como lado de refinamiento) y a continuacién se aplica una regularizacién a la
malla. Hecho esto, se procede a identificar a todos los elementos tales que la medida de su lado
mas chico esté por debajo de Cj, ¢, o bien elementos que estén dentro del rango aceptable pero
sean deformes por defecto. Se colapsa el lado més chico de cada uno de ellos, y luego se procede
a regularizar la malla. El proceso se itera una cantidad iter de veces.

Queda pendiente aun fijar el valor de los muchos parametros aparecidos en todas las fun-
ciones presentadas hasta el momento. Este no es un asunto menor, ya que el funcionamiento
de la heuristica puede ser bastante sensible ante el cambio de alguno de ellos. A continuacién
se presentan los valores de cada uno, ajustados empiricamente hasta lograr un funcionamiento
aceptable. En la tabla figura el nombre del parametro, su valor y la funcién en la que aparece.

Parametro | Valor Funcién que contiene al pardmetro
C 0,2 | SuavizarInterior y SuavizarBorde
Pmin 0,25 EsDeformeDef
Pmaz 0,43 EsDeformeExc
Csup 1,334 Fasel
Ciny 0,666 Fasel

Para finalizar, falta hacer una eleccion de la funcién f que se utiliza tanto en SuavizarInterior
como en SuavizarBorde, la cual simula el efecto de una fuerza sobre el nodo que se busca
reposicionar. Se opté por utilizar la funcién propuesta en [1], modificindola para que solamen-
te simule el efecto de fuerzas repulsivas. La funcién utilizada en el articulo es g : R — R |
g(z) := (1 — 2%)e™". En este trabajo se utiliz6 f := g*, es decir:

[ g(z) z € {yeR tal que g(x) > 0}
fle) = { 0  en otro caso

Se observé en la practica que utilizando solamente fuerzas repulsivas se obtenian mejores
resultados. Esto puede deberse a la tendencia del algoritmo a generar una longitud promedio
levemente menor a 1 (en la métrica M), con lo cual de utilizarse la funcién g la mayoria de las
fuerzas involucradas serian repulsivas. Sin embargo, en ese caso, las pocas fuerzas atractivas que
se utilizan parecen no contribuir a la convergencia, al no dispersar de forma adecuada los nodos
a lo largo del dominio.
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A pesar de esto, los resultados utilizando tanto f como g son similares para un nimero de
iteraciones suficientemente grande.

3.3. Fasell

Una vez obtenida una malla anisotrépica con la funcién FaseI, puede realizarse un proceso
de refinamiento de la malla con el objetivo de reducir el error de aproximacién. Las técnicas
de refinamiento estdndar (biseccién por el lado mas largo, cualquier algoritmo de biseccién en
general, cuadriseccién, etc. ) no aseguran, a priori, la generacién de elementos de calidad en una
malla anisotrépica. Sin embargo, como se verd més adelante, bajo ciertas hipotesis los elementos
producidos por la funcién Refinar conservan una calidad similar a la de los elementos de la
malla original (en cualquiera sea la métrica en la cual los elementos son regulares).

La idea de la fase de refinamiento consiste en, una vez conseguida una malla 7, mds o menos
regular sobre una métrica M con cierto nivel de refinamiento R, bisectar los elementos ya sea
local o globalmente para conseguir un nivel més bajo del error, tratando de estropear lo menos
posible la regularidad de la malla original en el proceso. A tal fin se utiliza el algoritmo de
biseccién ya descrito en el capitulo anterior.

Una de las posibles formas de utilizarlo es refinando de manera local elementos en donde se
detecte que el error sea alto, haciendo uso de algin tipo estimador (a priori o a posteriori).

Otra posible forma es, una vez obtenida una malla mas o menos regular sobre M, refinar
todos los elementos al mismo tiempo. A tal fin se expone mas abajo la funcién RefinarUniforme.

La idea consiste en refinar de la forma mas ”pareja” posible los elementos, haciendo que el
nivel de refinamiento de la malla se mantenga méas o menos igual en todo el dominio.

El hecho de que los elementos obtenidos con el algoritmo de biseccion mantengan una cali-
dad (en la métrica M) similar a la del elemento padre del cual se obtienen, como ya se dijo, se
demuestra en el capitulo siguiente.

Se expone a continuacion el pseudo cédigo de la funcion RefinarUniforme:

ALGORITMO 7' = RefinarUniforme(r, G, M)
entrada: Una triangulacién admisible 7 de €2, un nimero entero positivo G, y un tensor
métrico M definido en €.
salida: Una triangulacién admisible 7.
1. Hacer 7/ = 7.
2. Para cada T € 7/, medir sus lados con la métrica M y marcar como lado de refinamiento
al de mayor medida, y fijar su generacién en cero.
3. Definir ¢ = 0. Mientras ¢ < G hacer:
3.1. Fijar § = {T € 7'cuya generacién es igual a i}
3.2. 7 = Refinar(7’,S)
33.i=1i+1

Visto de manera més simple, el algoritmo recibe ademas de la malla y la métrica, un nimero
G que puede pensarse como ”la minima generacién permitida”’. La malla que RefinarUniforme
da como salida tendréd entonces elementos de generacién como minimo G y, por la forma en que
realiza la eleccién de los elementos que se bisectan, en general la generacién serd més o menos
pareja, logrando de esta manera una malla cuasi-uniforme.
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Empiricamente puede verse que la uniformidad se mantiene mejor siempre que se utiliza G
par. Esto se debe a que para valores pares del pardmetro G, al terminar la rutina todos los
elementos tendran el mismo niimero de generacién. La razén de esto es que, por ejemplo para
G = 2, el algoritmo ”cuadrisecta” los elementos, sin necesidad de que haya propagacién de las
bisecciones para asegurar la admisibilidad de la malla. Con lo cual, si se aplica RefinarUniforme
sobre una malla mas o menos regular, para luego aplicar nuevamente FaseI, se observan mejores
resultados para G par.

Los detalles relacionados con variantes y modos de uso de los algoritmos expuestos se discu-
ten al final del Capitulo 5.

Adicionalmente se define una variante de RefinarUniforme, en la cual antes de realizar el
paso de biseccién se vuelve a marcar como lado de refinamiento al lado més grande de cada
elemento en la métrica M:

ALGORITMO 7' = RefinarUniformex(7, G, M)
entrada: Una triangulacién admisible 7 de €2, un nimero entero positivo G, y un tensor
métrico M definido en 2.
salida: Una triangulacién admisible 7/.
1. Hacer 7/ = 7.
2. Para cada T € 7/ fijar su generacién en cero.
3. Definir ¢ = 0. Mientras 7 < G hacer:
3.1. Para cada T € 7/, medir sus lados con la métrica M y marcar como lado de
refinamiento al de mayor longitud.
3.2. Fijar S = {T € 7'cuya generacién es igual a i}
3.3. 7/ = Refinar(7/,S)
34.i=i+1

Esta variante presenta un mejor comportamiento en cuanto al error de aproximacion cuando

se parte de mallas muy gruesas, sin embargo tiene la desventaja de tener que volver a medir y
marcar en cada paso.
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Capitulo 4

Refinamiento bajo una métrica
anisotrépica

Habiendo detallado el funcionamiento de la heuristica, el objetivo a continuacién es probar
algunos resultados sobre su funcionamiento. Més precisamente sobre el funcionamiento de la
fase de refinamiento.

Dado que la fase I utiliza técnicas estandar para lograr su objetivo, puede no resultar extrano
que en la mayoria de los casos funcione de forma decente. Sin embargo, en la segunda fase la
métrica se utiliza para marcar los lados més largos de los tridngulos solamente al principio, para
continuar, luego, refinando una cantidad arbitraria de veces.

En vista de lo anterior surgen bastantes preguntas acerca de su funcionamiento ya que, a
priori, no tendria por qué generar una malla regular en M. Incluso, se verda mas adelante que,
bajo hipdtesis razonables, ni siquiera hace falta marcar al principio los lados més grandes en M,
las marcas iniciales se pueden hacer al azar y aun asi se mantendrd un buen funcionamiento.

En el articulo [5] se demuestra, de forma indirecta, que la calidad de los elementos que se
obtienen bisectando la cantidad de veces que sea a un elemento padre, mientras se siga la regla de
marcado, tendran una calidad més o menos parecida a la de éste. A tal efecto ellos demuestran
que la cantidad de tetraedros que es posible obtener aplicando el algoritmo sobre un elemento
padre es finita salvo traslaciones y dilataciones. Esto siempre bajo la métrica euclidea.

Cabe preguntarse entonces, bajo qué condiciones los elementos generados a partir del algo-
ritmo de biseccién mantendran la regularidad en la métrica M, y también cémo dependerd ésta
de la regularidad del elemento padre, asi como de la misma métrica. Este capitulo esta orientado
a responder estas preguntas.

Todo el desarrollo de este capitulo se hara para una malla tridimensional de tetraedros,
utilizando a tal efecto la versién tridimensional del ya mencionado algoritmo de biseccién. Esto
se hace, por un lado, para estar a tono con los resultados del articulo [5] que se utilizardn, y
por otro lado, para darle una mayor generalidad a los resultados aqui alcanzados, ya que la
generalizacién de los resultados de tres dimensiones a dos resulta trivial, no asi su reciproco.

4.1. Medida de deformidad

El objetivo serd, dada una medida de cuan deforme es un tetraedro sobre una métrica M,
lograr acotar la deformidad de un elemento producido por el algoritmo de biseccién con algin
multiplo de la deformidad del elemento padre.
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A tal efecto, se considera como elemento de referencia 7' a un tetraedro cuyos lados midan
1 (en la métrica euclidea), y esté centrado en el origen. Por ejemplo, para hacer una eleccién
precisa, se elige aquel que cumple lo anterior y posee una de sus caras paralela al plano zy, y
uno de sus lados paralelo a la recta x.

Sea NT = {&1, &2, T3, T4}, se notard como cc(&1, o, 3, &4) a la cdpsula convexa formada por
esos puntos. Se tiene entonces cc(Z1, o, 3, 24) = T.

Definicién 4.1.1 Sea T = cc(x1,x2,23,74), con x; € R3, i =1, ..., 4 afinmente independientes.
Se define D como la transformacion afin Dp : R3 — R? que cumple:

DT(.Tz) = :i'i Vi = 1, ...,4 (1.1)

En lo siguiente se hard un abuso de notacién y se llamara también Dp a la matriz de la
transformacion Dr. Lo mismo se hard también en general con cualquier transformacién afin.
Siempre que el contexto en el que se use de lugar a una confusién, se aclarard a cudl de los dos
conceptos se estd refiriendo.

Adicionalmente se notard, siendo T' = cc(x1, 2, x3,24), y siendo Dr la transformacién afin
antes definida, Dp(T') := cc(Dp(x1), Dr(z2), Dr(x3), Dr(z4)).

A continuacién se define la funcion Def, la cual permitird medir cudanto hay que deformar
a un elemento para llevarlo al elemento de referencia (o viceversa). Dado que las operaciones
de traslacion, rotacion, simetria, y escala uniforme no deforman en el sentido que es de interés
observar, surge de forma intuitiva utilizar el nimero de condicién para medir la deformidad.
Maés precisamente se define:

Definicion 4.1.2 Sea 7 el conjunto de todos los tetraedros no degenerados. Se define la funcion
Def : 7 =R, como Def(T) := Condy(Dr). Donde Condy(Dr) = ||Dr||2|| D |2-

Cabe aclarar que en la anterior definicién se utiliza la norma matricial || - ||2, la misma es
aquella inducida por la norma vectorial || - ||2.

Buena definicion:

Dado que Def estd definida sobre los tetraedros no degenerados, Dp resulta inversible,
con lo cual D;l estd bien definida. Resta ver que para dos posibles escrituras de un mismo
tetraedro la funcién Def no cambia de valor. Esto es, sea Ty = cc(x1,x2,x3,24), sea P una
permutacién del conjunto de indices {1,...,4}, y sea Ta = cc(xp(1), Tp(2), Tp(3), Tp(4)), se busca
ver que Def(T1) = Def(Tz).

A tal efecto se define la transformacién afin O de tal manera que O(%;) = Zp(;), para
i = 1,...,4. Por la Definicién (4.1.1), se tiene que Dr,(z;) = #; y Dry(zp)) = Zi. Ademads,
aplicando O a ambos lados de la igualdad anterior, se tiene

O o Dr, (CUP(z')) =0(z;) = TPp(i)

De donde se deduce
O o l)T2 = l)T1

A partir de esto se tiene el siguiente desarrollo:
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Def(T1) = Conda(Dr,) = Conda(ODr,) < Condz(O)Condz(Dr,) = Conda(O)Def(T3) (1.2)

Donde en el antedltimo paso se utiliza la propiedad submultiplicativa de la norma matricial
[|.|]2. (ver Definicién (4.1.2) ).

Dado que el elemento de referencia tiene todos sus lados iguales, y estd centrado en el origen,
O puede ser vista como una composicién de simetrias a lo largo de determinados planos que
pasan por el origen. Con lo cual se deduce que Condz(O) = 1. De esto, junto con la ecuacién
(1.2), se sigue:

Def(T1) < Def(T>) (1.3)

Dado que O o Dy, = D, se tiene Dy, = O~! o D,. Tomando esto en cuenta, y haciendo
un desarrollo andlogo al anterior se obtiene la desigualdad inversa. Luego, Def(T1) = Def(T5)
y, por lo tanto, Def estd bien definida. B

La funciéon Def brinda una manera de medir la deformidad de un elemento. Dicha deformidad
puede ser vista como una medida de distancia entre un elemento cualquiera y el elemento de
referencia 7.

Mientras méas grande sea Def(T), mas hay que deformar al elemento de referencia T para
transformarlo en T (o viceversa), siendo 1 el valor minimo que Def puede tomar en el caso que
T tenga todas sus aristas de la misma medida. Esto es porque, en tal caso, T' no es mas que una
traslacién, escala uniforme y/o rotacién de T.

Hasta aqui se tiene una nocién de deformidad sobre la métrica euclidea. A continuacién se
extiende este concepto de deformidad, pero bajo una métrica M constante.

Definicién 4.1.3 Sea 7 el conjunto de todos los tetraedros no degenerados y sea S := {M €
R3*3 tal que M es simétrica y definida positiva}. Se define la funcién Def : 7 xS — R, como

Def(T, M) := Def(\/./W(T)).

La raiz en la definicién anterior denota la raiz matricial, operacion que esta bien definida al
ser M s.d.p. .

Para dar una idea de por qué se eligié esta definiciéon de deformidad en la métrica M,
se puede suponer T" = cc(x1,x2,x3,24) elemento regular sobre M (o sea, con todos sus la-
dos de igual longitud medidos en M). Si la Definicién (4.1.3) nos diera una idea razona-
ble de la deformidad en M, deberia suceder que Def(T, M) = 1. Para ver que esto es asi,
es necesario que la longitud de todas las aristas de v M(T) sean iguales. Como v M(T) =
ce(v M(z1), VM(z2), VM(x3), vV M(x4)), se tiene, para una arista E de v M(T), con extremos
\/./W(acz) y \/./\7(.%]) :

|E‘|2 = (\/,/W:L’l — m$j)t . (\/./\71'2 — mxj) = (l’l — xj)t\//TAt . \/./W(l‘Z — :L‘j)
Dado que v M - v/ M = M, trasponiendo a ambos lados de la desigualdad se tiene que

VM VM = M= M
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Al ser M simétrica y definida positiva, la ecuacién X? = M tiene una tnica solucién simétrica

y definida positiva, luego \/Mt = v/ M. Con lo cual, a partir del desarrollo anterior, combinado
con la ecuacién (2.2) del Capitulo 1 se obtiene:

|BI? = (7 — 2))' M(2i — a;) = [Tiwj 3 = m

Como se supuso T regular en M, se tiene, para todo par de indices i,j € {1,...,4}, i # j,
|Ziz;]3, = m. Con lo cual, cualquier arista E de v/ M(T) verifica |E|*> = m. Luego, al medir
todas lo mismo, vV M(T') es una traslacién, rotacién, y/o escala uniforme de 7. Por lo tanto se
tiene:

Def(T, M) = Def(VM(T)) =1

Para finalizar esta seccién, se mostrara la relacién entre la medida de deformidad aqui pre-
sentada y la medida de deformidad utilizada en la teoria cldsica del método de elementos finitos.

La medida clasica de deformidad de los elementos consiste en calcular el cociente entre el
didmetro del elemento en cuestion y el supremo de los diametros de todas las bolas contenidas
en éste (didmetro interior).

Es decir, siendo A un conjunto acotado de R?, para una cierta norma || - || definida en R?,
se define hy := sup, yea ||z — y|| ¥ pa := sup{hp, con B una bola contenida en A}. En base
a esto, en el enfoque clésico, se dird que una familia de triangulaciones 7, (donde el indice h
estd relacionado con el tamafio de la malla) es regular si existe o > 0 de forma tal que para todo
h se cumpla:

h—T <o VITeEeT
T

Con lo cual, Z—; puede ser vista como la medida de deformidad clésica.

A continuacion se verd que la medida de deformidad utilizada en este trabajo es en esencia
equivalente a la clédsica, incluso, en algun sentido, en el caso anisotrépico. Més precisamente se
tiene la siguiente proposicién.

Proposicion 4.1.1 Sean T y T dos conjuntos de R, cerrados, acotados, con interior no vacio y
afinmente equivalentes, es decir, que existe Dy : R* — R? transformacion afin tal que Dp(T) =

T, y sea || - || una norma definida en R?. Luego, se cumplen las siguientes desigualdades:

hT P _ hT h;
7'h7T§HDT1H'||DTH§7' R (1.4)
pr N pT  Pp

Demostracion:

Se buscara ver primero que se cumple:

_ hr hs
I1D7Y| - ||Dr|| < — - =L (1.5)

Pi

En efecto, se tiene lo siguiente:
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B |D7 - x| B 1 B 1 _
|D7|| = sup —L—— = sup ||D;'z|| = —- sup ||D}' = —- sup |[|D"w|| (1.6)
a0 |7l 2]1=1 i |lzl1=1 7 llwli=py

Sea un w cualquiera en R™ tal que ||w|| = p;. Por definicién de p;, existe una bola B de ese
didmetro tal que B C T. Luego, existen & y y € B tal que w = & — ¢. Con esto se tiene que:

I1D7" - wll = |D7" - (@ =PIl = |1D7" -2 = D' gl = [|ID7'(2) - DF' @) (1.7)

Dado que D' (%) y D7 () € T, se sigue que ||D3' (&) — D3 (9)|| < hr. Esto, combinado
con la ecuacion (1.6) 1mphca.

DLt < — 1.8

1Dz PT (1.8)
A su vez, queda probada también la desigualdad:
s

|Dr|| < £ (1.9)
pT

Y finalmente de (1.8) y (1.9) se deduce la desigualdad (1.5).

Cabe observar que al ser Ty T conjuntos con interior no vacio, ambos contienen al menos
una bola de radio € > 0, para un ¢ lo suficientemente chico. De esto y sumado al hecho de que
son conjuntos acotados, se sigue que 0 < hr, h, pr, pj < 00. Adicionalmente se tiene que en la
definicién de p7 y pr el supremo es en realidad un méximo, al ser Ty T' cerrados. Con lo cual
Z e g estan bien definidos.

Queda por ver la desigualdad:

hr p+ _
— *hT <|[D7Y| - |1 Dr| (1.10)
pT “

Para hacer esto, se tiene que, por la definicién de didmetro y al ser T" un conjunto cerrado,
existen x,y 6 T tales que hT = ||z —y||. Alser T'y T afinmente equivalentes existen Z e ¢ € T
tales que D' (#) = 2 y D7 () = y. Con lo cual se tiene:

hr = |lx —yll = |ID7 (&) - DF' @) = I1D7" - (@ = 9)ll = 12 — gl - 1D -

En la tercera igualdad se utiliza el hecho de que, al ser D, U transformacion afin, D;l(i) —
D' (9) = Dit- (2 — @),A donde en le segundo término D' denota la matriz de la transformacién.

Dado que & e § € T, se tiene || — §j|| < h;. Esto junto con (1.11) y la definicién de || D;']|
implica:

L 1 (@—-79) _ _
hy = || —gl| - ||D7" - MH < hg - e ID7" - 2l = kg - 1D (1.12)

Por otro lado, se buscara ver que

< pr (1.13)



A tal fin, se observa que, por la definicién de p;. y al ser T un conjunto cerrado, existe

B(z, %T) C T bola centrada en un # € T de radio Z. A continuacién se verd que la bola

Bl affy) € T, con Dr(e) =
En efecto, dado y € B(z, ﬁ

traeria como consecuencia que y € T', dado que T y T son affnmente equivalentes, y por lo tanto,

), se afirma que Dr(y) € B(g, %) C T. De ser cierto, esto

B(x, ﬁ) C T. Para ver que Dr(y) € B(%, %), se tiene lo siguiente:
12 = Dr(y)ll = [|Dr(x) = Dr(y)|| = [[Dr - (2 = )|l < |[Drl] - [[z = y]] (1.14)
o . o .
‘ Como se supuso y € B(x, 2HDTTH)’ se tiene ||z —y|| < 3D,y con lo cual, a partir de (1.14) se
tiene:
. P P
|1z = Dry)ll < [|Drl] - == (1.15)
2[Drl| 2
Luego, Dr(y) € B(z, pT) C T, lo que implica y € Ty, por lo tanto, B(z, 2HD H> CT.

Del hecho de que T contenga una bola de didmetro ﬁ, sumado a la definicién de pr se
obtiene (1.13).
Finalmente, combinando (1.13) y (1.12) se obtiene:
hp _ hy _
<M |- D (1.16)
T P

De donde se sigue (1.10) . H

Ahora volviendo a T y T como un elemento cualquiera y el elemento de referencia respec-
tivamente, % puede ser pensado como una constante Cj que sélo depende del elemento de T.
Luego, a partir de la Proposicién (4.1.1) y la Definicién (4.1.2), se deduce de forma inmediata
la siguiente relacién:

L. c.

- (1.17)

PT PT

Con lo cual puede decirse que la medida de deformidad aqui utilizada es en esencia equivalente
a la medida clésica, al menos en el caso isotrépico.

Cabe entonces hacerse la siguiente pregunta: ;Es la medida de deformidad de la Definicién
(4.1.3) equivalente, en algin sentido, a la medida clasica? La respuesta es si. Para ver esto, pri-
mero hay que hacer una observacién acerca del cémputo de Def (T, M). Se tiene, por definicién,
lo siguiente:

Def(T,M) = C’ondg(Dr )— HDW(T ll2 - ”DW(T)H (1.18)

Donde T = cc(z1, x2,23,24) y D VM(T) ©8 aquella transformacion afin que verifica
Dado que (Dr o \/ M)(x;) = &;, se sigue que DF o VM = Dp, y por lo tanto

D VM(T) = DrovM . Luego
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Def(T, M) = |[VM - Do - |Dr - VM I3 (1.19)

Por otro lado se tiene que:

2]} = 2" Mz = 2'"VM -V Mz = (VMz)' - V Mz = ||VM(2)|]3

Ademaés, se define D} como la transformacién afin que cumple D} (z;) = \//Wﬁl(fci). Y,
en funcién de lo anterior, se define Def*(T) = Condap(D3) = ||D3l|m - || Di | m. La buena
definicién de esta funcién es andloga a la ya probada para Def(T).

No estd de més observar que esta nueva construccién es totalmente analoga a la hecha para
Def(T), con la salvedad que se hace todo bajo la norma || - ||p. Con lo cudl Def*(T') puede
pensarse como una medida de cudn deforme es T en relacién al elemento de referencia v/ M - (T),
bajo la métrica M.

Notar, ademds, que todas las aristas de v M _1(T) miden 1 en la métrica M. Con el objetivo
de simplificar la notacién, se define 7% := \//W_l(f” ).

Ahora bien, como D%.(z;) = \/ﬂ_l(aﬁi), se tiene (v MoD%)(z;) = 4, con lo cual vV MoD% =
D7. En base a esto se deduce lo siguiente:

1D = sup 1222w g INM D 2lla o IDrezlle g g
z#0 ||ZHM z2#0 HVM'Z||2 z#0 H\/M‘ZHQ
Por otro lado se tiene
—1
_ D - . D -
1Dy VM 1|]2:sup” T VM u||2:supM (121)
U0 [lull2 2£0 [[VM - 2|2

Donde en el ultimo paso se hace el cambio de variable u = vV M - z. De esto se deduce
que ||Drp - \/Milﬂg = ||Di||pm. Con un argumento andlogo puede verse que |[vM - D!z =
||D7 |l Luego,

Def(T, M) = Def*(T) (1.22)
Esto, combinado con la Proposicién (4.1.1), implica

hi-C;ESDef(T,M)sh—T-O

- 1.23
PT pr T ( )

Donde Cy. = ZT:*, y los didmetros son medidos en la métrica M al momento de calcular
T*
hT*: Priss hr Yy poT-

Con lo anterior, entonces, puede decirse que Def(T, M) es equivalente a la medida clasica
de deformidad, cuando para el cémputo de ésta se utiliza la norma || - || 1.

Dado que algunas veces importa generar mallas cuyos elementos no tengan dngulos maxi-

mos demasiado cercanos a m (como por ejemplo para asegurar un buen comportamiento del
error cuando se utiliza la interpolada de Lagrange), cabe preguntarse si la regularidad en una
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métrica arbitraria asegura que los dngulos maximos (dngulos medidos en la métrica euclidea) se
mantengan lejos de .

Estrictamente hablando la respuesta es no, ya que es posible construir una métrica y un
tridangulo regular en ella de forma tal que su dngulo maximo esté arbitrariamente cerca de w
(donde la cercania a m depende de la anisotropia de la métrica). Sin embargo, se observa empiri-
camente que la tendencia de los elementos a acomodarse de forma ”alineada” a los autovectores
de la métrica tiene como consecuencia que los dngulos maximos no sean demasiado grandes.

Para ver que cémo construir una métrica y un triangulo regular de forma tal que su angulo
maximo esté arbitrariamente cerca de 7w, dado P € R+ se define M p de la siguinete formas:

P 0
MP':<0 1)

Ahora, se consideran los nodos &1 = (0,1/2), 25 = (0,—1/2) y 23 = (v/3/2,0). Es fécil ver
que el tridngulo T = ce(x1, x2,x3) es equildtero y sus lados miden 1 (en la métrica habitual). Si
para i € {1,2,3} se define z; := m;lii y T := m;l(f) se tiene que todos los lados de T'
miden 1 en la métrica Mp. Para ver esto se tiene el siguiente desarrollo, siendo i, j € {1,2, 3},

Tz, = (20 — 2;) ' Mp(z; — x;) = [V Mp (& — )" Mp - VM (i — Ty) =
= (&~ &) VMp - VMp - VMp -V Mp (& — &) = (@ — &))" (8 — ;) =
= &3> =1

Por otro lado, a partir de la Figura 1 puede verse que el angulo maximo de T tiende a =
cuando P tiende a infinito.

y

S

/@
2

D[
N[

-1 ~
Figura 1: Efecto de la transformacion v Mp  sobre el tridngulo T .
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4.2. Biseccion de tetraedros

En esta seccién se expondra la version tridimensional del algoritmo de biseccion utilizado
en la heuristica ya presentada, asi como algunos resultados utiles sobre el mismo. Como se dijo
anteriormente, tanto el algoritmo como los resultados se encuentran en [5].

Antes de presentar el algoritmo, se fijara algo de notacién.

Por un lado, se considera 2 C R3 un conjunto cerrado, conexo, poligonal, con interior no
vacio.

Por otro lado, dado que se trabajara sobre una malla 7 admisible de tetraedros, si T € 7 se
notard como Fr al conjunto de caras del tetraedro T. Y ademads, de forma andloga a la notaciéon
ya utilizada anteriormente, se tendra

’F’T:UFT

Ter

Sea F' € F, se definen Ng y Ep, como el conjunto de vertices de F' y el conjunto de aristas
de F' respectivamente.

La idea de admisibilidad para las mallas de tetraedros se extiende de manera natural a lo
establecido en (1.1.1) de la siguiente manera:

Definicién 4.2.1 Sea 7 un conjunto de tetraedros cerrados tal que Ure,T = Q, se dird que T
es admisible si, VT € 7, VF € Fr, se cumple que o bien F € 09, o existe T' € 7, T' # T, tal
que F' € Fpr.

A cada tetraedro de la malla se le asociarda una estructura de datos particular que en lo
siguiente se llamard tetraedro marcado. Dicha estructura, andloga a la ya presentada estructura
de tridngulo marcado, es la unidad bésica sobre la cual opera el algoritmo de biseccién, y se
detalla a continuacion:

Definicion 4.2.2 Sea 7 una malla de tetraedros y sea T € T, se llamard tetraedro marcado
asociado a T a la estructura de datos definida como la 4-upla (N7, rr,(mp)rer,, fT), donde
rp € Ep es la arista de refinamiento, mp € Ep con F € Fr es la arista marcada de la cara F,
conmp=rp sirp CF, y fr €{0,1}.

Cada arista marcada que no coincida con la arista de refinamiento, es o bien adyacente u
opuesta a 7. En base a esto puede clasificarse a los tetraedros marcados en los siguientes tipos:

= Tipo P, planar: Las aristas marcadas son coplanares. El tipo P serd a su vez clasificado
en los sub-tipos Py y P,, dependiendo de si fr =1 o fr = 0, respectivamente.

= Tipo A, adyacente: Las aristas marcadas intersecan a la arista de refinamiento, pero no
son coplanares.

= Tipo O, opuesto: Las aristas marcadas que no son de refinamiento no intersecan a la
arista. de refinamiento. En este caso, s6lo un par de aristas opuestas estdn marcadas en
el tetraedro. Una como la arista de refinamiento, y la otra como la arista marcada de las
caras que no contienen a r.
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= Tipo M, mixto. S6lo una de las aristas marcadas que no son de refinamiento interseca la
arista de refinamiento.

LA LA
b A LA

Figura 2: Aqud se exponen los cuatro tipos de tetraedros, la arista de refinamiento estd denotada
por una doble linea.

Cuando un tetraedro 1" es bisectado dando como resultado los hijos 77 y T, una cara F' € Fr,
se la llamara "heredada” si F' € Fr, "cortada” si existe F' € Fr tal que F & F', y "nueva”
cuando no es ninguna de las anteriores. Cada uno de los hijos tendra exactamente una cara
heredada, dos cortadas, y una nueva, la cual, a su vez, la tendran en comun.

4 4 4
1 2 1LY s+ a—UN
4 4
4 3 4 3 3

Figura 3: Biseccion de un tetraedro dando como resultado un nuevo vértice v, caras cortadas
denotadas con c, caras heredadas denotadas con t, y una cara nueva denotada con n.

A continuacién se expone la funcién BisectTet.

AvGoriT™mO {T1,T>} = BisectTet(T)
entrada: Un tetraedro marcado T
salida: Dos tetraedros marcados 11 y 1.
1. Bisectar T" uniendo el punto medio de r7 con cada uno de los vértices que no son extremos
de rp .
Marcar a los hijos de la siguiente manera:
2. La cara heredada, hereda la arista marcada del padre, y ésta se convierte en la arista de
refinamiento del hijo.
3. En las caras cortadas, se marca la arista opuesta al nuevo vértice con respecto a la cara.
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4. La cara nueva se marca de la misma manera para ambos hijos. Si el padre es de tipo P,
se marca la arista que conecta el nuevo vértice con la nueva arista de refinamiento. De no ser
asi, se marca la arista opuesta al nuevo vértice.

5. fr, = 1siy solo si T es de tipo P,.

El efecto de la funciéon anterior sobre los distintos tipos de tetraedros puede verse en la

7'\
7"
7S
7"
7'\

Figura 4: A la izquierda el tetraedro de entrada y su tipo, a la derecha los hijos obtenidos aplicando
BisectTet.

v

g g
o
RN

N
K
2

> >

s
|

BisectTet es la funcién bésica utilizada en el algoritmo de refinamiento. Para poder describir
el algoritmo general, primero es necesario aclarar una par de aspectos relevantes.

Por empezar, el concepto de nodo colgado que se utilizard es completamente analogo al ya
definido en (2.1.2). Por otro lado, el algoritmo de refinamiento partird de una malla admisible 7
de tetraedros marcados, en donde, ademas, fr = 0,V1 € 7.

A continuacién, y de forma muy parecida a lo ya descrito en el Capitulo 2, se detallan las
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funciones principales del algoritmo de refinamiento.

ALGORITMO 7' = Refine(r,S)
entrada: Una malla admisible marcada 7y S C 7.
salida: Una malla admisible marcada 7’.

1.7 = BisectTets(T,S)

2.7 = RefineToConformity(7T)

El primer paso del algoritmo resulta trivial, ya que simplemente hay que bisectar cada
tridngulo contenido en S. Con lo cual la funcién BisectarTris puede definirse de la siguiente
forma.

BisectTets(7,S) = (7\ S) U BisectTet(T)
TeS

En el segundo paso del algoritmo, para obtener la admisibilidad de la malla, se continda
refinando tanto como sea necesario. A tal efecto se utiliza la funcién RefineToConformity, la
cual se describe a continuacién.

ALGORITMO 7/ = RefineToConformity()
entrada: Una malla marcada 7 que sea salida de BisectTets.
salida: Una malla admisible marcada 7’.
1. Fijar § = {T € 7 tal que T posee un nodo colgado }
2. Si S # () hacer
7 = BisectTets(7,S)
7/ = RefineToConformity(T)
3. Si no

=7

Dado que no es evidente que la recursion en RefineToConformity termine, es necesario
probar que el algoritmo para. A tal efecto, en [5], se demuestra el siguiente teorema.

Teorema 4.2.1 Sea 1y una malla admisible, marcada, de manera tal que fr =0 VT € 19. Para
k=0,1,... se elige Sy C 1, de forma arbitraria, y se define Ty+1 = Refine(7y, Si). Luego, para
cada k, la aplicacion de RefineToConformity dentro de la funcion Refine termina, produciendo
una malla admisible de tetraedros marcados, siendo cada tetraedro en T es de generacion a lo
sumo 3k. Mds aun, si en T la mdxima generacion de un elemento es menor que 3m, para algin
entero m, entonces la mdxima generacion de un elemento en Tyy1 es menor o igual a Im.

Otro resultado que serd de importancia a la hora de probar el buen funcionamiento del
algoritmo bajo métricas anisotrdpicas, expuesto y demostrado también en [5], tiene que ver con
la cantidad de posibles clases distintas de elementos que pueden aparecer al aplicar repetidas
veces la funcién Refine sobre un elemento fijo.

A tal efecto, se definird una relacién de equivalencia entre los tetraedros.

Definicién 4.2.3 Sean T y T’ dos tetraedros. Se dird que son equivalentes si existe I : R® — R3
transformacion afin, la cual se puede descomponer como F = D o L, con D una dilatacion y L
una traslacion, tal que F(T) =T"'.
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Uno de los puntos fuertes de este algoritmo de biseccidn es que, no importa cuantas veces
se aplique la funciéon BisectTet a un elemento y a sus hijos, todos los elementos obtenidos
perteneceran a una cantidad finita de clases de equivalencia. Para ver esto, en [5] demuestran el
siguiente resultado.

Teorema 4.2.2 Aplicando una cantidad arbitraria de veces la funcion BisectTet sobre un
tetraedro marcado y los respectivos tetraedros obtenidos, solo es posible obtener representantes
de, a lo sumo, 72 clases distintas de equivalencia.

Es importante aclarar que en [5] este resultado no aparece enunciado de esta forma. Para
demostrar lo anterior primero se establece un relacion entre la forma de bisectar descrita en
BisectTet y un método de biseccién propuesto en [12], el cual estd pensado para aplicarse en
n-simplices y es referido en [5] como BisectSimplex. Dicha relacién consiste en observar que,
cuando n = 3, BisectSimplex y BisectTet son en esencia equivalentes, siempre y cuando se
restrinja su utilizacién a tetraedros marcados de tipo Py A.

Se continta, entonces, demostrando que la cantidad de clases de equivalencia obtenidas
aplicando repetidas veces BisectSimplex sobre un n-simplex es a lo sumo nn!2"~2. Con lo
cual, todavia bajo la restriccién de aplicar BisectTet a tetraedros de tipo P y A, la maxima
cantidad de clases de equivalencia representadas por los tetraedros obtenidos es a lo sumo de 36.
Y, finalmente, partiendo de la observacion que al bisectar tetraedros de tipo O y M sus hijos son
de tipo P, la cota se eleva a al doble, deduciéndose de forma inmediata el teorema enunciado
anteriormente.

4.3. Biseccion como transformaciéon afin

En este punto ya se puede dar una idea un poco més precisa del objetivo de este capitulo. Si
T, es un tetraedro marcado y 1" se obtuvo de haber aplicado repetidas veces la funcién BisectTet
sobre T}, el objetivo serd ver que existe una constante C' > 0, que no depende ni de T}, ni de T’
ni de M, de forma tal que
Def(T,M) < C - Def(T,, M)

A tal efecto, en esta seccion, se intentard establecer una relacién entre una transformacion
afin aplicada sobre un tetraedro y el efecto de BisectTet aplicada sobre una estructura de
tetraedro marcado asociada.

Dado que en esta seccién sera importante separar los conceptos de tetraedro como conjunto
de R? y el de tetraedro marcado, el primer concepto se notara de la misma manera que se viene
haciendo hasta el momento, mientras que el otro, el de estructura de tetraedro marcado, se
notard de manera explicita.

Para lograr establecer una relacion til entre los mencionados conceptos, sera necesario in-
terpretar la operacién de biseccion como una transformacién afin. Mas precisamente se tiene la
siguiente definicién:

Definicién 4.3.1 Sea B : R? — R3 una transformacion afin, y sea T = cc(x1,x2,3,24) un
tetraedro. Se dird que B es una biseccion de T, en el nodo xj con j € {1,...,4}, sobre la arista

zjx; conl € {1,..,4}, 1 # j, si se cumple que

B(:L'Z) =z; Vi€ {1, ...,4},i % j
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y ademds
Blay) = 20

A continuacién se expone un resultado que permitird relaciénar operaciones de biseccién
bajo transformaciones afines.

Proposicién 4.3.1 Sea T = cc(x1,22,73,24), sea D : R — R3 transformacion afin, de la
forma D(z) = D -x +k, con k € R3, tal que D(T) es un tetraedro no degenerado. Si B es
una biseccion de T, en el nodo z; € NT sobre la arista E = Tjz; € E7 con j # 1, entonces la
transformacion B, definida como B = Do Bo D~ es una biseccion de D(T), en el punto D(x;),
sobre el lado D(E) = D(x;)D(x;) € Ep(r.

Demostracion:
En funcién de la Definicién (4.3.1), se cumple lo siguiente:

Blx) =z Vie{l,..,4},i#j (3.24)

Y ademas n
xXq x
B(x;) =~ ! (3.25)

Para ver que B es una biseccién de D(T), en el punto D(z;), sobre D(E), debe cumplirse que:

~

B(D(z;)) = D(z;) Vie{l,..,4}i#j (3.26)
Y
B(D(ay) = 2T D (3.27)
Para ver (3.26), se tiene el siguiente desarrollo, Vi € {1,...,4},i # j :
B(D(z;)) = Do BoD }D(x;)) = Do B(x;) = D(x;) (3.28)

Donde para la primera igualdad se utiliza la definicién de B y para la tercera lo establecido en
(3.24).
Para ver que se cumple (3.27), se procede de la siguiente manera:
B(D(x;)) = Do Bo D ND(x;)) = Do B(x;) = D(*Z "; o
Donde en la primera igualdad se utiliz6 la definicién de B y en la tercera se usé (3.25). Ahora,
como se supone D(x) = D - x + k, se tiene que

(3.29)

T+ 2 _D'J)j D - x _D-ﬂ:‘j ﬁ D - x E_D(xj)‘i‘D(xl)
)= Ty thkE— At s (3.30)

Luego, de (3.30) y (3.29) se sigue (3.27). B

D(

Dado que interesa ver qué es lo que sucede con un elemento que se obtuvo aplicando varias
veces BisectTet a un elemento padre, sera necesario establecer una relacién clara y precisa entre
la aplicaciéon de BisectTet y la aplicacién de una biseccién vista como transformacion afin. A
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tal fin, se define a continuaciéon una modificacién auxiliar de la funcién BisectTet:

ALGORITMO T = BisectTet*(T, x)
entrada: Un tetraedro marcado T y un punto z € r N Np.
salida: Un tetraedro marcado T".

1. Fijar {T1,T>} = BisectTet(T)

2. Definir 7" € {T1, T2} como aquel que cumple x & Np.

Queda claro que un elemento obtenido aplicando repetidas veces BisectTet* sobre un ele-
mento padre, se puede obtener aplicando repetidas veces BisectTet sobre el mismo elemento
padre, y viceversa.

El objetivo de esta modificacion es, por un lado, facilitar el enunciado y demostracién de los
sucesivos resultados de esta seccién, y por otro, dar una mayor presicién y rigurosidad sobre lo
que se quiere expresar.

Es ficil ver que, tanto por la definicién de BisectTet como por la de BisectTetx*, si T/ =
BisectTet*(T,z) con x € rr N N, entonces si B es una biseccién de T', en el nodo z, sobre
la arista rp, se tiene B(T) = T”, donde el simbolo ”=" se utilizard entre una estructura de
tetraedro marcado y un tetraedro, y querrd decir, por ejemplo en este caso, que la estructura T”
es una estructura de tetraedro marcado asociada al tetraedro B(T).

Resulta de importancia observar que si 7" es un tetraedro y ({x1, z2, x3, x4}, 77, (MmF)Fer,, fr)
es una estructura de tetraedro marcado asociada a T, la informacién que utiliza BisectTet* de
las ultimas tres componentes de la estructura no depende de la posicién de los nodos.

Mas precisamente, dada la estructura anterior, puede asociarsele de manera equivalente
la estructura ({x1,z2,x3, x4}, 77, (MF)Fer,, fr)*, donde en este contexto, la tnica diferencia
serd que las aristas se entenderan como un conjunto de dos indices, indicando sus extremos, y las
caras seran un conjunto de tres indices indicando sus vértices. Asi, por ejemplo, si rr = 7;7; € &;
en la estructura que se definié primero, se tendrd rr = {4, j} en la nueva estructura.

Para facilitar la escritura, en el contexto de la nueva interpretacion de estructura de tetraedro
marcado, se llamard I = {rr, (mp)rer,, fr} a la configuracién de marcas y, haciendo uso de
esto, se notara

({z1, @2, 23, 24}, 77, (MF) Fery, f1)° = ({21, ©2, 23, 24}, 1)

Queda claro que las dos estructuras son equivalentes, dado que una contiene toda la infor-
macién para reconstruir la otra, y viceversa.

Ademsds, por construccion de las funciones BisectTet y BisectTet*, se tiene que para fijar
las marcas de un elemento hijo al aplicar BisectTet a un tetraedro marcado, la informacién del
valor de los nodos no se utiliza. Con lo cual, la asignacion de marcas es independiente de las
posiciones de los vértices del tetraedro.

Con lo observado hasta el momento se tiene la siguiente proposicién:

Proposicién 4.3.2 Sea T un tetraedro no degenerado y sea D : R? — R3 una transformacion
afin, tal que D(T) es no degenerado. Si se considera la estructura ({z1,...,x4}, )" de tetraedro
marcado asociado a T definida mds arriba y se llama

{z1,..., 24}, .f)* := BisectTet(({x1,..,x4}, )", ;)
para algin i € {1,...,4}, se afirma que:

BisectTets(({D(z1), ..., D(za)},I)*, D(2;)) = ({D(1), ..., D(&4)}, I)* (3.31)
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Demostracion:

Se deduce de la observacién anterior sobre la independencia de I de la posicién de los nodos
y del hecho que BisectTet* aplica una biseccién sobre el tetraedro cc(xq,...x4), cuyo compor-
tamiento bajo una transformacién afin es descrito en (4.3.1). W

Como el objetivo es ver el comportamiento de la deformidad de un elemento a lo largo
de sucesivas aplicaciones de BisectTet*, La siguiente proposicién y las siguientes definiciones
resultaran de utilidad.

Proposicién 4.3.3 Sea T un tetraedro no degenerado, y sea ({x1,..,xz4},1)* su estructura aso-
ciada de tetraedro marcado. Sea D : R3 — R3 wuna transformacion afin. Se define

({a, 28}, To)* = ({1, oy 24}, 1)
Y, recursivamente, para j > 1, se define:

({21, .., a0}, I;)" == BisectTets(({z1 ', ..,a '}, [;)*, 277 1) (3.32)

Con =1 contenido en la arista de refinamiento de ({z ', ..,xi_l},lj_l)* para j > 1. Se
afirma que, Vj > 1:

({D(}), .. D)}, I;)" =

BisectTetx(D(z/ 1)) o...oBisectTetx(({D(2Y),.., D(z)}, Iv)*, D(z)) (3.33)

Donde
BisectTetx(a2) o BisectTet*(({x1,...,a4}, )", ) :=

BisectTetx(BisectTet(({x1,...,x4}, 1), 2)), )

Demostracion:

A partir de (3.32) y de la Proposicién (4.3.2) se deduce que:

({D(2), .., D(z)}, I;)* = BisectTets(({D(x "), .., D(z ™)}, [;_1)*, D(z7~1)) (3.34)

De donde se sigue (3.33), aplicando un argumento recursivo.
[

Definicién 4.3.2 Sea T un tetraedro no degenerado. Sea B : R? — R? una transformacion afin.
Se dird que B es una sucesion de bisecciones de T si verifica que B = B,,_1 o ... 0 By. Donde,
llamando Ty :==T y Tj := Bj_1 o ... o Bo(Tp) para j > 0, se tiene que Bj (con 0 < j<n-—1)
es una biseccion de T; en el nodo zl € NTj; sobre el lado E; € Er; con x) e NEj, para alguna
eleccion adecuada de los 7 y Ej.
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Definicion 4.3.3 Sea T un tetraedro no degenerado y sea B una sucesion de bisecciones B =
B,_10..0By deT. Se dird que B es una sucesion de bisecciones vdlida de T, si existe una
estructura de tetraedro marcado ({wx1,...,z4},1)* asociada y una eleccion adecuada de 27,0 <
j <n—1 de forma tal que B(T) = BisectTet*(z" ') o ...oBisectTet*(({z1,..., x4}, 1)*, 20).

Fijados los conceptos anteriores, se intentara ver a continuacion de qué manera se comporta
una sucesién vélida de bisecciones a la cual se le aplica una transformacién afin arbitraria.
Mads precisamente, se tiene la siguiente proposicion:

Proposicion 4.3.4 Sea B una sucesion de bisecciones vdlida sobre T', con T tetraedro no de-
generado. Sea D : R — R3 tmnsformaczon afin, tal que D(T) es un tetraedro no degenerado.
Si se define B:= Do Bo D™, entonces B es una sucesion de bisecciones vdlida sobre D(T).

Demostracion:

Hay que ver primero que B es una sucesién de bisecciones. A tal efecto se observa que,
en funcién de la Definicién (4.3.2), B = Bj_1 o ... o By, donde si se nota Ty := T y T} =
Bj_10...0By(T) para j > 0, se tiene que B; es una biseccién de T}, en el nodo 27 € NT ) sobre

la arista E; € Er;, con x; € Ej, para cierta eleccion de los oy E;. Por la definicién de B se
tiene que:

B=DoBoD '=DoB,_10..0ByoD ' =DoB,_j0oD  o..oDoByoD™" (3.35)

Si se define, para 0 < j <n—1, Bj :=DoBjo D!, de la Proposicién (4.3.1) se deduce que Bj
es una biseccién de D(Tj), en el nodo D(xj), sobre el lado D(FE;). Ademas, de (3.35) se sigue
que:

~

B=DB, 10..0By (3.36)

Por otro lado, teniendo en cuenta la definicién de T}, y observando que B; = D 'o Bj oD, se
tienen las siguientes igualdades:

D(Tj)=DoBj j0..0By(T)=Bj_j0..0ByoD(T) (3.37)

Luego, de (3.36) y (3.37) se sigue que B es una sucesién de bisecciones de D(T).
Queda por ver que B es valida. Es decir, que existe una estructura de tetraedro marcado
({D(x1), ..., D(x4)},I)* asociada a D(T) y una eleccién adecuada de nodos 27, 0 < j < n — 1,

de forma tal que

B(D(T)) = BisectTet*(z" ') o... o BisectTet*(({D(x1), ..., D(z4)}, I)*, 2°)

En efecto, dado que B es una biseccion valida, existe una estructura de tetraedro marcado
({x1,...,z4},I)* asociada a Ty una eleccién de nodos 27, 0 < j < n — 1 de forma tal que

B(T) = BisectTet(z" 1) o...oBisectTet*(({z1,...,z4},1)*, 2°)

Considerando, entonces, esa configuracién de marcas I, y esa eleccion de nodos z7, se le
asocia a D(T) la siguiente estructura: ({D(z1),..., D(z4)},I)* . Es decir, las mismas marcas de
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la estructura que sirve para T, pero con los nodos transformados por D. Luego, se afirma lo
siguiente:

D(Tj) = BisectTet*(D(z7 1)) o ... o BisectTet*(({D (1), ..., D(z4)}, I)*, D(z°))  (3.38)

Para ver que esto es cierto, se define ({9, ..., 29}, Ip)* := ({x1, ..., 4}, I)*, y, recursivamente,
se define, para j > 1:

(..., 20}, )" = BisectTetx(({z7 ', ..., 2% '}, Ii1)*, 2?7 h (3.39)

Luego, combinando (3.39) con la Proposicién (4.3.3) se sigue que, Vj > 1:
({D(mjl)a o D(l’i)}, Ij)* =

BisectTet*(D(z/ 1)) o ... o BisectTet*(({D(2Y), .., D(z)}, Io)*, D(z)) (3.40)

Observando que:

({D(x(l])’ . D(xg)}’IO)* = ({D(xl)v e D(-T4)}7 I)*

se deduce (3.38). A continuacidn, haciendo j = n en (3.38) se tiene que:

D(T,) = BisectTet*(D(2" 1)) o ... o BisectTet*(({D(x1), ..., D(z4)}, I)*, D(2°))  (3.41)

Ahora bien, como T, = B(T) y B=D"'o Bo D, se tiene que:

D(T,) =D oB(T)=DoD " oBoD(T) = B(D(T)). (3.42)

Finalmente, de (3.41) y (3.42) se sigue que B es una sucesién de bisecciones valida de D(T).
|

4.4. Control de la deformidad para una métrica constante

Hasta aqui, con lo desarrollado en la seccién anterior, se dispone herramientas y propiedades
utiles para entender el efecto de la aplicacién de una sucesiéon de bisecciones sobre un tetraedro.
La importancia esto es que, si una estructura de tetraedro marcado asociada a T es obtenida
habiendo aplicado repetidas veces la funciéon BisectTet* sobre una estructura de tetraedro
marcado asociada a un elemento padre 7}, entonces existe una sucesiéon valida de bisecciones B
sobre T, tal que B(T,) =T.

Esta relacion entre la aplicacién del algoritmo BisectTet* y la transformacién afin B serd lo
que permitird controlar la deformidad de 7" en términos de deformidad del elemento padre T,
de forma explicita.

El objetivo sera probar que si a un elemento se le aplica una sucesién valida de bisecciones,
entonces la calidad del elemento obtenido es comparable, en algiin sentido, a la del elemento
original.

Si se logra esto, entonces se habra demostrado que cualquier malla obtenida de la aplicacién
de la funcién Refine, tendrd una calidad comparable a la de la malla original. Esto es porque
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para cada elemento nuevo producido por Refine existird una sucesiéon vélida de bisecciones
sobre un determinado elemento padre que permita obtenerlo.

Dadas las proposiciones y definiciones de las secciones anteriores, se puede enunciar en este
momento, de forma precisa, el resultado principal de esta seccién, orientado al control de la
deformidad. Todo esto, por el momento, para el caso de una métrica constante.

Se tiene lo siguiente:

Proposicién 4.4.1 Sea T}, un tetraedro no degenerado, sea T = B(T},), donde B es una sucesion
de bisecciones vdlida sobre T}, y sea M una matriz simétrica, definida positiva. Luego, existe una
constante C > 0 que depende sdlo del elemento de referencia T y del algoritmo BisectTet, de
forma tal que:

Def(T,M) < C - Def(T,, M) (4.43)
Demostracion:
Se tiene que, por la definicién de la funcién Def, y usando el hecho de que T' = B(T}):
Def(T, M) = Def(B(Tp), M) = Condg(DmoB(Tp)) (4.44)
Por otro lado, si T}, = cc(z1, ..., z4), se tiene:
VMo B(T,) = ce(NMo B(x1), ... VMo B(zs))
Entonces, por definicion, se tendra que D 7, B(T,) © la transformacién afin que verifica:
D ptopr,) © VMo B(zi) = &, Vi€ {l,..,4} (4.45)
Con lo cual, por definicién de Dr, se tendra que
D /xtop(r,) © VMo B = Dr,
Lo que implica:

-1
D /7ot = P, 0 B™ LovM (4.46)

Ahora bien, como B es una sucesion de bisecciones vélida sobre T},, por lo visto en la Proposicién
(4.3.4), junto con el hecho de que D, (T),) = T se deduce que B = Dz, 0B oDT , €8 una sucesion

vélida de bisecciones sobre T,
Luego, de la observacién anterior, de (4.44) y (4.46) se sigue que:

Def(T, M) = Condz(Dr, - B~ L. \/./\/l_l) = Condy(Dr,, - (Di} ‘B DTp)_1 : VM_l) =

Condy(B™' - Dr, - \//\/lil) < Condy(B™1) - Conda(Dr, - \/Mil) (4.47)

Donde en la desigualdad del final se utiliza la propiedad submultiplicativa de la norma matricial.
En base a lo anterior, observando que Conda(B~') = Conda(B) y De f(T,, M) = Conds(Dr,-

\/./\/l_l), se sigue:
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Def(T, M) < Condy(B) - Def(T,, M) (4.48)

Como B es una sucesién valida de bisecciones sobre T', entonces el tetraedro B(T) puede
ser obtenido aplicando la funcién BisectTet* sobre T. Con lo cual, en vista de lo establecido
en el Teorema (4.2.2), B (T ) pertenecerd a una de las finitas clases de equivalencia de tetraedros
que pueden obtenerse aplicando BisectTet sobre T. Dichas clases son las establecidas en la
Definicién (4.2.3).

Sea N < 72 la cantidad de clases de equivalencia que pueden alcanzarse sobre T, y sea T;
un representante de la i-ésima clase, con i € {1,..., N}. Por lo observado anteriormente, existe
i€ {l,...,N} de forma tal que B (T) pertenece a i-ésima clase de equivalencia.

Luego, de la definicién de las clases, se sigue que existe F' : R? — R? transformacién afin que
puede descomponerse como F' = D o L, con L una traslacién y D una dilatacion, de forma tal
que F(Ti) = B(T).

Por otro lado, para cada i € {1,..., N} se define A; como la transformacién afin que verifica
Al(if’) = T;. Dado que los elementos no son degenerados, la transformacién queda bien definida
para todo i. Por lo anterior se tiene que vale F o AI(T) = B(T), y al ser T' no degenerado se

sigue que

FOAZ:B

De donde se deduce que:

Cond(B) = Condy(F - A;) < Condy(F) - Conda(A;) (4.49)

Ahora bien, cualquiera sea la clase de equivalencia a la cual pertenece E(T), la transformacién
F definida en cada caso siempre cumplird Conds(F) = 1, ya que siempre podra ser pensada
como una dilatacion seguida de una traslacién. Se define, entonces, la constante C' de la siguiente
manera;

C:= méx Conds(A; 4.50
i, Con 2(A;) (4.50)

La cual resulta estar bien definida al ser todos los tetraedros involucrados no degenerados. Luego,
combinando (4.48), (4.49), (4.50) y el hecho de que Conds(F) = 1, se tiene:

Def(T, M) < Conds(F) - Condz(4;) - Def (T, M) < C - Def(T,, M) (4.51)

Con lo cual queda demostrado el resultado. B

4.5. Generalizacion al caso de una métrica no constante

Se ha probado, hasta el momento, que el algoritmo de bisecciéon funciona adecuadamente
bajo una métrica que puede ser anisotrépica, pero constante.

Puede observarse que para deducir el buen funcionamiento bajo M constante, no era nece-
sario hacer el desarrollo de las secciones anteriores. Ya que, en vista de la finitud de clases de
equivalencia, enunciado en el Teorema (4.2.2), combinada con el hecho de que al ser M cons-
tante, la regularidad de un elemento no cambia con una traslaciéon ni con una dilatacién, es
posible deducir que el nivel de deformidad alcanzado por cualquier tetraedro obtenido de aplicar
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BisectTet estara acotado por arriba y por debajo. Dado que todos los tetraedros pertenecientes
a una misma clase de equivalencia tendran un mismo nivel de regularidad.

Sin embargo, ese enfoque, a priori, no brinda demasiada informacién sobre la dependencia
de la calidad de un elemento en funcién del elemento padre del cual se obtuvo.

Asi y todo, de poderse establecer dicha dependencia, la principal ventaja del enfoque que se
da en este trabajo es que, por un lado, brinda una manera bastante intuitiva de generalizar la
medida de deformidad al caso no constante, y por otro, se puede apreciar de forma detallada
cOmo se estropea la cota que controla la deformidad a medida que a la métrica M se le da un
mayor margen para variar (ver Proposicién (4.5.2) ).

A continuacion se define la generalizacién de la funcién Def a métricas no constantes.

Definicién 4.5.1 Sea T un tetraedro, y sea M : T — R3*3 un tensor métrico. Se define
Defm(T) de la siguiente manera:

Defap(T) := sup Def (T, M(x))
€T

Es decir que se considerard como deformidad al peor caso posible dentro de todos los valores
que toma M en el elemento en cuestion.

Una pregunta valida a partir de la definicién anterior, es por qué generalizar de esa manera
la deformidad. {Qué significa que Defa(T) sea cercana a 17

Para fijar ideas, dado que Def, es facilmente generalizable a tridngulos, podemos suponer
T como un tridngulo equildtero, de forma tal que uno de sus lados sea el segmento [0, 1] x {0},
y esté contenido en el semi-espacio y > 0.

Supongamos ahora que se tiene el tensor métrico

M(z,y) == (aly| +1) - 1

Donde I denota la matriz identidad de R?*2.

A partir de esto, suponiendo « suficientemente grande, resulta que la medida de los lados
de T no son iguales. De hecho, la longitud de [0, 1] x {0} es siempre 1, mientras que la longitud
de los demads lados crece arbitrariamente a medida que crece a. Sin embargo Defa(T) = 1. Ya
que puntualmente, salvo por un factor de escala, M es en esencia la matriz identidad.

Por otro lado, siguiendo la misma idea, no resultaria complicado construir una métrica M’
de forma tal que cerca de los lados del tridngulo T se tenga M’ = I, pero que en el interior de
T, lejos del borde, M’ tenga un comportamiento muy anisotrépico. Con lo cual en este caso se
tendrfa que los lados de T' miden 1 en M’, y sin embargo 1 << Defu¢(T).

A partir de lo anterior puede pensarse, en un principio, que la medida de deformidad no
funciona de forma adecuada, ya que da 1 en un caso en donde los lados del tridngulo son
distintos, y da un nimero mucho mayor a 1 en un caso en donde los lados del triangulo son
iguales.

Entonces, {Qué es lo que estd midiendo Defyq, y por qué resulta importante? Lo que mide
Defa(T) es cuan deforme puede ser un elemento similar a 7', contenido en 7', y de tamano lo
suficientemente pequeno como para poder considerar M constante. Esto es importante porque
da mucha informacién sobre la calidad de los elementos que se obtendran refinando a T', ya que
por lo visto en secciones anteriores, el algoritmo de refinamiento utilizado en este trabajo genera
una cantidad finita de clases de tridngulos cuya forma es, en algin sentido, parecida a la de T'.
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Lo anterior sumado a la hip6tesis de que el tensor métrico sea localmente constante (con-
tinuo en algun sentido), nos dice que si Defa(T) =~ 1, entonces es posible refinar a 7' una
cantidad arbitraria de veces con la garantia de que, una vez que los elementos obtenidos sean lo
suficientemente pequenos, entonces sus lados serdn més o menos iguales.

Con lo cual, en el primer caso, si se refina adecuadamente hasta lograr elementos de tamano
similar (tamafio medido en la métrica M), que a su vez sean lo suficientemente pequenos, es
posible obtener una malla uniforme en M con todos sus elementos de buena calidad. Por otro
lado, en el segundo caso, al refinar el triangulo 7" no hay garantia de que todos los elementos sean
de buena calidad, ya que algunos estaran cerca de donde la métrica es anisotropica y tendran
una forma comparable a la de T'. Con lo cual seran deformes sin importar cudn pequenos sean.

A continuacién se verd que si T es obtenido a partir de una sucesién de bisecciones valida
aplicada sobre un elemento padre T}, entonces existe entre Defa((T") y Defa(1}) una relacion
analoga a la que se describe en la Proposicién (4.4.1) entre Def(T, M) y Def(T,, M).

Proposicién 4.5.1 Sea T}, un tetraedro no degenerado, sea B una sucesion vdlida de bisecciones
sobre T, y sea T := B(T,). Luego, si se tiene M : T, — R**? tensor métrico, siendo C la
constante definida en (4.50), vale la siguiente expresion:

Defu(T) < C- Defu(Ty) (5.52)

Demostracion:
Por definicién de Defa(T') se tiene que:

Defam(T) = sup Def (T, M(x)) (5.53)
zeT
Pero, al ser T' = B(T),) con B una sucesién de bisecciones valida sobre T}, en funcién de la
Proposicién (4.4.1), existe C' > 0, que s6lo depende de T'y BisectTet, tal que Vz € T vale:

Def(T, M(z)) < C - Def(T,, M(z)) (5.54)

De (5.53), (5.54), y del hecho de que T' C T}, (ya que T se obtiene bisectando cierta cantidad de
veces T} se sigue:

Defm(T) <supC - Def(T,, M(x)) < C - sup Def(T,, M(z)) = C - Defm(T}) (5.55)
z€T z€Tp

Con lo cual queda demostrado el resultado. B

Si bien el resultado anterior establece una relacién razonable entre la deformidad del elemento
padre y el hijo, calcular o al menos aproximar el supremo en la definicién de De f 4 puede resultar
computacionalmente costoso.

En vista de lo anterior, uno puede preguntarse cuanto varfa De faq(1},) si M no varia dema-
siado sobre T),. Ya que, en tal caso, si Defaq(1),) no varia demasiado, entonces deberfa tenerse
Defm(Ty) = Def(T,, M(z)), para algin x € T}, arbitrario y, a su vez, se deberfa poder controlar
la deformidad de cualquier elemento obtenido a partir del refinamiento de T}, con De f (T}, M(x)).

Esta cuestién se responde con la siguiente proposicién:
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Proposicién 4.5.2 Sea T), un tetraedro no degenerado, sea T := B(T},), con B sucesion vdlida
de bisecciones sobre T}, y sea M : T, — R3%3 tensor métrico. Si se llama b al baricentro de Ty,
y My := M(b) y siendo C es la constante definida en (4.50), se tiene que dado € > 0 existe
§ > 0 tal que si [|[M(x) — My||2 < 0, Vo € T}, entonces:

Defm(T) < C - Def(Tp, Myp) +¢ (5.56)
Demostracion:
De la Proposicién (4.5.1), y del hecho de que Defaq y Def son siempre positivas, se tiene
que
Defm(T) < C - Defam(Ty) < C - [Defm(Ty) — Def(Tp, My)| + C - Def(Tp, My) — (5.57)

Con lo cual bastara ver que dado € > 0 existe § > 0 de tal que si [|[M(z) — Mp||2 < 0, Vz € T),
entonces :

[Defa(Ty) = Def (T, My)| < (5.58)
En efecto, por la definicion de Defaq se tiene:
[Defm(Ty) — Def (T, Mp)| = | sup De f(Tp, M(x)) — Def(Ty, Mp)| <
x€lp
< sup |Def(Tp, M(z)) — Def(Tp, Myp)| (5.59)

z€Ty

Fijando x € T}, puede hacerse el siguiente desarrollo:

| De f(T,, M(x)) — Def (T, My)| = |Conda(V M(x) - D.') — Conda(VM, - DY) (5.60)

Ahora bien, sea I el conjunto de las matrices inversibles de R3*3. Dado que la funcién
Condy : (L|| - ||]2) = R>1 es continua, se sigue que existe d; > 0 tal que si |[VM(z) - D;pl -

vV My - Di}Hg < 47 entonces:
|Condsy(VM(z) - D7) — Condy(vV My - D7) < % (5.61)

Dado que:

IVM(x) - Dt =V My - Dp!lo < [[VM(x) = VMylz - [[DE ] (5.62)

serd necesario utilizar la continuidad de la funcién raiz cuadrada matricial sobre el conjunto
de las matrices simétricas y definidas positivas. Es decir, siendo S el conjunto de las matrices
simétricas y definidas positivas de R3*3, se sabe que v/ : (S, || - ||l2) = (S, || - ||2) es una funcién
continua. Con lo cual existe § > 0 tal que si [|[M(z) — My||2 < § entonces:

VM) — VMl < —2 (5.63)
D [l2
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Luego, tomando este d, y en funcién de las ecuaciones de (5.60) hasta (5.63) se deduce que:

€
c

Finalmente de la expresién anterior, combinada con (5.59) se sigue el resultado que se queria
demostrar. B

|Def(Ty, M(x)) — Def(T,, Mp)| < Vo e T, (5.64)

Cabe mencionar que la utilizacién del baricentro es totalmente arbitraria, puede ser reem-
plazado por cualquier punto de T, sin que pierda validez la demostraciéon que se acaba de hacer.

Otro aspecto importante para observar es que, en funcion de la demostracién anterior, si se
quisiera hacer un andlisis de la sensibilidad de la cota de la deformidad en funcién de la variacién
de M sobre T}, ésta dependera de la sensibilidad del nimero de condicién y de la raiz matricial
vistas como funciones en los respectivos espacios en donde se encuentran definidas.
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Capitulo 5

Ejemplos y resultados numéricos

Es este capitulo se presentaran ejemplos del funcionamiento de la heuristicas descrita en los
capitulos 2 y 3. Se mostrara, de forma empirica, que el algoritmo cumple el objetivo de generar
mallas regulares sobre una determinada métrica M y, a su vez, la fase II funciona segin lo
desarrollado en el capitulo anterior.

Los ejemplos de este capitulo consistirdan, por lo general, en intentar aproximar una cierta
funcion f definida en un dominio €2, utilizando interpolacién lineal a partir de la malla generada
por el algoritmo. Es decir, sea 2 C R? abierto no vacio, conexo, acotado y poligonal, y sea
f:Q — Rtal que f € C%(Q), si 7 es una triangulacién de Q, entonces se define la interpolada
de Lagrange de f, IIf € C(Q2) , como la tnica funcién continua que cumple ser lineal sobre cada
T € 7, y ademas:

IMf(z) = f(z) VaxeN;

El error de interpolacién se calculard tanto en la norma del espacio L?(£2) como también en
la seminorma de H'(). Dichos errores se computan de la siguiente forma, respectivamente:

lellys = I1f - T1f|| 2 = ( / (f—Hf)2)2 (0.1)

lelgr = |f = 11f |1 (Z/ (8]‘ - 8Hf> Z/ <8f - é?Hf> )1 (0.2)

Un aspecto importante a tener en cuenta serd la eleccién de la métrica que se utilizard en
dichos ejemplos. Dado que el objetivo de este trabajo estd centrado en la construccién de una
heuristica que genera una malla teniendo a la métrica como un dato de entrada, los detalles sobre
como construir métricas adecuadas para diferentes propdsitos no seran tratados en profundidad.

Un ejemplo de lo mencionado anteriormente puede encontrarse en [13], en donde W. Huang
expone una métrica en R™ basada en el hessiano, en la cual, segin se demuestra, la regularidad
de una malla de n-simplices redunda en una disminucién del error de interpolacién, cuando se
interpola con polinomios de grado arbitrario.

A efecto de exponer de forma sencilla el funcionamiento de la heuristica en las siguientes
secciones, se opt6 por utilizar como métrica una pequena modificacién del hessiano de la funcién
que se busca aproximar. Es decir que, teniendo f como antes, si H(z), con x € €, es el hessiano
de f en el punto x, se tomard como métrica el tensor M : Q — R?*? definido como
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M(z) = [H(z) +e-1] Ve (0.3)

Donde, si A € R?*? es tal que A? es s.d.p. , se tiene |A| := VA2, y, ademas, se nota I a la matriz
identidad, y se toma ¢ = 0,000001.

Vale aclarar que en esencia se esta utilizando la hessiano de f como métrica. Se le suma ¢ - [
y se toma el médulo matricial para asegurar que lo que se obtenga sea una matriz s.d.p. , para
cada = € Q.

Esta métrica es practicamente la misma utilizada en [2]. Por lo general, cuando se busca
optimizar la relacion error-costo computacional se suele utilizar métricas basadas en el hessiano
de la funcién que se busca aproximar, bastante parecidas a la de la expresion (0.3).

Cabe mencionar que algunas veces, se puede pedir a la malla regularidad sobre M para
lograr objetivos diferentes al de optimizar la relacién error-costo computacional. Un ejemplo de
esto es [15], en donde X. Li y W. Huang construyen una métrica apropiada sobre la cual cierta
regularidad de la malla asegura el cumplimiento del principio del maximo discreto, para el caso
de la ecuaciéon V(DVu) = f sobre un dominio €2, con D = D(x) la matriz de difusién.

La heuristica (tanto la fase I como la II) fue implementada en C++. Para los ejemplos de
este capitulo se utilizé iter = 20, iters = 3, iter, = 1, salvo se indique lo contrario, y fueron
probados en una maquina con un procesador AMD Athlon(tm) IT X2 245 de 2,90 GHz y 2,00
GB de RAM.

5.1. Fasel sobre una métrica anisotrépica

En esta secciéon se mostraré el funcionamiento de la funciéon FaseI sobre un dominio 2 =
[—1,1]2, bajo una métrica anisotrépica no constante. La métrica en cuestién se define en base a
la ecuacién (0.3), siendo f para este ejemplo :

f(x,y) = arctan(10 - (y — 0,75 - sinx)) (1.4)

La malla inicial que se utilizé para este ejemplo puede verse en la figura 1. Partiendo de
dicha malla, en las figuras de la 2 a la 4 puede verse la malla que FaseI entrega como salida.

En la descripcién de cada imagen se encuentran los datos sobre el nivel de refinamiento R
que fue utilizado, asi como también datos sobre la regularidad de la malla, error y tiempo de
CPU necesario para su generacion. Los datos de regularidad y uniformidad estian expresados
en la media m de las medidas de todos los lados (medidos en la métrica M) y su respectivo
desvio estandar o. Es decir, siendo 7 la triangulacién de salida podran verse como datos en la
descripcién de la imagen:

m =

Z\ U:#g

Ee&;r

S (m — [Blw)? (1.5)

Ec&;r

#8

Si bien no es una medida de regularidad demasiado precisa, permite ver por separado la
uniformidad y la regularidad. Es decir que, un desvio estandar bajo implicaria una malla bastante
regular (aunque al revés no sea necesariamente cierto). Mientras que una media cercana a uno
(combinada con un desvio estandar bajo) estaria diciendo que la malla se bastante uniforme.

En los ejemplos presentados se verd que la media es cercana a uno mientras que el desvio
estandar es bajo.
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Para los ejemplos de este capitulo se utilizé iter = 20, iters = 3, iter,, = 1, salvo se indique
lo contrario.

0.8 B

06 ,

L L L L L L L L L
-1 -0.8 -0.6 -04 -0.2 0 0.2 0.4 06 08 1

Figura 1: Malla inicial que toma como entrada la funcion Fasel

0.8

0.6

0.4

0.2

-1 1 1 1 ! 1 1 ! ! !
-1 -0.8 -06 -04 -0.2 0 02 04 06 08 1

Figura 2: Salida de FaseI con R = 0,5, m = 0,9808, o = 0,1495. ||e||;2 = 0,0562, |e|z1 = 1,8853.
Cantidad de elementos: 338. Tiempo de CPU: 1,06 s.
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Figura 3: Salida de FaseI con R = 0,3, m = 0,9384, 0 = 0,1334. ||e||z2 = 0,0205, |e|g =
1,0482. Cantidad de elementos: 938. Tiempo de CPU: 1,75 s.

Wi 7 / \\\:
I

e
0

MR

% 7

R\

Figura 4: Salida de FaseI con R = 0,1, m = 0,9317, 0 = 0,09841. |le||;2 = 0,0022, |e|fg1 =
0,3343. Cantidad de elementos: 8165. Tiempo de CPU: 8,08 s.

5.2. RefinarUniforme aplicada al caso anterior

En esta seccion se ejemplificard el funcionamiento de la fase II del algoritmo. A tal fin se
utilizard como entrada la malla de la figura 2 y se probard la funcién RefinarUniforme para
distintos niveles de refinamiento.

El buen funcionamiento de RefinarUniforme estd garantizado por lo probado en el capitulo
anterior. Para ver de forma empirica lo demostrado, se estimé la deformidad de la malla para
cada nivel de refinamiento, observandose que la deformidad se mantiene mas o menos constante
conforme se avanza.
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Para medir la deformidad de la malla, si se tiene 7 la malla de salida de RefinarUniforme,
se estim6 el promedio de Def(T, My(T')), siendo T' € 7y b(T') su baricentro. Es decir, teniendo
T como antes, se define:

— 1
Defri= g > Def(T, Myr)) (2.6)

Ter

A continuacién puede verse la salida de la funcién RefinarUniforme para distintos valores
del parametro G (especificado al pie de cada figura). En la figura 8 puede verse la deformidad
promedio en funcién de G. Se observa una tendencia a ser constante, lo cual es esperable en
funcién de lo probado en el capitulo anterior.
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Figura 5: Salida de RefinarUniforme para G = 1. ||e||r2 = 0,0293, |e|g1 = 1,46. Cantidad de
elementos: 815. Tiempo de CPU: 0,003 s.
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Figura 6: Salida de RefinarUniforme para G = 2. ||e||r2 = 0,0188, |e|y1 = 1,204. Cantidad de
elementos: 1352. Tiempo de CPU: 0,007 s.
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Figura 7: Salida de RefinarUniforme para G = 3. |le||z2 = 0,0094, |e|;1 = 0,8165. Cantidad
de elementos: 2982. Tiempo de CPU: 0,015 s.
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Figura 8: Deformidad promedio, definida en 2.6, en funcion del parametro G.

5.3. Fasel en el caso isotrépico

Dado que gran cantidad de veces se utilizan mallas isotrépicas, y no es demasiado facil
apreciar a simple vista la calidad de los elementos generados sobre métrica extranas, puede
resultar de interés ver cémo funciona la heuristica en el caso isotrépico.

Como la métrica es practicamente el hessiano de la funcién, puede observarse que en las
zonas del dominio en donde el hessiano es cercano a cero los elementos tienden a ser més
grandes. Este efecto es justamente lo que se espera tener, dado que de esta forma se obtiene una
buena representacién de la funciéon haciendo un uso inteligente de los recursos computacionales,
que en este viene dado por la cantidad de elementos.
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Este efecto, sin embargo, trae un problema cuando se quiere generar mallas como las ante-
riores pero sobre dominios méas complicados. Esto se debe a que un borde complicado requiere
un nivel alto de refinamiento para poder ser bien aproximado, lo cual puede no suceder en zonas
del borde donde el hessiano de la funcién es cercano a cero.

Esta cuestion puede ser resuelta de varias maneras. Por ejemplo en el mallador anisotrépico
BAMG [14], F. Hecht utiliza una longitud méxima permitida para los lados, donde dicha longitud
estd medida en la métrica euclidea. Esto hace que en las zonas en donde la métrica es cercana a
cero los elementos no sean desproporcionadamente grandes, lo cual dota a la malla de una mejor
capacidad de adaptacion a bordes complicados, teniendo en estos casos una métrica localmente
isotrépica adaptandose a un borde complicado.

Es por esto que también resulta de interés observar el comportamiento de FaselI en el caso
isotrépico con geometrias complicadas.

Para ver su funcionamiento en el caso isotrépico basta con darle como entrada la métrica
M =1, con I la matriz identidad de R?*2.

A continuacién se exponen algunas mallas generadas con el algoritmo para diversos casos.

Figura 9: A la izquierda la malla de entrada que recibe Fasel y a la derecha la salida, con M = 1.

-1 -08 -06 -04 -02 [ 02 04 06 08 1 -08 06 -04 -02 0 02 04 06 0.8 1

Figura 10: A la izquierda la malla de entrada que recibe Fasel y a la derecha la salida, con

M=1.
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5.4. Error de interpolacién

En esta seccién se analizard la evolucién del error de interpolacién, definido en (0.1), en
funcién del nivel de refinamiento.

Se tomaron en cuenta tres casos distintos y se estimé su error de interpolacion tanto en la
norma de L?(€2) como en la semi-norma de H'(Q) (ver (0.1) y (0.2) ), los cuales se encontraran
expresados en funcién de la cantidad de elementos.

Como ya se dijo, se mostraran tres ejemplos, para los cuales se usaron las siguientes funciones:

fi(z,y) = arctan(50 - (y — 0,75 - sinwz)) 4+ 22 + 3>

2

fQ(;U:y) - %

f3(z,y) = arctan(10 - (z + 1))

El primer caso es muy parecido al ya analizado en secciones anteriores, con la salvedad que
presenta una anisotropia mas fuerte. Se le sumé a2 +y? para evitar el problema de tener elementos
grandes en donde el hessiano de arctan(50 - (y — 0,75 - sin7wx)) es pequenio. El segundo caso es
bastante simple, pero con anisotropia muy pronunciada. Por tltimo, el tercer caso corresponde
a la aproximacién de una capa limite sobre un borde recto.

En funcién de lo establecido més arriba, siendo H; el hessiano de la funcién f;, se definen
los tensores métricos de la siguiente forma:

Mi(z) = [Hi(x) +e-I| Yre (4.7)

Donde €2; es el dominio que se utiliza en cada ejemplo.
Para f1 y f3 se utilizé la malla de la figura 1 como entrada, mientras que para el caso fo se
utilizé la malla que puede verse a continuacién.
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Figura 11: Entrada para el seqgundo ejemplo.

Para tener una idea de la eficacia de la fase II del algoritmo, en los graficos del error se
mostrard paralelamente el error de interpolacién en funciéon de la cantidad de elementos para

56



las mallas generadas por la funciéon RefinarUniforme y RefinarUniforme*, partiendo siempre
de la malla méas gruesa generada por Fasel en cada caso.

Los graficos del error se exponen en escala logaritmica. Dado que en esta escala se observa que
el grafico correspondiente a los errores de las mallas generadas por las tres funciones aproximan
una recta, en la descripcién de cada grafico se exponen las pendientes aproximadas de éstas,
calculadas mediante cuadrados minimos (para el computo se omitieron los primeros datos con
el objetivo de captar su comportamiento asintético).

Adicionalmente se muestra el tiempo de CPU empleado para la generacién de las mallas en
funcién de la cantidad de elementos. A los tiempos correspondientes a las mallas generadas por
RefinarUniforme y RefinarUniforme* se le suma el tiempo empleado para generar la malla
de partida, para la cual se utilizé Fasel.

En todo los casos, se utilizé Fasel con iter = 25, iters = 3, e iter, = 1. A continuacién se
exponen los resultados obtenidos.
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Figura 12: A la izquierda la malla generada por Fasel para un nivel de refinamiento R = 0,3
bajo la métrica My. A la derecha puede verse el grdfico de 11f1 en funcion de la malla de la
izquierda. Cantidad de elementos: 2375. Tiempo de CPU: 4,01 s.
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Figura 13: Error de interpolacion, |le||r2 a la izquierda y |e|g1 a la derecha, en funcion de la
cantidad de elementos, usando FaseIl, RefinarUniforme y RefinarUniforme* con la métrica
M. Las pendientes aproximadas son, para Fasel: -1,0308 en || - ||r2 y -0,5778 en |- |1 . Para
RefinarUniforme: -0,9683 en || - ||r2 y -0,4514 en | - |g1. Y para RefinarUniformex: -0,9784
en || ||z y -0,4938 en | - |-
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Figura 14: Tiempo de CPU empleado en la generacion de la malla
elementos, usando M.
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Figura 17: Tiempo de CPU empleado en la generacion de la malla en funcion de la cantidad de
elementos, usando Ma.

-0.2 0 02 04 06 08 1

Figura 18: A la izquierda la malla generada por Fasel para un nivel de refinamiento R = 0,025,
bajo la métrica Ms. A la derecha puede verse el grifico de 1lfs en funcion de la malla de la
izquierda. Cantidad de elementos: 666. Tiempo de CPU: 1,818 s.
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Figura 19: Error de interpolacidn, |le||r2 a la izquierda y |e|g1 a la derecha, en funcion de la
cantidad de elementos, usando FaseIl, RefinarUniforme y RefinarUniforme* con la métrica
Ms. Las pendientes aproximadas son, para Fasel: -1.0156 en || - || 2 y -0.5312 en |- |1 . Para
RefinarUniforme: -1.0096 en || - ||;2 y -0.4973 en | - |g1. Y para RefinarUniformex*: -1.0177
en || ||z y -0.5014 en |- |g1.
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Figura 20: Tiempo de CPU empleado en la generacion de la malla en funcion de la cantidad de
elementos, usando Ms.

De lo anterior se puede observar que las pendientes del error medido en ||-||2 es aproximada-
mente -1 cuando se utiliza FaselI, y es levemente mayor cuando se utiliza Fasel para armar una
malla inicial y se continta refinando con RefinarUniforme y RefinarUniforme*. A su vez, el
error medido en |- |1 presenta una pendiente aproximada de -1/2 cuando se utiliza sélo Fasel,
y es levemente mayor cuando se utiliza RefinarUniforme y RefinarUniforme*. Ademas, puede
verse que RefinarUniforme* tiene un mejor desempeno que RefinarUniforme en el caso en
que el error de la malla inicial es mas grande, mientras que en los otros casos ambas funciones
tiene un desempeno similar.
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En cuanto al tiempo de CPU empleado para la generaciéon de las mallas, puede observarse
un comportamiento lineal en la cantidad de elementos en todos los casos. El tiempo de gene-
racion utilizando una malla inicial hecha con FaseI y refinando luego con RefinarUniforme o
RefinarUniforme* es notablemente menor al empleado utilizando solamente FaseI.

5.5. Comparacion Fasel con BAMG

En esta seccidn se exponen algunos ejemplos mas del funcionamiento Fasel, a la vez que
se compara con mallas generadas por el mallador anisotrépico BAMG [14], utilizando la misma
funcién a aproximar en cada caso, con una cantidad similar de elementos. Se observé que tanto
la calidad (en términos de Def._ ) como los niveles de error ||e||z2 ¥ |e|;: medidos para las
mallas generadas con ambos algoritmos son bastante parecidos.

Los tiempos de CPU empleados por ambos algoritmos para la generacion de las mallas fue
bastante similar, siempre que se utilizaran una cantidad también similar de iteraciones.

Adicionalmente se observé que en los casos donde el hessiano presenta cambios muy bruscos,
el algoritmo de Hecht genera mallas de mejor calidad para niveles bajos de refinamiento. Esto
puede deberse, entre otras cosas, a la manera en que se construye la métrica que utiliza el
BAMG, la cual difiere a la utilizada en este trabajo.

En los ejemplos se exponen los histogramas de la cantidad de elementos en funcién de
Def(T, Myr)) (deformidad en funcién de la métrica evaluada en el baricentro) y el angulo
méximo (medido en la métrica euclidea).
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Figura 21: Salida de Fasel aprozimando la funcion f = arctan(500 - (y — 0,75 - sinwz)) +
arctan(100 - (x — 0,75 - sin7y)) + 1022 + 1032, con R = 0,5, iter = 23, iters = 3, iter, = 1.
Def_ = 17,36, |le||z = 0,0573, |e|g = 14,9. Cantidad de tridngulos: 5701, tiempo de CPU:
11,43 s.
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Figura 22: A la derecha el histograma de la deformidad de los elementos, a la izquierda el
histograma de los dngulos mdzimos (en la métrica euclidea), ambos para el caso de la figura
anterior.
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Figura 23: Malla generada por el BAMG, aprozimando la funcidn f = arctan(500 - (y — 0,75 -
sin 7)) +arctan(100 - (x — 0,75 -sin y)) 4+ 1022 4+ 10y, con err = 0,01. Def,_ = 14,76, ||e||12 =
0,0583, |e|g1 = 15,3. Cantidad de iteraciones: 25. Cantidad de tridngulos: 6023. Tiempo de
CPU: 14,69 s.
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Figura 24: A la derecha el histograma de la deformidad de los elementos, a la izquierda el
histograma de los dngulos mdzimos (en la métrica euclidea), ambos para el caso de la figura

antertor.

tanh(10(sin 5y — 2z)) + zy? + 3>, con
1. Def. = 621, ||e||z> = 0,0068, |e[1 = 0,8930.

Cantidad de tridngulos: 4547, tiempo de CPU: 4,53 s.
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Figura 25: Salida de Fasel aprorimando la funcion f
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Figura 26: A la derecha el histograma de la deformidad de los elementos, a la izquierda el
histograma de los dngulos mdzimos (en la métrica euclidea), ambos para el caso de la figura
anterior.
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Figura 27: Malla generada por el BAMG, aprozimando la funcion f = tanh(10(sinby — 2z)) +
ry?+y3, con err = 0,005. Def. = 6,07, ||e||z2 = 0,0055, |e| ;1 = 0,948. Cantidad de iteraciones:
20. Cantidad de tridngulos: 4539. Tiempo de CPU: 6,2 s.
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Figura 28: A la derecha el histograma de la deformidad de los elementos, a la izquierda el
histograma de los dngulos mdzimos (en la métrica euclidea), ambos para el caso de la figura
anterior.

5.6. Modos de uso

A partir de los resultados sobre el funcionamiento de la heuristica expuestos hasta aqui, y
dada la independencia de las dos fases, es posible considerar diferentes formas de combinarlas.

Dado que el costo computacional de utilizar la fase II (ya sea refinamiento local o global)
es mucho menor al de la fase I, un modo de uso valido de la heuristica por parte del usuario
puede ser, dada una métrica, generar una malla mas o menos regular con FaseI, de forma
tal que la métrica sea méas o menos constante sobre cada elemento. A continuacién, aplicar
RefinarUniforme o RefinarUniforme* con el objetivo de aumentar nivel de refinamiento. Es
decir, orientar la utilizacién de la fase I para lograr regularidad, y destinar la fase II al nivel de
refinamiento.

Las misma idea puede utilizarse con refinamiento local, utilizando la funcién Refinar, y a
su vez valiéndose de algin tipo de estimador del error para seleccionar los elementos que deban
ser refinados.

El BAMG posee la opcién de realizar cuadrisecciones sobre los elementos de la malla termi-
nada. Las cuadrisecciones se realizan de forma tal que al aplicarse sobre un triangulo equilatero
genera cuatro sub-tridngulos equilateros. Esta técnica de refinamiento mantiene mejor la calidad
que el algoritmo utilizado en Refinar. Para ver esto basta observar que al aplicar el refinamiento
del BAMG al elemento de referencia sélo es posible generar elementos de dos clases de equiva-
lencia (en el sentido de la Definicién (4.2.3) ), sobre los cuales a su vez la funcién Def resulta
constante (ya que son copias del original, salvo rotacién, traslacién, y escala uniforme). Con lo
cual haciendo un desarrollo anédlogo al que se hizo para el algoritmo Refine, en la Proposicién
(4.5.2) la desigualdad valdria con C' =1 (de hecho valdria la igualdad).

Si bien el método de cuadriseccién tiene como ventaja generar elementos de mejor calidad, no
puede ser aplicado de forma local por si solo, y al aplicarlo de forma global no permite un control
demasiado fino sobre la cantidad de elementos obtenidos, ya que la nueva malla contiene cuatro
veces mas elementos que la original, en contraposicién a la aplicacion de RefinarUniforme y
RefinarUniforme* que generan una malla con més o menos el doble de elementos que la original.
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5.7. Conclusiones

En este capitulo se vio, de forma empirica, que la heuristica expuesta en los capitulos 2 y 3
cumple el objetivo de generar mallas regulares en una determinada métrica M.

Adicionalmente, a raiz del desempenio de la funcién RefinarUniforme, se pudieron compro-
bar los resultados obtenidos en el Capitulo 4. Es decir que una vez que se obtiene una malla més
o menos regular en la métrica M, de forma tal que ésta sea mas o menos constante sobre cada
elemento, al aplicar el algoritmo de refinamiento la calidad de la malla se mantiene acotada por
debajo, en funcién de la calidad de la malla original.

Por tltimo, al ser mucho menor el tiempo de CPU empleado por la segunda fase del algoritmo,
existen varias formas de combinar la heuristica inicial y la fase de refinamiento de tal forma que
puedan obtenerse mallas de buena calidad, con un nivel bajo de error, a un costo computacional
bajo. Estos aspectos fueron tratados en la seccién anterior.
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