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1 Introduccion

Todos los modelos estadisticos se basan en asumir hipotésis sobre los datos
observados. Estas hipdtesis ayudan a hacer a los modelos més simples y mane-
jables desde un punto vista tedérico y también computacional. Una de las sim-
plificaciones mas utilizada consiste en suponer que los datos observados siguen
una distribucién exactamente normal. La razén principal en la que se basa
esta suposicién es que la distribucién normal da una buena aproximacién para
muchos conjuntos de datos y ademds permite obtener férmulas explicitas para
estadisticos ¢ptimos (por ejemplo de menor varianza uniformemente) y cono-
cer su distribucién. Este enfoque, al que llamaremos clédsico, ha dominado la
Estadistica de los tltimos doscientos anos.

En la préctica suele suceder que la mayorfa de los datos observados sigue el
modelo normal propuesto, pero algunas observaciones siguen un patrén diferente
o directamente ningin patrén. Llamamos outliers o datos atipicos a las observa-
ciones que no siguen el patrén de la mayoria de las observaciones. Intuitivamente
se podria esperar que si la hipotésis de normalidad es cierta, aunque sea aproxi-
madamente, los resultados de la teorfa cldsica también valgan aproximadamente.
Lamentablemente, este no es el caso, la gran mayorfa de los métodos cldsicos
pierden completamente sus propiedades de optimalidad ante pequenas desvia-
ciones del modelo asumido.

La Estadistica Robusta busca dar métodos para el modelado estadistico y
el analisis de datos que produzcan estimaciones confiables atin cuando los datos
observados no siguen la distribucién asumida exactamente, sino que aproxi-
madamente. El objetivo de buena parte de los procedimientos robustos es dar
estimaciones que sean "casi" tan buenas como la de los estimadores cldsicos
cuando la distribucién de los datos observados es exactamente la asumida y
que en la presencia de outliers estas estimaciones sean parecidas a las que se
hubieran obtenido por métodos clasicos aplicados sélo a los datos no atipicos.

En este trabajo, estudiaremos métodos robustos para el modelo lineal, que
describimos en la primer seccién. Una de las primeras propuestas de estimacion
robusta para el modelo lineal fue dada por Huber en su trabajo de 1973 en el
que presenta los M-estimadores. Estos estimadores son un intento por hacer
mas robusto el enfoque clésico, que es el de minimos cuadrados. Lamentable-
mente, los M-estimadores como fueron propuestos por Huber son muy sensibles
a observaciones atipicas en las variables regresoras y por lo tanto, su uso se
encuentra limitado a modelos lineales con regresores no aleatorios.

En la decada del 80, surgieron muchos estimadores robustos para el modelo
lineal con regresores aleatorios como el LMS de Rousseeuw (1984), el LTS de
Rousseeuw (1984) o los S-estimadores de Rousseauw y Yohai (1984). Cuando
decimos que estos estimadores son robustos nos referimos a que tienen un punto
de ruptura alto. Definiremos con precisién este concepto en la primer seccién
de este trabajo, pero intuitivamente podemos pensar que el punto de ruptura
nos indica la proporcién de contaminacién en una muestra que un estimador
puede soportar sin verse completamente arruinado. En este contexto, la eficien-
cia de un estimador suele medirse como el cociente entre la varianza asintética



del estimador de médxima verosimilitud y el estimador en cuestién. Todos los
estimadores que mencionamos previamente son muy ineficientes bajo normali-
dad de los errores, es decir que asintéticamente tienen muchas més variabilidad
en sus estimaciones que el estimador de minimos cuadrados, que coincide con
el estimador de méxima verosimilitud cuando la distribucién de los errores del
modelo es exactamente normal.

La primer propuesta de estimacién robusta y altamente eficiente es la de
Yohai (1987) que introduce los MM-estimadores. Estos estimadores combinan
robustez con una eficiencia asintética que podemos hacer arbitrariamente alta.
En los anos siguientes surgieron muchos otros estimadores que combinan es-
tas propiedades, pero ninguno de ellos es completamente eficiente. Recién en
Gervini y Yohai (2002) se proponen los estimadores REWLS que combinan
robustez con una varianza asintética igual a la de minimos cuadrados bajo nor-
malidad e independencia de los errores.

Sin embargo, si el tamano de la muestra es pequeno la eficiencia asintética de
estos estimadores puede ser mucho mayor que el eficiencia para muestras finitas,
definida como el cociente entre el el error cuadrdtico medio del estimador de
maéxima verosimilitud y del estimador en cuestién. Es claro ademds que para las
aplicaciones précticas la eficiencia para muestras finitas es la medida relevante.

En este trabajo, motivados por los resultados de Bondell y Stefanski (2013),
proponemos una familia de estimadores con un punto de ruptura alto y alta-
mente eficientes para muestras finitas.

El presente trabajo estd organizado de la siguiente manera:

En la primer seccién, presentamos el modelo lineal, el estimador de minimos
cuadrados y definimos algunas de las medidas mds utilizadas para medir la
robustez de un estimador.

En la segunda seccién, damos las propiedades més importantes de algunos de
los estimadores robustos para el modelo lineal més conocidos: M-estimadores,
S-estimadores, tau-estimadores, MM-estimadores y los estimadores REWLS.

En la tercer seccién, presentamos nuestra propuesta, damos las definiciones
pertinentes e incluimos un estudio de simulacién de Montecarlo que compara el
rendimiento de algunos de los estimadores descriptos.

Finalmente, en el apéndice damos las demostraciones de todos los resultados
originales de este trabajo: Se prueba la consistencia y normalidad asintética de
los estimadores propuestos, se da su punto de ruptura finito y probamos una
generalizacion de un Teorema de Martin, Yohai y Zamar (1989) que caracteriza
el méximo sesgo asintético de S-estimadores bajo ciertas hipétesis.



2 Regresién Lineal

2.1 Modelo Lineal

Consideremos un conjunto de n observaciones (Z;1, ..., Tip, ¥; ), donde z;1, ..., Tjp
son variables explicativas e y; es la variable dependiente o de respuesta. Decimos
que estos datos siguen un modelo lineal si

P
Yy = E zijBy ; + u; parai=1,..n,
Jj=1

donde f 1, .., B, son pardmetros desconocidos a estimar y las u; son variables

aleatorias (los errores). En un experimento disenado las x;; son no aleatorias,

es decir que estdn determinadas antes del experimento. Cuando los datos son

observacionales, las x;; son variables aleatorias. Si llamamos x; y B, a los vec-
: : ! /

tores p-dimensionales con coordenadas (z;1, ..., Zip)" ¥ (B¢ 1+ B0,) s podemos

expresar el modelo de manera méas compacta como

Y = X,Bp+u; parai=1,...,n. (2.1)

Cuando el modelo contiene un término constante, la primer coordenada de cada
X; es 1 y el modelo puede escribirse como

yi = Boo + XiBo 1 +u; parai=1,...,n (2.2)

donde X; = (i1, ..., Ti(p—1)) , Boa ERP 1y

11 _ | Boo
Xl_[xi]’ﬁo_[ﬁo,l]'

Llamamos a 3,  la ordenada al origen y a los elementos de G ; las pendi-
entes. A lo largo de este trabajo, vamos a suponer que las z;; son aleatorias y
que nuestro modelo no contiene una ordenada al origen.

Llamemos ahora X € R™? a la matriz con elementos z;; y sean y y u los
vectores con elementos y; v u; para ¢ = 1,...n. Entonces podemos expresar el
modelo lineal como

y = XBy+u.

Vamos a decir que la matriz X tiene rango completo si sus columnas son
linealmente independientes.

Llamamos ;(3) a los valores ajustados y r;(3) a los residuos que correspon-
den al vector 3, definidos por

5i(B) =x;B y ri(B) =y; — 4:(B) para i = 1,..n.

Llamemos Fj a la funcién de distribucion de v y Gy a la funcién de distribu-
cién de x. Entonces la funcién de distribucién de (x,y) que llamamos Hy estd
dada por

Hy(x,y) :/.../Fo(y—ﬁf)s)dGo(s). (2.3)



Para probar ciertos resultados necesitaremos ademds suponer que Fy tiene
una densidad fy que cumple que:

i) fo es una funcién par. (2.4)
1) fo(|u|) es mondtona decreciente.

1i1) fo es estrictamente decreciente en un entorno del cero.

(
(
(
(1v) fo es continua.

A lo largo de todo este trabajo vamos a trabajar bajo la hipétesis de que

las u; son i.i.d e independientes de las x;. (2.5)

2.2 Minimos Cuadrados

Supongamos que (x},y;) para ¢ = 1,...,n siguen el modelo (2.1) con (2.5) y que
sup g=1 Fao (,B/x =0) < 1. Esta hipétesis se cumple por ejemplo, cuando x
tiene densidad. Esto implica que la probabilidad de que X tenga rango completo
tiene a uno cuando n — oo.

Definimos entonces el estimador de minimos cuadrados de 3, como

n
. , ,
Brc = arg min 2;7" (8).
<

Derivando respecto de 8 obtenemos

n

Z ri(Burc)xi =0,

i=1
que es equivalente a las llamadas ecuaciones normales
X/XBMC’ =Xly.
Si X tiene rango completo, B mc queda univocamente determinado por
BMC = /BMC(Xay) = (X,X)flxlyo
Por otro lado B Mc cumple
E(ByeX) =B y Var(B,,¢[X) =05 (X'X) ™",

donde 03 = Var(u).

Si X no tiene rango completo, las ecuaciones normales tienen infinitas solu-
ciones pero todas dan lugar a los mismos residuos y valores ajustados.

Si la distribucién de las u; es N(0,03), tenemos que la distribucién de /éMC
condicional a X es normal multivariada y que ,5’ mc es el estimador de Méxima
Verosimilitud de B,. Ademas la matriz de covarianza de B3,; alcanza la cota
de Rao-Cramér multivariada.



. . / . .
Si las u; no son normales, pero existe Vx = Eg,(xx ) y es inversible, como
veremos en la Seccién 3.1.1 se puede probar que

Vi(Bue — Bo) = Np(0,03V 1), (2.6)

donde 03 = Var(u).

Sin embargo, es bien sabido que B M Do es un estimador robusto, es muy
sensible a pequenas desviaciones del modelo de regresién con errores normales.
Ademss, una pequena proporcién de observaciones malas, incluso una sola,
pueden arruinar completamente el estimador.

Esta falta de estabilidad es un serio problema en las aplicaciones del modelo
lineal.

Para ejemplos de este fenémeno consultar las Secciones 1.4.2 y 5.1 de Maronna,
Martin, Yohai (2006).

2.3 Funcionales de regresién

Sea T un funcional que toma valores en RP definido sobre un subconjunto del
espacio de funciones de distribucién en RP*!. Supongamos que el subconjunto
incluye todas las funciones de distribucién empiricas H,, correspondientes a
muestras (x},y;) de tamafio n con distribucién H. Llamaremos a T funcional
de regresion. Se sigue entonces que T,, = T(H,,) es un estimador de 3, y por
lo tanto podemos pensar a T también como un estimador de regresion.

Sea (x’,y) un vector aleatorio con distribucién H. Consideremos § = y+x'b
para cierto b € R?| 3 = cy para cierto ¢ € R, y X = A’x para cierta A € RP*?
inversible. Llamemos H,, Hy y Hs a las distribuciones de (x,7), (x,7) v (X,%)
respectivamente.

Las siguientes propiedades para un funcional de regresién T son llamadas
equivariancia por regresion, por escala y afin respectivamente:

e T(H,)=T(H)+bVbeRP.

e T(Hy)=cT(H)V ceR.
e T(Hs3) = A-'T(H) YA € RP*” inversible.

De manera andloga definimos estas propiedades para estimadores de regre-
sién. Diremos que un funcional o estimador de regresién es equivariante si
cumple con estas tres propiedades. Las anteriores son propiedades deseables
para cualquier funcional o estimador de regresién ya que nos permiten conocer
como el estimador cambia bajo estas transformaciones en los datos. Ademss,
estas propiedades facilitan enormemente la simulacién.

Es facil verificar que el estimador B mc que definimos antes es equivariante
por transformaciones de regresién, de escala y afines.

A continuacién introducimos la nocién de Fisher-consistencia y continuidad
de funcionales, a las que haremos referencia més adelante.



Definicién 2.1 Diremos que un funcional T es Fisher-consistente si para cada
familia de distribuciones Fg en RP se tiene que T(Fg) = (3.

Definicién 2.2 Dada una distribucion H en RP diremos que un funcional T
es continuo en H si se cumple que

H, - H = T(H,) — T(H).

2.4 Robustez

En esta secciéon definimos algunas medidas de robustez para estimadores de
regresion.

2.4.1 Punto de ruptura finito

El concepto de punto de ruptura fue introducido en Hampel (1971) como una
manera de medir que tan resistente es un estimador a contaminaciones en las
observaciones. A continuacién damos una definicién de una versién de este
concepto introducida en Donoho y Huber (1983).

Definicién 2.3 Llamemos z; = (x},y;) para i = 1,...,n a observaciones que
siguen el modelo (2.1) y B(Z) al estimador de regresion basado enZ = {z,, ...,z }.
Definimos entonces el punto de ruptura finito por reemplazo de B como

*

RBP(3) = ”% (2.7)

donde .
m* = max{m > 0: B(Z,,) estd acotado VZ,, € Z,}

Y Zm €s la familia de conjuntos de vectores con al menos n —m elementos en
comin con Z.

o~

Intuitivamente, dada una muestra de tamaifio n, RBP(3) nos indica la pro-
porcién de las observaciones que puede ser sujeta a modificaciones sin que el
estimador 3 quede completamente arruinado.

Se puede probar que si 3 es un estimador de regresién equivariante

RBP(3) < - {”’fl] (25)

n 2
donde k* esta definido como
k*(X) = max {#(Bx, = 0) : B € B”, 3 # 0}. (2.9)

Este resultado estd demostrado en la Seccién 4.9.3 de Maronna, Martin,
Yohai (2006).

Existe otra nocién de punto de ruptura finito similar al punto de ruptura
que definimos en (2.7) que es utilizada a menudo. A continuacién la precisamos:



Definicién 2.4 Llamemos z; = (x},y;) para i = 1,...,n a observaciones que
siguen el modelo (2.1). Sean B3,,(Zy) un estimador de regresion basado en Z, =
{21, .., Zn} ¥

)

b, B Za) = 50 B (Zn U W) = B (Z0)

donde el supremo se toma sobre todas las muestras W, de tamano m. Definimos
el punto de ruptura finito aditivo de 3,, en la muestra Z,, como

m

AFBP(B,,Z,) = inf{ :b(m, B, Zn) = oo} (2.10)

" m+n

Intuitivamente podemos interpretar AFBP(Bn, Z,) como la maxima frac-
cién de outliers que podemos agregar a Z, sin arruinar completamente el esti-
mador.

En Serfling (2009) se dan desigualdades que relacionan el punto de ruptura
finito aditivo con el punto de ruptura finito por reemplazo de un estimador. En
ese trabajo se prueba que estas dos nociones de punto de ruptura son esencial-
mente equivalentes y que en el limite siempre coinciden. Segin Serfling (2009)
este resultado "Indulta a los autores que inadvertidamente cometieron el crimen
de comparar el RBP de un estimador con el AFBP de otro.".

2.4.2 Maximo sesgo y punto de ruptura asintéticos

Supongamos que (x’,y) cumple el modelo (2.1) con G la funcién de distribucién
de x. Nuevamente sea T un funcional que toma valores en R? definido sobre un
subconjunto del espacio de funciones de distribucién H en RP*!. Supongamos
que el subconjunto incluye todas las funciones de distribucién empiricas H,
correspondientes a muestras (x},y;) de tamafio n con distribucién H y que T
es equivariante.

Definicién 2.5 Definimos el sesgo asintotico b(T,H) de T en H para que sea
invariante bajo transformaciones de regresidn como

b(T,H) = (T(H) - 5(})/C(GO)(T(H) - ﬂo)7

donde C(G)y) es funcional de dispersion equivariante por transformaciones afines
y Go es la distribucion de x.

Si la funcién de distribucién Gy es eliptica alrededor del origen con matriz
de dispersién A podemos tomar C(Gy) = A.

Como nuestra definicién de sesgo asintético es invariante por transforma-
ciones afines y de regresién, podemos suponer sin pérdida de generalidad que
C(Go)=1 donde I es la matriz identidad de RP*? y que B, = 0. De esta forma

b(T,H) = | T(H)|. (2.11)



Si el funcional T es continuo en H, se sigue en virtud del Teorema de
Glivenko-Cantelli que T(H) es el valor asintético del estimador cuando la dis-
tribucién subyacente de la muestra es H. Vamos a suponer que T es asintotica-
mente insesgado en Hy, es decir que

T(Ho) = By-
Definimos ahora entornos de contaminacion de Hy.
Definicién 2.6 Dado € > 0 definimos
Ve(Ho) ={H: H=(1 —€)Ho+€eH"} (2.12)
donde H* es cualquier funcion de distribucion en RPTL,

Aunque los entornos de contaminacién que definimos no son entornos en un
sentido topolégico, tienen la atractiva interpretacion de que si He V. (Hy) para
cierto € > 0, tendremos que una proporcién de 1 — € de las observaciones de H
provendrd de Hy y una proporcién de € de H* para cierta H*.

Definicién 2.7 Dado € > 0 definimos el mdzimo sesgo asintdtico de T sobre
Ve(Hoy) como
B(T) =sup{||T(H)| : HeV.(Hp)}. (2.13)

Definicién 2.8 Definimos el punto de ruptura asintético de T como
ABP(T) =inf{e: B,(T) = co}. (2.14)

Como se menciona en la Seccién 5.4.1 de Maronna, Martin, Yohai (2006), se
puede probar que si T es equivariante

l1—«
2

ABP(T) < (2.15)

donde a = supyg=1 Po, (B'x =0).



3 Estimadores robustos de regresion

3.1 M-estimadores

En esta seccién, vamos a definir y dar algunas de las propiedades més impor-
tantes de los M-estimadores de regresién, que son de vital importancia para la
teoria de la regresion lineal robusta. Los M-estimadores, introducidos en Huber
(1973), se pueden pensar como un intento por hacer del enfoque clasico, el de
minimos cuadrados, més robusto. Para definir los M-estimadores necesitaremos
de algunas definiciones preliminares.

Definicién 3.1 Sea p una funcion definida en R, decimos que p es una p —
funcion si se cumple:

e p(x) es no decreciente como funcion de |z|.
e p(0)=0.
o p(z) es creciente para los x > 0 tales que p(z) < p(00).

e Si p es acotada, p(co) = 1.

p tiene a lo sumo finitas discontinuidades.

Definicién 3.2 Llamaremos — funcion a cualquier funcion que sea la derivada
de una p — funcion, esto implica en particular que

e ¢ esimpary Y(x) >0 si x > 0.

Si 1 tiene a cero en infinito, diremos que 1 es redescendiente.

A continuacién damos dos ejemplos de p — funciones.
La familia de p — funciones bicuadraticas de Tukey estda dada por

2
@) = [1- 0= (9] Le..
La correspondiente familia de ¥ — funciones estd dada por

P (x) = C%x {(1 - (i)ermgp

Notemos que como las bicuadraticas son acotadas, sus correspondientes v
son redescendientes. Estas serdn las p — funciones de preferencia a lo largo de
este trabajo.

La familia de p — funciones de Huber estd dada por

2 .
Hy o~ x? si|z] <k
pk(:c){ 2kr — k? si |z| > k

10



La correspondiente familia de v — funciones estd dada por

Ho o\ 2x si x| < k
Vi (@) = { 2k sgn(z) si |z| > k

wkH es un claro ejemplo de una ¢ — funcién monétona.
En la gran mayorfa de los casos de interés 1(0) = 0, 1'(0) existe y es no
nula, lo que implica que ¥ es aproximadamente lineal en el cero.

Sea ()
_ ) EEsix#0
W(z) = { W0) siz=0 " (3.1)

Llamaremos W (z) a la funcién de pesos asociada a p o a 1.
La funcién de pesos asociada a p? esta dada por

W(e) = [(1 - (ﬁﬂ e

Ahora podemos definir los M-funcionales y M-estimadores de escala.

Definicién 3.3 Sea 0 < b < 1, F una funcion de distribucion definida en R y
p una p — funcion acotada. Entonces, el M-funcional de escala esta definido
por

s(F)=inf{s >0: Ep (p (%)) < b}.

Dada una muestra u =(uq, ..., u,) de F, el correspondiente M-estimador de
escala s, (u) se obtiene reemplazando F por la distribucién empirica de la mues-
tra.

Es fécil ver que

$(F)>0<= Pp(u=0)<1—hb. (3.2)

Si esta condicién se satisface con p continua, podemos reemplazar el menor
o igual por un igual en la definicién de s(F'). En este caso dada una muestra
u =(uy,...,u,) de F, el correspondiente M-estimador de escala s,(u) queda

definido por
1 - (7
)
=1

Como nosotros trabajaremos unicamente con p — funciones continuas y
principalmente con la funcién bicuadratica, usaremos la definicién (3.3). Es
facil probar que s, (u) dado por (3.3) cumple que

sp(cu) = || sp(u) Ve € R (3.4)

y

‘uz‘ < "Uz| parai=1,.,n = Sn(u) < Sn(v)' (35)

11



Se prueba en el trabajo de Yohai y Zamar (1988) que el punto de ruptura
de s, (u) dado por (3.3) es min(b,1 — b).

Para mds detalles, consultar la Seccién 5.2 de Huber (1981).

Fijado b = 0.5 y tomando p = pZ podemos elegir ¢ = 1.54 de manera tal que
el valor asintético de s,(u) coincida con el desvio standard cuando las u; son
normales, manteniendo ademds un punto de ruptura de 0.5 como se menciona
en la Seccién 5.5 de Maronna, Martin y Yohai (2006).

Ahora estamos en condiciones de definir los M-funcionales y M-estimadores
de regresion.

Definicién 3.4 Supongamos que (x',y) sigue el modelo (2.1) con (2.5), que H
es una funcion de distribucion en RPTL, y que p es una p — funcién. Definimos
el M-funcional de regresion basado en H como

Tn(H) =arg min Ey(p (ys—(g)x>) = arg min Ex(p (;((?))) (3.6)

donde s(H) es un funcional de escala auzxiliar que se necesita para hacer de Ty
un funcional equivariante por escala.

Notemos que si (x},¥1), ..., (X, yn) son observaciones i.i.d del modelo (2.1)
y H,, es su funcién de distribucion empirica tenemos que

Twm(H,) = arg min o (m> = arg min P <7’z(ﬂ)> (3.7

BERP P Sn BERP Pl Sn

donde s,, = s(H,,).

Veremos como elegir la escala s(H) cuando estudiemos el procedimiento de
MM-estimacién en la Seccién 3.4.

Llamamos a By(X,y) := Ty;(H,) el M-estimador de regresién basado en
la muestra (x4, v1), ..., (X}, Yn)-

Derivando (3.7) respecto de B obtenemos el andlogo a las ecuaciones nor-

" S (2 2o s

S
i=1 n

Para resolver esta ecuaciéon podemos utilizar el algoritmo de minimos cuadra-
dos con pesos iterados, IRWLS por sus siglas en inglés, descripto en la Sec-
cién 4.5.2 de Maronna, Martin, Yohai (2006), que converge siempre que W (x)
definida en (3.1) sea no creciente para x > 0, propiedad que cumple por ejemplo
la funcién de pesos asociada a la funcién bicuadraitica.

Se prueba en el Teorema 10.15 de Maronna, Martin, Yohai (2006) que si
¢ es mondtona, la solucién de la ecuacién (3.8) es tinica y en el capitulo 6
de Huber (1981) se dan condiciones més generales para asegurar la existencia,
Fisher-consistencia y continuidad de funcionales definidos por la solucién de
(3.6).
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Para el caso de 9 redescendiente la ecuacién (3.8) puede tener raices "malas",
es decir, que no corresponden a éptimos de (3.7) sino a minimos locales. En este
caso, es en general una tarea muy dificil encontrar el minimo global de (3.7).
Por esta razén, a la hora de calcular M-estimadores con una v redescendiente es
muy importante el estimador inicial que utilizamos para inicializar el algoritmo
de IRWLS; estudiaremos mds en profundidad este tema cuando veamos los MM-
estimadores en la Seccién 3.4.

Recordemos que como trabajamos bajo la hipé6tesis de que los regresores son
variables aleatorias, tanto las y; como las x; pueden ser outliers. Si calculamos
un M-estimador con una ¥ — funcién mondtona, y x; es una observacién "muy
alejada de las dem4s", para hacer que la suma (3.8) sea cero w(rj(BM)) debe es-
tar cerca de cero y por lo tanto BM estd muy influenciado por (x}, y;j). De hecho,
el punto de ruptura finito de cualquier M-estimador mondétono es cero cuando
las variables regresoras pueden contener outliers, como se prueba en la Seccién
5.16.1 de Maronna, Martin, Yohai (2006). Notemos que estimadores cldsicos
como el de minimos cuadrados o L1 son M-estimadores con ¢ — funciones
Y(z) =z y (x) = sgn(x) respectivamente. Como ambos estan calculados con
1 — funciones mondétonas tendran punto de ruptura finito igual a cero. Esto no
sucede cuando la ¥ — funcion utilizada es redescendiente, ya que las observa-
ciones con residuos muy grandes tienen muy poco peso naturalmente. Por esta
razén, y por su importancia para la teoria de MM-estimadores, nos enfocaremos
principalmente en los M-estimadores calculados con una p — funcion acotada.

3.1.1 Propiedades asintéticas

Supongamos que (x},¥1),..., (X,,,yn) son observaciones i.i.d que cumplen el
modelo (2.1), que se satisface (2.5) y supongamos ademds que la escala auxiliar
sn converge en probabilidad a cierto o. Supongamos también que Eg, (||x||*) <
00. Se prueba en las Secciones 6.2 y 6.3 de Huber (1981) que bajo condiciones
muy generales sobre la p — funcién utilizada y sobre Hy, BM definido por (3.7)
es fuertemente consistente para 3, y es asintéticamente normal:

V(B — Bo) = Np(00VLY) (3.9)

con Vyx = Eg,(xx") y v definida por

) Er ()

1 ﬁ
(B (0/(2))]

V=0

(3.10)

Notemos que como B mc €s un M-estimador, este resultado prueba (2.6).
Adems, siempre que Eg, (||x]|?) < oo la eficiencia de By no dependers de Go.

En particular, si 03 = Var(u), deducimos que la eficiencia cuando los errores
son normales de BM estd dada por

]

Eff(By) = 2. (3.11)

v
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Es fécil ver que Eff(,[A'}M) no depende de o3, siempre que o1 = 0.

Por otro lado, pZ cumple con todos los requirimientos enunciados en.las
Secciones 6.2 y 6.3 de Huber (1981). Como se muestra en la Seccién 2.2.4 de
Maronna, Martin, Yohai (2006) siempre podemos elegir la constante ¢ de modo
de tener una eficiencia asintética bajo normalidad de los errores tan alta como
deseemos.

A continuacién transcribimos una tabla con valores de c y la correspondiente
eficiencia de By, calculado utilizando pZ.

Eff(By) | 0.80 | 0.85 | 0.90 | 0.95
c 3.14 | 3.44 | 3.88 | 4.68
Tabla 1.

3.2 S-estimadores

Los S-estimadores de regresion fueron introducidos en Rousseeuw y Yohai (1984),

y se los puede definir como estimadores que minimizan cierta M-escala robusta

de los residuos. Como veremos en esta seccién, son estimadores muy robus-

tos, en el sentido de que podemos hacer que alcancen las cotas para puntos de

ruptura finito y asintético para estimadores equivariantes dadas en (2.8), (2.15).
A continuacién, damos una definicién precisa.

Definicién 3.5 Sea (x',y) € RPT! un vector aleatorio con cierta distribucion
H. Para B€ R? llamemos Fg a la distribucion de 7(B) =y — B'x. Sea s(F)
un M-funcional de escala calculado con una p — funcion continua y acotada y
llamemos s(Fg) = s(B,H). Diremos entonces que Tg(H) es un S-funcional de
regresion si
s(Ts(H),H) :ﬁrlrel%}g s(B,H). (3.12)
La existencia de S-funcionales es consecuencia del siguiente lema y del Lema
5.3 que se encuentra en el apéndice.

Lema 3.1 Supongamos que Sup|g|j=1 Pg(B'x =0) < 1—0b, donde b corresponde
a la definicion de s(F'), calculado con una p — funcién continua y acotada.

Luego, si ||8,,]| = oo, entonces lim s(B,,,H) = oco.
n
Demostracién. Supongamos que lim,, ||3,] = oo y sea 3, = ”g"”. Podemos
suponer sin pérdida de generalidad que 3, — 3" con ||3%| = 1.
Para probar el lema, basta ver que Vs > 0 Egp @ > b para n sufi-

cientemente grande.
En efecto,

— Bpx — 118,11 8y
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Es inmediato probar que

y— 118, Brx

Entonces teniendo en cuenta que supjgj—; Py (B'x =0) <1 — b el resultado
se sigue del Teorema de Convergencia Mayorada. m

En el caso de que exista mds de un T(H) que satisfaga (3.12) la eleccién de
Tg(H) es arbitraria.

Obtenemos un S-estimador de regresién que notaremos con Bs reemplazando
en (3.12) a H por la distribucién empirica de una muestra. Es decir que dadas
(X1,91), -y (Xn, yn) Observaciones i.i.d del modelo (2.1) con (2.5) si llamamos
H,, a la distribuciéon empirica de la muestra obtenemos

3 X,y) =arg min s,(r .
Bs(X.y) =arg min s, (r(8))
Es inmediato verificar que los S-funcionales son equivariantes.

3.2.1 Maximo sesgo asintético

A lo largo de toda esta subseccién supondremos que Gy, la funcién de distribu-
cién de x, es eliptica. En virtud de lo observado en (2.11), supondremos sin
pérdida de generalidad que By, = 0 y que Gq es esférica. El siguiente lema,
probado en Martin, Yohai y Zamar (1989), serd de fundamental importancia
para caracterizar el méximo sesgo asintético de S-funcionales.

Lema 3.2 Supongamos el modelo (2.1) con Hy dada por (2.3). Supongamos
que Fo cumple (2.4) y que sup)g =1 Pc, (B'x =0) = 0. Sea p una p — funcion
continua y acotada y definamos

oo 181) = Engp (L)),

Entonces g es continua, estrictamente creciente respecto de ||| y estricta-
mente decreciente respecto de s.

Se sigue inmediatamente de este lema que un S-funcional Tg(H) es Fisher-
consistente en Hy.

Observacién 3.1 Como corolario de los resultados de Fasano, Maronna, Sued,
y Yohai (2012) tenemos que si (X',y) sigue el modelo (2.1) con (2.5), Fy satis-
face (2.4) y sup|gj=1 Pa, (B'x =0) =0 entonces Ts(H) es continuo en Hy.

Combinando este corolario con el lema previo obtenemos la consistencia
de los S-estimadores. Probaremos por otra via propiedades asintéticas de S-
estimadores en la seccién que sigue.

Llamemos g; ' (., |8]]) ¥ g5 '(s,.) a las inversas de g respecto de s y de || 3|
respectivamente.
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El siguiente teorema, que es una generalizacién del Teorema 3.1 de Martin,
Yohai y Zamar (1989), caracteriza el maximo sesgo asintético y punto de ruptura
asintdtico de funcionales que son "casi S-funcionales". Su demostracién se halla
en el Apéndice.

Teorema 3.2 Supongamos que se cumplen las condiciones del Lema 3.2. Sea
0 > 0 y supongamos que T es un funcional de regresion equivariante y Fisher-
consistente en Hy tal que si H es una distribucion en RPT! se cumple que

(T(H).H) <(1+6) min s(8.H).

o 1 ({b—c€ b
a1 = g9 <(1+5)91 <1_€70 1.

o (=20)
(1+6) '1—e

Llamemos

-1
a2 = go

Entonces sobre un entorno de contaminacion V. de Hy, B.(T) cumple que
e <min(b,1 —b) = as < B(T) <oy

y
e > min(b,1 — b) = B(T) = .

En particular, ABP(T) = min(b,1 — b).

Tomando § = 0 en el teorema anterior, caracterizamos el méximo sesgo y
punto de ruptura asintético de S-funcionales. Notemos que en particular todos
los funcionales que cumplan con las condiciones del teorema anterior con b = 0.5
tendrén punto de ruptura asintotico 0.5 que es el maximo para funcionales
equivariantes con supj g =1 G, (B'x =0) = 0.

Supongamos que estamos en las condiciones del teorema anterior y que (x,y)
tiene distribucién N(0,1I ). Entonces

9(877) =h <

donde h(A) = E(p(Au)) con u ~ N(0,1).
Luego

(1+v2))

S

917 (ty) = )

y
951 (s,t) = /(sh=1(£))2 — 1.

De donde obtenemos las siguiente cotas para el sesgo:

ngf) i _1<B (T)2<
(1+6)h1(E9) T

€
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3.2.2 Punto de ruptura finito

Sean (x},41), ..., (X},, yn) observaciones i.i.d que cumplen el modelo (2.1) y BS
un S-estimador basado en esta muestra calculado con una p — funcién continua
y acotada. Sean §,, > 0y 3 un estimador equivariante que cumple que

sn(r(B)) < (1+8,)50(r(Bs)), (3.13)

donde s, (r(3)) es la escala de los residuos que minimiza ,@S.

Veremos en el siguiente teorema, que es una generalizacién del Teorema 5.1
de Maronna, Martin y Yohai (2006), que 3 alcanza la cota para el punto de
ruptura finito por reemplazo de estimadores equivariantes (2.8) siempre que en
la definicién de s,, elijamos b = ({%&1] + ’y) /ncony € (0,1) y k* como en
(2.9).

En particular, este teorema caracteriza el punto de ruptura finito por reem-
plazo de S-estimadores calculados con b = %*_1 + fy) /n.

La demostracién del Teorema 3.2 se halla en el apéndice.

Teorema 3.3 Sea B3 un estimador equivariante como en (8.13) y mi . =

[(n—k*—1)/2]. Llamemos m(b) al mayor entero menor que nb. Entonces si
m* es como en (2.7), se cumple

(i) m* < nb.

(il) Si [nb] < m} .. entonces m* > m(b).

Se sigue que si nb no es entero y b < mk .. /n, entonces m* = [nb] y por lo
tanto tomando b = ([%*_1} +fy> /n obtenemos RBP(,B) = {%] /n.
Notemos que si X tiene rango completo

REP() = |52,

que es aproximadamente 0.5 cuando n es grande.

3.2.3 Propiedades asintéticas

Sean (X}, y1), .-, (X},, Yn) Observaciones i.i.d que cumplen el modelo (2.1), y Bs
un S-estimador basado en esta muestra calculado con una p — funciéon continua

y acotada. Veamos que Bg es un M-estimador en el sentido de (3.7), para lo
cual probaremos que

() <5 () e

~

donde sp = s,(r(Bg)) ¥ sn(r(B)) es la M-escala de los residuos que minimiza

Bs-
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En efecto si B € RP es tal que

como p es mondtona tendriamos que existe un s* < sy tal que

Zn:P (”ﬁf”) = nb.

i=1

Pero esto tultimo implica que s,(r(8)) < sn(r(BS))7 que es absurdo por
(3.12).

Se sigue que las propiedades asintéticas de Bs pueden estudiarse con los
métodos que mencionamos en la Seccién 3.1.1. También obtendremos resulta-
dos asintdticos para S-estimadores en la siguiente seccién. Lamentablemente
los S-estimadores calculados con una p — funcién suave no pueden tener si-
multaneamente un punto de ruptura y una eficiencia altos. Se demuestra en
Hossjer (1992) que un S-estimador con punto de ruptura asintético de 0.5 tiene
una eficiencia bajo normalidad de los errores de a lo sumo 0.33, que atin siendo
més alta que la eficiencia de otros estimadores muy robustos como el LMS o
el LTS de Rousseeuw, es inaceptable teniendo alternativas que combinan am-
bas propiedades como veremos en lo que resta del trabajo. El rol que jugaran
los S-estimadores de aqui en mads sera el de estimadores iniciales para resolver
la ecuacién (3.8) con el algoritmo IRWLS. Este procedimiento, llamado MM-
estimacion, serd estudiado en la Seccién 3.4.

Para detalles sobre la computacién numeérica de S-estimadores consultar la
Secci6én 5.7.2 de Maronna, Martin y Yohai (2006) y Salibian-Barrera y Yohai
(2005). Solo mencionaremos que los algoritmos disponibles para su célculo son
computacionalmente muy costosos.

A continuacién, presentamos los T-estimadores, que son una generalizacion
de los S-estimadores, y combinan propiedades de robustez con una eficiencia
normal tan alta como deseemos.

3.3 T-estimadores

Los 7-estimadores fueron introducidos en Yohai y Zamar (1988) y estan definidos
por minimizar un nuevo estimador de la escala de los residuos. Como men-
cionamos previamente, estos estimadores combinan un punto de ruptura alto
con una eficiencia normal tan alta como deseemos. A continuacién damos una
definicién precisa de estos nuevos estimadores de escala.

Definicién 3.6 Sean p; y py dos p— funciones acotadas. Supongamos ademds
que py es continuamente diferenciable y se cumple que 2ps(x) —1po(x)z > 0. Sea
H wuna distribucion en RPTL. Sea s(B,H) un M-funcional de escala calculado
utilizando a p; como p — funcién. Definimos 7(3,H) como

(8.1 = (0.1 Bty (L5 ) (3.14)
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Dadas (x},41), .., (X,,Yn) observaciones i.i.d que cumplen el modelo (2.1),
si llamamos H,, a la distribucién empirica da la muestra, reemplazando en la
definicién anterior obtenemos el estimador de escala de los residuos 7,(r(83))
dado por

2 21 7i(B)
T (r(B)=su(r(B8)~ S ps [~ )
@P <8n(7"(ﬁ))>

Es claro que 7, es equivariante por transformaciones de escala. Notemos que
si tomamos p; = p,, tenemos que 7, (r(B)) =Vbs,(r(B)), y si py(u) = u?,
Tn(r(B)) es el desvio standard muestral de los residuos.

Ahora podemos definir los T—funcionales y T—estimadores.

Definicién 3.7 En las condiciones de la definicion 3.6, dada H una distribu-
cion en RPHL definimos el T—funcional de regresion T, (H) como

T.(H) :argérgl& 7(B,H). (3.15)

Dadas (x},v1), ..., (X},,yn) observaciones i.i.d que siguen el modelo (2.1),
si llamamos H, a la distribucién empirica de la muestra, reemplazando en la
definicién anterior obtenemos el T—estimador de regresién 3, dado por

~

B (X,y)=T_(H,) = argﬂnglgo 7o (r(B)). (3.16)

Por lo tanto si tomamos p; = p, recuperamos los S-estimadores y si tomamos
ps(u) = u? recuperamos el estimador de mfnimos cuadrados.

Se prueba en la Seccién 2 de Yohai y Zamar (1988) que los T—estimadores
pueden pensarse como un tipo de M-estimador. De hecho veremos en el Teorema
3.4 que coinciden asintéticamente con un M-estimador calculado con

Yolw) = Wt () + () (3.17)
donde
| 2ER,(pa()) — Ery (a(22) %)
0 Ep, (1 (2)2) ’
y oo es tal que
Ery(p1(—)) =1,

00
con b el lado derecho de la ecuacién que define a s,,.

El siguiente lema, que aparece en Yohai y Zamar (1988), prueba la Fisher-
consistencia de T—funcionales.

Lema 3.3 Sean p; y py dos p— funciones acotadas. Supongamos ademds que
po es continuamente diferenciable y se cumple que 2p5(x) — 19 (x)x > 0. Sea Hy
como en (2.3), con Fy que cumple (2.4) y supongamos que

sup Pg,(8'x =0) < 1.
8l=1

Sea s(B,Hy) un M-funcional de escala calculado utilizando a p; como p —
funcién. Entonces 7(8,Hp) tiene un dnico minimo en 3 = B,.
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Para detalles sobre las propiedades de robustez de los T—estimadores con-
sultar la Seccién 3 de Yohai y Zamar (1988), solo mencionaremos que dependen
uinicamente de la funcién p; y que eligiendo correctamente el estimador ini-
cial podemos obtener un estimador con un alto punto de ruptura finito aditivo
(2.10).

El siguiente teorema, que aparece en Yohai y Zamar (1988), prueba la con-
sistencia de los T-estimadores.

Teorema 3.4 Sean (X},y1), ..., (X},, yn) observaciones i.i.d del modelo (2.1) con
(2.5). Sea Hy como en (2.3), Fy que satisface (2.4) y Go tal que

sup Pg,(B'x =0) < 0.5.
8l=1

Sean py y py dos p — funciones acotadas. Supongamos ademds que py €s con-
tinuamente diferenciable y se cumple que 2py(x) — Py(x)x > 0. Sea (BO,n)TL
una sucesion de estimadores que converge casi sequramente a By, y (B1n)n otra
sucesion de estimadores tales que

Tn(r(Brn)) < Tu(r(Bo,n)) casi seguro.
Entonces Bl,n converge casi sequro a By.

Notemos que segin este teorema no precisamos tener un minimo absoluto
de 7, para tener consistencia. Alcanza con tener un minimo local que mejora la
escala 7, de los residuos de un estimador consistente. El algoritmo para com-
putar numéricamente 7T-estimadores descripto en la Seccién 6 de Yohai y Zamar
(1988) hace precisamente esto. Lamentablemente, este algoritmo es computa-
cionalmente tan costoso como el algoritmo para calcular S-estimadores.

El siguiente teorema, que aparece en Yohai y Zamar (1988), prueba la nor-
malidad asintética de T-estimadores.

Teorema 3.5 Supongamos que se cumplen las condiciones del Teorema 3.3.
Supongamos ademds que p, es continuamente diferenciable y tanto p; como py
son eventualmente constantes. Si Eg,(||x||?) < oo y Vx = Eg,(xx') es no
singular tenemos que

- -~ B _}d J2M
VIBin = Bo) = NOaup =eires)

con 1, como en (3.17) y ,[A")'Ln como en el Teorema 3.3.

Como las propiedades de robustez solo dependen de p;, podemos elegir p,
para tener una eficiencia asintética tan alta como deseemos cuando Fy es normal.
En la pagina 16 de Yohai y Zamar (1988) se muestra que si empezamos con un
estimador BO,n con punto de ruptura finito que tienda a 0.5, podemos elegir por
ejemplo p; = pfl, Py = pf; con ¢; = 1.54, ¢co = 6.08 y b = 0.203 para obtener un
T-estimador con punto de ruptura finito que tienda a 0.5 y eficiencia normal 0.95.
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Lamentablemente, a medida que aumenta la eficiencia del estimador también
aumenta el sesgo, como se muestra en la Seccién 7 de Yohai y Zamar (1988).

Para cerrar esta seccién mencionamos que si en los Teoremas 3.3 y 3.4
tomamos p; = py ¥ BO,n = By Vn obtenemos condiciones para la consisten-
cia y normalidad asintética de S-estimadores.

3.4 MDM-estimadores

Los MM-estimadores fueron introducidos en Yohai (1987) y fueron la primer
clase de estimadores que logran un punto de ruptura alto junto con una eficiencia
tan alta como deseemos bajo normalidad de los errores. La idea es que para
obtener un M-estimador robusto y altamente eficiente no precisamos calcular
el minimo global de (3.7), si no que alcanza con encontrar un minimo local a
partir de un estimador inicial robusto, utilizando una escala robusta del mismo
para asegurar la equivariancia del estimador.

A continuacién damos una definicién precisa de los MM-funcionales y MM-
estimadores de regresién.

Definicién 3.8 Sea (x',y) un vector aleatorio que sigue el modelo (2.1) con
(2.5) con distribucion H. Sean p, > p; dos p— funciones continuas y acotadas
y sea Tg(H) un S-funcional calculado con p,. Definimos el MM-funcional de
regresion como

T (H) in £ y—Bx (3.18)

=arg min —_ .
MM & gewr 1P\ (T (), H)

Dadas (x4,y1), .-, (X}, yn) observaciones i.i.d que cumplen el modelo (2.1) con
(2.5) definimos el MM estimador de regresion 3, en tres etapas de la siguiente
manera:

e Calcular un S-estimador Bs de By con punto de ruptura alto, posiblemente
0.5.

e Calcular sy = s,(r(Bg)) donde s, es la escala que minimiza fg.

e Sea p, otra p— funcién tal que py > p,. Definimos finalmente 3y, como
cualquier solucion de

S (1) - o1

que cumpla que

L(Barar) < L(Bs) (3.20)
donde
S ri(8))
L(B) —;m ( 50 )

y se define py(2) = 0.
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El lema que damos a continuacién implica que el minimo global de L(3)
siempre existe, pero la definicién que damos de B MM 1OS permitird obtener un
estimador robusto y altamente eficiente bajo normalidad de los errores encon-
trando simplemente un minimo local de L(3) que cumpla (3.20). El algoritmo
propuesto en Yohai (1985) para calcular MM-estimadores es una modificacién
de IRWLS que garantiza que L(3) disminuye en cada iteracién, de manera que
asegura (3.20).

La realidad es que en la etdpa (i) puede utilizarse cualquier estimador con-
sistente con punto de ruptura alto que no requiera de una escala previa para ser
equivariante, pero como en la practica se utilizan en general S-estimadores, los
definimos asi.

Es inmediato verificar que los MM-estimadores son equivariantes.

El siguiente lema nos garantiza la Fisher-consistencia de T sy, la prueba se
puede ver en la pdgina 34 de Yohai (1985).

Lema 3.4 Sea (x',y) un vector aleatorio que sigue el modelo (2.1) con (2.5).
Supongamos que Fy satisface (2.4) y que supjgj=1 G, (B'x =0) < 1. Sea p una
p — funcion acotada. Entonces

9(B) =Eu,(p(y — B'x))

tiene un dnico minimo en B = B.

3.4.1 Robustez

A continuacién damos un teorema de Yohai (1985) que garantiza la continuidad
de T s en la distribucién nominal Hy siempre que Tgs lo sea. Ver la Obser-
vacién 3.1 para obtener condiciones para la continuidad de Tg en Hy.

Teorema 3.6 Sea (x',y) un vector aleatorio que sigue el modelo (2.1) con (2.5)
y distribucion Hy dada por (2.3). Supongamos que Fy satisface (2.4) y que
sup|g|=1 £co (B'x =0) < 0.5. Entonces si Ts es continuo en Hy, Tarar también
lo es.

El siguiente teorema de Yohai (1985) da una cota para el punto de ruptura
finito aditivo (2.10) de MM-estimadores.

Teorema 3.7 Sean z1 = (x1,v1), ..., Zn = (X},,yn) observaciones i.i.d del mod-
elo (2.1) donde los errores cumplen (2.5). Sean Z,, = {z1,...,2zn} y E*(X) como
en (2.9) y supongamos que ¢, = k*(X)/n < 0.5. Sean [")’MM’H Yy BS,n los MM y
S-estimadores basados en Z,, respectivamente. Entonces

1—2¢,

AFBP(BMMW,? Zy) > max(AFBP(BS o Zn), 2 _ 9.
, , “ 2,

).

Notemos que si X tiene rango completo tendremos que ¢, = (p—1)/ n, luego
si AFBP(8s ,,, Zn) es aproximadamente 0.5 cuando n es grande, AFBP (8, ., Zn)
también.
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3.4.2 Propiedades asintéticas

El siguiente teorema de Yohai (1985) da condiciones para garantizar la consis-
tencia de By,

Teorema 3.8 Sean (X7,y1), ..., (X,,yn) observaciones i.i.d que cumplen el mod-
elo (2.1) con (2.5) y distribucion Hy dada por (2.3). Supongamos que Fy satis-
face (2.4) y que

sup Pg,(B'x =0) < 0.5.

B8lI=1
Supongamos ademas que la sucesion de S-estimadores basados en la muestra
anterior (BSn)n es fuertemente consistente para B,. Entonces la sucesidn de
MM-estimadores basados en la muestra anterior (BMM’n)n es fuertemente con-
sistente para 3.

El siguiente teorema de Yohai (1985) da condiciones para garantizar la nor-
malidad asintética de B,/

Teorema 3.9 Sean (X},y1), ..., (X}, Yn) observaciones i.i.d que cumplen el mod-
elo (2.1) donde los errores cumplen (2.5), y distribucion Hy dada por (2.3).
Supongamos que Fy satisface (2.4) y que Gy es tal que Eg,(]x]?) < oo, Vx =
E¢,(xx') es no singular y

sup Pg,(8'x =0) < 0.5.

8ll=1

Supongamos ademds que p, es continuamente diferenciable y eventualmente
constante. Entonces si la sucesion de S-estimadores basados en la muestra an-
terior (ﬁsn)n es fuertemente consistente para B, se cumple que

R Er, (01 (1)) _
ﬁ(ﬁMM,n - Bo) —4 N(O,J%M x1

donde oo = s(By, Hp) = lim sn(r(Bsn)) c.s.

);

Notemos que entonces la eficiencia de B mar 1o depende de Go y que estd
dada por (3.11).

En particular, podemos elegir p, = pCB0 con ¢y = 1.54 para garantizar un
punto de ruptura asintético de 0.5 para la escala y que o coincida con el desvio
standard de los errores bajo normalidad. De esta manera, si tomamos p; = pf’l
con ¢; > c¢p, podemos elegir ¢; tan grande como deseemos para obtener una
eficiencia bajo normalidad tan alta como queramos. Recordemos que dimos
valores de ¢; para alcanzar una eficiencia bajo normalidad predeterminada en
la Tabla 1.

En Henning (1995) se dan cotas para el méximo sesgo asintético de MM-
estimadores. Lamentablemente, a medida que aumentamos ¢; también aumenta
el méximo sesgo asintético, como se muestra en la Seccién 5.9 de Maronna,
Martin y Yohai (2006). Por lo tanto, es importante elegir la eficiencia de manera
tal de tener controlado el sesgo. En la Seccién 5.5 de Maronna, Martin y Yohai
(2006) se recomienda elegir una eficiencia de 0.85.
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3.5 REWLS

Ninguno de lo estimadores descriptos hasta ahora puede alcanzar eficiencia 1
bajo normalidad de los errores y al mismo tiempo mantener un punto de rup-
tura alto y maximo sesgo chico. A continuacién, describimos brevemente un
estimador presentado en Gervini y Yohai (2002) que cumple con estas tres condi-
ciones.

El estimador, llamado REWLS (robust and efficient weighted least squares),
es un estimador de minimos cuadrados con pesos computado a partir de un
estimador inicial ,@0 con punto de ruptura alto, pero en vez de eliminar los valores
con residuos més grandes que cierto k fijo como en el WLSE de Rousseeuw y
Leroy (1987), el procedimiento guarda un nimero N de observaciones (x},y;)
correspondientes a los valores més pequenos de ¢; = 7; (BO) /6, donde 6 es una
escala auxiliar y N depende de los datos como detallamos a continuacién. Este
N tiene la propiedad de que bajo normalidad de los errores N/n —" 1, de
manera que la cantidad de observaciones eliminadas tiene a cero, obteniendo asi
eficiencia 1.

Llamemos Fj a la distribucién de w;/o¢ bajo el modelo (2.1) donde los
errores cumplen (2.5). Sean L) con i =1,...,n los estadisticos de orden de ;.
Sea 1 = Fj; () donde ~y es un valor alto, por ejemplo v = 0.95. Definamos

ip = min(i: g >n).

(i1
o= ()
N = lq.

Entonces el estimdor REWLS es el estimador de minimos cuadrados calcu-
lado con las observaciones que corresponden a t¢;) con i < N.

La idea intuitiva es considerar como potenciales outliers a las observaciones
cuyo t¢;) es no sélo mas grande que un valor predeterminado, sino también lo
suficientemente méds grande que el correspondiente estadistico de orden de una
muestra de Fy. Notemos que si los datos contienen outliers, en un Q-Q plot
normal de los £(;) contra los respectivos cuantiles de Fp algunos #(;) grandes van
a aparecer arriba de la linea de la identidad. Lo que hace el procedimiento es
eliminar observaciones con t(;) grande hasta que el Q-Q plot de los restantes
quede por debajo de la linea de la identidad, al menos para valores grandes de
|t(s)]. Como nos interesan sélo las colas de la distribucién, consideramos solo los
valores més grandes que cierto 7.

Mais precisamente, sea para N < n Fy la distribucién empirica de ;) con
i=1,...,.N

#{tu <t}
Fei = H0 =10
Se sigue entonces que
1 —1
Fy(t) = N bara ti—1) <t <tg
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y por lo tanto, cada t € [t(i_1)7 t(i)) es un «;-cuantil de Fy con

1—1
N

o =

Por otro lado el a;-cuantil de Fyy es Fyy ' (c;). Buscamos entonces un N tal que
para ig < i1 < N el a;-cuantil de Fiy no sea mayor que el de Fy, es decir

— 1 i — 1
para i € [ig, N] t € [t(i_1),t4) =t < Fo—l(ZT) = Fy(t) < ZN .
Como F es continua, esto dltimo implica que
i—1 .
Fo(ta)) < N parai€ [ig, N . (3.21)

Ademads como q
i>N:ZTzl>Fo(t)Vt,

la restriccién ¢ < N puede ser eliminada en (3.21).
Por lo tanto obtenemos que (3.21) es equivalente a

<
= Foltw))

parat > i< N <gq.

Como queremos N lo mas grande posible con N < ¢, tomamos N = [¢] .

Gervini y Yohai (2002) muestran en su trabajo que bajo condiciones muy
generales sobre f?o y ¢ y sin importar la velocidad de convergencia de [30, estos
estimadores alcanzan el punto de ruptura maximo para estimadores equivari-
antes y eficiencia asintdtica igual a 1 cuando los errores tienen distribucién
normal.
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4 Propuesta

En esta seccién, presentamos una nueva familia de estimadores para la regresiéon
lineal que llamaremos estimadores de escala robusta acotada. La idea intuitiva
es la siguiente:

Dadas (x7,y1), ..., (X},,yn) observaciones i.i.d que cumplen el modelo (2.1)
con (2.5), calculamos Bg,, un S-estimador basado en la muestra anterior. Si
la escala robusta de los residuos de 3 Mo, esté cerca de la escala robusta que
minimiza BS,n’ utilizamos 3 Mc,n- Caso contrario utilizamos un MM-estimador
con una eficiencia tan alta como podamos, manteniendo la escala de sus residuos

cerca de la de Bg ,,. De esta forma la escala de Bg ,, funciona como un control
de calidad de la muestra; cuando la muestra no contiene outliers se utilizard en

general B¢,
A continuacion precisamos estas ideas.

Definicién 4.1 Sean (x’l,yl)a...,(x;,yn) observaciones i.1.d que cumplen el
modelo (2.1) con (2.5). Sea Bg, el S-estimador basado en la muestra ante-
rior que minimiza la escala s, calculada utilizando como p — funcion pf) con
cierto c¢o y b en el lado derecho de (3.3). Llamemos chn al MM-estimador
calculado utilizando p; = pB. Sean 6, > 0 y c1 > cy. Definimos entonces

¢*(co, e1,b,0,) = sup{eg < ¢ < e = 8u(r(B.n)) < (14 62)50(r(Bs.0))}-

Notemos que como ,Bco’n = Bs,m c*(co, c1,b,d,,) estd bien definido. Cuando
esté claro, o no sea importante la eleccién de ¢y, ¢1, b y d,, nos referiremos a
c*(co, c1,b,d,) simplemente como c*.

Ahora estamos en condiciones de definir los nuevos estimadores.

Definicién 4.2 Sean (X},y1),..., (X}, yn) observaciones i.i.d que cumplen el
modelo (2.1) con (2.5). Sea ¢* = c*(co,c1,b,8,) como en la definicion 4.1.
Definimos entonces el estimador de escala robusta acotada basado en la muestra
anterior como:

b BMC,n st Sn(T(BMC,n)) < (1 + 6n)sn(T(BS,n))'

® B., caso contrario.
En cualquier caso, llamaremos al estimador de escala robusta acotada Bgra -

Es inmediato verificar, utilizando la equivariancia de chn, B Mo Y de stn,
que ﬁ ERA,n €S equivariante.

El siguiente lema nos da cierta intuicién de por qué la familia de estimadores
que proponemos sers altamente eficiente.

Lema 4.1 Sean (X},y1), ..., (X},,yn) observaciones i.i.d que cumplen el modelo
(2.1) con (2.5). Sea H, la distribucidn empirica de la muestra y supongamos
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que supjg|=1 P, (Bx =0) < 1—0b. En las condiciones de la definicion 4.1

tomando ¢y = oo tenemos que
¢ =00 = 5,(r(Barc,n)) < (1+80)sn(r(Bs n))-

Demostracién. Para agilizar la notacién llamemos sg = sn(r(ﬁsyn)).
Como ¢* = oo existe (cx),>; C Rso tal que ¢y — 0o y se cumple que

sn(r(BCkm)) <(1+464,)s0 Vk € N.

Entonces en virtud del Lema 3.1 podemos suponer que existe M > 0 tal que

Hgn < MVkeN.

(4.1)

Por lo tanto, podemos suponer sin pérdida de generalidad que existe [3 eR”

tal que

Beyn — B

Veamos ahora que B = B MC,n-

Por la definicién de B tenemos que

cp,m

N ~l

Ck - ﬂc ,nXi
.
P 0

Por lo tanto

Al
al yi_IBCkﬂIXi
d_xi || =

s
i=1 0

Ahora, para cada ¢ =1,...,n

~t N
Yi — ﬂck,nxi Ci B (Y — ,Bckai _
- - E’l/)ck - -

S0

A~/
i~ Pep,nXi
- 1_<y‘%> -
SOCk — "k

Por (4.1) existe un L > 0 tal que

~/

Yi — By nXi
S0

~/
Yi — ﬁ(;lwnxi

S0

<L

para todo k y para todo .
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Como ¢, — oo podemos encontrar kg tal que k > kg = ¢ > L. Entonces
si k > ko (4.2) es menor o igual que

L [1 —(1- (2)2)2} -k 0.
Luego

o ()£ (25

Se sigue que ,B cumple con las ecuaciones normales y por lo tanto B = B MCon-
Sea ahora 0 < € < 1. Como B%n —k BMC’H, tenemos que

_k

T (Bck,n)

Ti(BMc,n)

paratodoi=1,...,n
Entonces existe k1 tal que k > ki implica que
(1—¢)

Aplicando (3.4) y (3.5) obtenemos que

Ti(ﬂck,n)

Ti(BMC,n)

<

paratodoi=1,...,n

(1= )80 (r(Baren)) < $a(ri(Beo, ) < (1 +8,)s0 stk > ki

)

Pero entonces

(1- e)sn(T(BMC,n)) <(I1+0,)s0V0O<e<.
Se sigue que X
sn(r(Bucn)) < (1+0n)s0

que es lo que querfamos probar. m
Es fécil ver, haciendo un razonamiento parecido al anterior que si ¢* es finito,
entonces

S"(T(Bc*,n)) < (1 + 5n)50

4.1 Robustez

Como consecuencia inmediata del Teorema 3.2 tendremos que sin importar como
elijamos (d,), RBP(Bk,4 ,,) alcanza la cota dada en (2.8) siempre que elijamos

b= ([w} + 7) /n en la definicién 4.1.
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4.2 Propiedades asintéticas

Todas las demostraciones de los resultados de esta Seccién se encuentran en el
apéndice.
El siguiente teorema tiene como corolario la consistencia de Bgpra -

Teorema 4.1 Sean (X},y1), ..., (X}, Yn) observaciones i.i.d que cumplen el mod-
elo (2.1) con (2.5) y distribucion Hy dada por (2.3). Supongamos que Fy cumple
(2.4) y que supyg=1 P, (B'x =0) < 1—b. Sea (Bln)n una sucesion cualquiera
de estimadores equivariantes basados en la muestra. Supongamos que se cumple
que .

5u(r(B1.)) = 5(Bo, Ho) c.5.

donde s(By, Ho) es tal que

e (i ) =

y sn(r(B)) es la escala que minimizan los S-estimadores, calculada con p
una p — funcion continuamente diferenciable y eventualmente constante y b en
el lado derecho de (3.3).

Entonces (Bln)n es fuertemente consistente para 3.

Corolario 4.2 En las condiciones del Teorema 4.1, supongamos que (Bs,n)m la
sucesion de S-estimadores que minimizan s, (r(8)), es fuertemente consistente
para By. Supongamos ademds que en la definicion de (Bgpra p)n, tomamos o, —

0. Entonces (BERA,n)n es fuertemente consistente para (3.

Notemos que el resultado de consistencia que obtuvimos asume que el mod-
elo lineal que cumplen las observaciones no tiene una ordenada al origen. De
cualquier manera, en el estudio de simulacién incluimos algunos casos con orde-
nada al origen, ya que en las aplicaciones practicas los modelos suelen incluirla.

Fl siguiente teorema prueba que existe una manera de elegir d,, de manera
tal que BppRa,, coincide asintéticamente con B¢ -

Teorema 4.3 Sean (x1,Y1), ..., (X3, Yn) observaciones i.i.d que cumplen el mod-
elo (2.1) con (2.5) y distribucion Hy dada por (2.3). Sea (Bg)n la_sucesion
de S-estimadores que minimizan s,. Supongamos que (Bprcn)n Y (Bg)n son

fuertemente consistentes para By y que sn(T(BMQ,,L)) Y sn(r(ﬁs,n)) son asin-
téticamente normales. Sea (6,) C R>q tal que §,/n — oc.
Entonces

P(BERA,n = BMC,n) — L

y ademas Bgpra , tiene la misma distribucion asintdtica que Byrc -

Notemos que si estamos en las condiciones del teorema anterior, existe Vi =
/ . . Z ¢ . Z4 <
E¢,(xx") y es inversible, por (2.6) B4 ,, serd asintéticamente normal. Ademas
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si Fy es normal Bgp, , tendrd eficiencia asintética 1. Sin embargo si Fy tiene
colas més pesadas, por ejemplo con distribucién t de Student, el hecho de que
Brr A, coincida asintoticamente con B Mc,n, Dos indica que B BRAN 1O serd

eficiente respecto del estimador de méxima verosimilitud, ya que 3 MC,pn 10 o es.
Las simulaciones nos mostraron que no parece ser posible calibrar los pardmetros
de un BERA’" cuando (0,,) C R>g es tal que d,,4/n — oo de manera tal de tener
un eficiencia por encima del 70% cuando los regresores tienen distribucién t de
Student.
Para obtener condiciones para garantizar la normalidad asintética de sy, (T(B MCn))

y de sn(r(Bs,n))7 consultar la Seccién 6.3 de Huber (1981) y el Teorema 6 de
Fasano, Maronna, Sued y Yohai (2012).

4.3 Simulacién

A la hora de calcular un estimador de escala robusta acotada utilizamos el
paquete de Estadistica Robusta de R para calcular los S-estimadores y MM-
estimadores necesarios.

Fijados los pardametros cg, 1, b, y d,,, para calcular BERA’“ de acuerdo a la

definicién 4.2 primero verificamos si 3¢, cumple que

Sn('r(/@MC’,n)) <(1+ 6n)3n(r(ﬁs,n)),

y de ser asf tomamos f'}ERA’n = ,@Mc’n.

Si ,BMC’n no cumple con esta condicién debemos estimar c¢*(co, ¢1, b, dp).

En un principio probamos hacer una bisqueda en una grilla entre ¢y y ¢; con
cierto paso h > 0. Notamos entonces que para que las estimaciones resultantes
sean buenas se debe tomar h < 0.1 y que en ese caso la bisqueda resulta muy
costosa computacionalmente, ya que cada paso de la misma requiere calcular
un MM-estimador y su escala.

Decidimos entonces utilizar el siguiente procedimiento:

e Primero verificamos si
5n(r(Be, ) < (146050 (r(Bs ),
en cuyo caso ¢*(cp,c1,b,0,) = 1.
e Caso contrario calculamos ¢’ = ¢/(cg, ¢1, b, §,,) definido por
Sn(T(BC/,n)) =1+ 5n)sn(7‘(Bs7”)) concy < <ey

utilizando el algoritmo de Brent para resolver ecuaciones no lineales y
utilizamos 3, ,, como estimador.

La experimentaciéon con los dos metédos nos mostré que para los casos de
interés para nuestro estudio de simulacién el algoritmo de Brent converge rédpida-
mente a ¢’ (co, c1,b,05,) y que BC,JL coincide con Bc*m, donde ¢* = ¢*(c, ¢1,b,95)
se estima haciendo una bisqueda en una grilla entre ¢y y ¢; con h = 0.1.
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De cualquier manera, todos los resultados teéricos que obtuvimos para los es-
timadores de escala robusta acotada se satisfacen reemplazando en la definicién
4.2. B.. ,, por B., donde c es tal que

Sﬂ(r(léc,n)) <(1+ 6n)3n(r(ﬁs,n))-

Para el estudio de simulacién asumiremos el modelo (2.1) con (2.5), y en
algunos casos incluiremos una ordenada al origen. Como todos los estimadores
que estudiamos son equivariantes, podemos suponer sin pérdida de generali-
dad que B, = 0. Compararemos la robustez y eficiencia para muestras finitas
de los siguientes estimadores: MM con 85% de eficiencia asintética que es el
estimador recomendado en Maronna, Martin y Yohai (2006), S-estimador con
punto de ruptura por reemplazo mdximo, y un estimador de escala robusta
acotada que llamaremos ERA calculado con punto de ruptura por reemplazo

—0.6
méximo, tomando ¢, = 0.6 (%) donde p es el tamano del vector de regre-

sores, cg = 1.54 y ¢; = 7. Elegimos estos pardmetros para el estimador de
escala robusta acotada porque las simulaciones nos mostraron que brindan el
mejor balance entre robustez y eficiencia. Notemos que este estimador no estd
en las condiciones del Teorema 4.2 y por lo tanto no conocemos su distribucién
asintoética.

Para estudiar la eficiencia de los estimadores cuando los errores tienen dis-
tribucién normal, consideraremos los siguientes ocho escenarios:

e En lo primeros tres, todas las coordenadas de x son independientes con
distribucién N(0,1), U(0,1) y t de Student con cuatro grados de libertad
respectivamente.

e En las siguientes tres, incluimos una ordenada al origen: (z2,...,zp) es
como antes y x1 = 1.

e En los dltimos dos incluimos un término cuadratico: (1, ...,zp_2) €s como
2

antes, z,—1 = 1y x, = 7, con distribucién N(0,1) y U(0,1).

Tomamos p=15,10y 20 y n = Kp con K = 5,10 y 20.

Para cada n, p y escenario para las variables regresoras calculamos la eficien-
cia para muestras finitas bajo errores normales standard. Adema4s, calculamos la
eficiencia para muestras finitas bajo errores con distribucién de Student con tres
y cinco grados de libertad y regresores independientes con distribucién normal
standard.

Para medir la robustez de los estimadores contaminamos los datos de la
siguiente manera. Para una tasa de contaminacién ¢ € (0,1) sea m = [ne].
Entonces para ¢ < n—m, generamos (x}, y;) de acuerdo al modelo (2.1) con (2.5),
errores normales standard y regresores independientes normales standard. Para
i > n—m tomamos x; = (zo, 0, ...,0)’ y y; = zok. El efecto de esta contaminacién
serd entonces arrastrar a los estimadores hacia (k,0,...,0). Tomamos zg = 5, k
en un grilla de 0.5 a 10 con paso 0.2 y € = 0.1. Para cada caso damos una tabla
en la que se muestra el maximo y minimo sesgo alcanzado por cada estimador.
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El numero total de replicaciones de Monte Carlo es N, = 500 en todos los
casos. Dado un estimador 3, llamemos 3, a la k-ésima replica de Montecarlo.
Medimos entonces el rendimiento del estimador 3 utilizando el error cuadratico
medio:

500 . 2
XA
ECM(B):MW.

4.3.1 Eficiencia

Con el fin de resumir los resultados del estudio de la eficiencia para muestras
finitas de los estimadores con errores normales, para cada combinacién (p,n)
y para cada estimador tomamos la médxima y minima eficiencia sobre los ocho
escenarios con respecto al estimador de méxima verosimilitud.

Los resultados se presentan en la Tabla 2.

P n Maxima Eficiencia Minima Eficiencia

M M85 S ERA MDMS&5 S ERA

5 25 0.711 0.328 0.82 0.64 0.253 0.742
50 0.795 0.303 0.951 0.7 0.273 0.88

100 0.837 0.276 0.98 0.762 0.258 0.943

10 50 0.742 0.285 0.781 0.63 0.261 0.74
100 0.814 0.274 0.938 0.77 0.253 0.914

200 0.833 0.363 1 0.806 0.26 0.971

20 100 0.732 0.285 0.776 0.66 0.26 0.743
200 0.798 0.258 0.948 0.79 0.246  0.937

400 0.847 0.255 1 0.765 0.237 0.993
Tabla 2: Eficiencias de los estimadores con errores normales.

Notemos que en algunos casos, por ejemplo p = 5y n = 250p = 10
y n = 50, la eficiencia minima para muestras finitas del MM-estimador esta
bien por debajo de su eficiencia asintética. Los dos casos que mencionamos
corresponden para p =5 y n = 25 a regresores con distribucién t de Student y
regresores normales con término cuadratico en el caso p = 10 y n = 50.

Por otro lado, ERA tiene una eficiencia minima del 74%.

La Tabla 3 muestra las eficiencias de los estimadores bajo errores con dis-
tribucién t de Student respecto del estimador de maxima verosimilitud.
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gl. p n MM8 FERA LS S
3 5 25 0.827 0.898 0.625 0.413
50 0.889 0.847 0.615 0.419

100 0.952 0.801 0.573 0.458

10 50 0.848 0.867 0.562 0.368
100 0.942 0.844 0.502 0.426

200 0.943 0.8 0.520 0.457

20 100 0.861 0.936 0.624 0.394
200 0.941 0.875 0.554 0.429

400 0.960 0.755 0.524 0.472

5 5 25 0.812 0.837 0.803 0.419
50 0.903 0.904 0.83  0.439

100 0.913 0.902 0.84  0.469

10 50 0.834 0.882 0.878 0.375
100 0.885 0.936 0.836 0.437

200 0.927 0.862 0.820 0.38

20 100 0.856 0.882 0.865 0.349
200 0.901 0.930 0.848 0.338

400 0.934 0.865 0.837 0.362

Tabla 3: Eficiencia de los estimadores para errores con distribuciéon de Student
con tres y cinco grados de libertad

Estos resultados nos muestran que para errores con distribucién de Student,
el estimador ERA es més eficiente que el MM para tamanos de muestra pe-
quenos, y lo opuesto sucede para tamanos de muestra grandes. De cualquier
manera, vemos que en este caso ambos estimadores son altamente eficientes.

4.3.2 Robustez

La Tabla 4 muestra el maximo y minimo error cuadratico medio de los esti-

madores estudiados.

€ p n Méximo ECM Minimo ECM
M M85 S ERA MMS85 S ERA
01 5 25 0.868 1.41 0.860 0.36 0.71 0.33
50 0.576 0.85 0.61 0.147 0.27 0.137
100 0.432 0.706  0.444 0.068 0.16 0.063
10 50 1.35 2.28 1.36 0.341 0.815 0.325
100 0.621 1.17 0.657 0.143 0.371  0.135
200 0.489 0.757 0.514 0.068 0.173  0.064
20 100 1.33 2.36 1.44 0.326 0.838 0.32
200 0.747 1.23 0.811 0.143 0.39 0.136
400 0.488 0.659 0.516 0.062 0.172  0.061

Tabla 4: Errores cuadréticos medios de los estimadores para regresores
normales, con datos contaminados.
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Vemos entonces que el precio que pagamos por el claro aumento en la efi-
ciencia que muestra la Tabla 2, es un aumento de a lo sumo 10% en el méximo
error cuadratico medio respecto del MM-estimador.

La Figura 1 compara el ECM de los tres estimadores para p =5 y n = 25.
En este caso, el comportamiento del MM85 y del ERA es similar, alcanzando el
ERA un maximo menor.

! \ — 5
4 / — MMs5
/ \ ERA

Figura 1: ECM de los tres estimadores, en el caso p =5y n = 25.
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5 Apéndice

A continuacién damos todas las demostraciones pendientes.
Demostracién del Teorema 3.1

Para agilizar la notacién llamemos

4 (b—c¢€
Slzg1l<1_€70>

_ (b
51:(1+5)51:(1+6)911(1_?0)

e S1 - gfl(?:zvo)
LT 1+9) (1+9)
Sea € < min(b,1-0b),y Ve(Hp) un entorno de contaminacién de Hy. Veamos
primero que B.(T) <aj. Para esto basta ver que si He V.(Hj) se cumple que

18Il > o = s(8,H) >(1 +6)s(0, H).

Sea entonces 3 con ||B]| > a1. Como g es estrictamente creciente respecto
de || 8] tenemos que

b
1—¢

9(51,[1B1) > g(s1,01) =

y como g es continua y estrictamente decreciente respecto de s podemos encon-
trar un so > 51 tal que

9(52,181) > 12—

Entonces

Eulp (“‘“)) > (1= g(sa, [1B]) > b

52

lo que implica que so < s(3,H).
Por otro lado si s > s

Eu(p(£)) < (1= )g(s,0) + ¢ < (1= )g(s1,0) + ¢ = b.

Luego s > s(0,H) Vs > s1, de donde obtenemos s; > s(0,H).
Juntando todo, tenemos que

s(B,H) >s0 >51 = (1+3d)s1 > (1+9)s(0,H).
Por lo tanto

Be(T) SOél.
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Veamos a continuacién que ay < B.(T).

Sea 0 < ¢ < ag y sea 8" con ||B*|| = ¢. Consideremos (\,), C R tal
que )\, — oo y definamos x,, = A\,3", y, = B'x,. Sea H} la distribucién
concentrada en (Xn,yn) y Hn = (1 —€)Ho + €H;:.

Luego para probar que as < B.(T) nos basta ver que

sup || T(H,)|| = c.

Supongamos por el absurdo que esto no sucede. Entonces eventualmente
pasando a una subsucesion, que por conveniencia seguiremos llamando H,, ten-
dremos que T(H,) = 3,, con _ _

limgB, =B

y
13| <1871 =

Se sigue entonces que

~/
ynfﬂxn

lim
Por otro lado

En,p (Zl_fnx> = (1—¢€)g(s, )

= lim A, (8°]* = 8°B) = oo.
Tomemos ahora s < s1, luego

~/
) + €p (yn - ﬂnxn> )
S
ﬂnx

~/
lim Eg, p <y—5> > (1—-¢€)g(s,0) +e> (1 —¢€)g(s1,0) +e=0b.

Bn

Por lo tanto _
lims(8,,, Hy) > s Vs < 1.

Como g es continua y estrictamente decreciente respecto de s tenemos que
(1—€)g(51,¢) <(1—e€)g(51,a2) =
v que existe s3 < §1 tal que
(1 —¢€)g(ss,c) <b.
Entonces »
B (o (YE2)) = (1= gtene) <0
de donde deducimos que

S1 < hmﬂ S(BnﬂHn)
(14+96) — (1+9)

S(B*aHn) <s3< 8=
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que es absurdo, ya que T(H,,) = 3,, es tal que s(8,,, H,)/(1+6) es minimo.
Por lo tanto
a9 f;l3€(qj)

Para completar la prueba basta ver que

gt (20)
(1+6) "1—e

¢ T min(b,1 —b) = ay = g, *

Tomemos b < 0.5, para que min(b, 1 — b) = b. Tenemos entonces que
lim g; ! b=e 0) = lim g; ' (r,0) = 00
eTh 1 1—¢’ r—071 ’

de donde se sigue que

—1 [ b—e¢
li -1 91 (1_6’()) b = i —1 b _
o 92 1+0) 1-¢] 2 \P1-¢)™>

Para probar el Teorema 3.2 necesitaremos el siguiente lema, que aparece en
Maronna, Martin y Yohai (2006).

Lema 5.1 Sea ry = (ry1,..;"Nn) un sucesion. Sean C = {i : |rnq| —
oo} y D = {i: |rn,| estd acotada}. Sea s,(r(B)) un M-estimador de escala
calculado con una p — funcion continua y acotada y sea b el lado derecho de
(3.8). Entonces

o Si #C > nb,s,(ry) — 0o
o Si #D >mn —mnb,s,(rn) estd acotada

Demostracién. (i) Supongamos que s, (ry) esta acotada. Entonces la defini-
cién de s(ry) implica que

Sn(ryn

. TN, -
nbzhjgl;p( ))—#C>nb

que es absurdo.
(ii) Supongamos que s, (ry) — oo. Entonces si i € D
implica que

RN T'Ni . TNi
_ . _ ) <
nb—h]{fnig_lp<sn(rN)> = lim g p<8n(I‘N)> n—#D <nb

i¢D

TN
Sn (rN)

— 0, lo que
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que es absurdo. m

Demostracién del Teorema 3.2

(i) Aunque suponemos que nuestro modelo no tiene una ordenada al origen,
se puede hacer una demostracién enteramente andloga cuando si la tiene. Vamos
a probar que m* < nb. Seam > nb. Sea C' C {1, ...,n} con #C = m. Seaxy € R?
con ||xo|| = 1. Dada una sucesién (X,,,y,), definamos para 3 € RP+!

I'N(ﬁ) =Y, — X.B.

Tomemos (X,,,y,) de la siguiente manera:

(X1 )= (Nxo,N?) siicC
N,i»YN,i) = (Xi,yi) si i ¢ C

Veamos que B ~» €l estimador basado en (X,,,y,), no puede estar acotado.
Supongamos por el absurdo que ,53 ~ estd acotado. Entonces |ry ;| — oo cuando
i € C. Luego, la parte (i) del Lema 5.1 implica que s, (ry(8y)) — co. Como
%’ < 1= p(c0), tenemos que existe un tnico v tal que

Vamos a probar que

N
De hecho

~l 9 ~/
b= (LX) (N—NBN> |
" iech<8n(rN(ﬂN))> ;p Sn(rN(/BN))

El primer sumando tiende a cero pues s,(ry(By)) — o0, v el segundo es

1-— N_lﬁ;VXO
mp ! .
N=2s,(rn(Bn))
El numerador de la fraccién tiene a uno. Siuna subsucesion de N~2s,,(ry(8y))
tiene un limite ¢ (posiblemente infinito), debe cumplir p(%) = ’:—: que es lo que

querfamos probar.
Llamemos n = (1 + 24,,) /(2 + 2§,,) y definamos B3 = xoN7. Entonces

rni(By) = N*(1—n) siicC

i (BN) = yi —x(x;Nn sii ¢ C.
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Como #{i : rn(ByN) — oo} = n, la parte (i) del Lema 5.1 implica que
sn(rn(By)) — 0. Procediendo como antes vemos que

1 * N i
ﬁ‘S?L(rN(/@N))_’ m

lo que implica que

sn(ty(By))

Sn(rN(IB}K\/)) < (1 +6n>

para N suficientemente grande, que es absurdo por (3.13).
(ii) La demostracion es idéntica a la que aparece en la pagina 165 de Maronna,
Martin, Yohai (2006).H

Para probar el Teorema 4.1 necesitaremos de los siguientes siguientes lemas.

Lema 5.2 Sea p una p— funcion continuamente diferenciable. Sea Hy dada por
(2.3) con Fy que satisface (2.4) y sup|g)=1 Pa, (B'x=0)<1—0b. Sea s(3,Hy)
definido para B € RP por

En,(p (%)) = b (5.1)

Entonces s(B,Hy) tiene un dnico minimo en B = B.

Se puede encontrar una demostracién del lema anterior en Yohai y Zamar
(1988).

Probamos ahora una leve generalizacién de un lema de Yohai (1985).

Lema 5.3 Sean (xX1,v1),..., (X}, yn) observaciones i.i.d del modelo (2.1) con
(2.5) y distribucion Ho dada por (2.3). Supongamos que sup)g = P, (8'x = 0) <1—
b. Supongamos que p es una p — funcion continua y acotada y que (Bln)n es
una sucesion de estimadores que converge casi sequro a B" € RP. Entonces

50 (r(By.,)) definida por (8.3) converge casi sequro a s(B*, Ho) definido como

en (5.1).

Demostraciéon. Sea 0 < e < s(8", Hy) afirmamos que entonces podemos
encontrar un ¢ > 0 tal que

i _y=Bx
Brtol o 8125 <8(,6*,H0) — 6)) >b+6
Y (5.2)
Bl s y_ﬁlx) b .
Ho(‘lﬁf;lg'gp <S(ﬂ*7HO) +e ) <
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Supongamos por el absurdo que no. Entonces existe un € tal que 0 < € <
s(B*, Hy) y para todo § > 0

i _y=Bx
EHO(H'BJg*f”S‘sp <5(/8*7H0) - E)) <b+s (5.3)
(0] /@/
Yy—pPpXxX
E VZPX )y s pos. ,
HO(HﬁfSEP\Isap <8(ﬂ*, Hy) + €>) g (5.4)

Tomemos (d,,) C Ry tal que §,, — 0. Entonces para cada n € N se cumple
(5.3) o (5.4), pero alguna de las dos se cumple infinitas veces. Supongamos
que se cumple (5.3) infinitas veces y tomemos una subsucesion de (d,,), que por
comodidad llamaremos igual, tal que se cumpla (5.3) para todo n. Si se cumple
(5.4) infinitas veces el argumento es enteramente andlogo.

Ahora, como p es una funcién continua y {3 € R” : |8 —8%| < .} es
compacto para todo n, tendremos que para cada n existe un @,, tal que

) i)
I8-B"l1<s," \ s(B", Ho) — ¢ s(B",Ho) —¢) "

Ademés como 0,, — B, se sigue que

( y — 0, > ( y—B'x >
e oy =) —ar o= /-
P\s(B Hoy—¢) ~"\s(8" Ho) — ¢
Recordando que p es acotada y aplicando el Teorema de Convergencia May-
orada obtenemos que

. , y—B'x _ y—B'x
i B, 8 0 (st 2) = Fle (st —2) <

Como p es monétona no decreciente y s(3*, Hy) — ¢ < s(8*, Hy) finalmente
llegamos a que

Pero entonces 5
y—07x
FE —Z_ == )=
HO(p(S(ﬁ*,Ho)—E>) ’

que es absurdo ya que por definicién s(3%, Hy) es el infimo de los s > 0 tales

que
Bl (P2 ) =

Tenemos probado entonces (5.2).
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Se sigue entonces de la Ley de los Grandes Numeros que

1 - . Yi — ﬁ )
lim = inf —— " | >b+4cs.
n n;w—ﬁ*mp( (8", Ho) —

. 1 = 1 '
hmfz sup p((gHﬁo)—l—e><b d c.s.

mon AT 8- <8

Entonces como

liin,ﬁl,n =[B" cs.

tenemos que

11Fn2p<sz(/f@*,'81; ! ) >b+4cs.

/61n 7
li E <b-56c.s.
linn p( +e “s

Luego por la monotonia de p, con probabilidad uno existe un ng tal que s(8*, Hy)—
€ < sn(r(By,,)) < (8%, Ho) + €, que es lo que querfamos probar. m

El siguiente lema estd probado en la pagina 36 de Yohai y Zamar (1988).

Lema 5.4 Sean (x},v1),...,(X},,yn) observaciones i.i.d del modelo (2.1) con
(2.5) y distribucion Hy dada por (2.3) con By = 0. Supongamos que Fy cumple
(2.4) y que supjg|=1 P, (B'x =0) < 1 —b. Sea s,(r(8)) como en (3.3), con p
una p — funcion continuamente diferenciable y eventualmente constante. En-
tonces

Vko dkq tal que lim inf s, (r > ko c.s.
2 3hs tal que i int s, (r(8) = ko

Demostraciéon del Teorema 4.1

En virtud de la equivariancia de los estimadores involucrados, podemos
suponer sin pérdida de generalidad que 3, = 0.

Llamemos (2, F, P) al espacio de probabilidad en el que estan definidas
nuestras observaciones.

Veamos que con probabilidad uno (Blm)n es acotada.

Como

Sn(r(Bl,n)) - 8(07 H()) C.s
tenemos que existe Ny € F tal que P(Np) =0y si w ¢ Ny se cumple

sn(r(B1,,))(w) — 5(0, Ho).
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Por el Lema 5.4 tenemos que para cada m € N existe un k(m) € Ny N,,, € F
tal que P(N,,) =0y si w ¢ N, se cumple que

B 1o Sy sn(r(B))w) 2 m.

o0
Sea N = U N,,. Es claro entonces que N € Fy P(N) = 0.
m=0
Sea wg ¢ N, veamos que entonces (3 ,,(wo))n es acotada.
Supongamos por el absurdo que no.
Notemos que como wgy ¢ N vale que

$n(r(B1,4))(wo) — 5(0, Ho) (5.5)
y para todo m € N se tiene

lim inf
n||Bl|>k(m)

sn(r(8))(wo) = m. (5.6)
De (5.5) se sigue que existe existe un mg € N tal que para todo n € N
-~ mo
n((B.)) (w0) < 0.

Como (Blm (wo))n no esta acotada, tiene que existir una subsucesion (Bl,nj (wo));j
tal que para todo j € N

By, (wo) | = k(mo).

Pero entonces para todo j € N

1y (F(B)) (o) < 80, (r(By ) (w0) < -

inf s
1B11>k(mo)

Se sigue de (5.6) que

Mo
2

mo < lim

n; (1(B))(wo) <

inf s
1B11>k(mo)

que es absurdo. Concluimos que con probabilidad uno ([31,n)n es acotada.

Veamos finalmente que BLH —©% (. Para esto, basta probar que con proba-
bilidad uno toda subsucesién (Blmj ); de (ﬁln)n tiene una subsucesién (BLnjk Vi
que converge a 0. A )

Sea entonces (3 ,,,); una subsucesion de (B4 ,, )n. Como (81 ,,)n esta acotada
con probabilidad uno, (/31,n]- ); también. Por lo tanto con probabilidad uno
existe (B, ,,, )r una subsucesion de (8, ,,;); convergente, llamemos 3 € R” a su
limite. Tenemos en virtud del Lema 5.3 que

S”jk (T(Bl,njk )) —©* 8(167 HO)
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Ademas como

-

sn(r(B1,n)) = 5(0, Ho)

tenemos que S(B,HO) = (0, Hp). Por el Lema 5.2 sabemos que s(3,Hy) tiene
un dnico minimo en 3 = 0, por lo tanto debe ser que 3 = 0 y esto termina la
demostracién.ll

Demostracién del Corolario

Por el Teorema 4.1, nos basta probar que

sn(T(BERA,n)) — s(Bo, Ho) c.s.

Tenemos que para todo n

50(1(Bs.n)) < 8u(r(Brran)) < (14 064)s0(r(Bs ).

Como por hipétesis

-

Bs.n — By ¢,

obtenemos del Lema 5.3 que

~

Sn(r(ﬁs,n)) — 5(By, Ho) c.s.

y por lo tanto .
Sn(T(BERA,n)) — 5(Bo, Ho) c.s.
|

Demostracién Teorema 4.2
Para probar que

P(BERA,n = BMC’m) —1 (5-7)
nos basta con mostrar que
P(sn(r(Barcn)) < (14 05)8n(r(Bs ) — 1. (5.8)

Para probar esto, notemos que como

\/E(SH(T(BMCJL) — 5(Bg, Ho)) = Op(1)

Vi(s(r(Bs ) — 5(8o, Ho)) = Op(1),

—1/2

restando estas dos igualdades y multiplicando por n obtenemos que

~

$u(r(Barc.n)) = $a(r(Bs.,)) = n~/20p(1).

Por lo tanto

~

Sn(T(BMC,n) -1+ 5n)5n(r(BS,n)) = nil/QOP(l) - 5’rL5'rL(7'(ﬁS,n))7
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de donde deducimos que
12 (50 (r(Barc,n)) — (14 60)50(r(Bs ) = Op (1) = 6,0 %5, (r(Bs 1)) (5.9)
Finalmente (5.9) implica que

02 (50 (r(Barcn)) = (1+80)su(r(Bs 1)) = —o0

que a su vez implica (5.8), que es lo que querfamos probar.
Probemos ahora que

n1/2(/BERA,n - /BMC,n) = 0p(1). (5.10)

Para probar (5.10) tenemos que mostrar que dado € > 0 y § > 0 existe un
ng tal que ) A
P(Hn1/2(ﬁERA,n - /BMC,n)H >0)<e (5.11)

para todo n > ng.
Sean entonces € > 0y § > 0. Tomemos ng tal que

P(,@ERA,” = BMC’n) > 1 — ¢ para todo n > ng.
Entonces si n > ng tenemos que
P(||n1/2(ﬂERA,n = Buen)ll >0) < P(Beran # Bucn) <€

que es lo que querfamos probar.
Finalmente notemos que

nl/Q(BERA,n—ﬁo) = ”1/2(BERA,n—BMc,n)‘f‘nl/z(BMC,n—ﬁo) = Op(l)+n1/2(BMC,n_/BO)7

que implica que Brra ., ¥ Brrc,, tienen la misma distribucién asintética.
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